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5.8 -~INTRODUCTION-=-

Le but de ce travail était primitivement de faciliter

l'étude de la sémantique des langages de programmation en étudiant

des régles d'équivalence permettant de réduire un langage évolué et

complexe en un langage noyau.

Le probléme est donc de traduire un langage dans un autre.

Il apparait rapidement que de tels problémes sont difficiles si on

travaille sur des langages "linéaires" (c'est-a-dire des ensembles

de mots sur un certain alphabet). Mais les langages de programmation

sont en général décrits en premiére approximation par des grammaires

algébriques et, 4 chaque mot du langage, est associé un ou plusieurs

arbres syntaxiques (ici appelés ramifications). Si on essaie de

traduire un langage dans un autre en raisonnant, non lus sur les

mots du langage, mais sur les arbres syntaxiques, les problémes se

simplifient notablement. Les régles d'équivalence seront donc des

transformations sur des arbres (ou ramifications).

Le probléme est maintenant de définir correctement ces

transformations. Considérons l'exemple suivant of l'on veut supprimer

dans Algal 60, les instructions du type : si... alors... sinon...

Chaque fois que l'on rencontrera dans un arbre syntaxique un sous-

arbre de la forme

"Instruction"

I

"instruction conditionnelle"

SY |
ALORS SINON

"Expression booleems:' "Instruction "Instruction"

inconditionnelle”



On remplacera ce sous-arbre par

"Instruction"

"Instruction inconditionnelle"

"Instruction composée"

"Instruction composée non étiquetée"

DEBUT "Queue d'instruction composée"

"Instruction" S crnaeraeion we ew
|

“Instruction conditionnelle" Instruction inconditionnel
a 

| 

"Instruction de base"

SI "Expression boolemm" ALORS "Inst¥uction "Etiquette" "InstPuctio;
inconditionnelle" { de base non

"Identificateurt &tiquetce”
"Instruction composée" j

ID "In structior

"Instruction composée non étiquetée” vide”

DEBUT "Queue d'instruction composée"

\
"Instruction" } "Instruction" FIN

"Instruction "Instruction
inconditionnelle" inconditionnelle"

"Instruction de vase"

"Instruction de hee non étiquetée”
"Instruction ALLERA"

ALLERA “Expression de désignation"

|
"Expression de désignation simple"

"Etiquette"

"Identificateur"

ID

De plus, on greffera en des x
a 

: 

ssous de "expression boole@re"dane ee inconditionnelle" et "instruction" ce qui ictrwle ‘ans l'arbre syntaxique initial.

-3-

(Sur le langage linéaire, cette transformation s'écrirait

chaque fois que l'on rencontre un sous-mot de la forme

SI a ALORS 8 SINON y

ot a,8,y dérivent respectivement de "expression booleenne",

“instruction inconditionnelle” et "instruction".

On le remplace par

DEBUT SI « ALORS DEBUT 8 ; ALLERA ID FIN ; y ; ID: FIN

Cette facon d'écrire la transformation semble plus simple ; mais,

en fait, quand on lira le programme, a par exemple pourra étre une

expression trés longue et méme si on fait une lecture 4 l'avance de

k caractéres (k fixé), on ne pourra pas savoir dans tous les cas

si cette transformation est ou non applicable. En revanche, sur

l'arpre syntaxique, cette transformation est purement locale).

A propos de cet exemple, on peut faire plusieurs remarques :

1°) Bien que l'exemple choisi soit assez simple, on

remarque gue l'écriture de la transformation est longue et pénible.

Pour pouvoir 6énoncer des résultats sur des systémes utilisant de

telles transformations, il est done nécessaire de formaliser cette

notion de transformation.

2°) On a dit que l'on greffait en dessous des non terminaux

“expression booleenne”, “instruction inconditionnelle” et “instruction”

ce qui figurait dans l'arbre initial ; mais si le non terminal

"instruction" intervient plus d'une fois, il y a des ambiguités dans

la reconstruction de l'arbre aprés lL'application d'une transformation.

Il faudra done introduire des marqueurs gui lévent cette ambiguité.

Nous utiliserons ici les entiers 1,2,... et une transformation sera

décrite par un couple d‘arbres que l'on peut représenter schématique-

ment ainsi :

fv. gS
iyrigress Byrdgre--



On utilisera alors cette transformation de la fagon suivante ;

chaque fois que l'on rencontre dans l'arbre t A traduire un

sous-arbre égal 4 r on le remplace par s et ce qui dans t

était en dessous de r 4 la place i, est graffé en dessous de

s 4 la place Jg telle que Iq = i,- Des arbres de ce type seront

utilisés tout au long de cette thése sous le nom de mlynémes.

3°) Il est bien évident qu'il ne suffit pas d'utiliser

une fois une transformation pour obtenir la traduction d'un arbre t.

Tl faut utiliser plusieurs transformations et éventuellement les

réitérer. (Par exemple si dans ALGOL 60 on désire supprimer les

instructions pour, on construirades transformations (ui permettent

de diminuer le nombre d'éléments d'une liste de pour et on réitérera

cette transformation jusqu’a ce que les listes de pour du programme

soient de longueur 1 ; puis une autre transformation permettra de

traduire les instructions pour avec un seul élément dans la liste de

pour.) Pour traduire un arbre t on applique donc une suite de

transformations et on obtient une suite d'arbres t,tl,t2,.... Cette

suite d'arbres est analogue & une dérivation dans une grammaire.

Nous avons donc étudié sous le nom de bigrammaires des grammaires

sur les arbres dont les dérivations correspondent aux suites d'arbres

décrites ci-dessus. Cette étude fait l'objet des quatre premiers

chapitres de cette thése, le cinquiéme étant l'application des

résultats obtenus aux problémes de traduction proprement dits.

4°) On peut faire aussi quelques remarques sur la forme

des transformations.

~ En général, on utilisera de telles transformations pour

traduire un langage complexe en un langage plus simple dont les con-

cepts sont moins élaborés. Donec quand on traduira un mot q on obtien-

dra un mot a” plus long que « et, pour les transformations, cela

signifie que le deuxiéme arbre utilisé pour décrire une transformation

Sera "plus grand" qué le premie:. Nous étudierons cette situation au

chapitre 4 4 propos des bigrammaires contextuelles et strictement

contextuelles.

~ On peut envisager de deux fagons la traduction d@'un

langage. Soit les arbres que l'on obtient successivement en appliquant

les transformations, gardent tous une "signification" ; soit seuls

l'arbre de départ et la traduction de cet arbre ont une "signification",

les autres arbres de la suite menant de l'arbre de départ A sa traduc-

tion n'étant que des intermédiaires de calcul. Pour pouvoir procéder

pV) %s vont
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de la premiére fagon, il faut imposer des conditions supplémentaires

aux transformations. Ici nous avons traité ce cas en imaginant qu'il

existait un sur-langage englobant le langage a traduire et le langage

noyau et que les transformations ne font pas sortir de ce sur-langage.

Nous étudions de tels systémes de traduction au chapitre 5 sous le

nom de systémes transformationnels contr6lés et, pour pouvoir démon-

trer des résultats 4 propos detes systémes transformationnels contrd-

lés, nous étudions au chapitre 4 des bigrammaires contextuelles et

strictement contextuelles particuliéres dont les productions sont

analogues aux transformations de ces systémes (bigrammaires contex-

tuelles et strictement contextuelles conservant la racine et utilisant

dans leurs productions des polynémes injectifs).

Aprés avoir développé les quelques idées qui sont sousja-

centes 4 ce travail, nous pouvons maintenant indiquer un plan commenté

et un résumé des résultats obtenus.

Le chapitre O est consacré 4 des rappels sur les notions

de langage, grammaire, bilangage et treillis.

Dans le chapitre 1, on introduit la notion de polynéme qui

est fondamentale pour la suite. Ces polynémes serviront 4 la fois

pour décrire les productions d'une bigrammaire et les transformations

des systémes transformationnels.

Dans le chapitre 2, nous donnons les définitions concernant

les bigrammaires et des propositions élémentaires et générales a

propos de i'utilisation de ces bigrammaires.

Le chapitre 3 contient diverses généralisations aux bigram-

maires de la notion de grammaire algébrique. Nous introduisons trois

types de bigrammaires les bigrammaires & contexte libre de degré

zéro, les bigrammaires réguliéres et les bigrammaires 4 contexte

libre de degré un. Dans chacun de ces cas on 6tudie les bilangages

engendrés et les différents langages associés 4 ces bilangages

(langages des mots des racines, langages des mots des feuilles,

langages des chemins}). Pour ces trois types de bigrammaires, on

montre l'existence de systémes 4 point fixe associés dont les solu-

tions minimales coincident avec les bilangages engendrés par les

bigrammaires. Dans le cas des bigrammaires réguliéres, on

montre que les bilangages engéendrés sont les bilangages réguliers déja



étudiés par d'autres méthodes (QUERE {20} ). Une nouvelle caracté-

risation algébrique de ces bilangages réguliers permet de montrer

que l'intersection d'un bilangage régulier et d'un bilangage

engendré par une bigrammaire 4 contexte libre est encore engendré

par une bigrammaire 4 contexte libre. Une généralisation aux bilan-

gages engendrés par les bigrammaires 4 contexte libre de degré un

du théoréme des paires itérantes donne une idée précise de la

puissance de ces bigrammaires et permet en particulier de montrer

que ces bigrammaires ne sont pas aussi puissantes que les grammaires

contextuelles.

Le chapitre 4 aborde l'étude des bigrammaires contextuelles

et strictement contextuelles. Ces bigrammaires sont une généralisa-

tion des grammaires contextuelles. Cette étude est surtout faite en

vue de son application au chapitre 5. C'est pourquoi on étudie les

langages engendrés par ces grammaires en imposant des conditions

restrictives aux productions de fagon qu'elles puissent &tre utili-

sées dans les systémes transformationnels contrélés. Malgré cela on

montre que les langages engendrés gardent un grand caractére de

généralité. En particulier pour les bigrammaires contextuelles on

montre que les langages engendrés avec ces restrictions sont tous

les langages récursivement énumérables bien que les bilangages

engendrés par de telles grammaires restent décidables.

Dans le chapitre 5, on définit le concept de systéme

transformationnel et on applique les résultats obtenus dans les

paragraphes précédents. En particulier on utilise le résultat con-

cernant l'intersection d'un bilangage régulier et d'un bilangage

engendré par une grammaire & contexte libre, pour démontrer des

résultats de décidabilité 4 propos des systémes transformationnels

dont les transformations sont du méme type que les productions des

bigrammaires 4 contexte libre. Les résultats du chapitre 4 nous

permettent de démontrer que les problames de traduction sont indé-

cidables méme si on impose des conditions assez fortes sur les

transformations. La fin du chapitre est consacrée A l'introduction

de systémes transformationnels particuliers of l'on peut lever

l'indécidabilité des problémes posés.

CEAPITRE 0 : RAPPELS

0.1.+ Langage :

0.1.1.- Définitions.

- Un vocabulaire est un ensemble fini.

~ Un mot sur le vocabulaire V est une suite finie d'éléments de V. Si

a est un mot sur V, jal désigne lea longueur du mot a.

- L'ensemble des mots sur V est noté vV* . V* a une structure de monotde

quand on le munit de la loi de composition interne "concaténation".

L'élément neutre est le mot vide noté A.

- Un langage sur V est un sous-ensemble de YV* .

0.1.2.- Grammsires.

- Une grammaire G est un quadruplet G = (N,,P,X) 3; N et T sont deux

vocabulaires disjoints appelés respectivement vocabulaire auxiliaire et

vocabulaire terminal, P est une relation binaire sur (NuT)* et X

est un élément de N . Un couple (asp) en relation modulo P est appelé

une production de G . On écrit alors « —? f . On impose en général que

les productions d'une grammaire soient en nombre fini.

- On écrit u }»-- v (u se réécrit v dans G) si u-= Ua a, ,

vru, Pau, et a --->g . ba relation %. lue de ... dérive ... est1B % fs

la fermeture reflexive et transitive de >+~-.

~- Le langage engendré par G est par définition l'ensemble des mots de T*

dérivant de xX.

0.1.3.- Classification des grammaires.

- Les grammaires les plus générales sont appelées semi-thuéiennes. Flles

engendrent exactement la classe des langages récursivement énumérables.

- Les grammaires G vérifiant la condition :

a-—->P ==yaFA et lpi y tal
G

sont appelées grammaires contextuelles. Elles engendrent la classe des
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langages contertuels.

- Les grammaires G vérifiant la condition :

a “sp ==) a €N

G

sont appelées grammaires algébriques. Elles engendrent la classe des

langages algébriques.

- Les grammaires G vérifiant la condition

a--->6 =) a EN et TN- p a et pe U TAY

sont appelées grammaires linéaires gauches. Elles engendrent la classe

des langages réguliers qui sont aussi les langages reconnus par les auto-

mates finis. On définit aussi les grammaires linéaires droites qui engen-

drent le méme type de langages.

0.2.- Ramification :

0.2.1.- Définitions.

On définit intuitivement un arbre sur y

étiqueté par des éléments de

comme un graphe sans circuit

V tel que le demi-degré intérieur de chaque point

soit au plus un et tel que les descendants directs d'un point soient totalement

ordonnés, ainsi que les points de demi-degré intérieur nul.

Exemple + V= {a,b,c}

a

J
a D b

a Ba

La suite donne une formatisation algébrique de cette notion d'arbre.

Dans l'ensemble des arbres sur V » On peut introduire deux lois.

- Une loi interne qui consiste & Justaposer deux arbres et qui correspond

& la concaténation dans le monotde libre Y* - On notera + cette loi.

om 0.3

Ezemple :

/\
=b a 8 a

a b -

i) , fa a -

c ¢ c c

Cette loi est évidemment associative et posséde un élément neutre noté A

qui est l'arbre vide.

- Une loi externe & opérateura dans V qui consiste A introduire un nouveau

point et & relier ce point 4 tous les points de l'arbre de demi-degré

intérieur nul. On notera TMM cette loi externe.

Exemple :

a a a

ax IM, /M, = a a
¢ D

2 a

c

Un ensemble B muni de deux telles lois (l'une interne, notée + , agsocia-

tive et possédant un élément neutre et l'autre externe, & opérateur dans V et

notée x) s'appelle un V-binofde.

Etant donnés deux binofdes B et B' , on appelle homomorphisme de binoSde

de B dans B'! une application f : B -~-y B' telle que

- £f(t+t') = e(t) + £04")

- f(axt) =a x f(t)

- fle) =e! (e et e' étant les éléments de B et B' pour la loi +).

Les V-binoides forment une catégorie et dans un article de Pair [16], on

montre que cette catégorie possdde un objet initial ¥ appelé V-binoide univer-

sel et défini & un isomorphisme prés par les conditions :

~ T est un YV-binoide (on notera A 1'élément neutre de +)

- tout élément x de différent de A s'écrit de maniére unique
nan

r= (axr') +r" (a étant un élément de V,r' et r” des éléments de Y)

A

~ il existe une fonction 9: ¥ ---> IN telle que
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DA) = 0

D(axr) > V(r)

r £A => D(r48) > D(a)

9 £A ==) (rts) >D(r)

On appelle ramification sur V les éléments de 7.

Les arbres sur V définis ci-dessus donnent une réalisation concréte des

éléments de ¢. in effet, les deur lois définies sur l'ensemble aes foréts sur ¥

donnent & cet ensemble une structure de V-binofde. La fonction "nombre de points

du graphe sous-jacent" peut jouer le réle de la fonction ) ci-dessus et la décom-

position d'une forét t non vide en t=aX t' +t" est évidente.

a
Une autre réalisation concréte de # est par exemple le langage de Dyck P

CEIconstruit sur VUY (¥ est un ensemble en bijection avec VY par le dijec-

tion ab--y a et disjoint de V) . Pour donner & P une structure de V-binotde

universel, on utilise les deux lois

a+p =ap (concaténation dans (VU¥)*)

aXazaaa.

Il est alors facile de montrer que P vérifie les conditions ci-dessus en

posant )(a) = ta) (longueur du mot a) .

4
Le mode principal de raisonnement et de construction dans ¥ est la récurren-

ce obtenue grace aux deux schémas de théorbmes suivants :

(1) LRA) et (Wre®) (Woe) (Weer) (P(r) et P(s) ==> P(axr+s)) ==y (Wre?)(P(r))

P étant une formule quelconque avec OU sans paramétre.

(2) Soient £: Ty B et g: VxExEXxT __) gE deux applications ;
F Trost nt! jiil existe une et une seule application wy: V*'_»# telle que

Yury yer) = tryyeer)

Y (exrts,r 7, wet) = eas Y Ceray se ccotg)s Plasryee ety) et 8r pyc ooty)

cf. Quéré [20],

%
Définition.- Un bilangage sur V est un sous-ensemble de VY. Dans les travaux de

Quéré [20] et de Berlioux [1] on généralise & # les notions de langage régulier

0.5

et algébrique. Nous donnerons une généralisation & ? de la notion de grammaire,

une classification des grammaires et les propriétés principales des langages et

des bilangages engendrés par ces grammaires.

0.2.2.- Fonctions usuelles sur ¢ .

* Wot des racines : pt $ ---) v* aéfinie par PA) =A et plaxrts) = « p(s)

Not_des feuilles : 9: ?— ve aétinie par g(A) =A olaxrts) = si r =A
alors ag(s) sinon 9(r) 9(s)

*

* Familles de prédécessour a: F_: fy) P(v+) aéfinie per

FA) = et F, (buts) = ai b= alors {o(r)} U Bir) U F,(s)

sinon Fr) v F(s)

n: f=» définie par

=0 et n(axrts) = 1 +n(r) +n(s) .

Exemple |: Soit r la ramification

a

b

) a >
a

a v

d

Ona pir) = ab, 9(r) = abaabb , B(r) = fb,A,ab} , n(r) = 10 .

*P v* dans + quand il n'y a pas dtambiguité, on identifiera
oele mot de V ay a +8, et la ramification a,x At ayX Ntee et 2, X A.

En particulier on identifie a et axfA.

eri 9 --> 9 aérinie par

SurresStaxe

(v donne l'image dans un miroir de r. Par exemple, pour la ramification

r de l'exemple 1, ona

0 % a
fs

ih ka iS a
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* Chemins : ch: f —-y Pi(v*) aéfinie par

ch(A) = et ch(axrts) = si r 4A alors a ch(r) U ch(s) sinon fa} U ch(s)

(ch donne les mots lus sur un chemin de la ramification allant d'une racine

& une feuille. Par exemple pour la ramification r de l'exemple 1, on a:

ch(r) = faba , abb , ba, baa , bab , bb}.

= Hauteur: h: @--->IN aéfinie par

n(A) = 0 — h(axrts) = sup(h(r)+1,n(s))

on a la relation h(r) = sup(lal;a€ ch(r)) .

0.2.3.- Bilangage engendré par une granmaire.

Définition 0.2.3.1.- Soit G = (N,?,::=,X) une grammaire algébrique. On dit

qu'une ramification r est engendrée au sens large par G si elle vérifie la

condition

(yoe(NUT)*) (WAENUT) (a€ F(x) ===> A: ou a=A),

On dit qu'une ramification r est engendrée par G si elle vérifie les

conditions

~ Wee(wUr)*) (YAENUT) (cEF,(r) ==> Ariza ov (KET ett a =A))

- plr) =X 5

On notera B(G) le bilangage engendré par ¢ .

{Comme nous le montrerons dans la suite, une grammaire est un cas particulier

de bigrammaire et considérée comme telie, elle engendre un bilangage que l'on

notera BL(G) . Ces deux bilangages sont distincts et ne doivent pas &tre confon-

dus. Dans la suite, quand nous parlerons du bilengage engendré par une grammaire

algébrique sans autres précisions, il s'agira du langage B(G) et non de BL(G) .

Proposition 0.2.3.2.- Les mots des feuilles des ramifications de B(G) sont

exactement les mots engendrés par la grammaire G. En effet, les éléments de

B(G) ne sont pas autre chose que les arbres syntaxiques associés aux différents

mots engendrés par G.

0.3.- Treillis :

Nous aurons besoin dans la suite du théordme du point fixe dans les treillis.

0.7

Rappelons que :

Un treillis est un ensemble muni d'une relation d'ordre < telle que toute

paire {a,b} admet une borne supérieure et une borne inférieure notées respecti-

vement aVb et aAb.

Un treillis T est dit complet si tout sous-ensemble X de T admet une

Vx et Ax.
x€X xex

sont deux treillis complets est

borne supérieure et une borne inférieure notées respectivement

Une fonction £:T---» T' od T et 7

dite continue si pour tout sous-ensemble X non vide de 7, ona

(Vaxd= Vex).
rex rex

Théor’me du point fixe [27.- Si f: T --»7T est continue, f admet un plus

petit point fixe p(f) et ona

00,

u(t) = V £%(0) ot 0 est le plus petit é1ément de 7.
n=0

(On peut trouver dans la littérature des énoncés beaucoup plus forts. Nous n'aurons

besoin ici que du théoréme assez faible ci-dessus).

: Si E est un ensemble quelconque, P(E) est un treillis complet pour

la relation d'inclusion. Plus généralement, (P(8))" est un treillis complet pour

la relation

(Xj sXyree ery) SOY Xb,-. XL) Kae Vie Cin T(x ex) .

Nous appliquerons le théoréme du point fixe pour résoudre des systtmes sur

(P(8))> de 1a forme

Ry

- Vaio
jt

i pikpree 2X) 1Zign

ou G,, est obtenu par composition & partir d'un certain nombre de fonctions de

: (Pp) 2 =--» Pla) (1< 2%) aue l'on sait tre continues. L'ap~
plication de (P(z))* dane (P(e))TM quia (Ky p5--+9%,) associe

1 a

(U Cy cl, gweneKg de eeee U G,5(X,1+++9%_)) est continue et admet done un plus
i rz

petit point fixe qui est la solution minimale du systéme. Dautre part, on

raisonnant par récurrence sur la complexité des fonctions g, (ctest-i-dire sur

le nombre de fonctions de base utilisées pour construire 6.) , il est facile de

montrer qu'il existe un systéme §' de la forme



PY

. = U Gt (x x) 1S i VeS' : X, f IEEE 4 i€gn u(f) = ¢ (L,)
i wy hd 1 m 1

J= 

n=a

et vérifiant les conditions suivantes : w
n

. _ we) = V e(L,)
- a est la composée d'une fonction de base et de fonctions projections n=0

- nga

ote NRE Comme h est continue et vérifie n(1,) = 1, , on obtient

- pour toute solution (Ayre AD) de S', Corer ee) est une solution

de S$ oon n oon = n
© n(u(t)) = aC VY 2°(L,)) = V x(t L,)) = Ve (a(L ,)) = V PL

- pour toute solution (Ay-++A,) de S , il existe une solution n=O n=O neo n=O

R- Gama di t(Ayer AA, .) e $

on en déduit que les solutions minimales de S et S' coincident sur les

n premiéres composantes. Par abus de langage, on dira que S et S' sont

équivalents, cf. Mohr [14].

Transfert de solutions de systéme & point fixe.- Soient T et Ty deux treillis

complets et soient h: q, ---> T, fs: qT, ---> qT, » &t T, -—> qT trois appli-

cations continues telles que le diagramme suivant soit commutatif

On @ alors la liaison suivante entre les équations & point fixe

(1) x= f(x) dans Tt, et (2) y= ely) dans E,

x est solution de (1) ===) h(x) est solution de (2).

Si de plus a(t) = 1, ou i, et 1, désignent les éléments minimaux

de t et qt » alors on a

x est la solution minimale de (1) ===5 h(x) est la solution minimale de (2).

Démonstration.-

a) Ona e(h(x)) = go h(x) = h of(x) = n(f(z)) = hx) ,

done h(x) est bien un point fixe de g.

b) Comme f e+ g sont des fonctions continues, leurs plus petits points

fixes sont respectivement



CHAPTTRE 1 : POLYNOMES

ibre. Polynémes sur Vi:

Nous allons définir dans ce paragraphe les outils pour construire les régles

des grammaires sur les ramifications.

Définition 1.1.1.- Soit B un V-Ddinofde. On appelle sous-binoide de B un

ensemble B' contenant 1'élément neutre de B et stable pour les deux lois

définies sur B.

Proposition 1.1.2.- Toute intersection de sous-binoide B est un sous-binoide B.

Pour tout sous-ensemble A d'un binofde B , il existe un plus petit sous-binoide

de B contenant A.

Définition 1.1.3.- Un V-binoide B est dit libre de base T si T est contenue

dans B et si toute application de 1T dans un V~binoide quelconque B' se

prolonge de maniére unique en un homorphisme de binoide de B dans B! .

Proposition 1.1.4.~ Deux V-binofdes libres de base T sont canoniquement isomor-

phes. Dans le cas ob V et T sont disjoints, le V-binoide F(2) engendré par

T dans le V-~-binofde TO? est libre sur T. Les éléments de (1) sont
exactement les éléments de V YT ot les éléments de 1T n'ont d'occurrence qu'aux

feuilles.

Démonstration.-

a) Soient By et BS deux V-binofdes libres sur 1 . L'application

Id i Tf ---> T se prolonge en deux homomorphismes uniques f, 3 B > B, et

‘, 4 B, ~> B, qui sont inverses l'un de l'autre.

En effet, fy ° f : By ---> B est homomorphisme de V-binoide qui prolonge

l'application Td: T---» 7 Or Tad e R, =-+> Bq vérifie aussi cette condition.

By
Donc, en vertu de l'unicité d'un tel prolongement, on a fp° £1 = Id, . De méme,

f,o f, = 14 |1 2
BS

b) Montrons déj& que (1) est formé des ramifications de Tur telles que
les éléments de T n'ont d'occurrence qu'aux feuilles : c'est-a-dire qu'il faut

Montrer que l'ensemble des r de VUT vérifiant
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(Va ET) (F,(r) = {AF ou Bi(r) =) (1)

est un V-binoide et que c'est le plus petit V-binofde contenant 7
De fagon évidente, si r et r’ vérifient (1), r +r? vérifie aussi (1)

et pour tout b de V,bxr vérifie (1) car V et 7 sont disjoints. De plus,

A vérifie (1). Done l'ensemble des r de

B-binoide et il contient 1
nN

VUT vérifiant (1) est bien un

- Tl suffit alors de montrer que tout V-binoide B de

VUT contenant T contient les r de VUT vérifiant (1). La démonstration se

fait par récurrence sur r

r=A vérifie (1) et ona bien NEB

Supposons r vérifie (1)—=) res

vr’ vérifie (1)==)r'eéB,

Si axrt+r' vérifie (1), oa

~ soit a€éV et donc axr+r'€B, car B est un V-binofde,

- soit aéT, donc r=A et donc at+r'GB, car 7

dans B.

est contenu

>
Done (7) = fmreVouT et Waet) (R(x) = {A}? ou F(x) = $)}.

Montrons maintenant que (?) est bien un V-binotde libre sur 7 .

c) Soient B wun V-binoTde quelconque et f : T --->B une application

quelconque de T dans B. Montrons que f se prolonge de manidre unique en un

$(2) ---> B

T

g 
. ;homomorphisme # : . On doit avoir nécessairement

fA) =e (61ément neutre ae 3B)

(ya ¥) (Yr EM t)) (Yrre O(n) (Flaxrtr!) = a x Mr) + Hr")

(Yer) Wre Wr) (Ratz) = 2(a) + Me) ,

, eae : .G'ou l'unicité de f. 11 faut vérifier maintenant que Y ainsi construit est un
homouorphisme de V-binofde.

BA) =e et Marr) = 2% fx) pour a €V ce vérifiont inméaintonont.
:rer) et rie Hr) <a> Mrect) = Mr) + Mor") se aémontrent inné-

diatement par récurrence sur r .

Définition 1.1.5.- Soit V un ensemble disjoint de IN’ = [NW - fo? (IN est Lten-

semble des entiers naturels), On appelle polynéme sur V un élément de IN’) .

Diaprés le proposition 1.2.4, un polynéme sur V est une ramification

rE VUIN et vérifiant

(WE IN") (By(2) = EAE ou FL(e) = A)

2 . a

/\, > a
2 'b

Exemples +

a x (142) 1 +a x (b+ +ax(2+d)) .

Remarque : On a de fagon évidente %(Ci,ni)¢ MC1,nH19) et

9N') = G Sicr00) .
n=0

A

On notera ¥_ l'ensemble #(Ci,n) .

Définition 1.1.6.~ Pour chaque Y-binoTde B, on associe A chaque polynome r de

une fonction notée 3 de B" dans B de la facon suivante :
a

Soient ré% et vd, , d
a 1

b des éléments de B . On considére l'ap-
n

ae

plication f :(C1,n}---> B définie par f(i) = b, . Diaprés la proposition 1.1.4,
a

7 de manigre unique en un homomorphisme #: 7 B.£ se prolonge de maniére uniq) phism _—

pepreverbg) = He)

: nDans le cas ok B= ¢, on notera r

Par défini-
. a

tion, rato

. anau lieu de ry la fonction de T° dans
* 3 

vF associé & r.

ple +
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clest-a-dire r, +a x (ber, tax(r,+b)) avec tT, = ax (ba) et r,=bxX ata.

9 .
A cause ‘de cette proposition, on dira que réV est un polyndme &

n variables.

Remarque : En faisant la méme démarche que ci-dessus, si on considére le YV~binofde

FCT] libre de base 7 et un V-binofde B quelconque, on peut associer & chaque

r de (72 une application de B”
a

éléments de T de 1 & n Aachague r de VET, on peut associer une appli-

dans B. D'autre part, si on numérote les

cation de B" dans B-.

3.1.1.3,

Cette remarque sera utilisée au chapitre 3, proposition

Définition 1.1.7.- Soit r etn ) . On dit que i est une variable efficace

dans r si F,(2) = {A}. (C'est-a-dire que i a une occurrence dans r) . On
Troe

appelle degré en i la fonction 4, : V(IN) --->IN définie par

a.(A) = 0
i

d,(axrts) = si a=i alors t+d.(r) + 4,(s) sinon d,(r) + 4,(8)
i i i i i

(d. donne le nombre d'occurrences de i dans r) .
i

On appelle degré la fonction 4: O(IN') ---yIN aéfinie par

a(r) = sup,(a,(r)) .

i€IN *

On appelle corps d’un polyndme r€9(IN') 1*image de r par 1’homonorphisme

co: RUN’) ---y P aéfinie par

,

(Wi € IN) (c(a)=)

(c{r) est obtenu en supprimant dans r les variables i de IN).

“

Remarque : la fonction de #” dans ? associge & un polyndne r de f n'est

pas toujours injective. Par exemple :

” 2 a \2
/

\ (3 aA) = (/\ (Avg a) =\ , i 2
2

ctesteaedire (ax(142))* (ata,A) = (ax(142))? (A,ata) = a x (ata)

Dans certaines applications, il est utile de pouvoir inverser les applications

associées aux polynémes. Pour cela, on introduit une classe particulire de poly-

némes : les polynémes injectifs définis comme suit

Définition 1.1.8.- On appelle polyndmes injectifs sur V les éléments du V-binofde
i

engendré par fa x ija@1,i€ IN} dans le V-binotde V UIN . On notera PI(V)

l'ensemble des polynémes injectifs sur V.
" -

Comme fa x isa ET, ENF est contenu dans Mt’) , PI(Y) est contenu

dans (IN) . Done tout polynéme injectif est bien un polyndne.

Exemple : Les polynémes suivants sont injectifs

les polynémes suivants ne sont pas injectifs

a 1 a

+ “2 1 vo

Intuitivement, un polynéme r est injectif si et seulement si aucun élément

de }N napparaft dans le racine de r et si tout i de {N apparaissant dane

r est le seul descendant d'un certain a de V.

Crest-a-dire r@PI(v) (<=)>rewN) et Prev et

Waev) (Wa) (ce #,(r) =) aE IN ou cere).

5 - bea a s
Proposition 1.1.9.- Un polynéue injeotif > ET admet une fonction associée 3°

an

de # dans # injective sur ses variables efficaces, c'est-a-dire

ymeey (Ys
} ye

n

Démonstration.~ On démontre cette proposition par récurrence sur r.

Si r=aé€V, c'est immédiat.

n

Si r=axi,r (riser, )eax rn la proposition est vérifiée.
n

Supposons la proposition vérifiée pour deux polyndmes injectifs = et

gontrons-la pour axe+t=r

et



2 Ce sia d)sax (ryan d+ Oey reeeot ) Proposition 1.2.3.- On a la relation suivante entre les degréa en i de
n n n

n ral n Bethy rea Th et rx o(r, sryyes ot)
Done E'(ryseeeot,) = (ety... yr!) gap Lary eye) = oMety yr!) et ,

dj(ro(ry,..4r,)) = Sins a (r) a,(e,)
n nh 

=

t (r,, or) =t (r!,...j27)J <==> 5

(Wi E€1,n7) (rp =r} ou Fy(s) = Fy(t) = 6) c=

Ww meeeWie Cin} (r, =r! ou F,(r)

Cette proposition justifie la dénomination d'injectif pour les polynémes

de pr(v)

~ ’

En utilisant la proposition 1.2.4 et en prenant pour B le V-binotde VON ) >

on obtient immédiatement la proposition suivante :

. A

Proposition 1.2.1.- Soient r ev et r r Tr des éléments de FIN ).+? 2 % SEE G

A 4 n A '

Liapplication de (V(}))) dans Vf.) associde A r applique le n-uple
1

oe r, sur un polynéme r' de YIN ) . Par définition, r’ est appe-

1é le polynéme composé du polyndme r et du n-uple de polynémea {r, iTgseeeet) ‘

Aa

De plus, si chaque polynéme r appartient & vy (ensemble des polynémes dont

nles variables sont dans Ct.e) » @lors r' est aussi dans ve et pour tout |

V-binoide B, on a la relation

(21)E (by sbyreee9b,) = BCC, YplD, 2Dyr ee esby)oeees(m DEC, 5. 4b,))

Le polynéme r' sera noté ¢ o(r, yr reed)

Démonstration.- Seule la dernitre égalité n'est pas une conséquence triviale de

1.41.4. Elle se démontre immédiatement par récurrence sur r .

A
Proposition 1.2.2.- Soient rev et Ti+ Ty 5 o.. yr, des éléments de PI(V) ,

alors

r lr to IE Pr(v)

Démonstration.- Cette démonstration se fait immédiatement par récurrence sur r.
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CHAPITRE 2 : BIGRAMMATRES

La notion de bigrammaire va généraliser la notion de granmmaire sur le monoide
alibre V* dans le cas du V-binotde universel V . Les polynémes introduits au

chapitre précédent vont nous servir & écrire les régles des bigrammaires et seront
utilisés pour expliciter les réécritures et les dérivations dans une bigrammaire,

Intuitivement, une bigrammaire travaille de la fagon suivante :
On se donne :

- un axiome oli un ensemble d'axiomes,

~ des productions qui sont des couples de polynémes ayant les mémes variables
efficaces,

- un vocabulaire terminal,

On passe & l'aide d'une production (r,s) de la grammaire d'une ranification
t & une ramification +! en cherchant si une "sous-ramification" de t peut
s'écrire (tests eeerty) . Si ce cas se produit, on remplace cette

n
"sous-ramification” par s (t,,¢ it.)yrbgress » Cela correspond au schéma

les ty sont les te éventuellement

permutés

Le passage de + & +t! est une réécriture dans la bigrammaire.
> . 

a 
£ s .

Le bilangage (c'est-A-dire le sous-ensemble de Y) engendré par la bigrammaire
est formé des ramifications qui s'obtiennent A partir d'un axiome en utilisant une
Suite finie de réécritures.

Donnons maintenant des définitions précises.

des polynémes sur V. On dit que ret os
Sont compatibles s'ils vérifient la condit ion suivante :
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1 

:(Wi EIN) (4,(r) > 0 ¢===y a;(s) > 0) Soit

(c'est-a~dire que r et s ont les mémes variables efficaces).

Définition 2.1.2.— Une bigrammaire G est par définition un quadruplet

G = (N,T,P,X) tel que tie

- WN et T sont deux ensembles finis disjoints appelés respectivement

vocabulaire auxiliaire ou non-terminal et vocabulaire terminal. On note
'V=NVUT et on suppose que V est disjoint de IN. 1S, Was dam "a de folate w= /\ _ ensdiahi Ss

1- P est un ensemble fini de couples de polynémes sur V compatibles. /\
a

Un élément de P est appelé production de ¢. 
2 ®

B
1 ,- X est un ensemble fini de ramifications sur V appelées axiomes de C. t=u ‘/ (a,b)) , done + weg t' avec

Dans de nombreur cas, X sera réduit & uw arione me et on notera A

G= (N,7,P,4,) au lieu de (NT,P,4X 3) 
| |

1

*.2.~ Régoritures. Dérivations. Bilangages ot langages engendrés : 2
\

i) /
as bj) = bDans tout le paragraphe, on considére une bigrammaire G = (N,T,P,X) . : a A \ )) /

a
/\,

ADéfinition 2.2.1.- Soient + et +¢' deux ramifications de V . On dit que t | |
se réécrit t' dans G et on note + “~~ t' si et seulement si on peut trouver i a

un polynéme ui de 7, et une production (r,s) de G telile que 2 f
b1, n

teulr (ty ytys.-.t,))

En prenant pour u le polynéme u= 1 , on obtient
t,on 

Be
tret t' =u(s (ty storesest)) : 

& = al \ (are p » done t t' avec

On dit alors que la production (r,s) est applicable & t . j an [b
(On notera souvent une réécriture t y— tt’ au lieu de ¢ a 8 quand 1 2

b
b 2

aging pe
PF b 

f {| ° —_

Af bea 

|to 2 
a ob

il n'y a pas d'ambiguTté sur G)

Exemple : Supposons que dans G , il y ait la production

nu
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*

Définition 2.2.2.~ La relation t w7 t’ lue "de t dérive ¢' dans G" est

par définition la fermeture réflerive et transitive de la relation "se réécrit".

On notera tee t’ sion utilise p réécritures passer de t A t'.

aProposition 2.2.3.- la relation =~ est compatible avec les lois de et avec
les fonctions polynéues. C'es-a-dire :

* * *

a) regen ot om ot mr tert rl se!

* 

*

bv) req or’ et a@V==)axry—axr!

*

c) rye tT} et... et rapt et

Morty
a(r,, Hah,

Démonstration.- a) et b) sont des cas particuliers de c) en prenant respectivement
pour polynémes 1+2 et ax1.

Pour démontrer c), i1 suffit de montrer que

a

reg ry et re V(Cind Dries esPleceeetg) mE PM

5M(nptieeety) = Tre, oy)

Dietinguons les deux cas oh i est ou n'est pas une variable efficace de r

x n a ;- si a; (r) =0, ona évidemment r (roy eroryeeeory) er (ryreeerfeeeiny)

- si d.(r) > 0. Par hypothése, rieyZ rv} s donc ileriste uwEV(C1g) et

(s,t)€@P tels que

tok
r.su(s (8,5+++48,))

+99,))

En appliquant la proposition 1.2.1., on obtient alors |

donc

Définition 2.2.4.- On appelle bilangage engendré par G l'ensenble

* a

BL(G) = {rj(3x € x) (xx) et ret f-

On appelle langage engendré par G l'ensemble

Le) =fasa ET et (Gr € BL(s)) (g(r) = «)}

(on a done 2(G) = o(BL(G))) .

Définition 2.2.5.- Soient ¢ et G’ deux bigrammaires.

On dit que G et G! sont équivalentes si BL(G) = BL(c')

On dit que G et G' sont faiblement équivalentes si L(G) = L(¢') .

Ces deux relations sont évidemment des relations d'équivalence.

2.3.- Bomples de bigrammaires :

1°) Considérons la bigrammaire G = (23, f2,d,0,8},P,X) telle que
(X,dtdtd) © P et (axtsaxtsaxt ax(att)+ae(b4t rax(oH DE P.

Une dérivation dans G est de la forme suivante

Xx d+d+d> dxatdxbtadxcy.

+d (b+...tb) +a x Hee .( ) (c+, . +0)

k fois k fois

Bn faisant un raisonnement par récurrence sur la longueur de la dérivation,

on obtient

L(G) fax (ar ta) + dx (b+...4b) +d xlct...40) 5 KEW
= as SS
k fois k fois « fois

et u(6) = {ot vee, Ke 3

2°) Une grammaire est un cas particulier de bigrammaire ol les polynémes inter-

venant dans les productions sont de degré © et sont réduits & leurs racines et

od l'axiome appartient a N .

3°) Considérons le bilangage L sur 7 formé des ramifications binaires,

re telles que

ré€Llbe Cy aeM(a CF (r) ===> Int = 2 ou a=A)
«



L est engendré par la bigrammaire G = (N,T,P,X) avec

N= {GA

P= h(X,A+xX) , (X,A ,4 ), PU er {a a), (aya x(asa))}.

Pour démontrer que L est bien engendré par G , on remarque que
a

1c) = J (u4n'+...4b") ot Lt est le bilangage des ramifications de ? |
BOT fois |

dérivant de A dans @ . En faisant une récurrence sur la longueur de la déri- }
vation Aye » on montre facilement que r@L et |p(r)|=1 . Réciproquement
en faisant une récurrence sur r on montre que

*

r@L et Ler} =1 S Ayer
G |

Définition 2.4.1,- Soit G=(N,T,P,X) une bigrammaire. On pose par définition |

a(G) = sup d(r) et a,(¢) = Sup d{s) . (4. est le degré A gauche de G t
g (r,8e P (2, 8)€ P & |

et d, est le degré & droite de G), |

Dans le cas ob une bigrammaire G est de degré A gauche 1 , il est facile de savoir

si une régle (r,s) de G est applicable A t . En effet, il suffit de regarder

si le corps de rv (cf. définition 1.2.7.) apparait dans t et si les ramifica-

tions non vides qui sont "en dessous" de r dans t correspondent & des variables |

de r . Done intuitivement le prédicat sur t "(r,s) est applicable & t" peut |

étre reconnu par un automate fini.

En revanche dans le cas ol le degré & gauche de G est au moins deux, il est

beaucoup plus difficile de savoir si une régle est applicable ou non & une ramifica-|

tion. En effet, pour que la production (r,s) avec d(r)> 1 soit applicable

a t , ii faut non seulement que c(r) apparaisse dans une gous-ramification

de +t, mais aussi que les ramifications de t en dessous de c(r) correspondant |

& une méme variable i soient égales. Ainsi on trouve intuitivement que le pré-

dicat P(t) "(r,s) est applicable & t" ne peut &tre reconnu par un automate

fini quand d_(G)> 1 . Dans toute la suite on se bornera & considérer des bi-

grammaires telles que d4_(¢) ¢ 1 . Bn annexe, on donnera quelques résultats

pour a,(¢) 1 .

Un cas particulier de bigrammaire est celui des bigrammaires de degré zéro. }

2.5.- Bigrammaire conservant la racine.

Définition 2.5.t.- Soit G = (N,T,P,X) une bigrammaire. On dit que G conserve

la racine si G vérifie la condition :

(W(r,s)eP)( a(x) =¢(s)).

Proposition 2.5.2.- Soit G-= (N,T,P,X) une bigrammaire conservant la racine,

alors

(vie Dye) (tp tt > p(t) <elt')) .
G

Démonstration.- Il suffit de démontrer que ty»—t' ==> p(t) = e(t') .

Ga

Si t»— t+! pour un certain polyntme u€V({1]) et une certaine production

o(r,s)€P ona
Von

teu(r (tyr eet)

Vy
thea (aty...t,)) «

e(t) = p(t) = eta).
a a

Si P(u}=a1p avec a€V et BEV alors

si p(u)€ F, alors

p(t) =a ple (t te et elt!) = a e(s%t,,...46,)) p

Par hypothése ¢(r) = gs) = @iyaoin +. Qipa,, avec

(wre Li kH D(a; € #) et (Wj © CHD (a, E NY)

Done P (x(t .eeyt,)) = a, BC ages) TM ae (es) my = PCS tyreeestyd) «

Done e(t) = @(t')

2.6.- Classification des bigranmaires.

Dans le cas des grammaires sur un monofde libre, on a classifi¢ les grammaires

suivant la complexité des langages qu'elles engendrent

(grammaire linéaire droite (ou gauche) €—> langage rationnel (ou régulier)

grammaire & contexte libre => langage algébrique

grammaire contextuelle €—? langage contextuel

grammaire semi-thueienne ==? langage récursivement énumérable).

Nous allons, dans le cas des grammaires, donner une classification similaire. Nous

exatinerons successivement les cas suivants :

ter cas: (chapitre 3. paragraphe 3.1.). Les bigrammaires de degré 2éro et dont

les productions sont de la forme (A,r) , A étant un non.terminal. On obtiendra

dans le cas général les C,-bigrammaires qui généralisent les grammires & con-

texte libre. Dans un cas plus particulier, on obtient les bigrammaires régulidres

qui engendrent les langages réguliers aéja étudiés par Quéré [20] et Berlioux [1].

(chapitre 3. paragraphe 3.2.). Les bigrammaires de degré un et dont
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et dont les productions sont de la forme (Axi1,r), A étant un non-terminal. On

obtient dans ce cas les G,-bigrammaires qui engendrent des langages (cf défi-

nition 2.2.4.) plus généraux que les langages algébriques.

Dans ces deux premiers cas, on montrera que les bilangages engendrés sont des
‘. x : . Asolutions de systémes A point fixe dans le treillis @ (7) ordonné par inclusion. ten ns er eset3iéme cas : (chapitre 4). Les bigrammaires contextuelles et strictement contextuel-

les qui généralisent la notion de grammaire contextuelle. Les deux types de bigram- |

maires engendrent des bilangages décidables, mais dans le premier cas les langageg {

engendrés sont des langages récursivement énumérables, alors que dans le second

cas, on obtient exactement les langages contextuels.

4néme_cas : Les bigrammaires semi-thueiennes qui généralisent la notion de gram-

maires- semi-thueiennes,

Dans ces deux derniers cas, on étudiera des bigrammaires de ces types qui conservent

la racine et dont les productions sont formées de polynémes injectifs. On mon-

trera que les types de langages engendrés restent les mémes malgré ces restric-

tions. Celles-ci sont introduites en vue de l'étude des systémes transformationnels

(chapitre 5) qui utiliseront des productions de ce type.

CHAPTTRE 3 : BIGRAMMATRE A CONTEXTE LIBRE

3.1,.~ Bigrammaire de degré zéro et & contexte libre.

3.1.1.- Cas général,

Les productions des bigrammaires de ce type sont de la forme (A,r) ot A est

dans le vocabulaire auxiliaire et r est une ramification de NUT . Les polynémes

utilisés dans ces bigrammaires sont done de degré zéro et de plus une réécriture

consiste & remplacer un non-terminal par sa définition indépendemment du contexte

dans lequel il est placé. D'ot la dénomination de bigrammaire de degré z2éro et A

contexte libre que nous abrégerons en C -bigrammaire.

Plus précisément, on pose :

Définition 3.1.1.1.- On appelle bigrammaire & contexte libre de degré 2éro ou

Cj bigrammaire, une bigrammaire G = (N,T,P,X) telle que

- G aun seul axiome X

“—
- les productions de G sont de la forme (A,r) ot AEN et reéeNnut,

On dira que G est sans A si pour tout (Ayr) de P,r est différent de AN

(Toute gramnaire algébrique peut étre considérée comme une C-bigramnaire).

Remarque : Comme les polynémes utilisés dans une CG ~bigrammaire Gs (W,T,P,X) sont

de degré zéro, on ne pourra utiliser une production (A,r) de P pour réécrire une

ramification +t de Yor que si A est A une feullle de t . Si la grammaire
G est sans A , toutes les productions (A,r) telles qu'un certain non-terminal

B apparsisse dans r sans &tre A une feuille de r (c'est-A-dire que

(3ax4A) (aéF(r))

dérivation. En effet comme la grammaire est sans “AV , le non-terminal B ne

conduisent & des impasses quand on les utilise dans une

pourra jamais étre & une feuille et ne pourra jamais &tre remplacé. Done dans le

cas des C,-bigrammaires sans A , on peut imposer que les régles (A,r) vé-

rifient (VBE N) (B(x) =f ou F,(r) = i} dy.

En fait cette condition peut aussi @étre 1mposée en un certain sens aux C-bigram-

maires avec A. On obtient en effet la proposition :

Proposition 3.1.1.1.- Toute C, bigrammaire G= (N,T,P,X) est équivalente

(cf, définition 2.2.5) & une C-bigrammaire 6! = (W,T,P',X) telle que

(Ayr) EP! a= (VB EN)(F(r) C YAY) .

On supposera dans la suite que les C -bigramuaires vérifient cette condition.
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Démonstration : La démonstration a été faite dans la remarque ci~dessus pour les

C,-bigrammaires sans A . Supposons donc que G est avec A , On peut aéterminer

l'ensemble N' des non-terminaux de N dont dérive A dans G en posant

N,= fas A€n et (AA)E P}

' 4,Muy = NUfLAs AEM et (JrER)arle P)}

a

nN YW Ny

(ar) de

r sans étre & des feuilles de

Considérons une régle G telle que des non-terminaux epparaissent dans

r . Si en dessous de ces non-terminaux, on ne
a

lisant cette production, l'un au moins des non-terminaux provenant de r ne sera

trouve pas toujours dans r des ramifications de » dans une dérivation uti-

jamais A une feuille et ne pourra pas tre réécrit. Done l'utilisation d'une telle

production conduit & une impasse, on peut donc enlever ces productions de P sans

changer le bilangage engendré par G . En revanche, si dans r on trouve en dessous
“a,

des non-terminaux des ramifications de W' , on peut écrire alors
Ars Sry sry eF,) ou s est un polyndme injectif de V, engendré par les

a

ramifications B yi (BEN, 4i€ in), Byer, 0, sont dans N' et o(s)

vérifiant (v BE N)(P,(o(s)) CyA})

Exemple : A

a / a 2

r= A A B= \ Ny (A+B, B)

af ’a

Lors de l'utilisation de la production (A,r) pour ne pas étre conduit A une im-

passe, il est nécessaire de dériver r, , ry y..., 7, en 4. Done en remplagant

(A,(A,r) )) , on obtient les mémes remifications engen-la production par

arées,

Nous allons donner maintenant une caractérisation des bilangages engendrés par les

€ -bigremmaires en terme de systéme & point fixe.
o

9 (A)
est un treillis complet pour la relation d'ordre

ges (Vi EL nf) X,C ¥,).

Lemme 1.- (

(Ky Kyo ee Xy) C ys Yor ees)

Démonstration.- Cela est évident car un produit de treillis complet est un treillis

Let.

Lenme 2.- () est muni d'une structure de T-binofde quand on le munit de
deux lois

K+Y=fr+s ; r€x et sere

axX=}axr ; rex}

1'élément neutre de + est fa}.

Lenne 3.- Soit {w] un Tbinotde libre de base N tel que N= Ayer ky he
D'aprés la remarque suivant la proposition 1.1.6., A chaque r de op on

peut associer une application F : (P(7))"._ P() . cette application 7 est

continue pour les structures de treillis de (9(3))" et ae (8) ,

Démonstration.- On peut aussi associer A r une application 7: « Mon-

trons que

- ~ .(1) FX. ) (Fey on) pre xt

Pour cela, il suffit de revenir eux définitions de ¥ et f. Ona
- 

aPyne 1X.) =h(r) oh hb est 1'unique homonorphisne de T-binofde de TIN]

dans GB) vérifiant n(a,) =A . Ona Hey 2) = k(r) ob k est l'uni-
que homomorphisme de T-binofde de Bo] dans §(T) vérifiant k(a,) =
Pour ponies 2 l'égalité (1) il suffit donc de sioontee que

a

ht: BN] > P(t) aétinie par

h'(r) ={tlr,,

~ h(a.)

vor) pr € x} vérifie les deux conditions

= na.)

- h' est un homomorphisme de

nt

T-binofde,

ces deux propriétés de sont trivialement vérifiées

En utilisant 1 Sgalité (1), 42 neat alors évident que F est une application
continue de (P(4))® dans 9(4),

Lenme 4.- Soit r€# un polyndme A n variables sur 7, chacune d’elles étent
efficaces. Soit G = (N,T,P,X) une Co-bigrammaire. Soit By, B, 4..., BL des

éléments de WN. On a 1'éqni noe suivante +

t n, P 2 "1{t) x (By Bore Bag rites ar, 3 Tyews a 1 (Baa T, et...

Pa n n

Démonstration.- Montrons (1) (2) . Pour cela faisons une récurrence sur p.

Pour = 0, le résultat est immédiat.

Supposons-le démontré jusqu'au rang p et montrons-le au rang p +1
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a pH ' P P
' " ' 3 - - >Ona r°(B),Byy.. B,J rt, done r°(By,...,B )ag~ ry — rr! . Par hypothtse FX Xpy00K,) = (\ 4 Sere) amen J iy yorsnit)

P n J J
de récurrence x" =r"%(rjyrj,..yr!) et Boer! et Dy Pl =p. . . ; .

_ 8 é far 3 D'aprés le théoréme du point fixe, le solution minimale de S est

Comme r€T , la dernitre réécriture a agit sur r! , pour uncertain i de [1,n]. o

sgacticp : A . ie (Lysbyr--ert,) = LD) PB, G,...,D) . Pore aémontrer queDone rig r" et r= ! ayeeeet!) . Dio le résultat. (Ce 1 n =O
ive i i+ a ot *

sfr 5 re? et hore ef ‘lemme généralise un lemme bien connu pour les grammaires & contexte libre).

Le fait que (2) ===> (1) découle immédiatement de la proposition 2.2.3.
I) suffit done de démontrer les deux propriétés

Proposition 3.1.1.3.- Soit N= {Ay veerky un ensemble disjoint du vocabulaire T .
1 Li yee.) Et) est ution de S.On appelle C,-systtue, un systéme dans ({(2))" de 1a forme | 1) (uy ) ns

a: BR ro | (2) ret et Apr => (ZK EW )(r€ To P(D,6,...,))
jal ig" "

A a

(TT, est le i°TM® fonction projection de (PA))® cans PP aéeinie par
ol ry, est un élénent de Ton] et ob Fj est d6fint comme au leane 3.

Tout C,-srstéme admet des solutions et admet, en particulier, une solution minimale Wikre) =)

pour la structure de treillis complet de (9(%))" .
La propriété (1) résulte immédiatement du lemme 4.

A tout C-systéme S , on peut associer la C -bigrammaire G = (N,T,P,X) telle La propriété (2) se démontre facilement en utilisant le lemme 4 et en faisant une
*que réourrence sur 1a longueur de le dérivation A,>—r .

-X=A

1 Nous allons mettre en évidence une forme réduite des C,-bigramnaires corres-

- (or) € P G==> (B5€[tp,]) (r= r,;) pondant & la réduite de Chomsky des grammaires & contexte libre [ 6], et qui

nous permettra de donner une autre définition des systémes & point fixe dont les
Dens ces conditions, si on appelle (L,,L,,...,l) le solution minimale de S , .

re n solutions sont les bilangages engendrés par les C,-digrammaires,
on a

a *

L= {r pr€T et Ay rf Proposition 3.1.1.4.- Pour toute C_-bigrammaire G = (N,T,P,X) , il existe une

C\-bigrammaire équivalente dont les productions sont de la forme (A,BHC) oufn particuli BL(G)
meee (A,axC) ou (A,A) (AE N,BE NET).

De fagon évidente, on peut associer bijectivement les C -bigrammaires et les ,

7 = sup(n(r) ; (JAE W)((Ayr) € P) nest 1a fonction

nombre de points définie en 0.2.2. On va faire la construction de G' par récur-

Démonstration.- Soit n,
Cy~systémes de fagon que les bilangages engenérés et les premiéres composantes des

solutions minimales cofncident.

rence sur ny .

Dénonstration.- Le fait que les C -systénes admettent des solutions, résulte du
oe ° 7 | Si n,=1 ou n,=2, on peut prendre G'=c.

du lemme 3 montrant que les fonctions 7 associées aux éléments de (NJ sont & G

continues et du théoréme du point fixe. ' Supposons la construction de G' faite pour ngk .

L'existence d'une solution minimale résulte du théoréme du point fixe. | Soit @ une grammaire telle que =k +1 et soit (A,r) une production

p de G vérifiant n(r)=k+1.7

Solent S: X. =
1Zi 3 iLign un c -systbme et | -Si r=B+r' (AEN), on remplace la production (A,r) par les deux

¢ = (N,7.P,x) . productions (A,B+3') , (B',r) ob B' est un nouvean non-terminal.
NsT,P)X) la C -bigrammaire associde & $. soit PF: (P(A))P PD)

age - $i r=axs+t, on remplace la production (A,r) par les quatre produc-
éfini par

tions (A,A'+A") , (A',ax') , (c',s) , (A",t) ob AY, Av et C' sont

t

}

| trois nouveaux non-terminaux.
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En effectuant cette transformation sur toutes les productions (A,r) de G

vérifiant n(r) =k +1, on obtient une C,-bigrammaire G, qui, de fagon évidente,
1

est équivalente 8 G et vérifie ny ¢k . En appliquant l'hypothese de récurrence, |
4

on en déduit la C.-bigrammaire G! .

On peut caractériser les bilangages ongendrés par les C,-bigramnaires en terme de

solution de systéme & point fixe dans (8) ae le igen! suivante :

Proposition 3.1.1.5.- Les applications suivantes sont continues pour la structure

de treillis complet de (P(#))*

(A,B) > AUB

£21 (AB) p> A+Baf{res 3 r€A et s ent

Se Wey exkafaxe y reat

t,t Ane fat4

Les systémes de la forme X, = Fy(Xy5 9)

X= Fo(Ky yee aK) 5

ou les F. sont obtenues par composition des applications précédentes, ont des

solutions dans (P(#))" et 1es composantes des solutions winizales sont exacte-
ment les bilangages engendrés par les C_,-bigranmaires.

Seule la dernitre affirmation n'est pas une trivielité. Remarquons

que l'union commute avec les autres applications servant & définir les RB + Done

un systéme § peut se mettre sous la forme
PB
42 r¢ JX, = Y Bj rerok) 1higa

i=

od les G53 gont des applications obtenues par composition & partir des applica-tions f, , 5 et f
ast 

aca

en déduit que 

de la forme

'$iga

ot chaque Gi 5 est une des fonctions
a

ff; ou f, . On peut alors associer
dijectivement les systémes de 0: ' s i H

Cy te forme S' et les C\-bigranmaires sous forme

réduite décrite en 3.1.1.4. grfice A la proposition 3.1.1

Remarque.- De méme que pour les grammaires algébriques, on peut pour les Ca ~big

maires définir les notions de réduites inférieures et supérieures C6],

Pour la réduite supérieure, on supprime dans G les non-terminaux qui n'appa~

raissent pas dans une dérivation partant de l'axiome et on supprime toutes les

productions contenant un de ces nén-terminaux.

Pour la réduite inférieure, on supprime dans @ les non-terminaux dont ne
aérive aucune ramification de # ainsi que les productions utilisant un de ces

non-terminaux.

Dans la suite nous supposerons que les C -bigrammaires utilisées sont réduites

inférieurement et supérieurement.

Proposition 3.1.1.6.- Soit

alors il existe une C\-bigrammaire sens A engendrant L - in et dont les pro-

Lun bilengage engendré par une C -bigrammaire ¢ ;

ductions sont de ia forme (A,B) , (Ayaxc) , (Aja) avec AEN, BEN, CEN

et a€T.

Démonstration.- On peut supposer G de la forme décrite en 3.1.1.4. La démonstration
est la méme que pour les langages algébriques : on détermine l'ensemble N' des

non-terminaux dont dérive A

wes Won avec =fa
*

ayo a + (Br EW (Arde?) FU w, et

N= {As (a n)e rt
0

NX, est stationnaire & partir d'un certain rang),

On supprime les productions du type (A,N) et on ajoute les productions sui-

vantes

- (A,B) si et seulement si (3° € n')((A,BeC)EP ou (A,ceB)E P)

- (Aya) si et seulement si (36 € N')((aA,axc) € P)

Par la méthode habituelle sur les grammaires, on supprime les ragles (AR)

On obtient ainsi une Co-bigrammaire du type demandé et engendrant L - {A}

Corollaire.- Soit L un langage engendré par une C.-bigrammaire et ne contenant
in

pas A . Il existe un systéne dans O(f- 4A}) de 1a forne

Ke P(E‘ pXoreeerK) 14ign



ob les RB, sont obtenues par composition A partir des fonctions

: (A,B) —> AUB

f, 1 (A,B) —pA+B=jr+s;r€a et sez}

$ (A) —paxd=texrjr€at

% tA» {a}

tel que ce systéme appelé C -systéue sans A , admette une plus petite solution

pour la structure de treillis de (@( 4A}))" et que le premiére composante de
cette solution soit L . Réciproquement, un tel systéme admet des solutions et les

composantes de la solution minimale sont engendrées par des ¢,-bigrammaires sans

A

Démonstration.- Conme » il existe d'aprés la proposition

3a. 9 (8)
associé & G grace & la proposition 3.1.1.3, vérifie alors les onat'tions imposées

®& 4nq)

L ne contient pas A

1.6. une C)-bigrammsire ¢ sans A engendrant L. Le systéme sur

dans le corollaire. De plus, les fonctions utilisées laissent stables
A

done si on restreint 8 PU jn }) les solutions minimales coincident.

Proposition 3.1.1.7.- Soit G une C ~bigrammaire. Soit

par G. p(L) et @(L) (cf. 0.2.2.)

cn(L) = J ch(t) est un langage régulier. Réciproquement, tout langage algébri-
tél

L le bilangage engendré

Alors sont des langages algébriques,

que est l'ensemble des racines (resp. l'ensemble des mots des feuilles) d'un bilan-

gage engendré par une C.-bigrammaire. De méme tout langage régulier est 1'ensem-

|

|
|

|
ble des chemins d'un bilangage engendré par une C -bigramnaire.

Dénonstration.- Si 1 contient le ramification A , alora L' = L~ {A} est

encore engendré par une

g(r) U AR 9)

C,-bigrammaire et on a

= 9(L') UIA , ch(L) = ch(u') .pl) =

11 suffit done de démontrer la proposition 3.1.1.7. pour un bilangage

A

L ne

contenant pas est la premiére composante de la solution mini- |

male dian

1Zigna

Ce systéme correspond & la C -bigrammaire @ = (N,T,P,X) telle que |

wr = = . 4 }Ne }X, rere ty fk Xs ={yry,) 5 16 Sn, 1h igry.

Sia est un mot sur YS » on peut lui faire,correspondre une application @

de (P (pe {AP)? dans (re §a}) de la forme }en posant pour a

3.9

@ (a, @ T et xX, EN)
P i ty

Hoya B) = {a Be aye BL wy
2 n 1 iy 2 iy 4D j

Considérons les systées sur P(x {A}) suivants

eae (ry )Oyr rok) 1S tka

a
)7“U (25 Kyo, 1gign

VU
a€oh(r,

San 2% ( Hr) 1
35)

les systémes sont du type algébrique et donc leurs solutions minimales sont des

n-uplets de langages algébriques. De plus, S$, est de type régulier et donc sa

solution minimale est un n-uplet de langages réguliers. Montrons que la premitre

composante de la solution minimale de Sp

9(L) , ch(L)

(P¢ (Te tape en posant

(respectivement 5, 8p pn) est e(L)
(respectivement ). Prolongeons les applications e +@ "a ch A

£(B, ,Byy---4B,) = (#(B,,£(B,),...5£(B,)) + @ ou ch)

On remarque alors que les diagrammes suivants sont commutatifs

A n
(GR yapyt__#_, (P(t-#A3))

p(resp. 9,ch) piresp. 9,ch)

v
= (resp. FP. , F,)

(Pre $A}))® PSP (me gA$))"

ou F, Xp , > et Poh désignent les fonctions associées aux systémes S , Se :

Ss. et Son + Le résultat cherché résulte alors du théoréme sur le transfert des

systtues & point fixe démontré au paragraphe 0.4,Solutions des

La réciproque est évidente. Bn effet, toute grammaire algébrique peut étre considé—

rée comme une C -bigrammaire, ce qui résoud le probléme pour l'ensemble des mots

des racines et l'ensemble des mots des feuilles. D'autre part, si K est un langag:

régulier engendré par la grammaire linéaire droite G = (N,T,::=,X) , K est le

des chemins du bilangage L engendré par la bigrammaire 6' = (N,T,P,X) telle

que



EI

(A,axB) € Po &

(Aya) € P fs==> Attea

> A::=aB

La proposition 3.1.1.7. signifie que les bilangages engendrés par les c=
A

bigrammaires sont les bilangages algébriques pour la structure de binoide de V .

Dans la these de Lescanne [12] ona introduit ces bilangages d'une autre fagon

sous le nom de langages binofdaux.

3.1.2.- Un cas particulier : les bigrammaires réguliéres .

Les C,-bigrammaires engendrent en général des bilangages non réguliers au

sens de Quéré [0]. Dans le cas des grammaires algébriques, un cas particulier

est celui des grammaires régulitres (ou linéaires droites), dont les régles sont

de le forme (A,aB) ou (A,a) avec a € 1 . Ces grammaires engendrent les langa-

ges réguliers (ou rationnels). Nous allons définir des bigrammaires qui sont 1'ana-

logue des grammaires régulitres et montrer en caractérisant les bilangages engen-

drés en terme de syst2me & point fixe, que les langages engendrés par ces bigram-

maires sont bien les bilangages réguliers déja étudiés par Quéré 0] et Berlioux (11,

Définition 3.1.2.1,- On appelle bigrammaire réguliére, une

G = (N,T,P,X)

C,-bigramnaire

telle que les productions de @ sont de la forme

(A,r+B) ou (A,r) avec rlere TM ,A et BEN.

on peut supposer sans apporter

(A,r)

r des non-terminaux n'apparaissent qu'aux feuilles, c'est-a-

Remarque.~ De méme que pour les C.-bigrammaires

de restriction que dans les productions (A,r+B) ou de la bigrammaire ¢ ,

les occurences dans

vérifie

(WB eN)(Fy

dire que r

(2) C4AH)

Nous allons donner une forme réduite des bigrammaires réguliéres qui permettra

de caractériser les bilangages engendrés en terme de systéme & point fixe.

Proposition 3.1.2.2.- Pour toute bigrammaire réguliére G , il existe une bigrar-

(A, aeBec)et dont Les productions sont de la forme

et a€T.

d'équivalence A ¢

AEN, BEN,CEN

Maire G'

ou (A,A) avec

Démoustration.- Remarquous déja que l'on peut se ramener au cag od toutes les régles

(A,r+B) ov

(AA).

sont de la forme (A,A) , quitte A rajouter des non-terminaux et des

regles du type

a) Sort G= (N,T,P,X) une bigrammaire réguliére. Montrons qu'il existe une
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bigrammaire régulitre G, équivalente A G dont les productions sont de la forme

(AvreB) ou (A,A) avec le(r)le 1. En effet, si (Ayaxe+t+B) est une produce
tion de G, la grammaire obtenue en remplagant cette production par les deux

productions (A,ays+A') et (A',t#B) ob A' est un nouveau non-terminal, est
équivalente & G . En réitérant cette transformation, on obtient G,

>) Montrons qu'il existe une bigrammaire régulitre G, équivalente & G, dont
les productions sont de la forme (A,axr+B) ou (A,A) avec’ r réduite A son ant
des racines et e (ze Ke + En effet, si (A,ax(r! ofakT tT} +. ta xr!) 4B) est une
production de &, telle que Tt est une ramification réduite & son mot des racines
et ery ‘)@N* , la grammaire Wisi en remplagant cette production par les produc-
tions (a, ax(r HA trl. + tT i +B) » (A, ,a,xr, tat)» (at, A)

est équivalente a G, ‘uy reser AL et ”
véitérant cette transforuation sur &,

pour i= 1,2,...,n

ton de nouveaux non-terminaux). En

» on obtient S, .

c) On est donc ramené a cas ot toutes les productions de G sont de la

forme (A,axr+B) ou (A,A) avec r réduite & son mot des racines et

e(z) €N*-{A} . Nous allons construire la bigrammaire G’ en raisonnant par
récurrence sur l'entier ng défini par

= Sup(te(r) ; (34)(9B)(3 a)((A,aursB)€ P)) .

Si ay = |, alors G' = G convient. Supposons G' construite dés que neg k

et supposons maintenant que ag k +1 >, Considérons les productions

(a, yar, +B.) + i= 1,2,...,p de G telles que Je(r I =k+#t. Done
2

ry =A + AD + re

Soit Py l'ensemble de ces productions et Po =P- Pp

Considérons pour chaque i de [1,p] des vocabulaires N, disjoints de N,

d@isjoints deux & deux et en bijeétion avec 2M, 5N.
it

P

Considérons la grammaire 6" = (N u(U
i

N par l'application v,

7) + 7,P",X) , P" étant défini par

- Py cp

> (Ara x(ALHA Abert 4B.) € Ped (Agyazx( C7! (al)art 4B, E PH

et (BTN Ay) sax BF (aL )art)+ OF'CB Ne Pe

~AEGN, , BEN , (G,(A),r+¥,(B)) € P e==> (Ar 4B) € PP

- AER, ct (T (AA) EP em (AK)EP.

x .

Montrons que G" est équivalente & G . Pour cela, montrons que
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(1) awe t => nla) te aft)
o ¢

73. Vo ~

ou h est l'application de FU(\)8, ]UT dans UT définie par

n(A) = A

n(Axrts) = si AE NUT, alors A xh(r) +h(s) sinon

si AEN, , alors %(A4) +A? x n(r) + n(e)

Rewarquons que h(rts) = h(r) + h(s) .

Cette démonstration se fait par récurrence sur la longueur q de la dérivation
*

Am—qi-t et en utilisant le lemme suivant qui est une conséquence immédiate du

lemme utilisé dans la démonstration de la proposition 3.1.1.6.

Lemme.- Soit G = (N,T,P,X) une bigrammaire régulitre
P ;

ax(Bot...4B.) + BM t ==> (34,) ... (9 4)(38) (tzax(t,+...4t,) ta et

Py po -Bow t, et Bet —s et | 2 »)+ pl =p).
ist

Pour q= 0, la vérification de (1) est immédiate.

Supposons l'implication (1) établie pour toute dérivation de longueur au plus q ,

et montrons-1a pour une dérivation de longueur q+1.

qa
lercas: AGN. Ona Awy—tim yt , avec (A,t')E pm.

» alors t= A et le résultat est évident.

“—
t1€ NUT-{A}, alors tt = ax(Bi+B +e. BL) +B. En appliquant le

2

lemme ci-dessus et l'hypoth’se de récurrence, le résultat est évident.

si ¢ for 1 t! = ax(B'4B 4B +...43) +B et iét- 8: » alors = ax +B +. + +B.) et pour un i ws

; teat 1142ona A=A, ot B =U (a,) . De plus (A, sam(A, +854 +.. 4B, )+B) est

une régle de G . En appliquant le lemme ci-dessus, on obtient

' q: q"

te axlsttte.4t) 4s, Rites), Bet ; Pas ot
ee n ; o ve "3 e

a+B a; +4" = 4. Hn appliquant l'hypothése de récurrence, on obtient
je

2
1 * * *
1 hfe! 

h¢Ata (s') , Byago htt) et Bae (s) . Done de

*

a ax(h(s' an(t, )+...4h(t,))4n(e) = h(t}

3.13

gene_cas : AGN. Done AEN, pour un i€[I,p]. Ona A%q tilt avec

(A,t') © Bt sont les suivantes :. Les différentes possibilités pour t!

oth sae (UT (Aj)+0,+..-40,) + <'(3,) et A= T'(A,)

Dans ce cas t = a, x(a +t, +...4t,) +8" avec

Hletly yet a5
Ti G)mgr st. OR t,t

En appliquant l'hypothése de récurrence, on obtient

t 2% st 25" ns1 1 
y— als"AL + AS 7 n(s') , CS a(t) BL + AEH

2 1,42. ee
ni xDono A + APE a, (Aj +AS HC, +. 40)) +B, + Aaa

agde(n(s' h(t, )+...+h(t,))4n(em),

Done n(A)e zo n(t) .

-tl=r4B avec BEN, et (U,(A),r+¥,(B))E P,.

Ce cas se traite de la méne fagon.

2

i a
En appliquant l'implication (1) avec A=X et t€T, on obdtient

BL(G") € BL(G) .

Pour démontrer l' inclusion réciproque, montrons par récurrence sur p que

-t' = AS et (%,(A).A) @P . Dans ce cas, le résultat est évident.

(2 )(v te Nv sen) [Ga t > Ava t) et

(arabe ==> tila) abet )] spour p= 0, clest immédiat. Supposons

(2) démontré pour tout entier au plus égal & p, et démontrons (2) pour

rs P
a) Aa tb sD At.

-si (a,t'ye P, » l'application du lemme ci-dessus et de 1'hypothese de

récurrence donne le résultat.

-Llecas A=A, et tla, (Al en2er!) +B. se traite de méme
a 1 iio. 1

2 pH,
bv) A+ 4 pet

~1

- Si (AtE P,, ona soit t' =A et dans G" ong (Wy (a) ale pe
d'ob le résultat en appliquant l'hypothése de récur-

spate, tte Pe .

rence
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- soit t'=r+B et dans a" ona (% 71) ree! (a) ey
d'ob le résultat en appliquant le lenme et 1'hypothdse

de récurrence,

i ts Veen a-Si A= A, et th=ax (A; taste?) +B, . Dans G" ona

-1 1,1 -t Ce :(BP (A) a x (TF (a)ery) + T7'(B,)) € P" . De plus, en appliquant le

lemme, ona t= a, X(t.+t,) +6 avec

: p =

1, 42 ; 2 |e ceEGe eSApt Ape em Ho reg ty BL + Ay wm 8 et pl + ph + pri=p.
. : »

D'ot en appliquant 1'hypoth’se de récurrence sabes t,o tot,
* 1 *

(3) >a 8. Done Ty! (A) ear t

Done (2) est démontré pour tout p. On en déduit immédiatement 31(¢) ¢ BL(G")

Done G et G" sont équivalentes et nj, ny . D'ob en appliquant 1'hypothése

de récurrence, la construction de la bigrammaire G' cherchée.

Remarque.~ la dernibre partie de cette démonstration est inspirée de la construc-

tion d'une grammaire régulitre engendrant le produit de deux langages réguliers

engendrés par deux grammaires réguliéres.

Proposition 3.1.2.3.- Les applications suivantes sont continues pour la structure

de treillis complet de (P(7))®

f, i (A,B) —» AUB

: (A,B) —paxA+ B= axr+s;r€A et s€B}

fiks LA

Les systémes de la forme k= BUX. OX)

= F(R seo X)

: s

x = P(X ,...¥)
x neyo R ’

oi les F; sont obtenues par composition & partir des applications fy, sn fy

g (3)
systeme sont exactement les bilangages engendrés par les bigrammaires régulitres.

ont des solutions dans et les composantes des solutions minimales de tel

Démonstration.- Cela résulte immédiatement de la proposition 3.1.1.3. qui associe

bijectivement les C -bigrammaires et les S,~systénes. Ici il est évident que les

C,-bigrammaires associées aux systémes décrits dans la proposition 3.1.2.3. sont

régulitres.

Les bilangages réguliers introduits par Quéré L2Q et définis d'une autre

aaniére que celle-ci, vérifient les mémes systémes & point fixe. On trouve donc que

les bigrammaires régulitres engendrent exactement les bilangages réguliers. Remar-

quons que la proposition 3.1.2.3. signifie que les langages réguliers sont les lan-

gages algébriques pour la structure suivante de 7 :

on se donne card(y) opérations binaires f, telles que

f,(r,8) =axrts

et une opération Q-aire A .

Annexe au _paragraphe 3.1.2. : Une nouvelle caractérisation des bilangages réguliers.

En théorie des langages, on caractérise les langages réguliers & l'aide des

classes de contexte & droite. Par définition, si L est un langage sur V et si a

est un mot de V* , la classe de contexte A droite de a est l'ensemble

Dia) ={ Ps PEW et aBEL}. Un théoréme classique affirme que L est
régulier si et seulement si l'ensemble des D(a) est fini. Les outils introduits

ici, permettent de généraliser ce théoréme aux bilangages réguliers.

Définition 3.1.2.4,- Soit L un bilangage sur V. Soit r une ramification de @

on appelle classe de contexte de r pour L, l'ensemble C, (x) défini par

a 1
o(r) = 5 teV, et (x) €u} .

Proposition 3.1.2.5.- Un bilangage L sur V est régulier si et seulement si l'en-

semble des ©, (r) est fini.

Démonstration.- Pour faire cette démonstration, nous utiliserons la caractérisa-

tion suivante des bilangages réguliers :

Un bilangage sur V est régulier si et seulement si il existe un V-binotde fini B

et une partie B' de B tels que si h V-vinofde de #

onait L=n'(B') .

(Cette caractérisation a été introduite par Quéré (20] et est aussi rappelée au
Paragraphe 3.4.).

est l'homomorphisme de

dans B

Supposons que L est un bilangage régulier sur V.Soit B, B’ et h comme

ci-dessus, tels que 1 = h7'(B) . Montrons que

n(r) = h(s) == ¢,(r) = c.(s) .

De 1k, on déduira qu'il y a au plus card(B) classes de contexte pour L. Pour

démontrer 1' implication ci-dessus, il suffit de montrer que

n(r) = n(s} ===> (WEF, )(n(s"(r)). = n(t!(s)))

et cette implication se démontre immédiatement par récurrence sur t .
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Réciproquement, supposons que pour un bilangage L sur V l'ensemble des classes

de contexte soit fini, et montrons que L est un bilangage régulier. Soit €

l'ensemble des classes de contexte pour L . Pour obtenir le résultat voulu, il

euffit de munir @ d'une structure de V-binofde telle que l'application

ot $+ soit 1'nomomorphisme de binotde de aans @ muni de cette struc-

ture. On aura alore b= O)'({0; CEC et 1€ CH), et ataprés 1a caractéri-

sation des bilangages réguliers rappelés ci-dessus, on aura bien démontré que L

est un bilangage régulier. Pour mmir © d'une structure de V-binofde telle que

cy 3 t — ¢ soit un homomorphisme de V-binoide, il suffit de montrer que oy

est compatible avec les lois de Y-binofde de + . Clest-A-dire que

- o(r) = o,(r') et Cy(s) = o,(s') ==> o,(rts) = 6, (r'+8")

= 6, {r) = o,(r") ==> (Waev) (0, (axr)=0,(a xr’).

Supposons que C,(r) = C,(r') et ¢,(s) = o,(s') .

On obtient :

té C,(r4s) = > (res) Eb cap tl (148) € C(x) <omed t!(148) € G(r!) >

t'(rt4s) € bes t (rie ¢,(s) geen (DHE cy (s') ees)

t'(r'4s')EL Ex t € o,(r'4s')

dot la premigre implication.

Supposons que C.(r) = oye") et soit a un élément quelconque de V.

On obtient :

t €c,(axr) cay tar) Lb a> Hlaxte 6, (x)

eM(axt)€ C)(r!) Sex tiaxz') 6b & >t EC,(axr')

d'ok la deuxiéme implication, La struxture de V-binoide de € est alors définie

par

C+Cls C,(rer') avec r et r! tels que C.(r)=C et o,(r'} =c!
“L

axc C,(axr) avec r tel que o,(r) =@

3,.2.- Bigrammaire de degré un et & contexte libre.

Les productions de ces bigrammaires sont de la forme (Ax1,r) ob r est un

polynéme injectif sur TUN. On remplace donc un non-terminal indépendamment du

contexte dans lequel il est placé. Malgré cette remarque, on montrera que les lan-

gages engendrés ne sont pas algébriques en général. Nous étudierons une caracté- |

risation de ces bilangages en termes de systéme & point fixe, puis les langages

engendrés.

3,.2.1.- Définition d'une C,-bigrammaire et caractérisation en termes de systéme

& point fixe des bilangages engendrés.

Définition 3.2.1.1.- On appelle bigrammaire A contexte libre de degré un ou

C,-bigranmaire, une bigrammaire ¢ = (N,T,P,X) telle que

-G aun seul axiome X.
-—

- les productions de G sont de le forme (Ax1,r) ob AEN et ré NUT,

est un polynéme injectif de degré 1 .

Nous allons donner une forme réduite des C,-bigrammaires qui facilitera leur

étude. Nous aurons besoin au cours de la démonstration de définir tx1 ot

at
t+€NUT. tt signifie intuitivement que l'on a greffé 1 en dessous de la pre

mitre feuille de t utilisant la récurrence AX 1 =1

(ax ris)x 1 = ax(rxi)+s

Sit est non vide, t ~ 1 est bien un polynéme injectif.

Proposition 3.2.1.2.~ Pour toute C,-bigrammaire @ = (N,7,P,X) , il existe une

C,-bigrammaire équivalente ¢' = (W',T,P',X) équivalente A G et dont les régles

sont de la forme (Am1,BHCx1) ou (A Xx1,Bx 140) ou (Ax1,BxCx1) ou

(Axt,axi) ob A, B et C sont des non-terminaux et a un terminal.

- On va raisonner par récurrence sur n, = sup(n(r);(3 AEN) (Ax1,r)€P).

Pour ng = 1,2,3 , la proposition est évidente. Supposons-1a aémontrée pour

ig & « et supposons que

n(r) =k +1

ny zk +1. Soit (A,r) une production de G telle que

. Ona r=xxe+t avec x€ NUT. On remplace cette production

par les productions suivantes :

“ss ms
-si tA AN et xxsE€NUT et t€NUT, , alors (A x1,BHCx t)

(Bxi,(xxs)a1) , (Cx1,t} ob B et C sont deux nouveaux terminaux.

“os

tf A et reG NUP, , alors (Amt, By tac) , (Be tyxxe) ,

(Cxi,t*1) ob B et C sont deux nouveaux terminaux.

~si t= A , alors (Ax1,BxCx1) , (Bx1,xx1) , (Cx1,5s)

ob B et C sont deux nouveaux non-terminaux.

Tl est & peu prés évident que cette nouvelle grammaire engendre le méne bilangage

que G . En appliquant l'hypothése de récurrence, on obtient alors la grammaire G!

cherchée.
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Remargue.- Quand on écrit dans la démonstration ci-dessus (xes)x1 ou tel,

on greffe la variable 1 en deasous de la premitre feuille de la ramification con-

sidérée. Ce choix sur la place de cette greffe est un peu arbitraire; cependant _

quand on utilise des productions ob interviennent ces ramifications, on remarque

que le non-terminal qui est réécrit, se trouve & une feuille. On utilise donc ces

régles comme si elles étaient de degré zéro et la place de la variable 1 n'inter-

vient donc pas.

Proposition 3.2.1.3.- Tout bilangage IL ne contenant pas A et engendré par une

C.-bigrammaire, est aussi engendré par une C,-bigrammaire.

Démonstration.- Comme L ne contient pas A , il existe une C-bigrammaire

G= (N,2,P,x,) sans A engendrant L . Considérons la C,-bigranmaire

Gls (X,2,P",X,) définie par (Ax1,rx%1)€ P' ==> (Ar)EP.

Comme dans r les non-terminaux n'apparaissent qu'aux feuilles, dans une déri-

vation A partir de X, dans G' , on utilisera les productions comme 9i elles

étaient de degré séro. Donc G! est équivalente A ¢ . (Il est cependant faux
* +

que rape t G=> ryy_—t , cela n'est vrai que si r vérifie (Wa NUT)

iv AEN) (cP, (r) Gaxy a= A)

La réciproque de cette proposition est fausse. En effet, considérons la

C,-bigramaaire G = ({X}, {a,b,c} ,P,X) telle que P= |(Xxl,axXxbx1),

(Xx 1,¢x1) . On obtient de fagon évidente

BL(G) =f exam uxexcxbei xb i; nen} :
n fois n fois

Done ch(BL(G)) = halen" pn€ my n'est pas un langage régulier, et donc, d'aprés

la proposition 3.1.1.5., BL(G) ne peut pas étre engendré par une Cj-bigrammaire.

Pour nous permettre de faire rigoureusement des récurrences sur la longueur

d'une dérivation dans une C,-bigrammaire, on introduit les définitions suivantes :

Définition 3.2.1.4.- On appelle squelette de ramification sur V, une ramification

de V UW! telle que tout entier i a au plus une oceurrence dansr . C'est-a-

dire que r est un squelette sur V si

(rETUR) et (YLEM) (cord (F,(x))Q1) «
i

Définition 3.2.1.5.- (Fonction associée & un squelette). Soit r@vUC[t,n] un

squelette de ramification sur VY, On associe A r ume application encore notée r
A 4

de (v,)" dans V de la fagon suivante: r(r,,rj,...,7,) est obtenu en rempla-

gant dans r chaque i par r, , et on utilise la variable 1 de r, pour greffer

ce qui est en dessous de r, . Formeliement, on définit cette application par

récurrence sur r en posant

( rr. =Ar, yt vert) =A
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si i€WN', alors (ixrés)(r,,r,,...,7,) = sir =A alors o(r,)40(r,,-..57,)

7 1sinon ry(r(rys.-.47,)) + a(r,,...97,)

si x€V, alors (xxrts)(r,,...,2,) = xx r(rproeeety) # alryetoset))

(quand r, est réduit & xx1, on écrira seulement x).

EB

NIA papi iA
2 | ! Jobia IX, be ‘a

I\,
Proposition 3.2.1.6.- Soit_ ¢= (N,T,P,X) une C,-bigrammaire et r un squelette

sur @ appartenant & TU[I,n]. Side s€ TUN dérive avec p réécriture sg!

et si a= P(r y 505) -00,) » alors s' peut s'écrire s' = 2(541854--048)), chaque

8, dérivant de r, avec p, réécriture. De plus, on peut imposer

a .
z Pgp. (8i chaque i de [1,n] epparatt effectivement dans r ,ona
i

oP =p).
isi

Réciproquement, si s = Pry typeset) et s's r(sy.-.48,) et si chaque s,

dérive de r, avec p, réécritures et enfin si chaque i de [i,n] apperatt
an

effectivement dans r, alors s' dérive de s avec p= y p, reécritures.
PG

if

Démonstration.- Pour démontrer cette propesition dans le sens direct, on fait une .
i

récurrence sur p et on obtient facilement ie résultat. Pour la réciproque, une ré-

currence sur r donne immédiatement le résultat,*

Voroitaire.- Soit G = (N,T,P,X) une C,-bigrammaire.

Pp By Pp
qo oe s.,8 ( e 2)rys et r rT, +1, Ge (3 5,851 2, 1Po MT, 8, et roe,

et Py +P, = P et 8,+8, = 8).

os

r, et ry deux polynénes sur NUT,

P P,
1 2

)(r) py — 5, eb yy 8, et Pit
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3°) axr'y= s et ET G&S (3s')(rtyP os! et s=ans').

Ces trois équivalences résultent de 3.2.1.6. en prenant comme squelettes respecti-

vement 1+2, 1%2, axl.

Nous allons maintenant caractériser les bilangages engendrés par les G.-

bigrammaires en terme de syst’me & point fixe. Pour traduire dans un systéme les
A

régles du type (Ax1,BxCA1), on aimerait introduire une loi interne dans V,

prolongeent la loi externe x telle que

Byer et Cw 8 <==) BK Cy rxs .

Intuitivement, la loi x doit "greffer" en dessous d'une certaine feuille de r

la ramification s . Une étude sur des cas particuliers montre que l'on ne peut

pas, & priori, particulariser une feuille de r en dessous de laquelle on gref-

fera s pour obtenir rxg , cela dépend en effet de la forme de la dérivation

Byler .(Dans Quéré [20], on a étudié, sous le nom de bilangage algébrique, les

bilangages obtenus en faisant toujours la greffe sous la premiére feuille de r .

Ge cas correspond & des C,-bigrammaires qui sous forme réduite n'ont pas de régle

de la forme (Ax1 , BHCxi)). Pour tourner cette difficulté, on va considérer

les bilangages P(A) = {ri r€%, et Axty—r}s en vertu du corollaire de

3.2.1.6., ona Ax! st ret Bxlyt s ==> AmB xl ye re s.(Sa variable |
joue le réle d'un marqueur indiquant sous quelle feuille de r on doit greffer s,

la composition © des polynémes donne la loi x cherchée), Etudions d'abord la

liaison entre les bilangages P(A) et les bilangages L(A) ={r ; r€ E et
Ayer 5:

Proposition 3.2.1.7.- Soit @ = (N,T,P,X) une

ce: 4%, — >? est la fonction corps d'un polynéme (cf. 1.1.7.), Soit A un non-
C,-bigranmaire. La fonction

terminal de G.

* — * t

Ax lyr ssp TENUT, et Ay ofr)

* f 7 *
Ay—s ===> (Zr€NUT,)(Axt yer et e(r) =s).

Bn particulier (A) = 0(P(A)) avec L(A) =frs r@T et Aye r} et
P(A) ={r; ret, et Axle rt.

Démonstration.- Ces deux assertions se démontrent par récurrence sur la longueur

des dérivations.

p “ x
~AxtyPer ==> r€NUT, et Ay clr).

Pour p=0, cette implication est dvidente. Supposons-la démontrée jusqu' au

BHSupposons que Axl gett r. Donc AXxtpo toy—r . En appliquant
-_— p

l'hypothése de récurrence, on obtient t€ NUT, et Ay e(t)

rang P.

. Pour ne pas

3320

confondre la variable 1 de r et les variables des pojyntmes utilisés dans les

réécritures, nous utiliserons des polynémes u de NUT, De plus vw désignera
— oN 2

ici la fonction de NU qt dans WN UT associée & la deuxiéme variable de u

et c(u) sera le polynéme obtenu en supprimant la variable { si elle apparait

dans u . Comme toot, pour une certaine production (Bxt,s) de ¢

et un polyndme u€ NU , , one

t= ue(pat') et r=u(s'(t!)) .
“—

Done r€ NU, et suivant que 1 apparaft dans le mot des feuilles de u ou de t'

on & respectivement :

o(t) o(u)*(s'(t"))
2(ou oft) = (Bx e(t!)) et ofr) = ur(s!(o(t")) .

e(u)*(Bxt') et e(r)u "

P
Dans les deux cas, on obtient o(t)>>—c(r) et done Asyt o(r)

~ Ayes ==) (Fr)(Aktyeer et ofr) =e).

Pour p=0, on prend r= Axi . Supposons cette implication démontrée pour p.

P44
Supposons que A gps. Done Ay? ty a . Bn appliquant 1'hypoth’se de

za

récurrence, on trouve un polynéme r'€ NUT tel que Axtybr' et c(r!)=t.

Avec les mémes conventions que ci-dessus pour les polynémes u , on obtient pour

une certaine production (Bxt,v) de G, et un polyndwe u de WUT,

teur(axt') et 6 = u(v'(t'))

Done ri =u'@(Bxt') ou r= u*(Bxt") suivant la place de 1 dans r' .

Done rs ul@(v'(t!)) on re ut(v'(t")) est tel que ripper et o(r)=s.

Proposition 3.2.1.8,.- (Systéme & point fixe associé aux C,-bigrammaires).
A ~

Gonsidérons l'ensemble des polyntmes 7, & une variable sur 7 . (P(T)))" est

un treillis complet pour la relation d'inclusion et les fonctions suivantes

sont continues : i

2,1 (PIN))?_5 PR) teate que £,(4,8) = AUB

£2 (PR) Ls OR) terre que ey(a,z)-cla)an-fe(s}rerres ot sant

£, + (POR)? PB) terse que £5(4,3) = ato(z)=free(s), r€s ot s€B}

t, + (Por)? 5 PCR) terte que £,(4,8) = kod =frosi re A et 5 € Bf
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P,: (P(2,))?» P(r) telle que P,(Ay,...54,) = A,

f.3 (F(a, ))" —» P(2,) telle que f(A) ={axit

De-plus, ces fonctions transforment des ensembles de polyn&émes injectifa en

des ensembles de polynémes injectifs.

aA

Les systémes S sur (2 (m,))? de la forme

K,) ig ig a

ou les BF sont obtenus par composition des fonctions ci-dessus sont appelés
A

C,-systémes. Tout systéme de ce type admet des solutions dans (GR) » et de

plus, la solution minimale est formée d'un n-uple d'ensembles de polynémes

injectifs.

Un bilangage L est engendré par une C,~bigrammaire si et seulement si il existe

un tel systéme dont la solution minimale sont (1 L wl) et o(L,) =L.
ee

Démonstration.- La premitre partie de la proposition est évidente.

Aw

Soit S un C,-systme. Soit $: (POP Moy (Pon)) défini par

B(Xyreeeky) = CPOs eeeeK) seeey By(Eye eee oKQ)
n

La solution minimale de §S est (J) o% $,6,..., >) . Il est immédiat,
ny0

par récurrence sur n, que $7 $,9,...,$) est un n-uple d'ensembles de
polynémes injectifs. Donc la solution minimale de S est formée d'ensembles de

polynémes injectifs sur TT.

En utilisant le résultat rappelé au chapitre 0 , tout C,-systéme est équi-

valent & un C,-systeme de la forme

s:x,=\) 4a.tx reeesk) ob G.. est l'une des fonctions de
ij-1 n ij

base autre que l'union.

A tout C-systéme S de cette forme, on peut associer une C,-bigrammaire

G= (N,7,P,X) sous forme réduite et réciproquement en posant

- N= {X, Ky eve x, f

~k=k,

u

- (Kx AR EP em (35 [1-P, PCG, ,(%,)...%,) = o(x,) +x.)

(X,% Ax, JEP omy (35 EtspJ)(G, (X,..-..%,) = a + o(k,.)

(X81,X xX x 1)EP Gee (3 5 PUP )(G, (Xp). ) =4,°%,)

(X,%1,axt)@P day (35e [rp We, ,(x,,....,) = fax} )

"

nw *Posons P(X, ) = {t ;ré T, et Xx ‘a r} . En appliquant le corollaire de

la proposition 3.2.0.6., on obtient immédiatement que (p(x,) teees B(X.)) est une
n

solution de S . D'autre part, la solution minimale de $ est

n

a h(9,9,..., p) et on obtient en faisant une récurrence sur Pp que
n

7

(YPEIN)(Z x ty PL sen, => (3n€In)(re.(G67(9,9,...,6)))) .

Done (p(x, ) peas p(X) est la solution minimale de s§. D'aprés la proposi-
tion 3.2.1.7., on a BL(@) = o(P(X,))
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+O eeem i i .3.2.2.~ Langages engendrés par une ©, bigrammaire

Proposition 3.2.2.1.- Soit G = (N,T,P,X) une C,= bigrammaire. Le langage

L = §a;3r EBL) et a = (r)} est un langage algébrique.

Démonstration.- On peut supposer G sous forme réduite. Considérons la grammaire

& contexte libre 4 = (N,T,::=,X) telle que

A rt= BC (==> (Ax1,Bx140)EP ov (Axt,BC xt) EP

B ¢s==> (3CEN) (Ax1,B x0 x1 )EP)

Arisa == (Axi,axileP.

On obtient immédiatement

rege ==> plz) = pls) ou A(z) gh)

oye et a =plr) ===) Ge) (p=pts) et raps) .

Done le langage L est engendré par 4 .

Proposition 3.2.2.2.- Soit G=(N,T,P,x) une C,-bigrammaire. Soit L le bilan

gage engendré par @ , alors Ch(L) = {a;(3réL) (aecn(r))} est un langage algé-

brique. Réciproquement, tout langage algébrique ne contenant pas le mot vide est

l'ensemble des chemins d'un langage engendré par une C,-bigrammaire.

Démonstration.- La réciproque est évidente. Pour établir la proposition directe,

on peut supposer G sous forme réduite. Modifions légérement la bigrammaire ¢

pour mettre en évidence les non-terminaux qui apparaissent aux feuilles dans une

dérivation & partir de X. Pour cela, considérons la bigrammaire

G! = (NUN',T,P’,X) ob N! est un vocabulaire disjoint de NUT et en bijection

avec N par la bijection Ab--) A' et ot P! est défini par

(Ax1,B x14C) E P d===> (Ax1,BK14C) EP! et (A'x 1,B'x 140) EP

(Ax1,BHCx1)E P demey (Ax1,BHCK1) EP! et (A’x1,BHC'Xt)e Pt

(Axt,ax1)6 P d===> (Axtjax!)E P! et (A'xX t,axi)eP’

(Axt,BXOx1)@P ce=sy (Ax1,B'x Cx1)EP! et (Ate 1,BIxc'xt)e Pp

On obtient alors

ot r’ est obtenu & partir de r en remplagant chaque non-terminal de G appa-

raissant dans r ailleurs qu'd une feuille par le non-terminal de N' correspon-

dant. En particulier BL(G) = BL(G') .

Considérons la grammaire algébrique = (NUN'U Ny,0,::=,X) ob x

est un vocabulaire disjoint de N,N’ et T en bijection avec N et N' par

7G H=> 4, BO yy .
Jes bijections 4, TT? a TP at et ob est défini par

te) a B <==) (3c) ((Ax1,Bx140) EP! ou (Ax1,BICK1)EP')

20) AY BY ¢===> (Jc) ((A'x1,B'x 140) E Pt ou (Aly 1,C4B'x 1)EP")

3°) Ati=a (==> (Axt,ax1) € Pt

4°) At a g===> (A'X1,ax1) Ee Pt

5°) at B'C’ ¢===> (A'X1,B'xC' x1) © P!

6°) A tte BIC come) (AMI,BIXCXIDEP!

7°) B, (===> (AC) (Ax1,BY x Cx 1) EP")

8°) A, tt= B <==) (Ac) Cay 1,c'x 143B)€ P* ou (At x 1,BeC'x tera

9°) A B (==) (Qc) C(a'x 1,B'x 140) Pt ou (Ax 1,C#B'x 1) @ Pr

ou (A'X1,BIxc'xiePy

10°) A Bio, de==> (A'x1,BIx ctx 1) EP

La signification des régles 1 & 6 est & peu prés évidente. La régle 7 permet

de mémoriser qu'A cet endroit on pourra obtenir une "bifurcation" dans les chemins

de la ramification si on peut appliquer une production du type (B'x1,C+D' x1)

ou (B'x1,C'x14D) . La régle 6 est utilisée quand cette "bifurcation" existe.

Les régles 9 et 10 conservent un non-terminal de N, jusqu'a ce que l'on puisse

appliquer une ragle 8.

Démontrons 084, Sneentre ch(L) .

Pour r€NUN'UT, posons

ch'(r) = a;(Jpecn(r)) (Bae N') (Ja") (3a") (peatata et a=a'A )t.

Montrons que

horde or nsep (Wa) Claech(r) ou aecn'(r)) ==> A> a) (1).
4

La démonstration de (1) se fait par récurrence sur la longueur p de la
*

dérivation ao r.

*

Si p=0, ona Ch(r) = fA} et ch'(r) =9. Dans > on @ bien apa
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Supposons (1)\démontrée jusqu'& l'ordre p et supposons aghth r . Done pour

un certain r' , ona

Age rT! ew rT.

Examinons les deux cas ot la réécriture r'eoy x affecte ou non un

non-terminal qui est une feuille de r'

1°) Cette réécriture se fait sur un non-terminal qui est une feuille de r'

a‘ ;

Done r' =u(B) ob u est un polynéme de NUN U T,. On notera a, le chemin

de r' arrivant 4 la feuille B (a =a1B) . r est de l'une des formes suivantes

- re u! (C+D) et (Bx1,CxX14D)E@P' ou (Bx1,CeDxi) Ee?!

Ona:

Ch(r) = (Ch(r')-fa,3) UE at, 01D}

Ch'(r) = Ch'(r') .

On a dans 4 les deux régles Bi:=C et B::s=D. Donec aa alc

et a, ~~ aD . Done en appliquant l'hypothése de récurrence a Ane r', on

obtient le résultat

~ re ul (b) et (Bx1,bx1) EP! , un raisonnement similaire donne le
résultat voulu,

a = ul(e'xp) et (Bx1,C'eDx1)ea@P!

On @:

Ch(r) = (Ch(r')~ga,3) U fasC'DF

ch'(r) = cH(r) YU far,} .

Dans % ; on a les deux régles Bi:= C'D et Bers C, . Done on obtient

. : .a == asc'D at & oi le résultat en appliquant l'hypothtse de

ac}goutrécufrence.

2°) La rééeriture roa r affecte un non-terminal qui_n'est pas une feuille

de r. Done r' = ul(Brxs) oi u est un polyndme de NUN'U tT), Be N
et s est une ramification non vide.

Soit € l'ensemble des chemins de r' passant par B’' , ona

© - fo Bi pits i¢nz 7
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+ es t * H "soit @ {2B} iv fa,B BLE, sGpr)(a Biptetpre ey.

(Intuitivement, €' est l'ensemble des mots de ch'(r’) passant par B')

la ramification r est de l'une des formes suivantes :

- re al (c4D"x s) et (B'x1,0+D'x¥ 1)E@P. Dang ce cas, on obtient

ch(r) = (Ch(r')-€)U ga Dip, ste ignj Ugacy

Ch'(r) = (ch'(r')-@) U §a,D,3 U ga,D’BIE, 3a,B'pIE, eG €'F

Dans 4 , ona les régles Bt ::= DC, B, tis D,Ic .

' tDonc a iB Bs d—- aD B 7 a By >e- ac et comme a8, échi(r ) » on

obtient en appliquant l’hypothése de récurrence que tout a de Ch(r) dérive

de A dans g . On obtient de méme que tout a de Ch'(r) dérive de A dans g i

- re al (ct xatD) et (B'x1,C'x 14D) @ P' . La démonstration est exactement
la méme que dans le premier cas.

- re al (c! xD'xs) et (B'y1,C'wD'x1) 6 P' . Dans ce cas, on obtient

Ch(r) = (ch(r')-8 U fa,0'D'p.s1<i Sn}

= al t mp .Ch'(r) = (ch'(r')-@) Uga.0,,a,0'D,} U fa C'D' p's. 5a DBE € 63 .

Dans g , on a les régles B’ :7#cC'D' , B, r= C,}C'D, . En appliquant

l'hypothése de récurrence, on obtient immédiatement le résultat cherché.

~ Gea (bxs) et (B'X1,dx%1) E Pt . Dans ce cas, on obtient

ch(r) = (ch{r')-8 V ta dp sisi sn}

Ch'(r) = (ch'(r")-B') YU fo apie, ;a B'pi8,€ €'F .

Dans 5 , ona la régle B' ::= bd, doh le résultat.

Donc (1) est démontrée par récurrence. On déduit de (1) que

*

r@BL(G') et a GCh(r) ==> Kya.

Done ch(Bl(athye u(4) (u(q) désigne le langage engendré par G) .

Pour démontrer l'inclusion réciproque, montrons que

(2) A & e (NUN, UT)* ===) (Zr) (mee r et aeéCch(r)).
$

La démonstration de (2) se fait par récurrence sur la longueur p de la

dérivation ae a. Pour p=0, le résultat est immédiat.
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Supposons (2) démontrée jusqu'A l'ordre p et supposons que Apt a.
Pour un certain a' , ona done A> aya.

ter cas ; «' © (NUN'UT)* . En appliquant l'hypothése de récurrence, on trouve

des réécritures possibles de a' , on obtient facilement qu'elles correspondent

a des réécritures r'>—r dans G! telles que ao @Ch(r) .

2eme cas : a! ¢é (NUN'UT)* . Done un élément de N, a une oecurrence datis a!

En examinant les régles de 4 ; on obtient immédiatement que cet élément de N,

est nécessairement la dernitre lettre de a' . D’autre part, parmi les dérivations

de A & a! dans a » l'une au moins de ces dérivations est de la forme

= = w —AS dD Oe Fy Be Dy ee a, = ep Ge a

avec a € (NUN'UT)* et chaque réécriture a> a5,, pour jek, K+. 2
1

opére sur la derniére lettre de a5 en utilisant un non-terminal de N,

Plus exactement, We Nyy s'obtient en utilisant une régle du type 7 sur

la derniére lettre de a» pour g=k+], ..- , n-1 a, 7 Osa s'obtient en

utilisant des régles du type 9 ou 10 sur la dermitre lettre de a, et Oy

s'obtient en utilisant une régle du type 8 sur la dernitre lettre de «a

Par hypothése de récurrence, il existe une ramification a telle que

*

Aw=r et a, €Ch(rGi ok x)

On en déduit qu'il existe une ramification r telle que a, ,€ chi(r, 4)

(ch! est la fonction introduite ci-dessus).

En examinant les régles 9 et 10, on en déduit que

“a P et a€ch'(r) ==) (Js) (r>gr 8 et p & Ch'(s))

qedae hes p est une réécriture obtenve en utilisant une régle du type 9 on 10

sur la derniére lettre de a.

Done il existe des ramifications r (e414 jen) telles que

eet GT Mg

et Wj Ck+t J (a,ech'(r,))

La rééeriture ho On as s'obtient en utilisant une régle du type 8 sur la

Y
San
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dernitre lettre de a: D'aprés la forme de ces régles, si a €Ch'(r ) , alors
n

il existe une ramification Toy telle que Gas |e ch(r,) et ro Tat

*

Donec on a construit une ramification Pat telle que AMET Tae et

a=a, € ch(r, .) . 6 FD.

Proposition 3.2.2.3.- Les langages engendrés par les C,-bigramaaires contiennent

strictement les langages algébriques.

Démonstration.- Il est évident que tout langage algébrique eat engendré par une

¢,-bigrammaire (par exemple en utilisant les propositions 3.1.1.5 et 3.2.1 3). Il

existe des langages engendrés par des C -bigrammaires. quicne sont pas algébriques.

Par exemple, considérons la bigrammaire G = ({X,Y¢,fa,b,ct,P,X) telle que

P= €(Xxt,ae(Yut)4e),(¥ e1,b 21),(¥ut ati x (bth ete)?

On obtient immédiatement qu'une dérivation dans CG ast de la forme
.

Yoec4 TEAS en PEARS

b b b

b b

no :Done le langage engendré par cette bigrammaire est fa ce jn yt qui n'est

pas un langage algébrique.

Proposition 3.2.2.4.- (non démontrée) Les langages engendrés par les

C,-bigrammaires sont des langages contextuels.

Cette proposition n'a pas pu 6tre démontrée jusqu'a présent. La difficulté

provient de ce aie les raglen das ( —higrammaires pevvent suementer le nombre de

points d'une ramification sans augmenter la longueur du mot des feuilles. Pour

savoir si un mot a sur T est dang le langage engendré par une C, -bigrammaire

G , il faut rechercher dans BI(G) une ramification r telle que g(r) =a.

A priorl, on ne peut pas majorer le nombre de points d'une ramification r de

BL(G) susceptible d'avoir «a comme mot des feuilles. Pour démontrer que L(G)

est un langage contextuel, il suffirait de démontrer un lemme du genre

(Weel(G)) (Arese(e)) (p(r)sa et nlx) <ple(r)))
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ot p est um entier ne dépendant que de G . Ia démonstration d'un tel lemme doit

atre similaire aux techniques employées dans la démovstration de la proposition

3.2.2.6 et des lemmes précédant<eette proposition.

On peut se demander,ai l'on obtient avec les C, ~bigrammaires tous les langa-

ges contextuels, 11 n'en est rien comme le ont¥e la suite.

Pour le voir, nous allons démontrer un lemme analogue au théoréme des paires

itérantes £6] pour les grammaires & conteste libre (si Q = (N,T,::=,X)

grammaire algébrique, il existe deux entiers p et q ne dépendant que de

zIyp

Z2uvwxy avec Ivwx! gq et vx#A et pour tout n EIN, uviwxty

est engendré par q) .

est une

G tels que tout mot 2 engendré par et vérifiant s'écrive

Définition 3.2.2.5.- Soit ¢ = (H,T,P,X) une C,-bigrammaire. Soient r et r!

deux ramifications de N UT telles que ry r' .

On dit que le non-terminal A est auto-imbriqué dans une dérivation mefant

de r & r' si A apparaft dans cette dérivation et si A réapparaft dans la

suite de la dérivation dans une sous-ramification qui dérive strictement de la

premiére occurrence de A . Graphiquement, cela s'éerit

r \ ye ~~ >»

ka
avec uyt ul, vytivt, AX ime t,t fAX1 et A apparaft dans +t.

Done formellement, on obtient : A est auto-imbriqué dans une dérivation

menent de r a r! si on peut trouver des termes s et s' de cette dérivation

et des ramifications veTUN, »>vETUN, weTtun, »>vie TUN, tETUN,

telles que :

- Ty st s'>>F- 3r!

1, :
- s=u (Axv)

- wwe! » Viv! ’ Ax 1y et

- t#Axt et F(t) #8.

On dira que A est fortement auto-imbriqué si, de plus, on a [o(t)| ? aa

r
3). 5

Les démonstrations qui suivent montrent que pour tout r dérivant de X, il

X & rv contenant un non-terminal auto-imbriqué (respec-

lo(r) I)

existe une dérivation de

tivement fortement auto-imbriqué) dts que u(r) (respectivement est

suffisamment grand.

Lemme 1.- Soit G= (N,T,P,X) une C,-bigrammaire. Soient r et r! tels que

r' est dans . et r! dérive de r. Si le non-terminal A est auto-imbriqué

dans une dérivation menant de xv & r' , il existe des ramifications 8 et 8)

appartenant a fornt ’ we i, 5 v,eF 5 t.€ UTA, We t, 7 te a, et
xe f, telles que

&_ at yt pt1) ryk-s wi 8) gr

2) 8, ul (Axy,)

3) sts CKO)

4) t = we(Ax¢!,1)

5) Ax ee t

6) ris uh (we (x! (43) 019)" (w,)
7) AX tye xz.

Démonstration.- Le lemme dont 1'énoncé est assez lourd procéde de l'idée trés

simple suivante :

En reprenant les notations de la définition 3.2.2.5, on continue dans s et

s' les réécritures qui n'affectent pas l'occurrence considérée du non-terminal A

pour obtenir des ramifications de TU {a} . L'écriture de t, (4) met simplement

A dans to contraint d'utiliser un polynédmeen évidence la présence de » on est

w de t, pour tenir compte des deux cas ot la variable 1 de ty est en-dessous

de A et ok la variable 1 n'est pas en-dessous de A (graphiquement, t, peut

étre d'une des trois formes suivantes :

3
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Remarquons que dans le premier cas, ¥) est un polynéme de qT, et que 2 est

une variable inefficace dans w . La démonstration de ce lemme résulte immédiate—

ment de la proposition 3.2.1.6. En reprenant les notations de la définition 3.2.2.5,

on obtient s' = (tx (2x3)) (ut,t,v') . Done

1,4
r'= (1x (2x3)) (uj .@¥,) = we (vy) et ut yk Use tt : viet vO:

Comme t contient une occurrence de A » on peut écrire

2t=w(axt'1) avee we FUT ot te KOR

- 2 1 * * t * 1Done Towlz (t2),1) et Woe A K1meox, t mit

aps : 1 tr 1 2= 
1 = 

=

Les ramifications s, ula xv) st s} ug(t(v)) avec te = wo (Ax t3,1)

répondent aur conditions.

(Cette démonstration signifie simplement que dans s et g! » on a continud
jusque dans 7 les réécritures qui n'affectent pas L'occurrence du non-terminal

auto-imbriqué A) .

Lemme 2.- Soit G = (N,T,P,X) une C,-bigrammaire. On suppose G mise gous la
forme réduite décrite en 3.2.1.2 et que card(N) =k.

Soit r dérivant de A dans G.,

. kk . .1°) si n(r) 72, il existe un non-terminal auto~imbriqué dans une dériva-
tionde A ar,

. kk, :2°) Si tofr)l 2 2, il existe wu non-terminal fortement auto~imbriqué dans
+une dérivation de A Aor.

Démonstration.- Ces deux assertions se démontrent par récurrence sur k .

1°) Pour k=1, le lemme est évident. Supposons-le démontré pour k et
supposons que card(N) = k+l . Dire que A est auto-imbriqué dans la dérivation
A > r signifie simplement que A réapparatt dans une réécriture utilisée pour
aller de A & r dans G. Si ce cas ne se produit pas, on a, pour un certain rt

A oa 7 yk r et la dérivation rt wer est une dérivation dans la grammaire

Gis (N-{A},1,P',x) ob P' est obtenu en supprimant dans P toutes les produc.
tions contenant une occurrence de A.

De plus, ona r'=B+C ou r'=BxXC* ot B et C sont deux

non-terminaux de N- {A?. (r' =a est incompatible avec L'hypothése n(r),2%*") .

Si r'=sB+cC oha rer *, 1+ et Barr, et Coker, .
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k kComme n(r) okt! » on obtient n(r,) 2° ou u(ry) » 2 . Le résultat

cherehé s'obtient alors en appliquant l'hypothase de récurrence & celles des deux

dérivations de G' vérifiant n(r,) > ok .

. _ . = wl #Si r' =ByYC, ona mis erate | et BX Ayr, et Comte ry

k+l bDone n(r) = n(r,) + n(r,) - 1 et come n(r) 22 » on obtient

k ; :n(r,)%2* +1 on n(r,) »2°> . De plus, B X1 peer, implique que By ts e(r,)

et a(e(r,)) = n(r,) - 1. On obtient alors le résultat en appliquant 1'hypothése

de récurrence,

2°) Pour k=1, l'hypothtse \o(r) | 2 2 implique que la grammaire ¢

contient l'une des deux productions (Axt,AtAx!) ou (Ax1,ATM1,A) et que l'une

de ces deux productions a été utilisée dans la dérivation Ayer . Done A est

fortement auto~imbriqué dans cette dérivation.

Supposons le lemme démontré pour k et supposons que card(N) = k+l .

Si A est fortement auto-imbriqué dans la dérivation A> r , le lemme est vé-

rifié. Supposons que ce cas ne se produise pas. Considérons we dérivation

A= Tar TWA eT, =r de A & r et soit q le plus grand entier

1 Bde (£0,p} tel que A ait une occurrence dans r . Done o =a (Axd) ot

1oe fut et venur. Done om ae ee (p'}) avec até uP et a yea! ,
AX yt r' , byt eb! . On obtient done

1 {
Ayteat!(anb') yt a! (e!(b!)) er.

Comme A n'est pas fortement auto-imbriqué dans la dérivation Ayt—r, on

en déduit que [p(a’'(axb'))| =1 et done |o(r')| = \o(r)| Y okt!

Mais, dana la dérivation AX 1y>X-~r' , A ne réapparatt pas dans les diverses

réécritures utilisées pour aller de AX1 A r' dans G. Pour un certain r" ,

ona Aye r">>t~ c(r') et la dérivation r” »—r' est une dérivation dans la

grammaire G' = (N-{A?,1,P',xX) définie comme au cas 4°), La fin de la démonstration

est alors identique au 1°).

en nv 4 mt Lt --.——- 6 &t Ga (E,2,7,2) unc C)-vigrammaire.
p ne dépendant que de G ot vérifiant les deux propriétés suivantes :

a A n

1°) Si r@BL(e) et n(r) >p, alors il existe uéT,,vet,wet,

ret, 7 ye? tels que

r= u'((v-(w'(z),1))'(y)) avee v(o(z),a) AA

et si on pose 8) = 4



. o@t.tSat eV (a (z),1) ,

alors, pour tout nélWN, re u' (a! (y)) est dans BL(¢)

(voir le graphique de la page 3.35)

2°) Si 2EL(a) et tz >» P» une des propriétés suivantes est vérifiée.

~ il existe Uys Wy ’ ¥, r V5 , ", , V5 , x, » XZ, «-¥' dans TM tels que

Pi 'Ba Uy YW, Ey Y' Xy Wy Vy Uy avec v, xX, x, Y5 Z#A et pour tout

n€W,z =u via ou, est dans L(@)yw, x" ryt y171 Yo % M2 Vo YM

- il eriste u PU Vy 1 Vy Vey Wo Wy, x' yy! dans T* tels1

= T 1que 2=U, ¥, Ww, z' Wy vp y! v3 U, avec ¥y Vy Vy x! #A et pour tout

~{néW, 24 vy wy x! Wo(Wp2"¥,)" Vy ¥' Vz Up eat dans L(G)

- il existe Uys Ups Vy Vo 1 Vo 9 + Wy, x', y! dans r* tels

que a= wy, x y' Vo Wy x' Wo Vz Uy avec Vv, Yo Va x #A et pour tout

neW, zoe wy vy y' Yo(v,x"v5)77' ¥, x' Wy V5 Uy est dans u(¢) 3

Démonstration.~ On peut supposer dans les deux cas que la grammaire G est mise
ksous forme réduite. Soient k= card(N) et p=2

1°) Si r€BL(G) et n(r) >P,ona Xyt r et en appliquant le leme 2,
on obtient qu'un non-terminal A de N est auto-imbriqué pour cette dérivation.

En appliquant le lemme 1, on obtient

r= ul ((v°(w!(z),1))'(y))

xyptiul (apy)

Axtyt v-(Axx,1) ot v(e(x),A) A

- Ax tlyew.

On en secu immédiatement par récurrence que les ramifications s.

appartenant & T, et définies par S.=¥, 5,5 #(si(z),1) dérivent toutes
de A x1 . Comme on a de plus X yk. yl (ay y) , on en déduit le résultat annoneé.

Si on analyse le résultat, on s'apercoit qu'il y a deux cas de figure.

aa) La variable 1 apparaft dans xz. Dans ce cas, VE qT, et les formules
se simplifient en

r= al((y(e'(x))"(y))

o =Ww

Sa = v' (al (x))

et schématiquement, on a

ros : n fois

L

e

i n fois
°

LN
LN

Ce cas correspond exactement A une généralisation sur les ramifications

du théoréme uvwxy sur les grammaires algébriques.

“A

b) La variable 2 apparaft dans v . Dans ce cas, x€ 7 . On obtient alors

schématiquement

n fois



2°) Si 2zEL(G) et {aly p, pour un certain r, ona

wet r ot o(r)=s ot lol(rily p.

Diaprée le lemme 2, on en déduit qu'un non-terminal A de N est forte-

ment auto-imbriqué dans la dérivation X»*—r ,

Reprenons les notations de la tare partie. Le fait que A soit fortement

auto-imbriqué ajoute la condition supplémentaire lo(v?(Axx,1))} % 2.
Si on est dans le ler cas de figure cité ci-dessus, on obtient

gu) = uy 1 ay

g(v) = vy 1%»

ow) =, 1 Ww

o(z) = x, 1x5

oly) = y"

Done (tr) =u vy wt yx Ww, vy a.1M 2 “2 Yo Ye =
2

La condition |o(v (A x,1))}% 2 implique

Vy 4 tp vy AA.

De plus

ore L(g) et

o(r,) = By v yy x y! 5 % % uy.

Si on est dans le 2me cas de figure, on obtient

o(u) =u, ta

av) =v, ty 25

fou o(v) = vy, 2 v1 Vs 1 cas qui se traite de manibre similaire et qui correspond

& la Seme posuibilité de la proposition 5.2.2.6, 2°))

ow) = tw,

a »9(x)

n 4oy)
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On a alors

=1or) =a WE my at wplygz'y)P vy yt v5 uy

(2) =u ¥ ¥, 34 My vy yt vy yy

De plus |p(v"(A x,1))1) 2 implique luyyavaz'l #A.

Corollaire.- Tl eriste des langages contextuels qui ne sont pas engendrés par

les C,—bigranmaires.

Dénonstration.- D'aprés la proposition ci-dessus, si on ordonne par longueur

croissante les mots d'un langage engondré par une C,—bigrannaire, on obtient une

suite a de mots sur T vérifiant Van! -la,! £4 ob d ne dépend que de G.

Un langage comme L = {2 jay of ne peut donc @tre engendré par une
C,-bigrammaire. Il est facile de voir que 1 = faTMb"a"d"e";ny0} ne peut pas non

plus étre engendré par une C ;~bigrammaire.

Remarque 1 : On pourrait certainemert comme dans le eas des grammaires A contexte

libre affiner la proposition 3.2.2.6 en montrant qu'il existe un entier q ne

dépendant que de G tel qu'on puisse imposer en reprenant les notations de la

proposition 3.2.2.6 dans le ter cas n(v“(w'(x),1)) <q et dens le 2ame cas

WWW xyy'apWpvol eq ow Ivyw,x'wovey' vs! aa.

Remarque 2 : Des langages et bilangages d'un type approchant ceux étudiés dans ce

peragraphe ont été introduits par Avawind K Joshi, Léon S Levy et Masako Takahashi

C9]. Dans cet article est introduite la notion de "tree adjunct grammar" qui est

un cas particulier de C,-bigranmaire de la forme suivante +

= Varione X est ane ramification de© FUP telle que les éléments de
n'apparaissent qu'aux feuilles, g(X) est dans T* et Po est réduit

Bune lettre de WN

~ les productions sont de la forme

(Axi,r) aveo pe) =a, or) =alp,acew, pew et i Fr).

De plus, lee ramifications utilisées dans cet article ont toutes une racine

réduite & une lettre, sont ramifiées & chaque niveau et de plus, le mot-des feuilles

est dans T* , c'est-A-dire qu'elles vérifient



- Ip(r)I =1

(V AcH) € (wer, (r) ==> Jal 2)

- (Waemt) (B,(r) € £A9) .

On définit alors le langage engendré comme étant l'ensemble des mots des

feuilles des ramifications dérivant de X . On obtient des résultats analogues a

ceux énoneés dans ce paragraphe, en particulier les langages engendrés ne sont pas

en général algébriques. Cependant, un langage comme Fat ot ny tf ne peut pas

&tre engendré par une "tree adjunct grammar", alors que ce langage est obtenu avec

des -bigrammaires. De plus, on ne trouve pas pour ce type de C,-bigrammaire

de proposition analogue & la proposition 3.2.2.6 qui permet de montrer facilement

qu'un langage ne peut pas étre engendré par une C,-bigrammaire. Diailleurs, dans

cet article, seule la structure des langages engendrés est étudiée, la structure

des bilangages est passée sous silence.

3.3.- Intersection des bilangages engendrés par les C -bigrammaires et les

C,-bigrammaires avec des bilangages réguliers.

Il est bien évident que le classe des bilangages engendrée par les 6 -bigram-

naires (resp. par les C,~bigrammaires), n'est pas stable par intersection. En

effet, dans les deux cas, si on considére la sous-classe formée par les bilangages

ne contenant que des ramifications réduites & leurs racines, on obtient exactement

la classe des langages algébriques qui n'est pas stable par intersection.

Cependant, les bilangeges réguliers jouent un réle analogue aux langages ré-

guliers, et on peut espérer que l'intersection d'un bilangage régulier et d'un bi-

langage engendré par une C-bigrammaire (resp. par une C,~bigrammaire) peut

étre engendré par une C -bigrammaire (resp. par une C,-bigrammaire).

3.3.1.- Intersection d'un bilangage régulier et d'un bilangage engendré par une

¢,-bigrammaire ;

Rappel : Quéré [26] a donné la caractérisation suivante des bilangages réguliers :

“aw

L est un bilangage régulier dans T si et seulement si il existe un

'T-binofde fini 3B et un sous-ensemble fini R tel que si y est l'homomorphisne
“w a ’

de T dans BR, alors L= wl(B) :

En utilisant cette caractérisation des bilangages réguliers, on va montrer la pro-

position suivante :

Proposition 3.3.1.1,- Soit L un bilangage sur T engendré par une CG -bigrammaire

et L' un bilangage régulier sur T ; alors Lf\L' est engendré par une

C -bigrammaire F

Démonstration.- Soit G= (N,T,P,X) une C -bigrammaire réduite engendrant L.

Soit dD un YV-binoide fini et By un soaus-ensemble de BR tel que L' = wl (B)

ot ne est l'homomorphisme de T dans BS . Congidérons la C -bigrammaire

G' = (NxB UEX'E,T PY") telle que

((A.s) , (B,s') + (C,a")) EP) daends' + "ss ect (A, BC)E P

(CAs) , ax(B,s')) © Pi¢s=yaxs'=s et (AaxB)e P

((A,s) , A) @P! caz=5s8 est 1'élément neutre de Ty et (A,A)E PI

(x, Gys))@ Pi comy s © R!
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De fagon évidente, on obtient en raisonnant par récurrence sur la longueur des

dérivations

(Wref)(YAEN)(Vo€E)(Ays)xem FG Awe sty (2) = 8)

Done G'

3.3.2.- Intersection d'un bilangage régulier et d'un bilangage engendré par une

Cc 1 -bigrammaire.

engendre LOL,

Pour pouvoir démontrer un résultat analogue au précédent & propos des

C,-bigrammaires, il est utile de donner une caractérisation des bilangages réguliers

& l'aide d'une structure adaptée au probléme. La structure de dioide introduite

par Quéré [20] n'est pas utilisable ici. En effet, les structures de diotde

gauche et droit, introduites dans la thése de Quéré, correspondent respectivement

& des greffes sous la premitre ou la dernitre feuille d'une ramification. Dans

les C,-bigrammaires, la greffe en dessous d'une ramification est effectuée en

dessous d'une quelconque des feuilles de la ramification. Pour tenir compte de ce

fait, on introduit la notion de diofde généralisé (en abrégé DG), qui recouvre les

notions de dioide droit et gauche.

Définition 3.3.2.1.- On appelle diofde généralisé (DG), un ensemble @ auni de

trois lois de composition internes notées X, +, , +) vérifiant les conditions

suivantes :

1°} ces trois lois sont associatives

° =20) (stat) xr =sxr4,t

(styt)x res ty tar

3°) it existe dans © un éiément ¢ tel que
e est neutre pour ¥

(WréD)(rt,¢ = r)

(Wre D)(cryr =2)..

i

Exemple : l'ensemble V[1} des polyndmes & une variable 1 sur un vocabulaire ¥

est un DG pour les lois suivantes :

- * est la composition des polynémes

crater t+ e(t) (ce est la fonction corps)

= Ptyt = e(r) +t

(ici 1'élément neutre de x est le polynéme réduit a 1)
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dé on 3.3.2.2.~ Soient BD et D' acux diotdes généralisés. On appelle homo~
norphisne de ® dans ©' , une application h de &) dans D'teile que

h(rxs) = h(r)x h(s)

h(stgt) = h(s) +g h(t)

h(s+)t) = h(s) +y a(t)

n(e) =e’ ob e et e' sont les éléments neutres respectifs de ©

et D' pour x.

Proposition 3.3.2.3.~- Une condition nécessaire et suffisante pour qu'un bilangage L

sur V soit régulier est qu'il existe un diofde généralisé fini D , un homomor-

phisme de diotde généralisé h: FOI» Dd et une partie D' de D telle que
B= c(t '(n'))

Démonstration.- Supposons que L soit un bilangage régulier sur Y . Donc, il

existe un YV-binoide fini B et une partie B' de B tels que pour 1'homomor-
a a

phisme de binoide f : Vu5B, on ait L=f ‘opr . Soit e 1'élément neutre

+ . Considérons 1' ensemble B dans B.
de B pour la loi D des applications de

On aunit cet ensemble d'une structure de déoTde généralisé en posant :

gv aut ve)

veule) +v¥

uxv=uov

L'application identique Id est élément neutre pour x , et ona bien u +g Id =u

Id tyvev.

Les relations (utgy)x We uxWtgy et (utpv)x Weu+t) vw se vérifient
immédiatement.

a
D'aprés la proposition 1.1.6., on peut associer A tout élément r de ¥ C1,

un élément h(r) de D , et d'aprés 1a construction de cette application, il est

immédiat que h est un homomorphisme de dioide généralisé. D'autre part, on a la
A

relation f(r) = h(r’)(e) pour chaque r’ de ¥{1) tel que o(r')=r.

Soit Di =4u;u@D et ule) BY} . One donc L! = e(n7!(p")),

Réciproquement, supposons que L soit un bilangage tel qu'il existe un dioide géné-

ralisé fini D , un homomorphisme h: ¥{1] 5D et une partie D' de D tels

que L= e(n'(p')). Montrons que L est un bilangage régulier. Considérons sur
e(r) = c(s) . On

= 4

obtient ainsi une bijection ©: [1/5 ¥ qui permet de donner par transport

A

VC1) , la relation d'équivalence rws si et seulement si

de structure, une structure de V-binotde & TU1}/, .Si on note F la classe
aA . a £.d'équivalence de r dans V1] , la structure de V-binofde de VCII/, aéfini
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ci-dessus est obtenue aussi en considérant les deux lois

= = = ' 1 | ant oat e A { to. ows cn} ' =r+e=dr tests ri@retste 3}u fr 4p s' a rer et s'e 5]

-_ ota

axT =faxr' ir EeF{Uf tt axrpu faxr +, 1}.

—_ = . , o o> 2 sts
Considérons maintenant l'application f : V cs —5J°(D) définie par

f(r) = fh(r') ; re Ft . Soit Be cOCr /n } ; on peut munir B d'une struc-
ture de V-binofde en posant

b+c=f(F+s) avec f(F) =b et £(8) sc

axb=f(ax¥) avec f(t) b

e@= £(1)

Le fait que h soit un homomorphisme de dioide généralisé et que les définitions
~

de + et x dans VOIA assurent la cohérence de ces définitions, f devient
A

done un homorphisme de binofdes entre V [1] 4 et B. De plus, ona

A

u€ L és (Fr VODs, Ve(r) =u et hlr)@ pd’)

On en déduit done

u€ L é==y eo '(u)) OD Zé $
a A

Done L est l'image réciproque par l'homomorphisme de binoides fo & ' de V

dans B dela partie B' de B formée des b tel que bf\D' soit non vide.

Donc L est un bilangage régulier.

Proposition 3.3.2.4.- L'intersection d'un bilangage régulier et d'un bilangage en-

gendré par une C,-bigrammaire, est encore engendrée par une O,-bigrammaire.

Démonstration.- Soit L un bilangage régulier et soit L' un bilangage engendré

par la C,-bigrammaire G = (N,T,P,X) . On peut supposer G sous la forme réduite
|

définie & la proposition 3.2.1.2. Comme L est un bilangage régulier, il existe

un dioide généralisé fini D, une partie D' de D et un homomorphisme
A -

nh: V[t) bd tel que b= c(h ‘ipy), Considérons la bigrammaire

Gt = (44,4 UNxD, 1, P', X) telle que :

- Ay est un symbole qui n'est pas dans WN

- (X x1, (d)x 1) € Pi dara € D’

- ({A,d)a1,(B,d'} x (C,a")x 1) EP! ceeey (AK 1,BKCKI)E P et d= d'xa"

((Ard)x 1, (Beat) + (Cra")x 1) Pi cam (Ax1,BeCx1)EP et dad’ +, a"
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- ((A,d)x 1, (Beat)x t+ (c,anVJE Pt cmey (Au I,BKINCE P et daa! +, 2"

~ ((A,d)x 1, axl) @ P' ceed (Axt , axt)E P et hlaxi) ad

On obtient, pour cette bigrammaire

(WAGN)(¥a@D)(WreFLtt )((A,a)x tart K==yAx yar et n(r) = 4).

On en déduit donc que G' engendre LOL!



Chapitre 4: Bigrammaires de contextuel

4.1.- Introduction.

Les bigramfiaires que nous allons étudier dans ce chapitre sont des généralisa~

tions des grammaires contextuelles définies sur le monoide libre.

Nous étudierons d'abord les bigrammaires contextuelles dont les productions

sont de la forme (r,s) avec a(r)¢ n(s) . Il est facile de montrer que les

bilangages engendrés par ces bigrammaires sont décidables. En revanche, les langages

engendrés par ces bigrammaires ne le sont pas. En vue de l'étude des systémes trans-

formationnels, nous étudierons les langages engendrés par ces bigrammaires

quand on impose des conditions supplémentaires sur la forme des productions (bi-

grammaire conservant la racine et dont les productions sont formées de polynémes

injectifs). Nous montrerons que malgré ces restrictions on ne restreint pas la

généralité des langages engendrés.

Nous étudierons ensuite les bigrammaires strictement contextuelles dont les

productions sont de la forme (r,s) avec n(r) & n(s) , lor)1Z \o(s) |

et |e%r)[=|%s)} ==> Mr) = os).

L'introduction de ces bigrammaires est justifiée par l'étude de systéme transforma-

tionnel permettant de traduire un langage évolué L en un langage conceptuellement

plus simple L' . Dans un tel cas, le traduction d'un mot a de L donnera

un mot a’ de L' plus long que a et cela se traduira localement par 1l'utilisa-

tion de productions (r,s) telles que n(r)¢ n(s) et \o(r)l<\o(s)| . D'autre

part, les productions (r,s) telles que lo(r)t= lols) correspondront simplement

& un réarrangement des non-terminaux et dans ce cas, on aura Wr) = n(s).

Nous montrerons que les langages engendrés par de telles bigrammaires sont

exactement les langages contextuels et de méme que pour les bigrammaires contextuel-

les, nous montrerons que l'on ne restreint pas la généralité des langages engendrés

en imposant des conditions supplémentaires sur les productions du méme type que

celles indiquées ci-dessus, pour les bigrammaires contextuelles.

4.2.- Bigrammaires contextuelles.

Définition 4.2.1.- Soit G@ = (N,7,P,X) une bigrammaire. On dit que G est une



bigrammaire contextuelle si elle vérifie la condition

(W(r,s) © P)(n(s) zp x(r)) (n désignant la fonction nombre de points).

Proposition 4,2.2.- Soit @ une bigrammaire contextuelle.

teg-t => n(r) Z n(t)

Cela est immédiat, Remarquons cependant que si on considérait des bigrammaires de

degré & gauche plus grand que 1, alors cette proposition deviendrait fausse. On

A A A

pourrait, en effet, avoir des régles de la forme | | >

1 4

qui peuvent

oe
diminuer le nombre de points d'une ramification. (Voir le paragraphe 4.4).

Proposition 4.2.3.- Les bilangages engendrés par les bigrammaires contextuelles

sont décidables.

Démonstration.- Il s'agit de trouver un algorithme permettant de savoir si une

ramification r€@ appartient ov non & BL(G) . Considérons la suite de bilan-

gages (LL)
n/n IN

“——s

L=XNjs;s€TUN et nfs) n(r)}

définie par

Uggs by U (fos (BEE Lem OM [5s ve FOR et nle)g nlx})

On obtient (Wn€iN (LC L,,)

“~~

(Wn€IN)(L.C {si s€TUN et n(s)< n(r)})

LDe plus, = Day, ==> by = Lye
n n+4

Done la suite L, est stationnaire & partir d'un certain rang no

¢ ae
(n,& card({s ; s€ TUN et n(s)< n(r)})) , et une condition nécessaire et

suffisarte pour que r appartienne & BL(G) est que r appartienne A L,

°

héorbme 4.2.4.- Tout langage récursivement énumérable est engendré par une bi-

gramaire contextuelle G ; de plus, on peut imposer & @ de vérifier les condi-

tions suivartes :

1°) G conserve la racine.

2°) Toute production de ¢ est formée de polynémes injectifa.

4.3

Démonstration.- Soit L un langage récursivement énumérable sur le vocabulaire V.

Tl existe donc une grammaire semi-thueiénne (82 - (v,P,x) engendrant L .

Si on impose seulement aux bigrammaires considérées d'étre contextuelles et de con-

server la racine, il est facile d'exhiber une bigrammaire contextuelle engendrant le

mame langage que 4 + Bn effet, considérons la bigrammaire ¢ = ($, v U{A},P',A)

telle que :

- A est un symbole qui n'est pas dans V.

~ (aR) © P cmd (Ax (14042), ax (14 B42) © PP

kk
A’ est le ramification AxA wA et on choisit comme valeur de k

k fois

k= 1 si lalgjpf et k= lal -Ipf+t si Ipictal.

= (AAxx)@ Pr.

Cette bigrammaire est bien contextuelle gr&ce au choix de k . D'autre part, en fai-

sant un raisonnement par récurrence sur la longueur des dérivations, on obtient

immédiatement

aye => (3n>0)(3yEM)(r= Mx y et me xy)

Kaged => (Bnd 0)(Awe a x y)
4

Done ies langages engendrés par 4 et @ sont égaux.

Si on impose & la bigrammaire G de vérifier les deux conditions du théoréme

4.2.4. , @ est plus difficile & construire, bien que 1'idée de le démonstration

soit la méme.

Les définitions et notations que nous allons introduire ici, seront utilisées uni-

quement dans le cadre de cette démonstration.

Définition 1.- L, est le bilangage engendré par la grammaire algébrique

4. = ({ahv, avec

Arcs Al AA

et a pour tout a de V

- L, est le bilangage engendré par la grammaire algébrique

= ({4,3,03,

B BICAla pour tout a ée ¥

CAla pour tout a de V

a pour tout a de V
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- L, est le bilangage image de L, par l'application

i ——
ts VUL{A,BCR—>VU{A défini par

t(r) = A

t(Axrts) = Axt(r) + t(s)

+(Bxrts) = Axt(r) + t(s)

t(Cx rts) = Axt(r) + t(s)

t(axrts) = axt(r) + t(s)

Bxonple, ?

A ar
| t, est une ramification de 1, mais n'est pas

1 dans Ly

= J \, T, est une ramification de 1,
°

| /\ scones
ay oon rT, est une ramification de L,

a8, ay

A

‘\ ‘\
A mens

a, c A a, A A

i | |8, a, 2 85

Lenme '.- L, est contenu dans 1, .

Lemme 2.- L'application t définie ci-dessus vérifiec

réb, et ré by, et t(r)=t(r')—=yre=r't ,

Bn effet, si on appelle Ly, Ly, Ly les bilangages obtenus en utilisant 4, et

en prenant comme axiome respectivement B,A et C, ces trois bilangages véri-

fient, le systtme d'équation

4.5

a
L, = BKL, UBX(L+L,)U ee Bx fat

=
=AX(L4L,)U LL) Ax faoO t

Ip= Lc * {a3
aev

Démontrons par récurrence sur n(r) que

' = =) =r@L, et r'GL, et t(r) = t(r') ==> r= r'

pour X=A,B ou C. Cette implication est évidente pour n(r) =0.

Supposons-la démontrée pour n(r) gk et supposons que n(r) =k +1

r€é L, et r'@L, et t(r) = t(r') => (rE Ax(Lgtl,) et r'€ Ax(Lp+,))

aa (é WU Axfa} et re UW Axis} ) .
aev aev

D'ou en appliquant l'hypothése de récurrence on en déduit r » les deux autres

cas se traitent de méme.

—

Définition 2.- Soit a€ V* , on dit que r€VU{A} est associé & a si et

seulement si r est un élément de L, et si or) sa.

Lemme 3.- Soit a €¥*- {A}. Pour chaque py 3la\- 1, il existe une et une

seule ramification r de L, associée A a telle que n(r)=p.

D'aprés le lemme 2, il suffit de démontrer que pour tout py, 3 la| - 1 il existe

une et une soule ramification r' de L, telle que n(r')=p et g(r')=a.

Remarquons qu'une ramification r' de 1, est de la forme

rt = BKBX...xBxr! avec q yt et e(r!) = CA ou e(egev

q fois

De plus Bur) est dans 1,

Faisons une récurrence sur jal. Si lal = 1 alors a=a €V et les seules rami-

fications r' de L, telles que g(r!) =a sont de le forme

rls RXRw ...xBwa aver a 1
—_—_s~ 4

q fois

Done, pour chaque py, 3 tal- 1 = 2, on trouve bien une unique ramification de ly

dont le mot des feuilles est a et ayant un nombre de point égal A p .

Supposons ce résultat établi pour lalgk et supposons que la] =k+1. Ona

a=aa' avec a'€ *-{A}. Soit py3}lal- 1. Par hypoth’se de récurrence,

il existe une unique ramification r, de L, telle que o(r,) sa! et



4.6

=p-3. 7, est de la forme
1

ry = BXBX AX Ber, avec qy1 et f(r.) = ca ou p(rev

4 fois

Done r' = BX Bx 212% BX(Cx atdyr,) est dans L, et vérifie g(r!) = aa' =a et

q fois

n(r') = n(r,) +3 =p. D'ot l'existence de la ramification r' . De plus, toute

ranification r' vérifiant ces conditions, doit étre de la forme ci-dessus. D’oi

L'unicité.

Lenme 4.- I] existe une bigrammaire contextuelle G conservant la racine et dont

les régles sont formées de polynémes injectifs tels que

(vr)(vs)(r€L, et sD, et or) = 9(s) et n(r)Z nls) = reis) ,

(ctest-a-dire que s. dérive de r dans G dés que r et s sont associés & un

méme mot et vérifient n(r) ¢ n(s)).

Considérons une bigrammaire G de vocabulaire terminal VU{A} et dont les

productions sont :

production (]) A

/\
Ab

J\ (|
A Ag

Io
+ 2

production @) A A

i
> arm
‘oS
| | ||

\ 23 2 /

production @) i

vo >

production @

se

oe
production @

~N Me

ve-—P

production @ A

1 ee
la bigrammaire G possdde les propriétés immédiates suivantes :

> e(r) = 9(s)- Ty s

-r@l, et rypms => sé L,

~ si on n'utilise pas la production 7 , elors

ry s ==> n(r) = n(s)

4.7
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- sauf pour la production 7, (t,t')E€P —=>(t',t)eP.

Pour démontrer le lemme 4 , il suffit alors de démontrer les deux assertions sui-

vantes :

*

i) (WrEL,)(38€L,)(9(r)=9(s) ot reyes) (10 dérivation rprs stant

obtenue en utilisant seulement les productions 1 & 6).

ai) (Y r@L,){¥ 8€L,)(p(r)=9(s) et n(s)y n(r) —» Pe s) (Ja dérivation
*

r>yq—s étant obtenue en utilisant seulement la production 7).

Démonstration de i).- On procéde par récurrence sur n(r) .

Si n(r)=2 et r €L,, alors r= » donc r€L, , et il suffit de prendre

s=r.

Supposons la propriété i) démontrée pour n(r)< k et démontrons i) pour

n(r) =k +1,

On a soit r=Axr' et r'e L,

soit r= Ax(r)+r,) et rT, EL, et rGl,.

l®)si r=Axr' et re L, » par hypothése de récurrence, il existe un 3'@ Ly
* *

tet que 9(s') = g(r’) , n(s') = n(r') et rlyqn ss! . Done rspqm Axs!

et comme s'@€ Ly Axs'é ty + Donc s=Axs' répond & le question.

2e)si r= AK (x, 425) et r,EL, et m6 L, » par hypothése de récurrence,
ilexiste s, et s, de L, tels que 9(s,) = 9(r,) , 9(s,) =o(r,) ,1 2 2 e 1 +! 2 2
a(a,) = n(r,) , nfs) = nlry) , rps, et Tp>4- 8, « Done

*

r>— Ax(s,+s,) = r' , Distinguons plusieurs cas
1782

2 i 2.a) s, =A Xs! , alors r' = 7 \ (st, 35) et grace A

A A

A 2

i
nod

A 2

& la production 3 , rye rs | (s) , 83) et on est

1

ramené au cas 1°) traité ci-dessus.

4.9

B) 8, = Ama, alors r!'€L, et il suffit de prendre s = r'

yo 8, n'est pas d'une des deux formes ci-dessus, alors

3

we /\ ow wel AN (asstses)
tak oA A 2

1 | /\ 1
a sy A A 3

1 |
1 2

en appliquant la production 1 , on obtient

\exef /\

1 /\
1A A

i |
2

(a,8!,83) . On applique de nouveau
1"82

3

A \
l'hypothése de récurrence en, 7 \ (A,s1,83) et on est

A A

2 3

ramené au cas B .

Démonstration de ii).- Si r et s sont deux ramifications de L, telles que

AK AX...KA xP avec q = n(s) - n(r)
eb eR ee KS

or) = 9(s) et nlr) gals), ona s

q fois

*

Gn appliquant q fois la production 7 de G, on obtient rams .

Fin de la démonstration du théoréme 4.2.4.- Tout langage récursivement énumérable

L est engendré par une grammaire semi-thueienne. Soit = (V,P,x) une grem-

aaire semi-thueienne d'axiome x engendrant le langage récursivement énumérable L

Cons truisons une bigrammaire contextuelle G! = (N,T,P',X) qui engendre le méme

langage que 4 . On définit G! par:

-N-= ¢

- T= VU§A} (A est une lettre qui n'est pas dans V)

- X est une ramification de Ly associée & x.

- Pour chaque production a 5B de 4 , on introduit dans P' une

production (s,s') telle que s€L,, s'€ L,, 9(s) =a, 9(s')=B et

n(s')y, n(s) , (ve qui est possible d'aprés le lemme 3). On introduit de
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plus dans P' les 7 productions de la grammaire G définie ci-dessus.

Le théorgme résulte alors de la proposition suivante :

Proposition. spi y <=> (S8€L (Kae s et o(s) = x).

8 ; .
Démonstration.- (3 s€L,)(r>—-s et 9(s)= y ) ==> x>—Y¥ est immédiat par

: *

récurrence sur la longueur de la dérivation rar s . Pour démontrer 1'implication

dans l'autre sens, il suffit de démontrer que

sr 8 et s€L, et o(s)=y ==> (3s8'€ 1) (p(s!) =S et soar s') :

Si yo>—$, alors y= yu y", $= y' By” et a—pP est une production

de % . Soit (t,t')€ P' 1a production de q! associée B a —pB .
Soient r' ot r" deux ramifications de L, associées A y' et y" . Pour tout

entier k , le ramification r, = ky (Ax(r'+Ax(tir”)) est une ramification

de L, associée ’ ¥ = y'a y". Soit S@L, associé & yj pour un k

suffisamment grand a(r,) 3 n(s) . Done 5% T, puisque G' contient toutes

les productions de G. En appliquant le production (t,t') , on obtient

ny = Ax (Ru (rt 48x (tHe) gp BE (A (rhea xe(et4n)) = ot
*

Ona s'€L,, gi(s')= yt py” et map » C.Q.F.D.

4,3.- Bigrammeire strictement contextuelle.

Dans le paragraphe précédent, nous avons vu que, méme si on impose aux bigram-

maires d'augnenter le nombre de points d'une ramification au cours d'une dérivation,

les langages engendrés restent trés généraux. Cela tient au fait que dans une telle

bigrammaire, une production (s,t) peut vérifier n(s)gn(t) et lo(s)|> |o(t)| .

Nous ellons envisager un nouveau type de bigrammaire ‘ob ce cas ne se produit pas.

Dér: ion 4.3.1.- On dit qu'une bigrammaire G = (N,T,P,X) est strictement contex-

tuelle si elle vérifie la condition suivante

(W(r,s)e P)(n(r)g nls) ot lo(r)lg Jels)| et (19(r)|=I9(s)]==n(r)=n(s)))

intuitivement dans une grammaire strictement contextuelle, 1' application d'une pro-

duction & une ramification augmente le nombre de points et la longueur du mot des

feuliles et de plus, le nombre de points ne peut augmenter strictement que s'il en

est de méme pour la longueur du mot des feuilles.

Proposition 4.3.2.- Les langages et les bilangages engendrés par une bigrammaire

4.01

strictement contextuelle, sont décidables.

Démonstration.- La proposition 4.2.3. résoud le probléme pour les bilangages.

Soit C= (N,T,P,X)° une bigrammaire strictement contextuelle engendrant un

langage L. Posons k= Sup (n(s)-n(r)) et b= Inf (Jo(s)t - Ve(e)1).
rs rs

lo(s)\>1 Cr)
*

Supposons que t3¢—t' et que n(t') - n(t)y pk (PEIN) .

*

Done au cours de la dérivation tat! » on a utilisé au moins p productions

augnentant strictement le nombre de points. A chaque utilisation d'une telle pro-

duction, la longueur du mot des feuilles a augmenté d'au moins h. Done, on obtient

trib et alt!) = alt)y pe s=s/o(t | -I9(tl> pn

Soit a€* et cherchons si a€L.

a€Le (32x€x)(3r€ layer et ofr) =a).

Considérons un x@€X et r€ T vérifiant cette formule.

ona fo(r)| = lolx) { phavec p= Sup (EL beh.)
x€@X h

On en déduit n(r) - n(x) < pk .

Done n(r) pk + Sup (\p(x)l) = a{la{).
x@X

Done pour savoir si a GL, il suffit de regarder si parmi les ramifications r

dérivant d'un axiome x dans G et vérifiant n(r) ¢ q(\al) , l'une d'entre elles

est dans 7 et admet a comme mot des feuilles. Conne a(|a|) est une fonction
calculable de Ja) et que l'application d'une production de G ne fait qu‘augmen-

ter le nombre de points d'une ramification, ce probléme est décidable.

théordme 4.5.3.- Les bigrammaires strictenent contextuelles conservant la racine et ;

dont les productions sont formées de polynémes injectifs, engendrent tous les langa-

ges contextuels.

Démons tration.- Si on impose seulement aux bigrammaires strictement convextueiies

de conserver la racine, il est facile de simuler une grammaire contextuelle

avec une bigrammaire G de ce type. En effet, A toute production a—»R de Y,

on associe une production de G@ de la forme (Ax(1+a#2) , Ax (1+B+2)) et on

prend comme axiome dans G AXx ol x est l'axiome de 4 . On obtient alors

immédiatement :

Sy AXK RE Ax y)(Wy x sey Ge 5
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Si on impose de plus que les productions de G soient formées de polyndmes

injectifs, cette association est moins facile & expliciter. Les définitions et

propositions que nous allons énoncer maintenant seront utilisées seulement dans le

cadre de la démonstration ci-dessous, sauf mention express. du contraire.

Définition 1.- On appelle bilangage L, » le bilangage engendré par la grammaire

G, = (tA}, V,:t=,4) avec Ari= AA et Ati= a pour chaque- a de V.

Définition 2.- On appelle bilangage LS , le bilangage engendré par la gramnaire

Gs = ({4,B,C}, V alCA , Arr= alCA et Cire a. L, est obtenu
& partir de par la transcription %:ALdA, BEDA,CHDA, ara.

=,B) avec B:

Lemme 1.- est une bijection de Ly sur 1, et 1, L,

—“"TM
Définition 3.- Soit «€ V* , on dit que r@€ VU{A} est associé A a si

r€L, et o(r)=a.

Leame 2.- Pour tout a €V* - {A}, il existe une unique ramification r de L,
«

associée & a . Toute ramification r associée & a vérifie n(r) =3 lal-14

Démonstration.~ Il est évident que la grammaire G3 engendre v* - {A} et qu'elle

n'est pas ambigie. D'ob l'existence et l'unicité de T,: La deuxiéme assertion

se démontre par récurrence sur bal]. Si tal=1, alors a=a et r=Axa ,

donc n(r) = 2=3x1- 1. Supposons ce résultat démontré pour falg k et sup-
posons que la] =k +1. Soit # associé& a, r= Ax(r,4r,) avec r, associé

& a), ry, associé & & et @%5 = a . Done

n(r) = 1+ a(r,) + n(ry) = 1 +3 \e, -1+ 3|25| ~ 1 = 3(|a,} tlan|) - 1 = lal - 1

Lenne 3.- Il existe une bigranaire G, = (P, vUqar, P.»X) tele que pour tout

a@ VY -{A} et tout r€L, associé & a, on ait
—". *

(¥s€ VU{M (rw s <===) 5 associé A a),

Démonstration.- Mettons dans PR les deux productions suivantes ;

I A A \Production 1 J \ Z \

A A A

1\ | PAX | = ts)
A A 3 1 A A

|) tl
1 2 2 3

4.13

A A

production 2 LS 7TM\
Ah . A ' = (e,r)

ig M5
1 | lot
203 1 2

"implication ts => s associé & a est évidente.

Pour démontrer la réciproque, il suffit, en vertu de la symétrie des deux produc-

tions de G, de montrer qu'en utilisant seulement la production 1 , ona

rt ohn, est Munique ramification de 1, associde A a . Nous allons faire
a

la démonstration par récurrence sur n(r) .

A

Si n(r) = 2 r= | et done rer.
a

Supposons la propriété démontrée pour n(r) gk et supposons que n(r) =k +1

r= Ax(r+r,) , 1, @L, et r,@L, . Bn appliquant 1'hypoth’se de récurrence, on

* * :

en aéduit que r,gmri et r)%—Th avec TiEL, et EL, .

*

Done Per AX (rt + 13) er,

A

a) Si T= I alors r'€L, et ret

A A

B) si rig | , alors r= /\
1 8 kA

tod,
aor

A 3

Done r’ J/TMN (ay rt, ry )
KOA

|
3

En appliquant la production | , on obtient

3
A

ec f +
1 ZN

A

|
2

(a, rt, rg)

os
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A, 3
Bn appliquant 1'hypoth’se de récurrence af / \ (Ayrt, rg)

A

2 3

on est ramené au cas a) .

Fin de la démonstration du théoréme 4.3.3.- Soit = (N,T,P,X) une grammaire

contextuelle engendrant un langage L . Construisona une bigrammaire stric-

tement contextuelle conservant la racine engendrant L . a est définie par

'

4- (u,0 Ufa}, Px")

Les éléments de X'

(A étant supposé ne pas appartenir A N UT).

x de 4 une

et pour chaque production

sont obtenus en choisissant pour chaque axiome

ramification associée & x.

Les productions de

cB de

venent A a et

P sont les deux productions de %

» une production (r,s) ot r et s sont associés respecti-

. Comme est une grammaire contextuelle, si a —>

ona jal g¢ 1p + done en vertu de la relation démontré au lemme 3 entre lal et

n(r) si r est associé a a, onen déduit que 4" est une bigrammaire

strictement contextuelle conservant la racine.

Pour finir la démonstration, il suffit alors de montrer que

* *

(WEE L)(¥tr EL.) (9(t) 9 9(t') Cavtmt t')

La démonstration est similaire A celle faite pour le théoréme 3.2.4.

q we 5.5.4. Tout langage engendré par une bigremnaire strictement contextuelle,

est un langage contextuel.

Démonstration.- La classe des langages contextuels est exactement 1a classes des

(ef. [8]) . 11 s'agit done

G = (N,T,P,X) de construire

un automate linéairement borné O6 reconnaissant le langage L

langages reconnus par les automates linéairement bornés

étant donnée une grammaire strictement contextuelle

engendré par @ .

La construction que nous allons donner n'est pas mtiérement formalisée, mais on

se vorsuadera facilement qu'un automate linéaire borné est capable de réaliser

les téches que l'on va décrire.

A1°} On suppose que l'on utilise la représentation de V par le langage de
Dyck écrit en 0.2.1. On notera Ir| la longueur du mot de (vUT)*

Ir] = 2n(r)

représentant

vr. On a évidemment

2°) Classiquement, la longueur du ruban d'entrée alloué A un automate linéaire-
ment borné pour reconnattre un mot a est jal . Mais on n'augmente pas la puis-

sance d'un tel automate en supposant que cette longueur est une fonction linéaire

affine de jal, Bn effet, si 0G est un automate utilisant, pour reconnattre un
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mot a , une longueur de ruban égale & alal +b, on peut simler 0] A l'aide d'un

automate db!

le vocabulaire de 0%'

tant la capacité mémoire de

n'utilisant qu'une longueur de ruban égale 2 \a\ en supposant que

est formé de a-uplets du vocabulaire de 0G et en augnen-

% .

Comme les ramifications engendrées par la bigrammaire G et suaceptibles

d'avoir a comme mot des feuilles ont un nombre de points majoré par une fonction

linéaire affine de lal (cf. 1a démonstration de la proposition 3.2.2.), il existe

une fonction linéaire lal >a lal + b we dépendant que de G telle que

(wae v)(y re HY re m(o)) [xe rat rt et o(r')aa) oirtg alal+ oJ
G

3°) Il existe un automate linéairement borné 06, tel que, si on écrit sur son

ruban un mot a de T* et si on lui alloue une longueur de ruban égale & alal +b

(ay, 1) , & la fin d'un calcul réussi une quelconque des ramifications ¢ véri-

fiant (tl ¢alal+b et 9(t) =a est écrite sur le ruban et que réciproquement

pour chaque ramification t vérifiant |tlg a jal +b et p(t) =a, il existe

un calcul réussi de 08, de donnée a et avec t écrit sur le ruban & la fin

du calcul. Un tel automate est évidemment indéterministe et on peut facilement jus-

tifier son existence en raisonnant de la fagon suivante :

~ Btat initial de db

ee=

marqueur

é marqueur de fin
de début

sur la case a |jaJ+ b+?

sur la case

- Etape intermédiaire de calcul

feef BiB Bo i RBar Bo" [blero [oo]

ih
avec 8, a... & a' =a et B, quelconque dans (?U)* vérifiant pour tout

Kk

a de 7 a@ n'est pas un facteur de BR,

Aprés cette phase du calcul, on obtient un mot t de (TUT)* sur le ruban. On

fait alors vérifier A l'automate que t est dans le langage de Dyck. La fagon

dont on a cconstruit t implique 9(t) =a.
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4°) Soit (r,s) une production de G, il existe un automate linéairement

borné (. 5) tel que si une ramification t est écrite sur le ruban de or. s)’

& la fin d'un calcul réussi une quelconque des ramifications t'

(r,8)

quement pour toute ramification +’

telles que

t'y—+t en utilisant la régle se trouve écrite sur le ruban et que récipro.

se réécrivant t en utilisant (r,s) soit le

contenu du ruban & la fin d'un calcul. réussi de 0G (r,s) 4 donnée t . (S'il

1, %

est un ensemble fini de ramification, donc il existe un automte 06

n'existe pas de tel ) s'arréte dans un état de non satisfaction).

5°) x

linéairement borné reconnaissant X .
x

6°) On peut supposer que les conditions suivantes sont vérifiées :

&
‘o

automates 0b (

aun ensemble d'état disjoint des ensembles d'états des différents

et Ob, .
r,s)

Les automates 0% et 06, ont un méme état initial q, qui
(r,s) x 1

n'est plus utilisé d&s qu'un calcul est commencé,

q Deux quelconques des automates % et 06, ont des ensembles
r,s)

d'états d'intersection réduite A fay}

x

Chacun des automates ob, i Ob/,..5) et % aunet un seul état

de satisfaction noté respectivenent 4.1 44) ct a -

7°) On appelle 06 l'automate qui partant d'un état final de &
0

4, » 1a téte de lecture

ou d'un

des automates 0 (r,9) termine son calcul dans 1'état

een

ntayant pas été modifié. On peut supposer que les états intermédiaires de

écriture étant positionnée sur le marqueur de début et le contenu du ruban

ow,
ne sont pas utilisés dans les autres automates décrits ci-dessus.

8°) L'automate 0 cherché peut alors se construire de la fagon suivante :

- L'ensemble des états de 0% est l'union de l'ensemble des états des au-

tomtes 06, , 06, , 6, Gos) (r,s) € P) .

ob.
°

~ L'état initial de 06 est celui de

~ le seul état de satisfaction de 06 est celui de , (noté ay)

- l'ensemble des transitions de OG est 1'union des ensembles des transi-

tions des automates 66, o6(, .) ((ris)EP) , Ob, , 8, .

Les différentes conditions imposées sur les ensembles d'états de ces différents

automates font que le fonctionnement de OG peut étre représenté par 1'orgenigramme

suivant (on notera q 1'état de l'automate A un instant donné du calcul).

¥

erreur

erreur

signifie que l'on choisit de manibre ine

déterministe de poursuivre les actions en suivant un des arcs étiquetés par u,v,

- les cases | erreur | signifient que dans ce cas l'automate se bloque dans un état

de non satisfaction.

Tl est facile de se persuader que si le mot a est engendré par G , alors il existe

un caloul réussi de 0% de donnde a@ . En effet, un choix convenable des actions

a effectuer fait "renonter" par O6 une dérivation de x€@X & r telle que



p(r) =a . Réciproquement, si a

suite des contenus du ruban de @ & chaque passage au point

donne une dérivation d'un axiome & une ramification de mot des fevuilles

Done O6 reconnait bien le langage engendré par G.

4.

Qe

18

est la donnée d'un calcul réussi de 08 , la

a de l'organigramme

7
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4.4.- Bigrammaire de degré gauche strictement plus grand que un.

Rappel : Soit Gs (N,T,P,X) une bigrammaire. On pose

a,(¢) = Sup(d(r) 5 (3s)(xr,9). € P)

On suppose ici que a,(¢) 2D "a

Théoréme 4.4.1.~ Pour les bigrammaires de degré gauche strictement plus grand que |,

le probléme suivant est récursivement indécidable méme si on impose & ces bigram-

maires d'avoir des productions (r,s) vérifiant n(r) é n(s) .

Une ramification r appartient~elle ou non au bilangage engendré par G ?

Démonstration.- Nous allons montrer que la résolution du probléme ci-dessus permet

de résoudre le probléme de Post.

Soit (a, B,)

siste & savoir s'il existe une suite finie d'indices i, ; i, Fle owony (BE

-a. = B, » ose BOi, Pi, Pi, Bi,

Ce probléme est équivalent & celui de l'arrét des machines de Turing et ne se résout

‘ (a B,,) des couples de mots de T* . Le probléme de Post con-

k tels que

donc pas par algorithme. cf Ts] ;
~ a

Etant donné a2 € T* , on notera a la ramification de T dont le seul chemin

est a . Clest-a-dire

= fA

= axaRi >t
Considérons la bigrammaire G = (N, TU 4%? xX) telle que N= {X,A,B}

PsP.v PLUPRUP,UPUPUP avec7

P, = {0GAx (G+ B)) sp 1 Sig a}

Py = {(an(i42) , Ax(@x1+B.¥2)) 5 121g nf

Pz = {(ax(i+i), axaxt)}

Pi = {lax dnt, alt4B)) , (Axaxr , aAx(1sB); 2 €7}

P. ={(AxBut , Bxi4+B) , (Bx14B%2),14+BeBx2) , (Bx1 , BxBx1)}

Po = 4(Bx1 + Bx, Bx Be Bx 1)} é

Py = UC Bat, « «t)}

Pour obtenir une ramification de BL(G) , on doit utiliser la production de P, 9

puis un certain nombre de fois des productions de Py » puis la production de P.

qui ne peut tre utilisée que si le probléme de Post pour les couples (a, , B,)



admet une solution. A ce niveau, on obtient une ramification de la forme

AMAXG, x a. Kika.
1 2 k

En utilisant les productions de P, » on obtient une ramification de la forme

k
B

x =AXBXB avec P mB 1¢i5| 3

=i

En utilisant les productions de Ps , On peut obtenir une ramification de la forme

ES + Bn avec 2k & p+! , puis en appliquant la production de Pe , on obtient
k+2la ramification B . En réitérant ce procédé, on arrive & la ramification pt

En appliquant la production de Po » on obtient *x*x*x* ,

En résumé, on a obtenu :

- BL(G) est non vide si et seulement gi le probléme de Post associé au couple

(a; 18) admet une solution.

«4 est une ramification de BL(G) si et seulement si le probléme de Post

associé au couple (a, ; R,) admet une solution.

Chapitre 5 : Systémes transformationnels

Introduction.- L'idée de ce chapitre est d’utiliser les productions des bigrammaires

pour traduire un langage décrit A l'aide d'une grammaire algébrique dans un autre

langage. Dans l'étude des langages de programmation, on est souvent dans la

situation suivante :

on veut étudier un langage L, engendré par une grammaire Gis

xité de ce langage rend difficile une étude directe. On désire donc traduire tou-

mais la complé-

tes les phrases du langage L, en des phrases d'un langage Ly dont les concepts

de base sont moins nombreux et moins complexes. On pourrait é6tre tenté de choisir

pour L, un sous-langage de L, ; Mais sur des exemples pratiques, on s'apergoit
2

rapidement que certains concepts de L, ne peuvent pas se décrire de facon plus

simple dans le cadre de L, lui-méme. On est alors obligé d'introduire dans Ly

de nouveaux concepts. Souvent, on imposera l'existence d'un langage L, contenant
3

Ly et L, et tel que L'application des transformations ne fasse pas sortir

de Ly (intuitivement, on impose ainsi que chacune des étapes intermédiaires de la

traduction garde une signification) . On obtient alors la configuration suivante :

langage généralisé

langage & étudier langage noyau

Nous allons décrire dans la suite, une facon de traduire Ly en Ly

Dans la pratique, cette traduction devra conserver le "sens" des phrases de L, ,

ce gui permettra l'étude de la sémantique de L, en ne considérant que la séman-

tique de by .

5.1.- Définitisn et utilisation d'un systéme transformationnel.

Définition 5.1.1.- Soit G= (N,@,2:=,X) et G's (WT srs", X') deux grammaires

algébriques. On dit que G est contenve dans G' si

-wcw

-7TcT

ees sta

~{=X!
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Si G est contenue dans G' , les propriétés suivantes sont alors trivialement vé-

rifiées :

~ Toute dérivation dans G est une dérivation dans G!

~ Le langage engendré par G est contenu dans le langage engendré par G'

- Le bilangage engendré par G@ est contenu dans le bilangage engendré par G’ .

Définition 5.1.2.- On appelle systéme transformationnel un triplet (¢, 1GyyP) tel

prist, 2)
et P est un ensemble fini de couples de polyndmes compatibles sur un vocabulaire

contenant NU Ny Ut Ut, .

que G, et G, sont des grammaires algébriques (c=(N,.0,

Un systéme transformationnel sert & traduire le langage engendré par la grammaire

G, dans le langage engendré par la grammaire G, en utilisant les productions

de P sur les ramifications engendrées par G .

Définition 5.1,3.- On appelle systéme transformationnel contrélé, un quadruplet

(¢,.6,65,P) tel que

- G, , i) , &, sont trois grammaires algébriques vérifiant G, CG, et
3

GCG, . On notera G, = (N,, K,) pow i= 1,2,3.

y P est un ensemble fini de couples (r,s) de polyndmes injectifs: compatibles

sur NU Ts et vérifiant les conditions :

1°) p(r) = pls)

2°) o(r) et e(s)

3°) (WEE W)(VAB)(iE P(r) et i€ F(r)

sont engendrés au sens large par G.5

> A = B)

(c'est-a-dire que la lettre qui est au dessus de la variable i dans r se retrouve

au dessus de la variable i dans s).

Done si (6,+6,+6,4P) est un systéme transformationnel contrdlé, (¢,,¢,,P) est un
systéme transformationnel, mais de plus, grace aux conditions 1°), 2°) et 3°) imposées

aux productions de P, on est sir que l'application d'une production de P & une

vauificaiion engendrée par G, donne une ramification engendrée par G.

1 = QAP, fad}:

og = GAT, Ladd:

5 = (EAS, fabp,

P= {(A x(abdtax 1) , Ax(atd%14d))}

yebAlab

a u pebb fab

a u abAl aAb| ab

De fagon évidente, le systéne transformationnel contré1é OF = (6, +8546, 4P) ci-dessus

563

permet la traduction du langage L, = (a b)” ; n> Of en le langage

Ly = {a" bv”; n > Of.

Remarque 1.~ Les conditions 1°) et 3°) imposées aux systéues transformationnels

contrélés peuvent paraftre restrectives. En fait, la condition P(r) = p(s) sera

facile & remplir dans la pratique & la condition de commencer la traduction suffi-

samment "haut" dans la ramification pour remonter jusqu'A un concept commun aux

deux grammaires. Dans le cas des langages de programmation, on aura par exemple :

P(r) = P(s) = < programme >

plr) = p(s) = instruction>

p(r) = p(s) = expression arithmétique>

La condition 3°) est indispensable si on veut que le systéme transformationnel

contrélé ne fasse pas sortir des ramifications engendrées par G, .

Remarque 2.- On a imposé aux couples (r,s) de P d'étre formés de polyndmes

injectifs. On peut imaginer des systémes transformationnels contrélés o& cette con-

dition n'est pas vérifiée, Les conditions 2°) et 3°) doivent étre alors modifiées et

sont plus longues & écrire. En fait, cette généralisation n'apporte pas grand_chose

car, dans la pratique, on peut se ramener A des polyndmes injectifs en allant plus

“bas" dans la ramification & traduire et en augmentant éventuellement le nombre de

variables.

5.2.-Probléme fondamental lid & un systéme transformationnel.

5.2.1.- Introduction du_probléme.

Dans la pratique, on est confronté avec le probléme suivant : un langage 1,

engendré parengendré par une grammaire G, est donné. On construit un langage L.
2

une grammaire ©, dans lequel on espbre pouvoir traduire 1, . On commence alors

(r,s) qui permettent de commencer la traductiona imaginer des productions

de L,

les cas pessibles ; on obtient alors un systaéme transformati

en L, ..Au bout d'un certain temps, on est persuadé d'avoir envisagé tous

pour lequel on voudrait montrer qu'il vérifie la condition : pour toute ramification

r engendrée par &, » il existe une ramification gs engendrée par G, dérivant

de r en utilisant les productions de P, Démontrer que cette condition est

vérifiée, c'est résoudre le probléme fondamental 1ié au systéme transformationnel

. cette condition s'écrit formellement :

(¥r€3(G,))(2 s€B(C,)) (rE 8)
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Dans certains cas, on veut résoudre le probléme fondamental sur des particuliers,

c'est-a-dire en n'envisageant que certaines ramifications r de 2(G,) . 11 stagit

alors de démontrer que le prédicat (r) aéfini par

lx) = (3s€x(¢,))(r9F-s)

est vrai pour les ramifications envisagées.

Si on introduit la bigrammaire @(r)=(V-(N, UT.) NUE, P,r),

prédicat (r) est vrai, revient exactement & démontrer que le bilangage

démontrer que le

BL(G(r)) a une intersection non vide avec B(G,) . Comme B(G,) est le bilangage

engendré par une grammaire algébrique, 2(c,) est en particulier un bilangage

régulier (cf Quéré [20]). Cette remarque nous permettra de montrer que dans des

cas particuliers, le prédicat C(r) est décidable.

5.2.2.~ Indécidabilité du probléme fondamental dans le cas général.

Si on examine les productions qui ont été utilisées pour démontrer le théoréme 4.3.3,

on s'apergoit que ces productions vérifient les conditions imposées aux produc-

= (N,,P,Xx)

contrélé (¢.

tions d'un systéme transformationnel contr61é. Soit une grammaire

contextuelle. Considérons le systéme transformationnel 17059G5,P")

tel que

et ArisG, = {A}, {X} 22,8)

G=({ay,? A) avec Aris AA et A::=a pour chaque élément

ade T

P' est l'ensemble des productions de la bigrammaire qui permet de

simuler 4 et qui ont été définies dans la démonstration du théordme 4.3.3.

Résoudre le probléme fondamental pour ce systéme transformationnel contréié, c'est

exactement montrer que le langage engendré par est non vide. Or, on sait que le

probléme de savoir si un langage contextuel est vide ou non, est récursivement

indécidable (cf [8]).

On a done obtenu la proposition :

Proposition 5.2.2.1.- Le probleme fondamental pour les systémes transformationnels

est récursivement indécidable, méme si on se restreint au cas particulier des sys-

téues transformationnels contrélés dont les productions sont du type de celles

employées dans les bigrammaires strictement contextuelles.

L'indécidabilité du probléme fondamental nous améne & examiner des cas particuliers

ob on saura résoudre ce probléme par algorithme. Nous allons étudier dans les deux

wi wo

paragraphes suivants, deux cas ob l'on sait résoudre le probléme fondamental. Le

premier cas correspond aux systémes transformationnels dont les productions sont

du type "contexte libre", le deuxiéme cas correspond aur systémes transformation-

nels of l'on sait mesurer en un certain sens, 1'éloignement d'une ramification

engendrée par G, du bilangage engendré par G, .

5.3.- Systme transformationnel A contexte libre.

Définition 5.3.1.- On dit qu'un systéme transformationnel est & contexte libre, si

ses productions sont du type de celles utilisées dans les bigrammaires & contexte

libre. On parlera donc de C,-systémes transformationnels et de C,-systémes trans—

formationnels suivant que les productions de ces systémes transformationnels sont

du type de celles utilisées dans les 0,-bigrammaires ou dans les 0,-bigrammaires.

(Dans le cas des systémes transformationnels, on peut avoir quelques difficultés

& faire la distinction entre vocabulaire terminal et non terminal. Cette distinction

a été introduite pour des raisons techniques, mais de méme que pour les erammaires

algébriques, la théorie ne change pas si 6n ne suppose pas que le vocabulaire

terminal et le vocabulaire non-terminal sont disjoints ).

Dans le cas des systémes transformationnels & contexte libre, les bilangages et les

langages obtenus par traduction, ont les propriétés suivantes :

cas d'un C -systéme transformationne] (¢,,65,P) :

Si r€ B(G,) , le bigrammaire @(r) est une Cy-bigrammaire. 1'ensemble des tra~

ductions possibles de r est BL(G(r)) B(G,) . Done d'aprés la proposition 3.3.1.1

ce bilangage est engendré par une C\~bigrammaire. Donc si a est un mot engendré

par G, , l'ensemble des traductions possibles de a forme en général un langage

algébrique.

De méme, la traduction du bilangage BG, ) est engendrée par une C_-bigrammaire

et l'ensemble des traductions des mots engendrés par G, forment un langage algé-

brique.

cas d'un C,-systéme transformationnel (¢,,0,,P) +

B(G,) , la bigrammaire G(r) est une C,-bigrammaire. L'ensemble des traduc-» # 4 o

ce bilangage est engendré par une C,-bigrammaire. Contrairement au cas précédent, si

a est un mot engendré par G, » l'ensemble des traductions possibles de a peut

ne pas 6tre un langage algébrique.

La traduction du bilangage B(G,) est engendrée par une C,-bigrammeire et l'ensem-

ble des traductions des mots engendrés per @, ne forme pas en général un langage

algébrique.

Remarque.-Le cas des systémes transformationnels contrélés et & contexte libre est
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sans intérét, En effet, vu les conditions que l'on impose aux productions de tels

systéwes transformationnels, on s'apergoit facilement qu'un systéite transformationne}

contrélé et & contexte libre (s, 195185 ,P) permettra la traduction du langage
engendré par G, dans le langage engendré par G, si et seulement si la grammaire
rs 1 2

G, est contenue dans la grammaire &, .

On reprend les notations introduites au Paragraphe 5.2.1,

Proposition 5.3.2,- Dans le cas d'un systéme transformationnel @ & contexte libre,

je prédicat G(r) est calculeble.

Démonstration.-

d'aprés les propositions 3.3.1.

Pour chaque r, la bigrammaire G(r) est & contexte libre. Done,

1. et 3.4. » le bilangage BL(G(r)}q B(c,) est

engendré par une bigrammaire & contexte libre (¢ o bigrammaire ou C,-bigrammaire

suivant que © est un c 7 systéme transfommationnel ouun C ss transforma-
tionnel). Or dans le cas dea bigrammaires & contexte libre, le probléme de savoir
si le bilangage engendré est vide ou nonest trivialement récursivement décidable.

Proposition 5.3.3.- Dans le cas des systémes transformationnels & contexte libre,

le probléme fondamental est récursivement décidable.

Démonstration.- Il suffit de traiter le cas des C y7systémes transformationnels

qui contient le cas des C,-syatémes transfornationela. Soit © = (@,,6,,P) un
C,-sys teme traneforaationnel.

- On peut supposer que les productions de P sont sous la forme réduite décrite

en 3.2.1.2.

! Le bilangage B(G,) engendré par la grammaire G, est un bilangage régulier.

(N,N,UT,,2',X) engendrant
B(G,) + On peut supposer que N- est disjoint du vocabulaire V sur lequel
travaille G. et que les productions de G' sont du type de celles décrites
On Fal Bade

Donc, il existe une bigramnaire régulitre ¢) =

Le bilangage B(G,) engendré par la grammaire 6, est un bilangage régulier.2
Donc, d'aprés 3.3.2.3., il existe un diofde généralisé fini D, une partie

D' de D et un homomorphisme h de V, dans D tel que

3(c,) = o(h”'(D')).

Considérons la grammaire

"= (K,3 UNxD, (a, Uv T,)*D , P, a) telle que

*X, est un nouveau symbole

* (Aya), (2,8) «(B,a") + (0,4"))@ Phea>(A,axBic)@P' et axavs, dtd

A) € pt

x dans D,

* ((A,4), ==> (A,N)E P' et d est 1'élémert neutre de

5.7

* (X,,(4.d)) @ P" Geer a E DY

Cette bigrammaire engendre un bilangage qui est un bilangage régulier.

Si f est la transcription de (N,U T,)xD dans N,UT, définie par

f((a,d)) =a, ona f(b,)=B(G,)) 7

Si g est l'application de (N,U7,)xD dans D définie par

g(A) =e (e est 1'élément neutre de X dans D)

g((a,d)x rts) = dxe(r) +, els) .

On obtient (Wré L, Velr)€ vt).

Réciproquement, il est facile de montrer que
a ,

r€(",UT)xD et f(r) EB G,) et e(r)ED' ==yr€b, .

Intuitivement G" engendre les ramificiations de B(G,) étiquetées par des é1é-

ments de D de fagon que le calcul de g sur ces ramifications donne un élément

de DI

- Considérons l'ensemble P" de productions défini par

({a,d)xt , (b,d')x1 + (c,a"))E PTM ces (axt , be ttc)EP et a=d' +, a"

((a,d)xt , (b,d') + (c,a")x 1)E PTM Ged (axt, D+ exI)EP et a=a' ty a"

((a,a)xt , (b,a") X(c,a") x1) PY Kazy (axt , bxcxI)EP et d= a'xa"

((a,d)xt , (d,d")x 1)€ PU cay (ant, DKI)EP et d= a!

((a,a)x1 , bxt1)EPTMK==> DE NUT, st h(bxt) =

- Considérons la bigranmaire GTM = ({X JUNxDUV*D , NUT, , PrUPM, X.)

Il est facile de montrer que l'on a pena? suivante

* ’ —_——— *
(¥ r€3(G,))((3 8€B(G,))(ramE- 2) Gd (Xero eb (Brt€ (WUT, xd) (Lope

et Dorn et f(r’) =r))).

(fx pU NxDUVXD , NUT, , PIT x.) obtemue &

et soit

Considérons la bigrammaire G=

partir de G'TM en effectuant la réduite inférieure et supérieure de 6G"!

cY la bigrammaire

w= ({x,pUNxD : (n,U T,)xD >P'AP , x,)

Le probléme fondamental associé & CE = (6, .655P) revient alors & démontrer que

£(BL(¢"))

maniére effective.

Tl est facile de vérifier que chacune des étapes ci-dessus est effective. Donc, le

(G,,6,,P) est décidable.

= B(¢,) + donc & comparer deux bilangages réguliers, ce qui se fait de
i

probléme fondamental associé & @ =



5.8

5.4.- Systéme transformationnel séquentiel et quasi-séquentiel.

Dans ce paragraphe, nous n'envisagerons que des systames transformationnels

contrélés.

5.4.1.- Condition nécessaire pour que le probléme fondamental associé & un systdme

transformationnel ait une réponse positive.

Il n'est pas trés évident de mettre en évidence de telles conditions nécessaires

valables dans le cas général. Nous nous bornerons & donner deux conditions particu-

lirement simples.

Proposition 5.4.1.1.- Soit @ = (¢,,G,,¢,,P) un systéme transformationnel contrdlé
J

tel que G, soit une grammaire réduite. Des conditions nécessaires pour que le pro-1

bléme fondamental associé & G ait une réponse positive sont que :

1°) pour tout non-terminal A de N,

(r,5)

dans s.

qui n'est pas dans N, , il existe un

couple de P tel que A apparaisse dans r , sans apparaftre

2°) pour toute production A ya de G

(r,s) de P tel que

, qui n'est pas dans G, , il existe

un couple

ae@R(r) et agF(s) .

5.4.2.- Condition suffisante pour que le probleme fondamental associé A un systéme

transformationnel ait une réponse positive.

Définition 5.4.2.1,- Soit GC =(6,,6,,0,,P) un systéme transformationnel contrdlé.

de 6,

qui figurent

Soit E l'ensemble des productions de @, qui sont des productions sans

8tre des productions de @, , ou qui apparaissent dans des polyndmes

P. On dit que © est un

formationnel séquentiel, si on peut totalement ordonner E de fagon que

B= {A :

Pour chaque

en deuxidme composante dans un élément de systéme trans~

Fay eee Ay : a, | et que les conditions suivantes soient vérifiées :

i, soit G\!/ ye grammaire obtenue en adjoignant & ¢, les régles
2

(3% 1). Pour chaque i, il existe des productions (r,s) de P telies

-a,€ F, (r) et c(s) sont engendrés au sens large par g(itt)
i

«)

~ pour chaque ramification t engendrée par c(i) et contenant 1a régle
a, , une telle production est applicable a t .

Proposition 5.4.2,2.- Une condition suffisante pour que le probléme fondamental asso-

cié & un systéme transformationnel contrdlé % = (G,.0516,,P) ait une réponse ,

.

5.9

positive est que % soit un systéme transformationnel séquentiel.

Cette proposition est évidente. En effet, dans un systéme transformationnel séquen-

tiel, si une production A: apparaft lors de la traduction d'une ramification

de B(G,) et oi elle n'est pas une production de G, , une production (r,s) de

= a et les conditions imposées

=a

P permet de faire disparaftre la production A

font qu'elle ne réapparaft pas dans la suite de la traduction.

Cependant les conditions imposées aux systdmes transformationnels séquentiels sont

trés restrictives. En effet dans un tel systéme, la traduction d'une production qui

n'est pas dans G, doit se faire en une seule fois, ce qui exclut toute possibilité
2

de récursivité dans la traduction.

Nous allons introduire un nouveau type de systéme transformationnel plus général

ob l'on saura aussi résoudre le probléme fondamental.

Définition 5.4.2.3.- Soit A::= a une production d'une grammaire algébrique G .

On appelle fonction d'évaluation pour la production Ar::= une application e

de l'ensemble des ramifications engendrées au sens large par G dans IN qui véri-

fie les conditions suivantes :

1°) e(r) = 0 Ga ¢ P(r)

20) e(rir'}y, e(r) + e(r')

3°) BAA ou

e(r)

P(r) #a ==> e(Bxr) = e(r)

a ==> e(Axr) > e(r)

donnant le nombre d'utilisations de la régle A::La fonction e

dans une ramification est une fonction d'évaluation.

Définition 5.4.2.4.- Soit % = (¢,,65:6,,P) un systéue transforuationnel contrélé.

Soit E l'ensemble des productions de @, qui sont des productions de @, sans

étre des productions de G, ou qui apparaissent dans des polynémes qui figurent

en deuxiéme composante dans un élément de P . On dit que % est un systéme trans-

formationnel quasi-séquentiel si on peut totalement ordonner E de fagon que

B = {Ayre By peeey AD

trouver une fonction d' évaluation e

a,} et si pour chaque production A,i:= a, , on peut

et que les conditions suivautes suieni

vérifiées :

= les granmaires G+): sont déPinies comme dans la définition 5.4.2.1.

e(r) et

' en utilisant

(r,s) de

Ay ot; ty
= pour chaque P telles que

e(s)

cette production implique ¢,(t)> e,(t') .

i, il existe des productions

i)
sont engendrées au sens large par 6

i)~ pour chaque ramification t engendrée par gf et contenant la production
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A.tt= a, (r,s) de P vérifiant la condition ci-dessusat i
est applicable & t.

, une production

Proposition 5.4.2.5.- Une condition suffisante pour que l'on puisse résoudre le pro-

bleme fondamental associé & un systéme transformationnel contréle est qu'il soit

quasi-séquentiel. Cette proposition est A peu prés évidente.

Remarque et rappel.- On rappelle qu'un ensemble F est dit muni d'une relation

d'ordre bien fondé s'il est muni d'une relation d'ordre (en général partiel) ¢elle

qu'il n'existe pas de suite infinie strictament décroissante dans F . Voir par

exemple l'article de Jullien Cod ol cea ensembles sont étudiés sous le nom d'en-

sembles bel-ordonnés, Ces ensembles munis de relation d'ordre bien fondé sont

utilisés par exemple (cf. Vuillemin (133) dans des techniques permettant de démon-

trer l'arrét de programme. On utilise des fonctions u A valeur dans F qui sont

strictement décroissantes quand on parcourt un programme. L' introduction de la no~

tion de systéme transformationnel quasi-séquentiel procéde de la méme idée. En

l'ordre lexicographique qui est un ordre bien fondé

)—9IN, définie par u(r) = (e,(r) ; en(r),..6, e,(r))s

3'P) est quasi-séquentiel,

est décroissante au cours de la traduc-

effet, congidérons sur \NTM

a(G.,

dire que le systéme transformationnel © = (¢,,6,,6

et l'application de u:

implique en particulier que la fonction u

tion d'une ramification r (tout du moins si on traite les régles

A,its a, Al Fe ms n).

des systémes transformationnels peur _lesquels le probléme fondamental se résoudrait

ih A eS Ge dans l'ordre 1,2 ,.. On pourrait donc envisager
n

grace & la théorie des ordres bien fondés. Il nous semble que la définition des sys-

témes transformationnels quasi-séquentiels est suffisamment large pour englober

la plupart des cas rencontrés dans la pratique.

TM

CONCLUSION

la premiére partie de ce travail montre que les résultats bien connus sur les

langages se généralisent assez facilement aux bilangages. Certains résultats sont

surprenants & priori ; en particulier, il faut imposer des conditions trés fortes

aux bigrammaires pour ne pas engendrer des langages trop généraux (récursivement

énumérables).

Un certain nombre de problémes n'ont pas été résolus ici:

- Caractériser les C,-bigrammaires qui engendrent des bilangages réguliers. Ce

probléme est évidemment indécidable dans le cas général, puisqu'il contient le

probléme de la caractérisation des grammaires algébriques engendrant deg langages

réguliers. Cependant, nous avons donné une fagon d'engendrer les bilangages régu-

liers avec des C -bigrammaires dont les régles sont de la forme (A,ax BC) ou

(A, A) , ce qui correspond & la notion de grammaire linéaire gauche. Il serait
intéressant de trouver dans les C,-bigrammaires une classe de bigrammaires

engendrant tous les bilangages réguliers et correspondant & la notion de gram-

maire linéaire droite,

- Les C,~bigrammaires engendrent des langages d'un type assez particulier. On

pourrait chercher un type de grammaire engendrant exactement ces langages.

~ Nous avons donné un type de bigrammaires qui engendre exactement les langages

contextuels. On pourrait chercher des conditions plus générales sur les produc-

tions (r,s) d'une bigrammaire pour que les langages engendrés soient des langa-
ges contextuels.

La deuxiéme partie sur les systémes transformationnels n'a été qu'ébauchée. Vu

les résultats que l'on a obtem sur les bigrammaires, il est bien évident que la

plupart des problémes que l'on peut se poser, sont indécidables dans le cas général.

Il serait intéressant, cependant, de trouver des conditions nécessaires et des

conditions suffisantes pour que le probléme fondamental associé & un systéme trans-

formationnel soit décidable. L'introduction des systémes transformationnels

séquentiels et quasi-séquentiels va dans ce sens.

On pourrait d'autre part, faire une étude anslogue

programmes récursifs pour les problémes de traductions. Dans un cas particulier, ce

type de probléme pourrait s'énoncer ainsi :

On considére un langage L engendré par une grammaire @ et on veut le

. Soient A,B,...

G qui ne sont pas des non-terminaux de ¢!

traduire en un langage I! engendré par une grammaire G! les

non-terminaux de 
et qui nécessitent

done une traduction. Pour chacun de ces non-terminaux, on se donne une définition



récursive du type

A ¢== sip alors r sinon s

ob r et s sont des polyndmes injectifs de degré 1 h une variable 1 et p est

un prédicat sur des ramifications. Pour traduire un mot a engendré par G , on

effectue l'analyse syntaxique de «a , ce qui donne une ou plusieurs ramifications

¢t engendrées par G . Ensuite, pour traduire t , on parcourt cette ramification,

et chaque fois que l'on rencontre A par exemple, on le remplace par sa définition

en tenant compte de la valeur de p sur la ramification qui est en dessous de A

dans + . Ce genre de systémes de traduction récursifs va évidemment @tre 1ié A la

théorie des C,~bigrammaires, La théorie devrait étre analogue A la théorie des

schémas récursifs monadiques . On peut aussi envisager des systemes de traduction

récursifs utilisant la théorie des bigrammaires contextuelles ou strictement con-

textuelles, Les définitions récursifs utilisées seraient alors du type

ré=s= si p(i,2,...,n) alors gs sinon s'

ou r,s, s' sont des polynémes & n variables et p est un prédicat A n

variables sur des ramifications.

Ce genre de problémes sera étudié dans un travail vultérieur.
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