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"Expression booleenms' "Instruction "Instruction

~INTRODUCTION-~

Le but de ce travail é&tait primitivement de faciliter
1'étude de la sémantique des langages de programmation en &tudiant
des régles d'équivalence permettant de ré&duire un langage évolué et
complexe en un langage noyau.

Le probléme est donc de traduire un langage dans un autre.
Il apparalt rapidement que de tels problémes sont difficiles si on
travaille sur des langages "linéaires" (c'est-3-dire des ensembles
de mots sur un certain alphabet). Mais les langages de programmation
sont en général décrits en premiére approximation par des grammaires
algébriques et, & chaque mot du langage, est associé un ou plusieurs
arbres syntaxiques (ici appelés ramifications). Si on essaie de
traduire un langage dans un autre en raisonnant, non +lus sur les
mots du langage, mais sur les arbres syntaxiques, les problémes se
simplifient notablement. Les régles d'é&quivalence seront donc des
transformations sur des arbres (ou ramifications).

Le probléme est maintenant de définir correctement ces
transformations. Considérons l'exemple suivant ol 1l'on veut supprimer
dans Algal 60, les instructions du type : 3i... alors... sinon...
Chaque fois que 1l'on rencontrera dans un arbre syntaxique un sous-

arbre de la forme
"Instruction”
I
"Instruction conditionnelle"

SINON

ALORS

"

inconditionnelle"




On remplacera ce sous-arbre par : f (Sur le langage linéaire, cette transformation s'écrirait :

chaque fois que l'on rencontre un sous-mot de la forme

"Instruction®
I o ALORS B SINON ¥y

"Instruction i "
inconditionnelle od a,8,Y dérivent respectivement de "expression booleenne",

i "y 3 3 1 3 " "y 3 n
"Instruction composée" ; instruction inconditionnelle" et "instruction".

On le remplace par

"Instruction i é
composée non étiquetée” DEBUT SI o ALORS DEBUT 8 ; ALLERA ID FIN ; y ; ID : FIN
DEBUT "Queue d'instruction composée" Cette fagon d'écrire la transformation semble plus simple ; mais,

; e . f \ \\ en fait, quand on lira le programme, u par exemple pourra &tre une
Instruction B "Instruction" ¥ "Instruction" FIN

expression tré@s longue et méme si on fait une lecture 3 l'avance de

"Instruction conditionnelle" "Instruction inconditionnel] k caractéres (k fix&), on ne pourra pas savoir dans tous les cas
//,— ’ "Instruction de base" si cette transformation est ou non applicable. En revanche, sur
SI "Expression boolemm" ALORS "Instruction "Etiquette" : "InstFfuctior 1'arpre syntaxique, cette transformation est purement locale).
inconditionnelle"® [ de base non
"Identificateur® °tiquetce”
"Instruction composée™ ﬁ ’ A propos de cet exemple, on peut faire plusieurs remarques :
ID "In;tructior
"Instruction composée non &tiquetée” vide" 1°) Bien que l'exemple choisi soit assez simple, on
| DEBUT "Quete d'instruction composse” remarque que l'écriture de la transformation est longue et pénible.
- = A Pour pouvoir énoncer des résultats sur des systémes utilisant de
"Instriction" ; "Instruction"\\}ﬁN telles transformations, il est donc nécessaire de formaliser cette
] - notion de transformation.
| "Ipstrucgion "Instruction
| inconditionnelle” inconditionnelle" 2°) On a dit que l'on greffait en dessous des non terminaux
| "Instruction de ase” "expression booleenne!, "instruction inconditionnelle” et "instruction”
ce qui figurait dans l'arbre initial ; mais si le non terminal
"Instruction de bLse non étiquetée" "instruction" intervient plus d'une fois, il y a des ambiguItés dans
. la reconstruction de l'arbre aprés l'application d'une transformation.
Instruction ALLERA" I1 faudra donc introduire des marqueurs qui l&vent cette ambigulté.
ALLERA "Expression de désignation” Nous utiliserons ici les entiers 1,2,... et une transformation sera
décrite par un couple d'arbres que l'on peut repré&senter schématique-
"Expression de désignation simple" ment ainsi :
"Etiqiette"
"Identigicateur"
J
instruouion Tnconattichaiics St STrereaction The g ke
dans 1'arbre syntaxique initial. qui figurait
oY/ 36
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On utilisera alors cette transformation de la fagon suivante :
chaque fois que 1l'on rencontre dans l'arbre t i traduire un
sous-arbre égal & r on le remplace par s et ce qui dans t
était en dessous de r i la place ik est graffé en dessous de

s & la place jq telle que jq = ik. Des arbres de ce type seront
utilisés tout au long de cette thése sous le nom de mlyndmes.

3°) Il est bien &vident qu'il ne suffit pas d'utiliser
une foils une transformation pour obtenir la traduction d'un arbre t.
Il faut utiliser plusieurs transformations et &ventuellement les
réitérer. (Par exemple si dans ALGOL 60 on désire supprimer les
instructions pour, on construirgﬂes transformations (ui permettent
de diminuer le nombre d'éléments d'une liste de pour et on réitérera
cette transformation jusqu'’ad ce que les listes de pour du programme
solent de longueur ! ; puis une autre transformation permettra de
traduire les instructions pour avec un seul &lément dans la liste de
pour.) Pour traduire un arbre t on applique donc une suite de
transformations et on obtient une suite d'arbres t,tl,t2,.... Cette
suite d'arbres est analogue & une dérivation dans une grammaire.
Nous avons donc étudié sous le nom de bigrammaires des grammaires
sur les arbres dont les dérivations correspondent aux suites d'arbres
décrites ci-dessus. Cette &tude fait l'objet des quatre premiers
chapitres de cette thése, le cinquiéme &tant 1l'application des
résultats obtenus aux problé&mes de traduction proprement dits.

4°) On peut faire aussi quelques remarques sur la forme
des transformations.

- En général, on utilisera de telles transformations pour
traduire un langage complexe en un langage plus simple dont les con-
cepts sont moins &laborés. Donc quand on traduira un mot g on obtien-
dra un mot o” plus long que & et, pour les transformations, cela
signifie que le deuxi®me arbre utilisé pour décrire une transformation
sera "plus grand" gue le premier. Nous &tudierons cette situation au
chapitre 4 & propos des bigrammaires contextuelles et strictement
contextuelles.

- On peut envisager de deux fagons la traduction d'un
langage. Soit les arbres que l'on obtient successivement en appliquant

les transformations, gardent tous une "signification" ; soit seuls

l'arbre de départ et la traduction de cet arbre ont une "signification",

les autres arbres de la suite menant de 1'arbre de départ 3 sa traduc-

tion n'étant que des intermédiaires de calcul. Pour pouvoir procéder

e % ok

-5 =
de la premiére facon, il faut imposer des conditions supplémentaires
aux transformations. Icl nous avons traité ce cas en imaginant qu'il
existait un sur-langage englobant le langage & traduire et le langage
noyau et que les transformations ne font pas sortir de ce sur-langage.
Nous é&tudions de tels systémes de traduction au chapitre 5 sous le
nom de systémes transformationnels contrélés et, pour pouvoir démon-—
trer des résultats 3 propos defes systdmes transformationnels contrd-
lés, nous &tudions au chapitre 4 des bigrammaires contextuelles et
strictement contextuelles particuliéres dont les productions sont
analogues aux transformations de ces syst@mes (bigrammaires contex-
tuelles et strictement contextuelles conservant la racine et utilisant
dans leurs productions des polynémes injectifs).

Aprés avoir développé les quelques idées qui sont sousja-
centes 3 ce travail, nous pouvons maintenant indiquer un plan commenté

et un résumé des résultats obtenus.

Le chapitre O est consacré 3 des rappels sur les notions
de langage, grammaire, bilangage et treillis.

Dans le chapitre 1, on introduit la notion de polyndme qui
est fondamentale pour la suite. Ces polyndmes serviront & la fois
pour décrire les productions d'une bigrammaire et les transformations

des systémes transformationnels.

Dans le chapitre 2, nous donnons les définitions concernant
les bigrammaires et des propositions é&lémentaires et générales 3

propos de l'utilisation de ces bigrammaires.

Le chapitre 3 contient diverses généralisations aux bigram-
maires de la notion de grammaire algébrique. Nous introduisons trois
types de bigrammaires : les bigrammaires 3 contexte libre de degré
zéro, les bigrammaires réguliéres et les bigrammaires & contexte
libre de degré& un. Dans chacun de ces cas on étudie les bilangages
engendrés et les différents langages associés 3@ ces bilangages
(langages des mots des racines, langages des mots des feuilles,
langages des chemins). Pour ces trois types de bigrammaires, on
montre l'existence de systémes a point fixe associés dont les solu-
tions minimales coincident avec les bilangages engendrés par les
bigrammaires. Dans le cas des bigrammaires réguligres, on

montre que les bilangages engeéndrés sont les bilangages réguliers déja

—




étudiés par d'autres méthodes (QUERE {20} ). Une nouvelle caracté-
risation algébrique de ces bilangages réguliers permet de montrer
que l'intersection d'un bilangage régulier et d'un bilangage
engendré par une bigrammaire 3 contexte libre est encore engendré
par une bigrammaire & contexte libre. Une gé&héralisation aux bilan-
gages engendrés par les bigrammaires 3 contexte libre de degré un
du théoréme des paires itérantes donne une idée précise de la
puissance de ces bigrammaires et permet en particulier de montrer

que ces bigrammaires ne sont pas aussi puissantes que les grammaires ;
contextuelles.

Le chapitre 4 aborde 1'étude des bigrammaires contextuelles
et strictement contextuelles. Ces bigrammaires sont une généralisa-
tion des grammaires contextuelles. Cette étude est surtout faite en
vue de son application au chapitre 5. C'est pourquoi on étudie les
langages engendrés par ces grammaires en imposant des conditions
restrictives aux productions de fagon qu'elles puissent &tre utili-
sées dans les syst@mes transformationnels contrdlés. Malgré cela on
montre que les langages engendrés gardent un grand caractére de
généralité. En particulier pour les bigrammaires contextuelles on
montre que les langages engendrés avec ces restrictions sont tous
les langages récursivement énumérables bien que les bilangages
engendrés par de telles grammaires restent décidables.

Dans le chapitre 5, on définit le concept de systéme
transformationnel et on applique les résultats obtenus dans les
paragraphes précédents. En particulier on utilise le résultat con-
cernant l'intersection d'un bilangage régulier et d'un bilangage
engendré par une grammaire & contexte libre, pour démontrer des
résultats de décidabilité 3 propos des systémes transformationnels
dont les transformations sont du méme type que les productions des
bigrammaires & contexte libre. Les résultats du chapitre 4 nous
nermettent de démontrer que les probldmes de traduction sont inda-

cidables méme si on impose des conditions assez fortes sur les
transformations. La fin du chapitre est consacrée 3 1'introduction
de systémes transformationnels particuliers ol 1l'on peut lever

1'indécidabilité des problémes posés.

CEAPITRE ( : RAPPELS

0.1.- Langage :

0.1.1.- Définitions. f

- Un vocabulaire est un ensemble fini.

- Un mot sur le vocabulaire V est une suite finie d'éléments de V . Si
a est un mot sur V, jal désigne la longueur du mot « .

- L'ensemble des mots sur V est noté V* . V* a une structure de monolde
quand on le munit de la loi de composition interne "concaténation".

L'élément neutre est le mot vide noté A .

Un langage sur V est un sous-ensemble de V* .,

0.1.2.- Grammsires.

- Une grammaire G est un quadruplet G = (N,T,P,X) ; N et T szont deux
vocabulaires disjoints appelés respectivement vocabulaire auxilisire et
vocabulaire terminal, P est une relation binaire sur (NUT)* et X
est un élément de N . Un couple (a,p en relation modulo P est appelé
une production de G . On écrit alors « —6-> - On impose en général que

les productions d'une grammaire soient en nombre fini.

- On éerit u )_E— v (4 se rééerit v dans G) si u = U@, ,
VER Bu, et o« —a—) P La relation »%- lue de ... dérive ... est
la fermeture reflexive et transitive de p-~-.

- Le langage engendré par G est par définition 1'ensemble des mots de T*

dérivant de X .

0.1.3.- Classification des grammaires.

- Les grammaires les plus générales sont appelées semi-thuéiennes. Elles

engendrent exactement la classe des langages récursivement énumérables.

- Les grammaires G vérifiant la condition :
a-==3p ==ya i A et Ipiy lal
G

sont appelées grammaires contextuelles. Elles engendrent la classe des
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langages contextuels.

- Les grammaires G vérifiant la condition :

—9p =) aEN
a 5 )F &

sont appelées grammaires algébriques. Elles engendrent la classe des
langages algébriques.

- Les grammaires G vérifiant la condition

a-a_)P =) g E N et PET NU IA3

sont appelées grammaires lindaires gauches. Elles engendrent la classe
des langages réguliers qui sont aussi les langages reconnus par les auto-

mates finis. On définit aussi les grammaires linéaires droites qui engen-
drent le méme type de langages.

0.2.- Ramification :

0.2.1.~ Définitions.

On définit intuitivement un arbre sur v comme un graphe sans circuit
étiqueté par des éléments de V tel que le demi-degré intérieur de chaque point
801t au plus un et tel que les descendants directs d'un point soient totalement

ordonnés, ainsi que les points de demi-degré intérieur nul.

Exemple : V = f{a,b,c}

a

N\

a b o]

a b Ya

La suite donne une formatisation algébrique de cette notion d'arbre.
Dans 1'ensemble des arbres sur V , on peut introduire deux lois.

- Une loi interne qui consiste & Justaposer deux arbres et qui correspond

a la concaténation dans le monofde libre V* . On notera + cette loi.

R

0.3

Exemple :

a b ///f\ & b
b/\a S Y7 L /Lb /\
c c Cc c

[+]

Cette loi est évidemment associative et posséde un élément neutre noté A

qui est l'arbre vide.

. 5

- Une loi externe & opérateurs dans V qui consiste & introduire un nouveau
point et & relier ce point & tous les points de l'arbre de demi-degré

intérieur nul. On notersa X cette loi externe.

Exzemple

a a a
a X Aa b4\a = a a
¢ b
2 a
[+]

Un ensemble B muni de deux telles lois {1'une interne, notée + , associa-
tive et possédant un élément neutre et l'autre externe, & opérateur dans V et
notée x)

Etant donnés deux binoides B et B' , on appelle homomorphisme de binoide

de B dans B’

s'appelle un V-binoide.

une application f : B --=3 B' telle que

- f(tatr) = £{t) + £(t)
- flaxt) =a x £(t)

- f(e) —e' (e et e' é&tant les Sléments de B et B! pour la loi +)

Les V-binoIdes forment une catégorie et dans un article de Pair [167], on
montre que cette catégorie possdde un objet initial V appelé V-binoide univer-

gel et défini & un isomorphisme prés par les conditions :

~
- V est un V-binoTde (on notera A 1'élément neutre de +)

A
- tout élément r de ¥ différent de /\ s'dorit de maniire unique

sy
r = (axr') + " (& étant un élément de V , r' et " des éléments de V)

A
- il existe une fonction 7 : V -—=> N telle que
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YN =0

Daxr) > V()

r £ A= Drss) > D(s)
s AN ==y D(r+s) >V () .

On appelle ramification sur V les &léments de T .

Les arbres sur V définis ci-dessus donnent une réalisation concrite des
éléments de V . En effet, les deux lois définies sur 1'ensemble des for&ts sur V
donnent & cet ensemble une structure de V-binofde. La fonction "nombre de points
du graphe sous-jacent” peut jouer le rdle de la fonction P ci-dessus et la décom-

position d'une for8t t non vide en t =a X t' + t" est évidente.

A
Une autre réalisation concrite de V est par exemple le langage de Dyck P
C6Jconstruit sur VUT (V est un ensemble en bijection avec V par la bijec-

tion a }b—) a et disjoint de V) . Pour donmer & P une structure de V-binoTde
universel, on utilise les deux lois

a+p =ap (concaténation dans (V UV)*)

a Xa=aaqa.

I1 est alors facile de montrer que
posant Y(a) = la

P vérifie les conditions ci-dessus en
(longueur du mot a) .

A
Le mode principal de raisonnement et de construction dans V est la récurren-

ce obtenue grace aux deux schémas de théorémes suivants :

. A
(1) LP(N et (Vred) (Voed) (Vaer) (B(r) et P(s) == P(axr+s))] =) (Yre?)(B(r))
P étant une formule quelconque avec OU sans paramétre.

(2) Soient £ : T° “-=y B et g: VXEXEX =2 __ g deux applications ;
) N

A
il existe une et une seule application ¥ VDH___g E telle que

qJ(A,rw,-‘-,rn) = f{ry,.ry)

\rﬁ(axr+s,r1,r2,...,rn) = g(a,v(r,r1 ,,,‘,rn),w(s,q,...,rn),r,s,r1,...,rn)

of. Quéré [20],

A
Définition.- Un bilangage sur V est un sous-ensemble de V

. Dans les travaux de

‘Quéré [20] et de Berlioux [1] on généralise a § 1les notions de langage régulier

0.5

"
et algébrique. Nous donmerons une généralisation & V de la notion de grammaire,
une classification des grammaires et les propriétés principales des langages et
des bilangages engendrés par ces grammaires.

0.2.2.- Fonctions usuelles sur 9 .

A
* Mot des feuilles : ¢ : V— V* définie par ¢{A) =A o(axr+s) = si r

—
[
~—

alors ag(s) sinon ¢(z) o
* Familles de prédéces_seur za: P ‘? - ?(V*) définie par

a

Fa<A) =f et Fa(bxm) =38i b =a alors ip(r)} U Fa(r) U Fa(s)

sinon Fa(r) ] Fa(s)

A
* Nombre de points : n : V ——= IN  définie par

n{A) =0 et n(axr+s) =t + n(r) + a(s) .

Ezemple ! : Soit r la ramification

On a P(r) =ab , ¢(r) = abaabd , Fa(r) = §{b,A,ab} , n(r) = 10 .

¥
le mot de V¥ a, 82...

En particulier on identifie a et

&, et la ramification .a X A+ a,x At v ey x N
a X A

[a) . .
* Ramification réfléchie : y : § ~—> § définie par

N
A=Aet §xrre=8+axf

(v donne 1'image dans un miroir de r . Par exemple, pour la ramification

r de l'exemple 1, on a
o b a
T =
b ala b

a o a
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* Chemins : ch : ¢ —=) ‘Pf(v*) définie par

ch(A) = ¢ et ch(axr+s) = si r £A alors a ch(r) U ch{s) sinon g} U ch(s)

(ch donne les mots lus sur un chemin de la ramification allant d'une racine

4 une feuille. Par exemple pour la ramification r de 1'exemple 1, on a ¢
ch(r) = faba , abb , ba , baa , bab , bb}.
* Hauteur : h : ¢ —=> IN  aéfinie par

h(A) =0 h(axr+s) = sup(n(r)+1,n(s))

on a la relation h(r) = sup(ial;a & ch(r)) .

0.2.3.- Bilangage engendré par une grammaire.

Définition 0.2.3.1.~ Soit G = (N,'I‘,:::,X) une grammaire algébrique. On dit

qu'une ramification r est engendrée au sens large par G si elle vérifie la

condition

(Yee(NuT)¥) (YAENUT) (aéFA(r) ==y A it=¢qg ou a=AN)

On dit qu'une ramification r est engendrée par G si elle vérifie les
conditions

- (Yee(¥UT)*) (YaeNuT) (aeFA(r) ===y A 1= q ou (KAET et a =A))
_P(r) =
On notera B(G) le bilangage engendré par G .

{Comme nous le montrerons dans la suite, une grammaire est un cas particulier
de bigrammaire et considérde comme telle, elle engendre un bilangage que 1l'on
notera BL(G) . Ces deux bilangages sont distincts et ne doivent pas &tre confon-
dus. Dans la suite, quand nous parlerons du bilangage engendré par une grammaire

algébrique sans autres précisions, il s'agira du langage B(G) et non de BL(G)

Propogition 0.2.3.2.- Les mots des feuilles des ramifications de B(G) sont

exactement les mots engendrés par la grammaire ¢ . En effet, les dléments de

B(G) ne sont pas autre chose que les arbres syntaxiques associés aux différents
mots engendrés par G .

0.3.- Treillis :

Nous aurons besoin dans la suite du théoréme du point fixe dans les treillis.

0.7

Rappelons que :

Un treillis est un ensemble muni d'une relation d'ordre £ telle que toute
paire {a,b} admet une borne supérieure et une borne inférieure notées respecti-
vement aVb et aAb .

Un treillis T est dit complet si tout sous-ensemble X de T admet une

borne supérieure et une borne inférieure notées respectivement V x et Nix.
x€X x€X

Une fonction f : T —--=p T' ol T et T' sont deux treillis complets est

dite continue si pour tout sous-ensemble X non vide de T , on a

(V= Vi .

€ X zeX

Théoréme du point fixe [23].- Si f : T —-) T est continue, f admet un plus
petit point fixe p(f) et on a

@
u(f) = V £%(0) ol 0 est le plus petit &lément de T .
n=o

(On peut trouver dans la littérature des énoncés beaucoup plus forts. Nous n'aurons

besoin ici que du théoréme assez faible ci-dessus).

Exemple : Si E est un ensemble quelconque, P(E) est un treillis complet pour

la relation d'inclusion. Plus généralement, (P(E))™ est un treillis complet pour

la relation

(x1,x2,...,xn) £ (X1‘,X2',...,

Nous appliquerons le théoréme du point fixe pour résoudre des systémes sur
(P(E))" de 1a forme

UG(X

X)) ¢==>Vie C,n] (x,ex!)

S PR i1 £ign
ol Gij est obtanu par composition & partir d'un certain nombre de fonctions de
hase f. ¢ (r(’(F‘H — PE) (1< } <x) que 1'on sait &tre continues. L'ap-

plication de T’(E)) dans (7= N qui a 7,){2, ..,X associe

Uj G, .(x — U G (X oo )) est continue et admet donc un plus
=1 1 n 1

petit point fixe qui est la solution minimale du systeme. D'autre part, en
raisonnant par récurrence sur la complexité des fonctions Gi' {c'est-a-dire sur
le nombre de fonctions de base utilisées pour construire Gij , 11 est facile de

montrer qu'il existe un systéme S' de la forme




1

B!
8" : X, = LZ 65y 1€ ign : p(f)
- ; n=o

et vérifiant les conditions suivantes :

n(e)
- Gij est la composée d'une fonction de base et de fonctions projections n=0

- n&m

- pour toute solution (A1)"‘yAm) de S', (& ...,An) est une solution

1’

de S ‘
- pour toute solution <A1""’An) de S, il existe ume solution n=0 n=0
(A1,...,An,AuH.~--,An) de §'

on en déduit que les solutions minimsles de S et S' coIncident sur les
n premidres composantes. Par abus de langage, on dira que S et S' sont
équivalents, cf. Mohr [14].

Transfert de solutions de systéme & point fixe.- Soient T1 et T, deur treillis
complets et soient h : T1 -—) T2 . T1 - T1 y 8 ¢ T2 -—> T2 trois appli-

cations continues telles que le diagramme suivant soit commutatif

On a alors la liaison suivante entre les équations & point fize

(1) x = f(x) dans T, et (2) y = g(y) dans T,

x est solution de (1) ===) h{x) est solution de (2).

351 de plus h(.l.1) = LZ ou -L1 et .L2 désignent les éléments minimaux

de T1 et T2 , alors on a

x est la solution minimale de (1) ===3 h(x) est la solution minimale de (2).

Démonstration.-

a) on a g(h(x)) =g onlx) =h o f(x) = nh(£(x)) =n(x) ,

donc h(x) est bien un point fixe de g .

b) Comme f et g sont des fonctions continues, leurs plus petits points
fixes sont respectivement

@
Vo'

V gn(-Lz) .

n=c

Comme h est continue et vérifie h(_l_1) = .L2 , on obtient

[+9] @ @ w
a(u(e)) = n(V (L)) = Vo a(PW)) = V) = VgL,

n=g

0.9
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CHAPITRE 1 : POLYNOMES

1.1.- V-binoIde libre. Polynémes sur V :

Nous allons définir dans ce parsgraphe les outils pour construire les régles

des grammaires sur les ramifications.

Définition 1.1.1.- Soit B wun V- binoide. On appelle sous-binoide de B un

ensemble B' contenant 1'é1lément neutre de B et stable pour les deux lois

définies sur B .

Proposition 1.1.2.- Toute intersection de sous-binoide B est un sous-binoide B .
Pour tout sous-ensemble A d'un binolde B , il existe un plus petit sous-binoide

de B contenant A .

Définition 1.1.3.- Un V-binoide B est dit libre de base T si T est contenue

dans B et si toute application de T dans un V- binolde quelconque B' se

prolonge de maniére unique en un homorphisme de binoide de B dans B!

Proposition 1.1.4.- Deux V-binoldes libres de base T sont canoniquement isomor-
phes. Dans le cas ob V et T sont disjoints, le V-binoide ¥(T) engendré par
T dans le V-binofde TUT est libre sur T . Les éléments de 7(T) sont

exactement les éléments de V UT ol les éléments de T n'ont d'occurrence qu'aux

feuilles.

Démonstration. -

a) Soient By et B, deux V-binoTdes libres sur T . L'application

Id : T -—-> T se prolonge en deux homomorphismes unigues f1 : 81 ——> 132 et
f2 E 82 -==> B, qui sont inverses 1'un de 1l'autre.

En effet, f‘2 ° f1 g B1 —-—=> B1 est homomorphisme de V-binoide qui prolonge

l'application Td ¢+ T ———» T = Or IdB . R] B 731 vérifie aussi cette candition.
1

Done, en vertu de 1'unicité d'un tel prolongement, on a foe 1y = IdB . De méme,
1
f,o f,=1d. .
1 2
B2

TN
b) Montrons déji que {}(T) est formé des ramifications de V U T telles que
les éléments de T n'ont d‘occurrerg qu'aux feuilles : c¢'est-a-dire qu'il faut

wontrer que l'ensemble des r de VU T vérifiant




Vaer) (7,(r) = 1A} ou Flz) =9 (1)

est un V-binoide et que c'est le plus petit V-binoTde contenant T .
De fagon évidente, si r et r' vérifient (1), r + r

et pour tout b de V, b xr vérifie (1) car V et T
AN

vérifie aussi (1)

sont disjoints. De plus,
A vérifie (1). Donc 1'ensemble des r de VUT vérifiant (1) est bien un

B-binoide et il contient T . Il suffit alors de montrer que tout V-binoide B de

VUT contenant T contient les r de VUT vérifiant (1). La démonstration se

fait par récurrence sur r
r =N vérifie (1) et on a bien A& B .
Supposons r vérifie (1) ==) r & B
' vérifie (1) ==) r'€ B .

Si axr+r' vérifie (1), on a

- soit agV etdonc axr+r'€B, car B est un V-binoide,
-soit 2& T, done r=A etdonc a+r'& B , car T est contenu
dans B .
TN
Donc ?(T) =f{rre€VUT et (VaeT) (Fa(r) ={A} ou Fa(r) =§)3 .

A
Montrons maintenant que V(T) est bien un V-binoIde libre sur T .

¢) Soient B un V-binoide quelconque et f : T ——-> B une application
quelconque de T dans 3B . Montrons que f se prolonge de menidre unique en un
homomorphisme £ : T(7) --=y B

. On doit avoir nécessairement

FA) = e (61ément neutre de B)

(Yae V) (¥r € F(1)) (Yrre §(1)) (Flaxesr') = 2 ¢ Hr) + ¥o0)
(Ya€1) (¥reF(n) (Flasr) = £(a) + £lx))

" N PU) ) [ .
d'ol 1'unicité de T . Il faut vérifier maintenant que f ainsi construit est un
homomorphisme de V-binoIde.

w2

FA) = o o

(axr) =2 ¢ f5) pour 2 &V se vérificnt immédiztoment.
P )
r € V(7)

et r'e O(T) ==y frsr) = M) + fh‘l(r‘) se démontrent immé-
diatement par récurrence sur r .

Définition 1.1.5.- Soit V wun ensemble disjoint de IN' =N - {0} (IN est l'en-

semble des entiers naturels). On appelle polyndme sur V un élément de Q([N') .
D'aprés la proposition 1.2.4, un polynéme sur V est une ramification

rEVUIN et vérifiant

o IRV
7 associé & r .

(VIEN') (5,(x) = §AF ou ¥,(x) =) .
a 1 a
s A

a x (142)

Exemples :

T +a x (b+1+ax(2+b))
Remargue : On a de fagon évidente 9([1,n3) (= VI’\(U ,0+13) et

¢ = U e,

n=o0

A
On notera V, 1'ensemble \’I\([W,n]) d

Définition t.1.6.~ Pour chaque V-binofde B , on associe & chaque polynome r de
une fonction notée rg de B" dans B de la fagon suivante :

Soient r&"}n et b1 , b

b des éléments de B . On considére 1'ap-
n

y 0o

plication f : C1,n] --=» B définie par f(i) = bi . D'aprés la proposition 1.1.4,
N

be rolonge de maniére unique en un homomorphisme {1! H B

se p g q p n —>

. n N
tion, TB(b1'b2""'bn) = f(r) E

. Par défini-

. n . . an
Dans le cas ou B = 9 , on notera r  au lieu de rﬁ la fonction de V  dans
v

Bxeaple :




c'est-a-dire T +ax (b+r1+ax(r2+b)) avec T, =a x (b+a) et r,=bXata. ; némes : les polyndmes injectifs définis comme suit

Définition 1.1.8.-

™ . On appelle polynd injecti 3 _bi
A cause de cette proposition, on dira que r&V est un polyndme a E¥ ) PP i Polynones injectifs sur V}§~e_]'._éments du  V-binolde
n variables. engendré par fa x 1;2 € T,1 € N} dans le V-binotde V UMN . On notera PI(V)
1'ensemble des polyndmes injectifs sur V .

. b {)
Remarque : En faisant la méme démarche que ci-dessus, si on considére le V-binoIde Comme fa x i;a €T,i € N} est contenu dans ?(N‘) , PI(V) est contenu
\II\ET] libre de base T et un V-binofde B quelconque, on peut associer & chaque

A 3
dans V() . Donc tout polyndme injectif est bien un polyndme.
r de fl\[’l‘j une application de BT dans B . D'autre part, si on numérote les

A . Exemple : Les polynlmes suivants sont injectif
éléments de T de 1 A& n & chague r de V C73, on peut associer une appli- 2xeTpcE BSTD sont injectils
cation de B" dans B . Cette remarque sera utilisée au chapitre 3, proposition -
g a a
Sl 3 -
~ ' a b s s
Définition 1.1.7.- Soit r € V([N ) . On dit que i est une variable efficace b
dang r si Pi(r) = tA} . (C'est-a-dire que i a une occurrence dans r) . On 1 !
A U 1 2
appelle degré en i la fonction d. : V(N ) -->IN définie par
1
a.A) =0 . )
51 les polyndmes suivants ne sont pas injectifs
d (axr+s) =si a=1i alors 1 +d.(r) + 4, (s) sinon d (r) +a,(s) a
4 1 1 1 2y

1 a
' a
(d donne le nombre d'occurrences de i dans r) . 1A2 s /\ ’ A
1
| 1 b 1 b

A .
On appelle degré la fonction d : V(N ) -—> N aéfinie par

a(r) = oup,(a,(r)) . Intuitivement, un polynbme r est injectif si et seulement si aucun élément

. 1 " !
1EN de W n'apparatt dans la racine de r et si tout 1 de N apparaissant dane

N ' r est le seul descendant d'un certain a de V .
On appelle corps d'un polyndme r & V([N ) 1'image de r par 1'homomorphisme

= o Ao
c: O(N‘) SN T définie par C'est-a-dire r € PI{V) ¢==>r & V(N ) et /3(!‘) E V¥ et
i € ) (e(8)=h Vae V) (Va) (€ F () =>ae N ou cev*).
;] c(i)=
. . s . - Pl
(c{r) est obtenu en supprimant dans r les variables i de N|) . | Proposition 1.1.9.- Un polyndme injectif r €Vn admet une fonction associde 1

An A .
" A de V° dans V injective sur ses variables efficaces, c'est-a-dire
Remarque : La fonction de Qn dans V associde & un polynéme r de Vn n'est

pag taujours injective. Par exemple : n, ) n ) R A E e T
7 e s / ;v &L

g 1
e a 2 a ! .
1/
\/\) (?_1 %,/\) = (/ \ (/\,2} a') = Démonstration.- On démontre cette proposition par récurrence sur
1
1 2 a

L

)
|

!
O
=4
c

12l
2

S5i r=a&V, c'est immédiat.

) . n s g
c'est-a-dire (ax(1+2))2 (ava,A) = (ax(142))? (A,a%a) = a x (a+a) . 51 r=axi, r (rﬂ"“'rn) =a xr, la proposition est vérifide.
. . . ) X i . . Supposons la proposition vérifide pour deux polyndmes injectifs s et t et
Dans certaines applications, il est utile de pouvoir inverser les applications

. . N montrons-la pour a x s + t =71
associées aux polyndmes. Pour cela, on introduit une classe particuliere de poly-




n n n
r (r1,...,rn) =axs (r1,...,rn) +t (r

5 Ol :l‘1 3 s g
n o, — =g, ..., t
Done r(r1,...,rn)-r(r1,...,r!'l)< )[s(r1,...,rn)-s(r1, ,v') e

tn(r1,....rn) = tn(rl""’rr'x)] {==

(Y €L1,n]) (ri =1/ ou Fi(s) =F.(t) = §) ¢== ;
Vie [1,n]) (ri =r! ou Fi(r) = g)

Cette proposition justifie la dénomination d'injectif pour les polyndmes
de PI(V) .

1.2.~ Composition des_polyndmes :

~, 1
Bn utilisant la proposition 1.2.4 et en prenant pour B le V-binoTde V(N ) ’
on obtient immédiatement la proposition suivante :

. .3 Ain !

Proposition 1.2.1.- Soient r EVD et r1 Y r2 1o T des éléments de hn\l‘) .
A i) n A '
L'application de (V(N ))" dans V(N ) associde & r applique le n-uple
Ty Ty, ..., 1 sur un polyndme r' de ,\}(N ) . Par définitien, r' eat appe-
1é le polyndme composé du polyndme r et du n-uple de polyndmes {r1 .rg,...,rﬂ} Y
A
De plus, si chaque polyndme T, appartient & Vk (ensemble des polyndmes dont
A
les variables sont dans [1,k]) , alors r' est aussi dans Vk et pour fout |
V-binoide B , on a la relation
k n k k
t B
(l‘ )B (b1 1b27 e 'bk) = TB<(T1 )B(b7 )bzy e ,bk)" . ’(rﬂ)B(b1 PR ’bk))

Le polyndme r' sera noté r o(r1,r SulamELY

Démonstration.- Seule la dernidre égalité n'est pas une conséquence triviale de

1. 1.4. Elle se démontre immédiatement par récurrence sur r .

A
Proposition 1.2.2.~ Soient reVn ot By s [Ty v r ~des éléments de PI(V) ,
alors
r o(r1,r2,...,r )& PI(v)

Démonstration.- Cette démonstration se fait immédiatement par récurrence sur r .

1ot ). 2 Proposition 1.2.3.- On a la relation suivante entre les degrés en i de
n

r et rof

n

1‘1 1r2,---7rn)

di(r o(r1,...,rn)) = Jg; dj(r) di(rj) .




CHAPITRE 2 : BIGRAMM@IRES

la notion de bigrammaire va généraliser la notion de grammaire sur le monoIde
libre V* dans le cas du V-bimofde universel 9 . Les polyndmes introduits au
chapitre précédent vont nous servir & dcrire les régles des bigrammaires et seront
utilisés pour expliciter les rééeritures et les dérivations dans une bigrammaire,

Intuitivement, une bigrammaire travaille de la fagon suivante :

On se donne :

- un axiome oL un ensemble d'axiomes,

- des productions qui sont des couples de polyndmes ayant les mémes variables
efficaces,

- un vocabulaire terminal,
On passe & 1'aide d'une production (r,s)
t & une ramification t'

. n
s'écrire r (t1,t2,...,tn)

de la grammaire d'une ramification
en cherchant si une "sous-ramification"” de t peut
P

. Si ce cas se produit, on remplace cette

"sous-ramification" par sn(t1,t2,...,tn) . Cela correspond au schéma

t £ =
1
f?\l..i nl
<
les ti sont les ti éventuellement
permutés

Le passage de t & t' est une réécriture dans la bigrammaire.

A
Le bilangage (c¢'est-a-dire le sous-ensemble de V) engendré par la bigrammaire

est formé des ramifications qui s'obtiennent i partir d'un axiome en utilisant une
Sulle Tinie de réécritures.

Donnons maintenant des définitions précises.

2.1.- Définition d'une bigrammaire

Définition 2.1.1.~ Soient r et s des polyndmes sur V . On dit que T et g

Sont compatibles s'ils vérifient la condition suivante :




Vi e N) (d,(z) S 0 (=== 4;(s) > 0) ; Soit

(c'est-a-dire que r et s ont les mémes variables efficaces).

Définition 2.1.2.~ Une bigrammaire G est par définition un quadruplet
¢ = (N,7,B,X) tel que t =
- N et T sont deux ensembles finis disjoints appelés respectivement
vocabulaire auxiliaire ou non-terminal et vocabulaire terminal. On note
1]
V=NFUT et on suppose que V est disjoint de N . En premant pour u le polyndme u = f\ , on obtient
- P est un ensemble fini de couples de polyndmes sur V compatibles. /\
Un élément de P est appelé production de G .

a a

N

- X est un ensemble fini de ramifications sur V appelées axiomes de G .

B
B= u1(/ (a,b)} , donc t o ' avec
Dans de nombreux cas, X sera réduit & un axiome X

et on notera

A
¢ = (N,T,P,Xo) au lieu de (N,T,P,ixoi) . l |
1 2
2.2.- Réécritures. Dérivations. Bilangages ot langages engendrés : b 2 /B\
'/
= b)) = b
Dans tout le paragraphe, on considére une bigrammaire G = (N,T,P,X) . ¥ ¥ (B \D(a 2 /\ /\
& -
Définition 2.2.1.-~ Soient t et %' deux ramifications de \? . On dit que ¢t l r
se rééerit t' dans G et on note t »T t' si et seulement si on peut trouver f : 3
un polyndme u de ?1 et une production (r,s) de ¢ telle que 2 r
b
1
t=u (rn(twtz,‘..,tn))
En prenant pour u le polynSme u =1 , on obtient
1, n B 2
et t' = u (s (tw,tz,...,tn)) .

£ = u1( \ (a+a,f }’3) , donc t e t'  avec
On dit alors que la production (r,s) est applicable & ¢t . T b

{On notera souvent une réécriture t »— t' au lieu de ¢ — t' quand 1 2
1l n'y a pas d'ambiguTté sur @) .

b
p 2
. = u1( (a+e.,A B) I /\
Exemple : Supposons que dans G , il v ait la production ‘ l a Ib\
——————— 1
r o /‘
~ B b , l | a \a
/ 7 |
A \ a \7 T /\x
N | 2 I

1 2 | a b

a

N =




2.4

*
Définition 2.2.2.- La relation t Larem t' lue "de t dérive t' dans G " est
par définition la fermeture réflexive et transitive de la relation "se rdéerit".

On notera t»—Gp— t' si on utilise p réécritures passer de t A t' .

* A
Proposition 2.2.3.- la relation >~ est compatible avec les lois de V et avec
les fonctions polyndmes. C'es-a~dire :

* * *
2) rep-r' et e 5l ===>T + sy— r' + 35

* *
b} reg-r'oet 2@V ==)aXry»— axr

) * L A
] r —
(&5 I‘1»T r1 et ... et Inlhc— n et I‘€Vn
n ®
r (r1’r2""’rn)’T r (r;,rz',...,rl'l)

Démonstration.- a) et b) sont des cas particuliers de c¢) en prenant respectivement

pour polyndmes 1 +2 et a x1

Pour démontrer c), il suffit de montrer que

" n
rire et r € V(01,0 ===> rn(r1,...,r'i,...,rn)»-—'G 4 (r1, ,Tly ..,rn) ou
n
r (r1,...,ri,...,rn) =rn(r1,...,r£,...,rn)

Distinguons les deux cas ol i est ou n'est pas une variavle efficace de r

-si d.(r) =0, on a évidemment rn(rl,...,ri,...,r ) =r ...ri',...,rn)

- si d.(r) > 0 . Par hypothise, ro¥e v, done il existe u €V(117) et

(s,t)&€ P tels que

r, = u‘(sk(sw ,sk))
w = (s, 08,)) |
En appliquant la proposition 1.2.1., on obtient alors
rn(r1,...,ri,.‘.,rn) = (rn(r1.---,u,.,.,rn))1(sk(s1,...,5k))
rsempeeon) = e DG s )
done rn(r1, Ty ’rn)»_(}_ Tn(I‘1. ’ri'” ,I'n) . [
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Définition 2.2.4.~ On appelle bilangage engendré par G 1'ensemble
* A
BL(G) = {I‘;(BI € x) (xkc— r) et r€ Tj—.
On appelle langage engendré par G 1'ensemble
L(c) ={a;a €T* et (3r € BL(G)) (o{r) = a)j
(on & donc L(@) = o(BL(G)))

Définition 2.2.5.- Soient G et G' deux bigrammaires.
On dit que G et &' sont équivalentes si BL(G) = BL(G')
On dit que G et G' sont faiblement équivalentes si L(G) = L(G')
Ces deux relations sont évidemment des relations d'équivalence.

2.5.~ Exemples de bigrammaires :

19) Considérons la bigrammaire G = ({X},{a,b,c,dj,P,X) telle que
(X,a+d+d) € P et (axi+dxi+axt,dx{a+!)+de(b+1)+dx(cH)) € P .
Une dérivation dans G est de la forme suivante
Xy— d+d+dr— dxa+daxbrdxcy ...>— dx (atat...4a) +
k fois

+dx (bt...+b) + d X (ch, . +c)
N
k fois k fois

En faisant un raisonnement par récurrence sur la longueur de la dérivation,
on obtient

3L(6) ={dx(a+...+a) +d x (b+...+b) + d x(c+...42) 5 Kk GIN}
N U S \—W
k fois k fois k fois
et L(G):{akbkck ; kew}

2°) Une grammaire est un cas particulier de bigrammaire ol les polyndmes inter-

venant dans les productions sont de degré C© et sont réduits & leurs racines et

ob l'axiome appartient & N .

%9) Considérons le bilangage L sur T formé des ramifications binaires,
c'est-a-dire telles que

r€ L ¢===> (va(-"{"(aéFa(r) ==> x| =2 ou a=A)




L est engendré par la bigrammaire G = (N,T,P,X) avec
= ¢
N lX,A}
P o= (X,44%) (x,/\)}U aLE)T {(A,a) , (A,ax(Aﬂl))}.

Pour démontrer que L est bien engendré par G , on remarque que

o
L(e) = U (L'4L'+.. +1') ol L' est le bilangage des ramifications de ’1‘\ |
2=0 T fois |
dérivant de A dans G . En faisant une récurrence sur la longueur de la déri-
vation A»;_.r s on montre facilement que r€ L et ‘f(r)|= 1 . Réciproquement

en faisant une récurrence sur r on montre que
*

r€L et |Q(r)| =1 ===d Ayt
G

2.4.- Degrés d'une bigrammaire.

Définition 2.4.1.- Soit G = (N,T,P,X) wune bigrammaire. On pose par définition !
i (6) = su a(r) et dd(G) = Sup d{s) . (d_ est le degré & gauche de G 5
g (r s§€P (r,s)€EP g |
et dd est le degré & droite de @). I

[

Dans le cas ol une bigrammaire G est de degré & gauche 1 , il est facile de savoir
s1 une régle (r,s) de G est applicable & t . En effet, il suffit ge regarder

s1 le corps de r (ef. définition 1.2.7.) apparait dans t et si les ramifica-
tions non vides qui sont "en dessous" de r dans t correspondent & des variables .'
de r . Donc intuitivement le prédicat sur t "(r,s) est applicable & t" peut |
étre reconnu par un automate fini, I
En revanche dans le cas ol le degré & gauche de G est au moins deux, 11 eat
beaucoup plus difficile de savoir si une régle est applicable ou non & une ramifica-
tion. En effet, pour que la production (r,s) avec d(r) » | soit applicable

a2 t , 1l faut non seulement que c(r) apparaisse dans une sous-ramification

de t , mais aussi que les ramifications de t en dessous de ofr) correspondant |
4 une méme variable 1 soient égales. Ainsi on trouve intuitivement que le pré-
dicat P{t) "(r,s) est applicable & t" ne peut &tre reconnu par un automate

finl quand dg(G) > 1
gratmaires telles que d,((}) £ 1
pour dg(G)) 1. : ;
Un cas particuller de blgrammaire est celui des blgrammaires de degré zéro.

. Dans toute la suite on se bornera & congidérer des bi-

. En annexe, on donnera quelques résultats

2.5.- Bigrammaire conservant la racine.

Définition 2.5.1.- Soit G = (N,T,P,X) une bigrammaire. On dit que G conserve

r
=

la racine si G vérifie la condition :
(¥ (r,s)ep)(¢(r) =¢(s)).

Proposition 2.5.2.- Soit @ = (N,T,P,X) umne bigrammaire conservant la racine,

alors
~ ~ *
(Vee VI(VEeV) (tp—t' ==> p(t) =p(t'))
4
Démonstration.- Il suffit de démontrer que tp—t' ==> p(t) = @(t') .

”» -
Si tm—t' pour un certain polynéme u € V(I1]) et une certaine production
¢lr,s) é; P ona
1, n
t=u(r (t1,...,tn))
1
t' = (sn(t1,...,tn)) .

~

Si ?(u) € V, alors

plt) = ¢elt) = plu) .

51 plu) =« 1B avec CET et FE; alors
pt) = ap(™(t,nt )l ot p(t') = apls™(t,,...,t)) p
Par hypothese t(r) = (‘(s) = arai, i, avee

(Vielhin e €7) et (V; €Tk, @ W)

Donc k’(rn(tw...,tn)) = a, e(ti1)°‘2(‘(t'

12) ak(l(tik) % =(’(sn(t1,...,tn))

Donc e(t): (’(t‘)

2.6.- Classification des bigrammaires.

Dans le cas des grammaires sur un monoide libre, on a classifié les grammaires
sulvant la complexité des langages qu'elles engendrent

(grammaire linéaire droite {ou gauche) &2 langage rationnel (ou régulier)
grammaire a4 contexte libre <_':‘ langage algébrique

grammaire contextuelle <_-_? langage contextuel

grammaire semi-thuéienne <=2 langage récursivement énumérable).

Nous allons, dans le cas des grammaires, donner une classification similaire. Nous

examinerons successiverment les cas suivants :

ler cas : (chapitre 3. paragraphe 3.1.). Les bigrammaires de degré zéro et dont
les productions sont de la forme (A,r) , A étant un non.terminal. On obtiendra
dans le cas général les Co—bigrammaires qui généralisent les grammaires & con-

texte libre. Dans un cas plus particulier, on obtient les bigrammaires régulidres

qui engendrent les langages réguliers déja étudiés par Quéré (20] et Berlioux [1] .

Zitme cas : (chapitre 3. paragraphe 3.2.). Les bigrammaires de degré un et dont
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et dont les productions sont de la forme (Ax1,r), A é&tant un non-terminal. On
obtient dans ce cas les C14bigrammaires qui engendrent des langages (cf défi-

nition 2.2.4.) plus généraux que les langages algébriques.

Dans ces deux premiers cas, on montrera que les bilangages engendrés sont des
. 5 3 s . A,
solutions de systémes & point fixe dans le treillis g3(T) ordonné par inclusion.

3ieme cas :

les qui généralisent la notion de grammaire contextuelle. Les deux types de bigram-

(chapitre 4). Les bigrammaires contextuelles et strictement contextuel~

maires engendrent des bilangages décidables, mais dans le premier cas les langages
engendrés sont des langages récursivement énumérables, alors que dans le second |

cas, on obtient exactement les langages contextuels.

4i1éme cas :

maires- semi-thueiennes.

Les bigrammaires semi-thueiennes qui généralisent la notion de gram-

Dans ces deux derniers cas, on étudiera des bigrammaires de ces types qui conservent
la racine et dont les productions sont formées de polynbmes injectifs. On mon-
trera que les types de langages engendrés restent les mémes malgré ces restric-
tions. Celles-ci sont introduites en vue de 1'étude des systémes transformationnels

(chapitre 5) qui utiliseront des productions de ce type. |

CHAPITRE 3 : BIGRAMMATRE A CONTEXTE LIBRE

3,1.~ Bigrammaire de degré zéro et & contexte libre.

3.1.1.~ Cas général.

Les productions des bigrammaires de ce type sont de la forme (A,r) ou A est
dans le vocabulaire suxiliaire et r est une remification de NUT . Les polynbmes
utilisés dans ces bigrammaires sont donc de degré zéro et de plus une réécriture
consiste & remplacer un non-terminal par sa définition indépendemment du contexte
dans lequel il est placé. D'ou la dénomination de bigrammaire de degré zéro et &
contexte libre que nous abrégerons en Co—bigrammaire.

Plus précisément, on pose :

Définition 3.1.1.1.- On appelle bigrammaire & contexte libre de degré zéro ou

Co—bigrammaire, une bigrammaire G - (N,T,P,X) telle que

- G a un seul asxiome X
N

- les productions de G sont de la forme (A,r) oi A €N et r& NUT .

On dira que G est sans A si pour tout (A,r) de P, r est différent de A

(Toute grammaire algébrique peut &tre considérée comme une Cc—bigrammalre).

Remarque : (§,?,P,%) sont

de degré zéro, on ne pourra utiliser une production ({A,r} de P pour rééerire une

Comme les polyndmes utilisés dans une C_-bigrammaire G =

ramificetion t de NUT que si A est A une feuille de t . Si la grammaire
G est sans A , toutes les productions (A,r) telles qu'un certaln non-terminal
B apparaisse dans T sans &tre i une feuille de r (c'est-a-dire que

(3a#A) (GEFB(I'))

dérivation. En effet comme la grammaire est sans A , le non-terminal B ne

5

conduisent & des impasses quand on les utilise dans une
pourra jamais étre & une feullle et ne pourra Jamais &tre remplacé. Donc dans le
cas des Co—bigrammaires sans /N, on peut imposer que les régles (A,r) vé-
rifient (VB € N)(Fs(r) =@ ou F = /\}

En fait cette condition peut aussi &tre 1mposée en un certain sens aux Co—bigram-

maires avec N . On obtient en effet la proposition :

Proposition 3.1.1.1.- Toute C,-bigrammaire ¢ = (N,T,P,X) est équivalente

{cf. définition 2.2.5) & une C -bigrammaire G' = (§,7,P',X)

) ¢ AP

telle que
(1) €7 == (VB EN(F(r

On supposera dansg la suite que les Co-bigrammalres vérifient cette condition.
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Démonstration : La démonstration a été faite dans la remarque ci-dessus pour les
G est avec A . On peut déterminer

N dont dérive A

Co—bigrammaires sans A

1'ensemble N'

. Supposons donc que

des non-terminaux de dans G en posant

A;AEN et (A,N)E P}

Ny =N, U{A; ;860N et (3r€ﬁi)(A,r)e P)}

i+1

e
i
(a,r) de

r sans 8tre & des feuilles de

Considérons une régle G telle que des non-terminsux apparaissent dans
r . 3i en dessous de ces non-terminaux, on ne
trouve pas toujours dans r des ramifications de ﬁ' , dans une dérivation uti-
lisant cette production, 1'un au moins des non-terminaux provenant de r ne sera
Jamals & une feuille et ne pourra pas &tre réécrit. Donc 1'utilisation d'une telle
production conduit & une impasse, on peut donc enlever ces productions de P sans
changer le bilangage engendré par G . En revanche, si dans r
des non-termineux des ramifications de ﬁ' , on peut écrire alors

~
r = sn(r1 ,r2,...,rn) ol s est un polynbue injectif de Vn engendré par les
ramifications B xi (BE N, i € iN') r,r

vérifiant (¥ B € N)(FE(C(E)) C{/\} )

A / N
B - KA/\A
ad ¢ )

(a,r) pour ne pas &tre conduit & une im-

~
PURRRTEN sont dans N' et c(s)

Exemple :

(4+B,B)

Lors de 1l'utilisation de la production

il est nécessaire de dériver r, , Ty opeees T,oen N\, Donc en remplagant

1
(4,c(8)) , on obtient les mémes remifications engen-

passe,
la production (4,r) par
drées.

Nous allons donner maintenant une caractérisation des bilangages engendrés par les

C -bigremmaires en terme de systdme & point fixe.
0

e ()"
(%) Xye oK) € (Xys Ypuoonn,) == (Y1 €M) (X, C Y,).

Lemme 1.- egt un treillis complet pour la relation d'ordre

Démongtration.- Cela est évident car un produit de treillis complet est un treillis

syuplet,

on trouve en dessous

o
Lemme 2.- ?(T) est muni d'une structure de T-binoTde quand on le munit de
deux lois

X+T={r+s ; r€X et SE T}

rEX}

1'élément neutre de + est iA} .

axX:iaxr ;

Leume 3.- Soit T[N] wn T-binoTde libre de base N tel que N = {A.

,Anj.

D'aprés la remarque suivant la proposition 1.1.6., & chaque r de TDJJ on

peut associer une application T : ((3 (T) > 6’({1‘\) . Cette application T est
continue pour les structures de treillis de (?(,’I“))n et de G)("L})
Démonstration.- On peut sussi associer & r une application Tt —> T . Mon-
trons que

(1) r(X1,...,X)-{ (1,...,rn) T, € Xii

Pour cela, il suffit de revenir aux définitions de T et ; . Ona

?(Xy, ., X ) = h(r) ok h est 1'unique homomorphisme de T-binoide de % [N]
dans ?(71") vérifiant h(Ai) = Xi . 0na 'V( 1,...,rn) = k(r) o k est l'uni-
gque homomorphisme de T-binoide de TLN] dans ("1}) vérifiant k(Ai) =T,
Pour démontrer l'égallté (1) il suffit donc de démontrer que
h' T[NJ — P(T) aérinte par

h'(r) :{?’(rf”"rn) Py € Xi} vérifie les deux conditions

- h'(Ai) = h(Ai)

- h' est un homomorphisme de T-binoide,

ces deux propriétés de h' sont trivialement vérifides

En utilisant 1'égalité (1), il est alors évident que T est une application
v A,
continue de (‘J-J(ﬁj))n dans (P(T)

A
Lemme 4.- Soit = eTn un polynbme & n variables sur T , chacune d'elles étant

efficaces. Soit G = (N,’I‘,P,X) une Co—bigrammaire. So1t B1 v By Bn des
gléments de W . On a 1'dquivalence suivante :
P P1
{1) rn(B1,Bg,...,B))—5—r<—) 3r;3r,... 3 n(B1»T T, et ...
P

n n
et Bn»G——ru et 2 p; =7

et r' = rn(r1,...,r )) (2)
i=t

n

Montrons (1) ===» (2)

0 , le résultat est immédiat.

Démonstration. - . Pour cela faisons une récurrence sur p .

Pour p=

Supposons-le démontré jusqu'au rang p et montrons-le au rang p + 1
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p+i P
On a rn(B1,B2,...,Bn)»—é- r' , donc rn(B1,...,Bn),>v-G—- r"y —1' . Par hypothdse
a ” "
de récurrence r" = r (r;,ré,...,rﬁ) et Bi»— r]!_ et 3% Pi =P

=l
~
Comme 1€ ‘I‘n , la derniére réécriture a agit sur ri y

" N e 1 1 " 1 1 N 4
Done rlpe—r! et r=r (1'1,...,:'1_1 T ..,rn) . D'ou le résultat. (Ce

r! S
i+1?
lemme généralise un lemme bien comnu pour les grammaires & contexte libre).

Le fait que (2) ===> (1) découle immédiatement de la proposition 2.2.3.

Proposition 3.1.1.3.- Soit N = {A1 5 ...,An; un ensemble disjoint du vocabulaire T .
((

On appelle C_-systime, un systime dans )® de 1a forme
B, .
s:xi=j_1 Ty (penx) (1g1 ¢n)

i 74 estun §léuent de T[N] et ob Fij est défini comme au lemme 3.
Tout Co—s?st‘eme admet des solutions et admet, en particulier, une solution minimale

pour la structure de treillis complet de (6}(@))n .

A tout Co-syst‘eme S , on peut associer la Co-higrammaire G = (N,T,P,X) telle
que

-X = A1

- (Ai,r)E P ===y | 3j€[1,pi]) (r = rij)

Dans ces conditions, si on appelle (I, ,L

" 2""’Ln) la solution minimale de S ,

on a

Li '-{r ] r€/’f‘ et Ai»-;— rj

En particulier BL(G) = L

1
De fagon évidente, on peut associer bijectivement les Co—bigrammaires et les
Co~sys’cémes de fagon que les bilangages engendrés et les premidres composantes des

solutions minimales coIncident.

Démonatration.- Le fait que les Co—systémes admettent des solutions, résulte du
du lemme 3 montrant que les fonctions T assocides aux éléments de /'I\’[Nj sont
continues et du théoréme du point fixe.

L'existence d'une solution minimale résulte du théoréme du point fixe.

P,
i
Soi 8 = r. id b
oient S X.l ¥ rij(XT""’Xn) 1\( idn un Co-systeme et
¢=(¥7,2% 1a C -bigrammsire associée & S . Soit F : (Elj('/i‘\))n _}G)('T‘))n

défini par

pour un certain i de [1,n].

345
p‘l pn
= -
TGS SRS 3 _(U Pi(%ysseiky). reves LJ‘ T, \11,...,xn))
=1 3=1
D'aprés le théortme du point fixe, la solution minimale de S est
= -
(LT'LZ""’Ln) = U PP, ¢,..., @) . Povr démontrer que
n=0 *
I =13 ={r 3 rG'i'\ et A»—-—rg
1 1 ! i7 G b '
I} suffit donc de démontrer les deux propriétés
(1) (L; e L‘l) est une solution de S .
*
A
(2) refl et Ap—r = (JxkEN)(r€E TTioFk(¢,¢,...,¢))
A A
(TTi eat 1a 1™ fonction projection de (.@(T))n dans {P(T) définie par
Tlx k) = %)

La propriété (1) résulte immédiatement du lemme 4.
La propriété (2) se démontre facilement en utilisant le lemme 4 et en faisant une

*
récurrence sur la longueur de la dérivation Al»——r .

Nous allons mettre en évidence une forme réduite des Co-bigrammaires corres-
pondant & la réduite de Chomsky des grammaires & contexte libre [ 67, et qui
nous permettra de dounner une autre définition des systémes & point fixe dont les

solutions sont les bllangages engendrés par les Co—bigrammaires.

(N,7,P,X) , il existe une
(4,B+C) ou

Proposition 3.1.1.4.- Pour toute Co-bigrammaire G =

Co—bigrammaire équivalente dont les productions sont de la forme

(a,2x¢) ou (A,A) (A€ N,BEN,a€ T) .
Démonstration.- Soit n, = sup(n{r) ; (JAE€ W)((4,r) € P) 1 est la fonction

G

nombre de points définie en 0.2.2. On va faire la construction de G' par récur-

rence sur n, .
S1 . =1 ou 1,

Supposons la construction de G'

=2 , on peut prendre G' =G .

faite pour n gk .

Soit G une grammaire telle que nG =k + 1 et soit (A,r) une production

de G vérifiant n(r) =k +1 .

-8 r=B+r (A€N), onremplace la production (A,r) par les deux

productions (A,B+B') , (B',r) ot B' est un nouvean non-terminal.

(A7)
ou A' , A" et ('

-8 r=axs+1t, on remplace la production par les quatre produc-
(a,a0+4m) , (a%,axe") , (c',s) , (a",%)

trois nouveaux non-terminaux.

tions sont
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En effectuant cette transformation sur toutes les productions (A,r) de &

vérifiant n(r) =k + 1 , on obtient une Co~bigrammaire G,

est équivalente & G et vérifie n, £ k . En appliguant 1'hypothése de réeurrence,

1
on en déduit la Co—bigrammaire G’

On peut caractériser les bilangages engendrés par les Co-bigrammaires en terme de

solution de syst2me & point fixe dams G’(‘I‘\) de la fagon suivante :

Proposition 3.1.1.5.- Les applications suivantes sont continues pour la structure
A
de treillis complet de (J()(T))n

£t (4,B) 4> AUB

fz:(A,B),__,>A+B={r+s ; r€A et sEB}
f; ¢ (A) s axA=iaxr ; rEA}
£, L {N}
Les systemes de la forme )(I = F1(X1, "’Xn)
X, = FQ(XI,...,Xn)
. S
X, = Fn(X1,...,Xn)

ol les F. sont obtenues par composition des applications précédentes, ont des

solutions dans ((.“)(/T\))n et les composantes des solutions minimales sont exacte-

ment les bilangages engendrés par les Co—bigr&mmaires.

Démonstration.- Seule la dernidre affirmation n'est pas une trivialité. Remarquons

que 1'union commute avec les autres applications servant 3 définir les F1 . Donc

un systéme S peut se mettre sous la forme

P
W )
xl_jkj Gij(xw,...,xm) 14 ign

ol les G1 :ont des applications obtenues par composition & partir des applica-
tions f2 7 f3 et f4 - En appliquant le résultat rappelé dans le chapitre 0, on

en déduit que S est équivalent a un systéme S' de 1a forme
)

}
1
X =J_L:1J 6o (XX ) 1§ign

ol ch Coes i =
aque GlJ est une des fonctions f2 s f3 ou f4 - On peut alors associer

1Jectivemen es systemes de la forme et les ~bigr ires s forme
b it & t d 1 m S t C ~b gramms. 8 sous form

qui, de fagon évidente,

réduite décrite en 3.1.1.4. gréce & la proposition 3.1.1.3,

Remarque.- De méme que pour les grammaires algébriques, on peut pour les Co-bie

maires définir les notions de réduites inférieures et supérieures [ 6] .

Pour la réduite supérieure, on supprime dans G les non-terminaux qui n'appa~
raissent pas dans une dérivation partant de 1'axiome et on supprime toutes les

productions contenant un de ces nén~terminaux.

Pour la réduite inférieure, on supprime dans @ les non-terminaux dont ne
A
dérive aucune ramification de T ainsi que les productions utilisant un de ces

non-terminaux.

Dans la suite nous supposerons que les Co—bigz-ammaires utilisées sont réduites

inférieurement et supérieurement.

Proposition 3.1.1.6.~ Soit L un bilangage engendré par une Co—bigrammaire G ;
alors il existe une Co~higrammaire sans A engendrant L - {/\} et dont les pro-
ductions sont de la forme (4,B+C) , (4,axC) , (A,a) avec A€ N, BEN, Ce N
et a€ T .

Démonstration.- On peut supposer

G de la forme décrite en 3.1.1.4. La démonstration

est la méme gue pour les lengages algébriques : on détermine 1l'ensemble N' des

non-terminaux dont dérive A

U

n >0

N = N, avec N . ={4; (QIEﬁn)((A,r)EP)} UN et

N o=t4; (A,/\)EP}

Nn est statlonnaire & partir d'un certain rang).

On supprime les productions du type (A,l\) et on ajoute les productions sui=

vantes

- (4,B) si et seulement si (3¢ ¢ N'((A,B+C)E P ou (A,C+B)E P)

- (A,a) si et seulement si (3 Cen)((a,axc)er)

Par la méthode habituelle sur les prammaires, on suoprime les regles (4, R)

On obtient ainsi une Co—b1grammaire du type demandé et engendrant L - {/\J .

Corollaire.- Soit L un langage engendré par une Co—bigram.malre et ne contenant

N
pas A ‘.P('l‘— {/\}) de la forme

. I1 existe un systéme dang

X = | £ i é n
i

F.l(x1 . ST .,xn)




ou les Fi sont obtenues par composition & partir des fonctions

£, : (A,B) —> AUB
fz:(A,B)_>A+B=ir+s;r€A et seB}
a .

fj:(A) _.)a)cA:{axr;rGA}

a

f,0 4 — {a}

tel que ce systéme appelé Co-systéme sans A , admette une plus petite solution

pour la structure de treillis de (9(’3— {/\}))n et que la premidre composante de

cette solution soit L . Réciproquement, un tel systéme admet des solutions et les

composantes de la solution minimale sont engendrées par des Co—bigrammaires sans
A

Démonstration.- Comme L ne contient pas A , il existe d'aprés la proposition

@ (T)

associé & G gréce & la proposition 3.1 1.3, vérifie alors les conditions imposées

3.1.1.6. une Co~b‘1grammaire G sans A engendrant L . Le systéme sur
0~
dans le corollaire. De plus, les fonctions utilisées laissent stables - (T- {f\})

A VIAl
donc s1 on restreint a ?(T~ {I\ }) les solutions minimales coincident.

Proposition 3.1.1.7.- Soit G wune
par G . Alors @(L) et

en() = UJ cn(t)

teLl

Co—bigrammaire. Soxt L le bilangage engendré
p (L) (cf. 0.2.2.) sont des langages algébriques,

est un langage régulier. Réciproquement, tout langage algébri-

que est l'ensemble des racines (resp. 1'ensemble des mots des feuilles) d'un bilan-
gage engendré par une Co-bigrammaire. De méme tout langage régulier est 1'ensem-

ble des chemins d'un bilangage engendré par une Co—bigrammsire.

Démonstration.- Si L contient la ramification A , alors L' =L - {/\} est

encore engendré par une Co—bigram.maiz'e et on a
p(p) = ¢(1) U AL (L) = o(n) U{AY |, on(L) = ch(r')

Il suffit donc de démontrer la proposition 3.1.1.7. pour un bilangage L ne

contenant pas A ., Dans ce cas [

male 4'un O -systime S sans A @
o n,
s:x = U (k.1 1&ign
1 3=1 3] 1 n =

¢ = (N,1,P,X)
.,xn} VL= X P:{(Xi,rlj) P14 140, 1454 pij

Ce systéme correspond & la Co-bigrammaire
=)
Ne lXW o 8

telle que

Si o est un mot sur Y U

dge (Plre- {AL)™ dans

T , on peut lui faire,correspondre une application «
@ )
J (1% §A}) en posant pour « de la forme

ek

est la premiére composante de la solution mini- |

3.9

@y een Xy o (ai € T et xiken)

Pi @

a(B1,Bz,...,Bn) = {a1 Pi y oo
1 P P

Pi € Bi.}
g %

Considérons les systimes sur @(T*— {/\}) suivants

H‘ I
se:xi=u Plry)(Xyseenk) 1&idn
9
Hy
) :
S Xi:jL:f LICHRIC I &) 1¢ign

w

bl

l]
:
G

( J Z(x1,...,xn) 1¢idn

aEch(rij) ~

les systémes sont du type algébrique et donc leurs solutions minimales sont des
n-uplets de langages algébriques. De plus, Sch eat de type régulier et donc sa

solution minimale est un n-uplet de langages réguliers. Montrons que la premidre
composante de la solution minimale de S? (respectivement Sq) 5 Sch) est (’(L)
(respectivement tp(L) ' ch(L)). Prolongeons les applications

(S (1%~ {/\j)n en posant

f(B1 1By

f,(petch?a

,Bn) = (f(B1,f(B2),...,f(Bn)) (f=¢,9 ou ch)

On remarque alors que les diagrammes suivants sont commutatifs

(P@ ap —F (P@-3A1)"

\’(resp. 9,ch) /g(resp. 9,ch)
v

(?(T*- {/\}))n .F(’ (resp. F

v F)
h! Q@
08 (- gng 0"
ou P, F}, , F et Fch désignent les fonctions assocides aux systémes S , S(,
S et Sch . Le résultat cherché résulte alors du théorime sur le transfert des

lutions des sysieuwes & point Tixe démontré au paragraphe 0. 5.

La réciproque est évidente. En effet, toute grammaire algébrique peut &tre considé-
rée comme une Co-bigrammaire, ce qui résoud le probléme pour 1'ensemble des mots
des racines et 1'ensemble des mots des feuilles. D'autre part, si K est un langag
¢ = (N,7,::=,%) , K est le

¢ = (N,T,2,X) telle

régulier engendré par la grammaire lindaire droite
des chemins du bilangage L engendré par la bigrammaire

que




(h,axB) € P <(===> A::=aB
(A,8) € P (===> Ai:=a

(A, A) EP <==> A::= N

Ta proposition 3.1.1.7. signifie que les bilangages engendrés par les

o -
OA

brgrammaires sont les bilangages algébriques pour la structure de binoide de V .

Dans la these de Lescanne L12) on a introduit ces bilangages d'une autre facon

sous le nom de langages binoTdaux.

3.1.2.— Un cas particulier : les bigrammaires régulidres .

Les
sens de Quéré (20].
eat celui des grammaires régulidres {ou linéaires droites), dont les régles sont
(A,aB) ou (A,a)

ges réguliers (ou r&tion.nels).

Co—bigrammaires engendrent en général des bilangages non réguliers au
Dans le cas des grammaires algébriques, un cas particulier
de la Torme avec o« € T* . Ces grammaires engendrent les langa-
Nous allons définir des bigrammaires qui sont 1'ana-
logue des grammaires réguliéres et montrer en caractérisant les bilangages engen-
drés en terme de systéme & point fixe, que les langages engendrés par ces bigram-

maires sont bien les bilangages réguliers déjh étudiéds par Quéré P01 et Berlioux L1l

Définition 3.1.2.1.- On appelle bigrammaire régulidre, une Co—bigrammaire
¢ = (N,7,P,X) telle que les productions de G sont de la forme

(4,7+B) ou {(A,r) avec (.«(r)@ ™ , A et BEN.

Remargque.~ De méme que pour les Co-bigrammaires on peut supposer sans apporter
(A,r+B) ou (&,r)

r des non-terminaux n'apparaissent qu'aux feuilles, ¢'est-a-

de restriction que dans les productions de la bigrammaire G ,
les occurences dans
vérifie

(vBew(r

dire que r
2(x) C4AD)

Nous allons donner une forme réduite des bigrammaires régulidres qui permettra

de caractériser les bilangages engendrés en terme de systéme & point fixe,

Proposition 3.1.2.2.- Pour toute bigrammaire réguliére G , il existe une bigran-
maire & d'équivalence & G et dont les productions sont de la forme (A,sxB+()
ou (A,A) avec ACN ,BEN,CEN et a€T.

|

Démoustration.- Remarquous déja que l'on peut se ramener au cas ou toutes les régles
oFhion) SR AP0) £

sont de la forme (A,r+B) ou (&,A) , quitte & rajouter des non-terminaux et des
regles du type (A, N\) .
a) Soit @ = (¥,T,P,X) une bigrammaire réguliére. Montrons qu'il existe une

35 1

bigrammaire régulidre G1 dquivalente & G dont les productions sont de la forme

(A,v+B) ou (A4, A) avec le(r)l: t . En effet, si (A,axs+t+B) est une produc-
tion de G , la grammaire obtenue en remplacant cette production par les deux
productions (A,aws+A') et (A',t+B) ot A' est un nouveau non-terminal, est

équivalente & G . En réitérant cette transformation, on obtient (}1 E
b) Montrons qu'il existe une bigrammaire régulidre G équivalente & G

les productions sont de la forme (4,a xr+B) ou (A,A) avec r réduite A son mot

des racines et e(r € F* . En effet, si (A,ax(r! SHART FE I+ e X! )+B) est une

production de G1 telle que r' est une ramification réduite & son mot des racines

dont

et e(ri)e N* , la grammaire obtenue en remplacant cette production par les produc—
tions (A,an(r(')+lx1+ri+...+An+rl'1)+B) s (Ai,aixriﬂ.‘) , (4, A)
est équivalente & G, (A1 veeer A et A

~éitérant cette transformation sur G

pour i = 1,2,...,n
sont de nouveaux non-terminaux). En

{1 on obtient G2 D

¢) On est donc ramené au cas ou toutes les productions de G sont de la
(4,8xr+B)
plr) e ¥ - {n}

récurrence sur 1'entier n

forme ou (A, A) avec r réduite 2 son mot des racines et

. Nous allons construire la bigrammaire G' en raisonnant par
défini par

2o = Sup(leg(2)l 5 (I4)(3 B)(T a)((4,axr+B)E P)) .

81 n, =1 =G

G
et supposons maintenant que nG

(Ai,aixri+Bi) s d = 1525..

, alors @' convient. Supposons G' construite dés que nG\( k

=k + 1 . Considérons les productions

P de G telles que [p(ri)[ =k + 1 . Donc

r.=A?+A?+r.‘.
1 1 1 2

Soit P’

Considérons pour chaque i

l'ensemble de ces productions et P2 =P - P‘l 2

de (1,p] des vocabulaires N, disjoints de N,
digjoints deux & deux et en bijection avec

P
Considérons la grammaire G" = (N U(U
i=1

N par 1l'application 'l:i : N.l >N .

Ni), T,P",X) , P" étant défini par
_ o
P, C P

1.2 I -
= (Al,aix(Ai+Ai+ri')+Bi)€ P &> (Ai,aix(ei (Ai)+ri)+Bi)€ P

et (B](4,),a,x(T

3

1(A;)+ri)+ r:l'(ai))e Pn

-AEN, ,BEN , (ti(A),rvci(B)) € P, ¢==> (Ar+B) € P

-heN et (T,(A),A)EP &= (A,Af)EP.

E L3

Montrons que G" est équivalente & G . Pour cela, montrons que




*

*
(1) Ay—m t = h(fa)»-a—- n(t)
-/P\ N
oi h est 1'application de KU UNi UT dans KUT définie par
i=1
n(A) = A
h(Axr+s) = si A€ NUT, alors A xh(r) + h(s) sinon

si AEN, , alors T_(4)+ Af x u(r) + his) .

h{r+s) = hir) + h(s) 0

fait par récurrence sur la longueur q de la dérivation

Remarquons que

Cette démonstration se
*

A»—G;—t et en utilisant le lemme suivant qui est une conséquence immédiate du

lemme utilisé dans la démonstration de la proposition 3.1.1.6.

Lemme.- Soit G = (N,T,P,X)

az(B1+...+Bn) + B»%t == (3t1)

P t M Il
Bow——t, et Bl s et (Z pi)+p’=
55

une bigrammaire régulidre
(3tn)(3 s) (t:ax(t1+...+tn) +8 et

i P)~

Pour g = 0, la vérification de (1) est immédiste.
Supposcns 1'implication (1) établie pour toute dérivation de longueur au plus gq ,

et montrons-la pour une dérivation de longueur gq + !

Q
ler cas : A€ N . On a A?ra,—'t‘rcr,—,t , avec (A,t') € P" .

-81 t'= N , alors t = A et le résultat est &vident.

N
-si 1€ NUD -{A}, alors t' = ax(B +B,+...4B ) + B . En appliquant le

!

lemme ci-dessus et 1'hypothése de récurrence, le résultat est évident.

N

-8 '@ NUT, alors t' = ax(B'+B,+B

e . 2+...+Bn} +7B 2et pour un i€ [1,p],
- (- 4
ona A=4 et B _‘t,’.l' (Ai) . De plus \Ai,ax(Ai+Ai+B1+.,.+Bn)+B) est

une réegle de G . En appliquant le lemme ci-dessus, on obtient

v q. q"
b2 ax(eiat 4.4t ) 48, Aime s’ , Bp—d—t | B———n ot
( | » : 7y P Bt a7

I
q' o+ B qj +q" = ¢ . En appliquant 1'hypothése de récurrence, on obtient
J=t

* * *
2?—'}1(8') , Bj'k—-‘h(tj) et B»T_h(s) . Donc de

1
L AT G

Ao ax(n{s Jan(s )+ .+n(5 ))+n(s) = ()

3.13

On a A»———G,, t'»q_t avec

sont les suivantes :

(4,t') € B

. Les différentes possibilités pour t'

-t = et A= 17'i1(A.)

a % (T (A;_)+CW+...+CH) g tZ’(Bi) .

-1
¥

Dans ce cas * = aix({!+t1+...+’cn) + 8" avec

95 q"
-1 1t
oot T (B) et

T N
'Ci (Ai)»*s (el

G"
En appliquant 1'hypothése de récurrence, on obtient
*

* *
1 2 | 2 n
Ai‘+ A e n(s') , cj»—h(t M o B, + AT n(s")

G J

*
2 1), ~2 2
prum— %
Donc A + A= a (A1+Ai+c1+"'+cn) + B, + AD>——

ai&(h(s' )+n(t,)+.. .+h(tn))+h(s").
h(A)»—f—

A hit) .

Done

-t =r+B avec BEN, et ('Ui(A),H’Ei(B))E P, .

Ce cas se traite de la méme fagon.

—t':A?
i

’”~
En appliquant 1'implication (1) avec A =X et t €T, on obtient
BL{¢") € BL(G) .

Pour démontrer 1'inclusion réciproque, montrons par récurrence sur

(2)(vteh (Y rew [(A»g_ %

et (Ti(A).f\) & P . Dans ce cas, le résultat est évident.

p que

*
=== A t) et

P

(A+Ai»ﬁ.—t = 1:;1(1\) il )] jpour p = 0, c'est immédiat. Supposons

(2) démontré pour tout entier au plus égal 2 p , et démontroms (2) pour

p+ 1
| p+i P
F a A»—G—t === A)G—t’Tt .
- 51 (A,t') € P2 , l'application du lemme ci-dessus et de 1'hypoth&se de

récurrence donne le résultat,

- Le cas A=A, et t' =a, K(A1.+A‘?+r!) + B, se traite de uméme
1 1 R fls 1
2 pHl 2 2 3
b) A+A1*_t -—7;A+A1>_—t'+A1>_t
~1
- 51 {a,t)€ P, , ona-soit ' = A et dans G ona ('r,.l (A),Ai)e p"

d'oh le résultat en appliguant 1'hypothése de récur-

rence

a5




4
¥
1
~soit t' =7 +B etdsms G" ona (B (A),r+T (B)emi,

régulitres.

d'ol le résultat en appliquant le lemme et 1'hypothise
de récurrence,
-Si A=A et t' =a x(A+2%r!)) 4B . Dans ' ona
i i 17171 it
-1 “ty Ay, -1 . )
('Ki (Ai),aix ('Ui (Ai)ﬂ'i) + T (Bi)) € P" . De plus, en appliquant le

lemme, on & t = aix(t1+t2) +8 avec

1 n "
Moy e b, rpre—t Bi+A§b%—s et p' 4" 4 p" =p .
1y * £
D'ol en appliquant 1'hypothdse de récurrence N (Ai)b-a,— £y o I':'L»E,,— t,
"671(}3 )»L s . Donc 1_1(A)»~*— t
i i G" i G"

Donc (2) est démontré pour tout P . On en déduit immédiatement BL{G) € BL(G") .
Donec G et G" sgont équivalentes et nG.,< By - D'oh en appliquant 1'hypothese

de récurrence, la construction de la bigrammaire @' cherchée.

Remarque.- La dernidre, partie de cette démonstration est inspirée de la construc-
tlion d'une grammaire régulidre engendrant le produit de deux langages réguliers

engendrés par deux grammaires régulidres.
Proposition 3.1.2.3.- Les applications suivantes sont continues pour la structure
de treillis complet de (F(F))2

£, (A,B) —5 AUB

f} : (A,B)—yaxA+B={axr+s ;i TE 4 et seB}

f4:A-—-){A}

Les systimes de la forme X = F1(X1,...,Xn)

X, = Fz(x1,...,xn)
' S
¥ =" (X, . .,%x)
n n 1 T 4
ol les F‘l sont obtenues par composition & partir des applications f1 ,i‘éa i f4

.
ont des solutions dans @(T) et les composantes des solutions minimales de tel

systéme sont exactement les bilangages engendrés par les bigrammaires réguliéres.

Démonstration.- Cela résulte immédiatement de la proposition 3.1.1.3. qui associe
bijectivement les Co—blgramma.ues et les So—systémes. Ici il est évident que les

C,-brgrammeires associées aux systdmes décrits dans la proposition 3.1.2.3. sont

Les bilangages réguliers introduits par Quéré L2Q et définis d'une autre
manidére que celle-ci, vérifient les mémes systimes & point fixe. On trouve donc que
les bigrammaires régulidres engendrent exactement les bilangages réguliers. Remar-
quons que la proposition 3.1.2.3. signifie que les langages réguliers sont les lan-

~
gages algébriques pour la structure suivante de V :
on se donne card(V) opérations binaires fa telles que
fa(r,s) =axr +s

et une opération O-aire A .

Annexe au paragraphe 3.1.2., : Une nouvelle caractérisation des bilangages réguliers.
En théorie des langages, on caractérise les langages réguliers & 1'aide des
classes de contexte & droite. Par définition, si L est un langage sur V et si «

est un mot de V* , la classe de contexte 4 droite de a« est 1'ensemble
D (a) ={ P PEV* ot aPeL
régulier si et seulement si 1'ensemble des DL(a) est fini. Les outils introduits

. Un théoréme classique affirme que L est

1ci, permettent de généraliser ce théoréme aux bilangages réguliers.

A
Définition 3.1.2.4.~ Soit L un bilangage sur V . Soit r une ramification de V

on appelle classe de contexte de r pour L , 1'ensemble CL(r) défini par
' A~ 1
CL(T)={t;teV1 et t(r)éL} .

Proposition 3.1.2.5.- Un bilangage L sur V est régulier si et seulement si 1'en-

semble des CL<r) est fini.

Démonstration.— Pour faire cette démonstration, nous utiliserons la caractérisa—

tion suivante des bilangages réguliers :

Un bilangage sur V est régulier si et seulement si il existe un V-binoide fini B
et une partie B' de B tels que si h est 1'homomorphisme de V-bincide de ?
onait L=n"l(B) .

(Cette caractérisation a été introduite par Quéré 207 et est aussi rappelée su

dans B

paragraphe %.4.).

Supposons que L est un bilangage régulier sur V . Soit B , B' et h comme

ci-dessus, tels que L = h~1(B') . Montrons que
n(r) = n(s) == ¢ (r) = c,(s)

De 12, on déduira qu'il y a au plus card(B) classes de confexte pour L . Pour

démontrer 1'implication ci-dessus, il suffit de montrer que
A W 1
n(r) = h(s) ===> (V1€V)(n(t'(r)) = n(t'(s)))

et cette implication se démontre immédiatement par récurrence sur t .
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Réciproquement, supposons que pour un bilangage L sur V 1'ensemble des classes
de contexte soit fini, et montrons que L est un bilangage régulier. Soit ‘é’
1'ensemble des classes de contexte pour L . Pour obtenir le résultat voulu, il
suffit de munir °g d'une structure de V-binoTde telle que 1'application

CL 2 G.—;‘g soit 1'homomorphisme de binoIde de ’\; dans ¥ muni de cette struc-
ture. On aura &lors L = ci’({c ; CEYG et 1€ C}), et d'aprés la caractéri-
sation des bilangages réguliers rappelés ci-dessus, on aura bien démontré que L
est un bilangage régulier. Pour munir f d'une structure de V-binolde telle que
Cs ¢ ?I — €  soit un homomorphisme de V-binoide, il suffit de montrer que C

L

L
est compatible avec les lois de V-binoIde de ? .

C'est-a-dire que

r+s) = C_(r'+s')

1 CL(r) = CL(r') et CL(s) B CL(s') =>C L

(r') == (Yaev)(c

¢

- CL(r) C (axr)=C (akr')

|

L L L

= = '
Supposons que CL(r) = CL(r') et CL(s) CL(s ).
On obtient :

te CL(r+s) —==> t (r+s) € L = t'(1+s) € CL(r) e=> t'(148) € cL(r')<==>
t1(r4s) € Le=> ¢ (r'41)€ cL(s) == £ (r141)E cL(s') s

t'(res")€Le=> t € (r'4s")
d'ol le premiére implication.
Supposons que CL(r) = CL(I") et soit a un élément quelconque de V .

On obtient :

& GCL(axr) (== t1(ax r) &L =) t1(a:<1)6 CL(r) P

t1(ax1)é CL(r‘) (=== t‘(axr') € L (=== tGCL(axr')

d'ol la deuxidme implication., La struxture de V-binoIde de ‘@ est alors définie
par

¢ @ m cL(r+r‘) avec r et r'

ax (.= CL<a)\r) avec r tel que CL(r) = 1@

tels que CL(r) =C et CL(r ) =C

3.2.- Bigrammaire de degré un et & contexte libre.

Les productions de ces bigrammaires sont de la forme (AxT,r) o r estun
polyndme injectif sur T U N . On remplace donc un non-terminal indépendamment du
contexte dans lequel il est placé. Malgré cette remarque, on montrera que les lan-

gages engendrés ne sont pas algébriques en général. Nous étudierons une caracté-

risation de ces bilangages en termes de systéme & point fixe, puis les langages

engendrés.

3.2.1.~ Définition d'une 01—bigammaire et caractérisation en termes de systéme

% point fixe des bilangages engendrés.

Définition 3.2.1.1.- On appelle bigrammaire & contexte libre de degré un ou

C1—bigrammaire, une bigrammaire G = (N,T,P,X) telle que

- G & un seul aziome X .
P
- les productions de G sont de la forme (Axi,r) ob AEN et r & NLJT1

est un polyndme injectif de degré 1 .

Nous allons donner une forme réduite des Cl-bigrammaires qui facilitera leur
étude. Nous aurons besoin au cours de la démonstration de définir tx1!1 ol

P
t € NUT . tA1 signifie intuitivement que 1'on a greffé 1 en dessous de la pre~

piére feuille de t wutilisant la récurrence A x 1 =1

(ax r+s)x1 = aK(rx 1) + s
Si t est non vide, t x 1 est bien un polyndme injectif,

Proposition 3.2.1.2.- Pour toute C, -bigrammaire G = (N,7,P,X) , il existe une
Cw—bigrammaire équivalente @' = (N',T,P',X) équivalente & G et dont les régles
sont de la forme (A% 1,B+Cx1) ou (4 x1,Bx14C) ou (Ax1,BxCx1) ou

(Ax1,ax1) oh A, B et C sont des non-terminaux et a un terminal.

Démonstration.- On va raisonner par récurrence sur ng = sup(n{r); (3 A €N)(ax1,r)EP).

Pour n, = 1,2,3 , la proposition est évidente. Supposons-la démontrée pour
n £ k et supposons que n, = k+ 1 .Soit (A,r) une production de G telle que
n(r) =k +1 .0na r=xxs8+t avec x € NWUT . On remplace cette production

par les productions suivantes :

AN N
~si t£# A et xxs€ENUT et tE€NUT, , alors (Ax1,B+0x 1)

(Bni,{xxs)ni1), {Cx1,t}) o2 B et C sont deux nouveaux terminaux.

alore (A %1 Bwii) (R 1. vwea)
7 , glore (AT, Bwisf) , (Brit,xxwe) ,

LI S XHEEI‘TUT1

(Cx1,tx 1) oi B et ( sont deux nouveaux terminaux.

~si t= AN , alors (AXW,BXC)M) , (Bx1,xx1), (cx’,s)

ol B et C sont deux nouveaux non-terminaux.

I1 est & peu prés évident que cette nouvelle grammaire engendre le méme bilangage
que G . En appliquant 1'hypoth®se de récurrence, on obtient alors la grammaire @'

cherchée.
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Remargue.- Quand on écrit dans la démonstration ci-dessus (xes)x1 ou t %1,
on greffe la variable 1 en degsous de la premitre feuille de la ramification con-
sidérée. (e choix sur la place de cette greffe est un peu arbitraire; cependant

quand on utilise des productions ol interviennent ces ramifications, on remarque
que le non-terminal qui est rééerit, se trouve & une feuille. On utilise donc ces
régles comme si elles étaient de degré zéro et la place de la variable 1 n'inter-

vient donc pas.

Proposition 3.2.1.3.- Tout bilangage L ne contenant pas A et engendré par une

Co-bigrammaire, est aussi engendré par une C1—bigrammaire.

Démonstration.- Comme L ne contient pas A , il existe une Co—bigrammaire
G = (N,T,P,XO) sans A engendrant L . Considérons la Ci—higrammaire
¢! = (N,T,P',Xo) définie par {Ax1,rx1)€ P' <> (A,x)E P .

Comme dans r les non-terminaux n'apparaissent qu'aux feuilles, dans une déri-

vation & partir de Xo dans G' , on utilisera les productions comme si elles

N

étaient de degré zéro. Donc G' est équivalente 3 G . (Il est cependant faux

* *
qQue T t le==> r»’(}'_t , cela n'est vrai que si r vérifie (Vu&(NU‘T,*)

(¢ AG.N)(aeF‘A(r) ===y ¢ = N ),

La réciproque de cette proposition est fausse. En effet, considérons la

C,~bigrammaire € = ({}(1 5 {a,b,c} ,P,X) telie que P = {(X x1,axXxbxi) ,

{(Xx1,c%1) . On obtient de fagon évidente
BL(G) ={ axax ...xaXCXbx...xb ; n€ IN} .
n fois n fois
Donc ch{BL(G)) :{ancbn ; n€ INE n'est pas un langage régulier, et donc, d'apres
la proposition %.1.%t.5., BL(G) ne peut pas &tre engendré par une Co—bigrammaire.

Pour nous permettre de faire rigoureusement des récurrences sur la longueur

d'une dérivation dans une 01—bigrammaire, on introduit les définitions suivantes :

Définition 3.2.1.4.- On appelle squelette de ramification sur V , une ramification

de V U IN' telle que tout entier 1 a au plus une oceurrence dansr . C'est-a-
dire que r est un squelette sur V si
(r€TUN) et (Yi€M) (cara (7,(x))&1)

i
Définition 3.2.1.5.- (Fonction associée & un squelette). Soit r € VU [1,n] un

squelette de ramification sur V , On associe a
A
de (V1)n

¢ant dans r

r une applicatlon encore notée r

A
dans V de la fagon suivante : r(r1 ,rz,...,rn) est obtenu en rempla-

chaque i par £ et on utilise la variable 1 de r,  pour greffer

ce qui est en dessous de T Formellement, on définit cette application par

récurrence sur r en posant

L) = A

A(rl,rz,.. n

B e ——
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si i€, alors (in+s)(r1,r2,...,rn) =sir=A alors c(ri)+s(r1,...,rn)
. 1
si non ri(r(r1,...,rn)) + s(r1,...,rn)
si x &V, alors (xxr+s)(r1....,rn) = xX r(r1,...,rn) + s(r,,rz,.,.,rn)
(quand r. est réduit & zx1 , on écrira seulement x).
Exemple
1 T4 a c b a a a a
. X * =/ \e
2 a ¢ b & b1la ’\ b ¢ a
1 1

& a
1 / \
a b
Proposition 3.2.1.6.- Soit @ = (N,T,P,X) une C,~bigrammaire et r
sur T appartenant & T U [1,11] . Side s€ TWUN dérive avec p

un squelette

réécriture s'

et 81 s = r(r1,r2,...,rn) y alors s8' peut s'dcrire s' = r(s1,52,...,sn), chaque
s, dérivant de r, avec p, réécriture. De plus, on peut imposer

1 . . .

E rgrp . (6i chaque i de [1,n] eapparait effectivement dans r , on a

n

o P =0

i=1

Réciproquement, si s = r(r1,r2,...,rn) et s'= r(si,..,,sn) et si chaque 8y

dérive de r, avec P; réécritures et enfin si chaque i de [1,n] apparalt

r , alors D= i P
3 4,
i=1

effectivement dans s' dérive de s avec reécritures.

Démonstration.- Pour démontrer cette proposition dans le sens direct, on fait une

récurrence sur p et on obtient facilement ie résultat. Pour la réciproque, une ré-

currence sur r donne immédiatement le résultat.:

Lorollaire.- Soit G = (N,T,P,X) une Crbigrammaire.
5 o P
10 = s 2
) Tyyp—s et r T+ T, == (3 51,52,p1,p2)(r1»-— 8; et Iy,

et Py +P, =D et 548, =3).
N

20) Soit r, et r. deux polynbmes sur N U'T1

1 2
P

P
p 1 2
T Toyy— 8 === (BBVSZyPT,PQ)(r,»—— 8, et Tyop— s, et PtR, =

et sy ® 82:3).




Démonstration.-

39) ax r‘»_’; s et

€1 &= (Ia')(

r'»z_ s' et s
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= ang').

Ces trois équivalences résultent de 3.2.1.6. en prenant comme squelettes respecti-

vement

Nous allons maintenant caractériser les bilangages engendrés par les

bigrammaires en terme de

régles du type

prolongeant la loi externe X

1 +2, 12, axt

systéme

CT_

A point fize, Pour traduire dans un systeme les

telle que

(Ax 1,BxCX 1), on aimerait introduire une loi interne

* * *
Byy—T et Cyye 8 <==% BX Cynp— rxs .

Intuitivement, la loi

la ramification s

pas, & priori, particulariser une feuille de r

fera s pour obtenir

en dessous de

A
dans V,

x doit "greffer" en degssous d'une certaine feuille de r

. Une étude sur des cas particuliers montre que 1'on ne peut

laguelle on gref-

rxs , cela dépend en effet de la forme de la dérivation

B;._r .(Dans Quéré [20], on a étudié, sous le nom de bilangage algébrique, les

bilangages obtenus en faisant toujours la greffe sous la premiére feuille de r .

Ce cas correspond & des

de la forme

C1-bigrammaires qui sous forme réduite n'ont pas de régle

(Ax 1 , B+Cx1)). Pour tourner cette difficulté, on va considérer

*
les bilangages P(A) = {r i TE€T, et Axig—r}; envertu du corollaire de
*

*
3.2.1.6., ona Ax!ye—mr et Bx1,;_s ===y AxBM»_ros.(Sa variable 1

joue le réle d'un marqueur indiquant sous quelle feuille de r

la composition © des polyndmes donne la loi X

cherchée), E

on doit greffer s,

tudions d4'abord la

~
liaison entre les bilangages P(A) et les bilangages L(A) =f{r ; r€ T et

A;—FS'

Propogition 3.2.1.7.- Soit G = (NW,T,P,X) une C,-bigrammaire
A

. La fonction

A
LB v1__>v est la fonction corps d'un polyndme (cf. 1.1.7.). Soit A un non-

terminal de G .

*
Axlgg—r == rée

*
A gy 8

En particulier

L{a) = ¢

P(4))

avec

A
NUT

I~

o)
P(A) :{r i r€T, et Ax1»:. r}.

des dérivations.

- An1»&.r

Pour

A

—=> rENUT, et

*
i et Ay c(r)

== (3r€NUT1)(Axl>:_r et clr)

L(A):}r i r€ T et 4

A,;_ c(r)

. Donec Ax1»p_t>>—r :
1'hypothése de récurrence, on obtient t € NV T1 et A»E_ c(t)

= s).

»*__rz et

Ces deux assertions se démontrent par récurrence sur la longueur

p =0, cette implication est évidente. Supposons-la démontrée jusgu'au

rang P . Supposons gue Ax |1 ,;’i. r

En appliquant

. Pour ne pas
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confondre la variable 1 de r et les variables des po/lalﬁmes utilisés dans les
réécritures, nous utiliserons des p}l_{n&nes u de NU T2, De plus u2 désignera
ici la fonction de N U 'I.‘1 dans N UT1
et c(u) sera le polyndme obtenu en supprimsnt la variable 1 si elle apparait

dans u . Comme ty—7T , pour une certaine production (Bx1i,s) de 6

associée & la deuxiéme variable de u

et un polynbme u € NUJ T2 , on &
t = uz(th') et r = uz(sj(t')) .

P
ponc r€&€ N\ 'I‘1 et suivant que 1 apparalt dans le mot des feuilles de u ou de ¢’

on & respectivement :
oft) o(r) = e(w?(s'(£)

ou c(t) = ue(Bx c(t')) et c(r) = uz(s1(c(t'))

c(W(Bxt') et

]
i

Dans les deux cas, on obtient c(t)syp— c(r) et done A,a,pi o(r) .

_hppew ey (BE)MAKIgeer st a(z) =m)

Pour p=0, onprend v = Ax? , Supposons cette implicetion démontrée pour p .
P
A »..—H 8

. Done A»g_t»._s . En appliquant 1'hypothése de
o
récurrence, on trouve un polynfme r'€ NV T1 tel que Ax 1»&1" et clr') = ¢

Supposons que

Avec les mémes conventions que ci-dessus pour les polyndmes
(Bx1,v) de

u , on obtient pour

NUT2

une certaine production G , et un polyndme u de
Z(th') et s:uz(v1(t'))

A

t=u

Donec r' = u'2(th') ou r'=u th“) suivant la place de ! dans '

Dong r = u'2(v1(’c')) ou r = uz(v1(‘c")) est tel que r'yy—1r et elr) = s .

Proposition 3.2.1.8.- (Systéme a point fixe associé aux C1~bigrammaires).
A

~
Considérons l'ensemble des polyndmes T, & une variable sur T . (@(T1))n est

1
un treillis complet pour la relation d'inclusion et les fonctions guivantes

gont continues : 3

telle que

e (RTNZ By taite que £(4 B oo(n)enoS o(r)ieir €8 of sEBY
2 VSR == vy SLES QUE B\ e T SON ST NIRRT Sy
~ A
£y ¢ (?(TW))Z,_b @(T1) telle que fB(A,B) = A+c(B)={r+c(s), r€A et seB}
A
£, (9<T1))2—> 9('1’1) telle que f4(A,B) =40B={ros; r€ & et s € Bf




3.22

P, ((P(T1))n___> .’P(T1) telle que Pi(A1,...,An) =4

£, It (9(T1))n__> ?(T1) telle que fa(A) ={ax1} .

De-plus, ces fonctions transforment des ensembles de polynbmes injectifs en

des ensembles de polyndmes injectifs.

~
Les systémes S sur (?(T1))n de la forme

S+ X =F(X,..0K) 1€ ig n

ou les F‘i sont obtenus par composition des fonctions ci-dessus sont appelés

A
01—sys’cémes. Tout systéme de ce type admet des solutions dans (5.33(1‘1))n , et de
plus, la solution minimale est formée d'un n-uple d'ensembles de polyndmes
injectifs.
Un bilangage L est engendré par une C1-bigrammaire si et seulement si 11 existe

un tel systéme dont la solution minimale sont (L1 ,L2,..‘,Ln) et c(L1) =1,

Démonstration.- La premidre partie de la proposition est évidente.

Soit § un C, -systéme. Soit @: (T(ﬁ))n_> (?(1"\1))“ défini par

é(x1,...,xn) = (®x,...x) ..., F (%o, X)

La solution minimale de S est () @n( ¢,¢,..., ¢) . Il est immédiat,
ny0

par récurrence sur n , que @n(¢,¢,...,¢) est un n-uple d'ensembles de
polyndmes injectifs. Donc la solution minimale de S est formée d'ensembles de

polynémes injectifs sur T .

En utilisant le résultat rappelé au chapitre 0 , tout C1—systéme est équi-
valent & un 01~systéme de la forme
P.
o,
§: %=\ @.(x,0.45) ob @, est L'une,des fonohions de
b1 =1 ij ™ n ij
base autre que l'union.

A tout Cw-syst‘eme S de cette forme, on peut associer une 01-—bigram.maire

G= (N,T,P,X) sous forme réduite et réciproquement en posant

- N:{x7 v Xy aeens xn}

—X=X1

- (X x LXK X 1)EP =5 (3 |'_1.pi])(cij(x1,...,xn)
(xix LX X 14K, )JEP = (3 [1,pi])(aij(x1,...,xn)
(xix 1A XX x 1EP &==> (3 [1,pi‘])(cij(x1,...,xk) =x° xk,)

(X, %1,8x1)@ P ¢==> (33E[hpi])(Gij(X.',...,Xn) = {ax1})

"
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o(x) +x.,)
o+ olh,)

A *
Posons P(Xi) = {r i r € T, et X 1»—..1'} . En appliquant le corollaire de

la proposition 3.2,0.6., on obtient immédiatement que (p(Xt) veees (X))
n

solution de S . D'autre part, la solution minimale de

s

est

n
nL>JO §(¢,¢,..., ¢) et on obtient en faisant une récurrence sur P Qque
7

est une

(Vp@N)(tx 1 5B zef, —> (3nemM)(ren, ($%(8,9,...,0))) .

Done (p(Xw) yeees p(Xn)) est la solution minimale de S . D'aprés la proposi-

tion 3.2.1.7., on a BL(G) = c(P(X1))




3.2.2.~ Langages engendrés par une C1
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bigrammaire.

Proposition 3.2.2.1.- Soit G = (N,T,P,X) unme ¢, bigrammaire. Le langage

L=%a;3r €BL(G) et « =/o(r)} est un langage algébrique.

Démonstration.- On peut supposer G sous forme réduite. Considérons la grammaire

4 contexte libre (3 = (N,T,::=,X) telle que

A 1= BC (== (Ax1,Bx1+0) e P ou {(Ax1,BHCxi) &P

A i:= B ¢===) (IcelN) (4x1,BxCx1 )e?P)

A 1:= a (=== (Axt,axt)eP.

On obtient immédiatement

Ty ==>P(r) =P(S) ou f(l‘) ?F(S)

« >g—-f et a =/0(r) ===3 (Js) (P=}3(s) et rP»— g)

Donc le langage L est engendré par 3 .

G

Proposition 3.2.2.2.- Soit G = (N,T,P,X) une C, -bigrammaire. Soit L le bilan-
gage engendré par G , alors Ch(L) = iu;(BrE.L) (aeC‘n(r))} est un langage algé-

brigue. Réciproquement, tout langage algébrique ne conterant pas le mot vide est

1'ensemble des chemins d'un langage engendré par une C ~bigrammaire.

1

Démonstration.- La réciproque est évidente., Pour établir la proposition directe,

on peut supposer G sous forme réduite. Modifions légérement la bigrammaire €

pour mettre en évidence les non-terminaux qui apparaissent aux feuilles dans une

dérivation & partir de X .

Pour cela, considérons la bigrammaire

G' = (NUN',T,P",X) ob N' est un vocabulaire disjoint de N UT et en bijection

avec N par la bijection A p--y A' et olt P!

(Ax1,Bx1+) € P ¢===> (A x1,Bx1+C) € P!
(Ax1,B+CX1) & P ¢===3 (Ax1,B+0x1) & P!

(Axt,ax1)e P ¢===> (Ax1,ax1)E& P' et

est défini par
et (A'x1,B'x 14C) & P!
et (A'x1,B+C'X1)& P!

(A'x 1,ax1)e& P

(Ax1,BXCx1) &P ¢==p (Ax1,B'x Cx1)eP' et (A'x1,B'xC'x1)& P

On obtient alors

* *
et H— ]
X ’—G r (=== X o T

Sl
ob r' est obtenu & partir de r en remplagant chaque non-terminal de G appa-
raigsant dans r ailleurs qu'd une feuille par le non-terminal de N' correspon-
dant. En particulisr BL(G) = BL(G') .

Considérons la grammsire algébrique = (FUN'U N, JT,ii=,%) ol N,

est un vocabulaire disjoint de N, N' et T en bijection avec N et N' par
P> A

1 gmmt P et ol ::= est défini par

les bijections A

10) A z:= B ¢==) (3¢) ((Ax1,Bx14+C) &P ou (Ax1,B+Cx1)ep!)
2¢) A" r:=B' ¢==> (3¢) ((A'x1,B'x14C) & P' ou (A'x1,04B'x1)eP')
30) A t1=a (=> (Ax1,ax1) € P!

40) A' s:=a =) (A'Xx1,ax1) & P’

50) A' :i= B'C! ¢===> (A'X1,B'xC'x1) g P

6°) A 1:= B'C ¢===) (AX1,B'XCx1) & P

7°) A ::=B; {===>(3¢) (4 x1,B'xCx1)eP")

89) A, 1= B (==} (3c) [(a'x1,0'x 14B) & ' ou (&' x1,B+0' x1)e€pr]
90) A, 3= B (==} Ac) L(a'x1,B'x 140) € P' ou (4'x1,0+B'x1) & P!
ou (A'x',B'xC'x1)gP]

100) &

| 1= BIC, &=> (A x1,B'xC'x1) €P

La signification des régles 1 & 6 est & peu prés évidente. La régle 7 permet
de mémoriser qu'a cet endroit on pourra obtenir une "bifurcation" dans les chemins
de la ramification si on peut appliquer une production du type (B' x1,C+D' x1)
ou (B'x1,0' x14D) . La régle 8 est utilisée quand cette "bifurcation" existe.
Les r2gles 9 et 10 conservent un non-terminal de N1 jusqu'a ce que 1'on puisse

appliquer une régle 8.

Démontrons g_{i\engendre cn(L)

Pour r€ NUN' Y T, posons
oh'(r) = fa;(Jpecn(r)) @L'eN') (') (3u") (P=o:’A'a" et a=a'A )}
Montrons que

armr ===y (Vo) [(aeCh(r) ou aelh'(r)) == & >—ad (1) .
La démonstration de (1) ge fait par récurrence sur la longueur p de la

*
dérivation A»-—G’

*
Si p=0, ona Ch(r)=$AY et Oh'(r) =f . Dans (d,onabien Ad— A .,

§




==
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Supposons (1)‘démontrée jusqu's l'ordre p et supposons A’?E,L r . Donc pour

un certain »' , on a

A»EI:— ! H—T .

Examinons les deux cas ol la rééecriture r'»z- ¢ affecte ou non un
non-terminal qui est une feuille de '

10) Cette réécriture se fait sur un non-terminal qui est une feuille de r'

—N

1 .
Dome r' =u (B) ol u est un polynbme de N U N'U T

. On notera a, le chemin
de r' arrivant & la feuille B (ao=q(‘)B)

. r est de 1l'une des formes suivantes
1
- r=u(c+d) et (BX1,0X14D)E P' ou (Bx1,04Dxt) & P
On a :

cn(r) = (Calr')-fa 3 UF«!C,a;D}
¢h'(r) = Ch'(z') .

On a dans % les deux régles B 1:=C et B ::= . Donc ao>—— “(',C
et , )——aoD . Donc en appliquant 1'hypothése de récurrence & A»-GP|— r' , on

obtient le résultat

- r = u1(b) et (B x1,b x1) &€ P! , un raisonnement similaire donne le
résultat voulu,

- r=u'(c'xD) et (Bx1,c'xDx1) g P
On & :
ch(r) = (on(r')-ga 3) U £ayC'D}
ch'(r) = cH(r) U falC.} .

Dans % , on a les deux régles B ::=C'D et B ::=C, . Donc on obtient

C D'o
1

£
,,.;
@
L
an
«
g
i
or
0
o+
@
&

|
appliquant 1l'hypothiss de

20) La réécriture r'»G—, r affecte un non-terminal qui n'est pas une feuille

de r . Done ' = u1(B'Xs) ot u est un polyndme de N Y K'Y T, B el
et s est une ramification non vide.

Soit & 1'ensemble des chemins de r' passant par B' , on a

- i“oB'Pi;15i$n} 0

: ' = RIR . " [
Soit © {a°B1} V) faoB iE1 ,Gri)(aoB"B!lE Fie R .
(Intuitivement, ®' est 1'ensemble des mots de Ch'(r') passant par B') .

La ramification r est de 1'une des formes suivantes :
- r= u1(C+D'X s) et (B'x1,0+4D'x 1) € P , Dans ce cas, on obtient
ch(r) = {Ch(r')-B)U feD'p,i1 € 1<n} Uga C}
ca'(r) = (cu'(r')-8) U ga D} U @ ,D'piE,sa B'pIE, € €'F -
Dans g , on a les régles B' ::= D'|C , B1 si= D1IC .
Donc aoB'Fi)__aoD'Po 3 a°B1)—- aoc et comme aoB1 eCh'(r') , on

obtient en appliquant 1 hypoth®se de récurrence que tout a de Ch(r) dérive
de A dans % . On obtient de mdme que tout « de Ch'(r) dérive de A dans fé x

- T = u1(C' X s+D) et (B' x1,C'x 1+D) € P' . La démonstration est exactement
la méme que dans le premier cas.

= r=u1(c'xD‘zs) et (B'x1,C'¥D'x1)e& P' . Dans ce cas, on obtient

¢n(r) = (ch(r')-8) U ga 'D'p,;1¢ 1 <n}
on'(r) = (cn'(z')-g) Uga Ca C'DF U fa C'D'BIE ja DRE € &'3 .
Dans %, on a les régles B' :3=C'D' , B, ::=CJC'D, . En appliquant
1'hypothése de récurrence, on obtient immédiatement le résultat cherché.
- r=u'(bxs) et (B'A1,5%1) €P' . Dans ce cas, on obtient
en(r) = (cn(r")-8 0 o bpst 41 £n}
ou(x) = (00" (1)) U g 89}3, s B'BLE, € €'F -
Dans (-3 , on a la régle B' ::= Db, d'oh le résultat.
Donc (1) est démontrée par récurrence. On déduit de (1) que

*
r €BL(G') et a &Ch(r) =) Xp=—a .

Donc Ch(BL(G'}) C L(g) (L(g) désigne le langage engendré par %) .

Pour démontrer 1'inclusion réeiproque, montrons que

(2) Adab g e(NUN1UT)* ==y (3r) (A»—G*,— r et o &Ch(r)) .

9

La démonstration de (2) se fait par récurrence sur la longueur p de la
dérivation A)—%— @ . Pour p =0, le résultat est immédiat.
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Supposons (2) démontrée jusqu'a l'ordre p et supposons que Aygﬂ a . dernidre lettre de @ . D'aprds la forme de ces rdgles, si «neCh'(rn) , alors
Pour un certain o' , on & done A)-z [ L VN il existe une ramification rn+1 telle que ¢ ] e Ch(rnH) et rn>—— Tt
*
fer cas ;: o' € (NUN'UT)* . En appliquant 1'hypothése de récurrence, on trouve Donc on a construit ume ramification T telle que A¥a T ot
S=S22 < _
une ramification r' telle que A»G—‘ r' et o' & Ch(r') . En examinant chacune a=a € Ch(l‘nH) . C.Q F D.
des réécritures possibles de a' , on obtient facilement qu'elles correspondent p 3.2.2.3.- Lea 1 ndré 1
. . ropogition 3.2.2.3.- Les langages enge 8 par les C, -bigrammaires conti 1
3 des réécritures r'y— r dans G' telles que a & Ch(r) . . ne F 17T Lt
strictement les langages algébriques.

______ 4 @ une occurrence dans o' .

Démonstration.- Il est évident que tout langage algébrique est engendré
En examinant les régles de % , on obtient immédiatement que cet élément de N 4 gébrique est enge par une

1 C1—bigrammaire (par exemple en utilisant les propositions 3.1.1.5 et 3.2.1.3). 11
est nécessairement la dernidre lettre de a«' . D'autre part, parmi les dérivations

existe des langages engendrés par des 31-bigramma.i’1_'es, qui ne sont pas algébriques.

| de A & o' dans % , 1'une au moins de ces dérivations est de la forme . ) .
{ Par exemple, considérons la bigrammaire G = (§X,Y%,{a,b,c},P,X) telle que

! A= a > g > Gy > e B @ > e an=a'>_ G =€ P={(XX1’E+(Y"1)+°)'(Y'1'b”)’(Y'1'a+“(b+b“)%)‘z'
On obtient immédiatement qu'une dérivation dans G est de la forme

avec ake (NUN'UT)* et chaque rééeriture ay >— %5 pour j =k, k... &

N Y - ; a¥ec aay cc a Y

opére sur la derniére lettre de aj en utilisant un non-terminal de N1 . — 2 v o D>—+ ./\, RO & a c g e e a % ... 8
Plus exactement, G >— Ty s'obtient en utilisant une régle du type 7 sur o b b n fois

la derniére lettre de @, ) pour =k, ..., o~ aj >— aj+1 s'obtient en v b

utilisant des regles du type 9 ou 10 sur la dernitre lettre de a.j et Gy >— @

s'obtient en utilisant une régle du type 8 sur la dernidre lettre de «

Par hypothése de récurrence, il existe une ramification T, telle que
Av— Ch(x, )
T T, st o & LA
. . nR 10 ? L

| Donc le langage engendré par cette bigrammaire est fa ¢ jn )l qui n'est
| On en déduit qu'il existe une ramification rk+‘l telle que akﬂe, Ch'(rk+1) pas un langage algébrique.
| (Ch' est la fonction introduite ci—dessus).

En examinant les régles 9 et 10, on en déduit que Proposition 3.2.2.4.- (non démontrée) Les langages engendrés par les

C1-bigramma.ires sont des langages contextuels,
a)g—-P et a&Ch'(r) =) (Is) (r»E-,-s et p&Ch'(s))

Cette proposition n'a pas pu 8tre démontrée jusqu'a présent. La difficulté

quand I >~ ? cst une rééeriture obienue en utilisant une rdgle du type 9 ou 10 provient de ce que Tes rigles des 1 _higremmaires peuvent susmenter la nomhre de
sur la dernidre lettre de a . points d'une ramification sans augmenter la longueur du mot des feuilles. Pour
Donc il existe des ramifications r, (k+1£ j<n) telles que savoir si un mot o« sur T est dans le langage engendré par une C, -bigrammaire
b ’ | -bier

G, il faut rechercher dans BL(G) une ramification r telle que o¢(r) = a .

Typt TG T X Tn A priori, on ne peut pas majorer le nombre de points d'une ramification r de

. , . :
&t Vi€ Ll (a,e0m(r.)) . BL(G) susceptible d'aveir a comme mot des feuilles. Pour démontrer que L(G)
J est un langage contextuel, il suffirait de démontrer un lemme du genre

La rééeriture o y—ra g'obtient en utilisant une régle du type 8 sur la
| o o (VeeL(c)) @resu(e)) (¢(r)=a et nlr)gple(r)))
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ol p est un entier ne dépendant que de G . La démonsty¥ation d'un tel lemme doit
8tre similaire aux techniques employfes dang la démorstration de la proposition
3.2.2.6 et des lemmes précédantiecette proposition.

On peut se demander.'ai 1'on obtient avec les c1-bigram1res tous les langa-
ges contextuels. I1 n'en est riea comme le iont¥e la suite.

Pour le voir, nous alloms démontrer un lemme analogue au théordme des paires
itérantes [ ¢ pour les grammaires i contests libre (si { = (W,T,::=,X) est une
grammaire algébrigue, il existe deux emtiers p et q ne dépendant que de
G tels que tout mot 2z engendré par et vérifiant |z 2P s'éerive
z=uvwxy avec |vwxlLq et vx#£A et pour tout n & N, uvnvxny
est engendré par %) .

Définition 3.2.2.5.- Soit G = (H,7,P,X) une C,-bigrammaire. Soient r et r'
deur ramifications de N UT telles que ryppt ,

On dit que le non-terminal A est auto-imbriqué dans une dérivation memant
de r & r' si A apparalt dans cette dérivation et si A réapparatt dans la
suite de la dérivation dans une sous-ramification qui dérive strictement de la

premiére occurrence de A . Graphiquement, cela s'éerit

ro\ P -t

:

avec unt-u', vnX v' , AXIH»Et, t£Ax 1 et A apparatt dans t .

Donc formellement, on obtient : A est auto-imbriqué dans une dérivation
menant de r & r' si on peut trouver des termes s et s' de cette dérivation

N~
et des ramifications ueTUN1 . Vém , Ll'e,ﬁ}1 y v'&m, tET/L;\N1
telles que :

1. o
- s =u({AXv)
- e =wl (en)
T NG, TRV, A K It

- t#£Ax1 et PA(t);é;é.

On dira que A est fortement auto-imbriqué si, de plus, on a [cp(t)] >, 20

3.31

Les démonstrations qui suivent montrent que pour tout r dérivant de X , il
existe une dérivation de X & r contenant un non-termingl auto-imbriqué (respec—
tivement fortement auto-imbriqué) dds que n(r) (reepectivement |o(r)l) est

suffisamment grand.

Lemme 1.- Soit G = (}T,T,P,X) une C1—bigrammaire. Soient r et r' tels que
r' est dans 'f‘\ et r' dérive de r . Si le non-terminal A est auto-imbriqué
dans une dérivation menant deA r a r', il existe des ra.mificitions SOA et s(‘)
appartenant & TUZAT , weld , vef, t e, vel, , s1ef et

A
XE ‘I‘1 telles que

* 1 * 1
1) r»%—so»—a—so we—r

1
2) s, = uc(Axvo)

3) 8 = ui(t1(v )]
o o0 0o
2 1

4) b =w (axt,1)

5) Ax 1»%—- v
6) r'= ul((u§(11(t(')),1))1(vc))
7) A X initoz,

Démonstration.- Le lemme dont 1'énoncé est assez lourd proctde de 1'idée tres

simple suivante :

En reprenant les notations de la définition 3.2.2.5, on continue dans s et
s' les réécritures qui n'affectent pas l'occurrence considérée du non-terminal A
pour obtenir des ramifications de TV {A¥ . L'écriture de 5, (4) met simplement
en évidence la présence de A dans to , on est contraint d'utiliser un polyndme )
WO de "1}2 pour tenir compte des deux cas ol la variable i de to est en-dessous
de A et ol la varisble 1 n'est pas en-dessous de A (graphiquement, to peut

8tre d'une des trois formes suivantes :




Remarquons que dans le premier cas, 'o est un polyndme de '1‘1 et que 2 est
une variable inefficace dans ¥ . La démonstration de ce lemme résulte immédiate-
ment de la proposition 3.2.1.6. En reprenant les notations de la définition 3.2.2.5,
on obtient s' = (tx(2x3)) (u',t,v') . Donc

1, 1
r' = (1x(2x3)) (UO:%';VO) = “0(? (Vo)) et u'»—é- w o, t%? 3 v'))%— v, -

Comme t contient une occurrence de A , on peut écrire
2
t=w (Axt',1) avec we UT, et t‘e_m.

2 0 » » * '
Done ¥ = wi(x(t),1) et VRSN A X I, tiaE bl

s . 1 1.1 1 2
L f = ' = -
es ramifications s uo(A xvo) et s! uo(to(vo)) avec t = yo(Axt$,1)
répondent aux conditions.
(Cette démonstration signifie simplement que dans s et g' , on a continué

Jjusque dans T les réécritures qui n'affectent pas 1l'occurrence du non-terminal
auto-imbriqué 4) .

Lemme 2.- Soit G = (N,T,P,X) une 01-bigpammaire. On suppose G mise sous la
forme réduite décrite en 3.2.1.2 et que card(N) = ik .

Soit r dérivant de A dans G .

. k s .
19) Si n(r) » 2, il existe un non-terminsl auto-imbriqué dans une dériva-

tionde A & r .

. ko, .
2°) 81 \p(r)l 3 2° , il existe un non-terminal fortement auto-imbriqué dans

une dérivation de 4 & r .

Dénonstration.- Ces deux assertions se démontrent par récurrence sur k .

1°) Pour k =1 , le lemme est évident. Supposons-le démontré pour k et
supposons que card(N) = k! . Dire que A est auto-imbriqué dans la dérivation

A »(*;—- r signifie simplement que A réapparatt dans une réécriture utilisée pour

aller de A & r dans G . Si ce cas ne se produit pas, on a, pour un certsin »t y

A e mt »a—. r et la dérivation r! »;—~r est une dérivation dans la grammaire
Gt = (N—{A},T,P',X) ol P' est obtenu en supprimant dans P toutes les produc-
tions contenant une occurrence de A .

De plus, ona r' =B+ (C ou ' =B XC ol B et ¢ sont deux
non-terminaux de N -~ A3 . (r' = a est incompatible avec 1'hypothtse n(r)aZkH)

S3i r'=B+C,ona r=r X
’ 1-\\'!'2 et B))'GTI'1 et C)>g-|-—r2 .

3.33

1 k k
Comme n(r) okt , on obtient n(r1) »2 ou n(r2),> 2" . Le résultat

cherché s'obtient zlors en appliquant 1'hypothdse de récurrence & celles des deux

dérivations de G' vérifiant n(ri)> 2k .

et >

. _ X _
Si r'"=BxXC, ona !‘—1‘,(r2) ot BXA>c'r1 T

-+ A
Done n(r) = n(r1) + n(rg) ~ 1 et comms n(r)) 2 , on obtient
k 9 3
n(r1))2k +1 ou n(rz) 32 . De plus, B )(1»%,_1~1 implique que B»gT‘ c(r1)

et n(e(r,)) = n(r,l) - 1 . On obtient alors le résultat en appliquant 1'hypothése
de récurrence,

2°) Pour k=1, l'hypothdse lp(r)l 3 2 implique que la grammsire ¢

contient 1'une des deux productions (AXx1,A+AX1) ou (Ax1,AX1,A) et que 1'une
de ces deux productions a été utilisée dans la dérivation A»E—r . Donc A est
fortement auto~imbriqué dans cette dérivatiom.

Supposons le lemme démountré pour k et supposons que card(N) = k+l .
Si A est fortement auto-imbriqué dans la dérivation Awn:- r , le lemme est vé-
rifié. Supposons que ce cas ne se produise pas. Considérons une dérivation
A= ro»—s.. r1)yG—-...».G_rp =r de A & r et goit q le plus grand entier

i N
de [0,p] tel que A ait une occurrence dans r . Donc rq =a (AxDb) ol

1
aé.ﬁ’l\1 et bEN/U\T. Done r=a'1(r' (p')) avee a'é(u}‘| et a»%—a' ,
AxInt_ r' , bnX_b' . On obtient done

1 1
A»*—a"(kx'b')»f—— a (v (p')) =x.

Comme A n'est pas fortement auto-imbriqué dans la dérivation A yp*—r , on
1
en déduit que lp(a’'(axb'))] =1 et done lo(r*)] = Vo(r)l 5, g |
¥ais, dans la dérivation A X 1y%—~1r' , A ne réapparatt pas dans les diverses

réécritures utilisées pour aller de A X1 & r' dans G . Pour un certain r" ,

“ona Ayp— r"wpi.c(r') et la dérivation " »——1r' est une dérivation dans la

grammaire @' = (N-§A%,7,P',X) définie comme au cas 1°). La fin de la démonstration

est alors identique au 19),

— Rl n
= (o0, 2) e ¢, -bigramaaliv. I1 oais

p ne dépendant que de G et vérifiant les deux propriétés suivantes :

~ A n
10) 81 re&BL(G) et n(r) Hp , alors il existe wet, ,vel, ,vel ,
xeT1 : yeﬁ tels que

r=u (P @), (1) avee v3(e(x),A) £ A

' et 8i on pose s, =W

[}
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2,1
ot = (6,1

alors, pour tout n € N , T, = u‘(sl(y)) est dans BL(G)
(voir le graphique de la page 3.35)

2°) 8i z€L(G) et 121) p, une des propriétés sulvantes est vérifide.

~ il existe Uy Uy %oy v2 y v‘ r ¥y x1 y X, 5-y' dans ™ tels que
P ]
ZEW VX Y X, N, v, W, avee v, XX, v, # A et pour tout

nE[‘N,zn=u1 v?v1 x?y‘ z;uzvguz est dans 1L(Q) .

il existe u, P Uy s ¥y 4 ¥y Ve, W, Wy, X',y dans T  tels

= 1 1 '
que 2z u1 vy v, X w2 vy ¥' V3 u2 avec v v2 vsx £ZN et pour tout

~1
n€MN, 2, =y, v? ¥ x' vz(vzx'v,ﬁ)n V) ¥' V5 u, est dans L(e) .

dans 1% tels

il existe u1,u2,v1,v2,v3,w1,vz,x',y|

que z = u, v, y' vy Wy b A ¥, V3 U, avec v, v, \r3 ' #FA et pour tout

neN, 2 = u v,y ‘72(\rwx'vz)ﬂ-1 v, ' w, V? u, est dans L(e) .

Démonstration.- On peut supposer dans les deux cas que la grammaire G est mise

et p=2k.

sous forme réduite. Soient k = card(X)

19) 5i r € BL(G) et u(r) »P,ona Xyt r etenappliquant le lemme 2,

on obtient qu'un non-terminal A de N est auto-imbriqué pour cette dérivation.

En appliquant le lemme 1, on obtient

1 2,1 1
- r=u (v (v (2),1)) ()
xnxeu'(ayy)
= ax i Faxx ) et vHe(),A) £ A
- Ax IpXow,
On en déduit immédiatement par récurrence que les ramifications s

A
appartenant a T1

de A xt

1 n
et définies par S, =W, s .= vz(sn(x),‘l) dérivent toutes

. Comme on a de plus X w*_ y'(Axy) , on en déduit le résultat annoncé.
Si on analyse le résultat, on s'apergoit qu'il y a deux cas de figure.

A
a) Le variable 1 apparatt dans x . Dans ce cas, vE T,
se simplifient en

et les formules
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r = ((v (@) ()
8 =V¥W

SRR

et schématiquement, on a

r o= .: n fois
“ AN
.
. n fois
°

Ce cas correspond exactement & une généralisation sur les ramifications

du théoréme u v w x y sur les grammaires algébriques.

A
b) La varishle 2 apparalt dans v . Dans ce cas, x € T . On obtient alors

schématiquement

n fois




3.36

2¢) 8i ze€L(G) et 1zly, p, pour un certain r, ona

X)-GLr et o{r) =z et \‘P(r)|>/P-

D'apres le lemme 2, on en déduit qu'un non-terminal A de N est forte-
ment auto-imbriqué dans la dérivation X »;—r . ‘7

Reprenons les notations de la tre partie. Le fait que A soit fortement
auto-imbriqué ajoute la condition supplémentaire lq»(vz(Axx,1))| 2 2.

Si on est dans le ler cas de figure c¢ité ci-dessus, on obtient

g(u) = u 1,
g(v) = v,
qJ(w) = w1 1 w2
olz) =x, 11,
o(y) =y .

= ' =
Done o(r) Up vy W T X, W, Vw2

2
La condition [|o(v (& x,1))]y 2 implique
v, % x5, v, £A.
De plus

¢(rn)es L(g) et

_ n n n n
(P(rn) =Y M v T Y u2 :

S5i on est dans le 22me cas de figure, on obtient

plu) =u, 1y
tp(v) =, 1 v2 2 v3

{ou olv) = v, 2w, 1 Vs » cas qui se traite de manitre similaire et qui correspond

4 la 3bwe possibilité de lu proposition 3.2.2.6, 29))
‘P(W)=W 1w
p(x) = x'

o(y) =y' .

On a alors

(r)=u v ¥ 2 wlezv.)" v, y' v

Py 171 M 2\ 72TV 27 Y3
cp(r) =u, v,ow x! v, v, y! v3 u.2 .
De plus fq:(vz(A L, ON ) 2 implique ’u1v2v32" £N.

Corollaire.- Il existe des langages contextuels qui ne sont pas engendrés par

les C1 -bigrammaires.

Démonstration.- D'aprés la proposition ci-dessus, si on ordonne par longueur

croissante les mots d'un langage engendré par une C1—bigrammaire, on obtient une

suite a  de mots sur T vérifiant Ian ‘!l_‘an' &4 ol d ne dépend que de G .

5!
2
Un langage comme L = fa® ;oY 0} ze peut donc &tre engendré par une
C1-bigrammaire. Il est facile de voir que T = fanbnandnen;nzoj ne peut pas non
plus &tre engendré par une C1_bigra.mmaire.

Remarque 1 : On pourrait certaifemest comme dens le ¢as dés grammaires & contexte
libre affiner la proposition 3.2.2.6 en montrant qu'il existe un entier g ne
dépendant que de G tel qu'on puisse imposer en reprenant les notations de la
proposition 3.2.2.6 dans le ler cas n(vz(w1(x),1)) £ q et dans le 2eme cas

|V1w1x1y'xzw2v2| < q ou lv1w1x'w2v2y‘v3l &q .

Remarque 2 : Des langages et bilangages d'un type approchant ceux dtudids dans ce
paragraphe ont é%é introduits par Avawind K Joshi, Léon S Levy et Masako Takahashi
£9]. Dans cet article est introduite la notion de "tree adjunct grammar" qui est

un cas particulier de Cﬁ-bigrammaire de la forme suivante :

- 1'aziome X est une ramification de m telle que les éléments de T
n'apparaissent qu'aux feuilles, ¢{(X) est dans T* ot /o(x) est réduit
4 une lettre de N

- les productions sont de la forme
\

{aAxi,r) avec /b(r):ﬁ.,q)(r =alp ,me‘l‘*,P‘:—‘L‘* et i FA(!‘) .

De plus, les ramifications utilisdes dans cet article ont toutes une racine

réduite & une lettre, sont remifides & chaque niveau et de plus, le mot-des feuilles

est dans T* | clest-a-dire qu'elles vérifient




- ')o(r)l =1
- (Vi) € (aef,(r) =) 1a13 2)
- (Yeer) (7,(r)€1AD) .

On définit alors le langage engendré comme étant 1'ensemble des mots des
feuilles des ramifications dérivant de X . On obtient des résultats analogues a
ceux énoncés dans ce paragraphe, en particulier les langages engendrés ne sont pas
en général algébriques. Cependant, un langage comme {an'bncn;nz‘lf ne peut pas
&tre engendré par une "tree adjunct grammar", alors que ce langage est obtenu avec
des C1-bigra.mmaires. De plus, on me trouve pas pour ce type de C1-bigrammaiz’e
de proposition analogue & la proposition 3.2.2.6 qui permet de montrer facilement
qu'un langage ne peut pas &tre engendré par une C1-bigrammaire. D'ailleurs, dans
cet article, seule la structure des langages engendrés est étudide, la structure

des bilangages est passée sous silence,

3.3.~ Intersection des bilangages engendrés par les Co-bigrammaires et les
C1—bigrammaires avec des bilangeges réguliers.

I1 est bien évident que le classe des bilangages engendrée par les Co—bigram—
maires (resp. par les 01—bigrammaires), n'est pas stable par intersection. En
effet, dans les deux cas, si on considére la sous-classe formée par les bilangages
ne contenant que des ramifications réduites & leurs racines, on obtient exactement

la classe des langages algébriques qui n'est pas stable par intersection.

Cependant, les bilangages réguliers jouent un rdle analogue aux langages ré-
guliers, et on peut espérer que 1'intersection d'un bilangage régulier et d'un bi-
langage engendré par une Co—bigrammaire (resp. par une 01—bigrammaire) peut

étre engendré par une Co—bigrammaire (resp. par une C1—bigrammaire).

3.3.1.- Intersection d'un bilangage régulier et d'un bilangage engendré par une

Co—bigrammaire J

Reppel : Quéré (28] a donné la caractérisation suivante des bilangages réguliers :

L est un bilangage régulier dans T ei et seulement si il existe un
i
T-binoide fini B et un sous-ensemble fini 3 tel que si ¥y est 1'homomorphisme
A = \
de T dans :ﬁ),alors L= q)1(35) o

En utilisant cette caractérisation des bilangages réguliers, on va montrer la pro-

position suivante :

Proposition 3.3.1.1.- Soit L un bilangage sur T engendré par une Co—bigrammmre
et L' un bilangage régulier sur T ; alors LY L' est engendré par une

Co—bigrammaire o

Démonstration.- Soit G = (N,T,P,X) une Co-bigra.mmaire réduite engendrant L .
Soit ?.) un V-binoIde fini et 35‘ un sous-ensemble de ?.) tel que L' = L.p—w(?a')
ol \.P est 1'homomorphisme de T dans ?\5 . Considérons la Co—bigrammaire

¢' = (NxB U{x},T,p',X') telle que

((a,8) , (Bys') + (C,8")) E P ¢==3s" +s" =5 et (A,BsC)E P
((A,s) , ax(B,s")) EP'¢==Jaxs' =s et (A,axB)€ P
((&,8) ,A) @ P' ¢===>5 est 1'élément neutre de > et (4,A)E P'

(x', (%,8))€ P ¢==> s € Ry




De fagon évidente, on obtient en raisonnant par récurrence sur la longueur des
dérivations

(VreD)(YAEN(VsEB)((&,8) g r ¢=> Awmr 6ty (z) = )

Donc G' engendre L AOL' ,

3.3.2.~ Intersection d'un bilangage régulier et d'un bilangage engendré par uns
C1 -~bigrammaire.

Pour pouvoir démontrer un résultat analogue au précédent & propos des
Ci—bigrammaires, il est utile de donner une caractérisation des bilangages réguliers
& l'aide d'une structure adaptée au probléme. La structure de dioide introduite
par Quéré [20] n'est pas utilisable ici. En effet, les structures de dioide
gauche et droit, introduites dans la thdése de Quéré, correspondent respectivement
& des greffes sous la premidre ou la dernidre feuille d'une ramification. Dans
les 01—bigrammaires, la greffe en dessous d'une ramification est effectude en
dessous d'une quelconque des feuilles de la ramification. Pour tenir compte de ce
fait, on introduit la notion de diofde généralisé (en abrégé DG), qui recouvre les

notions de dioide droit et gauche.

Définition 3.3.2.1.- On appelle dioTde généralisé (DG), un ensemble 9 muni de

trois lois de composition internes notées X, +, vérifiant les conditions

'8
¢’ D
suivantes :

1°) ces trois lois sont associatives
20) (s+Gt>Xr = 8xT +G t
(s+Dt)x r=gsg +D txr
39) il existe dans 9 un élément e tel que

e est neutre pour x

(Vreg)(HGe r)
(¥re 9)(c+r r) .

est un DG pour les lois suivantes :
- X est la composition des polyndmes

-r +Gt =r +c(t) (¢ est 1la fonction corps)
- r+Dt=c(r)+t

(ici 1'élément neutre de X est le polyndme réduit a 1)

: i
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Définition 3.3.2.2.~ Soient 9 et 9' deux diofdes généralisés. On appelle homo-
q ) . . !
morphisme de 2 dans 9 , une application h de .9 dans 9 telle que

h(rxs) = h(r)x h(s)

h(s+Gt) h{s) s h(t)

h(s+Dt) = h(s) + h(t)

h(e) =e' oh e et e' sont les éléments neutres respectifs de 9
et 9' pour X .

Propesition 3.3.2.%.- Une condition nécessaire et suffisante pour qu'un bilangage L
sur V soit régulier est qu'il existe un dioTde généralisé fini D , un homomor-

phisme de diofde généralisé h :

L= o(n'(p1))

A
V[1]__>D et une partie D' de D telle que

Démonstration.- Supposons que L soit un bilangage régulier sur V . Donc, il
existe un V-binoIde fini B et une partie B' de B tels que pour 1'homomor-
phisme de binofde £ : ¥ —»B, on ait L= (B') . Soit e 1'élément neutre
de B pour la loi + . Considérons l'ensemble D des applications de B dans B .

On munit cet ensemble d'une structure de dioTde généralisé en posant :
u+,v=u+ v(e)
u+ v=oule) +v
UXv =uo v

L'application identique Id est élément neutre pour X , et on & bien u ta Id =u

Id+Dv=v.

Les relations (u+Gv)\< W=uxw+, v et (u+Dv)x W=u+ vxw se vérifient

G D
immédiatement.

D'aprés la proposition 1.1.6., on peut associer & tout élément r de ?!'_'1],
un élément h(r) de D, et d'aprds la comstruction de cette application, 1l est
immédiat que h est un homomorphisme de dioide généralisé. D'autre part, on a la
relation f£(r) = h(r')(e) pour chaque r' de 6[1] tel que cfr') =r .

Soit D' =4u; u€D et u(e) & B'} . On & done L' = c(h-,(D'))‘

Réciproquement, supposons que L soit un bilangage tel qu'il existe un dioide géné-
ralisé fini D , un homomorphisme h : ?Eﬂ —»D et une partie D' de D tels
que L = c(h_1(D')). Montrons que L est un bilangage régulier. Considérons sur
{T\[l] , la relation d'équivalence Tas si et seulement si c(r) = ¢(s) . On
obtient ainsi une bijection ¢ : 7 04 — V qui permet de donner par transport
de structure, une structure de V-binolde & Vt1]/ .81 on note T 1la classe

A
d'équivalence de r dans V[‘l] » la structure de V-binoide de V €11/, défini
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ci-dessus est obtenue aussi en considérant les deux lois '
- ((a,a)% 1, (B,a')x 1 + (C,a"))E P ¢=—=> (Ax1,Bx14C)€ P ot d = d 4y 4"

T+F=4r' +,8 ;r'E€Trets'e 5¢U fr + 8" ;r'eT et s’eE}

S Jur e —((&,d)x 1, ax1)€ P' ¢=—=> (Ax1 , ax1)E P et hlaxi) =4d
axT=faxr' ;r'erT¢uUft +, axriVlfaxr+ 1}.
{ } { g } { g } On obtient, pour cette bigrammaire

A
Considérons maintenant 1'application f : V [1]/," _.;P(D) définie par (Vaer) (¥aeD)(Vre® [+1 )((4,d)x 1 ,‘;, re===y A X 1 ,; r et h(r) =d).

£(7) = {h(r') ;' g F} . Soit B = f@[?] /~, ) i on peut munir B d'une struc-

déduit d i %
ture de V-binoIde en posant 0, o u Pzg gue ¢ engendre L OV L

b+c=r1(F+s) avee £(F) =b et £(35) =c¢
axb = f(axT) avec f£(F) =b

8 = f(T) .

Le fait que h soit un homomorphisme de dioIde généralisé et que les définitions
Fa)
de + et x dans V[1]/,v assurent la cohérence de ces définitions, f devient

A
donc un homorphisme de binoides entre V [1][\) et B . De plus, on a
A
nw€ L¢=> (2r € VEO/,V Je(r) =u et h{r)& D)
On en déduit donc

W€ L ¢==Y £(3 (W) N D £ ¢

] A
Donc L est 1l'image réciproque par l'homomorphisme de binoides f e © ! de V

dane B de la partie B' de B formée des b tel que b\ D' soit non vide.

Donc L est un bilangage régulier.

Proposition 3.3.2.4.- L'intersection d'un bilangage régulier et d'un bilangage en-

gendré par une c1—bigrammaire, est encore engendrée par une Cl-bigrammalre.

Démonstration.- Soit L un bilangage régulier et soit L' un bilangage engendré

par la C, -bigrammaire G = (N,T,P,X) . On peut supposer G sous la forme réduite

1
définie & la proposition 3.2.1.2. Comme L est un bilangage régulier, il existe

un diolde généralisé fini D , une partie D' de D et un homomorphisme
A -

h:V 1) — D tel que L =c(h ’(D')). Considérons la bigrammaire

G' = ({XO} U NxD, T, P', X) telle que :

- Xc est un symbole qui n'est pas dans N
- (Xox1 , (X,d)x 1) € P' ¢=>d & D
- (&)= 1,(B,a" ) x (C,d")x 1) € P' ¢===> (Ax 1,BxCx1)E P et d=4d'xd"

= {(ad)x 1, (B,a') + (C,a")x 1)€ P' ¢===> (Ax1,B+Cx1)EP et d =4 3 Qv




Chapitre 4 : Bigrammaires de contextuel

4.1.- Introduction.

Les bigrammaires que nous allons étudier dans ce chapitre sont des généralisa-

tions des grammaires contextuelles définies sur le monoide libre.

Nous étudierons d'abord les bigrammaires contextuelles dont les productions
sont de la forme (r,s) avec n(r)é n(s) . I1 est facile de montrer que les
bilangages engendrés par ces bigrammaires sont décidables. En revanche, les langages
engendrés par ces bigrammaires ne le sont pas. En vue de 1'étude des systémes trans-
formationnels, nous étudierons les langages engendrés par ces bigrammaires
quand on impose des conditions supplémentaires sur la forme des productions (bi-
grammaire conservant la racine et dont les productions sont formées de polyndmes
1ngectifs). Nous montrerons que malgré ces restrictions on ne restreint pas la

généralité des langages engendrés.

Nous étudierons ensuite les bigrammaires strictement contextuelles dont les
productions sont de la forme (r,s) avec n{r) ¢ n(s) , |9(r)) ¢ Vo(s) )
et |9(r)]=lo(s)] = nr) = no(s) .
L'introduction de ces bigrammaires est justifiée par 1'étude de systdme transforma-
tionnel permettant de traduire un langage évolué L en un langage conceptuellement
plus simple L' , Dans un tel cas, la traduction d'un mot o de I donnera
un mot @' de L' plus long que o et cela se traduira localement par 1'utilisa-
tion de productions (r,s) telles que n(r),g n(s) et \¢(r)[é.\¢(s)\ . D'autre
part, les productions (r,s) telles que I¢(r)l=|¢(s)| correspondront simplement

3 un réarrangement des non-terminaux et dans ce cas, on aura n(r) = n(s) .

Nous montrerons que les langages engendrés par de telles bigrammaires sont
exactement les langages contextuels et de méme que pour les bigrammaires contextuel-
les, nous montrerons que l'on ne restreint pas la généralité des langages engendrés
en imposant des conditions supplémentaires sur les productions du méme type gque

celles indiguées ci-dessus, pour les bigrammaires contextuelles.

4.2.- Bigrsmmaires contextuelles.

Définition 4.2.1.- Soit G = (N,T,P,X) une bigrammaire. On dit que G est une




4.2

bigrammeire contextuelle si elle vérifie la condition
(¥ (r,s) & P)(n(s) )n(r)) (n désignant la fonction nombre de points).
Proposition 4,2.2.- Soit G une bipmaire contextuelle.
rp—E—t oty n(r) £ n(t) .

Cela est immédiat. Remarquons cependant que si on considérait des bigrammaires de
degré & gauche plus grand que 1, alors cette proposition deviendrait fausse. On

A A A
pourrait, en effet, avoir des régles de la forme | i
1 1

qui peuvent

[ .

diminuer le nombre de points d'une ramification. (Voir 1le paragraphe 4.4).

Proposition 4.2.3.~ Les bilangages engendrés par les bigrammaires contextuelles

sont décidables.

Démonstration.- I1 s'agit de trouver un algorithme permettant de savoir si une
ramification r€ 'T‘ appartient ou non & BL(G) . Considérons la suite de bilan-

gages (Ln) définie par

nEN P
L0=Xﬁis ; € TUN et n(s)g n(r)}

Loy = Lnu({s  (3ve Ln)(t»'é—s”n { st s’ @ Al n(s}_gn(r}})

On obtient (VneN)(LnC L.,

P
(VnGIN)(LnC {s ; s€TUYN et n(s)g n(r)?)

=1L

nit =0 L

De plus Ln ol = Ln+2

Donc la suite Ln est stationnaire & partir d'un certain rang n

A
(no.g card({s ; s€ TUN et n(s)g n(r)})) , et une condition nécessaire et

suffigarte pour que r appartienne & BL{G) est que r appartienne & Ln

0
Théoréme 4.2.4.- Tout langage récursivement énumérable est engendré par une bi=
grammaire contextuelle G ; de plus, on peut imposer & G de vérifier les condi-
tions suivartes :

19) ¢ conserve la racine.

20) Toute production de G est formée de polynbmes injectifs.

Définition 1.- L0

4.3

Démonstration.- Soit L un langage récursivement énumérable sur le vocabulaire
{v,p,x) L.

Si on impose seulement aux bigrammaires considérées d'étre contextuelles et de con-

v.
Il existe donc une grammaire semi-thueiénne (83 = engendrant
server la racine, il est facile d'exhiber une bigrammaire contextuelle engendrant le
méme langage que C% . Bn effet, considérons la bigrammsire G = (¢, v U{Al P ,A)
telle que :

- A est un symbole qui n'est pas dans V .

- (0B) € Pe=> (ax(14a+2) , &x (14 B+2) & P!

Ak est la ramification Aw A x...vA et on choisit comme valeur de k
N e
k fois

k=1 si lalglp] et k=lal -lpl+ 1 si 1B\ ¢lal .
- (haxx)E P,

Cette bigrammaire est bien contextuelle grice au choix de k . D'autre part, en fai-
sant un raisonnement par récurrence sur la longueur des dérivations, on obtient

imnédiatement

A»Z—-r == (3n>0)(BX€T*)(r=Anxg et x,%T y)
* on
Xyom ¥ = (305 0)(Awe A" % i)

%
Donc les langages engendrés par % et G sont égaux.

Si on impose & la bigrammaire G de vérifier les deux conditions du théordme
4.2.4, , G

soit la méme.

est plus difficile & construire, bien que 1'idée de la démonstration

Les définitions et notations que nous allons introduire ici, seront utilisées uni-

quement dans le cadre de cette démonstration.

est le bilangage engendré par la grammaire algébrique
‘%0 = ({4},V,::=,4) avec
Ar:= A AA
et Aii= a pour tout a de V
- L1 est le bilangage engendré par la grammaire algébrique

Cg1 = ({A,B,CE, V,::=,B) avec

B:i= BICAla pour tout a de V

A::= CAla pour tout a de V
it ¢

n

a pour tout a de V




- I,2 est le bilangage image de L1 par l'application

/\ N
t+ VU{ABC}—5 VU{AY défini par

t(r) = A

t{ax r+s)
t(B xr+s)
t(Cx r+s)
(

t(ax r+s)

l
N
LA

L

1 2 3

i
A

]

Axt(r) + t(s)
Axt(r) + t(s)
Axt(r) + t(s)

axt(r) + t(s)

r est une ramification de

dans L2

T, est une ramification de

Lemme 1.- L2 est contenu dans Lo .

Lemme 2.- L'application t définie ci-dessus vérifie

rée L,

En effet, si on appelle I..B ’ LA s LC les bilangages obtenus en utilisant %1 et

et r'€ L et t(r) = t(r')

5 est une ramification de

4.4

mais n'est pas

en prenant comme axiome respectivement B, A et € , ces trois bilangages véri-

fient, le systime d'équation

4.5
Ly =BXL UBX(L4L,)U U Bxia}
av

L, = Ax{L 4L, LU ) 4Ax{s

A i Yl }

L= o % {a}

agV

Démontrons par récurrence sur n(r) que

r€LX et r' e L, et t(r) = t(r') ==>r = r'
pour X =4, B ou C . Cette implication est évidente pour n(r) =0 .
Supposons-la démontrée pour n(r) & ket supposons que n(r) =k + 1
r€ L, et r' € L, et t(r) = t(r') ==> (reAx(Lcﬂ,A) et r'€ AK(LC+LA))
ou [r €\ Ax{a}] et r'€ \J 4 x{al} .

aeVv a ev

D'ol en appliquant l'hypoth®se de récurrence on en déduit r = r' ., Les deux autres

cas se traitent de méme.

N
Définition 2.- Soit a € V¥ , on dit que r € VW A} est associé & a si et

seulement si r est un élément de L, et si o(r) = a .

Lemme 3.- Soit o € V¥ - {A} , Pour chaque p % 3lal - 1, il existe une et une
seule ramification r de L, associde & a telle que n(z) =p .
D'aprés le lemme 2 , il suffit de démontrer que pour tout p % 3 la} -~ 1 il exlste

une et une seule ramification r' de L, telle que u(r') =p et ¢(r') =« .

1
Remarquons qu'une ramification r' de L] est de la forme

™ v L
r' = BXBx...xBxr! avec g1 et f(rc")_CA ou f(ro')ev
g fois
De plus eré est dans L‘I
Faisons une récurrence sur jal . Si lal =1 alors a =a €V et les seules rami-
fications r' de L1 telles que o(r') = ¢ sont de la forme
r' = RXBx ... xBwa avee q>;1
g fois
Donc, pour chague Py 3 laj- 1 = 2 , on trouve bien une unique ramification de L,|

dont le mot des feuilles est « et ayant un nombre de points égal & p .

Supposons ce résultat établi pour lalg k et supposons que lal =k +1 ., Ona
x=aa' avec «' € V¥ -{A} . Soit py 3 lal-
telle que cp(r1) =q' et

. Par hypothése de récurrence,

il existe une unique ramification T, de L1
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n(l")=}7—3.r1 est de la forme

T, =BxBx. XBxr avec g1 et f(ro)=cA ou f‘(ro)ev
q fois
Donc r' = B*Bx ...x B X(Cx a+Axr°) est dans L, et vérifie o(r') = sa' =a et
q fois
n{r') = n(r1) +3 =7p . D'ou l'existence de la ramification r' . De plus, toute
ranification r' vérifiant ces conditions, doit &tre de la forme ci-dessus. D'ob

l'unicité,

Lenme 4.- Il existe une bigrammaire contextuelle G conservant la racine et dont
les regles sont formées de polyndmes injectifs tels que

(vr)(vs)(re L et s €L, et o(r) -~ p(s) et n(r)¢ nls) == r»—;—s) ,
(c'est-a-dire que s. dérive de r dans G dés que r et s sont associds & un

néme mot et vérifient n(r) & nls)).

Considérons une bigrammaire G de vocabulaire terminsl V U{A} et dont les

productions sont @

production () A A
/\ /\
A A A <A
/N /N
A A3 1 A A
I ||
i 2 2 3
production @ A A

/N /' \

o — b=
~ o
m~—>/
- '——':r—\
/:,>
A e e

QO e P>

production @ A A

~
-

N e >

roduction () A
" /" \
A A
/ \ S
A A 2
l I
2 1
A
|
A A
! : /\
& A A
| |
2 1 2

productmn@ A
/' \
A A
’ l '
A 1 A
| I
2 ]
production @
14

production @ (
K |

o —

La bigrammaire G posséde les propriétés immédiates suivantes :

- rypme === o(r) = o(s)
—I’GLO et ryr(-}“’s =>s€LO
-~ si on n'utilise pas la production 7 , alors

r»G——-s === n(r) = n(s)

4.7
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- sauf pour la production 7 , (t,t')€ P =5 (t',t)E€ P .

Pour démontrer le lemme 4 , il suffit alors de démontrer les deux assertions sui~
vantes :
* *
i) (¥r€r )(3s€L,)(p(r)=p(s) et 35— s) (la dérivation T95—s étant

obtenue en utilisant seulement les productions 1 & 6).

4.9

B) 8, = Axa, alors r'€ L, et il suffit de prendre s = r'

5’) s1 n'est pas d'une des deux formes ci-dessus, alors

3

A A
8y = / \“L et r'= /\ (a,s;,sé)
A

] A/‘\?

a si 4 3
i) (¥ I‘GL2)(V SeLz)(lP(P)=fP(S) et n(s)Yy nlr) —> r»—*G—- s) (la dérivation E 2‘
r»?;—s étant obtenue en utilisant seulement la production 7).
en appliquant la production 1 , on obtient
Démonstration de i).- On procéde par récurrence sur n(r) .
§i n(r) =2 et r €L ,alors = % , donc r€1L , et il suffit de prendre A p
° 2 r' >—G"r“ = / \ (8,5;,55) . On applique de nouveau
a A A
s=r. VAN
Supposons la propriété i) démontrée pour n(r)g k et démontrons i) pour ! ‘i ‘I
n(r) =k +1 . 2 3
On a soit r=Axr" et r'e€ Lo A 3
! 4 gt
soft .- A*(r1+r2) et QLO ot 1@ 5, . 1'hypothese de récurrence en A/ \A (l\,s1,32) et on est
[°)si r =Axr' et r'e Lo ; par hypothése de récurrence, il existe un s'€ L2 l l
tel que ¢(s') = ¢{z') , n(s') = n(z') et r'»-;— s' . Donc r»;— Axs' ¢ @
. et comme s'€ L, Aws'g Ly » Donc s = Axs' répond & la question. ramené au cas B
2)si = AR(ry4r)) et r € L et r, &L, par hypothése de récurrence, Démonstration de ii).- Si r et o sont deux ramifications de L, telles que
1l existe s, et s, de L, tels gue ‘9(31) = @(r1) ) 9’(52) 29’(1‘2) . o(r) = o(s) et n(r)¢ nls) , ona s=AXAx...xAxr avec q = n(s) - n(r) .
n(s1) =nfr,) , n(sz) = n(rz) » Ty>m—s, et rzy%- s, . Donc 5 fols
r >f_ Ax(a1+s2) = r' . Distinguons plusieurs cas En appliquant q fois la production 7 de G , on obtient r»;—-s .
) s, = £2x s, alors 1 = /A\ § (51' s 52') et grace i Fin de la démonstration du_théordme 4.2.4.- Tout langage récursivement énumérable
A A L est engendré par une grammaire semi-thueienne. Soit = (V,P,x) une gram-
l ‘ maire semi-thueienne d'axiome =x engendrant le langage récursivement énumérable L
lA € Construisons une bigrammaire contextuelle G' = (N,T,P',X) qui engendre le méme
\l1 / langage que C% . On définmit G' par :
. . T 2 -v- ¢
& la production 3 , r'>— " = | (sI , sé) et on est
A - T=vVU§A} (A est une lettre qui n'est pas dans V)
A/ \A - X est une ramification.de L, associée &3 x .
\ \ - Pour chaque production o __ B ae ‘% , on introduit dans P' une
! g production (s,s') telle que s € Ly, s €1L,, p(s) =a, ols') =B et
ramené au cas 1°) traité ci-dessus. n(s’)), n(s) , (ce qui est possible d'aprés le lemme 3). On introduit de
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plus dans P' les 7 productions de la grammaire (¢ définie ci-dessus.
Le théoreme résulte alors de la proposition suivante :
* *
Proposition.- s s ¥ <=5 (3s€L ) (X—s et 9(s) = y) .

* *
Démonstration.- (3 sELo)(r,._..s et ¢(s) = ¥ ) === xy—— ¥ est immédiat par

. *
récurrence sur la longueur de la dérivation r>—'G—,- s . Pour démontrer 1l'implication

dans l'autre sens, il suffit de démontrer que

¥>—95 et s€L<J et o(s) =y == (3s'€ Lo) (p(s') =8 et sré—,—s‘) .

Si X""'S , alors y = y' « ¥" o, $ = ' By" et cx—aﬁ est une produétion
de ‘% . Soit (t,t')&€ P' 1la production de Qa’ associée 3 « —p -

Solent r' et r" deux ramifications de Lo associées & ¥' et x" . Pour tout
entier k , la ramification r, = £5x (Ax(r'+Ax (t+r")) est une ramification

de L associde & ¥ = y' a y" . Soit ie L, associé & y ; pour un k
suffisamment grand n(rk) > nls) . Donc swg—r, puisque G' contient toutes

les productions de G . En appliquant la production (%,%') , on obtient
T = x (ax (r' +A x(trr")) g AE w(A x(r'+A x(tr42")) = g

ona s'€L ,9'(s') = y' By" et s,;__.|3' . C.Q.F.D.

4.3.- Bigrammsire strictement contextuelle.

Dans le paragraphe précédent, nous avons vu que, méme si on impose aux bigram—
maires d'augmenter le nombre de points d'une ramification au cours d'une dérivation,
les langages engendrés restent trés générauz. Cela tient au fait que dans une telle
bigrammaire, une production (s,t) peut vérifier n(s)&n(t) et lo(s)|> \‘-'P(t)l .

Nous allons envisager un nouveau type de bigrammaire ol ce cas ne se produit pas.

Définition 4.3.1.- On dit qu'une bigrammaire G = (N,T,P,X) est strictement contex—

tuelle si elle vérifie la condition suivante
(V(r,s)e P)(nlr)g n(s) et |o(r)ig Jo(s)] et (lo(r))=lo(s)l==5n(r)=n(s))) .

lntuitivement dans une grammaire strictement contextuelle, l'application d'une pro-
duction & une ramification augmente le nombre de points et la longueur du mot des
feuilles et de plus, le nombre de points ne peut augmenter strictement que s'il en

est de méme pour la longueur du mot des feuilles.

Proposition 4.3.2.- Les langages et les bilangages engendrés par une bigrammaire

strictement contextuelle, sont décidables.

Démonstration.- La proposition 4.2.3. résoud le probldme pour les bilangages.

Soit ¢ = (N,T,P,X) " une bigrammaire strictement contextuelle engendrant un

langage L . Posons k = Sup . (n(s) =n(r)) et h= Inf . (lols)l - Vo(=))).
7,8 T,s
LIEIPILIENN

*
Supposons que t»G—-t' et que n(t') - n(t)>/ pk (pe IN) .
*
Donc au cours de la dérivation t»c—t' , on a utilisé au moins p productions
augmentant strictement le nombre de points. A chaque utilisation d'une telle pro-

duction, la longueur du mot des feuilles a augmenté d'au moins h . Donc, on obtient
*
et et n(t') - n(t)y pk ==>[e(t" )] - le(t)l > pn
Soit o € T* et cherchons si a« €L .
~ *
c€L¢==> (Ix€X)N(Ir€ Nzt et o) =a) .
Considérons un x € X et r€ T* vérifiant cette formule.

ona lo{r)| - lo(x)l £ phavec p= Sup ( Jof - folx)] . 1).
](G X h

On en déduit n(r) - n(x) & pk .
Donc a(r)& pk + Sap (fe(x)1) = q{laf).
x€X
Donc pour savoir si « €L , il suffit de regarder si parmi les ramifications r
dérivant d'un axiome x dans G et vérifiant n(r)s q(la\) , l'une d'entre elles
est dang ? et admet a comme mot des feuilles. Comme q(]a\) est une fonction
celeculable de la) et que l'application d'une production de G ne fait qu'augmen-

ter le nombre de points d'une ramification, ce probléme est décidable.

Théoreme 4.3.3.- Les bigrammaires strictement contextuelles conservant la racine et j
dont les productions sont formées de polyndmes injectifs, engendrent tous les langa-

ges contextuels.

Démonstration.~ Si on impose seulement aux bigrammaires strictement contextuelles
de conserver la racine, il est facile de simuler une grammaire contextuelle

avec une bigrammaire G de ce type. En effet, & toute production o« —5 R de C%,
on associe une production de G de la forme (AK(1+a+2) , Ax (1+p+2)) et on
prend comme axiome dans G AXxx ou x est l'axiome de ‘% . On obtient alors

immédiatement

(Vx)(x;y@::) Axx»;——- Lxy)
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51 on impose de plus que les productions de G soient formées de polyndmes
injectifs, cette association est moins facile & expliciter. Les définitions et
propositions que nous allons énoncer maintenant seront utilisées seulement dans le

cadre de la démonstration ci-dessous, sauf mention express du contraire.

Définition 1.- On appelle bilangage L, , le bilangage engendré par la grammaire

1
G = (tA}, ¥V,::=,4) avec A= AL et A:i= & pour chaque a de V .

Définition 2.- On appelle bilangage L! , le bilangage engendré par la grammaire
e = ({4,B,C}, V,::=,B) avec B::= alch , Ar:= alCA et Cii=a . L, est obtenu

& partir de ALé par la transcription B : A A , B—>A , C —> A y @ F=>a ,

Lemme 1.~ T est une bijection de L, sur L, et L2C L,

NN
Définition 3.- Soit o« € V* , on dit que r € VU{A} est associé & ¢ si

rGZL1 et plr) =aq .

Leame 2.- Pour tout o € V¥ - {A} , il existe une unique ramification r de Ly

o
associée & « . Toute ramification r associde 3 g« vérifie n(r) = 3 |} - 1

Démonstration.- I1 est évident que la grammaire Gé engendre V¥ - §A} et qu'elle

n'est pas ambigile. D'ou l'existence et 1'unicité de r, La deuxidme assertion

se démontre par récurrence sur bal . Si lgl=1, alors ¢ = a et r=AXa ,
done n{r) = 2 =3x1 - 1, Supposons ce résultat démontrd pour lalg k et sup-
posons que lal =k + 1 . Soit ¥ associéd & « ¢ BNS Ax(r1+r2) avec 1, associé

a @y T, agsocié & a, et Ry = @ . Donc

n(r) =1 + n(r,‘) + n(rz) =1+73 \a1l— 1+ 3‘!12‘ ~ 1 = 3(‘&1) +la2p -1

i

Flal - 1

Lemme 3.- Il existe une bigrammaire GO = (¢ » VU {4}, PO,X) telle que pour tout

a € V¥ - {A] et tout re€ L, associé & « , on ait

NN *
(Vs€VU{A})(r'rG—s ¢===>s associé & q).
°

Démonstration.- Mettons dans PO les deux productions suivantes :

[ A
Production 1 =
£ <)
/\ | ] L /N = (r,s)
A A A !f!.
b

] 1
I

f = (s,1)

production 2 /
|
1

N = b~
>
~N
b

N —

i‘implication .r_»-;—s ==> 3 associé & @ est évidente.

Pour démontrer la réciproque, il suffit, en vertu de la symétrie des deux produc-
tions de G , de montrer qu'en utilisant seulement la production ! , on a

r»;—ra ol Ty est 1l'unique ramification de L2 associde & o . Nous allons faire
la démonstration par récurrence sur a(r) .

A
si n(r) =2 r - I et donc T,=7T .
a
Supposons la propriété démontrée pour n{r)<& k et supposons que n(r) = k + !

r = Ax(r1+r2) Ty € L1 et r2€ I..1 . BEn appliguant 1'hypothése de récurrence, on

: * *
en déduit que r We—rT! et r »—ré avec r1' €L2 et ré& L2 .

176 ™1 277G
*
Donc T»E—Ax(ri‘ + ré) =
A
a) Si Ty = L , alors r'€L2 et r = .
A A
B)si v 4 | ,alors r= [/ \
it 1 \

[t

&

A 3 ( 25
Donc r' = A/ a8, Ty Ty
/N

|

|

P

En appliquant la production 1 , on obtient

4 3
g A/ \A (a, =y, =)
I /\
1 £
|
2" B
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3

(/\ , e,

A
En appliquant 1'hypothdse de récurrence a { / \ ] 2)

§

2

a) .

on est ramené au cas

Fin de la démongtration du théoréme 4.%3.3.- Soit = (N,T,P,X)

L . Construisons une bigrammsire

une grammaire

contextuelle engendrant un langage atric-

tement contextuelle comservant la racine engendrant L . c%' est définie par
t
\3,= (¥,1 U {a}, p',x)

Les éléments de X'

(A étant supposé ne pas appartenir & N UT).
C%. une

et pour chaque production

sont obtenus en choisissant pour chaque axiome x de

ramification associde & x .

Les productions de
a -—5‘% de
vement & o et

P sont les deux productions de P0

, une production (r,s) ou r et s sont associds respecti-

. Comme est une grammaire contextuelle, gi o -—> f?;
ona |a| ¢ \H » donc en vertu de la relation démontré au lemme 3 entre la} et
n(r) si r

I n n 1 .
est associé & « , on en déduit que ‘3 est une bigrammaire

strictement contextuelle conservant la racine.

Pour Iinir la démonstration, il suffit alers de montrer que
* *
(Yt €1 )(¥t €1 )(o(t) > 9(t') de==> t o t1)

La démonstration est similaire & celle faite pour le théordme 3.2.4.

Théoreme 3.3.4.- Tout langage engendré par une bigrammsire strictement contextuelle,

est un langage contextuel.

Démonstration.— La classe des langages contextuels est exactement la classes des

(cf. [8])
¢ = (N,T,7,X)

un automate linéairement borné (% reconnaissant le langage L engendré par G .

langages reconnus par les aubtomates linéairement bornés . I1 s'agit donc

étant donnée une grammaire strictement contextuelle de construire
La construction que nous allons donner n'est pas entierement formalisée, mais on
se vorsuadera facilement qu'un automate lindaire borné est capable de réaliser

les tiches que 1'on va déerire.

N
10} On suppose que 1l'on utilise la représentation de V par le langage de
Dyck décrit en 0.2.1. On notera Ir\  la longueur du mot de (VU V)* représentant

r . On a évidemment |rl = 2n(r)

20) Classiquement, la longueur du ruban d'entrée alloud & un automate linéaire-
ment borné pour recémnaitre un mot o est lal . Mais on n'augmente pas la puis-
sance d'un tel automate en supposant que cette longueur est une fonction linéaire

affine de |gl. En effet, si 6% est un automate utilisant, pour reconnaitre un

L 4
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mot a , une longueur de ruban égale & alal + b , on peut simuler 0% & 1'aide d'un
automate db'

le vocabulaire de (/'

n'utilisant qu'une longueur de ruban égale & \a| en supposant que

est formé de a-uplets du vocabulaire de 0% et en augmen-

% .

Comme les remifications engendrées par la bigrammaire G

tant la capacité mémoire de

et suaceptibles

d'avoir « comme mot des feuilles ont un nombre de points majoré par une fonction

lindaire affine de lal (cf. la démonstration de la proposition 3.2.2.), il existe

une fonction linéaire lal k> a \al + b pe dépendant que de G telle que

* *
(Vae m)(vr€ DY r e pule)) [(X»é‘ r»;— ' et g(r')=a) =>irigalal+ b)
3°) I1 existe un automate linéairement borné 0‘60 tel que, si on écrit sur son
a de T*
(a % 1), & 1a fin d'un caleul réussi une quelconque des ramifications t véri-

ruban un wmot et si on lui alloue une longueur de ruban égale & alal + b
fiant 1t[ g a lal +b et (t) = a est dcrite sur le ruban et que réciproquenent
Itlé ajal +b et o(t) =« , il existe

écrit sur le ruban & la fin

pour chaque ramification t vérifiant

un calcul réussi de dao de donnde « et avec t

du calcul. Un tel automate est évidemment indéterministe et on peut facilement jus-

tifier son existence en raisonnant de la fagon suivante :

- Btat initial de o'EO

marqueur /*il : [

de début

blanc

[>)
™

marqueur de fin
sur la case a |af+ b + !

sur la case

- Etape intermédiaire de calcul

e[ Bi®F Bo o & B By R ol | blane Ty

&

avec &, a, e & a' = a et ﬁ.l quelconque dans (T \UJT)* vérifiant pour tout
a de T aa n'est pas un facteur de f:i
Aprés cette phase du calcul, on obtient un mot +t de (ryu f)* sur le ruban. On

fait alors vérifier & l'automate que t est dans le langage de Dyck. La fagon

dont on a conmstruit t implique o(t) = a .
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4°) Soit (r,s) une production de G , il existe un automste linéairement
borné dé(r,s) tel que si une ramifieation t est écrite sur le ruban de dﬁ(r's),
4 la fin d'un calcul réussi une quelconque des ramifications t'
T (r,e)
quenent pour toute ramification +t'

telles que

en utilisant la rigle

se réécrivant t en utilisant (r,s) soit le

N

contenu du ruban & la fin d'un calcul réussi de o6 (v de donnée t . (8'il
b

n'existe pas de tel ' , dﬁ(r s) s'arrte dans un état de non satisf“action).
’

dé

59) X X

linéairement borné reconnaissant X .

est un ensemble fini de ramification, donc il existe un automate

£°) On peut supposer que les conditions suivantes sont vérifides :

0’60
automates dé(r s) et OZX .

a un ensemble d'état disjoint des ensembles d'états des différents

- Les automates O’E(r & et de ont un méme état initial a, qui
’

n'est plus utilisé désg qu'un calcul est commencé.
P q

Deux quelconques des automates d6(r g) et O'EX ont des ensembles
d'états d'intersection réduite a {qT}

ot

o
de satisfaction noté respectivement q0 ’ q(r,s)

- Chacun des automates ; dt’(r o) °t d&x a un et un seul état
n

et Gy -

1l'automate qui partent d'un état final de ou d'un

7“) On appelle dﬁI 050

des autométes db (x,8) termine son calcul dans 1'état 4 » la téte de lecture
’

1t << T

n'ayant pas été modifié. On peut supposer que les états intermédiaires de

écriture étant positionnée sur le marqueur de début et le contenu du ruban

oy

re sont pas utilisés dans les autres automates décrits ci-dessus.

8°) L'automate o0 cherché peut alors se construire de la fagon suivante :
- L'ensemble des états de Ob est 1'union de 1'ensemble des états des au~
toma tes dt’o 0 d(’X’ dEI , %(r,s) {(r,s) € P) .
ot

- L'état initial de Ob est celui de s -

- Le seul état de satisfaction de 00 est celui de %X {(noté qX>

- L'ensemble des transitions de OG est l'union des ensembles des transi-

tions des automates 0'50 " d(a( ) ((r,s)€ ®) , 06, , dC_ .

r,s X I

Les différentes conditions imposées sur les ensembles d'états de ces différents
automates font que le fonctionnement de ¢f6 peut &tre représenté par 1'organigramme

suivant (on notera q 1'état de 1'automate & un instant donné du caleul).

se trouve écrite sur le ruban et que récipro-

v

Début

—

erreur

non

erreur

non
' erreur % rl

- La pseudo-instruction choix u , v

... signifie que 1'on chaiait Ae manidre in-

déterministe de poursuivre les actions en suivant un des arcs étiquetés par u , v ,

- Les cases signifient que dans ce cas 1'automate se bloque dans un état

de non satisfaction.

I1 est facile de se persuader que si le mot a
de 0% de donnde « .

"remonter” par 0% une dérivation de

est engendré par G , alors il existe

. .
un calcul réussi En effet, un choix convenable des actions

4 effectuer fait x€X & r

telle que
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o(r) = a . Réciproquement, si a

suite des contenus du ruban de 0§ & chaque passage au point

est la donnée d'un calcul réussi de ¢% , la
@ de 1'organigramme
donne une dérivation d'un axiome & une ramification de mot des feuilles a

Done O reconnait bien le langage engendré par G .

4.19
4.4.- Bigrammaire de degré gauche strictement plus grand que un.
Rappel : Soit G = (N,T,P,X) une bigrammaire. On pose
4,(¢) = sup(a(r) ; (2s)(r,e) € p) .
On suppose ici que dg(G) >,
Théoréme 4.4.1.- Pour les bigrammaires de degré gauche strictement plus grand que 1,

le probléme suivant est récursivement indécidable méme si on impose & ces bigram-

maires d'avoir des productions (r,s) vérifiant n(r) & n(s) .

Une ramification r appartient-elle ou non au bilangage engendré par G ?

Démonstration.~ Nous allons montrer que la résolution du probléme ci-dessus permet
de résoudre le probléme de Post.

. % . _
Soit (ai, ‘31) (an, Pn) des couples de mots de T* . Le probléme de Post con

siste & savoir s'il existe une suite finie d'indices i1 5 :i.2 B ik tels que
g B . 0T = P . ... @8 N
ot k F11 Flz Plk
Ce probléme est équivalent & celui de l'arrdt des machines ds Turing et ne se résout
donc pas par algorithme. ef [8].
- A
Etant donné o € T* , on notera « la ramification de T dont le seul chemin

est « . C'est-a-dire

I
1

Congidérons la bigrammaire ¢ = (N,TU{¥,X) telle que N = {X,A,B}

P:P1U PZUPSUP4UP UPSUP

avec

5 s
Py={(Lax(@+F)) 5 14ig n}

Py = {(ax(142) , ax(&x1+B x2)) 5 1& ig&n}
P3={(Ax(1+1), AxAu)}

E, = {(axax1, A14B)) , (Axax v ax(14B); a €1}

PE‘:

P =1
P7 i Byt , *M)}

Bx14B) , (Bx1+Bx2),1+BBx2) , (Bx1 , BxBx1)}

Bx7+B\<1,ExBxBx1)} ¢

(
{AxBx1,

(

(

Pour obtenir une ramification de BL(G) , on doit utiliser la production de P1 9
puis un certain nombre de fois des productions de P2 , puis la production de P3

qui ne peut &tre utilisée que si le probléme de Post pour les couples (ai 5 &l)
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admet une solution. A ce niveau, on obtient une ramification de la forme

AXAXT. % &, K vo0 X T .
L "% 'k

En utilisant les productions de P4 , on obtient une ramification de la forme
k

Ax BB’ avec P = Z la..l b
ES

En utilisant les productions de P5 , on peut obtenir une ramification de la forme

Bk + Bk avec 2k &p + ! , puis en appliquant la production de P6 , on obtient
la ramification Bk+2 . En réitérant ce procédé, on arrive & la ramification B4 3

En appliquant la production de P, , on obtient *x* xX*Xxx* |

7
En résumé, on & obtenu : )
- BL(G) est non vide si et seulement si le probléme de Post associé au couple
(ai +§;) admet une solution.

«4

est une ramification de BL(G) si et seulement si le probléeme de Post

associé au couple (ai o Pi) admet une solution.

Chapitre 5 : Systémes transformationnels

Introduction.- L'idée de ce chapitre est d'utiliser les productions des bigrammaires
pour traduire un langage décrit & l'aide d'une grammaire algébrique dans un autre
langage. Dans 1'étude des langages de programmation, on est souvent dans la
gituation suivante :

on veut étudier un langage L1 engendré par une grammaire G1,
xité de ce langage rend difficile une étude directe. On désire donc traduire tou-

mais la complé-

tes les phrases du langage L1 en des phrases d'un langage L2 dont les concepts

de base sont moins nombreux et moins complexes. On pourrait &tre tenté de choisir

pour L2 un sous-langage de L, , mais sur des exemples pratiques, on s'apercoit

1

rapidement que certains concepts de L1 ne peuvent pas se décrire de fagon plus

simple dans le cadre de L1 lui-méme. On est alors obligé d'introduire dans L2

de nouveaux concepts. Souvent, on imposera l'existence d'un langage L3 contenant

L1 et L2 et tel que 1l'application des transformations ne fasse pas sortir
de L3 (intuitivement, on impose ainsi que chacune des étapes intermédiaires de la

traduction garde uneesignificatioﬁ). On obtient alors la configuration suivante

langage généralisé

&

langage & étudier langage noyau

Nous allons décrire dans la suite, une fagon de traduire L1 en L2

Dans la pratique, cette traduction devra conserver le "sens" des phrases de L, ’

ce qui permettra 1'étude de la sémantique de Li en ne considérant que la séman-
tique de L2 o

S.1.- Définition et utilisation d'un systéme transformationnel.

Définition 5.1.1.- Soit G = (N,T,::=,X) et G' = (N',T',::=',X') deux grammaires

algébriques. On dit que G est contenue dans G' si

-Neow
-TCT

- = C s

w £ = R
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5i G est contenue dans G' , les propriétés suivantes sont alors trivialement vé—
rifiées :
- Toute dérivation dans G est une dérivation dans @'

- Le langage engendré par G est contenu dans le langage engendré par G'

- Le bilangage engendré par G est contenu dans le bilangage engendré par G'

Définition 5.1.2.- On appelle systime transformationnel unm triplet (01 ,GQ,P) tel

1, 2)
et P est un ensemble fini de couples de polyndmes compatibles sur un vocabulaire
7 contenant N‘IU N2 UT1 U ’[‘2 . .

Un systéme transformationnel sert ¥ traduire le langage engendré par la grammaire

¢ et i Shri = ti= P =
@e G, et G, sont des grammaires algébriques (Gi (Ni,Ti,.._i,Xi) , i

G1 dans le langage engendré par la grammaire G

de P sur les ramifications engendrées par ¢

5 el utilisant les productions
-

Définition 5.1.3.- On appelle systéme transformationnel contrdlé, un quadruplet

(01,02,G3,P) tel que
- G1 . 62 ) (}3 sont trois grammaires algébriques vérifiant (}1 (S (}3 et
6, C G3 . On notera G, = (Ni,Ti,::.:i,Xi) powr i = 1,2_,3

= P est un ensemble fini de couples (r,s) de polyndmes injectifs compatibles

sur N3U 'I‘3 et vérifiant les conditions :
) () = pla)

20) c(r) et c(s) sont engendrés au sens large par G

5 .
3°) (Yie W)I(YAB)(ie Fy(r) et i€ P(r) === 4 = 3)
(c'est-a-dire que la lettre qui est au dessus de la variable i dans r se retrouve

au dessus de la variable i dans s).

Done si (G1,G ,P) est un systime transformationnel contrdlé, (Gi’GZ’P) est un

2'G3
systéme transformationnel, mais de plus, grice aux conditioms 1°), 20) et 3°) imposdes
aux productions de P , on est slir que 1'application d'une production de P & une
ramilicaiion engendrée par G3 donne une ramification engendrée par G3 5
Exemple : ¢, = ({2}, ta,v} ,::=1,A) avec A:i= abhlab

@
"

2 (121, {a,0} ,::=2,A) avec A:::ZaAblab

«Q
"

5 ({AY, fa,b} ,::=3,A) avec A:::BabMaAb\ab

P = {(ax(arbrax 1) , Ax(athnisd))}

De fagon évidente, le systéme transforuationnel contrdld of = (6,,6,,6,,P)

2163 ci-dessus
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permet la traduction du langage L, = {av)" ;0> 0§ en le langage

L, ={a" v" i n >0}.
Remarque 1.~ Les conditions 1) et 3°) imposées aux systémes transformationnels

p(r) = pls) sera

facile & remplir dans la pratique & la condition de commencer la traduction suffi~

contrblés peuvent paraitre restrectives. En fait, la condition

samment "haut" dans la ramification pour remonter jusqu'a un concept commun aux

deux grammaires. Dens le cas des langages de programmation, on aura par exemple :
p(r) = P(s) = < programme >
p(r)
plr)

¢ instruction

[
~o
—~
o0
~—
it

¢ expression arithmétique >

[}
o
—
L]
~—
1}

La condition 3°) est indispensable si on veut que le gystiéme transformationnel
contrdlé ne fasse pas sortir des ramifications engendrées par 63 .
Remarque 2.- On a imposé aux couples (r,s) de P 4d'8tre formés de polyndmes
injectifs. On peut imaginer des systimes transformationnels contrdlés ol cette con-
dition n'est pas vérifide. Les conditions 29) et 3°) doivent &tre alors modifides et
sont plus longues & écrire. En fait, cette généralisetion n'apporte pas grand_chose

5

car, dans la pratique, on peut se ramener & des polyndmes injectifs en allant plus

"bas" dans la ramification & traduire et en augmentant éventuellement le nombre de

variables.

5.2.-Probléeme fondamental 1ié & un systéme transformationnel.

5.2.1.- Introduction du probléme.

Dang la pratique, on est confronté avec le probldme suivant : un langage L1

engendré par une grammaire G, est donné. On construit un langage L, engendré par
g P 1

2

une grammaire 62 dans lequel on espere pouvoir traduire L, . On commence alors

1

4 imaginer des productions (r,s) qui permettent de commencer la traduction

de L, en L, ..Au bout d'un certain temps, on est persuasdé d'avoir envisagé tous

€ ; on obtient alors un systéme transformationnel ‘z., = (G1.G2.P)

pour lequel on voudrait montrer qu'il vérifie la condition : pour toute ramification

r engendrée par G, , il existe une ramification & engendrée par G2 dérivant

1
de v en utilisant les productions de P. Démontrer que cette condition est
vérifide, c¢'est résoudre le probldme fondamental 1ié au systéme transformationnel

%’. Cette condition s'écrit formellement :

(¥ res(c,))(3 seB(e,)) (o= o)



5.4

Dens certains cas, on veut résoudre le probléme fondamental sur des particuliers,
c'est-a-dire en n'envisageant que certaines ramifications r de B(G1) . Il s'agit

alors de démontrer que le prédicat ﬁf(r) défini par

*
Blx) = (I5€5(6,)) (x wg—s)
est vrai pour les ramifications envisagées.

$i on introduit la bigrammaire c(r)=(v_(N2k)T2)LN2\JT P, r) , démontrer que le

prédicat B(r) est vrai, revient exactement 2 démongrer que le bilangage
BL(G(r)) & une intersection non vide avec B(GQ) . Comme B(GE) est le bilangage
engendré par une grammaire algébrique, B(Gz) est en particulier un bilangage
régulier (cf Quéré [20}). Cette remarque nous permetira de montrer que dans des

cas particuliers, le prédicat C(r) est décidable.

5.2.2.~ Indécidabilité du probléme fondamental dans le cas général.

5i on examine les productions qui ont été utilisées pour démontrer le théordime 4.3.3.
on s'apergoit que ces productions vérifient les conditions imposées aux produc-

tions d'un systéme transformationnel contr8lé. Soit = (N,7,P,X) une grammaire
contextuelle. Considérons le systéme transformationnel contrdlé (G1,G2,G3,P’)
tel que

G o= ({a}, {X} ,5i=,8) et Aris

G2 = ({ A} , T ,ii=,A) avec A:i= AA et A::=a pour chaque élément
a de T

[ O]

G5 = G Gy

P' est l'ensemble des productions de la bigrammaire qui permet de

simuler C% et qui ont été définies dans la démonstration du théordme 4n3.5,

Résoudre le probdléme fondamental pour ce systéme transformationnel contrbié, c'est
exactement montrer que le langage engendré par est non vide. Or, on sait que le
probléme de savoir si un langage contextuel est vide ou non, est récursivement
indécidable (cf [8]).

On a donc obtenu la proposition :

Proposition 5.2.2.1.- Le probléme fondamental pour les systimes transformationnels
est récursivement indécidable, méme si on se restreint au cas particulier des sys—
témes transformationnels contrblés dont les productions sont du type de celles

employées dans les bigremmaires strictement contextuelles.

L'indécidabilité du problime fondamental nous amdne & examiner des cas particuliers

ol on saura résoudre ce probléme par algorithme. Nous allons étudier dans les deux
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paragraphes suivants, deux cas ol l'on sait résoudre le probléme fondamental. Le
premier cas correspond aux systémes transformationnels dont les productions sont
du type "contexte libre", le deuxidme cas correspond sux systémes transformation-
nels ol 1'on sait mesurer en un certain sens, 1'éloignement d'une ramification

engendrée par G3 du bilangage engendré par G2 .

5.3.- Systéme transformationnel & contexte libre.

Définition 5.3.1.- On dit qu'un systéme transformationnel est & contexte libre, si
ses productions sont du type de celles utilisées dans les bigrammsires & contexte
libre. On parlera donc de Co—systémes transformationnels et de 01-systémes trans-
formationnels suivant que les productions de ces systimes transformationnels sont
du type de celles utilisées dans les Co-bigrammaires ou dans les Ci-bigrammaires.
(Dans le cas des systémes transformationnels, on peut avoir quelques difficultés
4 faire la distinction entre vocabulaire terminal et non terminal. Cette distinction
a été introduite pour des raisons techniques, mais de méme que pour les grammaires
algébriques, la théorie ne change pas si 4n ne suppose pas que le vocabulaire
terminal et le vocabulaire non-terminal sont disjoints ).
Dans le cas des systémes transformationnels & contexte libre, les bilangages et les

langages obtenus par traduction, ont les propriétés suivantes :

cas d'un Co—sxstéme transformationnel (G1,G2,P) 3
Si ré€ B(G1) , la bigrammaire G(r) est une Co-bigrammaire. L'engemble des tra-

ductions possibles de r est BL(G(r)) O B(Gz) . Donc d'aprés la proposition 3.3.1.1
ce bilangage est engendré par une co—bigrammaire. Donc si « est un mot engendré

par G, , l'ensemble des traductions possibles de o« forme en général un langage

1
algébrique.
De méme, la traduction du bilangage B(Gw) est engendrée par une Co—bigrammaire

et 1'ensemble des traductions des mots engendrés par G1 forment un langage algé-

brigue.
cas d'un ( -systéme transformationnel <G1,GZ,P) ]
T
si r€ B(G1) , la bigrammaire G(r) est une C,-bigrammaire. L'ensemble des traduc-
tiscas possibles de r est BL{{r)) M B{C,) . Donc, 4'aprds la propositica 3.3 2.4

2/
ce bilangage est engendré par une C1—bigrammaire. Contrairement au cas précédent, si

‘o est un mot engendré par G1 s l'ensemble des traductions possibles de a peut

ne pas &tre un langage algébrique.

La traduction du bilangage B(G]) est engendrée par une CT—bigrammaire et 1'ensem-
ble des traductions des mots engendrés par G1 ne forme pas en général un langage
algébrique.

Remarque.-Le cas des systémes transformationnels contrdlés et & contexte libre est
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sans intérét. Bn effet, vu les conditions que l'on impose aux productions de tels
systiues transformationnels, on s'apergoit facilement qu'un systéile transformationnel
contrdlé et & contexte libre (G1,G2,G3,P) permetira la traduction du langage
engendré par G1 dans le langage engendré par GZ si et seulement si la grammaire
G1 est contenue dans la grammaire G2 .
On reprend les notations introduites au paragraphe 5.2.1,

Proposition 5.3.2.- Dans le cas d'un systére transformationnel ¥ A contexte libre,

le prédicat P (r) est calculable.

Démonstration.- est & contexte libre.

BL(a(x)} A B(G ) est

(c -blgrammalre ou C blgrammalre

Pour chaque r , la bigrammaire a(r) Dene,

d'aprés les propositions 3.3.1.1. et 3.4.1.1., le bilangage
engendré par une bigrammaire & contexte libre
suivant que °€ est un € —systeme transf‘ormatlonnel ouun ( —systeme transforma-

tionnel). Or dans le cas des bigrammaires a contexte libre, le probleme de savoir

si le bilangage engendré est vide ou nonest trivialement récursivement décidable.

Proposition 5.3.3.- Dans le cas des systémes transformationnels & contexte libre,

le probléme fondamental est récursivement décidable.

Démonstration.- I1 suffit de traiter le cas des Cw—systémes transformationnels

Soit E = (¢,,6,,P) un

qui contient le cas des Co—systémes transformationnels.

C1 -systeme transformationnel.

- On peut supposer que les productions de P
en 3,2.1.2.

sont sous la forme réduite déerite

~ Le bilangage B(G1) engendré per la grammaire G, est un bilangage régulier.

1
= (N,N1U 3 VP!, X)

N- est disjoint du vocabulaire V

Done, il existe une bigrammaire régulidre @' engendrant

B(G . On peut supposer que sur lequel

travatlle °€ et que les productions de @' sont du type de celles décrites

en %,1.2.2.
- Le bilangage B(GE) engendré par la grammaire G2 est un bilangage régulier.
Donc, d'apres 3.3.2.3., il existe un dioide généraligé fini D , une partie
A
D' de D et un homomorphisme h de V, dans D tel que

B(Gz) = c(h"1(D')).

- Congidérons la grammaire
g" = ({x0§ J¥xD , (N1 J ’I‘1)><D , P, xo) telle que

* Xo est un nouveau symbole
* ({a,a),(a,a" ) % (B,a") + (C,d"))€ Pre=oy (4,axB+C) € P ot dxd+, d"=
* ((4,4), N) € P* == (8,

x dans D .

N)E P et 4 est 1'élément neutre de

’q
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* (X, (X,d) € P &=>d ED

Cette bigrammaire engendre un bilangage L, qui est un bilangage régulier.

Si f est la transcription de (N1 V] T])X D dans N1 U T1

f((a,d)) =a, on a f(L1)=B(G1)/,\ B
5i g est 1'application de (N1U T’)XD dans D définie par

définie par

g(l\) = (e est 1'élément neutre de X dans D)
g((a,d)x r+s) = dx g{r) i gls) .
On obtient (Yré& Lt)(g(r)€ D') .

Réciproquement, il est facile de montrer que

r€(MUT)xd et f(r) EB(e) et glr)€ D ==preuy, .

Intuitivement G" engendre les ramificiations de B(G1) étiquetées par des élé-

ments de D de fagon que le calcul de g sur ces ramifications donne un élément

de D
- Considérons 1'ensemble P"™ de productions défini par

((a,d)x1 , (b,d")xt + (c,d"))EP" &= (ax1 , bx 4+¢)E€P et 4 = d' *g 4"
((a,a)xt , (b,a') + (c,d")x 1)€ P™ ¢=> (axt, b + ¢ x1)EP et d =4 +y d"
((a,a)xt , (b,a') x(c,d")mjepw <=5 (ax1, bxcx1)EP et d=4d'xad"
((a,a)x1 , (0,d")x 1)g P"¢==> (ax1, bx1)EP et 4 =4

((,a)x1, bx1)€P"C=> b€ N,V T, et h(bx1)=4d

- Considérons la bigrammaire G = ({Xogu N&xDUVxD , N, J T2 , PrUP", XO)

Il est facile de montrer que l'on a 1'équivalence suivante

(vres(s,))((3s€s(c,

) - 1))

Considérons la bigrammaire G =

% T — *
) rome ) => (x »rG—— s et (3rr€ (WU )xD) (X ppzmr’

*
et ro>egs et f(r
(§X,}V NxDUV XD , KJT, , P'T X)) obtenue &
G" et soit

partir de G™ en effectuant la réduite inférieure et supérieure de

6" 1le bigrammaire
\ W
= ({x,}Yrxp, (MU T)xD, PrAPY, X)

Le probléme fondamental associé & G = (Gj,GQ, P) revient alors & démontrer que

£(eL(c")) = B(Gh)

maniére effective.

, donc & comparer deux bilangages réguliers, ce qui se fait de
I1 est facile de vérifier que chacune des étapes ci-dessus est effective. Donc, le

probléme fondamental associé & € = (G1,G2,P) est décidable.
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5.4.- Systéme transformationnel séquentiel et quasi-séquentiel.

Dans ce paragraphe, nous n'envisagerons que des sysihmes transformationnels

contrdlés.

5.4.1.- Condition nécessaire pour gue le probldme fondamental associé & un systdme

transformationnel sit une réponse positive.

Il n'est pas trés évident de mettre en évidence de telles conditions nécessaires
valables dans le cas général. Nous nous bornerons & donner deux conditions particu~

lidrement simples.

Proposition 5.4.1.1.- Soit & = (61,GZ,G3,P) un systéme transformationnel contrdlé
tel que G1 soit une grammaire réduite. Pes conditions nécessaires pour que le pro-

bléwe fondamental associé & ¥ ait une réponse positive sont que :

1°) pour tout non-terminal A de N
(r,s) de P tel que A

dansg s .

1 qui n'est pas dans N2 » 11 existe un

couple apparaisse dans r , sans apparaitre

20) pour toute production A::=1a de G1 qui n'est pas dans 62 , 11 existe

un couple (r,s) de P tel que

a € FA(r) et « ¢ FA(S) .

5.4.2.- Condition suffisante pour que le probléme fondamental associé & un systéme

transformationnel ait une réponge positive.

Définition 5.4.2.1,- Soit ‘ﬁ = QG1,G2,G3,P) un systéme tranaformationnel contrdlé.

S0it E 1'ensemble des productions de G3 qui sont des productions de & sans

1
étre des productions de G2 » Ou qul apparaissent dans des polyndmes qui figurent

en deuxigme composante dans un élément de P . On dit que € est un systime trans-
formationnel séquentiel, si on peut totalement ordonner E de fagon que

E = {A1::= CIRFRERY An::=_anl et que les conditions suivantes soient vérifides :
Pour chaque i , soit G(l)
At =q.

J J

la grammaire obtenue en adjoignant & @, les régles

P telles

2
(3 3,1). Pour chaque i , il existe des productions (r,s) de

sy
- ai'e Fk.(r) et c(s) sont engendrés au sens large par G(l+11

(1)

Ai::= a, , une telle production est applicable & ¢t .

- pour chaque ramification t engendrée par et contenant la régle

Proposition 5.4.2,2.- Une condition suffisante pour que le probléme fondamental asso-

G,,P)

cié & un systéwe transformationnel contrdlé <E = (01,G2, 3

ait une réponse

Définition 5.4.2.3.- Soit
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positive est que € soit un systime transformationnel séquentiel.

Cette proposition est évidente. En effet, dans un systéme transformationnel séquen-~
tiel, si une production A::= « apparait lors de la traduction d'une ramification
de B(G1) et si elle n'est pas une production de G, , une production (r,s) de

P permet de faire disparaitre la production A::= a et les conditions imposées
font qu'elle ne réapparait pas dans la suite de la traductiom.

Cependant les conditions imposées aux systimes transformationnels séquentiels sont
trés restrictives. Bn effet dans un tel systéme, la traduction d'une production qui

n'est pas dans G, doit ge faire en une seule fois, ce qui exclut toute possibilité

4
de récursivité dans la traduction.
Nous allons introduire un nouveau .type de systéme transformationnel plus général

ol l'on saura aussi résoudre le probléme fondamental.

A= ¢ une production d'une grammaire algébrique G .
On appelle fonction d'évaluation pour la production A::= g une application e
de l'ensemble des ramifications engendrées au sens large par G dans N qui véri-

fie les conditions suivantes :
1°) e(r) = 0 &==>a ¢ FA(r)
20) e(r+r')y, elr) + e(r')

3°) BEA ou  P(r) #a ===Ye(Bxr) = e(r)
p(r) = « ===> e(Axr) > er) .

Exemple : La fonction e donnant le nombre d'utilisations de la régle Aii= a

dans une ramification est une fonction d'évaluation.

Définition 5.4.2.4.- Soit ¥ = (G1,G2,G3,P) un systéme transformationnel contrdlé.
Soit E 1'ensemble des -productions de G3 qui sont des productions de G1 sans

&tre des productions de G, ou qui apparaissent dans des polyndmes qui figurent

2
en deuxidme composante dens un élément de P . On dit que ¥ est un systéme trans-
formationnel quasi-séquentiel si on peut totalement ordomner E de fagon que

B={A:=q,

trouver une fonction d'évaluation e,

EERY An::= ang et si pour chaque production Ai::= @, , on peut
et que les conditions sulvaules suleutl
vérifides :

- les grammaires G(l)f sont définies comme dans la définition 5.4.2.1.

(r,s) de P telles que o(r) et

et tup b’

- pour chaque 1 , il existe des productions

c(s) sont engendrées au sens large par @' en utilisant

cette production implique ei(t)'> ei(t') .

- pour chaque ramification t engendrée par G(l> et contenant la production
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A ::= q, , une production (r,s) de P vérifiant la condition ci-dessus
Al 4y
est applicable & t .

Proposition 5.4.2.5.~ Une condition suffisante pour que l'on puisse résoudre le pro-

bléme fondamental associé & un systdme transformationnel contrble est qu'il soit

quasi-séquentiel. Cette proposition est & peu prds évidente.

Remarque et rappel.- On rappelle qu'un ensemble F est dit muni d'une relation
d'ordre bien fondé s'il est muni d'une relation d'ordre (en général partiel) telle
qu'il n'existe pas de suite infinie strictemment décroissante dans F . Voir par
exemple l'article de Jullien [10] ol ces ensembles sont étudiés sous le nom d'en-
sembles bel-ordonnés. Ces ensembles munis de relation d'ordre bien fondé sont
utilisés par exemple (cf. Vuillemin {131 ) dans des techniques permettant de démon-
trer 1'arrét de programme. On utilise des fonctions u & valeur dans F qui sont
strictement décroissantes quand on parcourt un programme. L'introduction de la no-
tion de systdme transformationnel quasi-séquentiel procéde de la méme idée. En
effet, considérons sur W™ 1'ordre lexicographique qui est un ordre bien fondé

et l'application de u : B(G3) —> 1IN, définie par ulr) = (el(r) s ez(r),.A., en(r));
dire que le systdme transformationnel B = (G1,G2,G3,P)
est décroissante au cours de la traduc~

est quasi-séquentiel,
implique en particulier que la fonction u
tion d'une ramification r (tout du moins si on traite les régles

A1::= LYIRRRRY An::= @, dans l'ordre 1 , 2 ,..., n). On pourrait d'onc envisager
des systémes transformationnels peur_lesquels le problime fondamental se résoudrait
gréce & la théorie des ordres bien fondés. Il nous semble que la définition des sys-
témes transformetionnels quasi-séquentiels est suffisamment large pour englober

le plupart des cas rencontrés dans la pratique.

CONCLUSION o

La premiére partie de ce travail montre que les résultats bien connus sur les
langages se généralisent assez facilement aux bilangages. Certains résultats sont
surprenants & priori ; en particulier, il faut imposer des conditions trés fortes
aux bigrammsires pour ne pas engendrer des langages trop généraux (récursivement
énumérables).

Un certain nombre de problémes n'ont pas été résolus ici :

- Caractériser les 01—bigrammaires qui engendrent des bilangages réguliers. (e
probléme est évidemment indécidable dans le cas général, puisqu'il contient le
probléme de la caractérisation des grammaires algébriques engendrant des langages
réguliers. Cependant, nous avons donné une fagon d'engendrer les bilangages régu-
liers avec des Co-bigrammaires dont les régles sont de la forme (4,ax B+C) ou
(k, A) , ce qui correspond & la notion de grammaire linéaire gauche. Il serait
intéressant de trouver dans les 01-bigrammaires une clagse de bigrammaires
engendrant tous les bilangages réguliers et correspondant & la notion de gram-

maire linéaire droite,

- Les C1-higrammaires engendrent des langages d'un type assez perticulier. On

pourrait chercher un type de grammaire engendrant exactement ces langages.

- Nous avons donné un type de bigrammaires qui engendre exactement les langages
contextuels. On pourrait chercher des conditions plus générales sur les produc-—
tions (r,s) d'une bigrammaire pour que les langages engendrés soient des langa-

ges contextuels.

La deuxi®me partie sur les systimes transformationnels n'a été qu'ébauchde. Vu
les résultats que l'on & obtenu sur les bigrammaires, il est bien évident que la
plupart des problimes que 1'on peut se poser, sont indécidables dans le cas général.
I1 serait intéressant, cependant, de trouver des conditions nécessaires et des
conditions suffisantes pour que le probléme fondamental associé & un systéme trans-
formationnel soit décidable. L'introduction des systémes transformationnels

séquentiels et quasi-séquentiels va dans ce sens.,

On pourrait d'autre part, faire une &tude anslocpe & la théoris de5 sch

gie )y 1o tHEcr%s . 058 wehidnas du
programmes récursifs pour les problémes de traductions. Dans un casg particulier, ce
type de probléme pourrait s'énoncer ainsi :

On considére un langage L engendré par une grammaire G e% on veut le

traduire en un langage L' engendré par une grammaire G' . Soient A, B,... les

non-termineux de G qui ne sont pas des non-terminaux de G'

et qui nécessitent

donc une traduction. Pour chacun de ces non-terminaux, on se donne une définition
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