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Les méthodes scientifiques de gestion des stocks tentent d'obtenir
une formulation directe de certaines grandeurs comme le colt de gestion
connaissant le modele de gestion, les processus qui interviennent comme
ceux de la demande et du délai de livraison ; elles tentent d'obtenir des for-
mulations pour des systémes relativement simples comme celui de la gestion
du stock d'une seule marchandise en un seul point de stockage ; ces formula-
tions étant établies, elles peuvent servir 2 étudier des systzmes plus com-
plexes comme celui d'une structure en échelons des stocks d'une m&me mar-
chandise (ol un stock peut servir & approvisionner plusieurs autres stocks),
elles peuvent servir a résoudre certains problémes particuliers comme la
minimisation d'un coQt de gestion sous certaines contraintes. Cette méthode
directe utilisant souvent la théorie des probabilités se heurte vite & des dif-
ficultés de calcul m&me pour un systéme de stock ""élémentaire'. Ainsi, si
on s'intéresse a un modele de gestion du stock d'une marchandise en régime
permanent : approvisionnement par seuil et par quantité de commande fixe
dans le cas des ventes manquées, il n'existe aucune formulation rigoureuse
du coat lorsqu'il peut exister plus d'une commande en attente de livraison etz
fortiori lorsqu'on veut tenir compte du caractére aléatoire du délai de livrai-

son,

Nous nous attacherons donc & ce systéme simple d'un stock d'une
marchandise géré par seuil et par quantité de commande fixe en régime per-
manent et notre but sera d'établir une formulation approchée de deux gran-
deurs : le coft de gestion et le taux de rupture, mé&me lorsqu'il peut y avoir
plus d'une commande en attente de livraison ; ce seront des fonctions du
seuil, de la quantité de commande, des processus de la demande et du délai
de livraison, d'autres données comme le coQt de lancement d'une commande ;
nous verrons que nous sommes amenés 4 approcher d'autres grandeurs a

partir desquelles on formule le cott de gestion et le taux de rupture.




Pour cela nous simulerons la gestion du stock sur calculateur afin
de calculer des valeurs approchées de grandeurs élémentaires utiles pour

1'approximation du coat de gestion et du taux de rupture.

Nous verrons ensuite comment les formulations approchées obtenues
par cette méthode expérimentale peuvent etre utilisées 3 la résolution d'un
probleme particulier : la minimisation du coat de gestion pour une qualité

de service minimum c'est2 dire pour un taux de rupture 2 ne pas dépasser.

L'étude de ce probléme particulier nous améne & parler de variables
sans dimension : en effet, comme la méthode de simulation pour approcher
le coat de gestion et le taux de rupture demande une durée de calcul impor-
tante et qu'il pourraft etre trop cofiteux de faire des simulations chaque fois
que l'on veut optimiser la gestion du stock d'une marchandise, nous indi-
quons comment on peut envisager de faire des tables établies une fois pour
toutes & 1'aide de la simulation et pouvant nous permettre par exemple d'op-
timiser la gestion du stock de n'importe quelle marchandise pour ce modele
de gestion quand la demande et le délai de livraison peuvent &tre décrits par

des processus analogues & ceux qui sont utilisés dans la simulation.
L'exposé que nous donnons se composge comme suit :

nous rappelons d'abord quelques généralités,

Il y a ensuite trois chapitres principaux :

le chapitre I traite du cas déterministe ol le taux de demande et le
délai de livraison sont constants. On établit 1a forme exacte de la fonction
stock disponible ce qui nous permet de donner en exemple la formulation
mathématique rigoureuse d'un type de cont de gesticn ot de gualité deo service
quel que soit le nombre maximum de commandes pouvant 8tre en attente de

livraison. Nous utilisons cette formulation pour une optimisation,

Le cas souvent traité dans les ouvrages est celui de la minimisation
du coft de gestion pour une quantité de service maximum (pas de rupture de

stock) ; nous donnons ici une généralisation.

Le chapitre II traite du cas aléatoire. On y donne une méthode de
simulation nous permettant d'établir une formulation mathématique appro-
chée de certaines grandeurs et par 12 d'un type de coat de gestion et de
qualité de service, pour n'importe quel processus de la demande et du délai
de livraison en régime permanent. Nous appliquons cette méthode & quel-
ques exemples,

Dans le chapitre III, nous faisons usage des formulations obtenues
au chapitre Il pour la résolution d'un probldme particulier : la minimisation
d'un type de coft de gestion pour une qualité de service minimum (taux de
rupture & ne pas dépasser).

Nous développons la notion de variables sans dimension pouvant

conduire 2 la construction de tables.
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Nous rappelons ici quelques définitions et nous précisons le modele

de gestion du stock qui sera étudié dans la suite.

Nous donnerons quelques exemples de cotts de gestion, nous défini-
rons une qualité de service, ce qui nous permettra de définir un type de pro-
bleme : minimisation d'un certain coat de gestion pour une gualité de service

minimum.

1 - GESTION PAR SEUIL ET PAR QUANTITE DE COMMANDE CONSTANTE

DANS LE CAS DES VENTES MANQUEES

magasin

commandes m demandes "
'U i

sens de la marchandise

Le systeme étudié se compose d'un magasin (ou point de stockage)
dont le role est de lancer des commandes d'une marchandise & certains ins-
tants, & les recevoir aprés un certain délai pouvant 8tre variable dans le
temps, & stocker la marchandise regue, & satisfaire si possible les deman-

des des clients,

Nous supposons connaftre la loi de la demande, la loi donnant le
délai de livraison (ou délai d'approvisionnement) pour une comnmande lancée

2 un instant quelconque et le modele de gestion du stock.

A un instant donné le stock disponible est la gquantité de la marchan-
dise se trouvant en magasin ; le stock net est égal au stock disponible mcins

les ventes restant & satisfaire ;




l'approvisionnement (ou les ressources) est égal & la somme du stock net

et de la quantité de marchandise qui se trouve en attente de livraisona la
suite de commandes antérieures ; il y a rupture de stock si le stock dispo-
nible est nul, Dans la suite nous ne nous intéresserons qu'au cas ou les de-
mandes arrivant en rupture de stock sont annulées : cas des ventes man-

quées. Dans ce cas le stock net est égal au stock disponible.

Le modele de gestion du stock est celui de la cornmande par seuil

et par quantité fixe dans le cas des ventes manquées, c'esta dire que nous

choisissons un seuil R > 0, une quantité de commande Q > o et nous obser-
vons l'approvisionnement ; lorsqu'il devient inférieur ou égal au seuil nous
langons une commande de la quantité Q qui arrivera en magasin aprés un

certain délai.
Nous appelons article 1'unité de marchandise.

Le taux de la demande sur un certain intervalie de temps est égala

la quantité de marchandise demandée par unité de temps sur cet intervalle,
Exemple : la demande sur une journée est de 25, 3 articles ; si 1'unité de
temps est 1a journée, le taux de demande sur cette journée est de 25,3 ; si
1'unité de temps est le mois de 30 jours, le taux de la demande sur cette

journée est 25,3 x 30 = 759,

Nous étudierons la loi de la demande de la maniére suivante :
nous choisirons At tel que sur un intervalle de temps de longueur &4 t, on
peut approcher 'valablement' la loi de la demande en admettant que la

demande est continue et que le taux de demande est constant sur chacun des

intervalles de longueur 4 t.

2 - DEFINITION DU COUT DE GESTION ET D'UN TYPE DE PROBLEME

Nous calculons le coQt de gestion sur un intervalle de temps [ 0, t[ : Kt'
Le coft de gestion par unité de temps pour cette période est Kt / t. Nous
] K
supposons que le systéme étudié est tel que K = lim ~t existe. Nous
t —3> 00
appellerons K le cott de gestion par unité de temps ou simplement colt de

gestion.

Appelons politique de gestion la gestion qui correspond au choix d'un

seuil R2 o, d'une quantité de commande (> o et qui suit notre modzle. 11
se peut que nous devions iimiter l'ensemble des politiques possibles en im-
posant certaines contraintes (dues par exemple & une limite de la surface

de stockage, & une contrainte financiere, & un taux de rupture & ne pas dé-

passer, etc) : c'est l'ensemble des politiques admissibles. Un type de pro-

bleéme courant dans la pratique est celui qui consiste 2 savoir déterminer

une politique optimale, c'est 2 dire une politique admissible qui minimise

le coit de gestion,

3 - EXEMPLES DE COUTS DE GESTION - UN MODELE DE COUT DE

GESTION

La gestion du stock de 1'article suivant notre modele s'accompagne de
cotts. La description de ces cots dépend du systéme &tudié ; nous en don-

nons une qui peut s'appliquer 2 de nombreux cas,

1) Coat de lancement d'une commande

Lorsque l'approvisionnement devient égal au seuil, il y a lancement d'une
commande qui s'accompagne d'un cott A (pouvant &tre da aux frais de secré-

tariat, aux frais de réception de cette commande, ...), Ce coft peut &tre




fonction de la quantité de commande Q : par exemple le travail de réception
peut augmenter avec Q et si cela se justifie on pourrait approcher A par
A0 + A1 x Q.

Pour notre modéle de cot de gestion, nous supposerons A constant

pour une marchandise donnée.

2) Coat de stockage

Le stockage de la marchandise occasionne un coat qui peut avoir plusieurs
origines : assurances, imp6ts, détérioration de la marchandise, location de
l'entrepdt, éclairage, chauffage, etc. Nous supposons que le coQt de stocka-

ge pendant une courte période dt ol le stock disponible est x est proportion-
nel 3 la valeur du stock et dt.
stock 4

dispo-
nible

C : valeur de l'article

Cx : valeur du stock disponible x
x pocecnes

Le coQt de stockage sur l'inter-

valle (t, t+ dt) est IC x dt

t t+dt temps

I est le coat de stockage par unité de temps et par unité de coft ; il est

appel€ taux de possession de la marchandise,

Soit x la fonction stock disponible (x est bornée sur tout intervalle,
continue par morceaux, les discontinuités étant dues aux livraisons de com-

mandes, et x est décroissante sur tout intervalle ol elle est continue),

- |

stock

disponible x

En utilisant ce qui précede, le colt de stockage sur (t, t+ 5 t) est:

E ot At
ch x (u) du sil et C sont indépendants du temps.
t

Pour notre modele de coQt de gestion, nous supposerons que I et C

sont constants pour une marchandise donnée,

3) Autres cofts

Nous supposons qu'il n'existe pas d'autres cots dépendant de R ou Q
(s'il existe des cots de gestion indépendants de R et Q, nous n'avons pas a
en tenir compte dans la mesure ol nous voulons minimiser le coat de gestion

considéré comme fonction de R et Q).

Pour certains systémes il peut exister un cot de rupture de stock
(da par exemple 2 une perte de clientle) ; ce cot de rupture de stock dans
le cas des ventes manquées est souvent difficile 2 établir ; de plus nous ne
savons pas & priori quelle qualité de service nous aurons & l'optimum en

minimisant le colt de gestion sans aucune contrainte autre que R= o, Q> o.




Il paraft judicieux de faire fonctionner un systéme de stock de ma-
niere & assurer une certaine qualité de service, sans tenir compte du cofit

de rupture,

En résumc notre modele de coft de gestion ne comporte qu'un cofit

de lancement de commande et un cofit de stockage.

4 - QUALITE DE SERVICE - EXEMPLE DE PROBLEME

Soit T la durée de rupture de stock sur un intervalle de temps (0, T) ;
nous appelons taux de rupture sur cette période le rapport Tr/T. Nous
supposons que le systéme étudié est tel que ¢ = lim BE existe, nombre

T—w
que nous appelons taux de rupture de la gestion; ona 07 <l ; par exem-

ple si T = 0,1, il y 2 en moyenné un jour de rupture sur 10 jours de gestion.

Nous mesurons la qualité de service par ce taux de rupture ; on

pourrait la mesurer 2 partir de rapports tels que :

durée de non rupture , durée de rupture
durée totale durée de non rupture
ventes manquées . ventes totales , ...
demande totale demande totale.

L'exemple de probleéme utilisant la formulation du coflt de gestion
et du taux de rupture que nous traiterons sera la minimisation du cofit de

gestion avec une contrainte de service : taux de rupture 3 ne pas dépas-

ser,

P O T T T T T ey

CHAPITRE I

ETUDE DU MODELE DE GESTION DU STOCK

DANS LE CAS DETERMINISTE
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Nous supposons dans ce chapitre que le taux de la demande et le

délai de livraison sont constants : cas déterministe.

Le plus souvent, dans la pratique, les délais de livraison et les
taux de demande ne peuvent &tre décrits que suivant des processus aléa-
toires. Si ceux-ci sont '"faiblement" aléatoires, les résultats obtenus dans

le cas déterministe pourront &tre utilisés.

Nous allons établir la forme exacte de la fonction stock disponible,
meéme lorsqu'il peut y avoir plusieurs commandes en attente de livraison.
Elle nous permettra de donner une formulation exacte de notre modele de

coat de gestion et du taux de rlupture.

Dans les ouvrages consultés (voir la bibliographie) la minimisation
du colt de gestion est faite pour une qualité de service maximum : taux de
rupture nul, Comme exemple d'utilisation des formulations, nous donnons
ici une extension en minimisant le coQt de gestion d'abord pour un taux de
rupture donné (contrainte de service bilatérale) puis pour un taux de rup-
ture maximum 3 ne pas dépasser (contrainte de service unilatérale) ; cette

étude nous aidera 3 traiter le cas aléatoire dans les m&mes conditions.

De plus les optimums pour différents processus aléatoires de la
demande et du délai de livraison peuvent nous permettre d'approcher 1'op-
timum pour un processus "intermédiaire" de la demande et du délai (par
exemple par interpolation) ; ainsi l'optimisation du cas déterministe peut

etre utilisée comme cas "limite' du cas aléatoire.

Nous utiliserons les notations suivantes :

P zcuil d'approvisicanement
Q : quantité de commande

A : taux de la demande

s : délai de livraison

A : co0t de lancement d'une commande
I: taux de possession

C : valeur de l'article.
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1 - EVALUATION DU COUT DE GESTION ET DU TAUX DE RUPTURE

1.1 Cas ol la demande sur une période égale au délai de livraison est

3 Nous allons d'abord montrer que :

Quelles que soient les conditions initiales, 8i R< A 8, il existe une date 4

partir de laquelle les livraisons ne se produisent plus qu'a des instants ou

il y a rupture de stock,

Nous commengons 2 gérer le stock d'une marchandise avec un seuil
R et une quantité de commande Q : ceci peut se produire dans la pratique
lorsqu'il y a ouverture d'un magasin ou changement de modele de gestion

ou simplement changement des valeurs des variables de décision R ou Q.

A la mise en place de cette nouvelle gestion, il existe un certain
stock disponible (éventuellement nul ou méme supérieur 2 ce qui sera notre
approvisionnement maximum : R + Q), un certain nombre de commandes
attente de livraison (éventuellement zéro) avec des quantités de conunanid.
qui ne sont pas nécessairement égale 2 Q. Le premier travail & faive csf i
calculer l'approvisionnement ; s'il est inférieur & R nous langons nne on

plusieurs commandes groupées de la quantité Q.

Ces remarques déterminent les conditions initiales de la gestion Ju

stock avec le seuil R et la quantité de commande Q.

An bout d'un cartain temns M'annrovisionnement devient épal au
B - £

seuil R et nous langons une commande de la quantité ¢} ; soit t celte daiv
[

ey

-12 -

R2Q r-.----. approvistonne men

R

Es b+8 & t bel  temps

L'approvisionnement 2 1'instantt est R + Q ;
o

La durée de vente d'une quantité Q est Q/A, donc l'approvisionne-
ment sera de nouveau égala R au bout d'un temps Q/A s'il n'y a pas de
rupture de stock et supérieur 3 Q/A s'il y a rupture de stock, Ainsi nous

pouvons affirmer qu'a partir de 1'instant t_Dous ne lancons des comman-

des qu'a des intervalles de temps au moins égaux 3 Q/A.

Soit t un instant2 to + 5 ol l'approvisionnement devient égal & R et
oll nous langons une commande qui sera livrée & l'instant t + §. La gquantité
vendue sur (t,t+8) est au plus égale au stock disponible & 'instant t augmenté
des commandes (autres que celle del'instant t) qui sont encore en attente
de livraison 2 l'instant t c'est-a-dire qu'elle est au plus égaled R ; comme
Rx< A &, il y a au moins une rupture de stock sur |t, t+ 6] : soit t' une
Aate de cet intervalle od le stock disponible s'annule,
vrées 2 partir de t' ont été lancées apres to a des intervalles de temps au
moins égaux 3 Q/A ; elles sont livrées dans les m&mes conditions ; il en
résulte que la premidre commande livrée sur [t', + co[ arrivent en rup-
ture de stock etétant vendue au bout d'un temps égal & Q/A, la commande
suivante est livrée lorsqu'il y a de nouveau rupture de stock, et ainsi de

suite. Ainsia partir de t'le stock se trouve en rupture 3 chaque livraison

de commande. ¢ qfd.
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a Périodicité de la fonction stock disponible

Soit t' une date de Jt, t + § ] ol le stock disponible est nul et ou

il y a livraison d'une commande,

La fonction stock disponible est périodique sur [t', + oo [ et a pour |

mQ - R

X oll m = partie entidre de (% + 1),

période & +

;euif ﬂ R

]
i
'
t
3
I

L
ol
@ |---

Dg 81 +T G; + T

ée;ps

Appelons a la fonction approvisionnement, aprés passage de la

commande s'il y a lieu et s la fonction stock disponible, apres livraison de

la commande s'il y a lieu.

Soient 0, et 8_ deux dates consécutives ou il y a livraison d'une

1 2
commande telle que t'g 91 < 92.

s (O]) =s (92) = Q.

a (01) est un multiple de Q et R < a (91) <R+Q, dot a (91) =mx Q

1

R
avec m = | %] +1 ([ (% ] désigne la partie entiere de a ).

commande ; la quantité vendue sur (01, Q) est mQ - R donc -0

Soit 8 > 0. l'instant le plus proche de 01 ol il y a lancement d'une
mQ-R

1

- 14 -

la commande passée l'instant 0 sera livrée & 1'instant 0 + § =0+ 6 +

1
mQ - R

A

mQ-R
A
Posons T = & 4+

Nous avons s(O):s(01+T)=Q;

1

de m&me s (02) =5 (92 +T)=Q.

Il n'y a pas d'autre commande livrée entre 91 + T et QZ + T.

Il en résulte que la fonction stock disponible est périodique de période T

sur [t', + o[ .

D'autre part ¥ ue [t', + [, nous avons d'apres la définition de
l'approvisionnement :

af{u)=s(u) si s(u>R

a (W= s (a) +<[—R‘Ts@—] +1)xQ sis(w)<R

ce qui permet d'affirmer que sur [t', + w [, la fonction approvisionnement

est elle aussi périodique de période T.

Nous avons vu qu'il existe une date t' 2 partir de laquelle une
commande n'est livrée que si le stock est en rupture et les fonctions stock

disponible et approvisionnement sont périodiques de période

mQ-R . R
T=5+'T— ol m:[5]+1.

Evaluons maintenant le colt de gestion par unité de temps et le taux de

lupiute,
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T g D'apres sa définition le taux de rupture de la gestion est donc
B As - R
approvisionne ment "7 mQ+As-R

Sur un cycle Jt, t+ T ] le coft total de gestion se compose de :
Sevil R [—

m x A : cott de lancement des commandes
Stock disponidle _ 2

Q
ICxm x Sn ¢ cout de stockage.

] = 4 On en déduit que le colt de gestion par unité de temps est :
¢ F et \ o2
m ———
K = (A+1IC >x ).
mQ+i s -R

Soit t une date supérieure ou égale 3 t' oy il y a lancement d'une

Remarque : m = | ] ] +1, nombre de comrmandes lancées sur un cycle
semakqgue,; s
» commande, 5

est aussi le nombre maximum de commandes en attente de livraison

L'approvisionnement a l'instant t avant le passage de la commande 4 un instant quelconque,

est R< A § et le stock disponible & 1'instant t + 8 avant la réception de

cette commande est nul donc la quantité vendue sur (t, t+ 6) est R.

Sur[t, t+8], 1 ¥ a lancement d'une commande a l'instant t et

chaque fois qu'un volume Q de marchandise est vendu ; le nombre de com-

mandes lancées sur cet intervalle est donc m = { g- ] +1, i a) Propriétés de la fonction stock disponible

A llinstant t + T, ) ¥ @ lancement d'une nouvelle commande,

Nous allons montrer que :
Finalement sur Tt,t+vT],

€ € les conditions intiales, si R2 5, il existe une
m s ; ) ,
: Quelles que soient .
: 2 : ate i elle cha.que livraison de commande se pr oduit
: : d a partir de laqu
| Q isponible est égal AaR-2A 6.
: / lorsque le stock di P

i aisse une
la durée de rupture du stock est: 8 - R/A (sur (t, t+8)1a quantité vendue Il est possible que sur un intervalle de temps (to‘ t + &) apparai

é estion
R done e durée de non ruptare est R/, durée de rupture de stock non nulle : par exemple, to est le début de g

i i mande Q, le stock disponible
Appelons eycle un intervalle de temps ]t, t+ T ] telqu'ily a du stock avec un seuil R et une quantité de com . .
Q-R 2 l'instant t est nul et la premiére commande arrive aprés o
lancement d'une commande 2 1l'instant t et que T = § + 2 3 = . La fin L N
'i ir de durée de rupture non nu
d'un cycle est le début d'un autre ; tous les cycles successifs venant apres # Montrons qu'il ne peut y avo

t' ont meme durée T et meme durée de rupture & - )-I\{‘ . lement.

[ —




o
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—

temps

Soit to un instant ol l'approvisionnement devient égal & R et o nous langons
une commande qui arrivera & 1'instant to t 6 et tel que des commandes non

encore livrées & 1'instant to arrivent au plus tard & l'instant t + 5.
o

Soit tr la durée de rupture, éventuellement nulle, qu'il y a entre le

lancement de cette commande et le suivant :
0gt <6,
]
La quantité vendue sur (to, t t8)estauplus: A s -y |
o r

La quantité en stock 2 1'instant to + 6 apres la livraison de la commande est
égaled : R+ Q - quantité vendue sur (to, t +8); elle est donc supérieure
o

ouégaled R+Q - (hs -2 tr) SR+Q-A 384 A t,. Le temps nécessaire

. R+
pour €puiser ce stock est au moins : X = 8§+t . Ce stock ne peut done
r

s'épuiser qu'd un instant supérieur ou égal & t = t +6+ R7Q -8+t =
o r
R+Q 5
t0 + A + tr. La premiére commande faite apres celle de 1'instant ¢t

o

o s T Q
est lancée & 1'instant : to + tr * W elle sera donc livrée & 1l'instant

tZ = to + tr + 7 + 8, Comme tlz tz, la durée de rupture entre les livraisons

des commandes lancées aux instants t ett + t +% est nulle,
0T 0T rTA ——————=

Sewil
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De la meéme manidre la durée de rupture de stock est nulle entre
les livraisons de la commande lancée 3 1'instant t + tr % et de la com-
o

mande suivante, et ainsi de suite.

Par conséquent, ceci nous montre que la durée de rupture de stock

sur | t +8, + o[ estnulle.

# Périodicité de la fonction stock disponible .

R

TR emps

P i R

Soit maintenant t une date de | to +86, + o[ ouilya passation

d'une commande qui sera livréea l'instant t + 6.

L'approvisionnement 2 1'instant t avant le lancement de la commande
est R ; la durée de rupture sur (t, t + §) est nulle donc la quantité vendue
sur cet intervalle est A & ; ainsi le stock disponible & 1'instant t + 5 avant

réception de la commande est R - A & .

La commande suivante sera lancée & l'instant t + % et livrée a
l'instant t + % + & quand le stock disponible atteint la valeur R - & § et
ainsi de suite. Finalement sur [t+ 6, + o [ , le stock disponible est une
fonction périodique de période % » chaque livraison ayant lieu lorsque le

stock disponible atteint la valeur R - A 8§,




i
i
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La durée de rupture sur | t + 8, oo [ est nulle donc le taux de

rupture est nul,
Sur un intervalle ]9, 0 + %] , 02t + 6,

il y a lancement d'une commande dont le coQt est A

le colt de stockage est IC x (R - A 5 + 2 ) x%

2

donc le cott de gestion par unité de temps sur cet intervalle est :

2
A Q Q,_ 2 Q-
= (A+1cx(R-A5+2)x )\)~Q (A +1IC 57 )+ IC (R - Ae)

Comme la fonction stock disponible est périodique de période ‘Ag

sur [t+ 8§, + @ [, le colit de gestion par unité de temps est :

2
(A + IC %)HC(R-M)_

O] >

1.3 Résumé

T :taux de rupture, K : coft de gestion, m = [ % ] +1
AR
DRgAS "= SR
2
o A m o
*TmOirl R (A +1C 2,\)

2)R=A ¢ =0

Q2
K=o (A+IC 35-)+IC(R -1 )

0>

0 - 20 -
| anbite de e 48 - R Tzo
smmande @ mQ+ AS-R

K = %(Auc% ) + 1¢ (R=dS)

Sevil R

2 - OPTIMISATION AVEC CONTRAINTE DE SERVICE BILATERALE

Appelons K (R, Q) et r (R, Q) les cont de gestion et taux de rupture
donnés par le paragraphe précédent lorsque le seuil est R et la quantité
commandée Q. Il s'agit de minimiser le colt de gestion de manidre que le

taux de rupture ait une valeur donnée To (0 < < 1.

L'ensemble des politiques admissibles ou domaine d'optimisation
est 'ensemble des points (R, Q) vérifiant R = 0, @> 0 et la contrainte
bilatérale « (R, Q) = T

2,1 Cas ol le taux de rupture est nul (TO = 0)

T ne s'annule que si R2 A & ; le domaine d'optimisation est donc
I'ensemble des points (R, Q) vérifiant R2 A 8 et Q> 0. Sur ce domaine
A o’ 2K
== R -A 8 ot = > 5
K (R, Q) Q(A+1c 2A)+IC(R ) d'oun SR (R, Q)=IC>0;
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un optimum ne peut donc se trouver que sur la droite R =A §.

3 A
2K (R, Q) = =, —;— qui s'annule dans le domaine pour
-1 2 Q
2 A A
Q= IC

Si T =0, le point optimum (R¥, O™ existe et est unique
O

%* 3* 2k A
= A = =g =
R s et Qw ‘/ Ic

Qw est la quantité de Wilson

Pour la politique optimale, le stock s'annule au moment de la livraison

d'une commande,

2.2 Cas ol le taux de rupture est positif (0 < 1o < 1)

On accepte dans ce cas un taux de rupture non nul.
7 (R, Q) ne peut prendre la valeur T, Que sur le domaine R0, Q> 0 et
Rghs.
Sur ce dumaine K et T présentent des discontinuités en tout point
nQ, Q) n=1,2,3,...
En effet si le seuil R est égal a2 nQ, [ % ] +1=n+1
dot K (R, Q) =K = =8 (44 1c Q—Z)

17 Q+As 2A
A8 -nQ '
T =g o= ——e
et (R, Q) ’l'l Q+hs
QZ
D'autre part : lim K (R, Q):2 (A+1C =~ )< K
2 5 2% 1
R—3»nQ
. As-nQ
et lim + (R, Q) A7 > o
=
R—3nQ

3
3

i
ik
b

b LSl fal =
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Appelons région (m) la région définie par "R-(m-1)Q=20 et
R-m@Q<0 surlaquelle [R/Q] +1=m (m=1,2, 3,..).

Sur une telle région K et ¢ sont des fonctions continues de R et Q.

2.2.1 Courbe d'équi-taux

"o
_lmQ-)\f\:O

Sur la région (m) T (R, Q) = Toé———) R- .
o

La courbe de niveau du taux de rupture (ou d'équi-taux) correspondanta A

se compose pour la région (m) du segment intersection de (m) et de la droite

3
R - mQ+te=0.
T -1
¢ AS(1-r)
Les ordonnées des extrémités de ce segment sont _— et
AS(1-1)

—_ T 9 Le segment d'équi-taux de la région (m) est le segment de la
m - T
°

-
iiﬂ_i_t_e___Rtlo mQ-*6=0 défini par:
o
\o0n) el-y
m < S T+ 7
o
Q
mz4
A—s‘(‘t}"‘) segment d'equi - taux
[
{‘X (4- ‘u) _________ ! m=2 J
A Y
LEERY
LRG> B A AR
A+ Co : 2> Mm=3
AS(A“G’ =5 i 1 '\‘. ‘\
2 A SR VRN
1 < ~ STt
' = S -
A§(4-8s) A& R
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sur la région (m) et pour R< A 6 le colt de gestion K (R, Q) est égal a

K (R, Q=——B — (a41c Qz)
m "mQ+;36-R 2x 7 . 1
Sur le segment d'équi-taux, R = c_> T m Q+ A 8, donc le colt de

-
o i

gestion sur ce segment est égal & :

A{i-T1) 2

— (A+1IC 27) Il en résulte que sur la courbe d'équi-taux, le coat

Q
de gestion est K Qy=r@-7)¢ A +IC ‘Q“) expression indépendante
('ro) o' ' Q 2h7 }
de m.
2.2.2 Minimisation du coft de gestion sur la courbe d'équi-taus
On est donc amené & chercher un minimum de K( ) (Q)
(-1 ) A (-1 "o .
sur l'ensemble des Q vérifiant : ——— < Q g ——————— m =1, 2, 3,
m m-1 + T |
IC A i
Kl @ =4 0-n) (55 - ) |
o Q
; 2 A 2 22 T
K‘(T ) (Q) s'annule pour Q= =— Qw (quantité de Wilson),
)
|
Kigyy (@) 4 '

Ofam-m--
&
L)

4 «

Posons v = A § (1 - 7 ). Le point 2 tangente horizontale Qw appar-
[}

v

tient 2 un segment | Y, =
: g m’ m-l+ &=

] ou n'appartient & aucun de ces seg-
ments (K( ) est alors monotone sur chacun d'eux).
i, p
On a alors les cas possibles suivants :

v
1) il existe m tel que v/m < Qw < I b
L'optimum est alors o¥* - ow
P
R¥ ="~ mQw+} s
o

Le coft de gestion minimum est donc (1 -1 } V2X AIC=( -1 )Kw
o °

Kw est le coGt minimum lorsque To = 0.

v v
2 ; > —_— =
) Il existe m= 2 tel que 1+ To <Qw < 1

Posons Q = v/ (m-1+ To) et QZ = v/(m-1).

Q O.& Qur Q2
< ApbAof Ao O o4+ —iz
SO v v~ v (6]
LA J o
" m.4+%o m-1 m-2+%

Comparons K Q) etK Q.)
)1 (r) 2
A (m-1+ 'ro) ICAe(l- To)2
Koy By = s F 2z{(ml+7)
[s] [s]
2
ICAS(1-T)
_ A (m-1) o
Ko 8= T T
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D =K Q

() )~ K ) @)

o o
2
A ICh8(l-4)"1
o _ o' o
5 2(m-1) (m-1 + 'ro)

v

est négatif si et seulement 8i Qw <« FTm———==
V(m-l) (m-1+71)
o
Posons Qy = v/ (m-1) (m-1+ TO) i nmous avons Q <Qy< QZ.

On a alors les cas suivants :

a) Qw < Qy
L'optimum est alors Q¥ = Ql
T,
*_ 20 A¢§=(m-
R™ = To-l le+ §=(m I)Ql

(R*, Q*) est un point de la région (m)

b) Qw>Qy

En toute rigueur, il n'existe aucun optimum puisque QZ n'appartient
pas au domaine de minimisation de K('r ) (Q). 11 est possible de trouver
Q> Q2 tel que :

K Q)>K QY>K, . (Q)etK Q') aussi voisin de K
('ro)( Y (-ro)( ) T,) 2! (To)( ) ey

(

que l'on veut 2 condition de prendre Q' suffisamment prés de QZ'
T

A Q' correspond le seuil R' = (m-1) Q"+ 5

-1
(R', Q'} est un point de la région (m-1).
3) 7 < Qw
_o

L'optimum est Q¥ = v/To . R¥=9

|
+
{

i

=

e

P

- 26 -

Exemple numérique

Unité de temps : année

demande par unité de temps : A = 30 000

délai de réapprovisionnement ; 6 =1/24 (~15 jours)
valeur de l'article : C = 10

colt de lancement d'une commande : A = 10

taux de possession : I =0, 2

taux de rupture exigé : To =0,1

270 000

a +0,90Q

Nous avons K(To) Q)=

A6 (Lo )= 125> Qw

AE(1-T)
’°—2—°—=562,5>Qw
Ao (1-r)
——2 =375 < Qw

3
AE(l-g)

© w535,7 < Qw
245

Nous avons 535,7 « 547,7 < 562,5 soit

v v
w o< =
24t <O =3
o
Nous sommes dans le cas 2) pour m = 3

Ad(1-+)
2. ~ 548,8

ya(2+T)
o
547, 7« 548,8 soit Qw & Qy

L'optimum est donc Q* = 535, 7
R¥ = (m-1) @* = 1071, 4

Le nombre maximum de commandes en attente de livraison est m = 3,

Qw e 547, 7
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Remargque : K(,r ) (535, 7) v 986,14
o

K, , (562,5)n 986,25
(x,)

o

L'écart entre les deux colts est de 1'ordre du 1/10 000 du coqat
minimum pour un écart de la quantité de commande de l'ordre de 5/100
de la quantité optimum. Ainsi dans la pratique, on peut 8tre amené pour
des raisons de commodité 2 modifier 1égérement la quantité de comman-
de optimum sans pour autant modifier de fagon appréciable le colt mini-

rmum,

3 - OPTIMISATION AVEC CONTRAINTE DE SERVICE UNILATERALE

Nous avons minimisé le coat de gestion K (R, Q) pour Q> 0, R2 0

et une contrainte de service bilatérale T (R, Q) =T . L'optimum existe
[

et est unique ou n'existe pas, auquel cas on peut trouver un point satis-

faisant dans la pratique,

Etant donné un taux de rupture maximum To , ne serait-il pas
possible de minimiser davantage le cot de gestion en exigeant seule-

ment que le taux de rupture soit inférieur ou égal a "o ?

Dans ce paragraphe, nous cherchons donc & minimiser le cott de

gestion avec la contrainte de service unilatérale:  (R,Q) < "

Le domaine d'optimisation est & = |J D
m=1,2, ... m
ot &m est défini par R-(m-1)Q20
PR-mQ<t
To
R+ o7 mQ-A&2 0
o
R - Ao <0

K (R,Q) est égala Km (R,Q) =
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Sit =0, la contrainte unilatérale T (R,Q)< 7
o

équivaut 3 la contrainte bilatérale ¢ (R,Q) = T

o

Nous avons vu que l'optimum pour T (R,Q) = 0 se trouve sur la

droite R =X & et que 7 (R,Q)=0 pour R2 ) s,

C'est pourquoi nous lirnitons @m par R-A 80,

Quantibe de ?
commande @

3.1 Remarques préliminaires

(1) Sur le domaine (m), pour R<? 8, le co

Q

Am
_————-A
mQ+A6-R( s

3K m

Nous avons
28 (mQ + A 8- R)

3K

donc m(R, Q)>0 pour R20, Rg* b6, Q>0

3 R

o (R,Q) s ——————— (A+IC

Seuil

2

[
2r)

==

R

Gt de gestion
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(2) En tout point (R', ') d'un segment R - {m-1)Q =0, R20,

R <X 8le colt de gestion est discontina et diminue lorsqu'on passe de

1a région (m) 2 la région (m-1) {m>1)
R'=(m -1) Q'
. A m Q'Z
1 1y = ' o= Lol 5.2 S He y o
KR, Q)=K_(R, Q)= 577 (A+IC TR

La limite de K (R, Q) lorsque (R, Q) tend vers (R', Q') en apparte-

nant & la région (m-1) est :
2
(m-1) Q'
! 1 - P~ S -
K (R', Q') = : (A+ICZ)\)-C2

2

Ao - (m-) Q' '
C.-c =2b-(mbO , 8,5,

17727 6 +X8) 2 )

3) D'apres les rernarques {1) et (2) :
P q

l'optimum s'il existe ne peut se trouver que sur la courbe d'équi-taux ou

les segments des droites R -m Q = 0 joignant les extrémités de 2 seg-

ments d'équi-taux (m=1) ou sur la demi-droite R =0, Q=X & (l—'ro)/-ro.

(4) Le segment d'équi-taux de la région (m) correspondant & un

taux de rupture r (0 <7 < 1) se trouve sur la demi-droite définie par :

R+—1LT— mQ-A8=0, Q>0.

Sur cette demi-droite, nous avons vu que K (R, Q) prend la valeur
m

Q)y=A@1-7)( g + IC 2%) indépendante de m. Le minimum de

K, . (Q), Q> 0, estatteint pour Q = Qw, indépendamment de T,

{5) Sur le segment défini par R - (m-1)Q =0, R=0, R<h & le
cofit de gestion est Km (R, Q) = Km ((m-1) Q, Q)

2
Am Q
"By ot g eyl

Appelons C (Q) cette fonction,

ey

_ 30 -
2
C (Q=——— (CQ°+2ICA5Q-2A1)
= 2 (Q+A8)
/ A
C' (Q)admet Qx=-A8+ A% 62+ £ comme zéro positif,
m 1C
2 262
= —k —m
Q+rd Q 6+Q+h6 donc
Ic icr2e®i2xa
= —= <A DR AL L
G == 5 (@ 754 2 o+re) )

On en déduit 1'allure de la fonction <. (Q)sur ]0, + ][ .

Cm (@)
mA/§
~mICAS /2
(6) Qw= Zf—CA, o= -0 TYCE & ZI*’(*:*

On vérifie facilement que Qx < Qw




e
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(7) Soit T une valeur non nulle du taux de Tupture : 0 < T « 1

Posons v=Ahg(1-7T)
si Que — 22, al <
o] Pour m22, alors Qxc< Mol + &
n = m-1l. On vérifie facilement que Qx < :
n+T

AZGZ(I-T)(Zn+1+T)
2
(n+7)

si et seulement si Qw «

Appelons A le second membre de 1'inégalité précédente,

2
XE < A est logiquemer_:t équivalent a :
n
3_ 2 3 z
] r 7 (2n-1)+7(n-1)2n+2n >0, inégalité vraie puisque Q< T |
b
et n2 1,
2 vz 2
On a donc QWS"E(A donc Qw -~ A cqfd.
n

3.2 Optimisation dans les différents cas

Posons v=2 5 (1 - 'ro). Nous avons les différents cas possi
bles :

v

v
1} il existe m=1 tel =
) ®e s n <Qws m-1+.,o

(m entier)

si m existe, il est unique,

= 32 =

Pour cette figure m = 2.
Soit X¥ e point de la courbe d'équi-taux relative & To ayant pour ordonnée

Qw. x* appartient & @m'

Montrons que X* minimise le coat de gestion :

Soit A un point quelconque ded ; le taux de rupture en A est 7 < T
Tragons la courbe d'équi-taux relatived r ; le segment d'équi-taux de la
région (m) se trouve sur la droite R +—1:_L"r mQ-*8=0;appelons B le
point de cette droite qui a pour ordonnée Qw,. Son abscisse inférieure 2

A8, est supérieure 2 celle de bl

Nous pouvons affirmer :
% le cont de gestion en A, K (A) est supérieur ou égal & Km (B) d*apres la

remarque préliminaire (4).
> x*) d'apres 1 1).
W Km (B) K (X™) d'apres la remarque (1)
Comme Km (x*) est &gal au cot de gestion K (X*), nous avons

K (A)2 K (x* cqfd.
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Dans ce cas l'optimum est : D (R*, Q*)

T

o Q¥ zQw, R¥= —= mQw+hrs
T 1
o]
2) - < Qw
TO .

v/ X

Bl

A§

Soient Xl et X2 les points d'ordonnées v/r et Qw, d'abscisse nulle, Mon
o]

trons que }'optimum ne peut_se trouver que sur le segment d'extrémités

Xl et XZ'

Soient A un point quelcongue de et v le taux de rupture en A,

‘Tragons la courbe d'équi-taux passant par A ; le segment d'équi-taux de

P, AN

1 Q-4 8=0;appelons B le
-

la région (1) se trouve sur la droite R+

point de cette droite d'ordonnée Qw.

Si l'abscisse de B est supérieure ou égale 2 0, nous pouvons affi+

mer
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x K(A)= K1 (B) d'apres (4)

% K1 (B)= K, (Xz) d'apres (1)

dlon K (A)2 K (X,)

si l'abcisse de B est négative, soit C le point de la droite R + ——l‘r Q-Xrs=0
S
d'abscisse nulle. C se trouve sur le segment X1 Xz.

Nous avons K (A)2 K (C) d'apres (4) c. q. f. d.

Il nous reste 3 étudier le cofit de gestion sur X1 XZ.
Al

2) Qx< v/

D'apres les remarques préliminaires (5) et (6), le coQt de gestion

sur X1 XZ est minimum en Xl.

L'optimum est : (R*, Q*) o R¥ = 0, o* - v/t
(o]

b) Qx =z v/-,-0

Toujours d'apres les remarques (5) et (6), le colt de gestion sur X1

XZ est minimum au point d'ordonnée Qx,

L'optimum est : (R*, 0% ou R¥ = 0, 0% - ox

3) 11 existe m>1 tel que <Qws —

—s
m-1+ r m-
o

=

X
Qw >
X

A R
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Pour la figure m = 2,

Soient X1 et X2 les points de la droite R - (m-1) Q = 0 d'ordcnnées

v/ (m-1+ 10) et Qw. En appliquant le m&me raisonnement que dans le cas

2), l'optimum, s'il existe ne peut se trouver que sur le segment X X_.
P P q g 152

Nous sommes donc amené 2 étudier le colt de gestion sur Xl XZ'

c'est-a-dire C_ (Q)pour v/m-l1++7 <0 <Qw. Comme Qx o ———
Sl o m-1+ 7
d'apres la remarque (7) et d'aprs l'allure de Cm (Q), l'optimum °

s'il existe ne peut se trouver qu'en X , point ol la contrainte de service

1

est saturée,

Le résultat est donc celui du paragraphe 2.2,2.

3.3 Résumé et remarques

Probleme : Og-ro< 1. Minimiser K (R, Q) pour R2 0, Q>0

(R Qs
Posons v=Ag(l- To)
2AA
Qw = c
2 2 2AA
= - A A m———
Qx 8+ 8 + c

Kw= y2AkLIC

A Q
g ) @2 n) (G 410 )
A) T =0

L'optimum (r¥, Q*) existe et R¥ =1 5, Q% = Qw.

Le cott de gestion minimum est Kw.

B) O<1-o<1
v
1) T <Qw.

————r——— g

.36 -

L'optimum (R*, Q*) existe et R* = ¢

a) si 'rl < Qx, Q*:Qx
[o]

b) si ™~ 20x, Q¥ %

o o
: v v
2) Il existe m=1 tel que — <Qw < ——
m m-l + 7
; o
i
L'optimum (R¥, Q%) existe et R¥ = T m Qw + 2§
o

o= qw

Le cott de gestiori minimum est (1 - 7 ) Kw,
[

3) Il existe m2 2 tel que <Qw <« —
m-1+7 - m-l
o
P v
osons Q1 ol
v
Q, = m-1
Qe —¥
V(m-l) (m-1+ 17 )
o
a) Qw < Qy

L'optimum (R¥, Q% existe et Q¥ = Q) R¥* = (m-1) Q1

b) Qw > Qy

En toute rigueur 1'optimum n'existe pas.

1l existe Q'>Q_tel que: K, |, (Q1)> K, \([Q)>K, . (@)

= -
I )
b/ {ry/ e

et K ' i voisi o 3 condi
("'D) (Q') aussi voisin de K(TO) (QZ) que l'cn veut 3 condi-

tion de prendre Q' suffisamment voisin de QZ‘

Nous pouvons prendre comme point "satisfaisant" (R', Q')

T
o]

T -1
[

ol R'= (m-1) Q'+ 4 5.

Un tel point appartient & la région (m-1).
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Exemple numérique

unité de temps : année

demande par unité de temps : A = 30 000

délai de réapprovisionnement : § = 1/24 (A15 jours)
valeur de l'article : C = 10

cott de lancement d'une commande : A = 10,5

taux de possession:1=10,2

taux de rupture maximum : 1'0 =0,1
Nous avons K Q) = M+ 0,9Q
() Q.
)
Qw ry 561,2
v=hg(l- To) = 1125 > Qw
v
E = 562,52 Qw
w535, 7 < Qw
247 r i<
o
v v 5 "
Nous avons donc 2+"o <Qwg > (cas B) 3) pour m = 3)
Qy rv 548, 8 Qw > Qy donc l'optimum n'existe pas.
535, 7 K a2 1011, 34
Q1 N () (Ql)
[a]
£ 2 & 1010, 25
Q, =562,5 K(To) @, 10

choix d'un point satisfaisant.

L'écart entre les deux cofts est de l'ordre du 1/1000 du coGt mini-

mum vers lequel le colt de gestion peut tendre.

Si on considere que cet écart est négligeable, on peut prendre comun-
point satisfaisant (R', Q') avec Q' = Q1 et R' = (m-1) X (.'21 =2 % 535,7 =007

pour lequel le cott de gestion est 1011, 34,

Supposons maintenant que 1'on trouve cet écart trop grand et que

l'on considére comme négligeable un coft de 0,05,

- 3g -

Nous cherchons alors Q'> Q_ tel que K QY-K
2 (v ) (v )

o o

(QZ) < 0,05,

Pour Q' = 564 K (Q')ru 1010, 26,

o
On peut donc prendre comme point satisfaisant (R', Q')

avec Q' =564

a
R'=727 (m-1)Q' +A 8w 124,66
o

Remarques

1) Dans le cas B) 1) a) la contrainte de service t (R, Q)< T n'est
pas saturée 2 l'optimum : en ce point le taux de rupture est inférieur
a T C'est le seul cas ol la qualité de service est meilleure & 1'op-
timum que celle donnée par un taux de rupture égal 3 TE dans tous
les autres cas la contrainte de service est saturée & 1'optimum ou

pour un point "satisfaisant'’,

2) Minimisons le codt de gestion K (R,Q) pour R= 0, Q> 0 sans

contrainte de service.

D'apres la remarque préliminaire (2) 1'optimum se trouve sur la

droite R = 0.

D'apres la remarque préliminaire (5) la quantité de commande

optimum est Qx.
L'optimum est donc (R*, Q*) avec R¥=0et Q¥ = Ox.
Le plus petit de tous les coQts de gestion possibles pour A, 6, A,

IC fixés est donc 2

1&]
X

v[ :

K (0, Qx) = (A+1IC

™
>

A
Qx+ A §
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3.4 Usage de variables sans dimension - Optimisation utilisable

Pour une marchandise dont on gére le stock suivant notre
modele, choisissons comme unité de temps : le délai de livraison, comme

unité de marchandise : la quantité demandée pendant le délai de livraison.

A ces unités correspondent :
C' : valeur de 1'unité de marchandise (C' = C X} §)
I' : taux de possession (I'=1X )

Avec ces unités, le coft de gestion K (R, Q) est égala :
2

= (A+I'C‘%)si Rgl

mQ + 1-R

2
QL (A +1 G 92_)+1. C'(R-1) si R21

KPRC‘Q est le cotit de gestion lorsque 1'unité de cott est: I' C' et T o
est le cofit de lancement d'une commande pour cette unité de coqt.

Le taux de rupture est indépendant des unités choisies.

Avec ces unités de temps, de rmarchandise, de cott, l'optimisation

3 : . A
ne dépend que de . intervenant dans la contrainte de service et de ot

Le résultat de l'optimisation correspondant 2 + et o peut 8tre utili-
o]

sé pour 1'ensemble de toutes les marchant_iises dont les parametres A, I, C,

X, & vérifient FAC_'. =a c'est-a-dire -—AT = a.
ICAY

Exemples de résultats numériques

(R*, Q*) : point optimmum ou ''satisfaisant'’ ou r* désigne le seuil

et Q% 12 quantité 3 commander,

+#*

K" cot de gestion correspondant.

R - st

[ |
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Taux de rupture maximum : 0, 09

A/I'C! = 1‘1* o¥* K* -
0.005 0.901099 0.1 0.091 10,
0.020 0.901099 0.2 0.182 5.
0.045 0.883495 0.294498 0.273047 4,
0.080 0.881319 0.4 0. 364 3.
0.125 0.901099 0.5 0.455 2.
0.180 0.881319 0.6 0.546 2.
0.245 0.861539 0.7 0.637 2.
0.320 0.841758 0.8 0.728 2.
0.405 0.834863 0.834863 0.821313 2,
0.5 0.901099 1, 0.91 1.

Lorsque A/I'C' = 0,045 Q¥ = 0, 294498 < 0,3 = Qw (quantité de

=0,405 0Q%-0,834863<0,9 = Qw Wilson)

Dans les autres

cas la quantité optirnum est égale 3 la quantité de

Wilson.
Taux de rupture maximum : 0, 25

A/I'Cl = o R* ¥ K* m
6.845 0. 3. 2.836235 1
7.220 0. 3. 2.929983 1
7.605 0. 3.026148 3.026148 1
8. 0. 3,123089 3.123089 1
8.405 0. 3.220171 3.22017 1
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Pour « = 6,845 et 7,220, Q* = v/-ro =0,75/0,25 = 3 ; c'est le cas
B) 1) b) de 1'optimisation.

Pour les valeurs suivantes de a, QF = Qx i c'est le cas B) 1) a) de

l'optimisation.

Exemple d'utilisation d'un résultat de 1'optimisation

Nous avons indiqué dans ce paragraphe comment faire une optimisa

tion applicable & une classe de marchandises,

Données :
L'unité de temps est 1'année
1'unité de marchandise ést Um
l'unité de coat est le franc : F
Avec ces unités :
le délai de livraison est & = 0,1 (~J1 mois)
le taux de demande est A = 40 000 (demande annuelle)
le coat de lancement d'une commande est A = 100
le taux de possession est [ = 0,2
la valeur de l'article C =10

le taux de rupture maximum est T = 0,09
o

solution
On choisit comme nouvelle unité de temps le délai de livraison :
0,1 an, comme nouvelle unité de marchandise la quantité demandée pendant

un délai de livraison : 4000 Um.

Avec ces nouvelles unités,

le taux de possession est I' = 0, 02
: la valeur de l'aiticle C' = 40000
A 100 ‘
DS Yol - = —==0,125
d'ol I'C 800 et I c 800

la nouvelle unité de coQt est : 800 F

Les résultats précédents nous donnent :
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R¥* = 0,901099 :
o*=0,5
K* = 0,455

Exprimons ces résultats avec les unités initiales :an, F, Um
seuil optimum : 0, 901099 X 4000 = 3604, 396 (Um)
quantité & commander optimum : 0,5 X 4000 = 2000 (Um)
le cont de gestion optimum pendant le délai de livraison :
0,455 X 800 = 364 (F)

et le cofit de gestion optimum'par an: 364 X10 = 3640 (F)




_CHAPITRE 1II

RECHERCHE D'UNE FORMULATION APPROCHEE DU

coliT DE GESTION ET DU TAUX DE RUPTURE

DANS LE CAS ALEATOIRE
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1 - METHODE DE FORMULATION DU COUT DE GESTION ET DU TAUX

DE RUPTURE

Dans un grand nombre de problémes pratiques, la demande n'est pas
certaine et faute de connaftre tous les facteurs influant sur la demande, il
ne nous est possible de la décrire que par un processus aléatoire. Il en est
de m@&me pour le délai de livraison. Cette description peut se faire en uti-
lisant 1'historique des demandes et délais. Dans la suite nous supposons

que le régime est permanent c'est-a-dire que les processus qui régissent

la demande et le délai de livraison ne varient pas avec le temps.

Quand 1a demande est aléatoire et fortiori quand le délai de livrai-
son est aléatoire, il paraft difficile d'obtenir une écriture rigoureuse du
coQt de gestion et du taux de rupture pour notre modele de gestion. D'apres

Hadley et Whitin "1'étude rigoureuse du cas ol plus d'une commande est en

attente de livraison n'a pas encore été entreprise' (page 195 réf. I de la

bibliographie).

Pour remedier a cette difficulté, nous allons tenter d'obtenir expé-
rimentalement une écriture approchée du coft de gestion et du taux de rup-
ture pour un certain processus de la demande et du délai de livraison.

L'expérience consiste 2 simuler la gestion du stock suivant notre moddle en

émettant des nombres au hasard de manidre 2 suivre le processus de la de-
mande et du dé€lai de livraison et 2 calculer certaines grandeurs qui seront

des approximations de limites au sens des probabilités,

Les nombreux calculs qu'exige la simulation se feront 2 1'aide de

l'ordinateur,

La formulation approchée ainsi obtenue peut nous permettre de ré-
soudre certains probldmes comme ceux de l'optimisation, d'étudier des
systeémes plus complexes comme ceux des stocks en chafne, ., La philoso-

phie est donc différente de celie des études classiques de simulation ol on
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se propose d'établir par simulation un résultat final. La notre est de % Le colt de gestion sur un cycle est K, =m A + I C g
i i

mettre au point une formulation simple, utilisable ultérieurement 2 des La moyenne dans le temps du coft de gestion par unité de temps est :
A€ :

in+k(g)
i=1

fins diverses,

Nous donnerons dans le chapitre III une application de cette formu- ] K = lim T ol k (§) est le cout de gestion de la fin du dernier
- o1
9y
lation & la recherche d'une gestion optimum. b L
: cyclea §,
n n
: i1 i1 :
1.1 Expressions générales du colt de gestion et du taux de rupture K= lim T = lim -
€300 € —s00 Zn- T
‘ i=1 *
. on s . & I
Nous ne faisons ici aucune hypothese particulidére quant a la 3 mA +IC 1 a.
. . - i ) n ¢ i
nature des processus stochastiques qui géndrent la demande et le délai de ) = lim = T=
| © n n
livraison si ce n'est l'invariance de ces processus dans le temps. Les no s 1 T 4 1 T
| T 2 L 5
tations R, Q, m, A, I, C ont la méme signification qu'au chapitre I. i=1 ° i=1 !
1) Définition d'un cycle : on appelle cycle i un intervalle de temps ’ Posons
] ti' t:i + T.] tel que aux instants ti et ti + Ti il y 2 lancement d'une com- i § = valeur moyenne de l'intégrale sur un cycle de la fonction stock dispo-
i
mande et sur ] t, t, + T, ] le nombre de commandes lancées est n
¥ i i 5 : 1
R : nible = lim = E 0;
m = [ 6] + 1, (la commande de 1'instant L, n'est pas comptée). ! §—3p0 i=1
n
. I | A
Remargue : la quantité vendue sur un cycle est mQ, : T = durée moyenne de rupture par cycle = lim HL T
£y =7 J
2) Evaluons maintenant le cofit de gestion et le taux de rupture.
A = taux de la demande moyen dans le temps

Pour un cycle i, on appelle :

- n
|
T, : la durée du cycle, ! 5 Z m Q
i T i=1 m Q
T! : la durée de non rupture du stock. - lim o = = = A
i f—yo 1 L
T! : la durée de rupture du stock. i 2 o' lim = Z T
‘ T f—o” i=1 !
n. : l'intégrale de la fonction stock disponible det, & t + T.
1 1 1 1
servant au calcul du cofit de stockage i n_ o
d'o 1l = T =-—"
K, : le cot de la gestion sur le cycle i, © e L i A

i E—3m  i=1
A l'instant €, on appelle n (§) le nombre de cycles consécutifs sur ' Finalement

] 0, §], 0 étant 'instant initial du premier cycle. ! A
K=e—""n
mQ+AT

(m A +ICQ)
Les limites qui apparaltront sont prises au sens de la convergence

presque-sQre du calcul des probabilités.
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# Le taux de rupture est :

n N n
" - i\
2 s 2T
: i=1 i=1
T = lim = lim a
§—300 E—y0 1 a 1 5=
= —— T|
2_ T = 2. T+ ]
i= i= i=1
i ? AT
T A mQ mQ+ AT
T+—5
A
En conclusion
-
A
Le cott de gestion est K= ——=—%x (mA+ICQ)
. mQ+AT
X
Le taux de rupture est ¢ = A
mQ+AT
ol A_est le taux moyen de la demande
A
T est la durée moyenne de rupture par cycle
ﬁ est la valeur moyenne de 1'intégrale sur un cycle de la fonction

stock disponible .

1.2 Autre formulation du cofit de gestion

Définitions

1) Soit f une fonction du temps représentant une quantité de marchandise

Nous appellerons quantité de marchandise-temps de tl a t2 pour la

t
fonction f l'intégrale j ¢ f (t) dt.
t
1
Exemple : f est la fonction stock disponible, tz
La quantité de marchandise-temps stockée de Y a t, est -J‘ f(t) dat,
t
1
Remarque : Hadley et Whitin {page 169, réf, I de la bibliographie) parient

de nombre d'unités-années stockées.

-
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2) Soit une commande de la quantité Q regue & l'instant t.l lorsque
le stock disponible est s, S{ aucune commande n'est regue ul-
térieurement, le stock disponible (fonction f) atteint la valeur s
3 l'hui:.ant tz.

La quantité de merchandise-temps tournante relative d la com-
mande regue & 1'instant f est |

i
j £(t) dt - i(tz -t)
A 1
] 2
Q.
Exemple : dans le cas déterminiete olle est égale d )

Stock r
disponible

4+ Q

Seient deux instants 61 et 92 j en appelera guantitd de marchandise-
aps tournanta relative & la eomm ecus & l'nstant ¢ sur l'intervalle

purnante rela )
(9!, 02) 1'intégrale

(£(t) = 8)

Par exemple, 8i t. €0

17
, elle est dgale® 0.

t
2
£t, = 92. elle est égaleaf (£(t) = &) de
I}

i
si ¢ <t2§9

1 ) €8

2
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3) La quantité de marchandise-temps tournante sur un intervalle

t, t ) est égaled la somme de toutes les quantités de marchan-
1’ 2 B : 1

dise-temps tournante relatives aux commandes regues avant

l'instant t, prises sur (tl, tz).

Stock
disponible

temps

La surface hachurée représente la marchandise-temps tournante sur (tl. Y

4) La quantité de marchandise-temps résiduelle sur (tl, tz) est égale

a la différence de la quantité de marchandise-temps stockée sur

2)'

t, t ) et de la quantité de marchandise-temps tournante sur (t, t_).
1 2 4 P 2

Autre formulation du coft

Soient Bt et ﬁr les moyennes dans le temps des quantités de marchandise-
temps tournante et résiduelle sur un cycle,
A A A
Nous avons {1 = Gt + ﬂr .
Comme dans le paragraphe précédent, soient :
n (§) : le nombre de cycles sur | 0, § ] .
w, : la quantité de marchandise-temps tournante sur le cycle i.

n
Z W
iF &

n

~
Q = lim
E~>m

Alors

T

- g =

Appelons arj : quantité de marchandise-temps tournante relative 3 la jitme

commande recgue,

p (§) : nombre de commandes recues sur les n premiers cycles, La quan-

tité de marchandise-temps tournante moyenne relative 2 une commande est :

n n
— % 2 w;
0 = yym 421 - g, A=l
! §—w P £ F

Le nombre de commandes lancées sur les n cycles est m X n

d'ot p(8) =mxn(E) +k(8) ouk (§) est borné.
n

2w
- A A i=1 1 A
i B & e e
§ o ®
~ ~
Par conséquent ﬂt =m 01
D'autre part la quantité de marchandise-temps résiduelle par unité

A -

de temps a pour moyenne Q =——3x %0
ae temps a p iy 2 mQ+A'}‘X !
~
mQ+AT

X étant la durée moyenne d'un cycle.

Nous avons vu que le colit de gestion est :

A -~
K=———"% (m A + ICQ), D'apres les résultats ci-dessus
mQ+ 2T

A
s———— (mA+mICH)+ICA .
mQ+A T 1 r

En conclusion, le coQt de gestion peut s'écrire

A ~
K = o (A+I1CR)+ICH
wQ + AT - r
Lad
on T est la durée moyenne de rupture par cycle

~
0, estla guantité moyenne de marchandise-temps tournante relati-

ve & une commande.

0 est la quantité moyenne de marchandise-temps résidtielle par

unité de temps.
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Remarques l
= QZ !

1) Dans le cas déterministe nl =gy - J'

>~ -‘I

Dans le cas aléatoire ﬂl dépend de Q et du processus de la {

demande, mais ne dépend pas du seuil R et du processus de livrai-

son d'apres la définition m&me de la quantité de marchandise-temps
’

tournante relative @ une commande,

2) Dans le cas déterministe nous avons :

A R
si Rgh $ T=6- T et 0 =0
A r
A
si R>As T=0 etnr=R-Ao
A
Ti

~
maeee T dans le cas déterrniniste

N
«ese. T dans le cas aléatoire ?

Sevil R

o (1, dans le cas déterministe

- dans le cas aléatoire ?

D
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"
Comme T et or sont indépendants de Q dans le cas déterministe,
on peut se demander si ceci est encore vrai dans le cas stochas-
tique pour les processus de la demande et du délai de livraison

considérés,

. A
3) On a choisi d'exprimer le colt de gestion 3 1'aide de T, 01 et
parce que ces grandeurs sont des fonctions "simples' dépendant

chacune d'une seule variable, R ou Q, dans le cas déterministe.

On approchera expérimentalement le coft de gestion et le taux

de rupture de la manidre suivante :

- Etant donné un processus de la demande et du délai de livraison,
on simule la gestion du stock sur plusieurs cycles en divers points (R, Q).

~
Pour chaque point on obtient des valeurs approchées de f, 01, nr.

A A
- On choisit des fonctions pour approcher T, Q, nr a partir des

1
résultats expérimentaux obtenus dans la simulation (lissage des résultats

expérimentaux),

~NAN
- A partir des fonctions qui approchent T, 01, nr, nous obtenons

une formulation approchée du cott de gestion et du taux de rupture.

2 - DESCRIPTION DE LA TECHNIQUE DE SIMULATION

Nous avons vu que, pour trouver une formulation approchée de nos
modeles de colt de gestion et de qualité de service, nous sommes ame-
nés a trouver des formulations approchées pour les trois grandeurs sui-
vantes :

l’l: : durée moyenne de rupture de stock par cycle,
6 : quantité moyenne de marchandise-temps tournante relative
une quantité de commande.
0_ ¢ quantité moyenne de marchandise-temps résiduelle par unité

de temps.
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La simulation de la gestion du stock a pour but de déterminer des
valeurs approchées de ces trois grandeurs pour différentes valeurs du
seuil R et de la quantité de commande Q, pour certains processus de la
demande et du délai de livraison, Les résultats expérimentaux obtenus par
la simulation seront ensuite utilisés pour déterminer par lissage des fonc-

~ A~
tions approchant T, nl. nr'
Cette simulation pourra se faire & 1'aide de plusieurs algorithmes :

1) Algorithme pour le processus de la demande.

Comme nous 1'avons déja dit dans les généralités, nous supposons quic

le processus de la demande peut 8tre décrit '"valablement' de la manitre
suivante : .
- la demande est continue

- on choisit une durée At et sur chacun des intervalles de temps

successifs de durée At, le taux de la demande est constant.

Notre technique de simulation ne s'applique qu'aux processus de

la demande ainsi décrits,

L'algorithme de la demande aura pour objet de donner & un instant

t le taux de demande sur (t, t + At).

2) Algorithme pour le processus de la livraison.

Il a pour objet de donner & un instant t le délai de livraison d'une

commande passée & cet instant.

Nous verrons des exemples simples d'algorithmes de la demande

et de la livraison pour l'utilisation de la technique de simulation.

3) Alporithme pour décrire le stock disponible sur un cycle.

~
Il nous est possible de déterminer des valeurs approchées de T, '51,
f1_ &i nous connaissons le stock disponible en fonction du temps. On cons-
r
truit alors un algorithme capable de nous donner le stock disponible sur

un cycle,
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- Il utilise les algorithmes donnant les taux de demande et les

délais de livraison.

- I1 a besoin de connaftre les dates de livraison des commandes
restant & livrer 2insi que les quantités livrées (les commandes se font
par quantité fixe Q mais pour certains processus de la livraison, des cor
mandes peuvent &tre groupées ; la quantité livrée est alors un multiple de

Q).

L' algorithme nous donnera & la fin du cycle les quantités restant

2 livrer ultérieurement et les dates correspondantes,

4) Algorithme pour le calcul de la durée de rupture, des quantités de

marchandise-temps tournante et résiduelle sur un cycle & partir de la for

tion stock disponible donnée par 1'algorithme précédent.

2.1 Algorithme détaillé pour décrire le stock disponible sur un

D'aprés la description du processus de la demande, la fonctic
stock disponible est linéaire par morceaux. Elle présente des discontinui
tés aux instants ol il y a réception d'une commande (ou de plusieurs com-
mandes groupées). Pour la connaftre sur un cycle ] Tl' T, ], il suffit de
connaftre les instants ti de ce cycle ol il y a :

- soit discontinuité
- soit rupture de stock
- soit changement du taux de la demande quand le stock n'est pas

en rupture,

Pour décrire le stock disponible, nous utiliserons un tableau de tr
colonnes, Dans la premigre colonne nous plagons Tl : début du cycle, les

instants t, dans l'ordre croissant et 1'instant T, : fin du cycle. Dans la de.
i

2
xiéme colonne nous plagons le stock aux instants t,1 et TZ’ avant la livrais:

si c'est le cas.

z‘!'-
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Dans la troisidme colonne nous plagons le stock aux instants Tl’ ti Nous utiliserons un tableau des livraisons & deux colonnes :

et T_ apreés la livraison si c'est le cas,

2 dans la premi®re nous placons dans l'ordre croissant les dates de livrai-
son et dans la deuxi®me les quantités & livrer correspondantes. Au fur
Exernple :
’, ‘ et 3 mesure de la simulation nous mettons & jour ce tableau en enregis-
trant les commandes qui viennent d'gtre faites et en supprimant les lignes
approvisionnemenk pour les commandes qui viennent d'gtre livrées. En arrivant 3 la fin du
cycle : date Tz, le tableau donne les livraisons 2 faire apris T2 et peut
ainsi 8tre utilisé pour la simulation sur le cycle suivant.
1)
sLUI" R ——

D'apres la description de la demande, il est possible que nous

terminions un cycle avec un taux de demande Y et que ce taux soit encore

S

le m@me pour un intervalle du cycle suivant :

h
i i
| : ' ! g T, (début du cycle) T, (fin du cycle)
[ ! ! :  Sx ! L o B ] >
: , ‘ [ ¥ A ¥ T 1 . d
% N4 Au) % 5, J rot Jrest  I+3at tempE
b7 kg b & b Ty temps
E Pour simuler la gestion sur un cycle il faut donc connaftre 1'instant
tableau du stock disponible .]'l < T1 tel que J'l +Aat > 'I‘1 et sur (.]'l, Jl + 4 t) le taux de demande est
constant. Si .Il < Tl’ le taux de demande sur (Tl’ Jl + At) est déja connu et
T rien S
1 1 si Jl = Tl’ le taux de demande devra etre calculé,
t s s +Q . . .
i 1 i} Organigramme fonctionnel de la simulation sur un cycle
t s s )
2 2 2 On appelle s la fonction stock disponible.
t 0 0 . P
3 1) Initalisations et définition de (Ol, 92)
ty 0 Q
le taux de la demande est constant sur un intervalle (Jl, JZ).
T S S .
2 2 2 (91, 92) est un sous-intervalle de (J], Jz) sur lequel la durée de rupture

est nulle, (0., 0

; 2) doit gtre aussi un sous intervalle du cycle ] T, 'I‘2 ].

Pour simuler la gestion du stock sur un cycle, nous devons connat-

tre initialement 1'instant T1 : début du cycle, les dates de livraison et
quantités a livrer apreés T1 provenant des commandes passées 2 l'instant ’I'1 !

et avant Tl.
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I JZ = Jl + At
N non = 2
!:. I_____Jl Tl ?
i J T ouilq—

| 1771

calcul du taux Y de la
demande sur (Jl’ Jz)

--»l@

le stock s (91)> 0 ?

le taux de demande

Y est nul ? %—-'

non

Il y a rupture de stock.

On cherche dans le tableau des
livraisons la date (appelée Gl)
et la quantité de marchandise
de la prochaine livraison.
Mise & jour du tableau des li-
vraisons et du tableau stock
disponible.

o

J ? non
259 '@

oui

g T2

J24——Jl+ ot

Calcul du taux de demande

Y sur (.]'1, Ji

S

)
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2) Observation de l'approvisionnement sur ]6,, 9_ ]

1 2

Changement de la date 02 si 02 > TZ

On connaft l'approvisionnement & 1'instant Ol.

(lorsque 0. est le début du cycle, il est égal

1
2 R+ Q). On cherche dans 1'ordre chronolo-

gique les instants de } 0y 0 ou ily a lan-

2
cement d'une commande,

|

Qui__ i1 y a lancement d'une commande ? — DOn
soit t cet instant, on calcule l'approvi-
Calcul du délai de livraison, sionnement & 1'ins-
Mise 2 jour du tableau des tant 02.
livraisons, l

Le nombre de commandes lancées
est égala m ?
(m est le nombre de commandes

lancées sur un cycle) oui

non I

t est alors la date T2 de la
@ fin du cycle,




-5

3) Observation du stock disponible sur ] 91, ]

8 -

5]

On cherche dans

de]QI, 92] ol

l'ordre chronologique les instants

il y a réception d'une commande

(ou plusieurs commandes groupées}) en utilisant le

tableau des livraisons,

Il y a réception d'une commande ou de plusieurs

oui

Soit t cet instant,

Calcul du stock & 1'instant

t avant et apres la livraison.
Mise & jour du tableau stock
disponible, Mise 3 jour du

tableau des livraisons

commandes groupées ? nou

Calcul du stock & 1'instant @

'—. 92 est la date de fin de cycle ?

noln ioui

Mise & jour du tableau

non 6. =1 2 stock disponible,
2" R
@ loui
Toh mise & jour du tableaun JZ > TZ > _oui @
[ = ? .
s(8)=0" stock disponible l
non
‘l’om I e— I, Je— 1,
Mise & jour du ta-
bleau stock dispo- JZQ-— J1 + 4t
nible. @
2 v
91 G——QZ

®

©
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Apres avoir simulé la gestion du stock sur un cycle, nous uti-
lisons le tableau stock disponible pour calculer la durée de rupture et la

quantité de marchandise-temps sur le cycle.

Tableau stock disponible

ti 5 (ti) s (t)

t t
eS| s () 5, ()

Appelons sy (t) et 5, (t) le stock disponible & 1'instant t, respectivement

avant la livraison et aprés la livraison s'il y a lieu. La quantité de marchan-
ise- t é it by est
dise-temps stockée sur ( ‘ 1+1)
Sn (it + 8, (t
1 ( 1'.+1) 2 ( i) (t t)
2 M TN
soient n : le nombre d'instants ti du tableau

T_ :la durée de rupture sur le cycle
T

Q ¢ 1a quantité de marchandise-temps stockée sur le cycle,

Organigramme du calcul de T et
b 9

TrQ—O
 ne—0
=
non t) =0 ?._oui
1—..SZ ( i) 0 —j
s, {t. )+s, (t) e
134+ 2 i variant de
- T ¢— +t -t
Qe-nt 2 X (et AT Y

L | 5
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2.3 Calcul de la quantité de marchandise-temps$ tournante sur

Nous calculons la quantité de marchandise-temps tournante
@1, sur un cycle connaissant la fonction stock disponible sur ce cycle donné

par un tableau.

Pour calculer la quantité de marchandise-temps tournante relative i

% une commande sur un certain intervalle de temps, il nous faut connaftre
la valeur du stock disponible a la livraison de cette commande. Nous uti-

liserons un tableau de travail 2 deux colonnes :

Dans l'ordre chronologique nous plagons dané la premigre colonne
la valeur du stock & la livraison de la commande et dans la deuxiéme co-
lonne la quantité de marchandise-temps tournante relative & cette comman-
de sur le cycle. On supprime uneligne d&s que la quantité de marchandise-

temps corfespondante est calculée,

Exemple :

Stock I
disponible

temps

Fin du cyele
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Composition du tableau de travail & différents instants :

1) instant T1 2) instant t

3) instant t
)msnt2

4) instant t
3

3 3
5} instant T2
®s | %

La quantité de marchandise-temps résiduelle sur un cycle s'obtient
comme différence des quantités de marchandise-temps totale et tournante

sur ce cycle,

3 - MISE EN CEUVRE DE NOTRE METHODE DE FORMULATION A
L'AIDE DE LA SIMULATION

Nous allons utiliser notre technique de simulation dans quelques cas
~
particuliers et donner un exerple de formulation approchée de T, 61, Q.
conduisant & une formulation approchée du coat de gestion et du taux de

rupture

3.1 Description du processus de la demande et de la livraison

Le taux de demande est une variable aléatoire positive ou

nulle. Nous donnons un exemple de processus de la demande en utilisant
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une variable aléatoire auxiliaire Y qui suit une loi de Gauss,
Si Y est négatif, le taux de demande est nul.

Si Y est positif ou nul, le taux de demande est égald Y.

31,1

Définitions : Soit une loi de Gauss de densité
2

1 X T

——c = L_PZ)__ )

V2 n 26

g (x) =

Nous dirons qu'une variable aléatoire X suit une loi de Gauss, de moyenne
et d'écart-type €, tronquée sis :

1) P(X<0)=0

Gcaxgh

x
Nous poserons :

2
w(x)=ﬁexﬂ-’;—)

ux):jxw(u)du

-00
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¢ est la densité de la loi de Gauss réduite,

Nous voyons immédiatement que

¢ () =-xXg(x) et g'(x)=¢(x).

Moyenne de la loi de Gauss tronquée

dante :

Soient une loi de Gauss de moyenne j et d'écart-type € et p la moyen-
r
ne de la variable aléatoire X qui suit la loi de Gauss tronquée correspon-

w 0
)xr=0XP(X=())+j xg(x)dx—j x g (x) dx
0

0
En faisant le changement de variable wu = x_‘—_‘&
FeEEO(E)r el

, nous trouvons

Ecart-type de la loi de Gauss tronquée

Soit 6, 1'écart-type de la loi de Gauss tronquée.
r P q

6= 0- pr)2P<x=o)+l (- )% g () o

2 [0 o 2
= p J g(x)dx+l (x—)xr) g (x) dx
-0
En faisant le changement de variable u =i-?A
0 - pk %3
g (x) dx % (u) du =
Lo

l-f ¢ (u) du
©

~ 00

+uws
1-8( '6£ ), sachant que @ est paire et que J ¢ (x) dx=l
o
2
_[) (x- p) el

~ Q0

hd 2
x)u:IP/((€u+ P- )11_) @ (u) d

2 [ 2 @ 2 (™
t € Jﬂ)—l u @ (uydu+26 ().1 -}.zr) I p u ¢(u) du + (}1-)1r) Jj_l e(ujdu
6 € §
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Nous avons :

® © ©
JE u cp(u)du=u(~¢p(‘-1))] 2 +J€ @ (u) du
_‘. 6

~
= - ‘j";cp(%ﬂé(f-i)

R
2l

(e 0]
j}“‘ u ¢ (a) du =
"€

Par conséquent :

ci: )li(l-é(?)l))i'i"z(-_‘-‘ cp(%)ﬂ‘*(?‘))

+26‘()1~)1r)¢(§)+(p-yr)ze(%)
On trouve finalement :

Co-pr peatEr (e

En conclusion

yr=f¢(-§')+po(%)et

cf:-,;i+ )Jt‘tp(%)ﬁ‘(fzﬂlz)@({')

Exemple : si P = 10 et €= 5, nous avons }1r~ 10, 0424 et Crd 4,89952,

Remarque : Ainsid uneloi de Gauss de moyenne b et d'écart-type §corres

pond une loi de Gauss tronquée de moyenne P, et d'écart-type 5‘1‘.,
ce qui définit une application
Fi(p€)—(p. €)

de B =Rx]0, +oo[ dans B, =]0, +o0[X]0, + @

2
Nous admettrons le résultat suivant :

F est une application bijective de El sur EZ.
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3.1.2 Calcul de p et €quand la loi de Gauss de moyenne p et

d'écart-type §tronquée 2 pour moyenne p et pour

écart-type €

Soit X une variable aléatoire positive ou nulle,

A partir des valeurs prises par X, nous pouvons approcher sa
moyenne p_ et son écart-type Cr (étude de 1'historique si X est un taux
de demande). Si X suit une loi de Gauss tronquée et que nous voulons émet-
tre une suite de nombres pseudo-aléatoires suivant cette loi, nous devons

connaftre la moyenne p et 1'écart-type § de la loi de Gauss.
P P

1) Méthode

Nous sommes amenés 3 résoudre le systéme :
P
po=Ce (@)t ;u(‘%)

CZ

B

1]

plepgelEr e (e ey

s .
En prenant comme inconnues § et o = € le systéme s'écrit :

P =6 (e) + g (a) 1
Ce i eo@itrad i@ @

Nous avons :

©
o (a)+t os (a):J (x+a)p{x)dx>0 car (x+ ) ¢ (x)>0 surle
~a
domaine d'intégration.
r

D'aprés (1) 6= o 2o (o (@) + a3 (@)

a

o (a)+ (1+a2) ¢ (@)
(o (2) + @ 3 (@))°

D'apres (1') et (2) Gi = -).li + )15 X

@9 la)+ (1+a") s (a)

2 2 2 @
Posons f(a)=- § - + X
AN (ela) + a & (a))°
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Nous allons résoudre f (o) = 0 par linéarisation :
2 &
Fr

T X6 (@t aple)sla) -4 (o)
(7 (a) + a 3 (a))

£ (a) =

La solution o existe et est unique car l'application

F: M 6) — ( Py €r) de El dans E2 est bijective.

La solution de f (@) = 0 _est la limite de la suite (an) " définie par :
B I xne UV

I
Connaissant @ nous avons € = et p=€a
¢la)tagla ©F
1, Fr
Nous pouvons choisir a, = =
0 €r

2) Description des calculs

Pour utiliser la formule itérative précédente, il nous faut calculer

) (afn) =J e {u) du = J @ (u) du + j ¢ (u) du
™ 0

=00

Nous allons pour cela construire une table de Gauss donnant les

a
valeurs deJ @ (u) du pour « variant de 03 @4 2Vec un pas de 0, 01.

o, 40,01
@, #era choist de manitre que & =J i % (u) du soit "négligeable"
o

v M
par rapporta [ = ¢ (u) du, c'est-i-dire que le calculateur donne
0

I+8=1 (erreur de chute),
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o @

1

Pour o> @, nous prendrons J ¢ (u) du = J @ {u) du = 2"
0 0

Pour 0gag aM, nous utiliserons la table de Gauss et calculerons

4 (a) par interpolation.
b
Nous calculons j @ (x) dx en utilisant la formule d'intégration
2

par arc (page 59, réf. II de la bibliographie) : nous partageons [ 2,b ] en

b-a _ .
n intervalles égaux de longueur h = T, hous posons x, =2z +ih pour

i=0, ..., n(n27) et qa(xi)= ¥, nous avons
N
b 8tp0+3lq;1+20q>2+25q;3+1n
cp(x)dxﬁh 24 - wi
A i=4

25g,.4720 0 ,t30g Y8
24

s

Organigramme du calcul de p et§

données : P 6:_

€: on arr&te le calcul de o lorsque [f (o) | < £
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a

1
ol

—

()

test sur le nombre d'itérations

G—

Calcul de A = @ (a)

non a=>0 ? oul

@
Calcul deJ @ (u) dua l'aide
de la tableode Gauss,

Calcul

Calcul de

Calcul
1 -
B:Q(a):E-J. q;(u)du B=§(
° |
Calcul de C = ¢ (a) + a ¢ (a)
Calcul de F = f (a) = ¢ 2(1
culde ¥ =1le})=- & Nad-
[Fl <&
noy \‘ou.i
Py
Calcul de FP = {' (a) = €=
) 2 AC-BZ
r 3
c = €,
! e
F

N

o
deJ ¢ (u) dud 1'aide

de la table0 de Gauss.

de
1 a
a)=E+J' o {u) du
0

Q C+B)
2
C
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3) Exemples de résultats

Pour calculer poet § connaissant B et ¢, nous pouvons construire
53 r

une table donnant et €pour p =1 et pour différentes valeurs de §
r T

(sila variable aléatoire X a pour moyenne j et écart-type§ , —— a
iy r

p T
pour moyenne 1 et écart-type ——),

r

Pour les valeurs de €r ne figurant pas dans la table, on peut ap-

procher p et € par interpolation.

Nous donnons Jet € pour P = let € variantde 0,13 2 avec un
3

pas de 0,1.
1
€, F Y

0.1 1 0.1

0.2 1 6.2

0.3 0.999966 0.300121
0.4 0.999151 0.402372
0.5 0.994967 0.511684
0.6 0.983644 0.632766
0.7 0.961069 0.769061
0.8 0.923093 0.923091
0.9 0.865634 1.096814
I. 0. 784745 1.291812
Ll 0.676647 1.509403
1.2 0.537756 1. 750706
1.3 0.364680 2. 016686
1.4 0.154220 2.308193
1.5 -0.096637 2.625967
1.6 -0.390730 2.970677
1.7 -0.730734 3,342919
1.8 -1.119175 3,743234
1] -1. 558394 4.172076
2. -2.050712 4.629951
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Remarque : pour 6-1_ = 0,2 et 3 priori pour (r < 0,2.

F=p.c b €= Cr : la troncature a "peu d'effet",

3.1.3 Processus de la demande et de la livraison utilisés

1) demande
Dans les cas réels de gestion de stock, on étudie souvent le proces-
sus de la demande en examinant un relevé des demandes faites dans
le passé (on utilise & la rigueur un relevé des ventes). Cette série
chronologique nous permet de calculer le taux de demande X sur
chacun des intervalles de temps de m&me durée At. X est une va-

riable aléatoire positive ou nulle,

Si X suit un modele constant, nous calculons les valeurs appro-
chées P. et 6‘1_ de sa moyenne et de son écart-type, Nous admettons
que X suit une loi de Gauss tronquée de moyenne P, et d'écart-type
Cr ; la moyenne p et 1'écart-type € de la loi de Gauss sont calculés

a partir de P, et G‘r par la méthode du paragraphe précédent,

Nous utilisons notre technique de simulation pour un tel pro-
cessus de la demande. L'algorithme du processus de la demande
consiste & émettre une suite de nombres pseudo-aléatoires suivant

la loi de Gauss tronquée.

On peut concevoir que par une étude plus détaillée du passé, on

ait intérat 2 utiliser une autre loi mieux adaptée & la réalité.

2) Délai de livraison

t 4+
% 2782
X A A 1 b
T ¥ L] 1 L

t t o+ 3
1 51 temps

Nous admettons que les commandes ne peuvent pas se croiser,

c'est-a-dire qu'une commande lancée 2 1'instant t, ne peut pas etre

livrée avant une commande lancée antérieurement, Ceci est souvent
ven

le cas lorsqu'il n'y a qu'un fournisseur et qu'un chemin pour les
commandes de la marchandise dont on gére le stock. Un retard

2 la livraison peut &tre da au fournisseur se trouvant lui-meéme

en rupture de stock ou de production, au transporteur, etc, Il
arrive souvent qu'un fournisseur, voyant arriver une commande
alors que la précédente n'est pas encore livrée, groupe les deux
commandes pour les livrer simultandment (commandes groupées),
Nous appelons délai libre le délai de livraison d'une seule comman-
de. Faute de connaftre tous les facteurs déterminant les délais li-
bres oud cause de leur complexité, nous considérons le délai libre

comme une variable aléatoire Y.

Nous supposons que le délai libre suit un modile constant ;
1'étude d'une série chronologique des délais libres nous permet
de calculer les valeurs approchées )1‘ et ' de la moyenne et de

1'écart-type de Y.

Il existe de nombreuses lois permettant de décrire la variable
aléatoire positive Y ; par exemple il se peut que Y soit toujours
supérieure ou égale 3 un délai minimum 3 in et qu'on puisse ad-

m

mettre que Y suit une loi de Gauss tronquée au sens suivant :




P{Y<o, . )=
b
Plags Y<b)= ) kx g (x) dx  pour emin sa<h
o
ol k est tel que J kg(x)dx=1,
®min

Pour la mise en ceuvre de notre technique de simulation, nous sy
posons que 6 est petit par rapport a )1' et que le délai libre Y suit une J.»
de Gauss de moyenne J' et d'écart-type 6'(1a probabilité d'émettre un

nombre pseudo-aléatoire négatif est pratiquement nulle).

L'algorithme du processus de la livraison consistera & émecttre .
suite de nombres pseudc-aléatoires suivant la loi de Gauss, chacun de co -
nombres positifs représentant un délai de livraison aprés avoir été éven
tuellement modifié :

6, : délai de livraison d'une commande lancée & 1'instant tl.

1
t_ : date de lancement de la commande suivante.

2
6y ¢ nombre pseudo-aléatoire émis.
Si tZ + 52 < t1 + él, les deux commandes sont groupées.

Le délai de livraison de la deuxi®me commande sera tl + 61 - tz.

Remarque : si§' = 0, l'algorithme se simplifie puisque le délai de livra}
Semarque g P pulsq

son est constant,

3) Emission d'une suite de nombres pseudo-aléatoires suivant une 1o

de Gauss, éventuellement tronquée.

Lemme : Soit X une variable aléatoire réelle dont la fonction de répas
tition F est continue et strictement croissante. Alors la variable

aléatoire Y = F (X) suit une loi de probabilité uniforme dans [0

- Pour créer une suite de nombres pseudo-aléatoires suivant une lor s

Gauss, nous créons donc une suite de nombres y, pseudo-aléatoires suivi:,
i
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la loi uniforme sur ]0,1[ .

-1
Nous calculons x, = F (yi) ot F est la fonction de répartition de

2

x
la loi de Gauss : F (x) = J ! exp (- _(u_-‘g)__) du.
-0

2ne 26‘2

Ce calcul peut se faire & partir d'une table de Gauss. (Nous utilisons le
sous-programme d'inversion de la fonction de répartition de la loi gaus-

sienne, page 83, réf, IV de la bibliographie),

- Pour générer une suite de nombres pseudo-aléatoires suivant la loi

uniforme sur ] 0,1 , nous utilisons la méthode de Lehmer : on prend la

suite d'entiers x =ax_ . (modulo m)
n n-1

2 donné ¢ ]0, m][

16

avec a=2 +3
o= 231

xo impair

La période de la suite est alors 229 = 536 870 912

Les nombres x sont ensuite divisés par m pour avoir un générateur uni-
forme dans ] 0, 1[ .

(Nous utilisons le sous-programme ALEAT, page VII-2, réf, III de la
bibliographie).

- Pour générer une suite de nombres pseudo-aléatoires suivant une

loi de Gauss tronquée, on géndre une suite de nombres suivant la loi de

Gauss et, chaque fois qu'un nombre est négatif, nous lui donnons la valeur 0
q q g

3.1.4 Exemples de représentation de 1'approvisionnement

et du stock disponible

La simulation sur un cycle nous donne la fonction stock

disponible sur ce cycle qui nous permet de retrouver la fonction approvi-

sionnement sur le cycle. Nous avons représenté graphiquement ces fonctions

dans deux cas particuliers & 1'aide d'un traceur de courbes.
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1) Pour les figures 3.a et 3.b

- seuil: R=1

- Quantité commandée : Q =1,5

- le délai de livraison est constant et gala 1

- 0t =0,1. Sur chacun des intervalles de temps successifs de

longueur At, le taux de demande est constant.

- Le taux de demande suit une loi de Gauss tronquée de moyenne

Fr= 1 et d'écart-type s'r =1, La moyenne de la loi de Gauss

est alors Pe 0.784745 et son écart type €= 1.291812.

2) Pour les figures 3.c et 3.d

-R=1

1

-Q=0,3

- le délai de livraison libre suit une loi de Gauss de moyenne
}1'r =1 et d'écart-type 6';. =0,2

-4t =0,1

- le taux de demande suit une loi de Gauss tronquée de moyenne

P = 1 et d'écart type (; = 0,5, La moyenne de la loi de Gauss
est alors F= 0,994967 et son écart type ¢ = 0, 511684 .

Figure 3.a
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3.2 Exemples de simulations

Dans les simulations que nous avons faites sur calculateur.

nous avons choisi :

- comme unité de temps le délai libre moyen

- comme unité de marchandise la quantité de marchandise moyeni«

demandée sur une période égale au délai moyen.

Le taux moyen de la demande est alors 1.

Sur chacun des intervalles de temps successifs de durée At, le

taux de demande est considéré comme constant, On choisit At égal au

dixiéme du délai libre movyen,

Rappelons que (m) désigne le domaine défini par :

R-(m-1)Q20 e¢ R-mQ«<0 pour m=1, 2, 3,

Sur chacun de ces domaines [ % ] est constant et égal & m-1.

Nous faisons des simulations sur chacun des dix premiers domaines afin

~

"
de pouvoir approcher T et q, sur chacun d'eux ; € sera approché par

1

Eal
une fonction de Q utilisable sur tous les domaines puisque ﬂl ne dépend

que de Q et du processus de la demande.

1) Choix des points (R, Q) ol seront faites les simulations

Quantite ded
commande @]

S |
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Dans chaque domaine (m) nous choisissons 3 demi-droites de la

forme Q =« R avec—1<a<l— sim>1
m m-1
l ca sim=1

si bien qu'a chadque valeur R du seuil correspond 3 points de simulation.

Nous avons choisi les 40 valeurs suivantes du seuil :

0.0975 0.1900 0.2775 0.3600 0.4375
0.5100 0.5775 0.6400 0.6975 0. 7500
0.7975 0.8400 0.8775 0.9100 0.9375
0.9600 0.9775 0.9900 0.9975 L.

1.0025 1.0100 1.0225 1.0400 1.0625
1.0900 1.1225 1.1600 1.2025 1.2500
1.3025 1.3600 1.4225 1.4900 1.5625
1.6400 1.7225 1.8100 1.9025 2.

Avec nos unités 1 est la valeur optimum du seuil dans le cas déter-

ministe pour un taux de rupture nul (1 = A 8),

2) Quelques résultats

Nous avons établi les moyennes en faisant des simulations sur

100 cycles en chacun des points (R, Q).

Rappel de notations

R
R:seuil . Q: quantité commandée . m = | a ] +1
A
T : durée moyenne de rupture par cycle,
51 * quantité moyenne de marchandise-temps tournante rela-

tive & une commande.
1. ¢ quantité moyenne de marchandise-temps résiduelle par

unité de temps.

Les valeurs obtenues par simulation sont des valeurs approchées de

T.%. 0.
1 r
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~ ~
a} Comparaison des valeurs approchées de T, 0 ,_ﬂr par simulation
1

avec celles du cas déterministe. Tableaux 3.a et 3.b

La simulation est faite dans le cas ob le taux de demande suit
une loi de Gauss tronquée de moyenne I l et d'écart-type
G‘r = 0,5 ; la moyenne de la loi de Gauss est alors M w0, 994967
et son écart type 6w 0, 511684, Le délai libre est aléatoire suivaui

la loi de Gauss de moyenne }1' =1 et d'écart-type ¢¢ = 0,2

Les points (R, Q) de simulation sont ceux d'une demi droite

Q = o R du domaine (2).

On remarque que :
- la durée moyenne de rupture par cycle ne s'annule que pour
un seuil R2 1,64 alors que dans le cas déterministe clle

s'annule pour R2 1,

- La quantité de marchandise-temps résiduelle nr n'est jamais

nulle,

- Le processus aléatoire de la demande a pour effet d'augmen

ter la quantité moyenne de marchandise-temps tournante (’11
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~
b) Comparaison des valeurs approchées de T, al'—or dans différents

cas aléatoires, Tableaux 3.c et 3.d

Le taux de la demande suit une loi de Gauss tronquée de moyenne
et d'écart type § (la moyenne de la loi de Gauss est pet
T

sont écart type 6 ).

Le délai libre suit une loi de Gauss de moyenne )1' et d'écart-

type €' (¢ petit par rapport 3 }1')

ler cas aléatoire :

Fo=let € 50,3 d'ob p=0,99996 et € = 0,300121
p=let =0 (délai constant),

2tme cas aléatoire :

B 1et {; =0,5 d'ou F= 0,994967 et 6= 0, 511684
pl=let ¢ =0 (délai constant),

3eme cas aléatoire :

Fr

=let § =1 d'ol P =0,784745 et €= 1,291812

r

pelet g'=0 (délai constant)

4&¢me cas aléatoire :

Fr

=1et g~r=o,5 dlot j1=0,994967 et § = 0, 511684

J,\‘ =leteg'=0,2 (délai aléatoire).

On remarque que :

[a)
- T, ?)1 et augmentent avec la dispersion du taux de demande (ler,
r

2eme et 3eme cas),

~
T et augmentent avec la dispersion du délai libre (22me et 4¢me cas)
T
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~
c) Comparaison de différentes valeurs approchées de T, 0 obtenues
T

pour une m&me valeur de R et différentes valeurs de Q. Tableau

3.e

~
Les valeurs approchées de T et 0 proviennent du 2&¢me cas
r

aléatoire.

Moyennes des valeurs approchées de 0 sur chacun des domaines
]

m R=0.75 R=1. R=1.25
1 0.0028 0.0573 0.2226
2 0.0183 0.0813 0.2526
3 0.0192 0.0830 0.2523
4 0.0208 0.0851 0.2482
5 0.0221 0.0829 0.2513
6 0.0210 0.0831 0.2567

Les moyennes augmentent le plus lorsque nous passons du
domaine (1) au domaine (2). Pour tenir compte de ces variations

de moyenne, nous pouvons approcher i _sur chacun des domaines.
r

Pour R = 0, 75 on remarque que pour chaque m = 2 les valeurs
approchées de O diminuent avec Q. Ceci n'est plus vrai pour
r

R =1,25, En premitre approximation, nous approcherons Or par

une fonction indépendante de Q.

~
Nous avons des remarques analogues pour T,
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3.3 Recherche d'une formulation approchée de ?)1, T a
Pour un certain processus de la demande et du délai de

~ ~
livraison, 01 est une fonction de Q, T et ﬂr sont fonctions de Q et R,

~ ~
Notre but est d'approcher ﬂl, T et Or par des fonctions de for-
mulations connues ; le probldme est de trouver de "bonnes'' formulations,
c'est-a-dire autant que possible "simples' et permettant une bonne appro-

ximation.

Nous avons déja signalé, apres observation des résultats de la
o :
simulation, que sur chacun des domaines (m), T et Qi varient peu avec
Q ; nous nous contenterons alors d'approcher T et ﬂr par des fonctions

de la seule variable R sur chacun de ces domaines.

Les parametres des fonctions approchant 61, ?, nr seront ajustés
en utilisant les résultats expérimentaux donnés par la simulation,
(Un probleme plus vaste serait par exemple d'approcher T par une fonc-
tion de R, Q, du taux de demande moyen-f\, de 1'écart-type du taux de
demande €(X), du délai libre moyen §, de l'écart type du délai libre € (5)
pour un certain modele du processus de la demande et du délai de livrai-

son).

—————————— 1
QZ
Dans le cas déterministe 31 = zToh Q est la quantité

commandée et A le taux de demande.

Dans le cas général 61 ne dépend que de Q et du processus de la

demande ; de plus ﬁl est nul si Q est nul. Nous allons approcher par

2 1
Q+CZQ ]

un polyn8me du 2&me degré P (Q) = =

Supposons que nous disposions de N points (Q_, Fi) ou :
1
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Q, est la quantité commandée
1

F est la valeur approchée de ﬁl (Q.) donnée par la simulation.
i i

Nous voulons résoudre au sens des moindres carrés le systdme surdé-

terminé,
2
’ F
Ql Ql Cl 1
Q Qz C F
o 3 & “ = .Z ou BXC=F
. ) E
Q
QN NJ FN

t
sile rang de B est 2, B X B est inversible et la pseudo-solution est la

t
solution du systéme : t;B XB-XxC= BXF

ZN 2 ZN 3 FZ
4 Qi ! Qi 7 Qi Fi
aEl i=1 i=1
& t
BXB-= et BXF =
N N
3 4 2
2_9 2_ 9 2 9 F
i=1 i=1 °? Li:l ]
Posons :
g rsl %2 . 54
BXB= et BXF =
%2 %3 ®s
Le systeme s C1 + sy C2 =g ‘
a pour solution
C C.=
S2 11830, 7 55
4% %% . %1% %%
Cl“ \_42-
% 2 Wee %

Un calcul rapide permet donc de déterminer P (Q).

-9 -

Exemples :

Le délai est constant et égal 3 1,

Le taux de la demande suit une loi de Gauss tronguée de moyenne

Fe et d'écart type 6‘r (la loi de Gauss a pour moyenne Joet écart type g).
La visualisation des points expérimentaux et de la fonction P obte-
nue apres lissage nous permet d'apprécier la "qualité" de 1'approximation.

N ~
Appelons Ql d la fonction ﬂl dans le cas déterministe :

2
N -89 -
Gpa@ay e Moy

Au lieu de représenter la fonction P, nous représenterons la fonc-

tion P - O,\ et au lieu de représenter les points (Q,, F ), nous repré-
1,d i i

P 1 _
senterons les points (Q., F. - nl a (Qi))' ceci afin d'augmenter la préci-
it i ,

sion des graphiques.

ler exemple

P 1 et G-r =0,5 d'ol B= 0,994967 et € = 0, 511684

on obtient c = 7,60963 % 1072 et C, =0,502518.

Voir la figure 3. e,

2eme exemple
=let §_ =1 dou p=0,784745 et € =1,291812
Fx : F

-2
on obtient C1 = 4, 64510 x 10 et CZ = 0,500390,

Voir la figure 3.1,
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déterministe,
2N\ R
Nous avons Td (R) =4 - )\ ¢ d
R
T (R)=0 et 0 (R)=-)\5+RpourR216
d r,d

~ Fal
les fonctions T et Q_ ''se rapprochent" des fonctions T et
T
l'indiquent les résultats expérimentaux des simulations. Ces remarques
ral
nous conduisent 3 essayer d'approcher les fonctions T et par une bran-
b

che d'hyperbole ayant pour asymptotes les droites y, (R) paralldle &
YP ¥ P 1 P

- 94 .

o~
Appelons T et Q les fonctions T et 1 dans le cas
d r,d r

ol A est le taux de demande et 8 le délai.

Lorsque la dispersion du taux de demande ou du délai libre diminue,

y(R):-‘E-I-G pour T

et

A
= R =-A38 pour 01_

(A : taux de demande moyen ; & : délai libre moyen)

v, (R) = 0.

1) Approximation par une branche d'hyperbole

b (=)
Y, (x)
k>o
k<o

kyo

et O (R) = 0 pour O<R<ght
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Soient deux droites : g (x) = &, +a xet Y, (x)=b

+b xetu
1 1 et un

0

réel k, L'ensemble des (x,y) vérifiant :

(y - Y, (%)) {y - Y, (%)) = k est une hyperbole.

Cette équation s'écrit :
2

y —v(y1<><)+y2(X))+y1(X)V2(X)-k=0
)2

A(><)=(yl(x)+‘/2(X) -4y, (x)y, (%) +4k

860 = (y, () - v, () 4 4k

Prenons k>0, alors A (x)>0 Vx

L'hyperbole se compose de deux branches et la branche supérieure a pour
équation :

y (%) =51 (y, () +y, (x) + VB (x))

Supposons que nous dispogions de N points (Ri' Yi) ou

R, est une valeur du seuil

y. estla valeur approchée de f ou nr cortespondante donnée par la
simulation.

Notre approximation consiste 3 minimiser

N
2
F (ao, k) = Z (y (Ri) - Yi) sur le domaine suivant :
i=]

> =h =
k>0, ag ¢ R, en prenant b0 L 0

~
a = -7 si l'on approche T

H
—

8i l'on approche nr.

Des essais ont été faits en utilisant un programme de maximisation
avec contraintes ; la visualisation des résultats montre que y ne permet

”~
pas d'approcher avec précision T ou ﬂr car il existe des régions ol les

points expérimentaux se trouvent "accumulés" d'un méme c8té de la

courbe représentant y,

- 96 -

Exemple : figure 3. g

Le délai est constant et égala 1,

Le taux de la demande suit une loi de Gauss tronquée de moyenne
A =1 et d'écart-type G‘I =0, 511684 (la moyenne de la loi de Gauss est
p=0, 994967 et son écart type €=o0, 511684 ).

~
Nous approchons T sur le domaine (1), & partir de 120 points

expérimentaux (Ri' yi).
On obtient aoru 0,992 et ko~ 0,00434

Pour augmenter la précision du graphique nous représentons :

les points (R £ (r))
b esp01ns i, Yi- d i

A
- la courbe y - T .

o~

On remarque que pour R2 1,20 tous les points expérimentaux se

trouvent au dessous de la courbe,

D'apres les résultats de la simulation, on peut considérer que le
taux de rupture est nul pour R& 1,40 ; si on utilise la fonction y appro-
chant '? et qu'on exige un taux de rupture presque nul, on serait amené
3 prendre un seuil R plus grand que 1, 40 ce qui augmente inutilement la

quantité de marchandise-temps résiduelle ﬂr donc le coat de gestion.

2) Approximation par une branche de pseudo-hyperbole

a) Remarques préliminaires :

Soient N points (Ri, Qi) i=1,2,..., Nd'une domaine (m),
3
¥ et z, les valeurs approchées de T et Or obtenues par la simulation en
(Ki, Qi)'
% D'apres les simulations faites, Y, s'annule des que le seuil Ri est
suffisamment grand ; soit RO la plus petite valeur du seuil telle que
v, = 0 pour Ri = Ro‘ Il est intéressant d'approcher T par une fonc-

tion y telle que y (R) = 0 pour R R, .
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# Dans des cas ol les dispersions du taux de demande et du délai
libre ne sont pas trop élevées, z. s'annule d2s que le seuil R
1 1
est suffisamment petit ; soit R la plus grande valeur du seuil
g

teile que z, = 0 pour R, < R .
S1 i o
Si ce n'est pas le cas nous prendrons R = 0,
Q
En effet 0<pn <R donc a, tend vers 0 lorsque R tend vers
r

0. 11 est intéressant d'approcher nr par une fonction y telle que

y (R) = 0 pour R g Ro.

b) Pseudo-hyperbole

D'aprés ces remarques, au lieu de prendre pour k une constante
positive comme au 1), nous prendrons une fonction de x positive ou
Pl
nulle s'annulant pour x& R si on approche T
[}

X _<__Ro si on approche nr.

Définition k fonction positive ou nulle

yl(x):a0+a K yz(x):b +blx

0
b{x)=(y (x) -y, (X))2 + 4k (x)

G) + v, G+ Vo )

1

1

La courbe représentant y fonction de x est appelée branche supérieure

d'une pseudo-hyperbole.

S5i k est dérivable par rapport & x et si k (xo) >0 pour %, véritiant

¥ (xo) =Y, (xo), alors y est dérivable par rapport & x quel que soit x.

c) Tvope de pseuda-hynerhole

”n
approche de T
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La pseudo-hyperbole permettant d'approcher nr est définie par :

k (x) =0 pour x< R
A °
£ (x)
k(x)=ce pour x>Ro
2

/ ol f(x):"g‘@ﬂL pour R «x <M
)

R -x
[

2
Sevtl = =-a(x- M) pour x> M

/ et c>0,aZO,ﬁ>0,Ro<M.

”~
Formulation commune aux approximations de T et &
T

A
Posons S= -1 sion approche T

=1 i on approche Or

Nous avons alors la formulation suivante, utile pour la program-

mation
2 ; N S f {x)
On approche T par une fonction pseudo-hyperbole ainsi définie k(x)=ce

f
k(x)=c e (x) pour x< R =0 pour S(x-RO) <0

pour S (x - Ro) >0

2
=0 pour x> R - on f(x)=-a{x-M)" pour S(x-M)=0
o

2 2
ol f (x) = - @ (x - M)” pour x<M :SLLRX-MX pour S (x - M) < 0.
2 -
=- B fx - M)T pour M<x <R ° . ~
5% © Neus choisissons ¥ (%) = a, - Pour approcher T

et ¢>0, 20, >0, 0<M <Ro a, tx pour approcher 0_

approche de Or ¥, (x) =0

f (A : taux moyen de la demande),

”~
L) A) Exemples d'approximation dc T et @ pas une poeudo-hyperboie
T

x ]
b e~ -

kfoe.)
/ 4 D'apres le choix de 7l (%), Y, (x) et de Ro' une pseudo-hyperbole

du type précédent dépend des parametres :
Sevil x

/, F(x) ag ¢ @ B, M qu'il s'agit "d’ajuster au mieux" pour chaque ap-

-~
proximation de T ou Or,
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Nous ajustons ces parametres de la maniére suivante :

nous choisissons M =X 6 ol A est le taux de demande moyen et &
le délai libre moyen : la figure 3. g représente 1'approximation

de T par une fonction hyperbole ; elle paralt de bonne qualité pous
R<A6{(h 8=1); par contre, d'apres la position des points expért

mentaux, la valeur de k obtenue est trop grande pour R> A &,

De 1a vient 1'idée de choisir k fonction du seuil R et k décrois-

sante pour R > 1 §, d'ou le choix de M.

Soient N points (R, Q) i=1,..., Nety, la valeur approchée dc
i’ i i
Tou 0 au point (R,, Q) donnée par la simulation. Un premier
r im T
essai consiste & ajuster a_, ¢, a, P en minimisant

N

2
F (ao, c, a, B)= Z (y (Ri) - yi) avec les contraintes
i=1

0

¢>0, a2 0, >0 (approximation au sens des moindres carrds:,
On utilise pour cela un programme de maximisation avec contrain
tes suivant une méthode du gradient, On remarque alors que a et fi
restent tres "voisins' de leurs valeurs initiales méme aprés un
nombre important d'itérations (on peut penser que F est beaucoup

plus '"sensible' aux variables 3, et ¢ qu'aux variables « et B},

Dans un deuxidme essai nous fixons arbitrairement o et § et

N
2
, ¢) = E (y (Ri)-yi) avec la contraints
i=1

nous minimisons F (a

0

A
¢> 0 (si on approche T, 20 doit rester voisin de 8 ; on ajoute alur.

des contraintes de sécurité du type & - & < a; = 5 +& )

Si on approche N_, a_  doit rester voisin de - A & ; on ajout
T

4]
alors des contraintes dutype -2 6 ~€ga_ = -A 6 4+ &)

0

s Quelques résultats

Cn '
Nous approchons T et Q_ sur chacun des domaines (mi)
o]

m=1, 2,..., 10 dans deux cas aléatouires.
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ler cas aléatoire : la moyenne du taux de demandeest A = 1, son écart

type est S‘r =0,5. Ledélai est constant et égal 2 1. Les résultats

se trouvent dans le tableau 3, f,

Ze¢me cas aléatoire : la moyenne du taux de demande est A = 1, son écart

type est 6-:' = 1. Le délai est constant et égala 1. Les résultats
se trouvent dans le tableau 3.g,

(les simulations ont été faites pour des seuils R < 2 ; dans le
Zeme cas aléatoire, la plus petite valeur Ro du seuil telle que les
valeurs approchées de T soient nulles pour R2 Ro est supérieure

4 2. En effet les valeurs approchées de 7 pour R = 2 sont :
-pourm=1:0,, 0.004, 0,

- pour m = 2 : 0,0006, 0,0014, 0,
: 0.0006, 0., 0.0010 etc.

w

- pour m =

Comme ces valeurs sont petites, nous garderons R =2,
o

Mais d'une manitre générale, pour utiliser notre technique

~
d'approche de T, il est nécessaire de faire des simulations pour

des seuils suffisamment grands, c'est-A-dire pour lesquels la

durée moyenne de rupture par cycle est nulle),

On remarque que :

- les valeurs de RO sont 2 peu pres indépendantes de m.

- Les valeurs de a diminuent lorsque m augmentent et qu'on
approche iy ¢ ainsi dans le ler cas a a diminué environ de —1-2—-6 de
sa valeur maximum lorsqu'on passe de m = 1a m = 10 ;
dans le 2&me cas a_a diminué environ de 13 % de sa valeur maxi-
JYNYVEE SN

- Lorsqu'on approche Or, cette diminution de ) est beaucoup
moins nette,

- ¢ augmente avec m ; pour un seuil donné, plus le nombre
maximum m de commandes en attente de livraison est grand, plus
la durée moyenne de rupture par cycle est grande et plug la quan'itd
moyenne de marchandise-temps résiduelle par unité de temps est

grande,
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Tableau 3, f

M=1 a=0.1 p =10

approximation de T approximation de ﬂr
m R a C x 1()3 R a C x 103

[} 0 o 0
1 1.49 0.9917 4.339 0.0975 -1. 0166 3.657
2 1.64 0.9836 8.161 0. -1.0260 7.546
3 1.49 0.9738 9.801 0. -1.0254 8.542
4 1.64 0.9698 9.929 0. -1.0269 9.269
5 1. 64 0.9633 | 10.894 0. -1.0275 9.705
6 1.5625 0.9576 | 11,113 0. -1.0256 9.479
7 1,49 0.9475 | 12.534 0. -1.0256 9.561
8 1.49 0.9467 | 12,123 0. -1.0257 9.869
9 1.5625 0.9423 | 12.585 0. -1.0321 10.645
10 1.5625 0.9396 | 12,949 0. ~1.0258 10.450

Tableau 3.g
M=1 a=0.1 p=35

approximation de T approximation de ﬂr
m R a |cxio® R a c x 10°

o 0 [ 0
1 2. 0.9641 19.314 0.0975 -1.0700 14. 928
2 2, 0.9384 36.507 0. -1.0862 28.996
3 2m 0.9057 | 42.507 0. -1.0921 33.499
4 2, 0.9030 43,455 0. -1.0776 32.958
5 2, 0.8838 46,532 0. -1. 0810 33.514
A 2 0.8678 18.522 0. -1.0821 34,722
7 2, 0.8633 48,677 0. -1.0875 37.651
8 2, 0.8641 47,757 0. -1.0855 37.532
9 2, 0.8444 52.559 0. -1.0894 38.173
10 2. 0.8365 52.648 0. -1.0874 39.621
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Nous représentons graphiquement les écarts entre les cas aléatoire

et déterministe :

N
- les point éri t : » v, - T (R, R s - R
es points expérimentaux (Ri ¥, -d( 1)) ou ( A Or'd { i))
d A~
- les courbes représentant les fonctions : y - Td ouy - d afin
r,

d'apprécier la qualité des approximations de T ou Or.

Nous donnons quelques exemples de graphiques (figure 3.ga figure

3.p). o

Remarques

~ Nous avons pris arbitrairement « = 0,1, D'apres les graphiques cette
valeur paralt satisfaisante dans tous les cas {a influe sur la courbe

pour R <!llorsqu'on approche ',f‘, pour Rz 1 lorsqu'on approche Qr).

A
- P influe sur la courbe pour 1 « R <« R lorsqu'on approche T, pour
o
R <R« llorsqu'on approche Q . Pour une telle valeur R du seuil
o T
k (R) augmente donc y (R) augmente lorsque B diminue. Dans le cas

des figures 3.k, 3.4 3.p nous aurions intéret 3 diminuer B.

Dans le cas de la figure 3.0, nous aurions intéreti augmenter

A
P. Ainsi on pourrait améliorer 1'approximation de T ou ﬂl_ de la

maniére suivante :
on choisit un ensemble fini de valeurs & donner a § ;
pour chaque valeur de B on ajuste a et ¢ comme nous l'avons fait et
[

on calcule le résidu N 2
y &) -v)";
i=1 oot

la meilleur valeur de § est celle qui donne le plus petit résidu.

- Nous avons dit que les points de simulation (R, Q) étaient choisis

dans chaque domaine sur 3 demi-droites Q = ui R 1=, 2; 3

u > u, > U, Sur les figures 3.g —> 3. p, un point expérimental

est représenté par :
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+ s'il correspond d'un point de simulation sur Q=u R

P %

" t it Q=u R
i 2

" " 13 Q = @ R
@ 3

sur la figure 3.k nous remarquons que pour R, les valeurs

approchées de nr augmentent avec ui'

Dans 1'ensemble les graphiques justiiient le falt que nous

~
approchions T et §_ par des fonctions indépcudantes de Q.
r
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3.3.3 Résumé des formules

R : seuil d'approvisionnement
Q : quantité de commande
| m= | % ] +1
A : cott de lancement d'une commande
1: taux de possession
C : valeur de l'article

A @ taux moyen de la demande

§ : délai libre moyen

| 1) formulation du coft de gestion et du taux de rupture

!  Am -
i =) Q
| codt de gestion K = — =" (A +1C aj)+ica
AT

o et
taux de rupture MmOt AT

~
ou T est la durée moyenne de rupture par cycle

A, estla quantité moyenne de marchandise-temps tournante relats.
a une commande

n_ est la quantité moyenne de marchandise-temps résiduelle par vai
r

de temps.

A A
| 2) Approximation de {21, T, 0 considérées comme fonctions des
r

| variables R et Q.

a)} approximation de 6
1
| o
o =
| Q) < Q+ <, Q

A
b} approximation de T

R : plus petite valeur du seuil donnée par la sunulatio,
o
telle que pour R& R_la durée moyenne de rupiii:
o

par cycle est nulle.
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-17 - 5
b o) = a - % v, () = 0 a, est approché par
f (x) wr(R)=Y(R) avec M=28&6, 20, B>0, ¢>0
k(x)=ce pc)ur:-c<R0 |
=0 pour x 2 R les paramb3tres 3 ajuster étant‘ao, c, @, B.

b Pl maaix- M)Z JoTT T M d) Formulation commune de t et w,

:-p%--—_l\-%— pour Msx<R0 5=11
o , , k(x):cef<x) pour S(x - R }>0
8(x) = (y) () -y, ()" + 4k () = (y, (N 4 4k () °
=0 pour S(x - R )< 0

yh) =3 by, @ Va)s 5 (v, 0+ Vi) | °

2
. 2
ou  f(x)=-a(x-M)" pour S(x-M=z0
Fal
T est approché par : 2
- M)
. =8 B(x pour S(x - M)< 0
t(R)=y(R) avec _M=15, 220, >0, c>0 Ko o

les parametres & ajuster étant a , ¢, a, B. 2
0 & (x) = (y) ()" + 4k (x)

. . |
c) Approximation de ﬂr v (x) = El (yl (x) + VA (x) }
Ro : plus grande valeur du seuil donnée par la simulation telle que |
! ) x ~
pour R<R , la quantité moyenne de marchandise:temps rési- 51 §=-let Y, (x) = 20" (R) =y (R)
duelle par unité de temps est nulle.
Si S=1let X)=a_ +x R) =
y. (x)+a +x y,(x)=0 Yl() 0 wr() y (R]
1t 0 2 |
f
k (x)=ce () pour x> RO |

"
<

|
pour x< Ro |
|

2
o f(x)=-alx-M) pour x2= M

- M)2
ﬁM pourR°<x <M

R -x
5}

b (x) = (y, )%+ 4 (x)

y )= g by, 0+ VoG

2
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La formulation que nous venons d'obtenir 2 1'aide de la simulation
peut &tre utilisée dans différents problémes : par exemple, elle peut ser -
vir 2 une fcrmulation d'un systeme plus complexe, & minimiser le coli ¢+

gestion sous certaines contraintes. ..

Notre but dans ce chapitre est de minimiser le ccat de gestion

avec un taux de rupture 3 ne pas dépasser,

~ ~
Dans ce qui suit les fonctions approchant Ol' T, Qr s'appelleront

.t e
Yt B

1 - PREMIERE METHODE D'OPTIMISATION

Soit fo le taux de rupture & ne pas dépasser ; la contrainte de gservice

%tﬁ(R,Q)s%O mxto-@(R,Q)zo.

Comme la formulation du coit de gestion et du taux de rupture
dépend du domaine (m), nous minimisons le coit de gestion sur chacun
des domaines (m) oh nous avons approché &‘\ de ﬂr ; la comparaison des
optimums locaux obtenus nous donne l'optimum global. Nous utilisons
pour cela le programme de maximisation avec contraintes par la métho

de du gradient, déja mentionné au paragraphe 3.3.2 du chapitre II

1) Gradient du coGt de gestion

Le programme cité nécessite la connaissance du gradient de la

fonction & minimiser,

A m A
K (R, Q) = m QT E (A +1C o (Q))+1cwr (R)
2 e du.
Eroa:-— P —x L ®x@ar1c8 @+1C 57
(mQ+ A t(R) dR
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2 ol
3K A m ~ A m 1
R, Q)= - 3 ———— B R T
% R Q) ; el @)l @)

(mQ+At(R)

D'apres le paragraphe 3.3.3 d) du chapitre précédent, nous avons :

y, G Xyl () + 2 K (x)

L1
y'(x) =5 (v (=} + )
2 1 I/A (x) ?
k' (x)= ¢ ef () X {' (x) pour S (x - R°)> 0
=0 pour S(X-RO)SO

f(x)=-2a(x~-M) pour S (x - M)20
(x-M)(ZRo-x—M)

=SB

2

R, -=%)

. X
Si S:'letyl(x)=a0-x t'(R)=y' (R)
Si §=1 etyl(x)=a0+x o (R) =y' (R)

2) Contraintes

Si 0« %0 <1, la courbe d'équi-taux du domaine {m) relative 3

a pour équation :

(t-%)r
Q=T?— t (R}.

€

0

Cette courbe est donc une branche de pseudo-hyperbole.

Le taux de rupture ne s'annule que pour R= R . Si ‘ﬁo =0, la
9

R 210,

contrainte de service pent alors s'écrire R -
o

Nous représentons le domaine d'optimisation & lorsque
m

i s é-ﬁ’ 6&2
[ur‘r:-‘,nf.{e Q

i.es gradients des fonctions @ @y @y

5127 =

L= 0

Les contraintes intexvenant dans la mimimisation du colit de gestic:

sor le dornaine Q‘Dm sont :

}\?R -~

I . 0 T «

o (R, Q) = 60 mQ+)\t(R)20 ‘””““’0‘l
wl(R,Q):R-ROEO sl?:‘o=n

9, (R, Q) =R - (m-1) Q2 0

6, (R, Q)=-R+mQ20

ge calculent tacilement.

Femarque : étant donnés E>> 0 et une contrainte ¢ (R, Q)2 0, on conm

i
=y
-

5 p e PO | - 11 ) 1.
dete yue y, b6l vaiusr€e ol | g, | o & . HoGel dune poedabdd o
i1l 1

\

les calculs d'optimisation donnent comme solution un point (R, 1)}
n'appartenant pas exactement a & . Dans ce cas nous choisirons
m

)
ap]

un point ausei voisin de (R, Q) que possible ot apparterant 3 (
il sera ''pratiquement aussi bon' 8i £ a &té choisi suflieammeni

petit. Nous associevons alors & chague selution dlune optimisat:o
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I'entier m corregpondant afin de pouvoir éventuellement

"corriger' la solution.

3) Quelques résultats

Nous nous plagons dans le cas ol :

~ le taux moyen de la demande est A =1
- 1'écart type du taux de la demande est Cr =1
- le délai est constant et égal a 1

- le produit I x C est égalal

Nous minimisons le coat de gestion sur les dix premiers domaines
~
ot T et Dr ont été approchés, pour différentes valeurs du taux de rupture

maximum ‘go et du cot de lancement d'une commande A,

Dans le tableau 1.a, nous donnons les solutions des optimisations sur

les dix premiers domaines qui nous permettent de déterminer 1'uptimum
global (souligné dans le tableau). Nous remarquons par exemple que si

‘ro =0.01 et A =0.045, le colit de gestion minimum est 0. 7849 et qu'alors
le nombre maximum de commandes en attente de livraison est m = 5 ; si

la gestion du stock veut fonctionner avec m = 1 (R < Q), le coat de gestion

sera au moins 1.1367 donc augmentera de pres de la moitié du coat mini-~

mum,

Dans les tableaux 1.b et l.c, nous donnons pour un taux de rupture

maximum 'BO = 0.01 et différentes valeurs de A

- le seuil optimum R

- la quantité économique de commande Q

- le cofit de gestion minimum K

- le nombre maximum de commandes en attente de livraison : m

dans les cas aléatoire et déterministe,

Nous remarquons que R, Q et K augmentent en passant du cas déter-
ministe au cas aléatoire et que dans les deux cas Q et K augmentent avec
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2 - DEUXIEME METHODE D'OPTIMISATION

1) Taux de rupture maximum 1 =0
: o

Sur chaque domaine (m) le taux de rupture ne s'annule que si

T(R) = 0 c'est-a-dire R> R .
Pour R> Ro le cofit de gestion approché est :
A
K(R, Q=3 (A+ICH (Q)+1Cu_(R)

Ro dépend de m mais ses différentes valeurs obtenues & partir des
simulations sont voisines ; soit R.:) la plus grande d'entre elles ; nous pou-
vons admettre que la durée moyenne de rupture par cycle est nulle si et

seulement si R> R'.
0

D'autre part pour R> R' , la quantité moyenne de marchandise-
[
temps résgiduelle est voisine de celle du cas déterministe ; R - A §

(6 : délai libre moyen).

Pour R> R;, nous pouvons approcher le cofit de gestion par

K (R, Q) = (A+ICE':1(Q))+IC(R-A5);

01>

expression indépendante de m.

Nous avons _RgK (R, Q) = IC> 0, donc le seuil optimum est R;
P 2
[ = + '
A Q) < Q <, Q" d'on

3K A
Q (R, Q):A(-nz +1cxc2)

i3

La guantité économique de commande est alors :
% A
Q7 = V =
1cC
X c:2

1 3% . 0
. =— d'ob
¢, ™ ox d'ot Q% e~y Qw {quantité de Wilson).
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2) Le taux de rupture maximum est ; > 0
o

Nous avons vu que dans le cas déterministe 'optimum ou point
"'satisfaisant" (R*, Q*) sature la contrainte de rupture ou peut ne pas la
saturer quand R*® = 0. Nous admettons qu'il en est de me&me dans le cas

aléatoire,

a) Minimisation du cofit de gestion sur une courbe d'équi-taux d'un
domaine (m

Soit un nombre € (0 <« B < 1).

Les points de la courbe'd'équi-taux du domaine (m) relative a €

Q=281 )

vérifient

{m)

-

-

, el relative a ©)o
combe d/dquiTtave

Q "4
7 .
Q. AN
‘_"‘ “‘.‘ Ho =
A A
B me @
(m-ﬂ)

Sur cette courbe, le colt de gestion approché s'écrit :
A &1 Q)
Ky @ =2 0-m) (5 +10 =
2

)+10 e, (7 RIS

sachant que ﬁl Q)= ¢ Q+c,Q

dK '
T—g—)—(Q):A(l-T)('&+ICXc +16 = (1 (m1Ay, mT

i 2 (2 @ XN

A{a-B)1ixes 4

- 128 -

~ ~
ol cu'r et t' sont les dérivées de @ ett,
r

Nous admettons que les fonctions "pseudo-hyperboles" T et ¢ sont
r
-
respectivernent décroissante et croissante sur R et que de plus ' et t'
r

sont croissantes. .
dK

On en déduit alors que lorsque Q croft de 03 +w, la fonction Tg—)
dK

Il en résulte que —in)

croftde - A (1-7)ICxc Ta s'annule pour une

2

seule valeur Qz positive et que cette dérivée est négative pour 0« Q « Qz,

positive pour Q > Qz.

On a alors l'allure de la fonction K(T

)

Kigy (@) 4

T~ pente
d(1-3) 1 x4y

Q, Qs Q4 Q

Appelons Ql et Q2 les ordonnées des extrémités de la courbe d'équi-taux du

domaine (m) : QZ < Q].

Nous avons alors les cas possibles suivants :

1 Q,<Q <Q :loptimum est le point d'ordonnée Q
2 z 1 P z

(2) Q, <0,

en toute rigueur l'optimum n'existe pas puisque

le point d'ordonnée Q2 n'appartient pas & {m). Nous dirons tout de mame que




- 129 -
9 - 130 -
le point (QZ, m QZ) est l'optimum. (Il est possible de trouver un peint de : A - fooudre 1'¢ o i
{m) "voisin' de (QZ' m QZ) et "pratiquement aussi bon'!). S ou Q= *‘ih)—m = t (x), nous pouvons résoudre équation : f (x) =0
(3) Q1 < Qz : l'optimum est le point (Ql. (m-1) Ql)_ ; pour xe ] -oo, Ro [ avec
1 '.U' (x)
] _ A By _mr
Calculs de Ql' QZ’ Qz E{x) = A (L -7)(- QZ (x) +HIC X CZ) +1C m i A (1-1)
A = ~
o=20-7) T (R)
m ¢ I
Q. est la solution du systéme
1 R = (m-1) Q Flx)

sim =1 Q1=A—u?(0)

T

sim>1 on résoud R omeBh A o) T(r)
mrT

d{4-3) 1¢x

\ -
ATy oA

Q= t (R)
Q2 est la solution du systéme mr
R=mQ |
A =
On résoud alors R =+T—)- T (R).
Nous pouvons résoudre facilement une équation de la forme
R=axt (R) (a>0) par dichotomie.
Cette résolution peut se faire par dichotomie,
A
b) Minimisation du coat de gestion lorsque le seuil R est nul pour
les taux de rupture inférieursd 7(0 <7 « 1)
"
ax t(R) Lorsque R = 0, le taux de rupture est inférieur 3 = pour
| A =
! Q> Ql BEL- L t (0) et le cont de gestion approché est :
T
R R ' A (a+1C 8 (@)
5 === -
: KO Q=530 )
Posons K (0, Q) = ¢ (Q) etT(0)=4d
dK
. (r) _~l mTQ
Qz est le zéro de 10 En posant x =t (_A =) )

MICT @) (@+rd)-A-ICH (Q)

On a ¢ Q)= 2 ot

(Q+1aq

?
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2
s (Q)=c Q+c,Q" dlon
9 (Q) = 0 si et seulement si :
2
ICCZQ tZICch2Q+IC>\dc1-A=O

si ICk d < - A2 0 l'équation du second degré n'a pas de solution positive,

Si ICAd ¢ - A < 0 l'équation admet une solution positive Qv d'ou les allures

de ¢ (Q).

el@) 4

On a alors les résultats suivants :

(1) si IChd ¢ - A= 0 le colit est minimum pour le point d'ordonnée _O,‘

(2) si ICAd <:l - A <0, on calcule QV

.81 Q =Q
v 1

le cot est minimum pour le point d'ordonnée U

.8 Q 2 Q le cott est minimum pour le point d'ordonnée
v

¢) Minimisation du colt de gestion pour un taux de rupture maximun

0
70
Nous savons minimiser le cofit de gestion sur la courbe d'équi-taux

A(l-1)
relative & v+ dans chaque domaine (m) et pour Q> Ql =—T——£,’— t (0}
)
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avec R = 0, ce qui nous permet de trouver le point qui minimise le coQt

de gestion sur la réunion des domaines (m),

On peut procéder comme suit :

- on cherche le point optimum lorsque m = 1 pour lequel le cont de

gestion est Kl
- ayant cherché le point optimum pour m (coGt K ), on cherche le point
m

m+1)'
P oon s'arrete : l'optimum global est celui du domaine

optimum pour m + 1 (cotit K
Si Km < Km+
(m).

Si K >K , on continue,
m m+l

(on admet que les cofits K augmentent avec m ou qu'ils diminuent avec m
m

jusqu'a m = m_puis augmentent ensuite).
o

Cette deuxieme méthode présente un avantage °

si on utilise un calculateur pour chercher l'optimum connaissant les
différentes fonctions ?, w, ainsi que al le programme d'optimisation est plu
simple 2 réaliser suivant la deuxi®me méthode et le temps de calcul "vraj-
semblablement' plus court (aucun essai n'a été réalisé suivant cette 22me
méthode).

Suivant la premitre méthode la durée de calcul moyenne par opti-

misation est 0, 02 minute,

3 - CONCLUSIONS

1) Nous avons approché al (Q) (quantité moyenne de marchandise-
temps tournante relative 2 une quantité de commande Q) par

@ (Q)=c1Q+c

2
1 Q. Nous avons remarqué que Cl est petit et que

2

est voisin d L
c, € voisin de 7
2 2A
mesure oh on ne sait pas établir avec précision le cont de stockays

ot A est le taux de demande moyen. Dans lu
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(détermination du taux de possession I), nous pouvons nous contenter d'ap-

procher al (Q) par % qui est la valeur de Bl (Q) dans le cas déterministe,

D'autre part des méthodes permettant d'approcher TetO de mani2re plus
r

rapide restenta &tre déterminées,

2) La durée moyenne de la simulation de la gestion du stock sur une
centaine de cycles pour un seuil R et une quantité de commande Q et du
calcul des valeurs approchées de 81, '?‘, nr est d'environ 0, 05 minute. 1|
serait donc coliteux de vouloir simuler la gestion du stock sur calculateu:

chaque fois que l'on veut minimiser le coat de gestion d'une marchandisc

Nous pouvons y remédier de plusieurs manitres :

% optimisation utilisable pour une classe de marchandises.

Choisissons comme unité de temps le délai libre moyen : §, comme unité de

marchandise la quantité moyenne demandée sur une période de durée
F:X §oul estletaux moyen de la demande.
A ces unités correspondent

C' : cott de 1'unité de marchandise (C' = C X} 3)

I' : taux de possession (I' = I X §).

Avec ces unités le cott de gestion est :

K (R, Q) = (.1\L+1'c'6\1)+1'c'n]r

m
mQ+ T
K (R, Q) : ) ,

I o est le colt de gestion lorsque 1'unité de cofit est I' C'.
Le taux de rupture est indépendant des unités choisies (il est sans
dimension) ; remarquons qu'il en est de mé&me du coft de gestion exprim:
a partir des nouvelles unités de marchandise. temps et cofit © en effat «i

K1 est le coQt de gestion avec les unités usuelles, K_ le coft de gestion

K
avec les unités nouvelles, ona K_ = %‘ 1
2 cad
Appelons 6 (L) et €7(5) les écarts types du taux de demande el ¢y

2

délai libre avec les unités usuelles de marchandise et de temps .
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L'cptimisation du coft de gestiun exprimé 3 partir des ncuvelles

unités de marchandise, ternps et colt ne dépend que du taux de rupture

A A
maximum 7 , de A'= e = .2z + del'écart-type du taux de de.
" =

IC A &
A (5
mande § = “7\ , de l'écart-type du délai libre ¢' = Tm
r ¥

Le résultat de l'optimisation correspondant

etre utilisé pour l'ensemble de toutes les marchandises dont les paramei..

A, 1, G, A, 5, €(), €(8) vérifient :

PO f 3 R S < C

r T’

On peut envisager de faire des simulations pour différentes valeurs

de ¢ et ¢' une fois pour toutes. Elles nous permettrons de détermine:
r r

le seuil optimum rR* (r, A", €, €')etla quantité de commande eptirmal
[o] T T

Q¥ (v, A, €, €') en un nombre fini de points (v , A", €, g'), (résul
¢ ) o] b | (s} r T

tats placés dans une table). Dans la pratique, quand nous aurons & minimn;
ser le coQt de gestion d'un article pour un taux de rupture maximum T
nous calculerons A', Cr, 6';__ ; la solution se trouvera dans la table ou
pourra par exemple 8tre déterminée par interpclation, Comme dans beau
coup de cas pratiques A', €r' 6’; ne peuvent pas etre évalués de mani#
précise, nous pourrons choisir les valeurs A', G‘r et 5"‘1_ de la table qui
paraissent 2tre les plus proches de celles qui correspondent & notre mar

chandise.

4 Table donnant les parametres des fonctions approchant ff], T, ﬂr pour dt

verses valeurs de Cr et s"r.

28 2y . e v )
Nous approchons Ql, T, @_ par des fonctions dépendant de parametres quc
r

nous "ajustons' & l'aide des résultats de la siynulation Daus une table non
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donnons les valeurs de ces paramétres ajustés pour différentes valeurs de
g‘r et g'r. Application 2 un probléme nécessitant la formulation du coqt

de gestion et du taux de rupture : nous calculons Cr et g"r ; nous en dé-

duisons les parametres des fonctions approchant 61’ T, nr en utilisant la

table,

3) On peut penser étendre la méthode que nous avons utilisée pour minimiser

le coat de gestion du stock d'un article au cas général suivant :

- nous avons un systéme qui fonctionne suivant un certain modegle. (.
modgele dépend de parametres (par exemple le seuil et la quantite

de commande). Ce systéme peut 8tre en relation avec l'extérieur

(par exemple demandes, commandes).

- Nous considérons une grandeur qui dépend des parambtres du mo-
dele et qui doit atteindre un certain objectif (par exemple le coqt d:
gestion doit &tre minimum) ; le probléme est de déterminer des va-

leurs des parametres du mod2le permettant d’atteindre cet objectit

- La grandeur n'ayant pas de formulation mathématique connue on
l'approche par une fonction des parametres en utilisant des simu-
lations qui nous donnent des valeurs approchées de cette grandeum
(les simulations doivent etre réalisables et ne sont utilisées que 1

l'expérience directe sur le systéme n'est pas possible).

- Avec la fonction des parametres du modele (ou variables de décisin
approchant la grandeur, on cherche % atteindre l'objectif c'est-3- ;.

3 déterminer des valeurs satisfaisantes des variables de décision

1
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