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Les méthodes scientifiques de gestion des stocks tentent d'obtenir

une formulation directe de certaines grandeurs comme le coat de gestion

connaissant le modéle de gestion, les processus qui interviennent comme

ceux de la demande et du délai de livraison ; elles tentent d'obtenir des for-

mulations pour des systémes relativement simples comme celui de la gestion

du stock d'une seule marchandise en un seul point de stockage ; ces formula-

tions étant établies, elles peuvent servir & étudier des systémes plus com-

plexes comme celui d'une structure en échelons des stocks d'une m@me mar-

chandise (ot un stock peut servir & approvisionner plusieurs autres stocks),

elles peuvent servir a résoudre certains problémes particuliers comme la

minimisation d'un coat de gestion sous certaines contraintes. Cette méthode

directe utilisant souvent la théorie des probabilités se heurte vite & des dif-

ficultés de calcul m@me pour un systéme de stock ''élémentaire". Ainsi, si

on s'intéresse & un modéle de gestion du stock d'une marchandise en régime

permanent : approvisionnement par seuil et par quantité de commande fixe

dans le cas des ventes manquées, il n'existe aucune formulation rigoureuse

du coat lorsqu'il peut exister plus d'une commande en attente de livraison et2

fortiori lorsqu'on veut tenir compte du caractére aléatoire du délai de livrai-

son,

Nous nous attacherons donc 4 ce systéme simple d'un stock d'une

marchandise géré par seuil et par quantité de commande fixe en régime per-

manent et notre but sera d'établir une formulation approchée de deux gran-

deurs : le coGt de gestion et le taux de rupture, méme lorsqu'il peut y avoir

plus d'une commande en attente de livraison ; ce seront des fonctions du

seuil, de la quantité de commande, des processus de la demande et du délai

de livraison, d'autres données comme le coat de lancement d'une commande ;

nous verrons que nous sommes amenés & approcher d'autres grandeurs &

partir desquelles on formule le coftt de gestion et le taux de rupture.
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Pour cela nous simulerons la gestion du stock sur calculateur afin

de calculer des valeurs approchées de grandeurs élémentaires utiles pour

l'approximation du cott de gestion et du taux de rupture,

Nous verrons ensuite comment les formulations approchées obtenues

par cette méthode expérimentale peuvent etre utilisées & la résolution d'un

probléme particulier : la minimisation du coat de gestion pour une qualité

de service minimum c'est a dire pour un taux de rupture 4 ne pas dépasser,

L'étude de ce probléme particulier nous amene parler de variables

sans dimension : en effet, comme la méthode de simulation pour approcher

le coat de gestion et le taux de rupture demande une durée de calcul impor-

tante et qu'il pourrah eétre trop cofiteux de faire des simulations chaque fois

que l'on veut optimiser la gestion du stock d'une marchandise, nous indi-

quons comment on peut envisager de faire des tables établies une fois pour

toutes & l'aide de la simulation et pouvant nous permettre par exemple d'op-

timiser la gestion du stock de n'importe quelle marchandise pour ce modéle

de gestion quand la demande et le délai de livraison peuvent étre décrits par

des processus analogues & ceux qui sont utilisés dans la simulation.

L'exposé que nous donnons se compose comme suit:

nous rappelons d'abord quelques généralités,

Il y a ensuite trois chapitres principaux :

le chapitre I traite du cas déterministe o& le taux de demande et le

délai de livraison sont constants, On établit la forme exacte de la fonction

stock disponible ce qui nous permet de donner en exemple la formulation

fae atmathématique rigoureuse d'un type de cont de gestion ct de qualité de scivice

quel que soit le nombre maximum de commandes pouvant @tre en attente de

livraison. Nous utilisons cette formulation pour une optimisation,

Le cas souvent traité dans les ouvrages est celui de la minimisation

du coat de gestion pour une quantité de service maximum (pas de rupture de

stock} ; nous donnons ici une généralisation,

Le chapitre II traite du cas aléatoire. On y donne une méthode de

simulation nous permettant d'établir une formulation mathématique appro-

chée de certaines grandeurs et par la d'un type de cott de gestion et de

qualité de service, pour n'importe quel processus de la demande et du délai

de livraison en régime permanent. Nous appliquons cette méthode A quel-

ques exemples.

Dans le chapitre III, nous faisons usage des formulations obtenues

au chapitre II pour la résolution d'un probléme particulier : la minimisation

d'un type de cofit de gestion pour une qualité de service minimum (taux de

rupture & ne pas dépasser).,

Nous développons la notion de variables sans dimension pouvant

conduire 4 la construction de tables.
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Nous rappelons ici quelques définitions et nous précisons le mod?le

de gestion du stock qui sera étudié dans la suite.

Nous donnerons quelques exemples de cofts de gestion, nous défini-

rons une qualité de service, ce qui nous permettra de définir un type de pro-

bléme : minimisation d'un certain coat de gestion pour une qualité de service

minimum,

1 - GESTION PAR SEUIL ET PAR QUANTITE DE COMMANDE CONSTANTE

DANS LE CAS DES VENTES MANQUEES

magasin

commandes demandes
v

sens de la marchandise

Le systeéme étudié se compose d'un magasin (ou point de stockage)

dont le rdéle est de lancer des commandes d'une marchandise 4 certains ins-

tants, & les recevoir aprés un certain délai pouvant etre variable dans le

temps, 4 stocker la marchandise regue, & satisfaire si possible les deman-

des des clients.

Nous supposons connaitre la loi de la demande, la loi donnant le

délai de livraison (ou délai d'approvisionnement) pour une commande lancée

& un instant quelconque et le modéle de gestion du stock.

A un instant donné le stock disponible est la quantité de la marchan-

dise se trouvant en magasin ; le stock net est éga) au stock disponible mci

les ventes restant 4 satisfaire ;



l'approvisionnement (ou les ressources) est égal A la somme du stock net

et de la quantité de marchandise qui se trouve en attente de livraisona la

suite de commandes antérieures ; il y a rupture de stock si le stock dispo-

nible est nul, Dans la suite nous ne nous intéresserons qu'au cas ot les de-

mandes arrivant en rupture de stock sont annulées ; cas des ventes man-

quées. Dans ce cas le stock net est égal au stock disponible.

Le modéle de gestion du stock est celui de la commande par seuil

et par quantité fixe dans le cas des ventes manquées, c'est 4 dire que nous

choisissons un seuil RS 0, une quantité de commande Q> o et nous obser-

vons l'approvisionnement ; lorsqu'il devient inférieur ou égal au seuil nous

langons une commande de la quantité Q qui arrivera en magasin aprés un

certain délai.

Nous appelons article l'unité de marchandise.

Le taux de la demande sur un certain intervalie de temps est égala

la quantité de marchandise demandée par unité de temps sur cet intervalle.

Exemple : la demande sur une journée est de 25,3 articles ; si l'unité de

temps est la journée, le taux de demande sur cette journée est de 25,3; si

l'unité de temps est le mois de 30 jours, le taux de la demande sur cette

journée est 25,3 x 30 = 759.

Nous étudierons la loi de la demande de la maniére suivante :

nous choisirons at tel que sur unintervalle de temps de longueur 4t, on

peut approcher "valablement" la loi de la demande en admettant que la

demande est continue et que le taux de dermande est constant sur chacun des

intervalles de longueur 4 t.

2 - DEFINITION DU COUT DE GESTION ET D'UN TYPE DE PROBLEME

Nous calculons le cot de gestion sur un intervalle de temps [ 0, t[ : K-

Le coat de gestion par unité de temps pour cette période est K, /t. Nous

i K

supposons que le systéme étudié est tel que K = lim —t existe. Nous
t—do

appellerons K le cout de gestion par unité de temps ou simplement coat de

gestion.

Appelons politique de gestion la gestion qui correspond au choix d'un

seuil R2o, d'une quantité de commande Q>o et qui suit notre modéle. Il

se peut que nous devions limiter l'ensemble des politiques possibles en im-

posant certaines contraintes (dues par exemple & une limite de la surface

de stockage, & une contrainte financiére, & un taux de rupture 4 ne pas dé-

passer, etc) : c'est l'ensemble des politiques admissibles. Un type de pro-

bléme courant dans la pratique est celui qui consiste& savoir déterminer

une politique optimale, c'est & dire une politique admissible qui minimise

le coft de gestion.

3 - EXEMPLES DE COUTS DE GESTION - UN MODELE DE COUT DE

GESTION

La gestion du stock de l'article suivant notre modéle s'accompagne de

coats, La description de ces coftts dépend du systéme étudié |; nous en don-

nons une qui peut s'appliquer 4 de nombreux cas.

1} Coat de lancernent d'une commande

Lorsque l'approvisionnement devient égal au seuil, il y a lancement d'une

commande qui s'accompagne d'un cott A (pouvant étre da aux frais de secré-

tariat, aux frais de réception de cette commande,...}, Ce coat peut @tre



fonction de la quantité de commande Q: par exemple le travail de réception

peut augmenter avec Q et si cela se justifie on pourrait approcher A par

A, +A :0 1x2

Pour notre modéle de coftt de gestion, nous supposerons A constant

pour une marchandise donnée,

a) Gane be etickags

Le stockage de la marchandise occasionne un coft qui peut avoir plusieurs

origines : assurances, imp6ts, détérioration de la marchandise, location de

l'entrepét, éclairage, chauffage, etc. Nous supposons que le coftt de stocka-

ge pendant une courte période dt ot le stock disponible est x est proportion-

nela la valeur du stock etA dt,

stock

dispo- C : valeur de l'article
nible

Cx : valeur du stock disponible x

X Pewee oce

Le cofait de stockage sur l'inter-

valle (t, t+ dt) est IC x dt

\\\ b.
met

+ dt tempso ot

I est le coat de stockage par unité de temps et par unité de cont ; il est

appelé taux de possession de la marchandise.

Soit x la fonction stock disponible (x est bornée sur tout intervalle,

continue par morceaux, les discontinuités étant dues aux livraisons de com-

mandes, et x est décroissante sur tout intervalle ot elle est continue),

stock 4

disponible x

En utilisant ce qui précéde, le cott de stockage sur (t, t + 4 t) est:

t+ at

ic f x (u) du si let C sont indépendants du temps.
t

Pour notre modéle de coat de gestion, nous supposerons que I et ©

sont constants pour une marchandise donnée,

3) Autres cofits

Nous supposons qu'il n'existe pas d'autres cots dépendant de R ou Q

(s'il existe des cotits de gestion indépendants de R et Q, nous n'avons pas 4

en tenir compte dans la mesure ot! nous voulons minimiser le coat de gestion

considéré comme fonction de R et Q).

Pour certains systémes il peut exister un cofit de rupture de stock

(da par exemple a une perte de clientéle) ; ce coat de rupture de stock dans

le cas des ventes manquées est souvent difficile & établir ; de plus nous ne

savons pas & priori quelle qualité de service nous aurons & l'optimum en

~,

minimisant le coat de gestion sans aucune contrainte autre que R20, Q>o.,
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ll paraft judicieux de faire fonctionner un systéme de stock de ma-

nitre & assurer une certaine qualité de service, sans tenir compte du coat

de rupture,

En résume notre modéle de coftt de gestion ne comporte qu'un coftt

de lancement de commande et un colt de stockage.

4- QUALITE DE SERVICE - EXEMPLE DE PROBLEME

Soit T_ la durée de rupture de stock sur un intervalle de temps (0, T) ;
r

nous appelons taux de rupture sur cette période le rapport Tr/T. Nous

supposons que le systéme étudié est tel que 7 = lim existe, nombre

T 20

que nous appelons taux de rupture de la gestion; ona 0<7 <1; par exem-

ple si 7 = 0,1, il y a en moyenné un jour de rupture sur 10 jours de gestion.

Nous mesurons la qualité de service par ce taux de rupture ; on

pourrait la mesurer 4 partir de rapports tels que :

durée de non rupture » durée de rupture

durée totale durée de non rupture

ventes manquées : ventes totales , ...

demande totale demande totale,

L'exemple de probléme utilisant la formulation du codt de gestion

et du taux de rupture que nous traiterons sera la minimisation du coft de

gestion avec une contrainte de service; taux de rupture & ne pas dépas-

ser,

tow

CHAPITRE I

ETUDE DU MODELE DE GESTION DU STOCK

DANS LE CAS DETERMINISTE
SSS SE
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Nous supposons dans ce chapitre que le taux de la demande et le

délai de livraison sont constants : cas déterministe.

Le plus souvent, dans la pratique, les délais de livraison et les

taux de demande ne peuvent étre décrits que suivant des processus aléa-

toires. Si ceux-ci sont "faiblement" aléatoires, les résultats obtenus dans

le cas déterministe pourront @tre utilisés.

Nous allons établir la forme exacte de la fonction stock disponible,

méme lorsqu'il peut y avoir plusieurs commandes en attente de livraison,

Elle nous permettra de donner une formulation exacte de notre modéle de

coat de gestion et du taux de rupture.

Dans les ouvrages consultés (voir la bibliographie) la minimisation

du coat de gestion est faite pour une qualité de service maximum : taux de

rupture nul, Comme exemple d'utilisation des formulations, nous donnons

ici une extension en minimisant le coat de gestion d'abord pour un taux de

rupture donné (contrainte de service bilatérale) puis pour un taux de rup-

ture maximum 4 ne pas dépasser (contrainte de service unilatérale) ; cette

étude nous aidera & traiter le cas aléatoire dans les m&@mes conditions.

De plus les optimums pour différents processus aléatoires de la

demande et du délai de livraison peuvent nous permettre d'approcher l'op-

timum pour un processus "intermédiaire" de la demande et du délai (par

exemple par interpolation) ; ainsi l'optimisation du cas déterministe peut

€tre utilisée comme cas "limite" du cas aléatoire.

Nous utiliserons les notations suivantes ;

B: scuil d'approvisisnnement

Q: quantité de commande

h : taux de la demande

6: délai de livraison

A: coat de lancement d'une commande

1: taux de possession

C: valeur de l'article.
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1 - EVALUATION DU COUT DE GESTION ET DU TAUX DE RUPTURE

1.1 Cas ot la demande sur une période égale au délai de livraison est

y% Nous allons d'abord montrer que:

Quelles que soient les conditions initiales, si R< A 6, il existe une date a

partir de laquelle les livraisons ne se produisent plus qu'a des instants ou

il y a rupture de stock,

Nous commengons 4 gérer le stock d'une marchandise avec un seul

R et une quantité de commande Q: ceci peut se produire dans la pratique

lorsqu'il y a ouverture d'un magasin ou changement de modéle de gestion

ou simplement changement des valeurs des variables de décision R ou QQ,

Ala mise en place de cette nouvelle gestion, il existe un certain

stock disponible (éventuellement nul ou méme supérieur @ ce qui sera notre

approvisionnement maximum : R + Q), un certain nombre de commandes «:

attente de livraison (éventuellement zéro) avec dea quantilés de conumani.

qui ne sont pas nécessairement égale 4 Q. Le premier travail&é faire est d

calculer l'approvisionnement ; s'il est inférieur % R nous lancons une on

plusieurs commandes groupées de la quantité Q.

Ces remarques déterminent les conditions initiales de la gestion du

stock avec je seuil R et la quantité de commande Q.

Aw bout d'un certain temps lannrovisionnement devient Gal au
E wy "

seuil R et nous lancons une commande de la quantité 0 ; soit A cette date

——

Aevil

de commande.
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L'approvisionnement & l'instant t_ est R+Q;
°

La durée de vente d'une quantité Q est Q/A, donc l'approvisionne-

ment sera de nouveau égal& R au bout d'un temps Q/A s'il n'y a pas de

rupture de stock et supérieur & Q/A s'il y a rupture de stock, Ainsi nous

pouvons affirmer qu'a partir de l'instant toe nous ne lancons des comman-

des qu'a des intervalles de temps au moins égauxa Q/h.

Soit t un instant 2 to + 6 ot l'approvisionnement devient égal & R et

ol nous langons une commande qui sera livrée & l'instant t+ 5. La quantité

vendue sur (t,t+$) est au plus égale au stock disponible &l'instant t augmenté

des commandes (autres que celle del'instant t) qui sont encore en attente

de livraison @ l'instant t c'est-a-dire qu'elle est au plus égale a R ; comme

Rs 6, il y a au moins une rupture de stock sur ]t, t+ 6] : soit t’ une

date de cat intervalle of le stock disponible s'annute,

vrées & partir de t’ ont été lancées aprés ty a des intervalles de temps au

moins égaux a Q/A ; elles sont livrées dans les m@mes conditions ; il en

résulte que la premiére commande livrée sur [t', + oo [ arrivent en rup-

ture de stock et étant vendue au bout d'un temps égal & Q/A, la commande

suivante est livrée lorsqu'il y a de nouveau rupture de stock, et ainsi de

suite, Ainsi a partir de t' le stock se trouve en rupture a chaque livraison

eqfd.
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% Périodicité de la fonction stock disponible

Soit t' une date de ] t, t+ 6 |] ot le stock disponible est nul et ob

il y a livraison d'une commande,

La fonction stock disponible est périodique sur _[t', + oo[ eta pour

. : + R
période 6 + ou m = partie entitre de 6G +1).

revil A

6,47 6.47 Lemps

Appelons a la fonction approvisionnement, aprés passage de la

commande s'il y a lieu et s la fonction stock disponible, aprés livraison de

la commande s'il y a lieu.

Soient 9, et Q, deux dates consécutives ov il y a livraison d'une
1

commande telle que t'< a < 8,

s (0) = s (0 =Q.a)

a (8) est un multiple deQ et Rea (8) <R+Q, dota (8,) =m xQ

Ravec m = [ a] +1 (f{ e ] désigne la partie entitre de ° ).
Q

Soit 0 > a, l'instant le plus proche de aa ot il y a lancement d'une

mQ-K
commande ; la quantité vendue sur (a, 6) est mQ~-R donc O- v =

~ 14 -

la commande passée 4 l'instant @ sera livrée A l'instant 0 + &=0,+6 mek
1 a

mQ-R
Posons T=64 x

Nous avons s (8 )=s (8+ T)=Q;

de m&éme s (0,) = 8 (6, +T)=Q.

Il n'y a pas d'autre commande livrée entre 6. + T et 9, + T.
1

ll en résulte que la fonction stock disponible est périodique de période T

sur [t', tol.

D'autre part Vue [t', + o[, nous avons d'aprés la définition de

l'approvisionnement :

a(u)=s(u) si s(u)>R

a (u) = 8 (u) +({ 22) +1 x0 sis(uJ<eR

ce qui permet d'affirmer que sur [ t', + o[, la fonction approvisionnement

est elle aussi périodique de période T.

Nous avons vu qu'il existe une date t'& partir de laquelle une

commande n'est livrée que si le stock est en rupture et les fonctions stock

disponible et approvisionnement sont périodiques de période

mQ-R : _ R
T=8+ x ou m=[ 91] +1

Evaluons maintenant le coft de gestion par unité de temps et le taux de

Lupiuie,
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Soit t une date supérieure ou égale & t! of il y a lancement d'une
commande,

\ 
— 

.L'approvisionnement & l'instant t avant le passage de la commande
est Rei 6 et le stock disponible & l'instant t + § avant la réception de
cette commande est nul donc la quantité vendue sur (t, t+ 6) est R

Sur[t, t+6], il y 4 lancement d'une commande & l'instant t et
i tchaque fois qu'un volume Q de marchandise est vendu ; le nombre de com-

mandes lancées sur cet intervalle est donc m= f R J +1Q 

:

7 

:A l'instant t + T, il y a lancement d'une nouvelle commande
Finalement sur jt, t+T Ils

le nombre de commandes lancées est :m

la quantité de marchandise vendue est:mQ

la durée de non rupture du stock eat > mQ/a

la durée de rupture du stock est + 6-~ R/A (sur (t, t 4 8) la quantité vendue
est R donc la durée de non rupture est R/A),

Appelons cycle un intervalle de temps ]t, t+ T ] tel quily a

lancement d'une commande ali 
BLO). R

Instant t et que T = 6 + x . La fin

; tous les cycles Successifs venant aprésj 

25 4t' ont m@me durée T et méme durée de Tupture 6 - oe7

d'un cycle est le début d'un autre

- 16 -

D'aprés sa définition le taux de rupture de la gestion est donc

46-R

TTM mQ+A6-R'°

Sur un cycle ]t, t+ T] le coat total de gestion se compose de:

m yA : coat de lancement des commandes

o"

Ic xm x mr coat de stockage,

On en déduit que le coft de gestion par unité de temps est:

2a
K =~ —(A +16 ral

mQ+A846-R

R 7mRemarque: m = [ Q ] +1, nombre de commandes lancées sur un cycle

est aussi le nombre maximum de commandes en attente de livraison

a un instant quelconque.

Nous allons montrer que :

Quelles que soient les conditions intiales, si R24 8, il existe une

date A partir de laquelle chaque livraison de commande se produit

lorsque le stock disponible est pala R-A 6.

U est possible que sur un intervalle de temps (t ty + §) apparaisse une

durée de rupture de stock non nulle ; par exemple, c est le début de gestion

du stock avec un seuil R et une quantité de commande Q, le stock disponible

& l'instant t_ est nul et la premiére commande arrive aprés to
oO

4% Montrons qu'il ne peut y avoir de durée de rupture non nulle qu'initia-

lement,
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Sevil R

y Ui;
tosh toe 8

a

—
—
r
-

k, 
temps

Soit to un instant ot l'approvisionnement devient égal a R et ot nous lancons
une commande qui arrivera& l'instant t + 8 et tel que des commandes non°

encore livrées & l'instant ty arrivent au plus tard & l'instant t + 6.
a

Soit t la durée de rupture, éventuellement nulle, qu'il y a entre le
lancement de cette commande et le suivant :

Ost <8,
Fly

La quantité vendue sur (t , t + 6) est au plus: AS-At.oO oO 
Yr

La quantité en stock A l'instant S + 6 apr&s la livraison de la commande est

égalea : R+Q ~ quantité vendue sur (t,. t + 6}; elle est donc supérieure
°

ou égaleA R+Q~-(A8-A t) =R+Q-ASBHEA te Le temps nécessaire

A... 

R+pour epuiser ce stock est au moins: ~~ Q ~ &6+t_. Ce stock ne peut donc
r

s'€puiser qu'B un instant supérieur ou égal & t =t +64 x Q ~64+t =
o rR+Q 5% + {+ te La premiére commande faite aprés celle de l'instant t

°
2. Senne Qest lancée & l'instant : ty + t + a elle sera donc livrée & l'instant

Q
ty = ce + ut + + 38. Comme Le tos la durée de rupture entre les livraisons

des commandes lancées aux instants t ett +t 8 est nulle,
OT oo rh

Sevil
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De la m@éme maniére la durée de rupture de stock est nulle entre
ee 

‘ : Qles livraisons de la commande lancée 2 l'instant t + t. 5 et de la com-
3

mande suivante, et ainsi de suite,

Par conséquent, ceci nous montre que la durée de rupture de stock

sur [ to +8, +o0[ est nulle.

% Périodicité de la fonction stock disponible.

R

= MA
é bef teB bel @ bags

Soit maintenant t une date de [t + 6, + o [ ot il y a passation
Q

d'une commande qui sera livrée& l'instant t+ 6.

L'approvisionnement 4 l'instant t avant le lancement de la commande

est R ; la durée de rupture sur (t, t + 6) est nulle donc la quantité vendue

sur cet intervalle est 4 8 ; ainsi le stock disponible & l'instant t + 6 avant

réception de la commande est R-A8.

La commande suivante sera lancée& l'instant t + a et livréea

l‘instant t + Q + 6 quand le stock disponible atteint la valeur R - A 6 et
ainsi de suite. Finalement sur [t+ 6, + o[, le stock disponible est une

fonction périodique de période a ; chaque livraison ayant lieu lorsque le
stock disponible atteint la valeur R- A 6,
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b) Cott de gestion et taux de rupture

La durée de rupture sur [ to +6, of est nulle donc le taux de

rupture est nul.

Sur un intervalle ]6, 0+ 2; », O2tt 4,

il y a lancement d'une commande dont le cont est A

le cofit de stockage est IC x (R- A g + a ) x2

donc le cott de gestion par unité de temps sur cet intervalle est :

2
2 Q Q,,4 Qa (A+ICx(R-A 645 ) x LIFG (A+ IC oy )t IC (R- 46)

Comme la fonction stock disponible est périodique de période 2

sur [t+ 6, +o [ . le coft de gestion par unité de temps est :

4 (Aric sca),

lS Repume

T : taux de rupture, K: cott de gestion, m = [ 2 ) +1

) Reis ot aot:

eBay are By
2)R2A6 7=0

2
aA QoK=9 (AtIC 55-) + IC (R- 28)

t - 20 ~

) antite de és db -R == Tso
ommande @ mQ+db-R

t _d Qo i" $
ka dm __ (nate 2) kad (Asse 2) + 1¢(Rad )

Sevil R

2- OPTIMISATION AVEG CONTRAINTE DE SERVICE BILATERALE

Appelons K (R, Q) et + (R, Q)les cont de gestion et taux de rupture

donnés par le paragraphe précédent lorsque le seuil est R et la quantité

commandée Q, I] s'agit de minimiser le cot de gestion de manigre que le

taux de rupture ait une valeur donnée i (O< TM< 1).

L'ensemble des politiques admissibles ou domaine d'optimisation

est l'ensemble des points (R, Q) vérifiant R 20, Q>0 et la contrainte

bilatérale + (R, Q)= a

2,1 Cas ot le taux de rupture est nul is = 0)

T ne s'annule que si R2A & ; le domaine d'optimisation est donc

l'ensemble des points (R, Q) vérifiant R2A8& et Q>0. Sur ce domaine

h Q? KK(R,Q)=G(A+IC F-) +1 (R-A 4) dou ®S (R, Q)=1C>0,ZA aR



-21-

un optimum ne peut donc se trouver que sur la droite R=A 6.

2
Q

Si_7 = 0, le point optimum (RTM, QTM) existe et est unique
°

RTM = 46 ct Q* = Qw

Qw est la quantité de Wilson

Pour la politique optimale, le stock s'annule au moment de la livraison

d'une commande,

On accepte dans ce cas un taux de rupture non nul.

1 (R, Q) ne peut prendre la valeur 1, que sur le domaine R20, Q>0 et

Res.

Sur ce dumaine K et 1 présentent des discontinuités en tout point

nQ, Q 2,

En effet si le seuil R est égala nQ, [ 5 J +lenél
2

, _y . Afmtl Qs
dot K(R, Q)= Ki = Gy (At IC 3h)

_. , Abeng .

et TUR Qa OTN

Diautre part: lim K(R, Q)= 7 (A+IC
< °

R—enQ

. Ab-nQ
et lim t (R, Q) rw > 4

<

R—3nQ

~22-

Appelons région (m) la région définie par R - (m-1)Q20 et

R-mQ<0O sur laquelle [R/Q] +1=m (m=1], 2, 3,...).

Sur une telle région K et 7 sont des fonctions continues de R et Q.

7

Sur la région (m) 7 (R, Q) = 1, R- mQ-A&=0
aol
°

La courbe de niveau du taux de rupture (ou d'équi-taux) correspondant a ,

se compose pour la région (m) du segment intersection de (m) et de la droite

mQ+%*6=0,

Ab (L- 4)

Les ordcennées des extrémités de ce segment sont a et

as(l-1)

rae Le segment d'équi-taux de la région (m) est le segment de la
me °

1

droite Rt mQ-) 6=0 défini par:

Ae(L- 1) Re(l-s

m <Qs"aae7

q
ana

Ag (4-8)
segment d’equi - baux

a 3

AE (4-66)

48 (A-&)

Asbo

AS (A-%9)

2
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sur la région (m) et pour RA 6 le coft de gestion K (R, Q) est égala

2
Am Q

R, 2 (A aay JkBoa | 2 mQ+,6-R iArE IG 2x) :
Sur le segment d'équi-taux, R = 2 1TM Q+A &, donc le coat de

: 
=

°

gestion sur ce segment est égala :

r q-7 ) Q”

= (A + 1C an}: Il en résulte que sur la courbe d'équi-taux, le coat

de gestion est K (Q)=A (1-7 )( 4 +1C &) expression indépendante
(7) 0 (Q 2a"

dem.

2.2.2 Minimisation du coft de gestion sur la courbe d'équi-taux

On est donc amené& chercher un minimum de K } (Q)

a BL - 4) A6(0-4,) *o
sur l'ensemble des Q vérifiant ;: ————— <Q < ——————- m=l, 2, 3,,,

m m-l + T

Ic A
Ki, ) Q)=A O-1) Coy - a)

° Q

2A es ;
Kg j (Q) s'annule pour Q= ic * Qw (quantité de Wilson),

©

Kis (@) |

> ew ee oe § Fs)

- 24 -

Posons v =A 6 (1-7 ). Le point& tangente horizontale Qw appar-
°

v v

tient & un segment ] —, —7——m’ m-l4t ] ou n'appartient A aucun de ces seg-

°

ments (K ) est alors monotone sur chacun d’eux).
T 4

°

On a alors les cas possibles suivants :

1) il existe m tel que v/m<Qw< =

°

L'optimum est alors Q* = Qw

To
R* - mQwt+ 6

7 il
°

Le coft de gestion minimum est donc (1 - 1) V2AAIC= (1-7) Kw
©

Kw est le coGt minimum lorsque ‘6 =0.

v v

2 i 2 SS _—) IL existe m= 2 tel que ml a <Qw¢ =a

Posons Q, = v/ (m-1 + rH et Q, =v/(m-l).

®; Oy Qur Os
é aan. A 1 be aig: =<< LALA A AoA Le bd {>

po vv vo ar Q
om m.1+bo mA m-2+Fe

Comparons Ken (Q,) et es } (Q,)
° 8

A (m-1 + 1) IC b(1- n
TM fm YL mn a

“(ry yh > 8 "2 (m-14+T7 )
o °

2
16 -K @je A (m-1 n IC (i vi

(+ ) 2 s & 2 (m-1)
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|

'
t Exemple numérique

= -K i
P= Key y (Op) - Key y (20) |

2 t Unité de temps : année
At ICA B(l-_7) ¢

2e—2% . { demande par unité de temps : 4 = 30 000

é 2(m-1) (m-1 +7 } : ; ;
‘ ° délai de réapprovisionnement : 6 = 1/24 (mw15 jours)

D est négatif si et seulement si Qwe — } valeur de l'article : C =10
V(m-1) (m-1+7 ) |

9 f coat de lancement d'une commande : A = 10

Posons Qy =v/ i (rn-1) (m-1+ tT) | nOUs avons Q, <Qy< Q,. { taux de possession: 1 =0,2

taux de rupture exigé: 7 = 0,1

On a alors les cas suivants : j 2
i 

270 000
| Nous avons Ki ) (Q) = “eg _+0,92 Qw 547,7

a} Qw = Qy i To

Lioptimum est alors Q* = Q, ; a6 (l- T)) a eS iy

T |
% ° ! 46-7)

RTM = mQ +A 6=(m-1)Q fTM 1 (ma-1) 1 ———2— = 562,5 > Qw
| 2

R®, Q*) est un point de la région (m) ME (L--7)
; yo = 375 < Qw

b) Qw>Qy

A6-4)
En toute rigueur, il n'existe aucun optimum puisque Q, n'appartient —sS 535,7<¢Qw

| te

pas au domaine de minimisation de i ) (Q). Il est possible de trouver e
T

oO f

Q'> Q, tel que : Nous avons 535,7 <547,7 < 562,5 soit

K Q)>K, ,(Q)>K, , (Q,) eK Q') aussi voisindeK, | (Q(7) On? Ki) IP KG Op) et Ker (O") (7,) 2) ow al
zer SM SG

que l'on veut & condition de prendre Q' suffisamment prés de Q,. °

Te. Nous sommes dans le cas 2) pour m = 3
A Q!' correspond le seuil R! = 7 (m-i)Q'+4 6

"o Ao(l- 7)
(R', Q') est un point de la région (m-1), 2. w 548,8

~ 2(24+T3) o- <Qw {2@+7))
9.

L'optimum est Q* = w/t, , R¥ 20 547, 7< 548,8 soit Qw <Qy

L'optimum est donc Q* = 535,7

R* = (m-1) Q* = 1071, 4

Le nombre maximum de commandes en attente de livraison est m = 3.

——



-27-

Remarque : Ker ) (535, 7) v 986,14

o

K, , (562,5) ey 986,25
(r,)

L'écart entre les deux cofts est de l'ordre du 1/10 000 du coat

minimum pour tn écart de la quantité de commande de l'ordre de 5/100

de la quantité optimum. Ainsi dans la pratique, on peut étre amené pour

des raisons de commodité & modifier légtrement 1a quantité de comman-

de optimum sans pour autant modifier de facgon appréciable le coat mini-

mum.

3 - OPTIMISATION AVEC CONTRAINTE DE SERVICE UNILATERALE

Nous avons minimisé le coat de gestion K (R,Q) pour Q>0, REO

et une contrainte de service bilatérale 7 (R, Q)=7 . L'optimum existe
°

et est unique ou n'existe pas, auquel cas on peut trouver un point satis-

faisant dans la pratique,

Etant donné un taux de rupture maximum 7), ne serait-il pas

possible de minimiser davantage le coftt de gestion en exigeant seule-

ment que le taux de rupture soit inférieur ou égalaTM ?
°

Dans ce paragraphe, nous cherchons donc & minimiser le cont de

gestion avec la contrainte de service unilatérale: ; (R,Q)s 1)"

Le domaine d'optimisation est D = (U Din

m=1,2,...

R - (m-1)Q20

Ro omQco

ot D_ est défini par
m

*o
Rt mQ-A62 0

tS

R-+b<0

- 28 -

Sit = 0, la contrainte unilatérale 7 (R,Q)< y
°

équivaut & la contrainte bilatérale ; (R,Q)

Nous avons vu que l'optimum pour T (R,Q) = 0 se trouve sur la

droite R=A6 et que 7(R,Q)=0 pour R26,

C'est pourquoi nous limitons a. par R-26<0,

Quantibe de

commande Q

Ab Sevil R

3.1

(1) Sur le domaine (m), pour R<A 8, le coat de gestion

: 2
Am a

K (R,Q) est égala K_ (R,Q) = orheoR (A +1C 21)

aK rN 2
m Q

Nous avons = (R,Q) = (A+ICG 3)
(mQ +A 6- R)

ax

done “G(R, Q)>0 pour R20, Rds, Q>0
fa
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(2} En tout point (R', Q') d'un segment R - (m-l) Q=0, R20,

R<A Sle codt de gestion est discontinu et diminue lorsgqu'on passe de

la région (m) a la région (m-1) (m > 1)

R' = (m - 1) Q!

‘ 2
Am Q'

1 Woe \ ty = JET My.

K(R', Q')=K (RO) = Spy (At ic rw ene

La limite de K (R, Q) lorsque (R, Q) tend vers (R', Q') en apparte-

nant & la région (m-1) est :

2
J t

ml) (a pio 28 )ecK (R', Q') = 2X
m-l 2

A 8 ~ (m-1) Q' tA Q”
~ = ——_ >C Cc, 5 (@ +h 8) ( +16 Fy) 0

(3) D’aprés les rernarques (1) et (2):

l'optimum s'il existe ne peut se trouver que sur la courbe d'équi-taux ou

les segments des droites R-mQ=0 joignant les extrémités de 2 seg-

ments d'équi-taux (m2 1) ou sur la demi-droite R=0, Q2A& (ot )/r,-

(4) Le segment d'équi-taux de la région (m) correspondant & un

taux de rupture , (0<7 <1) se trouve sur la demi-droite définie par :

Rt mQ-46=0, Q>0,

Sur cette demi-droite, nous avons vu que K (R, Q) prend la valeur
m

(Q)=4 (1-7) ( a +1¢C 2) indépendante de m, Le minimum de
i Q 2h(7)

Kir) (Q), Q> 0, est atteint pour _ Q = Qw, indépendamment de’,

(5) Sur le segment défini par R-(m-1)Q=0, R20, REA Sle

coat de gestion est K (R, Q)= Kn ({m-1) Q, Q)

Am oe
“Qiap FIG oy

Appelons Co (Q) cette fonction,

aeemmmNNG 7orEpuaNind hearin vein EaEOgUREEERENDT
rate
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Cc’ (Q)= m (1c Q7+21C48Q-2AA)
= 2(Q+A 8)

uy
Cc! (Q)admet Qx=-A 64+ r2 6° + 2S comme zéro positif,
m Ic

2 2.2
Q é

= aA -_-O+n8 Q b+ Oya es donc

2 2
Ic ICA 8 +Z2AA

= = ~iA Se
Gag Wah see WX 8 2(Q+as))

On en déduit l'allure de la fonction Co (Q) sur ]0, + aol.

Cm (Q) |

mA /S

AS Ox Qur @

rm Ildl§ f 2

244A 2 2 2AA
f=, zh x(6) Qw e Qx 8+ e+ A

On vérifie facilement que Qx < Qw
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(7) Soit T une valeur non nulle du taux de rupture :0<Te 1

Posons veA@(l-7)

Vv
. Vv

> asi QWs ial pour m2 2, alors Qxe mala 5

n=m_-l, On vérifie facilement que Qx< ;
n+T

2,2
a -si et seulement si Qw « Bl) alt nt em

(n+ 7)

Appelons A le second membre de l'inégalité précédente.

2

3 <A est logiquement équivalent a :
n

3. 2 3 scot7 +t (2n-1)+7 (n- 1) 2n+2n° > 0, inégalité vraie puisque Det <1

et nel,

2 v2 2
On a donc Qwi< ZF <A donc Qw <A ceqfd,

n

3.2 Optimisation dans ies différents cas

Posons v =A 6 (J - 1) Nous avons les différents cas possi

bles :

Vv
= tiasi " {m entier)1) il existe me2l tel que: te; Qw<

m

sim existe, il est unique,

ay

Pour cette figure m = 2.

Soit X* le point de la courbe d'équi-taux relative & Bs ayant pour ordonnée

Qw, x* appartient & QD .

Montrons que x* minimise le coat de gestion:

Soit A un point quelconque de® ; le taux de rupture enA est tT < T°

Tragons la courbe d'équi-taux relative & + ; le segment d'équi-taux de la

région (m) se trouve sur la droite R +o mQ-A 8 =0; appelons B le

point de cette droite qui a pour ordonnée Qw. Son abscisse inférieure &

46, est supérieure & celle de x*,

Nous pouvons affirmer :

% le coft de gestion en A, K (A) est supérieur ou égal A Ka (B) d'aprés la

remarque préliminaire (4),

B)= X*) d'aprés 1 1).% Ko (B) Ka (X*) d'aprés la remarque (1)

Comme K (X*) est égal au coat de gestion K (x¥), nous avons

K (A)2 K (x*) eqéid.
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Dans ce cas l'optimum est: x* (R*, Q*
&

ob Q* = Qw, R*=— maQwithé
T -21
Q

2) = < Qw
To .

Ow 7 i ates
Cc

feo Xa

ayAg

Soient x et x, les points d'ordonnées v/r et Qw, d'abscisse nulle. Mon
oO

trons que l'optimum ne peut _se trouver que sur le segment d'extrémités

x et x,

Soient A un point quelconque de Det + le taux de rupture en A.

‘Tracons la courbe d'équi-taux passant par A ; le segment d'équi-taux de

la région (1) se trouve sur la droite R+ T Q-46=0; appelons B le

point de cette droite d'ordonnhée Qw.

Si l'abscisse de B est supérieure ou égale 4 0, nous pouvons affi:

mer:

mr
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3 K(A)2 K) (B) d'aprés (4)

# K (B)2 K (X,) d'aprés (1)

d'ou K (A) K (X,)

si l'abcisse de B est négative, soit C le point de la droite R+ ly Q-A8=0

d'abscisse nulle. C se trouve sur le segment x X,.

Nous avons K (A)2 K (C) d'aprés (4) ec. q. £. d.

Il nous reste a étudier le cofit de gestion sur x, x.
4

a) Ox < v/r,

D'aprés les remarques préliminaires (5) et (6), le coat de gestion

sur x x, est minimum en x.

L'optimum est: (RTM, 9" on R* = 0, Q* = v/t
Oo

b) Qxze v/n,

Toujours d'aprés les remarques (5} et (6), le coat de gestion sur x

x, est minimum au point d'ordonnée Qx,

L'optimum est ; (R*, Q*) ot R*TM = 0, O* = Ox

3} Il existe m>1 tel que <Qws< —
—— es ee

m-lt+r m-
°

we
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Posons

B)

2), l'‘optimum, s'il existe ne peut se trouver que sur le segment x x

c'est-A-dire Co (Q) pour v/m-1 + 78 Q <Qw. Comme Qxe

- 35 -

Pour la figure m = 2,

Soient x, et x, les points de la droite R - (m-1) Q = 0 d'ordonnées

v/ (m-1+ t,) et Qw. En appliquant le m&éme raisonnement- que dans le cas

2°

Nous sommes donc amené @ étudier le cot de gestion sur X, X_,
12
v

m-l+t¢
°

d'aprés la remarque (7) et d'aprés l'allure de C_ (Q}, }'optimum
m

s'il existe ne peut se trouver qu'en xX) point ot la contrainte de service

est saturée,

Le résultat est donc celui du paragraphe 2.2.2.

3.3 Résumé et remarques

Probléme: Os, <1. Minimiser K (R, Q) pour R20, Q>0

T (R, Q) <1,

ZA =Vv 6 (1 )

2AA
Qw = ic

Qe =-h B+ Yo 2h
7 IC

Kw= Y2AA 16

A Q
=A - — aKy DERM a LG HIG By)

7 =0

L'optimum (R*, aQ*y existe et R*®-2 8, Q* = Qw.

Le cott de gestion minimum est Kw.

O<q <l
9

Vv

1) 7 < Qw.
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L'optimum (RTM, Q”) existe et R* = 0

a) si = < Qx, Q* = Ox

o

~ neb) si. = 2eQx,Q =F

° Co)

; v ¥2) Il existe m2=1 tel que — <Qw <
m m-l+7

°
s

¢

L'optimum (R*, QTM) existe et R* = 74 OTM Qw +r s
°

Q* = Qw

Le coat de gestion minimum est (1-7) Kw.
°

3) Il existe m2 2 tel que x <Qw <—
m-l+t TM~ m-l

P : =osons Q, mgt

Vv

Q, ~ m-l

Qy =

-1) (m-1 +(m-1} (m T)

a) Qw < Qy

L'optimum (R*, Q*) existe et QTM = Q: R* - (m-1) Q)

b) Qw > Qy

En toute rigueur l'optimum n'existe pas.

llexiste Q'>Q,telque: K, ,(Q)>K, ,(Q'))>K, ,(Q)
Cones (rd (7) Oe° 3 M0

et K (Q') aussi voisin de K (Q,) que l'on veut A condi-() (7) 2

tion de prendre Q' suffisamment voisin de Q,-

Nous pouvons prendre comme point "satisfaisant" (R', Q')
T

oO

rt -i
°

ot R'= (m-1) Q'+A 6,

Un tel point appartient 4 la région (m-l).
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Exemple numérique

unité de temps : année

demande par unité de temps : A = 30 000

délai de réapprovisionnement : § = 1/24 (W15 jours)

valeur de l'article : C = 10

coat de lancement d'une commande : A = 10,5

taux de possession : I= 0,2

taux de rupture maximum : Ts = 0,1

283 500
Oo +0,9QNous avons Kee) (Q) =

Qw nv 561,2

veh g(t 1) = 125> Ow

5 = 562,5> Qw

1535, 7 < Qw
2+1 us

0

Nous avons donc 2. <Qwe ; (cas B) 3) pour m = 3)
°

Qy ww 548,8 Qw > Qy donc l'optimum n'existe pas.

535,7 K 1011, 34Q, 0 (r) (Q)

a

= 2 9 1010,25Q, 562,5 Ki ) (2,) 0

Qo

choix d'un point satisfaisant.

L'écart entre les deux cofits est de l'ordre du 1/1000 du coat mini-

mum vers lequel le coat de gestion peut tendre.

Si on considére que cet écart est négligeable, on peut prendre comin:

point satisfaisant (R', Q') avec Q' = Q et R' = (m-1) X Q, =2x535,7= 1071 -

pour lequel le cott de gestion est 1011, 34.

Supposons maintenant que l'on trouve cet écart trop grand et que

l'on considére comme négligeable un coft de 0,05.

SS

reer
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Nous cherchons alors Q'>Q, tel que K (Q')-K (Q.)< 0,05.
2 (7) (,) 2

Pour Q' = 564 Key (Q")ny 1010, 26.

°

On peut donc prendre comme point satisfaisant (R', Q')

avec Q' = 564

To
RB! =——S> (m-1}Q' +A 8 my 1124, 66

Remarques

1) Dans le cas B) 1) a) la contrainte de service t (R, Q)< T, n'est

pas saturée & l'optimum : en ce point le taux de rupture est inférieur

a TM C'est le seul cas ot la qualité de service est meilleure & l'op-

timum que celle donnée par un taux de rupture égal A ts : dans tous

les autres cas la contrainte de service est saturée & l'optimum ou

pour un point ''satisfaisant"',

2) Minimisons le coat de gestion K (R,Q) pour R20, Q> 0 sans

contrainte de service.

D’aprés la remarque préliminaire (2) l'optimum se trouve sur la

droite R= 0.

D'aprés la remarque préliminaire (5) la quantité de commande

optimum est Qx.

L'optimum est donc (R*, Q*) avec R= 0 et Q* = Qx,

Le plus petit de tous les cofts de gestion possibles pour 4, 6, A,

IC fixés est donc 2

K (6, Qx) = aT)
a

Qxtag Ati
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3.4 Usage de variables sans dimension - Optimisation utilisable

Pour une marchandise dont on gére le stock suivant notre

modéle, choisissons comme unité de temps : le délai de livraison, comme

unité de marchandise : la quantité demandée pendant le délai de livraison,

A ces unités correspondent :

C' : valeur de l'unité de marchandise (C' = C xA 4}

I’: taux de possession (I'= 1X 6)

Avec ces unités, le cofit de gestion K (R, Q) est égala :

2

mm atnc: £) si R<1l
mQ + 1-R

2

> (A+I'C! yan Ci (R-1) si R21

ce est le cofit de gestion lorsque l'unité de coat est: I' C' et ro

est le coat de lancement d'une commande pour cette unité de coft.

Le taux de rupture est indépendant des unités choisies.

Avec ces unités de temps, de marchandise, de cott, l'optimisation

; : ‘ A
ne dépend que de T intervenant dans la contrainte de service et de To 7%

Le résultat de l'optimisation correspondanta + et @ peut @tre utili-
0

sé pour l'ensemble de toutes les marchandises dont les paramétres A, I, C,

=a clest-4-dire —~ =a.A
, & vérifient To Gl

IG A8&

Exemples de résultats numériques

(RTM, a”) : point optimum ou ''satisfaisant" ot R* désigne le seuil

et Q* la quantité &4 commander,

%
K” codt de gestion correspondant.

me

~ 49 -

Taux de rupture maximum : 0, 09

A/UC! =a Re Q* K* rl

0.005 0.901099 0.1 0.091 10.

0.020 0.901099 0.2 0.182 be

0.045 0.883495 0.294498 0.273047 4,

0.080 0.881319 0.4 0. 364 3,

0.125 0.901099 0.5 0.455 2.

0.180 0.881319 0.6 0.546 2.

0.245 0.861539 0.7 0.637 Z.

0.320 0, 841758 0.8 0. 728 2.

0,405 0.834863 0.834863 0.821313 2h,

0.5 0.901099 1, 0.91 1.

Lorsque A/I'C' = 0,045

= 0,405

Q* = 0,294498 < 0,3 = Qw (quantité de

Q* = 0,834863 0,9 = Qw
Wilson)

Dans les autres cas la quantité optimum est égale& la quantité de

Wilson,

Taux de rupture maximum : 0,25

A/I'C! =e@ R* Q* K* mn |

6.845 0, 3. 2.836235 1

7,220 0. 3, 2.929983 1

7,605 0. 3.026148 3.026148 1

8. 0. 3.123089 3.123089 1

8.405 0. 3, 220171 3.220171 1
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Pour a = 6,845 et 7,220, Q*- v/r, = 0, 75/0, 25 = 3; clest le cas

B) 1) b) de l'optimisation,

Pour les valeurs suivantes de a, Q* = Qx ; c'est le cas B) 1) a) de

l'optimisation.

Exemple d'utilisation d'un résultat de l'optimisation

Nous avons indiqué dans ce paragraphe comment faire une optimisa

tion applicable @ une classe de marchandises,

Données :

L'unité de temps est l'année

l'unité de marchandise ést Una

lunité de coat est le franc : F

Avec ces unités :

le délai de livraison est 6 = 0,1 (nJi mois)

le taux de demande est A = 40 000 (demande annuelle)

le coat de lancement d'une commande est A = 100

le taux de possession est I = 0,2

la valeur de l'article C = 10

le taux de rupture maximum est T = 0,09
°

solution

On choisit comme nouvelle unité de temps le délai de livraison :

0,lan, comme nouvelle unité de marchandise la quantité dernandée pendani

un délai de livraison : 4000 un

Avec ces nouvelles unités,

le taux de possession est I' = 0,02

la valeur de laiticle c' = 46600

atoth I'C' = 800 et AS = ye 0,125

la nouvelle unité de coat est : 800 F

Les résultats précédents nous donnent :
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R* = 0, 901099 :

Q* 20,5

K* = 0,455

Exprimons ces résultats avec les unités initiales :an, F, Un

seuil optimum : 0, 901099 x 4000 = 3604, 396 (tu)

quantité A commander optimum : 0,5 x 4000 = 2000 (U_)

le coat de gestion optimum pendant le délai de livraison :

0,455 x 800 = 364 (F)}

et le coft de gestion optimum par an: 36410 = 3640 (F)



CHAPITRE II

RECHERCHE D'UNE FORMULATION APPROCHEE DU

cotT DE GESTION ET DU TAUX DE RUPTURE

DANS LE CAS ALEATOIRE
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1- METHODE DE FORMULATION DU COUT DE GESTION ET DU TAUX

DE RUPTURE

Dans un grand nombre de problémes pratiques, la demande n'est pas

certaine et faute de connaftre tous les facteurs influant sur la demande, il

ne nous est possible de la décrire que par un processus aléatoire. Il en est

de méme pour le délai de livraison, Cette description peut se faire en uti-

lisant l'historique des demandes et délais. Dans la suite nous supposons

que le régime est permanent c'est-a-dire que les processus qui régissent

la demande et le délai de livraison ne varient pas avec le temps.

Quand la demande est aléatoire et& fortiori quand le délai de livrai-

son est aléatoire, il paraft difficile d'obtenir une écriture rigoureuse du

coat de gestion et du taux de rupture pour notre modéle de gestion. D'aprés

Hadley et Whitin "l'étude rigoureuse du cas ot plus d'une commande est en

attente de livraison n'a pas encore été entreprise"’ (page 195 réf. I de la

bibliographie).

Pour remédier & cette difficulté, nous allons tenter d'obtenir expé-

rimentalement une écriture approchée du coft de gestion et du taux de rup-

ture pour un certain processus de la demande et du délai de livraison.

L'expérience consiste 4 simuler la gestion du stock suivant notre modéle en

émettant des nombres au hasard de maniére& suivre le processus de la de-

mande et du délai de livraison et @ calculer certaines grandeurs qui seront

des approximations de limites au sens des probabilités.

Les nombreux calculs qu'exige la simulation se feront& l'aide de

l'ordinateur,

La formulation approchée ainsi obtenue peut nous permettre de ré-

soudre certains problémes comme ceux de l'optimisation, d'étudier des

systémes plus complexes comme ceux des stocks en chaMme,., La philoso-

phie est donc différente de celle des études classiques de simulation ot on
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se propose d'établir par simulation un résultat final. La notre est de

mettre au point une formulation simple, utilisable ultérieurement 4 des

fins diverses,

Nous donnerons dans le chapitre III une application de cette formu-

lation & la recherche d'une gestion optimum,

1.1 Expressions générales du cott de gestion et du taux de rupture

Nous ne faisons ici aucune hypothése particulitre quant & la

nature des processus stochastiques qui générent la demande et le délai de

livraison si ce n'est l'invariance de ces processus dans le temps. Lies no

tations R, Q, m, A, I, C ont la meme signification qu'au chapitre I.

1) Définition d'un cycle : on appelle cycle i un intervalle de temps

jt. t, + T,] tel que aux instants 7 et t + qT, il y a lancement d'une com-
Poa i

mande et sur ]t,, t, + T,] le nombre de commandes lancées est
a7

R
a! +1, la commande de l'instant t, n'est pas comptée),i Ps iP

Remarque : la quantité vendue sur un cycle est mQ.

2) Evaluons maintenant le coat de gestion et le taux de rupture,

Pour un cycle i, on appelle :

T, : 1a durée du cycle.

T! : la durée de non rupture du stock.

rm la durée de rupture du stock.
n, # Hintégrale de la fonction stock disponible det, & t, + T.

servant au calcul du coat de stockage

K, : le coat de la gestion sur le cycle i.
i

A \instant §, on appelle n (§) le nombre de cycles consécutifs suv

] 0, §], 0 étant l'instant initial du premier cycle.

Les limites qui apparaftront sont prises au sens de la cpnvergence

presque-sare du calcul des probabilités.

To
nes
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y% Le coat de gestion sur un cycle est K, emA+ICQq..
i

K= lim z ot k (§) est le coat de gestion de la fin du dernier

§—~,00

cyclea §,

K= lim

§— 00

= lim

§—2@

Posons

} = valeur moyenne de l'intégrale sur un cycle de la fonction stock dispo-

n

: — hynible = lim a >
§—+00

»»> = durée moyenne de rupture par cycle = lim

f0

A = taux de la demande moyen dans le temps

Ay
n

lim yr

S40 1

n

dot lim

§—0

Finalement

a. 5

K-Raane (ma+10@)
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|

s y% Le taux de rupture est:

= 1
Te > Tt?| 2. >

} 5 i=l isl
] T= lim ——— = lim =

1 §— 300 E—»0 | 1
| tt — '| a 7; 1 TY ty Be Tk
| b=1 i=l i=zl

A

| __T ._at
| ~ mQ ~ moQtaqa, mQ

“kh

En conclusion

a
a Le coat de gestion est K=—————x (mA+IC§}

| . mQ+atT

i aA
| AT
} Le taux de rupture est + = ———x+
) mO+atdt

au \_est le taux moyen de la demande

A

T est la durée moyenne de rupture par cycle

8 est la valeur moyenne de l'intégrale sur un cycle de la fonction

stock disponible.

1.2 Autre formulation du cott de gestion

Définitions

1) Soit f une fonction du temps représentant une quantité de marchandise

Nous appellerons quantité de marchandise-temps de a a ty pour la

t

fonction f l'intégrale J £ (t) dt.
+

1

Exemple: f est la fonction stock disponible, F

La quantité de marchandise-temps stockée de t a t, est ij : f (t) dt,
it
1

Remarque : Hadley et Whitin (page 169, réf. I de la bibliographie) parlent

de nombre d'unités-années stockées.
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2) Soit une commande de la quantité Q regue A l'instant 4 lorsque

le stock disponible est #, Si aucune commande n'est regue ul-

térieurement, le stock disponible (fonction f) atteint la valeur s

a linstant toe

La quantité de marchandise-tempa tournante relative & la com-

mande recue & l'instant teat:

*J f(t) dt ~ # (t, - ¢,)
1

t
1

Exemple: dans le cas déterminiete elle est égale & a

Steck

disponible

deGQ seuenes

4a

bt, 4 b 8, temps

Seient deux instants 8, et Goi en appelera quantité de marchandise-

sce & | instant t sur l'intervalle

(€ (t) = a) dt
we (ty th) A A (8; 8,)

Par exemple, i is 8 st, ¢ 65 elle est aaiea Je > 8) dt;
8

si ts <t, < 8, <€ 85 elle est égaie & 6,
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3) La quantité de marchandise-temps tournante sur un intervalle

t,, t_) est gale a la somme de toutes les quantités de marchan-1 ‘2 8 4
dise-ternps tournante relatives aux commandes regues avant

Stock

disponible

>

E, — cemps

La surface hachurée représente la marchandise-temps tournante sur (ty t,).

4) La quantité de marchandise-temps résiduelle sur (t t,) est égale

& la différence de la quantité de marchandise-temps stockée sur

(t)> .) et de la quantité de marchandise-temps tournante sur (t)> t).

Autre formulation du coat

Soient a, etd les moyennes dans le temps des quantités de marchandise-
r

temps tournante et résiduelle sur un cycle.

nw Aw “nw

Nous avons 2 = a + a .

Comme dans le paragraphe précédent, so1ent :

n (§) : le nombre de cycles sur] 0, § ].

ws, : la quantité de marchandise-temps tournante sur le cycle i,

Alors a, = lim

~ 49 -

Appelons a; : quantité de marchandise-temps tournante relative A la jiéme

commande recue,

p (§) : nombre de commandes regues sur les n premiers cycles, La quan-

tité de marchandise-temps tournante moyenne relative 4 une commande est :
n n

a a %; 2 0;
a elim -t54— 2 i, 22) _

§—»0 P E00 P

Le nombre de commandes lancées sur les n cycles est mXn

d'tot’ p (§) = m xn (€) + k (8) ou k (&) est borné,

_
myn m t

a a

Par conséquent is =mQ

D'autre part la quantité de marchandise-temps résiduelle par unité

A a
de temps a pour moyenne Q 0 =o xe,

T mQ+aT r
an

amoirt étant la durée moyenne d'un cycle.

Nous avons vu que le cott de gestion est :

X “

K =————~w (mA+ICQ9), D'iaprés les résultats ci-dessus
mQ+AT

a a
K =x (mAt+tmiIc&)+icn.

mQ+aT 1 r

En conclusion, le cott de gestion peut s'écrire

“~

K (A+1C%,)+ ICA,
mQeia T

a

ou T est la durée moyenne de rupture par cycle

=> est la quantité moyenne de marchandise-temps tournante relati-

ve & une commande,

Q est la quantité moyenne de marchandise-temps résidtielle par

unité de temps.
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Remarques

n Q"
1) Dans le cas déterministe a =:

Aw

Dans le cas aléatoire at, dépend de Q et du processus de la

demande, mais ne dépend pas du seuil R et du processus de livrai-

son d'aprés la définition m@me de la quantité de marchandise-temps
4‘

tournante relative & une commande,

2) Dans le cas déterministe nous avons :

n 2 by A = ee a co] Tt

|

oOom 2 bt) 0

A
si R>A5 T=0 eta =R-A65

Sevil

aw

wwe I dans le cas déterministe

wn

eese, T dans le cas aléatoire ?

2,

R

ome 2, dans le cas déterministe

a a, dans le cas aléatoire ?
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a

Comme T et a. sont indépendants de Q dans le cas déterministe,

on peut se demander si ceci est encore vrai dans le cas stochas-

tique pour les processus de la demande et du délai de livraison

considérés,

. 

AA

3) On a choisi d'exprimer le cott de gestion @ l'aide de T, 0, et a.
1

parce que ces grandeurs sont des fonctions "simples" dépendant

chacune d'une seule variable, Rou Q, dans le cas déterministe.

On approchera expérimentalement le cofit de gestion et le taux

de rupture de la maniére suivante :

- Etant donné un processus de la demande et du délai de livraison,

on simule la gestion du stock sur plusieurs cycles en divers points (R, Q),

Pour chaque point on obtient des valeurs approchées de T, a, ai.

- On choisit des fonctions pour approcher 7, a, a a partir des

résultats expérimentaux obtenus dans la simulation (lissage des résultats

expérimentaux),

na A

- A partir des fonctions qui approchent T, ie Q_, nous obtenons
r

une formulation approchée du cott de gestion et du taux de rupture.

2 - DESCRIPTION DE LA TECHNIQUE DE SIMULATION

Nous avons vu que, pour trouver une formulation approchée de nos

modéles de coat de gestion et de qualité de service, nous sommes ame-

nés & trouver des formulations approchées pour les trois grandeurs sui-

vantes :

T : durée moyenne de rupture de stock par cycle,

a, > quantité moyenne de marchandise-temps tournante relative &

une quantité de commande.

a: quantité moyenne de marchandise-temps résiduelle par unité

de temps.
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La simulation de la gestion du stock a pour but de déterminer des

valeurs approchées de ces trois grandeurs pour différentes valeurs du

seuil R et de la quantité de commande Q, pour certains processus de la

demande et du délai de livraison, Les résultats expérimentaux obtenus par

la simulation seront ensuite utilisés pour déterminer par lissage des fonc-

aon

tions approchant T, Oy a.

Cette simulation pourra se faire 4 l'aide de plusieurs algorithmes -

1) Algorithme pour le processus de la demande.

Comme nous l'avons déja dit dans les généralités, nous supposons gure

le processus de la demande peut @tre décrit "valablement'' de la manizre

suivante :

- la demande est continue

- on choisit une durée At et sur chacun des intervalles de temps

successifs de durée At, le taux de la demande est constant.

Notre technique de simulation ne s'applique qu'aux processus de

la demande ainsi décrits.

L'algorithme de la demande aura pour objet de donner & un instant

t le taux de demande sur (t, t + At).

2) Algorithme pour le processus de la livraison.

Il a pour objet de donner 4 un instant t le délai de livraison d'une

commande passée a cet instant.

Nous verrons des exemples simples d'algorithmes de la demande

et de la livraison pour l'utilisation de la technique de simulation.

3) Algorithme pour décrire je stock disponible sur un cycle,
aA

Il nous est possible de déterminer des valeurs approchées de T, @)

g_, $i nous connaissons le stock disponible en fonction du temps, On cons-
r

truit alors un algorithme capable de nous donner le stock disponible sur

un cycle,

zy
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- Hl utilise les algorithmes donnant les taux de demande et les

délais de livraison.

- ll a besoin de connaftre les dates de livraison des commandes

restant 4 livrer ainsi que les quantités livrées (les commandes se font

par quantité fixe Q mais pour certains processus de la livraison, des cor

mandes peuvent étre groupées ; la quantité livrée est alors un multiple de

Q).

L' algorithme nous donnera 4 ja fin du cycle les quantités restant

4 livrer ultérieurement et les dates correspondantes,

4) Algorithme pour le calcul de la durée de rupture, des quantités de

marchandise-temps tournante et résiduelle sur un cycle a partir de la for

tion stock disponible donnée par l'algorithme précédent.

2.1 Algorithme détaillé pour décrire le stock disponible sur un

D'aprés la description du processus de la demande, la fonctic

stock disponible est linéaire par morceaux, Elle présente des discontinui

tés aux instants ot il y a réception d'une commande (ou de plusieurs com-

mandes groupées), Pour la connaftre sur un cycle ] Th ts ], il suffit de

connaftre les instants t. de ce cycle ob ilya:

- soit discontinuité

- soit rupture de stock

- soit changement du taux de la demande quand le stock n'est pas

én rupture,

Pour décrire le stock disponible, nous utiliserons un tableau de tr

colonnes, Dans la premiére colonne nous placgons T : début du cycle, les

instants t, dans l'ordre croissant et l’instant T, : fin du cycle, Dans la det
i

xiéme colonne nous plagons le stock aux instants t, et T,, avant,la livrais«
ih

si c'est le cas.
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Dans la troisitme colonne nous placons le stock aux instants T t.
i

et T, aprés la livraison si c'est le cas,

Exemple :

approvisionne menE

Sevil B

TNT TTT ae ~~2.+ ©

> >-

‘b é, b tT, temps

T rien 5,

4 8) s +Q

tS 8, 85

te 0 0

ty 0 Q

a 2 2

Pour simuler la gestion du stock sur un cycle, nous devons connat-

tre initialement l'instant Tt : début du cycle, les dates de livraison et

quantités 4 livrer aprés Ty provenant des commandes passées & l'instant Tv,

et avant qT
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Nous utiliserons un tableau des livraisons & deux colonnes :

dans la premiére nous placons dans l'ordre croissant les dates de livrai-

son et dans la deuxiéme les quantités & livrer correspondantes. Au fur

et 4 mesure de la simulation nous mettons A jour ce tableau en enregis-

trant les commandes qui viennent d'étre faites et en supprimant les lignes

pour les commandes qui viennent d'étre livrées. En arrivant 2 la fin du

cycle : date Ty le tableau donne les livraisons 4 faire aprés T, et peut

ainsi @tre utilisé pour la simulation sur le cycle suivant.

D'aprés la description de la demande, il est possible que nous

terminions un cycle avec un taux de demande Y et que ce taux soit encore

le m@me pour un intervalle du cycle suivant :

T, (début du cycle) T, (fin du cycle)
4 4 } 4 4 1 Ly
¥ at ¥ t v _
I tat 

temps5 J 4 J,t2at Jt Sat

Pour simuler la gestion sur un cycle il faut donc connaftre l'instant

J s T, tel que J +At > T, et sur (J, J + & t) le taux de demande est

constant, Si q < Ty le taux de demande sur (T J + At) est déj&A connu etv

si J = tT le taux de demande devra @tre calculé,

Organigramme fonctionnel de la simulation sur un cycle

On appelle s la fonction stock disponible.

1) Initalisations et définition de (9, 9.)

le taux de la demande est constant sur un intervalle (J). J,).

(@,, 9.) est un sous-intervalle de (J), J,) sur lequel la durée de rupture

est nulle. (0 9) doit 6tre aussi un sous intervalle du cycle ] Ty, T, ].



- 56 -

non j=

[2

le taux de demande

Y est nul ? SF

non °

@ £.a0, = 0, +s (0,)/¥ 9-4,

9,> 3,7 224
QO

9 J
T

©

calcul du taux Y de la

demande sur (J,

out le stock s (0,)> 0? z
on

Il y a rupture de stock.

On cherche dans le tableau des

livraisons la date (appelée 8))

et la quantité de marchandise

de la prochaine livraison,

Mise 4 jour du tableau des li-

vraisons et du tableau stock

disponible,

<4
J 2 non255 222» @)

oui

jot,

J,0—J, + St

Calcul du taux de demande

Y sur (Sp J,)

Le |
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2) Observation de l'approvisionnement sur ]@, 0) pp ]9> 0, ]

Changement de la date 9, si 8, > T,

[©

On connatt l'approvisionnement & l'instant a

(lorsque @, est le début du cycle, il est égal
1

& R+Q). On cherche dans l'ordre chronolo-

gique les instants de ] 9) Q ou ily a lan-2]

cement d'une commande,

|
gui[ il y a lancement d'une commande ? ~~]

soit t cet instant, on calcule l'approvi-

Calcul du délai de livraison, sionnement & l'ins-

Mise & jour du tableau des tant 8,

livraisons, |

Le nombre de commandes lancées

est €gal& m ?

(m est le nombre de commandes

lancées sur un cycle) oui

non

t est alors la date T, de la

@ fin du cycle,



oui

Soit t cet instant,

Calcul du stock & l'instant

t avant et aprés la livraison.

Mise a jour du tableau stock

disponible. Mise & jour du

tableau des livraisons

@
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3) Observation du stock disponible sur J 8 Q

On cherche dans l'ordre chronologigue les instants

2!

de ] 9%, ] ob il y a réception d'une commande

(ou plusieurs commandes groupées) en utilisant le

tableau des livraisons.

ly a réception d'une commande ou de plusieurs

commandes groupées ? pon:

Calcul du stock & l'instant 9

c~ 8, est la date de fin de cycle ?

T J ous
Mise a jour du tableau

nai @=3.2 stock disponible,

2 2

® ow

non mise & jour du tableau J, > T, ?_oui, &)
=0? ‘s (,) o4 stock disponible J

non

fous J, qe T Le-s
Cn L 2 1 2Mise & jour du ta-

bleau stock dispo- J,¢— J + dt

nible, @)

. 
Vv

4-8,

©
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Aprés avoir simulé la gestion du stock sur un cycle, nous uti-

lisons le tableau stock disponible pour calculer la durée de rupture et la

quantité de marchandise-temps sur le cycle.

Tableau stock disponible

t. 5 (t,) 8, (t.)

t<t, s, (it] ta 8, (ti)

Appelons sy (t) et 85 (t) le stock disponible & l'instant t, respectivement

avant la livraison et aprés la livraison s'il y a lieu, La quantité de marchan-

dise-t ké a by estise-temps stockée sur (t; ay)

s(t +s. tt1 ( eu 2 ( ) (t t )
2 KLE

soient n:le nombre d'instants t, du tableau
i

T_: la durée de rupture sur le cycle
=

Q : la quantité de marchandise-temps stockée sur le cycle.

Organigramme du calcul de T etQ
rT

T 0

f ga¢q—0

\—

non t)-0?7 oui
fae : |

s(t. +s, (t.) . .
1 ‘itl 2c i variant dei aet T e—T ¢t «tOS € 2 ilar) r ro idl i .

L | i
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2,3 Calcul de la quantité de marchandise-temps tournante sur

Nous calculons la quantité de mdrchandise-temps tournante

a, Sux un cycle connaissant la fonction stock disponible sur ce cycle donné

par un tableau,

Pour calculer la quantité de marchandise-temps tournante relative

& une commande sur un certain intervalle de temps, il nous faut connaftre

la valeur du stock disponible @ la livraison de cette commande, Nous uti-

liserons un tableau de travail 4 deux colonnes :

Dans l'ordre chronologique nous plagons dans la premitre colonne

la valeur du stock & la livraison de la commande et dans la deuxitme co-

lonne la quantité de marchandise-temps tournante relative 4 cette comman-

de sur le cycle, On supprime uneligne dds que la quantité de marchandise-

temps corfespondante est calculée,

Exemple:

Stock

disponible

temps

début du cycle du cycle

QFaptartazta
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Composition du tableau de travail & différents instants :

1) instant T, 2) instant 4

3) instant t.) instant t, 4) instant t 3

La quantité de marchandise-temps résiduelle sur un cycle s'obtient

comme différence des quantités de marchandise-temps totale et tournante

sur ce cycle,

3. - MISE EN OEUVRE DE NOTRE METHODE DE FORMULATION A

L'AIDE DE LA SIMULATION

Nous allons utiliser notre technique de simulation dans quelques cas

particuliers et donner un exemple de formulation approchée de 7, Gp a,

conduisant & une formulation approchée du coat de gestion et du taux de

rupture

3.1 Description du processus de la d ison

Le taux de demande est une variable aléatoire positive ou

nulle. Nous donnons un exemple de processus de la demande en‘utilisant
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une variable aléatoire auxiliaire Y qui suit une loi de Gauss.

Si Y est négatif, le taux de demande est nul.

~ 63-

Si Y est positif ou nul, le taux de demande est égal a Y.

3.1.1

¢ est la densité de la loi de Gauss réduite,

Nous voyons immédiatement que

g’ (x) = -_x&@ (x) et a! (x) = g (x).

Moyenne de la loi de Gauss tronquée

Définitions : Soit une loi de Gauss de densité

2
1 x -

g (x) =~ exp (- Eo B) )
V2 7 26

Met d'écart-type &, tronquée

dante :

sis:

ne de la variable aléatoire X qui suit la loi de Gauss tronquée correspon-

Nous dirons qu'une variable aléatoire X suit une loi de Gauss, de moyenne

Soient une loi de Gauss de moyenne y et d'écart-type © et }. la moyen-

1) P(X<0)=0

co oO

p,-oxP(xzo)+f x g (ss) dx = f x g (x) dx
0

= 0) 5 g (x) dx
“Oy

0

En faisant le changement de variable u = = » Nous trouvons

& ftPT eel S)+t pal).

Ecart-type de la loi de Gauss tronquée= | g (x) dx quels que soient Qea<b
a

g(x)

Soit 6, l'écart-type de la loi de Gauss tronquée,

6 = (0- pF Pcsoys | (x =p)” g (x) dx

2 f° eo 2= ye J gw) a+ | (x - yp.) g (x) dx
= CO

En faisant le changement de variable u ere
0 - ph pe

| g (x) dx J o(u) da ed = f
+ 00 oo

Nous poserons

2

(x) = !yon exp (- 5)

[op

v= fo

¢ (u) du

= CO

tu

1- 6 ( £ ), sachant que est paire et que ee (x) dx=!6 q

g (x) dx = (€ut p-: [pees

@ (u) du

oO

Ng @ (u) du

pe? elu) ant 26 (p-p) f
6 arr 8

2 co

u g(u) du + (po py) Je o(ujda
6
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Nous avons :

& a © ©

u otwyaree(-e ta] «J @ (u) du
2

é 7%

Fo $oe fF @ (u) du
Le

2- Fo( Pretty
a

ie ag (a) du = oF).
*¢

Par conséquent :

oe pa-e(Fys a o( Flee)

#26( pop OC EEE py OE)
On trouve finalement :

2.

cee pet pee(tys(es pe(#)

En conclusion

p80 Plt pal eyet

Seapets poo Ey+ (erty) a(S)

Exemple: si p= 10 et @= 5, nous avons p” 10,0424 et ew 4,89952

Remarque : Ainsia une loi de Gauss de moyenne pet d'écart-type (corres

pond une loi de Gauss tronquée de moyenne p_ et d'écart-type ©,

ce qui définit une application

Filp, €)—s(pp 6)

de E)=Rx]0, +oo[ dans E,=]0, +o[X]0,+a0[

Nous admettrons le résultat suivant :

F est une application bijective de E, sur E,.

¢ pet Cquand la loi de Gauss de moyenne _p et

ype Ctronquée a pour moyenne pet pour,

écart-type ©

Soit X une variable aléatoire positive ou nulle,

A partir des valeurs prises par X, nous pouvons approcher sa

moyenne p_ et son écart-type c (étude de l"historique si X est un taux

de demande). Si X suit une loi de Gauss tronquée et que nous voulons émet-

tre une suite de nombres pseudo-aléatoires suivant cette loi, nous devons

connattre la moyenne p et l'écart-type § de la loi de Gauss.

1) Méthode.

Nous sommes amenés & résoudre le systéme ;

Pp
p=6e(e)+ pal Ey

2.2 PB 2, 2, 8
Gro Pp tp Sele) +(e + po) te ()

En prenant comme inconnues © et a = £, le systéme s'écrit :

Pz =O (9 (a) + & & (a)) (1)

2
6
r

~ pet (welt te) olay) (2)

Nous avons ;

©

o(d) va 4 (= f (x +a) @ (x) dx>0 car (x +a) @(x)>0 sur le
Le

domaine d'intégration.

Pr

“Sla)taela) @?

é
x Sela) + (1+ @) 3 (oe!

le (a) + @ § (o))"

2_ 2 2 2 agla)+Qiag ) g(a

be Pet Pe ayy

D'aprés (1) ¢

D'aprés (1') et (2) e z - + x

Posons
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Nous allons résoudre f (a) = 0 par linéarisation :
j 5

2

f (a) = Is 3 x (@ (a) + a9 (a) # (a) - 9° (a)
(p (a) + @ § (a)

La solution a existe et est unique car Mapplication

F: ( pe 6) ——3 ( BL €..) de E, dans E, est bijective.

La solution de f (a) = 0 est la limite de la suite (a) = oa! définie par :
, 

—2a_n_¢e NO

ay donné

Connaissant @ nous avons © = et p=Fa
¢(a)+ae(a) “ P

Li , YrNous pouvons choisir a = e

Bo)

2) Description des calculs

Pour utiliser la formule itérative précédente, il nous faut calculer

a 0 a,

# (a ) -| @ (u) du = J @ (u) aut f @ (a) du
“co oo 0

Nous allons pour cela construire une table de Gauss donnant les
@

valeurs ae f (u) du pour @ variant de 04 a avec un pas de 0, 01.
0

1a +0, 01

9
Gy, Sera choisi de manitre que & = | (u) du soit "négligeable"

“M“M
par rapporta I -{ @ (u) du, clest-A-dire que le calculateur donne

0

1+&=I1 (erreur de chute),
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a ioe) )

Pour a> «,_, nous prendrons | ¢ (u) du = | p (u) du = 2°
i 0 0

Pour Os as ave nous utiliserons la table de Gauss et calculerons

# (a) par interpolation.

b

Nous calculons J @ (x) dx en utilisant la formule d'intégration
a

par arc (page 59, réf. Il de la bibliographie} : nous partageons [ a,b] en

b-a _ :
nintervalles égaux de longueur h = “p ? nous posons x, =a + ih pour

i=0,..., n(n2 7) et 9 (x,) = ®, nous avons

b 8@. + 3lq@+209,+25, isn-4
0 i Z 3| g(x) dxwh | ——— 24 + 2 o,

al is4

25 en 3 ee 4-2 + at Pn) "e a
24

+

Organigramme du calcul de yp et

données : Py e

€: on arréte le calcul de @ lorsque |f (a) | <&
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test sur le nombre d'itérations

Calcul de A = 9 (a)

4
non az0? oui

a Qa

Calcul cef @ (u) du a l'aide Calcul ae J ¢ (u) dua l'aide
dela table’de Gauss, dela table? de Gauss.
Calcul de Calcul de

1 fp“ 1,(°B=e(=3-[ elvan Be4(a)=3+{° gfujau
0 0

Calcul de C = (a) + @ 9 (a)

2 2 a CtB
Calcul de F = f (a) = - 6.5 , -"= >)

lFl <@?

ven/ \ ee

Ue
Calcul de FP = f' (a) = oe

2 2 Ac - B*
Py 3

© 26| p® a

oe J

“| FP (&n)

©
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3) Exemples de résultats

Pour calculer p et Cconnaissant Pp, et Oo nous pouvons construire

une table donnant_p et © pour n= let_pour différentes valeurs de §.

(si la variable aléatoire X a pour moyenne pet écart-type e. —a

pour moyenne 1 et écart-type Sr) .

Pour les valeurs de e. ne figurant pas dans la table, on peut ap-
procher p et €par interpolation,

Nous donnons p et © pour PF, = let © variant de 0,14 2 avec un

pas de 0,1.

Prot

6 P c

0.1 1. 0.1

0.2 ls, 0.2

0.3 0.999966 0. 300121

0.4 0.999151 0.402372

0.5 0.994967 0.511684

0.6 0. 983644 0. 632766

0.7 0.961069 0. 769061

0.8 0.923093 0.923091

0.9 0. 865634 1, 096814

de 0. 784745 1.291812

Ll 0.676647 1.509403

1.2 0.537756 1. 750706

1.3 0. 364680 2. 016686

1.4 0.154220 2.308193

1.5, -0.096637 2.625967

1.6 -0. 390730 2.970677

1.7 ~0. 730734 3, 342919

1.8 -1,119175 3, 743234

1.9 -1, 558394 4.172076

2. -2,050712 4.62995)
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Remarque : pour C = 0,2 et& priori pour c < 0,2.

PrP? 1, = €. : la troncature a "peu d'effet".

3.1.3 Processus de la demande et de la livraison utilisés

1) demande

Dans les cas réels de gestion de stock, on étudie souvent le proces-

sus de la demande en examinant un relevé des demandes faites dans

le passé (on utilise & la rigueur un relevé des ventes). Cette série

chronologique nous permet de calculer le taux de demande X sur

chacun des intervalles de temps de m@éme durée At. X est une va-

riable aléatoire positive ou nulle.

Si X suit un modéle constant, nous calculons les valeurs appro-

chées }. et . de sa moyenne et de son écart-type, Nous admettons

que X suit une loi de Gauss tronquée de moyenne }, et d'écart-type

e ; la moyenne p et l'écart-type @de la loi de Gauss sont calculés

& partir de et © par la méthode du paragraphe précédent.P Pp, et 6 p paragraphe p

Nous utilisons notre technique de simulation pour un tel pro-

cessus de la demande, L'algorithme du processus de la demande

consiste A émettre une suite de nombres pseudo-aléatoires suivant

la loi de Gauss tronquée,

On peut concevoir que par une étude plus détaillée du passé, on

ait intérét @ utiliser une autre loi mieux adaptéeA la réalité,

2) Délai de livraison

to+
2 a” Ye

& 4 A 4 Ee,
7 v q T -

t t+ 51 1 8 temps

Nous admettons que les commandes ne peuvent pas se croiser,

c'est-4-dire qu'une commande lancée A l'instant ty ne peut pas a@tre

livrée avant une commande lancée antérieurement, Ceci est souvent

le cas lorsqu'il n'y a qu'un fournisseur et qu'un chemin pour les

commandes de la marchandise dont on gére le stock. Un retard

a la livraison peut @tre da au fournisseur se trouvant lui-meéme

en rupture de stock ou de production, au transporteur, etc, IL

arrive souvent qu'un fournisseur, voyant arriver une commande

alors que la précédente n'est pas encore livrée, groupe les deux

commandes pour les livrer simultanément (commandes groupées),

Nous appelons délai libre le délai de livraison d'une seule comman-

de. Faute de connaftre tous les facteurs déterminant les délais li-

bres oua cause de leur complexité, nous considérons le délai libre

comme une variable aléatoire Y.

Nous supposons que le délai libre suit un modéle constant ;

l'étude d'une série chronologique des délais libres nous permet

de calculer les valeurs approchées F et ¢' de la moyenne et de

l'écart-type de Y.

fl existe de nombreuses lois permettant de décrire la variable

aléatoire positive Y ; par exemple il se peut que Y soit toujours

supérieure ou égale 4 un délai minimum 6 in et qu'on puisse ad-

mettre que Y suit une loi de Gauss tronquée au sens suivant :

MLL
Simin a



sig (x) = —E— exp (-
Vane

P(Y< 8 rnin) =0
b

Plasvss)s{ kx g (x) dx pour bin S255

oO

ou k est tel que J k g (x) dx =

Smin

Pour la mise en oeuvre de notre technique de simulation, nous #1

posons que 6‘ est petit par rapport a PY et que le délai libre Y suit une bo

de Gauss de moyenne p! et d'écart-type 6" (la probabilité d'émettre un

nombre pseudo-aléatoire négatif est pratiquement nulle).

L'algorithme du processus de la livraison consistera A émettre wi

suite de nombres pseudo-aléatoires suivant la loi de Gauss, chacun de cv

nombres positifs représentant un délai de livraison aprés avoir été éven

tuellement modifié :

6)? délai de livraison d'une commande lancée & l'instant ue

te date de lancement de la commande suivante.

62 ! nombre pseudo-aléatoire émis.

Si ty + b2 < 4 + 4) les deux commandes sont groupées.

Le délai de livraison de la deuxitme commande sera t, + bt,

Remarque : si 6' = 0, l'algorithme se simplifie puisque le délai de livrai

son est constant,

3) Emission d'une suite de nombres pseudo-aléatoires suivant une lor

de Gauss, éventuellement trong.

Lemme : Soit X une variable aléatoire réelle dont la fonction de répai

tition F est continue et strictement croissante. Alors la variable

aléatoire Y = F (X) suit une loi de probabilité uniforme dans [ 0,1 |

- Pour créer une suite de nombres pseudo-aléatoires suivant une lui «+

Gauss, nous créons donc une suite de nombres y, pseudo-aléatoires suivi::
i
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la loi uniforme sur ]0,1{.

Nous caleulons x, =F (y,) ob F est la fonction de répartition de

2

exp (- fx) du,
26

x

la loi de Gauss: F (x) -f
00 ane

Ce calcul peut se faire & partir d'une table de Gauss. (Nous utilisons le

sous-programme d'inversion de la fonction de répartition de la loi gaus-

sienne, page 83, réf, IV de la bibliographie),

- Pour générer une suite de nombres pseudo-aléatoires suivant la loi

uniforme sur ] 0,i[ , nous utilisons la méthode de Lehmer : on prend la

suite d'entiers x Fax) (modulo m)

x) donné ¢] 0, m[

avec a= 26 +3
m= 22

x, impair
0

2La période de la suite est alors 2 : = 536 870 912

Les nombres x sont ensuite divisés par m pour avoir un générateur uni-

forme dans] 0, 1[.

(Nous utilisons le sous-programme ALEAT, page VII-2, réf, III dela

bibliographie).

~ Pour générer une suite de nombres pseudo-aléatoires suivant une

loi de Gauss tronquée, on génére une suite de nombres suivant la loi de

Gauss et, chaque fois qu'un nombre est négatif, nous lui donnons la valeur 0

La simulation sur un cycle nous donne la fonction stock

disponible sur ce cycle qui nous permet de retrouver la fonction approvi-

sionnement sur le cycle. Nous avons représenté graphiquement ces fonctions

dans deux cas particuliers 4 l'aide d'un traceur de courbes.
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1) Pour les figures 3.a et 3.b

- seuil: R=l

- Quantité commandée : Q =1,5

- le délai de livraison est constant et égala 1

- At = 0,1, Sur chacun des intervalles de temps successifs de

longueur At, le taux de demande est constant,

~ Le taux de demande suit une loi de Gauss tronquée de moyenne

Pr? 1 et d'écart-type 67 =1, La moyenne de la loi de Gauss
r r

est alors pe 0.784745 et son écart type (= 1.291812.

2) Pour les figures 3.c et 3.d

-Re-=}1l

~-Q=0,3

- le délai de livraigon libre suit une loi de Gauss de moyenne

Pp. = 1 et d'écart-type o. = 0,2

-~At= 0,1

- le taux de demande suit une loi de Gauss tronquée de moyenne

yr = 1 et d'écart type s. = 0,5, La moyenne de la loi de Gauss

est alors Pe 0, 994967 et son écart type g= 0, 511684.

Figure 3.a

Qpmovi Abote chisponible.
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3.2 Exemples de simulations

Dans les simulations que nous avons faites sur calculateur.

nous avons choisi ;

~ comme unité de temps le délai libre moyen

- comme unité de marchandige la quantité de marchandise moyenne

demandée sur une période égale au délai moyen,

Le taux moyen de la demande est alors 1,

Sur chacun des intervalles de temps successifs de durée At, le

taux de demande est considéré comme constant, On choisit At épal au

dixigme du délai libre moyen.

Rappelons que (m) désigne le domaine défini par ;

R-(m-1}Q20 et R-mQ<0 pour m=1, 2, 3,

R
Sur chacun de ces domaines [ Q ] est constant et égal & m-1,

Nous faisons des simulations sur chacun des dix premiers domaines afin
AAa

de pouvoir approcher T et Q, sur chacun d'eux ; @ sera approché par
1

a

une fonction de Q utilisable sur tous les domaines puisque a ne dépend

que de Q et du processus de la demande,

1) Choix des points (R, Q) od seront faites les simulations

Quantite de

commande @

Sewil
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Dans chaque domaine (m) nous choisissons 3 demi-droites de la

[-i
forme Q=aR aveg 7 <a < sim>]

-1B

l <a sim=1

si bien qu'a chaque valeur R du seuil correspond 3 peints de simulation.

Nous avons choisi les 40 valeurs suivantes du seuil :ae Yercurs Ssuivantes du seuil

0.0975 0.19006 0.2775 0. 3600 0.4375

0.5100 0.5775 0. 6400 0.6975 0. 7500

0.7975 0.8400 0.8775 0.9100 0.9375

0.9600 0.9775 0.9900 0.9975 I.

1.0025 1.0100 1.0225 1.0400 1.0625

1.0900 1.1225 1.1600 1.2025 1.2500

1.3025 1, 3600 1,4225 1.4900 1.5625

1.6400 1. 7225 1. 8100 1.9025 Or

Avec nos unités 1 est la valeur optimum du seuil dans le cas déter-

ministe pour un taux de rupture nul (1 =A 6),

2) Quelques résultats

Nous avons établi les moyennes en faisant des simulations sur

100 cycles en chacun des points (R, Q).

Rappel de notations

RR:seuil . Q: quantité commandée . m = [ ° J +1
“a

T : durée moyenne de rupture par cycle,

a) : quantité moyenne de marchandise-temps tournante rela-

tive & une commande,

i quantité moyenne de marchandis e-ternps résiduelle par

unité de temps.

Les valeurs cbtenues par simulation sont des valeurs approchées de

TA,0,
l r

- Bl -

an

a} Comparaison des valeurs approchées de T, Qa par simulation
1

avec celles du cas déterministe, Tableaux 3.a et 3.b

La simulation est faite dans le cas ot le taux de demande sui

une loi de Gauss tronquée de moyenne EL 1 et d'écart-type

©. = 0,5 ; la moyenne de la loi de Gauss est alors peo, 994967

et son écart type 6 0, 511684. Le délai libre est aléatoire suivani

ja loi de Gauss de moyenne Pp =let d'écart-type g! = 0,2.

Les points (R, Q) de simulation sont ceux d'une demi droite

Q = a@R du domaine (2),

On remarque que:

- la durée moyenne de rupture par cycle ne s'annule que pour

un seuil R2 1,64 alors que dans le cas déterministe elle

s'annule pour R21.

- La quantité de marchandise-temps résiduelle a. n'est jamais

nulle,

- Le processus aléatoire de la demande a pour effet d'augmen

ter la quantit€é moyenne de marchandise-temps tournante a:
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a

b) Comparaison des valeurs approchées de Ty G0, dans différents

cas aléatoires, Tableaux 3.c et 3.d

Le taux de la demande suit une loi de Gauss tronquée de moyenne

P, et d'écart type & (la moyenne de la loi de Gauss est pet

sont écart type & ).

Le délai libre suit une loi de Gauss de moyenne Pp et d'écart-

type &' (¢' petit par rapport & Pp):

~ ler cas aléatoire:

y= let € = 0,3 d'oh p= 0, 999966 et € = 0, 300121
r

poelet e'=0 (déiai constant),

- 2me cas aléatoire :

BF let & =0,5 d'ot pe 0, 994967 et 6= 0, 511684

plislet ¢'=0 (délai constant),

- 3eme cas aléatoire :

= = od = =PF let 6. =1 doh p = 0, 784745 et = 1,291812

plzlet 6'=0 (délai constant)

- 4éme cas aléatoire:

B, =let 6 0,5 dio pp = 0, 994967 et & = 0, 511684

poslete'=0,2 (délai aléatoire).

On remarque que:

- 3, a, etq augmentent avec la dispersion du taux de demande (ler,
vr

2eme et 3eme cas),

a

- Tetq_ augmentent avec la dispersion du délai libre (2eme et 48me cas)
r
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a

c) Comparaison de différentes valeurs approchées de T, Q obtenues
T

pour une méme valeur de R et différentes valeurs de Q. Tableau

3.e

Les valeurs approchées de Tet a. proviennent du 2@me cas

aléatoire.

Moyennes des valeurs approchées de Q. sur chacun des domaines

m R=0. 75 Re=l, R=1.25

1 0.0028 0.0573 0.2226

2 0.0183 0.0813 0.2526

3 0.0192 0.0830 0.2523

4 0.0208 0, 0851 0.2482

5 0.0221 0.0829 0, 2513

6 0.0210 0.0831 0.2567

Les moyennes augmentent le plus lorsque nous passons du

domaine (1) au domaine (2), Pour tenir compte de ces variations

de moyenne, nous pouvons approcher @ sur chacun des domaines,

Pour R = 0, 75 on remarque que pour chaque m2 2 les valeurs

approchées de a. diminuent avec Q. Ceci n'est plus vrai pour

R= 1,25, En premiére approximation, nous approcherons Q. par

une fonction indépendante de Q.

“a

Nous avons des remarques analogues pour T.
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Pour un certain processus de la demande et du délai de
a a

livraison, a est une fonction de Q, T et a. sont fonctions deQ et R,

a A

Notre but est d'approcher a, T et a. par des fonctions de for-

mulations connues ; le probléme est de trouver de "bonnes" formulations,

c'est-a-dire autant que possible "simples" et permettant une bonne appro-

ximation.

Nous avons déja signalé, aprés observation des résultats de la

4 7simulation, que sur chacun des domaines {m), T et a. varient peu avec

Q ; nous nous contenterons alors d'approcher T et a. par des fonctions

de la seule variable R sur chacun de ces domaines.

Les paramétres des fonctions approchant A, Tt a. seront ajustés

en utilisant les résultats expérimentaux donnés par la simulation,

(Un probléme plus vaste serait par exemple d'approcher t par une fone-

tion de R, Q, du taux de demande moyen A, de l'écart-type du taux de

demande (4), du délai libre moyen §, de l'écart type du délai libre € (6)

pour un certain modéle du processus de la demande et du délai de livrai-

son).

3.3.1 Approximation de 0,

2

QDans le cas déterministe a, = 2y 8 Q est la quantité

commandée et A le taux de demande,

Dans le cas général a, ne dépend que de Q et du processus de la
- a

demande ; de plus a, est nul si Q est nul. Nous allons approcher Q par
1

2
un polyndme du 2@me degré P (Q) = c Qt c, Q.

Supposons que nous disposions de N points (Q;, F;) ot:
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Q, est la quantité commandée
1,

F, est la valeur approchée de a {Q,) donnée par la simulation.
i i

Nous voulons résoudre au sens des moindres carrés le syst&me surdé-

terminé,

. 2
F2 2, o 1

Q one Cc F
2 : E a = a ou BXC=F

! 2
QQn N YN

t
sile rang de Best2, BXB est inversible et la pseudo-solution est la

tsolution du systéme : ‘B XBxC= BXF

N 2 N 3 N

2_ & a 2 oa a
a i i=l i=l

t t
BXB= et BxFs=

N 3 4 N

zo Fal S abr,
i=l i=l i=l

Posons :

; ls, s5 . 54
BXBe= et BXF=

S283 *5

Le systeme ey ©, 48,0, = 8,

a pour solution

s,o, +s C, = 8,

co - a4 3° *5 %2 = _ it 5 - "a Aa
1 at “27 32

We 2 *1 *37 82

Un calcul rapide permet donc de déterminer P (Q),
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Exemples :

Le délai est constant et égal A 1,

Le taux de la demande suit une loi de Gauss tronquée de moyenne

et d'écart e (la loi de Gauss a pour moyenne et cart type ;yy type 6) P ¥ Pp ype &

La visualisation des points expérimentaux et de la fonction P obte-

nue aprés lissage nous permet d'apprécier la "qualité" de l'approximation.

a “
Appelons Q, d la fonction a dans le cas déterministe :

2

“~N ~8_ -Q 4 (Q) = oh avec A= }.

Au lieu de représenter la fonction P, nous représenterons la fonc-

tion P - a * et au lieu de représenter les points (Q., F.), nous repré-
Ld i i

senterons les points (Q., F. - a a (Q.)), ceci afin d'augmenter la préci-
va p

sion des graphiques.

ler exemple

}, =let c. = 0,5 d'ot pe 0,994967 et € = 0, 511684

on obtient C, = 7, 60963 x 10°? et C, = 0,502518.

Voir la figure 3.e.

zeme exemple

pp =iet c. =1 d'iot p= 0, 784745 et € = 1,291812
T

-2
on obtient C = 4,64510 x10 et Cc, = 0,500390.

Voir la figure 3.f.
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~~

Appelons Ty et a. a les fonctions T et a. dans le cas

déterministe,

N R _Nous avons TA (R)=6 -F et Q(B) = 0 pour O<sRair 6

nA. 
2

T, (R) = 0 et Og (R)=-A64+R pour RZA 4

ot A est le taux de demande et 8 le délai,

Lorsque la dispersion du taux de demande ou du délai libre diminue,
“ 

a
les fonctions T et a. "se rapprochent" des fonctions Ty et Q comme nous

Yr d’

Vindiquent les résultats expérimentaux des simulations. Ces remarques
a

nous conduisent & essayer d'approcher les fonctions T et a. par une bran-

che d'hyperbole ayant pour asymptotes les droites y (R) paralléle &

y(R)=-S +6 pour F

= ~AR 6 pour a,

(A : taux de demande moyen ; 8 : délai libre moyen)

1) Approximation par une branche d'hyperbole

¥, *)
y,(2)

k<o

ko

k>o
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Soient deux droites: % (x) = a + a, x et Y> (x) = be + b x et un

réelk, L'ensemble des (x,y) vérifiant :

(y - i, (x)) (y - Vy (x)) =k est une hyperbole.

Cette Equation s'écrit :

yy ly, G+ y, OO) Fy, bly, (2) ~ k= 0

8 (x) = (y, &) +¥, (0)? - 4y, (wy, (w) + 4k

a (x) = (y, (= yp (x) + 4k

Prenons k>0, alors A (x)>0 Vx

L'hyperbole se compose de deux branches et la branche supérieure a pour

équation :

y (x) = (y, Ge) ty, (x) + Ve)

Supposons que nous disposions de N points (R., y,) ob

R, est une valeur du seuil

Ve est la valeur approchée de Fou a. cortespondante donnée par la

simulation.

Notre approximation consiste & minimiser

N
2F (a): k) = > (y (R,) - y;) sur le domaine suivant :

i=l

> = = 0k> 0, ay é R, en prenant by by

“a
ar-y si l'on approche T

=1 sil'on approche nN .
r

Des essais ont été faita en utilisant un programme de maximisation

avec contraintes ; la visualisation des résultats montre qué y ne permet

pas d'approcher avec précision t Qu a car il existe des régions ob les

points expérimentaux se trouvent "accumulés" d'un meme caté de la

courbe représentant y.
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Exemple : figure 3, g

Le délai est constant et égal A 1,

Le taux de la demande suit une loi de Gauss tronquée de moyenne

A = 1 et d'écart-type c. = 0, 511684 (la moyenne de la loi de Gauss est

yp = 0,994967 et son écart type €= 0, 511684).

o~

Nous approchons T sur le domaine (1), & partir de 120 points

expérimentaux (R,, y.).
As

On obtient aye 0,992 et kw 0, 00434

Pour augmenter la précision du graphique nous représentons :

1 ints (R f (R,))~ les points 7 y; “2, i

aw

-lacourbe y - Ty:

On remarque que pour R21,20 tous les points expérimentaux se

trouvent au dessous de la courbe.

D'aprés les résultats de la simulation, on peut considérer que le

taux de rupture est nul pour R2 1,40 ; si on utilise la fonction y appro-

chant t et qu'on exige un taux de rupture presque nul, on serait amené
4 prendre un seuil R plus grand que 1,40 ce qui augmente inutilement la

quantité de marchandise-temps résiduelle ao donc le coat de gestion.

2) Approximation par une branche de pseudo-hyperbole

a) Remarques préliminaires :

Soient N points (R., Q.) i=1, 2,.,.., N d'une domaine (m),
ii

y, et z, les valeurs approchées de # et a. obtenues par la simulation en
i i

(R,, Q.).
voi

3 D'aprés les simulations faites, M, s'annule dés que le seuil R. est
i

suffisamment grand ; soit Ro la plus petite valeur du seuil telle que

nw

y. = 0 pour R, = RO il est intéressant d'approcher T par une fonc-i i

tion y telle que y (R) = 0 pour Rs Ro:
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# Dans des cas vb les dispersions du taux de demande et du délai

libre ne sont pas trop élevées, z s'annule dés que le seuil R.
1 1

est suffisamment petit ; soit R_ la plus grande valeur du seuil
°

teile 2, =0 R. .eile que z, pour i= Ry

Si ce n'est pas le cas nous prendrons R = 0.
Vo

En effet Os a, <R donc a, tend vers 0 lorsque R tend vers

Q. fl est intéressant d'approcher a. par une fonction y telle gue

y (R) = 0 pourRs Ro:

b) Pseudo-hyperbole

D'aprés ces remarques, au lieu de prendre pour k une constante

positive comme aul), nous prendrons une fonction de x positive ou

a

nulle s'annulant pour x2R_ si on approche T
°

x sR, si on approche a.

IS tion k fonction positive ou nulle

7 a x; y, (x) = by +b x
1

4 (x) = (y &) -¥, (x))” +4k (x)

vy (x) = 3 (y (x) + yy (x) + Va (aD)

La courbe représentant y fonction de x est appelée branche supérieure.

d'une pseudo-hyperbole.

Si k est dérivable par rapport & x et si k (x) >0 pour Xp vérifiant

yy (x9) Yo (x)). alors y est dérivable par rapport & x quel que soit x,

c) Type de pseudo-hynerhole

“a

approche de T
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a

’

'

a

1
'

1

’ M

Sevil x

F (x)

nw

On approche T par une fonction pseudo-hyperbole ainsi définie

ifk (x)= c e (x) pour x<R,

= 2R ~0 pour x2 .

2
ot f (x) = -a@(x-M)° pour x<M

2

2. p BME pour Mc # dB.
Qo

et c*0, a20, B>0, 0< M <BR,

approche de 2
r
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La pseudo-hyperbole permettant d'approcher a est définie par :

k (x) = 0 pour x<R
°

fk (x)=ce (x) pour x> Ro
2

. x-M
ou f (x) = R= x pour Rio<*=sM

2
=-a(x-M) pour x>M

et c> 0, 420,68 >0, RO< M.

a
Formulation commune aux approximations de T et 2

Yr

A
Posons S=-l sion approche T

S=1 si on approche a

Nous avons alors la formulation suivante, utile pour la program-

mation

fk (x) = ce (x) pour S(x-R) >0

=0 pour S(x-R) <0

2
ou f(x) = - a (x - M)” pour S(x- M)2=0

2

= gh te-M) pour S(x-M)<0@.
0

nw

Nous choisissons yy (x) = ay > pour approcher T

I a +X pour approcher Qa.

Yo (x) = 0

{A : taux moyen de la demande),

“ns

d) Exemples d'lapproximation de T etQ par ue pocudy-hy perbuie
r

3 D'aprés le choix de Y, (x), ¥2 (x) et de Ro une pseudo-hyperbole

du type précédent dépend des paramétres :

Agr Sr @ 6, M qu'il s'agit "d'ajuster au mieux"! pour chaque ap-
ao

proximation de T ou Oe
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Nous ajustons ces paramétres de la maniére suivante :

> nous choisissons M =) 6 ot A est le taux de demande moyen et 6

le délai libre moyen: la figure 3.g représente ]'approximation

de T par une fonction hyperbole ; elle paraft de bonne qualité pow:

RA 6(A 6=1); par contre, d'aprés la position des points expert

mentaux, la valeur de k obtenue est trop grande pour R>A &,

De la vient lidée de choisir k fonction du seuil R et k décrois-

sante pour R>A 8, d'ot le choix de M.

- Soient N points QR. Q.) i=1,..., Nety, la valeur approchée dc
i i

Tou au point (R,, Q,) donnée par la simulation, Un premier
, i

essai consiste & ajuster ayy or @ B en minimisant

N
2

F (ap, c, @ B) = 2_ yy (R,) - y,)" avec les contraintes

i=l

c>0, 20, 6 >0 (approximation au sens des moindres carrés),

On utilise pour cela un programme de maximisation avec contrain

tes suivant une méthode du gradient. On remarque alors que a et fi

restent trés "'voisins" de leurs valeurs initiales meme aprés un

nombre important d'itérations (on peut penser que F est beaucoup

plus "sensible" aux variables a, et c qu'aux variables a et ),
0

Dans un deuxitme essai nous fixons arbitrairement a et 8 ct

N
2

nous minimisons F (a), c) = > v (R,)-y)) avec la contrainte

i i

4 . —
c¢>0 (si on approche T, ay doit rester voisin de 6 ; on ajoute alor

des contraintes de sécurité dutype ¢-& <a, <6 +&)

Si on approche 0, a doit rester voisin de - 4 6 ; on ajout
5

alors des contraintes du type -4 6 -€s ay so A646),

# Quelques résultats

Nous approchons Bet Q, sur chacun des domaines (n:)
m=], 2,..., 10 dans deux cas aléatuires
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ler cas aléatoire : la moyenne du taux de demandeest A = 1, son écart

type est c. = 0,5. Le délai est constant et égal& 1. Les résultats

se trouvent dans le tableau 3,f,

2eme cas aléatoire : la moyenne du taux de demande est A = 1, son écari

type est Cae =1. Le délai est constant et gala 1. Les résultats

se trouvent dans le tableau 3.2,

(les simulations ont été faites pour des seuils R < 2 ; dans le

Z2eme cas aléatoire, la plus petite valeur R du seuil telie que les

valeurs approchées de T soient nulles pour R2 R, est supérieure

a2. En effet les valeurs approchées de e pour R = 2 sont :

- pourm=1:0,, 0.004, 0.

- pour m= 2:0,0006, 0.0014, 0.

- pour m = 3: 0.0006, 0,, 0.0010 etc.

Comme ces valeurs sont petites, nous garderons R = 2.
°

Mais d'une maniére générale, pour utiliser notre technique
A

d'approche de T, il est nécessaire de faire des simulations pour

des seuils suffisamment grands, c'est-A-dire pour lesquels la

durée moyenne de rupture par cycle est nulle),

On remarque que:

- les valeurs de R, sont& peu prés indépendantes de m.

- Les valeurs de a diminuent lorsque m augmentent et qu'on

approche 7 : ainsi dans le ler cas a, @ diminué environ de de
100

sa valeur maximum lorsqu'on passe dem=1Aam=10;

dans le 2@me cas aga diminué environ de 13 % de sa valeur maxi-

aut.

- Lorsqu'on approche a, cette diminution de a, est beaucoup

moins nette.

- © augmente avec m ; pour un seuil donné, plus le nombre

maximum m de commandes en attente de livraison est grand, plus

la durée moyenne de rupture par cycle est grande et plu’ la quantité

moyenne de marchandise-temps résiduelle par unité de temps est

grande,
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Tableau _3.f

M=1 =0.1 B= 10

approximation de T approximation def

m Ro a Cx10° ay cx10°

1 1.49 0.9917 4,339 0.0975 -1.0166 3.657

2 1,64 0.9836 | 8.161 0. -1, 0260 7,546

3 1.49 0.9738 | 9.801 0. 1.0254 | 8.542

4 1.64 0.9698 | 9.929 0. -1,0269 9.269

5 1,64 0.9633 | 10.894 0. -1.0275 9. 705

6 1, 5625 | 0.9576 | W113 0. -1,0256 9.479

7 1,49 0.9475 | 12.534 0. -1.0256 9,561

8 1.49 0.9467 | 12.123 0. -1,0257 | 9,869

9 1.5625 | 0.9423 | 12.585 0, -1,0321 | 10.645

10 1.5625 | 0.9396 | 12.949 0. ~1,0258 | 10.450

Tableau_3.g

M= @=0.1 B=5

approximation de t approximation de ce

m R a, cx 10? a cx103
° 0 ° 0

1 2. 0.9641 | 19.314 | 0.0975 -1,0700 14. 928

2 2, 0.9384 | 36.507 | 0. -1,0862 | 28.996

3 2. 0.9057 | 42.507 | 0. -1, 0921 33.499

4 2, 0.9030 43,455 0. -1.0776 32. 958

5 2. 0.8838 | 46.532 | 0. -1. 0810 33.514

4 2 0.8678 | 18.522 | o. -1, 082i 34. 72z

7 2, 0.8633 48.677 0. -1.0875 37.65)

8 2. 0.8641 | 47.757 | 0. -1,0855 37,532

9 2, 0.8444 | 52.559 | 0, -1, 0894 38.173

10 2, 0.8365 | 52.648 | 0 ~1, 0874 39, 621
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Nous représentons graphiquement les écarts entre les cas aléatoire

et déterministe ;

PA
& i éri i(Ro y. - R, ry. R.
les points expérimentaux (R, y,- Ty ( ) ou (R, ¥7 Og ( >)

A
~ les courbes représentant les fonctions :y - T, oy a 4 afin

d'apprécier la qualité des approximations de T ou a.

Nous donnons quelques exemples de graphiques (figure 3.g a figure

3.p). ”

Remarques

~ Nous avons pris arbitrairement a = 0,1. D'aprés les graphiques cette

valeur parait satisfaisante dans tous les cas (a influe sur la courbe

pour R<1lorsqu'on approche T, pour R21 lorsqu'on approche a).

a
~ P influe sur la courbe pour 1<R< R, lorsqu'on approche T, pour

R, <R<1lorsqu'on approche @_. Pour une telle valeur R du seuil
°

k (R) augmente donc y (R) augmente lorsque 8 diminue, Dans le cas

des figures 3.k, 3.4 3,p nous aurions intéret 3 diminuer B.

Dans le cas de la figure 3.0, nous aurions intéret & augmenter

7

6. Ainsi on pourrait améliorer l'approximation de T ou oi. de la

maniére suivante :

on choisit un ensemble fini de valeurs & donner a B;

pour chaque valeur de f on ajuste a, et ¢ comme nous l'avons fait et

on calcule le résidu N 2

D2 (y&)-y)";
i=l

la meilleur valeur de f est celle qui donne le plus petit résidu.

- Nous avons dit que les points de simulation (R, Q) étaient choisis

dans chaque domaine sur 3 demi-droites Q = a xR i=l 2,3

uu, >u,. Sur les figures 3.g—>3, p, un point expérimental

est représenté par:
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+ s'il correspond d'un point de simulation sur Qeu R

tt u" “M Q=u R

7 2

i it 1 Q =u R

¢ 3

sur la figure 3,k nous remarquons que pour Rsl, les valeurs

approchées de a augmentent avec u..
: i

Dans l'ensemble les graphiques justifient le fait que naus
a

approchions T et Q par des fonctions indépendantes de Q.
Tt

Cn = o.s
asa thle emlaut tgal & 4 1.40

0.80

a.60

&
hd

oe
=

a f
oo
“” ~s U

“a

yo

a ©

ger
= ox

Ad a3

a 0
au

tu gy

f—t—_Tthg ato ze! aalo gita 2 a

01%
o | stg
d3l-3l

Figure 3.
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3.3.3 Résumé des formules

R: seuil d'approvisionnement

Q: quantité de commande

R
m = = +1(3)

A: coat de lancement d'une commande

j I: taux de possession

C : valeur de l'article

A ; taux moyen de la demande

6: délai libre moyen

| 1) formulation du coGt de gestion et du taux de rupture

A _ Am a
coat de gestion K = mOtlT {A + 1G a) +1C a.

At
oOtaux de rupture mOti®

a, est la quantité moyenne de marchandise-temps tournante relatis

a une commande

2, est la quantité moyenne de marchandise-terps résiduelle par wn

|

|

ou T est la durée moyenne de rupture par cycle

| de temps.
a A

2) Approximation de Q T, 9. considérées comme fonctions des

variables Ret Q.}

|

| “an

2) approximation de

| # (Q)=c,Qto,Q

A

b) approximation de T

R_: plus petite valeur du seuil donnée par la simuleti.
°

telle que pour R2R_ ila durée moyenne de rupius:
o

par cycle est nulle.
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x

y, &)= ay - 4 y, (x) = 0

fk (x) =ce (x) pour x< Ro

i} a 2Rpour x fs

ou f(x) =~ a (x-M)" pour x<M
a

--p &-M- pour Msx<R,

2 2
4 (x) = (y, (x) -y, (x}) + 4k (x) = (y, (x))" + 4 & (x)

1y= > ly, @ Fy, + Ve ))= 2, w+ Ve)
1

a“

T est approché par :

€(R) = y (R) avec M=A4 6, g@20, B>0, c>O

les parametres A ajuster étant ay: c, a, B.

c}) Approximation de a.

R_: plus grande valeur du seuil donnée par la simulation telle
°

duelle par unité de temps est nulle.

y, x)taotx

f (x)

Y, (x) = 0

k (x)=ce our x>R
P °

" Q pour x<R
oO

pour x2M

- M2

= pg SeMe pour R <x <M
R -x
°

que

pour Rg R, la quantité moyenne de marchandise-temps rési-

Q
it,

- 8 -

est approché par

w, {R) = y (R) avec M=A6, a20, B>0, c>0

les paramétres & ajuster étant a, c, @, B.

d) Formulation commune det et w
r

‘ to TMR

v(x) => (y, + Vals)

Si $= -l ety, (x) =a) - = T(R) = y (R)

Si S=lety, (x)=a, +x w (R) = y (R)



ET DU _TAUX DE RUPTURE A UNE OPTIMISATION DU cotT

DE_ GESTION
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La formulation que nous venons d'obtenir a l'aide de la simulation

peut @tre utilisée dans différents problémes : par exemple, elle peut sey -

vir & une formulation d'un systéme plus complexe, & minimiser le cutli de

gestion sous certaines contraintes...

Notre but dans ce chapitre est de minimiser le cuat de gestion

avec un taux de rupture 4 ne pas dépasser,

“a a

Dans ce qui suit les fonctions approchant a) T, oe s‘appellerunt
ana

wy Ls oF

1- PREMIERE METHODE D'OPTIMISATION

Soit € le taux de rupture & ne pas dépasser ; la contrainte de service

est © (R, Q)<%, ou v, - (Rr, Q)=0.

Comme la formulation du coat de gestion et du taux de rupture

dépend du domaine (m), nous minimisons le coft de gestion sur chacun

des domaines (m) oh nous avons approché t de a. ; la comparaison des

optimums locaux obtenus nous donne l'optimum gicbal, Nous ulilisons

pour cela le programme de maximisation avec contraintes par la métbo

de du gradient, déja mentionné au paragraphe 3.3.2 du chapitre II

1) Gradient du cott de gestion

Le programme cité nécessite la connaissance du gradient de la

fonction 4 minimiser,

Am e sK (R, Q) = mart) (A + IC w (Q)) #1C w (R)

a i. dun

2K (Rp, Q) = -——+- > x £m (as ich @utic s2 ie)
(m Q +t (R)) 

aR
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2 (R, Q) = Amt (asic @y+—— I a
30 (R, Q)= - 1 maQ+it(R) aq(m Q+AT(R))*

D'aprés le paragraphe 3.3.3 d) du chapitre précédent, nous avons :

Co) X yf) #2 k(x)

Va (x)

x (x) pour S(x-R,)>0

yi (x)= (vt (+

£ (x)

= 0 pour S(x-R)) 0

f(x) = -2@(x-M) pour $(x-M)20

M) (2 R.- x= M)

(, +»)

Si $= -Lety, (x) =a) -7 D(R) =y' (R)

i = = " =Si S=1 ety, (x)=ay+x a! (R) = y! (R)

2) Contraintes

Si 0< %, <1, la courbe d'équi-taux du domaine (m) relative 3

Ly a pour équation :

q@- %)A a

ee, 1:

Cette courbe est donc une branche de pseudo-hyperbole.

Le taux de rupture ne s'annule que pour RE R. Si e, =
©

contrainte de service pent alore s'écrire R - 20.

Nous représentons le domaine d'optimisation M lorsque
m

acne: 5

{ A] tiem,

tere

snd le’ de

nde

Les contraintes intervenant dans la minimisation du colt de gestic

sor le domaine @_ sont :
m

gg ATR) oe eg (RB, Q)= €,° Wart =? sid. Bai

@ (R, Q)=R-R 20 si B= 0

@, (R, Q)=R - (m-1)Q20

6, (R, Q)=-R+mQz0

ies gradients des fonctions ¢, ¢,, %, 8& calculent tacilement.

erargue : étant donnés &> 0 et une contrainte g (R, Q)2=0, on cons
~ 1

rs a4 guinete sh | 1
deve que y, ot ealurée oi fy, 1

F

& 2 « fietidens posite, gs

les calculs d'optimisation donnent comme solution un point (R, \))

n’appartenant pas exactement & a. Tans ce cas nous choisiron:

un point ausei voisin de (R, Q) que possible ot appartenant a (1m)

il sera "pratiquement auesi bon" si & a été choisi euffieammeni

petit. Nous associerons alors ® chaque solution d'une optimisace
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l'entier m correspondant afin de pouvoir éventuellement

"corriger'' la solution,

Quelques résultats

Nous nous placons dans le cas ot:

~ le taux moyen de la demande est A =1

- l'écart type du taux de la demande est €. =1

~ le délai est constant et égal A 1

~ le produit Ix C est égal4 1

Nous minimisons le coat de gestion sur les dix premiers domaines

ou T et a. ont été approchés, pour différentes valeurs du taux de rupture

maximum %, et du coat de lancement d'une commande A,

Dans le tableaul,a, nous donnons les solutions des optimisations sur

les dix premiers domaines qui nous permettent de déterminer l'optimum

global ({souligné dans je tableau), Nous remarquons par exemple que si

%, = 0.01 et A = 0,045, le coat de gestion minimum est 0. 7849 et qu'alors
0

le nombre maximum de commandes en attente de livraison est m = 5 3 si

la gestion du stock veut fonctionner avec m=1(Re< Q), le coat de gestion

sera au moins 1.1367 donc augmentera de pr&és de la moitié du coat mini-

mum.

Dans les tableaux 1.b et 1.c, nous donnons pour un taux de rupture

maximum ¥% = 0,01 et différentes valeurs de A

- le seuil optimum R

- la quantité économique de commande Q

- le cofit de gestion minimum K

- le nombre maximum de commandes en attente de livraison : m

dans les cas aléatoire et déterministe,

Nous remarquons que R, Q et K augmentent en passant du cas déter-

ministe au cas aléatoire et que dans les deux cas Q et K augmentent avec

A,
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2 - DEUXIEME METHODE D'OPTIMISATION

1) Taux de rupture maximum 7, 70

Sur chaque domaine (m) le taux de rupture ne s'annule que si

z (R) = 0 c'est-A-dire R> R,-

Pour R= R le cofit de gestion approché est:

a a
K (R, Q) = Q (A+iIc a (Q)) + 1¢ w. (R)

Ro dépend de m mais ses différentes valeurs obtenues A partir des

simulations sont voisines ; soit R la plus grande d'entre elles ; nous pou-

vons admettre que la durée moyenne de rupture par cycle est nulle si et

seulement si R>R'.
o

D'autre part pour R= R' , la quantité moyenne de marchandise-
°

temps résiduelle est voisine de celle du cas déterministe: R-A 6

(6 : délai libre moyen).

Pour R> BO nous pouvons approcher le coftt de gestion par

K(R, Q) = (A+ 1G @ (Q)) + 1C (R-A 8):lO I>
expression indépendante de m.

IK
Nous avons x (R, Q) = IC>0, donc le seuil optimum est Ri

a 20.

% (Q)=e,Qte,Q dot

ak : A30 (R, ARG +1Cx c,)

R

La _quantité Economique de commande est alors:

Q* =
2

1 . OF see ;
“uw dl ~ Ww&) 2h d'ot Q Q (quantité de Wilson).
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2) Le taux de rupture maximum est 1 =0
°

Nous avons vu que dans le cas déterministe l'optimum ou point

"satisfaisant" (R*, Q*) sature la contrainte de rupture ou peut ne pas la

saturer quand R* = 0. Nous admettons qu'il en est de m@me dans le cas

aléatoire,

a) Minimisation du coft de gestion sur une courbe d'équi-taux d'un

domaine (m

Soit un nombre @ (O< Ge 1).

Les points de la courbe 'd'équi-taux du domaine (m) relative A @

A =Fvérifient Q rete) T(R)
m T

: { {m)
-

-

«

ie tive a GPOcourbe a’ equi - taux re fati

Q, 2 iS

>
bs

—_— 3 Gy .® nell
Dy

Sur cette courbe, le cot de gestion approché s'écrit :

&, (Q)
. F A 1 a-l mtQK,) Q) =a 0 - )Cg tic )ricw ©! EB)

= 2
sachant que ® (Q) = c,Qt Cy Q

tdK w
qHiay-ru-neSeicxe )+IC ar (BLS )) x Eto 2 t! A(i-7) (1 - +)

A (Ab) LC x Cy
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- 
~

ot or et t' sont les dérivées de w ett.
Yr

Nous admettons que les fonctions "pseudo-hyperboles" ft et w sont
r
A

respectivement décroissante et croissante sur fR et que de plus w' ett!
r

sont croissantes,.

dk
On en déduit alors que lorsque Q croft de 0A +oo, la fonction =

dK

crott de -oa A (l-~T)ICxe 2° Nl en résulte que a = s'annule pour une

seule valeur Q. positive et que cette dérivée est négative pour 0<Qe Qn

positive pour Q> Qo

On a alors lallure de la fonction K

Ki (Q)

“~~ pente +

A (A-B) 10 KL

a

0, Q&) f------ -h-- ¥
Appelons Q) et Q, les ordonnées des extrémités de la courbe d'équi-taux du

domaine (m) : Q, < Q..

Nous avons alors les cas possibles suivants :

(1) Q, <Qe« Q, : l'optimum est le point d'ordonnée Q
Zz Zz

(2) Qe Q, : en toute rigueur l'optimum n'existe pas puisque
Z

le point d'ordonnée Q, n'appartient pas A (m). Nous dirons tout de mame que
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le point (Q,, m Q,) est l'optimum. (Il est possible de trouver un point de
4 AQ. +s igieatie, 8 _(m) "voisin" de (Q,, m Q,) et "pratiquement aussi bon"). ou Q= mt t (x), nous pouvons résoudre 1 €quation : £ (x) = 0

4(3 Q) <Q) :l'optimum est le point (Q, (m-1)Q), 4 pour xe ] -o, Ro avecpe". P BR 1 1 3
Calouls deQ,, Q,,.Q 

f@) =a 0-1)( A giexe) tic Be xy
V2! 2 

By 2 hae * ia4 QTM (xg-A=1 tip)
t

Q, est la solution du systame

R=(m-1)Q 
Fle)

sim=1 Qe: t(0)

d (4-8) 10x Ly
sim>1 on résoud R =-GEHAM 1) 3 ip) 

~]mt

ReAQ *Q= AG-7 t (R)
Q, est la solution du syst8me mr

R=mQ

AQ.On résoud alors n=AGe) 2 (Q),

Nous pouvons résoudre facilement une équation de la forme

R=ax7(R) (a>0) par dichotomie,

Cette résolution peut se faire par dichotomie,

b) Minimisation du coat de gestion Jorsque le seuil R est nul pour

les taux de rupture inférieursa tT(0<cT < 1)
a

ax E(R) Lorsque R= 0, le taux de rupture est inférieur & + pour
A(b-2) 4a>a, oAdb~ og (oy sete soatae gestion approché est :

1

A a
Re | sae (A+ICS (Q

| R 
K(0 Osta | », (Q))

Posons K (0, Q) = @(Q) etT(o)=4
ak

. 

-vl mrtgQ. est le z€ro de aQ° En posant x =f Gace (=7) )
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o (Q)= 4 ate, 0" aod

g' (Q) = 0 si et seulement si:

Ic, Qt ZICAde, AFICAdE -A=0

si ICh dc, - A20 l'équation du second degré n'a pas de solution positive,

Si IG Adc, - A<O 1'équation admet une solution positive Q, d'olt les allures

de ¢ (Q).

¢(Q)

Tedd 44- AZ?

a

teddty-A <0

Ona alors les résultats suivante :

1 si ICA dc, -A20 le cot est minimum pour le point d'ordonnée ©.1 Ps ey i
(2) si ICA de, - A, on calculeQ,

.si Qs Q, le coQt est minimum pour le point d'ordonnée
v

. si Q|>Q, le coat est minimum pour le point d'ordonnée ©

c) Minimisation du coat de gestion pour un taux de rupture maximun

#0
:

Nous savons minimiser le coat de gestion sur la courbe d'équi-taux

A (le)

relative 8 +, dans chaque domaine (m) et pour Q>Q, F (01
°
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avec R = 0, ce qui nous permet de trouver le point qui minimise le coat

de gestion sur la réunion des domaines (m),

On peut procéder comme suit :

- on cherche le point optimum lorsque m = 1 pour lequel le cont de

gestion est K)

~ ayant cherché le point optimum pour m (co@t K_), on cherche le point
m

i 1 aoptimum pour m + 1 (cott Koa

SiK <K__, ons'arrete : l'optimum global est celui du domainem. m+]

(m).

Si K >K » On continue.
m mt

(on admet que les coats K_ augmentent avec m ou qu‘ils diminuent avec m
m

jusqu's m= m_ puis augmentent ensuite).
°

Cette deuxitme méthode présente un avantage :

si on utilise un calculateur pour chercher ]'optimum connaissant les

différentes fonctions t, w, #insi que @ le programme d'optimisation est plu

simple 2 réaliser suivant la deuxitme méthode et le temps de calcul "vrai-

semblablement" plus court (aucun essai n'a été réalisé suivant cette 2ame

méthode).

Suivant la premitre méthode la durée de calcul moyenne par opti-

misation est 0,02 minute,

3 - CONCLUSIONS

1) Nous avons approché a, (Q) (quantité moyenne de marchandise-

temps tournante relative & une quantité de commande Q) par

2
a (Q) = ¢,Q +c, Q". Nous avons remarqué que c, est petit et qu:

cp est voisin de s+ on A est le taux de demande moyen, Dans ls
2

mesure ob on ne sait pas établir avec précision le cont de stock



Q*
hprocher 4, (Q) par Fy qui est la valeur de a (Q) dans le cas déterministe unités de marchandise, temps et codt ne dépend que du taux de ruptureD'autre part des méthodes permettant alspprodige Tet a. de maniére plus A A

maximum 7)? de A' = To * oe = » de l'écart-type du taux de de.rapide restent a etre déterminées, 
Iché

A
mande € A de l'écart-type du délai libre ¢°

:

£6),
2) La durée moyenne de la simulation de la gestion du stock sur une 

7
centaine de cycles pour un seuil R et une quantité de commande Q et du

calcul des valeurs approchées de a, 3, Q est d'environ 0,05 minute. II Le résultat de l'optimisation correspondant aor AY
serait donc codteux de vouloir Svante la gestion du stock sur calculateu: atre utilisé pour l'ensemble de toutes les marchandises dont les parameéi:
chaque fois que l'on veut minimiser le coat de gestion d'une marchandise A, LG, 4,8, © (A), O(6) vérifient :

Nous pouvons y remédier de plusieurs manitres :P 
Alas AL Me

% Qptimisation utilisable pour une classe de marchandises. Joh

Choisissons comme unité de temps le délai libre moyen ; 6, comme unité dc On peut envisager de faire des simulations pour différentes valeurs

marchandise la quantité moyenne demandée sur une période de durée de @ et G! une fois pour toutes. Elles nous permettrons de détermine:

&:% Got T est le taux moyen de la demande, le seuil optimum R¥(1, 4, ©, 1) et la quantité de cummande optimal
r

A ces unités correspondent Q* (1, A, ©, 6!) enun nombre fini de points (1, A, 6, 6"), (xésul
o r f Oo vr rC!: coft de l'unité de marchandise (C' = C x3 8)

tats placés dans une table). Dans la pratique, quand nous aurons & minimI' : taux de possession (I' = 1x §). P ) aa ©
ser le coat de gestion d'un article pour un taux de rupture maximum 7,Avec ces unités le cont de gestion est ; 

e . p o
nous calculerons A', e €' ; la solution se trouvera dans la table ou

r
a

KR, Q)- ope (Atrcaysrca pourra par exemple etre déterminée par interpolation, Comme dans beau
K(R, Q) coup de cas pratiques A', ©, §€' ne peuvent pas etre évalués de mani?

ef‘ ‘gai Weraa oko cr est le coat de gestion lorsque l'unité de coat est I' C'. précise, nous pourrons choisir les valeurs A', © et 6 de la table qui
Le taux de rupture est indépendant des unités choisies (il est sans paraissent @tre les plus proches de celles qui correspondent 4 notre mar

dimension) ; remarquons qu'il en est de méme du colt de gestion exprim: chandise,

& partir des nouvelles unités de marchandise. temps et cont + en effet <i 
~ oe

y Table donnant les parametres des fonctions approchant 8, T, @ pour di
K, est le coat de gestion avec les unités usuelles, K, le coat de gestion = 1

K

avec les unités nouvelles, ona K. -ok : verses valeursde € et ¢'.
2 1078 Ee

Appelons ©(A) et 6(6) les écarts types du taux de demande et dn Nous approchons a, > Q_ par des fonctions dépendant de parametres ync

~ 134 -- 133 - 
$

déti ‘inati =(détermination du taux ge possession I), nous pouvons nous contenter d'ap L'optimisation du cott de gestiun exprimé A partir des nouvelles

délai libre avec les unités usuelles de marchandise et de temps nous “ajustons" & rata as résultats de la simulation Dans une table now
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