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Les méthodes scientifiques de gestion des stocks tentent d'obtenir
une formulation directe de certaines grandeurs comme le colt de gestion
connaissant le modele de gestion, les processus qui interviennent comme
ceux de la demande et du délai de livraison ; elles tentent d'obtenir des for-
mulations pour des systémes relativement simples comme celui de la gestion
du stock d'une seule marchandise en un seul point de stockage ; ces formula-
tions étant établies, elles peuvent servir 2 étudier des systzmes plus com-
plexes comme celui d'une structure en échelons des stocks d'une m&me mar-
chandise (ol un stock peut servir & approvisionner plusieurs autres stocks),
elles peuvent servir a résoudre certains problémes particuliers comme la
minimisation d'un coQt de gestion sous certaines contraintes. Cette méthode
directe utilisant souvent la théorie des probabilités se heurte vite & des dif-
ficultés de calcul m&me pour un systéme de stock ""élémentaire'. Ainsi, si
on s'intéresse a un modele de gestion du stock d'une marchandise en régime
permanent : approvisionnement par seuil et par quantité de commande fixe
dans le cas des ventes manquées, il n'existe aucune formulation rigoureuse
du coat lorsqu'il peut exister plus d'une commande en attente de livraison etz
fortiori lorsqu'on veut tenir compte du caractére aléatoire du délai de livrai-

son,

Nous nous attacherons donc & ce systéme simple d'un stock d'une
marchandise géré par seuil et par quantité de commande fixe en régime per-
manent et notre but sera d'établir une formulation approchée de deux gran-
deurs : le coft de gestion et le taux de rupture, mé&me lorsqu'il peut y avoir
plus d'une commande en attente de livraison ; ce seront des fonctions du
seuil, de la quantité de commande, des processus de la demande et du délai
de livraison, d'autres données comme le coQt de lancement d'une commande ;
nous verrons que nous sommes amenés 4 approcher d'autres grandeurs a

partir desquelles on formule le cott de gestion et le taux de rupture.




Pour cela nous simulerons la gestion du stock sur calculateur afin
de calculer des valeurs approchées de grandeurs élémentaires utiles pour

1'approximation du coat de gestion et du taux de rupture.

Nous verrons ensuite comment les formulations approchées obtenues
par cette méthode expérimentale peuvent etre utilisées 3 la résolution d'un
probleme particulier : la minimisation du coat de gestion pour une qualité

de service minimum c'est2 dire pour un taux de rupture 2 ne pas dépasser.

L'étude de ce probléme particulier nous améne & parler de variables
sans dimension : en effet, comme la méthode de simulation pour approcher
le coat de gestion et le taux de rupture demande une durée de calcul impor-
tante et qu'il pourraft etre trop cofiteux de faire des simulations chaque fois
que l'on veut optimiser la gestion du stock d'une marchandise, nous indi-
quons comment on peut envisager de faire des tables établies une fois pour
toutes & 1'aide de la simulation et pouvant nous permettre par exemple d'op-
timiser la gestion du stock de n'importe quelle marchandise pour ce modele
de gestion quand la demande et le délai de livraison peuvent &tre décrits par

des processus analogues & ceux qui sont utilisés dans la simulation.
L'exposé que nous donnons se composge comme suit :

nous rappelons d'abord quelques généralités,

Il y a ensuite trois chapitres principaux :

le chapitre I traite du cas déterministe ol le taux de demande et le
délai de livraison sont constants. On établit 1a forme exacte de la fonction
stock disponible ce qui nous permet de donner en exemple la formulation
mathématique rigoureuse d'un type de cont de gesticn ot de gualité deo service
quel que soit le nombre maximum de commandes pouvant 8tre en attente de

livraison. Nous utilisons cette formulation pour une optimisation,

Le cas souvent traité dans les ouvrages est celui de la minimisation
du coft de gestion pour une quantité de service maximum (pas de rupture de

stock) ; nous donnons ici une généralisation.

Le chapitre II traite du cas aléatoire. On y donne une méthode de
simulation nous permettant d'établir une formulation mathématique appro-
chée de certaines grandeurs et par 12 d'un type de coat de gestion et de
qualité de service, pour n'importe quel processus de la demande et du délai
de livraison en régime permanent. Nous appliquons cette méthode & quel-
ques exemples,

Dans le chapitre III, nous faisons usage des formulations obtenues
au chapitre Il pour la résolution d'un probldme particulier : la minimisation
d'un type de coft de gestion pour une qualité de service minimum (taux de
rupture & ne pas dépasser).

Nous développons la notion de variables sans dimension pouvant

conduire 2 la construction de tables.
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Nous rappelons ici quelques définitions et nous précisons le modele

de gestion du stock qui sera étudié dans la suite.

Nous donnerons quelques exemples de cotts de gestion, nous défini-
rons une qualité de service, ce qui nous permettra de définir un type de pro-
bleme : minimisation d'un certain coat de gestion pour une gualité de service

minimum.

1 - GESTION PAR SEUIL ET PAR QUANTITE DE COMMANDE CONSTANTE

DANS LE CAS DES VENTES MANQUEES

magasin

commandes m demandes "
'U i

sens de la marchandise

Le systeme étudié se compose d'un magasin (ou point de stockage)
dont le role est de lancer des commandes d'une marchandise & certains ins-
tants, & les recevoir aprés un certain délai pouvant 8tre variable dans le
temps, & stocker la marchandise regue, & satisfaire si possible les deman-

des des clients,

Nous supposons connaftre la loi de la demande, la loi donnant le
délai de livraison (ou délai d'approvisionnement) pour une comnmande lancée

2 un instant quelconque et le modele de gestion du stock.

A un instant donné le stock disponible est la gquantité de la marchan-
dise se trouvant en magasin ; le stock net est égal au stock disponible mcins

les ventes restant & satisfaire ;




l'approvisionnement (ou les ressources) est égal & la somme du stock net

et de la quantité de marchandise qui se trouve en attente de livraisona la
suite de commandes antérieures ; il y a rupture de stock si le stock dispo-
nible est nul, Dans la suite nous ne nous intéresserons qu'au cas ou les de-
mandes arrivant en rupture de stock sont annulées : cas des ventes man-

quées. Dans ce cas le stock net est égal au stock disponible.

Le modele de gestion du stock est celui de la cornmande par seuil

et par quantité fixe dans le cas des ventes manquées, c'esta dire que nous

choisissons un seuil R > 0, une quantité de commande Q > o et nous obser-
vons l'approvisionnement ; lorsqu'il devient inférieur ou égal au seuil nous
langons une commande de la quantité Q qui arrivera en magasin aprés un

certain délai.
Nous appelons article 1'unité de marchandise.

Le taux de la demande sur un certain intervalie de temps est égala

la quantité de marchandise demandée par unité de temps sur cet intervalle,
Exemple : la demande sur une journée est de 25, 3 articles ; si 1'unité de
temps est 1a journée, le taux de demande sur cette journée est de 25,3 ; si
1'unité de temps est le mois de 30 jours, le taux de la demande sur cette

journée est 25,3 x 30 = 759,

Nous étudierons la loi de la demande de la maniére suivante :
nous choisirons At tel que sur un intervalle de temps de longueur &4 t, on
peut approcher 'valablement' la loi de la demande en admettant que la

demande est continue et que le taux de demande est constant sur chacun des

intervalles de longueur 4 t.

2 - DEFINITION DU COUT DE GESTION ET D'UN TYPE DE PROBLEME

Nous calculons le coQt de gestion sur un intervalle de temps [ 0, t[ : Kt'
Le coft de gestion par unité de temps pour cette période est Kt / t. Nous
] K
supposons que le systéme étudié est tel que K = lim ~t existe. Nous
t —3> 00
appellerons K le cott de gestion par unité de temps ou simplement colt de

gestion.

Appelons politique de gestion la gestion qui correspond au choix d'un

seuil R2 o, d'une quantité de commande (> o et qui suit notre modzle. 11
se peut que nous devions iimiter l'ensemble des politiques possibles en im-
posant certaines contraintes (dues par exemple & une limite de la surface

de stockage, & une contrainte financiere, & un taux de rupture & ne pas dé-

passer, etc) : c'est l'ensemble des politiques admissibles. Un type de pro-

bleéme courant dans la pratique est celui qui consiste 2 savoir déterminer

une politique optimale, c'est 2 dire une politique admissible qui minimise

le coit de gestion,

3 - EXEMPLES DE COUTS DE GESTION - UN MODELE DE COUT DE

GESTION

La gestion du stock de 1'article suivant notre modele s'accompagne de
cotts. La description de ces cots dépend du systéme &tudié ; nous en don-

nons une qui peut s'appliquer 2 de nombreux cas,

1) Coat de lancement d'une commande

Lorsque l'approvisionnement devient égal au seuil, il y a lancement d'une
commande qui s'accompagne d'un cott A (pouvant &tre da aux frais de secré-

tariat, aux frais de réception de cette commande, ...), Ce coft peut &tre




fonction de la quantité de commande Q : par exemple le travail de réception
peut augmenter avec Q et si cela se justifie on pourrait approcher A par
A0 + A1 x Q.

Pour notre modéle de cot de gestion, nous supposerons A constant

pour une marchandise donnée.

2) Coat de stockage

Le stockage de la marchandise occasionne un coat qui peut avoir plusieurs
origines : assurances, imp6ts, détérioration de la marchandise, location de
l'entrepdt, éclairage, chauffage, etc. Nous supposons que le coQt de stocka-

ge pendant une courte période dt ol le stock disponible est x est proportion-
nel 3 la valeur du stock et dt.
stock 4

dispo-
nible

C : valeur de l'article

Cx : valeur du stock disponible x
x pocecnes

Le coQt de stockage sur l'inter-

valle (t, t+ dt) est IC x dt

t t+dt temps

I est le coat de stockage par unité de temps et par unité de coft ; il est

appel€ taux de possession de la marchandise,

Soit x la fonction stock disponible (x est bornée sur tout intervalle,
continue par morceaux, les discontinuités étant dues aux livraisons de com-

mandes, et x est décroissante sur tout intervalle ol elle est continue),

- |

stock

disponible x

En utilisant ce qui précede, le colt de stockage sur (t, t+ 5 t) est:

E ot At
ch x (u) du sil et C sont indépendants du temps.
t

Pour notre modele de coQt de gestion, nous supposerons que I et C

sont constants pour une marchandise donnée,

3) Autres cofts

Nous supposons qu'il n'existe pas d'autres cots dépendant de R ou Q
(s'il existe des cots de gestion indépendants de R et Q, nous n'avons pas a
en tenir compte dans la mesure ol nous voulons minimiser le coat de gestion

considéré comme fonction de R et Q).

Pour certains systémes il peut exister un cot de rupture de stock
(da par exemple 2 une perte de clientle) ; ce cot de rupture de stock dans
le cas des ventes manquées est souvent difficile 2 établir ; de plus nous ne
savons pas & priori quelle qualité de service nous aurons & l'optimum en

minimisant le colt de gestion sans aucune contrainte autre que R= o, Q> o.




Il paraft judicieux de faire fonctionner un systéme de stock de ma-
niere & assurer une certaine qualité de service, sans tenir compte du cofit

de rupture,

En résumc notre modele de coft de gestion ne comporte qu'un cofit

de lancement de commande et un cofit de stockage.

4 - QUALITE DE SERVICE - EXEMPLE DE PROBLEME

Soit T la durée de rupture de stock sur un intervalle de temps (0, T) ;
nous appelons taux de rupture sur cette période le rapport Tr/T. Nous
supposons que le systéme étudié est tel que ¢ = lim BE existe, nombre

T—w
que nous appelons taux de rupture de la gestion; ona 07 <l ; par exem-

ple si T = 0,1, il y 2 en moyenné un jour de rupture sur 10 jours de gestion.

Nous mesurons la qualité de service par ce taux de rupture ; on

pourrait la mesurer 2 partir de rapports tels que :

durée de non rupture , durée de rupture
durée totale durée de non rupture
ventes manquées . ventes totales , ...
demande totale demande totale.

L'exemple de probleéme utilisant la formulation du coflt de gestion
et du taux de rupture que nous traiterons sera la minimisation du cofit de

gestion avec une contrainte de service : taux de rupture 3 ne pas dépas-

ser,

P O T T T T T ey

CHAPITRE I

ETUDE DU MODELE DE GESTION DU STOCK

DANS LE CAS DETERMINISTE
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Nous supposons dans ce chapitre que le taux de la demande et le

délai de livraison sont constants : cas déterministe.

Le plus souvent, dans la pratique, les délais de livraison et les
taux de demande ne peuvent &tre décrits que suivant des processus aléa-
toires. Si ceux-ci sont '"faiblement" aléatoires, les résultats obtenus dans

le cas déterministe pourront &tre utilisés.

Nous allons établir la forme exacte de la fonction stock disponible,
meéme lorsqu'il peut y avoir plusieurs commandes en attente de livraison.
Elle nous permettra de donner une formulation exacte de notre modele de

coat de gestion et du taux de rlupture.

Dans les ouvrages consultés (voir la bibliographie) la minimisation
du colt de gestion est faite pour une qualité de service maximum : taux de
rupture nul, Comme exemple d'utilisation des formulations, nous donnons
ici une extension en minimisant le coQt de gestion d'abord pour un taux de
rupture donné (contrainte de service bilatérale) puis pour un taux de rup-
ture maximum 3 ne pas dépasser (contrainte de service unilatérale) ; cette

étude nous aidera 3 traiter le cas aléatoire dans les m&mes conditions.

De plus les optimums pour différents processus aléatoires de la
demande et du délai de livraison peuvent nous permettre d'approcher 1'op-
timum pour un processus "intermédiaire" de la demande et du délai (par
exemple par interpolation) ; ainsi l'optimisation du cas déterministe peut

etre utilisée comme cas "limite' du cas aléatoire.

Nous utiliserons les notations suivantes :

P zcuil d'approvisicanement
Q : quantité de commande

A : taux de la demande

s : délai de livraison

A : co0t de lancement d'une commande
I: taux de possession

C : valeur de l'article.
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1 - EVALUATION DU COUT DE GESTION ET DU TAUX DE RUPTURE

1.1 Cas ol la demande sur une période égale au délai de livraison est

3 Nous allons d'abord montrer que :

Quelles que soient les conditions initiales, 8i R< A 8, il existe une date 4

partir de laquelle les livraisons ne se produisent plus qu'a des instants ou

il y a rupture de stock,

Nous commengons 2 gérer le stock d'une marchandise avec un seuil
R et une quantité de commande Q : ceci peut se produire dans la pratique
lorsqu'il y a ouverture d'un magasin ou changement de modele de gestion

ou simplement changement des valeurs des variables de décision R ou Q.

A la mise en place de cette nouvelle gestion, il existe un certain
stock disponible (éventuellement nul ou méme supérieur 2 ce qui sera notre
approvisionnement maximum : R + Q), un certain nombre de commandes
attente de livraison (éventuellement zéro) avec des quantités de conunanid.
qui ne sont pas nécessairement égale 2 Q. Le premier travail & faive csf i
calculer l'approvisionnement ; s'il est inférieur & R nous langons nne on

plusieurs commandes groupées de la quantité Q.

Ces remarques déterminent les conditions initiales de la gestion Ju

stock avec le seuil R et la quantité de commande Q.

An bout d'un cartain temns M'annrovisionnement devient épal au
B - £

seuil R et nous langons une commande de la quantité ¢} ; soit t celte daiv
[

ey

-12 -

R2Q r-.----. approvistonne men

R

Es b+8 & t bel  temps

L'approvisionnement 2 1'instantt est R + Q ;
o

La durée de vente d'une quantité Q est Q/A, donc l'approvisionne-
ment sera de nouveau égala R au bout d'un temps Q/A s'il n'y a pas de
rupture de stock et supérieur 3 Q/A s'il y a rupture de stock, Ainsi nous

pouvons affirmer qu'a partir de 1'instant t_Dous ne lancons des comman-

des qu'a des intervalles de temps au moins égaux 3 Q/A.

Soit t un instant2 to + 5 ol l'approvisionnement devient égal & R et
oll nous langons une commande qui sera livrée & l'instant t + §. La gquantité
vendue sur (t,t+8) est au plus égale au stock disponible & 'instant t augmenté
des commandes (autres que celle del'instant t) qui sont encore en attente
de livraison 2 l'instant t c'est-a-dire qu'elle est au plus égaled R ; comme
Rx< A &, il y a au moins une rupture de stock sur |t, t+ 6] : soit t' une
Aate de cet intervalle od le stock disponible s'annule,
vrées 2 partir de t' ont été lancées apres to a des intervalles de temps au
moins égaux 3 Q/A ; elles sont livrées dans les m&mes conditions ; il en
résulte que la premidre commande livrée sur [t', + co[ arrivent en rup-
ture de stock etétant vendue au bout d'un temps égal & Q/A, la commande
suivante est livrée lorsqu'il y a de nouveau rupture de stock, et ainsi de

suite. Ainsia partir de t'le stock se trouve en rupture 3 chaque livraison

de commande. ¢ qfd.
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a Périodicité de la fonction stock disponible

Soit t' une date de Jt, t + § ] ol le stock disponible est nul et ou

il y a livraison d'une commande,

La fonction stock disponible est périodique sur [t', + oo [ et a pour |

mQ - R

X oll m = partie entidre de (% + 1),

période & +

;euif ﬂ R

]
i
'
t
3
I

L
ol
@ |---

Dg 81 +T G; + T

ée;ps

Appelons a la fonction approvisionnement, aprés passage de la

commande s'il y a lieu et s la fonction stock disponible, apres livraison de

la commande s'il y a lieu.

Soient 0, et 8_ deux dates consécutives ou il y a livraison d'une

1 2
commande telle que t'g 91 < 92.

s (O]) =s (92) = Q.

a (01) est un multiple de Q et R < a (91) <R+Q, dot a (91) =mx Q

1

R
avec m = | %] +1 ([ (% ] désigne la partie entiere de a ).

commande ; la quantité vendue sur (01, Q) est mQ - R donc -0

Soit 8 > 0. l'instant le plus proche de 01 ol il y a lancement d'une
mQ-R

1

- 14 -

la commande passée l'instant 0 sera livrée & 1'instant 0 + § =0+ 6 +

1
mQ - R

A

mQ-R
A
Posons T = & 4+

Nous avons s(O):s(01+T)=Q;

1

de m&me s (02) =5 (92 +T)=Q.

Il n'y a pas d'autre commande livrée entre 91 + T et QZ + T.

Il en résulte que la fonction stock disponible est périodique de période T

sur [t', + o[ .

D'autre part ¥ ue [t', + [, nous avons d'apres la définition de
l'approvisionnement :

af{u)=s(u) si s(u>R

a (W= s (a) +<[—R‘Ts@—] +1)xQ sis(w)<R

ce qui permet d'affirmer que sur [t', + w [, la fonction approvisionnement

est elle aussi périodique de période T.

Nous avons vu qu'il existe une date t' 2 partir de laquelle une
commande n'est livrée que si le stock est en rupture et les fonctions stock

disponible et approvisionnement sont périodiques de période

mQ-R . R
T=5+'T— ol m:[5]+1.

Evaluons maintenant le colt de gestion par unité de temps et le taux de

lupiute,
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T g D'apres sa définition le taux de rupture de la gestion est donc
B As - R
approvisionne ment "7 mQ+As-R

Sur un cycle Jt, t+ T ] le coft total de gestion se compose de :
Sevil R [—

m x A : cott de lancement des commandes
Stock disponidle _ 2

Q
ICxm x Sn ¢ cout de stockage.

] = 4 On en déduit que le colt de gestion par unité de temps est :
¢ F et \ o2
m ———
K = (A+1IC >x ).
mQ+i s -R

Soit t une date supérieure ou égale 3 t' oy il y a lancement d'une

Remarque : m = | ] ] +1, nombre de comrmandes lancées sur un cycle
semakqgue,; s
» commande, 5

est aussi le nombre maximum de commandes en attente de livraison

L'approvisionnement a l'instant t avant le passage de la commande 4 un instant quelconque,

est R< A § et le stock disponible & 1'instant t + 8 avant la réception de

cette commande est nul donc la quantité vendue sur (t, t+ 6) est R.

Sur[t, t+8], 1 ¥ a lancement d'une commande a l'instant t et

chaque fois qu'un volume Q de marchandise est vendu ; le nombre de com-

mandes lancées sur cet intervalle est donc m = { g- ] +1, i a) Propriétés de la fonction stock disponible

A llinstant t + T, ) ¥ @ lancement d'une nouvelle commande,

Nous allons montrer que :
Finalement sur Tt,t+vT],

€ € les conditions intiales, si R2 5, il existe une
m s ; ) ,
: Quelles que soient .
: 2 : ate i elle cha.que livraison de commande se pr oduit
: : d a partir de laqu
| Q isponible est égal AaR-2A 6.
: / lorsque le stock di P

i aisse une
la durée de rupture du stock est: 8 - R/A (sur (t, t+8)1a quantité vendue Il est possible que sur un intervalle de temps (to‘ t + &) apparai

é estion
R done e durée de non ruptare est R/, durée de rupture de stock non nulle : par exemple, to est le début de g

i i mande Q, le stock disponible
Appelons eycle un intervalle de temps ]t, t+ T ] telqu'ily a du stock avec un seuil R et une quantité de com . .
Q-R 2 l'instant t est nul et la premiére commande arrive aprés o
lancement d'une commande 2 1l'instant t et que T = § + 2 3 = . La fin L N
'i ir de durée de rupture non nu
d'un cycle est le début d'un autre ; tous les cycles successifs venant apres # Montrons qu'il ne peut y avo

t' ont meme durée T et meme durée de rupture & - )-I\{‘ . lement.

[ —




o
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—

temps

Soit to un instant ol l'approvisionnement devient égal & R et o nous langons
une commande qui arrivera & 1'instant to t 6 et tel que des commandes non

encore livrées & 1'instant to arrivent au plus tard & l'instant t + 5.
o

Soit tr la durée de rupture, éventuellement nulle, qu'il y a entre le

lancement de cette commande et le suivant :
0gt <6,
]
La quantité vendue sur (to, t t8)estauplus: A s -y |
o r

La quantité en stock 2 1'instant to + 6 apres la livraison de la commande est
égaled : R+ Q - quantité vendue sur (to, t +8); elle est donc supérieure
o

ouégaled R+Q - (hs -2 tr) SR+Q-A 384 A t,. Le temps nécessaire

. R+
pour €puiser ce stock est au moins : X = 8§+t . Ce stock ne peut done
r

s'épuiser qu'd un instant supérieur ou égal & t = t +6+ R7Q -8+t =
o r
R+Q 5
t0 + A + tr. La premiére commande faite apres celle de 1'instant ¢t

o

o s T Q
est lancée & 1'instant : to + tr * W elle sera donc livrée & 1l'instant

tZ = to + tr + 7 + 8, Comme tlz tz, la durée de rupture entre les livraisons

des commandes lancées aux instants t ett + t +% est nulle,
0T 0T rTA ——————=

Sewil
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De la meéme manidre la durée de rupture de stock est nulle entre
les livraisons de la commande lancée 3 1'instant t + tr % et de la com-
o

mande suivante, et ainsi de suite.

Par conséquent, ceci nous montre que la durée de rupture de stock

sur | t +8, + o[ estnulle.

# Périodicité de la fonction stock disponible .

R

TR emps

P i R

Soit maintenant t une date de | to +86, + o[ ouilya passation

d'une commande qui sera livréea l'instant t + 6.

L'approvisionnement 2 1'instant t avant le lancement de la commande
est R ; la durée de rupture sur (t, t + §) est nulle donc la quantité vendue
sur cet intervalle est A & ; ainsi le stock disponible & 1'instant t + 5 avant

réception de la commande est R - A & .

La commande suivante sera lancée & l'instant t + % et livrée a
l'instant t + % + & quand le stock disponible atteint la valeur R - & § et
ainsi de suite. Finalement sur [t+ 6, + o [ , le stock disponible est une
fonction périodique de période % » chaque livraison ayant lieu lorsque le

stock disponible atteint la valeur R - A 8§,




i
i
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La durée de rupture sur | t + 8, oo [ est nulle donc le taux de

rupture est nul,
Sur un intervalle ]9, 0 + %] , 02t + 6,

il y a lancement d'une commande dont le coQt est A

le colt de stockage est IC x (R - A 5 + 2 ) x%

2

donc le cott de gestion par unité de temps sur cet intervalle est :

2
A Q Q,_ 2 Q-
= (A+1cx(R-A5+2)x )\)~Q (A +1IC 57 )+ IC (R - Ae)

Comme la fonction stock disponible est périodique de période ‘Ag

sur [t+ 8§, + @ [, le colit de gestion par unité de temps est :

2
(A + IC %)HC(R-M)_

O] >

1.3 Résumé

T :taux de rupture, K : coft de gestion, m = [ % ] +1
AR
DRgAS "= SR
2
o A m o
*TmOirl R (A +1C 2,\)

2)R=A ¢ =0

Q2
K=o (A+IC 35-)+IC(R -1 )

0>

0 - 20 -
| anbite de e 48 - R Tzo
smmande @ mQ+ AS-R

K = %(Auc% ) + 1¢ (R=dS)

Sevil R

2 - OPTIMISATION AVEC CONTRAINTE DE SERVICE BILATERALE

Appelons K (R, Q) et r (R, Q) les cont de gestion et taux de rupture
donnés par le paragraphe précédent lorsque le seuil est R et la quantité
commandée Q. Il s'agit de minimiser le colt de gestion de manidre que le

taux de rupture ait une valeur donnée To (0 < < 1.

L'ensemble des politiques admissibles ou domaine d'optimisation
est 'ensemble des points (R, Q) vérifiant R = 0, @> 0 et la contrainte
bilatérale « (R, Q) = T

2,1 Cas ol le taux de rupture est nul (TO = 0)

T ne s'annule que si R2 A & ; le domaine d'optimisation est donc
I'ensemble des points (R, Q) vérifiant R2 A 8 et Q> 0. Sur ce domaine
A o’ 2K
== R -A 8 ot = > 5
K (R, Q) Q(A+1c 2A)+IC(R ) d'oun SR (R, Q)=IC>0;
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un optimum ne peut donc se trouver que sur la droite R =A §.

3 A
2K (R, Q) = =, —;— qui s'annule dans le domaine pour
-1 2 Q
2 A A
Q= IC

Si T =0, le point optimum (R¥, O™ existe et est unique
O

%* 3* 2k A
= A = =g =
R s et Qw ‘/ Ic

Qw est la quantité de Wilson

Pour la politique optimale, le stock s'annule au moment de la livraison

d'une commande,

2.2 Cas ol le taux de rupture est positif (0 < 1o < 1)

On accepte dans ce cas un taux de rupture non nul.
7 (R, Q) ne peut prendre la valeur T, Que sur le domaine R0, Q> 0 et
Rghs.
Sur ce dumaine K et T présentent des discontinuités en tout point
nQ, Q) n=1,2,3,...
En effet si le seuil R est égal a2 nQ, [ % ] +1=n+1
dot K (R, Q) =K = =8 (44 1c Q—Z)

17 Q+As 2A
A8 -nQ '
T =g o= ——e
et (R, Q) ’l'l Q+hs
QZ
D'autre part : lim K (R, Q):2 (A+1C =~ )< K
2 5 2% 1
R—3»nQ
. As-nQ
et lim + (R, Q) A7 > o
=
R—3nQ

3
3

i
ik
b

b LSl fal =
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Appelons région (m) la région définie par "R-(m-1)Q=20 et
R-m@Q<0 surlaquelle [R/Q] +1=m (m=1,2, 3,..).

Sur une telle région K et ¢ sont des fonctions continues de R et Q.

2.2.1 Courbe d'équi-taux

"o
_lmQ-)\f\:O

Sur la région (m) T (R, Q) = Toé———) R- .
o

La courbe de niveau du taux de rupture (ou d'équi-taux) correspondanta A

se compose pour la région (m) du segment intersection de (m) et de la droite

3
R - mQ+te=0.
T -1
¢ AS(1-r)
Les ordonnées des extrémités de ce segment sont _— et
AS(1-1)

—_ T 9 Le segment d'équi-taux de la région (m) est le segment de la
m - T
°

-
iiﬂ_i_t_e___Rtlo mQ-*6=0 défini par:
o
\o0n) el-y
m < S T+ 7
o
Q
mz4
A—s‘(‘t}"‘) segment d'equi - taux
[
{‘X (4- ‘u) _________ ! m=2 J
A Y
LEERY
LRG> B A AR
A+ Co : 2> Mm=3
AS(A“G’ =5 i 1 '\‘. ‘\
2 A SR VRN
1 < ~ STt
' = S -
A§(4-8s) A& R
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sur la région (m) et pour R< A 6 le colt de gestion K (R, Q) est égal a

K (R, Q=——B — (a41c Qz)
m "mQ+;36-R 2x 7 . 1
Sur le segment d'équi-taux, R = c_> T m Q+ A 8, donc le colt de

-
o i

gestion sur ce segment est égal & :

A{i-T1) 2

— (A+1IC 27) Il en résulte que sur la courbe d'équi-taux, le coat

Q
de gestion est K Qy=r@-7)¢ A +IC ‘Q“) expression indépendante
('ro) o' ' Q 2h7 }
de m.
2.2.2 Minimisation du coft de gestion sur la courbe d'équi-taus
On est donc amené & chercher un minimum de K( ) (Q)
(-1 ) A (-1 "o .
sur l'ensemble des Q vérifiant : ——— < Q g ——————— m =1, 2, 3,
m m-1 + T |
IC A i
Kl @ =4 0-n) (55 - ) |
o Q
; 2 A 2 22 T
K‘(T ) (Q) s'annule pour Q= =— Qw (quantité de Wilson),
)
|
Kigyy (@) 4 '

Ofam-m--
&
L)

4 «

Posons v = A § (1 - 7 ). Le point 2 tangente horizontale Qw appar-
[}

v

tient 2 un segment | Y, =
: g m’ m-l+ &=

] ou n'appartient & aucun de ces seg-
ments (K( ) est alors monotone sur chacun d'eux).
i, p
On a alors les cas possibles suivants :

v
1) il existe m tel que v/m < Qw < I b
L'optimum est alors o¥* - ow
P
R¥ ="~ mQw+} s
o

Le coft de gestion minimum est donc (1 -1 } V2X AIC=( -1 )Kw
o °

Kw est le coGt minimum lorsque To = 0.

v v
2 ; > —_— =
) Il existe m= 2 tel que 1+ To <Qw < 1

Posons Q = v/ (m-1+ To) et QZ = v/(m-1).

Q O.& Qur Q2
< ApbAof Ao O o4+ —iz
SO v v~ v (6]
LA J o
" m.4+%o m-1 m-2+%

Comparons K Q) etK Q.)
)1 (r) 2
A (m-1+ 'ro) ICAe(l- To)2
Koy By = s F 2z{(ml+7)
[s] [s]
2
ICAS(1-T)
_ A (m-1) o
Ko 8= T T
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D =K Q

() )~ K ) @)

o o
2
A ICh8(l-4)"1
o _ o' o
5 2(m-1) (m-1 + 'ro)

v

est négatif si et seulement 8i Qw <« FTm———==
V(m-l) (m-1+71)
o
Posons Qy = v/ (m-1) (m-1+ TO) i nmous avons Q <Qy< QZ.

On a alors les cas suivants :

a) Qw < Qy
L'optimum est alors Q¥ = Ql
T,
*_ 20 A¢§=(m-
R™ = To-l le+ §=(m I)Ql

(R*, Q*) est un point de la région (m)

b) Qw>Qy

En toute rigueur, il n'existe aucun optimum puisque QZ n'appartient
pas au domaine de minimisation de K('r ) (Q). 11 est possible de trouver
Q> Q2 tel que :

K Q)>K QY>K, . (Q)etK Q') aussi voisin de K
('ro)( Y (-ro)( ) T,) 2! (To)( ) ey

(

que l'on veut 2 condition de prendre Q' suffisamment prés de QZ'
T

A Q' correspond le seuil R' = (m-1) Q"+ 5

-1
(R', Q'} est un point de la région (m-1).
3) 7 < Qw
_o

L'optimum est Q¥ = v/To . R¥=9

|
+
{

i

=

e

P
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Exemple numérique

Unité de temps : année

demande par unité de temps : A = 30 000

délai de réapprovisionnement ; 6 =1/24 (~15 jours)
valeur de l'article : C = 10

colt de lancement d'une commande : A = 10

taux de possession : I =0, 2

taux de rupture exigé : To =0,1

270 000

a +0,90Q

Nous avons K(To) Q)=

A6 (Lo )= 125> Qw

AE(1-T)
’°—2—°—=562,5>Qw
Ao (1-r)
——2 =375 < Qw

3
AE(l-g)

© w535,7 < Qw
245

Nous avons 535,7 « 547,7 < 562,5 soit

v v
w o< =
24t <O =3
o
Nous sommes dans le cas 2) pour m = 3

Ad(1-+)
2. ~ 548,8

ya(2+T)
o
547, 7« 548,8 soit Qw & Qy

L'optimum est donc Q* = 535, 7
R¥ = (m-1) @* = 1071, 4

Le nombre maximum de commandes en attente de livraison est m = 3,

Qw e 547, 7
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Remargque : K(,r ) (535, 7) v 986,14
o

K, , (562,5)n 986,25
(x,)

o

L'écart entre les deux colts est de 1'ordre du 1/10 000 du coqat
minimum pour un écart de la quantité de commande de l'ordre de 5/100
de la quantité optimum. Ainsi dans la pratique, on peut 8tre amené pour
des raisons de commodité 2 modifier 1égérement la quantité de comman-
de optimum sans pour autant modifier de fagon appréciable le colt mini-

rmum,

3 - OPTIMISATION AVEC CONTRAINTE DE SERVICE UNILATERALE

Nous avons minimisé le coat de gestion K (R, Q) pour Q> 0, R2 0

et une contrainte de service bilatérale T (R, Q) =T . L'optimum existe
[

et est unique ou n'existe pas, auquel cas on peut trouver un point satis-

faisant dans la pratique,

Etant donné un taux de rupture maximum To , ne serait-il pas
possible de minimiser davantage le cot de gestion en exigeant seule-

ment que le taux de rupture soit inférieur ou égal a "o ?

Dans ce paragraphe, nous cherchons donc & minimiser le cott de

gestion avec la contrainte de service unilatérale:  (R,Q) < "

Le domaine d'optimisation est & = |J D
m=1,2, ... m
ot &m est défini par R-(m-1)Q20
PR-mQ<t
To
R+ o7 mQ-A&2 0
o
R - Ao <0

K (R,Q) est égala Km (R,Q) =

- 28 -

Sit =0, la contrainte unilatérale T (R,Q)< 7
o

équivaut 3 la contrainte bilatérale ¢ (R,Q) = T

o

Nous avons vu que l'optimum pour T (R,Q) = 0 se trouve sur la

droite R =X & et que 7 (R,Q)=0 pour R2 ) s,

C'est pourquoi nous lirnitons @m par R-A 80,

Quantibe de ?
commande @

3.1 Remarques préliminaires

(1) Sur le domaine (m), pour R<? 8, le co

Q

Am
_————-A
mQ+A6-R( s

3K m

Nous avons
28 (mQ + A 8- R)

3K

donc m(R, Q)>0 pour R20, Rg* b6, Q>0

3 R

o (R,Q) s ——————— (A+IC

Seuil

2

[
2r)

==

R

Gt de gestion
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(2) En tout point (R', ') d'un segment R - {m-1)Q =0, R20,

R <X 8le colt de gestion est discontina et diminue lorsqu'on passe de

1a région (m) 2 la région (m-1) {m>1)
R'=(m -1) Q'
. A m Q'Z
1 1y = ' o= Lol 5.2 S He y o
KR, Q)=K_(R, Q)= 577 (A+IC TR

La limite de K (R, Q) lorsque (R, Q) tend vers (R', Q') en apparte-

nant & la région (m-1) est :
2
(m-1) Q'
! 1 - P~ S -
K (R', Q') = : (A+ICZ)\)-C2

2

Ao - (m-) Q' '
C.-c =2b-(mbO , 8,5,

17727 6 +X8) 2 )

3) D'apres les rernarques {1) et (2) :
P q

l'optimum s'il existe ne peut se trouver que sur la courbe d'équi-taux ou

les segments des droites R -m Q = 0 joignant les extrémités de 2 seg-

ments d'équi-taux (m=1) ou sur la demi-droite R =0, Q=X & (l—'ro)/-ro.

(4) Le segment d'équi-taux de la région (m) correspondant & un

taux de rupture r (0 <7 < 1) se trouve sur la demi-droite définie par :

R+—1LT— mQ-A8=0, Q>0.

Sur cette demi-droite, nous avons vu que K (R, Q) prend la valeur
m

Q)y=A@1-7)( g + IC 2%) indépendante de m. Le minimum de

K, . (Q), Q> 0, estatteint pour Q = Qw, indépendamment de T,

{5) Sur le segment défini par R - (m-1)Q =0, R=0, R<h & le
cofit de gestion est Km (R, Q) = Km ((m-1) Q, Q)

2
Am Q
"By ot g eyl

Appelons C (Q) cette fonction,

ey

_ 30 -
2
C (Q=——— (CQ°+2ICA5Q-2A1)
= 2 (Q+A8)
/ A
C' (Q)admet Qx=-A8+ A% 62+ £ comme zéro positif,
m 1C
2 262
= —k —m
Q+rd Q 6+Q+h6 donc
Ic icr2e®i2xa
= —= <A DR AL L
G == 5 (@ 754 2 o+re) )

On en déduit 1'allure de la fonction <. (Q)sur ]0, + ][ .

Cm (@)
mA/§
~mICAS /2
(6) Qw= Zf—CA, o= -0 TYCE & ZI*’(*:*

On vérifie facilement que Qx < Qw




e
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(7) Soit T une valeur non nulle du taux de Tupture : 0 < T « 1

Posons v=Ahg(1-7T)
si Que — 22, al <
o] Pour m22, alors Qxc< Mol + &
n = m-1l. On vérifie facilement que Qx < :
n+T

AZGZ(I-T)(Zn+1+T)
2
(n+7)

si et seulement si Qw «

Appelons A le second membre de 1'inégalité précédente,

2
XE < A est logiquemer_:t équivalent a :
n
3_ 2 3 z
] r 7 (2n-1)+7(n-1)2n+2n >0, inégalité vraie puisque Q< T |
b
et n2 1,
2 vz 2
On a donc QWS"E(A donc Qw -~ A cqfd.
n

3.2 Optimisation dans les différents cas

Posons v=2 5 (1 - 'ro). Nous avons les différents cas possi
bles :

v

v
1} il existe m=1 tel =
) ®e s n <Qws m-1+.,o

(m entier)

si m existe, il est unique,

= 32 =

Pour cette figure m = 2.
Soit X¥ e point de la courbe d'équi-taux relative & To ayant pour ordonnée

Qw. x* appartient & @m'

Montrons que X* minimise le coat de gestion :

Soit A un point quelconque ded ; le taux de rupture en A est 7 < T
Tragons la courbe d'équi-taux relatived r ; le segment d'équi-taux de la
région (m) se trouve sur la droite R +—1:_L"r mQ-*8=0;appelons B le
point de cette droite qui a pour ordonnée Qw,. Son abscisse inférieure 2

A8, est supérieure 2 celle de bl

Nous pouvons affirmer :
% le cont de gestion en A, K (A) est supérieur ou égal & Km (B) d*apres la

remarque préliminaire (4).
> x*) d'apres 1 1).
W Km (B) K (X™) d'apres la remarque (1)
Comme Km (x*) est &gal au cot de gestion K (X*), nous avons

K (A)2 K (x* cqfd.




I

< I3gin

Dans ce cas l'optimum est : D (R*, Q*)

T

o Q¥ zQw, R¥= —= mQw+hrs
T 1
o]
2) - < Qw
TO .

v/ X

Bl

A§

Soient Xl et X2 les points d'ordonnées v/r et Qw, d'abscisse nulle, Mon
o]

trons que }'optimum ne peut_se trouver que sur le segment d'extrémités

Xl et XZ'

Soient A un point quelcongue de et v le taux de rupture en A,

‘Tragons la courbe d'équi-taux passant par A ; le segment d'équi-taux de

P, AN

1 Q-4 8=0;appelons B le
-

la région (1) se trouve sur la droite R+

point de cette droite d'ordonnée Qw.

Si l'abscisse de B est supérieure ou égale 2 0, nous pouvons affi+

mer
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x K(A)= K1 (B) d'apres (4)

% K1 (B)= K, (Xz) d'apres (1)

dlon K (A)2 K (X,)

si l'abcisse de B est négative, soit C le point de la droite R + ——l‘r Q-Xrs=0
S
d'abscisse nulle. C se trouve sur le segment X1 Xz.

Nous avons K (A)2 K (C) d'apres (4) c. q. f. d.

Il nous reste 3 étudier le cofit de gestion sur X1 XZ.
Al

2) Qx< v/

D'apres les remarques préliminaires (5) et (6), le coQt de gestion

sur X1 XZ est minimum en Xl.

L'optimum est : (R*, Q*) o R¥ = 0, o* - v/t
(o]

b) Qx =z v/-,-0

Toujours d'apres les remarques (5) et (6), le colt de gestion sur X1

XZ est minimum au point d'ordonnée Qx,

L'optimum est : (R*, 0% ou R¥ = 0, 0% - ox

3) 11 existe m>1 tel que <Qws —

—s
m-1+ r m-
o

=

X
Qw >
X

A R




il

_ 35 -

Pour la figure m = 2,

Soient X1 et X2 les points de la droite R - (m-1) Q = 0 d'ordcnnées

v/ (m-1+ 10) et Qw. En appliquant le m&me raisonnement que dans le cas

2), l'optimum, s'il existe ne peut se trouver que sur le segment X X_.
P P q g 152

Nous sommes donc amené 2 étudier le colt de gestion sur Xl XZ'

c'est-a-dire C_ (Q)pour v/m-l1++7 <0 <Qw. Comme Qx o ———
Sl o m-1+ 7
d'apres la remarque (7) et d'aprs l'allure de Cm (Q), l'optimum °

s'il existe ne peut se trouver qu'en X , point ol la contrainte de service

1

est saturée,

Le résultat est donc celui du paragraphe 2.2,2.

3.3 Résumé et remarques

Probleme : Og-ro< 1. Minimiser K (R, Q) pour R2 0, Q>0

(R Qs
Posons v=Ag(l- To)
2AA
Qw = c
2 2 2AA
= - A A m———
Qx 8+ 8 + c

Kw= y2AkLIC

A Q
g ) @2 n) (G 410 )
A) T =0

L'optimum (r¥, Q*) existe et R¥ =1 5, Q% = Qw.

Le cott de gestion minimum est Kw.

B) O<1-o<1
v
1) T <Qw.

————r——— g

.36 -

L'optimum (R*, Q*) existe et R* = ¢

a) si 'rl < Qx, Q*:Qx
[o]

b) si ™~ 20x, Q¥ %

o o
: v v
2) Il existe m=1 tel que — <Qw < ——
m m-l + 7
; o
i
L'optimum (R¥, Q%) existe et R¥ = T m Qw + 2§
o

o= qw

Le cott de gestiori minimum est (1 - 7 ) Kw,
[

3) Il existe m2 2 tel que <Qw <« —
m-1+7 - m-l
o
P v
osons Q1 ol
v
Q, = m-1
Qe —¥
V(m-l) (m-1+ 17 )
o
a) Qw < Qy

L'optimum (R¥, Q% existe et Q¥ = Q) R¥* = (m-1) Q1

b) Qw > Qy

En toute rigueur 1'optimum n'existe pas.

1l existe Q'>Q_tel que: K, |, (Q1)> K, \([Q)>K, . (@)

= -
I )
b/ {ry/ e

et K ' i voisi o 3 condi
("'D) (Q') aussi voisin de K(TO) (QZ) que l'cn veut 3 condi-

tion de prendre Q' suffisamment voisin de QZ‘

Nous pouvons prendre comme point "satisfaisant" (R', Q')

T
o]

T -1
[

ol R'= (m-1) Q'+ 4 5.

Un tel point appartient & la région (m-1).
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Exemple numérique

unité de temps : année

demande par unité de temps : A = 30 000

délai de réapprovisionnement : § = 1/24 (A15 jours)
valeur de l'article : C = 10

cott de lancement d'une commande : A = 10,5

taux de possession:1=10,2

taux de rupture maximum : 1'0 =0,1
Nous avons K Q) = M+ 0,9Q
() Q.
)
Qw ry 561,2
v=hg(l- To) = 1125 > Qw
v
E = 562,52 Qw
w535, 7 < Qw
247 r i<
o
v v 5 "
Nous avons donc 2+"o <Qwg > (cas B) 3) pour m = 3)
Qy rv 548, 8 Qw > Qy donc l'optimum n'existe pas.
535, 7 K a2 1011, 34
Q1 N () (Ql)
[a]
£ 2 & 1010, 25
Q, =562,5 K(To) @, 10

choix d'un point satisfaisant.

L'écart entre les deux cofts est de l'ordre du 1/1000 du coGt mini-

mum vers lequel le colt de gestion peut tendre.

Si on considere que cet écart est négligeable, on peut prendre comun-
point satisfaisant (R', Q') avec Q' = Q1 et R' = (m-1) X (.'21 =2 % 535,7 =007

pour lequel le cott de gestion est 1011, 34,

Supposons maintenant que 1'on trouve cet écart trop grand et que

l'on considére comme négligeable un coft de 0,05,

- 3g -

Nous cherchons alors Q'> Q_ tel que K QY-K
2 (v ) (v )

o o

(QZ) < 0,05,

Pour Q' = 564 K (Q')ru 1010, 26,

o
On peut donc prendre comme point satisfaisant (R', Q')

avec Q' =564

a
R'=727 (m-1)Q' +A 8w 124,66
o

Remarques

1) Dans le cas B) 1) a) la contrainte de service t (R, Q)< T n'est
pas saturée 2 l'optimum : en ce point le taux de rupture est inférieur
a T C'est le seul cas ol la qualité de service est meilleure & 1'op-
timum que celle donnée par un taux de rupture égal 3 TE dans tous
les autres cas la contrainte de service est saturée & 1'optimum ou

pour un point "satisfaisant'’,

2) Minimisons le codt de gestion K (R,Q) pour R= 0, Q> 0 sans

contrainte de service.

D'apres la remarque préliminaire (2) 1'optimum se trouve sur la

droite R = 0.

D'apres la remarque préliminaire (5) la quantité de commande

optimum est Qx.
L'optimum est donc (R*, Q*) avec R¥=0et Q¥ = Ox.
Le plus petit de tous les coQts de gestion possibles pour A, 6, A,

IC fixés est donc 2

1&]
X

v[ :

K (0, Qx) = (A+1IC

™
>

A
Qx+ A §
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3.4 Usage de variables sans dimension - Optimisation utilisable

Pour une marchandise dont on gére le stock suivant notre
modele, choisissons comme unité de temps : le délai de livraison, comme

unité de marchandise : la quantité demandée pendant le délai de livraison.

A ces unités correspondent :
C' : valeur de 1'unité de marchandise (C' = C X} §)
I' : taux de possession (I'=1X )

Avec ces unités, le coft de gestion K (R, Q) est égala :
2

= (A+I'C‘%)si Rgl

mQ + 1-R

2
QL (A +1 G 92_)+1. C'(R-1) si R21

KPRC‘Q est le cotit de gestion lorsque 1'unité de cott est: I' C' et T o
est le cofit de lancement d'une commande pour cette unité de coqt.

Le taux de rupture est indépendant des unités choisies.

Avec ces unités de temps, de rmarchandise, de cott, l'optimisation

3 : . A
ne dépend que de . intervenant dans la contrainte de service et de ot

Le résultat de l'optimisation correspondant 2 + et o peut 8tre utili-
o]

sé pour 1'ensemble de toutes les marchant_iises dont les parametres A, I, C,

X, & vérifient FAC_'. =a c'est-a-dire -—AT = a.
ICAY

Exemples de résultats numériques

(R*, Q*) : point optimmum ou ''satisfaisant'’ ou r* désigne le seuil

et Q% 12 quantité 3 commander,

+#*

K" cot de gestion correspondant.

R - st

[ |
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Taux de rupture maximum : 0, 09

A/I'C! = 1‘1* o¥* K* -
0.005 0.901099 0.1 0.091 10,
0.020 0.901099 0.2 0.182 5.
0.045 0.883495 0.294498 0.273047 4,
0.080 0.881319 0.4 0. 364 3.
0.125 0.901099 0.5 0.455 2.
0.180 0.881319 0.6 0.546 2.
0.245 0.861539 0.7 0.637 2.
0.320 0.841758 0.8 0.728 2.
0.405 0.834863 0.834863 0.821313 2,
0.5 0.901099 1, 0.91 1.

Lorsque A/I'C' = 0,045 Q¥ = 0, 294498 < 0,3 = Qw (quantité de

=0,405 0Q%-0,834863<0,9 = Qw Wilson)

Dans les autres

cas la quantité optirnum est égale 3 la quantité de

Wilson.
Taux de rupture maximum : 0, 25

A/I'Cl = o R* ¥ K* m
6.845 0. 3. 2.836235 1
7.220 0. 3. 2.929983 1
7.605 0. 3.026148 3.026148 1
8. 0. 3,123089 3.123089 1
8.405 0. 3.220171 3.22017 1
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Pour « = 6,845 et 7,220, Q* = v/-ro =0,75/0,25 = 3 ; c'est le cas
B) 1) b) de 1'optimisation.

Pour les valeurs suivantes de a, QF = Qx i c'est le cas B) 1) a) de

l'optimisation.

Exemple d'utilisation d'un résultat de 1'optimisation

Nous avons indiqué dans ce paragraphe comment faire une optimisa

tion applicable & une classe de marchandises,

Données :
L'unité de temps est 1'année
1'unité de marchandise ést Um
l'unité de coat est le franc : F
Avec ces unités :
le délai de livraison est & = 0,1 (~J1 mois)
le taux de demande est A = 40 000 (demande annuelle)
le coat de lancement d'une commande est A = 100
le taux de possession est [ = 0,2
la valeur de l'article C =10

le taux de rupture maximum est T = 0,09
o

solution
On choisit comme nouvelle unité de temps le délai de livraison :
0,1 an, comme nouvelle unité de marchandise la quantité demandée pendant

un délai de livraison : 4000 Um.

Avec ces nouvelles unités,

le taux de possession est I' = 0, 02
: la valeur de l'aiticle C' = 40000
A 100 ‘
DS Yol - = —==0,125
d'ol I'C 800 et I c 800

la nouvelle unité de coQt est : 800 F

Les résultats précédents nous donnent :
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R¥* = 0,901099 :
o*=0,5
K* = 0,455

Exprimons ces résultats avec les unités initiales :an, F, Um
seuil optimum : 0, 901099 X 4000 = 3604, 396 (Um)
quantité & commander optimum : 0,5 X 4000 = 2000 (Um)
le cont de gestion optimum pendant le délai de livraison :
0,455 X 800 = 364 (F)

et le cofit de gestion optimum'par an: 364 X10 = 3640 (F)




_CHAPITRE 1II

RECHERCHE D'UNE FORMULATION APPROCHEE DU

coliT DE GESTION ET DU TAUX DE RUPTURE

DANS LE CAS ALEATOIRE
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1 - METHODE DE FORMULATION DU COUT DE GESTION ET DU TAUX

DE RUPTURE

Dans un grand nombre de problémes pratiques, la demande n'est pas
certaine et faute de connaftre tous les facteurs influant sur la demande, il
ne nous est possible de la décrire que par un processus aléatoire. Il en est
de m@&me pour le délai de livraison. Cette description peut se faire en uti-
lisant 1'historique des demandes et délais. Dans la suite nous supposons

que le régime est permanent c'est-a-dire que les processus qui régissent

la demande et le délai de livraison ne varient pas avec le temps.

Quand 1a demande est aléatoire et fortiori quand le délai de livrai-
son est aléatoire, il paraft difficile d'obtenir une écriture rigoureuse du
coQt de gestion et du taux de rupture pour notre modele de gestion. D'apres

Hadley et Whitin "1'étude rigoureuse du cas ol plus d'une commande est en

attente de livraison n'a pas encore été entreprise' (page 195 réf. I de la

bibliographie).

Pour remedier a cette difficulté, nous allons tenter d'obtenir expé-
rimentalement une écriture approchée du coft de gestion et du taux de rup-
ture pour un certain processus de la demande et du délai de livraison.

L'expérience consiste 2 simuler la gestion du stock suivant notre moddle en

émettant des nombres au hasard de manidre 2 suivre le processus de la de-
mande et du dé€lai de livraison et 2 calculer certaines grandeurs qui seront

des approximations de limites au sens des probabilités,

Les nombreux calculs qu'exige la simulation se feront 2 1'aide de

l'ordinateur,

La formulation approchée ainsi obtenue peut nous permettre de ré-
soudre certains probldmes comme ceux de l'optimisation, d'étudier des
systeémes plus complexes comme ceux des stocks en chafne, ., La philoso-

phie est donc différente de celie des études classiques de simulation ol on
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se propose d'établir par simulation un résultat final. La notre est de % Le colt de gestion sur un cycle est K, =m A + I C g
i i

mettre au point une formulation simple, utilisable ultérieurement 2 des La moyenne dans le temps du coft de gestion par unité de temps est :
A€ :

in+k(g)
i=1

fins diverses,

Nous donnerons dans le chapitre III une application de cette formu- ] K = lim T ol k (§) est le cout de gestion de la fin du dernier
- o1
9y
lation & la recherche d'une gestion optimum. b L
: cyclea §,
n n
: i1 i1 :
1.1 Expressions générales du colt de gestion et du taux de rupture K= lim T = lim -
€300 € —s00 Zn- T
‘ i=1 *
. on s . & I
Nous ne faisons ici aucune hypothese particulidére quant a la 3 mA +IC 1 a.
. . - i ) n ¢ i
nature des processus stochastiques qui géndrent la demande et le délai de ) = lim = T=
| © n n
livraison si ce n'est l'invariance de ces processus dans le temps. Les no s 1 T 4 1 T
| T 2 L 5
tations R, Q, m, A, I, C ont la méme signification qu'au chapitre I. i=1 ° i=1 !
1) Définition d'un cycle : on appelle cycle i un intervalle de temps ’ Posons
] ti' t:i + T.] tel que aux instants ti et ti + Ti il y 2 lancement d'une com- i § = valeur moyenne de l'intégrale sur un cycle de la fonction stock dispo-
i
mande et sur ] t, t, + T, ] le nombre de commandes lancées est n
¥ i i 5 : 1
R : nible = lim = E 0;
m = [ 6] + 1, (la commande de 1'instant L, n'est pas comptée). ! §—3p0 i=1
n
. I | A
Remargue : la quantité vendue sur un cycle est mQ, : T = durée moyenne de rupture par cycle = lim HL T
£y =7 J
2) Evaluons maintenant le cofit de gestion et le taux de rupture.
A = taux de la demande moyen dans le temps

Pour un cycle i, on appelle :

- n
|
T, : la durée du cycle, ! 5 Z m Q
i T i=1 m Q
T! : la durée de non rupture du stock. - lim o = = = A
i f—yo 1 L
T! : la durée de rupture du stock. i 2 o' lim = Z T
‘ T f—o” i=1 !
n. : l'intégrale de la fonction stock disponible det, & t + T.
1 1 1 1
servant au calcul du cofit de stockage i n_ o
d'o 1l = T =-—"
K, : le cot de la gestion sur le cycle i, © e L i A

i E—3m  i=1
A l'instant €, on appelle n (§) le nombre de cycles consécutifs sur ' Finalement

] 0, §], 0 étant 'instant initial du premier cycle. ! A
K=e—""n
mQ+AT

(m A +ICQ)
Les limites qui apparaltront sont prises au sens de la convergence

presque-sQre du calcul des probabilités.
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# Le taux de rupture est :

n N n
" - i\
2 s 2T
: i=1 i=1
T = lim = lim a
§—300 E—y0 1 a 1 5=
= —— T|
2_ T = 2. T+ ]
i= i= i=1
i ? AT
T A mQ mQ+ AT
T+—5
A
En conclusion
-
A
Le cott de gestion est K= ——=—%x (mA+ICQ)
. mQ+AT
X
Le taux de rupture est ¢ = A
mQ+AT
ol A_est le taux moyen de la demande
A
T est la durée moyenne de rupture par cycle
ﬁ est la valeur moyenne de 1'intégrale sur un cycle de la fonction

stock disponible .

1.2 Autre formulation du cofit de gestion

Définitions

1) Soit f une fonction du temps représentant une quantité de marchandise

Nous appellerons quantité de marchandise-temps de tl a t2 pour la

t
fonction f l'intégrale j ¢ f (t) dt.
t
1
Exemple : f est la fonction stock disponible, tz
La quantité de marchandise-temps stockée de Y a t, est -J‘ f(t) dat,
t
1
Remarque : Hadley et Whitin {page 169, réf, I de la bibliographie) parient

de nombre d'unités-années stockées.

-
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2) Soit une commande de la quantité Q regue & l'instant t.l lorsque
le stock disponible est s, S{ aucune commande n'est regue ul-
térieurement, le stock disponible (fonction f) atteint la valeur s
3 l'hui:.ant tz.

La quantité de merchandise-temps tournante relative d la com-
mande regue & 1'instant f est |

i
j £(t) dt - i(tz -t)
A 1
] 2
Q.
Exemple : dans le cas déterminiete olle est égale d )

Stock r
disponible

4+ Q

Seient deux instants 61 et 92 j en appelera guantitd de marchandise-
aps tournanta relative & la eomm ecus & l'nstant ¢ sur l'intervalle

purnante rela )
(9!, 02) 1'intégrale

(£(t) = 8)

Par exemple, 8i t. €0

17
, elle est dgale® 0.

t
2
£t, = 92. elle est égaleaf (£(t) = &) de
I}

i
si ¢ <t2§9

1 ) €8

2




- 48 -

3) La quantité de marchandise-temps tournante sur un intervalle

t, t ) est égaled la somme de toutes les quantités de marchan-
1’ 2 B : 1

dise-temps tournante relatives aux commandes regues avant

l'instant t, prises sur (tl, tz).

Stock
disponible

temps

La surface hachurée représente la marchandise-temps tournante sur (tl. Y

4) La quantité de marchandise-temps résiduelle sur (tl, tz) est égale

a la différence de la quantité de marchandise-temps stockée sur

2)'

t, t ) et de la quantité de marchandise-temps tournante sur (t, t_).
1 2 4 P 2

Autre formulation du coft

Soient Bt et ﬁr les moyennes dans le temps des quantités de marchandise-
temps tournante et résiduelle sur un cycle,
A A A
Nous avons {1 = Gt + ﬂr .
Comme dans le paragraphe précédent, soient :
n (§) : le nombre de cycles sur | 0, § ] .
w, : la quantité de marchandise-temps tournante sur le cycle i.

n
Z W
iF &

n

~
Q = lim
E~>m

Alors

T

- g =

Appelons arj : quantité de marchandise-temps tournante relative 3 la jitme

commande recgue,

p (§) : nombre de commandes recues sur les n premiers cycles, La quan-

tité de marchandise-temps tournante moyenne relative 2 une commande est :

n n
— % 2 w;
0 = yym 421 - g, A=l
! §—w P £ F

Le nombre de commandes lancées sur les n cycles est m X n

d'ot p(8) =mxn(E) +k(8) ouk (§) est borné.
n

2w
- A A i=1 1 A
i B & e e
§ o ®
~ ~
Par conséquent ﬂt =m 01
D'autre part la quantité de marchandise-temps résiduelle par unité

A -

de temps a pour moyenne Q =——3x %0
ae temps a p iy 2 mQ+A'}‘X !
~
mQ+AT

X étant la durée moyenne d'un cycle.

Nous avons vu que le colit de gestion est :

A -~
K=———"% (m A + ICQ), D'apres les résultats ci-dessus
mQ+ 2T

A
s———— (mA+mICH)+ICA .
mQ+A T 1 r

En conclusion, le coQt de gestion peut s'écrire

A ~
K = o (A+I1CR)+ICH
wQ + AT - r
Lad
on T est la durée moyenne de rupture par cycle

~
0, estla guantité moyenne de marchandise-temps tournante relati-

ve & une commande.

0 est la quantité moyenne de marchandise-temps résidtielle par

unité de temps.
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Remarques l
= QZ !

1) Dans le cas déterministe nl =gy - J'

>~ -‘I

Dans le cas aléatoire ﬂl dépend de Q et du processus de la {

demande, mais ne dépend pas du seuil R et du processus de livrai-

son d'apres la définition m&me de la quantité de marchandise-temps
’
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