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Chapitre 0

-~

PRESENTATION HEURISTIQUE DES METHODES ETUDIEES
1

0-1 ~ INTRODUCTION

I1 existe de nombreuses branches de l'activitéd scientifique oii 1'on se
trouve confronté au probléme délicat posé par la visualisatier d'ume fonction numérique
F i 1'intérieur d'un domaine d'étude bidimensiommel D. La plupart du temps, la fonction
&tudiée n'est connue que sur un ensemble T de points de mesure situds 2 1'intérieur de D,

et 1'on se contente de tracer "i la main"

des courbes de niveau interpolant les points
connus. Depuis quelques années se développe un certain nombre de méthodes et de techni-
ques qu'il serait matériellement impossible de mettre en oeuvre sans 1'aide d'un ordi-
nateur et qui permettent de résoudre de fagon automatique les problémes cartographiques

les plus ardus, tout en intégrant au maximum les informations disponibles.

Parmi les nombreux problémes sonlevés par la cartographie automatique nu-

mérique, nous nous proposons d'étudier les deux problémes particuliers suivants :

( 1°) Dans le cas ot F est parfeitement connue sur T, trouver unme fonction

«

P "interpolant™ F sur D en un certain sens & préciser.

2°) Dans le cas ol F n'est commue sur T que par une observation imparfai-
te Fu) effectue par exemple i 1'aide d'un instrument de mesure au
N - o
cours d'une expérience w, trouver une fonction Fcu Yapprochant" F sur

T en un certain sems & préciser.




En fait, ces deux problémes de cartographie, qui sont 5 1' origine des |
problémes bicimensionnels, se généralisent de fagon toute naturelle pour des fonctions
définies dan: R”, C'est le point de vue que nous adopterons dams toute cette &tude of

nous supposerons que T et D sont des compacts de R”.

0-2 - PRESENTATION DE L'INTERPOLATION EN u-MOYENNE QUADRATIQUE DANS LE CAS OU 7 EST
DISCRET

0-2-1 - Probléme posé
Soit d'une part ¢ &€ D un point fixé dans R” et T un ensemble fini de

points "i € R

{t1, tas «ons tu}

Soit d'autre part F ine fonction (réelle ou complexe) définie (donc bornée) sur "'Ut Y
et connue seulement par ses valeurs numériques F(t ) sur 1l'ensemble 7. Nous nous propo—
sons de trouver une valeur F(t,,) approchant la valeur inconnue F(tg)en un certain sens

d définir de telle fagon que l'on ait :

Vi, € T =  Flty) = Plty)

Ce probléme, qui posséde a priori une infinité de solutions lorsque to n'appartient pas
& 7, ne peut évidemment &tre résolu que moyennant un certain nombre d'hypothsses "a pri:

ri", (C'est en essayant de limiter au maximum ces hypothé&ses que nous avons été condu1t

& imaginer la méthode d' interpolation en H-moyenne quadratique dont le principe est dim

tement inspiré de la méthode des filtres autorégressifs .,

Pour cette raison et afin de bien préciser les mot;watlons qui nous ont amené

& concevoir cette méthode d’mterpolatlon, nous pensons qu'il n'est pas inutile de donrie

(sans démonstrations) ume présentation rapide de la technique des filtres autorégressif

en insistant sur les points qui ont retenu notre attention.

0.2.2. - Methode des filtres autorégressifs

a) Remarque préliminaire

La fonction 7 &tant fizée, on peut touJours trouver un espace probabilisé 5y
2t une fonction al&atoire ffw,¢) définie sur R, W) x (T U to)} de fagon i vosséder

ies propriétés (f7) et (£2) suivantes :

|

2
E{|fw,t)]} < + w

[ (1) Vie (T yt) =
(£2) 3w e Vit &(uUt) = flu,t) = Ft)
1

Par exemple, si nous choisissons (R, .%,P) tel que ...

1

a mM]

{wes W15 +vv s

i

¥ = ensemble des parties de Q

. alors 1'application f(w,¢) définie sur [(Q,VQ/) z (T U to)]par les relations (f71':

et (f2') ci-dessous est effectivement une fonction aléatoire :

p (f1°) vV wueEo = flw,+) = fonetion bornée sur (T{it,)

Flug ) = P(t)

(f2') V¢t € (Tyt) =

De plus, compte tenu de la relation {f3'), cette fonction aldatoire vérifie
effectivement la propriété (f2) et la propriété (£1) est également vérifide car d'aprés

la relation (f1') on a :

Vi & (T Ut) = Elfwt)|?} = In | flw, t)|2.Pldw)

sup

sup o
t€(TUt,) wen [ f'(w,t)‘ <%

Ceci dit, il est important de remarquer pour la suite de 1'exposé que la pro-
priété (f1) implique pour f(w,t) 1'existemce sur (7 U to) d'une fonction moyenne fbf et

telles que :

E {f(u,t)}

d'une fonction d'autocorrédlation Fff

Vi o& (TUt) = 8t =

t: &€ (7 U to)
v =
te & (T U to) ff

b} Définition

(thtg - E?f(m,t;).f(m,tg)f

Soit d'une-part f(w,t) ume fonction aléatoire vérifiant les propriétés (F1!
et /72! définies au paragraphe précédent, et soit d'autre part 3[}%, U’f, s St U‘,:;g un

ensemble de (¥+1) variables aldatoires centrées telles que :




(ﬁo)

1

U5 (w)
05 tw)

Fflw,ty) - tbf

flw,ty) - ¢f(t1)

ft

[

Vu €@

Uglw) =  fluty) - Salty)

i . = . P - ] .
Soit enfin ‘_Vb} la matrice carrée 3 ¥ lignes et N colonnes telle que :

{
Il
/
Ffl I“z’l........I‘ﬁl
] - e Togudes aaeidd TZ
o
< F(IZN F%’N ...... .a TNN
5, € T . L
=> s = . ol e o 2
avee . . % rff(tz"tg) ¢f(t1,) dlf(t‘;
7 T
v

o . . = . . . . - .
Dans ces conditions, si [I' ] est inversible, alors il existe une régression
linfaire 7 (au sens des moindres carrés) de la variable aldatoire Ug en fonction des

variables aléatoires {u‘é, - 1y Uﬁ} et, par définition, on appelle interpolation de #

au point %, au sens des filtres autorégressifs la valeur numérique F(t,) telle que :

Flty) = Bult0) + U5 (we)

c) Construction de F(t,)

Si nous posons ...

t. @ (T U te P

7 = = 14
v& >1 155 f

lt. & (T U to)!)

(ot = Bplty).0s(t)

. alors, d'aprés la théorie de la régression linéaire, nous savons que la variable

o . . .
aiéatoire ' vérifie les relations suivantes :

¥
. T N
A1) : o= i Ate)tf
2 . QI 2
‘pe v _ min z
L 1 A TS LA PR Rt
=1
N
(43) : Uy = BUSY = o
M ... ThH A (o) 1)
p— . Mo Mfevnilf | - Moo | (16
F?N rgN "": fﬁﬂ aN(to) FfN
R S R i ———
[rg] ﬁ(to)]
VoY T\_— a
15) F Bl - 7)) = % - [en]t [ . [Arto)]

De plus, compte-tenu de la définition de I‘Ej, on déduit que les coefficients

AP ;73 solution de 1'équation (A4) sont tels que 1'on ait :

to e T
‘A8 o i e

[r°] dnversibie Wity =0 of &, 2 t,

En se souvenant que par construction on a ...

'J\\’L(to) =1 8 ty =%

Z

Vi o= (0,5.0.,0) = uj(m,,)

F(ti) = q)f'(ti)

11 s'en suit que 1'on peut &crire :

-~ A a Ai
Py : Plte) = 0,ty) + T Wty JF(E,) = tut )
’ 1::1 .

(toez’

? [rc] inuersible;

a
Nous sommes alors en mesure d'affirmer, gridce a la relation (F2) , que la mé-

= Bty) = Plty)

~
thode d'estimation de F(ty) au sens des filtres autorégressifs est effectivement une

méthode d'interpolation au sens habituel du terme.




0-2-3 - Mise en oeuvre de la méthode des filtres autorégressifs

a) Introduction

D'aprés ce que nous venons de voir, la méthode des filtres autorégressifs ne
seut &tre mise en oeuvre que si 1'on conmait a priori la moyenne &, et la fonction d'auto-
corrélation relatives & la fonction aléatoire f(w,t) ce qui n'est i:rar.iquen}ent jamais le
cas dans les applications courantes. Pour sortir de cette impasse, on est contraint de

tormuler "a priori" un certain nombre d'hypothéses :

t) Hypothdses (H1)

Géuéralement, on suppose tout d'abord que f(w,t) est ergodique du second ordre

et vérifie de ce fait, quels que soient ¢, ty; et t, appartenant & (T U tp), les rela-

; o N n 4 opm
tions suivantes ol BO est une boule de R centrée i 1'origine, de rayon 0 et de volume

®f(t) = [Q flw,t). Pldw)
- Unm o= J flwg, t + 8) ds
] ’BQI B Sl
8]
bl
_  lim —_ J
& g w IBOI F(t + g) ds
3

V€70 =

1t

(t1,ty) Jn Flwsty). FI0, £,) . Pldw)

Ter

tm L J flwo,ty + 8).F(wy,ty + s).ds
0+ ]Bpl BD

1t

Lim =1 J F(ty + 8).F(ty + s).ds
B

\ T eve sy

n'est généralement pas suffisante:

et T .(t,,t,) , aussi est=

L'hypothése d'ergodicité du second ordre (HI)
4 elle seule pour permettre de déterminer les fonctions & (t)

conduit 3 la compléter par une nouvelle série d'hypoth&ses (§2) ou ‘(}12') §

2) Hypothéses (H2)
En deuxigme hypoth&se, il est classique de supposer que f(y,t¢) est stationmnaire {
second ordre, c'est-3~dire qu'il existe des constantes IUHZ et g, ainsi qu'une fonction )

de tvpe positif définie sur R” telles que

V t & (T U ¢, = -
[} ¢f(t) q>f
By & (T Y 2)
' = T . 2 4
te @ (T U by ff(tutz) IUf-I o Yty ~ £y) + Iq,flz
Vt & (7 - = s P
€1 Uty = Tepltst) = }offz ] Mf’/"

Compte~tenu de 1'ergodicité du second ordre de fle,t), cela implique en parti-

culier que l'on ait :

o - Lim b}
f 0+ e T F(s) ds
IBD BD
Lim [
g,l? = ——
; ]"l D+ @ |z | j IF(S)lzds - 'tbf[z
0 p

Ceci dit, si nous posoms...

* 1 Z
% < ¥ t. &r Flt)
w2 - 1 Z
ldfl W oser R lox|®

++ on peut alors utiliser la méthode des filtres autorégressifs en Supposant rcomms oy

niére hypothése que l'on a :

4

V t € (T U t,) = 8,(t) = o%

LE AT Y ta) )
v = T u(t1, t2) = [o¥[? - 2
L& U ¢, it te) l"f’ 8 B = 42)F [oR]

d) Hypothdse (H2')

L'ergodicité du second ordre &tant admise, 1l existe de nombreuses 7sccos -

muler des hypothéses complémentaires, et si les hypothises (H2) sont les plus fréquemmen

utilisées par les praticiens de ia méthode, il ne faut pas perdre de vue qu'il existe A
tres possibilités. Par exemple, imaginons que 1'on connaisse une premiére approximatinn
"*de la fonction ¥, et soit B une boule de volume [Bl centrde a 1'origime : si nous

NOSOTIS . « «




i
o *

t e (T to) = OL(t) = J F*(t + s) ds b

¥ I ¥ T8 g j
= 2 7
;: ;ttle de R contenant 1'origine brn

tyo& (T U to) _— . W = tribu boréli
\1s ' I (bt = J F*E, + s) ¥ty +8). Ze (£3) » A S}} i Fllngs i)

oo & (0 U to) ff |zl ‘B mesure posivise norlp Sur (0,55

Vte (T U ty)
w

7 : i1 €0 = Flu, t) = P(t +
. alors, sous réserve que le rayon de B soit "suffisamment grand”, on peut utiliser ’ i

la technique des filtres autorégressifs en admettant comme derniére hypothése que 1'cn a :
E .
n effet, comme nous le verrons au chapitre IIL, 1'application flw,t) ainsi

) o 0) = 5105 def?me est effectivement une fonction aléatoire définie sur [(Q,@Q) x (T U tg)]et
§ : vérifiant la propriété (f1) :

v t &€ (T U to

t, & (T U to) .
2 = Teeltita) = Toplty,ta) Vi & (P Ut -

t, & (T U to) ‘i E{[f{t\)’t)lz} <4+ @

" o . . : “omme d'autre part en posant g = @ on a bien,..
0-2-4 - Motivations et principe de 1'interpolation en y-moyenne quadratique .

11 faut bien comprendre que le probléme posé au départ, 2 savoir "'trouver une 3 (wo - 6[Rn)E Q: Vet &€ (T U ty) = Fflug,t) = F(t + 8 n) = F(t)
valeur numérique ;(tu) interpolant F au point t," posséde a priori une infinité de solu- L,
tions puisqu'en 1'absence d'information complémentaire, il existe a priori une infinité «». il s'en suit que f(w,t} vérifie également la propriété (£2) et que 1'on peut par consé-
de fonctions F prenant des valeurs identiques sur l'ensemble T des ¥ points d'échantillon- quent appliquer la méthode des filtres autorégressifs pour estimer F au point t,. On remar-
nage. Etant domné qu'il n'ex.iste aucun procddé générateur d'information en dehors des quera alors que pour ce faire, il n'est plus nécessaire de supposer 1'ergodici::§ de fluw,t)
procédés de mesure des valeurs F(t.) en des points ¢, & R", il est absolument néces- puisque cette fonction jouit d'une propriété tour 3 fait = ?
saire de formuler "a priori" un certain nombre d'hypoth&ses si 1'on veut pouvoir calcu- u
ler une solution Prto) particulidre ; l'hypothése d'ergodicité de f(w,t) est ume fagon Y t & (T U ty) = ¢f(t1 = JQ flw, t).P(dn)

de procdder qui, damns les applications pratiques, donne souvent de bons résultats malgré

H

1a brutalité du principe qui consiste en fait @ supposer que les moyennes statistiques

[ Pt +w) .y (dw)
Q

portant sur la variable & sont identiques aux moyennes spatiales portant sur la variable ¢. i

Fn réfléchissant sur les implications de 1'ergodicité, on est tout naturellement v ;tl €Iy %l s Fff(tutz) - J f(w,tl).ﬁw,_tz—}.l’(dm}
conduit 3 se demander s'il n'est pas possible de choisir (Q, /,P) et flw,t) de telle (t, € (T U te) 0
fagon que la variable w et la variable t aient effectivement un rSle symétrique. La répon” = J F(ty + w).m.u(dm)
se & cette question est positive si P est définie, continue et bornée sur“) [(T U tg) + ”:] L 194
et si on pose : . = En fait, on s'apergoit qu'en choisissant (Q, .5/, P) et f(u,t) suivant les relations
'3/ on remptace par des "L-moyennes mobiles” toutes les "espérances mathématiques" interve-

o . " . .

‘') 4 et B tant des parties de R, nous désigneroms par [ = (A+B) 1'ensemble des points = .. L. X
" nt dans la théorie des filtres autorégressifs. Pour cette raison, nous proposons d' 1

= de R tels que : ’ poson appeler

a &€ A

n:
e g - . s
rpolation en L-moyenne quadratique" ce cas particulier d'interpolation au sens des fil-
2 tres autorégressifs.

Ve &€ (A + B) <=>3§
b € B




-+« admet pour moyenne et autocorrélation des fonctions b,et T . telles que
f i '

0-2-5 - Avantages apportés par 1'interpolation en g-moyenne quadratique ‘ ~
[VE €Tyt =

Nous venons de montrer que la méthode d'interpolation en p-moyenne quadratique Q}‘(t) = ag

sosséde 1'avantage de supprimer 1'hypoth&se (H1) d'ergodicitd du second ordre de flw,t). {

Cela n'est pas dénué d'intérét compte-tenu de 1'impossibilité pratique de contrdler cette

Vi € (T Y ty)

aypoth2se dans les applications courantes. | . F,of(tl: ol = lao[2 . g ak 2 bk 2
[ Ve € (T U sl . k -eosfkefty ~ ¢,)]

De plus, nous verrons au chapitre IIT que la nature particuliire de “(uw, &/

permet d'obtenir un certain nombre de résultats complémentaires concernant F(tg). ' Ceci dit, si nous posonms...
; tbf = aq
0-2-6 - Remarques j
‘ K Ia l ,b 1
a) Remarque 1 , lof2 = I ki ikl
= 2
Par souci de simplicit& de l'exposé dans cette présentation heuristique, nous ! k=1
n'avons traité que le cas ol T est un ensemble discret. Il convient toutefois de remarquer i
qu'il existe une forme plus générale des "filtres autorégressifs" comnue sous le nom de ¢ ( X a2 Pl
%) . 5 = 1 Y(t, ~ ¢ e o
"filtres de Wiener" et qui prend en compte le cas od 7 est un compact quelconque de R, i . 2/ kg ERIE . cos [k(ty - t2)]

«.. alors, si les i
" es ¥ points (t } € T sont uniformément répartis sur un intervalle

b) Remarque 2 ! a
Remarque o .: [1 »@+87] et si N est Sufflsamment grand, '
' o ) ) nous savons d'aprés les propriétds des coeffi-
Soit d'ume part (Q,.%/,1) un espace mesuré défini de la fagon suivante : { clents d'une série de Fourier que l'on a :
8 = [-n, +n]) 6 = .1 a+2m
‘ fv = f F(t).dt
= F | = @
wdo) = -, g T T
i1 - .
Soit d'autre part X un entier positif fini et F un polyndme trigonométrique réel tel que : v LET L f
K
vt € R = F(t) = ay + | la,.cos(kt) + b, .sin(kt)
|k k i lo]? = 1 @+27T
! Py [ |Fre)|2.d¢t - lo,]2
]akl < + quel que sott k= (0,1, ..., X)
avee : !
bl < + = quel aque soit k= (1, ..., ) ; v L g |F5,0]2- |o%12 = |02
i v t.er 1 F

. . <
Nans ces conditions, nous verrons au paragraphe I1I-4-3-a que si T est un ensemble de J ey
=1 comparant ces relations avec celles présentdes aux paragraphes (-2-3

soints avpartenant a R et si £, est un point quelconque de R, alors F est continue et i ~b et 0-2-3-¢, nous

“avous yue les hypothéses (Fl)et (HZ)cl
aornée sur [(T U to) + Q] et la famille 3f(m,-) 2 associde i F par la relation a PR by - T e s
‘ wEQ utorégressifs reviennent en fait i utiliser un cas particulier d° interpolat
; olati =
o quadratique, ’ e
w & Q
Yotons enfin que cette dernis 'é iffi
; R ol e B - due re remarque §'étend sans difficulté théorique au cas des
N ‘ 1 rilgonométriques réels ou complexes définis sur R,

11
10




¢) Remarque 3

Rappels _sur_les_fonctions splines d'interpolation .

Considérons une fomction F définie sur R et connue seulement par

ses valeurs F(t;) en N points t; appartenant 3 un ensemble 7.

11 existe certains instruments de dessin qui permettent de faire
passer "au mieux" une courbe par les N points {tm, F(t,)} . Par exemple, le "spline" qui
est une longue régle flexible réalise mécaniquement sur la feuille de dessin une interpo-
lation en général satisfaisante lorsqu'on l'oblige & passer par les ¥ points de coordon-
ages {ty, F(ti)} 4 1'aide d'objets pesants appelés "dogs'", placés en ces points ;
1"élasticité du matériau dont est constitué le spline assure une certaine régularité
dans le tracé, tandis que 1'interpolation est obtenue paf la présence des dogs. On peut
montrer que le spline tend & prendre la forme d'une ligne composie d'arcs polyndmiaux

du troisiéme degré raccordés de fagon 4 assurer la continuité des deux premidres dérivées,

les points de raccordement étant ceux ol 1'on a placé les dogs.

Soit [aJ b] un segment de R contenant 1'ensemble T, et soit g un
ntier positif ; en s 'inspirant de cette analogie mécanique, on dit que O q(t) est uane
fonction spline d'interpolation d'ordre 2q pour la fonction F sur le segment [a, ] si

et seulement si elle posséde les propriétés ci-dessous :

17%) azq est un polyndme de degré (q - 1) sur [a, t1[ et ]tN’ b]
° (n) =y _ . (n), + : n=0, 1, «eo, (29 = 2)
2% qu (ty) = daq (t;) quels que soient t,ET

3% o est formée de morceaux de polyndmes de degré (2g - 1) sur chacun des
l (N 1) intervalles suiuants @
\ ]t1_, tz[,‘ AT B ]t‘;’ ﬁi,n[,‘ ces s ]tN—_‘l 5 tN[

4%) czq(ti) = F(ty) quel que soit t; & T

On démontre qu'il suffit que 1'on ait N > g pour que la fonction

spline d'interpolation de F ainsi définie sur le segment [a, b) contenant 7 soit unique.

Eu particulier, lc precdd mécaniqne qui nous a servi a introduire
la notion de fonction spline d' interpolation correspond 3 une fonction spline d' ordre

N

Représentation cardinale des splines d'interpolation

Schoenberg i qui 1'on doit le terme de "fonction spline" a montré

aue dans le cas oi l'ensemble T est de la forme ...

12

T = {ty, tz, seey tyl

avec %:j quel que soit J =1, ..., N

««» alors t i i i
oute fonction spline d'interpolarion 4'

ord: i y
d'appui &g rdre 2q construite sur les ¥ points

€ T admet la représentation suivante ...

=

N
O2q(t) = j;1 of . My (t = §)

. [ & 8in(u/2)
2 - @ Lur + du

| ~

av =
ec qu(r)

(u/2)
(3 - D1 kzo (U7 G (i q -0

.. ol la notati " déai i
ion &, désigne la fonction telle que !

M- 0 si <0
+ T m
x 81 2 20

avec la conventi 0 =
ion 0+ 1/2

Par analogie avec la série cardinale
1

y(t) = ‘f‘“ Y. st 7wt - 4)
iz~
7t - 7)
.. nous dirons que ...
g, (¢ g J
5 = a¥ « M =7
q 2, 2q(t 7l

<+ est une représentation cardinale de ¢
2

Par ai
. o lleurs, on constate que les courbes représentatives des
= ons 1573
e définies ci-dessus out 1'allure de courbes en cloche de plus en pl
plus

aplaties a
u fur et 3 mesure que 2q augmente et qui de plus sont telles que :

13



qu(O) > qu(’r) quel que soit TE&R

Mog(T) = My (-0)

1

qu(’f) 0 quel que soit T &€ ] -q.,+q [

i
]

M;q(q) Mz'q(-q) Méq(O) quel que soit g > I

N .

73 Ll e 3
.211 CM (-1 = 0 < 3 =0 quel que soit =1, ... H
2=

Enfin, compte tenu du théoréme de Bochner, on ne manquera pas de
remarquer que pour tout g > 0, la fonction qu(-r) est de type positif en tant que trans-
formée de Fourier d'ume fonction non négative et intégrable sur R ; en effet, on a :

~
[ sin(u/2)

2q
> 0 quel que soit u&R
(u/2)

g >0 =

¢t [ sintu/e) 179
] —— | - = 27w M, (0)
o (u/2) 4

an g % Ck .
= —_— (-1)" . (g - &)¥?
(2q-1)! k=o q 1

Analogie entre les splines d'interpolation et la

technique des filtres autorégressifs

Soit d'ume part T un ensemble de ¥ points appartenant a R et tels

que : T = { ti, tzy ey tN}
avec t; = 7 quel que soit 2 =1, ..., N

Soit d'autre part F une fonction continue bornée sur R et connue seu-
lement par ses valeurs numériques F(ti) aux N points d'échantillonnage t; enr
'°) Si nous supposons que [a, b] est un segment de R contenant l'ensemble T et si l'on

se donne un entier g satisfaisant 1'inégalité g < N, alors on sait, d'aprés ce qui a

eté dit dans les deux paragraphes précédents, qu'il existe une fonction splime qu(t) et
une seule interpolant F sur {a, b]. Compte tenu de la mature particuiiére de I, on 4 vu

que J, 't) admet une représentation du type cardinal :
yoo4
[€D) g, (t) = o - M, (t-1)
xq iZI ’q

Pour déterminer les coefficients az’ il suffit donc de résoudre le

svstéme des | quations linéaires obtenues en posant :

14

vi;Eer = qu(t.,;) = F(tg)

En opérant ainsi, on trouve :

Myy May oevr My al F(ty)
M1, Mag =*e=c Mn2 a? F(ty)
(2) . . . LI = 3
My Mgy vevee Mpy oV F(ty)
—— N —
(] ,
1= 1, «asy N
L avec Mij 3 Mji = qu{ti - t;) quels que soient .

J =1 «ous N

I1 est utile de remarquer pour la suite de 1'exposé que les ¥
fonctions M, (t - 7) &tant lindairement indépendantes et la fonction o, étant unique
(puisque ¢ < ¥) on en déduit que la matrice [M]intervenant dans le systéme d'é&quation (2)

est inversible.

2°) Considérons maintenant un point t, & [a, b]et supposons qu'il existe un espace pro-
babilisé (9, &, P) et une fonction aldatoire flw, t) définie sur [(Q, ) x (T Uto)]
qui, tout en satisfaisant les conditions (f;) et (f,) présentées au paragraphe 0-2.2-a,

soit stationnaire d'ordre 2 et vérifie les relations suivantes :

Viemrus - b0 = 0
t1 € (T Uty o] 2
v OF% = Thulty, ta) = Jog|T - ylty - ta)
t2 € (T Uty f AL
2
avec Iofl = 5t qu(O)
Myqlt)
Y(t) = ¥l fonction de type positif
2q 0)

Compte tenu que la matrice [I‘c] = g% . [M] est inversible, on en

P B . . . . (3 . .
déduit qu'il existe une interpolation F(t,) au sens des filtres autorégressifs telle que...

f ~d
Preg) = 7 Nitte) - P(E)
g=1 /
- B oz
avee ¥ (t,) = 'l:zl (M9 /s52) _I‘?.f(to =)
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... of les coefficients 'Y sont les composantes de la matrice [M] ' . En remarquant que 0-3 - PRESENTATION DU FILTRAGE STATISTIQUE DAWS LE CAS OU T EST DISCRET
.‘i,(to -ty = 52 . qu(to - 7} on peut dcrire : 0-3-1 - Probléme posé
¥ 31 - .

¥ ¥ B Soit d'une part T un ensemble discret de § points ap; ol
) partenant 3 R :
Pltg) = ] 7 MIssr) - st M, (to = @)

F= = N

T E {taste, ven, by
N 14 >
= 1 1 M9 Fen Mty - 1) . j=m
if1 g5 q Soit d'autre part {Vj} :7-=1 un ensemble de m fonctions données définies et bornées

sur 7, et soit P une fonction elle-mSme définie et bormée sur T telle que...
Compte tenu des &quations (2), on a en définitive :

m N
o vi € 7 = ) = ] )
X . J=1
(3) Ftg) = } o - My, (to = &)
i=1 - o i
... ol les m coefficients o’ sont des constantes inconnues .
En comparant les relatioms (1) et (3) on peut donc conclure que Soit enfin (ﬂ, LV. [4) un espace probabilisé donné et a un opérateur qui, i
z 1 oy w2 " . P § w
dans le cas particulier que nous venons d'étudier, l'interpolation par la méthode des chaque expérience w € § faite sur F, associe l'observation ¥ = glw,*) telle que
A q - . s . -~ © "
filtres autorégressifs et l'interpolation par une fonction spline donnent le méme
résultat : &w
Fpe——y glw,.} = F(.) + f (w,.)
Prtg) = Uzq(fo) |

<.. ol (¢! est une fonction aléatoire vérifiant les relations suivantes :

B{| £,8)]?) < +
0-2-7 - Conclusion | VEET =
E{fle,t)} = 0

Nous voyons que les fonctions splines d'interpolation possédent,
P P

tout comme l'interpolation enm - moyemne quadratique, un lien tr@s &troit avec la tech- Yous utus proposons de trouver une fonction aléatoire g(m,t) de la forme suivante...
nique des filtres autorégressifs. Toutefdis, il convient de noter que les objectifs de

ces différentes méthodes sont en général différents. C'est ainsi que les splines d'inter- w & Q A ~ m ~d

polation sont la plupart. du temps utilisés comme des "outils de dessin" permettant de L : & p O N j'—z] 4 (m)'vj(t}

counstruire une représentation continue d'une fonction F & partir d'un échantillomnage

trds serré de celle-ci. A 1'opposé, la méthode des filtres autorégressifs et 1'interpo~ ... cacramt que les W ocoefficients g‘i(w) sont des variables aléatoires 3 déterminer en
lation en Y- moyenne quadratique sont plus spécialement adaptées & la ''prévision” des | foucticu de g(w,t) de telle fagon que 1'on ait simultanément :

valeurs d'une fonction 2” connue 3 partir d'un &chantillonnage peu dense ; en particulier, |

nous verrons au paragraphe I1II-4.2-e que 1'interpolation én u- moyenne quadratique nous

fournit une fonction £(to) qui caractérise, en un certain sens, la précision avec laquelle ) vt er —a Ezé('af)z s F(H)

a &té estimée P(tg) en tout point tg ol est définie 1'interpolation ?{to).
oo = . . . )

2 Y=, e, m) = Ef &) - |2} eat "aussi pe_?t"

que possthie




Une expérience wo € § étant fixée, nous diroms alors par définition que Fwo = glwe )
est un filtrage statistique de Fmo = glwg,*).
0-3-2 - Résolution du probléme
a) Notations
Par définition, nous poserons dans ce qui suit :
i ] [ glw,t,)
V}(‘tl) srseseseres Vm(tl) giw, vy _\
t3)
Vilta) vevrnveenes Vm(tz) glw,t
] - : : i [pw] = :
: : ' (w, t,)
LV’(t.'V) Vm(tﬂ)a glu,ty) |

i j 72 -
ési Jy a7m s-ensembles de Z(&,. -/. u)
Par ailleurs, nous dé&signerons par {Ag} 3=1 les m sou (

tels que :

‘ 19 @)y = &
e ~F = ~j L
Y g 22) 33{2 %ﬁ f e = 1 Rataey

1=1 =1

b) Solution fournie par le théoréme de Gauss-Markov

5i la matrice [T] définie par ...
t
=23 [gr]-loc]

i ilisé atistiques
est inversible, alors le théoréme de Gauss-Markov clasglquement utilisé en stat ‘q s
. , % I7M  catisfaisant les conditions

s 2
nous apprend qu'il existe m variables aléatoires za () 3=1

m ivant :
{z' présentées au paragraphe 0-3-1 dams le sens suiva

“,

19 Bty =

- g min
2% E{[&J(') - aJ|2} S i
\ a e Aq

BT ) - &%)

18

De plus, ces m varisbles aldatoires RS"(-}Q g:’ sont alors domnées en fonc-
tion des observations F, = 9fw*) par les relations suivantes : '

- -
g{lﬂ,tl)
al(w)
: g(ﬂ!_‘tz)
vega = : = [, ([V]t,[r]-l) . :
&m'(w) :
g(m;t”)

wee : [ = [°. ). ()

0-4 - MOTIVATIONS ET ORGANISATION DU MEMOIRE

0-4-1 - But de 1'étude présentée

Nous venons d'exposer sans démonstration dans le cas particulier ol 7 est un en-
semble discret de N points ti [ IR", deux méthodes qui, dans certains cas favorables, sont

susceptibles de résoudre les deux problémes présentés dans 1'introduction.

Nous nous proposons maintenant d'étudier sous quelles conditions ces méthodes

peuvent &tre &tendues au cas ol T est un compact quelconque de R,

|
0-4-2 - Organisation du mémoire

a} Chapitres I et IT
Chapitre I

Dans ce chapitre sont présentés les divers espaces utilisés dans toute la suite

de 1'owvrage. Toutes les notions introduites sont trés classiques et auraient trés bien pu
8tre viaumes dans une annewe. En fait, si nous avons préf&ré rassembler tous ees rappels
dans ce premier chapitre, c'est uniquement par souci de ne pas rompre la continuité de

1'exprgd,

€5t cousacr@ a ia construction d’estimatioms dans |2 (9, ¥ u}
Tci encore, les notions présentées ne sont Pas nouvelles dans leur fond sinon dans leux

forme, exception faite du théorzme II-2-5 qui constitue une généralisation du théor@me

" de Gauss-Markov.
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Remargue
$i on ne désire prendre connaissance dans ces deux chapitres que des notions
indispensables 3 la bonne compréhension de la suite de 1'exposé, on pourra se contenter

de consulter les énoncés des propositions et définitions des paragraphes suivants :

II-2~1-a et b

11-2-2-b
I-2-1-a et b II-3-1-a et b

chapitre I I-3-2-a chapitre II 1I-3-2-a
I1-3-1-a, b et ¢ 11-3-3-a

II-3-4-a

L I1-3—-5=a

b) Chapitre III
Ce chapitre qui est le plus important de ce mémoire expose de fagon détaillée
1'interpolation en p-moyenne quadratique et le filtrage statistique présentés précédemment.
Enfin, nous donnons au paragraphe III-6 un certain nombre d'exemples d'application qui per—

mettent de se faire une idée objective de 1'efficacité des méthodes proposées.
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Chapitre |

ETUDE DES ESPACES M(a,.#), Z{a. i) ET L%(a,. % u)

[-1 - INTRODUCTION

Nous nous proposons dans ce chapitre d'introduire les principaux outils

mathématiques dont nous aurons besoin au cours de notre &tude.

Tout d'abord, nous commencerons par présenter la notion d'application
mesurable définie sur un espace mesurable (n,._:/) et a valeur dans un espace topolo-
gique E muni de sa tribu Borélienne ‘;f‘ ; trés rapidement, on est amené i supposer

que ! N

1°) E est un espace vectoriel normé séparable afin d'assurer une
structure d'espace vectoriel i 1'ensemble mt(ﬂ,f/) des appli-

cations mesurables ainsi définies.

2°) E est un Banach séparable de fagon que la notion de y-moyenne d'une
application X € m‘(g,.y) par rapport 3 une mesure y positive
normée définie sur (Q'QM) ait un sens.

En fait, pour ne pas alourdir inutilement 1"exposé, nous supposerons
d'entrée que E est un Banach séparable (ce qui implique que F est normé), car dans les
applications que nous développerons au cours des chapitres ultérieurs, nous aurons
effectivement besoin aussi bien de la structure d'espace vectoriel de m!(ﬂ,.'/) que
de la notion de W-moyenne d'un élément ¥ € m:(Q,.Z/) .

Enfin, au cours de cet exposé, nous rappellerons briévement les notions
d'espaces .../’:(Q,.T/,u) et L'!(ﬂ,.ﬁ{. u) auxquelles nous nous référeroms constamment
aux second et troisiéme chapitres, espaces qui s'identifient aux classiques espaces
& D(!J.- ‘/v M) et L’(Q.._Y, u) lorsque le Banach séparable F est identique au corps

des complexes C .

21




1-2 - APPLICATIONS MESURABLES A VALEURS DANS UN BANAGH SEPARABLE

I-2.1 - Définitions

a) Espaces mesurables (Q,-Jz) et (E, Fy !

Définitions

A partir de maintenant, et dans tout cet ouvrage,
par (f),‘ f) et (E, ,?!) des espaces mesurables tels que :

nous désignerons

2 = ensemble quelconque
.¥= tribu sur Q

E = espace de Banach séparable

#,= tribu borélienne sur £

Remargues

1%) Remarquons que %, est en fait la tribu engendrée par les boules

ouvertes de Z puisque cet espace est normé.

L -

2%) Remarquons également que le corps des complexes { est un Banach
séparable particulier auquel il nous arrivera fréquemment d'associer 1'espace mesu-
rable (€, .%; ) obtenu en posant E =

b) Notion d'application mesurable

Définition

Soit 7 un espace topologique muni de sa tribu borélienne 7. .

Par définition, on dit qu'une application X(.) de Q dans 7 est mesurable de (.Q 3/)

73 . ; 5 '
dans (., &) si 1'image inverse de tout borélien de ko appartient 3.7, c'est-i-dire
si 1'on a :

VB ez = X“(BT) € v

Ensemble mT(_Q )

Nous désignerons par mT(D,J/) 1'ensemble des applications mesura~
bles de (.Q,.?/) dans (9, 28 ). En particulier lorsque 7 est identique & F ou € 3

nous désignerons par m,(ﬂ..f) et m,:(n.-ﬁ//) les ensembles d'applications mesura-
bles de (Q,»i/) respectivement dans (E, #. ) et (C, .@t) E

22

Application étagée

Soit {An} une suite finie ou infinie dénombrable d'ensembles mesurables
formant une partitiom de Q et soit {IAn(u!)} la suite des fonctions caractéristiques
d'ensembles associes. Par définition, on appelle "application {An} ~ 8tagée' ou plus
simplement "application &tagée" toute application de ( dans un espace topologique T

qui peut se mettre sous la forme ...
Xw) = F X, . 1,0 Vo € Q
n

... ot {X,} est une suite de vecteurs appartenant 3 g.

I1 est facile de vérifier qu'une telle application est nécessairement
Lo . - ; .
mesurable ; en effet, soit Br un borélien quelconque appartenant 3 G et soit Xg}lier

le sous ensemble des vecteurs de {X,)} appartenant i Bf , on a manifestement :

X"(B;) & ‘L'Le): 4 € 7

1-2.2 - Propriétés

a) Proposition 1
Enoncé

Soient .@v, et @'11 les tribus boréliennes de deux espaces topologi-
ques 7, et & . 8i 1'application X(+) est mesurable de (O,.,/) dans (9, &) > et
sid est une application continue de fdans 1'espace ‘72-, alors 1'application Y(+) =

azX(')z est mesurable de (ﬂ,%) dans (%, &,).

L'application adez dans z'étan: continue, il s'en suit que 1'image

inverse de tout ouvert dezest un ouvert de .91 ; on en déduit que 1'image inverse de

tout borélien de .@12 est un bor&lien de .@1! puisque ces tribus sont engendrées respec—

tivement par les ouverts des espaces \Z'et: ,7:'
-1 -
Vi ed:, - W) 7 8, F,

D'autre part, X(-) &tant par hypoth&se mesurable, on en déduit que :

=)
v BTIE'@TL e ik (B‘m) e ¥
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jl Démonstration
Comme, en fait, 1'application Y(-) résulte de la composition de

| Soit X(+) une application quelconque continue de Q dans E et soit I(:)
| I
1'application x(+) de & dans 9 et de 1'application ade.g‘ dans.% , on peut alors

1'application identique de 9 dans . L'application I(-) étant manifestement mesurable

: de (-, .#n) dans (%729, il s'en suit, d'aprés la proposition I-2.2.a que l'on a
gcrire : I i
~ a{ (1} effectivement :
S = aX xy = xze)y € Ma, 7)
Y = oX
=
4 - xlg -1
= Y a 4/} Proposition ¢
[
A ) = x U )} VB € %,
== Y s T2 2 Enoneé
= Y—l {B-['z) = X_I{BTI} v B'rzE ‘@71
Si X(+) et ¥(-) sont des applications appartenant i mr(g‘.f/) et
- si x'+ est une application appartenant i m (O .3/), alors les applications ...
Tl o o Q./)dans (.7,:\@1';) T\
On en déduit donc que Y(*) est mesurable de ( '
E x(*) « x(+)
X(+) + ¥(.) ~
b) Propositton 2 .
{ZOpoSLELOR 2 . appartiennent 3 m.(ﬂ.ﬂ”)
Enoncé ‘-
- l Démonstration : Premiére partie
Soit E' le dual topologique du Banach séparable E .
; Soient U(+) et V(+) les applications de Q) respectivement dans (XE
. — s de (Q ';/) dans (E, #) , alors |
Si 1'application X(*) est mesurable ' et ExE telles que :
o 4 () X()
les applications .... U(-) = et Vi) =
Gy XD avee AEE' X() ()
“ X(+) |l: avec 1¢ pete On démontre (cf. Parthasarathy page 6 ) que, puisque F et { sont séparables, on a...
Z, = %,
. sont mesurables de (O,&/) dans (€, @c) . e = %, 4
Fexg = e ® KL
Démonstration

es applications > et Q a ontin E ] C il s'en ¢ 1 pour tout borélien BE s B, Bz appartenant a #°. et pour tout
L PP <hss> “ “E étant continues de dan ’ E B 3

borélien B appartenant i .Z, on peut &crire :
i écé i & é ion.
suit que 1'on peut appliquer la proposition précédente, ce qui achéve la démonstrati

U_X(Bc x Bp) =3 w€Q: e B, et X(w) EBE,S

=1 i 2 . . 1 2
8) Bopaaliby 3 VB, x By = §w€R: X(w) € By et Y(w €Bf|
Proposttion 2o
=1 _ -1 =) L
Enoncé B su (By x Bg) ={="MBJ N x7(B) | €.v
= A -1 /pl 2 = -1/p1 -1 R4
SiQ est un espace topologique muni de sa tribu borélienne - 7= A (V (By x Bp) IX (B'p) 0 Y7H(Bg) g €.

@ Ey «#g) -
alors toute application continue de @ dans Eest mesurable de (2, Fq) dans (E, #

I1 s'en suit que les applications Y et V sont mesurables.
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(Ao + B)«(ag + h} = Agag + Aok + Hag + HK

Démonstration - Deuzieme partie AT ; =l
. . . = & B
Soient et Fles applications respectivement de (ExE) et (ExE) dans £ ’ °

telles que : => aA - aodo = Aoh + Hay + Hh

a€ ¢t ) = a4 = lat - astally < [A] - Naollg + 20y *lao) + fal, - In]
v 4 €F = A)
BEE ,5”(3 = A+ 38 .
- | | =] - =1L, < e oo
5i nous munissons (EXB) et (ExB) qes normes ..,
=>
¥ = , a as
”(A)F = ma.v:; {l « "C ) I 4 ”E; | avee v = mz {JB "E” ’h|}:‘[4] - LJ”me
(24 ) '

-

I1 s'en suit que pour tout e>o0 > 0R a ...

IO, = =t o, L - [ =[] - [

€ n <
txz d
+ torrespondant aux topologies produit  gyr
Ly ¢es espaces produits, on peut facilement ave 0 <2 < (4 * laol) +V{ i PHeplt] e
vérifier que les application Pep & sont ¢ , - ) n " “E | ! " OHE l |

ontinues
J - ce qui exprime la continuité de Pay point Ej .

o - e » [
1°) Vérifions tout d'abord que Fest continue de (EXE) dans E H

: A en |
tout 0 g
ut point [BJ de (PXE) , on a les relations suivantes ‘ Démonstration : Trotsiéme BERLG
i 4
y[A] = ij = A4B -4 B F Puisque les applications U(-) et V(-) introduites dans la premidre
2 = = Ayg ~ By { _
2 partie sont mesurables de (Q:M) respectivement dans (§xg ’OEXE) et (ExE , QEXE) .
et puisque les applications DPet SPintroduites dans la deuxidme partie sont continues
A 0 . - . .
= ” y[B] - .?[;:] < 4 - Ay "E’ + ” B ~ B, "E respectivement de (CxE) et (EXF) dans E » 11 s'en suit d'aprés la proposition 1I-2.2.a
que l'on a :
4 7| Fo y
- |0 4 A
” ‘?[B] - _?[Bu] ” < 2. ” [ ] . [0] 3 mesurables de (Q,‘Q/) dans (F , )
E B B, EXE Fo v
On peut done gori z(-) - x(+)
TC ECTire pour tout g > g e.s = mesurables de (Q,M) dans (E ,@E)
ﬂ [A] [Aj E " . X(+) + ¥(+)
B - < e/; =; ” y[ ] = & g
B ExE B B < Shng
ve+ ce qui exprime 1a continuité de .%ay i E;;;,' . ' e) Propogition §

2 ) Verlflons maintenant ue -g est continuye de £) da s a fami ]
(tx )
q ns s en tout lle Q des 2PF
pPoint lq;' dppartenant 3 (c E), on a ¢ La £ m!( L/) ( /

(E ,.%, Jconstitue un espace vectoriel.
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Démonstration

La démonstration est évidente compte tenu de la proposition précédente ;
en effet, si on considére les nombres complexes comme des applications (mesurables)
constantes de (Q,.,Y) dans (C, ‘@C)’ on a :

fa e €
b e ¢ ’/)
xr e Mla, ) = arx) b ve) € Mo,

Ye-)e

m.(e,.%)

f) Proposition 6

Bronc¢

Pour toute application X(+) appartenant i ll'(((n,’/) il existe au
moins une suite d'applications &tagées Xk(') convergeant uniformément vers X{*) et

telle que :

Ve €0 “Xk(“”“z <zl

Démonstration : Premiére partie

Puisque F est séparable, il existe un ensemble ddnombrable
{x,} = {x1, X, «+-}% partout dense dans Z ; soit donc Bk et Ck des parties de F telles

que l'entier positif k étant flxe on ait :

= boule ouverte de centre L {x,} et de rayon 1/2k

n E [m'én ? "]

Puisque {Xn} est dense dans E , c'est que E est 1'ensemble des points

ko k
Ca=B,

adhérents & {Xn }, ce qui nous permet d'affirmer que tout voisinage d'un point Y€F
contient au moins un point de {X, .}. Mais, du fait que F est supposé normé, il est
en particulier métrique (pour la distance associée i la norme) et les boules ouvertes
sont des voisinages ; si bien que l'on est assuré que pour tout point X fixé dans £ ,
la boule ouverte de rayon 1/2k centrée au point Y€Econtient un sous ensemble non

. = : L S
vide LAniJ de points appartenant a {)Ln} :

Xekr

ia = - < 1/2k ¥ X . €{X
v " fixés > | x X"i“ / ni {ni}

= XEB::i v Xﬂ.

: E(Xni}

28

Si 1'on range les points X du sous-ensemble (¥ } de {( } de fagon que
1'on ait ... (- " "

< se. & < svses
no n ﬂi

. il est manifeste que Xn est tel que :
o

X EF X EBn
v fizds = 3% & (X} tel que :
k Ry )

X & Bk Vo<
Puisque {J[ }est inclus dans {X }, il s'en suit que X , appartient

i ’Y Jet que 1'on peut ecrlre, compte tenu de la déflnltlon des ensembles Ck

X ek

v fizés => 3¢ k
k "o

Yec
o

tel que

3 8
Comme les ensembles Cn sont disjoints de par leur définition, on en

déduit donc qu'ils forment pour k fix& une partition de F :
End -
U & - ;

n n

Vm # n

Si 1'on se souvient que .@‘ est engendré par les boules ouvertes de % ,
on en déduit immédiatement, d'aprés les propriétés des tribus, que les ensembles C‘k
sont des boréliens. Il s'en suit,. puisque X(-) est par hypothése mesurable, que le:
ensembles A: = X-X(C'ﬁ)

en effet, on a :

appartiennent i la tribu.¥et sont de plus disjoints ;

) = (we a

-1
X (ck

tele que X(w) €

{w& Q telsque XM &

3% %

= X"‘(Uz) 1l X"(C:) = {weQ tels que X(w)EC];ﬂCZ:I}
= X‘I(C:) i X"(C:) = {wed telsque XWEF}VYm#n
2l p - N
= &) Hy XTHC) = g ¥m#n
Comme de plus on a ....
Y dy = 'm sjeeo: xwer) = 9
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. On peut donc é&crire :

& = v e T e Wn
n n
A& 4k S @ eeeeieies Ym#n
n m
k
LnJ An = Q

Démonstration : Deuxiéme partie

Passons maintenmant 3 la deuxidme partie de la démomstration et consi-

dérons l'application &tagée Xk(-) définie par la relation suivante :

k . .
X() = I xw) 1“5”
n
. ‘ ¢ a4
avee uw, = point queleonque appartenan =
Un a alors @
k
o e Ak tw = 1 e o
=3
n X (w) & C;:l

. . k
Compte tenu que C'ﬁ est par construction inclus dans Bn , on a

alors les implications ci-dessous :

(v ed X (v € B
v ona: P
n X (w) € B, -
w EA}:: I x, - x, p < /2
= v ona :
. b xw-x \, < 1/2%

Mais on peut toujours &crire 1'inégalité triangulaire suivante :
= = 0
It - xw |, < | e - x by + 1%, - xw lp vee

I1 s'en suit que l'on a :

k
v o= | R - Xy < /k Vee&d
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Cette dernire relation implique 1'inégalité ...

sup

X (w) -
e I 2 te M) |l < 1/

. d'oli 1'on conclut que Xk(-) converge uniformément vers X(*) lorsque k tend vers

1'infini.
Enfin, si 1'on choisit les wﬁEAﬁ de telle fagon que ...

k

%
f Xw) ll, ¢ | 2w I, v vea,

. il s'en suit que 1'on a :

P G |, < I x(w lp vee a

g) Remarque

On ne manquera pas de remarquer que m!(n,.T/) est en fait un sous-
espace vectoriel appartenant 3 1l'espace GF(Q, E) des applications bornées définies
sur U et 3 valeurs dans E ; en effet, E &tant lui-méme un espace vectoriel normé, il
s'en suit qu'il ne contient aucun vecteur de norme infini car sinon la somme de deux

tels vecteurs n'aurait en général aucun sens.

Comme de plus, l'expression...

Vx) ez, B = | x) H@ = B xw

w & "E‘

. définit une norme sur (9, E) appelée "norme de la convergence uniforme", il
3'en suit que mE(Q,AT/) lui-méme peut &tre considéré comme un espace vectoriel normé

Im! induite par “‘Ilg sur m‘(n‘.f/) :

si on le munitde la norme |-

A 7 5 ! " ; X .
Vol s W,y = ) ke ||m a e e [y
€
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13 - eseaces ZHa, Aou) €1 B(anin)

1-3.1 - Définitions et propriétés fondamentales

a) Espace mesuré (ﬂ' S, g) —=

Dans tout ce qui suit, le triplet (Q..S/.y) désignera un espace

mesuyre positive normée définie sur. ¥

mesuré pour lequel u est une

) 0 < ulA) 1 VvVae X

n

2%) u(Q) 1

En langage probabiliste, dans le cas ol { représente un ensemble

d'événements &lémentaires, nous dirions que l est une mesure de probabilité, ou

plus simplement une probabilité sur (Q,M)

b) Espace g{(ﬂ, S, g)__

Remarque_préliminaire

Soit un réel fini p > 1 . Nous savoms d'aprés la proposition 1-2.2.b

que || o) "ipe m@(ﬂ.y) pour toute application e m‘(ﬂ,&f”)

; on en

déduit que 1'intégrale ...
f §oxew 15« wldw

ens si X(+) appartient 2 ml(Q,J/) o

. a toujours un S

2
Soit un réel fini p > 1. Nous désignerons par g!(ﬂ,o’/. u) 1'espace

vectoriel des applications X(+) de 9 dans E telles que @

1z € Mo, )

2y [ 0w B @ <o+
ure positive bornée, on démontre sans

\

Compte tenu que M est une mes

difficulté, 3 l'aide de 1'inégalité de Holder, que l'on a la relation d'inclusion

suivante @

Flotn) © LhocAtn)  Vp <a
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¢) Espace LZ:(Q,LV: p)_

Considérons la relation d'& ulvalence notée e erinl omme S

sidéro 1 elatio; lenc ot v et déf t
y ) q e comm ul
X-) e 9&0,&,#)

Xte) ~ xe) > { ¥0) & LHa, A )

X(w) = Y(w) u-p p-
P i D e p—
ar définition, L'(Q, A, u) désigne 1'espace quotient deyf(ﬂ...?/, u)

par la relation d'équivalence " :
ko, o, i) ZHa, S, u) /“v

Il s' i
s'en suit que les vecteurs X(-) de 1'espace Ll:(ﬂ.-'d/, u) ainsi

défini sont en fait des classes d équivalence a; 1cation D enan III . ’
ce d ar ant & Q
Ppl cations apparten i

et. egales U~ presque partout : ( /

)

sexm

X .
X(+) € i@, A p) <= n)ext) ¥ 1
Xg(')

De plus, la relation d'i; i '
! nclusion des espaces_#Ho,. u) induit

sur 1 P p
es espaces u'(n,./',‘) une relation du méme type :

e, u) c o, Au) Vrp<q

d) Notations
S

Lorsqu'il n' iguité
- qu'il n'y aura pas d'awbiguité possible, nous adopterons les
notations condensées suivantes :

-?g(ﬂv'-yv l-‘) = Jsp
EZ:(Q'._,M,#) = Ll:
FHo i) = FAastiu) =P
Pla, ) = Pla,Hp) = P

B . 1
s e plus, lorsque £ est identique au corps { des nombres complexes

nou émati élé ’
s déslgnerons systématiquement les &léments des espaces y%t 172 par des lettre

s

minuscules afin de mieux les distinguer des vecteurs appartenan > .
gu ppartenant 3 d'autres espaces
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g) Propriété de correspondance

¢) Propriétés classiques de LP(Q,._’/,_E)_

Enoncé
: s d - anone
1%) Si deux applications &, et x, appartiennent & (Q,. /' “) ’

Soient E,

=} et E, deux Banach séparables et soit a une application liné-
. . - 1 .
alors leur produit appartient 3 (Q,.JY, ,u)

aire continue de E, dans [,

e
|
v & E.?Z(Q,‘;Y, 'u) =. 3 -z € _7‘(9‘,:/' u) ' Dans ces conditions, on a les implications suivantes :
g i
-2 g . P "2 - . Za, ., u
2°) Si deux classes d'équivalence X, et X, appartiennent & L (“" 4 “) g %':(Q' /;”) > 8ty € EZ( v )
1
- 1,
it appartient & L'(Q,. ¥, !‘) o .
alors leur produit app ( ] YY) e Bg,(ﬂ-v":#) = JX()} e Eé’,z(n,../, u)
Ale s = nome Pl
.
Xz

Démonstration : Premidre partie

i itde la - . -
3°) Les espaces P sont des espaces complets si on les munitd Dans ce qui suit, nous d8signerons par 7 = _7(1':‘ ,Ez y 1vespace de

: 1 "anach des applications linéaires continues de 1'espace vectoriel normé E, dans l'espace
norme suivante @ p /o L.
= x(w) - uldw) vectoriel normé £, . Ceci dit, pour tout & € Pon a :
<1,
* Q
De plus L muni du produit scalaire ... ﬂ a{X(w” ﬂEz < H a ":T,/ "X(w)"El s
e pius,
@) e aldid 4 Compte tenu de la proposition I-2.2.a , on est assuré que §{ x(-.
= w) X2 . ; o
a | %2 > X1 appartient 3 Y1 (0, o7 » d'ol 1'on déduit d'aprés la proposition I-2.2.b que
2 Q 0y
p | qL ¥} ||; appartient i mc(ﬂv.)'(/) + Il s'en suit donc que 1'intégrale ...
. est un espace de Hilbert. &

[ (SRR [ AEN)

f) Définition - @ un sens. On peut alors &crire :

Enoneé seation & = [ Ty 15 utdw < llal@, . j lxewl® « utdw)
Soient E, et E; deux Bamach séparables. Pour toute applica 7 2 2 ~q £
oiel I ) -
linéaire continue de E, dans E, et pour toute classe X(+) appartenant 3 LE| (n" . u) Comme, d'autre part, on a ....
inéai '
nous poserons par défimitiom :

- - p.r. I e LI, , E,) 1A, <+
el tels que 3X(1) & X(*) : Yw = Qixrwtt v-o t ‘ ) N
qtx(-) = Jreellly, )
e y@(ﬂ.-%ﬂ) f"x(w)nlél T & v =
5
Remarqug
; A . 5 1'on ait : L 2'zn suit ‘Que 1'on peut écrire les lmplications suivantes :
La définition précédente implique en particnlier que _ .
La définition précéden D
feg il T~ ikl Bl = [ PG, -y <+
\1k BEXERIO) =§ y(‘)immtels oue 3 X(-) &€ X(+) : Q :
; LA -

= 8wy € ¥P{a,. o u)
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Démonstration : Déuxiéme partie Démonstration
Jemonst

5 Zh : . . . : . 2 :
Q0 étant lingaire continu de E, dans E, , il s'en suit que sl OE‘ B apReE la 335 ,so‘lent ()€ Z (Q,Mﬂ) et X(*)E€ -?:(D,J/”) ; On sai
et ©, désignent respectivement les vecteurs nuls de E, et E, , alors on a : L proposition 1~2.2.d que le produit z(:) * x(+) il i ! 3 sait
o \ D'autre part, on peut toujours écrire : ppartient 3 m'(a'ug/) .

Op, = o; eEl}

I etw « xtw) ) =
Si X(*) est une classe d'gquivalence appartenant & Lg, (.Q,. 7/ u) , o nE , aEy e HX("’) ﬂg Yo
1

on peut donc écrire les implicatioms suivantes @

2 t X, () YEX() = Xi(w - Xz(w) =B u~p.pe )

o l S ) € LYa, A, u) I xe) [

= Jnw Y- W raw Y= Fl nlw - Xlw P =6, v p.p ; mais - e #¥a,.v, 3
- AU nw = A X} wpp =) € FYa,. ) e |

On en déduit que l'on a ... Comme on sait (cf.

I-3.1.e) que le produit de deux a

tenant 3 %72 i
at & 7 est une application appartenant 3 @!

pplications appar-
> i1 s'en suit que 1'on a :

. d'oll il découle que : = =) - "X(') “E € g‘(ﬂ,&l,' ,,)

vx) e\ = atxe)re Wq X(-) Yo

A P - P
X(-)e, = ACxX() reLy, = Jat) - xe) | e #'(a 4

h) Remarque = L; lztw « xtw Mg ulds) <+a
On déduit immédiatement de la proposition précédente que pour toute p .
- = z().x(
fonctionnelle linéaire A€ E'on a : . J-x(-) € _?,(n,.y; u)
Enfin, si x(-)er A 2
14 = - ’ 2. T .
viere LY, Au) = O xe)d e F¥(a,. 7, u) eetn e 580U vk IEesl démntj( vy u), et X( )EL.(Q'U/',“)'alors R
€ -ona:

vxre Ko Au) = XD e #(a, Vi)
I EXC) | () € Pa,)
PO | vat) ext) | [ et) € @Yo,
P A
Bnoneé ‘

Tes i;uplications suivantes sont toujours vérifiges :

xt) e LHa,.# )

() € '_?2(9,.’/, u.)

Xy e a4 u)
(') e L’((z,.:f, u)

= 2t} x) € LaHu)
= . . . L P u
gJ il i S e ) = ) xe) e 1i(n,. )

$=> () - X(-) e e, 7a)
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1-3.2 - yu- moyenne d'une application x(-) € LT n)_

a) Définition constructive

Soient X(*) une application appartenant 2 _7:(!1,.':/, #) et sOit ...

L) = f an

ThI3)
n Ak

n

. une suite quelconque d'applications étagées convergeant uniformément vers X{*/ .

Par définition, nous appelleroms y- moyenne de X(+) ou p];us simplement
movenne de X(+) , le vecteur M {X(+)}appartenant 3 E et tel que :
wixe)] = b Loa uiab)
k—> @ n
Cette limite existe toujours, est unique, et ne dépend pas de la suite
particuliére {XE/{') }choisie. Par définition, nous appellerons "opérateur de y-moyenne"

1'application M ainsi définie.

Démonstration : Premiére partie

D'aprés la proposition I-2.2.f, on peut toujours trouver une suite

. m o .
d'applications étagées {Xk(-)} convergeant uniformément vers X(')G.Z/El et telle que :

k(')

G o= LA
n An

(a)

I Xk(m) I < 1 xw lg vee?

Compte tenu que l'on a toujours ...

| 1% 1y - bxw |1E| ¢ P pw - xw Jp Yeea
. on en déduit que 1'on a 1'implicatiom suivante :
S SRR
k —> «
N PO M S (R
k —> « =

D'autre part, d'aprés la proposition I-2.2.b, on sait que la norme
d'une application mesurable est mesurable de (,Q,,,’a/) dans (G,_zZ;:) et que, par consé-

cuent, les expressioms suivantes ont un sens :

38

Iﬂ I xtw) "E e ufdw) existe

Iﬂ "Xk(“’) "E * pfdw) existe

Mais, puisque { [X, ()]

} est une sui ' i
ulte d i
convergeant vers I X{_)ng E applications mesurables

8 et que chaque terme de cette suite est majoré par 1'appli~
. ntégrable | Xx(+) "E » on en déduit que 1'on a , d'aprés le théors
convergence majorée de Lebesgue : ic bl

A W@ g o utd) = Jﬂu X(w) |, + uldw

Compte tenu que ...

bxcolg = 1 E ol M zA:(-)

. est une fonction numerique positive éta ee, su a. qu on peu
q P = g il s'en it alors e 1 t

x|, . -
Lzl! (@ g o wdw) = 5 o IR

écrire :

lim
= LI
Y g I £ Iy« uea’) = JQ I xtw) |+ wtdw

Mais comme par hypothdse X(*) i
appartient i _9"(9 A i
- ate . 2,7, u) , on sait
par définition de _{E(Q",{, p) que l'on a : ' )

X € .?;(a,,q/,,‘) => fg T Xw [, uidw) <+ o

=5 lim k
PPN | 2 udk) < s

On est done assuré que :

3 K < .
+o Vk3K = E'I’fﬁﬂp'mﬁ)ww

I s'en suit que la série Xs . u(Ak)
n

( est normalement comvergeut
et, puisqu édui o
» pulsque F est un Banach, on en déduit que l'om a :

extste
(8) 3K<+o : Yk2K = J x’;-um:) converge
& appartient ¢ ¥
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Démonstration : Deuxiéme partie

On sait, d'aprés la proposition I-2.2.f que 1'ensemble des suites
d'applications étagées convergeant uniformément vers X(:) et vérifiant les relatioms ()
(cf. premiére partie de la démonstration) n'est pas vide. Soient donc {X;t('} } et
{ X;(' /} deux suites d'applications &tagées (éventuellement identiques) de ce type,
on est alors assuré qu'il existe deux fonctions positives e!(%) et €%(k) pour

lesquelles on a :

M| X - Xw |y ¢ €'(h)  avec hl_ifm etth) = 0
wen

@'}
| Bw - xw < k) avee [T &2k = 0
w&yq

Si maintenant mous posons ...

ey = 12 1u)
m

27, = 3 o
xk()_rzlxk 140+

. on peut alors, comme le fait Frechet ( cf. Fréchet ) introduire les vecteurs 5}

et S‘.Z/ tels que : P
< I .
5 = EI x;‘ uea.)

2 - . 3
5, = Z Xf; ueA)

Compte tenu de la relation (B) démontrée dans la premiére partie de

la démonstration, on est assuré que ces vecteurs 3;11 et Si existent toujours et

agppartiennent & F , au moins 3 partir d'un certain rang.

D'autre part, compte tenu que l'on a ...

[ R h B 3 L
U A = Y 4 =
m m n n
. on peut &crire : h n %
4, = An n [an An]
(A k h
e N [lﬂJ Am]
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En désignant par J'
non nulle, on a alors :

les sommations réduites aux termes de wmesure

hy . ' h k
A =
uf. m) E uA N An)

koot h k
Wa,) = % p(AmnAn)

= gl . g2 = ' { Xh - X e f )
h k m,zn n n } U(Am n An)
< hsk
Soit un point appartenant i 1' A k
o a 1'ensemble (4”7 1y 4%} su E d
o e P 5 i Ppose de mesure non nulle,
= § - g2 = Z' ( Xh h,k h k
- X(w? .
h k i m m,n) } umm n An)

+ 1 {X(wﬁjf,) - }/,: }oe umz n Aﬁ)

= 1 _ g2 hyk
Isy - silg< [E g ue4? n A%

! hyk 3 h k
+ X(w? ) - .
,Z " m, n) “E' WA 1 A)

. Ak h k
F el . - .
uisque U € (Amn An) »on sait d'aprés les relations (@) et @) que 1'o0n a ...

(YN 1 = Bk R
”Xm X(men)"E = IIX;I(wm:n) - X(wm:;;)”E < mseufz "X;z(w) = X(“’)ﬂE < e(h)

oS 7] IR P B Aok
I = Xl = I - Xy < oo It - xtwll, < ér

von d'm 3'on déduit :

= fl g1 _ 2 1 ' A
bsy - s, <« L 2w 2y 3w
mn m

Compte tenu que ...

r h k 1
min W, N A = [ uad = uw = g
5 n
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vo. il vient :

(v) Is;l = Sy < (et ¢+ e2m) )

Démonstration : Troisiéme partie

1°) Supposons que la suite { X;((-) } soit identique 3 la suite { X::(') 1
il s'en suit que les suites {S;’z} et {Sf(} associes sont elles aussi identiques,
et la relation (¥) &tablie dans la deuxiéme partie de la démonstration s'écrit alors
sous la forme suivante :

) | sk

» - St b < (et + )}

On en conclut que toute suite {S;z} associde 3 une suite d'applications
étagées { X;Z(-) } convergeant uniformément vers X(*) vérifie le critére de Cauchy et
" . 1 5
converge donc vers un vecteur de E puisque F est un Banach ; soit M { x¢) }ce vec-
teur, on a alors :
lim

1 . - 1
wixe)y = 70, 8

2°) si { Xi(-) } est une suite distincte de { Xi(') } on peut, par

un raisonnement identique 3 celui effectus ci-dessus, lui associer un vecteur ME x(e) )

tel que :
= Uim 2
wixe)y = 20, 8
On peut alors dcrire :
17 lim
Ptxes y - wCxe) Y =, 20 oy e,
lim . ﬂ
- A—> © |i S; = 83
s h kg
lim
$ k= oo {eln) + €2k)} = o
k= o
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On en comclut que les vecteurs M'{ X(*} } er M2{ x(*) } soni Ldentigues

- et ne Jdépendent pas des suites d'applications 8tagées convergeant uniformément vers i)

qui ont permis de les comstruire ; c'est 1a valeur commune M{ X(*) } de ces deux vecteurs
aue 1'og appelle p- moyenne de X(+) .

b} Remarque

Dans le cas particulier oii F = €, on vérifie sans peine (ef. fHalmon § 29)
que la notion de y- moyemme ainsi définie est identique & la notion classique dVincégrate

de Lebesgue sur le domaine Q par rapport & une mesureld :
Vazi-) e .?'(n,.zv’,p)@ M z(-) } = j zlw) » uldw
Q
De plus, compte tenu des propriétés de 1'intégrale de Lebesguc ot

fait que U est borne, on en déduit que sur $#! muni de la norme de la convergencs

uniforme, 1'opérateur M est lindaire et borné, donc continu.

e) Propriété fondamentale

Pour toute application X(:)e& _'7?’!(0,-.% ;4) et pour tout i & F'

on a la relation suivante :

Ml x04) 1> = My Cn, x(4) !

Démonstration

Remarquons tout d'abord que 1'expression M{C{A, X(4)) ) a bien un
seus car, d'aprés la remarque I-3.1.h on est assuré que (A, X(*)) appartiens. & 7
tn digignant par { X000 } une faite quelconque d'applications &tagées convergoan:

iEarmigent SoES WVTSE BOE QL ..x

L5 lim
lim Xk =
Xt) = e 1k(:) = k>«
YI{I 7 An N> n

-

e b
Ea
.
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On en dBduilt done gB¢ o.o

... On peut alors écrire : ; s ulxe)}> = M, X431y ) vVie e |
Zim ¥ . ce qui achéve la démonstration.
TR NN B R W S P R N YD
N— o n=1 n

d) Propriétés lindaires

Mais puisque ¥ appliqué aux fonctions de &' est identique 3 la

notion de - intégrale sur le domaine £, il s'en suit que sur &', 1'opérateur M Enoned
est linéaire et borné (puisque U est bornée) donc continu ; compte tenu que A est Quels que soient les éléments -..
elle~méme linaire et continue, on a alors :
. rc e i
¢ 3 lim Iij Xk l‘ X € E
M A, X(+) = k= o M by o 1k() tinutté)
3 s s Fas © 3 4 )nZ_I > An( > % (continu X) e yl(n"% ")
1.) € Za, A, u)
lim N . . 1
= ko e [ oMY - k)] (lindarise) =) € Z(a,H\u)
V= o n=t K n ; -
; . om a les relations suivantes :
_ Um 2 k B
= k_mnzl(Man)'u(A,,) (@ M x} T
B Mo xt-}}Y = ¢-mx)}
D'autre part, puisque A est lindaire et continue, on a &galement : v MX-z)} = X Mla)}
(8) Ml x(-) +¥(:)}= M x(-) Y+ M ¥(-) }
oML XC) Yy = (O Az’ k '
<A > = P k> » Xk u(a™) > Démonsgtration
e & e % : R
Les trois premires propriétés étant absolument évidentes couwpte tenu
Lim ¥ de 1a définition de la notion de p- moyenne, nous nous contenterons de vérifier la
= k= ® ( O\ z Xk . u(Ak) > (eontinuité) derniére ; quel que soit AE F' on a :
N— = n=1 % n
Cn o MUx)Y + MLYC)YY = LN Mx) )} + A oME() YD)
Lim N X ;
= ko> 3 A Y. widd (1inéarité) = ML (A X)) Y o+ oMl (O, vl
N—> o n=l - =
Mais 1'opérateur M &tant lindaire sur &' et les applications ¢ i,
© et { A, 7(*)) appartenant 3 F! d'aprés la remarque I-3,1.h, on peut &crirs :
= JUm oy e By udb
T k= e L > n n

Coy WL Ay o+ MECI Y)Y = oMl O x0)) ¢ (X PC) Y
= ML (X xte) o+ ¥ D)}
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On en déduit domc qu'il existe un vecteur unique appartenant 2 £ ,

i savoir (M{ X(+) } + u{ ¥(-) )), tel que :

¥ Cx X) 4 1)) ) Ch MOXC()Y + MEIC)YY Vriekl

Mais, d'aprés la propriété fondamentale I-3.2.c , on a ...
N 14
MO (X XD o+ ¥)y Y = h, MUx() o+ ¥(-))}) Vi EF
. on en déduit donc que :

Mixe) + ¥0) Y = w{xcr}y + o o¥e)}

e) Proposition
Enoneé
Pour toute application X(*) appartemant 3 _z"t‘(n,.af,”) , on a la

relation suivante :

Wl ks 3yl < M xe) Iz} <+ =

On sait ( cf. Bertrandias (2) page 57 ) que pour Y € F fixé il

existe une fonctionnelle linéaire continue ly telle que :

1

1y

I 2y 0y
Opr 1y = 1],

On a donc en posant Y = M{ x(+) } .

Crg o MEx() 35> = MUCAp»x0) 5 )
= \<AY,M{X(-J}>|:|M{<Ay,x(-)>H
46

Compte tenu des propri&tds do linfavité et de comtinuit§ ds ¥ aur "

on peut alors &écrire : .
> | Oy M I> | e M| (g x> )
< M |My "z' < e ||E.}
Fn définitive, on 2 domec compte tenu des propriétéds de Ay {
= Julxe)tlp < M xe) g}
Mais comme par définition de .9".'([2,%;4) ona ...

ML) dg) s [ by - wa < e

. il s'en suit que la proposition est démontrée.

17 Proposition

Enoneé

Soient (F, , QQ' Jet (Ep , @!) deux espaces mesurables asgorids
aux espaces de Banach s@parables Ey et F, ; et soit & une application lied=ive

continue de E; dans Ez .

Dans ces conditions, pour toute application Y(-) appartenant &

< ;;(Q,.’/,' U) , 1'application Ei{ x(-) } appartient 3 YKQ,.;/, p) et 1'opdraceur ¥
]

commute avec & H
2l
qix)} € £

A ot
LRGENCI R I Hixe) } = Am xe

Démonstration

On saic déja, d'apriz la proposition I-3.1.g que si Y(-) appavvio:

£l '/; , alors &4{ X(*) } appartient 2 5/;’ d'ol 1'on déduit, compte tem de bx
1

remarque I-3.1.h , que (o, 8 xee) 1) appartient & &' quel que soit e @ F'. . (w peid

: - i . % : .
alors ecrire en d3sigoant par 1§ 1'opérateur adjoint de fi:

i
Mo, §lxe)ry = M{Ee, 1)) Vo € E2
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RN ACHE: (SN T, ut xe) Ve ez,

<o, qm xer) » Ve,

3 savoir (

Mais, d'apras la propriéts fondamentaje de M on sait que .
) 1
4t ¢ Yo L8 xee) I> .= (&D,Ma{X(')}> Veer,
N
- d'oll 1'0q déduit que l'on a ;
W ¢ M xer =y gy X} }
- on er g) Proposition
Enonc¢
Quel que $01t le Banach séparable E, 1 Opérateur M egt lingaire continy
sur 571 funi de la norme de la convergence uniforme
Démonstrgz,z;og
La lingarits etant déj3 assurée par 15 Proposition 1-3,3 d , i1 nous
callaeic suffit de démontrer que Mest borné Pour démontrer qu'il egt conting:
Sup
1 xow,) I < we g lxw l; v, e q
Vi) €7
2 x|, e g
8
= M ||z I} < . g’g I 2w I
existd I1 s'en suit que M est borpa car, compte tenu de 14
on 3

Proposition I-3.2.¢
VSR I < ws“epn I xew) I,

h) Notation

Pour toute cla

8se d'8quivalence X(-)
nous poserong Par convention .

appartenant 3 Lf(n,,yfu)

MUX( )Y = oy DY VEC e X(-)
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Chapitre Il

CONSTRUCTION DESTIMATEURS LINEAIRES DANS L2(0,. %, u)

II-1 - INTRODUCTION

Etant donné un élément U & L'“;(n,‘..‘/, y) et un vecteur A € E' , nous
savons, d'aprés la remarque I-3.1.h , que la forme lindaire ¢ A, U) est un
élément de Ez(n,.:/' ;4) . Cette remarque &tant faite, nous nous proposomns dans ce
chapitre de chercher pour un élément U & L? le ou les vecteurs i‘s'ils existent tels

qUe ...
4 - m
"u - <)‘9 U> ILZ = Aenl_ "u - <)‘: U> an

avee | = partie donnée de £’ __

<o et, s'il en est ainsi, nous dirons que ¢ 5‘\3 U) est un estimateur (lindaive)
optimal de U . Nous démontrerons en particulier aux paragraphes II-3.4 et IT-3.5 deux
théorémes fondamentaux qui sont 3 la base wlme du troisidme chapitre et qui corrves-
pondent en fait & deux cas particuliers d'ensemble | et d'élément U ; ie premier de
ces théorémes correspond au cas général o L = £’ et yest identique 3 un &lément
quelconque de Lz(n,uy, ;‘) s tandis que le second correspond 3 un cas tyds pavticulier

et constitue une extensicn du théoréme de Gauss-Markov bien connu des sgatisticiens.

On ne magquera p2g de wemarquer que dans cette fagon de proc&der, U esr
wEiling uwon pus en csann gue ciagse d équivalence apparcenante & D;(ﬂ..b{ gsé o WERL
bel et bier comme s'il était un vecteur de F dont on ferait le produit {X, Uy
une fonctionnelle lindaire A @ E' pour cette raison, nous avons cru bon de dumaes
4 U le nom de "vectenr pavemBtyd”, wom qui présence 1'avantage de rappelev 3 la fois
le vBle de "vecteur" jous pay U e: s¢ dépendance par vapport 3 un paramdeve ¢ £ .
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I1-2 - NOTION DE VECTEUR PARAMETRE

IT-2.1 - Définition et propriétés fondamentales

a) Définition ’ 1
Soit £ un espace de Banach séparable. Par définition, nous appel-

lerons "vecteur de F paramétré dans (n,.%p) " ou plus simplement "vecteur paramétré', !
toute classe d'équivalence U(-) appartenant i Lzl(ﬂ,.,.’/, ,u) 3 ;

b) Propriétés
Enoneé

Pour tout vecteur paramétré U appartenant 3 Li(n,.:/j }‘) , on a:

MUU(:) b existe
"M{ U(‘) }“E <+
(hu)) e

V ‘e B > Lz(n":/'“)

Démonstration

Pour tout vecteur paramétré U(-) on a :
u(- 2
(e 1}

, - e
1
LE c iy

I1 s'en suit donc que M{ U({-) } existe et d'aprés la proposition

I-3.2-é, on a :

| #{ vy My < wlf o) I} <+= Vo) e u)

Par ailleurs, d'aprés la remarque I-3.1.h on sait que pour
tout * € ' on a ...

G U))y e 1t

. ce qui achéve la démonstration.
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1I-2.2 - Covariance et opérateur de covariance

al) Covariance

Par définition, nous appellerons covariance des vecteurs paramé-
trés U(:) et V(-) appartenant i L;(n,.,v, p) la fonction complexe Kuv appliquant (B'xz")
L}
dans € et telle que pour tout couple (A1, A2) appartenant 3 (E XE ), on ait :

Kpp s 220 = 8 A U)K, VD

On vérifie immédiatement que la covariance existe toujours et jouit

des propriétés suivantes pour tous vecteurs k), A, et A appartenant i E

Kuv(}q, ) = Evu(kg, Ay

KOs @i+ Bhe) = G- K (A M)+ D Kyl Aa)
Bpl@h # Dy M = @ KOy M+ b Ky (s )
0 < Ky N <+e

b) Opérateur de covariance

Par définition, nous appellerons opérateur de covariance associé
aux vecteurs paramétrés U(-) et V() appartenant a Li(ﬂ,-}': u) 1'application d&finie

13 .
sur £’ et i valeurs dams F telle que pour tout vecteur A & E op ait :

Vet

Il est facile de vérifier que cet opérateur existe toujours
car €% Y(-)) appartient 3 L? d'aprés la remarque I-3.1.h et { U(-) - {X, V(+)) }

appaxtient 3 LE" d'aprés la proposition I-3.1.i

C™ = M pue)

¢) Propriété 1
Enoncé

L'opérateur de covariance cuv associé aux vecteurs paramé-

trés U(+) et ¥() est un opérateur lindaire et continu de E' dans E .
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Démongtration

. . PP : Pr—
Soit A une fonctionnelle linéaire continue appartenant 3 F, on a

par définition de Cuv:
eyl = Bajue) - OGVODY I,

On en déduit, d'aprgs la proposition I-3.2.e , que 1'on peut &crire,

compte tenu de I-3.2.h :
Fey® lp < M ue) - CuvEe)y g

= oM ly < wib A ve)> e Tue) g
= ey ™l < M Mg IVl - I ey N d

Comme U(-) et V(-) appartiennent a L7 , il s'en suit que | U(:) HE
et fI V(+) "E appartiennent 3 L2 d'ol il résulte que { "U(-)"E . ﬂV(-)"E } appartient

3 L' d'aprés la proposition I-3.1.i , ce qui permet d'écrire :

R TN M RTON MR

On a donc, en définitive ...

Y A T Y B

ec T <+
avec T o

. d'ol 11 résulte que 1l'opérateur Cuv est borné ; comme d'autre part (y, est manifes-

tement lindaire, il s'en suit donc qu'il est &galement continu.

d) Propriété 2

L'opérateur de covariance Cy associé aux vecteurs paramétrés U(:)

et V(-) est tel que pour tout couple de vecteurs (X;, A,) appartenant i ExE, on ait :

Kuv()q_, Az} = { A, Cuv()\z)>
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Démonstration

Kuvfll, A = M , ¢ Ay, ue-)y - EYTO) e

¥ VY s s u)

it

ChuMf<x, V0> - ) )

)

{, cy Ma) )

IT-3 -~ CONSTRUCTION D'ESTIMATEURS LINEAIRES

I1-3.1 - Espace F{l}
al) Définition

Soit U(-) un vecteur paramétré appartenant i L:(n,.3< p) et soit N
la relation d'équivalence associéé définie sur £’ de la fagon suivante :

3\1€E’

YYILD RPN ‘& E'
Ca, UH)> = ag, U0)D

Pay Aéfinition, nous désignerons par r{U} 1'espace quotient de 7'
par la relation d'équivalence n

PlU} = E"/n

I1 s'en suit que les vecteurs A de 1'espace F{U} sont des classes

g gl e . Y A
d'équivalence de fonctiommelles lindaires continues appartenant 3 £’

b) Notations

Pour touie classe d'équivalence A & F{U} nous poserons per

{4, U()) = <)"U(')> V)\EA
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¢) Produit scalaire sur F{U}

8i Ay et A; sont deux classes quelconques appartenant z F{U} ,
alors la forme sesquilindaire ( Ay | A, >F telle que ...

A € N

Chilha dp = Chan o)) v

A2 € Ap

+++ définit un produit scalaire sur 1'espace F{U} qui devient de ce fait préhilbertien

si on le munit de la norme associée :

Al = <ATa D,

Démongtration

Compte tenu de la définition de (A1 | A2 ) 5 et des proprigtés de
Kuu()‘h A2) , on a, de fagon &vidente :

A€ My
Chilhe Dy = Ky, Ae) = cte

X2 € Az
hilhedy = (hfnd,

(A|aA1+bA2)F:a_-(A]A1>F+ Z-(AIAZ)F

Cahitbla [Adp = a0 CMfAd, + b (M |A),

<A|A>F > 0

Si nous désignons par OF le vecteur nul de F = F{U}, il ne nous reste
donc qu'a montrer que l'on a :
AlAd>y =0 = A= oo

Remarquons tout d'abord que 1'implication réciproque est toujours

vérifige :

e <A|A)F=0
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11 suffic doue de prouver que 1'impifcation directe est vérifiée :

= ? =
{A A )F = 0 = Az e
Soit x{-) le vecteur de Ez(a,;ﬁf;m) tel que :
Aw) = R, Uw)) Yo &
On a par définition de X, (A, A) :

L]

ChINY,
(xlx)zz =

M Xfw) - Hw) } =
2
W=,

.8 Si nous désignons par 05’ le vecteur nul de L*(Q,M,u) s nous
savons, d'aprds les propri&ids des 1a norme, que 1'or g

5l = 0 <> x=o

L!

On peut donc écrire les &quivalences suivantes :

<[lrﬁ>F:0 =5 X0

«=> A U()Y = 02
Mais, par défimition de F{U} , 1e vecceur A tel que ...
(AU = 0 upp.

+ représente la classe d'équivalence du vecteur nul GF , 81 bien que 1'on 2 :

<A!A>F = 0‘ > A;op

En définitive, on en déduit que la forme sesquilindaire (A, | A,)F

peut zIfectivement &tre considérde comme up produit scalaire défini sur F{U} .

a) Définition
Enoned

Par définition, nous dirons qu'un vecteur paramétré U appartensnt
3 240,

8 ;4) est yu- libre si 1'une des trois propriétés &quivalentes suivantes

25t vérifiée :

a) ¢

est positif :
iy positif

2, cuum)) > 0 Vr#0,
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b) €, est inversible :

uu
Cuu(l) & @E <= A= OE'

¢) U{w) n'est orthogonal 3 aucun vecteur de E'pour u-presque tout w :

<)‘J U> = GLz <=> )\:GE,

Démonstration
11 nous faut démontrer que les trois propriétés a, b, et c sont
effectivement équivalentes ; pour cela nous procéderons en trois &tapes :
1°) b= ¢
2°) e=>a

3°) a=>b
1°) Supposons que Cyy oSt inversible et soit X tel que :
<A: U) = eLZ

= Cyu = MU (A UD Y = MU, )

= 0 ¢ Jeog,M g =M u-oep iy < M U - ol

N

== 0 < " Cuu{)‘) “E M ﬂU“E " leLzl Y =0

= Cuu ) = OE

= A= GE' (car Cuu est inversible)

On a donc effectivement b => ¢

2°) Supposons que ¢ soit vérifid, c'est—-d-dire que l'om ait :

<X,U> = (;)Lz <=> }\:GE'
On peut toujours écrire ...

Ch Cu > = ME (U)o (AU

il (xnu) |2
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- d'oll 1%on déduit que :

heyNd> =0 = a0y - o,
<=5, A = GE,

I1 s'en suit que 1'on a bien ¢ => a

30 S . . ‘o
. , ' .) upposons enfin que Cuu 801t positif et supposons qu'il
existe A & EF vérifiant 1'équation suivante :

cuu(l) = eE

Dans ces conditions, 1'&lément {2 U)  est tel que :

O = Cu™ = MU- (U )
- 0= (No) =K NmMU. <x, 051

MECNUY - LU

<X GV

Puis é iti i
) . . ' que par hypothése Cuu est positif, il s'en suit que X est
necessalrement identique 3 BEy et 1'on a done g => b

e) Proposition

Enonod

Le vecteur étré 2 o i i
. . ' , paramétré |} L'(Q,,),{' [u) est y- libre si, et seulement
si P{U} est identique 3 £ :

Ve Lé(ﬂ,.,% ,4) est p- libre <=  F{U}

T

B!

et eyl
yenions LU LLun

2!

Par définition | est y~ libre si, et seulement, si on a

<UDy =0

12 Qo A = 6
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On en déduit que la proposition &noncée est vraie, car 1'équivalence

ci-dessus est elle-méme équivalente aux relations suivantes :

<=> Oa, U) #F 0 (g, U Vi £ X

<=> FU} = E! (par définition de F{U})

f) Proposition

Si le vecteur paramétré U € Li(n,M y) est p- libre,

alors &' = P{U} mmi du produit scalaire ...
Chldedp = Chlrd,

... est complet pour la norme associde ".HF et constitue de ce fait un espace de

Hilbert. .

Démonstration

Le vecteur paramétré U &tant p- libre, il s'en suit (par définition)

= . . .
que 1'opérateur C = est inversible et que, par conséquent, i Cou "g'(E',E) est un

nombre strictement positif.

D'autre part, C , étant linéaire continu (donc borné) sur F{U},

uu

on en déduit que || C est fini et que de plus on a :

uu ".?(E",E)

M = <Alad,

QIENID
=] <h ey (D

Al + 1oy, 1,

N

N

”)\”31 * " Cuu “g(EI’E) J ")\"E"

On peut alors écrire ...

RYE

A

"Cuu".?(E",E') - g

. d'ol 1'on déduit que E' = P{U} est complet pour le norme I - le'..iSqL' il est

déja complet pour la norme | ret que | Cuy "9(5’,)3) est un nombre fini

I
strictement positif.
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continue, admet wn inverse Eﬁhl

les espaces F = F{U} et & = FLU} .

11-3.2 - Espace Z{u}

a) Définition

) Par définition, nous appellerons espace des estimateurs lindaires
engendré par le vecteur paramieré U(:) & L

sous-esp tori 3 :(Q'Mﬂ) et nous noterons &£{U} 1e
5 ace v Y ]
S s (n"m"‘) constitué des classes d'équivalence X telles que:

Vx & 2N} < 3L & P} ¢ o) = (A U(4))

b) Produit scalaire sur Z{u)

1] 3 I s
L'espace &{U} devient préhilbertien si on le munit du produit

scalaire (° | o )g et de la norme associge

I ° "gtels que :

Xy

(Xllxz)g= <% )
Vi, & =

X

Ixlg Ix g

11-3.3 - Application u -
a) Définition

5 ope yimi s o ke ;
ar définition, u désignera 1'application lindaire associée au
vecteur paramétré U(-) définie par la relation suivante ..

A ,_____,11 Ur = ¢a vy

- et dont le domaine D(ffJet 1'image I(f§)sont tels que :
DIRR) = PO}

Il

&w}
b} Théoréme
Enoncé

¥ s oy .
L'application lindaire Eﬁ associée au vecteur paramétré U(-) est

lingaire continu et définit un isomorphisme entre
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A
v%A: e r = (Un| Ubdy = Chfh), (m
V%il e >(WxlWxud, = {ulxdg @
2
De plus, on a :
"u ﬂgm g) 2 “ u-llg(g'p) i 1 (3)

Démonstration : Premiére partie

Par définition on a :
Ur = Cmue)
ClUm | U dg = wiln - Ul
- CUL T U D = M} (AL UCe)> - (R UCD |
= CUM | Bhe D = (M hd, )
En particulier, si on prend A = Ay = A, , il vient :

Ak, = IR

I1 s'en suit qu'en désignant par G)F le vecteur nul de § et par
SU(F, %) 1'espace des applications linéaires de 1'espace vectoriel normé F dans

1'espace vectoriel normé & , on a :

Ul
- sup P a2 e
&) W, = ade, Ik,

Cette derniire relation implique que Il est bornée; or une
application lindaire d'un espace vectoriel normé F dans un espace vectoriel normé 4
est bornée si, et seulement, si elle est continue. On en déduit donc que u est

continue.
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Démomsiration : Deuxiéme parite _A

_ Compte tenu de la relation (1) définié dans la premidre partie
de la démonstration, on a :

t Wean - a0 “g = [ m-aA “F

Ceci nous permet d’&crire 1'équivalence suivante :

ﬂlh =uﬁz = Ry = Ay

Donc, 8§ &atablit me bijection de F sur & et il en découle que it
existe, est linéaire, et a pour domaime et image respectivement & et F :

oYYy

iy

g = b

U = el

Considérons d'ume part deux vecteurs X; et Xz appartenant 3 &
et deux vecteurs A; et Ay appartenant i F tels que @

:

‘Ax = B x x1 = fin

P

Considérons d'autre part la relation (1) &établie danms la premiére
partie de la démonstration :

<l | u’\z->g = kA g

i X2 x2 = U,

On conclut en remarquant que ceci implique :

= (uA;IXz)g <Al|u-1x2 >F

= {xrfoxe )g CU x| B xe >F (2)

T xl2  weg

. cup () "F
% lzrer =« 7 ogp

=1

= 1 (35
I x "g

Cette dernidre relation implique que 1'application lingaire [l
8t bornde, d'oll il découle (comme pourﬁﬂ) qu'elle est continue.
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¢) Proposition

EBnoncé

Si le vecteur paramétré U est y- libre, alors &{U} est complet pour

il

la norme || - "Efp e "E2 induite par L’(n,\,'x/, /1) et constitue de ce fait un espace

de Hilbert si on le munit du produit scalaire { « | - >g= (e - >L2

Démonstration

Si le vecteur paramétré U est u- libre, nous savons que F{U} est complet
pour la norme ” . ”F ; on en déduit alors immédiatement que &{U} est complet pour la norme

||-||8ﬂ puisque || établit un isomorphisme entre P{U} et &{U}

11-3.4 - Théoreme d'approximation dans (g, ., u)_

a) Théoréme

Enoneé
Soit d'une part U(‘) un vecteur paramétré appartenant i L:(Q,.I/, ,‘)

et soit d'autre part X un vecteur fixé dans Lz(n,.,y, ,4) . Dans ces conditions, les

trois propriétés suivantes sont toujours vérifiées :

1°) $'il existe un vecteur X € Z{U} tel que 1'on ait ...

VX € EUy = [|x-§||E, < IIx-?('HL,

. alors % est unique, et si 1'on désigne par X la classe d'équivalence complexe
conjuguée de X, alors il existe une classe A &€ F{U} unique telle que :
IX=t= u[\

Cu™ = u{ x(+) - U(:) }

De pius, daus ce cas, le vecieui (X

et le carré de sa norme dans L‘(n,.;}’, #) est tel que :

" X =X "é: " X "lz-lz " 2 "2:
! x| MBS,
avec | x “2’ = "
<1
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2°) 5'il existe une classe A &€ F{U} relle que ...
Cu™ = MX()-U)Y  wieh

<. ol X désigne la classe complexe conjuguée de X , alors Rest unique et il existe
un vecteur unique X & &{U} tel que 1'on ait :

x = Ui

V')‘('E £ - "X“;"Lz 3 "x-’)\(ﬂzi

3°) Si le vecteur paramétré | est y- libre, alors il existe un
vecteur X & &{U} uwnique tel que ...

v e U} - bx-%l, o« Ix-¥i,

. K. - A
. et l'unique classe A &€ F{U} telle que X =ul\ se réduit i un seul &lément K et .

Démonstration : Premidre partie

Supposons qu'il existe § € Z{U} tel que 1'on ait ...

"x-§I|L2 <

Lo
s+ €L §01L x, un vecteur appartenant 3 &{U} ; posons
=% | ¥%dp = 6

On peut toujours supposer, sans nuire i la généralité, que ;‘:‘o

[ .- Q . ;
a &té choisi tel que || x, "Lz = 1. Ceci dit, si nous désignons par ’)\(‘1 le vecteur

N
de #F{U} tel que x; = %X + & ?Zo s il vient alors :

||X',;1||f,7 = ||X"£'5’>\(lo 2:
= Ix-Xfn o= x-%hh - Cex- W | & %,
SRR N RS RN P A A
L = fx-Rgn - T <(x-§)1§,>5,

MRS B NCE DN N U A

d A
I1 s'en suit que le vecteur ¥ appartenant & & {U} et tel que

Ny 3 A - i
X T X* 8 X% vérifie 1'égalité suivante :

u -~
e -%2 = hx-502, - o
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on en déduit que : r Mais puisque }§ &tablit un isomorphisme emtre ¥{U} et F{U}
2 a on a donc en définitive : ¥
P-%le = Ix-%0% G
= ls] = o . s s <K|A>F '-’(XIuA)g VA € F{u}
2 A VX € g(U} |
= Cx=% [ %), = o N R
2 avee [ Xo [, = 1 o @ s (ARY, = (UM Dy VA eFl)
' s 3x &£
3 . . - YRR v
- ((x-x)l')\t'%: = 0 vX € Z L B x> AR U T Petl
En définitive, nous voyons que s'il existe § e Z{U} tel que Py — v b & EI
1'on ait ... = . < Cuu(ﬂ > = A Hx(4) () 1D el
& v n - f
X - X < X = X vX e £{U} ' R —_— o =
" "LZ " "Lz > Cuu(x) :’sz(.).u(-)z Vi&A\

. alors le vecteur (x - §) est orthogonal i &{U} . Inversement, si feg{u} et
si (x = X) est orthogonal 3 &, alors % est 1'unique vecteur de &{U} rendant minimum

h o o - On en conclut que, s'il existe un vecteur unique X & &{U}
[x - X|l» car, quel que soit ¥ € Z{U} on a alors, d'aprés le théorsme de Pythagore: L . . . A A
L . satisfaisant, la relation (a), alors il existe une classe unique A & F{U} telle que...

" ~ ~ ~ ~ ~ i
R L A A PR PO O i - 1A
% ~ | by 1 4 ~ ~
= [I)(-)([[E2 > ||x-x][L, Cuu(X) = M x(-)-U(.) } Vienh
" AT e— D'autre part, si x = uﬁ existe, alors puisque (x-X) est orthogonal

& tout vectevr de &{U}, il est en particulier orthogonal 2 X et 1'on a :
Supposons qu'il existe un vecteur unique X & F{U} tel que : A = )
Ix-xf2 = {x-x]mx-x)r
n n n, L
(o) ]Ix-xlIL, < Hx-xl[L, VX e Ul

(xl(x-§)>La

Ixis - Cxl&),

Puisque || est inversible, on en déduit qu'il existe une !{
classe A & F{U} unique telle que : i

x = U

, SRS PEE A PY AT T I
Compte tenu de la premiZre partie de la démonstration, on sait de
plus que (x - ) est orthogonal a tout vecteur 1JA appartenant i & {U} si bien que ‘ En définitive, (x - £} &tant orthogonal 3 X, on peut appliquer le
1'on a : i thiovie de Pythagore et, compte tenu des relations (B) et (V) déja obtenues, il
<(x-$2)|llA)g = 0 VYo e Fluy | o B
o (Gl Mdg = (x| MWhde Vi erw | lx-%05 = Ixin - 1513
3 . ! %02 = X A = AR
= CUN] WA Dg = (x| UL Dy VA e F) avee || X 2, <x [ WAD, CRIR D,
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Démonstration Trotsiéme tie
TR L Srosiéme partie
5i U est p- libre,

on sait que P{U} est identique 3 ' ¢ que
F{U} et &{U} sont deg espaces

complets. Op en déduit en parti

culier que chaque clagge
Ement A & g’ et que

A & P{U} contient un seuyl &1

Ceci dit, comme .Lz(ﬂ,‘,y,,‘)
€5t un sous-espace fermg de Lz(n,.,'.Z/,,u)
tion orthogonale que pour tout vecte
uique § € [y} ter que :

est un espace de Hilbert et que &1y}
s on sait d'apras le théordme de 1a pProjec-
ur X € LZ(D,MF) » il existe un vecteyr

vie g o e N PR TS

b) Définition

Soit d'une part U un vecteur paramétré appartenant j L!Z(.Q,(_f/, ;1)

autre part X un vecteur fixs dans Lz(n,.%
lerons "&{|} -

et soit d' ,,) . Par définition, nous appel-
ou plus simplement "estimateyr de x",
tel que :

estimateur optimal de x"
le vecteur unique § & Z{U} s'i1 existe

vie U - Px-xp, < - %,

I1-3.5 - Thaoréme de Gauss-Markoy énéralise
T —————=22a377larkov généralisa

al) Enoneé

Soient X(-) et U(+) deux vecteurs

paramétrés appartenant
L:(Q,.’.}/, y) tels que 1'on ait

n .
1 X)) = § 4. () Ve €0
J=1
2 MU(r) ) = Op
3°) U est M= libre
, ) Vi o= 3 VJ € g’ cuu(%j) = 5

od faJ(-)}jz; est une famille de 1 classes d'équivalence appartenant 3
A4 y) et {Vj}g.:;' une famille de # vecte
ot 3 F ,

urs linairement indépendants, appar-
Dans ces conditions, ’

on a les proprigtss suivantes :
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&{U} est fermé puisqu'il est complet,

1°) La matrice [G]telle que ...

S
b1 G1g an

t] 621 022”“. ™ 1 avec Gs = < %‘ Cuu{yj‘)>
Gj= . K

seomony

ol ¢
an an i

... est inversible.

J *q,. tels que...
2°) Les sous-ensembles Ay € L (n. '/,p)
i 53 Yo e f
) 32 & E' ¥ = W, Xw) D>
o
. . _ ' ”
vie & g) M ¥)y = M)
i WET de n
i i ique {A9}7
s vides quel que soit J et il existe une famille uniq =1
. ne sont pa

.

j fixé on ait :
teurs appartenant 3 E ! et tels que pour j fixi
vec

W ¢ Fw o= (Vx> veen
min f 7
H : - . ; - a |

8) 127 -1, = ¥e 4 ll be

X par la relation matricielle
3 ) Les n vecteurs € F' sont donnés pa

suivante :

i1 7"
- 017 - |
i P
4°) On a la welagion suivante : &
¥ . g j - 67:,7
vii, §) = (at-ah) | @ -a) )
$

o C [ aie d<
exes @ 1J gont les &léments en go
ou les nombres ompl X t 7€M ligne et 1€ olouie d

lc matrice {E}-l N
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b) Démonstration : Premiéve partie

Puisque les W sont par hypothése lindairement indépendants, on en

déduit que : N} .
s A =
< 3 (b }j'=! Z v 7B
J
- Jrg=n f =
< 31 (¥ }j=1 g: B Cou (%} S
o Jrd=n 7 o - =
< ¥ {» }J.=1 cuu(§ b2 Vj) = 8 T Oy (e

Comme C\ = est supposé inversible, on a alors...

— 1d=n J =

e ¥ (¥ }j=1 Ib 7; %

J

- et il s'en suit que les 7.7‘ sont lingairement indépendants. D'autre part, puisque
le vecteur paramétré U est p- libre par hypothése, on est assuré par la proposition

II-3.1.e que 7 = F{U} est identique 3 E' ; on en déduit que

cen

Gs = <VL|7§>F

g <Vi‘ cuu(%:)> -

- d'ol il découle que [G] est inversible en tant que matrice de Gram d'un systdme

de n vecteurs { ?’;} g:’; lin8airement indépendants.

Démonstration : Deuziéme partie

& . . : %)
Supposons que, J &tant £ixé, il existe A &€ E' tel que :

Vi = (¥, y> = 8

On a alors pour tout % en désignant par ¢*Y les €léments de la
matrice inverse de [G] B

. .. ga o i
- (¥, %y = E 6, (ear o = 2; . 60
¥ |
= L& K770
7

]
N

I ¢ %1 %5,
1

. 9, Cf 70D

"
A\
]

R AP

1
AN\
S~
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PN <{'X'7—EG""7 Z:),Vk)= 0 vk
7
Si nous posons ... .
AL - 1:.1'
m ¥ o= ] oy
PA
- slora on a en définitive 1'@quivalence suivante pour J fixé :

(2) [3%7.@ E’ (i*f,vk) = 5-;7c Vk]

W=(3d—ij) et By =0 Vk}

La relation (3) &cant toujours satisfaite pour "= GE, s il 8'en

> o [avar <

suit que M est wne aolution particulidre du systéme ...

j - &
<¥.n> = ¢
«+. et nous allons montrer mainiensnt que 1l'on a :

() [v%"e B WiW a(¥,u- of Vk]=> 190, < B¥ 4,

(%) vk =

Ya effet, d'aprds ce que nous venons de voir, si 9\"7 est ume autre
solution du systéme (4) différente de A\ , alors on a :

%7': V-ﬁ-?j

{(i‘i, R = s,’( Vk} -
;<%Vk> =0 Yk
avec
V#op
. d'olt 1'on déduit que :
1% = (¥ 22
s ] ad 2
=W (P, (I, a8
Comme d'autze pare on & «...
TiEy = Iy - (w L &7 730,

I &7,

M. ¢, CulZ0) D
. ¢y 7>

1
Q R~ X1 X
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««» On en conclut que :

N P
- ¥ s ¥y,

Si nous posons ...

¥ = < ¥ s X)) ve e

(6) n Lz
avec ¥ o= Ve

. on peut alors &crire :

Yw = Z (3"7‘, Vi)o atlw) + ('X'i, Uw)> VYo &
1
S T R N I 10 SIS Y (TH 0N

Compte tenu que par hypothase M{ U(+) } = O et que <'XJ’ Ve D= 5}1

quel que soit k d'aprés les relations (2) et (3) du paragraphe précédent, il s'en suit

que 1'on a 1'implication suivante :

¥ o- Saw ‘ _>?(7) M} = o
¥ = ¢, xwd ® {¥w -dw= ¥, vwd
Des relations (6) et (7) on déduit immédiatement que la classe

. g . : N |
d'8quivalence & & Lz(n,._% ,u) ainsi construite appartient 3 Ai ; comme d'autre
part la relation (8) nous permet d'écrire ...

ll LR I’Ez

A TEANTD U S AR DY

= . 5
= (¥, Cu™) >

. 2
S
- on en conclut ,d'aprés les relations (1), (5) et (7) que 1'on a :
e ' iJ
R S T T e T
i - = | -a "Lz—"aj J K a "Ea
® = (N, xwd & E 4
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S TS D aphte la Felaton (1) pasée dans ia premidre partic de 1a
démonstration, on a : . .

Vistl, ., m - xhg & g

11 s'en suit que 1'on peut &crire la relation matricielle suivante

>
[

= E@jga °

ecocecescs

3
;* tecasasse X

Démongtration : quertriome partie

Pour achever 1a démonstration, il ne nous reste plus qu'a montrer
que 1l'on a ...

Y | @ - &) dppo= i

... ol GtJ est 1e complexe conjugué de 1'élément 6™ gitué en iem ligne et J%7 colonne

dans la magrice [G}" .

Cela résulte immédiatement de 1a relation (8) qui nous permet
d'écrixe les £galités suivantes en posant 1* = ik » quel que soit k :

Cat-ah) | @ - o) dpo=

P —

widt-ah) . @l - o))

)

MECRE LU 0 W o)) |

o = R, e,
= <)_'o°"'557fk,}zlc”~7'cw(%)>
= ggo"i?i-/( P » Conl 230D
= z;&i.?v'.ckh |
= Zcz-?"
= oW
7




¢) Remarque
Dans le cas oll F est 1'espace vectoriel des matrices colonnes de
taille m et que X(w) et U(w) sont des matrices dont les éléments sont des classes
d'&quivalence de variables aldatoires de variance finie définies sur 1'espace
probabilisé (n,.bﬂ y) » on vérifie sans difficulté que le théoréme qui vient d'étre

démontré s'identifie au théoréme de Gauss-Markov bien conmnu des statisticiens.
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.. Chapitre Il

APPLICATION A LESTIMATION LINEAIRE
DES FONCTIONS NUMERIQUES

ITI-1 - INTRODUCTION

Maijtenant que nous disposons d'outils mathématiques suffisants, nous
pouvons aborder le véritable objectif de cette 8tude, 3 savoir 1'estimation (lindaire)
optimale des fonctions numériques. Toutes les méthodes de construction d'estimateur que
nous présentons dans ce chapitre sont basées sur les théorémes II-3.4 et II-3.5 et con-
sistent en fait 3 minimiser (quand c'est possible) la norme de 1'écart entre 1'estimateur
recherché et la quantité estimfe ; cette norme sera toujours prise dans un espace
EZ(Q,.2< u) approprié que nous choisiroms en fonction de la quantité 3 estimer et de

| la nature de 1'information disponible. Nous étudierons ainsi successivement :

1°) L'approximation en - moyenne quadratique bien connue des mathématiciens,

et qui est présentde ici comme une conséquence immédiate du théorsme II-3.4

¥
2°) L'interpolation en 1 moyenne quadratique qui découle elle aussi du
théoréme II-3.4 et que nous avons &té amené 3 développer pour pallier 3
certains incomvénients rencontrés dans 1l'utilisation des filtres de

Wiener (ou des filtres autoregr%ssifs) comme cela a été dit au chapitre 0 .

3°) Le filtrage statistique optimal d'un bruit additif affectant une fonction

continue, probléme que nous résoudrons en utilisant le théorsme I1-3.5
Enfin, en conclusion, nous aborderons brisvement 1'aspect informatique des

wéthodes d'estimation proposdes, et nous donnerons quelques exemples d'applications qui

permettront au lecteur de se faire une idée concréte sur l'efficacité de ces méthodes.
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I11-2 - VECTEURS PARAMETRES U A VALEURS DANS E = &°(T, C)° ' d) Remarque
a Supposons que le compact T soit en fait yn emsemble discret de N
3 points ti e R
N i P A oA B
[11-2.1 - Espaces E et E' : Définitions T { ty, ta, eee, ty )
Dans ces conditions, toute fonction définie sur T (muni de sa
a) Espace E

topologie discréte) appartient 3 E = €(T, ) et toute fonctionnelle linéaire continue

Soit %(T,C) 1'espace vectoriel des fonctions continues définies A & E' est telle que ...

sur le compact T C R* et & valeurs dans le corps des complexes { . On sait que cet

Adt) = + EZ:T a, Gt(dt)

espace devient un Banach séparable lorsqu'on le munit de la norme de'la convergence ?

uniforme; c'est pourquoi nous poserons dams toutes les applications qui suivront : .. oil chaque Gt(dt) est une mesure de Dirac placée au point tE€ T , tandis que les

: {a,},ep comstituent une famille de N constantes complexes.
E = %, ) :
On déduit imm&diatement de ceci que pour toute fonction f & E et
s ”E S tsuep P I ree) | Vrfer pour toute fonctionnelle linéaire continue A € E' , on a, si T est discret :
¢ f = j () - A = Z .
b) Espace E' s K¢ r f it ter 9% + ft)

Soit A(T) 1'espace des mesures complexes réguliéres définies

sur (7, ‘/ZT) dont on sait qu'il conmstitue un Banach lorsqu'on le munit de la norme IT1-2.2 - Projection canonique I
suivante ... !

vm € H1) = |n Il/ = sup éI | m(T,) ! a) Définition

N L. . . . K On appelle projection canonique de F sur € et on note Ht 1'applica-
. ou la borne supérieure est prise sur toutes les partitions f1n1es{T. er de T . i -
) | tion dépendant du paramétre t € T qui 3 tout f &€ F associe le nombre complexe ft) e € :

Le théoréme de représentation de Riesz nous permet d'identifier le P fee)
et
dual topologique E' avec #(T) muni de la norme ci-dessus et nous apprend de plus que .
pour tout X &€ E' il existe une mesure m, € _#(T) telle que : .
X b) Proposition 1

1°) et = (i, f = I £t} m (dt)
¥ 52 7 A Enoncé
2 I ”E’ = |[m)\ !l,f \ Pour tout ¢ f£ixé dans T , 1'application Ht est continue de E dans {

} ot esr wmescrable de (E, ,-’;%?E) dans (€, L@C) :
o) Rotations

A partir de maintenant, et pour plus de commodité d'écriture, nous ‘ Démonstration
adopterons la méme notation pour désigner aussi bien une fonctiommelle A € E' que la Par définition de M, et de £ , on a :
mesure my & _H(T) associBe et nous poserons par convention : " f-45 uE = " ZPT | ft) - f(to)’
€ E’
v = Ly = f FrE) - A(de) 1 | M) =T (f) | = |t - fure |
fe€E T |
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f ek
herE
t €T

> -0 | o< hr-f v

On peut alors &crire pour tout réel positif € 1'implication

suivante qui exprime la continuité de Ht au point fo € E .

Ir-foly < = | L) - L] < €

Enfin, Ht étant continue de Z dans ¢ on en déduit immédiatement, 3

l'aide de la proposition I-2.2.¢ , que Ht est mesurable de (%, 3?5) dans (€, .-3_/"@)

) Lemme technique ‘

Soit B(f, » p) CF une boule fermée de centre fo & E et de rayon
¢ 2> 7. Pour toute suite (dénombrable) de points 9= {Ti} dense dans le compact T ,
on a la relation suivante ...

LRI 1 i

. ol chaque B [ f, (T,L-) > 0] désigne une boule fermée de € dont le centre est fo (Ti) et

B[folt,) 5 0]

le rayon 0 .

Démonstration : Premiére partie

Soient f et fo deux fonctions appartenant 3 (T, €) et soit

/_:{T,-} une suite de points dense dans le compact 7' .

La continuité de f et fo sur T nous permet d'écrire ...

: | £t0) - £(£) | € /s
£ "> @

t € T

= 3Inle, t) le-tf <n =

| £00) =5(t) | < /2

. ¢'ol i'on dedult puisque .7 est dense dans T :

| flz) - fte) | ¢ ep

= i, e ; |

t @51 lfo('rl-) - flt) €/2

n
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Comme d'autre part les inggalités suivantes sont toujours
vérifiées ...

bre - g | - | £ixy) - folr | < [{ft) - g0} “{rg - mep}

< | ree) - Flrg) |+ foct) - folty) |

++. il s'en suit que 1'on peut Ecrire :

e > 0

P

| £0t) - foe | - | fag) - fte) | < e

= iyeq LFO) = fort) | <] £ = fatr) |+ e

En faisant tendre & vers 0 et en passant 2 la limite,on 2 en définitive ...
t e r

Vgo s o.gézt.nml;.;z :___]f(r.)—f,,(ri)lsp =

- d'ol 1'on déduit 1'implication directe de la relation d'équivalence g¢i-dessous

|fet) = fo(t)| <o

étant entendu que 1'jmplication réciproque est toujours vraie puisque € T :

sup 25 -  Sup = <
ey | F = fttp) | < o <= [ Ift)-f00) | <

Démonstration : Deuxiéme partie

¥
définition, on a :

{re 1e-sly < o |

1t

B(ﬂn p)

gf : t"‘éPT | £t) = fott) | < oz

D'aprés la relation &tablie dans la premiére partie de la démonstra-

tion, on en déduit que :

Blfa, p) = ; P | flr,) - folty) | € o vves §
= nﬂgj, g felftry) - fo(ti)l £ P i
g ( . 3 )
RS Ta ’ 7ML () = folt)] < 0 t
R PO, Tigj- ;f : Hri(f) € B[folt) , p] z

1
v-3

;! iy [folx,) , 5] E
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L | - Par gilleyrs, si U appartient 3 _?;(n,mp) , alors Uf appartieni
111-2.3 - Vecteurs paramétrés () € Lé(g,g;/, i) également 3 m.(ﬂ,y) ce qui implique que l'lf." (Bp) est un &lément de ¥ quel que soit
By € ﬁ’g - En définitive, puisque pour tout ¢ € T et pour tout B, & @i il existe
By & -WE tel que F(Bg , ¢) = IF" (Bp) , on en déduit que 1'on a 1'implication

a) Théoréme E suivante :
? B, € &,
2 -
Enoned : b & Lo Ap) » 6, ves ¥
| tE 7
Soit d'une part T un compact de R" et (Q,J/, p) un espace mesuré |
8 U est itive normée définie sur (Q,.%7) . .
ou ¥ est une mesure positive £r1eu ( ' ) ; I1 s'en suit que 1'on peut écrire :
2 . i
Soit d'autre part {f(m, <) } une famille de fonctions i
; ona it ‘ b e Lo, Au) = £, 0 € i (a, ) Vier
réelles ou complexes,continues et uniformément bornées sur 7 pour u-presque toute
valeur du paramétre w € 3 \
1) flo,r) & F(l)  p-p.p. Démonstration : Deurieme partie
Soit 9 = {Ti} une suite de points dense dans le compact T .
° S -
2°) AN <+m t éPT If(w: t)l $F upop. Pour toute boule fermée B(f, sP)EE de rayon P > 0 , nous savons d'aprés le lemme
I1I-2.2.¢ que 1'on a ...
Soit enfin U, une application de 9 dans E = F(T, ) telle que : . - '
f Blfo , ) Tigﬁ’ e (B [felry s o)

Yo € Q => ?‘(“’) = flw, ) € E
-+ ol chaque B[f, (1), p] désigne une boule fermée de ¢ . On peut alors éerire :

Dans ces conditions, Up appartient 3 _?’:(Q'LW: #) si, et seule- - (B(f )) i . n i ( 4
ment, si (W, t) est pour tout ¢ € T fixs » une application mesurable de (n,.,.?/) 7 o 50 = lf- weg T o(1;) 5 0] )
dans (€, ‘/Ec) : Toute application inverse respectant les opérations sur les

ensembles, il s'en suit que 1'on a :

[f(- st e Mfa,) Vvie T] = U e Le,Ar)

< =] -]
ZJ]"I(B%"’)) rigj' b oM, 33 [ﬁ’”i)"’jg

Démonstration_: Premidre partie

o1
ueET (”ri ° ) ? B [folry) °]§
(¢, #¢ ) pour tout t fix@ dans 7, il s'en suit que 1'on a : n .

weg ? Bfolty) » 0}, 1, g

La projection canonique Ht étant mesyrable de (E, .’QZ’EJ dans

ter . y - ) &L woux supposons que fl°, t) & mc(o,%') quel que soit ¥ & T |
= - = o
v > 7By t) T i ¢ wlsis vampee tenu que les boules fermdes B [#(t.) s p] appartiennent 3 &7 . oa en
4 «

B, € .@5 1 . it que 1'on a ¢ L

= U oo M7 (B : £ Blfolty) s 0] 1, €% Y& 7

= oy A | — =1 b

Uf (BE) avec B, & # = Tig f 3 B [fo (Ti) 3 p] s Ty g € ¥

uf'f" (8tfos 1) & o7
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Puisque les boules fermées B(f,, p) engendrent .@‘ , on en conclut

done que si f(- , t) € m¢(ﬂ,.}y) quel que soit t &€ T, alors g‘(‘) € m‘(ﬂ,ﬂl) 3
it emMfo,¥) vier w v € Mo, )
Pour démontrer que l'on a ...
fo-ot) e Mfn, ) Vvier = U, € Ly(a,5 u)

- il nous suffit donc de prouver que J‘g 0 Uf(w) "2, u(dw) existe bien.

Pour cela, souvenons-nous que par hypothése, on a :

AN < + | flw,t) | € ¥ up.p.

On peut alors &crire :

I Uplw) Iz <« W u= p.p.
2 2 -
= In Nty waw < ¥ <+
- L) € ZYa,5 u)

b) Définition

Soit d'une part (Q,J/, y) un espace mesuré oli U est une mesure

572 1 o [2 . n
positive normée définie sur (O,LQ/) et soit d'autre part T un compact de R” et o

{fﬂﬂ, .)}w g o une famille de fonctions de £ = Z(T, C) telles que :
1) vueue = flw,") € F
2 vier = f,1) € Mo, &)
° © sup . - p.D.
3°) 3m <+ cer | fo,t)] < ¥ u-pp

Par définition, nous désignerons par e Li(ﬂ,\)’/, p) 1'unique

vecteur paramétré associé & la famille {f(m b ) w & Par la relation suivante :

. i . = (UJ,‘) U= p.p.
VUf () e Uf(} > Uf(w) f

80

t er
\

¢) Conségusnce

. Soit T un compact de " gp soit £3 @7, ¢) . Dans tout ce qui
suit, et chaque ifois qu'il sera question d'un vecteur paramétrxé U,(:) & Ef-(r) lv’,u}}
L Ad v

il sera sous-entendy que celui-ci est associz 3 une famille {f(m 5 ')} de
fonctions telles que Led

*

9y f@,-) & £ p-p.p.

) VE@? = py e Mo, )

£

{3) AN < +o tfgupfff(m,t)l €N yu-pop.

Inversement, chaque fois qu'une famille de fonctions

Fla, ) } .
{ > w & (8era assocife & un vecteur paramétré l]lc (") e L:(n,.’/,p) s il sera
sous-entendu que cette famille vérifie les trois relations ci-dessus.

il1-2.4 - Fopction moyenie ¢f

totiad. EZSu:Lt flo, «) }m e o la famille de fonctions asgociée au vecteur
p ré ,(n,.,(zf, ,u) « Par définition, nous appellerons fonction moyenne de
la famille {f(w, ) }m e o la fonction ¢f.(-) telle que :

0(t) = [frw,t) uds)  Wier
Q

Compte tenu que [}.(') appartient i L:(Q,LV,/,‘) » il s'en suit que

ba0+) existe toujours, appartient

. 4 F et peut 8tre identifié avec le vecteur moyenne
de Uf. (<) :

¢f(') = M Uf(') }

I11-2.5 - Fonctions de covariance et de corrélation

a) Définitions

Introdustion

Dans les définitions qui suivent, nous désignerons par

flw, * c i i :
{‘ ( ‘ ) }m &g °©t {g(m, ) weg deux familles de fonctiong BUpposées assocides
respacrivement 3 daux veete t Btré . 3 a L2
ecteurs paramétrés Uf( ) et Ug( ) appartenant Laén,.ﬁf; ,u) .

81




Fonction de covariance

Par définition, nous appellerons fonction de covariance des

familles { flw, *) }wen et {g(w_, v} weg la fonction (complexe) ng(t" ta)
définie sur (TXT) par la relation suivante :
Pt ) = [ fte e o Gl ) waw

Si nous désignons par 6t1 € E' et 6t € FE' les mesures de Dirac
2

placées aux points t; € T et t, & I', on vérifie sans difficulté que l'on a ...

Tpaltrs t2) = 8y, s cw(stz) > t

- d'oll 1'on déduit que rfg existe toujours sur (TXT) .

Fonetion de covariance centrée

Par définition, nous appellerons fonction de covariance centrée de:

familles { f(uw, ')} et {g(u), ) }MEQ » la fonction complexe , l'l'f(:'g(tz, ta) '

wen
définie sur (7XT) par la relation suivante :

e _ - . r .
I‘fg(tl, ) o L} (f(m, 1) ¢f(m)) (g(w, ta) ¢g(t2)) w(dw)

On vérifie sans difficulté que 1'on peut &crire cette expression
sous la forme ...

gt 01) = Tpo (b, 02) = 4u(ta) - TR |

«v. d'oll 1'on déduit que T'?.g existe toujours sur (TXT)puisque Tﬁg , dif et ¢g existent.

Fonetions de corrélation

Par définition, nous appellerons fonction de corrélation et fonctio

for )} g e {otu 0}, p

Rﬁg(tl, t2) définies sur (TxT) respectivement

de corrélation centrée relatives aux familles
les fonctions (complexes) ng (ty, tylet

par les relations snivantes ¢

ng(t“ ta)

ng fty, ta) =

=—
Vipettn e+ T a, 6
Top(b1s ta)
Rig fty, ta) =
- c - t:
v/rf‘_,(c,. ) o I, )

82

AN

Ces fonctions existent toujours sur (Px¥) puisque les fonctions

de covariance qui servent a les définir existent.

b) Propriétés de ng

Enoncé

Pour tout couple de familles de fonctions 1 Flw, *) }w&n et
‘ glw, *) ‘wgn associéss aux vecteurs paramitrés Uf(‘) et Ug(') appartenant 2

L:(n,.f/.,'u) s on a les relations guivantes :

1) I‘fg (l’;l, tz) = rgf(tz, tl)

D | T, ta) | s p/rff(tl, t) Tttt

A(dey) - A(dty) 3 o Vie&eE'

3) IT [I’ rff(h" t2)

4 . (
) fg(,t)EE' vter

De plus, si ng? désigne 1'opérateur de covariance de ‘!f()
et Ug(-) , alors on a :

5 = .
%) G'HI{U L{, I,'fg( st) A(dt)

Démonstration : Premiére partie

Remarquons tout d'abord que la premidre relation ci-dessus est une
conséquence immédiate de la définf?ion de vfg tandis que la seconde découle directement
de 1'inégalité de Schwarz. D'autye part, si la relation 5) est vraie, alors on peut
écrire
Yha&e'

A, Cuulh D T (ty, t2) X(dt,) X(dt;)
Y T T ff g

- 6 vi i'ou déduit que 1z velation 3) est vraie, car on saig d'eprés 1la propesition

Lieve oL LivZeZed que L'oa a 3

(x,c%fxw S Kw(x, X 20 LW -4

Enfip, si la relation 5) est vraie, alors en faisant A = 67& s

o 3 cas "
5 .,t) & E vt €
cwai_) I’ffa(
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~co d'oli 1'gp déduit que 12 PXopriété 4) egp vraie.

On conclut de tout ceci qu'ij suffit de démontrer que la proprig
5) est bien vérifige.

Démonstration - Dewriome tie
TT————Z=umeéme partie

Par définition de 1'opérateur de covariance

s M(Uf(-)' <n ug(.)>)

C,*% » On a pour

lff(') € Uf.(-)

3 U ¢
Ug()e g()

tout X & g’ .

C[}_% (x)

o

¢ 1%on adwet,généralement que ces deux fonctions sont des mesutes fu degré de
st ' ; ¢ ) obsexwées
ressemblance” entre les familles 2{(«’, )!wﬂﬂ ee lyﬂﬂa {wlﬂ :
espectivement aux points t1 & 7 et £, & T lorsque W parcourt 1'aspace mesuré

T

(g,.,:'/f,m

111-2.6 ~ Cas particulier od S5 GF,

o} Proposition

Broneé

i ibu boré-
Soit d'ume part Q@ un espace topologique muni de sa tribu

—————— . ) = o AT (@ %) . Soit d'autre
- §cwm£ (t1) = [ (f(m, t1) f glu, t,) A(dtz)) H{dw) Vi€l iemme s et u une mesure positive normée définie sur (9, ' e g
' \_T ie de R" ot }f’fw ‘}! une famille de fonctions définie
‘ part T une partie de s wegq
‘ . . 3 "
] f ([ o w oo v oy ) B Ve e Dans res conditions, on a les implications euivantes :
Q id
: B E = ay £, 8 & MAa,
Compte tenu que Ies mesures A et U sont bornées, on peye alors Lo freel e @m0
appliquer le théorsme de Fubini qui nous permet d'gerire —
o s - = 2 AN o TR oerp )| gy p.p.
D) S €n tab 1w, t)| <o = P, 4
ey e - J (J Tlo t1) g, t,) u(dm))- A(dt,) Vi e weER ter
T Q
= f l}_.g(tl; ta) A(dt,) Vt.er D etration 1 e
T ~TIE \ | D’aprés la proposition I-2.2.c » Nous savons qQue la re
i 2), ona...
¢ lbm) N I Teg 0 8 Aat) entraine la relation (1'). De plus, compte tenu de la relation (2),
Y 3
f o sup ¥ YWeen
= S sup t)] <t |ftw, t)| <
e IV = ueq  ser [f t)] t&T
" g SUD WD oy, 3)] <t cap Iflo, t1] <0 = p.p.
— = ),
On vérifie immédiatement que les propristas 1), 2), 3) et 4) = 3N wEQ  t@rT
de ng s'appliquent sang changement aux fonetions I}fg ) %“g et Rf?g . : B
» eui achéve la Jdémonstration.

d) Degré de ressemblance

I1 découle de 13 remarque précédente que 1

AN 127 pw,us

| R

fg(th ta) !

$ 2

| R;.g(tl, t2) | g g
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bl Applisaiions

$i T est yn compact de R" et 8i F = (T, U) , alozs an 48dwix ¢e

cette pro izi0n o rcile onstruire e8 vecteurs paramétvés ( y )
Pg ied g1 il est ceds fanil de ¢ re d cteu P s
al ) : :‘ “r F{ ) | » 2 i opologi i ‘Mest ﬁdentique a &
el 2 i espace top 1 gique et s1
appariznant A L &% ;. f‘; ;4) Br M est un P
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En effet, dans ces conditioms, il suffit que la famille de fonctions

{ flo, ) )wEQ associée i Uf soit telle que : |
Ve &€Q = fl- e &(ml) |
vieer = fl.,tl &€ €H. b |

|
s s
3ncre: T Ser|fa )] <8 w-pop.
3
Ce cas particulier est loin d'@tre une exception et permet de I\

définir des vecteurs paramétrés extrémement importants pour les applications :
P P! P PP

Eremier exemple
o 0 . 7
Supposons que { ainsi que le compact T soient des parties de R
et soit §f(m, *) Eweﬂ la famille de fonections telles que :
w e Q s l
v = flo, t} = expzziﬂ° Cult )Rn‘
tET
Comme chacune de ces fonctions est continue par rapport a\W et

a t et que de plus ...

sup s
ven ¢erlf e <1

. 11 s'en suit, d'aprés la définition III-2.3.b et la prqposition III-2.6.a qu'il
existe un vecteur paramétré unique Uf € E:(n.@n'#) et tel que :

Vyf € l}, <> Uf(m) = f(w, *) u- p.p.

Supposons d'une part que & et T gsont des parties compactes de r"

. Y(3
et que T est constitué de ¥ points t; € R” .

lr 2 Tt ts oous t,,
N 5 1]

avec tJ.E[RfI Yi=1, ..., ¥

k k :
Supposons d'autre part que W et tj représentent respectivement la
ki®me composante des vecteurs w € Q et tJ. € T, et soit 3f(w, Y 2&20 la famille

de fonctions telles que :
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k

w &R n t 2
v - faty = 1 (H)
ﬁj arT

Comme chacune de ces ¥ fonctions f(u, tJ.) est continue par rapport

4 w et que  est supposé compact, il s'en suit que l'on a ...

Ny = &2

i T weEn |ftw, tj)l <tw

t,.ET
VJ

«so d'oll 1'on déduit que :

sup

vea ¢&r |fo )] <se

Mais puisque f(w,t) est continue par rapport 2 w et 3 t , on est
assuré, d'aprés cette dernidre relation et compte tenu de la définition III-2.3.b et de
la proposition III-2.6.a, qu'il existe un vecteur paramétré unique Uf ® LZ'(D,‘@Q . u)
tel que :

Vi e 4 = vw = f, ) wpp

Remerquous que lorsque les points tj & 7 ont des coordonnées
entiéres, alors chaque fonction flw, t.) est un polynSme (ou plus exactement un mondme)

par rapport aux variables (w!, w?, see , o) .

Trotsiéme_ezemple

ol
Supposons que 9 et le compact T soient des parties de R"? et soit F

une fonction complexe continue et bornée sur 1'ensemble (T+() défini de la fagon suivante:

tEer
Vi, er+a <« 3 Pt T t+4y
w €0 &
Dans ces conditions, chaque fonction de la famille zf(w, e) gm@g
Laliz que .. i
(oe&q)
vé ; = flw, t) = P(t + w)
tE&7T

-+ est &videmment continue par rapport 3 W et ¢ et, de plus, puisque F est bornde sur

(T+2) an est assuré que l'on a @

a1 8
wg’ﬂ tsupz’ Ifw, £} = sup

sup 5
wea ter IFE+wl <+
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I1 s'en suit, d'aprés 1 définition III-2.3.b et 1a Proposition

aTamétrd unique '}. € Li(n,.@h' ,‘) tel que :
Y Uf € Uf = Uf(m) = flw, +)  p- p.p.

111~2.6.a , qu'il existe up vecteur p

Cet exe

lorsque noyg &tudierong l'interpolation eén U= moyenne

mple de vecteur Paramétrg

I11-2.7 - Famille - libre gi(w, -):”Eﬂ
a) Définition ‘

Par définition, noyg dirons qu'yne famille de fonctions

gf'(w_, -) sw €q 2ssocie 3 un vecteyr paramétrs Uf € Li(ﬂ,‘,v,p) est I~
et seulement si 1e vecteur paramétra l}. est lui-méme

b} Proprigtés aaz-actém‘stigues

Enoneé

libre si
¥ libre.

Une famille ge fonctions gf(w, ')f
(D"Mp) est I~ libre si et
trois pPropriétés &quivalentes suivantes of

weE n associde i yp vecteur
P 2
paramétra Uf € Ly

Seulement si e]je vérifie 1'une des

@l désigne le vecteur nul de #(7) .

y itif
a) fr €8t positif

L jT I‘ff(tl, t2) - Mdty)  Xdz,) s 0

Va# Op
b) rf'f‘ est tel que :
Fff(tx, tz) - Adt,) = ¢ Vt, €7 <> ) =0y
c) On a :
J' flw, t) Adt) = 0 - D.p. <> A—‘(:)I
7

paramétra Uf Supposé P~ libre, 3 savoir :
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Vi£o
KA G W5 >0 '
r=8

B G = g g 4
2 -
N L £

En effet, compte tenu de la définition de U, 3 partir de la
’

i i damon s .
ue £' est identique 3 . #77) , on d
famille %f{w, .) 2 wep °©F compte temu g
facilement que :

iétés a', b’ " &tant &quivalentes, on en
De plus, les propriétés a’, b' et ¢ q

déduit qu'il en est de mfme des propriétés a, b et ¢ .

I11-2.8 - Vecteur paramétré centré

a) Proposition

Enoneé

soit £ = (T, ( espace des fonctions complexes définies sur
i b )1 P i L
lR” 2 atrE 12 3 £l % (e
im compact v 0 ne §awiils
T de et soit UPE L!(ﬂv._!/, Il) un vecteur paramétré associé a;; )
de fonge Vi J 3(q,. o 12
i (w, *) ; ’ . I1 existe un vecteur paramétré g & ’( ¢
netignsg 3f W

i . e !
associé & ume famille zg((u, )i tel qu

weEQ
U = U - b

Yo € Q == glu, *) = flu, *) - 4?(')
De plus, la fonction moyenne ¢g et la fonction de covariance yy
3

annt telles que @

b r O
_ e
Ty = Tgr
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Démonstration e) Conséquence

Puisque la famille 3)"(«1, <) zm eq ©8t associe au vecteur
paramétré U, € L:(n,.)’f, ,;) » 11 s'en suit, d'aprds ce qui a &té dit au paragraphe
III-2.3.c que 1'on doit avoir :

Soit: zf(w, -)fmen une famille de fonctions associées i un
sontuul paremétré Uf @ 1',2!(9,&/,,4) . Les trois propriétés suivantes sont équivalantes

swsnz que la femille centrée 3g(w, ) zm €q telle que ...

a) flo, ") € E p-p.p.
fwoEa
B vter = 7+, t) e Mfa, &) W% g = gl t) = fly, t) - 94(t)
t&E ™D
Y) 30< Nf St tsépT lf(m‘ ¢ < ”f L .. est |~ libre :
D'autre part, la fonction moyenne ¢f étant par comstruction continue
sur le compact T , on a : a) [ I 5 (b, t) Xdt) Xdt) > 0 vy = o,
p lp £ 7 1 2 E
. sup
3 0g v <t i e ]¢f(t)|<v K . .
b) r‘ﬁ, (t!, tz) Mdt ) =0 VYtg&T <= A= eF,
d'oii 1'on déduit que : T ! . '
s 8 Ei
tépT | gtw, t) | < tépT | fte, t) |+t ;‘PT | ¢f(t) | < Nf‘ vy p.p. c) L’ {flw,t) ~ b(t)} Adt) =0 y-p.p. == A = e,

En définitive, compte tenu que ¢fE E et que mc(n,.?/) est un

espace vectoriel, on a donc en posant Ng = ”f L o

’ (w, *) € E - D.pD.
e o L= Bep 111-3 - APPROXIMATION EN - MOYENNE QUADRATIQUE

g')  Yter - gl ,t) € m:c(n,us/)
! [11-3.1 - Proposition fondamentale

lgtw &) ] < # wpp. |

., sup
Y') 305N9<+w P er

a) Enoncé

Il est alors facile de conclure que U est bien un vecteur paramétré

- 41 0 BEve agsacisd
appartenant i Lz‘(n,&(, p) associé i la famille zg(m, o) %me Q et tel que : -Sekt; d'une part Uf( ) & L:(Q,Jf,p) le vecteur parandird agsocid

¢ 1a famille de fonctioms | fi(w, ) appartenant 3 l'espace £ = &(7, §} oii 7
U = Uuw - ¢ Vo e e z A , imeﬂ . A »
g i f #st un compact de ', et sgoit d'asutre part @ une classe de fonctions appariensii #
= 7 7/2{'0 KA ;Ll)
= s e E}
d)g = OE : 1 e
T = re i 1"} Dons ces conditions, ai 1'ensemble 1 des mesures L@ sole
% b | cuonn onw i 'équation sulvante (appelée &quation normale) est non vide ...
b) Définition I
) 3 - S 7 ) . = )< e)> it = T
Par définition, nous dirons qu'un vecteur paramétré { ¥ieglh = IT rff{tl’tz) i\(dtl) <¢( )I dtz’ Uf( ) >L2 v 2 &

Ug € Li(n,.,y, ,u) et la famille 39(0), <) ngQ agsociée sont centrés si la fonc- stz o
PP w6

tion moyenne ¢g est identique au vecteur nul Oy de 1'espace E = grr, ¢ . E I ?(m),f(m,tz).u(dw) L
Q
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... alors A appartient 3 F{Uf} et il existe une classe unique (ﬁ € 2 (n,.,;a/, ,‘) telle
queér o | vide, on a :

¢ = ufl\ e

D'autre part, toujours d'aprés ie théoréme II-3.4, si R n'esc pas

Q= uf A
VAEFU) < | 9-0 . < [o- W n

L - " 2 " " ~

, 3k Io =01, =101, + <i >,

Par définition, on dit que {3 ést "1'approximation de @ en g

U~ moyenne quadratique sur &{U,} " et 1'on a : : ¢ ; g
f Compte tegn que les relations suivantes sont vraies quel que suoid

. . feh ..
R . 1°) L' ft-,t) Mdt) € ¢
Vier = —_ [T fl.,t) idt) e uf,ﬁ '
22) 19-9L = LR, - I f Poplt at,) Mds ) A de) . STy
z L r E Jt2) A(dty) Mdty)
<h | A >pE < )\ C, u"(i) > JT JTI'ff(t; ty) Mdt, 2
2°) Si la famille { flw, *) } q €8t u- libre, alors 1'ensemble A
des mesures L& E' solution de 1'équation normale est non vide et se réduit 3 un seul . G D e
élément ieEr 2 .
JT fl,e) W) & ¢
Démonstration : Premidre partie lo-6102 = |e¢ f2. - I I T ot ot ) Ndt ) Aidt )
b p g 7707 1 2

On sait d'aprés-leittiferdme  I11-3.4 que la classe fe F{Uf}
solution du probléme d'approximation de @ en U- moyenne quadratique sur ?,f{Uf} est, si
elle existe, telle que :
Démonstration : Deuxiéme partie

v 3\\ e ;\ = ¢ (X) = u{
" PrIu0)
" Si la famille if(m .) zme q est u- libre, alors le vectewnr ;

métré Ur est lui-méme p= libre, 7: 1'on en conclut, d'aprés le théordme II-3.4, que ia

Comme d'autre part, d'aprés la propesition IIT-2.5-b on a ...
classe A est non vide et se réduit & wn seui &1ément 5 & E' auquel on peut sasocior wie

—— —— e
~

¢ o) = . - o classe % = A unique.
g M [rff( »t) A(dt) f Pep(ty®) Mdt) & E 7

a
. 11 s'en suit que 1'on peut &cri : . ’
E PERE Gerire b) Remavque : cae ol T est discret

Vi &N o J f"(t a) }\(dt) = J m.f(w,.)u(dm) Yoe o Dams le cas ol T est un ensemble discret de ¥ points tele go-
Q - I
e ve @ r = {tl,tz, o ] tIV}
<= J ff(t t p) l(dt ) = J Plw). flw, t Juldw)
i g L& T . on sait que chaque mesure i@ B est obligatoirement de la forme suivante ...
<=> J (t, t)k(dt) = (PledyUa>d, Vil =
ff B0 B Mde) = ] 4, 6, ()
tE&FT
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L o

. ol a t i 2 g
e g fgt EdT :s “Ie famille de ¥ constantes complexes. On en déduit que 1'équa- . ces oil 7. représente la mesure de Dirac au point w € S et p(ul,i) 18 valeur en ce point
n normale prend alors la forme suiva i o : - :
° SUEVELCS 2125 [ dneondtiks 3% :t er | d'une fonction de ponderat::.on_p non négative et bornée sur Q .
[ESTIRTT RURTTTIE. o B PO (¢ 0. 7
: : '.“ af" <W)l<5h’uf(')>>zz
. : g )
r r : : P b) Solution du probléme

.12... 22 csevenens I'y2 a, <¢(')[<61;,’ Uf(.)>>52 ——te

. % = 3 Lz solntion & & F{U} du probléme d'approximation au sens dea woindres

R : carrés (el elle existe} est &videmcsut fournie par la wme équation imtégrale que celle
’ * : 6 relative au problésme de 1'appromimation en y~ moyemne quadratique. On peut gfoutefois wmoter
TN oo ToN covennnen Tww K )l < ) i j, [ . z
i J L %ty J _( @) | StN, Uf( ) > >[12J que le caleul des fonctions I‘ff(bjs ta) e € Q) | <dt,‘ Uf(-)> )Lg M!E grandemens
T —— e simplifié puisque 1'on & :
(] [
| Topltnyte) = Ao L {ptu,t1)0 7 tante) plo.)
t‘l: ffl-’z pmgs 2271 ,'::ZP,L-
v €T B.. = T ot T
avee Y tj &= ff(tt’t,j)
1 F— .
C P <8, 5 Uple)> Dpp = - zs{Wmi).f(mi,tz)-pmi)‘} Voe o
]

I1 s'en suit que 1'approximation en p- moyenne quadratique (2\7

existe toujours si T est discret, et pour toute solution [,’4\] de 1'é i
quation normale, :) Remarque
on a ! )
Z " - . L'expression "moindres carrés" provient du fait que @ minigise la
. "t [ .
ter t ’ b somme (pondérée par p) des carrés des &carts entre ¢ et @ au droit des points we & S 2
[ 0«1 pop - T ; :
HLZ I e ﬂL2 [4°[r] 4] . I ¢-@J = .%. ) {[ 9lw;) = @ (w)]*- p(wi)} v fs‘f
- I? w, € § P&EQ
-
I11-3.2 - Approximation au sens des moindres carrés d) :1\ lication
AppLiegvton

Supposons que l'on désire estimer sur Q une fonction numérique
”‘/f, ,4) cowme seulement sur 1'ensemble S déj3 défini. Si 1'on se réfdve awn
Zcédant, on volt que I:Ff(t,, t.) et (@ | <8, uf> >L’ ne fomt inter-
o ogur 1es valenrs suefriques de f et ¢ sur 1'emsemble g et peuvent donc toujours

a) Définition

Soit § = { wi, wy, oo, wy } un ensemble de ¥ points répartis sur

Q. Par définition, nous diroms qu'une approximation en y=- moyenne quadratique {5

eat une approximaticn au 25 moindres carcés si la u fe Tla . . . l
pproNImAtion au sems des woladres careds ui ls mesure y est de la forme ... irre calcalés. I1 s'en suit que si le probléme d'approximation au sens des moindres

- E carrés de la classe @ & LZ(Q,J/, ,u) telle que re a une solutics f am,

H(dw) N 0. € S{ P(wi) . 51-(6711’)} vide, alors on pourra prendre comme estimation de ¢ toute fonction 4"5: telle que :
7

)\@.X<=> Prw) = ; o & 2
aee P = L ply v 2w RECERICCI R

w.e &g
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ITI-4 - ESTIMATION ET INTERPOLATION EN n- MOYENNE QUADRATIQUE

IT1-4.1 - Notations et définitions préliminaires

a) Introduction

Afin d'alléger 1'exposé des méthodes présentées au paragraphe IIT-4,

nous nous proposons tout d'abord de donner certaines défimitions et de préciser les

notations qui seront utilis@es dans toute cette étude consacrée & l'estimation et a

1'interpolation en y=- moyenne quadratique.

b) Notations

espaces mesurés (9, @fz _H)_Z_TZ__(A;@A v

Nous désignerons par (£, @g’ W et (A, ‘@A' V) deux espaces

mesurés tels que :

D
u

'@Q = tribu borélienne de Q

partie de R" contenant 1l'origine ORn

Y = mesure positive normée définie sur (3, @Q)

(=
[}

3?& = tribu borélienne de 4

<
"

compact de R contenant 1'origine @Rn

mesure bornée définie sur (4, @A)

Par convention, lorsque v est identique i la mesure de Dirac §

au point origine GR” , nous supposerons que le compact A se réduit au point G'Rn .

Sorme_de_deux parties de R

- . " -
A et B &tant deux parties quelconques de R , nous désignerons par

C = A+B la partie de R telle que :

Ve € ¢

<=>

a € 4

b € B
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e=a+b

Compacts T, D, S et espaces assoeids

Par définition, nous supposerons domés 7, Det S tels que :

| T = compact de r"
D a compact de R”
5 = compact de R” contenant [(zuDn + 4)

Les ensembles .7, (7 U D) et S étant des compacts de an, il s'en
suit que les ensembles E, E’o et E; tels que ...

E = @[1 ]
g = Z[(u b, (]
Ey = ?{S} c]

+«. sont des Banach séparables auxquels on peut associer des espaces LE,(Q_, ‘%Q’ w o,

.Zgo Q, /ZQ, w et Eél(ﬂ, 979_.11) . De plus, on a les implications suivantes :

rec (Tyn g s

- ED> B 2B
=> 2 2 2
g2 2 I

V- _régularisée d'une fonction continue et bornée

D'une fagon générale, &J &tant une partie de R" , nous désignerons

\Y Fa . . "
par ¥ la v- régularlgee d'une fonction Y continue et bornée sur [@4 A] telle que :

vVted = ') = fA Wit + 1) vid)

g On ne manquera pas de remarquer que, compte tenu du théoréme relatif

d la continuité des fonctions définies par une intégrale, et compte tenu du fait que v

= . AY .
est une mesure bornée, on est assuré que Y est continue et bornée sur _6/ .
Enfin, signalons que nous ytiliserons également la notation upv

qui, généralement, ne devra pas &tre considérée comme une v- régularisée.

¢) Fonetion F

Par définition, dans tout le paragraphe III-4 , nous désignerons

par F une fonction continue et bornée sur [S + 9] ]
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V= régularisée de F

Puisque par définition S contient §FUD) + A] , et puisque
la fonction F est continue et bornée sur [S + ﬂ] , 11 s'en suit qu'il existe une v~

régularisée PV elle-nfme continue et bornée sur EruD) +2] et telle que :

vt € [(run +9] = F) = IA F(t + 1) v(dr)

Familles de fonctions assoctdes & F

La fonction F &tant donnée, nous lui associerons une famille
3 flu, ')2(‘,59 de fonctions continues sur le compact S et telles que :
tes

= flw, t) = P(t + w)
w eQ '

Enfin, nous désignerons par 3fv(m, ')Ewen la famille des

fonctions continues sur (T U D) et telles que :

te€ (T UD) 3
=> flw, t) = JA flw, t + 1) vidt)

= o, t) = Pt +w)

wEQ

Vecteurs paramétrés assoeiés & F

Compte tenu que S et (P U D)” sont des compacts de R* et que F et
7’ sont continues et bornées respectivement sur [S ¥ Q] et [(T U D+ Q] , on sait

d'aprés le troisiéme exemple de vecteur paramétré présent€& au paragraphe III-2.6-b que

les familles 2f(u), ) 2(‘)59 et 3fv(w,-)2me Q définissent des vecteurs paramétrés Uf
et Uf'\’ tels que :
2 U = U, (w) = flw, *) u~p.p.
U & Ig (@ B W v el S 7 p.p
2 Upmy = Up(w) = flw, +) u-p.p.
vae LFD(Q, Do W Upy € Upy § k p
Puisque par comstruction on a £ D E, D Ey , i1 s'en suit qu'il

existe des moyennes et des fonctions de covariance centrées associles aux familles

- N, - el u P s I
3]"1’, = Eme{l et 31’ fw, *} ;mEQ ielles que, d'aprés ce qui a &té dit aux paragraphes

III-2.4 et III-2.5-b, on ait : r;f(-, t) € &,
v, € E
R .t +) €
E VYt € (TUD) = ff( ’ :
= 3 .
,t) € E
. . rf\’f( 0
€
e Mpts 1) € B
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Par ailleurs, les mesures y et v &tant bornées, on vérifie sans
difficulté, 3 1'aide du théoréme de Fubini, que 1'on a :

b ap(t) = ¢u(t) = f b0t +1) vidr)
Vt € (TUD) = P f a'f

I';.\,f(t, ‘)= JA I‘;,f(t +T, *) v(dr)

Fonetion_aléatoire associée 4 F

I1 est toujours possible de donner i 1'estimation et 3 1'interpola-
tion en u- moyenne quadratique une présentation probabiliste. En effet, considérons Q

comme un ensemble d'Epreuves et y comme une mesure de probabilité sur Q ; Dans ces

conditions, on sait, d'aprés ce qui a &té dit au paragraphe I1I-2.6 , que l'on a ...

vies = f,t) e M@ D

+v. ce qui montre que la famille ?ﬁ'm, +) g W€ Q représente en fait 1'ensemble des

trajectoires d'une fonction aléatoire f(w, t) définie sur [, .@Q) xs5].

Remarque

8i 1'on considére la restriction de la famille de fonctions
2 fluw, i Eme o 8u compact T € S et si 1'on désigne par O et Oy Iesvecteurs nuls
de E= 7 (T, €) et E = A(T) , alors, d'aprés ce qui a &té dit au paragraphe III-2.8-c.

on déduit immédiatement que les trois propriétés suivantes sont équivalentes :

a) AFABy = IT JT r;f(tl,t,) Mdt ) Mdt,) > 0
b) A=y o [T I"(]f.f(tl, ) AMdt) = 6,
c) A=0y <> [T { F(t +w) - Of.(t) } xdt) =0 u- p.p.

d) Définitions

Définition 1

Soit Fv{to) la v- régularisée de F au point ¢t; & D :
v
F(ty) = [A F(ty + 1) v(dt)

Par définition, nous dirons que Fv(to) est T- estimable en

U- moyenmne quadratique en tout point ¢, € D si et seulement si :
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1°) La fonction F est cofinie numériquement sur 7

2°) On comnait sur les compacts S X S et S respectivement la

fonction de covarlance centrée I' et la moyenne 9]
fp ¢f relative 3 la famille } (LD,'): =

3°) L'une des trois propriétés équivalentes suivantes est vérifide,

&tant entendu que 9[ désigne le vecteur nul de

(D) et 9? le vecteur nul de

7 (7,0) :
a) AEGy = jT IT r;‘.f(t,, t2) Mdt1) A(dt;) > 0
b) A=0g <= IT r]if(t,, <) Adty) = eg
e) A=8y < f'_l' { F(t +w) - ¢f(t) } A(dt) = 0 u- p.p.

Soit ¢ la mesure de Dirac au point origine ean

. Par définition,
nous dirons que F(ty) est T~ interpolable en u-

moyenne quadratique en tout point
to € D si et seulement si FG'(j(;O) est T-

estimable en u- moyenne quadratique en ces
mémes points.

ITI-4.2 - Notion d'estimation et d'interpolation en u- moyenne quadratique

a) Proposition fondamentale

Enoneé’

i Fv(to) est T- estimable en y-

moyenne quadratique en tout point
to & D, alors, pour tout ty fixé dans p,

1'équation de Wiener-Hopf

Yt & T = J ff(tx, ta) i" (dti) -J I'?.f(to + T, ) v{du)

+ admet une solution unique Ag € /(T) . De plus, si 1'

on désigne par § et ‘St
les mesures de Dirac respectlvement a

1'origine GR"‘ et au point ty , alors XV est telle

v = §
et . =
? % > Xg = 5

to& T

que :

(o} tO
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A(T) , alors les expressions ....

soit {glw, *) }wEQ la famille

meng

==  glw, t) =
ter)

| v

= glw, t) =

v

] <>
VUEg

L Ug(w) =
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Enfin, si ¥y désigne une mesure bornée quelconque appartenant i

. et soit E le Banach séparable identique & %#(7, C) .

By ltosw) = op(to) J LR +w) = 0,08) }R) CD)
?v(to,w) = ¢;’,{to) * Jz' {F(t+uw - 9(t) b (ae)
{8, () 12 = JQ | Pt + w) = F (g w) |2 udw)
|
v
1 P8 (8 12 = L, | Ftg + w - F (to, w) |* uldu)
[ . ont toujours un sens et vérifient les relations suivantes :
| Folty, w wuldw) = J Pty + w) udn) = ¢J\:.(to)
g vV 2
toErT = ?a(to, w = Fltg+w) YweE?
0 s (&) 1P & {E [ty )
P (dt1) + vfdtz)
b P RGN, 1?2 = JA JA I‘?_f(to + Ty, tg + T2) v(dn
| | - J J ffrtl, t2) X" (dty) X" (dt,)
to € T - €glte) = 0
Démonstration_: Premiére partie

telle que ...

F(t +w - ¢f‘(t)

flw, ) = ¢.0(t)

o

On sait, d'aprés ce qui a &té

i1 exi stré e 200, g, W
dit au paragraphe III-1.8-a , qu'il existe un vecteur paramétré centré Ug € LE.( s 0

- \i i I
associé 3 cette famille et tel que par conséquent 1'on ait

glw, *) u- p.p.




N . ' . o
Si nous supposons que 1'ensemble A};’ des solutions de 1'équation

i écri enu de ce qui a &té dit au
de Wiener—Hopf n'est pas vide, alors on peut &crire, compte t : q

il paragraphe III-4.1-c :
as A v
»Woe .
V tO tog = I ff(tl, tz) lv (dtl) 3 rfuf(t(): tl)
. t; € T
8te
g Comme d'autre part on vérifie facilement que l'on a ...
t _ ne
V? ' e T = Tgg(t1s t2) = rff(tx, t2)
t2
... il s'en suit que 1'implication suivante est vérifige :
voe Ry .
o~ o WV (ds1) = Taypltor b2),
(1) V% = Ll' I‘gg(h, t2) to f\;f
t; € T
Ceci dit, soit §0: 1a classe de L*(Q, ‘@Q’ u) telle que :
o]
M ) = Plu, o) - $Rta) W pep-
nous Vq)\;o e q)to <> 'Pto("’) £, to £
t, €
Eme Compte tenu que ...
) U
Vo & o = Lfl, 02 = opfta) 3 = g0y 1) & (B 9>
2
on a donc @
- < pldw)
= v —60tg) b o L flw, t2) - dt2) T
F?\)f(to, ta) = I’Q { f ((1), to) ¢f( 0 s f
= v U
- < (Pt0| <6t2’ g>>L2
En définitive, si on porte cette dernidre égalité dans la
relation (1), il vient :
~ 2~V 5 N
vVoe A v - (q)[qst,\lg)
¢ (2) V? %o bo = I‘gg(tl, ta) }‘to(dh) By 2
[
© ty & 4
Cele impligque, d'aprs la proposition ITI-3.1, que Ato appartient
eeade 3 F{Ug] et que la classe ...
A ~\J
les mes Voo i
; (3) [Pto ug to
que :

duit &galement que pour
. approche (Pt en M- moyenne quadratique sur {;} ; on en dédu g

tout }\\) € !\V et tout A € M), ona:
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vV o_ oY tz2 _ Vo2 te) FaY) &V
I es, s, ﬂLz = | L IT JT Tepltrs t2) Ao (dtr) X; (dty)

NN R K2 -

Enfin, comme par hypothése, la fonction F est telle que ... .

[JT {FPlt +w) - cbf(t) bMAt) = 0 u-pop. <> 2= el]

or]

sont par

U= p.p. <=> )

[

<= U glw, t) Mdt) = 0

-+« 11 s'en suit que le vecteur paramétrd U et la famille { g(w, ') } &
définition p= libres ; la méme proposition III-3 I nous apprend alors que 1'ensemble
Kzo se réduit 3 un seul €lément, ce qui revient 2 dire que 1'équation de Wiener—Hopf
posséde une solutionm et une seule l £ appartenant i = #(T) . Par ailleurs, si t,
T et si v est identique 3 la mesure de Dirac § au point origine GRn o]

alors 1'unicité de }\

appartient i
to nous garantit que la solution particuliére évidente 1“ = 5t0
est 1'unique solution de cette gquation ; ceci implique en particulier que 1l'on ait
pour tout WE N :

v = § o
to € T

=> ;'6 (tg,w)

A _ 8 "
Byltorw) = 03(t) + IT Ut + ) = 0u(t) } 8, (dt)

H

bolte) + L Pl + w) - 9p(to) }

Fyltow) = F(ty +w) (5)

Démonstration_: Deuxiéme partie

Compte tenu de tout ce qui a &té dit dans la premiére partie de
la démonstration, on est assuré que l'on a :

2 )oY 5 NV N
F (o, *) d)f(to) fT gl+, t) Ato(dt) € llg t 14

to

N . _ Vv L ~ ~
Fy(tg, *) bplto) JT gl*, t) A(d) & ug A

v v v
FFV(tg + <) = ¢f(to)§ X249

I qo‘t’o ";z = [g | Pty + w - ¢;(to) |2 utdw)
S B, = [ 1P s w - Bt w1t @ = (8000 10
¥ ‘/’:0 -0 X n; E jﬂ | FPlty + w) - %v(to, w2 wdw) = L8 (tg) 1
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Ceci nous permet de conclure que F (to_, w F (to, w), £ (ibo)et
2 (to) existent. D'autre part, compte tenu que v et j sont des mesures bomées on

démontre sans difficulté 3 1'aide du théor&ie de Fubini que 1'on a :

L} | Fltg + w) - ¢}.’(to) |2 utdw) = [A IA P;f(to + 11, to + T2) v(dT1) v(dta)

I1 s'en suit que 1'on peut écrire, d'aprés la relation (4) démontrée

dans la premidre partie :

~ N
(e (t0) 12 ¢ L€ (t) }?

6 { € (te) I IA IA Top(to + T s to + T2) Wldna) v(drz)

¢ AV XY (dte)
IT JT Fff'(tl" ta) Xto(dtl) to( 2

En particulier, nous avons vu que si ¢, appartient 3 T et si V est

identique 3 § , alors )\z est identique a Gt et 1'on a ...
o .

e 21 1= . to + T2) 68(dTy) 8(dta)
{ E50t0) } IA IA I'Jif(to Ty, Byt T2 1 2
f C
JT IT Pff(t! » t2) 6to(dt‘) Gto(dtz)
= LEglte) ¥ = Tgplto, o) = Tapltos o)

. d'oli 1'on déduit que :
%) to € T = ggltg) = 0
Enfin, compte tenu que 1'on a 1'implication suivante ...
A P -
v Voo I + 1) - t) Y AW (dt)} existe
JT CF+ ) = ople) YA, () € Py M% g LR+ ) = gl ®
. on peut toujours &crire :

v 5 ) - .
(R, s (O ¢f()}>%

v —
MHT LR+ ) = 0p(t) }ito(dt)z = M
= Sy s MUF( + ) =¢a-) Y D

()\\E)o M £

= i\ k) Y= ba0)
= (xto,M{F(+)} o000 2

Compte tenu que par comstruction qsf(t) = M{ F(t+¢) } quel que soit

& T, on en conclut que l'on a ...
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F ) - " o
M ij (t++) ¢frt)}ito(dt)€ 0

|
-1

<=z Jﬂ { ﬁv(to s 0 - ¢;(to) }utdw) = o

- v -
JT { P(t +w) d’f(t) } )\to(dt)g Widw) = 0

D

> f Plto, w wlde) = ¢

Qv f(to) (8)

. Ce qui achéve la démonstration.

b) Cas particulier od T est discret

Dans le cas particulier (important pour les applicetions sur
ordinateur) ol T est un ensemble discret de ¥ points de R” tels que ...

og {t1, tz, **°, tN}

"

... on sait que chaque mesure A & _#(T) est obligatoirement de la forme suivante
oil {at}t e 7 et un ensemble de ¥ constantes complexes :
A(dt,) = ] a, - 8,(dty)
ter’r

On en déduit que l'equatlon de Wiener-Hopf prend alors la forme

matricielle suivante aux inconnues { § at (t) }
. )

ter’
[ e a o - l\\) - ol o -
N Tz1 Th1 l-atl(to) I'ff(to + T, t1)
¢ ¢ ¢ ~v
iz Fzz. ceeves Tao atzfto) ff(to + T, ta)
P I : :/ : . v(dt)
: ;o g : 5 :
e E s T8 5V )
| Tiw Tan TNNJ _atN(to)"J | ff(to T, by
[r] [2(to)]
ti - e
avec & T = T, = . "
v o i’y Feltes 7
J

I1 s'en suit que Fv(to) est T~ estimable en L~ moyenne quadratique

en tout point ¢, & D si, et seulement si :
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1°) La fonction F est connue numériquement sur T

2°) On connaft sur S X S et S respectivement la fonction de
covariance centrée I, et la moyenne ¢f relatives 3 la

famille {f(w, *)} associde a F .

3°) La matrice [I‘c] est définie positive, ou, ce qui revient au

méme, les N fonctions { F(t, +w - ¢f(t,;) }tiET sont des

fonctions de w €  linéairement indépendantes.

On en déduit &galement que si Fv(to) est T- estimable en U~ moyenne

quadratique au point to € Dy alors on a :

5 ®
\ F (tg, w) = $plto) + téTaz (to) * LE(t+w0) - 4.0t) }

=== e .
/ {2 e M= [A jA rj.frto * T, to * T) vldn) vldt) -[A%t0)]" [1°] -[A¥ (5]

¢) Propriété des mesures X\t)o solution de l'quation de Wiener-Hopj

Enongé

Supposons que to soit un point de D et que F(t5) soit T- interpolable
en tout point t§ & [to + 4] . si il existe une famille finie { as(tg, t1) }SE 5 de
fonctions continues pour tg € [to + A] et continues pour t; € T, et si il existe

une famille finie {Xs}se o

Aa ~ A
t4 tg + A = Aoaldty) = ] a(te, ti) X _(dty)
vi; € [to ] A S@g = o g

de mesures appartenant 3 #(T) et telles que ...

. alors F\)(to) est T- estimable au point t, quel que soit VE.#(A) et 1'on a :

S] _ Z ~Y
Rg (@) = L ayplta, ta) A fdty)

Démonstration

Par définition, on a :

e .8
= } [ (ty, ta) @ (to, t1) A (dt1) = Toplto, t2)
s§EC ff f

to & [to* 4]

v
t, & T

I1 s'en suit que 1l'on peut &crire pour tout t2 € T :
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f C ~
= IA ) J'T Tppltis t2) d (tort, t1) X (dtr) g v(dt) = [A r;f.f.rton, t2) v(dt)

Les mesures V et )\s étant bornées, on a alors d'aprés le théoréme

de Fubini :

> . é . [ f-f(f?u ta) ? IA ag(tott, t1) v(dt) s Agldtr) =f ff(toﬂ, t2) v(d1)

<> I f(tl, ty) Séc &:(to, ty) xs(dt,}$ =J ff(to+'r, t2) v(dt)

Mais comme par définition des fonctions T- interpolables on a ...

I:Vtz e 7T = JT T;f(?h ta2) Mdty) = 0] => )= Ql

.+ il s'en suit que 1'on peut identifier 1'&quation de Wiener-Hopf avec la derniére

relation obtenue ci-dessus :

'\) ) * A
- Xto(dtl) = I ato, t1) 2 (dty)
sEC
Remarque

Compte tenu de ce qui a été& dit au paragraphe ITI~4.2-b, on
vérifie facilement que les conditions d'application de la propriété énoncée ci-dessus
sont toujours satisfaites si T est un ensemble discret de N points t, & R" . Il en

est évidemment de méme si )\6 (dt1) admet par rapport i ume mesure A(dt1) une densité

J(to, t1/ qui soit continue pout t € [to + 4] et pour t1 € T .

d) Estimation et interpolation en u- moyenne quadratique

Notations

Lorsque V est identique 3 § , on a manifestement :
= 8
F(ty) = F(to)

Par analogie, nous adopterons 3 partir de maintenant les notations

suivantes :
d 5 A iy - 5
Lo F %5, Btto, +) = Bylto, -) S(to) = E4(t0)
p E Fto, -1 = ¥yeto, ) ¥te) = ¥y(ty)
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Interpolation : Définition

Supposons que F{tp) soit T- interpolable en tout point ¢ty € D

et soit GR" le point origine de 1'espace g 3 par définition, nous dirons que :

1°) F(ty, *) est 1'interpolateur de P au point tq
2°) i’\(to) = F’(to, ew,) est l'interpolation de F au point to

3°) €(t,) est 1'erreur quadratique moyemne d'interpolation
au point £,

Remarquons que F(t,) interpole biem F(t) au point ¢ty € D au sens
commun du terme car, d'aprés la proposition II1~4.2~a, on a :

Flto) = Plto, Opn) = Fltotagn) = Flto)
to €T =5
0

elty)

Estimation : Définition stricte 4

Supposons que ¢y soit un point de D et que F(ty) soit T- interpolable
en tout point tg € [to + A] - Supposons d'autre part qu'il existe une famille finie
P ] .
{ ag(ty, t1) }s e o de fonctions continues pour tS e [to+ A] et continue pour t, € T .
Supposons enfin qu'il existe une famille finie {As}s g o de mesures appartenant &.#(T)

et telles que :

Vi & [to+ 8] = Rad) = [ a0t5 tu) i ()
o s €0

Dans ces conditions, si QR" est le point origine de R? , alors pour
toute mesure V &€ A (A) » mous dirons par définition que :

e ? ' . AV .

1°) F (to,+) est 1'estimateur de F'(to) au point £,

2°) F(ty) = ?”v(to, QR") est l'estimation de Fv(to) au point tq

3%y Ev(to) est erreur quadratique moyenrte d'estimation au point tg

Compte tenu de la proposition III-4.2+c, on montre facilement que

sous les conditions précédentes, on a :

By lto, *) = (Frto, J1° = Preg, )
Frto) = {Bre)) = Freo)

g,(te)  #  {Bttg)}’
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Estimation : Définition large

Dans le cas général ol F\)(to) est T- estimable en tout point t, € D,

1'expression F,(to,w existe toujours pour tout w &€ § . On peut alors, par analogie

avec la définition précédente, poser par définition que :

1°%) l?v(to, °) est 1'estimateur de Fv(to) au point %o
2°%) g’v(to) = f’v(to, €/ est 1'estimation de FY(to) au point Ly
3% g\)(to) est 1'erreur quadratique woyenne d'estimation au point to
I1 faut cependant remarquer qu'en général on a alors ...
B ltos *) 2 { Bte, ) Y

Frtg) # { Preo) ¥

. ce qui rend cette nouvelle définition quelque peu artificielle.

“

e) Interprétation de ?’“(to) et £ (to)

: ) i n ] 4
Soit t, un point fixé dans le compact D € R" . L'estimation

~
F H:o) (si elle existe) est une valeur numérique particulidre extraite d'un ensemble de

valeurs { ?’v(to, w) }wEQ telles que :

= Y
a)  F(to, w = ¢}(¢o) + [T { Pt +w) - belt) } Xto(dt)

a _ Vv
b) L} E (tg + w) ufdw) = jln Iv""(z’:O + o) uldw) = ¢f(to)

z)

toe T

=> ?a(to, w = ,!‘-'(S(f;o + w) quel que soit WE Q

A(ty) = {wsa PR gy w) - Pt +w)| € T - Ev(to)}
v

4.t) € H,

wialegh) > (1= 117

e) Dans le cas particulier oii Q et u sont tels que 1'on ait ...
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IQI=J du.l < 4+ @
Q

I

widn) = 1 . dw
o]

. alors on est assuré qu'il y a au moins 100.(1 - 1/T%) % des valeurs numériques

| ';\1”;0’ w) }, & q pour lesquelles on a :

B (toy w) - Pltg +w) | ¢ 1o £, (to)

Nous ne reviendrons pas sur les relations a), &) et ¢) qui ont déja
&té présentées au paragraphe III-4.2-a. Ceci dit, remarquons que ?‘\V(to, <) et F\)(to + )

sont des applications mesurables de (1, ‘@Q) dans (C: .@c) ; en effet :

1°) Dans la deuxidme partie de la démonstration relative 3 la

proposition IIT-4.2-a , on a vu que ...
LB oL M oV
B (to, ") bolte) € Oy
.. ol (’}\7\; est une classe de L2(RQ, @Q’ Y . On a donc :
o
5 N = v =2
Ftto, *) d;f(to) € 7, @9, w

= Flte, 1) € m‘m, @Q)

Y .
2°) Comme d'autre part F est continue sur [D-fﬂ] » pour tout tg
iz 2 v . 3
fixé dans D, on est donc assuré que F (%,#:) est une fonction continue de w €

Ce qui implique :

Pltg ++) & m.o &,

La mesure U &tant positive normée, il s'en suit que 1'espace
16, 5%
mesurable de (@, .Z2.) dans ((, &) telle que ...

u) est en fait un espace probabilisé et que, par comséquent, l'application
Vo € & =

Xtw) = B (to, w = F'lto + w)

. peut toujours 8tre considérée comme une variable aldatoire définie sur (%, ,%Q,' uo.

En particulier on déduit de ceci que 1'ensemble A:(to) appartient i la tribu ;4’9 2

de plus, comme d'aprés la proposition III-4-2.a on a ...
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f
Jg Foltos w wtdw) = Iﬂ Pty + w) ulds) = dplto)

{e (o)} = Jﬂ [E'v(to, w - F."(to + w2 uldw)
b ... il s'en suit que X est de moyenne nulle et possdde ume variance Ui égale a{g\)(to)}’ '

Si donc on applique 1'inégalitd de Bienaymé-Tchebichef , on a :
] u{wen.-l)((m)[sr-c;}z 1- 1/t

~

<> u{w €9 : ]?’v(to, w) - I-"’(to | ¢ T ev(to)} 2

<= q {A¥(to)} > 1~ 1/12

Dans le cas particulier ol 1'on a ...

el = J’ dy <+
Q
wdw) = -
o]
... on peut alors écrire : 5
lAV(to)l I 3 dw
& AT(to}
[4¥ (o) |

]

= qu {A:(to) }

T > 1-1/1%

... ce qui exprime qu'il y 2 au moins 100.(1 =1/7T%)% des points de 0 pour lesquels la

#

relation suivante gst vérifiée :

Bt w) = Flto + w| € T« € ()

Remarque

Comme nous 1'avons déja fait remarquer au paragraphe IIl-4.l1-c ,
on peut toujours considérer { comme un ensemble d'épreuves et conférer i 1l'interpolation
et 3 1'estimation enm H- moyenne quadratique une interprétation probabiliste ; les
fonctions Fv(to, *) et F\’(t0 + *} peuvent alors &tre considérées, pour ty fixé, comme des

variables aléatoires de méme movenne ¢3:.(tn) et telles que ¢

(e ()} = £} |?’v(to, ) = Freg + )|

En fait, il faut bien comprendre que cette interprétation probabi-
liste purement formelle est, & certains &gards, dangereuse car, par le jeu de la
terminologie probabiliste, elle attribue artificiellement un caractd@re aléatoire & des

quantités qui sont par ailleurs parfaitement déterminées.
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’ ’
. /r\o
. - . A P - ou(ty)
f) Continuité de Fo(t) lorsque T est discret - | F(to) - ?\)(to) $ = 3¢f(to) do(to 2
T )= al)
Enoneé ‘ +¢ct gr;vf(to:‘) = r;vf(to’ )%’zp( 4 bp z >
Si T est un ensemble discret de ¥ points appartenant i R” et si by
vato) est I- estimable en tout point ty &€ D, alors 1l'estimation ﬁv(to} est une = v, ., )l
fonction continue sur p . = Ipv(to) - ?v(tb)l < |¢f(to) = ¢f(to
; . sup t)~0 ()|
| legy 1 S8 [Mupltort) = Tauptont) ]« g gq [F(E) 4
. x T .
5 o . Y tE
Démonstration : premiére partie : e " o T JERE e
. Vo, =
Reprenons les notations relatives 3 la démonstration de 1a propo- v ) D = Lim wv(to) - ¢f(t0” Sl
e : iall . 1 6. continue sur th >ty Uf
sition III-4.2-a , et soit C%% 1'opérateur de covariance du vecteyr paramétra Ug f
9 . . _ ot u < 4+ @
a = ‘néaire continu => ||
D'aprés la Proposition III-2,5~b et d'aprés ce qui a &té dit ay qﬁh = opérateur lin b
paragraphe I1I-4.l-c, on sait que les relations suivantes sont toujours vérifiges : LT = S |R(t) - ?Jt)‘ St
F et ¢f eontinues sur le compac ter
— .V - . e o
" ‘t’#\, ) ¢f = f[(T R 5 CJ i ffit de montrer que la relation s'.:lvante est vérifige
. il s'en suit qu'il nous su j P asE sonbinde GGE Dt
TS (¢ *) Seol i D pour 8tre assuré@ que v
b ient to et to appartemant 3 Dp
o VYremun - € Zrun, quels que so ;
¢ . £
. _ th, t)| = 0
Sva(t, +) Lim SUP | TSupltos t) = Toup(tos
et t5 thrty tET b Tpop ~f
z°) Vie ) = Cyy ™V = f Tonl*s 8) Xdt) k .
! Démonstration : deuxiéme partie
Comme par définition des fonctions T- estimables on a .., <l M e 1'on a :
e ' Nous avons vu au paragraphe ITI-4.1-c qu ¢
t T = 3 = = = 5
Vi, & fT Teplte, t2) A(de) o] = Xz oy vier o 1,0 € v, €]
- il s'en suit que Cq,q, est inversible ; ceci nous permet d'écrire : 3 ct, il s'en suit que pour tout t & T on
. - = L'ensemble D étant compact, . ) de ch «,t) sur D
A = CT r tay *) , inuité (uniforme
to by g f”f( 0s ; t écrire la relation suivante exprimant la continuit@ ( rr
to peu
v € D = int t & D : . < n(e,t) e , $e
£ au poi o 1ty - toan < n( ] \Tcuf(to:t)' rfvf(to,t)l <
v 1 e t e’ => 3 nfe, t) . f
th - C'I!'LE g Pf\’f(té’ ')f v s 0 avee ty € D
2 €
Soit llg 1'application lingaire associde au vecteur paramétré Uy - §i nous posons "a{e) = fi;fT n(e, t)
Quels que soient to et t6 appartenant i D, on a done : .
= . on a donc : o )N ge
Ay SV -1 §nC = DG , ) _ (th,t)] <
= - Couilampltos ) = TS (t,+) -t < nfe s ¢ t) - T 0>
I, o T Mg A T U q,g,’ e A fop(tos )t L fito - tolgn = 8 Tavpltort) = Toug
ve >0 = 3nle) avec ty € D (1) est vérifide, ce qui, compte tenu
= ~ . = 2 1 € Y| : la relation (1) est vé ’
1B ftul - 62080) ) - {F () - 050800 | =< Thupltor ) ~ T alty, Nl bt mrlhps

e e ion, rme
des résultats obtenus dan la premiér: artie de la démomnstratio ous pe

3¢l dans prem P la d

resu t

inui 7 ut point to &€ D .
d'affirmer la continuité de F,, en tout p
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g) Continuité de ?v(fo) lorsque T est un compact quelconque de R

Si T est un compact de R? et si Fv(to) est T- estimable en tout
A .
point t, € D alors, pour que 1l'estimation Fv(to) soit une fonction comtinue sur D il
| o
suffit qu'il existe dans R* une boule ouverte B contenant 1'origime an et telle que

P’ soit continue sur 1'emsemble (D+B+ Q) . ,

Démonstration : premiére partie

La premidre partie de la démonstration relative 3 la proposition

énoncée ci-dessus est strictement identique 3 la premidre partie de la démonstration

effectude pour la proposition III-4.2-f et nous assure que l'on a 1'implication suivante :
P p

lim sup
prove, cen [Tpplto B - Moy
(1) t'n& D

(t'os t)] = 0 quel que soit £, &€ D

=> F, est continue sur D

Par contre, il est important de noter que la deuxiéme partie de la
démonstration de la proposition I1II-4.2-f devient fausse lorsque T n'est plus un ensemble
de N points, puisque la constante n(e) telle que ...

inf

nle) = e

o (e t)
. peut alors &tre nulle !

Toutefois, si 1'on restreint la généralité en supposant qu'il
Vo :
origine an telle que F~ soit continue sur

ésentée

existe une boule ouverte B contenant 1'
1'ensemble (D+B+Q) alors, comme nous alloms le voir dans la démonstration pr

¢i dessous , il est encore possible de conclure a la continuité de F sur D .

Démonstration _: deuxiéme partie

Soient ty et t'y deux points appartenant & D ; par définition on a :

Fvpltort) = Tpypltlot) = L} Poegr) « Fltew) = F(8'gw) - Fltww) ] - u(dw)

[ 1700 = Pretew | - Frow) + uiaw
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lerf(tO’t) = T'fvf(t'o,t)l < ws;pn §IE (torw) = FOrs'gs) |+ |Fetsw) |

- r

il | op(bost) = Taltls,t)] < zn [PV tgtw) = Pt 40) |

sup  sup
tET v Eef [F(t+w) |

La fonction F¥ étant supposée T- estimable, cela implique en parti-
culier que F est bornée sur (T+Q), d'ol 1'on déduit qu'il existe une constante positive
finie C(F) telle que 1'inégalité suivante soit vérifige pour tout ¢, et t’, appartenant

apn: “

sup . sup Y ooV
ser [Tpupltort) = Talt st | & C(F) + P&o [P (t5tw) = FP(to+w) |
Si maintenant nous supposons qué to est fixé dans D et si nous

posons ...
ko= tly -ty

+es alors on a ¢

sup _ ' . sup -
ver |Tppltot) = Tadtlh, )] < om) - &g |Fltgru) - Plltgrol + 1]|
. sup Vo) -
< C(F) Se(t sy |Fle) Fs+h) |
< C(F) + se(mn) |Fis) - Fs+n)|

En définitive, on peut écrire l'inégalit& suivante quels que

soient ¢, et t'; appartenant i D :

sup b
rer Tppltot) - Taplth, )| < ctr) - s o |Fls) = Fleth)|
(2)
Ro=otl -t
avec . 0 ©

0 & C(F) <+ =

Ceci &tant dit , nous poserons dans ce qui suit :

G,(s) = Fteth) - Fors)

Compte tenu de la continuité de P sur (D+B+{)) , cela implique

en particulier que l'on ait :

ViEE = G & (D)
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En désignant par H . ﬂ la norme relative & 1'espace Z (D+Q) on
a donc :

vies = o | = %

| Flerh) - F'(a) |
8 & (D)

. ; : v 4
Mais d'autre part , puisque F' est continue sur (D+B+Q) on est
assuré que :

Vs € (D) = tim

G, (8) =0
hso P

aveec 0O = an

La fonction identiquement nulle sur (D+Q) &tant en particulier

continue on a donc :

lim
= G, & Z(0+)
h+0
La norme | + | d'une fonction identiquement mulle sur (D+§) &tant
égale & 28ro , on en dé&duit
rio
- “ m Gh “ = 0
h+0
_ im
= I Gy, [ =0
h~0

Compte tenu de la définition de Gh il s'en suit que l'on peut
écrire

Lim sup

| Psth) - Fts) | = 0
h+0 s & (D+Q)

Compte tenu de la relation (2), on a donc en tout point to & D¢

@ o sw p

tlort, tE&T ﬁw“mﬂ‘rﬂﬂﬂ”ﬁlzo
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=5

... d'oll l'on déduit, d'aprés 1'implication (1), que ﬁv

on

Démongtration

troisidme partie

Par définition, on a :

r;\,f(to,t) = Tppltost) - ¢‘Ji(to) © gplt)

Poop(tiost) = Tppoltlone) - $p(e'o) - op(t)

= Thupltot) = Thupltlost) = | Toupltort) = rf\,f(i"o‘,t)":{'

- Y ojto) = dpte'o) { - bp(¥)

sup

N ¢ e sup i Sy :
= Thpltort) = Poup(tlont) | € &y |Tpvpltost) Pfﬂ,f(t'o,t)l

Ny oyl s SUP
+ |¢;(to) - ¢f(t0)1 €T |¢f(t)\

Nous savons, d'aprés ce qui a été dit au paragraphe III-4.1-c, que

Vet ¢f sont continues sur le compact (TUD) ce qui implique :

lim \Y _y . sup A
tlo%to Nf(to) d’J"(t"))I tET M’J"(t)l ¢

1im sup e e lim sup - Iy
bty ven |Tpvpltort) rf\,ft'o,t_n € ytaty tET [T pupltost) = Tpup(tos l

Compte tenu de la relation (3), on a donc en définitive ...

lim sup

i nC (a] =
traty t@r Tpupltort) - Tepltlot)] = 0

est continue sur D.

Compte tenu de la définition de § énongée au paragraphe ILI-4-1-b ,

wauit de la proposition gqui vient d'&tre démontrée que bb est continue sur le compact

D s'il existe aans R" une boule ouverte B contenant 1'origine et telle que :

S D (D+B+Q)
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111-4.3 - Application : technique d'interpolation

a) Introduction

Les développements théoriques qui viennent d'étre exposés au
paragraphe I1I-3.1 nous suggérent d'utiliser 1'estimation en y- moyennme quadratique
? (t,) lorsqu'elle existe comme une "prévision" de la vraie valeur FY(t,)en génédral

v o o

inconnue.

Du point de vue pratique, il est & noter que la détermination de
ﬁv(to) exige la connaissance des fonctions r, et ¢r définies respectivement sur § x S
et § , fonctions dont on ne dispose pas en général. Supposons que 1'on sache "a priori"
que F est "voisine" d'une fonction connue F* continue et bormée sur [S + Q] et telle
que F‘v(to) soit T- estimable en W~ moyenne quadratique en tout point t; &€ D - L'idée

de base de la technique proposée ici est de supposer "a priori" que l'on a ...

6] - ve)
Tep = Tpops

¢f‘ \l ¢f*
... ol Tc* « et ¢,, sont la fonction de covariance centrée et la moyenne de la famille
{ f*w, +) }wen telle que :

s .
ﬁt € = M, t) = FE(E + W)

a w &

b) Proposttion 1

Enoncé

Soient F et F* deux fonctions continues et bornées sur S et

soient { flw, *) }w eq et { f*w, *) }w eq les deux familles de fonctions continues

sur 5 et telles que :
‘tes) gf(m,t) = F(t + w

-

Y
w & f S ( FHwt) = F¥2E +w)

$i nous posons ...

_ 8w sup * - +
TS 4 sen [F*t + w) - F(t + 0|
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. alors quels que soint ¢,f, et t, appartenant &4 S , on a :

1°) b, (t) —¢f(t)| £ €

(8 c
(ty,ty) - r;f(tl,tz)l $ 4 € '§€ +’/ff( l.vtl) ;"/Tff(tzatz) {

a0,
P

el
Tpepr

) ;]
3°) |F;*f*(t1,t2) - F;f(tl,tz)| $de - ge + '/Ff*f{tl:tl) +'h?*f*(t2,t2)
2

Compte tenu des définitions posées dans 1'énoncé de la proposi-

tion , on peut toujours &crire :

vVieEs = |¢f*(t) - ¢f(t)| | J {(F*(t + w) - F(t + w)} - uldw)
Q

N

I [F*(t + w) - P(t + w)| « uldw
Q

sup
weEnR

|F(t +w) = F(t +w)| « u(q)

"

En a&finitive , puisque ufQ) = 1 , on a donc :
VtESs = [¢f*(t)‘¢f(t)\ < € (1)

Cec1 &tant dit , afin a'alléger les notations , nous poserons

aans tout ce qui suit :

Glw,t) = Flt+w) - At
t e s ¢ b
A = { G¥(w,t) = F*(t+w) - ¢f*(t)
w e Q
Alw,t) = G*(w,t) - Glw,t)
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Compte tenu de la relation (1) et de la aéfinition e € , On

It aonc dcrire les implications suivantes :

Afw,t) = (F(t+w) - F(t+w)} -

sup sup sup sup

*(t+w)
veq tes Pl < eq ces L

sup :
+ ces 19

sup sup

2¢ (2)
weEfl t&Ss

|Afw,t)]

A

{¢f*(t) - ¢f(1:)}

- P(t+w}]

| ¢f{t) |

autre part , les égalités gi-dessous sont toujours vérifiées :

(G*w, t1) + C*(w, t2) = Glu,ty) » Glu,t2)} = {Glwta) +
= {G(u.l,t;g) +

= G(u)_,fl) ¢
+ Alw,ty)
- G(U.),t]J *

G(Oi,tl) M
+ A(u),t1) ¢
+ Alw,ty) ¢

s @ (W, th) * G*wyta) - Glu,ty) » Glw, )}

omme il est évicent que l'om a ...

B * o G*(w,ta) —
F;*f*(t“h) -T?f(h:tz) = fﬂ G*w, 1)« GHw T2

B mam me—
Alw, t1) ) {Glw, t2) + Alw,t2)}

Glw,t2)}

Glw,t2) + Glw,ty) * Alw, t2)
G(w,tﬂ + AMuw,ty) * Muw, t2)
G(w,tz)

A(m_,tz)
G(m, tg}
A(m,t;j

Glw,ty) * Glw,t2) 1 * w(dw)

... il s'en suit que l'on peut &crire les inégalités suivantes :
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]F;-xf*(thtz)‘rc(tutz)‘ < |

2 o Glante) - BT + udw | !

-

+ Jﬂ blw,t1) » Glw,ts) » ufdw |

+ | fg Alwty) » Mw,tz) ¢+ uldw) |

= < c :
=> }rf*f\*(tl-'tﬂ - Fff(thtz)' < Vfﬂlc{m:tl)lz 3 N(dm) O ‘/fglﬂ((ﬂ,tz)’z ¢ uldw)

2
+ ‘/_J 8w, t10]% » u(dw) - ‘/J |Glw,t2) |« nldw)
[} Q
+ ‘/JRIA(w,tl)IZ © uldw) ¢ ‘/f [Alw,t2) |2« pldw)
Q

Comme a'autre part u(Q) = 1 ,on peut donc &crire d'aprés la relation (2) et d'aprés

c .
ff(t St )

f [atw,t)[% « ufdw
Q

la qéfinition de G(w,t) et T

w"épg [atw,£) |2 « we) s {2e}?

N

<
I‘ff(f:_.t)

[ |Glw,t)}? « uldw)
Q

On en conclu que pour tout ¢ty € S et tout t, € S ,on a :

- P8 (t1,t1) + W TSty t,)
B ap(tity) - Mepltuta)] < 4e o ? e+ '/ff 2'/” = g

n . .
FAar un raisonnement tout & fait analogue , on peut montrer que l'on a :

(<] c
(9 T ltity) - ottt < 3 - p/rj,,f,m,m) ; Vl'f”f*(tz;tz) g
Corollaire

D'aprés ce qui a &té dit au paragraphe III-2-5.a , on vérifie
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A
: 7 = + Pet +w - o0t} A (dt)
facilement que les inegalités suivantes sornt toujours satisfaites : Flte,w) °f(t") JT (¢ ¢f to
Y ouEd=>
sy, @ F¥(ty,w) = ¢f{tu) + J (F¥(t + w) - c)f.(t)}. k‘;o(dt)
1°) 0 < . 5tt) <+w . !
tE€s g
" sup : Dans ces conditions, si nous posons ...
&l ¢ yes r;v‘f-“’t)""” . .
VO EQ - Bty = éute) + JT{F(t+w) - b)) X3 (dt)
Il s'euw suit que si nous posons ... . alors on a pour tout 0 € § :
Felto,w) = Flte + w)
_ sup c '
Y = tes I‘ff(t,t) to € T e
J Butto, o) utdw) = dglt0)
L~ Q
... alors on a :
' De plus, si t, est un point quelconque de D , alors on a
r 1'implication suivante :
sup sup = :
) — =
veEQ teg |FHEw) - Ftw)| = € s & (TUt)
v => F*(t +w)= F(t + w)
weE
syj
1°) teps |¢f.(t) S op0t) | < e
= ) => [ YV w €Q = l‘,;* (to, W) = f(to: w} ]
8UY] ¢ el
2°) tl,tiss |Tf“f“(tl"t2) - Fff(thtz)[ < de o (ey)
o Démonstration
: 8i £, est un point de T , alors quelle que soit F* et compte tenu
Ces relations expriment que lorsque F¥* converge uniformément vers de la proposition ITI~4.1-b, on & :
o s P e . P r =
Fsur (5#Q) , alors ¢f, converge uniformément vers ¢f sur S et rf’f* converge uniformément te € T =5 ™ =% = s
e o t to to
vers T, sur (Sx5) . 9
b . . .
= FMte,w = Falte,w) = Flto,u) = Flty +w
. J Fa (to,0) u(dw) = [ma +w uld) = blto)
Q Q

e) Proposition 2
D'autre part, si pour un point quelconque to € Dona ...
Engnaé

: H F*(t +w) = F(t +w
Soient F et F* deux fonctions continues et bornées sur [S + Q]

t e (TUtn)%

. W e R
supposées T- interpolables en u- moyemne quadratique en tout point t5 € D , et soient

?’(to, w) et f’*(to, w) leurs interpolateurs em un point to € D ¢ |
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. alors ¢»f est identique 3 ¢f* sur (T Utg) et F;‘f est identique a F;‘*f“ sur
(T U to) X (T U tg) ; il s'en suit que i; est identique 3 i\t et que par conséquent
5 0 (¢}

on a les relations suivantes pour tout w €& {2

=> Fa(to,0) ¢j,(tn) + «[T {F(t +w) - .¢f[t)} 6tgdt)

=> F‘.(tg,w) = F(to:‘ﬂ)

d) Technique d'interpolation

Présentation

Supposons que l'on désire interpoler en un point ¢, € D une
fonction F continue et bornée sur [S + 9] et supposée connue sur le compact T er” .

Si to n'appartient pas 3 T , il existe &videmment une infinité de solutions & ce probléme
et 1'on doit impérativement formuler des hypoth&ses pour extraire de cette infinité ume
solution satisfaisante.

En fait, nous savons que si Q est une partie de R® contenant
1'origine et | une mesure positive .nosﬁﬁtjﬁﬁ’nu 8tr (9, @ﬂ,} alors. Ja méthode
d'interpolation en U= moyenne quadratique peut nous domner une interpolation F ( to) a
condition que nous connaissions ¢ffﬁ) sur (T U D) et I’cf(h, t2) sur (P UD) x (T U D).
Les propositions IIT-4.3-b et III-4.3-c qui viennent d'&tre démontrées suggérent de nous
donner une fonction F* T- interpolable en y- moyenne quadratique au point ¢y et de
supposer que l'on a les identités suivantes :

¢f(t) = d’f*(t)

%, (t1,t2) = (t1,t2)
7 i f*f* ’

videmment cette facon de procdder n'est justifiZe par la proposi=
tion III=4.3=b que si F*est elle-méme une premire approximation de F ; on est alors
assuré par la proposition III-4.3-c que l'om a ...

e T = ;‘*(to) = Flto, Ggn) = F*(t“’G]RnJ = F(to)

. d'odl 1l'on déduit que By (to) interpole bien F au point %, méme si F* n'est pas

identique & F sur T .
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Intérdt de cette technique

L'int&r8t de cette technique est triple :

1 ) Elle permet d'obtenir une interpolation F(to) 3 partir d'une
premiére approximation F* méme si cette derniére n'est pas

identique i F sur T .

o
2°) La seule hypothése faite pour sélectionmer ume solution
13 : &N
particulidre F*(t,) est trés "concréte" et consiste en fait 3
se domner, par le biais de F*, ™ 'allure générale" de la

fonction F .

N 3 S 0 .
3°) Enfin, on peut faire intervenir toutes les informations non
numérilques concernant F en choisissant F* en founction de ces

informations.

Remarque

s n :
Si A est un compact de R~ et si v @ #TA) , alors on peut utiliser
une technique tout 3 fait identique pour obtenir une estimation ?:(to) au point ¢y i

partir d'une solution inmitiale F* continue et bornée sur [S + Q]

IT1-4.3 - Exemples de fonctions interpolables en u-moyenne quadratique

a) Proposition 1

Enoncé

Soit d'une part (Q,Mp) up. espace mesuré défini de la fagon
suivante ...

/ a = [-m. +x]
& = @Q
.1

wldw) = —— . dw
an
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v
. 't
»++ et soit d'autre part X un entier positif fini et F une fonction complexe définie sur ! - ) =y . 5 '{ a,. [coslkt).cos(kw) - sin (kt}.sin(kw)]
R telle que : ~ i g ) gLk
$ 4 ) ik ; ktes] | .dw
ViR = P(t)=aq+] | % - coalke) ¢ by . oin o) | * by (6B 0R) scogliu) + pinfian).costkel] | -
k=1 i 5
' i
?' Iakl < = quel que sott k= (0, 1, ..., K) |-
avee : i ;
bl < = quel quesoit k= (1, ..., ® - o0t) =ag + =] ak[cosrkw.j coslkw)dn - sin(kv.f sin(ka) dw]
i 7ok Q a
Dans ces conditions, pour tout compact SR , la fonction F est + b, sin(kt)-[ cos(kw)dn + 5in(kt).[ ain(ku)}dw] g :
continue et bornée sur (S + Q) et la famille { flw, *) }wEQ associde 3 F par la .k Q 2

relation suivante :

te€e s
- flu,t) = Flt+w)
we ‘
. admet pour moyenne et covariance centrée les fonctious ¢f et I‘?f telles que :
Vte s = ¢f(t) = aq
tL € S EA gl + 1502
= T%_(t1, t2) = ) _iu_ . cos [kfty = ta)]
t, € § f =1 2
a,b, - a,b
+ _kLg_kl. . sin [k(ty - t2)] %

Démonstration : premiére partie

Compte tenu que X et les coefficients {ak’ bk} sont finis, il
est évident que F est continue sur R ; d'autre part, on est assuré que F est bornde sur

R puisque 1'on a : =

|Fet)] & |ag] + Z?lak|+|bk]£ <+

sup
t € m k:_z

En conclusion, on peut donc affirmer que F &tant continue et

bornée sur R , elle est a fortiori continue et bornée sur tout ensemble (§ + Q) R

Démonstration : dewriéme partie

Par définition de f(w, t) , on a :

Flost) =ag + L Jap.con [k(t + w] + by-sin [k(t + w)]
k
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Compte tenu que l'on a ...

7T 7T
Vk # 0 = r sin(kw)dw = r cog(kw)dw =0
- -7

T

... il s'en suit que l'on peut &crire :

Vte s - ¢f-(t) = ay

Démonstration : troisiéme partie

Posons :
I;;(tl,tz) = L} cos[plty + w/].coe[q(ts + w].du
I;;(tl,tz) = L) cos[p(t: + w)].einfqlt, + w)].du
1‘:2(7‘4,&2) & J'Q sinlptt, + wl.cosfqlt, + w)]. do
I;Z(tl,tz) = L} sinp(ty + w)].sinfq(ts + w)].du

On vérifie facilement que 1l'on a :

;?. (ti, ta) = %7—; anf(m,tl) - ¢f(t1)§ R F(CRIV ¢f(t2)g . du
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N A%

C(t,t2) = L 2 .I°C(ty,ts) + a b .I%%(ty,t2) ;,ﬁ,.

pritasts znpzq g Tpg(P1ste) + abgTpgltrste N 0 ene o srimiesbinseabiniina B P Fiq

- 1] 3 s 2]
+ . + It = =
b, I‘;q(tx,tz) Bobyr Tpg(t1st2) % o= I;q(tx,tz)
D'autre part, en supposant p et q différents de 0 , on a : 7T .cos [k(tx - tz)} SIIE § & SIS sip=q=k

e . . ; ’ I

2.I;q(t1,tz) = L} {cos [Pty + qt2).cos((p + q)u] - sin[pt, + qt,]).sin[(p + qu) Cogy¥e Femy-§ue Ligm o o

Ct,t) = IPo(taty) = - ISo(t1,ta)
+ cos[pt1 - qtz].cos [(p - qlu]- einlpty - qt,].sin[(p-q)u] % dw P ) . ® GE

\ «+. il s'en suit que 1'on peut &crire pour tout couple (%,, t,) &€ S % S :
- 2.81n| (ptq)R
= cos ['ptx + qtz].

ptq ] X PTIA @b, - ab, C ]
X I (t1st2) = 4 1t . cos [kR(t, = t2)] + ————"= .gin [k(t1 - t2)]]
+ cos[ptl -qtz]. 2.8tn| (p-g)% Ffa"% Zl — L 1 2
) p=q
D e i o waslansTiione o o 51 BEIPIE
= 1% (t,t) = 1 b) Proposition 2
pq
n.cas[k(t,— tz)] . 8 p=gq=k
Enoncé
2.Ics(t1,tz) - JQ’ P [pt1 ¥ qtd.cos [(p ¥ q)m] + coa[-ptl + qtz].sin[(p + q)w] Soit d'une part (D,.M;z) un espace mesuré défini de la fagon
al suivante :
- sinfpty = qta].cos{(p - q)u] - coslpty - qt].sin [(p - @QJu}} duw @ = [-m, +x]
. , 2 gin [(p + )7 ' 1) Y = &F
= ty + atal. ___LLQ_I.
szn[p 1+ q "El T Q
1
in[(p - ﬂ v pldw) = == .dw
- gtn [ptl - qt:]. 2 sinif )" o
p-q
0 & b Pl f Soit d'autre part K un entier positif fini et F un polyndme trigomo-
% métrique tel que:
= T (tl,tz) =
rq X
L .sin[k(t; . tz)] ois B B SR vt € B = F(t) =ay + kzl ay.cos(kt) + by.sin(kt)
(T2)
2.[52(1:1,1:2) E { gcos [pty - pta].cos [(p - qu] - sin [pt1 - qta) .sin((p - q)u] g Elad <+ = quel que soit k= (0,1,....,K)
i I8 ¥ Evee |
. ) ( [bk] < + o quel que sott kK = (1,....,K)
- cos[pty * qts).cos[(p + qlu] + sinlpty + qta].sinl(p + Qu] | &
P) sin[(g - ;)ﬂ] Dans ces conditions, si T est un ensemble de ¥ points {ti}zily
- cos[ph - qtzl ’ p-q appartenant 4 R et si D est un compact quelconque de R , alors F est continue et bornée
2.5%n [(E " g)ﬂ] sur [(T U o+ Q] et la famille { f(w, *) } Q associée 3 F admet pour moyenme et
- cos [pt; - qty) - = ] ~ . A we
p+tq covariance centrée les fonctions suivantes :
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Vi € (TUD = ¢.t) =a
(T3) 2 2
ty & (r U D K (la,|*+ || :
v e = k k'O -
31:, up— D)€ Rpp(ta, ta) kzj T [k(ty = £2)]

o P YO ein freey - 1))
. o 82 k=K .
De plus, si les coefficients ag et {ay, bk}k:l sont connus et si |

|
1'on a ...

1%) X > ¥
2%) Te€ Jozen
(T4) ] [
. t
3% T = t 1
v tP [ P # tq st p ¥gq
q .
o ‘ Ve
4% Vi= (1, o) = (Jag)?+ B J2) > o :

+-+ alors la fonction F est - interpolable en - moyenne quadratique en tout point
to € D .

Démonstration : premiére partie

Compte tenu que S = (T U D) est un compact de R , on sait d'aprés la
proposition III-4.3-a que F est continue et bornée sur [(T Un) +@q ]et que la famille

{ flw, +) }me q associde a F admet pour moyemne et covariance centrée des fonctions
telles que :

YVt e (TyDo = bu(t) = ag
t, € (T U D) Ko la|? , |p,|?
= % (1, t2) = ) k—+—lk— » cos [k(ty ~ t,)]
t2 & (T U D) rf e

2
r=1' =
. Bk - WP | sin [kee - £2)]

Démonstration_: deuxiéme partie 8

Pour démontrer que, sous les conditions (TI) et (T4) la fonction F
est T~ interpolable, nous aurons besoin de quelques résultats techniques que nous nous

proposons d'exposer i part dans cette deuxiéme partie de la démonstration :

soit [E(01, 02, ..., Oy)] la matrice carrée définie de la fagon
suivante :
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r 6, 16, ion ]
e € sisaee €
210, 2170, 270y
= e € seecse €
[E(Gx, Doy me e 3 9/v)] = 5 ; ;
N0, NiD, N8N
_6_ € deaeas € _

En désignant par det [M] le déterminant d'une matrice carrée
quelconque [M] » on peut alors écrire :

(1 B ™ ]
r

Oy eiez eiGN

det [E(0y, O3y vuuy 0] = (2°1, P02 Oy gy

()" (= ()

_(eié,)N-l(efé,) w1 ‘(eiéNJN—lJ

En remarquant que le déterminant figurant au membre de droite de
1'égalité ci-dessus est un déterminant de Van der Monde, on peut écrire :
1% 6 70, %0
det [E'(Gl, [ 2 ON)] = b P I (e Pog 9
p<q
£ 20
Compte tenu que e P P ntest jamais nul, on a donc en définitive :

€ (0), O3, ... & : 8

=0 modulo 27
p q

. Gp
det [B(€1, 02, ..., 6M] =0 <> 3%
[¢)
q

Ce résultat étant acquis, on peut alors &crire les équivalences
suivantes ot (t1, t2, ..., ty) désignent les points de 1'ensemble T et (A, Az, .., V)
un ensemble de ¥ nombres complexes non tous nuls :

e

P,
pY cos(k tp)

1
(e}

p=1

quel que sott k = (1, ..., N)

{
(=3

N
et ] b sin(k tp) =
p=1
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[
i
I
N 5
Tkt ] K
L a2 . {4 - i (3) Flt, + @) ~a.d+ P _
p=1)‘ e 0 . ‘ | . te‘ZT} p *w aof )‘_Z ak'cos(kw)*‘ﬂk'sin(km)g
<= quel que sott k = (1, ..., N) P =
¥ ~ikt 5
et J AP P =0
) =1 a
p «++ dans laquelle les coefficients ak et Bk sont tels que :
det [E(ty, ...y ty)] =0
<=
et det [B(-ty, ..., -t,)] =0 I ¥ costkt) [ - sinke) E
p 2. 14 k O
p
t B =
p - - p .
<> € T : t = t modulo 2@ e sin(k t) P .
= §t P q g o) L W costk ) b, &
p
q W
Si les conditions (T4) sont satisfaites, alors compte tenu que 1'on ' [Mk]
a e A
Tre jo,en i
] ( tp , L as Compte tenu des relations (1) obtenues dans la premi&re partie de
o= Tt = tq modulo 27T a démonstration et compte t » .
v tP € T=>t #t sipFq g $ tq € r a P . compte tenu que X 3 ¥ d'aprés (T4), on est alors assuré qu'il existe
tq p” q moins un entier k, € [, ¥] pour lequel on a :
.«. On peut afflme; que l'implication suivante est vraie si et seulement si les [()\1, s, AN) iR Lo nuls]
coefficients (A!, ..., AY) sont tous nuis :

" <=>[ 1k € [1, IV] s det{[Mk*] } = (Z Ap ] C'Os(k* t) )2 *(Z Ap . sin(k* " ))2 7‘0}
[ - conlk t,) P P P

=g
=1
(1) Vk=(1, ... V) = p _ )
s . Puisque d'aprés les hypothéses (T4) nous avons sSupposé que ...
et | WP . sin(k ty,) = 0
p=1 Vk = (1, vy §) = { !akpz = [bk’z} >0
Démonstration : trotsiéme partie - on en déduit que :
» 7 E
) Yy ... e
D'aprés les définitions III-4.1-d et III-4.l-c, nous savons que F [ ? s X') non tous nuls] e [37(* €[5 4 lak |2+ ,Bk 12} > 0]
* *
est T- interpolable en u- moyenne quadratique en tout point to € D si et seulement si :
4 étant identique 3 la mesure de Lebesgue sur Q au coefficient 1/2m

dy = 9[ <= JT {P(t +w) - ¢f(t)} A(dt) =0 U~ p.p. nrés, on est donc assuré d'aprés la relation (3) que :

Puisque T est discret et que ¢f(') Z a, , on est donc assuré que F i

N
est T- interpolable en |- moyenne quadratique si et seulement si : Y, e W en tous wile J = Z 3["(1:}7 + wl = ag % Y #0 u- p.p.
tET
r
(2) [ y {F(tp-rm)—ao}- W =g u—p.p.]<=>3)\pzoz§;llv

17 /i : - P
» € I1 s'en suit d'aprés la.relation (2) que F est T- interpolable en

4~ moyenne quadratique en tout point to&D .

N

En développant les calculs, on obtient la relation suivante pour

tout W EN ...
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e) Conséquence pratique

Lorsque T est un ensemble discret de N points appartenant a R! ,
alors compte tenu de la proposition précédente, il est trés facile de construire des

exemples de fonction T- interpolable en y- moyemne quadratique.

Dans la pratique, cette remarque prend toute son importance si pour
mettre en oeuvre la technique d'interpolation présentée au paragraphe II1-4.2 on décide
de choisir une solution initiale F* du type suivant :

K

F* (¢) = af + kz a;; . cos(kt) + bZ' sin (kt)
=1

d) Cas_des fonctions complexes définies sur R

Tout ce qui a &té dit aux paragraphes a), b) et ¢) précédents s'étend
sans difficulté au cas des fonctions F réelles ou complexes de plusieurs variables.
Par exemple, supposons que F soit définie sur R? par la relation suivante ot (t!, #2)

représentent les composantes d'un vecteur ¢ & R? :

K
F(t',t%) = Co(t?) + ]

C’k(tz').cos(kt‘) + S'k(tz).sin(kt‘)z
k=1

r H
Colt?) = Ay + ) A . cos(mt?) + 45 . sin (ht?)
h=1 oh oh
r2)
2 o i c (ht? + B in (ht?)
avee Ck{f )= Ako + Z Akh . COS ) h swn
= Vk >0
2= 45 4 }i{ A% . cos (mt2) + BS_ . sin (ht?)
Sk(t )iS Ako L " wh
Dans ces conditions, si (w!, w?) représentent les composantes d'un
vecteur @ R? , si (Q,:‘/, ,‘z) désigne 1'espace mesuré tel que ...
QE{wele:-NSmls«‘n et-n£w2$+n}
(T1) (3/.—‘. Qﬂ

Wid) = (—2717}1 . du'. do?
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e -
... et s{ enfin les coefficients au polyndme trigonométrique F sont tous de module bor-

né alors, en désignant par { f(w, *) }u.\E Q la famille de fonctions associde i F telle

que ...
flw,t) = F(t' + w! £2 + w?)
««. On trouve :
~
fal 2
$s(t°,2%) = Agy
' " e E2| gl g2 N A LA N LR - Y
apltist [3,¢3) = ) 23 kh L kh i . cos[kt} - t})].confnie? - -1
=1 h=1 4
7C e ) .4 8 e
B -4 LB ) (A B - 4% .
‘ PO - R khe ' Kb Rk ik cos[k(t} ~ 1)) atn[ueel - o ]
(T3) !
— & _ e 5 v 5 =5
B Pon = A - A+ By - By - By - By

; sin(krt] - t})].cos[nre} - <11]

7 L R TV N S =

xn Bxn * Pyn - By . K 0 T R ginfugs) - 1) sinpared - .;,]:

LI _ _

[4gol? + 14312 WA e G
+ ZJ—T’& <okttt - ep) » Rl R ke ko gupguy ooy
= 2 §

i’“c ERDAE Bt~ i T

oh oh 2 = L

* T sooe el - el)] « QL oh ok Toh i sl
| h=1 H 2 t ]\

Ces relations dont la démonstration directe est assez lourde sont en falt
un cas particulier de relations beaucoup plus générales qui seront présentées au
paragraphe IIT-4-4. Pour cette raison nous admettrons sans plus de justification

-e : Py e
que ;. et ff sont bien de la forme écrite ci-dessus.
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I11-4.4 - Généralisation des exemples présentés au paragraphe [I1-4.3

a) Introduction

Au paragraphe III-4.3 nous avons &tudié en détail le cas oil ¥ est
n polyndme trigonométrique défini sur R. Nous nous proposons dans ce qui suit de démon-
rer une proposition analogue 3 la proposition III-4.3-b valable pour un polyndme trigo-

), i 1 e
ométrique défini non plus sur R mais sur R

On s'apergoit que les calculs gagnene-beaucoup en clarté si, pour ce
aire, on utilise la notion de produit tensoriel de deux matrices noté @

. . i )
a. N all-Pﬂ e aln-Pﬂ
a,, @y, weeee @y azl°pﬂ ayepefle aZn-Pﬂ

[4] = : = [4]e([z] = : ;
a., LA @ _aml.Bﬂ s amn'Pﬂ |

En particulier, nous utiilserons fréquemment les propriétés suivantes

nt on trouverd la démonstration dans le livre de Bellman "introduction to matrix analysis':

M (e8] # [B]le[]
@: (Mef) el = Mo (Blel)) = Ulels el
@: e ([E+[)= Wels+[4el[]

Ww: ((@+E)eld = Wel+[Held

: (Wel)® = We[*
®: (Wef) (Ke) -
Mm: (e )" = (" @] )si [4] er [8] sont inversibles
(8) : rang ([4] ® [B]) = rang [4] + rang [B]

en général

H]

([A]'[C]) @ ([B]‘[D]) si les produits ont un

sens

De plus, ncus adopterscns la notationm condensée suivante :

® bl) - (lemle-ok])
J=1

Compte tenu de cette derniére notation, on vérifie sans difficulté

1'aide des propriétés (6) et (7) que l'on a :
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(6') : j@i [AJ-} [:Aj]'[Bj] si les produits ont un sens

(& 1) -
\ &

n
J=1

(77) = ® AJ.] £

si les matrices EAj] sont inversibles
J=1 J=1

n

Pour la commodité de 1'exposé&, nous définissons ci-dessous un certain
nombre de notations qui seront utilisdes dans tout ce qui suit ; de plus, pour &viter

certaines confusions possibles eantre des scalaires et des vecteurs de R”, nous conviendrons

de mettre ume fladche au-dessus de tous les vecteurs de R™.

Ensemble K et Ks

Nous désignerons par K un ensemble fini de points de R” tel que :

K = KlxKZx ... x i

=10, 1, ..., ¥}

avec : Vi =(1, ..., n}) = 7
0<K‘7 <+ @

D'autre part, il nous arrivera d'utiliser 1'ensemble Kx défini de la

fagon suivante :

N
Ke¢ = {ensemble K privé de 0}

Compte tenu de ces définitions, on vérifie immédiatement que les

cardinaux des ensembles K et K# sont tels que :

n

o o+
J=1

L

card (K)

n ,
card (Ky) = 3 I &+ 1){ = 5
J=1
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N Enfin, nous désignerons par les mémes lettres K et K les ensembles
de vecteurs k joignant 1'origine de R? aux points des ensembles de wlme nom définis ci-
dessus. De plus, nous supposerons ces vecteurs numérotés de 0 & card (Kyg) de telle fagom
que 1l'on ait : ’

R
K = {ko_, kis, k1, ..}
> >
avec k°=0

Ceci implique donc que Ky se déduit de K en supprimant le vecteur

x4 ¥
o
1"
¥

.
Matrices [E(Ky 3 t)] et [E(Ks 5 T)]

. > >
Soit ¢t un vecteur appartenant i R" ; nous désignerons par [E’(K* MR
la matrice ligne associde 3 Ky de la fagon suivante :

N > > NN
[E'(K*,'t)] o [e‘l—klt s e_tkzt , . ]
- ->
avec K* = { kl s kl 3 e }

De plus, si T d&signe un ensemble de ¥ points appartenant i R"...

+ > >
T2 (it ty oo, ty }

- alors nous poserons également :

[ > ]
Ky 3 t1)]

Bk s ;2)}
(EKes M ] =

[Etks ZN)]

<=i— card (Ky) —e=
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matrices [R(kO)] et [ DP(k0)]

Nous utiliserons constamment, au cours des calculs qui vont suivre,
les matrices [R(k0)] et [ GP(k0)] définies ci-dessous :

cos k9 8tn k@
[rrxe)]

|- ein ke cos kO

[Rke)] si k+#0
R ICERL

Symbole_de_sommation

1]

[ 22x0)]

Enfin, nous conviendrons de noter de fagon symbolique ...

. . Kt P §* .
Do = 2 WKk S0 TPV RO ST S SO SO
k€K k€K k=1 W= (s

. -+
. sachant que (k}, ..., &, ..., &Y désignent les composantes d'un vecteur k € K ;

nous adopterons &galement une convention tout i fait analogue pour définir le symbole

2,

.
k € Kx

\ e) Proposition

Soit d'une part (n.&’. u) un espace mesurd défini de la fagon

suivante @ [‘
Q@ = Q' x2x oo x gt

avec : V< =1(1, ..., n) = ﬂi = [—7(, +7t]

(T Q’/E ‘@Q
wldw) = 4 . dw
(e
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Soit d'autre part Fun polyndme trigonométrique tel que

l— -+ n -+ n P . D -> +
VteRr" = pt) = *Z ® [eos(k7t7), sinrid H)J) . [ew]
: k€K Ng
> ° g >
(12) + [G(k}_J = matrice ligne de (2)" composantes (" (k)
a) VkeEeK = N
flelf< + =

avec

. - 5
) V= (1..,m) = ¢ = J€™ composante du vecteur ¢ € K"

Dans ces ‘conditions, si 7 et D sont des compacts de IR alors p est

continue et bornée sur [ (T D) + Q] et la famille {f(s )}»

eo associde i g
suivant la relationm ...

v en
v

; = fla ) = PR+
tewrun

s

admet pour moyenmne et covariance centrde les fonctions suivantes définies respecti~
vement sur (T U p) et (PYD) x (T Yp) :

> 2 2
¢f(t) = €(0) = premiére composante de fcr0)]

(T3) = 1 > n I B .
et = e 2 0] (@ [P - ey 1) - iy
ff (o)yn ; .
kEK* J=1
Re plus, si T est un ensemble dlscret de N points {t } appartenant i
n
R

» 81 les matrices [C(k)] sont connues quel que soit ke Ket sil'ona ...
1%y [ EKye 3 ] est de rang ¥
(T4)

) YkEK = [o@] % [o]

¢
¢

+ alors la fonction F est T~ interpolable en W~

moyenne quadratique en tout point
t 5 &0D.
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bémonstrat-ion :_premiére partie

Compte tenu que 1'ensemble K est fini dénombrable et que les matrices
[c(k)] sont de norme finie, il est &vident que F est continue sur R
bornée sur R" puisqu'on a :

5 d'autre part F est

s = -+
vert Fo < B [ @] <+
keK
I1 s'en suit que F est continue et bornée sur le sous-ensemble
[(T upo + Q] appartenant i R”.

Démonstration : deuxiéme partie

Remarquons tout d'abord que la matrice [R(k@)] jouit de la propriété
suivante :

[eosfi(rrel} , sinfkrs0)] ] = [ aosthn) sin(kr) ] « [R(k0) ]

- . - -
En désignant par t'j et w'j 1a JéM composante des vecteurs ¢ et &

on peut donc &crire :
o
Flt+y) = Z
kEK

<® [eos (k0u ) sin(iduf )] [R(thJ)]) . [C(Z)]t‘

En utilisant la propriétd n°6' du produit tensoriel, on obtient :

(é [os () | sin(k'jmj)]) (é [R(kjtj)]) . [c(Z)]tg
J=1 J=1

Coupte tenu que ..,

+ >
F(t+w) = _)Z
kek

1 +7T R
rr .j_” [costke) , sinke)] +do = &, « [1, 0]

... ol i désigne le symbole de Kronecker, on peut donc écrire :

1_. Lz Fltta)odw = *Z 3(@ 8" [0 o]) . (é [R(xﬁ'tj)])- [C(Z)]t;

()™ rek (\j=1 =1

<® [z, 0] - [R(Ot’j)]) . [c(g)]t
J=1

(é [, 0]) cpent = o
371
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On conclut donc que l'on a :

-+ g
$p(t) = ¢ (0)

k € K¢ J=1

Ceci étant dit, posons :

+) B > > - > > -
leq(m = {F(tp +w) - ¢f(tp)} . {F(tq +w - ¢F{tq)}

(2)
1

3
Ya T Tomm fn Vpg (W = b

En utilisant la propriété n°s du produit temsoriel, il vient :

() = Z Z ; %@ [R(hjtg)]t)-(é [eos (W), sin(h‘jmj)]t)

kek*hek 771

(é [eos (k) sin(k%%j)-(é [R(kjtg)]) . [C(Z)]t;
J=1

J=1

= g () = DI ; [C(Z)]-(é [H(hjtg)]t)
=1
(é (eos (W), sin(hjmj):]t-[cos(kjwj),sin(kjwj)])
J=1
(é [R(kjtg)] )-[cri)]t %
i1

§i nous posons ...

[ J 1 0 1 0
J(k, h) = + (8, -8 )

0 1 ko “ho 0 -1
avec akh = symbole de Kronecker

<+« On peut vérifier que 1'on a :
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(I) n . e e d i
Pt - ¢f(2)} = ) ;(é [eos (ke ), sin(kjmj)])'< ® [R(thJ)]) -[c(k)]tg ‘

1 +7T ; t :
—— J-n {eos(r0), sin(n8)] e [cos(ko), sin(k0)] do = (8;/2) + [7(k,1)]

On en déduit que wpq peut s'écrire sous la forme suivante :

Z T (& i1’

kGK* hEK* J=1
n . .
'(® uns / 2+ 170, W]
J=1

7

§}

(2)n

———— I
e,
ﬂ.

“ oy am]-

-y = +Z 3[;;‘ (é [R(kjtfl')]t c rad, i) [R(kjtg)]) . [C(Z)]ts

Ceci étant dit, on vérifie sans difficulté que l'on a ...
. . g 3| 3 .
Vi = (1, ooy n) = [@{ﬂ(@p -0} ] = e ] - [adH] - [,

» d'olt 1'on déduit finalewent :

b

k €Ky

v =
(3) pe C T

[ (® [gg(k‘j(tg 4 tg)) ]) . e’ %

J=1

En rassemblant les relations (1), (2) et (3) on constate que l'on
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bu(t) = ¢t )

c -
Ter(tp 8 = ¥pq

- d'oli 1'on conclut que la moyenne et la fonction de covariance centrée sont bien de

la forme annoncée.

Démonstration : troisiéme partie

Supposons les conditions (T4) satisfaites ; puisque [E(K* 5 T)] est

de rang ¥, cela signifie que 1'on a 1'équivalence suivante :

I Welekest)] = [0] < alzxt=.. =y
p=1 J
+
On en dé&duit en particulier qu'il existe certainement k& Ky tel
que :

i " N
V(kl, R %7, ach tous nuls = ¥ pLa ’ 7 et-kf‘t‘ag # 0

p=1 =1

En remarquant que 1'équivalence suivante est toujours vérifiége

quel que soit O ...

1

Yo, ..., A”) non tous auls <=> () . eie AH . eie) non tous nuls

. on peut donc écrire :

N 0. o IR noo. g ; ikt
V(Xl, 0] )\N) non tous nuls = J 3)})'2 i k‘tpg' ? e kgt;%' e ke p # 0
p=1 J=1
FL)

p=1 ™

JEL

5 Ciis
! xp-sn el"'zJ"Ztig # 0
p=1 j:]

=
g V-1 sijg=2

avec g =

+1 sij#4

En itérant ce procédé de démonstration, on montre fivalement que si
. = . 7 2 ¢ .
[E"(K* H T)] est de rang N, alors il existe certainement k, € K, tel que quels que soien

& =% ion aim ¢

N n P
) val, .., ) non tous mls = § P I expri - ¢’ it # o0
p
p=1 J=1

Considérons maintenant les matrices [J] et [e(ke)] définies de la

fégon suivante : [‘
bl = & [ L J]
2 ¢ i+
2kO
e 0
[exa)] = :
. 0 e-—zk@

On vérifie sans difficultd que 1'on a ...

==t
(Bke)] =[] « [eck0)] - [7]
. ce qui permet d'écrire :

(é [R(kjtj)]) —( v V] feaded)] . [}T)
1

J=1

'7:

(8 ) (8= (g)

J=1 J=1

=>.’V b, n ig ~ n N n 3 3 R
=) (@0 L (@ )] @ )

J=1 p=1 J=1
En remarquant que 1'on a ...
7 -1 n -1 n £
(@) - {&u") -(& @)
\ / \ / \J

P i=

[

~

. on en déduit :

n s N 1 AR
(s) ; %’ W (® [R(k‘jt';)])g inversible <= 3 T M (@ [e(k%é)} );

=1 J=1 p=1 J=1 inversible
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n ol

i J ice diagonale

Mais il est manifeste que (® [e(kgtp)]) est une matrice g
J=1

dont les éléments diagonaux sont de la forme suivante :

i
I+
[

n . s 4 E
IT exp i+ e t;} avec €
J=1

I1 s'en suit que la matrice ...

’{ NN (é fecdd t';)])

p=1 J=1

est elle-méme une matrice diagonale dont les &léments diagonaux sont de la forme :
N
P 3Hezp{z-e‘7k*7t‘7}z
p=1
Dans ces conditions, si nous posods ...
N n o 5
71! ¥ . P Iy
[Mle | BY e, KD ] B 7 A (® [R(k tp)])

p=1 J=1

o} i- insi tions (4)
alors, compte tenu des derniers résultats ci-dessus, ainsi que des rela
. >

et (5), on en conclut que :
% 1 d U3 iste
(6) : v, )\N) non tous nuls => Ak, € Ky o [Mk, | 2 ,..., X)) exic

i jours
Ceci étant dit, si on comsidére la relation (1), on peut toujou

écrire

N R +
TP {p(?pm) - 4450}

=
¢
n N q + 1 IV)]
: A = ealal = cos(ka'j),sin(k']wJ)])-[Y(kJ\,...,)\
I P R bpt)} = (@[
n=1 k€ Kg\j=1
+> t
T AR Y1 . k)
'avec : [Y(;|)\l, e | = [Mk | X, wazs A ¢ [ ]
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+ T
o8 N
(® Teos (Ku? ), sm(kJmJ)]) Mekx' X ] [erk)]

Compte tenu de la relation

(6) et du fait que sous les hypothéses
(T4), les matrices [ctk)] sont toutes différente

s de [0] , on est assuré que ...

N
VO o A% non tous s - 3%,e Ke s Irtia |20, 0% 2

. d'oll 1'on déduit, puisque i est identi

que & la mesure de Lebesque sur © au coefficie
/(o)™ prés :

1
Yoo,..., )\”} non tous nuls

= [ L {F(t ) —¢f(t)} A0 - pop.

p=1

On en conclut donc que sous les hypothéses (T4), la fonmction F
est T- interpolable en U= moyenne quadratique.

d) Remarque

On remarque qu'il est nécessaire que 1'on ait ...

=
t .
l°)Vp€T> i bosod &/ dulo 27 sip #gq
- = 3i € {1, ..., n} : p7‘ g medulo P
b4
q

2°)  card (Kg) » ¥

: Pour que la matrice [ E(K, ; 7) ] soit de rang ¥.

Bien que cette condition ne soit théoriquement pas suffisante, on
constate expérimentalement que si les § points {t } constituant 1'
au hasard et si 1'on a ...

g”s“) 7 e {]o, e V!

ensemble 7 sont tirés

> e a
2°y Vi, ET==>tsétq si p#q

3°)  card (K¢} > W
L
- alors la matrice [ E(K, ; 7) 1 est en génsral inversible.
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Ceci &tant dit, comme nous allons le voir au paragraphe suivant, il r + 7 r : 2 T
est possible de démontrer une condition suffisante peu différente de la condition nécessaire [E*(K* J tl)] ' [E”& ; T‘Z)]
- - 3 . . > ! £ ] j
présentée ci-dessus lorsque les points de T sont situés aux noeuds d'un réseau paralléle g [E'*(K* 5 tz)] [E(Ki 3 TZ):[
aux axes de coordonnées : ! [Ee(Ke 5 T)] = d et [E‘*(K'i H .’["7)] =
. g = 3 .. .
e) Proposition [BulKy 3 tyJ] [E(Ki 5 sz):l
f L g - -
Enoncé
- Pour que la matrice [E'(K*,' T) ] soit de rang ¥, il suffit que les Il est &vident que [ Ex(Ky ; 7) 1 se déduit de [BKy s T ] en

ensembles Ket 7 soient tels que 1'on ait : A 3 ) . X
supprimant un certain nombre de colonnes dans cette dernidre matrice ; il s'en suit que

’- si [ By(Ky 5 T) ] est de rang W, alors [B(Kys T) ] est aussi de rang ¥ :
( : rang { (Bu(Ke 5]} = 8 = rang {[E(Ky3 7]} = &

T’j - {‘tj 'rj .} D'autre part, on peut vérifier, en développant le produit tensoriel
AT s Ty . 3 . } .
avec : Y4 = (1 n) = ci-dessous, qu'il est toujours possible de numéroter les points de T de telle fagon que
: ly vy
. . ] q .
TZ==T'; modulo 27Tsi p # g Ilen @it :

D [ByKe s ] = (é RO 7'7')])

J=1

2°) ¥ = (o, 1, .., K} Par exemple, si n = 2, N' = 3 et §2 = 2, la relation (2) est compa-
avec : Y7 = (1, ..., n) = ) tible avec la numérotation suivante :
e
| b i T, | T} T
> i > ! > 2 > > : * :
. t1 t2 ts ty ts te
Sngnatration : 2 o2 2 12 T? 2
1 2 1 2 \ 1 2

Il est toujours possible de numéroter les vecteurs de K de telle
agon que l'on ait :
Ceci Btant dit, soit j un entier fixé dans [ 2, n | ; par un raison-

n . . 5 B > > + -
Bk al = (® (2, ei]tJ) eiZtJ eiKJtJ J\ - [ei ko t P < nement analogue & celui effectué dans la deuxiZme partie de la.démonstration relative
1 d < 3 eeny <5 s 3 v . o
\ =T la proposition III-4.3~b, on peut montrer que si ¥/ = &7, alors :
’
[
Supposens qu'il en soit ainsi, et posons ¢ Tg 7 i i
o ; ;s det { [Ee(kl 5 79)] ) = 0 <= 3 € ¥ : v = 1) modulo 27 avec p#gq
J . J 117 i 27! ' ¥ g 4 4
BN =", ", .., T 'q
-+ n ] ,
ExlKy s £)] = & [, ;5 7]
J=1
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Compte tenu que par hypothése on a ...

1°)Kj>Nj

2“)1‘;7‘62

ves 4 n) =

vJi o= (1

modulo 27T si p # ¢

... il s'en suit que chaque matrice [ Ey(K% ; 77) ] est respectivement de rang W' :

Vi = (1, oo , 0) = rang {_[E*(K‘Z;§Tj)]} ey

On en déduit que l'on a, d'apré&s la propriété n°8 du produit tenso-

riel et compte tenu de la relation (2) :

n
3) : rang { [Ee(Kye 3 ]} = 1
En comparant ce dermier résultat avec 1'implicatiom (1), on en conclut
que la matrice [ E(Ky 3 T) ] est de rang ¥ & condition que les ensembles Ky et T soient
numérotés de la fagon qui a &té précisée dans la démonstration ci-dessus. Si nous remar-
quons que changer la numérotation des ensembles Ky et T revient i permuter des ligmes et
des colonnes dans la matrice [ E(Ky 3 T) ] alors on est assuré que sous les conditionms
posées dans 1'&noncé, cette matrice est de rang ¥ puisque les permutations de lignes et

de colonnes n'affectent pas le rang d'une matrice.

#) gorollaire

Soit A’ le nombre de points de T qui ont des projections distinctes
sur le jé" axe de coordonnge. Pour que la matrice [ E(K, 3 7) ] soit de rang #, il

suffit que les ensembles K et T satisfassent les deux conditions suivantes :

; | i
v € Lipd s tp%tq module 87 si p # ¢

2°) Vj:(l,n..,n) =D KJ 2 NJ

R
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Démonstration

Pour tout entier j fixé dans [1, 7 ], soit ™ 1'ensemble des W’
points distincts engendrés par les projections des N points de l'ensemble 7 sur le j&7
axe de coordonnée :

7=

7 A
TPE i

<
fl
-

vier = 3t er . -d

Soit, d'autre part, @ 1'eusemble produit et v 1'entier positif

définis de la fagon suivante :

6 = Tx7?x, . x71t .

vo= qlegre ., g

Compte tenu des hypothéses, on vérifie immédiatement a 1'aide de la
proposition précédente que la matrice [E'(K,,, 5 r) ] est de rang ¥ puisque cette matrice
se déduit de [E'(K,k;@) ] en supprimant les lignes correspondant aux points de qui
n'appartiennent pas 3 TN @ .

§) Remarque pratique
Introduction
it n
Soit T un ensemble de N points {tp} € R” tels que ...
re {]o,2na[ ¥

+.. et soit F une fomction 7=~ interpolable en u- moyenne quadratique sur wn compact
r e Rr"

Supposons que F s0it copnue sur T et que l'on désire construire une
zrgeiation Iv"(f‘o) en fout point to & D3
phe 111-4.3

L'aide de la techmique présentde au paragra-
3.Compte tenu de tout ce que nous venons de voir ci-dessus, on a intérét dans

les applications pratiques i définir 1'espace mesurd (n,y p)a 1'aide des relations (T1)
et & choisir pour solution initiale F* un polynOme trigonométrique satisfaisant les condi-
tions (T2) présentées au paragraphe ITI-4.4-c ; en effet, dans ce cas, les fonctions d)f*
et i,,,f*sont connues par leur &criture mathématique et, de plus, on dispose d'un certain

nombre de résultats théoriques concernant 1'existence de solutions au probléme posé.
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Si on adopte cette -fngbn de procéder, il demeure un probléme délicat,
4 savoir celui du choix de F* Expérimentalement, on constate que 1'on obtient en général

de bons résultats lorsque F* approche F au sens des moindres carrés sur { [0 27t] }

Sy

et que F*est calculde 3 3 partir des ¥ valeurs F(t ) Prises par F sur l'ensemble 7T ;

malheureusement, le choix de F* est alors trés rl.glde et il n'est pas possible de "modeler”
a volonté 1a solution initiale. Nous présentons ci-dessous une technique ldgdrement diffé-
rente qui a 1'avantage de fournir une solution initiale dont la forme peut &tre facilement

imposée a priori :

Construction d'une solution initiale F* de forme imposée

Supposons que 1'on désire que le polynfme trigonométrique F* ait

o . Yy o s

sur { [0, 27:] }? une forme voisine de celle d'une fonction bornée F donnée a priori
sur { [0, an] VW

. n
Une fagon de procéder consiste i échant:.llonner F aux noeuds d'un

réseau régulier R couvraut le domaine { [ 0, 2n] i et 3 approcher F par F* au sens

des moindres carrés en fonction des valeurs prises par F aux noeuds de ce réseau. Pour

<

ce faire, on a tout intér@t & choisir R de la fagon suivante :

R = R'xprx.. xR
. . Jo,
R’ = { T‘Z)_, Tys <o Tz\)‘] }
avec Vi=1(1 .c.nn) = F £
T = B¢ S
L p 2w+ 1

En effet, dans ce cas, il existe des techniques de détermination
N
directe de P* 3 partir de F sans avoir i inverser le systéme des équations normales

(cf. Legras, pages 43 et 306). Tous calculs faits, si 1'on pose ...

cos ( *z) sikest impair
k k est pair
cosin (k, ) - gin (—~+ 3 ) si :
) kA0 .
1 si k=0

. alors on a les formules d'approximation suivantes ...
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1 Yg— o oKt g coni " n o
< v F¥t) = Z e z a*(rly oo, ) I cos*Ln(ﬂ, 797)
‘ . ri=0 =0 g=1
o =>
/ * . 2\)1 2\)"’!\, n . . 3
K'og *rl, Lo, r) = F . ) F(Tp ,...,T" n/ ‘(H ViJJ'(K]’ \,47))
pl=0 p"=0 j=1

- 99 OU VPJ (K‘7 v7) désigne le terme situé sur la r'7 em ligne et la p‘7 €m colonne dans
la matrice [V(KJ W) ] définie ci~dessous :

l'z/z 172 /2 evernen 172

3 . 3
1 cos 1 1y caslT’i.......cosIT‘ZvJ

0 sin 11 A

. . .
. . . .

[V(K‘j, \)-7')] - 1

2w 41

etn 1 T s, sin 1 T'Zvj

cog r T'Z

. J )
cos r T’g sesnses COE T Tva

: j . J : J .
0 stnrr':: BN P T «eveees 8IR P Ty i
1 cos K T‘Z cos K& T‘Z cevins cos KV Tz\)J
L 0 sinK‘j'r‘Z sinﬂti......sinﬂriw‘J

En remarquant que la fonction F* ainsi construite est strictement

identique 3 la fonction F* définie ci-dessous ...
=5 n e P + ¢
DY (@ [eos (K t7), ain(id té’)]) . ferm)]
TeK \j=2
K2 x .oove. x KF

K‘js{(),l, ...,Kj}

K = K!x
avec H
Vi=(1l,...,n) =

5
... on en déduit que l'ensemble des composantes des matrices [C*(k) ] est identique &
l'ensemble des coefficients a*(r!,..., r*) 5 il s'en suit que par des identifications

>
judicieuses on peut toujours construire les matrices [C*(k) j 4 ‘partir des coefficients

n
ety .., )

153




I11-5 - FILTRAGE STATISTIQUE OPTIMAL ' ) b) Notton de filtrage statistique optimal

| Soit, d'une part 3",;'* g_:’: une famille finie de y fonctions liné-
ITI-5.1 - Nature du probléme posé | airement indépendantes appartenant au Banach séparable £ = & (7, €), et soit f une fone~

| tion aléatoire du second ordre définie sur (Q X 7) et telle que :

a) Introduction

1°)  flw,*) € E U= p.p.
Rappels
i 9 . =0 ter
Soit T une partie duR" et (r),&/,p) un espace probabilisé. Par 2°)  Elf(.,t)} v
définition, on appelle fonction aldatoire du second ordre, toute application f définie v er
o
sur [(Q,.T/)X T] et 3 valeurs dans (C, L@C) telle que : 3°) I‘ff(tl, tz) est comnue Tt B
5 . . =
1° Yo € Q = flu,*) = fonctionde t € T 4°)  La famille gf(m, )iw € Q est u— libre
#)r Ve &1 = fle,t) & P, )

5% ¥ i=(l...,n) = 3 7? € B fT I‘ff(-,t) ?J:(dt) = VJ-(')

De plus, pour toute fonction aléatoire du second ordre f, i1 existe
une fonction Pff(t“ t2) appelée fonction d'auto-corrélation et telle que ...
Soit, d'autre part g une autre fonction aléatoire du second ordre

Fff.(t!.vtz) = F ;f(',tl)'f?(',tz)s = L_z f(m,t,).]:(m,tz)u(dm) telle que ...

. = Py - . Q n .
. od F désigne 1'opérateur "espérance mathématique". v 3 w & €=> glu,t) = ) er.VJ.(t) + flw,t)
t €T J
... ol 3aj fJ:“ est une famille de »n constantes complexes inconnues, et soit Ai
Remarque J=1 g

le sous-ensemble de .fz(fz..?/, y.) tel que :
Si (D,M;;) est un espace probabilisé et si T est un compact de

R", alors toute fonction aléatoire du second ordre f définie sur [(Q,.}/) X T] et

telle que ... 17°) £ (&) =
o] J
vdiieq NN ) . . .
w,* e = Dhpn
flu,*) &€ F(,0) B-pp g 29) IWer : ¥w = | gtw,e) ¥ (at)
T
- engendre, pour u-presque tout w, une famille de fonctioms 3]’((», ) 2 w e q appar-
tenant & £ = ¥ il 11 i t étré . W s
e x)l W : /(i’; C) % laquelle on peut associer un vecteur paramétré (o T P 50 SRR WY st e e
Uofe) € L . osant : a
f E(Q' ' “) enp © 1 fomevion sléasoire g, touie fonetion aldatoire § telle que ...
Vi feb & W («) => 1) = fluw,-) U-p.p.
f ! 7 N n . w e Q
2 ~J
On constate sans difficulté que la fonction de covariance de la glw,t) = ng a’ (w). Vj (t) v . e
famille ?f(m, <) zw e o ainsi définie, est identique 3 la fonction d'auto-corrélation
de la fonction aléatoire f et 1'on a de plus : o g w &
avee : o (w) = J glw, t) 37 (dt) v
P J=1,.0aum

vt € T = Blft.,e) = M}Uf(.){(t)
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. oli les mesures %’ & E' sont choisies de telle fagon que 1'on ait :

min

E | |aj(-) —ajfzf c  oie 4l ¥ e -aJ]“
g

¢) Remarque : Cas ou T est discret

Dans le cas ol 7 est un ensemble discret de ¥ points {t } apparte-
nant 3 R? , i1 est facile de vérifier que si nous posons ...

'_I‘“ Ty reevees T'in

PR Taz vvevses Tap

. alors, pour que les conditions suivantes soient vérifides ...

s 4°)  la famille ;f(w,-)z est u-libre

we& Q

50 = (1, e, n) > ~eE' F ER = V..
ls9 vi=ua n 1 et fT o) Tt = Vo

- il faut et il suffit que la matrice [T] soit inversible.

On en déduit de ceci que si 1l'on a ...

t,

<
v?t.
J

0 st i #g

ET => ['..:3
d

. alors la famille { f(w, ) }we qQ est u- libre et les mesures 7:].45 E' peuvent

s'écrire sous la forme suivante oil §,  représente la mesure de Dirac du peint ¢t &€ T
ty T€P 7

Iojlz sti=yg

i
yo(dt) = 1 vty L8, (de)
J IUJ-IZ t,€T gt i
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I11-5.2 ~ Proposition fondamentale

a) Proposition
Enoncé

Si 1'on désigne par [G]la matrice carrée telle que ...

Gy1 Gite, Tp". . (39
G2y G2 sopennas Gzn

6 - } : D | avee o f f pltrite) W(dtl) 7/'(dtz
Gm g e e Grm

. alors cette matrice est inversible et les coefficients a']( ) € & (Q, n) du

filtrage statistique optimal g sont donnés par la relation suivante :

(81 ) HTg(m, ) . Zidt)

Ve € 2 = = [6]7r .

An :
a’(w) N 22
i J JTg(UJ,t/ 7n(dt)J

De plus, si ij désigne le complexe conjugué du nombre situd en
J/-éme ligne et k-éme colomne dans la matrice [G ]‘ 1, aloxs on a :

E 4 §,t) g = Ef gl,t)} =

I e~ 8

aj.V.(t)
J
2 i 2 - ~id &

E { g6t - ; a.VJ.(t)] P o= I ¢ SV (8).V(2)

Démonstration_: Premiére partie

Les fonctions aléatoires f et g &tant du second ordre et vérifiant

les relations ... .

flw,.) &€ E

u- p.p.
glw,.) € E
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il s'en suit que 1'on peut leur

U:J'j et Ug(-) appartenant 3 Li(n,‘j{,#) et tels que :

Y U L) & Uu.)

= Unlw) = s s ) -p.p.
f ¢ > f(w Flw u-p.p
A4 Ug(.) € Ug(.) = Ug(m) = glw,.) u-p.p.
On est alors assuré que l'on a ..,
Vt g T = Mguf(.)g(t) = ng(.,t)g = 0

+ et que, de plus, 1'opérateur de covariance
lation T

Cu.y. est 1i6 3 1a fonction d'auto-corrs .
reltl, t2) de f par la relation suivante

Y » € ' = Cq,g.()\) =

JT I‘ff(.,t) Ads)

Ceci Etant dit, on peut alors affirmer que 1!
suivante pour tout w appartenant

on a 1'équivalence
aQ:

n .
glu,¢) = L dvt) + frue Vite
J=1 d
n 7
= U = I v, su
g i=1 J f

Compte tenu des hypothéses faites ay paragraphe III-5.1-b, on déduit
alors immédiatement du théordme de Gauss-Markov (cf 1I-3.5) que la matrice [6] est inver-
équivalences (5‘7 (-)}:;::’: appartenant 3 LZ(,Q,.?]; /4)

sible et que, de plus, les classes 4'
telles que ...

[ w] (7R,
Veea = = [
| % | <25l )|

vérifient les relations suivantes
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M {aAj(.)} =
v (G -dNE ) - ) - F

ﬂa'](-) ry ajﬂLz = aa;gi la'\d(-} = czjan

ot a'{b est le sous-ensemble de L’(n,.ﬁ’,p) tel que :

) iy = &
. ] = . .
vl e aulb 200 IV e ¥ =¥, Ug(‘ﬂ)> Vu €S

Démonstration : Deuriéme partie

o I ivantes
Remarquons tout d'abord que 1'on a les implications suivan

10

. , ) , . 5
v ¥ & ai - [ Vi) e ¥e) = ¥ e Ag]
V §=2(1 iy, n) = JT gliq ) ?bf(dt) e ( 7y Ug{-))

i & é remidére partie de la démons—
Un en déduit alors, d'aprés les résultats obtenus dans la p

! = ? t telle
tration, que la famille de fonctioms 3aJ (+) f ";-:1 appartenant 3 & (Q,.B’: u) e
que ...

a'(w)

[— jg(m’t) 7\ (dt)
7 .

: = [G B @

JrTg(w, ¢ SC

. vérifie les relations suivantes :

159




M) = &

v(@e) -ar@e-dy) = o
M) - |2 = ?z*feng wot ) - o))
o plafc) = 4
- '2) s(jac) -t} . {@l) - d}) = &
(3) plldc) -APR) = g f 1) - d7)

g )
a eAg

De la relation (3) on déduit que la fonction aldatoire 5 telle

que ...

n .
Glu,t) = &J(w).vj(t) v
=1

J

w e @

t e’

. est un filtrage statistique optimal de la fonction aldatoire g , et des relations

(1yet (2) on déduit facilement par des calculs élémentaires que l'on a :

E ;g(.,t)g

EYlgl.,t) -

n
= EBigl,t)} = )
J=1
n o
7o)t 2 s )
i=1 J i

b) Cas particulier ol T est discret

J
a .Vj(t)

¢y t)v.(t)
3 J

Supposons que T soit constitué de ¥ points {tj} appartenant i R

et posomns
I-Zz‘(w)-l
Giw] =1 1 |s0) =

& -(w)
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; [g(w)] =

gl ty)]

glu,t,)

gluw, t,,])

-

/

On peut alors vérifier sans difficulté que 1'on a :
~ 3 0
@ =0 .007".m

Bl = @7 (01007 o))

111-5.3 - Application au filtrage d'un bruit additif

a) Probléme posé

Trés souvent dans la pratique, on ne connait une fonction continue
¢ & 7 (T, 0) qu'a travers une observation faite 3 1'aide d'un instrument de mesure
imparfait qui, i chaque expérience & associe une fonction (Dm € (T, C) en général

différente de ¢ . Si nous désignomns par am 1'application qui & chaque expérience w

faite sur ¢ associe l'observation (pw , on a donc :
9, = A9}
Par définition, nous dirons que ¢ est le signal et que ...

Brtr = Q) = Pre) VtET

. est le bruit (additif) affectamt ce signal au cours de 1'expérience ¢ .

Nous supposerons donné dams ce qui suit un espace probabilisé
((),-?/. M) oli {§ est 1'ensemble des expériences w possibles, et nous supposerons en outre
qu'il existe deux fonctions al@atoires du second ordre f(w, t) et g(w, t) définies sur
[(Q;.'/)X T] et telles que :

weE
v

L ; gluw, t) qow(t)

te T flw,t) = f (%)

Enfin, nous admettrons que l'on sait a priori que l'on a ...

n .
p(t) = ] az.Vi(t) ______________ vierT
1=1
EifLE)) = 0 — e vier
ry t
i g“'(-:tl)-f(-,tz)f = I'ff(tntz) ——————— V;tl er
2
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g O : Vi(t) i '::7 est une famille de n fonctions connues, linéairement
appartenant 3 E = %#°(%, () ,g a s z:‘

fonction d'auto-

indépendantes ,
un ensemble de 7 toefficients inconnus et I'.. la
corrélation supposde connue et asgociée i la fonction aléatoire Flw, t)

On se propose de trouver une fonction aléatoire Q(w, t) de la
forme ...

w e Q

n d
v = §w,t) = J 8" (w).v, () '
t €r =1

- sachant que les n coefficients a*(w) sont des variables aléatoires i déterminer en
fonction de @) = glu, t) et Fff de telle fagon que 1'on ait simultanément :
1% E {0, o= o) vter
2°) ¥ g =11, ...,n) = F ? &) - a‘7|2£ est "ausst petit que

posstble"

~
$i nous arrivons 3 trouver ume telle fonction aléatoire g(w, t)
alors, une expérience w, € 2 étant fixde,

nous dirons que 5(“’0’ t) est un filtrage
statistique de qow

o}

b) Solution du probléme pogé

Si"1'on suppose que ...

1°) La famille 3f(m,.);wsg est  y~Libre

1h

2°) Vi=(1, vees M) =>3%’E B!

. 7 wd3d
JT I‘ff( sta) 7,7 (dt,) VJ{

« alors on est dans les conditions du paragraphe III-5.1-b

s et la proposition III-5.2
nous permet d'

a
obtenir (au sens du théoréme de Gauss-Markov) ume solution gfw, ¢} au

—probléme posé, solution qui, rappelons le, est telle que :

1°) E}g(-,t)} = Pre)

Ve €7 = n o

2 Eflgtts -2 = x 3 Fd. Vo(t) - vie)
i=1  j=1
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II1-5.4 - Exemples de bruit

al) Proposition

Enoncé

Soit 7T un compact de R! , (n,.:/. u) un espace probabilisé et f
une fonction aléatoire définie sur [(Q,._’I)x T:l par la relation suivante oli X est

un entier fini positif ou nul :

[_‘weﬂ

X
LY = flu,t) = ] {4k(w).cos(kt) + Bk(w).sin(kt)}
| )Z: e’ k=0
|
| S Igpd R T e = vk
E{al*y =& {[Bklz} = g -
B} = A} = 0 e v (k7
E{Ak. Bh} = E{Bk.Ah} 0
| moze E{Ak.Zh} = E{Bk.ﬁh} T R L . Py Vk #
= S0 e — e — s — Vi
B4} = BB} =0
Ui < + ® e e e e - M

Dans ces conditions, f est telle que ...

flw,.) € Z(1, t) U- p.p.

vier = fl.,t & .9"'2(9,.:r’u)

Vvt & T = E{f(.,t)J} = o

o lagydea I B A
et aduet pour fonction d'auto corrlation la

X
t ,

= (tr,t2) = o) .cos[k(tr- t2)]
v t2 =¥ . rff o I’EO k
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Démomstration : deuxiéme partie
De plus, si T est un ensemble discret de ¥ points appartenant i ) )
Par un raisonnement analogue 3 celui de la proposition III-4.3-b,
B 1§ 4
] 0,278 [ et si 1'ona ... on peut montrer que sous les hypothéses (T4') on a ...
™ % 3 w-1
. ’z’ p
; X A kt,) =
IVtPeT=>t94tq sip # q ohy cos(k t,) = 0
(147 : p (") Vk=v(0, 1, ..., ¥~1) =
q N
et ] W .sinkt) =0
VE=(1, 0, ) = 0o 40 - =1 v
L . =
. alors la famille { flw, +) }wEQ est i libre . si et seulement si les coefficients (Y oo, W) sont tous nuls. En d'autres termes,
ceci implique que la matrice [O] définie ci-dessous est de rang N :
Démonstration : Premiére partie - o N
- . n 4
Par définition de I'f.f(tl, t2) , on peut &crire : rcos 0t co8 Oty vveuv. co8 Oty t
" pelty,a) E%f(m,t;)-f(m,tz)s stn 0ty 8tn Oty vvvu.. 8in oty
¥ & : B, .sin(ht,)) : : )
y E [Ak.cos(ktl) + Bk.sm(ktl)]-[Ak-cosfhtz) t (Bpaeiniity cos kt, cos ktz ..., cos ki,
k=0 h=0 [e] = 2N
sin kt, 8tn kty vivo.. sin kty
4 . , 5 :
7 3 E{\Aklz}- [cos(kty ). cos(kt,)] + E‘{)Bk|2}. [stn(kty ). sin(kt,)] € : : :
k=0 cos (N-1)¢t, cos (N-1)ty .. ecos (N-l)tN
)4 sin (N-1)t; etn (N-1)t, .. sin (N-1) ‘
02 .cos[k(t, - t,)] L W e
k=0 k

vier = J |fw,2)|? uldw) =T
It

. % 2 . .
. i1 s'en suit que f(+, t) appartient a Y(Q,J{,y) quel que soit ¢t € 7 :

Comme de plus on a

viteT ==

flw,.) &€ &(T,

vter i

Flo,t)

cas

ff(t s t

€ u-p.s.

E{f(.,t)} = 0
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J =

K

k=0

€ g’(n',’y’”) 5

Enfin, on vérifie immédiatement que l'on a bien :

o

2
k

+

(o] =

2
Ceci dit, soit [@] et [Z ] les matrices telles que

----------- r log |2

(cos 0t co8 0tz ... cos Oty
sin 0ty 8in 0ty ... 8in 0ty
cos kt, o8 kty ... cog kit
ein ki, efn kty ... ain kty
cos Kt cos Kty ... cos Kt
sin Kt, sin Kty ... gin Ktﬂ
<+ v +
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Compte tenu que sous les hypothéses (T4') les coefficients

= 2
{ lcklz };Z;g sont tous différents de zéro, on est assuré que la matrice [Z ] est de

rang (2K + 2) ; d'autre part, puisque sous les hypothéses (T4') on a &galement K 2 N - 1,

il s'en suit que [G] est une sous-matrice de [@] ce qui nous permet d'affirmer que

[@] est de rang ¥ puisque nous savons que [G] est elle-méme de rang ¥ .

Ceci dit, pour démontrer que sous les conditions (T4') la famille

{ flw, ) }mEQ est u- libre, il nous suffit de montrer que la matrice [I‘] définie

ci-dessous est de rang N :

rll I'zl sessee er
I’u l"zz aenees I‘N!
LI :
Tan Tow °°°""" Tw
t, € /5 K 5
avee Vit & r( = Ty = kfo loyl? . cos [ree, - tj)]

Par des calculs &lémentaires, on vérifie facilement que l'on a ...

[r1 = [€)° - [z2] . [6]

. d'olt 1'on déduit que [1"_] est effectivement de rang N sous les hypothéses (T4')

et que par conséquent la famille { filw, *) }m eq o5t W libre.

b) Cas des fonctions alédtoires de plusteurs variables

La proposition précédente s'étend sans difficulté au cas des

. s - 7
fonctions aléatoires défimies sur [(n,.;/)x _’l‘] ot T est un compact de R

ple, si T appartient 3 R? , si (%', t?) désignent les composantes d'un vecteur i apparte-

nant i T et si f(w, t) 3 f(w|t', £?) est telle que ...
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. Par exem-

r weE 4
= flu,t) = | Ck(m,tz).cos(ktl) + Sk(m,tz).sin(ktl)
ter k=0
2\ E e 2 e
= : 2
Ck(w,t ) h.z.o 3Akh(m).cos(ht )+ Bkh(m).sw(ht );
. V (k, t%)
Splw, ) = z {Azh(m).cos(htz) + Bzh(w).sin(htz)f
. * 12 - * |2 = Fd »
avee : E {IAkhl } = E {lBkhI bo=of, <+ k,h
% omR oy _ * TRy _
E {Akp.th} = E (B .Ahq} =0 (k, b, p, q)
w a* I*y = B*} =
E { kp hq} E {B*kp th} 0 (k#h et p#q)
‘ N.B. les caractdres "x" dans les expressions ¢i dessus
L doivent &tre remplagés par les lettres "e" ou "g"

. alors f vérifie les relations suivantes :

flw,.) e %, ) u-p.p.
e = € o)

ViEeT =  E{f(.,t)} =0

De plus, dans ces conditions, f posséde une fonction d'auto-corré

lation telle que :

)4 H
(el ed]ed,e8) =

k=0 h=0

theT
='>I‘f,f

t: & T

o cos[k(tl- 1)) cos[n(tt - ¢3)]

II1-5.5 - Généralisation des exemples présentés au paragraphe I11I-5.4

a) Introduction

Comme nous 1'avons fait au sujet des fonctions interpolables, nous

nous proposons de généraliser les exemples de bruit présentés au paragraphe III-5.4.

Pour ce faire, nous utiliserons une nouvelle fois la notion de produit tensoriel de deux
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matrices et nous conserverons les conventions d'écriture adoptées au paragraphe III-4.4-b

b) Proposition
Enoncé

Soit T un compact de R7, (Q, 57, 1) un espace probabilisé et f une
fonction aldatoire définie sur [(Q,.%) x ] par la relation suivante od chaque matrice

[ Clws k) ] est une matrice ligne aldatoire comportant (2)" éléments :

w e
Vg

ter

prm—

- fla t) = ) (é [eosidtd) , ain(kjtj):])' ctwi)]’
TP

Viex = & [cw B]} = [0]

.
k €K
avec : ( ¥,
h €K

> >
[0] si k#n

> >+
o2(k) [I] sl k = h

- Bl [et, 0 - [ct, W] ) = ;

=
VkeEK = ok} < + =

Dans ces conditions, f est telle que ...
flw, *) & &rr, €) u- p.p.
Vvier = fl,t e ZL(aAu)
vVt € 7T = E{f(., t)} = 0

. et admet pour fonction d'auto-corrélation la fonction suivante :
>
ty
Ve >
by

>+ > n " B .
J
= T,i(ty, ta) = Z: o2(k) - cos |1 (] - £3)
& 7 ff( 1s z) . H 1 2
ke K J=1
Enfin, si T est un ensemble discret de N points appartenant aR" tels que ...

sT:TIXTZX...XTn

(o = w9, ... 0

r

2
il
=
5
e
:
~
PN
:
C
LA
-

avee : Wi = (1,000, n} = T
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1

\

Y

> >
Fff(t 1, tz)

> >
l"ff(tl, to)

11

avec ¢

..., et si de plus on a ...

... alors la famille { f(w, °)

"

K x K2 x ... x K

(1,000 1) =>

¥zto, 1, .., 41
Hew -1

= o2(k) # 0

}

Démonstration

weER

est |- libre.

Par définition, on a :

B{ flw, t1) « flw, t3) }

2

k€K

heX

2 (é [cos (] sin(kjt«b])
=1

+ ¢ +
+ B{ [etw, )] ¢ [ctw, W]}

J=1

n 2y . + . t
(® leos (W £)) , sin(h%%)]) %

Compte tenu des hypothé&ses, on a donc @

)

keX

py

kek

Yy

%oz(}:)

5
do%(k) -

]
o?(k) -

it
(

J=1

®3

J

J

a

n

1

(® [cos(thJ) 5 sw(k’JtJJ])

é [cos(kat‘l) R stn(k"t{)] )%

b on 7 ..t
[cos(thJ) sin(kt])] « [eostidt] , sin(k?t])] )g
cos[kj(t‘z‘ - t‘;)]) i
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On peut donc &crire :

Vier = J flw, £)]% + ndw) = Too(3, 3) = D k) <
: 7t § b B = D0 o) <+
ek

I1 s'en suit que f(+, t) appartient a _gﬂzm, &, W quel que soit
t € T:

-

Vier = ft, b € (o, %)

Enfin, compte tenu des hypothéses on vérifie immédiatement que 1'on
a bien :

fw, ) & @, ) - p.p.
vze T = E'{f(',;)} =0

Ceci &tant dit, posons :

LosOT{ easOT’Z...... aosOr'jj
N
8in 0 1 SN 0 1Y vuun.. sin 0 ¢
[@ j] eos ¥ T'{ cos ¥ -r“z ...... cos k'i’l'jj "
B o o ” 21+ 2
sin k7 t] sin k‘71‘z ...... 8in kJTJJ'
N
cos K] cos KJTQ ceeess QOB Karjj
N
sin KJT‘{ sin KJT'; siian 8tn K‘i‘er-J
L N

170

1

Py

' On peut vérifier en développant les calculs que la matrice [T] telle que ...

-
I—Tn T12 voeees T

T12 P22 vevevs In2

[(rl : : .

i}

5
tp €r > n . o ]
= —
avec | V 3 . = G * +Z a¥(k) (H cas[kJ(tg tq)])g
e € Kex =1

ol . 2 ] y .
. peut s'écrire sous la forme suivante ol [Z ] est une matrice diagonale de taille

Toon . n .
LG § B ) % % ,2" I (& + 1) ; contenant sur sa diagonale les &léments
J=1 J=1
oy n
o2(k), chacun d'eux &tant répété 2 fois :

v

[r] - (é[av‘] t)- (1] -(é)[@ﬂ )
J=1 J=1

Mais, d'aprés les r&sultats obtenus au cours de la deuxisme partie de

la démonstration relative & la proposition III-5.4~a, et compte tenu des hypothdses ..

N
= (1, s n) = J . 181
vJ Tp%-rq sip#gq
Vo < < sm
p

. on est assuré que :

i = s e W = [ @J] est de rang W
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T1 s'en suit, d'aprés la proprié&té n°8 du produit tensoriel, que 1'on a :

é[@j] est derang N = N' < W2 « ... o W'
J=1

On en conclut que la famille { flw, -) }uJ ea est p- libre puisque
1l'on peut alors écrire les implications suivantes :
> > 2 no .
%Vk €K = o¥r) # oé = [I"] estderang 2"« JT(K + 1)%
J=1
est de rang N

- [r]

I11-6 - APPLICATIONS PRATIQUES

IT1I-6.1 - Aspect informatique des méthodes proposées

a) Contraintes technologiques

Les méthodes qui viennent d'8tre présentées ne sont pratiquement
exploitables que si 1'on utilise un ordinateur. Un ordinateur &tant par construction un
automate fini qui, &tant donné deux nombres est capable de les comparer, de les addition-
ner, de les soustraire, de les multiplier ou de diviser 1'un par 1'autre, cela implique

deux choses :

1°) Chaque fois que nous rencontrons ume intégrale du type...
j Y(8).m(ds)
5

-+- celle-ci ne sera calculable sur ordinateur que si 1'on peut la remplacer par une
somme finie puisque la mémoire de 1'ordinateur est finie. Pour qu'il en soit effective-
ment ainsi, il est ndcessaire que £ soit un ensemble discret fini dénombrable devy
points et que la mesure m soit de la forme suivante od lesV coefficients a, somt des
constantes complexes données et Gs(ds) la mesure de Dirac au point ¢ € 3 :

m (ds) = x a

o . <Ss (ds)
L =N
Si d'aventure I et m me sont pas a priori de la forme sus-dite,
nous sommes alors en général obligés de choisir un emsemble r* de v points &* répartis
sur £ et un ensemble de V constantes complexes a;‘* de fagon & approcher m par une
mesure m* de la forme requise @
m*(ds) = z a*

. 8 ,(ds)
se r* g

g*
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1 2°) I1 existe une erreur d'arrondi due au fait qu'un ordinateur

ne calcule que sur des nombres rationnels possédant un nombre fini de chiffres signifi-
catifs. L'influence de cette erreur sur les méthodes mathématiques utilisées est
difficilement estimable & 1'heure actuelle et la seule technique permettant de juger
raisonnablement de la "qualitéd informatique" d'une méthode ne peut &tre qu'une technique

expérimentale ; c'est le point de vue que neus adopterons dans ce qui suit.

b) Conséquences pratiques

Du point de vue pratique, puisque 1'on ne sait traiter sur ordina-
teur que des problémes en dimension finie, il s'en suit que le compact T sera toujours
supposé 8tre un ensemble fini dénombrable de ¥ points. Cela implique en particulier que
1'on pourra utiliser la forme discréte des diverses propositions fondamentales présen—

tées respectivement aux paragraphes suivants :

III~3.1-b —> pour 1'approximation en Y- moyenne quadratique

IIT-4.1=¢c — pour 1'interpolation en p- moyenne quadratique

————

ITI-5.1-¢ —— pour le filtrage statistique

Ce faisant, on constate qu'une condition nécessaire et suffisante
pour que 1'interpolation en j~ moyenne quadratique ou la méthode de filtrage statistique
soient applicables est que la matrice [1"] telle que ...

P11 Tig eveve Ty
[r] ] Fg; Fzz veaen PZN

T TNz weeen Tyn

. = I’f.j,(tﬁJ tj) pour le filtrage statistique
avee : v €T =

e . .
5 =T ff(ti-‘ tj) pour l'interpolation

... soit inversible. Il s'en suit donc que chaque fois que nous utiliserons une de ces
deux méthodes dans une application pratique, il sera sous-entendu qu'avant toute chose
on a le cas échéant vérifié (numériquement) que le déterminant de la matrice [I‘] n'est

pas gal @ O (aux erreurs de chute pras).
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I11-6.2 - Premier exempie
a) Présentation

Cet exemple destind i tester notre méthode d'interpolation en u-
moyenne quadratique est extrait d'unme application pratique que nous avons été amend 3

traiter. Il s'agit d'estimer sur un segment D = [0,27t]dom1§ dans R , les variations

d'une fonction réelle ¥ dont on ne comnalt 3 priori que les valeurs numériques F(t.) aux
: i

polats d'un ensemble S = gtpgpr de M = 20 points d'échantillonnage distincts répartis

p=1
sur 2 comme 1'indique la figure 1-B.

b) Mise en oeyvre
ZLse en oeyvre

o .
1°) Dans un premier temps, nous avons construit le polyndme
trigonométrique ...

x=8
FYt) = of & kz a; - cos(kt) + by . sin(kt)
=1

-+ approchant F au sens desg moindres carrés sur D et dont on trouvera le graphe repré-
senté en pointillés sur la figure 1~B. On consta

te expérimentalement que les y - ¢
coefficients (|a;(’]’ *+ bz]’)

sont tous significativement différents de zéro.

2°) Dans un deuxi&me temps, nous nous sommes domnds 100 points
t ‘o) répartis sur D et tels que :

Va = (0, i, 99) = t4(q) =q - ZX

Ensuite, pour chacun de ces points, nous avons calculéd 1l'interpolation en Y~ moyenne

N
prenant chaque fois pour compact T » 1'ensemble %{q) des ¥ = ¢ points plas proches

voisins de to(q) choisis dans 1'ensemble S et en posant :

quadratique £, [t (q) ] et 1'erreur quadratique moyenne associde §* t (q) en
N o] o'd

Q = (-7, +7]
& = @
Q
- {3
- uldw) = o s
P¥ = golution initigle

L

Ce faisant, nous avons obtenu deux suites de nombres ...

,ﬁ; (%o()) ggg
?e; (to(@) 53;93
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e  valeurs F(t) observées aux points d'échantillonnage
4  points d'échantillonnage t;
~
———— graphe de 1'interpolation Fy

.-—--- graphe de la solution initiale F*

Figure 1

connue par ses valeurs numériques F(#) observées en M = 20 pui:

d'échantillonnage {t;} répartis sur le segment [0,27].

~ . . g'/@f
Les valeurs By | to(q)] et €\ [ to(q) ] en tout point ty(q) - ¢. 99

ont &té calculées 3 partir des ¥ = 6 plus proches voising cisizi.

dans {¢.} et en premant pour solution inmitiale F* un polyndue
i

trigonométrique tel que X = § .
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... représentant réspectlvement les ordonnées de 100 points situés sur le graphe des

fonctions F* et eN au droit des 100 points d'abscisse ¢ of® =q - g;‘

3°) Dans un dernier temps, et afin de visualiser L’:N* et E,‘j , nous
avons relié par des arcs de cubique (suivant la technique des fonctions splines) chacune
des deux suites de 100 points définigsant respectivement le graphe de f',.f et S,: 3
On trouvera le résultat final sur la figure 1-Boi le graphe de ?’,j* est représenté en

trait fort, et sur la figure 1~Acd 1'on a représenté le graphe de Eﬁ avec une 8chelle

2 des ordonnées beaucoup plus grande de fagon 3 mieux mettre en &vidence les variations
2 de cette derniére fonction.
*
FN

45 |l\nﬂ||H|||||H-||||1HIJ|||\||\||\Jllluuun|||||||||1Tr T T T T T T T e T e

e) Bemarque

'

Afin de se faire une idée de 1'influence des paramdtres K et N

sur les courbes F* et e;’; » mous présentons sur les figures 2-A et 2-B des résultats
analogues a ceux des figures 1-A et 1-B, mais obtenus cette fois avec K = 6 et N = ¢ .

15 —L*J.J.M—Lim—lwlmwl e R PV RRE P Ua R Y AUy WA L TV CH Y A_;J_‘.._.- ___£
0
27

I11-6.3 - Deuxiéme exemple

a) Présentation

e valeurs F(t) observées aux points d'échantillonnage
A points d'&chantillonnage t-
s
~—— graphe de 1'interpolation 7' Dans ce deuxiZme exemple, nous nous proposons de tester la technique
.--=-- graphe de la solution initiale F* de filtrage statistique dans le cas od T = [0,0.5] est un segment de R et la fonction

aléatoire g(w, t) 3 filtrer une fonction telle que ...

g (6, t) =mlt) + flw, t)
Figure 2 J ’—9 m( flw,
3 g .
. . ' = _1

Exemple d'interpolation en W~ moyenne quadratique d'une fonction F 4 pfel = 'ZZ o -t

. J:
connue par ses valeurs numériques F(%) observées en M = 30 points avee :
d'échantillonnage {t;} répartis sur le segment [0, 27T ]. / { P

flu, t) = § YA (w) + cos(kt) + B, (w) + sin(kt)
?" A 27T k=0 k E
Les valeurs Fy [ ty(q) ] et Ext0(q) ] en tout point tolq) = 9-53 -
ont &té caleulées 3 partir des ¥ < 4 B R heine ddsds +++ 00 w est un EvEnement &lémentaire pris dans un espace probabilisé (ﬂ- l‘)
supposant que les variables alédatoires 3 kzk—o et 33 z £ sont deux & deux orthogomales

dans {ti} et en prenant pour solution initiale F* un polyndme
trigonométrique tel que X = § . N Son o = 5
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E{Ak} = E'{Bk} =0

e Ak d pour écart type Oy <+
K =>

Bk a pour écart type Uk <+ =

On sait alors, d'aprés la proposition III-5.4-a que f vérifie les relations suivantes:

flw, +) & (1, L) p-p.s.

Vier = f,t € L(qHu)

3t1€ Jiz

=> Dot t)=1§ (g,)% cos [k(t;-tz)]
t2 €T prive i m L P

b) Construction d'un exemple numérique

Choix de K et des coefficients 0

. 3 3 A . .
Trés souvent dans les applications pratiques, la fonction d'auto

sorrélation rff est obtenue expérimentalement et a une allure Gaussienne :

[t - taf?
(tl.v tz) ny FO . E(L'P - l———

r
7 - 51152
avee To >0

Le® coefficients Ty et 5 étant domnés, on peut toujours (pour peu
jue K soit suffisamment grand) choisir les coefficients % de fagon que 1'on ait :
X [t - t2]®
Ffftl, t,) = k;z-o (c;k)2 < cos [ kity - t2)] & Ty* exp ? ——-—Z——ST- g
Pour cela, si T appartient au segment )0, 7t] , nous préconisons
iI'(interpoler la fonction I'o © exp 2 - 6%/ (2 5% ;
'_2_,0 (o,)*
{e (kK + 1) points ©

par le polyndme trigonométrique
cos kO . Par exemple, si on prend pour support d'interpolation une suite

répartis sur |0, 4] et tels que ...

h
(2h+ 1) 7
Vh=(0,1,....5) = & L+ 1)

ici i érifi ar des calculs
. on obtient les coefficients {o'k)2 suivants dont on peut vérifier par

ilémentaires qu'ils sont bien positifs :
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r K H

(05)% = o . exp | - B

g K+ 1 hz 252

2.1, X e?

z 0 A
(ay) = =T hgo exp { - ;—2- : cos (k-9,) Vi # 0

En opérant de cette fagon avec g =

99 , I‘O = 0.0625 et g = 0.025
nous avons obtenu la fonction I'() telle que ...

I'ff(tl, t2) = T(ty - tz)

. et dont on trouvera le graphe représenté sur 1a figure 3 .

Choix de m(t) et discrétisation de T

Afin de pouvoir traiter un exemple numérique sur ordinateur, nous

avons choisi une fonction m(t) dont les coefficients a*t

sont les suivants :

a = 7-
a? = -g .
a® = 16 .

Ceci dit, compte tenu des contraintes technologiques &voquées au

paragraphe IIT-6.1 , nous avons &té obligés de remplacer 7 par une suite finie 7* de
¥ points distincts répartis sur T de fagon que lés intégrales suivantes se réduisent
des sommes finies :

T (t1, t2)
J'T jT s

P3086) - Fia) ... ¥ (i, )
JT Toples B0+ Faldt) .uoii. 0 T e X
ITg(w, £) 0 PGB ieiieieaaeaiiiiin v <

Nous supposerons donc 3 partir de maintenant que ¥ = 20 et que T

est remplacé dans les calculs numériques par une suite finie T* telle que :

)iz
[ {0:5) « &=
? v giﬂ

Ce faisant

> On ne manquera pas de remarquer que puisque 7%
dans ]O, 27!:[ et que g 3

est inclus
N, alors compte tenu de la proposition III-5.4-a et des
résultats exposés aux paragraphes III-5.]-b et IIT~5,}-c » on est assuré de l'existance
de solutions i notre probléme.
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¢) Résultats obtenus

Construction mumérique des réalisations de glw, t)

Nous avons construit numériquement 30 trajectoires
en associant 3 chaque w, des réalisations ?A {m .) ngzg et 3Bk(m )f
de tables de "nombres au hasard” suivant des 1018 normales de moyenne nulle et d'écarts

type ck on trouvera sur la figure 4 un certain nombre de ces trajec-

toires dessindes en trait fin, ainsi que la valeur moyenne m(t) dessinde en trait fort.

=30
9(“i’ ')fi: 1
extraites

. A& titre 4! exemple,

Filtrage statistique des trajectoires

Nous avons appliqué i chacune des 30 trajectoires 3 g(w -)g =50

=1
ainsi construites la technique de filtrage présentée au paragraphe III-5. Ce faxsant
4 chaque expérience W;, nous avons obtenu une réalisation [A(w )] de la variable

aldatoire matricielle [A(m)] telle que ...

attw)
2% (w)
2% (w)

[/’i(ﬂ))] s

. ce qui nous a permis de construire les trajectoires correspondantes de la fonction
- : & - A
aléatoire filtrée g(w, +) :

-1

N 3 g
glw, t) = § w) . ¢

=1

Vt € T =

On pourra se faire une idée concrdte de 1'efficacits du filtrage
ainsi réalisé en observant 1a figure 5 ol sont dessindes les trajectoires correspondant

au filtrage des quelques réalisations g(wi’ +J représentées sur la figure 4 .

Notons enfin que la méthode de filtrage présentée nous permet de

préciser 2 priori la position relative des diverses fonctions gg(wi, )s 1—30
en effet, on sait que 1'on a ...
3 3 0.0 0 g
~ 7 z-1 =
Vier = B, e -nw))2] = ] 0§ 9. g1 4
' 21 j=1

. oli les &léments G'Y sont les composantes de la matrice (G]'Iobtenue comme résultat

intermédiaire au cours des calculs et telle que :

617 = & (&= @er-d))
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A ce sujet, on ne manquera pas de comparer la figure 5 avec la figure

figure 6 sur laquelle on a dessiné en pointillé le graphe des fonctions S1(t) et S,(t)

telles que :
g g I
Si(t) = mte) -2 L L
Vt e T = =i
g % AR I
Sy(t) = m(t) + 2 -

=1 §=1

Contrdle statietique de la méthode

En faisant la moyenne des matrices [E(mi)J obtenues au cours

des 30 tirages successifs, on trouve ...

&‘(mi) 0. 9904 1. at
30 R
—%7 . a*fu) | = |-7.8886 | ~ |-4 | = | o
i=1 R
a’{wi) 16.7564 16. al

. Ce qui est trés proche des véritables valeurs des coefficients ¢’ ainsi que cela
était prévu par la théorie. De méme, en calculant sur les mémes réalisatiiqs la
matrice [5 ]-1 des covariances "statistiques" relatives aux coefficients a’(w) , on
s'apergoit que celle-ci est elle-méme peu différente de la matrice [G]'1 des covariances

"vraies" fournies par la théorie :

2 [ o0.0083 - 0.0567 0.0846
1 = |-o0.0867 0.5826 - 1.0295
0.0845 1.0295 1‘9804J
0.0085  ~ 0.0553 0.0797
1t = |- 0.0553 0.5492 - 0.9423
4
0.0797 - 0.9423 1.7499 |
|
|
|
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re = § o |* - cos(ke)
ko K
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0.0 0.5 —0.5FLIL!Ill!J_LlLilL_l_llllklllLLLllllJ_LLII\Illlllll|l||_9
0.0 0.6
Figure 3
Figure 5
Graphe de la fonction ['(6) définie au paragraphe III-6.3-b R
Graphe des trajectoires g(mi, *) obtenues aprés filtrage statistique
des trajectoires g(w., +) représentées sur la figure 4 .
4
1-5||||p|||w|-r1lr\|||||11||x|||||--r\rl’""lr"rlllllllnT" *
h 1.5’-4|7||\]illilflllllTTIII:-lh:rl‘vlllII['|||||1!}!\4||
N graphe d'une trajectoire g(mi, <)
- o graphe de la moyenne m(+)
=
~-0.5 A IS s T V0TI T T o T W U N AL N 0 O L L A [N L 0 11 SO0 0 ) L o (16 I 59 T )
0-5 _0.5 ‘||||||!IIIIL||III|1|||‘!l!Il|!||||l\l|ll|||||LII b
0.0 .7 0.5
Figure 4 .
Figure 6
Représentati raphique de quelques trajectoires de la fonctiom iy
alZat t?.n 3 ;:n i) Iim';t) s ft(lu) :) définJi _— raphes III-6.3-a et Sur cette figure on a représenté en pointillés de part et d'autre du
oir = e aux para e 6,13 : 1
ey : g R; dilis doe Tn f;nction aléacoirepf(mg tf 286 45 Rsyanme graphe de m(t) , les courbes représentatives des fonctions Sy(t) =
-6.3-b . P s .
m(t) - 2+a(t) et Sa(t) = m(t) + 2.0(t) odl 0(t) est une fonction telle
nulle et admet une fonction d'auto-corrélation I ,, se déduisant de la ;G(t)g . i o m(t)lzz B conpEaRae b Slonani: 4t 6
. que = wyt) = . s
ion T'(0 ésentée sur la figure 3 par la relation I ,(%;, %2) = , ~ s
foncgitn (o) Tepasy " 4 ¥ " on voit que pratiquement toutes les fonctions g(u),b-, «) dessinées sont
T(ty - t2) .

telles que pour tout ¢t € [0, 0.5] on ait : §i(t) < glu,, t) < 8,(t) .
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II11-6.4 - Troisiéme exemple
a) Présentation

Afin d'illustrer les possibilités de 1'interpolation en U~ moyenme
quadratique appliquée 3 la cartographie automatique numérique, nous nous propesons d'uti-
liser cette méthode pour cartographier un morceau de la topographie de la banlieue de
Nancy, et ceci i partir d'une information volontairement trés limitée. La zone qui a &té
choisie est située au Nord-Est de la ville, au lieu-dit "Butte Sainte~Genevigve" et

correspond i un domaine carré G tel que ...

z 885 & x g 887
A4 e 9 <>

Y 118 s y ¢ 121

+e+ 00 p et y désignent les coordonnées géographiques Lambert du point ol 1'on se trouve.
En fait, pour des raisons pratiques qui apparaitront plus loin, nous effectuerons tout de

suite le changement de variable suivant appliquant &) dans le carré D= {[n/z, 3n/2] }2 :

{ x - a2
' = g + /2
Tz — 2y
¥Yy-n
£t 1S . + /2
Y2 = Y1
31 = 885 ; =z = 887
avec ¢
yioo= 119 ; oy, = 191
On a donc en définitive :
z t! n/2 st g s
v € & pb— . &€ »p <>
Ly . t? w2 st s sv/e

Le domaine D ainsi défini a &ta couvert par un ensemble R de points
situés aux intersections d'un réseau régulier engendré par 20 droites &quidistantes
paralléles 3 1'axe des ! et 20 droites &quidistantes paralléles 2 1'axe des ¢? ; de plus,

aux noeuds (t;, t;) de ce réseau, on a relevé sur 1a carte au 1/25.000 1laltitude du
sol z = F(t!, ¢2),
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Visualisation de F dans le domaine D

On trouvera sur la figure 7 un extrait de la carte au 1/25 000

fournie par l'Imstitut GEographique National (I.G.N.) et correspondant au domainme D

&rudié, ainsi que 1'échantillonnage de celle-ci aux noeuds du réseau %.

Probléme posé
Posons :
i ensemble des N = 20 noeuds du réseau R
& E 3 marqués d'un gros point noir sur la figure 7
2
Q = {[‘7‘! +7l']}
Vo= 93’9
1 1 2
uldw) = — duw duw
(&)

En posant par hypoth&se que F est T- interpolable en y~ moyenne
quadratique en tout point (té, tgf € R, nous nous proposons de calculer les interpola-
o B F P, B
tions F*(¢!, t%) en ces mémes points, et ceci compte tenu d'une solution initiale F
o’ o

N : - !
choisie de fagon i &tre elle aussi T- interpolable en tout point (tos ty) € R

b) Construction d'une solution initiale

Pour construire la solution initiale F*, nous avons procédé en

deux temps

n
i 2 é égulier A
1°) Tout d'abord, nous avons couvert le domaine { BL 27ﬂ } par un réseau régu

tel que :
LY
r . %‘ = R! x R? . . ) ;
= o, Tt cratess Tpod
J 27
avec : vi = (1, 2 = TP T 1
W=7
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Ensuite, en supposant connues les valeurs numerlques F(tp) prises par F sur T nous
avons calculé aux noeuds de ce réseau les valeurs F(t ) prises par la fonction F inter-
polant F au sens des filtres autor@gressifs (cf. 0-2.2) sachant que , pour ce faire, on

a posé a priori :

- : ; X
= - F(t_)
b 20 I‘:‘:T "
2 d >
lofl” = - X e - el
tET
p
p = m/2
r<* ¢ - * 2 2 B oz o
Frite o) = I"f' B 2 el |20 =22 f

N - . 2 LY X "
2%y Rans un deuxiéme temps, en fonction des (2v + 1) = 225 valeurs F(ty) prises par F

sur R nous avons, suivant la technique présentée au paragraphe III~4.4.~f, construit une

fonction F* du type suivant ...

£ i 2 o . t
ety ) = ) 1 ( [cos(thJ) s sin(thJ)] ) o forkt, k)]
k=0 k2=0 { \j=1
avec Y4 = (1, 2) = §F = 3

"
.. approchant F au sens des moindres carrés.

En opérant de la sorte, on constate expérimentalement que les matrices [ C*(k!, &%) 1
sont toutes différentes de [0] et que P* est effectivement T- interpolable en y- moyenne

quadratique.

e) Visualisation des résultats obtenus

Techniques de visualisation

8'il est facile de représenter une fonction d'unme seule variable
en tragant son graphe, il est par contre beaucoup plus délicat de visualiser les varia-

tions d'une fonction de deux variables. Pour cette raison, nous avons &té amends i &labo-
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rer des méthodes de dessin automatique sur traceur de courbes qui, 3 partir d'un ensemble
de valeurs numériques prises par ume fonction continue aux noeuds d'un réseau régulier,

fournissent des représentations graphiques de cette fonction.

Ces méthodes, dont le détail technique est exposé par ailleurs
(cf. J.L. Mallet), se traduisent matériellement par la série de sous-programmes Fortran

suivants :

FZQNE :  sous-programme exécutant des cartes en zones hachurées
(cf. par exemple fig. 15)

ISPVAL : sous-programme exécutant des cartes en courbes isovaleurs
(cf. par exemple fig. 10)

ISPBLA : sous-programme exécutant des blocs diagrammes isométriques
(cf. par exemple fig. 11)

Toutes les représentations graphiques qui seront présentées dans ce

qui suit ont &t& obtenues i 1'aide de ces sous-programmes.

Résultats obtenus

Compte tenu des N = 20 valeurs numériques F(:p) prises par F sur T
et compte tenu de la solution initiale F* construite au paragraphe III-6.4-b, nous avons
pu calculer les valeurs ?*(:o) et 2*(;0) en chacun des 400 noeuds ;o du réseau R. On
trouvera dans les figures suivantes ces valeurs numériques ainsi que leurs visualisations

graphiques réalisées 3 1'aide des sous-programmes Z@NE, ISPVAL et ISPBLQ cités ci-dessus :

Fonction N° de Figures
F 7, 9, 10, 11
F* 8
F* 9, 10, 1

| P* - B+ | 12

| F - F* | 13, 14, 15
£* 13, 14
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De plus, on trouvera sur la figure 16 le nuage des points de
-

" a >
coordonnées €*(to) et | F(ty) - P*(t,) | obtenus lorsque to décrit le réseau R. Ainsi

qu'on pouvait 1'espérer "a priori"

» 1'allongement de ce nuage suggére 1'existence d'une
liaison stochastique entre E*(;o) et | F(;o) - 27\'*(-1:0) | torsque Zo est tiré au hasard
dans le réseau R. On peut &galement considérer ce nuage de points sous un autre aspect
et construire 1'histogramme des fréquences cumulées P(r [ T, F*) observées lorsque ;o

parcourt 7 et telles que :
> A > ~
ot | 7, BY - P,.{IF(to) - P € T e*(to)}

L'histogramme ainsi défini est représenté sur la figure 17 et montre
en particulier que 1'on a ..

P2 |7, 7% = (.50

P4 |1, ;%) = (.3

.+ ce qui signifie que lorsqge ;o est+tiré au hasard dans R, il Z a_)respectivemenc 50 YT
chances sur 100 pour que | F(tq) - ﬁ*(to) | soit inférieur 3 2 - £*(ty) et 82 chances sur o e g g ’l: ?: ?: ,2: .
100 pour que I F(;O) = g’*(to) I soit inférieur 3 4 » E*(;o) ;s & ce Sujet, on pourra, en 3o e e o e z,.: oo t;: ::: 21: :; é’ z; :; 3
se reportant sur la figure 15, se faire une idde de 1la répartition géographique des points : 2 :: :: :ﬁ ::: :: z :; : z: :i: Z. :; _:a MMM
du domaine D ol ces inégalités sont vérifides. 215 e o e 0 e A e e

SiT 317 Ji! !‘l 1$! 31! )i! S:S !1! !ll lr 1&7 !3 lll 347 ng q] 11‘! lll llll
A G R T A R S G
Si! l‘ﬁ llﬂ )10 Zz! 2‘5 1’. ,2' ’;D lil )i'l 3‘! 3;1 3:0 !1' 32. Ir 222 115 13.0
O S L S U U U U
/ !10 !20 !l! %’ Elﬂ Zlﬂ 21! 311 ILI lis Jl! ’1! !il 1*1'2 )ia 32’ ?g‘ 31_& Zrl lr
WP AETPRY PR N iR N g e e g aihep

LA LA AT L EE LS LN
AL E AL R LEREEEALEE R,
(AR AL AR AL EAEELEEEE R
(AEARA AL AR AELEEEEEEE
FTEIT TP REPLPTTIRPLIPLP YD
PEELPLP TR L LRIy

Ko O LU S U U R U O U
THTFTPVPLPYPRPYPprpepmpagay
Figure 7
Carte I.G.N. de la butte Sainte Genevidve (feuille Nancy 1-2) dans le domaine d'étude
D et ensemble des cotes topographiques F(zr) observées dans ce domaine aux noeuds 21, du
réseau R . Les points noirs représentent les points de 1'ensemble T utilisé pour cons-

a
. . s "
truire une interpolation en u-moyenne quadratique F*,
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/24

nf2

Figure 8

Carte en courbes isovaleurs du polyaSue Liigouowéirique F* utilisé€ comme soluiion
initiale. Seules les parties du dessin correspondant au domaine d'étude D ont &té

représentées en trait fort, les autres parties étant dessindes en pointillas.
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Valeurs numériques
de la fonction F aux

noeuds du réseau R

Valeurs numériques
- A~
de la fonction F*aux

noeuds du réseau &

Figure 9

F 5 . ~
Comparaison des valeurs numériques des fonctions F et F* observées aux
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Cartographie de la
fonction F dans le

domaine d'étude D

Cartographie de la
fonction #dans le

domaine d'étude D

Figure 10 Figure 11

Cartographie en courbes isovaleurs des fonctions F et P* dans le domaine D. Blocs diagrammes des fonctions F et F¥ construits dans le domaine D
Al

Les dessins ont &t& exécutés & 1'aide du sous-programme ISPVAL compte tenu 3 1'aide du sous-programme ISPBLY & partir des valeurs numériques

des valeurs numériques de ces fonctions aux noeuds du réseau R. prises par ces fonctions aux noeuds du réseau R.
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Figure 14
o N ;
Blocs diagrammes des fonctions | F — F* | et 2 « g* construits

dans le domaine D i 1'aide du sous-programme ISPBLY & partir des

valeurs numériques prises par ces fonctions aux noeuds du réseau R.
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Figure 15

Visualisation graphique des variations relatives des
fonctions | F ~ F* | et &% . Le dessin a &t& réalisé
dans le domaine D 3 1'aide du sous-programme ZPNE
partir des valeurs numériques prises par ces fonc-

tions aux noeuds du réseau R.
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J

Histogramme des fréquences cumuldes P(T ] T, F*) observées

#ra " E}(to) lorsque t; parcourt les _n’oeudsAdu*réseau R. ft :elles que:
T T 7 P(T | T, F*) = Pl |F(ig) ~ F¥(Eg)| < 1 €*(1,) }
5. )8 778 8. 9. io.
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Figure 16

)
Les points de ce graphique correspondent aux couples de valeurs 3‘(—11:0) 5 ]F(;o)—ﬁ*(;o)] ‘
obtenues lorsque %o parcours les noeuds du réseau. L'allongement du nuage ainsi réalisa |
suggﬁre 1'existence d'une liaison stochastique entre E*(Zo) et ]F(;o) - I:""“(Zo)[ lors— |
que to est tiré au hasard dans D .
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