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Chapitre 0

~

PRESENTATION HEURISTIQUE DES METHODES ETUDIEES

}

0-1 - INTRODUCTION

Il existe de nombreuses branches de l'activité scientifique oi l'on se

trouve confronté au probléme délicat posé par la visualisation d'mme fonction numérique

F 4 l'intérieur d'un domaine d'étude bidimensionnel D. La plupart du temps, la fonction

étudiée n'est conmue que sur un ensemble f de points de mesure situés 4 1'intérieur de D,

et l'on se contente de tracer "4 la main" des courbes de niveau interpolant les points

connus. Depuis quelques années se développe un certain nombre de méthodes et de techni-

ques qu'il serait matériellement impossible de mettre en oeuvre sans l'aide d'un ordi-

nateur et qui permettent de résoudre de fagon automatique les problémes cartographiques

les plus ardus, tout en intégrant au maximum les informations disponibles.

Parmi les nombreux problémes sonlevés par la cartographie automatique nu-

mérique, nous nous proposons d*étudier les deux problémes particuliers suivants :

{ 1°) Dans le cas o& F est parfaitement connue sur 7, trouver une fonction

F “interpolant" F sur D en un certain sens 4 préciser.

2°) Dans le cas ot F n'est connue sur Ff que par une observation imparfai-

te Fy effectuée par exemple 4 l'aide d'un instrument de mesure au
14

cours d'une expérience w, trouver une fonction Py “approchant” F sur

f en un certain sens 4 préciser.
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En fait, ces deux problémes de cartographie, qui sont A lorigine des | lip vee (yt) => Filftyt)}} < + ©
problémes bicimensionnels, se généralisent de facgon toute naturelle pour des fonctions
définies dans R”. C'est le point de vue que nous adopterons dans toute cette étude ot 

petate)
Rous supposerons que 7 et D sont des compacts de RY. 

(#2) Jw € 2 : Vit SITU to) > flwo,t) =

’

0-2 - PRESENTATION DE L' INTERPOLATION EN y-MOYENNE QUADRATIQUE DANS LE CAS OU 7 EST Par exemple, si nous choisissons (2,.%,P) tel que ...SISCRET 
= {wo Ms, os Oy}

0-2-1 - Probléme posé 

= ensemble des parties de Q

pout Gime part ty € D wn point fixé dans R” et 7 un ensenble fini de ss. alors lapplication ffw,t) définie sur [cr x (PU tel] par les relations (°7':
i + an 

. =. .

points +; € R": 
et (£21) ci-dessous est effectivement ume fonction aléatoire :

To fbay bas vees tod 
| f1 Y w ER > — flw,+) = fonction bornée our (THt,)
\Soit d'autre part P une fonction (réelle ou complexe) définie (done bornée) sur ‘TUt,) Cea vVierys) = fluyst) = P(t)a 0 3

et connue seulement par ses valeurs numériques F(t.) sur l'ensemble 7. Nous nous Propo- fSons de trouver une valeur F/t,) approchant la valeur inconnue F/t,)Jen un certain sens De plus, compte tenu de la relation (f9"), cette fonction aléatoire vérifie
: 

a1 46finir de telle fagon que L'on ait : effectivement 1a propriété (fg) et 1a propriété (f'1) est également vérifiée car d'aprés
Vo E€T => Pty) = Plt») la relation /f1') ona:

vt € (Ut) => HI ftwt)}2} = I, Iflw, t) [?.P (du)Ce probléme, qui poss&de a priori une infinité de solutions lorsque to n'appartient pas
a7, ne peut évidemment @tre résolu que moyennant un certain nombre d'hypothéses “a pri 

< certs ) mee | r,t? caeri". Clest en essayant de limiter au maximum ces hypothises que nous avons été conduit! 
:a imaginer la méthode d'interpolation en Uvmoyenne quadratique dont le principe est dirl Ceci dit, il est important de remarquer pour la suite de l'exposé que la pro-

tement inspiré de la méthode des filtres autorégressifs . 
priété (f1) implique pour f(u,t) l'existence sur (7 U ty) d'une fonction moyenne %e et

d'une fonction d'autocorrélation Toe telles que :
Pour cette raison et afin de bien préciser les motivations qui nous ont amené

> o,(t) = F {f(u,t)}

4 concevoir cette méthode d'interpolation, nous pensons qu'il n'est pas inutile de done vt € (TU to) f(sans démonstrations) une présentation rapide de la technique des filtres pu restate
en insistant sur les points qui ont retenu notre attention. 

1 tr € (TU to) a» Mppltiete) = B Flo, t)). flu, tz)

t2 € (7 U to)
0.2.2. - Méthode des filtres autorégressifs 

b) Définition

a) Remarque préliminaire 
Soit d'une part fw, t)

ec (72! définies au paragraphe précédent, et soit d'autre part }0%, Uf, ...5 Yet un

une fonction aléatoire vérifiant les propriétés (1!

La fonction F étant fixée, on peut toujours trouver un espace probabilisé (4.4
zt une fonction aléatoire f/w,t) définie sur [@ aH) x (TY +0] de fagon 4 posséder

ensemble de (W+1) variables aléatoires centrées telles que :

ies propriétés (f7) et (f2) suivantes :



te(w) =

Kw) =

Flw,to) = 9%

Flaytr) ~ O9ltr)

(to)

=>

lw) = flu,ty) ~ 8 olty)

Soit enfin [7°

{

I
Poy Poy seaweeds Ta

] Ty Teaucls ond PGY

la matrice carrée 4 lignes et ¥ colonnes telle que :

ee (t,). P66)
uw

er e

Tag = Tpplt gts) = oe

Dans ces conditions, si [I] est inversible, alors il existe une régression

linéaire <p (au sens des moindres carrés) de la variable aléatoire 1/§ en fonction des

variables aléatoires (Uf, ..., f} et, par définition, on appelle interpolation de #

au point Zo au sens des filtres autorégressifs la valeur numérique P/t)) telle que :

Pts) = Oplto) + UB (wo)

¢) Construction de F(t»)

Si nous posons ...

t. © (7 Ute)
TS, = Mppltystpt) 7 Slt) 9A

ft, @ (f U to)!

- alors, d'aprés la chéorie de la régression linéaire, nous savons que la variable

aléatoire “% vérifie les relations suivantes :

N

3 - lj(a1) : ee 2h (to).

Ae Dey? rein tp?(ne) : eye - Rl} yee Efe - £08}
ist

by

(43) : Et) = BUR} = 0

Th, rey eee Pf Rt) Ti

(ne) 5 Tie The esses Ma | + | 320t0| |

Tin Ey eres Thy 58 (to)

ee eee —_——

rr) (hreoJ]

‘ 
—“48) : Ev - Wey = ro - [Aree ]*. fe]. (Rete)

De plus, compte-tenu de la définition de up on déduit que les coefficients

solution de 1'équation (A¢) sont tels que l'on ait :

ter Mito) =2 st ty =
= rs

Cy ape at[r°] tnveretble Wty) =0 si t, #¢.
tEn se souvenant que par construction on a ...

Vt = (01.0050) > Fla) = P(t,) - oft.)

+++ il s'en suit que l'on peut écrire :

Po: Pte) = o,(ty) +

(ter
j } => Free) = Prt,)

[1] inverstbte

Nous sommes alors en mesure d'affirmer, grace 2 la relation (F2) , que la mé-

thode d'estimation de F(t,) au sens des filtres autorégressifs est effectivement une

méthode d'interpolation au sens habituel du terme.
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9-2-3 - Mise en oeuvre de la méthode des filtres autoréaressifs

@ Introduction

D'aprés ce que nous venons de voir, 1a méthode des filtres autorégressifs ne

peut @tre mise en oeuvre que si l'on connait a priori la moyenne , et la fonction d'autoy

corrélation relatives 4 1a fonction aléatoire f(u,t) ce qui n'est pratiquement jamais le

cas dans les applications courantes. Pour sortir de cette impasse, on est contraint de

formuler "a priori" un certain nombre d'hypothéses :

b) Hypotheses (H1)

Généralement, on suppose tout d'’abord que f(w,t) est ergodique du second ordre

et vérifie de ce fait, quels que soient ¢, t; et t, appartenant A (7 U to), les rela~
; 5 > n at tottions suivantes of 3, est une boule de R’ centrée 4 l'origine, de rayon 0 et de volume

opt) = la Flu, t).P(dw)

Flo, t + 8) de

tn j P(t + 8) di“one tel 
dy 

8) ds

VasE2 =>

Tapltiste) = Flay ty). f(Y, 2). Pd)ff a

lim | fluo, ty + 6). Flu», t2 + 6).ds
pre 18, 5

- lin + | Plty + 8).Fltp + 6)-ds
\ ore |B] Jp

Q

L'hypothése d'ergodicité du second ordre (#1) n'est généralement pas suffisante

a elle seule pour permettre de déterminer les fonctions (t} et Typlt,t)) » aussi est-#

conduit 4 la compléter par une nouvelle série d'hypoth&ses (42) ou ‘(H#2')

2) Hypothéses (H2)

En deuxiéme hypothése, il est classique de supposer que f/w,t) est stationnaire #

second ordre, c’est-a-dire qu'il existe des constantes lopl? et 9, ainsi qu'une fonction }

de type positif définie sur RTM telles que :

5 rc

Vter ut) =» =° Rpt) %,

~ t, @(T Y to)

tr @ lr wig} Ter ute) = lol? . yes ~ te) + Jo,

Vt @(r = =(2 UW to) > Pppltst) = lop Ry lel?

Compte~tenu de l'ergodicité du second ordre de F(@,t), cela implique ea parsi-

culier que l'on ait :

6. lim 2

f pre Ip} F(s) ds

o 5,
lo [2 = lim 1 2

tpl EY Ge ri lF(s)|?de - |6,.[?

ot Q .

Ceci dit, si nous posons...

toe = Ll
f No ter Pty)

1

# bp lee)? ~ Jone

+++ On peut alors utiliser la méthode des filtres autorégressifs en supposant canm> gor

aigre hypothése que l'on a :

VtEryty) = o,(t) = et

t1E (7 U ty) }

U ty) > Mepltis ted = lost? . vit ~ #) + Janiet, @(T

d) Hypothdse (H2')

L'ergodicité du second ordre étant admise, il existe de nombreuses {sce
muler des hypothéses complémentaires, et si les hypothases (H2) sont les plus fréquerme:

utilisées par les praticiens de la méthode, il ne faut pas perdre de vue qu'il existe dis
tres possibilités. Par exemple, imaginons que l'on connaisse une premiére approximation

“* de la fonction F, et soit B une boule de volume |B| centrée A L'origine : si nous
Posons...



vt © (Ut) > 9% Ce) = oT |, P't + 8) ds

€ (T U to)
=>

Ee (7? U to}

jn
“i

Tha (tite) = J PME, + 9).P¥ te + 8).
ff B B

. alors, sous réserve que le rayon de B soit "suffisamment grand", on peut utiliser

la technique des filtres autorégressifs en admettant comme derniére hypothése que l'on a:

vt © (TU ty) > o,f) = O20)

t © (FU te) .

=> Tapltiste) = T(t, t2)

t, © (7 U to) ro fr

9-2-4 - Motivations et principe de l'interpolation en w-moyenne quadratique

Tl faut bien comprendre que le probléme posé au départ, a savoir "trouver une

valeur numérique P(to) interpolant F au point to" posséde a priori une infinité de solu-

tions puisqu'en l'absence d'information complémentaire, il existe a priori une infinité

de fonctions F prenant des valeurs identiques sur l'ensemble 7 des N points d'échantillon-

nage. Etant donné qu'il n’existe aucun procédé générateur d'information en deho
rs des

procédés de mesure des valeurs F(t,) en des points t; Ee Rr", il est absolument néces-

saire de formuler “a priori" un certain nombre d'hypothéses si l'on veut pouvoir calcu-

ler une solution P(t,) particuliére ; l'hypothase d'ergodicité de f(u,t) est une facon

de procéder qui, dans les applications pratiques, donne souvent de bons résultats malgr
é

la brutalité du principe qui consiste en fait 4 supposer que les moyennes statistique
s

portant sur la variable w sont identiques aux moyennes spatiales portant sur la variabl
e t-

En réfléchissant sur les implications de l'ergodicité, on est tout naturelle
ment

conduit a se demander s'il n'est pas possible de choisir (Q, AP) et flw,t) de telle

fagon que la variable w et la variable t aient effectivement un réle symétrique. La répon7

se A cette question est positive si F est définie, continue et bornée sur? [er Ut) +2
et si on pose :

ay u : eos &

() os ot B étant des parties de R”, nous désignerons par ¢ = (A+B) l'ensemble des points

+ de R” tels que :
aeéea

ve € (A+ B) of ec = ath
bEeB

cs « ”
= partie de R contenant l'origine 6Q

. Re"wt #, = tribu borélienne de @

P
(f3) L

=u = mesure positive normée sur (2, By)

Vv te (fF VU to)
w En => Flw,t) = F(t +w)

/ En effet, comme nous le verrons au chapitre III, 1'application flw,t) ainsi

définie est effectivement une fonction aléatoire définie sur [(0,@) x (T U t JJet

vérifiant la propriété (f1) : q ,

Vt

E TU ty) => El flut)[2} <4»

Somme d'autre part © posant wy = @ on a bien.int see

ate = oytle Qi VE © (PU te) > floost) = Plt + Gyn) = Pt}

+++ il sten suit que f(w,t) vérifie également la propriété (f2) et que l'on peut par consé-

quent appliquer la méthode des filtres autorégressifs pour estimer F au point ¢,. On remar-

quera alors que pour ce faire, il n'est plus nécessaire de supposer l'ergodicité de f(w,t)

puisque cette fonction jouit d'une propriété tout a fait analogue : ,

Vit € TU ty) => ft) = | Flu, t) Pde)
a

= | F(t +0). (dw)
19

fe Ee (T U to) a

v) > Typltaste) = | fla, ty). f(w, t2).P(dw)
t, © (T U te) 2

u | F(t, + w).P(t2 + w).u(dw)
2

= En fait, on s'apergoit qu’en choisissant (2,.%, P) et f(w,t) suivant les relations

‘#87 on remptace par des “y-moyennes mobiles" toutes les “espérances mathématiques" interve-

— dans la théorie des filtres autorégressifs. Pour cette raison, nous proposons d'appeler

interpolation en u-moyenne quadratique" ce cas particulier d'interpolation au sens des fil-

tres autorégressifs.



see ad 
élati

admet pour moyenne et autocorrélation des fonctions $ et T., telles que :
f f :

4

4

0-2-5 - Avantages apportés par l'interpolation en semoyenne quadratique | {~ f

|

i

. . . . [VE ET Ut) => ee) = @
Nous venons de montrer que la méthode d'interpolation en -moyenne quadratique e o

posséde 1'avantage de supprimer l'hypothése (H1) d'ergodicité du second ordre de f(u,¢).

Cela n'est pas dénué d'intérét compte-tenu de L'impossibilité pratique de contréler cette Ver © ("7 U ty)
oa . ‘4 to

: ieati . Kiypothése dans les applications courantes -— Peels ty) = Jao |? ; 5 a, hn a, 2

j Ye. € FU a J cs Lal? + Pel? cos feres ~ ¢2/)
De plus, nous verrons au chapitre III que la nature particuliére de *(w,t/ 2

1 Ceci dit, si nous posons...

°F

permet d'obtenir un certain nombre de résultats complémentaires concernant F (ty).

h
i

0-2-6 - Remarques

a) Remarque 1 
lo]?

Par souci de simplicité de l'exposé dans cette présentation heuristique, nous if

u

n'avons traité que le cas ot 7 est un ensemble discret. Il convient toutefois de remarquer

u'il existe une forme plus générale des "filtres autorégressifs" connue sous le nom deq P 8g 8

"filtres de Wiener" et qui prend en compte le cas of 7 est un compact quelconque de R”. ;

+++ alors, si les ¥ points 
i ei

P (t5} € T sont uniformément répartis sur un intervalleb) Remarque 2 1 es . .& »a4o] et si W est suffisamment grand, nous savons d'aprés les propriétés des coeffi-

Soit d'une part (2,.%,u) un espace mesuré défini de la fagon suivante : | clents d'une série de Fourier que l'on a:

Q = [-2 nm £{-2, +7] , = i ee
P(t). dt

Hz By ; an a

nldw) = Le, g i 1ne | me Prey 2 9s
: NY ter vy, OF

an

Soit d'autre part X un entier positif fini et F un polynéme trigonométrique réel tel que :

K

F(t) = a + J a,.cos(kt) + b,.sin(ke)
k=1

vt ER

i Jof?s 2 p%ten

on |, IFelIP.ae ~ Jolt
la, | ste quel que sott k= (0,1, ..., X)

avec ? 

4

Heya Sa aE ge we fe sos i es Lf reel etl? = font?
i v t,é€7 - f o

Jans ces conditions, nous verrons au paragraphe III-4-3-a que si 7 est un ensemble de on co z Ait
. 

; comparant ces relations avec celles pré é

noints avpartenant AR et si tq est un point quelconque de R, alors F est continue et ' Presentées aux paragraphes 0-2-3~b et 0-2-3-c, nous

vornée sur [/7 Y to) + @Jet la famille } f(w,+) Dea associée a F par la relation
yous yue les hypothéses (#2)et (H2)classiquement utilisées dans la technique des filtresa 

« 

A 

3 

ie 
SI 

verutorégressifs reviennent en fait 4 utiliser un cas particulier d'intersuivante... “
oe quadratique,

polation en y:-moyenne

Notons enfin que cette derniére remai % iffi é théoriVv > Flu, t) Fit + w) a Tque s'étend sans difficulté théorique au cas des

t ET U ty)
trigonométriques réels ou complexes définis sur Rr”.

ll

10 b



ce) Remarque 3 ‘

7 F OF ti 
=

Rappels_sur_les fonctions splines d'interpolation 
? = {ti ty ve, ty

Considérons une fonction F définie sur R et connue seulement par | avec t; = quel que soit f=1, ..., ¥

ses valeurs F(t;) en points t; appartenant 4 un ensemble 7.

: : . : . ". wee al + 7 7
Tl existe certains instruments de dessin qui permettent de faire ors toute fonction spline d'interpolation d'ordre 2q construite sur les WY pois W points

. ‘ z at i ty :

passer “au mieux" une courbe par les W points {t;, P(tj)) . Par exemple, le "spline" qui appui tz 7 admet la représentation suivante ...

est une longue régle flexible réalise mécaniquement sur la feuille de dessin une interpo~ 
Nv .

lation en général satisfaisante lorsqu'on l'oblige a passer par Les WW points de coordon- Geqlt) = a al. Hyg lt ~ a)
aées (tz, F(t;)} a l'aide d’objets pesants appelés "dogs", placés en ces p

oints ;

["élasticité du matériau dont est constitué le spline assure une certaine régularité 
1 aad . 2q

dang le tracé, tandis que l'interpolation est obtenue par la présence des dogs. On peut aves Het) = > ¢ | [-— | . aut
montrer que le spline tend a prendre la forme d'une ligne composée d'arcs polynémiaux an 7? (uf2) . 2
du troisiéme degré raccordés de fagon 4 assurer la continuité des deux premiéres dériv

ées, _ 1 2q

les points de raccordement étant ceux of l'on a placé les dogs. * lear oo epk. ke tet gy

soit [a, b] un segment de R contenant l'ensemble 7, et soit g u
n

7 7 ment ; . : ++ of la notation 2” i :
entier positif ; en s'inspirant de cette analogie mécanique, on dit que 0,/(t) est une jotation x, désigne la fonction telle que :

fonction spline d'interpolation d'ordre 2q pour la fonction F sur le segment [a, b] si

et seulement si elle posséde les propriétés ci-dessous : m Oo si a<o
— 

mn .
° = = a si 220

1°) Gq est un polynéme de degré (q - 1) sur [a, tail et Jey» >]

(n) n=0, 1, vee, (8q - 2)
q ter

avec la conventi aewention Of = 1/2

° () os + ri
2") 89g (tq) = 0), (tz) quels que soient

° 
Par analogi éri 2

| 3°) o,, est formée de morceaux de polynémes de degré (2q - 1) sur chacun des gie avec la série cardinale ...

(N-1) intervalles suivants : sin m(t - 3)

\| Jes tes ees Vt tens oe 3 )ty- > tll y(t) = uy

° 5 e Bike Gh oe 
mt = 3)

4’) Oyq(ti) = F(t;) quel que soit t;@T 
d

++ nous dirons que ...

ba démontre qu'il suffit que l'on ait W > q pour que la fonct
ion

spline d'interpolation de ¥ ainsi définie sur le segment [a, bj contenant 7 soit unique. 
oi oh NX j

Eu particulier, le procédé mécanique qui nous a servi 4 introduire

la notion de fonction spline d'interpolation correspond @ une fonction spline d'ordre +++ est une représentation cardinale de o_

Par ais r ailleurs, on constate que les courbes représentatives des
1) dbfini =: 

7 
/ 

: 5 éfinies ci-dessus ont 1'allure de courbes en cloche de plus en pl

Schoenberg a qui l'on doit le terme de "fonction spline" a montré aplaties au fur et a mesure que 2q augmente et qui d i 7et qui de plus sont telles que :

Représentation_cardinale des splines _d!interpolation roaeriong

aue dans le cas oi l'ensemble T est de la forme .--

12

13



oy

My,(0) > Myq(t) quel que soit TER

M(t) = Myg(O)

Myg(t) = 0 quel que soit TE] -q,+af

Mig(V = Mig(-q) = MZQ(0) quel que soit q > 1

Nv . .
DMs Mr - i) = 0 <> 2X 50 quel que soit t= 1, ... 9
=I a

Enfin, compte tenu du théoréme de Bochner, on ne manquera pas de

remarquer que pour tout q > 0, la fonction Mi gl) est de type positif en tant que trans-

formée de Fourier d'une fonction non négative et intégrable sur R ; en effet, on a:

cr

sin(u/e) 7°4
—-— >» O quel que soit vER

(u/a)
a>oO=>

aaaed sin(u/2) 7°47
} —_ + du = 27+ M, (0)
=) (u/a) a

— 2n ;
2 =. f (“pk . & lq = KT?

(2q-1)! — k=o q

Soit d'une part 7 un ensemble de W points appartenant 4 R et tels

que : p = { try te, wees ty t

Navec ty

Soit d'autre part F une fonction continue bornée sur R et connue seu~

lement par ses valeurs numériques F(t,) aux W points d'échantillonnage ¢, € 7.

'°) Si nous supposons que [@, b] est un segment de R contenant l'ensemble 7 et si L'on

se donne un entier q satisfaisant l'inégalité q < W, alors on sait, d'aprés ce qui a

été dit dans les deux paragraphes précédents, qu'il existe une fonction spline OQ ft) et

une seule interpolant # sur (a, J. Compte tenu de 1a nature particuliére de J, on 4 vu

que 3, \/t) admet une représentation du type cardinal *

: y
ay o,f) = J oF. Mgt ~ t)

a1

Pour déterminer les coefficients a*, il suffit donc de résoudre le

svstéme des ‘) Equations linéaires obtenues en posant :

14

Veer =» Png te) = F(t,)

En opérant ainsi, on trouve :

Ma a? P(ty) |

Me a F(t.)

(2) : : o]. = .

Min Moy see** Ma a P(ty)

(¥]
t= 1, 0.6,

avec Mss = big = M, qt - t7) quels que soient
J 1, ..0, W

Tl est utile de remarquer pour la suite de l'exposé que les W

fonctions M(t ~ t) €tant linéairement indépendantes et la fonction Sq étant unique

(puisque q < W) on en déduit que la matrice [M]intervenant dans le systéme d'équation (2)

est inversible.

2°) Considérons maintenant un point to @ [a, b]jet supposons qu'il existe un espace pro-

babilisé (2, 2%, P) et une fonction aléatoire f(w, t) définie sur | (2,.%) x (P Uto)|
qui, tout en satisfaisant les conditions (f,) et (f2) présentées au paragraphe 0-2.2-a,

soit stationnaire d'ordre 2 et vérifie les relations suivantes :

VtErUt) = oe) = ip

T Uty) e 2WET UtN re res, te) = lol? + ylty - te!
te € (T Uto) ff f

2

avec 2) (fl = 5° Mag(0
: Mag (t)

y(t) = >~——~ = fonction de type positif
M, (0)

Compte tenu que la matrice [T°] = 5? - [w] est inversible, on en

déduit qu'il existe une interpolation P/tp) au sens des filtres autorégressifs telle que...

Hoag

Pity) = J Beto) + Flt,)
g=l q

Ag N ve

avec W(t) = J (M7752) - Peel to - ty)
q=1 :

5



~ soe ig . 1++ 0 les coefficients M sont les composantes de la matrice [M]'. En remarquant que
a 0-3 - PRESENTATION DU FILTRAGE STATISTIQUE DAS LE CAS OU ¥ EST DISCRET

(£9 ~ ty) = 8?
0-3-1 - Probléme posé

a Mg (to - ¢) on peut écrire :

. N oR re Soit d'une part 7 un ensemble discret de W points appartenant aR” :
Ftp) = J f ews?) + 92 - M,glto ~ #)

ga t=

“

|
|

| {tistes .66 ty)
Nu og

1 M+ Fe.) + My (ty - 2)
a jet J 2q

" Tare,¢ 

Soit d'antre part {V7} 427 un enseuble de m fonctions données définies et bornées

sur 7, et soit F une fonction elle~méme définie et bornée sur 7 telle que...

Compte tenu des équations (2), on a en définitive :
"

ve er @ Fe = J dv
a1 ;@) Peto) = } a. Myalto -

i= 
+++ 00 les m coefficients a/ sont des constantes inconnues .

En comparant les relations (1) et (3) on peut donc conclure que Soit enfin (0,% x) un espace probabilisé donné et a, un opérateur qui, 4
dans le cas particulier que nous venons d'étudier, l'interpolation par la méthode des chaque expérience w € faite sur F, associe 1'observation F, = glu.) telle que...

filtres autorégressifs et l'interpolation par une fonction spline donnent le méme

résultat : 
&,

P p——___—-» g(u,.) = Fi.) + fF (wy.)

Prt9) I q¢to)

- of >fw,t! est une fonction aléatoire vérifiant les relations suivantes :

Fl F(t) |?) < 40

0-2-7 - Conclusion WirEeT =

E {f(t} = 0
Nous voyons que les fonctions splines d'interpolation possédent,

tout comme L'interpolation en y- moyenne quadratique, un lien trés étroit avec la tech- Nous cus proposons de trouver une fonction aléatoire glu, t) de la forme suivante...
nique des filtres autorégressifs. Toutefois, il convient de noter que les objectifs de

ces différentes méthodes sont en général différents. C'est ainsi que les splines d'inter- wen 2 m
Vv => glut) = ., a! (w).v 08)

té&er g=1 *
polation sont la plupart du temps utilisés comme des "outils de dessin" permettant de

construire une représentation continue d'une fonction F & partir d'un échantillonnage

trés serré de celle-ci. A l'opposé, la méthode des filtres autorégressifs et 1'interpo~ acamet que Les m coefficients a (w) sont des variables aléatoires 4 déterminer en

foncticu de g(w,t) de telle fagon que l'on ait simultanément :
lation en U- moyenne quadratique sont plus spécialement adaptées 4 la "prévision" des

valeurs d'une fonction F connue a partir d'un échantillonnage peu dense ; en particulier,

nous verrons au paragraphe III-4.2-e que 1'interpolation én y~ moyenne quadratique nous i

fournit une fonction é(to) qui caractérisa, en un certain sens, 1a précision avec. laquelle TT) wee T => — glaryet = Re)

a 6té estimée F(tp) en tout point to oi est définie 1'interpolation P(t). .

| , 22 FE eg mm BS ate) ~ a|2f cat "aussi petit
que possibie”
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Une expérience wo € 1 étant fixée, nous dirons alors par définition que F,, = G(wo *)

est un filtrage statistique de Fug = glwo,*).

0-3-2 - Résolution du _probléme

a) Notations

Par définition, nous poserons dans ce qui suit :

gw, t))Vi (ty) seccceseeee v(t) g 1

(&, t2)Tylta) ceceesernee Uy (ta) gis, te

J - : s Gw) =

; : ( (3, ty)Wilby) vovetereee Wi (by) Glu ty

oe 
ve

i J} om ensembles de ¥"(0,-%, x)Par ailleurs, nous désignerons par (a Jay les m sous~ensen (a,

tels que ¢

J1°) e@ (+)} =a
sty eg we wd Ge fi -Va) € ae 7) 3] om : Bey = TX; ofa)

t=1 t=

b) Solution fournie par le théoréme de Gauss~Markov

Sila matrice [Tf] définie par ...

a ae

O)= 8) be)-be)

i ilisé istiques,est inversible, alors le théoréme de Gauss-Markov classiquement utilisé en stat. q

a5" satistaisant les conditions
~

nous apprend qu'il existe m variables aléatoires $a? ¢-)
présentées au paragraphe 0-3-1 dans le sens suivant :

min

\” Agel} = a

oy ete - Aly = | Ht\D ee) ~ oF |?[29) FAI | Hed

1

De plus, ces m variables aléatoires een ae sont alors donnéas en fonc-
tion des observations F, = 9fwy*) par les relations suivantes : °

Glu, ty)
aw)

: 
lw, ty)

vwen => : = [qr. (ta° 7) . :

Fw) :
g(t; ty

avec: f= fh. OT. 1

0-4 ~ MOTIVATIONS ET ORGANISATION DU MEMOIREE
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 _MEMOIRE

0-4-1 - But de 1'étude présentée

Nous venons d'exposer sans démonstration dans le cas particulier oi 7 est un en-
semble discret de W points ¢, € R", deux méthodes qui, dans certains cas favorables, sont
susceptibles de résoudre les deux problames présentés dans l'introduction.

Nous nous proposons maintenant d'étudier sous quelles conditions ces méthodes

peuvent @tre étendues au cas of 7 est un compact quelconque de R”,

0-4-2 - Organisation du mémoire

a) Chapitres I et IT

Chapitre I

Dans ce chapitre sont présentés les divers espaces utilisés dans toute la suite

de l'ouvrage. Toutes les notions introduites sont trés classiques et auraient trés bien pu
etre méen dans une annexe. En fait, si nous avons préféré rassembler tous ces rappels
dans ce premier chapitre, c'est uniquement Part souci de ne pas rompre la continuité de

L'exnasé,

esi cousacré & ia construction d‘estimations dans vu (2.9% a

Tci encore, les notions présentées ne sont pas nouvelles dans leur fond sinon dans leur

forme, exception faite du théoréme II-2-5 qui constitue une généralisation du théoréme

de Gauss-Markov.
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Remanque

Si on ne désire prendre connaissance dans ces deux chapitres que des notions

indispensables 4 la bonne compréhension de la suite de 1'exposé, on pourra se
 contenter

de consulter les énoncés des propositions et définitions des paragraphes suivants :

II-2-l-a et b

II-2-2-b

I-2-l-a et b II-3-I-a et b

chapitre T I-3-2-a chapitre II lI-3-2-a

I-3-l-a, b et c TI-3-3-a

TI-3-4-a

II-3-5-a

b) Chapitre III

Ce chapitre qui est le plus important de ce mémoire expose de fagon déta
illée

"interpolation en U-moyenne quadratique et le filtrage statistique présentés précédemment .

Enfin, nous donnons au patagraphe 111-6 un certain nombre d'exemples d'application 
qui per-

mettent de se faire une idée objective de l'efficacité des méthodes proposées.
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Chapitre |

ETUDE DES ESPACES I,(0,.7), Alla,.%u) ET LP(0,.% x)

I-1 - INTRODUCTION

Nous nous proposons dans ce chapitre d'introduire les principaux outilsprop Pp P

mathématiques dont nous aurons besoin au cours de notre étude.

Tout d'abord, nous commencerons par présenter la notion d'application

mesurable définie sur un espace mesurable (2,.7) et 4 valeur dans un espace topolo-

gique £ muni de sa tribu Borélienne Bs, ; trés rapidement, on est amené 4 supposer

que : \

1°) EF est un espace vectoriel normé séparable afin d'assurer une

structure d'espace vectoriel 4 l'ensemble M,(2,.7) des appli-

cations mesurables ainsi définies.

2°) E est un Banach séparable de fagon que la notion de y-moyenne d'une

application X¥ € M1,(2,.97) par rapport 4 une mesure y positive

normée définie sur (2,7) ait un sens.

En fait, pour ne pas alourdir inutilement l'exposé, nous supposerons

d'entrée que F est un Banach séparable (ce qui implique que F est normé), car dans les

applications que nous développerons au cours des chapitres ultérieurs, nous aurons

effectivement besoin aussi bien de la structure d'espace vectoriel de Mi,(2,.-7) que

de la notion de U-moyenne d'un élément ¥ & M.(0,.7) .

Enfin, au cours de cet exposé, nous rappellerons briévement les notions

d'espaces L4(2,.% u) et (a4 a) auxquelles nous nous référerons constamment

aux second et troisiéme chapitres, espaces qui s'identifient aux classiques espaces

v "i: ¥, u) et (a,.% u) lorsque le Banach séparable F est identique au corps
des complexes € .
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1-2.1 - Définitions

a) Espaces neourables (9,7) et (E, 2.)

Dé fin

I-2 - APPLICATIONS MESURABLES A VALEURS DANS UN BANACH SEPARABLE |

|
|

|

‘tons

A partir de maintenant, et dans tout cet ouvrage, nous désignerons
par (0,.) et (2, B,) des copaces nesurables tels que :

Q = ensemble quelconque

-W= tribu sur Q

E = espace de Banach séparable

#,= tribu borélienne sur £

Remarques

1°) Remarquons que A, est en fait la tribu engendrée par les boules
ouvertes de E puisque cet espace est normé.

°
2°) Remarquons également que le corps des complexes ¢ est un Banach

séparable particulier auquel il nous arrivera fréqueument 4!
a 

associer l'espace mesu-

rable (€, 4%) obtenu en posant F=¢.

b) Notion d'application mesurable

Définttion

Soit .Zun espace topologique muni de sa tribu borélienne 7.
Par définition, on dit qu'une application x/-) de 0 dans est mesurable de (2,7)

Be) ov yrsdans (7, Br) si 1"image inverse de tout borélien de @; appartient aY, c'est-a-dire
si lfona:

VRER = xB) € of

mrsonbte M(0,.7)
Nous désignerons par IM¥,(0,.) i'ensemble des applications mesura-

bles de (2,.7) dans (J, B_). En particulier lorsque Test identique Af oul ,
nous désignerons par I1,(9,-7%) et Me(2,.2”) tes ensembles d'applications mesura-
bles de (2,.:/) respectivement dans (E, 4%) et (C, BB).
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Application étagée

Soie {4} une suite finie ou infinie dénombrable d'ensembles mesurables

formant une partition de Q et soit {14,(w)} la suite des fonctions caractéristiques

d'ensembles associées. Par définition, on appelle "application {4,,} ~ étagée" ou plus

simplement “application étagée” toute application de { dans un espace topologique 7

qui peut se mettre sous la forme ...

Xv) = Tx + Appa) vwean

s+. 08 (%;} est une suite de vecteurs appartenant 4.7.

Il est facile de vérifier qu'une telle application est nécessairement

mesurable ; en effet, soit Bt un borélien quelconque appartenant a @ et soit {Xehier

le sous ensemble des vecteurs de {X,} appartenant a Bt , on a manifestement :

let) ,

ap = Moa eg x

1-2.2 - Propriétés

a) Proposition 1

Enoneé

Soient @, et @,, les tribus boréliennes de deux espaces topologi-

ques .% et J. si iapplication X(-) est mesurable de (2,.M) dans (.%, B,) . et

si€@l est une application continue de .% dans l'espace J, alors l'application ¥(+) =

Aix(-)} est mesurable de (0,.%) dans (%, P,).

Ltapplication A de.% dans ZF étant continue, il s'en suit que l'image

inverse de tout ouvert de .J; est un ouvert de .% ; on en déduit que l'image inverse de

tout borélien de Br, est un borélien de Wr, puisque ces tribus sont engendrées respec~

tivement par les ouverts des espaces 7 et FZ:

fi - 5
VBL EF, » AB.) = Be BR,

D'autre part, X(-) étant par hypothése mesurable, on en déduit que :

atv 2 EH, » CB) € A
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Comme, en fait, l'application Y/-) résuite de la composition de
. oe 

7

L'application y(-) de % dans GF et de l'application Ade ZX dans.%, on peut alor

écrire :

ye) = Axed}

=5 Y = a ox
oss yo = x7 oft

= yr) = x BJ} VB€ &,

re YB) = xB} VBL€ Bru

On en déduit donc que Y(-) est mesurable de (2,.7) dans (.% 3 By)

b) Proposttton 2

Soit BE’ le dual topologique du Banach séparable £.

Si 1'application X(+) est mesurable de (2,.7) dans (F, #,) , alors

les applications ....

Or 5 ¥0D avec AEE

| XC) Ke aqec 1¢ p<te

. sont mesurables de (o,.7) dans (€, B,) :

Démonstration

é i € , it sten
Les applications <),*> et Ish. étant continues de E dans © ,

i iti dcédente, ce qui achéve la démonstration.
suit que l'on peut appliquer la proposition précédente, 

q

c) Proposttion 3

Enoncé

sift est un espace topologique muni de sa tribu borélienne eA
ey, Ey.) .

alors toute application continue de Q@dans Best mesurable de ‘hy, Ae) dans (E,

24

Démonstration

Soit X(-) une application quelconque continue de @ dans E et soit I(+!

l'application identique de 2 dans . L'application I(+) étant manifestement mesurable

de is, %n) dans (2, 49), il s'en suit, d'aprés la proposition I-2.2.a que l'on a
effectivement :

XO) = x0} € TH,(2,.7)

Saa Proposition 4

Enonoé

Si X(-) et ¥f+) sont des applications appartenant 4 Mt,(2,.:7) et

est une application appartenant 4 M.(2,.7), alors les applications ...

alr) » X(+)

si xis

X(+) # Y(.) .

. appartiennent 4 M1,(2,.7)

Démonstratton : Premiére partie

Soient U(+) et V(+) les applications de Q respectivement dans (xE

et 2*E telles que :

X(+)
U(e) =

X(+) ¥(-)

‘nm démontre (cf. Parthasarathy page 6 ) que, puisque F et @ sont séparables, on a...

Bere = B® Be

Fee = 49 *%

. d'oii L'on déduit que pour tout borélien Bp , Bo, Bi appartenant 4 #, et pour tout

borélien Be appartenant & Bes on peut écrire :

UB, xB) = } wEQ: zw) € By et X(w) € B, }

21 7s 2
V (B, x B) ' JwER: Xu) € BL et Yiu) € BP |

itUN (Be x By) = fe t(B) A xB) } € v7

Vv (BR x BE) = }x7*(BYL) OO YB) } €.¥

Il sten suit que les applications et V sont mesurables.

25



Soient Fet Stes applications respectivement de (CxE) et (Exz) dans F
‘pec: (€xz) ¢

aee ay

viae aG) = «4
BEE S43) = ase

Si nous munissons (€xE) et (EXE) des normes ..,

Wl,
Oe

Ol. °
‘++ COrrespondant aux topologies produit

me} dete, tat,|

nc | itp. pan,

Sur ces espaces Produits, on peut facile:ment

vérifier que les application Pet F sont continues ;

1°) Vérifions tout d'abord que .Yest continue de (EXE) dans EB;de (Ez) en» on @ les relations Suivantes : 

{

Alef] sean |
“It of,

It) El
On peut done écrire pour tout

fl - BL, «a <
"++ 0@ qui exprime 1a continuits de Ax,

: a9
Point [7

tout point

4- ante + Ve- Bd,

“I - el.
E> 0 eee

a”

2°) Vérifions maintenant que Pest continue de (¢xz) dans Fappartenant @ (€XE), on a:
3 en tout

26

A=Ajp+E

=> ah = (hy + H)+ (aq + h) = Agay + Agh + Hay + Eh
a=ayth

=> aA - aody = Agh + Hay + Hh

=> flaa - aol, < {rl - Moll, + lah, Tal* lao] + fal, -

[ol] FDI, «eee tan

(d - Gill.
avec v = maz (U2 ys Ina |

Il s'en suit que pour tout ©>0 >» MN aoe
- a6) 

a a9)IT (he<s ell - if, <-
avec 

0 < an ¢ 
- Mody + lao) + MAoly + lao? +4 €

: ‘ : As *. a+++ ce qui exprime la continuité de Mau point fj .

Démonstration : Trotsiéme partie

Puisque les applications U(-) et V(-) introduites dans la premiére
partie sont mesurables de (0,.97) respectivenent dans (OE ,%, tx) et (PE , H,,)
et puisque les applications Pet. Wintroduites dans la deuxidme partie sont continues
respectivement de (€*Z) et (EXF) dans F » il s'en suit d'aprés la proposition I-2.2.a
que l'on a:

Pou

mesurables de (0,.97) dans (F , Dp)
Sov

alr) » X(+)

> mesurables de (2,7) dans (E ,#y)
XO) + ¥C)

e) Proposition §

Enoneé

La famille J¥¥,(0,.%) des applications mesurables de (92,.7) aans
(2 ,.%, Jconstitue un espace vectoriel.
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La démonstration est évidente compte tenu de la proposition précédente

en effet, si on considére les nombres complexes comme des applications (mesurables)

constantes de (a,.7) dans (C, Bo, ona:

ja € € \

b € €

we mM,(2,.7)

yoe M,(2,.7)

Sarmey+d- re) € M(2,.7)

f) Proposition 6

zB

Pour toute application x(+) appartenant a M1,(2,-7) it existe au
moins une suite d!applications étagées KO) convergeant uniformément vers X(*) et

telle que :

yoen= Ix@l,Ixwl, <<

Puisque est séparable, il existe un ensemble dénombrable

{X,} = Un, Xz +++h partout dense dans £ ; soit done af et ce des parties de £ telles
que l'entier positif k étant fixé on ait:

BX ~ voule ouverte de centre X, & {X,} et de rayon 1/2k

chestia [uy etl
Puisque {X,,} est dense dans E , c'est que E est l'ensemble des points

adhérents 4 {X, }, ce qui nous permet d'affirmer que tout voisinage d'un point ¥€F

contient au moins un point de {X,.}. Mais, du fait que # est supposé normé, il est

en particulier métrique (pour la distance associée 4 la norme) et les boules ouvertes

sont des voisinages ; si bien que l'on est assuré que pour tout point ¥ fixé dans F ,

la boule ouverte de rayon 1/2k centrée au point ye¥contient un sous ensemble non

vide i, Pe de points appartenant a {i,} :

XEE

Vv fixés => || x- Xl < Wek v an em,

= x €> xe a Vv nj 3
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Si l'on range les points X,,, du sous-ensemble tx, }de {% } de fagon que. 
i 2

l'on ait ... * .
CY wees Steen, ny ne

++» il est manifeste que xn est tel que :
°

k
Xx EEF . a

Vv fixés 3X, © {X, } tel que:
‘0 ny

rex Vins

Puisque {x ; Jest inclus dans {x}, il sten suit que Xj. appartient
a ea tet que l'on peut erixe, compte tenu de la étinition des ensenbice ot ‘i

X EE

v
tel

k me
fizts > ack

Ng
rec

No

k 5 iComme les ensembles ch sont disjoints de par leur définition, on en

déduit donc qu'ils forment pour k fixé une partition de F:

ane = 4

Ui i& . gs
n n

Vm #n

Si l'on se souvient que @, est engendré par les boules ouvertes de # ,

on en déduit inmédiatement, d’aprs les propriétés des tribus, que les ensembles é

sont des boréliens. I1 s'en suit, puisque X(+) est par hypothése mesurable, que les

ensembles 4k = x7 ck)
en effet, on a:

appartiennent & la tribu.Wet sont de plus disjoints ;

mck) = (wen tele que X(w) € ok }

ry = {wen tele que xo) © &}

= «ds fy x) = {wen tele que roe ack }

= me A x) = (wen tele que WES} ¥nen

TAR goa a
me RE AN XC) = Bom en

Comme de plus on a ....

rey cy = xt) =foea: twee}
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+++ On peut donc écrire :

Ae Ck) © Hwee Wnit .

ak ny ak 3h Ses acy OR

k

Ya =a

Demonstration : Deuwiéme partie

Passons maintenant 4 la deuxiéme partie de la démonstration et consi~

dérons L'application étagée AO) définie par la relation suivante :

k . .
Cr id I x(y)) KG D

k

avec ak = point quelconque appartenant a A,

On a alors :

kwet yiw) = 10 ©
v 2,

n rue &

ion i aCompte tenu que & est par construction inclus dans B, , on

alors les implications ci-dessous :

1 k
weak Alo) © 8

v ona: k

n xX) € a. ~

o ea fx, -x, Ip < 1/2
> Vv ona:

n | x @) -x, lp < 1/2

Mais on peut toujours écrire 1'inégalité triangulaire suivante ¢

j - 2
1400) - x@) |p $ | YO - x, Ip + 1%, - xo) Ip Vor

Il sten suit que l'on a:

k
vn => | x) - Koi, < ke woea,
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Cette derniére relation implique l'inégalité ...

sup

weg 1 ele ~ Hel, < 1%

d'oi l'on conclut que 40) converge uniformément ‘vers X(+) lorsque k tend vers

i‘infini.

Enfin, si l'on choisit les uke ak de telle fagon que ...

Nexo |, < |x, v veak
no NE E n

il sten suit que l'on a:

[xy@ lp < Lxw i, vue a

g) Remarque

On ne manquera pas de remarquer que m,(9,-7) est en fait un sous~
espace vectoriel appartenant a l'espace G(Q, E) des applications bornées définies

sur 2 et 4 valeurs dans E ; en effet, F étant lui-méme un espace vectoriel normé, il

s'en suit qu'il ne contient aucun vecteur de norme infini car sinon la somme de deux

tels vecteurs n'aurait en général aucun sens.

Comme de plus, 1'expression...

Wi) © FQN > Pt Ro Px Ip

- définit une norme sur @(0, E) appelée “norme de la convergence uniforme", il

sten suit que [M1,(0,.0/) iui-mame peut Gtre considéré comme un espace vectoriel norné
sion le munit de 1a norme Illa induite par [+l your M,(0,.7) +

—

up

= veg brew fp



1-3 - espaces AX au) £1 (au) _

1-3.1 - Définitions et propriétés fondamentales

a) Espace mesuré (a% 9) =

Dans tout ce qui suit, le triplet (2,.% ) désignera un espace
normée définie sur. ¥/:

vae wx

mesuré pour lequel u est une mesure positive

1°) o < wad < 1

1"2°) u(Q)

En langage probabiliste, dans le cas ol représente un ensemb
le

gtévénements élémentaires, nous dirions que } est une mesure
 de probabilité, ou

plus simplement une probabilité sur (a7).

b) Bepace L2(0,%, w)_

ns d'aprés la proposition I-2.2.

WH) ; onen
Soit un réel fini p > 1 . Nous savo

-) ee MNg(2,.27) pour toute application K(-) € m,(2que | ¥

déduit que l'intégrale ..

{ fxtw) [B+ v(dw)
2

|e. a toujours un sens si X(+) appartient & Mav).

Définition

2

soit un réel fini p 2 1. Nous désignerons par Gila, Hh u) Mespace

el des applications X/+) de @ dans E telles 
que :

(1% xe) € M,(2,.7)

| [Wx IB aw < + =

vectoril

e tenu que W est une mesure positive bornée, 
on démontre sans

Compt

galité de Holder, que l'on a la relation d’inclusiondifficulté, 4 l'aide de 1 iné;

Paty) < Llahuy We <asuivante =

32

c) Espace IR(a,.%, u)

consi 
. eee

onsidérons la relation d'équivalence notée v et définie comme suit

sur Lespace Hi(0,.%, n) iri Z

XC) © La,H, nw)

ye) @ La, Hn)Xf} ~ YO) >

X(w) = Y(w) vr ps ps

P: aaa D, ; |ar definition, 1{(0,.% u) désigne L'espace quotient deXH(n,.%, u)
par la relation d'équivalence v :

Rochen) = File,st.u) |
; 7

_ IL s'en suit que les vecteurs X(-) de 1'espace 12(2,. 7, u) ainsi
a . . “ini sont en fait des classes d'équivalence d'applications appartenant a fH, (a Vv)

eNee
et. égales U~ presque partout :

X-) € (a, Hum Ned ~ me) v| 40)

€ X(-)

Ye)

De plus, la relation d'inclusion des espaces K Q, mw) induitu: 2

sur les espaces 12 (a Goa une relation du méme type : * )e * )

Ha, Ku) c (aK uw) Ve<a

d) Notations
—_

Lorsqu'il nt 

os eequ'il n'y aura pas d'ambiguité possible, nous adopterons les

notations condensées suivantes :

Lla,Gu) = #?

Ba, Hu) = wb

aL2(0,H n)

(a,%u) =

F(a,H,u) 2%?

Pa, Hu) = oP

a 

5 5

e plus, lorsque £ est identique au corps € des nombres complexes

nous désignerons systématiquement les éléments des espaces Yet 1? par des lettres

minuscules afi i istiin de mieux les distinguer des vecteurs appartenant & d'autres espaces
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e) Propriétés classtques de P(a,-%u)_

1°) si deux applications 2, et x, appartiennent a4 (a,.:/,u) >

alors leur produit appartient a%(a,.%u) +

vf te eto.) > ms m2e L(0,.%u)
+ 78, ,

2°) Si deux classes d'équivalence x, et x, appartiennent & L (a. Au)

alors leur produit appartient a '(0,.% wy):

vite B(a,Ku) PE 2 (2,.%u)
Xe

3°) Les espaces IP sont des espaces complets si on les munitde la

1

= | Po. yldyy |”Ix, i, x(w) [P+ u |

De plus, L* muni du produit scalaire ...

norme suivante :

Or |e, = { xi(w) + x(a) (dus)
a

est un espace de Hilbert.

f) Definition

Enoncé

Soient £, et Z, deux Banach séparables. Pour toute application |
Pp :

linéaire continue de Z, dans £, et pour toute classe X(-)} appartenant 3 (9,-% 4)

nous poserons par définition :

Mix) = | re Mt, tels que XC) @ X(+) + Fla) = Axia) v- a

5, eh bear ti ain |
La définition précédente implique en particulier que l'o

n ait

med=> CXC) -| YOIEMM tets que 3x0 E X(+) 2 ¥lul = CAO) \
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g) Propriété de correspondance

Bones

Soient E, et 2, deux Banach séparables et soit Q une application liné~
aire continue de £, dans Ey .

Dans ces conditions, on a les implications suivantes :

VIC) © L(Q,.% un) > Ai © B(a-%u)

WX) e@ Blan) > AKG) © B (0,.% 0)

Démonstration : Premtére partie

Dans ce qui suit, nous désignerons par Y= LE, 4B, ) espace de
fanach des applicati i i i i

ipplications linéaires continues de L'espace vectoriel normé E, dans L'espace

veetoriel normé 2, . Ceci dit, pour tout ME Lona:

I Aix} lr, < ba lg" bol, wes

Compte tenu de la proposition I-2.2.a , on est assuré que Af xe) *
appartient a M,(0,.27) » d'od L'on déduit d'aprés la proposition I-2.2.b que

Ces ye ient ‘
la Ip, appartient a M(2,.97) . 11 s'en suit done que l'intégrale ...

PAGER © uaa

+++ a un sens. On peut alors écrire :

= P> I, FAO) Pp wae) « lal, - I, Deal, + wlaw)
Comme, d'autye part, on a ....

ae FE, , B,) Valsts
=>

We LE (0,.% u) | [ prone, + uldo) < + ©

Sh Suit que L'ou peuc écrire ies implications suivantes :

= | PAW HE + udu) <4
2 2

=> Aixw)} € ¥E {0,4 n)
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Démonstration_; Déurteéme partie

@ étant linéaire continu de Z, dans Z, , il s'en suit que si ©,
1

et 2, désignent respectivement les vecteurs nuls de E, et E, , alors ona?
a

5 7 ao, }

Si X(+) est une classe d'équivalence appartenant & Ba. Au) >
:

on peut donc écrire les implications suivantes :

CXC) et Ke) EX) > Xi (w) - X2(w) = ep, Un Dep+

=> Al nw) }- A lw) d= Al Mw) - %fw) } =O, bm PP.

=> Al mo) }= Al wlw) } wo pp

On en déduit que l'on a...

yee xe) 2 Atwrye ax) da

. d'ou il découle que :

XC) ER, > atx) rere,

h) Remarque

On déduit immédiatement de la proposition précédente que pour tou
te

fonctionnelle linéaire AEF’ on a:

{

vie La,%u) > 64 xe) © La,%u)

wxje B(a%u) > <% x) © (a, %u)

t) Proposition

Enonoé

tes implications suivantes sont toujours vérifiées :

s PUo yre LXa,.% 4)
. = at) IE Sia Ku

ate L£X0,.%4) ~ @ )

MIE HH) ey eye Mar%u)

xCde 1(a,%4)
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Dénone tration

Soient 2(JE LXa,.% .
d*aprés 1a Pein hw) ere Lo ,); :a Proposition I-2.2.d que le produit #(+) + x(+) a ee, su) 5 00 sait
D'aucre part, on peut toujours écrire : ppartient a II1.(0,.7) .

fzlw) + xu) t, = |e) [+ pxw I, WwER

KO) € F(a, n) Ire Uy

mais => e (0,40)

20) & LX 0,2, n) | et) |

Comme on sait =:(cf. I-3.1.e) que le produit de deux applications appar-
t 

ok 
;enant a est une application appartenant a (7! » il sten suit que l'on a :

P11 ae) by © Pach)

Pied L"(a,%n)

= i, Pet) + xu) fp wldw) <+ 2

eH) © Pi(a,-%4)

Enfin, si x(-) era, A 2
1% uw), et X(-)E 4tenu de ce qui vient d'étre démontré - on 7 ). " 22.4, »)pators ~ compte

MEM) | (20) © Pio.a%e)
Wel) © x(+) a) € LX 0,4, u)

-_ eed xede Lia, Hu)

> xt) XC Ee B(a,-% u)
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1-3.2 - u- moyenne d'une application x(-) € LZiaHu)_

a) Définition constructive

soient X(*) une application appartenant 8 Yj(0,.% nu) et soit ...

ye) = J eae
ig n ak

... une suite quelconque d'applications étagées convergeant uniformément ver
s xt).

Par définition, nous appellerons U- moyenne de X(-) ou plus simplement

movenne de X(+) , le vecteur M {x(+)}appartenant 3 E et tel que +

mfxe){ = bm x . way
k>e@ n

Cette limite existe toujours, est unique, et ne dépend pas de la suite

particuliére ty) }ehoisie. Par définition, nous appellerons “opérateur de J-moyenne"TM

L'application M ainsi définie.

Dénonstration : Premiere partie

D'aprés la proposition I-2.2.f, on peut toujours trouver une suite

dapplications étagées {X,(-)} convergeant uniformément vers x )EL¢_ et teile que :

ald = La 146)
A

(a)

ii Eatal le < | xw te yoe2

Compte tenu que l'on a toujours ...

[ix tp - bx ip | < bum - ww Ip veee

. on en déduit que l'on a l'implication suivante +

Lim
Xe) = xe)

gave JF

= ined = beg
ke E g

D'autre part, d'aprés la proposition I-2.2.b, on sait que
 la norme

d'une application mesurable est mesurable de (0,97) dans (0,2) et que, par consé-

ouent, les expressions suivantes ont un sens ¢
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i, | X(w) f+ uldw) existe

I, 4a) |, + uldo) existe
Mais, puielas acess | ee {I%,C], } est une suite d'applications mesurables

oo pf &t que chaque terme de cette suite est majoré par l'appli

c on int . . 7
ntégrable || x(+) te » on en déduit que l'on a , d'aprés le thé iconvergence majorée de Lebesgue : , ia abies

lim { |
Xf . =poe lo (0) Wp * (da) = [ia X(u) |p + wld)

Compte tenu que

IE dg = Fatt, + aye
n A

n

+ est une fonction numérique posititive étagée, i i
i... Ps ive étagée, il s'en suit alors que l'on peut

X,(w) . =j (0) Ip? uldw) = I Py + wal)

Lim & kbose J Walp swap = i, I Xo) fly + wldw)

ase X(+) ‘

1s comme par hypothése appartient a (2,.% ) ai
‘at hypothi Fi(a,.%u) , on sait

par définition de Lia, Hn) que l'on a:

WIE La,%u) [ I X(w) |p ulds) <+0
a

=_- lim ; kt=sal Wa, weak) <+2

On est done assuré que :

3k <#o ; —IVK>K > Tp a way coe

H1 s'en suit que la série Pk. yak)
n

: 

est normalement convergente

et, pulsque £ est un Banach, on en déduit que l'on a —

existe

(8) : =3K<+o : WkK2K => I m. yal converge

appartient @ F
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Démonstratton_: Deuxtéme partie En dési, par r a
ies sommations réduites auxnon nulle, on a alors : 

“uy SoireeOn sait, d’aprés la proposition 1-2.2.£ que l'ensemble des suites .

d'applications étagées convergeartt uniformément vers X(+) et vérifiant les relations (1) h ,

; way = fF" yak a aky
(cf. premiére partie de la démonstration) n'est pas vide. Soient done { X}(+) } et TM n

2 h n
{ X3(-3 } deux suites d'applications étagées (€ventuellement identiques) de ce type,

,

on est alors assuré qu'il existe deux fonctions positives ¢'(h) et €%(k) pour way = walt p ak)

lesquelles on a : ‘ 2

i Saf > se Sgt wy ca nak7 4ou xy) - lu) fp < el(h) avec clin) = 0 | ( ! nia, 1 AD)
wan Ye E |

” li soit wi on point appartenant & 1'ensenble ca? nay
sup om - an ‘Sul Ed

| Xplw) - Xo) fp < er(k) avec YTD, eP(k) = 0 on peut alors écrire : nf A,) supposé de mesure non nulle,

> sl - gt = yl cg yk hoa 4kh Tom = xu) ye a? a aSi maintenant nous posons ... k mn m msn in Ln)

me) =P te aye
h m ae 7s wk) wut a aknm wh, (xD Ay uct nak)

ee) 2 J ke yei I ak" mst-styi< J net - ye By cut nok: 1 ~ St lp mon Wa XCD Lp nak on aby

+ on peut alors, comme le fait Frechet ( cf. Fréchet ) introduire les vecteurs

et 5? tels que : z y' fl xeulok hic wealeky — yy ah my ak
shoe I x weal) in inn) Ty) Mp ald, MA)

fagk hey 4k .B=] & . weal Puisque w’, € (4, MA’) on sait d'aprés les relations (@) et @) que l'on a...
n

f
hk hkpa reloky 2 pyrcloky — yyylok Baye

Compte tenu de la relation (8) démontrée dans la premiare partie de m male = W%, San) XO Me < yen hxy(w - (wll, < ch)
i t S} et S? existent toujours et kla démonstration, on est assuré que ces vecteurs 5} et Sj ex: aj i . ihekyy - pte’, . risbolyy <P hatte) a0 /

appartiennent 4 £ , au moins 4 partir d'un certain rang. ls Renn mre S weg ht,fu) - x wlll s &k)

Diautre part, compte tenu que l'on a ... sos doll R'on déduit ¢

zu => Ist - 9 2 : fe} hm alk,Ue be se a 
Pop - Bh ef das amy. fp ata a aks7” mea in

Compte tenu que ...
+ on peut écrire : lok h ke

TM = % a [ya]
i oh bow ,

os wa MAD = Tals = wm = 7
2
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e+. il vient :

49] Is, - 3 I, < {el(h) + e2(k) }

Dénonstration : Troisieme partie

1°) Supposons que la suite { XZC-) } soit identique & la suite { x OY
il sten suit que les suites {sj} et {sj} associées sont elles aussi identiques,et la relation (P) établie dae la daria partie de la démonstration s'écrit alors
sous la forme suivante :

’ 10 gl 1 1() Is} sil, < {elth) + elfe) }

On en conclut que toute suite {5/} associée 4 une suite d'applications
étagées { Ge } convergeant uniformément vers X(+) vérifie le critére de Cauchy et
converge done vers un vecteur de E puisque F est un Banach ; soit M'C X(+) } ce vec-

teur, on a alors :

li
Mtxe)} = OR gthoo

2°) si { RC ) } est une suite distincte de { GC ) Jon peut, parun raisonnement identique & seal effectué ci-dessus, lui associer un vecteur M@{ (+) }
tel que :

tim
MO} = pL

On peut alors écrire :

li larPhere y- wo died eet bem sly

tim \ y 2= he jst = 52fats h k Ie

Lim
< heeo {el(h) + ek) } = O

k—> ow
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: On en conclut qve les vecreurs M'{ X(+) } et MC X(+) } sony idoutiques

~ er ne dépendent pas des suites d'applications étagées convergeant uniformément vers s/-)
qui ont permis de les construire ; c'est 1a valeur commune M{ X(+) } de ces deux vecteurs
que 1'oa appelle u- moyenne de X(+) .

b) Remarque

Dans le cas particulier o& F = €, on vérifie sans peine (cf. Halnon 5 25)
que la notion de y- moyenne ainsi définie est identique 4 la notion classique d’ intégra
de Lebesgue sur le domaine 9 par rapport @ une mesure :

Vee La Huo wees = [ste > waw
g

De plus, compte tenu des Propriétés de l'intégrale de Lebeugue et ly
fait que u est bornée, on en déduit que sur /* muni de la norme de la convergence

uniforme, l'opérateur M est linéaire et borné, donc continu.

e) Propriété fondamentale

Enoneé

Pour toute application Je ¥i(n,.

on a la relation suivante :

Mu) et pour tout

CMM) YD = MY CA, XG) {

Démons tration

Remarquons tout d'abord que l'expression M{€ A, X(+)> } a bien un

sous cur, d‘aprés la remarque I-3.1.h on est assuré que <A, X(*)> appartiens, 3

‘signant par { X,(°) } une suite quelconque d'applications étagées conver

o la y
+) lim ety = ke wesi a a i a ne
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«++ On peut alors écrire :

lim fo i
Wy <aA > f= Ore? SF m7 URC) > |

onal

Mais puisque M appliqué aux fonctions de $' est identique a la

notion de u- intégrale sur le domaine 2, il s'en suit que sur &' , 1'opérateur M

est linéaire et borné (puisque y est bornée) donc continu ; compte tenu que 4 est

elle~méme linéaire et continue, on a alors :

lim u

MPCu KD | = ee MPC Ay Ke ker > | Coontinuite)
No nel n

lino :
= koe Fue KD © ake) | Cinearite)
Vo n=l ” n

- lim sak= poet Se ED weak

D'autre part, puisque Aest linéaire et continue, on a également :

5 y
Lim

CMMI = OME oy x. wa) >

Yo 7.

lin » ,
skoe x J ~ weak) > (continuéte)
yo nau 7 7

lin

skoe TOM De weak) (Linéarité)
yo nal

tim ¢ » yakbe TKK oe
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On en dééuit done que .

CAMO =

«++ ce qui achéve la démonstration.

d) Propriétés Linéatres

Bnonod

MCA KID 2 Whee’

Quels que soient les éléments »..

c et

x ee

xO) © Pia, Hn)

we) € La,%u)

20) € L(a,Hu)

+ na les relations suivantes :

() Mx}

(8) MU c+ Xt) }

(yy MEX xf) }

s MU X(-) # ¥C-)}

Démonstration

= xX

= c+ MX) }

= X+ Ml) }

= MX) eM ye) 3

Les trois premiéres propriétés étant absolument évidentes compte tenu

de la définition de la notion de y+ moyenne, nous nous contenterons de vérifier la

dernigre ; quel que soit }€ EZ! ona:

DQ MONG) * MOYO) FD = €A MDD + C4 MRE) YD

eM ON I> De mM CA, HID

Mais l'opérateur M étant linéaire sur Y' et les applications ¢ +.

eta, ’(-)> appartenant a! d'aprés la remarque I-3,!.h, on peut écrire :

QA, MELO) * MED TD = MCA OID + EA KOI +

= Mo Od. XO) + YO) > }

45



Compte tenu des propriétés de linSarieé at de continued do W our”,

on peut alors écrire : .

On en déduit donc qu'il existe un vecteur unique appartenant a & .

a savoir (mE x(-) } + MC Y-) )), tel que #

MOA KO) + OD Y= OM MAG) # MODI yree ml Kdy MERI D |g MEL Cay HDD 1}

Mais, d'aprés la propriété fondamentale I-3.2.c , on a... < MCW Mgr WC) Tp

, En définitive, on 2 done compte tenu des propriétés de ry :
MCh XO) # OID FF CA MXC * YD} WEE

=> lx) he € Mx) Tet

«+, on en déduit done que :

‘ Mais comme par définition de 2,(0,.%) ona...

MORO) + YO) = MOODY # MYO) ) mx By = I J xt |p > wd) << +e

a

| «.. il s'en suit que la proposition est démontrée.

e) Proposition

Bnoncé } weenee 
f) Proposition

Pour toute application (+) appartenant 8 7 ((0,.%u) , on a le

relation suivante : 
Enoncé

Soient (F, , B® Jet (Ez , w, ) deux espaces mesurables asso
Wa xe od, < MCW xO) pd < + @ ' 2

aux espaces de Banach séparables F, et &2 , et soit @& une application livésive

continue de E, dans E2 .

Démonstration Dans ces conditious, pour toute application y(-) appartenant &

L (2, Yu), Lapplication G{ x(-) } appartient a La% pn) et Vopéraieur #
On sait ( cf. Bertrandias (2) page 57 ) que pour YEE fixé il

commute avec &:
existe une fonctionnelle linéaire continue dy telle que :

Aim} ef,
f op

VN TS Se ay Aix) } = Ame xed}Pyle = |

[ry 7> = Id,

On a donc en posant Y= M{ x(-) } :

On sait déja, d'apeze la proposition I-3.1.g que si X(+) appasvin

Cay MIT = MC Aye RID 2 44,4 alors A x(-) } appartient a 4%, d’o8 1'on déduit, compte tem Je ta

remarque I-3.t-h , que Ce, A{ x(-) }> appartient aH! quel que soit o@ Pr’. «Cm pear
ss : . = txt 

x maine> | ¢ Ay MOC) P> pela ¢ ry XO) >3I alors acrire en ¢Ssignant par §f* L'opérateur adjoint de A :

wee, Aled }> = WCE > Ween
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"MO, Ate yy - He, ut xe) wer,

CAM 0) Wee!3a savoir (

Mais, d'aprés la Propriété fondamentale de M on gait que ,
MC) 

- 
“) 

VOeRr,

“Ce Arey a>. = CPM AL x) 3) 
2» dod iton déduit que l'on a:

“¢ 

Am xe) 

MAL XC) }

» on er 

g) Proposttion

Enonoé

Quel que S01lt le Banach S€parable F, 1 Opérateur M est linéaire continy

Sur Ye muni de la norme de la convergence uniforme

Dénonstration

La linéaritg étant déja assurée par la Proposition T-3.2.d , iy nous

réllatic Suffit de démontrer que Mest borné pour démontrer qu'il est continu:
G 

sup

1H x(a) I, < weg Wxw le Vu € 2

Vive Gg!

ex) eG

s
=> Mt xr.) In} s F a I xtw) leexisty 

Tl s'en suit qué Mest borné car, compte teny de la

Oona:

> Me x) tl, < Ae « I X¢w) lt,

h) Notatton

Pour toute Classe q'g€quivalence X(-) appartenant 4 (2,4 uv)

"OUS poserons par convention ;

MEX) FS Mt xy y Vi) © X(.)
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Chapitre I

CONSTRUCTION D’ESTIMATEURS LINEAIRES DANS [2(0,.v, +)

II-1 - INTRODUCTION

Etant donné un élément U & Li(a,.% u) et un vecteur } € EZ’ , nous

savons, d'aprés la remarque I-3.1.h , que la forme linéaire A, U> est un

élément de (2,.% a) - Cette remarque étant faite, nous nous proposons dans ce

chapitre de chercher pour un élément u © L* le ou les vecteurs i s'ils existent tels

que ...

Iu - €2, UD 1,2 = Vek I] u - 4, UD Ie

avec L = partie donnée de E’_

ree et, s'il en est ainsi, nous direns que ¢ is U> est un estimateur (linéaire)

optimal de U. Nous démontrerons en particulier aux paragraphes II-3.4 et IT=3.5 deux

théorémes fondamantaux qui sont 4 la base méme du troisiéme chapitre et qui corres-

pondent en fait & deux cas particuliers d'ensemble | et d'élément us; le premier de

ces théorémes correspond au cas général of L = Ff’ et yest identique a un élément

quelconque de L*(a, % n) » tandia que le second correspond 4 un cas trés particulier

et constitue une extension du théoréme de Gauss-Markov bien connu des statisticiens.

On ne manquera pas de -yemarquer que dans cette facon de procéder, U ast

BELLIAG kun pas eu tam, que caasse d Equivalence apparcenante & BK % wy 2» WR AE

bel et bien conme s'il était un vecteur de £ dont on ferait le produit Cd, US as.

une fonctionnelle linéaire } @ F' 3 pour cette raison, nous avons cru bon de dewnar

4 U le nom de “vecteur paremétré", gom qui présente L'avantage de rappeley 4 ia foie

le rile de "vecteux" joud pay UY ex sa dépendance par rapport 3 un paramBere « 11.
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TI-2 - NOTION DE VECTEUR PARAMETRE

II-2.1 - Definition et propriétés fondamentales

a) Definition

Soit E un espace de Banach séparable. Par définition, nous appel-
lerons '"vecteur de F paranétré dans (0,.¥, #) "ou plus simplement "vecteur paramétré",
toute classe d'équivalence U(-) appartenant & 14(2.-% nw) Fh

b) Propriétés

Enoncé

Pour tout veeteur paranétré U appartenant a £2(2,.°/,u) , on a :

MC U(-) } existe

Mur) IE, <+0

Vier > Cru) «€ 2(0,.% u)

Démonstration

Pour tout vecteur paramétré U(-) on a:

. 2Ue Ln

: > UW) eo
LLy ch,

Il sten suit donc que M{ U(-) } existe et d'aprés la proposition

I-3.2.e, ona:

| me uc) I, < MC fl ue) Ip } <+o Wo) € U-)

Par ailleurs, d'aprés la remarque I-3.].h on sait que pour
,

tout > € E' ona...

Oy UC) © bt

+++ ce qui achéve la démonstration.
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1f-2.2 - Covariance et opérateur de covariance

a) Covariance

Par définition, nous appellerons covariance des vecteurs paramé~

trés U(-) et V(-) appartenant 4 tia, “) 1a fonction complexe x,y appliquant (e'xe")
'

dans € et telle que pour tout couple (A1, Az) appartenant a (ee d, on ait =

Kyy (rs 22d = M$ Care U)> + Cdr We) F

On vérifie immédiatement que la covariance existe toujours et jouit

,

des propriétés suivantes pour tous vecteurs hj, 2 et appartenant a FE :

Ky Ars kd = Ry as a)

KyyAs adi + dhe) = Fe KAM) + Be Ky dad

Kyylaar + baa, ae Kyu A + be KiyA2 2)

0 <€ KAM <+e

) Opérateur de covariance

Par définition, nous appellerons opérateur de covariance associé

aux vecteurs paramétrés U(-) et V(-) appartenant a £2(9,7% 4) 1'application définie

sur £’ et 4 valeurs dans E telle que pour tout vecteur \ @ E’ on ait :

Cw = MEU) © CA WE)DE

Il est facile de vérifier que cet opérateur existe toujours

car ©, V(-)> appartient a L* d'apras la remarque I-3.1.h et { U(-) - CAs V(-)> }

appartient a Ly d'aprés 1a proposition I-3.1.i

c) Propriété 1

Enoncé

L'opérateur de covariance Cw associé aux vecteurs paramé~

trés U(-) et V(+) est un opérateur linéaire et continu de E’ dans EF.
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Démonstration

Soit A une fonctionnelle linéaire continue appartenant 4 £', on a

par définition de Cu :

Ney Ip = Ifucy - CVC) Y Mle

On en déduit, d'aprés la proposition I-3.2.e , que l'on peut écrire,

compte tenu de I-3.2.h :

ey Ip < wANUC) >: OVE Hed

> Weyl < HEL Ca VO) Le duc) det

> Hey ty < MEP Aler IVC) He LUC) Het

Comme U(+) et ¥(-) appartiennent 4 LE » il s'en suit que | U(-) tp

et ITV(-) lp appartiennent @ £7 d'od il résulte que { JU(-)||, + [V(-)l], }appartient

a L' d’aprés 1a proposition I-3.1.i , ce qui permet d'écrire :

Ty = MERU) Ie + IVC) Igy <ee

On a donc, en définitive ...

ley MW lle s Ty Mart,

Tr <toavee Ty < +

... d'od il résulte que l'opérateur Cw est borné ; comme d'autre part Cyy est manifes~

tement linéaire, il s'en suit donc qu'il est également continu.

d) Propriété 2

Enoncé

L'opérateur de covariance Cyy associé aux vecteurs paramétrés U(-)

et V(-) est tel que pour tout couple de vecteurs (43, Az) appartenant a EXE, on ait :

KyyOis Aad = Qs Cyy (rz) >
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Démonstration

Kay Aad HE Ca U)> © CRD }

SME OM, Ree VEY > + UC) > |

= OMe MPa WCY> + ue) p>

= OM Cy O2) >

II-3 ~ CONSTRUCTION D'ESTIMATEURS LINEAIRES

1I-3.1 - Espace F{U}

a) Définttion

Soit U(-) un vecteur paramétré appartenant a 1(0,.¥, ) et soit v
la relation d'équivalence associée définie sur £’ de la fagon suivante :

ee’

de © E’

Cay UE) =

Ar Wp =>

€ des U-)>

Per définition, nous désignerons par P{U} l"espace quotient de fz’

par la relation d'équivalence v :

PIU} = B's

Tl s'en suit que les vecteurs A de l'espace P{U} sont des classes

d'équivalence de fonctionnelles linéaires continues appartenant a £! .

Pour toute classe d'équivalence A € F{U} nous poserons par

Khe UC)> = As U-)D Wraen
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M1 suffic done de prouver que 1'implication directe est vérigiée :

sealatve eur F(U} “OlD,=0 base
i Soit x(-) le vecteur de L?(a,.% 1 iEnoneé | ( (2,.% «) cer que :

| Rfa) = A, Ulw) oerSi A, et Ay sont deux classes quelconques appartenant a F{U} , \ ch > Yoa
alors la forme sesquilinéaire ¢ Ai | A2)>p telle que ... ' Om a par définition de B,,(A, 0) :

AIA
yee ME x(w) - Hw) } = nineAr | M2 >p = Ars Oy O2d> +i =ch | FP uu he © he 

CHL a = Wale

++» définit un produit scalaire sur Iespace F{U} qui devient de ce fait préhilbertien Si nous désignons par 0,2 le vecteur nul de B(a,MH un), noussion le munit de la norme associée :
Savons, d'aprés les propriéiéa de 1s norms, que lon a:

PAllp = AT AD, inf, = 0 > K=O.

On peut done écrire les équivalences suivantes :

CATA =Compte tenu de la définition de (41 | Az) p et des propriétés de ATA, = 0 o> x cy : :
Kyy(is 22) , on a, de fagon évidente : 

-_ CA UC)D = 2
2 a1 € At

Ct | ded p = kyOa ded = ce oY eA Mais, par définition de F(U) , le vecteur A tel que ...2 2 .

CA. Uw)> = 0 upp.
"CA | he >» Ch | M> »

+++ Feprésente la classe d'équivalence du vecteur nul ®p , si bien que L'on a :

CATA, = 0 =

CAlam+tbh 
dp = a> CIM, +B CALM),

Cam tbh | Ad, = ae Chl AD, + bs CI AD, En définitive, on en déduit que la forme sesquilinéaire ¢A,| hap

PF

Si nous désignons par 0, le vecteur nul de F = F{U}, il ne nous reste

donc qu'a montrer que l'on a : @) Définition

CA|ADp = 0 > hE % ' Bnoneé

Remarquons tout d'abord que l'implication réciproque est toujours Par définition, nous dirons qu'un vecteur paramétré U apparteusat
20. a7, . 7 - sega. ‘eivérifiée : 3 Li{a,.¥, nw) est i libre si l'une des trois propriétés équivalentes suivantes

est vérifiée :

A = 0 = KAYA p 2 io 
a) Cy CBE positif :

OAs CyjOD > 0 WAAR,
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est inversible :

Cy = Oy ed =O,

’) Cuy

c) U(w) n'est orthogonal a aucun vecteur de F’pour y-presque tout w :

CUD = G2 <> A=,

Démonstration

Il nous faut démontrer que les trois propriétés a, b, et c sont

effectivement équivalentes ; pour cela nous procéderons en trois étapes :

I) bee

2) ema

3°) amb

1°) Supposons que Cy est inversible et soit A tel que :

4 UD = Op

> oy = MU CAUD = MU 2}

> 06 fey Ip =lU- o2 tip < IU + el,

> 06 Heyy < w full, « [e,2| } = 0

-> Cy = OF

> A = O,, (car Cy est inversible)

On a donc effectivement b => ¢

2°) Supposons que c soit vérifié, c'est-a-dire que l'on ait :

CAUD = 2 A=O,,

On peut toujours écrire ...

QA Cy > = ME CK UD © CAVUD

= Mtl <r UD 174
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ves d'od l'on déduit que :

CM MyM > = 0 oe

Tl s'en suit que l'on a bien ce =>

3°) 5 9 A el
: 

, 
i jupposons enfin que Cyy Sit positif et supposons qu'il

existe } @ EF vérifiant 1'équation suivante :

Cy = e,

Dans ces conditions, 1'élément <A, wD

MOUs €d,U> 3

est tel que :

%, = Cy =

=> Or
CA > =A MU. <X,U>3d

" ME Cr4UD » HUD]

CAs Cyl) >

: ; ; Puisque par hypothése Cun est positif, il s'en suit que d est
nécessairement identique a Spr et l'on a done g => pb

@) Proposition

Bnonos

Le vecteur paranétré U © 12(a

si F{U} est identique ag’:
%.n) est y- libre si, et seulement

ve 1X2, ¥, uw) est u- libre <=> PiU} = BF

Par définition U est y~ libre si, et seulement, si on a

CA, Ud = Ope cod = 6 |
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On en déduit que la proposition énoncée est vraie, car 1'équivalence

ci-dessus est elle-méme équivalente aux relations suivantes :

- Qos UD Var A heQh, ud #

FU} = BY (par définition de P{U})_

f) Proposition

Si le vecteur paramétré U € 52(0,.%u) est u- libre,

alors £’ = F{U} muni du produit scalaire ...

CMP Made = Cu | ded,

est complet pour la norme associée tel, et constitue de ce fait un espace de

Hilbert. :

Démonstration

Le vecteur paramétré U étant y- libre, il s'en suit (par définition)
5 z. n

que l'opérateur C,,, est inversible et que, par conséquent, |f Cou Lye'p est wi

nombre strictement positif.

ental ‘ é 0)

D'autre part, C\, tant linéaire continu (donc borné) sur F{U},

on en déduit que || Coy laren!) est fini et que de plus on a:

CALA EF CAs My D

21 dhs Cy

Dl =

6 Dlg = ey Up

< [Alpe *

On peut alors écrire ...

Woy hese) © Pgs

;IR < Boulter.) - BEE:

++. d'od L'on déduit que £’ = P{U} est complet pour le norme | :

] st un nombre fini48ja complet pour 1a norme || + ||,ret que Jc, | e',z) e

strictement positif.

11-3.2 - Espace ¥tu}

a) Définition

Par définition, nous appellerons espace des estimateurs linéairesengendré par le vecteur paramétré U(-) & 13(Q, 0, uw) et nous noterons £{(U} leSous"espace vectoriel de L*(a,.9%, 4) constitué des classes d"équivalence xX telles qua:

Vx € FU} BA @ PU}: xt) = CA U(+)>

>) Produit scalaire sur £{U}Produit scalatre sur &{U

Liespace &{U} devient préhilbertien ei on te munit du produitscalaire ¢+ | « re et de la norme associée || + Igteis que :

” Cm lx dy = €m | x2) 72
i Vjpepe Ft} =

x alle = xd

II-3.3 - Application u e

a) Définition

Par définition, Qf désignera 1"application linéaire associée au
vecteur paramétré U(-) définie par la relation suivante ...

se, Wa = ¢A,uy
vrs e€ dont le domaine D/Qf Jet 1'image I(Up sont tele que :

DW = Plu}

THU = UW)

2) Théoveme

Enonoé

L'application linéaire [J associée au vecteur paramétré U(-) est
continue, aduet un inverse [{"' linéaire continu et définit un
les espaces F = F{U) et &= F{U} :

isomorphisme entre
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Ayv| er => CUm | Wad ge = Chl hd, a)
Ne

X2

v4 ef -= (Wal Wud, = Cul dy @)

De plus, on a:

Whyrg = IWleag. = 1 @)

Démonstration_: Premiére partie

Par définition on a:

WA = ¢A, U-)>

CWA | Wh dg = PU + they

> CU] Uk dye = wf Ch U)> © Che UCD |

= CUA] Uk dg = Cui md, a)

En particulier, si on prend A = A, = Ag , il vient :

= 2
WA, = IME

Il s'en suit qu'en désignant par Op le vecteur nul de F et par

LF, £) lespace des applications linéaires de l'espace vectoriel normé F dans

l'espace vectoriel normé &, ona:

sp | WA |
@) Wye, * N20, Th =

Cette derni&re relation implique que Ul est bornée; or une

application linéaire d'un espace vectoriel normé F dans un espace vectoriel normé &

est bornée si, et seulement, si elle est continue. On en déduit donc que UL est

continue.
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Démonstration : Deuxidme partte

Compte tenu de la relation (1) définie dans la premiére partie

de la démonstration, on a :

W thea - Aad Hee = A= Aa tly

Ceci nous permet d*écrire l'équivalence suivante :

Un =a > om = ke

Done, Wf établit ime bijection de F eur ¥ et il en découle que j~'
existe, est linéaire, et a pour domaine et image respectivement & et F:

oW) = Fur = rp

ry ory

Considérons d'une part deux vecteurs Xi et Xz appartenant a &

et deux vecteurs A, et Az appartenant 4 Ftels que :

aos IP x = UA

= WR x = UA

P{U} 4

Considérons d'autre part la relation (1) établie dans la premiére

partie da la démonstration :

Um | Wade = ¢h | hed p

On conclut en remarquant que ceci implique :

> <Umledg = <m] Uta d,

~- Cmixdge = CU a] Wad, 2

Ike = JU weg

. Lp IP, oS
= VW lage = xfog in lg

Cette derniére relation implique que 1'application linéaire j~'

est hornée, d'oii il décaule (comme pour fi] ) qu'elle est continue.
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2. Proposttion

Enonoé

Si le vecteur paramétré Y est y1- libre, alors &{U} est complet pour

la norme || + lle 2 |. Nee induite par 10,4 ) et constitue de ce fait un espace

de Hilbert si on le munit du produit scalaire ¢+ | + yy Kefe 32

Démonstration

Si le vecteur paramétré U est u- libre, nous savons que F{U} est complet

I+

IIs lee puisque Mf établic un isomorphisme entre P{U} et F{U}

pour la norme ||+||, ; on en déduit alors immédiatement que @{U} est complet pour la norme

1I-3.4 - Théoréme ‘approximation dans 17(0, 0%»)

a) Théoréme

6

Soit d'une part U(+) un vecteur paramétré appartenant a £?(0,.% u)

et soit d'autre part x un vecteur fixé dans L*(0,.%u) « Dans ces conditions, les

trois propriétés suivantes sont toujours vérifiées :

1°) Stil existe un vecteur % © &{U} tel que l'on ait ...

a uv

vee Fu > Ix- ky < Ix- Xl

.+. alors Zest unique, et si l'on désigne par % la classe d'équivalence complexe

conjuguée de X, alors il existe une classe A © F{U} unique telle que :

R= Wh

Cy = mUx(*) UG) } WAEA

De pius, daus ce cas, le vecteui (x ~ 3) est orthogonal 2 F{U

et le carré de sa norme dans L*(q,.0/,n) est tel que :

Ix-xi2, = xd - PRIB

avec |} x2, = <x MAD:
B ain

chi i>,
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2°) S'il existe une classe A © F{U} telle que ...

Su = MK) UC)? Wied

+++ 00 X désigne la classe complexe conjuguée de X , alors Rest unique et il existe
un vecteur unique Re &£{U} tel que l'on ait ;

vecteur x € &{U) unique tel que ...

x = Wh

vie Fu} => Ix- ki ¢ Ux- Fil

3°) Si le vecteur paramétré est we libre, alors il existe un

wXe Fu} >
a ~s

Ix-8hp < de- Xi,
; 

, 

—

srs et L'unique classe A © F{U} telle que X =IfA se réduit a un seul élément 1 © F

Démonstration : Premigre partie

Supposens qu'il existe © #{U} tel que l'on ait ...

Ix-xl, << Ix-¥lp vik © FU}
wv

+++ et soit x, un vecteur appartenant a £{U} ; posons

Ke-D |p = 6

a été choisi tel que || X,

de

=

v

Ry

On peut toujours supposer, sans nuire A la généralité, que Xo

I,2 = 1. Ceci dit, si nous désignons par ¥; le vecteur
g un

#(U} tel que x1 =X +6 Xo, il vient alors :

Ix- 4H =

My A
x-%i = fx RHR

hd = bx~ RH

[x- 8-8 KTR

K-10 | 6%,

<3 % | (x= W>,e 1 61? + WR tee

B+ <exe-% | %>,

8+ Ck] x= wR, + [Of + PONE

| ~
. Tl s'en suit que le vecteur % appartenant a ¥{U} et tel que

= x+ 6 % vérifie L'égalité suivante

Ix-% Nia = Ix-fI. - lop

63



on en déduit que :

2 a

Ix- MMe = Wx kM

=> [é[ = o :
uv

a VX. © F{U}
> Cx-B|%> = 0 .

B avec || Xo ||,2 = 1

> Krx- 9 1X, = 0 vk © Fu)

En définitive, nous voyons que s'il existe f & {UF tel que

l'on ait ..,

a 
%Ix-xl. s Ix Xlpe vx e FU}

+ alors le vecteur (x ~ %) est orthogonal 4 ¥{U} . Inversement, si LE ¥{y} et

si (x ~ XJ est orthogonal a &, alors Zest l'unique vecteur de F{U} rendant minimum
Ix - Xlpe car, quel que soit ¥ @ ©{y} on a alors, d'aprés le théoréme de Pythagore:

Ix- 0, Piro + DIR = px ROR + VR Ry,

> IX kia > de-8lp

Démonstration : Deuxiéme partie

Supposons qu'il existe un vecteur unique x € &{U} tel que :

@ We-khy, <x Ells vie FU)

Puisque If est inversible, on en déduit qu'il existe une
classe A © F{U} unique telle que :

x 5 Wa

Compte tenu de la premi&re partie de la démonstration, on sait de
plus que (x - %) est orthogonal a tout vecteur JA appartenant 4 ¥{U]} si bien que

l'on a:

C(x-B@ | Whe = 0 vA © FU)

— <k{ Wade = (x! Whdg VA © Ptu}

= €MA| WAdg = x1 WA dy VA © PU}
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Mais puisque If établit un isomorphisme entre £{U} et F{U}
on a done en définitive :

- CRI A>, = CxI MAD, WA © rt

<> (8) Cali, = CUAL Xe VA © FU

=a der
oo CAs yy > = HEC UC) © x) Y lees

a —— A} EE
SO yD = CA MEE) UC) FD tei

- Cy = xO) UC) wied

On en conclut que, s'il existe un vecteur unique x © ¥{U}

la relation (a), alors il existe une classe unique A € P{U} telle que...

WA

Cy) = MEG) UL)

satisfaisant,

Xo:

wied

Diautre part, si k = UM existe, alors puisque (x-X) est orthogonal
& tout vecteur de &{U}, il est en particulier orthogonal a Z et l'on a:

Wx-k9% = Ca-0 fl mx- o>

= <x] @-0 Op

= IKI = CxIRDD

— mM sdx-ih = kth - Cx/Ua>,

En définitive, (x - 2) étant orthogonal a Xx, on peut appliquer le

de Pythagore et, compte cenu des relations (B) et (P) déja obtenues, il

Ix-%0 = [xd - WRB

Kx|WDp = CRIRD,navec [RU

65



Pénonstwation : Trotsiéne partie

Si Uest u- libre, on sait que F{U} est identique az’ et que
FU} et F{U} sont des espaces complets. 

lier que chaque classe
et que £{y} est fermé Puisqu'il est complet.

On en déduit en particuA © P(U} contient un seul élément 1 & gf!

Ceci dit, conme L(a,%
est un sous-espace fermé de 1(a,.% nw)
tion orthogonale que pour tout vec:
unique £ © F{U} tez que :

2) est un espace de Hilbert et que £{y}
+ on sait d'apras le théor,ne de 1a projec-feur X © 1*(0,.0%, w) » il existe un vecteur

vee Su Ix-kI, Ix 3h,

b) Définition

Soit d'une part y
et soit d'autre part x un vecteur fi:
lerons "#{y} -

m ecteur paranétré appartenant a 12(a,.4, “)xé dans L*(n, 97, u) . Par définition, nous appel-
estimateur optimal de x" ou plus simplement "estimateur de x",

le vecteur unique & © #{U} s'il existe tel que :q

vie Su) = Ix-xq,, « Ix-¥y,

1I-3.5 ~ The‘oreme_de Gauss-Markov énéralisé
a

 eassotlarkov généralisé

a) Enoncé

Soient X(+) et U(-) deux vecteurs Paramétrés appartenant
2(a,.¥, 4) tels que l'on ait ...

nn,
") Xv) = fF Mla) + ¥, + U(w)

=

2°) MU) ) = 8,

Vwoen

3°) U est u~ libre

[ Vi > a wer Cul =
ot (7 cot une fanitte de nm classes d'équivalence appartenant a

gs1 

’3 vj
WH) et {V,}jo1 Une famille de n vecte,
mag,

urs linéairement indépendants, appar-mditions, on a les Propriétés suivantes : .
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1°) La matrice [@] telle que ...

a

avec Gp = Vs Cul 77? >

G. G,
f=] 2 2 tj

¢ 

Go 
c
t
s

++. est inversible.

7 2a af tels que...
2°) Les sous~ensenbles A € L (2, a)

~ 
Q

s 
Hw = CH, xw)> woe

. yo ZAER : ies “ve a = a) wee) = Mate) }

vee ne it vides quel que soit j et il existe une famille unique {7}J” len" d=
+e sont pas a a

j fixé on ait :teurs appartenant a E£’ et tels que pour f fi:vec

w : Bw =: <8, x-)> voes
min ; ogod 

of 

nd 
jp |e -e |Bo: WP - tL, = wed ”

ion matricielle37 © £' sont donnés par la relation ma|3°) Les m vecteurs }'

suivante : 
~ 

KH

P]e ma |

4°) On a ia welation suivante :

v = i. at a - ad = Gtd(i, 9) ¢ at ~ a%) | a - 27),
8

es nombres compl td sont t: gem 2 jem dei i et 72" colonnebi plexes Gtd les éléments en lign. oul

te matrice (8T? .
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Db) Démonstration : Premidre partie

Puisque les ” sont par hypothase linéairement indépendants, on en
déduit que ; 

= .

- 4 we TY WFO,

jon j --— | wie Te Su H = oy

o 9 wis Suh = oy Cyy Op)

Comme Ci, est supposé inversible, on a alors...

jin J =9 we TY 9 = 8,
J

+ et il sten suit que les % sont linéairement indépendants. D'autre part, puisque
le vecteur paramétré U est y- libre par hypoth&se, on est assuré par la proposition
II-3.}.e que F = P{U} est identique a £! ; on en déduit que ...

Mg = Hs CW = CHI,»
+ d'od il découle que (e] est inversible en tant que matrice de Gram d'un systéme

den vecteurs { 3} a linéairement indépendants.

Démonstration : Deusieme partie

: 
WWSupposons que, J étant fixé, i1 existe ” © £’ tel que :

j - Jve > <B y> = of

On a alors pour tout X en désignant par G’? les éléments de la
matrice inverse de [G] :

@ ¢My> = I G4. (ear of = } a, Gy,

= 1. CHL,

= <t o4. AIH)»

= CEOs Bicep

= CP. %, yD

Wk0 3°- ca of Ly >

Si nous posons ...

Pi ‘imM 8 = lo x
t

> slors oa a en définitive l’équivalence suivante pour j fixé :

@ [a¥e B Hoy) = os ve]

we -) o& Cw, Hy = 0 ve |

La relation (3) écang toujours satisfaite pour Y= Op, » il sten

i) [ aa BE

suit que 3 est une solution particuliare du syst8me ...

@ wk- (Hy) =

+ et nous allons montrer maintenant que l'on a:

6) [vive Be; Wat cM, y= df ve] a, < 1 4,

ia effet, d’apr&s ce que nous venons de voir, si \” est une autre
solution du systame (4) différente de 37 , alors on a

. . Ww - Wrst
{<¥, wd = ve } =

rite 20 vk
avec

Wt,

+ d'od l'on déduit que :

ia = ye ye

= ITY CRI HDL + CHIH, © 1d

Cowne d'autre part on a ....

= <PiFD = 6 1S >»

1H. 91%),
k .
} A. Cw, om)

" pa. Cw.y>

= 0
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+++ On en conclut que :

IME = Ie torn

> IF E> Wy,

Si nous posons ...

Wi = €8.xw)> voen
(6) . F

avec W - We WY

+ On peut alors écrire :

Wi) = I cH, ¥,>+ atu) rp < , uw)» VoeR
t

> WP sy ML ude mats + CH, MUD
t

Compte tenu que par hypothése M{ U(+) } = 9, et que <®, w= &%
quel que soit k d'aprés les relations (2) et (3) du patagraphe précédent, il s'en suit
que l'on a 1'implication suivante :

Wo 2 9K ofa MM} = wats

By = <M, xu (8) {Hw - Fw} = <i, uw

Des relations (6) et (7) on déduit immédiatement que la classe
d'équivalence 3 © 1%(9,.%, u)

part la relation (8) nous permet d'écrire ...

ainsi construite appartient 4 ad ; comme d'autre

W870 = wi uy © HUD]

e di Xd= <¥, Cy) >

_ jy= WER

+ onen conclut ,d'aprés les relations (1), (5) et (7) que l'on a:

1 wo to. a 4 - 2EL die tt g pW olymH 3 La” J La(6) fw) = ve aC8, x >
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-{ Daphte Aa retacion (1) poste dans Aa presiore partic de te
démonstration, on a + mo .

wo VET tm oo Hap AM x

U1 sen suit que l'on peut écrire la felation matricielle suivante :

HA

= (ej.

Pour achever la démonstration, il ne nous reste plus qu’a montrer
que l'on a ...

Ca) | a - ad) dy =

- of Gtd est le complexe conjugué de 1'élément GC” situé en 12m ligne et J colonne
dans la matrice [6}? .

Gele résulte immédiatement de 1a relation (8) qui nous permet
d'écrize les égalités suivantes en posant * = zk » quel que soit k :

6-05) | Had) >, MG ~ at). a - yt"

Fue ued = CF LUE) |

= ¢ i, o>

= ¢ OHM yim >

e)

% a
=

i
k

BO F.C 9, Ot HI?
a

z
h
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e) Remarque

Dans le cas of F est 1'espace vectoriel des matrices colonnes de

taille met que X(w) et U(w) sont des matrices dont les éléments sont des classes

d'équivalence de variables aléatoires de variance finie définies sur 1'espace

probabilisé (9,.% ») » on vérifie sans difficulté que le théoréme qui vient d'étre
démontré s'identifie au théoréme de Gauss-Markov bien connu des statisticiens.
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.. 
Chapitre tt

APPLICATION A L'ESTIMATION LINEAIRE

DES FONCTIONS NUMERIQUES

III-1 - INTRODUCTION

Maintenant que nous disposons d'outils mathématiques suffisants, nous
pouvons aborder le véritable objectif de cette étude, 4 savoir l'estimation (linéaire)
optimale des fonctions numériques. Toutes les méthodes de construction d'estimateur quenous présentons dans ce chapitre sont basées sur les théorémes II-3.4 et II-3.5 et con-

| sistent en fait a minimiser (quand c'est possible) 1a norme de 1'écart entre l'estimateur
recherché et la quantité estimée ; cette norme sera toujours prise dans un espace

} la nature de l'information disponible. Nous étudierons ainsi successivement :

1°) L'approximation en moyenne quadratique bien connue des mathématiciens,
et qui est présentée ici comme une conséquence immédiate du théoréme 11-3.4

u2°) L'interpolation en jr moyenne quadratique qui découle elle aussi du

S

~ 
théoréme II-3.4 et que nous avons été amené a développer pour pallier 4. 
certains inconvénients rencontrés dans l'utilisation des filtres de
Wiener (ou des filtres autoregréssifs) comme cela a été dit au chapitre 0 .

3°) Le filtrage statistique optimal d'un bruit additif affectant une fonction
continue, probléme que nous résoudrons en utilisant le théoréme II-3.5a]

e 

Enfin, en conclusion, nous aborderons briévement 1'aspect informatique des
ct 

méthodes d'estimation proposées, et nous donnerons quelques exemples d'applications qui
permettront au lecteur de se faire ume idée concréte sur l'efficacité de ces méthodes.
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TI1-2 - VECTEURS PARAMETRES U¢ A VALEURS DANS B= @ (7, ¢): @) Remarque

Supposons que le compact 7 soit en fait un ensemble discret de

points ¢. € R":
IlI-2.1 - Espaces F et E’ : Définitions 

to:

a) Espace E

{ th, tay ee, ty }

Soit €(T,€) 1'espace vectoriel des fonctions continues définies

Dans ces conditions, toute fonction définfe sur 7 (muni de sa

sur le compact 7 © R” et & valeurs dans le corps des complexes € . On sait que cet

topologie discréte) appartient a £ = @(T,€) et toute fonctionnelle linéaire continue
A } € £' est telle que ...

espace devient un Banach séparable lorsqu'on le mmit de la norme de’ la convergence

uniforme; c'est pourquoi nous poserons dans toutes les applications qui suivront :

X(dt) = ter %* 6, (dt)

+s. of chaque 6, (dt) est une mesure de Dirac placée au point t@ 7 , tandis que les

{a,}eep constituent une famille de W constantes complexes.BO = @ (2,

= 8
Vfle = S@, lf] ree

On déduit immédiatement de ceci que pour toute fonction f & EF et

pour toute fonctionnelle linéaire continue h © FE! » on a, si T est discret

Qsf> =b) Espace E'

Soit M(T) 1'espace des mesures complexes réguliéres définies

p) dont on sait qu'il

suivante ...

sur (2,

L f(t) + Ndt) = ter % ° fe)

constitue un Banach lorsqu'on le munit de la norme Il-2.2 - Projection canonique Ie

vn @ MT) => Inlg op ,d, | mr) | a) Définition

« ot la borne supérieure est prise sur toutes les partitions finies {7,6 1 der.

Le théoréme de représentation de Riesz nous permet d'identifier le

dual topologique £' avec M(T) muni de la norme ci-dessus et nous apprend de plus que

pour tout } & £' il existe une mesure m € MT) telle que

1°)

On appelle projection canonique de F sur € et on note I, Ltapplica~

tion dépendant du paramétre t € 7 qui a4 rout f © F associe le nombre complexe f(t) @ € :

q

f

b)

Wrez > Gf = [, 200) + (at)

jp» 14)

2°) Pr lp

sttion 1

Im Ie

Enoncé

e) Notations

Pour tout t fixé dans T , 1' application I, est continue de Z dans ¢

nt est mesurable de (E, 2H, ) dana (€, a) :

1

A partir de maintenant, et pour plus de commodité d'écriture, nous

adopterons la méme notation pour désigner aussi bien une fonctionnelle \ © E! que la

mesure m, € .W#(T) associée et nous poserons par convention :

Démonstrat:
t

i Par définition de I, et de F , ona:

AEE

v > <A. f> = I Flt) + Ndt)
fEE iT

If-fl, = eer | fle) ~ Flt) |

LTP) ~ Ifo) |=
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| Flt) - f(t) |
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fee

REE

ter

- [IA - |< bf- fol v

On peut alors écrire pour tout réel positif € L'implication
suivante qui exprime la continuité de Ti, au point %# © FE:

If-follp « © > lI - Wl < €

Enfin, Il, étant continue de E dans € on en déduit immédiatement, 4
l'aide de la proposition I-2.2.c , que Tl, est mesurable de (2, B,) dans (€, a) .

c) Lemme technique 
|

Soit B(f, » 9) CF une boule fermée de centre fo @ E et de rayon
© > %. Pour toute suite (dénombrable) de points T= {t;} dense dans le compact T
on a la relation suivante ...

Blfo, op) = n BU folt,) 5 0}
EFT *

+ of chaque B [ fo(t;) , p) désigne une boule fermée de € dont le centre est fo(t;) et
le rayon 6.

Démonetration : Premiére partie

Soient f et fo deux fonctions appartenant a F(T, €) et soit
7={t;} une suite de points dense dans le compact 7,

La continuité de f et fo sur 7 nous permet d'écrire ...

| f(O) - f(t) | < er
> ane, t) Jo-ef <n =

ter

es

| B(O) ~$(t) | < ee

+ c’ol iton deduit puisque 7 est dense dans 7:

J- f(t) | ¢ €
a 

| f(t) - Fe) je

Le “{ > 3LEeT
| fot) - ft) | < ef
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Comme d'autre part les inégalités suivantes sont toujours
vérifiées ...

| fl) - A) | - | ftp - folt) |< | {re - f (t)} - {rey ~ felt, } |

< | ft - ft) |+ |B) - folt,) |
+ il s'en suit que l'on peut écrire :

€ > —wis ' | - ayer : lfh-fKl|-lpap-pay |< e¢

> IZEeT 1 f@)- fe |< | fay) - per | fe

En faisant tendre € vers 0 et en passant & la limite,on a en définitive ...

ter

\" 20 _— areZ: lft) - foltJl<o = |flt) - A(t) | <0
+ d'ot l'on déduit 1' implication directe de la relation d'équivalence ci-dessous

étant entendu que 1' implication réciproque est toujours vraie puisque WC T+
8 

up =
ter LIM) > foley) | Sp =m , elf -fiw| < o

“Par définition, on a :

Reso) = |r + Wf- folly < 0

: |? : 4 Bp lr) - f(t) | « |
D'aprés la relation établie dans la premiére partie de la démonstra-

tion, on en déduit que :

Blfo, p) = | : bray ~ folt,) | < Vuez |

= Oy |r Wet) = felt] <0

s ar | r? ,) - folt)| < 0 '

ote «Or |r: Tf) © B[folts) , 1}

= ae a j= [fo(t,) 5 0]
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111-2.3 - Vecteurs paramétrés Un(-) © 12(0,.% nu).

a) Théoréme

Enonoé

Soit d'une part 7 un compact de R” et (n,.% u) un espace mesuré
o8 Hest une mesure positive normée définie cur (0,.7) .

Soit d'autre part {F00, o) , © q une famille de fonctions
réelles ou complexes,continues et uniformément bornées sur 7 pour p~presque toute

valeur du paramtre wEQ :

1) fa,) € S@(t,0) m-p.p.

2°) av <t+@ ; eWere |f wo, t)| <8 ue pep.

Soit enfin Up une application de 2 dans Z= ¥/(T, €) telie que :

Wwen -> gla) = fle, +) EF

Dans ces conditions, Up appartient a Fila, % ) si, et seule-
ment, si f(a, +) est pour tout t € 7 fixé , une application mesurable de (9,7)
dans (€, 8) ei

[ # >) eEM(av7) vee | our) © Li(a-%n)

partie

La projection canonique Il, étant mesurable de (E, Fy) dans

(€, #¢) pour tout t fixé dans 7, il s'en suit que l'on a:

ter 5 
1Vv -> fF Bes ”» ¢€ hr, ° wy (By)

2€ @,

- -1= UF ° ME Bd

Up (By) avec BE 4,

78

. Par ailleurs, si Up appartient 2 La, AF, u) » alors Up appartieniégatenent 3 HH,(0,.27) ce qui implique que UF" (Bp) est un élément de quel que soitBE ‘a - En définitive, puisque pour tout ¢ € 7 et pour tout BE a, il existeBe € a, tel que f(g, t) = Us" (Bp) y on en déduit que l'on a 1"implicationsuivante :

, 2 Ew% € L{4H% py) > pe, ver VYf : 4 € ter

Tl s'en suit que 1'on peut écrire ;:

Y% €.F9,% np) > fr) € M,(2,.~) Vter

Démonstration : Deuniéme partie

Soit Z= {t,} une suite de
Pour toute boule fermée B(f, 2 0)@E de rayon p
III-2.2.c que l'on a ..,

Blfo , 9)

points dense dans le compact T .

20 , nous savons d'apras le lemme

4"
“1

We (2 ([fo0e,) 0})

désigne une boule fermée de € . On peut alors écrire :

= =if | De , (# Lier)» 0)
Toute application inverse respectant les opérations sur les

ensembles, il s'en suit que l'on a :

Le
sss 0 chaque B[ f(t.) , 0]

# (20% 50)

ol 
1 -_| Fano) = O, gem fe teny oy

| = bly (u, 9 yy | B[folt,) » ey |

Ws f } B[folt,) » p}, 1;
Si uous supposous que f(+, t) © ME(2,.7) quel que soit t & 7 :

“7 wompee tenu que les boules feraées B[ f(t.) , 9] appartiennent 4 .@ . on en

que l'on a:

f" | a Lee seyret a Wier

- Alai: rf oper s oy. t ev

Ue (a(fo> 0) &
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Puisque les boules fermées B(fy, 9) engendrent Be, , on en conclut

done que si f(- 5 ¢) © TIU(0,.07) quet que soit t © 7, alors gO © M,(2,.7) :

flo3 0) © MN (2,7) Up € M,(2,-7)

Pour démontrer que l'on a ...

f+ >) © M(2,.7) Up € Li(a, Hu)

+++ il nous suffit done de prouver que fa i} Up tw) Ve u(dw) existe bien.

Vier »

Vter?r —

Pour cela, souvenons~nous que par hypothése, on a :

AN < +o ; ter lfw.ol<n Ur pep.

On peut alors écrire :

low ip o< Ur Pep.

2 < wn? < +t @= I 1 Upa) [2 ula)

> We) © Li(a,% u)

b) Définttion

Soit d'une part (2,.% 4) un espace mesuré of ! est une mesure
inpositive nornée définie sur (0,0) et soit d'autre part T un compact de R” et Z

{ Ft, oy, © Q we famille de fonctions de Z= &(T, €) telles que :

1°) wwe > fe, JEF

2) weer = ft) © Maw)

3°) gv <+o ; perl fw, t-| <$ WN upp.

2 .Par définition, nous désignerons par U.(+) € L3(2,%,u) 1'unique
: . 7 

: Moatsvecteur paramétré associé a la famille { rw od) t, eQ Par la relation suivant

- = flw,-) ppp
Wop) © Upl) > alu) fi

¢) Conséguenee

Soit 7 un compact de R" et soit B= Ein, ¢) . Dans tout ce quisuit, et chaque fois qu'il sera question d'un vecteur paramétré YO) € Ze(a,.% wn) .{1 sera sous-entendu que celui-ci est associé a une famille { fla, ) 1 enfonctions telles que :

1) Fly) © E ppp.

My Veer = Fe .8) © Ilo)

[> AW < +0 e@e | fl, t) 1 <¢¥ wp.p.
Inversenent, chaque fois qu'une famille de fonctions{ fw a , @ 2 8era associée & un vecteur paramétré Ye) © (a,.%u) , it serasous~entendu que cette famille vérifie les trois relations ci-dessus.

i11-2.4 ~ Fonction moyenne bp

Soit {F0, ) im eq 14 famille de fonctions associée au vecteurparamétré Uo) © Li (a,.% a) . Par définition, nous appellerons fonction moyenne dela famille { flu, NG 0 14 fonction $o/+) telle que :
b(t) = i flw,t) ud) weerf Q

Compte tenu que YO) appartient a 1i(2, % u) >» il s'en suit queof) existe toujours, appartient & F et peut étre identifié avec le vecteur moyennede (+)

oe) = Ml Yeod }

TU-2.5 » Fonctions de covariance et de corrélationnti CO
v
A
r
v
a
n
c
e
 

et de corrélation

a) Définttions

Introduction

eee A eck maeDans les définitions qui suivent, nous désignerons par{ flo, oh, ea * {or 4) hea
Téspectivement 3 deux vecteurs paramétrés Ue) et ued appartenant a 13(n, 9%, au).

deux familles de fonctions suppostes associees
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Par définition, nous appellerons fonction de covariance des
familles ¢f(w, +) \ ea et fat, +) weno ° la fonction (complexe) Mpg (tis to)
définie sur (Tx?) par la relation suivante :

Pg (tts tz) = Io Fla, ty) + glw, te) + uldw)

Si nous désignons par 5, © Fet 6,, © EB! les mesures de Dirac
2placées aux points t) & 7 et ter » on vérifie sans difficulté que l'on a ...

Tyglte ta) = C8, 4 Oy (55) > {

ves d'oa L'on déduit que Teg existe toujours sur (Tx?) .

de covariance centré

Par définition, nous appellerons fonction de covariance centrée de:
fw, *) eten {oto Vien

définie sur (TXT) par la relation suivante :

familles » la fonction complexe , Thy (tis te) |

Ce = - . cs .Tegftis ta) = I (ft, 1) tl) ) + (ala, te) ¢, (2) ) > was)

On vérifie sans difficulté que l'on peut écrire cette expression
sous la forme ...

Teg (tr f) = Mpg (ty te) - Opler) + Gta)

see d'oi L'on dédui re exi j i re. i rm
d'oi L'on déduit que fg existe toujours sur (TxP) puisque fg? bp et 4g existent

Par définition, nous appellerons fonction de corrélation et fonctio

Neg # {9 hen
les fonctions (complexes) Rp, (+1, tet RO (ti, te) définies sur (Tx?) respectivementf9 fg

de corrélation centrée relatives aux familles

par les relations snivantes +

ae yg (tas ted

aes > aNfou
\ Wi pple, tu Ty (B, tal

¢| yz a Teg (bt» ta)
te) =

fg
W Felts tr) + Walt» ta)
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\

Ces fonctions existent toujours sur (Px?) puisque les fonctions
de covariance qui servent a les définir existent.

be Trb) Proprigtée de Ty,

Enoneé

Pour tout couple de familles de fonetions { f(u, *) luge et
{ gw, *) leea associées aux vecteurs paramétrés YC) et Ye) appartenant a

Lita,.%u) » on a les relations guivantes :
1) Teg (tis ti) = Ty pltes ti)

. 2 [Mgt te) |< Ui ppltis tx) + Tate, te)

» I, iF Tppltis t2) + Afdt\) + X(dtz) 2 0 =A @ ET

4 Rafe) fg » VEE veer

De plus, si oy désigne 1'opérateur de covariance de Ue(-)

et UC) , alors ona:

5 = (dt){> Cyy) I, hy (dt)(+t)

Déronstration : Premiére partie

Remarquons tout d'abord que la premiére relation civdessus est une

conséquence immédiate de la définftion de "pg tandis que la seconde découle directement
de l'inégalité de Schwarz. D'autre part, si la relation 5) est vraie, alors on peut

écrire :

CRs Cyyd > = i, I, Tpp(tis t2) A(dti) N(dte) WA @& BY
- 6 us ivou déduit que is relation 3) est vraie, car on saig d'aprés la proposition

sere ce Ti-Z.Z.d que i’on a :

CAs Gy yl) > = Kyy Os A) 20 Wier

Enfin, si la relation 5) est vraie, alors en faisant \ = 8, ’

Syl) =

On B wee

+s iy terTg! t) € v
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“+ Poli Ion déduit que 1a proprigts 4) est vraie.

On conclut de tout ceci qu'il suffit de ttiaingtee ue la proprié

1 si 
q Propriéy

5) est bien véritiée,

Démonstration : Deuciéme tie
TT EME parti

Par définition de 1'opérat 
i

yy) = ow (400 * ay %O7> ) Vv 7 ,
BO) © Ue)

> feyya =
Poy yu} ety) I, (+0, ty I, gw, te) NG) ) ud) ty

LC,a Mp Fla, t1) glu, te) \iae) ) ufdu) Vtie:

Compte tenu que les mesures } et y sont bornéesde Fubini qui nous permet q!

on peut alors

écrire :

feyyout ren = I (Jyy | a Nig Tl ti) ty t) wan)» Maen Vine:

= I, Teg lta, te) Mdt2) Viier
__ 

\Cyy OJ = I, Teg lt 5 8) ite)

o) Remarque

On vérifie imédi 
iéteeg 

q 
Sans changement aux fonctions Pro Re et ROfa? fg My -

d) Degré de Pessemblance

1 découle de 1a remarque précédente que I'on 2

| Rafts te) | ¢ 4

oe

| Reales ty | < 4
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-e- @& Ion adust généralement que ces deux fonctions sont des mesures du “degré de
ressenblance" entre les fanilles [f(a *)} 6 et fale, *) lueq odservées
respectivement aux points t1 @ ? et te @ 7 lorsque Y parcourt l'aspace mesuré
Dy as

111-2.6 » Cas pareiculier od 72 Bip

a} Proposition

Enoncé

Soit d'une part © un espace topologique muni de sa tribu boré~
%q et w une mesure positive normée définie eur (2, #o) . soit dtautre

une famille de fonctions définies sur 7 .

lienne .%=

part 7 une partie de R” ot fre, | eet

Dane ces conditions, on a les implications euivantes :

ay £0, 0 € Mav)
to fo #e, © a

2@ Sn ree lhet| me => 4) aNGe ; ter fG@.t)| < wy pp.

Démonstration

D'aprés la proposition I-2.2.c , nous savons que la relation (1)
entraine la relation (1'). De plus, compte tenu de la relation (2), ona...

aBN = ee ser Ife, t)| wo : ter f@% Ul sy Yon

_ 8 sup up < Im Pepsae ee sar If, e)| ms 2 Ifo, wo] em we pp.

e cui ach@ve la démonstration.

b) Applisations

Introduction

Si Test un compact de Ret si F= (7, €) , alors on déduix eo
qu'il est tras facile de construire deo vecteurs paramétrés uC)

catte proposition

apparienant a tifa, .f, ny Bsi Qest un espace topologique et si est identique a
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En effet, dans ces conditions, il suffit que la famille de fonctions

{ ftw, +) wen associée a u soit telle que :

wen > fw, JE itr, ©)

Ver > f., ne 1,0

sul 8
ansto: SP be Ife te] <u uw pp.

Ce cas particulier est loin d'@tre une exception et permet de

définir des vecteurs paramétrés extrémement importants pour les applications :

Premen exemple .

Supposons que 2 ainsi que le compact 7 soient des parties de R”
et soit } f(a, +) {eq 1a famille de fonctions telles que :

wEQ

Vv => fle, t) = an | tim: ale dyn |
ter

l

Comme chacune de ces fonctions est continue par rapport a\w et

a t et que de plus ...

sup
wen eerlf, | <1

il sten suit, d'aprés la définition III-2.3.b et la proposition III-2.6.a qu'il

existe un vecteur paramétré unique u € tX9,Bo. ) et tel que :

Vu, eu o> Ua(w) = f(a +) vm pop.

Supposons d'une part que % et 7 sont des parties compactes de R”
n

et que T est constitué de " points tz € RR;

(r = f ty. te,

avec te R Witt

k k * .
Supposons d'autre part que “ et +; représentent respectivement la

xiéme composante des vecteurs w € et t; ET, et soit }f@. ) tyeg 12 famille

de fonctions telles que :
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kk
t

Vv > flat) = £ (“?

Comme chacune de ces W fonctions f(w, t 3) est continue par rapport

4 Wet que Q est supposé compact, il s'en suit que l'on a ...

uN, = wee If, t,)| <te Vi,er

+++ d'od l'on déduit que :

aaa ter |fla t| <r

Mais puisque f(w,t) est continue par Yapport 4wW et at , on est

assuré, d'aprés cette derniére relation et compte tenu de la définition III-2.3.b et de

12 proposition I1I-2.6.8, qu'il existe un vecteur paranétré unique Up € L4(0, Zp, »)

tel que :

v EY sup) = flu +) we pp.

Remarquons que lorsque les points t; € 7 ont des coordonnées

entiéres, alors chaque fonction f(u, ty) est un polynéme (ou plus exactement un mondme)

par rapport aux variables (w', w*, «++ , wTM) .

Lrotsiéme exemple

Supposons que 2 et le compact 7 soient des parties de R” et soit F

une fonction complexe continue et bornée sur l'ensemble (T#2) défini de la fagon suivante:

ter

Vi,erm+yo — Q : $= ted

wo ER

Dans ces conditions, chaque fonction de 1a famille | fw, +) } 5

(2@ 2)

vi { > fla, t) = P(t + w)
ter

+++ est évidenment continue par rapport 4W et t et, de plus, puisque F est bornée sur

(T+2) on est assuré que l'on a:

“en ter |fle vl] =wen ter IFfe+w)] <+#0
sup sup
woEN tEr
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Tl s'en suit, d'aprés la définition III-2.3.b et la Proposition

> qu'il existe un vecteur paramétré unique Ye E€ Li(a Bo, n) tel que ;Vy Up € Up <=> Bolu) = ff) ye Dp.

ITI~2.6.a

TII-2.7 - F il] i :
amille ie libre {flu Beers

a) Definition 
.

Par définition, nous dirons qu'une famille de fonctions
| fw, oy) by EQ 48sociée 4 un vecteur Paramétré Up € Li(a,.% u) est ib

et seulement si le vecteur paramétraé U. est lui-méme 1 libre.

hb} Propriétés caractériatiques

libre si

Une famille de fonctions | flu, )}paramétré Up Ee T(2,.% w) est i libre si ettrois Propriétrés équivalentes Suivantes of

associée 3 ecteur

wen 

clée 4 un vectey

Seulement si elle vérifie l'une desOW désigne le vecteur nul de M#(?) .

a) Te p est positif :

[, I, Pepltrs to) «© Afdty) A(dtz) > @ VA # Oy
b) Teg est tel que ;:

Pepltis te). A(dt,) = 0 Vt,E7 << Asa 4
c) Ona:

| fla, t) + M(dt) = oO lim pop. <a> A= Oy
? 

2

/

Démonstration

Ces propriétés découlent immédiatement des Propriétés dy vecteur
paramétré Ue Supposé t libre, 4 Savoir :
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VA,
' 

a, 
CfA) >: 

> 
0 

E

a') < Upp 
,

w=
1) yy = Gp “

e') OA, Up > = Gre <= A= ae

En effet, compte tenu de la définition de U, a partir de la

i i damon.ue FE! est identique & M77) , on d
famille } fla, +) i mages et compte tenu q

i at que :facilement q 

al <=> og

pb <=>

ce! — ¢

iétés a', b’ ' tant équivalentes, on en
De plus, les propriétés a’, b’ et e' étant &q

i a Lété bete.
déduit qu'il en est de méme des propriétés a,

III-2.8 - Vecteur paramétré centré

a) Proposition . x

Soit F= @(T, €) 1espace des fonctions complexes définies suv
: ; Aayaétré ocié 3 une fawiil,

un compact T de R” et soit Up & B2(a,%, a) un vecteur paramétré ass (a = )
fonctions i fw oy) { . Tl existe un vecteur paramétré Le LAQ, 25 p

de fonctions ly weEQ

i 1 que:associé & une famille Salus, )} weg tel @ . .

= U,(w. =

‘Je -

Yu € 2 7 g(u, *) = fla, *) bel)

: 
iance ©.

De plus, la fonction moyenne % et la fonction de covariance ae
>

sont telles que :

oe it Do¢g E

2 a

‘aa TS
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Démonstration

Puisque la famille ffl, a) ho EQ est associée au vecteur
paramétré U. © Lia, w) » il s'en suit, d'aprés ce qui a été dit au paragraphe
III-2.3.c que l'on doit avoir :

a) fl, *) € EF w-p.p.

8) Weer = fl, t) © Io):

: oe. I” Deey) 30 < Wp <tm : ter fy t)| < Mp Un Pep

D'autre part, la fonction moyenne be étant par construction continue
sur le compact 7, ona :

a 0g v <te@ een lope] < v

d'oi l'on déduit que :

sup sup sup =te? | gm, | < ver | ftw, ¢) Heer { p(t) ls Net yur Pepe

En définitive, compte tenu que $¢-@# et que M1 (a,.7) est unbp q '
espace vectoriel, on a donc en posant X, = Np to

a’) gw, ') © E p~p.p.

> gs te M,(2,.7)

8]y) BO<N <t#e ; perl gla 2 | <4, wp.

Il est alors facile de conclure que U est bien un vecteur paramétré

appartenant a 14(0,%) associé ala famille {gs ){ye@q et tel que:

Yo = Uw) - o yVoen

‘ i4 = %

= 7e

"gg = Tee

b) Définition

Par définition, nous dirons qu'un vecteur paramétré

U, © (2% n) et 1a famille fol, +) 1, og associée sont centrés si a fone

tion moyenne 4, est identique au vecteur nul O, de l'espace F= O17, ©) .

ce) Conséquence

soit } flu, Oty eq me famille de fonctions associées a us

vootur paremétré Us €& 14(0,.%n) « Les trois propriétée suivantes sont équivalzates

‘que La, famille centrée fot, +) ty en telle que ...

(v@a

Wy > glu, t) = fla, t) = opt)
(ser

+ est pv libre :

a) I [ Tp (bt) Mat) Mat) > 0 WA = @,,

b eo = =) I Mop (tye t) Med =0 Wtia@r a> Xd = 6,

c) | {f(wjt) ~ O(b)} Mdt)= 0 w~ pp. o> A = 0,
Tr f .

II1-3 - APPROXIMATION EN v- MOYENNE QUADRATIQUE

III-3.1 - Proposition fondamentale

a) Enonoé

-Seét, d'une part Br) € L{0,.%,u) le vecteur paranétré acsacié

+ is famille de fonctions St, v4 weg spPartenant & l'espace F= (7, €) of 7

eat un compact de R", et soit! d'autre part @ une classe de fonctions appartonaut 2
1a, w)}

1°} Dens ces conditions, si l'ensemble f des mesures { @ FI rola

oe i‘équacion suivante (appelée Equation normale) est non vide ...

1wiek I, Pyplt st) + Sdb) = COIL, Up,» Ve,

= | P(w). flu, t ). (dw) W
Q é 4
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ws. alors h appartient & P(U,} et il existe une classe unique § € £7(9,.%,n) telle D'autre part, toujours d'aprés le théoréme II-3.4, si f u'ese pas
que : 1, fs a 

vide, on a:

Gz A « 7 aU, 
P= Ups

Vaerus @ 19-8 Ip < - Ua ranlp Ie < 19 - Upriye 19-94? = opt + <h[ aon \ r? 12 P
Par définition, on dit que @ ést "L' approximation de @ en

= 
3 

" ' : 

* 
5 

,

U- moyenne quadratique sur Hu, et l'on a: 
Compte teau que les relations suivantes sont vraies quel que soit

1°) L fl,t) Mat) © @ . 7
Vier = , fl.,t) Nede) ce Wy A ,

» : —_—

2) 19-9 = | elr - I I Paplt st) X(dt ) ddt) A « * -\ 2 2 fF 2 1 2 a = ty,t2) dt) d(dt2)L ul rer <A] Rape ody Gyyl) > J, dates! 2 1 2

2°) Si la famille { fiw, +) yen est Ur Libre, alors 1'enseable f .

des mesures ££" solution de 1'équation normale est non vide et se réduit a un seul mong, Gp tsbdiy ae
élément AEE! -

I, fle) Mae) € @

Dénonstration : Premiere partie 19-O0% = otR- | | Tpaft yt.) Xdt) Mat}a 
L L g fF ve 1 2

On sait d'aprés-le cthBoreme- IT-3.4 que la classe he FU)

solution du probléme d'approximation de @ en \- moyenne quadratique sur A{U
f

} est, si

elle existe, telle que : 
Démonstration : Deuxtéme tieDEMONS L REVLON 1 DEUELEMs | PAELLe

Viel o> ¢ O) = Mt PouUpte Mt OC Wel dS 
est U- libre, alors le vecteur @Si la famille {fl} oo

métré YU, est Iui-méme u- libre, gt l'on en conclut, d'aprés le théoréme II-3.4,
e d'autre part, d'aprés la proposition I1I-2.5~b wee 4 ‘Senne (A NATER PARE, ‘'epre prop 2-5" on a classe { est non vide et se réduit a un seul 81ément 1 @ E! auquel on peut sasoi

Fy, 0? J et yt) (dt) [ Ppt ) (dt) EE
classe R Uy i unique.

o

+++ il s'en suit que l'on peut écrire : 
b) Remarque : cas ot F est discret

Vigh o> | Paplt,-) X(dt) = | Oa) Flay. lds) ved Dang le cas of 7 est un ensenble discret de W points tele qoshah o | raft. : flay. ore
nif 0 :

i —_—- 9EO T = ftistes 1+, tyt
= { ptt st) Mat) = | 9(w).flay® Ju (ds) . /

ane : 9 :! her jes on sait que chaque meeure { @ E! est obligatoirement de 1a forme suivante ...
— #',d a s <6, ,U, > Vier aJae! pt, Made) CP1<Sz,1Up >p2 2 Nay = Ty ata

ter
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vee ot fay}, © 7 est une famille de W constantes complexes. On en déduit que 1'équa-
tion normale prend alors la forme suivante aux W inconnues fa } : |

theer

Pry se. Tey oe. . ate ” TM “ta < Perl <b, Ute) > >

Pia os. r tee eeeee : aue = Tye ay CPMIL <b, Unte) > ae

Tin eee Taw ee

ee

(]

>
+=

C POI] < 8,2 Upto) > 2

3

avec Vv er «= T=tg Taplt ys t,)

TL s'en suit que 1'approximation en y- moyenne quadratique o

existe toujours si est discret, et pour toute solution [4] de 1'équation normale,

ona:

t
4,.fl.t) € .

ter * Pe)

I o- OR = ber. - at in}
Lt

III-3.2 - Approximation au sens des moindres carrés

a) Définition

SoitS = { wis wa, ees, wy } un ensemble de W points répartis sur
®. Par définition, nous dirons qu'une approximation eny- moyenne quadratique @
est une approximation au sens des uoindres carcés si la mesure est de ia forme ...

diy = sk oh :we Powe s{Pte,) . 5,(au) }

avee Ps I p(u,)
ues
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nee OF veprésente la mesure de Dirac au point uw € Set P(a,;) Ia valeur en ce point

b) Solution du probleme

Ls solntion f @ F{U} du probléme d'approximation au sens dea moindxes

carrés (ei elle existe) est évidencsnt fournie par La mime équation intégrale que celle

noterrelative au probléae de l'approximation en p- moyenne quedratique. On peut soutefo

que le calcul des fonctions Tppltrs tadet € BO) | <5 F Up(-)> 12 ast graodement
.

simplifié puisque L'on a:

«4. 1 - F tapi( Sppltite) = pee oe heet F topta)-vtw,)

CPO <5 Upto Dg oF: 5 {toi -Flape)-veo,)} vouo

e) Remarque

: a soe
L'expression "moindres carrés" provient du fait que @ minimise la

somme (pondérée par p) des carrés des carts entre @ et g au droit des points uw @ ss

-@p =k. (w,) - 9 (w,)|? + plu, eee1e- eR = 4 Jb atl oe og) ew} vires

a) Application

Supposons que l'on désire estimer sur 2 une fonction numérique

Yn) connie seulement sur l'ensemble $ déja défini. Si l'on se réfare ax

erScédant, on wolt que Tppltrs toet €@| <by + Up 72 ne font fate:

rere: que lea valeurs vueériques de fet @ sur l'ensemble ¢ et peuvent donc tou.

ttre calcalés. [1 s'en suit que si le probléme d'approximation au sens des moindres

9 @ (0,.%n) telleqe 9 EQ

vide, alors on pourra prendre comme estimation de 9 toute fonction

a une eolutica §carrés de la classe

% telle que :

Vi Reo My = { flat) (dt) Woeo
T
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TII-4 - ESTIMATION ET INTERPOLATION EN y~ MOYENNE QUADRATIQUE

III-4.1 - Notations et définitions préliminaires

a) Introduction

Afin d'alléger 1'exposé des méthodes présentées au paragraphe ITI-4,

nous nous proposons tout d'abord de donner certaines définitions et de préciser les

notations qui seront utilisées dans toute cette étude consacrée 4 l'estimation et 4

l'interpolation en y- moyenne quadratique.

b) Notations

espaces meeurée (2, Gi w) et (h, QB, _v)

Nous désignerons par (2, @p, u) et (A, &, v) deux espaces

mesurés tels que :

{ 9 = partie de R" contenant 1'origine Op

tribu borélienne de Q

\ w= mesure positive normée définie sur (f, By

{ 4 = compact de R" contenant 1'origine en

Fy, = teibu borélienne de 4

| ¥= mesure bornée définie sur (A, @,)

Par convention, lorsque v est identique 4 la mesure de Dirac 6

au point origine Sen » Nous supposerons que le compact A se réduit au point Sen .

A et B étant deux parties quelconques de R” , nous désignerons par

C = A+B la partie de R® telle que :

je
Yyeec =m 3

bBEeRB
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Compacts T, D, S et _espaces associés

Par définition, nous supposerons donnés 7, Det S tels que :

T= compact de R”

D= compact de RTM

S = compact de R* contenant [(ruD + 4)

Les ensembles 7, (7 U D) et S étant des compacts de R", il s'en

suit que les ensembles FE, Ey et Ey tels que ...

{r= @[2, ¢]

R= Su dD), cj}

f= ¢[s, €]

+ sont des Banach séparables auxquels on peut associer des espaces TEs Bo ws
22

55% How) et 13, (% By) . de plus, on a les implications suivantes :

re (ude s

=> ED A 2h

= 2 2 2in > eA =) Zn,

vo _régularisée d'une fonetion continue et bornée

D'une fagon générale, @ étant une partie de R” , nous désignerons
vo : : .

par J la v- régularisée d'une fonction ) continue et bornée sur [+A] telle que :

vteQD =— wrt) = Ie W(t + t) v(de)

‘On ne manquera pas de remarquer que, compte tenu du théoréme relatif

a la continuité des fonctions définies par une intégrale, et compte tenu du fait que v

v . Eest une mesure bornée, on est assuré que ~ est continue et bornée sur & .

Enfin, signalons que nous ytiliserons également la notation w

qui, généralement, ne devra pas étre considérée comme une v- régularisée.

e) Fonetion PF

Définition de F

Par définition, dans tout le paragraphe III-4 , nous désignerons

par F une fonction continue et bornée sur [S +9] .
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Vo régularisée de F

Puisque par définition S contient {ff UD) +A] , et puisque

la fonction F est continue et bornée sur [5 +] , il s'en suit qu'il existe une v-

régularisée FY elle-méme continue et bornée sur [(7U D) +2] et telle que :

vt effrun+9) => Pb) = h, F(t + 1) v(de)

Familles de fonctions associées a F

La fonction F étant donnée, nous lui associerons une famille

} Fla, oen de fonctions continues sur le compact S et telles que :

tes

=> fla, t) = F(t + w)

wo €Q

Enfin, nous désignerons par {Pi, Dien la famille des

fonctions continues sur (T UD) et telles que :

te (PUD)

> fw, t) = ? flo, t + v v(dr)

> fw, t) = Pt tu)

wo Eo

Compte tenu que S et (PUD) sont des compacts de R” et que F et

F’ sont continues et bornées respectivement sur [s +2} et [(PuD.+Q] , on sait

d'aprés le troisiéme exemple de vecteur paramétré présenté au paragraphe III-2.6-b que

7 5 . Ve, tas Wa ”
les familles if, ) lwen et if (w, Noe q définissent des vecteurs paramétrés Up

et Vey tels que :

a uv = flu, ° - Dep.Up © 25,09, By w U, EU, => p(w) = Fly +) un pep

2 ~ = fw, +) ur pep.Ua € bp By w Upp € Up Uev(w) = flw, +) um pep

Puisque par construction on af DB DE: » il sten suit qu'il

existe des moyennes et des fonctions de covariance centrées associées aux families

ey, Pag + belt — Pi
j ftw, 7) ‘nea et {i (w, thoes ielles que, d'apr
III-2.4 et IfI-2.5-b, on ait :

oF €

op € Fr vt € (TUD) =>

pv © Fo
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Pat ailleurs, les mesures y et v étant bornées, on vérifie sans

difficulté, a l'aide du théoréme de Fubini, que l'on a :

b(t) = g(t) = i belt +t) v(dr)
vt © (TUD) => * , a

Mvp te ‘ys if opt 41, +) v(de)

Fonetion aléatotre associée a F

Il est toujours possible de donner 4 l'estimation et a l‘interpola-

tion en u- moyenne quadratique une présentation probabiliste. En effet, considérons Q

comme un ensemble d'épreuves et 1 comme une mesure de probabilité sur Q 3 Dans ces

conditions, on sait, d'aprés ce qui a été dit au paragraphe III-2.6 > que l'ona...

vees =-> fr,t) € M% FB,

+ ce qui montre que la famille { fe, Dh y eg Teprésente en fait l'ensemble des

trajectoires d'une fonction aléatoire f(w, t) définie sur (ra ’ By) xs ] .

Remarque

Si l'on considére la restriction de la famille de fonctions

} fw, 0 ie gq au compact TES et si l'on désigne par 9e et oy Yesvecteurs nuls
deE= Y(T, C) et El = (2) , alors, d'aprés ce qui a été dit au paragraphe III-2.8-c

on déduit immédiatement que les trois propriétés suivantes sont équivalentes :

a) AA Oy => {, i, Tap trata) (dt) K(dte) > 0

= Cc =b) A=Oy <= i, Thp(trs *) Adt) = Og,

e) A=W <= i, { F(t tu) - Pelt) } (dt) = 0 we p.p.

d) Définitions

Définition 1

Soit PY (ty) la v- régularisée de F au point t ED:

PY(to) = fh, Flt) +0) v(de)

Par définition, nous dirons que PY(t,) est T- estimable en

U- moyenne quadratique en tout point t) € D si et seulement si :
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1°) La fonction PF est connne numériquement sur 7

2°) On connait sur les compacts S X S et S respectivement la
fonction de covariance centrée Iff ct 1a moyenne ¢, relative 4 la famille { fu,
associée a F. Noes

3°) L'une des trois Propriétés équivalentes suivantes est vérifiée,
tant entendu que Oy désigne le vecteur oul de A(T) et 8g le vecteur nul de
¢ (2,0) :

0
a) Akay => I, I, Te pltrs te) X(dt1) X(dtz2) >

b) A=Oy <= [, Tapltas +) Mati) = Og

e) amg “S I, (PCE + w) ~ dplt) } Ade) =O We Dp.

Définition 2

Soit 6 la mesure de Dirac au point origine Gp» . Par définition,
nous dirons que F(t) est T- interpolable en ue moyenne quadratique en tout point
t, € D si et seulement si P(go) est T- estimable en y- moyenne quadratique en ces
mémes points.

III-4.2 - Notion d'estimation et d'interpolation en u- moyenne quadratique

a) Proposition fondamentale

Enonoé’

Si PY(to) est T- estimable en yi- moyenne quadratique en tout point
to & D, alors, pour tout ty fixé dans D, 1'6quation de Wiener-Hopf ...

7 
A eeeVere => | re es, te) fy (atu) = i Tatty + 1, ta) vide)

~

+++ admet une solution unique AY @ M(P) . De plus, si 1!
‘0

les mesures de Dirac respectivement a 1'

que : y Ee

‘

ter

on désigne par 6 et 5t5

origine Gn et au point tg , alors ty est telle

©
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Enfin, si ZT désigne une mesure bornée quelconque appartenant 3

W(t) , alors les expressions .

PS aha SvRytow) = O}(to) + I, { Fé +u) - oft) } My (ae)

3 ~
Fy(toow) = lta) + I, {P(t + w) - dpe) } X eae) :

{ E(t) Pe fn | Pty + w) - F (tos w) [? wld)

x[Sto B= I, | PMity +o) - Bto, w) |? ulds)
|

++. ont toujours un sens et vérifient les relations suivantes :

= VviF Bilbo, w) ula) = ln Peo + 0) wlds) = d4(to)

toET > Bilt, w) = Fltotu) Yuen

ny

Os bt) Po < (elt) ¥

é a » to #2) v(dti) + vidte)/\Cete) P = f, f, Meplto +1, to

‘v v\, i, Tepltis te) Ay (dev) Ry (ate)

toe T = Eg(to) = 0

soit tg@, *) },, eg 1a famille telle que ...

oe a)
> gw, t) =

(eer
Pit +u) - p(t)

=> glu, t) = flu t) - opft)

et soit FE le Banach séparable identique & #(T, €) . On sait, d'aprés ce qui a été

— . s Kp = 272, Loy We
dit au paragraphe ILI-1.8-a , qu'il existe un vecteur paramétré centré us € LQ, Lo,

associé & cette famille et tel que par conséquent 1'on ait :

u = gla, *) ye pep.
voeu, = Uy (a) glu,
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fo

as

nous

to €

mémes

see adr

les mes

que :

$i nous supposons que 1' ensemble oe des solutions de Léquarion ‘ #

de Wiener-Hopf n'est pas vide, alors on peut écrire, compte tenu de ce qui a été dit au

paragraphe III-4.1-c :

oe e iv
* => | Te pltry t2) RY (dts) = Soupltoo ta)

Tvy} ff
t € T

eiTles, 7 ' .

Comme d'autre part on vérifie facilement que l'on a ..

i =
vj | eT = Mggltis te) = Mapltas te)

«+. il s'en suit que 1‘implication suivante est vérifiée :

my e 8 Toy pltos 2)*o & (at) = os 2),a vy} > l, Pyg(tis te) Xe (dtr PF
t € T

| iCeci dit, soit %:, 1a classe de 17/0, Bp, u) telle que

y y > oY (uw) =vee % to
f¥lu, to) - Oplto) vo PePs

Compte tenu que ...

Cf, ta) = Oplted ) = gl, te) © CF by Ug>Vie? >

++. on a done : _—_—

. Tg n(t2) + uldu)ln (Pay to) - Olt) b+ Clo, ta) f
Trvpltos te) =

6 Fh < Se, 2 >>,

En définitive, si on porte cette derniére égalité dans la

relation (1), il vient :

Vv >sy = mY | <b,» by? >| - ib Tyg (tts #2) ty (de) Cy, | Ste

appartientique, d'aprés la proposition ITI-3.1, que w 6

a PULY et que la classe ...

+++ il s'en suit que le vecteur paramétré Uy et la famille { g(w, *) }

définition y- libres ;

Ng se réduit a un seul élément,5 

0

posséde une solution et une seule M4 appartenant 4
to

est l'unique solution de cette équation ;

la démonstration, on est assuré que l'tona:

VoL gv pe _ Von 
xv

Ie. %, Ve = | 5 Tap(tas te) oft) Xp ata)Bo I, I,
- x 2Nia192 - Oy ties 192, FF

Enfin, coume par hypothése, la fonction F est telle que ...

[{, { F(t +) - opt) }A(dt) = 0 wpp. << d= «|

- (J, g(w, t) Mdt) = O UH pp. <> } =o]
wo EQ SONt par

3 la m8me proposition ais 1 nous apprend alors que l'ensemble
ce qui revient a dire que 1'équation de Wiener-Hopf

B'2M(P) . par ailleurs, si to
appartient 4 7 et si v est identique a la mesure de Dirac 6 au point origine 6 oR a

alors l'unicité de ® nous garantit que la solution particuliare évidente iv = é,

0
3 ceci implique en particulier que l'on ait

pour tout WE:

= 6 4 6= Pe(tosw) = lt) + | { P(t + w) - o,(t) } 6, (dt)to € | ° for dn f to
> Fe ltow) = Oplte) + { Plt, + w) ~ bplto) }

© => Peltosw) = Flty +0) (5)

Démonstration : Deusidme partie

Compte tenu de tout ce qui a été dit dans la premiére partie de

'P oi Egy = : ty sv = OvBy (tos ) Volto) [, gC, t) Ne Ee U, Mo Pe
v y) _ \ ~ =Fyltos 1) = Oplto) = I, gC, t) Ald) & Ui, 4

{Pitot - Oolto) } eo)

Vopr = Vy _ 4v 2 ldew -u 8 I Pt, V i, | Pity tw) Pol) |? wld)
= 

°

(3) to g to => i 9? 7 oY R, = In | Pity + w) - (tos w)}? wldu) = ¢ & (to) a
+; déduit également que pour a of;

++. approche %., en 1 moyenne quadratique sur F{ly} 5 on en oe ae | emie “ ela ane

tout y e fy et tout 1 € MT), ona: %, , w= |, ; i ey
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Nu aACeci nous permet de conclure que B iltos W) 9 Fy(tos w), E(tg)et
8 fto) existent. D'autre part, compte tenu que y et j sont des mesures bornées, on
démontre sans difficulté 4 l'aide du théoréiie de Fubini que l'on a:

la | Pitot w) - dplto) |? uldw) = i, I, Meplto +1, to + t2) V(dti) v(dta)

I1 s'en suit que l'on peut écrire, d'aprés la relation (4) démontrée

dans la premiére partie :

( Ej(ty) F< (Eft)

(9 ( €fto) F = I {, aplty # 1s ty + te) vide) viata)

- iv XY (ate)[, I, Tepltis te) Ay (ae) to 2

En particulier, nous avons vu que si t, appartient 4 7 et si V est

identique 26 , alors 1? est identique a6, et l'on a...
0 .

a ‘Cc{ E(t) P= {, fy, Thplto # Tas to + te) 6(dty) 6(dt2)

f \C- Jr fn Teper » te) 6, (dtr) 8, (ate)

> (8 ft) P = Tepltos to) ~ Taeltos to!

« d'oi L'on déduit que :

a) tf © 7 > Exfto) = 0

Enfin, compte tenu que l'on a 1'implication suivante ...

oY ye RY (dt ist\, (R(t ++) = ape) VRP cae) & PL > wf (F(t ++) - op(t) NE | existe
+ On peut toujours écrire :

= Rv ty, Sl) +) }“ff, (Plt ++) = Ott) 1 1a | 2 “} CRY CRG 4) = Ooh >|
= fy pM CRG #0) = oe) 3DoO, f

= CR MCR Hd Fm bpd?

Compte tenu que par construction b p(t) = M{ P(t+«) } quel que soit

* @ T, on en conclut que l'on a ...
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M { P(t ++) ~ . =II, (e+) ~ batt) Y SP Cae) 0

— - Ry =I } I, (Plt + w) ~ oct) } wy can} u(du) = 0

- la (Byte, w) - Opto) } wld») = 0

- lo Byito sw) uldw) = Opto) (8)

«+. Ce qui achéve la démonstration.

b) Cas particulter oa f est discret

Dans le cas particulier (important pour les applications sur

ordinateur) of 7’ est un ensemble discret de W points de R” tels que ...

T = {ti ta, ‘tt, ty

+ on sait que chaque mesure } © .M(T) est obligatoirement de la forme suivante

ot {a,}, e 7 °st un ensemble de W constantes complexes :

Mdt)) = J as 6, (dba)
ter

On en déduit que 1'équation de Wiener-Hopf prend alors la forme

matricielle suivante aux: imconnues { 2) (t) }
. ‘0 ter?

.C ‘Cc _Thr Py teeees Tha a (to) Thplto +t ti)

e J"2 Pag seeees The a (to) Teplto +; te)

: . : . ; ; + védt)
: : 4 $

ay (to) Meplto +t, ty)
ah

; {r?] [Ato]

t, Cave er => cseo OY 7 " Mapltgs t,)

Vg

IL sten suit que P(t) est 7- estimable en ji- moyenne quadratique
en tout point t)€ D si, et seulement si :
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1°) La fonction F est connue numériquement sur T

2°) On conna?t sur S X S et S respectivement la fonction de

covariance centrée [¢, et la moyenne ¢, relatives 4 la

famille {f(u, *)} a associée AF .

3°) La matrice [T° ]est définie positive, ou, ce qui revient au

m@me, les N fonctions { P(t, + w) - o plte) eer sont des

fonctions de w@Q linéairement indépendantes.

On en déduit également que si P’(t,) est T- estimable en |i- moyenne

quadratique au point to € D, alors on a:

D _ Vv ON . aa\ Bj(to, w) = Oplto) + thn a, (to) + ( F(t + w) o p(t) }

é 2_ c ANY t a! { €\(to) YF = {, {, Thplto + tr» to # ta) vider) vidte) -[AYtg)) -[P°] -[AY/e0)]

c) Propriété des mesures i solution de U'Squation de Wiener-Hopf

Enoncé

Supposons que to soit un point de D et que F(tG) soit T- interpolable

en tout point tf © [to +4] . Si il existe une famille finie { 2,(¢9, t1) eeode

fonctions continues pour t¢ € [to + A] et continues pour t; € 7, et si il existe

une famille finie {i} de mesures appartenant &.M(T) et telles que ...
esE€o

6 ~ A 4bvee e [to+4] > Xigl@ey) E: bg ta'toe ty) A, (dtr)

vs. alors P'(to) est % estimable au point ty quel que soit VE.M(A) et l'on a:

By _ To»
Myo(dt) = gg Alton t1) A, (dtr)

Démonstration

Par définition, on a:

te € [to+4]) "9 ne} - J | Tepltrs te) (#9, t1) A, (dtr) = pelt te)
thet 190.

Il s'en suit que l'on peut écrire pour tout t2 & 7:
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she Ie } I, Thpltrs ta) A(tott, tr) Ag(dtr) v(dt) = { Tepltotts ta) vide)

Les mesures v et s étant bornées, on a alors d'aprés le théoréme

de Fubini :

£ _ ec- ods i, Tapltis te) I, G,(tott, t1) v(dt) a, (dex) = I, Thpltotts te) vidr)

_ \, epltrs te) i arto, ta) rgfae} = I, Ta pltgtty ta) vide)

Mais comme par définition des fonctions [ interpolables on a ...

[ve er-= I, Tepltas te) A(dty) = °| mle

+++ il s'en suit que l'on peut identifier 1'équation de Wiener-Hopf avec la derniére

relation obtenue ci-dessus :

vo : - av- Xp (dey) = sho altos ti) dg (dtr)

Remarque

Compte tenu de ce qui a été dit au paragraphe III-4.2-b, on

vérifie facilement que les conditions d'application de la propriété énoncée ci-dessus

sont toujours satisfaites st T est un ensemble discret de N points ty eR". ten

est évidemment de méme si ag (tv admet par rapport 4 une mesure Mats) une densité
3(¢6, ti qui soit continue omy tee[to+A] et purtier.

d) Estimation et interpolation en u- moyenne quadratique

Notations

Lorsque Vv est identique 4 6 , on a manifestement :

a 6
Flto) = F(to)

Par analogie, nous adopterons & partir de maintenant les notations

suivantes :

[ 26 { Fy (
i x, F(tg, +) = Peltos +) Elto) = Eglto)

(A: 8 Peto +) = Belts | Etto) = Eelty)
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Interpolation : Définition

Supposons que F{t,) soit 7- interpolable en tout point t, ED

et soit Spn le point origine de 1'espace R” ; par définition, nous dirons que

1°) F(to, *) est 1'interpolateur de F au point to

2°) Blto) = Peto, Qn) est 1'interpolation de F au point to

3°) €(to) est L'erreur quadratique moyenne d'interpolation

au point to

Remarquons que F(t) interpole bien F(t) au point ty@ D au sens
commun du terme car, d'aprés la proposition III~4.2-a, on a

Plto)

ter =»

(to)

= Pto, Opp) = PltotGpn) = Flto)

0

Estimation : Définition stricte 4

Supposons que to soit un point de D et que F(to) soit 7- interpolable

en tout point t¢ © [t +A] . Supposons d'autre part qu'il existe une famille finie
a A 

.(a,(tq, ti) }, © 4 de fonctions continues pour t4 © [to + A]et continue pour tie 7.
Supposons enfin qu'il existe une famille finie (1c), eo 4 mesures appartenant

et telles que :

Vtee[t+4] >

Dans ces conditions, si Sen est le point origine de R" » alors pour

R,a(dty) =
tet

seo

toute mesure v € (A) , nous dirons par définition que :

1°) By(tos*) est Lestimateur de F’/to) au point fo

1 G,(eg, t) 5, (der)

a M(t)

27) B (to) = Bi(to, pn) est l'estimation de P’(to) au point to

3°) € (to) est Merreur quadratique moyenrie d'estimation au point ¢,ye 0

Compte tenu de la proposition III-4.2-c, on montre facilement que

sous les conditions précédentes, on a:

Py (tos *)

B (to)

& (to! #
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(Peto,

{P(t9)}”

{8ftg)}”

P(t, +)

P(t)

\>
Estimation : Définttion Large

Dans le cas général oi F’(t,) est f- estimable en tout point t € D,

l' expression F,(toW existe toujours pour tout w 2. On peut alors, par analogie

avec la définition précédente, poser par définition que :

1°) By(to, +) eat Lestimateur de FY(ty) au point to

2°) Bilto) = Bite. Qa) est L'estimation de F’(to) au point ty

3°) é y(to) est Lerreux quadratique moyenne d'estimation au point to

Il faut cependant remarquer qu'en général on a alors ...

Bytes 1) # { Plea, +)

Byte) # { Peta) $Y

++. ce qui rend cette nouvelle définition quelque peu artificielle.

e) Interprétation de # (to) et & (to)

Enoncé

: een n ta
Soit t un point fixé dans le compact DER . L'estimation

F it) (si elle existe) est une valeur numérique particuliére extraite d'un ensemble de

valeurs { B(to, w) Suen telles que :

- = 4” . Vva) Byftos a) = Oylto) + i, {Pre + w) ~ bgte) 8) cae)

t Vvb) \, By(to + w) udu) = fn P'(ty + 0) ylda) = $2fte)

a) to ET > Prlty, wl = eto tu) quel que sott we R

' Atty) = {wER: Bilt, w - Pig twle rts arto}

& it) € Be

valet 2 (1 = 1/27)

e) Dans le cas particulier of et u sont tels que l'on ait ...
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{2} =| di Sm
a |

u(dy) = LL. ay i
|9| i

+ alors on est assuré qu'il y a au moins 100,(1 - 1/t*) % des valeurs numériques

i F fto, w) lye gq pour lesquelles on a :

| Bitos w) - Peo tu) | ¢ ts E(t)

Démonstration

Nous ne reviendrons pas sur les relations a), b) et c) qui ont déja

été présentées au paragraphe III~4.2-a. Ceci dit, remarquons que B tos Jet P’(to +°)

sont des applications mesurables de (0, @,) dans (¢; @,) ; en effet :

1°) Dans la deuxi@me partie de la démonstration relative a la

proposition III-4.2-a , on a vu que ...

. Vv avB iltos d- o pl(to) € %,

x

+ ot % est une classe de 17/2, Ho, ui) . On a done :

Bilto, +) - Opto) € 7°, B,, w

=> Py (tos Je Mo #)

%. v 7
2°) Comme d'autre part F est continue sur [D¥@] , pour tout to

a 7 v 7 ,
fixé dans D, on est donc assuré que F (t,++) est une fonction continue de w E 2

Ce qui implique : Pty Je m2 B,)

La mesure étant positive normée, il s'en suit que 1'espace

my Ly u) est en fait un espace probabilisé et que, par conséquent, 1'application

mesurable de (Q,.%.) dans (€, @,) telle que ...

Vo ER => Xia) = B ft, wl - Pty + w)

+ peut toujours @tre considérée comme une variable aléatoire définie sur (%.% sh) . |

En particulier on déduit de ceci que l'ensemble Av(to) appartient @ la tribu % ; |

de plus, comme d'aprés la proposition III-4-2.a ona ... i
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f.4 = Vv =Jo Fy(tos w) ufdw) = Io F’(ty + w) u(ds) = dplto)

E(t? = I, lPy(to, w) - F’(ty + w) |? wldw)
+++ il sten suit que X est de moyenne nulle et poss&de une variance 0, égale afé (to)}? -

$i donc on applique l'inégalité de Bienaymé-Tchebichef , on a :

ufo ed : [Xtw)| s reo be 1-1/2

om ufv ed : [Pits w= Pt tu] < te Blt)} 2 1 act

-— u {are} > 1-1

Dans le cas particulier oi L'ona ...

jal = \ du <+o@
a

u(dw) = Le ay
|2}

+s. on peut alors écrire : :

AX (ty) | = | dy
(4, (¢0)| AY (ty)

la¥ (to) |
= u {4 (co) } 1 1/r2

Tay >

«++ ce qui exprime qu'il y a au moins 100.(1 -1/t7)% des points de 2 pour lesquels la

relation suivante gst vérifiée :

[By (to. w) - Pltgtw|< t? E(t)

Remarque

Comme nous 1'avons déja fait remarquer au paragraphe III-4.I-c ,

on peut toujours considérer % comme un ensemble d'épreuves et conférer 4 1'interpolation

et 4 l'estimation en H- moyenne quadratique une interprétation probabiliste ; les

fonctions #(to, *) et P’(ty ++) peuvent alors étre considérées, pour to fixé, comme des

variables aléatoires de méme moyenne delta) et telles que :

{E(t}? = BY Py (tos +) - Plt +)?

En fait, il faut bien comprendre que cette interprétation probabi-

liste purement formelle est, 4 certains égards, dangereuse car, par le jeu de la

terminologie probabiliste, elle attribue artificiellement un caractére aléatoire 4 des

quantités qui sont par ailleurs parfaitement déterminées.
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f) Continutté de BLontinutté de |}

(bq) lorsque T est discret

Si T est un ensemble discret de~) ¥ points appartenant aR” et siF'fto) est T- estimable en tout point to € D, alors Lestimation Fy (to) est unefonction continue sur D .

Démonstration : premiere partie

Reprenons les notations relativés a la démonstration de la Propo-sition ILI-4,2-a » et soit C,44 l'opérateur de covariance du vecteur paramétré Uy,

D'aprés la Proposition III-2.5-b et d'aprés ce qui a été dit auParagraphe III-4.I-c, on sait que les relations suivantes Sont toujours vérifiées

1°) 5 op © @[run), cj

ic 5Teplts *)
2°) Vterud) => © {trun , ¢}

C, .Pedplts )

2) View) => ¢ 5nM = Celts td
4y I, Toph a &) Xdt)

Comme par définition des fonctions 7- estimables

VirET => i Teelti, t2) Mdty)=-0] op dy ff

ses il s'en suit que (

ona...

oe
4% est inversible ; ceci nous permet d'écrire :

t oS ‘
. 

XD = Oey fT popltos 1

i | { .° ~%
—
—

% = On, | Tpupltis vt

Soit U, l'application linéaire associée au vecteur Paramétré U, .Quels que soient to et t4 appartenant a D » on a done : 
.

E y i “) a pe - aU, tee -U, ie =i, Cp pvp tos )~ Teypl tos

12 fepsu) = 62t0)} - {By (tow) - belts) | =K oo pup fost) = eveltos HU, (uw)
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Vege| => | Fylto) - Bite) | = [Oped ~ Ofte)

Fa lig) oats NfPOI“be( ILD+ BLT Fro ety

, ty) - Oty ?=> |Py(to) - Py(to)| < I8plto) ~ 4p(¥o : 
up (t)|7. s (t)+oe = Tevpltoot) | + aig [FCO eMGN Ee Malta tyler oS

Comme par ailleurs on a ...

Him gto) ~ de(to)| = 0oy continue sur D> yoy opt 0. ?

c = sl ll < toG7 = opérateur linéaire continu => Neg !
bY

= Sw t) - gt); <+t2F et ¢, continues sur le compactT = ep |P(t) 4
f

ils suit qu’il nous suffit de montrer que la relation suivante est vérifiéeniE, mnag en ju us

uels que soient ty et to appartenant 4 D e assuré que F\ est continue sur Dq q ° pour étr v

( 7 Teveltos t) - pup!Por b)| 0
to * to ter PF

e_pantie

' 2Nous avons vu au paragraphe III-4.1-c que l'on a

e{(ruD) , C]Twp, t) €& E[(TUD,ve ET > Trvplss

1 é ompac it t€T onils! it que pour tout ¢€iP: s'en su eLtensemble D étant compact, il °

é . inmica ( c
eut écrire ati ivante exprimant la continuité (uniforme) de st) surPp la relation suivan' Pr8 t, D

au point t,@D:
i _ {tt ~ tell < rent => [Thupltost) — Mrup(tost) | < €

\ => ane, : fF50 

avee to © D
€

Si nous posons «+. in:ion he) = ins n(e,t)

+++ on a donc + 

e I<
” 

r €e

to - talpn < nve) | <> (Fy Wupltont) ~ Mugl toot

(e)vero an \ ter

avec to € D

Tl s‘en suit a tio: t vi e q compte tenuque la relation (1) est vérifiée, ce qui, comp’
n

des résultats obtenu: emiére partie de la démonstration, nous permet1 btenus dans la premié ar de la dém
a "

d'taf er la continuité de en tout point t € D.firm Fy
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g) Continutté de B (ty) lorsque T est un compact quelconque de aR

Enoneé

Si 7 est un compact de Rx et si F’(ty) gst T estimable en tout

point t) & D alors, pour que l'estimation P \yfto) soit une fonetion continue sur D il
\

suffit qu'il existe dans R’ une boule ouverte B contenant 1’origine Gyn et telle que

FY soit continue sur l'ensemble (D+B+ 0) . Z

emiere partie

La premiére partie de la démonstration relative 4 1a proposition

énoncée ci-dessus est strictement identique 4 la premiére partie de la démonstration

effectuée pour la proposition III-4.2-f et nous assure que l'on a l'implication suivante :

lim sup Cc
Fy ee lpr tor © ~ Thue

qa) toed

(t'p, t)| = O quel que soit to & D

= F, est continue sur D

Par contre, il est important de noter que la deuxiéme partie de la

démonstration de la proposition ITI-4.2~f devient fausse lorsque T n'est plus un ensemble

de ¥ points, puisque la constante n(e) telle que ...

nle) = st a nfe, t)

-++ peut alors @tre nulle !

Toutefois, si l'on restreint la généralité en supposant qu'il
ay vo. .

existe une boule ouverte B contenant l'origine Gan telle que F soit continue sur

l'ensemble (D+B+2) alors, comme nous allons le voir dans la démonstration présenté
e

gi dessous , ilest encore possible de conclure a la continuité de F sur D.

Soient to et t' deux points appartenant & D ; par définition on a :

Vaypltgst) ~ Tpyplt tort) = iF | PY (egtu) + Betta) - FYE 'otw) + Fletu) | + (du)

4 {, J cegtw) - Pret ta) | + Feerw) + yldu)

14

> Wpapltort) -Poyeltlot] < Sebg | leY (tot) - F(t'tu)| + [Freew)| |

— Si
> agele IT ppltost) ~ Prupltlost) |< eR aq [PY (totw) ~ Y(t 'otw) |

sup suptETueEn \P(ttu) |

La fonction FY étant supposée 7~ estimable, cela implique en parti-

culier que F est bornée sur (T#2), d'o¥ 1'on déduit qu'il existe une constante positive

finie C(F) telle que l'inégalité suivante soit vérifige pour tout t) et ¢’, appartenant

aD: ay: ae

8 p 8trete Ppupltos t) = Pyplt!o, 4) | < ce) Bo [PY (eyta) - PY(t'o tw) |

Si maintenant nous supposons que ty est fixé dans D et si nous

posons ...

h = tly - ty

ses alors on a:

sulcer [Fpvpltost) -Pyvplt'os #)| < CCF) > 9 [Flégtw - Pittota) + A)

< CF) * |Pte) - Fis+n)|ole #2)
< OF) \Fts) - Fes+h) |oe toea)

En définitive, on peut écrire l'inégalité suivante quels que

soient t) et t', appartenant aD:

sup 5
ter lpupltost) -Tpplt'ost)| < c(P)» 8.) rte) ~ Floth)|

(2)
h= th -¢,

avec : ° °
lo < cr <+e

Ceci étant dit , nous poserons dans ce qui suit :

G,(s) = F*(sth) ~ FY(s)

Compte tenu de la continuité de F sur (D+B4Q) , cela implique

en particulier que l'on ait :

VrEez > GE E(w
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En désignant par || + || 1a norme relative a l'espace (D+Q) on
a done :

Viez =» | 4, a= (OP | Fath) - F’(e) |
3 & (D4)

Mais d'autre part , puisque F est continue sur (D+B#Q) on est

assuré que :

limVs € (D4) —> inn Gl) = 0 avec 0 = Gn

La fonction identiquement nulle sur (D+2) étant en particulier

continue on a donc :

B

> " G, © Fw)
h+e

La norme f + || c'une fonction identiquement nuile sur (D+Q) étant

égale 4 zéro , on en déduit :

lim~ || 6,4 = 0
avo #

lim
=> he, = 03 ‘nl

Compte tenu de la définition de G, il s'en suit que l'on peut

écrire :

lim sup
| P(sth) - P(e) | = 0

h+oa 8 € (D+)

Compte tenu de la relation (2), on a donc en tout point t, € D:

(3) fen :th
sup

tlorto ter |" pugtost) - Tpuplt'ost)| = 0
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ion 1 troisiane pantie

Par définition, on a:

Teug(tost) = Tyupltost) ~ $}(t9) * opt)

TGyplt lost) = Tpypltlont) - bplt'o) * Gplt)

c Cc : 5 5 10 “aa> Mygltost) ~ Tevgltiost) = |Tpypltost) Twuplt'ost)

~ J OYlto) - aelt'g) $+ ple)

Sup ype _ 7 sup Nee og
=> EB p WGopltort) ~ Mupltloot | 6 fn Mpvpltoot) Pavplttost)|

+ [eBlto) ~ opto + geen leplt|

Nous savons, d'apras ce qui a été dit au paragraphe III-4.I-c, que

9 et Gp sont continues sur le compact (TD) ce qui implique :

lim Vv Vege , sup 2
Bint, leplto! - @p(t'o) | * ber lop(t)| = 0

lim sup lim sup
53 7 C - ryt! st) - Tayplt' st)> pty ‘cern Wyvupltost) ~ Tpupttoo® | Stray cer IP pup(tor #) - Tpuplt'o ot!

Compte tenu de la relation (3), on a done en définitive ...

lim oup 1p
' (tot) - Pyelt'os = 0

trot, cer | p!% 1 = Tpuplt’ost)|

se, d'oi L'on déduit, d'apras L'implication (1), que #, est continue sur D.

Remanque

Compte tenu de la définition de § énongée au paragraphe II1-4-I-b ,

on ugauit de le proposition qui vient d'étre démontrée que F) est continue sur le compact

D s'il existe aans Rune boule ouverte B contenant l'origine et telle que :

S$ D> (D+B+Q)
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111-4.3 - Application : technique d'interpolation

a) Introduction

Les développements théoriques qui viennent d‘étre exposés au

paragraphe III-3.1 nous suggérent d'utiliser l'estimation en y- moyenne quadratique

B(to) lorsqu'etle existe comme une "prévision" de la vraie valeur FY/tp)en général

inconnue.

Du point de vue pratique, il est A noter que la détermination de

B (to) exige 1a connaissance des fonctions Tp et op définies respectivement su
r 5 x 3

et 5, fonctions dont on ne dispose pas en général. Supposons que l'on sache "a 
priori"

que F est “voisine" d'une fonction connue F* continue et bornée sur [s+ 2] et telle

que F*(to) soit 7- estimable en p- moyenne quadratique en tout point to € D . L'idée

de base de la technique proposée ici est de supposer "a priori" que l'on a «..

By

Tp = Tpape
tp Ope

vse 08 Togay €t Gey sont 1a fonction de covariance centrée et la moyenne de la fa
mille

#(u, :
{ fw, +) wen telle que

tes a
iy => ‘fu, 6) = Ft +o)

lo ea

b) Proposition 1

Enonoé

Soient P et F* deux fonctions continues et bornées sur 5 et

we fi Plug eu, *) : : 7

soient { fla") Jy eg et { f*4, *) 3, eg les deux familles de fonctions continues

sur 5 et telles que :

[ener je

¥) a

{we aj | frlu,t) = Ft +0)

Si nous posons ...

es +e gag \ette + a) - Ble + w) |
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... alors quels que soint t,¢) et t) appartenant 4S, ona?

1°) [op(t) ~ op(t)| < €

V ppltrota) ty Meplteste)
é pe pelt iste) - Top(trs te) | <4e “fe at

Mpnpe(trsta) - Tepltiste)| sdertet ¥ Toepl tis ti) + lpn pal tes ta)
2

Démonstration

Compte tenu des définitions posées dans l'énoncé de la proposi-

tion , on peut toujours écrire :

VteEes (t) - "> lO pe | { {F*(t +a) - F(t + u)} + wldu)
Q

< | [P(t + uw) - Fé +0)| + uldw)
Q

« MP pee tu) - P(t tu)| + uO)
wen

En aéfinitive , puisque y(Q) = 7, on a done:

VEES—> [dpel(t) - Olt)! < c a)

Ceci étant dit , afin d'alléger les notations , nous poserons

aans tout ce qui suit :

Gust) = Flot) = o,(t)

Vv => 7 G*(u,t) = Pl(ttw) - oy(t)

oes}
A(w,t) = G*(w,t) - Glu,t)
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Compte tenu de la relation (1) et de la aéfinition 
ae € , on a

[ape(tista) ~ Tepftrstel| s | I, Gluyts) + Monty) * yldu) |
it done écrire les implications suivantes :

+ | | A(wty) * Glut) © wldw) |

Alu,t) = (Ft(tto) - F(ttw)} = {pet} - oft)? 
Q

| +l j. Aluyty) + Basta) + wldu) |

> ap sup fatut)| < ee 4 |P*(ttu) - Pftto) |
wEn tES wen tEs rs i

> [ae (bste) ~ T(t.) { 2 °
sup pepe? vbrll s [G(w,¢,)|? + (du) + { Alw,t2)|? +

lepat) ple) | if o ql Ste? + wld
+

tesx . 
+ VJiaeevl? * uldu) + | lotw, te) |" + wldu)

7 2)ven ces Muwtl <re ‘ y ;Ls + fj}acaeul? * ufdu) + [ JA(w,t2)[? + u(du)
2

autre part , les égalités ci-dessous sont toujours vérifiées :
Comme a'autre part (®) = 1 ,on peut donc écrire d'aprés la relation (2) et d'aprés

———= — —_—__—_—_—_—_. ee . e .
{6%u,t)) © Olu, t2) - Glu,ty) + G(u,t2)} = {Glu,ti) + Ala, t1))4G(w, t2) + Alu, t2)} la aéfinition de G(u,t) et Toa(t st) :

- (Glu, ti) + Glu, t2)}, [level + ula) < S, arue|? + we < (eel

— VC G(w,t)|? « = 7= Glw,ti) * Glo,te) + Gut) + S(u,t2) fl a, t) |? + ldo) epltyt)
% Alwyt,) * To,tz) + A(w,t,) * Mfw,t2)

- Glut) * Glu, t2) % On en conclu que pour tout t; & Set tout t,€@ S$ ,ona:

: W's (ti, e
(3) WFpape(tisted ~ Thpltistal] < ae + } we Viper tY Pap las ba)

wot) - SSO
> {G%(u,t,) * G*(u,t2) - Glu,t,) * Glw,t2)} = Glw,t\) » Afw,te)

B(a,t,) + Glu, t2) Par un raisonnement tout & fait analogue , on peut montrer que l'on a:

A(u,ty) + Afw,t2)

e(6) Whapaltiste) ~ Mpltrstal] € ge -| : 1 Vitis + Pinperte) Kea}

tomme il est évicent que l'on a...

, IT) - Glu.t,) ° Glu,tz)} * u(du)

Tegal triste) ~ Thpltrata) = { fat(u,ty) + Ofwst2) ~ Glaser) + Slate’) *
PF a z Coroltaire

... il g'en suit que l'on peut écrire les inégalités suivantes : D'aprés ce qui a été dit eu paragraphe III-2-5.a , on vérifie
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facilement que les inegalités suivantes sont toujours satisfaites :

sup1°) os Te pl tat) <#o

2°) o< Ty (tst) < te
nr

Il s'ex suit que si nous posons ...

supe

wen tes

Y= 5 MGpltat)

++. alors on a:

noi SW |P*(t+w) - F(ttw)| = €

ul1°) ees ltpelt) Olt) | < €

>

a e A

BP) hes [Woape (trata) ~ Thpltiste)| < ge + (ery)

Ces relations expriment que lorsque F* converge uniformément vers

e

pepe
F sur (S#2) , alors ¢ 44 converge uniformément vers 4, sur S et I converge uniformément

vers 1%, sur ($x3) .
if

¢) Proposition 2

Enoncé

Soient F et F* deux fonctions continues et bornées sur [5 + 9]

supposées J- interpolables en y- moyenne quadratique en tout point to @ D , et soient

Fito, w) et P*(to, w) leurs interpolateurs en un point to © D <
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F(tg,w) = Op(to) + \, {P(t +w) - $,(t)}. Ngg (At)
yYwEen=

F*(to,w) Ophea) + i, {P*(t + w) - 4ht)}. x, (ae?

Dans ces conditions, si nous posons ...

VOEQ => Fe (tou) tht) + [tee +) = dpalb)) «A, (de)

.+. alors on a pour tout w @ 2:

By (to,u) = F(to + w)

t © T —_>

{ Fe (tos) u(ds) = d9lte)
n

De plus, si tp est un point quelconque de D , alors on a

l'implication suivante :

t © (TU te)
v => P*t +u)= F(t +)

wen

=[v wEQ © Blt, w) = Plt, w) |

Démonstration

Si t) est um point de 7 , alors quelle que soit F* et compte tenu

de la proposition III-4.1-b, on a:

ther > Xs, FR &,

=> Fte0) = Felteo) = Pltou) = Plt +0)

> | Fy (tosw) wld) = | e¢te +) wlda) = Opto)
a Q

Diautre part, si pour un point quelconque 4, € Dona...

F(t +w) = F(t +o)
Pe rust

=

wo EQ
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... alors $, est identique 4 dpm sur (T U tq) et Vee est identique 4 Tepe sur

(T U to) x (TF U to) 3 il s'en suit que Ay est identique 4 i, et que par conséquent
3 0 to

:

on a les relations suivantes pour tout w€@0

u=> Fy (b,0) phto) + [. {F(t + uw) - 4 ht) 5, (de)

= Fy (t,0) = F(ty,0)

d) Technique d'interpolation

Présentation

Supposons que l'on désire interpoler en un point tp € D une

fonction F continue et bornée sur {s + Q] et supposée connue sur le compact Tf er’.

Si to n'appartient pas a7 , il existe évidemment une infinité de solutions 4 ce probléme

et l'on doit impérativement formuler des hypothéses pour extraire de cette infinité une

solution satisfaisante.

En fait, nous savons que si Q est une partie de R” contenant

l'origine et UW une mesure positive Ronnéd définie str (8. Be) alors ja méthode

d'interpolation en U- moyenne quadratique peut nous donner une interpolation P¢ to) a

condition que nous connaissions o,fv) sur (TY D) et Mep(tis te) sur (FUD) x (TU D).

Les propositions III-4.3-b et III-4.3-c qui viennent d'@tre démontrées suggérent de nous

donner une fonction F* T- interpolable en y- moyenne quadratique au point tg et de

supposer que l'on a les identités suivantes :

o p(t) =I Opa(t)

ee (ti,t2) = Morea (brs ba)

Evidemment cette facon de procéder n'est justifiée par la proposi~

tion ILI-4.3-b que si F*est elle-m@me une premiére approximation de ; on est alors

assuré par la proposition III-4.3-c que l'on a ...

ther = F*(t5) = Flto, Gpn) = Fy (t03'Opn) = F(t)

. d'oi l'on déduit que By (to) interpole bien F au point % méme si F* n'est pas

identique 4 F sur 7.

124

‘

Intérét de cette technique

Liintérét de cette technique est triple :

o ‘ 21°) Elle permet d'obtenir une interpolation Pit) a partir d'une

premiére approximation F* m@me si cette derniére n'est pas

identique 4 F surf .

2°

~ La seule hypothése faite pour sélectionner une solution
: s x

particuligre F*(to) est tras “concréte" et consiste en fait 4

se donner, par le biais de F*, "l'allure générale" de la

fonction F .

° a 7 Fz3°) Enfin, on peut faire intervenir toutes les informations non

numériques concernant F en choisissant F* en fonction de ces

informations.

Remanque

* nn .
Si A est un compact de R” et si v @ (A) , alors on peut utiliser

une technique tout 4 fait identique pour obtenir une estimation P*(to) au point to a
— 7 oe femayoa 

Apartir d'une solution initiale F* continue et bornée sur [s + Q] .

ITI-4.3 - Exemples de fonctions interpolables en m-moyenne quadratique

a) Proposttton 1

Enoncé

Soit d'une part (2,.% 2) up espace mesuré défini de la fagon
suivante ...

a & [~ 7. +70)

\ = Bo

utdy) = —-.. dw
on
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+ et soit d'autre part X un entier positif fini et F une fonction complexe définie sur |

R telle que:

x

VWteeER => F(t) = a+) a, « coa(kt) + by . sin (kt) )
ke1 s

f la,] < © quet que sott k= (0, 1, ..., K)
avee ;

lb, < © quel que soit k= (1, ..., X)

Dans ces conditions, pour tout compact S@R , la fonction F est

continue et bornée sur (S + 2) et 1a famille { f(u, +) Jy en associée a F par la

relation suivante :

tes

v > fl,t) = Fle +0)

wen

+ admet pour moyenne et covariance centrée les fonctions oe et Te telles que :

Vt © 5 > Gp(t) = a

tes K 2+ |p|= T(t, t2) = F Vogl? + Doel? oo k(t: - t2)]
tes\| ff 11

a

cf + etn [k(ty - t2)]

Dénonstration : premiere partie

Compte tenu que X et les coefficients fay, b,} sont finis, il

est évident que F est continue sur R ; d'autre part, on est assuré que F est bornée sur

R_ puisque l'on a: z

sup tnae \Fet)| < Jag] + Ey} eel * Put | < tie

En conclusion, on peut donc affirmer que p étant continue et

bornée surR , elle est a fortiori continue et bornée sur tout ensemble ($+ 2) © R

Par définition de f(w, t) , ona:

flat) = a+ F Jaycos [kit + uw] + by-sin [k(t + w/]
k
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ei

=->

=>

(=a + &. i | [ae [eos (kt).coe (kw) - sin (kt).sin(ku)]
kl Ja%

+ by: [sin(kt).cos(kw) + sin(ku).cos(kt)] ] dy

belt) = ay + bef} coat). | aoe aa - sinte| ain (kw) as]

+ bye [oencer.| cos (kus) dio oe |
F Q

Compte tenu que l'on a...

a 1

Vk #0 = c sin(kw)dw = if cos(ku)dw = 0
1 -%

. il s'en suit que l'on peut écrire :

Vies > p(t) = ay

Dénonstration :_trotsiéme partie |

Posons :

Tog ltas ta) = { cos[p(t, + w)].cos[g(t, + w}.dw
Q

Thy (taste) = | cos[p(t, + w)].sin[g(t, + w)]-dw
Q

Tg ftistad = i, sin[p(t + w)].cos[a(t, + w)].dw
2

P8(6,,¢2) = | ain[p(t, + w)].ein[q(te + w)].dw
Pq 9

On vérifie facilement que l'on a :

Kltntd = & [itor ~ delta) |. [Playta) ~ gplte){ dw
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re, sb a) TAS TeMppltote) = a £ | asi Tog ltrs te) + aby Tog theta)

a 1 BP (t,t+ bg, Tyg (ts ta) + bb Tha (tis ta)

D'autre part, en supposant p et q différents de 0 , ona:

apg (trate) = [fever + qt2).coa[(p + qu] - sin[pt, + gt2].sin[(p + qu]

+ cos[pti - qt2].cos [(p - q)w]- ein[pt, - qt2].ein[(p-q)ul] ds

= cos[pt; + qta].

# cos [pt . atz]. 2.8in[ (p-q)i)

2.8in 7)

ptq

Os.

> ae (ty, t2) =

rt.cos[k(t)- t2)] wee at p=

2.198 (ty, t2)ae fa } ein (pt, + qtz].coe [(p + qu] + cos[pt, + qtz].sin[(p + qu]

- sin[pt, - qtz].cos[(p - qu] - cos[pt, - qt].ain [(p - qlu}} dw

= sin[ptr + aty,. 2otn [tp + gal
P+q

- oin [pti - gta]. 2emle - wal
P-@

> 8 (e,¢
pq 22 2)

~ 7 inlet ~ tal] .stp=qzk

"2.188 tyes) {| coe {ots ~ ptz]-co9 [fp - gla - ei [per - ata] -oenlly - ais
’ FQ

- eos(pt: + qte].cos[(p + qu] + ein[pt, + qt2]-sin[(p + q)u] } do

2 sin| (p - g/m

P-q

- coe (pts - qty] . 2.sin[(p + g/m

p+q

= cos{pt, ~ qt -
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=> Tpgl the ta) =

m.cos [k(ti - te] were at p= qak

Compte tenu que l'on a...

We(trste) = Tp testy) = ~ Eh (trate)

++» il s'en suit que l'on peut écrire pour tout couple (t,, t:) ES*S:

Li 2 A ab, ~ ab,
re (tista) = lal? + Weel? . cos [k(tr = tod] + FREE voin [ects - tI]
ff ke1 2

b) Proposition 2

Enonoé

Soit d'une part (0,.% n) un espace mesuré défini de la fagon

suivante :

a = [-n, +2]

(aH) He By

u(dw) = dyz
an *

\ Soit d'autre part K un entier positif fini et F un polynéme trigono~

métrigque tel que:

Kk

we @ R > Ft) =a + J a,.coa(kt) + b,.sin(kt)
k=l

{lal < + © quel que sott k= (0,tje005K)

Ulapl < + © quel que sott R= (1y....5K)

Dans ces conditions, si 7 est un ensemble de W points tt.) oy

appartenant 4R et si D est un compact quelconque de R , alors F est continue et bornée

sur [(7 U D) + Gjet 1a famille { flu, +) Veg associé a F admet pour moyenne et

covariance centrée les fonctions suivantes :
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Ve € (PUD) © $4lt) = a9

t, © (fT UD) K fa,]? + |b |?
ee

(13)

2 =i e (TU mt > Tegel, t2) al + cos [k(ti - t2)]

Z,. B, .4 l= HR | gin Celts ~ 4]

De plus, si les coetficients ay et {a,, oye sont comnus et si
l'on a...

1°) K2wW

(re) 2°) re jo,en[

3°) ve erm tt, siprg
q .

a) VEE (1, cH) => (lal? + [b,)?) > 0

+++ alors la fonction F est 7- interpolable en y- moyenne quadratique en tout point

toed.

Démonstration : premiére partie

Compte tenu que S = (T UD) est un compact de R , on sait d'aprés la

Proposition III-4.3-a que F est continue et bornée sur [(?U D) + Q Jet que la famille

{ flu, +) lun g associée a F admet pour moyenne et covariance centrée des fonctions

telles que :

Vt oe (UD) P bplt) = ao

K( lanl? , |b,/?TEpltr, ta) = ek
ket

+

tion : deurieme partie

+ cos (k(t, ~ t,)]

t; © (7 UD)

Vv

t2 © (Tf UD)

. sin (k(t, - t2)]

Pour démontrer que, sous les conditions (TI) et (14) la fonction F

est T- interpolable, nous aurons besoin de quelques résultats techniques que nous nous

Proposons d'exposer 4 part dans cette deuxiéme partie de la démonstration :

Soit [E(@i, O2, ..., Gy)] la matrice carrée définie de la fagon

suivante :
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[2(1, 2, ... 5 Ow] =

| NiO, HO. NiOn
| e C seer @

En désignant par det [M] le déterminant d'une matrice carrée

quelconque [M] , on peut alors écrire :

7 4 sl

fr et82 ton

dot [E (Or, Sas coos Ow] = (0°, c882,, oN), doe [Ce)* (6?®2)*.. (08)"

(4#01y""*(,062) ae (200 fe

En remarquant que le déterminant figurant au membre de droite de

L'égalité ci-dessus est un déterminant de Van der Monde, on peut écrire :

22 6, 10, 46det [£(,, ®, ..., Ov] = eb fe Pg %
Pq

7,2,0
Compte tenu que e ”P ntest jamais nul, on a donc en définitive :

‘ 
8

det [B(®:, 02, ...5 OW] =O => 3} € (01, 92, «1. Oy) : ®, = 8, modulo a7
6
q

Ce résultat étant acquis, on peut alors écrire les équivalences

suivantes of (t1, tz, ..., ty) désignent les points de l'ensemble 7 et (A', 42, ..., 9%)

un ensemble de nombres complexes non tous nuls :

" °

N

YP. coax ty)
ps1

quel que soit k = (1, ..., W)
N

et J ypo° sin(k ty) = 0
pal

131



-e
1

-_ quel que soit k = (1, ..., W)Ny .
~iktet JP. c ty .

p=1

det [E(t,, ..., ty) =
<

et det [E(-ti, ..., -t)] =0

t

=m af Per: t = t modulo on
t P q

q

Si les conditions (T4) sont satisfaites, alors compte tenu que l'on

T © )0,2ea[ :

t j= a|? ET: t = tq modulo en
vj Pl er >txt sipra tq P

t P|
q

+++ Om peut affirmer que l'implication suivante est vraie si et seulement si les

coefficients (A', ..., X¥) sont tous nuis :

N

1 AP + coatk tp) = 0

(1) Vk= (1, VW) => a
N

\ et ] WP + eink tp) = 0

pel

D'aprés les définitions III-4.1-d et III-4.I-c, nous savons que F

est T- interpolable en u- moyenne quadratique en tout point to & D si et seulement si :

A= Wy = | {F(t + w) = dp(t)} A(dt) = 0 pep.Aa r f

Puisque 7 est discret et que $p(*) = ao , on est donc assuré que F

est 7- interpolabie en u- moyenne quadratique si et seulement si ;

=N(2) 1 (Flty + w) - ap} + P= 0 ue pip. | > fa? = of? =
P ° Sp =1

ty er

En développant les calculs, on obtient la relation suivante pour

tourwER ...
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(3) ~ ats Peene 1 Lilt #0) = agh * +h %, + cos(ku) + 8, - vinta |

+++ dans laquelle les coefficients oy et 8, sont tels que :

T+ costk t) Ps 64 p p + eink 4) a, oy

- JP. sine ty P.i B i costk tp) by 8,

ee

[4]

Gompte tenu des relations (1) obtenues dans la premiare partie de
la démonstration et compte tenu que K 2W d'aprés (T4), on est alors assuré qu'il existe
au moins un entier ky © [1, W] pour lequel on a:

fo, sess XY) non tous mae |

[3% E(t]: dett[u}}= (19? + coor, t) y +(x? + sinrk, ¢ Di *0. Dp P 2 P

Puisque d'aprés les hypoth@ses (14) nous avons supposé que

VRS Gy ym > Clagl* + [ay I) > 0

+ on en déduit que :

[o sees XD non tous rats } -_ [3% € (2 7): ( Ja, |? + 1B, 1? } > |
x ‘

H#étant identique & la mesure de Lebesgue sur Q au coefficient 1/27
tres, on est done assuré d'aprés la relation (3) que :

Fos, woes 8) nen tous mute | av 1 felt, + w) ~ ao }° eo ue pp.L J Pter

Il s'en suit d'aprés lasrelation (2) que F est T- interpolable en
us moyenne quadratique en tout point toed.
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ec) Conséquence pratique 7

Lorsque T est un ensemble discret de W points appartenant aR! ,

alors compte tenu de la proposition précédente, il est trés facile de construire des

exemples de fonction f- interpolable en u~ moyenne quadzatique.

Dans la pratique, cette remarque prend toute son importance si pour

mettre en oeuvre la technique d'interpolation présentée au paragraphe III-4.2 on décide

de choisir une solution initiale F* du type suivant :

_ «x

P* (t) = aB + H oe

kr ( *
» coa(kt) + BE. sin (kt) ’

d) Cas des fonctions compleres définies sur R”

Tout ce qui a été dit aux paragraphes a), b) et c) précédents s'étend

sans difficulté au cas des fonctions F réelles ou complexes de plusieurs variables.

Par exemple, supposons que F soit définie sur R? par la relation suivante ot (t?, t?)

représentent les composantes d'un vecteur t © R? ;

K

P(et,t?) = C(t?) + JF } C1, () .cos (kt) + 5, (t?) ein(ke*)
=1

a Fh s
Colt?) = Ag + J A, coe(ht?) + AD, . sin (he?)

12) h=1

a ce
avec| C,(#2) = A 1} Ag, + coe (ht) + Bl, . oth (he?)k ko ei kh

- Vk > 0

e ; Z (nt?)2) = . cos (ht?) + Bo. sin (ht5, (2) = AL, oh | a My (ne?) + BE

Dans ces conditions, si (w', w*) représentent les composantes d'un

vecteur u GR , si (9,.% u) désigne 1'espace mes

a= {oew -m ¢ wi ¢ +a et -m cut c tn |

(ny | -%2 Be |

| - 1 Lay?[u(du) = Tam? « dy’. das
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°
+++ et sf enfin les coefficients au polyndme trigonométrique F sont tous de module bor-

né alors, en désignant par { f(w, -) Iwen la famille de fonctions associée a F telle

"que ...

flu,t) = P(t) +o} 2? + uw?) :

++. On trouve :

1
dof t',t7) = Agg

: 
koa

we res 42 (a) Meal? + 181? 2eettioetlehs eh) = Do pei MI mI AY at tet
~ ‘A=1 he? 4

z
CA al ee ee ee

+ RR Nh Hh” Teh ih” Nie cos [ket] = e}).arnPare? - 3](T3) ‘

: 
+ ein[k(el - eh/].cosfaret ~ -21]

8, + AS. Bae. Be ak EDa Fen * As Ba) * lin» Bi * in Bi infec] = e1)) etnporey - +1!

k

AZ|? 8 je BE .at-Difielt « Mi « coofkeet - ey + Mo Meo + oinfirel - eh) t

2 =

tag yl? + 148.1 We Aa Ao a>} oh oh coe [wet - 21] + fons on «fon7 ; «atm [iret - ant

Ces relations dont la démonstration directe est assez lourde sont en fait

un cas particulier de relations beaucoup plus générales qui seront présentées au

paragraphe I1I-4-4. Pour cette raison nous admettrons sans plus de justification

sont bien de la forme écrite ci-~dessus.
ze

que ;, et

ff
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TII-4.4 - Généralisation des exemples présentés au paragraphe III-4.3

a) Introduction

Au paragraphe III-4.3 nous avons étudié en détail le cas oi F est

n polynéme trigonométrique défini sur R. Nous nous Proposons dans ce qui suit de démon-

rer une proposition analogue 4 la proposition III-4.3-b valable pour un polyndme trigo-

ométrique défini non plus sur R’ mais sur RTM

On s'apergoit que les calculs gagnent*beaucoup en clarté si, pour ce

aire, on utilise la notion de produit tensoriel de deux matrices noté @ :

2B] se ay Bl

aa, at) ees ang El
> Ble) -

in na _ Cd)

En particulier, nous utiiiserons fréquemment les propriétés suivantes

ont on trouvera la démonstration dans le livre de Bellman "introduction to matrix analysis":

a): [4] @ [8] ¥ [2] @ [4] en général

@: (41 (2) ef] = Mle (Blel) = Meleld

a: fe (f+ ld)=- Webl+ Wet)

m+ (41+) eld = We+ bed

cs (Me fe])* = [ao fle
@: (4lef))- (Mel) = (}-(e]) © ((e]-(]) si tes produics ont un

+ (eB) = (Aye fey’)si [4] ct [a] sont inversibies

(8) : rang ({4] @ [B]) = rang [4] + rang [3]

m7

u

De plus, nous a @ notation condensée suivante ;

@ &)) = (Hlemse--ek))
g=1

Compte tenu de cette derniére notation, on vérifie sans difficulté

l'aide des propriétés (6) et (7) que l'on a:B
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n n
(6") : ¢ taj) . ® fe] ) = ® f45}°B,] si les produits ont un sens

d=1 dl j=l

n 2 n -1

qa) (4, = ® (4) si les matrices (43) sont inversibles

5) Notations

Avertissement

Pour la commodité de 1"exposé, nous définissons ci-dessous un certain
nombre de notations qui seront utilisées dans tout ce qui suit ; de plus, pour éviter
certaines confusions possibles entre des scalaires et des vecteur:
de mettre une fléche au-dessus de tous les vecteurs de R’.

s de R", nous conviendrons

Nous désignerons par K un ensemble fini de points de R” tel que :

Ko = RM x KA x eee x Kt

= fo, 1, 05K}
avec ; .

Oo< kK <+e@

Vi= (1,5 =

D'autre part, il nous arrivera d'utiliser l'ensemble Ky défini de la
fagon suivante :

+

Ky = {ensemble K privé de 0}

Compte tenu de ces définitions, on vérifie immédiatement que les
cardinaux des ensembles K et Ky sont tels que :

n ;

f card (K) = TT (x ey)

g=1

n .

card (Ky) -\a wien -1
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. Enfin, nous désignerons par les mémes lettres K et Ky les ensembles

de vecteurs k joignant l'origine de R” aux points des ensembles de néme nom définis ci-

dessus. De plus, nous supposerons ces vecteurs numérotés de 0 a card (Ky) de telle fagon

que L'on ait : 
.

+> +

K 2 {kos kis kis se }

>

=0

+

avec ky

Ceci implique donc que Ky se déduit de K en supprimant le vecteur

ot " oF

5

oes [E(Ks 3 ¢)) et [B(Ke 371
> 

>
Soit t un vecteur appartenant 4” ; nous désignerons par [E(Ky 3 t)

la matrice ligne associée a K, de la facon suivante :

. a ++

(ekys oD] 2 [etme ; ee ket pee]

> >

avec Ke = { ky kp os }

De plus, si 7 -désigne un ensemble de W points appartenant 2 R”...

+ > +

PoE {try ty, 0, ty}

+ alors nous poserons également :

*

[E(Ks 3 t12] |
fetke 5 £5)

(BKe3 7] = N

[etka 3 ty] |
~+ card (Ky) =
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matrices [R(Ko)] et [ #(ko)]

Nous utiliserons constamment, au cours des calculs qui vont suivre,

les matrices [R(k0)] et [ GP(kO)] définies ci-dessous :

cos k® sin ko)

(R(49)] "

‘L- etn ke coe 0.

[R(ke)] si k#o

E H| si k=0

Symbole de sommation

4[Bre]

Enfin, nous conviendrons de noter de fagon symbolique ...

Kt .De® 2 YD wey. ey we Fe RD
y . 

2

kEK kek kis. i =1 R31

A 

+

+++ sachant que (k', ..., , ..., K") désignent les composantes d'un vecteur kKEK 3

nous adopterons également une convention tout a fait analogue pour définir le symbole

u
~

hE kx

‘ c) Proposition

Eronod

Soit d'une part (0,.%) un espace mesuré défini de 1a fagon

suivante :

|} = Ux gee. x gt
(avec: Wi= (1, ..., 1) > = [-n, +7]

(tl) A= B,

pfds) = LL, dw
can)”
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Soit d'autre part F un polynéme trigonométrique tel que +

vier = why = R?, (® [eos tt), einced #n) . toy"
KEK

4 (erks} = matrice ligne de (2) composantes ¢*/k)(t2) a Vkek => a
oaavec

» Vi= Wn) > tf = J"? composante du vecteur ¢ & RTM

Dans ces ‘conditions, si 7 et D sont des compacts de R” alors pest
continue et bornée sur [ (PUD) +9 ] et la famille (f/é, Ngeg
suivant la relation ...

bea
Vv

te(r UD)

associée a 7

++

> fle, t) = Ferd

+ admet pour moyenne et covariance centrée les fonctions suivantes définies respecti~
vement sur (fT UD) et (PUD) x (7 Up):

> a 

+$ p(t) = € (0) = premi&re composante de {ero)]

TE (én, ta) eo. YD} ew (® (Hdd - hy 1) : ren'|20" Keke j=

(73)

De Plus, si Tf est un ensemble discret de ¥ points tt} appartenant 4
R", si les matrices [c/%)] sont connues quel que soit KEK et si 1! ona...

1°) [EKy 3 2) J est de rang ¥
(T4)

. e *29 VREK = [cw] ¥ [o]

+ alors la fonction F est T- interpolable en y= moyenne quadratique en tout point
toed.
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Démona tration : prem are partie

Compte tenu que l'ensemble K est fini dénombrable et que les matrices
[ork] sont de norme finie, il est évident que F est continue sur R* 3a"
bornée sur RTM puisqu'on a:

autre part F est

sup -
ter’ [F(t] < ,L Plem]] <+6

keK
Il s'en suit que F est continue et bornée sur le sous~ensemble

[(f UD) +9) appartenant a R”.

Dénonetration : deuxtéme partie

Remarquons tout d'abord que la matrice [R(K9)] jouit de 1a propriété
suivante :

[ecsferroy} , sinfkrrvo)! ] = [eostkr) , sin(kt) ] + (RKO) ]
5 ; 

+ +

En désignant par t et w’ 1a gem composante des vecteurs t et W
on peut donc écrire :

++

Flttu) = Ee [eos (fut) , sin(kAg)). “pasty. [er] ‘|
kex

En utilisant la propriété n°6' du produit tensoriel, on obtient :

(@ [eos (uh) , cent) : (® jean) . wnt
S 

=

Compte tenu que ...

6

Flew) = >
kek

1 ee .7: { [cos(ka) , sin(k6)] +0 = 8+ [1,0]
-7

n designe le symbole de Kronecker, on peut donc écrire :

a . - BOER) eds = p> @ 8,50° 2» a) . (8 (raviet)) een’
KEK \ \j=1

(@ {, J - tren) » feo"
fal

(@0.4)- wan’ =
ga
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On conclut done que l'on a :

. we

belt) = 6°00)

a) :

ke ‘j=l

Ceci étant dit, posons :

whet 5 =

pq’) = FE, #0) - o6l)) + tert, + u) - bpltg))

(2)

P 3

Ybq = Tapa’ iF Ypqle) + dea

En utilisant la propriété n°5 du produit tensoriel, il vient :

Yog tii) = D> Joa } ea(@ weniein’)-(@ [eos (tut, vinci’)
\j=1KEK hE ky | J=1

(@ [eos uh), einen) trad) : en
#1g=1

> Yo (ith = > > (I ( & wate
KEKe hEKy g=1

(® eos Wut), sintatul yy”. (ote ot)
g=1

: (® [reeds] ): leday?
get

Si nous posons ...

( ] 10 Aa 8 10
dk, h) J] = at 101 ko” Sho a 4

\ avec 6), = symbole de Kronecker

+ on peut vérifier que l'on a:
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(rliew) - a,(#1} =) (® [eos tuts, sine })- (@ (rade) “ey | :
it : y

t= {@ {cos (h8), sin(h6)]'s [cos (k0), sin(ke)] do = 84/2) + [rth nd]“a

On en déduit que Yoq peut s'écrire sous la forme suivante :

Yq = >> ob ml -(@ teat)
KEK, hEKy g=1

n - .(@ (gag / 2) + (ae, #n)

- a, 2k Yew ‘(@ tragedy)” + paddy. wnt . eien'|

Ceci étant dit, on vérifie sans difficulté que l'on a ...

, i yt ag iWi = (un [ Rite, ~e))] = [rade + (yaéid] + (raeo,)]

dot L'on déduit finalement :

p> } [ey] (® ta@oded - Ay } » fete’
j=l

(3) e

En rassemblant les relations (1), (2) et (3) on constate que L'on
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$ tpt)
1>

¢ (0)

Cc
ty =Tep'tp tq) = Yq

wee Gotou l'on conclut que la moyenne et 1a fonction de covariance centrée sont bien de

la forme annoncée.

Démonstration_: trotstéme partie

Supposons les conditions (T4) satisfaites 3 puisque [E/Ky ; T)] est

de rang ¥, cela signifie que 1'on a l’équivalence suivante :

Ny

TP [ekys ty] = fo] > pee... = Wag
pal =

~~.

On en déduit en particulier qu'il existe certainement K€ Ky, tel

que :

v n » aithadva’, 5 oy ) non tous nuls => f Pe } II age # O
pel #1

En remarquant que 1l'équivalence suivante est toujours vérifiée

quel que soit ©...

, 

: 

;WO, way rw) non tous auls <=> a . 2? 5 cere; x” . ee) non tous nuls

« on peut donc écrire :

y woiente®) | ceded) oc tetWirt, oe, aM) non tous mule => } | Pe a tp IT e* eH ot Ke
p=

pF O.
gat
dh

N " LF - hk> JP.dar fidell . ene, #0
p=1 d= =I

(3)

En itérant ce procédé de seaGnshes tion:
[E(Ky 3 3 T)] est de rang N, alors il existe certainement k, €

on montre firialement que si

e = =£ lon ait:
K, tel que quels que soien

(4) wat, ...,
N

non tous nuls => J 9? . |B TT eap(i - ef a ef) FO
p=1 j=l

Considérons maintenant les matrices [yj] et [e(k0)] définies de la

7 1 7

lw] = ve a J

gtk 5

[> cox]
On vérifie sans difficulté que l'on a..

fagon suivante :

fe(koJ]

[Fk] = [y] + ferkor] » fay?

+ ce qui permet d'écrire :

(@ ete | -( <
d=

[7] + feadety) . |

-( "1)-(@ bate ( : "|
g=1 j= djgal

= , P. C3 fade] = ( % [7] : } ; a? (8 nef). ¢:
p=] 

gr} p=1
janA

S|
ch

“ee
En remarquant que l'on a

rl \ = (@ m°)
/ \ jr }

» on en déduit :

1}
v=1 g=1

yP . (® poten) inversible <=> } i "(8 [ere’ 2) \

inversible
p=
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n 2
sce diagonalMais il est manifeste que (® fone) est une matrice diagonale

Ja1

dont les éléments diagonaux sont de la forme suivante :

1" 13 ;
Tew ti dd dy avee ef = 41

g=1

Il s'en suit que la matrice ...

u n os

y (8 fer’ #1)
p=1 g=1

élé i rme :est elle-méme une matrice diagonale dont les éléments diagonaux sont de la fo:

N n id ofy Pi item dv Al
p=1 gz

Dans ces conditions, si nous posoris ...

Tw = i *(® fea #1)
p= J=1

i insi tions (4)alors, compte tenu des derniers résultats ci-dessus, ainsi que des rela’

y

et (5), on en conclut que =

-1

z + 1 y 5
: Myeeea dD existe6): WO, WY) nom tous nus => Fk © Kye [Hey | 0, ] exis

Ceci étant dit, si on considére la relation (1), on peut toujours

écrire +

t

ee id jut yy zie ")}. [ork]; 4, % Aud) ein (ut )]) + [wrk MD] [iPog ad) = op(&)) = [eos (kw),1 oP + tered) ~ ay(8,) 2 @

pe: KEK AGH

; 2 Ag) ,einttdd)]) «fy, kV]!ta z, i PLAIN eesP. - = feos (ku), sin( kusPoP + (FE tw) = oft) = (®
eK,r=]

| >t+ mye qi My) + [omavec : [YK wees MIT = ML eee 8] + [OM]
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Compte tenu de la relation
> (6) et du fait que sous les hypothéses(T4), les matrices [c(k)] Sont toutes différentes de [0] , on est assuré que ...

VO WD non tous mts > Fie ky: PGI By

s+ d'o l'on déduit, puisque uy est identique Ala mesure de Lebesque sur 2 au coefficie1/(27)" pres :

W's... 0") non tous nule => yo “eG ga) - pft,) #0
p=I

Um Psp.

On en conelut donc que sous les hypothéses (14), 1a fonction Fest 7 interpolable en u- moyenne quadratique.

d) Remarque

On remarque qu'il est nécessaire que l'on ait ...

,
PY Wis) © rm a5 El, me: ay Do modulo 2” sip #qt

a

2°) card (Ky) 2 W

c++ Pour que la matrice [ E(Ky 3 7) ] soit de rang N.

Bien que cette condition ne soit théoriquement pas suffisante, on
+sonstate expérimentalement que si les W points fe) constituant l'ensemble 7 sont tirés

au hasard et si l'on a ..,

ratio, af"

iy

+

2°) Wi, €e+r=2y> ¢ ¢ i si p#q

3°) card (Kj) > W

u

+++ alors la matrice [ E(Ky 3 7) ] est en général inversible.
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oy

Ceci étant dit, comme nous allons le voir au Paragraphe suivant, il 
x 

i, J

Sst possible de déuontrer une condition suffisante peu différente de 1a condition néceseaire 
FFethes #11) 

Crees 5 0]

e. z. . . 
s 

z 
j j

Présentée ci-dessus lorsque les points de T sont situés aux noeuds d'un réseau paralléle t 
[Ey (Ky 5 t2JJ 

(eek 5 7]

aux axes de coordonnées : 

3 [Ee Ke 5 2) = et [KL 3 oy] =

e) Proposition 

Leaky 5 ty] leery 5 45]

. Pour que la matrice [ B(k, 5 7) ] soit de rang W, il suffit que les 
TL est évident que [ Ey(Ky 5 7) } se déduit de [ E(k, 3 7) ] en

ensembles Ket 1 soient tels que l'on ait :

supprimant un certain nombre de colonnes dans cette derniére matrice 3 il s'en suit que

si [ E,(Ky 37) ] est de rang W, alors (BK, 5 7) ] est aussi de rang y :
re mMxrx xm

woz Wego et (Qs rang { (&(Ky 3 T/]} = 9 > rang {[E(Ky 3 T]} = W

Ly pi = (7) ay D'autre part, on peut vérifier, en développant le produit tensoriely= , - ci-dessous, qu'il est toujours possible de numéroter les points dé 7 de telle facon que- 3 

ton ait :137% modulo 27 si p #q ue STEEE

h Ys

(2) + Bak sn) = (® [E(k 5 “|
Ke KEK KE x x Kt 

a1

2°) {0, t, «1, 2} Par exemple, sin = 2, N! = 3 et N? = 2, la relation (2) est compa-avec: Wd = (1, ..., 2) => tible avec la numérotation suivante :
wow

1 1 1 1 L a

t | te | ts ts ts te
2 2 2| 1% uv Te mu TMIl est toujours possible de numéroter les vecteurs de K de telle

agon que l'on ait :

Ceci étant dit, soit j un entier fixé dans [ 2, n 3 par un raison-
. 

Pa a 

, djetkie! 1) = [etkot tht 1 nement analogue celui effectué dans la deuxiéme partie de la.démonstration relative a
° la proposition III-4.3-b, on peut montrer que si X’ =, alors :/ > prop.

Supposons qu'il en soit ainsi, et posons : 

% ; ; frd é id get ( (AK 3m] } = 0 — 2 er: % = vs modulo 27% avec p#q1 ong fi iar ane : jBeir )=f ee ] 
ad

n r :[Ex(kKy sb] = (® fered, ; #n)
d=1
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Compte tenu que par hypothése on a ...

ry wo wf
Vi = (Ihew sn =>

2°) % # a modulo 2% si p#q

suit que chaque mtrice [ Ey(K 3 7) ] est respectivement de rang W :

Wi = (, 0,0) => rang { [E(k 3 PV] =

On en déduit que l'on a, d'aprés la propriété n°8 du produit tenso-

riel et compte tenu de la relation (2) :

nn,

(3): rang { [Ey(Kys T)/]} = Tw =
d=1

En comparant ce dernier résultat avec 1’implication (1), on en conclut

que la matrice [ B(Ky 3 7) ] est de rang W a condition que les ensembles K, et 7 soient

numérotés de la fagon qui a été précisée dans la démonstration ci-dessus. Si nous remar-

quons que changer la numérotation des ensembles Ky et 7 revient 4 permuter des lignes et

des colonnes dans la matrice [ E(Ky 3 7) ] alors on est assuré que sous les conditions

posées dans 1'énoncé, cette matrice est de rang W puisque les permutations de lignes et

de colonnes n'affectent pas le rang d'une matrice.

f) Corollatre

soit W/ 1e nombre de points de 7 qui ont des projections distinctes
sur le J@" axe de coordonnée. Pour que la mtrice { E(Ky3 2) ] soit de rang , il

suffit que les ensembles K et T satisfassent les deux conditions suivantes :

; eet 4
ag € {1,...,n} : 44% modulo 2% si p #q

-WG = (Lyeeesnd

—
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Démons tration

Pour tout entier j fixé dans [ 1, »], soit 7 1'ensemble des
points distincts engendrés par les projections des N points de l'ensemble 7 sur le je”

axe de coordonnée :

¥ ; . . ;
- 

» we1°) Vier = anew: os a

2°) vier = a,er se ged

Soit, d'autre part, @ l'ensemble produit et v l'entier positif

définis de la fagon suivante :

@ = mMxrx.. x .

vo = Mowe i ew

Compte tenu des hypothéses, on vérifie immédiatement a l'aide de la

Proposition précédente que la matrice [ E(Ky 3 7) ] est de rang W puisque cette matrice

se déduit de [ E/Ky3@) ] en supprimant les lignes correspondant aux points de @ qui
n'appartiennent pas a TAQ .

§) Remarque pratique

Introduction

7 nSoit T un ensemble de W points {t,3 ER" tels que ...

tC {]0,a[}"

+++ et soic F une fonction 7- interpolable en \i- moyenne quadratique sur un compact

DER".

Supposons que g soit connue sur 7 et que l'on désire construire une

relation P¥ (to) en tout point to € D4 L'aide de la technique présentée au paragra-
pie I11~4.3.Compte tenu de tout ce que nous venons de voir ci-dessus, on a intérét dans

les applications pratiques 2 définir L'espace mesuré (0,%, u)a l'aide des relations (11)

et & choisir pour solution initiale F* un polynéme trigonométrique satisfaisant les condi-

tions (12) présentées au paragraphe III-4.4-c ; en effet, dans ce cas, les fonctions Ope

et ape sont connues par leur écriture mathématique et, de plus, on dispose d'un certain
nombre de résultats théoriques concernant l'existence de solutions au probléme posé.
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Kl og yi
Si on adopte cette fagon de procéder, il demeure un probléme délicat, \

@ savoir celui du choix de F*. Expérimentalement, on constate que l'on obtient en général

de bons résultats lorsque F* approche F au sens des moindres carrés sur { {o 27] }" , ln < vt
<v

et que F* est calculée a partir des y valeurs P(t ) prises par F sur Ltensemble 7;

malheureusement, le choix de F* est alors trés rigide et il n'est pas possible de "modeler"

& volonté la solution initiale. Nous présentons ci-dessous une technique légérement diffé-

rente qui a l'avantage de fournir une solution initiale dont la forme peut étre facilement

imposée a priori :

+ axt ax” n |
Pet) = J ue J attr, 2) + (a cosin(y', )

> rl=0 =o g=1

ay" av" a,
Warmly weg PY =P nee DFE pees) ‘(1 Rad, ¥)) l

ps0 pl=0 =I

... ot PAK, W) désigne le terme situé sur la x om ligne et la pi €TM colonne dans

ta matrice [ v(t’, W) ] définie ci-dessous :

Construction d'une solution_initiale F* de forme imposée

Supposons que l'on désire que le polynéme trigonométrique F* ait

sur { [ 0, 2%] }" une forme voisine de celle d'une fonction bornée # donnée a priori

sur { [ 0, an} }".

Une fagon de procéder consiste 4 échantillonner ¥ aux noeuds d'un
réseau régulier F couvrant le domaine { [ 0, 2%] }” et & approcher F par F* au sens

des moindres carrés en fonction des valeurs prises par F aux noeuds de ce réseau. Pour

ce faire, on a tout intérét a choisir R de la fagon suivante :

Rix Rex... x RYR= ‘

\

| Jgp: (dv wl, ses Tag }
avec ¢ (ly ee 2) =>

d an
| tsp +22 _

P aw +d
L .

identique a

En effet, dans ce cas, il existe des techniques de détermination
v

directe de F* & partir de F sans avoir 4 inverser le systéme des équations normales |

(cf. Legras, pages 43 et 306). Tous calculs faits, si l'on pose ...

k+1 . ,
cos (a7 +2) sik est impair

k est pair J
eosin (ky 2) = sin (-+2) si ¥

a k#O.

1 si k=0

z

judicieuses on peut toujours construire les matrices [ C¥*(k) ] &

+++ alors on a les formules d'approximation suivantes ...
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sos nm
l'ensemble des coefficients a*(r',..., 9") ;

1/2 1/2 Ve se «1/8

1 cos 114 cos 11 seves cosy

J0 sini gin TT, veeeede Stn 1 Hy

- 2 rm 1 coer ty a
ow +7 .

és J0 sin r of BIN PTD saeeeee sine yy

1 cos Ft) cos u . cos Ko ty

0 sin a sin ud veseee tn Tog

En remarquant que la fonction ¥* ainsi construite est strictement

la fonction F* définie ci-dessous ...

n . .; 5

ea) = > (® [eos (k! 22), sin(k? #1) + [e*rK]
Kek \j=1

KLE KE

avec:

K

le Geo > Ott oY
>

++. on en déduit que l'ensemble des composantes des matrices [ C*(k) ] est identique a

il s'en suit que par des identifications

a partir des coefficients

n
ar) i..., re
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1TI-§ - FILTRAGE STATISTIQUE OPTIMAL , i b) Notion de filtrage statistique optimal

J Soit, d'une part {7 cay une famille finie de » fonctions liné-
TII-5.1 - Nature du probléme_posé | airement indépendantes appartenant au Banach séparable F = Y (7, €), et soit f une fonc-

tion aléatoire du second ordre définie sur (2 x 7) et telle que :

a) Introduction

1% fiw,s) € EF Um Pepe
Rappels

° =Soit 7 une partie duR" et (9,.%, u) un espace probabilisé. Par 2°) HF, t)} = 0 vier

définition, on appelle fonction aléatoire du second ordre, toute application f définie 
Vaiersur [G@.7)x 7 | et a valeurs dans (C, @,) teile que : 3°) Tpplt1s te) est connue me

2

1) wwe => flw,+) = fonetionde t ET 4°) La famille {flo}, e 9 ct un Libre

a) weer > fl,t) © P70, My)
5° j= (hen > 395 palit +t) Fylde) = v,l-\ vd Lyssa) aye gpl et) 75 ¢ae) fia

De plus, pour toute fonction aléatoire du second ordre f, il existe

une fonction Pepltis t2) appelée fonction d'auto-corrélation et telle que ...

Soit, d'autre part g une autre fonction aléatoire du second ordreMppltrste) = Bf f(+yt1).F0oste)} = I Fle, ty). Flu, t2)u(dw) telle que...
Qve. 00 E dési ‘ops " ématique". wo EL n ;

ot & désigne l'opérateur "espérance mathématique' 
Vv => g(w,t) = y aly (t) + Flw,t)

ter d=1

Renarque vee 0d fad am est une famille de m constantes complexes inconnues, et soit A,
2

le sous-ensemble de -/'°(2,.% x) tel que :Si (0,.%, u) est un espace probabilisé et si est un compact de (e% 4)
R", alors toute fonction aléatoire du second ordre f définie sur [(ax)x 7| et

telle que ... 
(19 #8 {i} =a

j jflv) © Ste) w- pap. vee At ’ . 7 .
“e me g ay ale a: Bi =| gluse) eae)

\

mn+ engendre, pour w~presque toutw, une famille de fonctions ffl, appar-
wEQ

tenant AF = ¥(T, €) & laquelle on peut associer un vecteur paramétré

Daas ces conditions, nous appellerons filtrage statistique optimalUp) © 1R(ay.%u) en pooane + 
‘ 4 . ‘la fonction corre g , toute fonction aléatoixre g telle que ...wife) & Wile) => Mtn) = fw. +) U-D. Ds

f f f : a tea

On constate sans difficulté que 1a fonction de covariance de la glut) = hs a? (a) .V (4) Y) ee
famille } flu, +) |, @¢ ainsi définie, est identique 4 1a fonction d'auto-corrélation

de la fonction aléatoire fet l'on a de plus : 
as ” wo Eo

avec: ai(w) = | glu, t). 0? (dt) Vv
? Ja,...5n

veer = sift} = MEU) | ce
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+++ 08 les mesures {7 € E' sont choisies de telle fagon que l'on ait :

ef ie dey = wead EYL ~ al ]2}

c) Remarque : Cas ot 7 est discret

Dans le cas oi 7 est un ensemble discret de W points {ty } apparte-

nant 2 R” , il est facile de vérifier que si nous posons ...

Thy Pag seers Tay

Par Taz + Tow

Bo ae si

Twa Ty2 sreeeee Dyn

+
avee: V} erm Mey = Mppltyst,)

t,
a

+ alors, pour que les conditions suivantes soient’ vérifiées ...

(4°) ta familie Fl} eg est

1s) VieQuyne

u-tibre

a ¥je8 [. Mpplst) Fylde) = v0)

+++ i1 faut et il suffit que la matrice [1] soit inversible.

On en déduit de ceci que si l'on a...

0 stig

3

er => t=
tg

. alors la famille { f(w, -) Vive

s'écrire sous la forme suivante ot 6

jo, |? 8
ae

q est uv libre et les mesures 7/€ £' peuvent

ie représente la mesure de Dirac au point ter:
t

Yi =7%; (at) 84, (a6)

I1I-5.2 - Proposition fondamentale

a) Proposition

Bnoneé

Si l'on désigne par [G]la matrice carrée telle que ...

G1 Ge

Ger Gan seeeeee Gan

avec Gy = Lhe,np (ty 22) Ae) Flats)

Gos Ge tee eee Ga

+++ alors cette matrice est inversible et les coefficients (+) € g "(2,3 Su) au

filtrage statistique optimal g sont donnés par la relation suivante :

aw) [,a% t) » Py (de)

< € m 2 4v
4 Ss

.

°

[oases + Fiat)

De plus, si G* désigne 1e complexe conjugué du nombre situé en
J-éme ligne et k-éme colonne dans la matrice (¢]-?, alors ona:

{ ef g0.e} = E}agl..t)} 5 i

Log fla LT dvrelty = 3 a cette
d wg

_: Premidve partie

Les fonctions aléatoires f et g étant du second ordre et vérifiant

les relations ...

flw.) € EF

Ur pep.

gw,.) € E |
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+ il sten suit que l'on peut leur
Us) et Yo) appartenant a [7

associer respectivement

(2,.% n) et tels que

des vecteurs paramétrés
w (Fey =

. 

>= 

—

M (ee) - a}. {a7 /,) - a’}) = gv
ViUpld © Used => aw) = Flay.) upp. 

: 5 a

f f wi 

ag j, , min. 5
Wer- ap, = vea! 10) - Le

v O46) e€ Uo) => Ut) = gfu,.) Unp.p.

On est alors assuré que l'on a ..,

Vter > MAU} e) =

+++ et que, de plus,

lation Taa(t1, t2) de f par la relation suivante

Veer = Cy Od) le

suivante pour tout w appartenant aQ;

n *

glut) = Lave) + £1w,t)
g=1 gd

=
an.

U (a) ay, + Uw)g 2, d f
Compte tenu des hyp.

alors inmédiatement du théorame de Gau;

sible et que, de plus,

telles que ...

othéses faites

les classes d'équivalences (4% /

Bw)

V wen

atu)

vécifient Les relations suivantes ..,
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Bhs! = 0

l'opérateur de covariance Cuy est 1i€ & la fonction a!

Ceci étant dit, on peut alors affirmer que 1

ss~Markov (cf II-

est le sous-ensemble de 1*(2,.%, ») tel que :

1) MiMi} = @
auto-corré _

2) aWec ¥w) =<, Ulu) Yu en
Topl-at) Kae)

on a 1'équivalence

Remarquons tout d'abord que i'on a les implications suivantes

Veer

7) oy Me) © ay > [ Vee Ye) > We) € ai |

| 2°)
au paragraphe III-5.1 ~b, on déduit

3-5) que la matrice [¢] est inver-

VdtQonne i, a, o) Fila) © 7H Ugly

et sppartenant 4 £*(a,.%/, u)
é é ire partie de la démons-

On en déduit alors, d'aprés les résultats obtenus dans la premiére p.

al . 21tration, que la famille de fonctions ja?) fom appartenant a ¥%TM0,.¥%u) et celle
e1U,(w)> am

: at [ gtwyes 7 \ (dt)al) fl

a" °

[ jee) “7 at) |

vérifie les relations suivantes :
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mies a4

w (rr - ar - aA) = Gi

Myc - a? = ong ty fey - al?Hes {

| etait = a

> | 2) Efe] far-at) =

| 3 : .
| ai jhe _ min wo) - al?(3) EB Sa.) - | =. . EB } |e) |[ il | We A’

g

De 1a relation (3) on déduit que la fonction aléatoire g telle

que...

n : oe
Gu, t) = @ (w).V,(¢) v
° a ' ter

+++ est un filtrage statistique optimal de la fonction aléatoire g , et des relations

(t)et (2) on déduit facilement par des calculs élémentaires que l'on a:

no,

{ BS g,t) = ) = WV$or.e} Efgl..t} 2 av Ct)

, 2 ga v(t)(BEG e - da +7, (2) {= L OV, (6).0 (6)

b) Cas particulier ot T est discret

Supposons que 7 soit constitué de W points {¢;} appartenant a R"

et posons :

au) PVaCt) eeeececeee Ott) [atu tJ]
: Valtal vecediccese Vi lta) g(a, te)

. ; n

Geo} =] EP detme |; . fs Ge) =

an, fe : :
aw) : : gl, ty)

Vile ooh. V Cty)

‘

on peut alors vérifier sans difficulté que l'on a :

aq ats

fa =’ .7"

(Geo) = 7 (A 0? few)

I1I-5.3 - Application au filtrage d'un bruit additif

a) Probléme posé

Trés souvent dans la pratique, on ne connait une fonction continue

Q € © (T, €) qu'a travers une observation faite 4 l'aide d'un instrument de mesure

imparfait qui, 4 chaque expérience w associe une fonction 9, € (1, €) en général

différente de @ . Si nous désignons par Q,, 1'application qui 4 chaque expérience w

faite sur @ associe 1'observation Y, » on a done :

% = Aes

Par définition, nous dirons que @ est le signal et que ...

vierBea = Go) - P(e)

++. est le bruit (additif) affectant ce signal au cours de 1’expérience w .

Nous supposerons donné dans ce qui suit un espace probabilisé

(2,.% 4) 08 @ est I'ensemble des expériences w possibles, et nous supposerons en outre

qu'il existe deux fonctions aléatoires du second ordre f(w, t) et g(u, +) définies sur

[@, 7)x r] et telles que :

weEr gle)

By(t)
v

uter

glu, t)
>

flu, t)

Enfin, nous admettrons que l'on sait a priori que l'on a ...

n

Q(t) = § at r
ist

Ey giyt = r

V8 f Asti) Fleatal] = Pppltste) —————— veter
2
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vee 08 | V(t) | fai est une famille de n fonctions connues, linéairement indépendantes ,
appartenant 2 E> (#, €) ,} a'{ <"" un ensenble de n coefficients inconnus et Typ le
fonction d'auto-corrélation Supposée connue et associée & la fonction aléatoire f(y, t) ,

On se propose de trouver une fonction aléatoire $/w, t) de la
forme ...

wen n .
v —> Flt) = J a (w).¥, (8)
ter t=1

vrs Sachant que les n coefficients 4*(u) sont des variables aléatoires a déterminer en
fonction de Gilt) = glu, t) et Tee de telle facon que l'on ait simultanément :

1°) BE § 90,6) { = prt) vVter

BR) WM F= Uy vam) => BE IC ~ al? | est Yauast petit que
possible”

Si nous arrivons a trouver une telle fonction aléatoire g(u, t)
alors, une expérience w, € { étant fixée, nous dirons que Glu, t) est un filtrage
statistique de @

°

2) Solution du probleme posé

Si’1'on suppose que ...

1°) La famille [fm eo est Libre

2) VIF an) DaWe|E RB ; I, Ppl + ote) Flat) = Ute)

+ alors on est dans les conditions du paragraphe III-5.I-b , et la proposition III-5.2
nous permet d'obtenir (au sens du théorame de Gauss-Markov) une solution J(u, ¢) au

~“Probléme posé, solution qui, rappelons le, est telle que :

Vy Bfgi.t = grey

Veer >

‘es
n x

2) Eflot-st) -om[2?] 2 Fs Gd. V(t) + Vite)
\ 

é& 
d

m1 ji
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III-§.4 - Exemples de bruit

a) Proposition

a

Soit 7 un compact’ de R!, (a,.%u) un espace probabilisé et f

une fonction aléatoire définie sur [(av)x | par la relation suivante of X est
un entier fini positif ou nul :

Pees K

=> flw,t) = 0 {4, (ts). cos(kt) + B, (uw). sin(kt)}iv

1 ls er

= = 9% ~--~--~--——- VkB(|a,|?7} = B{[a|7} = a?

= ee 
es oy

(A,B) = EABy.A,} = 9 ~~ V (kh

‘avec { EAy-A,} = BB,.B} = 0 ---~—-~~—~— — aH keh

= #0 -----—--—--- 5-H vkBA} = B{B,} 0

VicOf 6 tC ee eee Se een —
K

Dans ces conditions, f est telle que ...

Flw,.) € @r, t) Un peDe

vier —- ft) © Fav, )

vter => Ff(.,t)} = 0

t K :

yer > Mppltite) = J of .cos[k(tr- t2]
te
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De plus, si 7 est un ensemble discret de W points appartenant 4

Jo,em[ et sittona...

err 44+ stip xq

VRE © of #0

«+. alors la famille { fw, +) } est yr libre
wEQ

Démonstration : Premiére partie

Par définition de Tppltis t2) , on peut écrire :

Tegltiste) = BSflu,ty).Flw,te)}

= f f # | yp aontke) + B,.sinfkt,)).(4,.cos (ata) + one
r=0

K b .= } | ec aoe) .00 te] + B{ |B, |*}. [ein (key). stn(kt2)]
ko

K

= 2 of .cos[kit, - t2)]
k=0

Comme de plus on a ...

Vter => [ lrc.e i? suldy) =T ot, ti = GH <te
2

K

ff eo
ves il sten suit que f(+, ¢) appartient a "(0,.% yn) quel que soit te 7:

veer = fl.t) © H(a,.%u) .

Enfin, on vérifie immédiatement que l'on a bien :

fo,.) © OT, pps.

veer = Hft.,t}= 0
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Dénonstration : deuxtéme partie

Par un raisonnement analogue & celui de la proposition III-4.3-b,
on peut montrer que sous les hypothéses (T4') ona...

" °

N

1 » coark tp)
ay Vk= (0, 1, 044, NHI) => PFI

Nv

\ et J r+ sinck ty)
pFl

" °

+++ siet seulement si les coefficients (\', ..., ”) sont tous nuls. En d'autres termes,
ceci implique aue la matrice [0] définie ci-dessous est de rang N :

<< rv t*8

cos Ot, COS Oe we..0. COB Oty

sin Ot; sin Ote ws... stn Oty

cos kt, 008 kt «+144 008 kty
[e] = en

sin kt, etn kta sis... Bin kty

cos (W-1)t; 008 (N-1)t2 .. cos (1), |

sin (W-1)t, sin (N-1)t, .. stn (N-1)

2Ceci dit, soit [@] et [r j les matrices telles que :

cos Ot, 008 Ot2 ... cos Oty

sin 0t; 8in Oto ... sin Oty]

: : 

* oO

cos kt, oa ktp ... cos kt, : lo, |?
te)= |" :[F] = jesin bt; tn kta... oth ty la

pi : 7 oO ‘
cos Kt, cos Kt2 ... cos Ktwl oy]?

sin Kt, sin Kt, ... ein Kt, . loyl?
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Compte tenu que sous les hypothéses (T4') les coefficients

{ joz|* YER cont tous différents de zéro, on est assuré que 1a matrice [2] est de

rang (2K + 2) ; d'autre part, puisque sous les hypothéses (T4') on a également K>N-1,

il sten suit que [0] est une sous-matrice de [@] ce qui nous permet d'affirmer que

[@] est de rang W puisque nous savons que [fo] est elle-méme de rang W .

Ceci dit, pour démontrer que sous les conditions (T4') la famille

(Fla) by eg est He libre, il nous suffit de montrer que la matrice [I] définie

ci-dessous est de rang W :

Tha Toy sesso Pua

The

f)o= [:

Tw

Le £ Kx
avec W}t.€ T( => = EZ |o,|? . cos [kre, - #,]

Par des calculs élémentaires, on vérifie facilement que l'on a ...

fr] = (e)’ - 7) - (6)

. d'od l'on déduit que [TJ est effectivement de rang W sous les hypothéses (T4')

et que par conséquent la famille { f(u, *) }, @9 est um libre.

b) Cas des fonctions aléatotres de plusteure variables

La proposition précédente s'étend sans difficulté au cas des

fonctions aléatoires définies sur [@)x 7 | o& 7 est un compact de R” . Par exeu~

ple, si 7 appartient 2R? , si (t', t?) désignent les composantes d'un vecteur ¢ apparte-

nant 47 et si f(w, t) = f(wlt', t*) est telle que ...

166

K
Qweal 2s put) = J C,luyt*).coe(kt') + S, (u,t?). oin(ke?)

ter ko

a

Cy (w #2) = ey |Afqt 000 he") + Bgl nintne?)|
5, V (ky t7)

S,(at?) = dy [As o0 he + BY, (a) ein he?)

avee : E {\4y,|73 = B [Be |*} FO, Sto Vo kyh

BUM Bt} = * 7} ={ap hag? E {BeAr 0 V (ky hy ps q)

x Te = ae =E (ayy An =E (By) = 0 V (kth et p#q)

N.B. les caractéres "*" dans les expressions ¢i dessus

doivent @tre remplagés par les lettres "c" ou "6"

++. alors f vérifie les relations suivantes :

Fw, .) e er, wp.p.

vier > fit) e "(0,4 n)

veer ~> Ef(l.,t)} =0

De plus, dans ces conditions, f posséde une fonction d'auto-corré

lation telle que :

K a

> Mypltistiltb ed) = J J dak, cosferel- eh/].cos[are? - £3)]

vf" er

k=0 h=0wer

III-5.5 - Généralisation des exemples présentés au paragraphe III-5.4

a) Introduction

Comme nous L'avons fait au sujet des fonctions interpolables, nous

nous proposons de généraliser les exemples de bruit présentés au paragraphe III-5.4.

Pour ce faire, nous utiliserons une nouvelle fois la notion de produit tensoriel de deux
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matrices et nous conserverons les conventions d'écriture adoptées au paragraphe III-4.4-b

b) Proposition

Enoncé

Soit 7 un compact de R", (2, %, u) un espace probabilisé et f une

fonction aléatoire définie sur [(2,.%) x 7] par la relation suivante o& chaque matrice
[ Clo, ® J est une matrice ligne aléatoire comportant (2)" éléments :

wER a . 5

v. > two = DD (® feos tite) , wintde)). fotu,ey]*
meen kex

Viek = af [ew, B]} = [0

* >

kek too O] si kehavee : (We > FF [ow b]* + [eww W]) = (o] si ke .
nek O(k) » [I] sik=h

>

VkKEK = oF (k) < + @

Dans ces conditions, fest telle que ...

( fw, +) € Gt, €) pe pepe

vVeet=> ft, 2) © La,Hu)

‘\weer = Ffl., vl= 0

+ et admet pour fonction d'auto-corrélation la fonction suivante :
+

t > n : . .
y | Et > Molt td = om (Ti coed rel = |

>

te kek j=l
Enfin, si T est un ensemble discret de W points appartenant aR” tels que ...

\ mxgx... xo

(vere .

Woz (A, he ty

avee: Wi = (lye nd > We si p#q

jee\ o< i <an
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Annales an a
:

. et si de plus ona ...

K = Kix kK? x... x Kt

W201 0.5 7)

wa 1
avec VG = (Lewyn >

+ >

VkKEK => o%(k) #0

. alors la famille { f(u, *) }, gag est un Libre.
ve

Démonstration

Par définition, on a:

+ + ——

Mepltas te) = EL flu, ti) * fla, t2) }

wu xe [eos ted) , venoe i)
d=KEK hEK

|

[efw, n] }

({® [eos tnfedy , nite) |
#1

Hat
+ EC [e(w, WI] +

Compte tenu des hypothéses, on a donc :

kEK

T pple, by) = Zhe ot(k) (8 [eos ef) , esnodetn)

(8 [eos rh) 5 ein(ith)] ‘\

If Zea (k) (@ feos ied) , sintiledy] + [costeted , vend)
#

( Fy coeted ced - ant
g=1

: = = lve (k)
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‘ i

Sant 
' \On peut donc écrire : 

On peut vérifier en développant les calculs qye la matrice [Tr] tetie que ...

x 
+ 

mp * 
r Me cessesvier = | [ftw, 2]? = wldw) = Teplt, B= DE ot) <4 : " " “

8 kek Tie Tan cesses Te

es , Crl- |, : :Il sten suit que f(+, ¢) appartient a 7 (2, 7, w) quel que soit 
: : :ter: : :

4 
-

veer => fF, 8) © H(a,.%u) 
Paw Teg crceee To

+ 

N=
Snfin, compte tenu des hypoth’ses on vérifie immédiateuent que I'on

a bien : 

t er
- 

. mf - Gg

avec | Vj > ty = Do oMb (a eos [i (ed, - “@)))
fu) © G0) wpe. 

eT kek je1> > 
\

vier = fr, t)) = 0 \

+++ peut s'écrire sous la forme suivante oi {J*] est une matrice diagonale de taille

Ceci étant dit, posons : one it 41) {. \* a wep contenant sur sa diagonale les éléments

| | 
o*(k), chacun d'eux étant répété 2” fois :

cos 0 208 Ot ws... cos 0 ws

cinod wind ius otnod [r] = (@ to" ‘)- (11 -(@ tea )
g=1 J=1

Mais, d'aprés les résultats obtenus au cours de la deuxiéme partie de
[e"] - cos Met cog rd... coe Bi; ' la démonstration relative la proposition III-5.d-a, et compte tenu des hypothéses ...

- od | eae
sin Od sin Peg... ain Ord; |

N

a j o> w-1

: : Gen @ | exw siptg

cos Ky sevens coe Kd, 5 le =wd ,o < San

[sin wd vee ain ed |
Ea

wf ++. on est assuré que :

Wi = (sean) > [ O°] est de rang W
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Tl s'en suit, d'aprés la propriété n°8 du produit tensoriel, que l'on a:

© [ @7]) est de rang Wo = Ww? +... oa"
-

On en conclut que la famille { fw, +) hy eg este libre puisque

l'on peut alors écrire les implications suivantes :

a;

a ck + 1)
>

\vi ek = ok) + of > [J] est de rang
g=1

= [r] est de rang WN

TII-6 ~ APPLICATIONS PRATIQUES

I1I-6.1 - Aspect informatique des méthodes proposées

a) Contraintes technologiques

Les méthodes qui viennent d'étre présentées ne sont pratiquement

exploitables que si l'on utilise um ordinateur. Un ordinateur étant par construction un

automate fini qui, étant donné deux nombres est capable de les comparer, de les addition-

ner, de les soustraire, de les multiplier ou de diviser l'un par l'autre, cela implique

deux choses :

1°) Chaque fois que nous rencontrons une intégrale du type...

f

| ¥(s).m(ds)
z

+++ celle~ci ne sera calculable sur ordinateur que si l'on peut la remplacer par une

somme finie puisque la mémoire de 1'ordinateur est finie. Pour qu'il en soit effective-

ment ainsi, il est nécessaire que £ soit un ensemble discret fini dénombrable dey

points et que la mesure m soit de la forme suivante o& les\ coefficients a, sont des

constantes complexes données et 6, (ds) la mesure de Dirac au points Ex :

m(ds) = & a,: 6, (de)
6 Ez

Si d'aventure = et m ne sont pas a priori de la forme sus-dite,

nous sommes alors en général obligés de choisir un ensemble 5* de y points s* répartis

sur 2 et un ensemble de V constantes complexes ax, de fagon & approcher m par une
+ A

mesure TM" de la forme requise :a

m*(ds) Z oat. 8 (ds)
se s s
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\ 2°) Il existe une erreur d'arrondi due au fait qu'un ordinateur
ne calcule que sur des nombres rationnels possédant un nombre fini de chiffres signifi-
catifs. L'influence de cette erreur sur les méthodes mathématiques utilisées est

difficilement estimable 4 l'heure actuelle et 1a seule technique permettant de juger

raisonnablement de la “qualité informatique" d'une méthode ne peut @tre qu'une technique
expérimentale ; c'est le point de vue que nous adopterons dans ce qui suit.

b) Conséquences pratiques

Du point de vue pratique, puisque l'on ne sait traiter sur ordina-

teur que des problémes en dimension finie, il s'en suit que le compact 7 sera toujours

supposé @tre un ensemble fini dénombrable de W points. Cela implique en particulier que

l'on pourra utiliser la forme discréte des diverses propositions fondamentales présen-
tées respectivement aux paragraphes suivants :

\ IlI-3.1-b ——» pour 1'approximation en - moyenne quadratique

} III-4.1-c ——» pour 1'interpolation en u- moyenne quadratique

III-5.1-c ——» pour le filtrage statistique

Ce faisant, on constate qu'une condition nécessaire et suffisante

pour que l'interpolation en i~ moyenne quadratique ou la méthode de filtrage statistique

soient applicables est que la matrice [Pr] tette que ...

Pir Tha eeeee Pay

(]) = Tar Tag eee. Paw2

Tyr Twa sseee Tyw

. ly = Teplty, ty) pour le filtrage statistique

avec ; Vv EéT _»

of aT. a 2 ' “i"3 fetes ty) pour L'tnterpolation

++ soit inversible. Il s’en suit donc que chaque fois que nous utiliserons une de ces

deux méthodes dans une application pratique, il sera sous~entendu qu'avant toute chose

on a le cas échéant vérifié (numériquement) que le déterminant de la matrice (r] atest

pas égal 4 0 (aux erreurs de chute prés).
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III-6.2 - Premier exemple
tl

a) Présentation

Cet exemple destiné & tester notre méthode d'interpolation en un
moyenne quadratique est extrait d'une application pratique que nous avons été amené 4
traiter. Il s'agit d'estimer sur un segment D = [0,27 ] donne dans R , les variations
d'une fonction réelle P dont on ne connait A priori que les valeurs numériques F(t,) aux© Points d'un ensemble S = fepiom de M = 20 points d'échantillonnage distincts répartissur 2 comme 1'indique la figure I-B.

t

b) Mise en ceure

1°) Dans un premier temps, nous avons construit le polynémetrigonométrique ...

Il 
K=8

* 

7PM) = a8 + J Jat . cosckt) + by + sin(kt)
ke1

+ approchant PF au sens deg moindres carrés sur Det dont on trouvera le gtaphe repré-senté en pointillés sur la figure I~B. On constate expérimentalement que les K=8coefficients (jafj? +| bf |*) sont tous signiticativenent différents de 2éro.

e 2°) Dans un deuxitme temps, nous nous somes domnés 100 points
al + ‘o) répartis sur D et tels que :

a 

a

ma 
VQ = (05 cesses, 99) => tol@) = 4+ a

Ensuite, pour chacun de ces points, nous avons calculé Ll'interpolation en y- moyennequadratique a (t,@) et Lerreur quadratique moyenne associée ¢¢ ( tq) ) en
Prenant chaque fois pour compact 7 , l'ensemble Yo des ¥ = 6 points plus proches
voisins de tq) choisis dans l'ensemble S et en posant :

8 
Q = [-7, + nj

" 
=

P

u(dw) =c

PY vic
u

Ce faisant, nous avons obtenu deux suites de nombres ...

a q=99t } a ( tora) pe

=99
t 

jer (40a) (a: 0
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£ MALACCA aa
POPUL

0 2m

e valeurs F(t) observées aux points d'échantillonnage

4 points d'échantillonnage ty

—— graphe de 1'interpolation Fy

-o--+- graphe de la solution initiale F*

Figure 1

Exemple d'interpolation en - moyenne quadratique d'une foue:

connue par ses valeurs numériques F(t) observées en M = 20 puiui

d"échantillonnage {t,} répartis sur le segment [0,27].

a 
. aKLes valeurs Ai [ to(q)] et €%[ to(q)] en tout point tolq) = 4 49

ont été calculées 4 partir des N = 6 plus proches voisins chsisi.

dans {¢,} et en prenant pour solution initiale F* un polyndae
4

trigonométrique tel que K= 8.
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on

¢ valeurs F(t) observées aux points d'échanti llonnage

4 points d'échantillonnage ty

-—— graphe de 1'interpolation Ft

--- graphe de la solution initiale F*

Figure 2

Exemple d'interpolation en i- moyenne quadratique d'une fonction F

connue pat ses valeurs numériques F(t) observées en M = 20 points

d'échantiilonnage {t.} répartis sur le segment [0,27].

Les valeurs AY [ to(q)] et Et [to(q)] en tout point to(q) = qag

ont &té calculées & partir des = 4 plus proches voisine choisis
dans {t,} et en prenant pour solution initiale F* un polyndme
trigonométrique tel que K = 6.
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++. Teprésentant respectivement les ordonnées de 100 points situés sur le graphe des
fonctions f,* et &f au droit des 100 points d'abscisse ¢ (GV = q+ BE

3°) Dans un dernier temps, et afin de visualiser Beet ef » Nous
avons relié par des arcs de cubique (suivant le technique des fonctions splines) chacune

des deux suites de 100 points définissant respectivement le graphe de By et Gf.

On trowvera le récultat final sur la figure I-Boi le grephe de i" est roprésenté en

trait fort, et sur la figure I~Aod l'on a représenté le graphe de &¥ avec une Schelle

des ordonnées beaucoup plus grande de facon a mieux mettre en évidence les variations

de cette derniére fonction.

ce) Remarque

Afin de se faire une idée de 1'influence des paramBtres X et 7
sur les courbes F¥ et é* , nous présentons sur les figures 2-Aet 2-Bdes résultats
analogues & ceux des figures I-Aet I-B, mais obtenus cette fois avec K>6etw=4.

TII-6.3 - Deuxigme exemple

a) Présentation

Dans ce deuxiéme exemple, nous nous proposons de tester la technique

de filtrage statistique dans le cas oi T = [0.0.6 ] est un segment de R et la fonction

aléatoire g(w, ¢) & filtrer une fonction telle que ...

gw, t) = m(t) + flw, t)

5s oy

fmt) = Jy a.

g=1
| avee :

{ K
Flu, t) = J } Apt) - cos(kt) + B,(w) + sin(kt)

k=0

"+; 08 w est un Evénement élémentaire pris dans un espace probabilisé (1.% wa). En
“Ksupposant que les variables aléatoires f4,4 5 et 3, KK sont deux 4 deux orthogonalesKi k=0

et telles que ...
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EA.) = F{B,t =0

Ay d@ pour éeart type Go, < Fe

By a pour écart type o <a

On sait alors, d'aprés la proposition III-5.4-a que f vérifie les relations suivantes:

fl, +) € @(7, WO pps.

veer > ft) € £X(2,%Hn)

lee T K

ta) =) (0,)?+ cos [k(ty - t2)]ker > Npltas ta) =D (Oy C

b) Construction d'un exemple munérique

Chotz de K et des coefficie: SO,

Trés souvent dans les applications pratiques, la fonction d'auto-

sorrélation I, est obtenue expérimentalement et a une allure Gaussienne :

: * |e: - t2[?
t ~ Tpte ————Tppltis t2) oN Ty + exp we

avee Tp > 0

Le& coefficients [, et S étant donnés, on peut toujours (pour peu

isi ici 4 it:que K soit suffisamment grand) choisir les coefficients oy de fagon que l'on ai

ler - t2]? |K
e 2. = ~ 2 _fpltis t2) = 2 (o,)* + cos [ k(t, - t2)} % Tot exp 7 (

Pour cela, si T appartient au segment ]0, 7], nous préconisons

2YAnterpoler 1a fonction 1, + exp {-@/ (2s) }

2 fo, )*

fe° i tels que ...je (xX + 1) points 9, répartis sur ]0, 7] et

par le polyndme trigonométrique

cos kQ@ . Par exemple, si on prend pour support d‘interpolation une suice

(h+ ya
Waa (0,1,.-.K) = 8% = BEET

ici i érifier par des calculs. on obtient les coefficients (64)? suivants dont on peut vér: PB.

slémentaires qu'ils sont bien positifs :
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r K 3
(0)? = oh exp} - i° pee i’ ag?

, 2.1 K 0%(oJ? = a neo exp } - a * cos (k+O,) Wa # 0

En opérant de cette facon avec K = 99 aya= 0.0625 et ¢ = 0.025nous avons obtenu la fonction ['/(@) telle que ...

Pppltrs ta) = ty = t2)

+++ et dont on trouvera le graphe représenté sur la figure 3.

Chote de m(t) et diserétisation de T

Afin de pouvoir traiter un exemple numérique sur ordinateur, nous
avons choisi une fonction m(t) dont les coefficients a sont les suivants :

Ceci dit, compte tenu des contraintes technologiques évoquées au
paragraphe III-6.1 , nous avons été obligés de remplacer 7 par ume suite finie 7* de
4 points distincts répartis sur T de fagon que lés inté,grales suivantes se réduisent a
des sommes finies :

I, I, Myplt1, t2) Fylde)

fn pps 2) > Hylae)

F;(at) see WG HD

[patos BO) FEA) i iiiicrccsssesecennes

Nous supposerons donc 4 partir de maintenant que y = 20 et que 7
est remplacé dans les calculs numériques par une suite finie T* telle que :

r* . (0.6) » = baad
tl

Ce faisant, on ne

dans Jo, 2a[ et que x 49, alors compte tenu de la proposition III-5.4-a et des
résultats exposés aux paragraphes III-5.J-b et ILI~5.1

manquera pas de remarquer que puisque 7* est inclus

~c , on est assuré de l'existance
de solutions & notre problame.
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ec) Résultats obtenus

Construction numérique dea réalisations de glu, t)

t=30Nous avons construit numériquement 30 trajectoires -L gles) DP

extraites

en associant & chaque u, des réalisations | A,(u,) | #5? et faytw,) | 9
de tables de "nombres au hasard" suivant des lois normales de moyenne nulle et d'écarts
type og, - A titre d'exemple, on trouvera sur la figure 4 un certain nombre de ces trajec~

K 

Jj

toires dessinées en trait fin, ainsi que la valeur moyenne m(t) dessinée en trait fort.

Filtrage statistique des trajectotres

Nous avons appliqué 4 chacune des 30 trajectoires } gw, Yt
ainsi construites la technique de filtrage présentée au paragraphe III-5. Ce “raisant,
a chaque expérience W;, Nous avons obtenu une réalisation [atw, J] de 1a variablealéatoire matricielle thw] telle que ...

aly)

[aw] = | aw)

a (u)

+++ ce qui nous a permis de construire les trajectoires correspondantes de la fonction
aléatoire filtrée g/w, +) :

3. .
* 

a 
i-1Vee tT > Gut) = J aw. ¢
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On pourra se faire une idée concrate de l'efficacité du filtrage
ainsi réalisé en observant la figure 5 of sont dessinées les trajectoires correspondant

au filtrage des quelques réalisations gly, -J représentées sur la figure 4 .

Notons enfin que la méthode de filtrage présentée nous permet de

préciser 2 priori la position relative des diverses fonctions ‘7
t

en effet, on sait que l'on a...

3
Veer > Ff ig, t)-mej?} = Ff

+++ oi les éléments G’! sont les composantes de la matrice {¢]> obtenue comme résultat
intermédiaire au cours des calculs et telle que :

(ie? = oe (a - a). @er- ay)
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A ce sujet, on ne manquera pes de comparer la figure 5 avec la figure

figure 6 sur laquelle on a dessiné en pointillé le graphe des fonctions Sy(t) et So(t)

telles que :

1 if~a0a
A

; rr
Sift) = mt) - 2+ shy by

Veer = 
5-1

f ; gtd 7 ad 1, ro
S2(t) = mith + a+ by ib,

Contréle statistique de La méthode

in faisant la moyenne des matrices [2(w,)] obtenues au cours

des 30 tirages successifs, on trouve ...

2 (u,) 0.9904 1. attv

1 ? Sa.) F 2=. a*(a,) | = |- 7.8866} ~ |-@. | = | a’30° ty se

a (w,) 18.7564 16. a

+++ Ce qui est trés proche des véritables valeurs des coefficients a ainsi que cela

était prévu par la théorie. De méme, en calculant sur les mémes réalisations la

natrice [@ ]” des covariances "statistiques" relatives aux coefficients (uw) , on
s'apergoit que celle-ci est elle-méme peu différente de 1a matrice [G]? des covariances

“vraies" fournies par la théorie :

‘ 0.0083 - 0.0567 0.0845

(y= = |- 0.0667 0.5826 ~ 1.0295

0.0845 1.0295 1.9604

0.0085 ~ 0.0553 0.0797

fel? = |- 0.0853 0.5492 = - 0.9423

0.0797 - 0.9423 1.7499
L
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4- T(O)

2

(0.2574.

PTT TT TT TT TT

99

Tf) = Jf |o,|? + eos(ko)
wo

0.0 
4

9

Cee

0.0 0.6

Figure 3

Graphe de la fonction I'(@) définie au paragraphe III-6.3-b

4

De OTT ee eee de

\___—_ praphe d'une trajectoire Hwy, ‘}

= » graphe de la moyenne m(+)

“OG Lee pt pep epee

0.0 
0.6

Figure 4

Hap resenfation graphique de quelques trajectoires de la fonction

aléatoire g(w, t) = m(t) + f(w, t) définie aux paragraphes III-6.3-a et

III-6.3-b . Rappelons que la fonction aléatoire ffuw, t) est de moyenne

nulle et admet une fonction d'auto~corrélation I, se déduisant de la

fonction ['(0) représentée sur la figure 3 par la relation T ppltis t2) =

T(t, - te).
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1.6 TCC nwee es: eee) eee oP) et a Wee Pt ee oe tk Dot PoP PP Pe ey

| g(d,, ‘)

W065 pb kl >

0.0 0.6

Figure 5

* . “a _ : * .
Graphe des trajectoires G(s ‘) obtenues aprés filtrage statistique

des trajectoires g(u,, +) représentées sur la figure 4.

*

1306. Seco ann ee ere hee bee 2 tte oe eee ee Oe

-0.6 Pee eee te eh hh >

0.0 0.6

Figure 6

Sur cette figure on a représenté en pointillés de part et d'autre du

graphe de m(t) , les courbes représentatives des fonctions S(t) =

m(t) - 2-a(t) et S2(t) = m(t) + 20/t) of oft) est une fonction telle

que fore) 2 oe |G lw, t) - m(t) |}, En comparant les figures 5 et 6
“ .

on voit que pratiquement toutes les fonctions g (ws, +) dessinées sont

telles que pour tout ¢ @& [0, 0.8] on ait : S(t) < g(w,, ¢) < S2ft) .
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III-6.4 - Troisiame exemple

a) Présentation

Afin d'illustrer les Possibilités de l'interpolation en u- moyennequadratique appliquée a 1a cartographie automatique numérique, nous nous proposons d'uti-liser cette méthode pour cartographier un morceau de la topographie de la banlieue de
Nancy, et ceci & partir d'une information volontairement trés limitée. La zone qui a étéchoisie est située au Nord-Est de la ville, au lieu-dit "Butte Sainte~Geneviave" et
correspond 4 un domaine carré @ tel que ...

Visualisation de F dans le domaine D

On trouvera sur la figure 7 un extrait de la carte au 1/25 000

fournie par l'Institut Géographique National (I.G.N.) et correspondant au domaine D

étudié, ainsi que 1'échantillonnage de celle-ci aux noeuds du réseau R.

| 
Probleme posé

Posons :

ensemble des ¥ = 20 noeuds du réseau R

marqués d'un gros point noir sur la figure 7|
2

Q = {{ -n, +1] }885 S$ = ¢ 887Vv eD «» 
Fs B

y 
19 $ y ¢ 181 

a

1+++ 0 wet y désignent les coordonnées géographiques Laubert du point of l'on se trouve. 
(am)

En fait, pour des raisons pratiques qui apparaitront plus loin, nous effectuerons tout desuite le changement de variable suivant appliquant @ dans le carré p= { (7/2, 37/2] \ x
eon

tlo= me + 1/2
By - 2

yr
@ = me + 1/2

¥2- Yr

mr = 885 3 aw = 897
avec :

w= 119 syn = tat

On a donc en définitive :

x 

t 
TM/2 < th < 3my/2Vv € Ff ~~. Ep =

y 
M2 < t? ¢ s/2

he domaine D ainsi défini a été couvert par un ensemble R de pointssitués aux intersections d'un réseau régulier engendré par 20 droites équidistantes
paralléles a l'axe des t! et 20 droites équidistantes paralléles & l'axe des ¢?
aux noeuds (t, #2) de ce réseau,

3 de plus,
on a relevé sur la carte au 1/25.000 L!altitude du

sol z= F(t!, +2),
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En posant par hypothése que F est 7- interpolable en \~ moyenne

quadratique en tout point (t3, t2) € R, nous nous proposons de calculer les interpola-

ji ym Es 7%tions */t}, 2) en ces mémes points, et ceci compte tenu d'une solution initiale F0 “Oo
z i 1 2 rchoisie de fagon 4 étre elle aussi T- interpolable en tout point (to, to) E R

aleb) Construction d'une solution i:

Pour construire la solution initiale F*, nous avons procédé en

deux temps :

“2 < :1°) Tout d'abord, nous avons couvert le domaine { (0, 27] \ per un réseau régulier #

tel que :

v
[ 3 = R x R? nus » j

RS eh Gs "ow

J
avec: Wi = (1,2 @ ) %
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Ensuite, en supposant connues les valeurs nuneetguels P(E ) prises par F sur a5 nous

avons calculé aux noeuds de ce réseau les valeurs Flt ) prises par la fonction P inter-
polant F au sens des filtres autor@gressifs (cf. 0-2.2) sachant que , pour ce faire, on

a posé a priori :

-

i +*

= —~—* F(t)Me 20 7X, %
P

2 1 - 2* Ss ary ~ o*lor a de | PTE) - OF |
ter
P

op = 7/2

¢ _ 2 2 rs tdTipp ltrs ta) = | oF | + exp } - a lt: - t2

a3 : 2 uy > \2°) Dans un deuxiéme temps, en fonction des (2y + 1)” = 285 valeurs F(t) prises par F

sur # nous avons, suivant la technique présentée au paragraphe III-4.4.~f£, construit une

fonction F* du type suivant ...

zi KR 2 _ a tFY), t?) = F y (9 [eos (k’ #7) , cena) ) + [orrkt, x22]
kizo tsa ( Ng=2

(1,2) =— gp = 5avec Wi

%

+ approchant F au sens des moindres carrés.

En opérant de la sorte, on constate expérimentalement que les matrices f C*(k), k?)} ]

sont toutes différentes de [0] et que P* est effectivement T- interpolable en y- moyenne

quadratique.

e) Visualtsation des résultats obtenus

S'il est facile de représenter une fonction d'une seule variable

en tragant son graphe, il est par contre beaucoup plus délicat de visualiser les varia-

tions d'une fonction de deux variables. Pour cette raison, nous avons été amenés 4 élabo-
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rer des méthodes de dessin automatique sur traceur de courbes qui, 4 partir d'un ensemble

de valeurs numériques prises par une fonction continue aux noeuds d'un réseau régulier,

fournissent des représentations graphiques de cette fonction.

Ces méthodes, dont le détail technique est exposé par ailleurs

(cf. J.L. Mallet), se traduisent matériellement par la série de sous~programmes Fortran

suivants :

ZONE : sous~programme exécutant des cartes en zones hachurées
(cf. par exemple fig. 15)

ISOVAL : sous-programme exécutant des cartes en courbes isovaleurs
(cf. par exemple fig. 10)

ISQBL@ =: sous-programme exécutant des blocs diagrammes isométriques
(cf. par exemple fig. 11)

Toutes les représentations graphiques qui seront présentées dans ce

qui suit ont été obtenues 4 L'aide de ces sous-programmes.

Résultats obtenus

Compte tenu des W = 20 valeurs numériques Flt, ) prises par F sur f
et compte tenu de la solution igPerate, F* construite au paragcaphe art, 4-b, nous avons
pu calculer les valeurs F*(E9) et e*(tp) en chacun des 400 noeuds to du réseau F. On
trouvera dans les figures suivantes ces valeurs numériques ainsi que leurs visualisations

graphiques réalisées 4 l'aide des sous-programmes ZONE, ISPVAL et ISPBL@ cités ci-dessus :

Fonction N° de Figures

PF 7,9, 10, 11

P* 8

F* 9, 10, 11

| Pe - F* | 12

[FF - FF | 13, 14, 15

é* 13, 14
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De plus, on trouvera sur la figure 16 le nuage des points de
>

a+ a +

coordonnées E*/to) et | F(to) - P*(to) | obtenus lorsque to décrit le réseau R. Ainsi
qu'on pouvait l'espérer "a priori", 1! allongement de ce nuage suggére l'existence d'une
liaison stochastique entre S* (ty) et | F(ty) = P*(t5) | lorsque to est tiré au hasard
dans le réseau R. On peut également considérer ce nuage dé points sous un autre aspect
et construire l'histogramme des fréquences cumulées P(t | T, F*) observées lorsque to
parcourt 7 et teiles que :

+ na > im ierBry | ty ey & P,{ [P(t) - Fe(t)| ¢ ot: E(t) }

L'histogramme ainsi défini est représenté sur la figure 17 et montre
en particulier que l'on a...

P(2 |, F*) = 0,50

P(¢d | T, P*) = 0,89

2

+ cé qui signifie que Coneipe to Sat ne au hasard dans R, il y a respectivement 50. 
Mya ae aya ayo age aps ayo ome aye pe ape aye agt aya age age ag? ap apschances sur 100 pour que | F/to) - F*(t,)

A >

| soit inférieur 3 2 - E*(to) et 82 chances sur
SuUPLTry PEP, es Epp ppp PP pee

é ? ji é é aa7 ii 7100 pour que | F(to) = P*(to) | soit inférieur 3 4s €*(t9) 3; a ce sujet, on pourra, en ag 7 ag aps ap ya aye aps ae age age pT ago ape aya ae i .
se reportant sur la figure 15, se faire une idée de la répartition géographique des points oe ee ee ee

1 2 jz SG 987 «953 3YS 28 2 18 Se 9K 310 Spe 1 mI 2 7du domaine D of ces inégalités sont vérifiées. : : i ; i" : ; hs M ‘ & " i z i" ej _

Py oeG ee vga He pe ae ee epg eg a Br el

eR ype ep gp op pe ee me ge op ge a

PEP RTE LT SPT SEP Te Ee Ey

SO mee ape pera ag PSP Sy OE Oe oe op ae| TPR PL PP EP EY LP EP EE yy
ee ee

PP RP Pp pe ee ep ep yp a ge gs

PRES ET Ty ey ye gp pg
apr age aga ag? agT aye aye aps gs zie as ad ays 20

e age aga ays ayo ar ay age ays = a age aye aye a7 age ays 20

aye ays ay ays 2g age = ayo aye ays ae ap as me ay a as a
-

ay as age aye ays dhe Cn ee a ay ap 4 aye a lz a2 aya apa 298

age ayo aye agree aye ze ayy aye I 4? 22 2j0 29 290 any ag? ant

ep ye x ays as ajo 20 age age ays age am age ay age a7 yr ay gr

s

+8
mi @

+3 +E
s

+S
2

+3

Figure 7

Carte I1.G.N. de la butte Sainte Geneviéve (feuille Nancy 1~2) dans le domaine d'étude

D et ensemble des cotes topographiques FE) observées dans ce domaine aux noeuds t, du

réseau & . Les points noirs représentent les points de l'ensemble 7 utilisé pour cons-

a, ‘ ; rf ig
Crulre une interpolation en w-moyenne quadratique F*,
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Valeurs numériques

. “a

de la fonction F*aux

noeuds du réseau Ff

Carte en courbes isovaleurs du polyaGwe iLigouowéirique F* utilisé comme soluiiou

initiale. Seules les parties du dessin correspondant au domaine d'étude Dont été

Figure 9représentées en trait fort, les autres parties étant dessinées en pointillés.
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Cartographie de la

fonction F dans le

domaine d'étude D

Cartographie de la

fonction P¥dans le

domaine d'étude D

Figure 10

Cartographie en courbes isovaleurs des fonctions F et #* dans le domaine D.

Les dessins ont été exécutés 4 l'aide du sous~programme IS@VAL compte tenu

des valeurs numériques de ces fonctions aux noeuds du réseau A.

Blocs diagrammes des fonctions F et P* construits dans le domaine D

& l'aide du sous-programme ISPBLM & partir des valeurs numériques

prises par ces fonctions aux noeuds du réseau #.
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Fiotre id 

Visualisation graphique des variations relatives des

Faguie, -1. 
rm Rn' 

fonctions | F ~ F* | et €* . Le dessin a été réalisé

Blocs diagrammes des fonctions | F - Fe | et 26 e* construits dans le domaine D 4 l'aide du sous-programme ZONE a
\ 

7 Bi ‘
dans le domaine D 4 l'aide du sous-programme ISPBLY & partir des 

partir des valeurs numériques prises par ces fonc-

valeurs numériques prises par ces fonctions aux noeuds du réseau R. tions aux noeuds du réseau RP.
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|F(to) - F¥(t,)|

Figure 16

O-NwWE OH ~s wwPe an ol tT te

eS

ert, 2

T

to.

Histogramme des fréquences cumulées P(t | 7, F*) observées

lorsque ty parcourt les noeuds du réseau PR. et telles que:
> ALT a +P(t | 1, F*) = Pyl |FlEq) - B*Ey)| ¢ ts E*(to) }

‘

Les points de ce graphique correspondent aux couples de valeurs ee, dss [ee,)-P)obtenues lorsque t. parcours les noeuds du réseau. L! allongement du nuage ainsi réalisésuggére a eer anad d'une liaison stochastique entre af, ) et |e.) 5 F*E)| lors-que zt, est tiré au hasard dans D,
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