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PREMIERE PARTIE

INTRODUCTION




Z) PRESENTATION DU PROBLEME

INTRODUCTION

TYPE DE LOI ETUDIEE

Domaine d'é&tude

= n - -~ ~ < =
Considérons l'espace R repéré par rapport 4 un systdme orthonormd de

n ny . .
250anﬁx } de vecteurs unitaives covariantcs

- N : 1
coordonnées rectilignes {z’,x
> e - s - o s - - : -
{ul,u ,.e.,un}. Soit dans cet espace, un domaine fermé §) de frongilra 2
2
(cfs fige 1) dans lequel va porter notre £tude ; nous suppos2roas

repéré par rapport 3 un svetdme intrinsdque de coordonnées curvili

-

{,,1 2 n . R NS §
{y',y°5ee.,y } de vecteurs de base covariants {elée seees® bs
2 ol

fx Figure 1

et . P ) . = - - i
Description intrinséqus du domaine T dans le repere{g.,g }
i

i

Dans ce qui suit, nous utilisevons les variables 2~ assocides zux

-5
vecteurs de base covariants G. lorsque nous ne voudrons pas pré:




e < - i . - 1
si 1'on se référe au repdre {u.,x g ] :
i1 i rep {u;,27} ou au repére {el, ¢

QY
i

(1)

™,
Oy &Y
e

e

e

si 2=y

Cette convention nous permettra d'écrire en toute géndralité des
relations valables aussi bien dans 1'un ou dans 1'autre repdre.
e s = >i
On définit &galement les vecteurs de base contravariants a par

la relation classique :
(2) 8] = .0

= ) S
Nous désignerons par G(z) le tenseur métrique fondamental au point 2

R . ij
dont les composantes covariantes Yij et contravariantes ¥y J sont telles

que :
—
o . i i
Q.. s1 z =X
> > 1]
Yij e ai.aj = . .
9y 5 si 3" =y
(3)
13 . i i
g si 2 =
YlJ 2 A R
Lj g i i
g si 25 =y

Suivant 1'habitude, nous ddsignerons par Y le déterminant de la matrice

des Yij :

It
14

1 si

™
]
8

(4) Y = det {Yij} =

1t
e

(g si 2

I1 s'en suit que si nous adoptons la rigle de sommation d’Einstein, tout

-
vecteur W du domaine { pourra s’fcrire sous la forme...




sse OU W et Wi sont respectivement les composantes contravariantes

g
et covariantes de ¥ dans le repdre {aigzl}o

Dérivée covariante

Suivant la convention habituelle, nous noterons ...
(6) 3,f = 9f/3z"

sso la dérivée de la fonction f(;) par rapport & 2z,

Type de loi étudide : forme tensorielle dans le repére {Eiviit

Soitip(z,t) une fonction scalaire définie dans et dépendant du vecteur

-
d'espace z et du param@tre temps .

On rencontre souvent en physique mathématique des champs de vecteurs

? = Ei.Vi du type o0

) = - oMoy

s0o €t oObélissant 3 l'équation de continuité, appelée équation de la diffu-
sion :

Al

(8) div (V) = - Acsi + B

On donne généralement le nom de 1loi de diffusiom 3 1'équation (7).

Dans 1'&quation (8), A(Z) est une capacité scalaire souvent appelée
"coefficient d'emmagasinement” et B(Z) un débit source par unité de
surface alimentant le domaine § (au sens algébrique du terme) au point
z considéré,

.
e T B awmi o S 1 T T YR SRR -
Lans 1 equacioun (/) ies yuansiilcs o SULIL 1GD LUMPUD Gl ks wa ey

riantes d'un tenseur G(;) symétrique du second ordre (<&=> CiJ = le)

°

que nous supposerons défini positif, c'est-d-dire tel que :

(9 v (7 #8) <> (cHonw > 0}




Si de plus 11 existe un scalaire ¢ = C(E) tel que 1'en puisse écrire la

relation suivante en tout point de Q ...

(10) ctd o ¢y

+eo alors nous dirons que "C(z) est un tenseur isotrope”,

Type de loi &tudiée : forme pseudo-matricielle dans le repére {ai,zi}

Considérons les tableaux[V], [C], et [gradf] définis comme suit :

[ 1] E ‘\p'

v = 1. ; [grady] =

e o of

| L n ]
(11) “Cll 012 o 0 5000 clnq
c:l e ..., c?®
[c] = 1. . R
¢ e R

Il convient de remarquer que seul le tableau [V] est une vraie matrice
car lors d'un changement de repére ses composantes se transforment sui-
vant les régles relatives aux matrices, ce qui ;'est pas le cas pour
[grad@] et [C] ; pour cette raisom, nous dirons que les tableaux

[grady] et [C] sont des pseudo-matrices,

En fait, en dehors de tout changement de coordonnées, nous pouvons
convenir de considérer ces pseudo-matrices comme des matrices de facon
& pouvoir profiter des régles de calcul matriciel, ce qui nous permet

d'écrire :

(12) (V] =~ [c] . [erady)]




w

Cette écriture matricielle nous sera utile par la suite lors des
applications pratiques, en particulier dans 1'étude numérique du

P

probléme direct ou nous aurons a4 expliciter l'expression cij,a{p.a

3

qui peut s'écrire sous la forme :
(13) ct 3900 = [grady] %.[c].[grady]

Remarquons que la forme quadratique (13) est un vrai scalaire, bien

que [grad@] gt [C] ne soient pas de vraies matrices,

EXEMPLES DE 1OIS DE TA DIFFUSION EN PHYSIQUE
Thermique

On sait que 1'@coulement de lz chaleur dans les milieux conducteurs est
réai par une 8quation du méme tvpe que 1'2quation (7) et que 1'om a ...
| (€
| @

szm

-
.0e OU le vecteur densité de courant D est un vecteur orient? dans le

.
D) = densité de courant

¥
1l

conductivité thermique du milieu

température

sens de 1'8coulement de la chalesur et dont le module est &gal au flux
>
de chaleur traversant une unitZ de surface nomale 3 la direction D

pendant une unité de temms,

Electricité

En électricitd, la loi d'Ohm cénéralisfe est du meme type que l'équation

(7) o3 1l'on a vosé

a0

~
> >

| (V = v:’\ = wrartour Adoanceditd Ao Annrant
(¢ = 0) = conductivité électrique du milieu
P = V) = potentiel &lectrique




B

Hydrodynamique des milieux poreux

L'expérience montre que le mouvement des fluides dans les milieux
poreux (ouverts) est régi par la loi de Darcy généralisée, qui est

justement du type de 1l'équation (7) ol 1'on a posé :

(?) = vitesse de filtration de Darcy
(¢ = T) = perméabilité du milieu
(¢ = H) = potentiel hvdrodynamique

En fait, on constate que cette loi n'est valable que si le nombre

de Reynclds oo

o Vﬂd
Re = T;n;

sse st compris entre 1 et 10 avec :

-

module du vecteur 7V

<
]

diam3tre moyen des pores

viscositl du fluide

]

© B &
il

mass2 spécifique du fluide

APPLICATIORS AUX SCIENCES DE LA TLRRE

Introduction

Bien que cela n'apparaisse pas dans la suite dell'exposéD ce travail
a été réalisé en vue de ses applications aux sciences de la terre,

En effet, plusieurs probldmes géclogiques, et non des moindres sur le
plan économique, sont régis par des lois du type &tudi& et ont fait

1'objet de nombrauses &tudes de la part des physiciens.

En fait, il nous est apparu nécessaire de faire un exposé & la fois

plus géndral et nlus précis des techniques numériques mises en oeuvre
pour résoudre ces problEmes ; plus général car les démonstrations ne font
vlus appel 3 des notions physiques plus ou moins intuitives, et plus
précis car l'existence des solutions numériques y est démontrée de

facon rigoureuse,




-

Application 3 la géophysique

La prospection &lectrique utilisée en géophysique consiste 3 injecter

du courant dans les terrains afin de pouvoir en &tudier les conductivités
en effet, on a de bonnes raisons de penser que deux terrains différents
ont en général des conductivités différentes, d'ol une technique possible

pour identifier les structures géologiques.

Le probléme posé est alors en général bidimensionnel dans un plan horizou=
3 ~ >
tal, et consiste 3 trouver la carte des conductivitds o (z) connaissant la

carte des potentiels V(z,t).

-~

Application 3 1'hydrodynamique souterraine

C'est sans aucun doute ce domaine d'application qui est actuellement le
plus intéressant sur le plan €conomique. En effet, on pense immEdiatement
3 1'exploitation de pétrole, de gaz ou de nappes d'eau dans le sous-sol,
mais il ne faut pas oublier l'application inverse qui consiste 3 injecter
des hydrocarbures ou des eaux usées dans des structures géologiques
appropriées, dans le but de les stocker ou de s'en débarrasser sans nuire

-

i l'environnement,

Le probléme posé ici est en général double ; il s'agit d'abord de trouver
la répartition de ¢(§) dans le domaine €tudié, connaissant une répartition
particuliére Q(Z,to) a3 une date ty, puis ensuite connaissant (If(E)B étudier
1'évolution de @(E,t) lorsque 1'on fait varier B(z) dans Q ou @(zgt) suy

la limite I du domaine,

Application 3 1'étude du "gradient géothermique®

Il n'est pas nécessaire d'@tre géologue pour savoir que la température
augmente lorsque l'on s'enfonce dans le sol ; ceci correspond 3 unm
gradient de température appelé gradient géothermique dont la valeux wvarie
suivant 1l'endroit ot 1'on se place, Les flux de chaleur qui en résultent
obéissent a 1a 1ol Siudiée, leur €gude e5C lMPOrLvaule, sussi vicn
sur le plan théorique, que sur le plan pratique. Sur le plan théorique,
il peut €tre intéressant pour le géologue de pouvoilr construire un

modéle mathématique permettant 1'@tude de la répartition des températures
ou des flux thermiques au cours d'un métamorphisme par exemple ; d'un

point de vue plus pratique, on ne peut pas vester Indifférent 3 cette

?




source d'énergie que peut représenter le "gradient géothermique” et dans
cette optique, 1l n'est pas inintéressant de posséder un outil permeitant

de 1'étudier en laboratoire de fagon suffisamment précise,

Application 3 la géochimie

Nous terminerons en signalant que les transfers de matiére par diffusion
dans les milieux dilués sont régipar la loi de Fick qui est du méme type

que 1'équation (7) ol 1'on 2 posé :

(% = I) = intensité de diffusion
(¢ = D) = diffusivité de la substance dans le fluide
Y = C) = concentration '

Cette remarque peut €tre intéressante en ce qui concerne 1'étude de la

métasomatose par diffusion,

" PROBLEMES POSES

Introduction

Nous nous limiteroms 3& 1'étude du cas ot G(E) et Q(zgt) ont wae digtri=
bution bidimensionnelle, ce qui n‘est pas trés g€nant car um grand nombre
de problémes pratiques correspondent en général 2 ce cas,
Les problémes posés sont de deux ordres
a) Le premier consiste 3 &tudier dans un domaine §! la répartition du
potentiel @(Zot) connaissant la vépartition de. la conductivizéd
¢(z) ; c'est ce que 1'on appelle le "probléme direct”,

-

b) Le second, le "probléme inverse", consiste 3 &tudier 1a répavtition
-
de la conductivité £(2) connaissant la répartition du potentiel

9 (2,t),

Résolution numérique du probléme direct

Le probléme direct a déjZ &té résolu depuis de nombreuses années par la

méthode des "différences finies", Depuis quelque temps, on commence 3




utiliser une nouvelle technique dite des "éléments finis" qui, sur le
plan théorique, paralt tré&s satisfaisante ; c'est cette dernidre mathode
que nous présenterons en essayant de justifier les calculs sur le plan

numérique, ce qui n'a pas toujours éié fait.

Résolution numérique du probléme inverse

Jusqu'3 ces derniers temps, on avait recours 3 des modéles analogiques

du type "cuve rhéoélectrique” pour trouver, par une technique de
tdtonnement, une solution approchée & ce probléme, Actuellement, le pro-
bléme inverse fait 1'objet de nombreuses recherches sur le plan numérique
dans plusieurs laboratoires ; nous proposons ici une famille de mi3thodes

qui semblent donner des résultats numériques satisfaisants,

-

La technique présent@e ici consiste 3 intégrer les conductivités le long
des lignes de courant (tangentes a ?) d partir de points ol 1°on connaft
0(;). Pour ce type de probldme, nous nous limiterons au cas ol le tenseur
m(Z) est isotrope et se réduit donc au produit d'ume conductivité scalaire
C(Z) par le tenseur métrique fondamental contravariant {Yij} relatif au

systéme de coordonnées utilisées :

[_Cij = Coyij
L

EQUATION DE CONTINUITE

Introduction

Toutes les méthodes de résolution du probl&me direct et du probldme
inverse reposent sur 1'intégration de l'Bquation de continuité (8).
Pour cette raison, il est peut~&8tre intéressant de voir quelle ezt la

@

forme développée de cette équation ainsi que sa signification physigue :

2 4 2 s ¥ i
Forme développée de div (V) dans le repére {aiﬂé_l

i
Lorsque 1'on se repdre par rtapport 2 un systdme de coordonnées z~ de
> .
vecteurs de base covariants & ,, on appelle;, par définition, divergence

-+ i g
du vecteur V = Ei,vlo le scalaire définit par ...

(14) div (V) =V v*
eoo OU Vi désigne le symboie "d8rlvée covariante absolue’” par vapport &
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i -
la variable 2”7, On démontre en calcul temsoriel que ceci peut encore

s'écrire sous la forme développée suivante :

]

=

(15)

div @) = 71? NG AS

i

Dans notre probléme particulier, on a de plus ¥ =-Clj.83P si bien qu'en

définitive, nous avons :

1
P)
> 3

i .
(16) ( div @) = - = 3, et g
l

Formule de Green (ou d'Ostrogradsky)

Si W désigne un champ de vecteur définit sur § et si 7 est le vecteur
nomale unitaire en un point de la frontiére I de Q, orienté vers
1'extérieur de §, alors on montre que la relation suivante est toujours

vérifiée ...

(17) J [ div (W) . aw -J Wertodo
| Q z

ess OO dw représente 1'élément de "volume” dans Q et do 1'é18ment de

"surface" sur I,
Cette relation est appelée formule de Green dans les ouvrages de langue

anglo-saxonne et formule d’Ostrogradsky dans les ouvrages de langue russe.

Signification physique de 1'équation de continuité

Si 1'on compare les relations (8) et (17), et si 1'on considére un petit
o

€lément de "volume" dw entourant le point M(2), nous voyons que le flux

du vecteur V i travers cet &lément est conservatif, c'est-d-dire qu’il

est égal 3 la somme :
a) du flux (= Aog%)odw 1ib&ré au point M(E) par uni¢é de tewmps par
1'é1ément dw.

b) du flux (B).dw injecté au point M(Z) et correspondant 3 un débit

source B(z) alimentant 1'81lément dw.




11

AVERTISSEMENT

L'étude qui va suivre est essentiellement axée vers la recherche de
techniques numériques permettant de calculer sur ordinateur des solu-
tions approchées satisfaisantes des problémes proposés, Ce faisant,

nous aurons 3 faire 3 deux types d'erreurs :
a) l'erreur de méthode due 3 la technique numérique utilisée,

b) 1'erreur d'arrondi due au fait qu'un ordinateur ne travaille

qu'avec un nombre de chiffres significatifs finis.

En aucun cas, l'erreur globale ne peut &tre raisonnablement estimée
d 1'heure actuelle, et la seule technique permettant de juger la
qualité d'une méthode ne peut &tre qu'une technique expérimentale
basée sur la comparaison des résultats numfriques et de la solutiom
stricte dans les cas ol 1'on connaft cette dernidre. C'est le point

de vue que nous adopterons dans notre &tude.




DEUXIEME PARTIE

ETUDE NUMERIQUE DU PROBLEME DIRECT
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BASES THEORIQUES DE LA METHODE DES ELEMENTS

FINIS

OPERATEURS LINEAIRES DEFINIS POSITIFS : RAPPELS

OPERATEURS ASSOCIES AUX PROBLEMES LINEAIRES AVEC CONDITIONS AUX LIMITES

Introduction

a) Soit 2 un ouvert de R" de fermeture ) limité par une frontiére I

(cf, fig, 1)

n

x
z
= s =,

X 0=
2}
Figure 1

Dans ce qui va suivre nous allons &tre amenés i considérer un ensemble

H(Q) formé d'une certaine famille de fonctions numériques réelles définies
q =el.les

sur {l, ainsi qu'un opérateur linéaire @ défini dans une partie 4,(5) de

H(Q) et d valeur dans H(Q) :

¥ PEH () ——= ap € H@)

On supposera de plus que H4()) est un espace vectoriel de Hilbert pour le

produit scalaire et la norme notés :

vgkp %eﬁ(sz) <>
v

[P]l, = norme dey

{¥,¥> = produit scalaire de@ et ¥
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b) On désignera par b’a(Q)§ H(Q) le domaine d'existence de a,
c'est-d-dire 1'ensemble des fonctions P appartenant i H(Q)

et telles que 1'opération AP ait un sens,

c) On désignera par HQ(Q)TE H&(Q) le domaine de définition de a,
c'est-a~-dire 1'ensemble des fonctions ¢ appartenant i Ha(Q)
et satisfaisant aux conditions linéaires imposées aux limites.,
On supposera de plus que Hé(ﬂ) est encore un espace vectoriel

qui lui n'est pas forcément complet,

d) Les conditions aux limites sur I s'expriment & Faide d'un opé-—
rateur linéaire 7 définit sur HQ(Q) 3 valeurs dans #(Q) et tel
que pour toute fonction ¢ appartenant 3 Hﬁ(ﬂ), la valeur de
LEP(E)] pour z parcourant I soit égale 3 une certaine fonction

A(g), ce que 1l'on note :

a

L@IZ = A

A
VEH_(2) 2“’)‘9 € H, ()

Problémes linéaires avec conditions aux limites

En physique mathématique, de nombreux problémes linéaires i valeurs aux
limites sur Qpeuvent &tre représentés par une équation fonctiomnelle de
la forme ...
]
(1) ayp = f

B

|
-

«os OU  est un opérateur lindaire donné, f une fonction donnée apparte-
nant 4 A(Q) et Y une fonction appartenant i HQ(Q),
En général, le probléme consiste & trouver Y solution de 1'dquation (1)

pour &, f et H(Q) fixés,

Op€rateurs symétriques

On dit que & est symétriaue <f an a2 12 valatinn .

\4 ;jge 52(9) <=> AV WD =9 ,aypd

vos C'est-d~dire si @=a” est un opérateur autoadjoint (réel) sur H;‘(Q)o
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Opérateurs définis positifs

On dit qu'un opérateur Q est défini positif sur qi(ﬂ) si on a les

relations suivantes :

av> > 0 vp=£o0
P Eﬁé(ﬂ):
{ap,pp = 0 &P=o0

Opérateurs fortement positifs

On dit qu'un opérateur @ est fortement positif sur H;(Q) s'il est défini
positif et si de plus il existe une constante positive k2 telle que pour
tout NP€H2(Q) on ait :

(2) ag , > K2p 2

ESPACE ENERGETIQUE ¥*(Q) ASSOCIE A UN OPERATEUR @& SYMETRIQUE ET
DEFINI POSITIF [ 2

Produit énergétique

Soit @ un opérateur symétrique et défini positif sur HQ(Q)0 Par définition
on appellera produit énergétique de ¢ et Y appartenant i HQ(Q), le produit

scalaire noté entre crochet et défini par la relation suivante :

(3) [psv] = lav,w

On remarquera que le produit énergétique satisfait bien aux axiomes des

produits scalaires.,

Espace énergétique Wi(Q)

Le complété Wi(ﬂ) de 1'espace vectoriel Hi(ﬂ) est un espace de Hilbert
pour le produit scalaire [p,y].
Par définition, 1'espace hg(ﬂ) est appelé espace énergétique associé a

1'opérateur a,




1S5

Norme énergétique

On appelle norme &nergétique, ou encore énergie, dexpéfWﬁ(Q), et 1l'on

note,ﬁp”w l'expression définie par :

loll, = \/low]

De plus, si Qest fortement positif, alors on a la relation ,..

eso OO k est la constante déja définie pour les opérateurs fortement

positifs,

Espace WZ(Q) ¢ définition

Par définition, nous désignerons par Wg(ﬂ) le complété de l'espace
HZ(Q) des fonctions ¢ appartenant 3 Ha(Q) et satisfaisant aux condi-

tions aux limites homogdnes du tvpe :

Ly |z =0

THEOREME FONDAMENTAL DES METHODES VARIATIONNELLES

INTRODUCTION

Lemme 1

Enoncé

Si & est un opérateur linéaire défini positif sur W{(Q)galors
“

1'8quation ...

e
Lo €@
L

0o admet au plus une solution Y€ Wé(Q)°
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Démonstration

En effet, soient @et § deux solutions distinctes appartenant 3 K;(Q) :

ag =7
ag =7
=>q( - §) = 0
w=> (§-§) =0

<> § =9 ceqefed,

Probléme homogéne associé

Nous avons vu précédemment que les conditions aux limites sur I &taient

supposées linéaires et de la forme ...

Loy =2

2se OU A est une fonction définie sur I,

Il est commode de considérer deux classes de conditions aux limites :

{ A = 0 : conditions aux limites homogénes

A 20 : conditions aux limites non homogénes

Etant en présence d'un probléme linéaire non homogéne du tvpe ...
P P g )

i
i

e @

! Ly |y
L

es0 NOUS nous proposons de trouver une fonction fw de fagon que,

ay

(D

Fol
| )

"

quelle que soit la fonction  appartenant 3 Wé(ﬂ) et distincte de ¢,

le probléme précédent soit &quivalent au probldme homogéne associé

du type : =

[ o = F l
| o "
(an | % €H® { Le]y =0 5)
| ey -3

En résumé, on va chercher f@ de telle facon que toute solution @ de
(I) soit telle que Cpo =9= v

soit solution de (II),
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Par suite de la linéarité du probléme, on peut écrire les implications

suivantes ,,.

O =9= ¥ <= L¢ =1L¥-LY § =9 -V
A

PEW () <> LP[y = A > L@0|z=o - oe @

VERAQ) = Iplp = A ° e

vos d'ol 11 découle que kPo = (Y - y) € Wg(ﬁ).
En portant = ¢, * ¥ dans 1'équation A= f, on a :

ayg, +ay = f

En définitive, nous voyons que le systdme (I) est &quivalent au systdme

(I1) 3 condition de poser :

1
(6) fp=F-ay !
{ . j

N.,B., : La démonstration précédente admet l'existence d‘'au moins une
fonction ¢ € W;‘(Q) distincte de¥ , Nous admettrons qu'il en est

bien ainsi.

p ==oiE
‘ Si @ est un opérateur linéaire symétrique défini positif sur

| Wa(ﬂ) = V;(Q) U Wg(ﬂ), et s'il existe une solution 9 € Wé(Q) au pro-
|

!

bléme 000

| [ay =7
|ve B@
| FEH@
L_

seo alors cette solution réalise le minimum de la fonctionnelle J(9)

définie par :

;‘ !{-_J(\p) =(a@,©> = 2<fo“p>
i L
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Démonstration

Par suite de la linéarité du probléme, pour toute fonction ¢& WQ(Q),
il est en général possible de trouver une fonction &po€ W2(R) de telle

fagon que 1'on ait =9 + lPo ; 11 s'en suit que 1l'on peut écrire :

J@) =AY - 2{f 9>
JE@) =<9 +@0 0+ P > - 2 (590>
7 ) -ga@,:o,w @O, + <A 0> +AI> = 2(F10> = 2(F10
mais :
J@) =<a9,D - 259>
<@9,,9> = <9,,a9> ={ad, 9>

> JQ) = J(P) + z<a§>,'po> - 20F09,>+<a9, 9>

T@) =T+ 2€AP - £,9> + (A9
mais a@ = f par hypothése, si bien que 1'on a :
T@) = J@) +CAL,9>

Comme ( est défini positif sur WS(Q);, il s'en suit que la quantité

<a\po,lpo> est toujours positive ou nulle, et 1'on peut écrire ...
J(P) > J(P)

200 Cc& qui démontre le lemme,

THEOREME FONDAMENTALE

Théoréme

Si O est un opérateur lineaire svmetrique défini positif sur W ()

et s'il existe une solution '~P€ W () au probléme :

age=f
%0 9 € wé(n) (1)
€ HE)
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ses alors cette solution est unique et réalise le minimum de la

fonctionnelle ,,.

LT = T+ K9,
‘ (8) ' {J(m =(AP, 9> - 2{ F,9> |
avec 1
(@) =/Qu, 9> ={aAp, > |

—

sse et ceci quelle que soit la fonction @ £ M;(Q) distincte de ¥,

Démonstration

S'il existe une solution ¥ au probléme (I), alors nous avons vu qu'il
exlste en général une solution @n = P =  au probldme homogéne associé
(I1) et nous savons d'aprés le lemme 1 que ces solutions ¥ et @O sont

uniques,

d étant par hypoth@se symétrique défini positif sur Wg(ﬂ), on sait
d'aprés le lemme 2 que la solution du probléme (II) minimise la

fonctionnelle :
TR =A% 90 = 2 Fa¥>

On se propose de montrer que etant symétrique défini p051t1f sur
Ma(ﬂ) et non pas forcément sur W Q) , alors la solution 9 du pro-

bléme (I) minimise la fonctionnelle :

I0Q, ) = J(P) + K(9,y)

D'aprés les relations (5) et (6) déja Etablies, on a :

TR = A9, 90 = 2 {9uf>
JO) =AP=aAv, 9= ¥> - 2 (9= U, f ~AYD
Q) = (AR ={A,¥> =@, > + A, P>
= 20>+ 249, + 2 (bof> = 2 b,avd
TR =K@ - 2¢0urdh = {<aved - 2¢urd) ¢ {Canw RCIN!

En posant J () =AYV, WD = 2 Yy, i1 vient :
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J(Q) = J() = JW) + K(ppw)

o> (9) J(@O) = I(py) - J W)
L

On voit donc que J(g,y) et J(apo) ne différent que d'une constante J(y),

si bien que si \PO minimise J(\OO), il s'en suit que lpo + ) minimise

I(P,p), ce qui démontre le théoréme,

Remarque : relation avec la méthode des moindres carrés

Soit & un opérateur qui n'est pas forcément symétrique défini positif
sur W?;(Q). Soit 3 trouver ¥ € W;(Q) vérifiant 1'équation :

ag= f

a
-~

La méthode des moindres carrés consiste 3 rechercher la foncticn § qui

minimise la fonctionnelle F(P) définie par :

i 112
PO =fae- sl

L

Soit (X" 1'opérateur lindaire adjoint de (I et supposons qu'il existe

une solution Y 3 notre probléme ; on peut alors écrire :
* *
aay = a;

L'opérateur (' @ étant par construction défini positif, on peut alors

écrire :
TP ={AAp, > = 2 {AF >
={ap,av> -2 (f,a%d>
”nn "”2 N . BTN lad o~ o~ N\
B T U TNSY Jawy g
= <a'\Pna\P>" 2< fnakp>¢<faf>
= J(P) +{Ff >
On a donc : [—

v = 7l

f J@ = |ae- 7]

L—
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par ailleurs, on peut écrire :

K(pyy) =<axa‘bakp> -<a*a‘9.w>
=<aw.akp> '<a\Poa‘1’>

—
t

Cwm> | K(pyw) =0

En définitive nous avons :

I(0yp) = J(P) + K(P,p)
<> I =fae- 2 - |73

liH

| Iew = r@ - |7

=
Nous voyons donc que les fonctionnelles I(p,y) et F(P) ne différent
que par une constante —,{f”i » 11 s'en suit que si ¥ minimise I(Q,y),

i1 minimise aussi F(P) et ré&ciproquement,

COROLLAIRE : VITESSE DE CONVERGENCE

Enoncé

] Si @ est un opérateur linfaire symétrique fortement positif sur

j Mg(Q) et s'il existe une solution ¥V € MQ(Q) au probléme .,.

{ (El@ =7

| f SR ()
| (1)
Fe #@
| L

| ooo alors cette solution est unique et 1'on a la relation suivante ...

(10) To-9, < T%T o o/ T(0,0) = IC,p) l
| j

ses OU Y est une fonction quelconque appartenant 3 wé(n) et k la

constante caractérisant le caractére fortement positif de & sur
WQQ) o
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Démonstration

Considérons le probléme homogéne associé ; i1 existe des fonctions

Yo 90 P, et f telles que 1'on ait

v
9 =0+ ¥ as, = f,
fy = £-av

La relation (9) nous permet alors d'écrire :

J(\oo) = I(\Po,xp) = J W)

TR = IO, = T )

J(\PO) = <a@oo@o> -2 <pr‘90>
avec -~ a - a

T = A9 0> = 2 {Fia >

I1 s'en suit que 1l'on a :

ICq00) = TG = J (%) = J(P)

Par ailleurs, on a les relations suivantes :

709) = 7@ = @y - 2 Tyt > - {<axpo.fo> - 2<ff-~f’9>}
{(Clkpo,\Po,\ - 2<a@os‘>o>} = {<aipo, A <a%a\°o>}
\a%l@0> - 2<akpo°kpo> ‘+ <akpo°q)0>

AQLED =9, a0 % - av %>+ {ag ¢, >

CA906, = 92> = (804 = 9>
=QACQ = 00 = 9> K2 L9 - 0

A n

| S )

En définitive;, on a :

19,00 - I(@oﬁw N KN

inH

No « ple L A
= %= s T A T - 1w




Comme par ailleurs A ¢= 9, il s’en suit que le théoréme

est démontré,

Remarque : remarquons que la formule {(10) précise la vitesse de

convergence de ¢ vers ¥ lorsque I{¢,)) converge vers

T(¢et) .

APPLICATION AU PROBLEME DIRECT

INTRODUCTION

Nature du probléme posé

L'équation différentielle de base de notre probldme s'8crit

12

div (0) + 4 = B

Now

R
e

o
B9
vV
(=]

-+ -
avec [V = = ai

.Sjw

I1 s'en suit que dans le cas géné&ral ol 3P/dt n'est pas nul, cette

équation linéaire est de type parabolique par rapport 3 la fonction¢

et 1'opérateur 3 défini par ...

DY = div (D) TN
[
200 N'est manifestement pas symétrique défini positif 3 cause du

terme en 3¥/3t

Pour pouvoir utiliser une méthode variationnelle, 1l est nécessairs
d'avoir un opérateur symétrique défini positif ; nous alloms veir

que moyennant une approximation aux différences finles portant sur

la variable t, i1l est possible de Se ramener a un PropLeme ae LYyps
elliptique auquel on pourra associer un opérateur (} symétrique défini

positif,




rv
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Probléme aux différences finies associé

Supposons que l'on recherche la répartition ¢ dg potentiel 3 1la date ¢
sachant que 1'on connalt la répartition ¢° 3 la date t - At ot At>o0
fixé est un pas de temps infiniment petit, On peut alors, en commettant
une erreur de 1'ordre de (At)?, remplacer le probléme initialement

posé par une approximation aux différences finies du tvpe suivant :
> A 07 _
(11) dv ) + £ [0-90°]=5
L'équation ainsi obtenue, est de type elliptique et on peut lui associer

un opérateur linéaire (I dont nous montrerons qu'il est symétrique défini

positif sur un espace Wg(ﬂ) convenablement choisi,

+ A
ay = div (V)+Z-E.xp

(12) > -> i
i
avec V = - ai.C j.aj@
Si{ maintenant nous posons ...

! ]
. _ A 0 1
(13) ! f ol ‘A"{:" ® \‘P + B i
L S

-

voo notre probléme revient 4 chercher les solutions @ du systéme

AY= f vérifiant un certain nombre de conditions aux limites.

Si nous désignons par CP () 1'espace des fonctions p fois continu~
ment différentiables sur (I, nous vovons que la nature de notre pro-

bléme nous impose de prendre

f ]

| {¢ défini positif sur Qi

L leTect @ |

(14) . o~ \
fe ¢
BT enk (7))

L=

L

Conditions aux limites de base

Trois types de conditions aux limites linéaires sur la frontiére I du

domaine 2 étudié sont classiquement imposées :
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Le potentiel ¢ est imposé sur le contour I

i
(15) kp]z = X
J

Tvpe II : probléme de Neumann

i & = A 2
Le flux du vecteur 7 =—C'“.3j¢.ai a travers la frontiére I est imposé

en tous points de I, ce qui &quivaut 3 dire que 1'on a s..

i
L AL = 2

(16)
L z

~ > - 3 3 - - - ] -
ees OU 7 désigne la normale unitaire 3 I au point considéré orienté

vers 1l'extérieur de 2,

Type III : probléme de Fourier

Le probléme de Fourier est un mélange de conditions du tvpe I et 11,

et consiste 3 écrire que sur la frontidre £ on doit avoir ...

an | [mb-oie]; =2
L

eso Ol 0 est une fonction non identique 3 zéro sur 5 ; en fait, par
suite de la technique numérique utilis€e, nous serons oblipés de ne

considérer que le cas oii 0 est positive ou nulle,

Conditions aux limites composites

Il est possible de construire de nouveaux tvpes de conditions aux
limites en combinant les trois types que nous venons de décrire.
Une de ces combinaisons est trés importante dans les applications
pratiques, aussi dans ce qui suit, la désignerons-nous par
"condition de type IV", le probléme associé &tant appelé par défi-

nition ‘“probieme mixte’,

Type IV : probléme mixte

Soient I et I deux parties de I telles que +.,
1 2

=L UL
1 2
INz =¢
1 2
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se0 et solent ¢, et 0, les fonctions caractéristiques des ensembles

Zl et I . Le probléme mixte consiste & écrire que sur Zl on a des

conditions de type Neumann et sur L, des conditions de type Dirichlet :

I

Lo . G |

1 =Ulo)\

L
020 \PIZ =02l>\

(18)

Cormme o, et ¢, sont des fonctions caractéristiques de parties de I,
le signe lZ dans les conditions ci-dessus est superflu et on peut

encore écrire :

Ce type de probléme est de loin le plus fréquemment rencontré dans
la pratique car le domaine {! est souvent limité par des &quipoten-
tielles (frontidre 22) sur lesquelles le potentiel ¢ est fixé, et

des lignes de courant (frontiére 1,) tangentes au vecteur } sur

> >
lesquelles on sait par définition que le flux n.V est nul,

Espaces fonctionnels associés au probléme considéré

Si nous nous référons aux notations adoptées dans nos rappels sur les
opérateurs linéaires définis positifs, nous voyons que pour notre pro-

bléme, nous devons prendre ,..

i~ 1

(20) R = P@
L, -l

ves ol L2 (Q) sera supposé représenter 1’espace vectoriel Hilbertienm des
fonctions réelles de carré intégrable sur I, muni du produit scalaire

habituel :

soN

P
§¢; € L2(Q) <= {95 = { P o dw
£

I1 s'en suit que le domaine d'existence de @ est identique i :

[ 2 =
LA N c* )

i

(21)

Ha )

i
L —
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D'aprés le paragraphe précédent, nous voyons que le domaine de défini-
tion Hé(ﬂ) de d, pour des conditions aux limites du type % fixées, est
identique i Mi‘(sz) défini par :

¢ € B ()

P EM D w>
‘plz"A

oe H (D
PENE | . C
2
n-VlZ = A
(22) € B (Q) avec
9 € 1»}3(9) <> ¢

[;a.[; o= U-‘p] = X

b

P By (D
9 EX@ > {0

lv-’;v = Glnx

Oa0 P = 0,62

Dans ce qui suit, nous désignerons par ;!i‘(ﬂ) le complété d'un espace
M;(Q), sl bien que 1'on a :

(23) W@ = ()

Remarque : En ce qui concerne le probléme de Neumann (type II), il com-
vient de signaler que c'est un probléme beaucoup plus délicat
que les trois autres et pour lequel il n'existe une solutiom

que si la condition suivante est satisfaite :

(24) Jfa e J V.5, ds
0 r

De plus, si cette condition est satisfaite, i1 existe alors une infinité

de solutions définies & une constante additlve pres,

FORME DEVELOPPEE DU PRODUIT (Y, ¢>

Expression de 4V

Par définition, on a la relation suivante :
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~

Ay = div @)+ fz €

-~

avec ¥V = -a ot

3
il\/ j-
En se référant 3 1'&quation (15) du premier chapitre, on a ,..

P 1 i}
di V) = = wemee , O . , 39
v (V) s i (vy oC f )

sss Ce qui nous permet d'écrire :

[
| Qo - - L 13 A
(25) t aL‘P T ) ai (F&C aajk‘p) + r » \P

i t
L Y

Forme développée de{dy, ¥)

\:a"P» Uj> = j(a@).wodw
Q

[ 1 ij A .
2] [ ey (V'Yac sa‘P) owu d(&)"’f _Kpul,/‘s adw
JQ*’Y ! ] QAt

Les régles de dérivation d'un produit nous permettent d'écrire ,..

33 Lo cHuager v =a (0000 @) ¢+ e, @)

00 S1 bien que 1'on a :

a9y o> = ety W) e

2 {ov.cHam wh

bl

IS

t.tp‘w.,dm

S
<
[
2

. ,
Si on introduit le vecteur ¥ de composantes contravariantes ¥° telles

que .50

wto= - (potdy 2,0

1

sos alors la formule de Green nous permet d'écrire .o,

-> =

s
J div () , dw= I Wonods
Q T
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»es OU ; est la normale unitaire en un point de L orientde vers
l'extérieur de L. Sous forme développée, ceatte dernidre expressiem
peut encore s’'dcrire
1 i) > >
- —m 3i /?e(woc )933‘9 sd&)ﬂ ;‘:’onads
@’y L
En portant cette expression dans le développement de<dlp,w> on

obtient :

\a‘po‘P> = IQcij‘ai@'ajw°dw + [ “‘é"‘ -\Osw.dw + jzf’.z»ds

bt
(26) % = normale unitaire extérieure 3 I
-+ -3 i
J W = C!.a”
{ i {4
L wt= - ,ct ),Bj\P

CARACTERE SYMETRIQUE DEFINI POSITIF DE ( SUR W, () = Mz(_ﬂl

Introduction

On se propose de montrer que l'opdrateur ( est symétrique défini positif

pour les problémes homogénes de type Dirichlet; Neuman, Fourier etmixte,

-

c'est-3~-dire sur les espaces W;(Q) respectivement identiques 3 :

¥AD

~0

M (5D
Womy =4 o
g M ()

e

Considérons la relation (26) représentant la forme développie du
prndnif,(aq);zf}/\ + A/At Brant nositif ou nul et le tenseur Clj ézant
supposé symBtrique défini positif sur N, il s’en sult que les deux

premiéres intégrales du développement de {AY,¥> .4,

1 - 1]
Ia(%w) = JQC 93i‘poajwodw
Iz(‘pad)) = jA alpowodm

a A%
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+»e Sont des quantités symétricues en @ et Y et qui sont obligatoire-
ment positives si ¢ = y, ou le cas échéant, nulles si ¢ = ¢ = 0, Si

maintenant on considére la troisidme intégrale du développement de

akp,w:) * a0

2 fo >
g 4%({-,{,’1) = | Wena.de
[ v .
3

/ avec Wi

[
t
—~
<
]
[N
dFy
~
)
(50N
©

»so on a de fagon évidente la propriété suivante :

-
L2 = 19D CAPUD =AYV

. =>{(@P,P>> 0 VP2 0
| I2(g9) > 0 VY LAPsd = 0 w9z 0

|
—

(27)

Autrement dit, si les conditions du membre de gauche de la relation (27)

sont satisfaites, alors 1'opérateur ( est symétrique défini positif,
’ q

Cas ol ¥I@) = M2(Q)

Siy € WE(Q), alors le vecteur W de composantes contravariantes ...
i Al

N N j)(.ajxp
oes est nul sur la frontiére L quel que soit q){ng(ﬂ), car on a :

wlz =0 > -L;} = 3
I1 s'en suit que 1'intégrale I;(w,w) est toujours nulle, ce qui fait
que les conditions (27) sont toujours vérifiées., On peut alors conclure
que 1’opérateur (¢ est symBrrique déiiui pusicif sur [vj?(ﬂ).

=, (o] 0
Cas ol W&(Q) = M, (Q)

Si g W’COI(Q)D alors le vecteur ¥ de composantes contravariantes ...

W= . w.,c“,ajxo
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+es 5t tel que sur la frontiére [ on ait :
-
» = 0
4 n|Z
. k.o P ¥+ : {
En effet, il est &vident que W = Y.V, si bien que l'on a ...
R AR R

»es Mmais comme ¢ € Wg(Q), on a sur la frontiére I la condition imposée

V.Z[Z = 0, d'od la relation ﬁ.ﬁ[z = 0,
En définitive, 1'intégrale Ié(@,w) est toujours nulle si bien que 1l'omn

peut conclure que l'opérateur (} est symétrique défini positif sur

M?(Q) car les conditions (27) sont alors remplies.

Cas ol WQ(W) = M)

0
La fonction ¢ appartenant 3 Wg(R), on peut écrire ...

(7.7 = o] = 0

ses OUO0>0 est une fonction non identiquement nulle sur I, Mais comme

par définition W= w.?, on a de fagcon équivalente :
[zow = O.LP.L‘.'}? = 0
> >
<a> W,nlz = oqwawlz
3
Len> Ia(‘pﬂb) - f O‘ekPuU)odS
Z
En conséquence, nous voyons que dans ce cas, I&(@,w) vérifie encore

les conditions du membre de gauche de la relation (27), si bien que

1'on peut dire une fois de plus que { est symétrique défini positif

sur ﬂg(Q).
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Cas ot Wg(ﬂ) = M5 @)

Pour ce type de probléme, nous allons décomposer la fonctionnelle

I3 (9,¥) en deux morceaux suivant la relatiom :

f - -
I3 (90) = ng.ﬁ.n.ds + k?z.ﬁ.n.ds

Par ailleurs, on a par définition :

- - >
N Went = 0, psVen
W= uT = .
O, W1 = 02 .11137.71

mais, les fonctions ¢ et y appartenant i kaﬂ). on a :

- >
Ol.V.n = Ulek
avec A = O
O,e = 0,5

En définitive, )\ &tant nul sur la frontidre I, om peut écrire :
ol.ﬁeg =0 car ol.ﬁ.ﬁ =0

- 3

Z.W,n = 0 car cz,w = 0

@ I3(py) = I5WY) =0

Les conditions du membre de gauche de la relation (27) sont donc une
fois de plus vérifiées, il s'en suit donc que 1'opérateur (J est sy-

métrique défini positif sur M Q).

FORME DEVELOPPEE DE LA FONCTIONNELLE X({Q,y) sur Wé Q) = FJ%‘(Q)

introductcion

Nous nous proposons maintenant de calculer la fonctionnelle X(®,¥)

introduite dans la relation (8)

FK(\ON) =@V 9 > =AY P>
e
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Pour cela, considérons les deux vecteurs WI et Wz dont les composantes
contravariantes sont données par les relations suivantes pour p et V¥

appartenant i Wé(ﬂ) g

= - (w.cij).ajup

(28) @) € Wr @)

2
L—

W s - (\P.Cij).ajd)

Sous forme vectorielle, on peut encore écrire les relations suivantes,

équivalentes 3 celles formulées ci-dessus :

EAERNY U o= Uty
(29) 3 - . avec . N
EARX vte - Py

En calculant (ay,y) et {Qy,P> 2 1'aide de la formule (26), on obtient

en soustrayant membre 3 membre :

WZ o;;cds = j Wl n;:ods

KG9y = j
‘ z

)

N

(30)

K(gy0) = J @, - 7). 7ds
z

—

Cas od WA () = FM(@)

Les fonctions g et y appartenant a ﬁ?(ﬂ), on a :

_..y, -

fvllz = 4+ A,V
o> R

#2]2 = ¢ AU
.

«> (31 K(p,0) = ] AT hde - f AT hde
z z

L




Cas ol Wé(Q) = &f(Q)

Si les fonctions ¢ et ¢ appartiennent 3 &é(ﬂ). on peut écrire :

ERA W

> >
n-wzlz = )\a(}{z

= 7, - 71y 7= xlo-]y

=  (32) CK(pyp) = { A+ (0= V) .ds
z

2 5

Cas ot Wé(ﬂ) = Eé(ﬂ)

Les fonctions ¢ et y appartenant a ﬁi(ﬂ), on a par définition :

[‘-ﬁ.ﬁl = O'\poul]): = )\nlj}lz
(7.7, = o9ty = A9,

AR AR I W TR

~
> (33) L KGp,u) = f A (@ = ¥)ods
b

L

Cas o WA(Q) = ﬁﬁ(Q)

posons

On peut alors écrire :

)

i
JAR

eo WY = ¥ (io ) & K (n
STNY W W "l-lv\" TR

Par ailleurs, les fonctions Y et | appartenant a Mﬁ(ﬂ), on peut écrire

les relations suivantes, compte tenu des relations (29)

>
= 02¢XV

> =+
O AN clakw T e

e

W

3¢
[

B
g oA9 O oW =T,V




K (p) = oA (P = ¥) .de

z

) o
K(w.w>=[zo 3 -mg.ds

[

J 20

0. ohe (9= y).ds
z

> K W) =

(34)
+

3 ; mg.ds
I

FORME DEVELOPPEE DE LA FONCTIONNELLE I(y,y) sur Vg(ﬂ) = Fl% (2)

Introduction : forme développée de J(P)

Par définition, d'aprés la relation (8), on a :

[J(‘P) '<a‘Ps‘P> -2 <fs‘p>

* A 1'alde de la formule (26), on peut développer la quantité(d&p&)
et on obtient :

A 9.9 = IQ Mo 900, 9.du + Jﬂfg.gpz.dw + J Wi do
= (APP> = ch”,aiv,ajnp,dm + J”K‘%u@‘odw + L?) J.n.ds
par ailleurs on a :
ChHY H= JQ(}%‘“PO + B) 0 odw
En rassemblant les deux derniers résultats obtenus, on peut écrire :

J(9) = Ic“.aiapﬂajgo.dm
Q

)N

,f P D P - r - b
Ll oY = W ) eWelW = Lo DoYoulw
}Q At® 2 JQ

En définitive, en posant ...

(35) 5 [ 3o- o]
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... On oObtient :

—_——

J(9) = z.[.rDuo) + IT(xp)]+ J 077 ds
z

D
(36) g I (

- avec

©) =

!
|
;

Cij .3 \P.a ‘p.dw - B-‘p-d‘»
‘g S

Q

3
z

T f .
; 2I(©)= Jﬂsvaw
—
Les notations ID et IT apparaltront plus clairement par la suite,
ol nous verrons que ID est un tame correspondant au probléme de

i

type Dirichlet et I” est un terme qui intervient dans le cas d'un

probléme transitoire.

Cas ol Wé(ﬂ) = ﬁ?(ﬂ)

Dans ce cas, en se référant aux formules (8) et (31), on peut écrire :
I(‘PaIP) = J(\’J) =4 K(‘Pﬂl})
D T =
<> I(p,y) = 2,[% p) = I (@)} + j Y. Van,ds
z

{ -+ -
= ATV r.ds + J x.U.n.ds
'z z
mais comme la fonction ¢ appartient 3 ﬁ?(Q)B on a @|£ = X\ si bien qu'en

définitive, on peut écrire :

(37) Fr(xo,w - 2{1%) + IT(m] + J{ Ao Do ds
L

Gouc piimelient d"Ililie
I(Q,p) = J(P) + K(p,¥)
<> I@NO=Z“PWW<nﬂ@ﬂ-%J%?ﬁds
L

+ { AP.ds = J Apods
‘L £
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=5
La fonction y appartenant a M?(Q), on a la relation ;,nlz = A, si bien
que l'expression ci-dessus peut s'@crire aprés simplification :
=
E ) D vy
(38) OI(p W) = 2T () + I+ 2,
|

AP.ds - [ Ay .eds

) z

Cas ol WQ(Q) = g&(ﬂ)

A 1'aide des formules (8), (33) et (36), on peut écrire :
(@) = J(P) + K(@,¥)

<= 19,0 = 2.[10(9) + IT()] + f o.V.m.ds
z

+ { AQ.ds - [ Ap.ds
/T /'y

mais la fonction { appartenant & M?(Q), on a la relation :

= A+ o@lz

En définitive, en portant ce résultat dans l'expression développée

de I(p,y), on obtient :

D A% 2 - +
= q I ( 2.1 \p.ds + f gQ©.ds J Y .ds
(39) | I(9,») 2.[1 ) + <¢>]+ jz podo + | o9 i

L

Cas ot Wé(ﬂ) = &%(Q)

La fonction { appartenant a Mﬁ(Q), on a, par définition, les relatioms

sulvantes :

Q

L

<t

X

[}

Q
-

>

Considérons maintenant 1'intégrale sur I qui apparait au deuxiéme membre

de J () dans la relation (36) ; on peut la décomposer sous la forme :
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J @O-I;o;lds = j 01.\9.;.;:.618 * J 02.\9-;.;.(18

) I I

e 0) [ 9.Tmds - I 0,0 heds  + f 0, e A Vrmads
g £ I

Par ailleurs, les formules (8) et (36) nous permettent d'écrire :
L@@, 9) = J(P) + X(p,¥)
_ ID T - > .
<> (41) I(p,p) = 2.[ 9y + 1 (\P)] + U\P.V.n.ds + K(@.JJ)J
z

~

En exprimant le deuxidme crochet du développement de I'(¢,y) & 1'aide

des relations (34) et (40), il vient :

5 [ > >
j kP.?.n.ds + X(QY) = J OI\P}\.ds # OZAV.n.dS
» » Ig
(
+ J olw.ds - c,w.ds
z )
- - ( -
- j 0 _AV.n.ds + czkn_b.as
z ‘g
> >
<mmd> J Q. Verods + K(,P) =2.j01}\\p.ds - J olw.ds
z b iz

En portant cette dernidre relation dans 1l'expression (41) on a le
résultat recherché :
-
(P, ) = 2.[ID(‘P) + IT(\P)] + Z,J o Ap.ds
3
- I o, Ab.ds = J g,An.U.ds
Z T«

o
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RESUME

péfinition

Posons tout d'abord :

i) = zlf c*.3,0.3,0 .du
3) g

IDZ(\Q> = = J Ba\podu}
Q

Par définition, nous appellerons respectivement fonctionnelles de
Dirichlet, de Neuman, de Fourier, du probléme mixte et du probléme

transitoire, les int&grales suivantes :

2wy = P1(p) + P2(9)

Ny - f \0.ds
| z
(44) t IF("Q) azivj UKpaads
1 2
M) = I o APds
. b .
| T
) 1Ty = [ 89.du
] Q
avec ¢ ‘
= A T1 9. o
(45) LB e .[_2.. @]
Hypothéses

-+ i .
a) soit {019 z } un repére de l'espace ﬁﬂs et soit Q um domaine
e @ ; = . . A 7 ) pier .
VUUPEL Ly UC LIS LULT )43 duCLUd daus i p EL PURBCUE L wus

frontiére [ suffisamment régulidre

b) soit €(z) un champ de tenseurs de composantes Cij symétriques,

deux fols contravariantes et défini positif sur Q.




(46)
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c) soit Hé(ﬂ) = M?(Q) 1'ensemble des fonctions ¢ appartenant 3
1'espace L?(Q) des fonctions réelles de carré intégrable sur Q,
vérifiant des conditions aux limites linéaires du type
i(= 1, I1, I1I, IV) sur la frontiére I ...

&PEM);(Q) <> Laplz=x
200 et telles que 1'opération ...
A= div?) + & .9
P = V(V) E °
avec i; 8] - aiacijoa kp
3
soe alt un sens dans le domaine 2,
d) soit Mé(Q) = E?(Q) le complété de Eé(ﬂ) = Mi(ﬂ).
e) soit j'€:L2(Q) une fonction du type ...
A 0
{ f -A-t- ° ‘p + B
ves ot Y0€ WQO(Q) et od f% > O et B sont des fonctions de z

appartenant 3 L?(Q).

Conclusions

§'11 existe une fonction { é:Wé(Q) vérifiant 1'équation ...

[‘a\P=f

SN

o0oo alors cette fonction est unique et réalise dans WQ(Q) le minimum

respectivement de la fonctionnelle linéaire :

~I(~P) = @) + I (9) si le probléme est de type I (Dirichlet)
I(p) = ID(w) + IN(up) + IT(kp) si le probléme est de type XI (Neuman)

1) = P) + TV9) + IT(9) + IT(p) si le probleme est de type ILL(Fouder)
I(p) = JD(kp) + JM(lP) + IT(\D) si le probléme est de type IV (mixte)
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Démonstration

Ce résultat est &vident en vertu du théoréme fondamental, compte tenu
que les fonctionnelles introduites ci-dessus ne différent des fonction-
nelles (37), (38), (39) et (42) que par des termes en |, donc constantes

par rapport a .

Remarque : forme matricielle de ID(Q)

Les relations (11) de la premiére partie nous permettent d'écrire :
et £30 = [grady] ¢ [¢] «[grady]
lﬂ j . ®

on a alors la relation suivante :

f 1

09 = Pigey + P2 (p)

o1y =2

£

[ [grady] [C].[grad@].dw

47) ‘9
P2¢p) = - J B.9uduw
Q

METHODE DES ELEMENTS FINIS

INTRODUCTION

Partant d'un probléme linéaire du type ...

sso MOUS Mous sommes ramenés a la recherche du minimum d'une intégrale I(y)

sous la contrainte V€ WQ(Q).

Avant toute chose, nous devons trouver une technique numérique permettant

le calcul approché de 1'intégrale I(YP) et ceci quelle que soit la fonction ¢,

Pour cela, deux grandes possibilités s'offrent 3 nous :

a) approcher globalement la fonction { sur tout le domaine { par

une fonction ¢ et calculer numdriquement 1°'intégrale I(lﬁ),




bY PaTEaREs & len

enfin rassembler tous les morceaux pour calculer 7(¢) sur

domainies vartviels [
<

,

lculer numériquement 1'intégrale :(&E) sur chaque morceau :

toun le domaline ..

La premizre techninue nous conduit sux méthodes classiques du type

s M

“méthode de Ritz" ou

conduit & 1la

encore "méthode de Ga

‘mE thode des &1éments finis"

intéresser —zintenant,

METHODE DES EZiEMENTS

FINIS

Introduction

La méthode des él1éments finis consiste 3 construire tout d'abord un

pavage jointif de ;. constitud par un nombre fini d'Bdlémencs ;:, e
; A - 2

1
/
Si Xe est 1z fonction

écrire

Soit {%}e ={;'i39; ’

iz

U =0
2

Qe‘ﬁ Q\e" = ¢

caractéristious de 1

Te(I) = I (Xaup)

- s 2 - .-
g Ly) = AQ“;,‘-
F=]
=

43052,} un engemble

TS

et rvépartis sur le domaine T, : subposons

élément {, nar une fonctien ¢

facon que 1'on ait

L~
- S =
> § =
Z.~ s 5, ‘{ == v
i = i ie &
b ES ¢

ke SUL Chagque morceau (), du domaine (), puis

dépendant de 7 paramdtres ¢

et approcher la fonction |

lerkine', La deuxiéme technique

4 laquelle nous allons nous

-
[

pal
c
W

‘élément i, on peur zlor:

de m points choisis 3 l'avance

(i

nagque

que l'on approche | sur

hoigis de

I




43

On peut alors calculer une valeur approchée ...
* Y = *
IL@) = I (&) =149}

ese OU {@i}e désigne 1l'ensemble des valeurs prises par la fonction ¢

aux différents points z {z }

Par suite, on peut écrire ...

(48) ) = 2100 = "o}y

- j

ve. OU {q&} désigne la réunion des ensembles {W&}e :

I ~

(49) et =Uted,

Recherche d'une solution approchée ¢

Toute 1'étude suppose que 1'on utilise des fonctions et Yy vérifiant
des conditions au contour du type L@|Z = ), c'est-3~dire appartenant
3 une classe construite W () de fonctions en général non explicitables

et que 1l'on devra par conséquent approcher.

De fagon plus précise, la méthode des &léments finis consiste 3 approcher,
localement sur chaque élément Qe’ les fonctions Y et Y par des fonc-
tions w*et V* dépendant des quantités {@i}e et {¢3}e qui représentent
respectivement les valeurs inconnues prises par @ et y aux points

{zi}e appartenant & Qe ; en fait, cette fagon de faire équivaut a une
discrétisation du probléme ol les inconnues sont en fin de compte les

ensembles de valeurs {@i} et {wi} ainsi définis :

De la meme fagon, nous allons etre amenés 3 discrétiser les conditions

-~ ] Cog
au contour en fonction des valeurs %ﬁ correspondant & des points zi€ = 3
supposons que l'on soit arrivé 3 discrétiser les conditions aux limites

de facon 3 pouvoir les €crire sous une forme matricielle du type ...
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.++ o0 [I] est une matrice carrée donnée, [A] une matrice colonne donmnée,

B

-

et [¢ ] 1la matrice colonne des 9, appartenant 3 {@i} et correspondant 2

3 > - ~ . - .
des points ;€ . ou sont imposées des conditions aux limites du type
Lol = A
Soit [¢] le vecteur colonne prartitionné ...

CRAN
QL
<ss 00 [9;] est la matrice des Y, appartenant 3 {@i} et correspondant 3
des points Ei<§_9 ol ne sont pas imposées des conditions aux limites, Si
maintenant on désigne par [M] un vecteur colonne de multiplicateurs de
Lagrange de méme taille que [@L}, la recherche des wiff {@i} minimisant
1'intégrale I ({@i}) = I ([@]) et satisfaisant aux conditions aux limites

revient & chercher la matrice [Q] minimisant la fonction de Lagrange

L ([¢],[4]) définie par :

(50)

L[] > = 1 fe]d + P[] - ()

o e

En écrivant que les dérivés partielles de o par rapport a [¢] et a [M}
sont nulles, on obtient un svstdme d'équations dont la solution {5}
correspond @ un optimum pour‘ﬁ s+ 11 ne reste plus alors qu'd vérifier

que l'optimum ainsi obtenu est bien un minimum,

Cas du probléme direct

Dans le cas plus particulier du probléme direct qui nous intéresse, il
est intéressant de constater que la fonctionnelle I(Y) ne fait plus in=-
tervenir que des dérivées partielles par rapport 4 © au plus d'ordre 1.
I1 s'en suit que si nous choisissons pour fonction approchante sur chaque
élément Qe, un polynome @g, i1l suffira que celui~-ci soit au moins du pre-

mier degré pour convenir 3@ notre étude.

Supposons que 1'on travaille dans E" et que ¢£ soit un polyndme du premier

- e 3 -~ - . - 4 ® > " .>
degré, celui-ci sera entidrement déterminé si on connait Wg(zi) = @(zi) = @i

en n+l points zi du domaine 2 ; dans ce cas, il suffit de prendre pour

z a : T :
Sls le simplexe ail iz 2o inkl de sommets {1}e = {1l912,,n¢,1n+1} et de
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choisir 1'ensemble {¢ tel que l'on ait :
ife q

{9te = [#G ¢ L fu}]

En particulier, dans le cas du probléme bidimensionnel que nous allons

traiter numériquement 3 titre d'exemple, nous prendrons pour domaines

Q,, des triangles Qiik de sommets i, j et k.,

REMARQUES

Remarque 1

~

On peut démontrer i 1'aide des inégalités de Friedrich et de Poincaré
que 1'opérateur (] rencontré dans le probléme direct est non seulement
symétrique défini positif, mais aussi fortement positif sur Wg(Q) 5
nous admettrons ce résultat car la démonstration n'apporterait aucun

résultat intermédiaire exploitable dans 1'é&tude qui va suivre.

L'opérateur @ du probléme direct &tant fortement positif, il s'en suit
alors, d'aprds le corollaire du théoréme fondamental que la relation {10)

est vérifiée et s'écrit dans le cas particulier qui nous intéresse ...

1¢- 9)l< TliT ICH - I@

avec I(¢) = I"(p)
i
sso d'ol i1 découle que si I(kﬁ) = I*(@) converge vers I($), alors @‘

converge vers {.

Remarque 2

Dans le cas du probléme direct, il est intéressant de constater que
la méthode des éléments finis rentre directement en concurrence avec
la méthode des différences finies et on peut alors se poser la question

des mérites comparés de ces deux techniques.

I1 convient tout d'abord de remarquer que ces deux méthodes sont les
techniques les plus &lémentaires utilisdes pour approcher A 9= f ;

la premidre méthode est plus restreinte (nécessité d'avoir  symétrique
défini positif) et le fait de n'avoir 3 approcher que des dérivées pre-
miéres permet d'expliciter 1'approximation quel que soit le simplexe Qe”

alors que la méthode des différences finies n'est maniable que pour des

maillages rectilignes et des contours simples.
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ETUDE NUMERIQUE DU PROBLEME STATIONNAIRE
DE TYPE DIRICHLET BIDIMENSIONNEL

DISCRETISATION QU PROBLEME EN ELEMENTS FINIS

INTRODUCTION

Repére utilisé, notations

Dans ce qui suit, nous nous limiterons au cas d'un probldme station~
naire et bidimensionnel, Pour cette €tude, nous prendrons pour repére
{Ei,zi}, le repére de coordonnés rectilignes orthonormées {zi,zi}

introduit au début du premier chapitre. En fait, nous utiliserons la

notation classique pour les problémes bidimensionnels et nous poserons :

Remarquons que dans ce repére orthonormé, les notions de covariance

et contravariance ne jouent plus puisque 1'on a :

=5

Tij ij' Y

Position du probléme

51 nous nous reportons aux relations (46) et (47), nous voyons que
notre probléme revient & chercher 1a fonction @ qui rend minimum le

fonctionnelle I(P) associée au probléme de Dirichlet, telle que ...

Py + P29)

i]

I(9)

( P1e0) = l.f gradol % [C] . [erado] .dx du
2ot b ellial !
(51) |avec

P2 ()

n

"[ Bc\Podx dy
Q

ooo €t qui satisfait aux conditions aux limites de type Dirichlet :

(52) ?ly = A




47

Découpage du domaine 2 en &léments triangulaires Qijk

Supposons que l'on ait couvert le domaine () par un maillage de N
points constituant un pavage jointif d'é€léments triangulaires Qijk

de sommets i, j, k (cf, figure 2), Cela implique &videmment que Q
solt une réunion de triangles,

Figure 2

Les domaines &lémentaires Qijk sont évidemment supposés tels que :
Qe =Q avec e = (ijk)
e
(53)

Qef\ Qe2 = g avec e, é e,

Dans ce qui suit, nous poserons ,..

F D1 () - 3 ( [b......n{)]t [ﬂ} {~~-4$] dee dy l

ijk " 3 ° - IR RN v |

| jQijk f

(54) | I
i

jk(@) L I BO\P"dx dy
Q19K

coo 81 bien qu'en définitive on peut 8crire en vertu des relations

(51), (53) et (54) ...
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I() = Z« Tisk ()

(55) “ijk
- = 1 2
SPRCOREE OIS O
e J
... 00 le signe Z: indique que l'on fait la somme des quantités

- siiik . 5
;ijk(Q) pour tous % les triangles Qijk couvrant le domaine .

EXPRESSION DE ¢ = @*(k;l,__kfz, tee s §,)_DANS Q.

Construction d'un estimateur @f de ¢ dans Qijk

Nous prendrons pour approximation qf'du potentiel 3 1'intérieur du

domaine le polyndme du premier degré en x et en y défini par

ijk
la relation linéaire suivante :

[20

@* =11 =2 ] a

[ Y[-19,

2,

2ss OU Qg, a,, a, ont été choisis de facon que ¢I, @?, §; coincident
avec ¢E,'Pj,'@k aux trois sommets i, j, k de Qijk“ Ceci implique que

1'on ait la relation suivante :

" oo b a,
SR T R e e e
(9] L] (4]

eoe 00 (zyy ¥y)s (xj, yj) et (z, ¥, ) représentent les coordonnées des

points i, j, k. On en déduit alors que la matrice des coefficients [4]

°

pour le domaine Q, est donnée par la relation 3
b

ik

i
J

(56) [ a] = ¥1 . [¥)

En définitive, si la matrice [¥] est inversible, c'est-3-dire si 1'aire
de Qijk est non nulle, on définira le potentiel 9" dans le domaine Qijk

par la relation :

,
. i

=z y) . ][9] Jl

(57)
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Expression de [M—‘]

Nous voyons que 1la formule (57) nécessite le calcul explicite de la

matrice [M"!], Tous calculs faits, on trouve ,..

r

!

@3yl y) @) (& -E )

o

&) W sl G @) @)
% (xk-xj) (xi-xk) (xf-zi)
avec ¢

«es OU|S|représente 1'aire du triangle 9,

jk

! LS-(%—ﬁ)dﬁj%)ﬂ(qgﬁ)d%'%)

(59)
L
x «
CALCUL DE IiJk = Iijk[ )

INTRODUCTION

Si dans les relations (55) nous remplagons ¢ par y* et si nous posons

Tk = Iijk(qf'), on a :

!’_ * - «D1 xD2
Tige "Tage * 1 13 .
f I, 29
" Dl = 1 -L-a— ax
(60) I’ijk ’2— ® I [axY ay ] o[C]. . odx dy

| avec ijk %2

*DZ #* y
. va 1jk = = Bo \pod-'L‘ dy

Q

: ijk

L

Dy
CALCUL DE fijk

Dans le domaine Qijk on a la relation suivante si on prend pour ¢’

un polynome du premier degré :

o= [L oz y]). [0 [9]
oy
3; 0 1 0O )
> " = [ [M l]u[‘p]
ﬁi 0 0 1
%y
(0]




e e ]t 0] P ) (5] ) [ e
sk
En fait, la seule quantité dépendant des variables z et y est la

matrice [¢] de composantes Cas(x,y) pour le domaine si bien

13k’
que l'on peut écrire :

:fﬂ=%.{mtwﬂfimﬁ{jwywdy}4ﬂ¢M14@
s—zi_‘jk J

Si nous supposons que CaB(x,y) peut €tre approché raisonnablement par

un polyndme du premier degré en z et en v dans le domaine Qijk' on
peut écrire comme pour Q*une relation du type ...
g2e
i
R AP N 7 c?s
28
s |
baB

o> (61) f 8z ay =15k (1 & 7].[7}] . c‘;s
iy
13k

| o8
L

sos OU T et y représentent les coordonnées du centre de gravitd des%jkn

Si maintenant nous posons ...

r_—~ )
8. [ gy
o ERe]
1o “ljk
(62) o
_ Cll 012
e =1
i CZI CZZ
[

.s0 alors on peut écrire :

[t E o) ) 0] (7] o)

2

Par définition, nous appellerons matrice des conductivités &lémentaires

pour 1'élément Qijk” la matrice [X] symStrique définie par la relation
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suivante :

i

En définitive, on 2 lz relation matricielle suivante :

) (6] % (%] [i
(64) St RN G AR R

CALCUL DE [*D2
ijk

Trés souvent dans les applications pratiqu~s, la forction B(x,y) est en
fait une distribution de masses ponctuelles correspondiant 3 des sources

alimentant le domaine  au sens algébrique du terme,

Supposons donc que la fonction B(x,y) soit nulle partout dans le domaine
Qijk sauf aux trois sommets i,j,k ol elle est égale respectivement &
Bi’;j’fk’ Dans ce cas, si V; est le nombre de triangles de sommet i, on
peut admettre que le flux extérieur Bi’ au point i, est la somme de vy
flux égaux é-é—,Bi apportés par les Vi triangles de sommet i, En faisant
un raisonnemen, identique aux trois sommets i,j,k on peut &crire ...

1' .

- 1
V (x,y) S Qijk =3 B(x,y) = ';)‘;.Bi.,éi + -\-)-; BJ .5j + \)—k-.Bk,Ok

ose OU éi‘éj’ék sont les distributions de Dirac aux points i,j,k.

On peut alors écrire :

-1 . J B. §odz dy
ijk Q
i3k

- *Dz = -—1= 9 _L i _]L- ¥ 2

<==> I 15k “ioBia Qéi.kp,dx dy + v,’Bj’ !Qéjoﬂpodx dy + vk°Bk° fQéko Y.dx dy
ijk J 1k ik

- 02 1 . L B ol "

<= I 1]k vi'Bi"\Pi + vj.Bj.kpj + vk"Bk“kPk

* *
maie comme par construction on a 4& = P, @; = @j et @k = @k” il vient :

1
{_— D 1 1 1
; I ijk v ‘Biokpi - v ij o@j + \)kaBks&pk

| 1 3




w
[

ce qui peut s'écrire sous forme matricielle :

Py
- ,-'*Dz = 31 fal 2.‘_(. ‘pj
ijk i vj Vi *
t vk
(3]
(65) = - 81514

Expression élémentaire

I1 est facile de calculer l'expression élémentaire de I;jk' i1 suffit

pour cela d'additionner les deux quantités I*?;k et.f?;k comme 1'indique

la relation (60) :

1

(66) Iiye =+« [1%.0x).[9] - [8]%.0¢]

— T . |

Notations

Rappelons que les quantités ...

S
[171)
2]
[x]
[4]
(5]

.»o dépendent en rait de l°élement uijk sur lequel elles onc ece
calculées et devraient par conséquent comporter un indice (ijk)

que nous n'avons pas fait figurer afin de ne pas surcharger inu-

tilement les notations.
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EXPRESSION GLOBALE DE I:&k

Introduction

* Soit [®] une matrice colonne de taille N dont les &léments

sont g,k% seeayfy ¢

* Soit [Qijk] une matrice colonne de taille N dont les &lEments
sont tous nuls sauf ceux situés sur les lignes i,j,k qui sont

égaux respectivement & + B /v, + Bj/\)j et + B /v .

* Soit [eijk] une matrice carrée symitrique de taille NxN dont
les €léments sont tous nuls sauf ceux situés aux intersectioms
des lignes et des colonnes i,j,k et qui sont &gaux aux éléments

K??k de la matrice [K] relative 3 1'élément Q

ijk*®
°0 ©

o o o o]

g i I I
. :
B v - ———— - ’O“KijiR'K:}.jE"°“'K;;T<"°“"°“@
N e ~ |0~ Ki;E—Ki;k———o-—Kij;E——O—-—0~@
\
s logpd =] © ; gyl = {0 o 0 o o o o
O S C
0 o 6 o o0 o o o
. O lo o 0. 0 o0 o0 o0

On se propose d'écrire la relation (66) 3 1'aide des matrices [@],

[Qijk] et [eijk]°

*

Expression globale de Iijk

On vérifiera facilement que la relation (66) est strictement identique

~

i 1l'expression suivante :

7 i pem Lo [01002,,0 .00 - [0y, 0
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Iide = - (o1 0ey 0[]
(68) avec :

I*Ii)jzk = = [Qijk]tO [‘b]

CALCUL DE T % = 7(9%)

CALCUL DE 7% : PREMIERE FORMULE

La quantité I;ﬁk étant une valeur approchée de Iijk’ la relation (55)

nous permet d'écrire ,..

ass OU, rappelons~le, le symbole ZE: indique que 1'on fait la scums

des quantités I;Sk pour tous les i3k triangles Qijk couvrant le
domaine Q,
L 1 t - t
o~ S RGN R B OMIAEH

(69) posons !

ALY

<

Q15k
(70) <= el [t [eL0e] - [e).[e)
vl [zl
7L avee 3 i 2 [
| J

On remarquera que les &léments {Qi} de la matrice colonme [? ] soat

tels que 1'on ait ..,

(72) [ e, = B,
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ese O Biest le flux alimentant le domaine ? (au sens algébrique du terme)

au point numéroté i,

Cette derniére propriété découle directement des relations (65), (66)
et (67).

~ Dans ce qui suit, nous donnerons a [E] le nom de matrice des conductivités

globale.

PROPRIETE DE LA MATRICE [g]

Lemme

Enoncé

soit [W] =[W(z,y)] un vecteur et [¢] =[C(z,y)] une matrice définie positive
dont les éléments sont des fonctions de x et de y dans un domaine QI ;

alors 1'intégrale ...
J = Jn[w]t.[c] [ W]edx dy

.es st telle que :

{ =0 si [W] est identiquement nul dans {
J

>0 si [W] n'est pas identiquement nul dans il

Démonstration

Pour montrer cela, il suffit de considérer la fonction ...

0, = [#%.[01.[7)

.-.qui, du fait que [C] est définie positive, est telle que :

>0 si [W (xpyﬂ # [0]

gw(x,y) {
=0 si[¥(z,»]= [0]
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le lemme est alors évident si 1'on se souvient
que 1l'intégrale dans un domaine  d'une fonction 9y positive ou nulle
dans { est positive, ol le cas &chéant nulle si g, est identiquement

nulle en tout point de Q.

!
51 la matrice [C] associée au tenseur des conductivités €(x,y) est
;définie positive en tout point du domaine , alors la matrice [L’] des

|c:onduct:ivités globales est définie non négative,

Démonstration

En se référant & la décomposition (51) et aux formules (71), nous

voyons que l'on peut écrire :

. avec = ¢ (e

¥ ¥
En posant [W]t = —g%.-g—g-], nous voyons d'aprés le lemme précédent que la
forme intégrale de I*Pt ne peut &tre que positive ou nulle ; ce dernier
* £
cas (.Z'MDx = 0) ne se présente d'ailleurs que si -g% = -g—g = 0 en tout

point (x,3) du domaine @, c'est-3-dire si P"= A = constante dans tout ,
Comme par construction ¢ est fonction de (9], il s'en suit que

quel que soit [¢], on a ...

[e]*.[#].[¢] » o

soo c& qui démontre le théoréme.
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Nous venons de voir que I*D‘ ne s'annule que si ¢ = ) en ‘tout point

du domaine @ ; ceci doit &tre vrai en particulier em tout point i du
maillage utilisé, si bien que les &léments wi de la matrice [¢] doivent
tous &tre &gaux 3 \. Nous en déduisons que l'on a la relation :

=0 si[#] = A[€]

>0 sinon

[¢]%.[2] . [4] {

(73)

avec [g] =

R IR T

Théoréme 2

'S1 la matrice [C] associée au tenseur des conductivités ((z,y) est
définle positive en tout point du domaine Q, alors toute sous-matrice
| carrée extraite de [Eﬂ par suppression de lignes (et de colonnes

}correspondantes) est définie positive,

Démonstration

Considérons sur [¥] une partition quelconque du type suivant :

14 €
] - ¢

t

Yag T8

Pour que la sous-matrice [Ea] soit définie positive, i1 faut et il suffic

que l'on ait :

6 1°.12 1.[6 1 > 0 v (s 1 4 [0
D N T S gy L

Cette condition peut encore s'écrire sous la forme &quivalente suivante

2
{¢a} n[éﬁ E&é}’ % s 0 ¥ [¢m] # [0]

t
0 8&8 EB 0
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- el [0 v feg] # [0

Or, d'aprés la relation (73) établie au paragraphe précédent, nous
savons que la relation ci~dessus est toujours positive sauf dans le

cas ot [¢a] = [0], ce qui démontre le théoréme,

Remargue

Les deux théorémes &noncés ci-dessus dans le cas od w*s @Y[¢]) est
un polynSmes du premier degré sur chaque €lément Qijk sont beaucoup
plus généraux ; en fait, ces deux théor@mes sont encore valables si
P est approché par un polyndme qf de degré quelconque sur chaque

élément Qijk'

CALCUL DE I'* : DEUXIEME FORMULE

Partionnement des matrices [¢], [€] et [Q]

I1 va €tre capital pour nous par la suite de distinguer dans la matrice
colonne [¢] 1'ensemble ¢1 des valeurs @i correspondant 3 des points {
qui appartiennent 3 1'intérieur du domaine { et 1'ensemble ¢y, des
valeurs @Z correspondant 3 des points [ situés sur la limite T du
domaine Q ot l'on a appliqué des conditions de Dirichlet du type

@Z = constante.

Quitte 3 numéroter les points du domaine ( différemment, on pourra toujours
s'arranger de facon 3 pouvoir écrire la matrice [¢] sous la forme parti-

tionnée suivante :

PR

(74)

—
| {%6% <«=> 1&Q
! avec

\pl€¢L <=> [ €3

L .

Cette partition de [@] en sous-matrices induit évidemment sur les

matrices [€] et [Q] les partitions suivantes :
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I IL
e} = .
EIL EL
(75) "
%K
[¢] =
QL

P . : *
Conséquence : deuxiéme forme de l'expression I

Les relations (70), (74) et (75) nous permettent d'écrire :

¢
) off (F1 Tr] [41 @ |%g

Vi3 =-—l—- . = .
2

t L]
¢ I G| |4 9 %

En développant cette expression et tous calculs faits, on trouve :

I’ “'% g [¢1]t‘[el]'[¢1] - EQI]t‘[¢I]
(76) *2 fo]"-[e) [y - [9]% (o]

s et lepd [og]

MINIMISATION DE I™ = I(y¢") EN FONCTION DE [¢,]

RAPPELS ET NOTATIONS

Introduction

Dans les rappels de calcul matriciel qui vent suivre,[B] , [X] et [#] sont
des vecteurs colonnes tandis que [AJ est une matrice carrée et f([X])

une fonction scalaire de la variable [X]. De plus, nous adopterons les
notations suivantes en ce qui concerne les dérivations par rapport au

vecteur [X] :
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2 2 2 2

'?:x , 83“/.Bac1 )2 P j‘{a'zz:1 3 f/Bxlaarz--- d f'laxlaxn
F= ] s | ol 1o Ml N L R
x Bflamn 3 f/'a:::naa:1 3 flaxnaxz.--a flaxn

Dérivation de produits de matrices

On pourra vérifier que les relations suivantes sont exactes :

r t
a[B] ¥, [x
= (B
Eq (8]
77)

a[x]¥[a].[x] _ [4].[x] + [4]%.[x]

3[x]

Formule de Taylor

Au voisinage d'un point [X] ; le développement limité de la fonctien

~

f([}(]) s'écrit 3 1'aide de la formule de Taylor généralisée :

+ = + t,—a-f;- + 1, t. 3%f + € \
08 £([X) + [E) = £({x]) + (4] FERE (2] TR 4] <[H]>J

Recherche du minimum d'une fonction f([X])

Une condition nécessaire pour qu'une fonction dérivable f([X]) présente

un optimum au point [X] est que la dérivée 3f/3[X] s'annule en ce point.

{f([XJ) optimum}ém g—a—%%-n [0]%

Pour que le point ainsi obtenu soit un minimum, il faut de plus que

pour tout vecteur [H]on ait :

Pel¥l o Tl felvis ~ A
d N L=J Jd \L“§ 2 ~
D'aprés la formule de Taylor, et en remarquant que 3f/3[X] = [0]9 on en

déduit que 1'on doit avoir pour tout vecteur [H] ...
32
FAR [ - £CED = LA ey <[E] ¢ e([E#]D > 0

*f
a[x]a[x]

soo C'est-d-dire que si 1'on néglige le terme e([H])B la magtrice

doit @tre définie positive.
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RECHERCHE DE LA SOLUTION [¢.] MINIMISANT I”

Recherche d'un optimum

Les relations (76) et (77) nous permettent d‘'écrire :

[y = el + o)l - [og

Nous avons vu qu'une condition nécessaire non suffisante pour qu‘une
fonction I*([cbl]) présente un optimum au point [¢I] est que
31’"/8[4:1] = [0] s on en déduilt que si cet optimum existe, il correspond

2 un vecteur [¢.] solution du systime suivant :

[eI] 0[4’1] = [X]
avec [x] = [@;] - [EIIJ °‘[¢'L]

79

L'optimum ainei déterminé est wn minimum

Pour s'en persuader, i1l suffit de vérifier que 12 matrice ...

__.._?_z.l;:m e.]
2[o,] a[6,] 1

0oe €8t bien définie positive, or en vertu du théordme 2 {(cf. page 57 )
nous avons vu qu'il em est bien ainsi, 3 condition toutefois que la
matrice [C] associe au tenseur des conductivités C(z,y) soit elle-méme

définie positive en tout point du domaine Q.
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CONCLUSIONS

THEOREME

Enoncé

Si 1a matrice [C] associée au tenseur C(z,y) des conductivités est
définie positive en tout point du domaine I, alors, pour des condi-
tions aux limites [¢,] de type Dirichlet fixées, la méthode des
éléments finis appliquée au probléme direct permanent posséde ume

solution unique [¢I] obtenue en résolvant le systéme suivant :

| (2] (g = [X]

79

avee (x| = o] - [EIL]‘NL]

Démonstration

la démonstration est évidente car nous avomns vu que si le probléme 2
une solution, cette solution [¢I] vérifie 1'&quation (79) ; comme
d'autre part, on a montré que [EI] est définie positive, 1l s'en suig
que le systéme est inversible et que [¢I] est unique (compte tenmu des
conditions aux limites [¢L])o

CONDITIONRS AUX LIMITES

Condition de type Dirichlet : ¢ = XA fixé sur L

Ce type de condition 2 imposer ne présente aucune difficult@ pratique
car, dans 1'étude précédente, nous avons justement supposé que les con-

ditions imposées £taient uniquement de ce type.

En conséquence, 3i en un point numéroté ! on a la conditiom @Z = X, 11

suffit de placer la constante A sur la ligne numérotée I du vectemr[@lJ@
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-
Condition de type mixte : V fixé sur Zl et ¢ fixé sur Zz

Si 1'on se reporte aux relations (19) définissant les conditions de ce

type, on doit avoir ,..
+> >
0,e(n.V) =0, A

(80)
O,0 (@) =0,0 A

see Ol 0 et 0, sont des fonctions caractéristiques de deux parties
L, et I, complémentaires 1'une de 1'autre dans I, et X une fonctiom

donnée,

La dernidre relation (46) nous indique que la fonctiommnelle I(¢)
associée 3 ce probléme ne différe de la fonctionnelle associée au
probléme de type Dirichlet que par un terme Iﬁ(v) qui, d'aprés les
formules (44) est du type :

6 | M0 = [ o, 0.ds
_ :

11 nous suffira donc d'ajouter ce terme 3 la fonctiomnelle I(y) du

probléme Dirichlet pour €tre ramené au probléme précédent.

En fait, avant toute chose, le probléme se pose i nous de calculer
numériquement une approximation I'*M de 1'intégrale IM(Q) : pour cela,
imaginons comme 1°'indique la figure 3 que sur une partie L, de la
frontiére I soient imposées des conditions du type 01.(;.;) = 01. A

-# -~
oi A est une fonction donnée et " la normale unitaire extérieure 3 I.

" (Z1)

n
i i, I,
sy
M /\
Ts

Figure 3
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La technique numfrique que nous allons utiliser est assez voisine de
celle que nous avons employée pour calculer une approximation de 1°in~-
tégrale IDz(@) ¢ apré@s discrétisation en &léments finis, la frontiére I,
est une ligne brisée ..., Ii,i,I29 soo SUr laquelle on peut découper des
éléments de courbe du type (ilpi,iz)a Ci ou il et i, sont respectivement
les milieux des segments Ixi et 112 de part et d'autre du point i,
comme l'indique la figure 3, Les éléments de courbe Ci ainsi construits

sont évidemment tels que 1'on ait :

(82)
ci(“\CB = @ si 14}

-

On obtient ainsi une relation analogue 3 1la relation (55) en posant 0.

e = 2 1@
c
i

(83)
I?(‘P) s { O'lo)\okpods
€y

——

soe OO le symbole gi indique que 1l%on fait la somme des quantités I%(w)
pour tous les axcs Ci€: Z1 . Il nous suffit donc maintenant de caleuler
une valeur approchée de l'intégrale IT(@) sur chaque segment de courbe Ci
par exemple en posant ,..

*M
i(@) = lcil°xl°@i

I
so0 OU Ai et O désignent la valeur des fonctions A et Y au point i
et |C;]| la longueur de l'arc C, € L ,

* M
(84) I70@) = 0, (A9 ]C |

000 OU cl(i) est la valeur de la fonction caractéristique 0; au point i,
nous donnons ainsi un sens 3 la quantité I*?(@) meme en des poimts 1 qui

3 o

n'appartiennent pas 4 la frontiére Z1 et on a 3
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Age9elcy] si 1€
(85) O

0 sinon

Par ailleurs, la relation (83) nous permet d'écrire :

P = 2 MM
cie:z! i

En vertu des relations (84) et (85), cette dernidre expression peut

encore se megttre sous la forme suivante ,,.

(86) ™ - 2 i
i

soe OU la somme est cette fols &tendue 3 tous les points i du domaine §

discrétisé en €léments finis,

Remarquons que d'aprés (80) on a ,..

- >
jciol.kadb = Jciclo(noV)gds = - ¢i
soo Ol 71 est la normale unitaire extérieure 3 I au point considéré ;
il s'en suit que - Wi désigne le flux de ; sortant de Q 3 travers le
contour C;, 5i maintenant on désigne par [¥] le vecteur colomne défint

comme sult ...

wl
- IPZ . FAPRN I~
Ko/) LYy = . avee Wi T TV \&reage|vyl
;.LPN.J

-

.
o0a OU by désigne le flux du vecteur V entrant 2 travers l°arc Ci, la

relation (86) peut alors s'écrire sous forme matricielle :
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™M) = - ] (0]
(88)

avec Y = - o, (1).1;.]C,]

En comparant ce résultat avec les relations (70) et (71) nous voyons
que pour passer du probléme de Dirichlet au probléme mixte, il nous

suffit d'ajouter la matrice [¥] 3 la matrice colonne [Q].
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C| ETUDE NUMERIQUE DU PROBLEME DE TYPE
DIRICHLET BIDIMENSIONNEL EN REGIME TRANSITOIRE

POSITION DU PROBLEME

INTRODUCTION

Si wn milieu dans lequel existe une certaine répartition du potentiel ¥
est soumis brusquement 3 une nouvelle répartition des débits sources
B(x,y) alimentant le domaine §, ou 3 de nouvelles conditions aux limites
sur la frontiére I, il s'en suit une nouvelle distribution du potentiel
qui évolue en fonction du temps pour tendre vers un nouveau régime

permanent.

D'un point de vue analytique, nous sommes en présence d'un probléme
évolutif de type parabolique régi par 1'équation différentielle sui-
vante 3 1'inconnue ¢ (x,y,t) :

div{- [C].[gradp] } = - 4 + B

wio:
+ S

En principe, les techniques de résolution numérique (et analytique) de
ce probléme différent complétement de celui du régime permanent car il
s'agit d'un probléme 3 valeur initiale, Les méthodes employées sont
généralement des méthodes explicites ou implicites qui permettent de
calculer la nouvelle répartition ¢ au bout d'un pas de temps At donaé,

-~

pour une répartition initiale k% du potentiel comnue 3 1'avance,

eTaO0E DES ELEHENTS T

Intérét de la méthode &tudiée

Nous avons wvu daas la partiedu présent exposé que ce probléme pouvait

se ramener 4 un problé&me de type elliptique 3 condition de poser ...

30 . 997
at At
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soe OU 4? représentz !2 distribution initiale du potentiel et ¢ la
distribution au bout d'un pas de temps domné égal 3 At. Cette fagon

de faire revient en fait 3 utiliser la plus &lémentaire (et aussi la
plus grossiére) des mEthodes d'intégration, 3 savoir la méthode d'Euler,
Toutefois cette technique n'est pas sans intérét car trés souvent,
lorsque 1'on utilise des méthodes plus élaborées, celles—ci nécessitent
non seulement la connaissance de @o, mais encore de @l,vzn... qui sont
des répartitions 3 des dates intermédiaires entre la date to et la

date t, *+ 0t 3 la plupart du temps pour pouvoir "initialiser" de telles
méthodes, on utilise la méthode d'Euler qui permet justement de calculer

¢ yp?y00s d'0l 1'intér8t de 1'étude que nous alloms faire.

Présentation du probléme

D'aprés les relations (44) et (46) obtenues dans la partie de cet
exposé, nous savoans que dans le cas d'un probléme transitoire, il est

nécessaire d'ajouter 3 la fonctiommelle I'(Y) du type de probléme &tu-

dié, un terme IT(@) défini par les relations suivantes :

|

1Y) "IB\dedy 11
(89) l

: - A

-

Nous allors done dans ce qui suit nous attacher 3 construire une tech=
nique numdrique permettant de calculer une valeur approchée Y de la
fonctiomnelle IT(\O)a Comme application, nous nous servirons ensuite de
cette valeur approchfe pour calculer une approximation I*(@) de la

fonctionnelle 7{Q) relative au probléme transitoire de type Dirichlet ;

|
1

(o) = I'Prepy + *P2(p) + *T(p) ]

J

(90)

ORGANISATION DES CALCULS

Au lieu de calculer brutalement une approximation I%T de la fonction-
nelle IT pour l'ajouter ensuite 3 (ID1 + ID2)B il est plus intéressant

°

de calculer une approximation I*zjk de 1'expression




69

(91) rfjk - J B.9.dz dy

ijk

sos relative 3 1'8lément Q j pour 1'ajouter ensuite au second membre

de la quantité Iﬂ?jk a.f?;k + I*?§k obtenue en régime permanent

(cf, &quation 66),

Pour obtenir une approximation I" de la fonctiomnelle I, i1 suffira

alors de calculer la somme ,,,

I’ - Q:E: I*i

3k
(92) 1jk
* *D T
avec Iijk = I 14k ¢ I 14k
caLcuL pe r*T
1§k

CALCULS PRELIMINAIRES

Introduction

Dans ce qui va suivre, nous aurons besoin d'un certain nombre de

résultats concermant des intégrales doubles &tendues =zu triangle

-

Qijk’ aussi avons-nous trouvé préférable de les calculer 3 1'avance

afin de ne pas alourdir les calculs,

Rappels
Considérons un triangle Qijk de sommets 1,j,k et de centre de gravieé G,
ainsi qu'un rep@re orthonorm# (X,Y) d'origine G comme 1'indique la

figure 4 3

—= - kg
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Soient (Xi,Xj,Xk) et (_Yi,}’j ) les coordonnées degs points ijk dans ce

repére, on a alors les relations classiques suivantes :

—
J dx dYy = {8|
L 4x
J X.dx dy = J Yd&Xdy =0
Q Q
13k 15k
(93) J Lax ar =81, x2 + 22+ 19
Q 12 i 3 k
1jk
2 . sl 2, 2 72
jg Yide dy = =, (¥; + ¥; + 1)
1jk
Jxr.dx&yslg-'. (¥, + XY, % KT
Q 12 i3
11k
L

Formules utiles

Si on désigne par ¥ et y

dans le repére (x,y), en posant

Xﬂxn
_Y=y—

.00 les formules (93) nous permettent d'écrire

LN

w8l

s
j de dy = |S|
2451
J z.de dy = ISl. T
(94) j ﬂ-@' t,,[(xfL +
Q 12
ijk
jy%dxdyalﬂ‘ o[ 1
a 12
1k
Sl
I zYy.dx dy = li== [(xiyi
Q4%

les coordonnées du centre de gravité G de

ijk

tous calculs faits ...

gode dy =1S|. 7

Qijk
2 2 o =2
xj + xk) % 995:]

i v 0]

+ a:jyj + a‘:kyk) + %2 y]

000 OU (xipxi,,xk) et (yipyjayk) représentent les coordonnées des points

1, j et k dams le rzepdre (z,y).




o]

71

APPROXIMATION DE B¢ SUR Qijk

Supposons que l'on approche les quantités B et ¢ par des fonctions

linéaires 8" et 9" sur chaque &lément Qi de la forme ...

jk

B=[1 = y] . "] . [8]

(95) *
Vel o2y )L (9]

eee OU [M‘l] est une matrice carrée dont les €léments sont donnés par
la formule (58) et [8] et [¢] des matrices colonnes dont les &léments
Bi’Bj’Bk et (%}&%,qi sont les valeurs des fonctions £ et ¥ aux points
i, j et k,

6 |
(8] = By
&3
o]
[e] = |9
]
on peut alors écrire :
| 1
g9 = [B]5. 10 2| 1 & y). (M) (0]
E
(— ' (1 =z Y
<> (96) }BWD"“ B15. 1% |2 =* ay|.[7']. (9]
| v oz

Supposons que par ailleurs la fonction A(x,y) soit constante et égale

3 4= Ai sur chaque triangle Qijk ; on a alors la relatiom

ik

(o7) (8] =55 - {09 - (¥}




CALCUL DE I*T

72

13k
En intégrant B*¢ﬁ sur Qijk' on obtient :
1l =2 y
T -1t &
S I C M FIE R RO
ik y =y y*
1 = y
= [g]%.[(w]". [ z z* ay|.dedy }.[M7].[9)
iik [y =y y?

En fait, la matrice entre crochets pourra toujours etre explicitée

grace aux formules (94) ; posons donc ...

1 =z y
08) | [u] = [#]%. z z* ay|.dedy }.[M7]
tik |y xy y°
eso 11 vient alors :
*T t
(99) AP [8]%.[u] . [¥]
En combinant les expressions (97) et (99), on obtient :
* t A
Pl = 8107 - [91%) L £ D[]
posons :
(100) [y@ae)] = Z% . [H]

En définitive, on a 3

(101) e =L@ van] . 9] ~ [09% [yen] . [9]
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CALCUL DE I'Y,. ET CONCLUSION

ijk

+#
CALCUL DE T ijk

zjk au second membre de l'équation (66) déji établie en

En ajoutant I
régime permanent, on obtient 1'expression de I;jk en régime transitoire :
*

Tk =

L0154 [9) - [B]%.[9]

Jol Py @] (9] - [9°% [ya®)].[g]

(S

N

Soit en posant ...

(k)] = (K] + [yav)]
(102)

[Bw®)] = [8] + [y@&)]-[9°]

200 11 vient :

(103) I = 2 o015 k0] . [g) ~ [Ben)][g]

CONCLUSION

Nous voyons que 1'expression de Izjk en régime transitoire (cf. &quation
103) est identique 3 1'expression de Izjk obtenue en régime permanent

(cf. &quation 66) i condition toutefois de remplacer les matrices [Kﬂ et

[B] par :

[K] ———— [r@®)]

[B] ——— [B(a®)]

Par un procédé analogue & celui utilisé en régime permanent, onm construi-

rait des matrices [x(At)] et [EI(At)] telles que la solution du systdme ...

(104) ( Eroe)].[e;] = [x@)]

soo S0iL justement la solution de notre probléme, c'est-d-dire que les
composantes de la matrice colomne [¢I] représentent la valesur du potentiel

Plx,y) & la date ¢ awx points intérieurs du domaine Q.
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THEOREME

Enoncé

Si en tout point du domaine 2, la matrice [G] associée au tenseur
C(x,y) des conductivités est définie positive et si le rapport
A(x,y) /At est positif ou nul, alors pour des conditions aux limites
[ ¢L ]de type Dirichlet fix@es, la méthode des €l&ments finis appli-
quée aux probléme direct transitoire possé@de une solution unique

[¢I] obtenue en résolvant le systdme suivant :

[2r@®)] . [¢y] = [xa8)] ‘

(105)

avec [ x(@t)] = [¢I] = [E[L(At)]‘ [¢LJ

Démonstration

Si nous considérons la relation (102), nous voyons que 1'on peut écrire ...
[Eaty] = [¥] + [T@w)]

s00 o0 [T(At)] est une matrice construite 3 partir de [y(At)] suivent le

méme algorithme qui a permis de construire [¥] 3 partir de [X].

Remarquons que [y(At)] est manifestement une matrice carrée symétrique

qui est définie positive ou définie non négative pourvu que A(x,y)/At

soit positif ou nul aux points (1,j,k), Il s'en suit que [T(At)J ne peut
etre que symétrique définiepositive ou définie non négative et que par
conséquent la sous-matrice [FICAt)] construite de la mfme fagon que ﬁ?l]
est elle-méme, soit définie positive, soit définie non négative, On conclut

de tout cela que la matrice ..,
LEI(Ar)J = [Spd L gz
o0o est de méme nature que [EI]D c'est=3~dire définie positive, Il en

découle que le systéme d’équation (105) a une solution wmique qui corzes-

pond bien au minimum de la fonctionnelle I*(Q) en régime tramsitoire,
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METHODE DE RUNGE = KUTTA

INTRODUCTION

-
Si nous nous plagons en un point z de coordonnées xi et ¥y appartenant

au maillage des éléments finis, et si nous observons 1'évolution du poten-
tiel ¢3(t) = @(éi,t) i partir d'une valeur initiale Q? = W&(to) = @Céi,to)o

on observe en général une courbe du type de celle représentée sur la

figure 5 :

solution analvtique
oo SoOlution numérique

Ya

Figure 5

Si on utilise une méthode du type de celle que nous venons de décrire,

on observe la plupart du temps au cours des itératioms, une dérive de

la valeur @:(t) calculée par rapport d la valeur théorique @}(t)o

Comme nous allons le voir, il est possible de corkiger dans une certaine

mesure ce défaut en utilisant une technique du type Rumge = Kutta.

OPERATEUR €(At)

Définition

Soit [¢I(t)] la matrice colonne des potentiels [¢I] 3 la date t. Par dé-

finition, nous désignerons par T(A) 1'opérateur qui fait passer d'une

-

répartition initiale [¢I(to)]du potentiel 4 la date ¥ 3 la répartition
[¢I(t° + At)] 3 la date to + At calculéde par la mEthode d°’Euler suivant
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la technique dzs 8léments finis :

(106) @) . [o,(2)] = [6;(2, + 88)]

1
|
|

Conséquence
I S T ————3

L'introduction de ce: opérateur permet d'Scrire sous forme condensée
une approximation de la dérivée de [¢I(to)] par rapport au temps ;

pOSONE o.e

T@) (¢ (8)] - [¢7()]
At

(107) Fae § [oy] } =

veo Ol 7, désigne une matrice colonne de mEme taille que [¢I(t)].

At
On a alors approximativement :

3 [o5(2)]
(108) —L=z,, {[¢I(t)] }

METHODE DE RUNGE = KUTTA

Introduction

Notre problédme se grouve maintenant mis sous la forme vectorielle

sulvante ...,
= - -+
(109) & = Flt,v(8)]

200 et on sait que dane ce cas i1l est toujours possible d'utiliser
pour résoudre ce systéme différentiel, une formule de Runge = Kutta

i n approximation,

[P

se résoud en posant pour un pas d'intégration &gal 3 At @

n>’ -+ -+
K = bt . Flt, 3 V()]

- e ISy 3
K, = At ,,F[to¢_;:= 3 V() + < K]

-
A‘ﬁsxz

- -3 ->
s> V(50¢At) = V(to) + AV
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Application

A titre d'exemple, essayons de mettre em oceuvre une méthode de
Runge - Kutta dans le cas de notre probléme : on 2 les relations

suivantes dans le cas d'une approximation d'ordre 2 :
(K] =at . Fy, { [¢I(to)]}
[Kz] =At . Py { (6, 0] + % .[Kl]}
[61¢t, + 88)] = [;¢t )] + [K ]

En fait, si on explicite ces formules 3 1'aide de la relation (107),

on obtient :
(k] =€@e).[6;C )] - [8(2,)]
[(x) =eee) ] + 2ox]h- {loy)] + Lix) )

[, + 88)] = [¢;(2)] + [x]

)

)

[6,C, + 88)] = 'e(At).{[cplcto)] s %.[Kl]} - 4[]

En définitive, on a les relations suivantes 3

[ [Kl] =eW)fo; ¢ )] - [o; ()]
(110) (%] =‘E’(At)e{[¢1(to)] ¢ 2 [Kl]}n {[¢I<to>] ¢ 21»[1{1]}

[6,(t, + AB)] = ?(At)o{[qbl(to)] + _;,[KI:]} - L[k ]

Remarque

On peut évidemment appliquer cette technique pour des formules de
Runge = Kutta d'ordre quelconque, mais nous ne 1'avons pas fait car
évidemmsnt cela est coliteux su point de vue mEmoire centrale, car il
faut réserver plusieurs tableaux pour ranger las résultats intermé=
diaires (X | .

[x,]
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[D] MISE EN OEUVRE DE LA METHODE

CONSTRUCTION DES MATRICES [€] 0U [E(A®)]

INTRODUCTION

Pour fixer les idées, dans ce qui va suivre, nous allons indiquer 1le
moyen pratique utilisé pour construire [f] étant entendu que 1l'on

procéderait de méme pour obtenir [f(Atﬂ

MAILLAGE UTILISE

Afin d'obtenir une matrice [£] intéressante du point de vue stockage
sur ordinateur, il convient de ne pas utiliser un maillage quelconque

constitué de points numérotés n'importe comment,

Nous supposerons que le maillage utilisé est un homSomorphisme d'un
maillage régulier 3 maille carrée ; c'est=-d-dire que 1'on peut passer
du maillage utilisé au maillage régulier & maille carrée inscrit dams
un rectangle par une déformation continue. De plus, la numérotation des

noeuds du maillage sera effectude comme 1°'indique sur un exemple la

figure 6 :




79

On posera :

m = nombre de noeuds suivant 1'axe (m) ;
sur la figure 6, on aura par exemple
m=9

n = nombre de noeuds suivant 1'axe (n) ;
sur la figure 6, on aura par exemple
n=25

\
On volt qu'il est alors trés facile pour l'ordinateur de repérer
quels sont les vy = 6 triangles de sommet i quelconque, ce qui
est trés commode comme nous le verrons dans la construction de

[B] (cf. fig. 7).

i+ m i +m+ 1

a1l + 1 Flgure 7

CONSTRUCTION DE [&]

On commence par initialiser la grande matrice [8] de taille Nx N 3

[0] (avec ici N = m.n).

Pour un &lément Qijk quelconque, on calcule la matrice [K| des con=

ductivités €lémentaires ...

i 0§ k

¥ v ¥

i~ [d b c]

k] = 3 >|b d e

k>]c e f

soo €t on additionne les &léments de cette matrice aux éléments de la

matrice [&] situés sur les lignes et les colommes i j k (cf. fig. 8),
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] =[] +

®

e

c

Figure 8

NATURE DE LA MATRICE [F]

Introduction

Par suite du maillage utilisé, on constate que l'on obtient ce faisant
une matrice heptadiagonale, ce qui est trés intéressant au point de vue

stockage en mémoire centrale sur ordinateur,

Pour voir cela, considérons un quadrilatére ABCD du maillage régulier
utilisé ; on peut comme 1'indique la figure 9 extraire de ce quadrilatére

deux triangles Qi K différents :

3

=1 + 1
=j+m
CT=——‘~TB
B
pd—da
= 1 +m
=k + 1

Figure 9
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Le quadrilatére ABCD engendre donc deux matrices [K ] et [K ] qu'il
convient de ranger dans la matrice [E] ; comme [¥], [Kl) et [Kz]
sont symétriques, nous ne nous intéresserons qu'aux demi-matrices

inférieures :

Rangement de la matrice [Kx] dans [&]

Soit [Kl] la matrice des conductivités €lémentaires du triangle 1
(cf. fig. 9). Il s'agit de ranger la demi-matrice inférieure de[Kl]
dans la demi-matrice inférieure de [E] sachant que 1'on a les rela-

tions suivantes :

i 3 k
i a
j = i+l
{ [KJ- i b d
k = j+m
k e e f

On vérifie facilement qu'on obtient la figure suivante :

4+

[e] = [¢]
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On s'apercgoit que ce faisant, on engendre 4 diagonales de nombres en
général différents de O dans la demi-matrice inférieure de Rﬂ s les

équidistances entre ces diagonales ont été indiquées en bas, 3 droite,

de la figure 10,

Rangement de la matrice [KZ] dans [&]

On opére de méme pour la matrice [Kz] des conductivités é€lémentaires

du triangle 2 (cf. fig. 9) qu'il s'agit de ranger dans [#] sachant que

i j k
i a
k = i4+m
{ (k] = 3 | b d
j = k+l
k c e

Cette fois encore, on fait apparaltre dans la demi-matrice inférieure
de [E] 4 diagonales de nombres en général différents de 0, diagonales

que 1'on constate &tre exactement identiques 3 celles obtenues 3 par-

tir du triangle 1 :

£l = ] +

Figure 11
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Conclusion

En conclusion, nous voyons que la matrice compléte [Eﬂ a tous ses

-~

éléments égaux 3 0, sauf sur 7 diagonales paralléles 3 la diago-

nale principale.

STOCKAGE DE LA MATRICE [¥]

INTRODUCTION

La matrice Rﬂ étant symétrique heptadiagonale, nous ne conserverons
que les 3 diagonales inférieures et la diagonale principale par souci

d'économie de mémoire centrale de 1'ordinateur.

Pour ce faire, on va ranger [¥] dans un tableau [E*] 3 N = m.n lignes

et 4 colonnes de la fagon suivante :

RANGEMENT DE [ ] pans [e7]

a
(k] =|b d
¢ e i

K = j*m

Figure 12
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Nous rangerons [Kx] dans [€*] suivant 1'algorithme décrit sur la

figure 12, Ce faisant, nous pouvons constater sur les figures 10

et 12 que les éléments se trouvant sur une ligne de [8*] sont iden-

tiques et dans le méme ordre que les &léments non nuls se trouvant

sur une ligne de la demi-matrice inférieure de'[bﬂ. On pourra égale-

. ; &me
ment constater que les €léments non nuls de la i

colonne de la

demi-matrice inférieure de [Eﬂ sont identiques 3 ceux de la diago-

nale inclinde & 45° dans [&*] et passant par le point @ = E"(i,4).

RANGEMENT DE [X,] DANS [&7]

1 m ey
- ]
1 L
L
T_— A v F
e //_ ! ;
N
A
m
|
|
|
I

(=)

BACERANNY

o

— 1 ’%_:
l

k = i+m
j o= kel

[Kz] sera rangé dans [EB*] suivant 1'algorithme décrit sur la figure 13,

On peut faire les mémes remarques que pour [KIJ quand 3 la correspon-

Figure 13

dance entre les lignes et les colonnes de [®] et [¥*], il n'y a pour

cela qu'd comparer les figures 11 et 13,
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CONCLUSION

Nous voyons en définitive que notre numérotation un peu spéciale des
points du maillage nous permet un gain de place en mémoire centrale
énorme, car si N est le nombre de points, nous avons réussi 3 rempla-

cer la matrice [€] 2 N? &léments par une matrice [¥*] 2 4,N &léments.

RESOLUTION DU SYSTEME (79)

TECHNIQUES UTILISABLES

Soit donc a résoudre le systéme ...

(79) [&;] « [¢7) = [¥]

eseo & l'inconnue [¢I]. La matrice B?I] étant symétrique et définie
positive, on peut étre tenté a priori d'utiliser des techmniques de
résolution du type Cholesky par exemple ; malheureusement, ces mé-
thodes sont ici pratiquement inexploitables car elles détruisent le
caract@re heptadiagonal de la matrice [EI] et rendent de ce fait
inutilisable le stockage de [¥] dans [£*]. C'est pour cette raison
que dans ce type de probldme on utilise classiquement des méthodes
du type itératif qui laissent intacte la matrice [EI] comme par
exemple, la mdthode de Richardson ou la méthode de Gauss - Seidel

avec ou sans surelaxation.

CALCUL DU PRODUIT {¥] . [¢]

Si on utilise une méthode itérative pour résoudre le systéme (79),
on sera amené au cours des calculs 3 calculer des produits du type

Bﬂ ° [@] ol [¢] est un vecteur colonne,

Pour cette raison, il est intéressant de domner 1l'expression Pi du
produit de la 1*™®% 1igne de [E] par [@] en fonction des é&léments du
tableau [Ef] dans lequel on a rangé les &léments non nuls de la

demi-matrice inférieure de [¥] :
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———————————————— 9, |- === v, = i-m-1
————n—lez—| ——————— v,= i-m
e 0 EEE RO
e A v i
bt — = — =) il e e = +
ﬂ% v, i+l
_e vy JA__ = i
= lpus \)6 1vm
_‘—~_¢V7M ——————— - V.= i+mé+1
TNt

Figure 14

On voit sur la figure 14 que 1l'on a :

(111) Po=a. @y +B.9, +y.9, +06.0, +e.9, +0.9 +2A9,

i

En observant la figure 15, on constate que 1'on a les relatioms :

( o= B7(i,1) ( ,
e =¥ (vs,3)
B = €7(1,2) .
6 = e (VBQZ)
y = ®7(1,3) .
A= B (v7,1)
§ = ©'(1,4)
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[e] =

= i}

i+m+1

FPigure 15

Evidemment la formule (111) que nous venons de donner n'est strictement

ment valable que lorsque l'on a :

S1 ce n'est pas le cas, i1 suffit de supprimer dans Py les termes corres-

pondant aux Vi tels que

Vi ‘t [1, NJ
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REMARGUES TECHNIQUES

INTRODUCTION

Tout ce que nous venons de voir jusqu'd présent, tant sur le plan

théorique que sur le plan pratique, nous conduit 4 une valeur

approchée d?x,y) de la fonction Y(x,y) dans le domaine Q.

En fait, le physicien aussi bien que 1'ingénieur sont souvent inté-
ressés non pas par ‘5(x,y) mais par la connaissance de certaines
fonctions liées 3 P(x,y) comme par exemple le vecteur 7 ot les flux
¥y = W(C,) de ce vecteur i travers diverses parties Ci(: I de la

frontiére £, 3 savoir ...

wep = - | Ve

Ci
(112)

¢ ,Ck

-~ -* ) - - -
.se OU 7 est la normale unitaire 3 L orientde vers l'extérieur de
-
de facon 3@ compter positivement le flux  associé & un vecteur V

entrant dans Q,

La plupart du temps, une connaissance méme approximative de w(Ci)
est suffisante pour les applications pratiques, aussi est-il intéres-
sant de fournir un algorithme de calcul automatique méme grossier,

permettant de se faire une idée de l'ordre de grandeur de ces quantités.

-
COMPOSANTES DU VECTEUR V DANS UN ELEMENT Qi

jk

2
Soient V! et V? les composantes contravariantes du vecteur V dans le

repdre {ui,xl}n

Si on utilise la relation pseudo-matricielle représentée par 1'équation

(12) de 1la premiére partie, on peut &crire de fagon approchée ...
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s 11 pl2 3P
|4 o c ~
2 2t g2 ¥y

3y
— T

(7] [c]

ses OU les quantités ¢t définies par la relation (62) sont les compo-
santes moyennes du tenseur des conductivités dans 1'81ément Qijk consi-
déré,

Par ailleurs, on a, d'aprés la relation (57) ...

%’3 o 1 0
o | " . [M] . (9]
wloleos

n]

+e0o ce qui nous permet d'écrire :

(113) ( [v] = - [5].[D].[M'II-[‘P]J

Comme [C] représente le tableau des composantes movennes du tenseur

C(x,y) dans Qijk”

représentent une approximation de la valeur moyenne des composantes

11 s'en suit que les &léments de la matrice (V]

-+
V! et ¥? du vecteur V dans 1'&1lément Qijk'

=
S1 on désire comnaltre les composantes de V en un point 1 du maillage,

on pourra par exemple prendre en premiére approximation la moyenne

arithmétrique des composantes relatives aux triangles de sommet i.

-+
FLUX @, = $(C,) DE V ENTRANT DANS Q@ A TRAVERS C, C I

Introduction
s

Soit 1€ I un point du maillage oli est imposée une condition aux limites

de type Dirichlet et soit (Ilpi,Iz) un arc de courbe tout entier contenu
>

dans £. Nous nous proposons de calculer le flux wi = w(Ci) du vecteur V




90

entrant dans & travers 1'arc Cy= (4,1,1) CIloti et i, sont

SN St v e ,.7«1

respectivement les milieux des arcs I iet I,i comme 1'indique 1la

figure 16 :

S
—~
™
~—

Figure 16

Imaginons que 1'on remplace sur Ci la condition de type Dirichlet par

une condition de type Neuman &quivalente ...

> 5 N
noV'C L i
i A
-~ -> Pl - -
200 OU 7 désigne la normale unitaire & I orientée positivement vers

1'extérieur de  ; nous avons vu d'aprés les équations (88) et (70)
-+

-

que dans ce cas, si wi désigne le flux du vecteur ¥ entrant & travers

1'arc Ci’ i1 suffit pour passer de la condition de type Dirichlet au

point i & la condition de type Neuman d'ajouter wi i 1'é1ément

Qg = Bi de la matrice colonne [Q] ou ce qui revient au méme d'ajouter

wi au débit source Bi alimentant  au point i,

Supposons que l'on soit en régime permanent et considérons le domaine

AR, de frontiére AZi = (i,ilpjl,q,a,jv yi,,1) ol comme 1'indique 1la il
figure 16, (jl,ao.,jp,uaO,jvi) sont leé milieux des cdtés (i jp) des v

triangles de sommet i,

En tenant compte du fait que Ei doit etre remplacé par Bi + wi“ la formule

de Green nous permet d'écrire :
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j Vonide = f div(V)de = B, + U,
AL, 80,
B
(116) <> | ¢, = j Tar.ds = B
I VY »
| n
(=

i

Dans ce qui suit, nous alloms donc pour trouver wi calculer 1l'intégrale

> > ->
f Ven.ds ; comme nous connaissons déjid V dans chaque &lément Qijk
AL

i

gridce 3 la formule approchée (113), il nous suffit de trouver ; :

-
Détermination de n

Soit 7 la normale unitaire au cdté jk orientée positivement vers 1'ex-

térieur de @ comme 1'indique la figure 17

1ik

Figure 17

Soit 4 la longueur de la hauteur il abaissée de i sur jk et soient
a et B les composantes du vecteur ; :
o
-
”n

8

on doit avoir les relations ..o

—F
i »

Sy 3

—
ik .
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voo qui s'écrivent sous la forme matricielle suivante

(xj -x,) (yj - Yy a h
T,
(7]
| En inversant [N] on trouve ...

- 1
7] =5z -

(:x:i - xk) (xj -22.)

vos O S est l'aire algébrique du triangle Qijk définie par la relation
—_
(59). Comme d'autre par h.|3jk| = 2.|S|, on a :

b - 28
| 3k
<> =———-—-L-]——' : .
2, 5 .|jk
BJ S +|3K| L(:Jc1 - xk) (.w:j - xi) 1
= ~
o] (y, = vy)
il
(115) <> 5 ale s Isl | )
— S
g| 13K o B = B
i | Tk 3

Calcul de wi en régime permanent

~ 17l

-
Soient V A woareus V dane 1'218ment O

ThC2 - % 2 13K
définies par la relation matricielle 113, Si nous considéromns la figure 17,

s T2 1 p i e mmm h A AsA o
cSe v LS COWMpOs@ness Wity

— 1 5 A P
nous voyons que Ijl k1| = _.]jk[ si j, et k1 désignent respectivement les
2 -+
milieux des cOtés ij et ik du triangle Qijk” si bien que V étant par cons-

truction constant dans Qi x® o0 peut écrire :

3

-+ & -+ > —_— >
j Voneds = %I Vonods = % o 3k] o Ven
ik jk
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posons

1-—»-»-»
<> =5 | 3k|Ven

De la méme facon on pourrait calculer des quantités ﬁj et ﬁk relatives

aux sommets j et k de Qi

k¢
-
q—.i=’;“’ngS_L' {(yk“yj).Vl - (.'Dk-xj).Vz}
(117) R 7R RN AN
‘_‘k = 2L.. -Lg-l- . {(yj - yi).Vl - (:.,"j - xi).Vz}

en comparant les relations (116) et 114) et en se reportant sur la fi-
gure 16, nous voyons que la valeur qy de 1'intégrale ...
+ >
(118) q, = f Voneds
i
AZi

.00 S'Obtient en additionnant les quantités Ei relatives 3 tous les

triangles de sommet i,

Introduisons maintenant les matrices colonnes [qijk]’[q] et [y] cons-

truites de la fagon suivante :




o}
4l .. "
o .
lagd = | &) >3 5+ [al = |-
0 .
o )
G > K .
Lo} | N |

on a de facon évidente la relation suivante :

(119) [a] = QZ [ag 5]

11k

94

s [v] =

Z—e—..onaoo.uc

|
1
1
J
|
1
|
1
'
1
f
L

en tenant compte des relations (114) (118) et (72) on a en définitive ...

(120) [v] = [a} - [4]

Remarque

La relation (120) définit un flux U)i alimentant le domaine { méme en

des points i intérieurs au domaine, comme 1l'indique 1la figure 18 :

Figure 18
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Dans ce cas, s'il n'est pas imposé de condition de type Dirichlet au

point 1, alors la formule de Green nous permet d'écrire 20

> > +>
J Van.ds = j diV(V) odw - Bi
AEi AR

ooe 51 bien que 1'0on a en considérant la relation (114) :

Par contre, il se peut que L ne soit pas connexe et qufune condition de
type Dirichlet soit imposée en un point i du type deﬂéelui représenté
sur la figure 18 ; on vérifie facilement que dans ce cas 1e+f16x wi
fourni par la relation (120) correspond au flux du vecteur ¥ entrant &

travers un élément §Q infiniment petit de frontiére §I entourant le

point 1 car on a @

-+ > > > 5ZQAZ
f Vonods = f Vin.ds Y
AL i € 80
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E TEST DE LA METHODE DES ELEMENTS FINIS

CAS D'UN REGIME PERMANENT

MODELE MATHEMATIQUE

Afin de tester la stabilité et la convergence de la méthode des &léments
finis lorsque l'on fait varier la taille et le nombre des divers éléments
nijk' nous avons construit un modéle mathématique en utilisant pour
potentiel et conductivité les fonctions suivantes dont on peut facilement

-

vérifier qu'elles satisfont 3 1'équation de continuité div[— C.grad¢ﬂ =

o

ol la conductivité (C(x,y) a &été ici supposée isotrope et &gale au

scalaire C(x,y).

Co

9G@y) = g, ¢ log Koy + C.
oY o

' C(x,y) = C’o + Koy

| !
|

l—?vec ig = Co = K =1

Pour domaine d'étude, nous nous sommes limités au domaine & (cf. fig. 19)

défini par :

|
J 0 € y € + 2
[

<=> (z,y) €
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-

S 2 Figure 19

Remarquons que z = P(x,y) et z = C(x,y) sont des surfaces cylindriques
de génératrices paralléles i 1'axe oz : i1 s'en suit qu'il nous suffira
d'observer le potentiel ¢’ calculé suivant 1'axe o; pour avoir ume idée

sur la stabilité de la méthode,

DISCRETISATION DU DOMAINE {i

Nous avons construit trois modéles d'éléments finis 4, B et ( & partir
du modéle mathématique décrit ci-dessus en discrétisant le domaine Q2
respectivement par N = 25, 81 et 289 points répartis au sommet d'un
réseau régulier 3 maille carrée comme 1'indique la figure 20. Autrement
dit, le modéle B est obtenu en doublant le maillage au modéle 4, et le

modéle C en doublant le maillage du modéle B :
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7 i T o I/ S == 11
: ' HESE S GO Y. S S O I |
I ! — i Ly ed 0 i
s i PO, S S | (i RS 5 B I [V o
| L T L | = SR
T [ i i | ) 144
i Ll B T 13 I
i . i S | = |
J ¢ OO 0
; . y o O O H
T ! ] e A
4 e g‘ :II 'l L
R O L Y AN
! [ 11;141’:. A
L F | i e A= 1
L REEER Lol
modéle A modéle B modéle C

RESULTATS OBTENUS

A 1'aide du modéle mathématique décrit ci-dessus, nous avons &tudié

deux types de problémes :

a) un probléme de type Dirichlet en nous donnant le potentiel
sur la frontiére ABCD du domaine Q (ef. fig. 19) ;

b) un probléme de type mixte en nous donnant le potentiel sur
les cotés AB et CD du domaine © et en nous donmant un flux
-+

nul du vecteur V 3 travers les lignes de courant AC et BD,

Les résultats obtenus pour ces deux types de problémes sont consignés

respectivement dans les tableaux 1 et 2,
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CAS D'UN REGIME TRANSITOIRE

MODELE MATHEMATIQUE

Soit Q le domaine rectangulaire (cf., fig, 21) de frontidre OAC3 défini

par les relations :

«=>  (x,y) € Q

Y
b B C
Q Figure 21
O] A -
a

Pour modéle mathématique dans le domaine (i, nous avons les distributions

de 9(z,y,t), C(z,y) et Al{x,y) suivantes :

P(x,y,t) = sin(anz). sin(dmy). exp. {- (@® + b*)m? % }

|
|
C{Clzyy) = 1.

Alx,y) 1.

| avec a=b = 1,

Sachant que l'on s'impose des conditioms aux limites sur la frontiére
OACB du type Dirichlet, et que l'on connalt la répartition 9° = p(z,y,0)
du potentiel dans f & la date to = 0, nous nous proposons de calculer

numériquement la répartition du potentiel 3 la date t = to + At,
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Nous avons effectué deux séries d'essais, la premiére correspondant
i des intervalles de temps At trés petits (cf, tableau 3) et la se-
conde 3 des pas de temps assez grands pour permettre d'atteindre 1le

régime stationnaire en 20 itérations (cf., fig, 22).

Evidemment, dans le second cas, le nombre de chiffres significatifs
est beaucoup plus réduit (1, 2 ou 3), s'est pourquoi nous nous sommes
contentés de tracer la courbe P(t) au centre de OABC plutdt que de

donner tous les résultats,
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Potentiel @(x,y,%) sur la droite

x= 0, 5

Valeur initiale

Potentiel 3 la date t= 5,

32 % 10°

obtenu en 20 pas de temps

du potentiel i avec un maillage de 289 points
& Y la date t=o Valeur exacte Valeur calculée

0, 500 000 0, 000 000 0, 000 000 0, 000 000 0, 000 000
0, 062 500 0, 195 080 6, 175 632 0, 175 588

0, 125 000 0, 382 683 0, 344 515 0, 344 367

0, 187 500 0, 555 570 0, 500 159 0, 499 94l

0, 250 000 0, 707 107 0, 836 582 0, 636 302

0, 312 500 0, 831 470 0, 748 54} 0, 748 210

0, 375 000 0, 8923 880 0, 831 734 0, 831 366

0, 437 500 0, 980 785 0: 882 965 0, 882 573

6, 500 000 1, 000 0C2 ¢, 900 262 0, 89¢ 8bu

0, 562 500 0, 980 785 0, 882 965 0, 882 573

0, 625 000 0, 8923 880 0, 831 734 0, 831 366

0, 687 500 0, 831 470 0, 748 541 0, 748 211

0, 750 000 0, 707 107 0, 636 582 0, 636 302

0, 812 500 0, 555 570 0, 500 159 0, 499 3ul

0, 875 000 0, 382 683 0, 344 515 0., 344 367

0, 937 500 0, 195 090 0, 175 632 0, 175 557

1, 000 000 0, 000 000 G, 000 000 0, 000 00C

TABLEAU 3
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ETUDE NUMERIQUE DU PROBLEME INVERSE
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Al APPROXIMATION EN H-MOYENNE QUADRATIQUE

—

PRESENTATION DE LA METHODE

INTRODUCT ION

—

. > i
a) Soit z le vecteur d'espace de composantes zt appartenant a un
. Il T P
domaine N € [R et u une mesure positive bornée. Dans toute
1'étude qui va suivre, nous désignerons par L2 (Q) 1'espace

vectoriel des fonctions réelles de carré u - intégrable sur Q :

- 2
Vo) €L @ <= [|‘?|2~u(dw)<+m
2

On démontre que L2{(Q) est un espace de Hilbert si on le muni

du produit scalaire classique :

v %i‘ € L2Q) <> (PP = fQ@°¢'ujdw)

b) soit # CL2(Q) le sous-espace vectoriel fermé engendré par une
suite finie de m fonctions {ui(z)} appartenant a L[2(Q). Nous
supposerons de plus que les m fonctions u; sont u - linéaire-
ment indépendantes, c'est-ad—dire que le déterminant de la matrice
[G] des termes Gi5 = <ui,uj> est différent de zéro ; on dit dans
ce cas que {ui,(z)}est une base de 1l'espace H et que {Gij} est le

tenseur métrique fondamental associé a cette base.

c) Nous désignerons par {vi(g)} une base finie ou infinie dénom-
brable engendrant 1'orthogonal H' de 1'espace H, de fagom que
1'ensemble des fonctions {vi} et {ui} forme une base pour

1'espace L[%()). Rappelons que L2 () est la somme directe de X et gt

L2(Q) = H ® H*
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>
APPROXIMATION DE ¢(z) EN U - MOYENNE QUADRATIQUE SUR LA BASE {ui(E)}

Rappels

La théorie des espaces de Hilbert nous apprend que toute fonction p(;)

r2

appartenant 3 [°(R?) peut se décomposer sous la forme ...

—
PE) = $E) + R

(n 9 ()€ L2
avec @(;) « H

rRz)c &t

.es o0 @%2) est la projection orthogonale de @(;) sur H et R(z) la
projection orthogonale de @(;) sur A ; on démontre que cette décom-
position est 1'unique décomposition qui réalise le minimum de la
norme de R(;). Par définition nous dirons que @(;) approche @(;)
dans 1'espace # CL2() et que R(;) est le résidu de cette approxi-
mation ; remarquons enfin que tout ce que nous venons de dire peut

dtre représenté i l'aide d'un schéma comme cela a été fait sur la

figure 1.

Figure 1
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L'ensemble des fonctions {vi} et {ui} formant une base de LZ(Q), il
existe deux suites uniques de scalaires {q',q?,...,a"} et {a},a?,...}

telles que l'on puisse écrire :

m

$Gr = 2 aluy®

1 =1

(2)

R = 20 o )
i=1

Définition

Par définition, on dit que ...

m

* > i ->

9(z) = :E: a .u;(2)

1= 1
.., est 1'approximation en U - moyenne quadratique de la fonction @(;)
-

sur la base {ui(z)} pour la mesure U ; par ailleurs, les coefficients
at sont appelés coefficients de Fourier de la fonction Y dans la base

{u.},
p

= . . . i
Détermination des m coefficients a

On a la relation guivante pour toute fonction ¢ & Lz(Q) ]

m e <]

@(2) = :E: ai,ui(z) 4 ':E: ai.ui(z)

i=1 i=1

v

. - -
Multiplions scalairement cette égalité par uj(z) 2

(@,uj> = i:§:| ai,<ui,uj> + i:g:] ui.<vi,uj>

mais <vi'“j> = 0 car vi€: gt et uj€:H, si bien que 1'on a

m

gy = D at g

On conclut de ceci que les a' solution de notre probléme s'obtiennent

o

en résolvant le systéme lindaire suivant :
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Gij =(ui,uj>
fj '<¢'“j>

avec

\

sous forme matricielle, ce systéme s'éecrit ...

&) (). [4) = [7]

... od 1'on a posé :

G
1 12 im 1
21 22 2m

6] =1. f N T TR O N '

On remarquera que ce systéme a toujours une solution (unique) du fait
que la matrice [G] est inversible car on a supposé les fonctions {ui}

u - linéairement indépendantes.

APPROXIMATION AU SENS DES MOINDRES CARRES

Rapggl

. = ” 7 8= Z . . i
Soit un systéme surdéterminé de N équations aux m 1lnconnues g dque

1'on peut écrire sous la forme matricielle suivante »..

[[g] [4] = [1]

sse O g] est upe matrice rectangle donnée &8 N lignes et m colonnes
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et [A] la matrice

TR TS "nuw'.wmﬂ"

(N » m), [f] une matrice colonne donnée de taille N

colonne des m inconnues a,.

La solution [4] de 1'équation (4) au sens des moindres carrés est celle

qui, par définition, minimise la norme euclidienne de la différence [R]

entre les vecteurs colonnes [g].[4] et [f]

1712 = 1 (o) -[4] - [A) 12
> IRI? = ([g].[4] - (D tal-[4] - [
> |RJ? = [41°.[g)"-16) (4] - 2.[A1" (6] . (4] + [A1°.1F)
= AL -2 )t ) (4 - 2. (9" 1) |

2 : - BRI .
|R]|? optimum < —%T%T 0

= [q°[s]-[4] = [a)"-[F]

Pour que l'optimum de |[R||? ainsi trouvé soit bien un minimum, il faut

et il suffit que la matrice ...

332 Ralz,q’ 2.[g)" [g]

. soit définie positive, ce qui est bien le cas si rang(g) = m.

En définitive, nous voyons que la solution EA] de 1'équation (4), au

sens des moindres carrés, vérifie le systéme d'équations suivant encore

appelé "équations normales' :

(5) ([g}to[gl[/ﬂ - [1°.07)

Remarquons que 1'équation (5) s'obtient en multipliant i gauche 1'équa-

tion (4) par [g]t ; on a l'habitude d'appeler "rransformation de Gauss"

1'opération ainsi effectuée.
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Introduction

Soit 3 approcher sur un domaine {} une fonctiom w(;) dont on connalt
la valeur numérique W& = @(Ek) en N points {zk} = {2 ,...,EN} appar-
1

tenant 3 Q.

Mesure d'8chantillonnage

Par définition, nous appellerons "mesure d'échantillonnage' la mesure u
définie par ...

|

N
6) '1 hooe 'kzlmk‘ék

Z|—

> -+ -
... o0 )T & la m irac i { =
od Gk représente la nesure de Dirac ag*poxnt¢zk'€:~zk?,mk -m(zk) la
valeur d'une fonction de poids @ au point zkéz {zk} positive ou nulle sur
tout le domaine ) appevteaant 3 1l'espace R® considéré. Nous diroms que

{;k} est le support de la mesure M ainsi définie,

Définition

On appelle approximation de @(?) au sens des moindres carrés généralisés
sur la base {ui(z)} sour l'échantillonnage {Ek}, l'approximation en -

moyenne quadratique zorcespondant 3 la mesure d'é&chantillonnage pour le

support {Ek}.

Construction des matrices [G] et [F]

En utilisant la mesure p ainsi définie pour calculer les quantités Gij

et fj’ il vient :

1 >
( Gij ® N [nui(g).uj (2) . u(dw)

'

f. = ﬁ'- J 9(2) - u, (2) . y(dw)
Q ]
N
1 > - -+
Gi.j 2 <ui’uj> = ﬁ ; ui (Zk)-uj (Zk) om(zk)
<= (N N
i - -
fj = < @ ’uj > = ﬁ & Lp(zk) ,uj (Zk) -m(zk)
L
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11 est facile de vérifier que 1l'on a dans ce cas

- [a°-[7) - [g]

z|—

(6] =
(8)

- ("7 1]

Z| —

(7] =

... oiu l'on a posé :

Ful(}fl) um(-;:'l)—
> ->
u](zz) § eE® %n(zz)

[¢]- - :

u () eee (@)

Par définition, nous dirons que [P] est une matrice de pondération.
- . . > : . -

Dans le cas od la fonction de poids w(z) est identique a ! sur tout

le domaine {2, alors la matrice [P] est une matrice unité de taille

N x N, si bien que les équations (8) s'écrivent
1 t
(6] =5 - [g]"-[g]

i t
[Fl =5 . (g -[7]
. et l'dquation (3) devient

(@15 (g) - [4] = (@)% [F)

oii 1'on reconnait le systéme des "équations normales " rencontrées

’ a0

dans 1'approximation au sens des moindres carrés classique.
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"COSINUS THETA" D'UNE APPROXIMATION EN u - MOYENNE QUADRATIQUE

. - 3 .’ v . - -
Si on considére une fonction Y(2) €:L2(Q), celle-ci oscille en général

autour d'une valeur moyenne uU(P) pour la mesure U

:
® | u@ = [eou@w =<0
i Q

L

I1 en découle que dans L%(R), toute founctien p peut &tre écrite sous

la forme :

P(2) = W) + V(2)

(10)
avec u(p) =0

-~

Connaissant U(P), ce que 1'on cherche en fait i approcher, ce sont les
. » > 3 - >

variations Y(2) autour de cette valeur moyenne ; si on désigne par
+ : . 2 :

V*(z) cette approximation de V(3) em U - moyenne quadratique, on a de

facon évidente, en considérant la figure 2, les relations suivantes :

o

FZ) = u@) + v (@)
(n WE) = WE) + R@)

0(@) = §E@) + R(E)

-

~

Pigure 2
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Si nous désignons par g "1'angle" compris entre les vecteurs

(= fonctions) y et y*, nous voyons que 1'approximation de y par w*(et donc

de  par P*) est d'autant meilleure que [cosg| est voisin de 1. Nous voyons

donc que le paramétre p = |cos®| pourra €tre utilisé pour se faire une idée

de la qualité de 1'approximation en i - moyenne quadratique que l'on a pu

effectuer,

Si nous désignons par [[f||* = (f,f) le carré de la norme d'une fonction

j’é:Lz(Q), on voit sur la figure 2 que le théoréme de pythagore nous

permet d'écrire :

oz = lwrl® | lwl® - IR
el lwl®

—

|cos8 |2 = M

fwl?
<= (]2)
fe - u(®|?
avec “w”z- \ ,
lel2= [ue |

Dans le cas d'une approximation au sens des moindres carrés, nous remar-

querons que l'on a

@ = & E;:@(;k).mk
an | el - %2{%[@(Zk) - w5,

I&]? =-§Z§;[p(2k> - k5(2k>]’.mk

CONSTRUCTION D'UNE BASE {ui(;)f

Algorithme de construction

. 5 Vo2
I1 est souvent trés commode de prendre pour base ui(g) = ui(z 518 S yere

des fonctions du type

n
’3)
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i

-
)y 1y, 2 n
(14) LAui(z) wpi(z )~wqi(z ) vy ()

... ot wk(s) est une famille de fonctions dépendant d'un paramétre k ;

par exemple on pourra prendre :

/ Tk(s) = polyndme de Tchebycheff de degré k

sin(kg) ou cos(ks)

Notion de silhouette

Pour fixer les idées, supposons que l'on &tudie un probléme bidimen-

sionnel pour lequel ui(?) est de la forme :

% 1 2
u;(z) = wpi(z )-wqi(z )

Les indices p; et q; étant choisis de fagon arbitraire pour chaque indice i,
il peut etre intéressant de disposer d'un procé&dé graphique permettant de
visualiser la structure des quantités ui(;) = ui(zl,zz) en fonction de
wp‘(zl) et wq.(zz) ; ce procédé existe et constitue ce que 1l'on appelle

la'silhouette de la base ui(;)

a3

g Figure 3

1

T
b,

2 3

On commence par construire (cf. fig. 3) deux axes perpendiculaires repré-
sentant les quantités p; en abscisse et q; en ordonnée. On adjoint & ces
deux axes un quadrillage régulier correspondant aux valeurs entiéres de

p; et q; ; dans ce systéme de repérage, on visualise ensuite les termes
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-+
ui(z) = wp (31) s wq (zz) par un gros point de coordonnées p; et q;.

i

1

Cette méthode de visualisation peut évidemment &tre &tendue au cas ot

il y a plus de 2 variables.

MISE EN CEUVRE DE LA METHODE DES MOINDRES CARRES

CHOIX DE LA BASE

Introduction

S
Nous utiliserons dans ce qui suit une base ui(z) construite 3 partir de

polyndmes de Tchebycheff utilisés dans le domaine [-l, +|].

Par exemple, pour un probléme bidimensionnel, nous avons pris pour base

ui(zl,zz) des fonctions du type ...

1 2
u.(z°, = T 9 5/ (G
;27,27 p'(s A (£)

(15)

... ol (zi,z;) et (zf,zg) sont les bornes

d'étude (cf. fig. 4)

2
A 2

z S

i i
1 1
z, + 2
=22 _? !
1 1 } [
z) -2, 2, -z
avec
2 2
z2 + z
£ = 232 - 2 1
2 _ 2 2 _ 2
3, 2 %, T
en z

& 32

Figure 4

du domaine £
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Les polyndmes de Tchebycheff sont définis par la relation de récurrence

suivante :

—
Tkﬂ(z) = Zz.Tk(z) - Tk-l(Z)
(16) To(z) = |
avec
Tl(z) = 2

On peut obtenir la dérivée premiére d'un polynOme de Tchebycheff de

la fagon suivante :

Ti(z) = k. Uk-l(Z)

an Ukﬂ(z) = 2z. U,(2) - U_k_l(z)
avec U, (z) =1
U (2) =2z

1

Connaissant Tk(z) et Ti(z), on peut alors calculer la dérivée seconde

T;(z) de la fagon suivante :

B 2.0 (2) - K2.T, (2)
) e e . siz
k T
2
(18)
L _ 2
T;(z) = zk. K-k si 2z =

On a également les 2 relations suivantes :

T L2) T (&) - L r.T \4.) T (Z)-I
p'?/iq 2 " |Tera Ip=a ™’
(19)
J;’(Z)adz o1 [?p+l(z) ) Foel (z)]
P Z p+l p-1
L

|+

14+
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RESOLUTION DU SYSTEME [G] [4] = [7]

Rang de la matrice [G}

On démontre en calcul matriciel que l'on a la relation :
rang ([M] £, [M]) = rang([¥]. (M] ty - rang([M])

> .o A, . . .
Les ui(z) tant linéairement indépendants et les points d'échantillonnage

{Ek} étant distincts les uns des autres, on a :
rang(g) = inf(m,N)

La matrice de pondération [P] étant diagonale, on peut toujours écrire
(6)%-[7]-[g] = B°-1v]
avec :  [v] = [P]".[g]

~ ) P . . -~ . . -~
.. ou [p]/z désigne une matrice diagonale de meéme dimension et meme rang

que [P], et dont les éléments sont les racines carrées des éléments de [P].

Supposons que [P] soit de rang p, il en est de méme de [PJ’/2 et on a :
rang ([Y]) = inf (m,N,p)
Dans la pratique, on aura donc d'aprés 1'8quation (8)

rang ([yJ-[y])

u

rang ([G])
= rang ([Y])
= inf (m,N,p)

= inf {m,N,rang([P])}

Si on veut que la matrice carrée [G] de taille (m % m) soit inversible,

il faudra domc obligatoirement avoir

N
(20) m < %
rang([?ﬂ)
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Résolution du systéme [G].[4] = [Fﬂ

La matrice [G] = [Y]t.[ﬁj étant manifestement symétrique définie positive,
il s'en suit que pour résoudre le systéme [G].[A] = [fﬂ, on aura intéréet
3 utiliser une méthode adaptée mettant 3 profit ce caractére symétrique
défini positif. En ce qui nous concerne, nous avons utilisé la méthode de

Choleski dans laquelle on décompose la matrice [G} sous la forme
[6] = [R]".[7]

... OU [R] est une matrice triangulaire inférieure de taille (m x m) ; on

résoud ensuite successivement les deux systémes linéaires

(1) (7.(8) = [7]
(an (A .14 - (3]

L'intérét de cette méthode réside dans le fait que les valeurs propres de
[Eﬂ sont égales aux racines carvées des valeurs propres de [G}. 11 s'en
suit que le nombre de conditionnements de ER] (et de [Rjt) est notablement
plus faible que celui de [G}, ce qui permet d'espérer une résolution numé-
rique plus franche pour les systémes (I) et (II) que pour le systéme (3)
cette dernidre remarque n'est justifiée que dans la mesure ol les erreurs
introduites au cours de la résclution des systémes (I) et (II) ne nous font

pas perdre d'un cdté ce que l'on avait gagné de 1'autre.

INFLUENCE DU RAPPORT N/m

Introduction

Afin de tester 1'influence du rapport N/m, nous avons approché le polyndme...

—

PiHz,y) = «° + 2ty + z.y? + Y}

z! =z
avec

1]
Ht

Y

... sur une base ui(x,y) de taille m = 21 construite 3 partir de polyndmes

de Tchebycheff suivant la silhouette représentée sur la figure 5
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«.m-»m-mwmj

Aq,

ql

5

4»—1

3

2

t 1 pi
0 < 3o
0 2 3 4 5

Pigure &

Pour domaine d'approximation de P3(x,y) nous avons pris le carré  défini

par :

Pour points {;k} = {(xk,yk)} d'échantillonnage de la fonction P’(z,y)
dans le domaine 2, nous avons pris les noeuds des deux maillages réguliers

représentés sur la figure 6 :

| 1 E
21 22 23J 24 25 éd
|
t
T
16 17 18 19 20 !
]
i
1 12 13 14 15 '
x ——..-.—»-_--_—l-_—-———-—-~&=-.'!7
i
[}
6 7 8 9 10 !(
1
1
1 2 3 4 5 |
N = 25 N = 64
Figure 6
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Cecefficients al  de q;(x.y) pour m = 21
solution solution pour ¢ ‘solution pour
stricte N = 25 J = ou
=
a 0,000 0.09000024 0,00000053
a? 1,250 2,35306400 1,25000000
a’ 1,250 0,10704883 1,24999000
a’ 0,000 0,00000005 0,00000026
a® 0,000 0,00000047 0,00000875
ab 0,000 0.00000013 0.00000033
a’ 0,250 0.25000238 0,24999901
a8 0,500 0,49999982 0,49999904
a® 0.500 0,49999970 : 0,50000012
a® 0,250 0.24999997 0,24999901
a" 0.000 0,00000001 0,00000000
a'? 0,000 0,00000005 0.00000013
a® 0,000 0,00000000 0.00000025
a' 0,000 0,00000005 i 0.00000001
a"® 0,000 0.00000032 0,00000035
a'® 0,000 1,10306600 0,00000500
a'’ 0,000 0,00000024, 0.00000037
#
a'® 0.000 0,00000036 0,00000010
a” 0,000 0,00000000 0,00000009
a®® 0,000 0,00000030 0,000000u2
a® 0,000 1,148295000 0,00000025
L

TABLEAU 1
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Résultats obtenus

Les résultats obtenus sont consignés dans les tableaux (1), (2) et (3).

On constate que dans les deux cas (N = 25) et (N = 64); 1'approximation

de P®(z,y) par \5(x,y) au sens des moindres carrés sans pondération

([P] = [I]) est acceptable, mais il en va tout autrement des dérivées
partielles de @(z,y) qui n'approchent les dérivées partielles de P3(x,y)
que dans le cas ol N = 64 comme on peut le voir sur les tableaux (2) et (3).
Ces résultats sont tout 3 fait en accord avec l'expérience qu'a acquis le
Centre de Calcul de Nancy sur l'approximation au sens des moindres carrés,
expérience qui a montré que l'utilisation de polyndmes de Tchebycheff dans

le domaine [—l, + l] est stable si on prend le rapport N/m de 1'ordre de

2 ou 3 au moins.

APPLICATION AU PROBLEME INVERSE

INTRODUCTION

Position du probléme

Dans 1'étude du probléme inverse bidimensionnel, on suppose que 1'on
connalt parfaitement le potentiel @(zl,zz), ou plus exactement son
approximation §(z',22) construite au sens des moindres carrés sur le

domaine 3 partir d'un é&chantillonnage {;k}.

En fait, nous aurons besoin non seulement d'une approximation de 9(zt,2%)
mais aussi de ses dérivées partielles 3P/0z}, 39/dz2%, 3%p/3(z')? et
3%p/3(2%)?, aussi est-il trés important de vérifier si dans le cas d'une

fonction (z%,22) qui n'est pas un polyndme, on peut encore raisonnablement

gcrire
2 .2 A
3z T 3(z1) 2 3(z1)2
(21)
20 3 229" . 329"
3922 3z? 3(z2)2 3(z?)2
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Intérét d'un modéle math8matique

Supposons que nous sachions résoudre le probléme inverse de fagen
numérique en utilisant les approximations (21), il est intéressant
de pouvoir comparer le résultat ¢(z',z?) ainsi obtenu avec le résultat
théorique ¢(z',22). Pour cela, il suffit par exemple de tester la
méthode proposée sur un modéle mathématique pour lequel on comnnalt

strictement la solution analytique ¢(z',z%).

MODELE MATHEMATIQUE TEST POUR L'ETUDE DU PROBLEME INVERSE

Définition

Nous prendrans comme modéle, les deux fonctions C(z!,z2%) et 9(z',z?)

suivantes ,..

Iy o
P{z°,2°) = a + Log Yozl + 8

v 2y o Yev(zl,z?) + 8 12
(22) c(z*,2*%) Y.a'(z) . b'(y) . vz ,2%)

avec p(g',z?) = ga(zl) + b(zz)‘

2y des fonctions positives ,

y

Dans ce modéle, @(z!,z2) représente la fonction potentiel et C(z',2%) une

... ol @, B, y sont des constantes, g(z!) et b(z

»

conductivité scalaire ; en fait nous avons choisi ce modéle ol le tenseur

des conductivités ¢(z'!,z2) est isotrope et se réduit au produit du tenseur
vl ij .

métrique fondamental ¢ 3 par un scalaire C(z',2%) car c'est le seul cas

aue nous envisaperons dans 1'étude du probléme inverse.

Repére utilisé

Nous nous proposons d'étudier 1'Bquation de continuité relative au modéle

que nous venons de définir ; pour cela, il coanvient de préciser dans quel

repére {&i,zl} sont écrites les équations. Par convertiom, nous prendrons
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le repére suivant ...

> i + i
{aivz } {ui,:c }

- > i e I 5 .
... ou, rappelons-le, {ui,x } désigne un repére orthonormé de vecteurs
o > ' i TP PR < x
unitaires u; et d'axes (x°) comme cela a été précisé dans le chapitre

introductif. En fait, conformément i 1'habitude, nous noterons
1

o
24

= r et x?= y comme on le fait pénéralement dans le cas d'un repérage

dans R®?, si bien qu'en définitive, on a :

a
t
2]
1
B

)
i
5]

1

«

= . ij .
Dans ce repére orthonormé, les composantes ( J du tenseur isotrope (

sont évidemment de la forme :

Mz = é”-c(x,y)
Gradient de 9V(zx.y)
) + 8]
¢y =" agkoe [y e 8l
i
s L e P, = - VR
Yoo * B & 2.p.(y.v + B)
1 - = 7 by )
= 14 = - .
Vi lat@) + by] . a’, . R C iy
al
B il
2.p

On peut facilement vérifier que 1'équation de continuité div[—C.gradQ] = 0

est satisfaite :
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diV{-C-grad@] - % [-C-xp'z] + 'aa_u [—c.lp'y]

.0 [+ B y.a'x
3 |y.a'zb’y T 2(y.0 ¥ B).u
+ _é_ (y-v + B)v. Y'b'y
oy |y-a'zb’, T 2(yv + B).w

=._3__[_’.]+i[_‘_]
sz | 2.b'y oy | 2.a'y

Comme par construction, a’, n'est fonction que de x et b'y n‘est fonction

que de y, on en déduit que l'on a :

div[—cugradqﬂ =0

APPROXIMATION DU POTENTIEL Y (x,y) DU MODELE MATHEMATIQUE

Caractéristiques du modéle

A partir de maintenant, nous premdroms pour a, B, Y, alz) et b(y) les

quantités suivantes ...

a = 10,
B = 1,
(24) y = 1000.

alz) = 1 + ¢ ¢ 22 + 23

b(y) = 1+ y+ y?

... et nous nous limiterons au domaine d'é&tude ( défini par

3]
IA
8
A
o

(25) € 9 <=
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Echantillonnage de @(¥,Y) dans Q

Afin de pouvoir utiliser la méthode des moindres carrés, nous nous
sommes donnés les valeurs ¢ka,yk) de la fonction ¢ aux noeuds
crk,yk) d'un réseau régulier 2 maille carrée comportant N = 172 = 289

points réguliérement répartis sur le domaine Q (cf. fig. 7) :

AY 0 |
A C |

21

Figure 7

B 1 i

Base utilisée

La base utilisée est une base du type de celle définie par les &quations
(15) et comportant m = |00 él&ments. La silhouette de cetie basa ast zom
pléte, en ce sens que l'on y trouve toutes les combinaisons possibles pour

P; et qj variant entre 0 et 9.

Résultats obtenus

Les résultats obtenus sont consignés dans le tableau 4 ol l'on a repré-
senté la valeur exacte du potentiel § et de son approximation 9" ainsi
que leurs dérivées partielles en 17 points régulidrement répartis sur
la diagonale BC du domaine § (ci. fig. 7) ei coriespoadent
theta" sensiblement &gal 3 I. En fait, lorsque 1'on considére les valeurs
numériques des al, on constate qu'il n'y a guére que les 40 premiers
coefficients qui sont nettement différents de zéro, ce qui prouve que notre
technique de moindres carrés basge sur 1'utilisation de polyndmes de
Tchebycheff est stable, méme si on prend une valeur trop grande pour m,

3 condition toutefois d'avoir un rapport N/m supérieur & 2 ou 3.
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ETUDE DU PROBLEME INVERSE BIDIMENSIONNEL
DANS LE REPERE ORTHONORME {D’i,x‘}

|
el

INTRODUCTION

PRESENTATION DU PROBLEME

Soit un domaine  de R? 1imité par une froutidre I et repéré par rapport

~ - - — - -+ g
i un systéme orthonormé z'= z et z? = y de vecteurs unitaires Uy Uy

-
Soit d'autre part un champ de vecteurs V défini par les relatiome ...
R
V = - C,grady

(26)
graatv = 6150

(SN,

see ol Clz,y) et P{z,y) sont des fonctions scalaires de T définies sur &,

En fait, cela revient 3 dire que les composantes V1 du vecteur V sont de

['Vi .- cij.aj\p
Lcii . sic

v00 OU Cij est un tenseur Lsotrope de conductivité.

la forme ...

(27)

Connaissant d'une part ¢(x,y) ainsi que ses dérivées partielles d'ordre um
-+

et deux dans Q, et d'autre part C0 = C(xo,yo) en un point & de {1, oo se

propose de calculer C(x,y) partout ol on le pourra de fagon que dans ; le

=
champ de vecteurs V satisfasse 3 1'équation de continuité ...

e - g 30
(28) Ldiv(’%_ A+ B

eoo 00 Ax,y) 2 0 et B(z,y) sont des fonctions supposées connues. On peut

montrer que le probléme ainsi défini est du type hyperbolique,
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<>
| NOTION DE DERIVEE SUIVANT UNE DIRECTION u«

Définition

-

Considérons une fonction de deux variables qui 3 tout point M de coordonnées
(x,y) associe la valeur f(M) = f(x,y) et soit (D) une direction définie par
le vecteur unitaire -1:. Par définition, on appelle dérivée de f(¥) au point

M suivant la direction (D), la limite {Sf’/alifl} si elle existe telle que :
M

% af } _ lim {f@,’) - i(m}
3=+ Ml> M —==
(29) #l Jy !

~& >
avec MM'= ),u

Calcul explicite

Dans ce qui suit, nous adopterons les notations suivantes:

> W' > e
{f'zz%g} . {W%Wzébw= Wl.ui}

Ceci dit, essayons d'expliciter la dérivée 3f/3|%| en un point M :

bt -»> g
solt = OM' = OM+ A.u

o> M)y = f(@ + ack , ¥ % BoA)

F,y) + daofy(=,0) ¢ ABf'y (@,0) + €, OA%)

FWD) = 7O Aaof'zG@,y) * ABof Ty lz,y) + €2(07)
MM! A

aof (@oy) + Baf'y(n‘ﬂ,,y) *e
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Si f'z(”'y) et frycx,y) existent, alors la limite {Bf/BIZI} existe et

vaut @
(30) r ‘-§L' - Qof' + Blf'
1 -> ko Yy
3| ul
L
En remarquant que ...
(31) {_ gradif = Yij.aif
ses OU Y1J = &1 sont les composantes du tenseur métrique fondamental

au point M, et que ...

= £
3 f=r',
3 f=7'
2f 7 Y
+ees alors on peut écrire la relation (30) sous forme plus condensée en
posant @
—p
(32) -ﬁé— = %.gradf
3]ul

PROBLEME RECIPROQUE : RESOLUTION DE a.f’x + b.f'y = c

Normalisation

Nous remarquons que ..

' - ¢ [
(33) e = a.f o b.f y
.00 B'est pas en général la dérivée de f(x,y) suivant une direction

Efg[ﬁ} car lee cnafficients # et b ne sont nas forcément tels que I solt
unitaire, En conséquence, pour que ¢ solt bien la dérivée de f(x,y) suivant
we direction, il nous faudra préalablement diviser les deux membres de

l'équation (33) par a?+ b? ; posons ...
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(34)

+es On peut alors écrire ...
s
' !
(35) ! auf’y * Bl Y

«es et dans ce cas, y est bien la dérivée de f(x,y) suivant la direction

(D) définie par le vecteur unitaire U Eﬂ .

Courbes caractéristiques I

On appelle courbes caractéristiques de 1'é@quation différentielle ...

(36)
' avec a? + g2 = 1

eos les courbes ' qui en chaque point M sont tangentes au vecteur unitaire
->
u de composantes & et B, Ces courbes sont donc définies par 1'éguation

dif férentielle :

37)
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FORME CANONIQUE DU PROBLEME INVERSE

INTRODUCT ION

Forme développée de 1'équation de continuité

En développant 1'équation (28) compte tenu des expressions (26) et (27),
il vient :

3¢ W ) 3P 3%y )
.5;.3.27 C..é? —3117.3_1/. C‘W A.-a—é-‘*B

ce qui s'écrit ...

(38)

avec (b = =—

L

veo ol AP = 3%9/32% + 3%9/3y® représente le laplacien de la fonction ¥,

Remarque

On peut remarquer que l'om a ...

gradgp - 513 3 P

b
coo c& qui permet d'écrire 2
ECa |
®) [
—

(39) grad Y = =
Joi b
Y | L
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FORME CANONTQUE

En divisant les deux membres de l'équation (38) par la quantité

Y a* + b? = | grad 9|, il vient ...

F C!oC"z+B.C'V=Y

as gfv a® + b?

(40)
blY a* + b?

avec : B

Y= ef/ a? + b2

e0os ce qui comstitue la forme canonique du probléme inverse. En effeg,

on a bien ...

o
-
U = vecteur unitaire

B

.00 ce qui entraine que Y est la dérivée de C(z;y) suivant ls directiom x

NATURE DES COURBES CARACTERISTIQUES T

Lignes de courant

Par définition, on appelle ligne de courant, toute ligne constamment
-

tangente au vecteur V.,

Comme par hypothése, le tenseur des conductivités est supposé isotrope,

11 s'en suit d'aprés la relation (26) que les lignes de courant sont aussi
——

CONSCAaMMeNnt L4Ngentes AUl VecLeur Eiady avel o

3k a
—_—
grad¢ = =

2 b
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=> L'équation différentielle des lignes de courant s'écrit :

(41)

dx . dy
a Vel

Courbes caractéristiques

el
En multipliant les deux membres de 1'équation (41) par | gradpl =7 a? + b2,

et en se souvenant que ,,.

(ana//?zz—ﬁ?
?B=b//;2—+5?

ses 11 vient :

a _ dy
a g

En comparant cette dernidre &quation avec 1'&quation (37), on en déduit

que les courbes caractéristiques ' sont identiques aux lignes de courant.

REDUCTION DE LA FORME CANONIQUE A UNE SEULE VARIABLE

Introduction

On se propose de transformer l'équation différentielle (40) de facon 3

ce qu'elle ne soit plus fonction que d'une seule variable, x par exemple :
q

Méthode utilisée

Soit y = f(z) 1'&quation de la courbe caractéristique Fo passant par le
point MB de coordonnées E et Yo 3 1'équation différentielle de cette

courbe caractéristique s'écrit comme nous 1'avons vu sous la forme suivante
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Qlﬁ*
of

<> (42) = _%

M
B

Le long de la courbe [y Clx,oy) n'est plus fonction que de z, et on

pose ses

(43) [ pla) = ,C[x,f‘(x)]

se0 00 y = f(x) est la solution de 1'équation différentielle (42) telle
que y = flz ).

En dérivant 1'équation (43) par rapport i x, on obtient :
] = ! ' [
Vi) =+ i (@).C g
: dy . B8 ’ . :
En portant f'(x) = E% = = dans cette é&quation, il vient :

o C'

Vi(z) = C’x + ”

R [w

’ = 1
Loen> w (.’L’) an ° [Ctactx Lo S.C"y}

En comparant cette derniére équation avec 1'équation (40), on obtient :
13

o3

(44) [ viz) = <

En conclusion, on a obtenu un systéme différentiel sous forme résolue,
formé des équations (42) et (44), La connaissance de (xo,yo) et de
b, = C(mo,yo) en permet la résolution numérique par n'importe quelle

-~

méthode d'intégration numdrique & valeurs initiales.

Conséquence fondamentale

Nous venons de montrer que la connaissance de la conductivité Co en un
point Mo ne permettait de calculer la conductivité C(x,y) que le long de

la ligne de courant Fo passant par ce point, En conséquence, pour pouvoir
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calculer la conductivité partout dans le domaine Q, il suffit de connaltre

la conductivité le long d'une courbe coupant toutes les lignes de courant,

Remarque

I1 se peut que O soit nul sur certaines parties de F°f1 Q ; un calcul ana-
logue 3@ celui que nous avons fait montrerait que dans ce cas il suffit sur
ces portions de courbes d'exprimer 1'équation (40) en fonction de la va-

riable y pour que ce que nous avons dit soit encore valable.

PREMIERE METHODE D'INTEGRATION DU PROBLEME INVERSE

SYSTEME DIFFERENTIEL D'INTEGRATION DE C LE LONG DES COURBES T

Introduction

On peut en principe utiliser le systéme différentiel formé de (42) et de
(44) pour résoudre le probléme posé, mais il pourra alors y avoir des
difficultés si a devient nul dans le domaine de travail, Cette éventualité
se présente chaque fois qu'une ligne de courant I' 2 en un point une tangente

paralléle 3 1'axe des y.

Afin d'éviter cet inconvénient, on introduit une représentation paramétrique

des courbes caractéristiques [ ¢

Représentation paramétrique des courbes caractéristiques T

Une représentation paramétrique des courbes caractéristiques [ peut Etre

définie par :

olB

E—di=
3 dt

On peut alors écrire ¢
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de = 0.dt
dy = B.dt

> dz? + dy? = (a® + B2).dt?

Or on sait que a? + 8% = 1, on a alors em appelant & 1'abscisse curviligne

le long d'une ligne de courant :

ds? = dx? + dy? = dt?
<> ds? = dt?
En conclusion, nous dirons que 1'on définit une représentation para-

métrique différentielle des courbes caractéristiques I par les équa-

tions oo

dr = ¢,a,ds
dy = €.B.ds

(45)

so0 O g est 1'abscisse curviligne sur la courbe caractéristique T
et € une constante égale 3 * 1 suivant l'orientation de T,

Abscisse curviligne : orientation des courbes caractéristiques

-+ _ . —
Solt u le vecteur unitaire colinéaire 3 grady et de composantes :

a dz/ds
>
U~ =E.
8 dy/ds
On peut alors écrire :
dkp" 'Q’\P' o dx *+ _2%9 s dy
fe vy vy
4P . KA
L= £ ds - s O + ay ° B
> E-%g = Zagradw
d¥ _ . 1Teds
> (46) o =] gradd]




139

‘ Par convention dans ce qui suit, nous orienterons positivement (ds > 0)
les courbes caractéristiques ' dans le sens des Y croissants ; comme
”grad@” est toujours positif ou nul, la relation (46) nous indique que

]
f
% pour cela il suffit de prendre € = + 1,

Systéme différentiel

L'intégration du systéme différentiel (45) fournit pour les courbes

caractéristiques ', la représentation paramétrique suivante

x = x(s)

y = y(e)
posons alors ¢
c(s) = clz(e), y(s)]

en dérivant cette derniére expression par rapport 4 g, i1 vient alors :

g_c. = .§-c;. o s‘fﬁ + B—Q‘a e EZ}L
ds Bx ds 3y ds
< . o1

o> a8 C xoa + C’yuB

En comparant cette dernidre &quation avec la relation (40), on obtient :

ac

—n-aEY

En utilisant les relations (38), (39) et (40), ce dernier résultat

s'éerit :
(47) [éﬁ.___ng-f-n-ALp+a.._§£-R]1
| as " g-—brad\p” L T 4 '

En conclusion, nous avons le systéme ..,

dz = aods
(48) dy = Beds
= Yeds

Q,
(>
{
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.e. Mmis sous forme résolue, dont la résolution numérique ne présente

aucune difficulté si o, et Y restent finis dans le domaine &tudié,

Forme matricielle du systéme (48)

Dans ce qui suit, il est int8ressant d'éecrire le systéme (48) sous la

forme matricielle suivante :

x alxz,y)
d
(49) = |¥] " B(x,y) |
L_ ¢ Y(x,y,Cy4A,8, %%D

METHODES D'INTEGRATION NUMERIQUE PROPOSEES

Introduction
Le systéme (49) est de la forme ...

d-[j’ -+ -+
-&; = F(g,V)

woo OU 1'on a posé :

On sait que ce type de probléme i valeur initiale se résoud par exemple
par une méthode d'Euler ou une méthode de Runge-Kutta d'ordre n ;
connaissant Co en un point Mo de la courbe caractéristique Fop on peut
alors déduire ¢ par intégration numérique tout le long de la courbe Fo
pour un pas d'intégration % = §s dommné,

Afin de ne pas alourdir des notations dans ce qui suit, nous poserons 3

ERY
(50) Q=-=4: 3t + B
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Formules d'Euler
Les formules d'FEuler consistent 3 écrire que l'on a :
E z(s + h) z(g) afz(8), y(a)]
(51) Cfyter )| = ly)| +n. | Blz(s), y)]
R EACENS! c(8) Y[z(8), y(&), Cle), Q(s)]
L

Connaissant C(g) en un point M(s) de coordonnées x(s) et y(s) sur ume
courbe caractéristique ', on peut en déduire par les formules (51) une
approximation des coordonnées z(s + 4), y(s + %) du point M(s + 4) de
cette méme courbe ' ainsi qu'une approximation de la valeur cherchée

C(s + h) en ce point M(s + ). Ce faisant, on montre que l'on commet une

erreur par pas de l'ordre de %%,

Formules de Runge=Kutta d'ordre 4

On peut également intégrer numériquement le systéme (49) par une méthode
de Runge-Kutta d'ordre n ; on peut montrer que l'on commet alors une

hn+1

erreur par pas de 1l‘'ordre de si h est le pas d'intégration sur [,

Par exemple pour des formules de Runge=Kutta d'ordre 4, on pose :

o o

N kl a{xsy]
K= 1 = he B[xny]
N ~Y[xnyaC:Q]
. 'kzw ra[x . kl/ZD‘ o 9’1/2} 5
Ky= 18,1 =he|Blz+ k,/2, y + 2,/2]
m, | LY[:c + k2, y v 2,/2, €+ m /2,Q] ]
(52)
'—k;] f&(:f; + k /2. v+ 2 /2] ]
> - < e .
K= |8 0 = Ao Blz + k,/2, y o+ 2,/2]
m3 i Y[x + k2/29 y + 2‘2/29 ¢+ m2/29Q]
-kb< o[z + Kyo ¥ + 2,]
<>
Ko (2, | =h |B[z =+ koo ¥+ 23]
m, Y[x¢k39 y+2,30 C¢m3°Q]
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On a alors les formules d'intégration suivantes :

! |
z x(s + h) z(s) ky + 2.k, + 2.k  + k., .‘
(53) ; yle + 7)1 = | y(s) |+ t Ly 2.8, + 2.8, + 2, ;
i C(s + h) c(s) mo+ 2am, ¥ 2am, +om, |
L J

DEUXIEME METHODE DO'INTEGRATION DU PROBLEME INVERSE

INTRODUCTION

Remarque fondamentale

Considérons un &lément de surface infiniment petit AR limité par une
frontidre AL constituée de deux équipotentielles ¥ et Q= " EP
et de deux lignes de courant infiniment voisines ¥, et Yy, comme 1'indique

la figure 8 :

Figure 8

D'aprés la formule de Green, on a toujours le droit d'écrire 1la relation

suivante ...

- >
J div({V).dw = f Von,.do
AQ AL

oo O du représente 1'élément différentiel de AQ, do 1'€lément différentiel
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de AL et nla normale unitaire en un point de AL, orientée vers l'extérieur

de AQ.

-
Comme le flux du vecteur V 3 travers les portions de ligne de courant AC

et BD est par définition nul, on a la relation suivante :

-

| > -> > > +
(54) ! J div(V) .dw = f Verodo + f Vertedo
L_ AR AB CD
D'aprés les propridtés des intégrales, on sait qu'il existe deux points

e et f situés sur @1 et @2 respectivement entre AB et CD tels que ...

<> 5 <+ - =3
J V.nodo AB.V o7 == Eo"V " oAB
AB e e e

>
| Vel .cD

+ > +> >
J Vnnudc = C’Dan.nf = Eo
CD

.00 O0 AB et CD désignent les longueurs des arcs AB et CD, ¢ une constante

telle que ...

d si qz > q%
E=
-1 si qg < @f

EY -+
soe et Vp la valeur du vecteur ¥ en un point p.

Pour la méme raison, il existe un point g sur le domaine A tel que 1l'om

ait ...
-+ -+
J div(V).dw = div(VQ).AS
AR .
.00 OU AS désigne, au second membre de cette expression, la surface de

1'81ément AQ.

Application au probléme inverse

Soit wE la ligne de courant passant par le point E milieu de AB et qui
coupe CD en un point F ; soit d'autre part G le milieu de 1'arc EF,

Posons :
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f >
(5 | e = |V.].cD
CD Fhe
{ _

Comme par construction, AB,CD et AS sont des infiniments petits du

premier ordre, nous commettrons une erreur du second ordre en posant ...
-
jkBV.n.dG - = El¢AB
(56) [ Fomed
5 Venedo = o)
D CD
-3
f div(V) .dw = QG.AS
AR

lntoﬁe=+1sika>ka et“lsika<\pFo

En combinant les équations (54) et (56), on en déduit que l'on a

sensiblement :

9 = — Eubyp * € O

1

(57) ez + QOQGoAS

®cp ¥ %ap

D'autre & g
part, si on désigne par CP et grad¢§ la conductivité et le

gradient de ¢ en un point P, on a les relations suivantes :
> ————
SH%"=%-HHM%H
(58)

17l = cp o leradey]

En combinant les &quations (55), (57) et (58) on a :

Cp o lerad®| . 0 = ¢, . |gradg] . 43 + € . Qs o« bS

En définitive, on 2 ...
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{ 1
' |
. "grad%%".AB Qg +AS 4
Cp = Cpr T/— e —— [
lgradg, Il.co | gradyg f.cD |
‘ r |
(59) | P 1osi g
‘ | ¢ =
% avec =1 51 1% 3 ¢F i
‘ 5 i
! i
{ 9y = aiv@y = [- A 3E + 5],
- J

ese Ol C; représente une valeur approchée de CF qui peut etre calculée

connaissant Cp et la distribution Y(x,y) du potentiel.

METHODE NUMERIQUE PROPOSEE

Introduction

Si nous considérons 1'équation (59), nous constatons que en fait nous ne
connaissons pas de fagon explicite les quantités AB, (D et AS ainsi que
les coordonnées du point F ; il s'en suit que nous allons étre obligés de
construire une approximation AQ" = (E,A",C",F",D*,B") du domaine

AQ = (E,A,C,F,D,B) et ceci a partir de la seule connaissance du potentiel

P(x,y) et de ses dérivées partielles,

Discrétisation du domaine AQ

Considérons un point E du domaine &tudié. Nous nous proposons de construire

un domaine trapézoidal AQ" approchant le domaine AQ = (E,A,C,F,D,B).

Par des dérivations parctielles sur P(&,y) au puiuil £, oa peul oSbiaalt 12
-> -

vecteurs tangente TE et normale NE unitaires au point E 3 1'8quipotentielle

4% passant par ce point (cf. fig. 9).
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Figure 9

Supposons que la longueur de 1'arc AB et de 'arc EF soient égales 3 A :

AB = h
(60)
EF = h

Danc oo gui swie, noue ddcignevons nar P* un voint cuelcondque du domaine
élémentaire AR’ correspondant 3 un point P du domaine Al de départ.
Posons E = E', on peut alors obtenir A", B" et F' de la fagon suivante

(cf, fig, 9)

' a) A et B* sont situés de part et d'autre de E sur la tangente (4)) en E

i 1'équipotentielle 9, et i une distance A/2 du point E,
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-~

b) F* est situé sur la droite (AE) normale en E 4 1'8quipotentielle @%

et 3 une distance égale 3 4 du point E.

Soient (A,) et (A,) les droites normales en A* et B aux &quipotentielles
A B

passant par ces points ; on obtient alors C* et D” de la fagon suivante :

a) C* est 1'intersection de (AA) avec la tangente (A,) en F* i 1'équipo-~

tentielle passant par F*,

b) D* est 1'intersection de (AB) avec la méme droite (Az)‘

Calcul des coordonnées de A", B", F*

On se propose de trouver les coordonnées ...

Yp Y| Yp*

.os des points A", B* et F¥*, Soient WE et TE les vecteurs normale et

o

tangente unitaire au point E 3 1'@quipotentielle ¢% passant par ce point

B a I [~ 7
(‘é'%)z Ug
> 1 -
e ¥ 3Py 2 0¥y 2 °
(EF): + (=) P
' WE | "a'g)Ej | V)
(99, ] [ ]
Cg;)E Vg
+ 1
T @22 . (@252 o 29 =
3x’E '55‘17 E _(3;)!2‘ LUEJ

Si on appelle O 1l'origine du repére (x,y), on a ...
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O& = OF + (h/2) &
0B* = OF - (h/z).iE

> > —
OF* = OF + h.NE

.e«s ce qui nous donne les relations cherchées :

- ) A
Z X (h12) Vg
-yA{ _yE + (h/2).UE~
xB,., J:E + (h/z)oVE

(61) =
Yar ] | Ye C (h/2).UE_
L. Tp + Ao, Ug
Yer| Ve * ho. Vg ]

Calcul des coordonnées de C* et D*

On se propose de trouver les coordonnées ,,.

-~~~ des points C* et D*.

_p
Soit d'une part TF* le vecteur tangente unitaire en F* 34 1'équipotentielle

i

unitaires en & et B* aux &quipotentiellesVy, et 4%¢ passant par ces

— —3
. passant par F* ; soient d'autre part NA* et NB* les vecteurs normales

points :
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» = =
l’ = -a-y') F* [-- VFI-
1
fl.‘* ~ (ite 2 . (-&\2) 5 . -
ax’ F* Jy F* 2% U
i Az Fi‘ i F*J
[ 39 ] [
(7&') Aﬁ UAlv
> - 1 =
NA* ~ yp \ a‘P : °
(_‘) P —) * B‘P
3’ A Y A | ('sy")A&J | VA‘}_‘
. 3 1 _ -
(o) g Uy
-+ 1 .
B* ™ 3P, 2 P, 2 | P
(T) B + (T“) B 9
\ fred Y i (3};') B}J i VBiJ

Soient (4)), (AB), (4,) les droites passant respectivement par A", B*
A 2 -+ =+ -+

et F* (cf. fig, 9) et de vecteurs directeurs Ny s Npxy et Tpx 3 ces

droites ont pour &quations :

T = Zpr Y = Yy
(4 : A - A

4 UAf VA'

X = Xox y—y;
N B - B
(AB) : U 1Z

Br

X = va . y e yF;
- VF* UF-?

(4,

Nous sommes maintenant en mesure de calculer les coordonnées du point C*

intersection des droites (AA) et (4,) ; en ce point on a :

xC: L p» ny Yp

A 2 I
(4 U Vo (D
Zoy & Yoi Ypu
ct ¢ Ip
8,) ¢+ == = (11)
Vs U g
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De la premiére équation on tire :

<

Tap = T+ A o (Y = y,x)
ct A Vyr Ye* = Yy (I11)
De la deuxiéme &quation on tire :
VF“
Ty = Tpr < T/_F:- o (yes = ypr) (Iv)

en égalant les expressions (III) et (IV) on obtient :

UA‘ VF*
xA* + ‘E/';;' 0 Q{C& = yA;) & yF* - r ° (ycw = yF*)
U Vs U Vs
A* F A* F
<> LAY e ¥ oo || [ (x * = X ) toem—, t —, *
¥e (VA* U F‘) F & Ve Ya Upr Yy
1 UA,‘ VF!
<ma)> yca =, UA‘ Vo ¢ {(ZF* o= IA&) + 'ﬁ;‘- . yA*"' "('j';:‘ B yF.r (V)
R
HV UFn
Pour obtenir Zcr s ON porte l'expression (V) dans 1'é&quation (I) et on
obtient :
o )
x = Ly ¥, » - » 1A
¢ Tk o We tug (VD)

Par un calcul analogue, on peut calculer les coordonnées ZTpe et ype du
point D' intersection des droites (Ag) et (4,), si bien qu'en définitive,

on obtient :

mimﬂ_ (xor = z ) & .l_]_A.:, + VF#
Yo Ty Ve A S EE S TS
e P etnmmes
Vy UF.a
XL = X <+ UA’ ( * )
(038 gL Yc Yy
(62)
- ( ) o 2B ¢
Ype = o Lt Low #“"_oy#*""‘“"’ayi‘
D Upe . Ve F B = 1 F
VB* UF‘
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Conclusion

!
E
3?
i

En se souvenant que l'om a ...

AB = A"B* =}

iy e TR

+e+ €t en posant que l'on a sensiblement ,..
AS = k?

ves on obtient la formule d'intégration approchée suivante ...

————c), .
" grad¢Ell’h QG .hz

= C & —b + € ° >
ol E " gradka*” .C*D* ” grad\OP:ﬂ .C*D*

(63)

E,§+1 si ‘pE>*%.i

-1 si q% < (%*

avec !

oo Ol la longueur C'D" est calculée 3 1'aide des relations (61) et (62)

RESULTATS NUMERIQUES

INTRODUCTION

Remarque

Tout ce que nous venons de dire suppose que 1'on connaisse la répartition
du potentiel P(z,y) et de ses dérivées partielles d'ordre un et deux par
rapport & x et 3 y, En fait, la plupart du temps on ne dispose que d‘'ume

carte des équipotentielles © = C'° dans le domaine { et 1'on devra alors

Ar— D
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construire wn échantillonnage {;k} n{xk,yk} afin de pouvoir comstruire
une approximation ¢Qz,y) de 9(x,y) au sens des moindres carrés damns le

g domaine Q ; on procéde alors avec qﬂx,y) comme il aurait été fait avec

P(x,y) o

Modéles mathématiques test (A) et (B)

Afin de tester nos techniques numériques d‘'intégration, nous avons utili-

sé deux modéles mathématiques :

| a) le premier modéle que nous désignerons par (A) correspond
strictement au modéle mathématique que nous avons construit
dans la partie A du présent exposé et correspondant aux rela-
tions (22) et (24),

b) le modéle (A) tel qu'il a &té construit ne permet pas de se
faire wne idée de 1'influence des discontinuités de C(x,y)
sur 1'intégration numérique des conductivités le long des
lignes de courant ce qui nous a amenés 3 élaborer un modéle
(B), Ce deuxiéme mod&le a &té constrult numériquement de la
facon suivante : nous avons repris le modéle (A) en introdui-
sant une discontinuité au niveau de la diagonale AD (cf, fig. 7)

de Q en augmentant les conductivités ...

y.v(z!,2%) + 8
Yoa'(x).b' ()

. v(z!,2%)

Clxey) =

w00 d'une quantité o sur le triangle ABD et en laissant telles qu'elles
les conductivités sur le triangle ACD., Nous avons ensuite calculé une
diceriburion anprochée '5(x,y) du potentiel sur 3 1'aide de la méthode
des éléments finis pour des conditions aux limites identiques 3 celles
du modéle (A), puis nous avons approché th,y) au sens des moindres
carrés par un polynome ¢*(x,y) dans les mémes conditions expérimentales

qui nous avaient servi 3 construire le modéle (A).
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RESULTATS OBTENUS

Introduction

Nous avons effectué des essais de la premiére et de la deuxiéme méthode
sur les modéles (A) et (B) pour des valeurs de h et de ¢ variables, Cela
représente un volume considérable de résultats numériques dont nous ne

donnons que quelgues extraits correspondant au cas ot l'on a :

h=108t2¢
g = 0,5

Les résultats sont présentés sous forme de tableaux ol la valeur initiale

de la conductivité CO est repérée par un encadrement du type ,..

0.1714
0,1756

0.1798
0.1841

veo @t ol le niveau de discontinuité pour le modéle (B) est marqué par

un symbole du type :

0.1714
0.1756

R a1

0,2798
0.2841

Résultats obtenus

Nous présentons quelques résultats obtenus dans les conditions que nous

venons de décrire sur les tableaux 5, 6 et 7.

D'une fagon générale, on constate sur ces tableaux que pour un pas 2
donné, la méthode 1 avec formule de Runge-Kutta et la deuxilme méthode
sont supérieures 3 la méthode d'Euler tant en ce qui concerne le modéle
(A) que le modéle (B) ; d'autre part, la méthode d'Euler paraft plus

sensible au choix de 4 que les deux autres techniques d'intégration.
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En ce qui concerne le modé&le (B) on comstate que 1'intégration numérique
introduit un certain lissage de la discontinuité et il nous est impossible
de dire si ce lissage provient de la technique d'intégration du probléme

inverse ot bien de la méthode des éléments finis qui a servi 3 construire

le modéle.,
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{ODELE (A)
ho=1 h =2
z Y a® c z u c* c
1195, 99 16, 1t 0, 21935 9, 2105 1e, 9% 16, 14 0, 2100 0, 2104
17, 99 16, 07 0l, 19273 a, 1928 17 5 92 16, 08 0, 1920 0, 1827
16, 00 16, 00 0. 1758 0, 175¢ 16, 00 16, 00 0, 1756 0, 1756
15, 00| 15, 95 | 0. 1873 | 9, 1673 14, 00 | 15, 91 | 6, 1591 | o, 1592
13, 0¢C 155 85 B ISTS 0, 1516 12, 00 15, 80 0, 1433 0, 1443
11, 00 15, 72 0, 1372 0, 1380 10, 0O 15, 66 0, 1300 0, 1323
9, 91 15, 93 0, 12686 g, 1283 8, 00 15, 46 0, 1206 0, 1280
7. 03 15, 26 0, 1225 0, 1270 6, 00 15, 16 0, 1191 6, 1328
5, 08 14, 82 0, 13uu 0, 1467 4, 10 14, 66 0, 136% 0. 1775
|
3, 24 lu, 05 0, 1858 0, 2298 26 132 13, 75 0, 1972 0, 3661
1, 81 12, 67 0, 3302 0, 4891 1, 13 12, 1l 0, 3389 0. oTie
{ODELE  (B) g = 0,5
h =1 h =2
z y c* c o u c* c
19, 95 le, 57 0, 2085 0, 2052 19, 94 16, 65 0, 2028 0, 2042
- 17, 96 | 18, 38 | 0, 1816 | 0, 1892 17, 95 | 16, »1 |0, 1711 | 0. 1889
16, 00 16, 00 [0, 1756 0, 1756 16, 00 16, 00 [0; 17561 0, 1756
15, 02 15, 79 0, 1778 0, 1688 14, 0L 15, 38 0, 1800 0, 1622
13, 06 15, 36 0, 1703 0, 15953 12, 08 1S 23 0, 1608 0, 1497
11, 16 14, 76 0, 1384 0, 1452 10, 20 14, 48 0, 1324 0, 1402
S: 28 14, 04 0, 1698 0, 1371 8, 34 13, 75 0, 1822 0, 1337
7. 35 | 13, 57 | 0. 3512 | 0. 6315 | & 37 | 13, 39 |0, 3639 | 0, 6328
5, 36 135 38 0, 5348 0, 6406 4, 38 13, 18 0, 4060 0, 6608
g 1513 12, 58 0, 4329 0, 6953 2, bh 12, 18 0, 3623 0, 7751
2, 04 1Y, 27 0, 6644 | O, 8729 I, 38 10, ©8 U, DbuUb i, 1501 J
T ABLEAU 5
Résultats obtenus par la premidre méthode en utilisant une formule d'Euler,
C at C'représentent respectivement la conductivité exacte ot la conductivité
calculée le long de la liene de courant passant par le point de coorden-
née = 16 et Y= 16,
- =
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MODELE (&)
h =1 ! h=2
z u locd } o x o c* o
i
19, 99 | 16. 13 | 0, 2108 | 9, 2106 19, 99 | 16, 13 | 0, 2108 | ©, 2106
17, 39 | 16, 07 | 0, 1927 | ¢, 1328 17, 39 | 16, 07 | 0, 1927 | 0, 1928
16, 00 16, 00 [[0, 1758]| 0, 1756 16, 00 16, 00 | [0, 1756]| 0, 1758
15, 00 | 15, 95 | 0, 1674 | 0, 1673 14, 00 | 15, 90 | 0, 159% | ©, 1593
13, 00 | 15, 84 | 0, 1517 %‘o. 1517 12, 00 | 15, 78 | 0, 1su6 | 0, 14b5
11, 00 | 15. 70 | 0. 1382 | 0, 1381 16, 00 | 15, 61 | 0, 1328 | 0, 1326
3, 01 | 15, 50 | o, 1287 | 0, 1285 8, 02 | 15, 36 | 0, 1265 | 0, 1263
7, O | 15, 19 [0, 1273 | o0, 1271 6, 06 | 14, 98 | 0, 1331 | 0, 1326
8, 10 | 14, 70 [0, 1470 | 0, 1460 v, 18 | 1s, 32 | 0, 1783 | 0, 1725
3, 32 | 13, 81 | o, 2247 0, 2210 2, 57 | 13, 15 | 0, 3124 | 0, 3020
2, 57 | 13, 15 | 0, 3130 | 0, 3023 L.s2 | 11, 46 | 0, 6353 | 0, 5757
|
MODELE  (B) g =0,5
h =1 h =2
T |
x 7 (o] ¢ x ) c* - G

19, 99 | 16, 50 | 0, 2122 | 0, 2060 19, 96 | 16, S0 | 0, 212u | C, 2060
17, 96 | 16, 34 | 0, 1320 | 0, 1897 17, 96 | 16, 34 | 0, 1920 | 0, 1897
16, 00 | 1e6, 00 |[[0, 1756]| 0, 1756 16, 00 [ 16, 00 |[0, 1756]| a, 1756
15, 02 | 15, 79 | 0, 1790 | 0, 15689 14, 04 | 15, 57 | 0, 1760 | 0, 1623
13, 07 | 15, 33 | 0, 1611 | 0, 1562 12, 12 | 15, 03 | b, 1s48 | ¢, 1507
11, 18 | 14, 68 [0, 1402 | 0, 1459 10, 24 | 14, 33 | 0, 1571 | 0, 1415
9, 30 | 14, 00 [0, 2109 | 0, 1374 8, 33 | 13, 76 | 0, 3298 | 0, 1336
7. 34 | 13, 63 | 0, 5346 | 0, 6313 6, 34 | 13, 55 | 0, 6982 | 0, 6326
5, 36 | 13, 35 |0, 66390 | 0, 6406 L, 45 | 12, 95 | 0, 5796 | 0, 6581
3, 60 | 12, 42 | o0, 6301 | 0, 69004 | 2, 534J 11, 79 | o, 7913 | 0, 7469
2, 15 | 11, 05 | 0, 9965 | 0, 8413 1, 56 | 10, 25 | 1, 1355 | 1, 0071

TABLEAU 6

Résultats obtenus par la premiére méthode en utilisant une formule de Runge~Kutta

d'ordre 4, C et C" représentent respectivement la conductivité exacte et la con-

ductivité calculée le long de la ligne de courant passant par le point de coordon-
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MODELE  (A)
By = 2 h =2
z u c* c = u e ¢

| 19, 99| 16, 1 | 0, 2107 | 0, 2105 19, 99 | 16, 1% | 0. 2105 | o, 2104
17, 99 | 16, 07 | o, 1926 | o, 1928 17, 99 | 16, 08 | 0, 1925 | 0, 1927
16, 00 | 16, 00 |[0. 1756]| 0. 1756 16, 00 | 16, 00 |[0, 1756]| 0. 1756
15, 00 | 15, 395 | 0, 1674 | 0. 1673 14, 00 | 15, 91 | 0. 1592 | 0, 1592
13, 00 | 15. 85 | 0., 1516 | 0, 1518 12, 00 | 15, 80 | o, 1su2 | 0, 1uu3
11, 00 | 15, 72 | 0. 1380 | o, 1380 10, 00 | 15, 86 | o, 1322 | o, 1323
9, 01 | 15, 53 | 0. 1283 | 0, 1283 8, 62 | 15, w6 | 0. 1253 | 0, 1260
7, 03 | 15. 26 | 0. 1264 | G, 1270 6, 04 | 15, 16 | 0, 1305 | 0, 1328
5, 08 | 14, 82 | 0. 1444 | 0, 1467 w, 10 | 14, 66 | 0, 1636 | 0, 1775
3, 24 | 14, 05 | 0, 2116 | 0, 2298 2. 32 | 13, 75 | 0, 2467 | 0. 3611
1. 81 | 12, 67 | o, s1uu | o, uss1 1, 13 | 12, 1% | 0, 5837 | 0. 3119

MODELE (B) g=0,5
h=1 h =2
% Yy c* ¢ z Y c* o

19, 95 | 16, 57 | 0. 2078 | 0, 2052 19, 9% | 16, 15 | 0, 2082 | 0, 2042
17, 96 | 16, 38 | 0. 1891 | o, 1892 17, 95 | 16, v1 |0, 1870 | 0, 1889
16, 00 | 16. o0 | [0, 1756] | 0. 1756 16. 00 | 16, 20 |[[0. 1756] | 0. 17586
15, 02 | 15, 79 | 0. 1787 | 0. 1689 1%, o4 | 15, 58 | 0. 1769 | 0, 1622
13, 06 | 15, 36 | 0, 1634 | 0, 1559 12, 09 | 15, 13 |0, 1478 | 0, 1497
11, 16 | 14, 74 | 0, 1394 | 0, 1452 10, 20 | 14, 48 | 0. 1498 [ 0, 1u02
9, 28 | 14. 0% | 0, 2009 | 0, 1371 8, 34 | 13, 75 | 0. 2861 | 0, 1337
7, 35 | 13, 57| o, 5052 | 0, 6315 6. 37 | 13, 39 |0, 6825 | 0, 6328
5. 36 | 13. 38| 0. 6639 | 0. 6406 4. 38 | 13. 18 | 0. 5348 | 0., 6608
3. 53 | 12, 59 | 0, 6035 | 0, 6953 2. 64 | 12, 18 | 0. 7085 | 0, 7751
2., 04 | 11, 27 | 0, 9718 | 0. 8729 1, 33 | 10, 68 |1, 1917 | 1, 1561 J

TABLEAU 7

Résultats obtenus par la deuxiZme méthode, C et C* représentent respectivement la

in

conductivité exacte et la conductiviigé calculée le lone de la ligne de courant passant

par le point de coordonnée z= 16 et y= 16,

e - = = = = = — e SRS S Iy
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ETUDE INTRINSEQUE DU PROBLEME INVERSE
ISOTROPE BIDIMENSIONNEL

O

PRESENTATION DU PROBLEME

INTRODUCTION

L'expérience montre qu'il n'est pas indifférent, pour résoudre un pro-
bléme ol interviennent des variables d'espace, de choisir tel ou tel
systéme de coordonndes. Ainsi, il est beaucoup plus facile d'étudier un
probléme 3 symétrie axiale en se repérant par rapport 3 un systéme de
coordonnées curvilignes semi-~polaires, plutdt que par rapport 3 un repére

cartésien car les équations écrites v sont généralement plus simples,

Guidés par cette idée, nous allons essayer dans le cas du probléme gui

nous préoccupe, de trouver un systéme de coordonnées curvilignes

=] i 5
{ei,y } approprié :

CHOIX D'UN SYSTEME DE COORDONNEES CURVILIGNES

Introduction

.
Rappelons que le champ de vecteur V que nous étudions est défini par ...

—

-
14 = g,V
Vi 2 o= Cijoa kp
(64) :
cd = g¥.c
1y o i 2

g e o

.00 et ob8it 3 1'équation de continuité

(65) div(§)2=A,,%%§¢BuQ
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Remarquons alors que du fait que le tenseur C(z,y) de composantes contra-

variantes CiJ est isotrope, il s'en suit que les &quipotentielles

P= ¢ et les lignes de courant Y = ' forment un réseau de courbes ortho-

gonales.

Dans ce qui suit, nous adopterons pour systéme de coordonnées curvilignes,
le systdme constitué par les lignes de courant (y!) et les équipotentielles
(yz) ; ce systdme étant orthogonal, il s'en suit que les calculs seront

singuliérement simplifiés,

Repére naturel en un point ¥

-
Les vecteurs de base covariants (ei} du repére naturel associé aux

coordonnées {yl} en un point M sont définis par les relations classiques

sulvantes ...,

-+
¢, =03, oM
|
> -> %
-
(66) e = i% = ——aOM » ..8-—l

Yoyt es, oyt

-+ -+
_ BoM _ 30M 23S,
Pow? e, 3yl

® 4
Y

L

soo OU sﬂrespectivement sz) représente la longueur algébrique d'um arc
de courbe pris sur yl (respectivement yz) et orienté dans le sens des

-+
y' (respectivement yz) croissants, Il s'en suit que les vecteurs e, sont

alors tangents en ¥ aux courbes y1 commez 1'indique la figure 10,

Pigure 10
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on a toujours la relation ...

Y

0M
8 1 Vs

.+s si bien que 1'on peut écrire :

(67)

l
> 38 o8
¥ Y
o | =g = |282] 202
IeZI €2 392 Y2
i

Tenseurs métriques fondamentaux au point ¥

a) Tenseur métrique covariant {gij}

b) Tenseur métrique contravariant {g

y - (el)2 0

i ‘ . 2|
G (ez) ;

|
ij}

{gij} = (Zi.z

(e 0

0

gty =

o
l
|

(e,)*

L

c) Densité scalaire vg

(3%
NS
td
p
[01%
i
1]

g = det(gij)

Vg = e e,

dS = ‘\/g—adyl »dyz
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Graduation sur la ligne de courant y'

Considérons la figure 11 ; nous dirons qu'um point courant Moa\me
abscisse curviligne constante y1 = y; s'1l se déplace sur 1'édquipoc-
tentielle 9(¥',u?,t) = yé.

\ Pigure 11

Graduations sur l'équipotentielle y°

Considérons comme 1'indique la figure 12 une ligne de courant et ume

équipotentielle de référence d'équations :

(w(y‘,yﬂw =¥,
Lwy‘.yz,t) = 10

(68)
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Figure 12

Soit un point M, de coordonnée (y;,y;) par définition, nous diromns

que yg représente le flux du vecteur V 3 travers le segment (_ de

/e

1'équipotentielle de référence Wg compris entre la ligne de courant wo

et la ligne de courant passant par Mo et d'équation W(y‘,yz,t) = wo + yi,

On a donc ...

—

2

yO = jc Vnnodsz
[o]

(69)

!
!
avec C° = () Mo

-

200 00 O’ et Mé sont respectivement les intersections de la ligne de

courant de référence wo et de la ligne de courant wo + y; passant par

Mo avec l'équipotentielle de référence @0 et le vecteur unitaire nor-

mal 3 la courbe coordonnée y? orienté dans le sens contraire 3 y'.
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ETUDE DU PROBLEME INVERSE DANS LE REPERE {ey,y'}

INTRODUCTION

On montre en calcul tensoriel que l1'on peut exprimer la divergence d'un
vecteur 3 l'aide de la formule suivante ...
-
(70) | ate = =8, 07 7H
g

= Z i .
.o» OO les quantités V" sont les composantes conlTavariantes du vecteur

s > i 3 5 =
vV = €y y* ; dans le cas du probléme qui nous intéresse, nous avons

d'apréds les relations (64) :

71) vt a-c, gt 2,9

Mais comme par constructionm, 1'abscisse y' d'un point courant Mo est égale

au potentiel ¥ en ce point, on a ...

509 = 3,y =1

(72) )
3,9 =3,y =0

w00 Si bien que 1'on peut &crire ,..

gttt si i=1

a3 gH 23,0 =
0] si i= 2

sos CAar g}j = 0 si i est différent de j.
En portant les relatioms (71) et (73) dams 1'équation (70), il vient :

dlv(V) = :‘“L ° 31(Covfg‘egl’)
g

[_ - = 1 62
> (74) div(® = .8 (e —
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En portant cette derniére expression dans 1'équation de continuité (65),

on obtient :

] e, ‘

> : 8!(00 ;"' = = Qc V/gT I
(75) * !
| 0.

| avec @ A 5 + B |

|

FORME DEVELOPPEE DE L'EQUATION (75)

Développons le premier membre de 1'équation (75) ; on obtient :

e e
(76) 2 ,43¢c+Co3[=2)==-0.vF
e, i \e,
On démontre par ailleurs en calcul tensoriel que le laplacien d'une

fonction P s'exprime sous la forme suivante ¢

po= == . 3, (. gtha
/g . ]

Dans le cas présent, comme gij =0 si i# 3, ona:

A\P=71-—-_. ai (\/9_- giioai\p)

g

Comme enfin, d'aprés les relations (72), 3P =1et 3;9 = 0, on peut
écrire :

(/go g**)

A\pm..slnu 3 a‘
JSa

e
2 .
= —~ si bien que l'on trouve :

(e)? e,

an Aipre e 5 18 <fi>
v !

mais ‘/g_a g11 = (eluez)o
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Remarquons enfin que l'on a :

(¢ _ (e)?

/g g€,

[ ey e
o> (78) ;_(f.L)__=_‘,

L7

En portant les résultats (77) et (78) dans l'équation (76), on obtient :

Té—/%z- . alc + C-P/g—oA‘p 2 = Qo@
i

e,)2
multiplions les deux membres de cette &quation par _§__1_)___’ on a

g

Lo> (79) 3,C= (el)z. [— CbY = é]

ac:-a_g—:_a_c—o—a—s-k
oy e eyt

mais
e = _a-f-L = asl = 1
Yyt 3% | egrady|
En définitive, on a :
aC 1 3y
(80) , e R omcot— [“' C.ALP + A o wm— o B]
; EEN W“ ot

FORME INTEGRALE DE L'EQUATION (75)

Incroduccion
——

Intégrons l'équation (75) le long d'une ligne de courant y? = § entre

yl = 9, et y' =9 ; on a alors ...
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ses Ol l'expression {fkm¢représente la valeur de la fonction f prise au

point d'abscisse y' = ¢ sur la ligne de courant y.

Forme intégrale

En conclusion, nous dirons que dans le systéme de coordonnées curvilignes

choisies, la conductivité C est reliée aux propriétés des é&quipotentielles

et des lignes de courant par la relation fondamentale suivante :

el

¢
ICo) = -j Qg dyt +{c. }
9, N TR

3s 1
avee 1 { & = e—n =
) | grady]

Qf ©
~

(81)

38
2

€ B o

2 30

FORME EXPLICITE DE L'EQUATION (81) POUR UN FILET DE COURANT

Filet de courant : définition

Soit wE une ligne de courant passant par un point £ et d'équation :
w(ylsyzrt) s wE

On appelle filet de courant th} passant par le point £, le tube de
courant (cf, fig., 13) 1limité& par deux lignes de courant infiniment

voisines et d'équation :
w(y‘»yzot) = wE * -;—ed'i‘

1,2 - o4
V@ T et) = Yy - e
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AB et CD compris entre les lignes de courant Vg +.;,aw et Yp -%.,dw
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-Ladw
2

Pigure 13

Soit F un point distinct de E situé sur la ligne de courant wE' et
soient W% et 4% les équipotentielles passant par E et F et d'équations :
‘P(ylbyzot) = \PE
Py, y%,t) = 4%

Soient AB et CD les morceaux d'équipotentielles W% et W% de longueur
1

comme 1'indique la figure 13,

I1 s'en suit que les longueurs AB et CD devront &tre des infiniments

petits du premier ordre, c'est pourquoi dans ce qui suit nous poserons :

Forme explicite de 1'équation (81)

Désignons par Cﬁ, ?%, e¥9 IMD W& les quantités ¢, ¢ , e,, I et P calculées

en un point M quelconque de la ligne de courant wE ; les relations (81)

nous permettent d'écrire
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eE
2 . F - 7E F
CE = IE I I+ JE
el
o>
ef F ¥ K
—— IR = - 1
CF . T X JE J Q./g—.dy
ex k1f)E
eE eF
2 2 E
Lam> CE cF s CF' - - Jg = T
e e
1 1
eF eE
2 2 F
<> CF . '—F= C N —E"' JE
€, €,
eE eF eF
2 )] 1 F
S CP=Ce e+ F*F'9
e, e, e,
[— eF eE eF
1 2 F 1
(83) CF = CE . """E‘ ° _-F" + JE . —i:.'
e, e, e,

Par ailleurs, on a par définition :

mais :

E (352
fi _ \ds,/E
eF 3y

2

<352>F

. 98, 2 98, §,
(84)
dsi
= - °
\ 2
3yt . a2
36, ds,

En remarquant que par définition, on a ..,

(dy®)g = (dy)yp = dv
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+ss 11 vient alors en tenant compte des relations (82) et du fait que

¢% et @ sont orientées dans le méme sens :

-
! E
(85) | 2 (dsy)F _ CD
JF " Tds,)g ZAB
L 2

Comme d'autre part on a ,...

M1
ﬂé;ZEEMH

see 11 vient en regroupant les équations (83) et (84) :

|

— ]
"grad¢%”.AB
CF‘E'.—-) +I§
ﬂgrad@FH.CD
(86)
Py
e F
avee K = - —% . J Q.Vg.dy’
e, ¢E
_—

Cette équation (86) représente la forme explicitée de 1'équation (81)
pour le filet de courant ABCD (cf, fig. 13) ol AB et CD sont suppo-

sés &tre des infiniment petits du premier ordre.

Calcul de K; lorsque ¢¥ - ¢E est un infiniment petit du premier ordre

Soit G le milieu de l'arc EF (cf, fig. 13) %% =\% tant un infi-

niment petit du premier ordre, on peut &crire :

(dy‘)G =€ . (=9
(87)
(dyz)G = (dyz)E = (dyZ)F = di
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{ + 1 si 4% > W%
avec £ =

-1 si ¢% < ¢%

Par ailleurs, on a

F 1
e, =
ﬂgradW%“
(88)
oF (ds2)F CcD
| ) B CUE
-
On peut alors écrire ...
(dy*)
(89) K= e L @) e (% - B *+ By P
lerade.f.co

oes OU E(dyl)é est un infiniment petit du second ordre en (dyl)G. D'autre

part, l'élément de surface dS au point G s'écrit :
= i 2
dS) g = /@) e (dy®) gu (dy®) g
Compte tenu de (87), cette dernidre expression s'dcrit encore :
2
(90) (dS)G =€ (@)G°(®F - kpE)o(dy )G

En combinant les relations (89) et (90), on obtient en négligeant les

infiniment petits du second ordre ...

QGO(dS>G

F
KE T o= £, —ee—————
l[gradW%”oCD

(91) S

{ + 1 si ¢} > @E
avec € =

-1 si @F < QE

sos OU (dS)G représente 1'aire du trapéze curviligne ABCD,
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CONSEQUENCES

COMPARAISON DES DEUX METHODES DE RESOLUTION DU PROBLEME INVERSE

Identité des formules (47) et (80)

Comme on peut le constater facilement, la formule fondamentale (47,
obtenue pour la premidre méthode de résolution du probléme inverse
est strictement identique & la formule (80) obtenue au cours de 1'&tu-
ie intrins&que du probldme inverse, 3 condition toutefois que dans le

premier cas on se déplace sur une ligne de courant,

_dentité des formules (59) et 86)

Lorsque AB, CD et EF sont des infiniment petits du premier ordre,

Kg peut s'exprimer 32 1'aide de la relation (91) et on constate alors
que la relation (86) prend strictement la méme forme que la formule

fondamentale (59) obtenue pour la deuxiéme méthode de résolution du

probléme inverse.

Conséquence

En conséquence, et en se référant 3 1'étude intrinséque, nous voyons
qu'il existe un lien étroit entre les deux méthodes présentées pour la
résolution du probléme inverse, & savoir que la seconde n'est qu'une

forme intégrale de la premiére,

ETUDE DE L'ERREUR &C/C

Introduction

Nous nous proposons dans ce qui va suivre de déterminer 1l'erreur relative

8C/C qui s'introduit dans l'&tude du probléme inverse, Pour fixer les
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idées, supposons que l'on connaisse dans le domaine d'é&tude um point

WY 0 ermﬂﬁrvj

Mo de conductivité Co et que l'on se propose de calculer les conduc-

tivités C(s) en tout point d'abscisse curviligne & sur la ligne de

courant wo passant par le point MO.
Dans ce cas, les sources d'erreur sont de trois natures différentes :

Erreur initiale

Supposons que la valeur initiale Co soit connue avec une erreur rela=-
tive GCO/C0 ; cette erreur initiale va engendrer ume erreur relative
8§C(8)/C(8) tout le long de la ligne Ve

Si on se référe 3 la formule (86), on voit qu'une erreur 6CE sur CE

engendre une erreur 6CF sur CF (cf, fig, 13), telle que :

" gradkpg H +AB
e

e

CF + SCF = (CE + 6CE) .

”grad@F .CD
" grad@E " +AB
or Cp = C‘E ) m—
| eradwy, f.cD
> il s'en suit que l'on a :
| gradp,{.48
§C, = o —
F £ “gradq%”°CD
&§C &C
F _°“E . A F
<G> _E; _._?; si on néglige Kt

On en déduit que pour le probléme qui nous intéresse, on a conservation

de 1'erreur relative SCO/Co tout le long de la ligne de courant wo g

6c
§C(s),. "o _ te
(92) < ———Co ¢
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Erreur d'intégration

Supposons que l'on ait commis ume erreur 8¢(x,y) dans 1'approximation

du potentiel ¥(z,y) ; cette erreur induit une erreur 8C/C en tout point

du domaine d'étude,

_
En remarquant que ¢, = 1/]gradp|, et que y' = ¢, 1'équation (79) peut

s'écrire ,..

_§£ = - C.A\p — Q
% |gradol

.es solit, en passant aux incertitudes ...

8¢ = . [- .9 - Q] .69
l&rade
eoe d'ol 1l'on tire :
8C 1 g
(93) LIS .|- --l.a\o
¢ lgrad®l? &

Erreur systématique

Cette dernidre erreur est l'erreur introduite par la méthode numérique
de résolution du probléme inverse, c'est aussi la plus difficile &

étudier, tout au plus peut-on dire qu'elle est directement liée aux pas

d'intégration A,

Conséquences pratiques

Nous vovons que l'erreur initiale n'est pas catastrophique en elle-méme,
en ce sens que l'erreur relative sur C reste constante tout le long d'une
ligne de courant, Par contre, l'erreur d'intégration nous semble plus
dangereuse car nous voyons que 1'erreur relative sur ( est directement
1ide 3 1'erreur absolue sur P ce qui peut €tre trés génant pour peu que

—) 2
”grad\ﬂlsoit suffisamment petit,
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ETUDE DU POTENTIEL ¢

Bien souvent le potentiel n'est connu qu'en un certain nombre de points
expérimentaux (xk,yk) 3 partir desquels on interpole une carte ©(z,y)
La formule (93) nous suggére alors qu'il peut &tre intéressant d'avoir
localement une information d'autant plus dense sur 9(x,y) que la valeur

absolue de la fonction ...

(2,y) = e, |- 89 - &
Yix,Y i‘gr&d@liz [ C]

.v. est 8levée, ceci afin de minimiser les risques d'erreur d'intégration,

A titre d'exemple, nous donnons sur les figures (14) et (15), les cartes
des fonctions ¥(x,y) et Y(x,y) approchées au sens des moindres carrés
pour le moddle (B) ; on constate en particulier que |v(x,y)| présente un
maximum au niveau de la ligne de discontinuité AD, c'est-d-dire préci-

sément 3 1'endroit ol les méthodes numdriques donnent les moins bons

résultats.
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Pigure 17 - Carte de la fonction

modéle A
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Pigure 18 - Carte de la fonction C((x,y) correspondant
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CONCLUSION

Nous ne prétendons pas avoir fait une €tude exhaustive des problémes
différentiels rencontrés dans la loi de la diffusion et nous avons en
particulier cité la méthode des différences finies qui est trés utili-

sée dans-la résolution du probléme direct,

En ce qui nous concerne, nous avons, en dehors des techniques présen-
tées, tenté d'utiliser des méthodes variationnelles du type moindres
carrés (encore appelées méthode de collocation généralisée) que nous
avons testées aussi bien sur le probléme direct que sur le probléme
inverse ; si les résultats obtenus pour le probldme direct se sont
avérés excellents, il n'en a pas étd de méme en ce qui concerne le pro-
bléme inverse pour lequel les résultats nous ont paru trés inférieurs

d ceux obtenus par intégration le long des lignes de courant,

Nous conclurons donc en disant que la méthode des &18ments finis et la
méthode des caractéristiques ne sont peut-etre pas les seules techniques
d'étude numBrique de la loi de la diffusion, mais elles sont sans doute
parmi les plus stables et les plus simples d'emploi, ce qui est probable-
ment le plus important aux yeux des Physiciens susceptibles d'employer

ces techniques,
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