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PREMIERE PARTIE

INTRODUCTION ~



[A] PRESENTATION DU PROBLEME

INTRODUCTION

TYPE Dé LOL ETUDIEE

Domaine d'étude

. nt — - : z
Considérons l'espace R' repéré par rapport 4 wm systdme orthonormé de

2
z4 Sa 2 n "5a .

coordonnées rectilignes {z*,07,...,0° } de vecteurs wmitaires covari
> > > . ose

{u, 5% seoest te Soit dans cet espace, un domaine fermé 0 de
2

(cf. fig. 1) dans lequel va porter notre étude 3; nous suppogercas ©

repéré nar rapport 4 un systéme intrinsdéque de coordonnées curvili

fal 2 n ; . > +> >
{y',yYseee5y } de vecteurs de base covariants {e .e peoose ts

2 n

: Figure 1

er ° sat . 1 = * i,Description intrinséque du domaine Q] dans le repére {q. 58 t
a

Dans ce qui suit, nous utiliserons les variables 2* associées
>

vecteurs de base covariants a@, lorsque nous ne voudrons pas pré



iit e réfSre au repgre {x sy ou au repare (e..y°} :si l'on s re au repére {u,,« p @ny 3:

He fe

RY
fe

u(1) Qy SF
wn

. pte
be

fe

tt &

iar

ps

Cette convention nous permettra d'écrire en toute généralité des

relations valables aussi bien dans 1'un ou dans l'autre repére.

agtnty + 5 aiOn définit G@galement les vecteurs de base contravariants a par

la relation classique ;

(2) 6) = vod

> : +

Nous désignerons par G(z) le tenseur métrique fondamental au point zg

dont les composantes covariantes hay et contravariantes y75 sont telles

que ?

—

0, si z= 2
ij> >

Y = @..4, =

~ mS si ai = y*Fs 3 ¥

(3)

gts si z = 2
yis _ ot as _

Lj ‘ i i
g si ZB =y

Suivant l'habitude, nous désienerors par y le déterminant de la matrice3 oe]

des y., :
13

ad t

1 si 2 =

(4) y = det ty; ;3 = .
(go si 2 = y

Il s’en suit que si nous adoptons la régle de sommation d'Einstein, tout
>

vecteur W du domaine 2 pourra s’fcrire sous la formese.



(5) W = a,.W =

eee OF we et We sont respectivement lies composantes contravariantes
et covariantes de W/ dans le repére {é, wzite

Dérivée covariante

Suivant la convention habituelle, mous noterons oso

(6) af- af/da

seo la dérivée de la fonction f® par rapport a 2°.

Type de loi étudiée ;: forme tensorielie dans le repére {a, 2)

Soit 9 (Zz, *) une fonction scalaire définie dans 2 et dépendant du vecteur

d'espace Zz et du paramétre temps ¢,

On rencontre souvent en physique mathématique des champs de vecteurs

y = &, 7 du type oo.

(7) vize-Cl,ay

=

ese et obéissant a 1' équation de continuité, appelée équation de la diffu-

sion 3;

(8) div WM == Aver +B

On donne généralement le nom de tea de diffusion a l’&quation (7).

Dans l'équation (8), AG) est une capacité scalaire souvent appelée

"coefficient d'emmagasinement" et B(z) un débit source par unité de

surface alimentant le domaine 2 (au sens algébrique du terme) au point

Z considéré,
.

a _ mS x -a 2. ala —
vans i* Equation Af 465 Yuadiuerceons Suu 165 LOmMpesanctls Concave

2 g a = os ci
riantes d'un tenseur @¢(z) symétrique du second ordre (<= = )

que nous supposerons défini_ positif, c'est-d-dire tel que :

(9) v (Ww #6} «> Cord i, oi, > o} .



Si de plus 11 existe wun scalalre C = C() tel que 1’on puisse écrire la

relation suivante en tout point de 2 2...

(10) cH = cyt)

eee alors nous dirons que "o(Z) est un tenseur isotrope”,

Type de loi étudiée : forme pseudo-matricielle dans le repére (a, 2°}

Considérons les tableaux [V], [C], et [grad] définis comme suit :

fy ae

[y) =]. ; [grady] = ce @ @|
~ 30

L al

an Toil ci2 @eeo9@e@g0 0 cin |
C21 22 1... c28

{c] =]. ‘ mo

Chk 2 ss. cm

Il convient de remarquer que seul le tableau [V] est une vraie matrice

car lors d'un changement de repére ses composantes se transforment sui-

vant les régles relatives aux matrices, ce qui n'est pas le cas pour

[grady] et [c] s pour cette raison, nous dirons que les tableaux

[grady] et [c] sont des pseudo-matrices,

En fait, en dehors de tout changement de coordonnées, nous pouvons

convenir de considérer ces pseudo-matrices comme des matrices de facon

a pouvoir profiter des régles de calcul matriciel, ce qui nous permet

d*écrire ;

(12) [v] = = [c] . [eraay]



Cette @criture matricielle nous sera utile par la suite lors des

applications pratiques, en particulier dans l'étude numérique du

?probléme direct ou nous aurons 4 expliciter 1'expression of 13.9.3,

qui peut s'écrire sous la forme :

(13) ci 39,0299 = (gredy] * [c]. [eraay]

Remarquons que la forme quadratiaue (13) est un vrai scalaire, bien

que [grady] et [c] ne solent pas de vraies matrices,

EXEMPLES DE LOYS DE LA DIFFUSTON EN PHYSIQUE

Tnermique

On sait que l'écoulement de le chaleur dans les milieux conducteurs est

réei par ume &guation du méme type que l'@quation (7) et que l'on a so.

[5 > ml
| Vv = )) = densité de courant

| «@) = conductivité thermique du milieu

Le = 7) = temnérature

=

aee OU le vecteur densité de courant D est un vecteur orienté dans le

sens de l’écoulement de la chaleur et dont le module est érai au flux
>

de chaleur traversant une unité de surface normale 4 la direction D

pendant une unité de temns,

Electricité

m.En électricité, la loi d'Ohm efnéralisée est du m@éme type que 1'équation

(7) o& l'on a vosé :

> >

| vy = aN me oaAntaus danecitS Aa aninwrant

(€ = 6) = conductivité électrique du milieu

(P = V) = potentiel électrique



Hydrodynamique des milieux poreux

Liexpérience montre que le mouvement des Fluides dans lies milieux

poreux (ouverts) est régi par la loi de Darcy généralisée, qui est

justement du type de l'équation (7) of l'on a posé :

(V) = vitesse de filtration de Darcy

(€ = 7) = perméabilité du milieu

(® = H#) = potentiel hydrodynamique

En fait, on constate que cette loi n'est valable que si le nombre

de Reynolds ooe

— Ved
Re = ii/p

ese @St compris entre 1 et 10 avec ;

=z

vty

module du vecteur 7%<
ul

diamétre moyen des pores

viscosité du FluideOo TF Sy il

ui masse spécifique du fluide

APPLICATIONS AUX SCIENCES DE LA TERRE

Introduction

Bien que cela n'apparaisse pas dans la suite de 1'exposé, ce travail
a 6té réalisé en vue de ses applications aux sciences de la terre,

En effet, plusieurs problémes géclogiques, et non des moindres sur le

plan économique, sont régis par des lois du type @étudié et ont fait

l'objet de nombreuses études de la part des physiciens.

En fait, il nous est apparu nécessaire de faire un exposé 2 la fois

plus général et nlus précis des techniques numériques mises en oeuvre

pour résoudre ces problémes 3; plus général car les démonstrations ne font

clus appel A des notions physiques plus ou moins intuitives, et plus

précis car l’existence des solutions numériques y est démontrée de

facon rigoureuse.



>

Application 4 la géophysique

La prospection électrique utilisée en géophysique consiste a injecter

du courant dans les terrains afin de pouvoir en étudier les conductivités 3;

en effet, on a de bonnes raisons de penser que deux terrains différents

ont en général des conductivités différentes, d'ou une technique possible

pour identifier les structures géologiques.

Le probléme posé est alors en général bidimensionnel dans un plan horizon-

tal, et consiste 4 trouver la carte des conductivités o(z) connaissant la

carte des potentiels V(z,t).

~

Application 4 l'hydrodynamique souterraine

C'est sans aucun doute ce domaine d'application qui est actuellement le

plus intéressant sur le plan économique. En effet, on pense immédiatement

a l'exploitation de pétrole, de gaz ou de nappes d'eau dans le sous-sol,

mais il ne faut pas oublier l'application inverse qui consiste A injecter

des hydrocarbures ou des eaux usées dans des structures géologiques

appropriées, dans le but de les stocker ou de s'en débarrasser sans nuire

a l'environnement.

Le probléme posé ici est en général double ; il s'agit d'abord de trouver

la répartition de @(z) dans le domaine étudié, connaissant une répartition

particuliére 0 @yto) a une date to, puis ensuite connaissant e(2), étudier

L'évolution de — (Z,t) lorsque l'on fait varier B(2) dans Q ou 0, t) sur

la limite £ du domaine,

>

Application 4 l'étude du “gradient géothermique”TM

Il n'est pas nécessaire d’étre géologue pour savoir que la température

augmente lorsque l'on s'enfonce dans le sol ; ceci correspond 4 un

gradient de température appelé gradient géothermique dont la valeur varie

suivant Ll'endroit ot l'on se place. Les flux de chaleur qui en résultent

opéissent 4 ia loi ecud iée, deur €vude est importauce, aussi view

sur le plan théorique, que sur le plan pratique. Sur le plan chéorique,

il peut tre intéressant pour le géologue de pouvoir construire un

modéle mathématique permettant l'étude de la répartition des températures

ou des flux thermiques au cours d'un métamorphisme par exemple ; d'un

point de vue plus pratique, on ne peut pas rester indifférent a cette



source d‘énergie que peut représenter le “gradient géothermique” et dans

cette optique, il n'est pas inintéressant de pesséder un outil permettane

de l'étudier en laboratoire de fagon suffisamment précise,

Application 4 la géochimie

Nous terminerons en signalant que les transfers de matiére par diffusion

dans les milieux dilués sont régipar la loi de Fick qui est du méme type

que 1'équation (7) of i'on a posé ;

ea = f) = intensité de diffusion

(@ = D) = diffusivité de ia substance dans ie fluide

@ = C) = concentration

Cette remarque peut €tre intéressante en ce qui concerne l'étude de ia

métasomatose par diffusion,

PROBLEMES POSES

Introduction

Nous nous limiterons 4 l'étude du cas of £(B) et: 0 yt) ont uae distri-=

bution bidimensionnelle, ce qui n'est pas tras génant car un grand nombre

de problémes pratiques correspondent en général A ce cas.

Les problémes posés sont de deux ordres ;

a) Le premier consiste 4 étudier dans wm domaine 2 la répartition du

potentiel 0, t) connaissant la répartition de.la conductivité
c(z) 3; c'est ce que l'on appelle le “probléme direct",

~b) Le second, le “probléme inverse”, consiste 4 étudier la réparcition
ab

de la conductivité @(2) connaissant la répartition du potentiel

(2, t) °

Résolution numérique du probléme direct

Le probléme direct a déja é¢cé résolu depuis de nombreuses années par la

méthode des "différences finies", Depuis quelque temps, on commence 4



utiliser une nouvelle technique dite des "éléments finis" qui, sur le

plan théorique, parait trés satisfaisante ; c'est cette derniére méthode

que nous présenterons en essayant de justifier les calculs sur le plan

numérique, ce qui n'a pas toujours été fait.

Résolution numérique du probléme inverse

Jusqu'a ces derniers temps, on avait recours 4 des modéles analogiques

du type “cuve rhéoélectrique" pour trouver, par une technique de

tatonnement, une solution approchée & ce probléme, Actuellement, le pro=-

bléme inverse fait l'objet de nombreuses recherches sur le plan numérique

dans plusieurs laboratoires ; nous proposons ici une famille de méthodes

qui semblent donner des résultats numériques satisfaisants,

~

La technique présentée ici consiste 4 intégrer les conductivités le long

des lignes de courant (tangentes 4 ¥) a partir de points of l'on connatt

@(z). Pour ce type de probléme, nous nous limiterons au cas ot le tenseur

C(z) est isotrope et se réduit donc au produit d'ume conductivité scalaire

c(z) par le tenseur métrique fondamental contravariant {yt5} relatif au

systéme de coordonnées utilisées ;

L

EQUATION DE CONTINUITE

Introduction

Toutes les méthodes de résolution du probléme direct et du problame

inverse reposent sur l’intégration de l*équation de continuité (8).

Pour cette raison, il est peut-étre intéressant de voir quelle est la

eforme développée de cette équation ainsi que sa signification physique :

z, 2 = - > 4
Forme développée de div (V’) dans le repére {a ,2 }

Lorsque l'on se repére par rapport 2 un systéme de coordonnées 3° de

>

vecteurs de base covariants a,, on appelle, par définition, divergence

> > i “ a

du vecteur / = O,6Vs le scalaire définit par ..,

(14) div ~vv

eso OU vy désigne le symbuie "“dérivée covariante absolue" par rapport a
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la variable zi, On démontre en calcul tensoriel que ceci peut encore

s'écrire sous la forme développée suivante :

L

(15) div (¥) = x 68, OV)

Dans notre probléme particulier, on a de plus yt a-c') 199 si bien qu‘en

définitive, nous avons :

.

(16) div ®=-+, a, Fc 3.9)

|
a m

Formule de Green (ou d‘*Ostrogradsky)

si #7 désigne un champ de vecteur définit sur 2 et si nm est le vecteur

nomale unitaire en un point de la frontiére I de Q, orienté vers

L'extérieur de %, alors on montre que la relation suivante est toujours

vérifiée ...

(17) | div (W) . do -| Won.do
Q z

ees OF Gy représente 1'élément de “volume” dans 2 et do 1'élément de

"surface" sur I,

Cette relation est appelée formule de Green dans les ouvrages de langue

anglo=saxonne et formule d'Ostrogradsky dans les ouvrages de langue russe.

Signification physique de 1'’équation de continuité

Si l'on compare les relations (8) et (17), et si l'on considére un petit
5,

élément de "volume" dw entourant le point M(z), nous voyons que le flux

du vecteur VY 4 travers cet élément est conservatif, c’est-a-dire qu'il

est égal 4 la somme :

a) du flux (- AB) od libévé au point M(z) par unicé de temps par

1'élément dv.

b) du flux (B).dw injecté au point M(z) et correspondant 4 un débit

source B(z) alimentant 1’élément du.



~
ll

AVERTISSEMENT

L'étude qui va suivre est essentiellement axée vers la recherche de

techniques numériques permettant de calculer sur ordinateur des solu-

tions approchées satisfaisantes des problémes proposés. Ce faisant,

nous aurons 4 faire 4 deux types d'erreurs :

a) l'erreur de méthode due 4 la technique numérique utilisée,

b) l'erreur d'arrondi due au fait qu'un ordinateur ne travaille

qu'avec un nombre de chiffres significatifs finis.

En aucun cas, l'erreur globale ne peut @tre raisonnablement estimée

4 l'heure actuelle, et la sevle technique permettant de juger la

qualité d'une méthode ne peut @tre qu'une technique expérimentale

basée sur la comparaison des résultats numériques et de la solution

stricte dans les cas ot 1’on connaft cette deriére, C'est le point

de vue que nous adopterons dans notre étude.



DEUXIEME PARTIE

ETUDE NUMERIQUE DU PROBLEME DIRECT
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BASES THEORIQUES DE LA METHODE DES ELEMENTS

FINIS

OPERATEURS LINEAIRES DEFINIS POSITIFS : RAPPELS

OPERATEURS ASSOCIES AUX PROBLEMES LINEAIRES AVEC CONDITIONS AUX LIMITES

Introduction

a) Soit Q2 un ouvert de RTM de fermeture 2 limité par une frontiére >

(cf, fig. 1)

—-xr

1

Figure 1

Dans ce qui va suivre nous allons étre amenés 4 considérer un ensemble

H(Q2) formé d'une certaine famille de fonctions numériques réelles définies

sur %, ainsi qu'un opérateur linéaire @ défini dans ume partie 4, (2) de

#(2) et 4 valeur dans #(Q) :

¥ 9EH,(Q) —> YC #2)

On supposera de plus que H(2) est un espace vectoriel de Hilbert pour le

produit scalaire et la norme notés ;:

ip <,¥> # produit scalaire dey et yp
Pea <ox>

[Pil = norme de p
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b) On désignera par A, (QS H(Q) le domaine d'existence de Qa,

c'est-a-dire l'ensemble des fonctions ~ appartenant 4 H(Q)

et telles que l'opération @P ait un sens,

c) On désignera par BOS H(Q2) le domaine de définition de Qa,
c'est-a-dire l'ensemble des fonctions appartenant 4 4 (Q)

et satisfaisant aux conditions linéaires imposées aux limites,

On supposera de plus que wQ) est encore un espace vectoriel
qui lui n’est pas forcément complet.

d) Les conditions aux limites sur , s'expriment a Taide d'un opé=

rateur linéaire 5 définit sur Hn (Q) 4 valeurs dans #(Q) et tel
que pour toute fonction — appartenant 4 (a), la valeur de
L[p )] pour z parcourant Y soit égale a une certaine fonction
4), ce que l'on note :

Ilys = A
A»EH, (2) \. PP € HQ)

Problémes linéaires avec conditions aux limites

En physique mathématique, de nombreux problémes linéaires 4 valeurs aux

limites sur Qpeuvent @tre représentés par une €quation fonctionnelle de

la forme ...

(1) aps f

Ln |

«os OU @est un opérateur linéaire donné, f une fonction donnée apparte-

nant 4 #(Q) et p une fonction appartenant 4 BQ),

En général, le probléme consiste a trouver ~ solution de 1l'équation (1)

pour @, fet H(Q) fixés.

Opérateurs symétriques
SSS ee ee

On dit que @ est Symétrique si an a la ralstian |

v te HQ) <em> CAP WD =P p>

cee C'est~a-dire si @=a* est un opérateur autoadjoint (réel) sur HQ).
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Opérateurs définis positifs

On dit qu'un opérateur @ est défini positif sur #(Q) si ona les
relations suivantes :

<a2P,P> > 0 westo
p € HQ) :

Capp = 0 ep=o

Opérateurs fortement positifs

On dit qu'un opérateur @est fortement positif sur HQ) s'il est défini
positif et si de plus il existe une constante positive k* telle que pour

tout 9 < #4 (a) on ait;

(2) <ap ,. > k?.|N |P

ESPACE ENERGET IQUE WA (a) ASSOCIE A UN OPERATEUR @ SYMETRIQUE ET
DEFINI POSITIF If

Produit énergétique

Soit @ un opérateur symétrique et défini positif sur HQ). Par définition
on appellera produit énergétique de p et w appartenant 4 HQ), le produit

scalaire noté entre crochet et défini par la relation suivante

(3) [p vd bas Kap o>

On remarquera que le produit énergétique satisfait bien aux axiomes des

produits scalaires.

Espace énergétique Wr)

Le comp 1été w(Q) de l'espace vectoriel #(Q) est un espace de Hilbert
pour le produit scalaire [p,y].

Par définition, l'espace wr (9) est appelé espace énergétique associé 4

l'opérateur @,
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Norme énergétique

On appelle norme énergétique, ou encore énergie, de ger), et l'on

note || ||, l'expression définie par :

IP, 7 \/e el

De plus, si @est fortement positif, alors on a la relation ...

| ly

Pi SUP lly

eee OU k est la constante déja définie pour les opérateurs fortement

positifs,.

Espace W9(Q) : définition

Par définition, nous désignerons par wo (Q) le complété de l'espace

#9) des fonctions 9 appartenant 4 HA et satisfaisant aux condi-

tions aux limites homogénes du tvpe :

LY|, = 0

THEQREME FONDAMENTAL DES METHODES VARIATIGNNELLES

INTRODUCTION

Lemme 1

Si @ est un opérateur linéaire défini positif sur 7), alors

l'équation .o.

f

¢

[

| ly era
L

eee admet au plus une solution PEC WA ().
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Démonstration

En effet, soient Pet @ deux solutions distinctes appartenant 4 W> (2) :

ap=f

ag =f

=P -§) = 0

<a> (6 -G) = 0

<a> © =O CeGeLed,

Probléme homogéne associé

Nous avons vu précédemment que les conditions aux limites sur £ étaient

supposées linéaires et de la forme oo.

Le|. =

oes OU A est une fonction définie sur I,

Il est commode de considérer deux classes de conditions aux limites

A =O ¢: conditions aux limites homogénes

A’ #0 3$ conditions aux limites non homogénes

Etant en présence d'un probléme linéaire non homogéne du tvpe ...

'

4 [ages
1 ® € We) |

LY ls *
L

eee Nous nous proposons de trouver une fonction fy de facon que,

(I) (4)
i >»

quelle que soit la fonction py appartenant a wr (Q) et distincte deY,

le probléme précédent soit équivalent au probléme homogéne associé

du type ; [- (Ao =F. |

| aOo

(II) | REHM | LAL, =o (5)

| 4-8

En résumé, on va chercher fy de telle facon que toute solution p de

(I) soit telle que 9, =6-y

soit solution de (II).
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Par suite de la linéarité du probléme, on peut écrire les implications

suivantes see

— =P b <> LP = I - Wh g2e -v

a
PEW (A) <=> L9| > = } => 191,20 => oe WC)

VE W(X) me bly = oe

soe d'ot il découle que ®, =F (P9- WE WO (Q).

En portant 9 = f, + p dans l'équation AY= f, on a:

ae, tay = f

En définitive, nous voyons que le systéme (I) est équivalent au systéme

(II) 4 condition de poser :

(6) fy =f -ay |
ee |

N.B. : La démonstration précédente admet l'existence d'au moins une

fonction py € wr (a) distincte de, Nous admettrons qu'il en est
bien ainsi,

Lemme 2

Enoncé

Si @est un opérateur linéaire symétrique défini positif sur

WQ = WA (2) U Ww), et s'il existe une solution p € wr (Q) au pro-
| blame ss.

[ag=f
hee we)
| f€ #Q)

LL

| ee. alors cette solution réalise le minimum de la fonctionnelle J(0)

définie par :

| e0) =P, - 2¢ fF,
L
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Démonstration

Par suite de la linéarité du probléme, pour toute fonction 9€ WA(Q),

il est en général possible de trouver une fonction % € WE (Q) de telle

fagon que l'on ait P= + Ps 3; i1 s'en suit que l'on peut écrire :

TP) LAPP = 2CF >

J) AY +49,,9+9 > = 267,949)

J(9) =A9,9> + a9, ¥, + <ag, > +<ag 59 P> ~ 2<f,9)- 2¢Fr%>

mais :

J) =, -2 <f59>

<a R»P> = C9 o> (ay, >

em J(9) = I) + 29,9) = 20749, +AH69,)

J(P) = IM) + 2€A% ~ 9, + CAV.

mais ay = f par hypothése, si bien que l'on a:

J) = IM) +A¥,9>

Comme Qest défini positif sur wed, il s'en suit que la quantité

A959 P5> est toujours positive ou nulle, et l'on peut écrire oo.

J(¥) > J)

oo» ce qui démontre le lemme,

THEOREME FONDAMENTALE

Thé oréme

| Si @ est un opérateur linéaire npetetiee défini positif sur We (8)

et s'il existe une solution GE wr (Q) au probléme :

| a= f
| 7) 9 € WCQ) (I)

fe HD



19

|
eos alors cette solution est unique et réalise le minimum de la

fonctionnelle ,..

T(GW) = TO) + KCPW)

(8) ve =(A9,9>= 26 F,9)
avec 

'

KP w) =AV,P> -CAP,W |
Lu

eoe Et ceci quelle que soit la fonction y € WO) distincte de ,

Démon stration

S'il existe une solution au probléme (I), alors nous avons vu qu'il

existe en général une solution %, = — = % au probléme homogéne associé

(1I) et nous savons d'aprés le lemme 1 que ces solutions 9 et ee sont

uniques,

@ étant par hypothése symétrique défini positif sur Wo(2), on sait

d'aprés le lemme 2 que la solution du probléme (II) minimise la

fonctionnelle :

JCP) =<2959.> * 2¢ Fyre P>

On se propose de montrer que Q efent symétrique défini positif sur

WS (Q) et non pas forcément sur wa (2) , alors la solution 9 du pro-
bléme (I) minimise la fonctionnelle :

ICP, Wy) = JM) + KYW)

D'aprés les relations (5) et (6) déja établies, on a:

TOR) = AV» — 2 CH fy»

TOM) =CAP-AbeY- Wy - 2 P= WF ~ ad

TCO) = CARP -CA9W> -<AvoP> +CAb WS

- 2€9 f+ 2C Ab + 2 of - 2¢v,aYS

IQ) =Kavie> - 2¢garr} ~ {caveuy~ 2cusrr} + {cave -<a9.vy}

En posant J(w) = Cab p> - 2 Cvof>, il vient :
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ICP) = JI(P) = Jdy) + KCo wy)

<a> (9) JQ) = ICoy) - Jy)

L

On voit done que I(Y,y) et JCP) ne différent que d'une constante J(y),

si bien que si 4 minimise TOP)» il s'en suit que ys , + y minimise

I(~,v), ce qui démontre le théoréme,

Remarque ; relation avec la méthode des moindres carrés

Soit @wun opérateur qui n'est pas forcément symétrique défini positif

sur Wr(Q). Soit 4 trouver € WA) vérifiant l'équation :

Ave sf

La méthode des moindres carrés consiste 4 rechercher la foncticn Y qui

minimise la fonctionnelle F() définie par :

[ |
| PW) =||ag- zi?

L

Soit Q* l'opérateur linéaire adjoint de @ et supposons qu'il existe

une solution — 4 notre probléme ; on peut alors écrire :

ns *
aap=afFr

L'opérateur @Q@ étant par construction défini positif, on peut alors

écrire ;

JW) =<AAp p> - 2 AT wd

=(A9,49>- 2 ¢F7,a9 >

Hewes nll? 2 ryein p em_ PS
pee fii T\MY soe i?

= Apap - 2¢ Frp>*+Cfsf>

= J(Y) *Cfof>

On a donc 3: [

se) = (@o- Fie = ek

L_
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par ailleurs, on peut écrire :

Ky) = Cay - (A ay,y>

= CAay,aPy - CaP a>
=

t

<ea> K(Y,w) = 0

En définitive nous avons :

I(O,p) = JOP) + Ky)

aS IW) = jae - Fi? - | zl?iH

> | rev) = FY) -{Fl2
=

Nous voyons donc que les fonctionnelles I(,y) et F(~) ne différent

que par une constante - Fie » il s'en suit que si f minimise I(¥,y),

il minimise aussi F(~) et réciproquement,

COROLLAIRE : VITESSE DE CONVERGENCE

Enoncé

Si Qest un opérateur linéaire symétrique fortement positif sur

We (2) et s'il existe une solution 9 € wa) au probléme ...

lae-s
| pe WAM)

: 
(1)

fe #MQ)

LL

| eos alors cette solution est unique et l'on a la relation suivante ...

. 1 a.

4 < TET qf 7 I(,y) |
j

(io) le~ 9]

oes OU — est une fonction quelconque appartenant 4 wA(Q) et k la

constante caractérisant le caractére fortement positif de @ sur

WE(Q)
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Démonstration

Considérons le probléme homogéne associé ; il existe des fonctions

' eW> aD Po et fy telles que l'on ait :yriste
pepry ao = fy

fy fray

La relation (9) nous permet alors d'écrire :

C9) = TCG sy) = TW)

IY.) = 1) = TW)

I) = (A%s%> = 2 <fyr%>
avec ~ a ~ a

TO) = KA%%> — 2 CFys%>

Il s'en suit que l'on a:

ICP sw) 2 ICP ow) = TP) ~ TOP)

Par ailleurs, on a les relations suivantes :

HOG) = TOG) * {AH9,> = 2 Fyn % rt ~ {BIy0%> ~ 2<Fyr Vo h
kay, %> - 2a,» %> - {a%,1%> - 2 av, 9>h

\A9,%> = 2409495 + A9,69,>

A9,%>-<9),A%> = <A9,9> + <a9,,9.>

(A909 = BY - CAH - OD

=O9 = OQ - OD > LO Off
ho

En définitive, on a:

1?
nH

ICP ow) - ICP, 0W) > k? || % 7

Hy . opHl 1 y| _ tae
<a> i Py Fotis TT 6 ICP »W) FCP 5b)



Comme par ailleurs 2, %, * Ge ~, il sien suit que le théoréme

est démontré,

Remarque : remarquons que la formule (10) précise la vitesse de

convergence de vers ~ lorsque I(Y,p) converge vers

I(GyH)«

APPLICATION AU PROBLEME DIRECT

INTRODUCTION

Nature du probléme posé

L'équation différentielle de base de notre probléme s’écrit :

div ® +4223
et

ajavec y ze ad, oC 235

Il s'en suit que dans le cas général ot 39/dt n'est pas nul, cette

équation linéaire est de type parabolique par rapport 4 la fonction

et l'opérateur 7) défini par os.

S
Boa div GW +4.

Th

oo» n'est manifestement pas symétrique défini positif 4 cause du

terme en 9Y/3¢

Pour pouvoir utiliser une méthode variationnelle, il est nécessaire

d'avoir un opérateur symétrique défini positif ; nous allons voir

que moyennant une approximation aux différences finies portant sur

la variable t, il est possibile de se ramener a un propieme ae cype |

elliptique auquel on pourra associer un opérateur @ symétrique défini

positif.
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Probléme aux différences finies associé

Supposons que l'on recherche la répartition 9 du potentiel a la date t

gachant que l'on connaft la répartition ~° A la date t - At of At>o

fixé est un pas de temps infiniment petit. On peut alors, en commettant

une erreur de l'ordre de (At)?, remplacer le probléme initialement

posé par une approximation aux différences finies du type suivant :

> A Ov,(1) div +A [e-9o]e3

L'équation ainsi obtenue, est de type elliptique et on peut lui associer

un opérateur linéaire Q dont nous montrerons qu'il est symétrique défini

positif sur un espace W9 (@) convenablement choisi.

a A
A= div VY) +77 -¥? |

(12)
avec 7 = - dc .3,9

Si maintenant nous posons oes

pe te

(13) fae eB
be

vee notre probléme revient 4 chercher les solutions $ du systéme

QAv= f vérifiant un certain nombre de conditions aux limites.

Si nous désignons par C’(Q) l'espace des fonctions p fois continu-

ment différentiables sur Q, nous vovons que la nature de notre pro-

bléme nous impose de prendre

OT

| (C défini positif sur Q |
j ii =
| (e-eac'@)

(14) on |

feEcgd |

1, PE Cc?) |
a |

Conditions aux limites de base

Trois types de conditions aux limites linéaires sur la frontiére £ du

domaine Q étudié sont classiquement imposées :
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Le potentiel p est imposé sur le contour J

my
(15) 15 =

Co

Type II : probléme de Neumann

i3 e © 5 : eLe flux du vecteur / ee Delt a travers la frontiére 2 est imposé

en tous points de I, ce qui 6quivaut 4 dire que l'on a ...

=

 = ==

(16) | P| = a
Le

~ > a 2 . ~ - - 2 adeos OU m désigne la normale unitaire 4 I au point considéré orienté

vers l'extérieur de 2,

Type III : probléme de Fourier

Le probléme de Fourier est un mélange de conditions du type I et Ii,

et consiste 4 écrire que sur la frontiére = on doit avoir o..

(17) [7% - 0.9], = Xr

ese OU O est une fonction non identique 4 zéro sur £ ; en fait, par

suite de la technique numérique utilisée, nous serons obligés de ne

considérer que le cas ot o est positive ou nulle,

Conditions aux limites composites

Il est possible de construire de nouveaux types de conditions aux

limites en combinant les trois types que nous venons de décrire,

Une de ces combinaisons est trés importante dans les applications

pratiques, aussi dans ce qui suit, la désignerons-nous par

"condition de type IV", le probl&éme associé étant appelé par défi-

nition “probleme mixteTM,

Sofent £ et [ deux parties de £ telles que oo.
1 2

r=2Y UE
1 2

ZO = 6
1 2
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eos Ct Soiento, et od, les fonctions caractéristiques des ensembles

r, et Z,+ Le probléme mixte consiste 4 écrire que sur Zr, ona des

conditions de type Neumann et sur i, des conditions de type Dirichlet :

f

|

(18)

Comme Oo, etc, sont des fonctions caractéristiques de parties de I,

le signe ls dans les conditions ci-dessus est superflu et on peut

encore écrire :

Ce type de probléme est de loin le plus fréquemment rencontré dans

la pratique car le domaine % est souvent limité par des équipoten-

tielles (frontiére 2.) sur lesquelles le potentiel est fixé, et
>

des lignes de courant (frontiére 1,) tangentes au vecteur V sur
>>

lesquelles on sait par définition que le flux n.V est nul.

Espaces fonctionnels associés au probléme considéré

Si nous nous référons aux notations adoptées dans nos rappels sur les

opérateurs linéaires définis positifs, nous voyons que pour notre pro=

bléme, nous devons prendre .o.

‘ |

(20) | H@) FLO) |
heme =

veo O8 L*(Q) sera supposé représenter l'espace vectoriel Hilbertien des

fonctions réelles de carré intégrable sur %, muni du produit scalaire

habituel :

7 ON

9teh EL? (Q) <> CPS = | PoP. dw
?

Il s'en suit que le domaine d'existence de @ est identique 4

ro ~
PQ a co(21)



27

D'aprés le paragraphe précédent, nous voyons que le domaine de défini-

tion HA(Q) de @, pour des conditions aux limites du type 7 fixées, est

identique 4 mca) défini par :

g € BQ)
EMR) cm °

Oly sa

YE FQ)
PEMA ml] ., 7

nevi =

(22) ye 2M avec

GEMM oo], 7
[meV - oP] ,= 2

PE Hy(2

PEM) om { 0,70 = 06d

Fae P = Oped

Dane ce qui suit, nous désignerons par ina) le complété d'un espace
m2), si bien que l'on a:

(23) waa) = ICO)

Remarque : En ce qui concerne le probléme de Neumann (type II), il con-

vient de signaler que c'est un probiéme beaucoup plus délicat

que les trois autres et pour lequel il n'existe une solution

que si la condition suivante est satisfaite :

(24) | f. dw= [7A ae
a

De plus, si cette condition est satisfaite, il existe alors une infinité

de solutions définies 4 une constante additive pres,

FORME DEVELOPPEE DU PRODUIT <aiy, »

Expression de @Y

Par définition, on a la relation suivante :
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6Ap = div VW) +f.
i

> > i4

avec V = =a po 29

En se référant 4 l'équation (15) du premier chapitre, on a oe.

ot 1 4 ij
d Vv So mee 4 OO 3 7 a piv (VY) = i (vy .C 5 )

esa ce qui nous permet d’écrire ;:

(25) ' ay = &

Forme développée deC@yp, b>

LAM, = [ae w.du
Q

= -| at 3, W¥0N 3.9) ae dus | oz 0w du
Qa/y &

Les régles de dérivation d'un produit nous permettent d’écrire 40.

a {OT Fay) dh mac C949). + CHa.) 03,0)

seo Si bien que l'on a:

1 ifn‘dyrwy =e] eR. W¥.c5.2.0).3,). du
Oe io or

2} = 28, {WF C14 3.0), wld
mH YY

A
—— 4 ‘ ad: [ Ar Pe w

: Ti . iSion introduit le vecteur W de composantes contravariantes W~ telles

GUE nao

wee - cycty , a,Py
eos Alors la formule de Green nous permet d'écrire so,5

>>| div @) , dws | Won eds
2 f
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pos OU n est la normale unitaire en um point de 2 orientée vers

l'extérieur de I. Sous forme développée, cette derniére expression

peut encore s’écrire ;}

l \ 1j > >

- pr 8 fe HOC ) 039 du = | Won.ds

avy ,

En portant cette expression dans le développement de <A0,W on

obtient :

I

- i A >>
| <a> 7 [ic 4430.8, Wedw + 2 a PW lw + | di aeds

(26) | i = normale unitaire extérieure a I
> +| W= ai, i

| wis - woh) a9

CARACTERE SYMETRIQUE DEFINI POSITIF DE @ SUR i (2) = HPQ)

Introduction

On se propose de montrer que l'opérateur Gest symétrique défini positif

pour les problémes homogénes de type Dirichlet, Newman, fourier et mixte,

c'est-a-dire sur les espaces we(®) respectivement identiques a :

HCD

~O

Mo (2)
WOR) BC
¢ M5 (%)

MCD

Considérons la relation (26) représentant la forme développée du

produit (HO, uN + A/At &tant nositif ou nul et le tenseur chi &tant

supposé symétrique défini positif sur @, il s’en suic que les deux

premiéres intégrales du développement de<Q¥,U> oo.

i = ijTOW ~ je 29 {P00 bedw

20,8) = 4 Pateda
arr. Ag *
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ese Sont des quantités symétriaues en Pet y et qui sont obligatoire-

ment positives si p= wp, ou le cas échéant, nulles sip =yio. Si

maintenant on considére la troisiéme intégrale du développement de

AY w> eee

7 fa ,
FRG) = | Wenadé

5

/ avec wi a t o_ <€ QQ
es bite

od @
hte
6

eee on a de facon évidente la propriété suivante :

-

—6«rT3W = TE) CAP W> =CAVP>

=>{(A0,9> > 0 V PEO

Oo ve JAD = 0 <mPz O

(27)

wv| TQ»)
LL

Autrement dit, si les conditions du membre de gauche de la relation (27)

sont satisfaites, alors l'opérateur Mest symétrique défini positif,> P 5 q

Cas ot W5Q) = M°(Q)

>

Sipe We), alors le vecteur W de composantes contravariantes 4...

wie = - w.cts).a9
j

eos eSt nul sur la frontiére = quel que soit ye WO), car on a:

vi, 20 = Wi, = 6

Tl s‘'en suit que l'intégrale TAP) est toujours nulle, ce qui fait

que les conditions (27) sont toujours vérifiées. On peut alors conclure
~

lie ~ o~ ~ . -2ze- - if --OrAs
que 1 operareur mest symetrique ueLius posicar sur {14 \Qb) ©

=, oO 0
Cas ot W(2) = My (Q)

Si ve WO(Q) 5 alors le vecteur ¥ de composantes contravariantes oo.

We le - votes
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see eSt tel que sur la frontiére £ on ait :

WA| = 0

En effet, il est évident que WV = Waly si bien que l'on a ses

Hin = win

eo» mais comme 9 € W2Q), on a sur la frontiére [ la condition imposée

Vnl, = 0, d'ot la relation Wn| = 0.

En définitive, l'intégrale I3(9,y) est toujours nulle si bien que l'on

peut conclure que l'opérateur @ est symétrique défini positif sur

B@) car les conditions (27) sont alors remplies.

~

Cas of WE(2) = MQ(Q)

° z
La fonction ~ appartenant 4 Wa(Q), on peut @crire ...

[n.¥ = oP], = 0

ees OUG2O est une fonction non identiquement nulle sur £. Mais comme

par définition W = bel, on a de facgon équivalente ;:

[AW - ol. =O

>_>

<a> Wen|> = Toho] 5

3

<=> Ig(sw) = { OePoPeds
z

En conséquence, nous vovons que dans ce cas, 30,0) vérifie encore

les conditions du membre de gauche de la relation (27), si bien que

l'on peut dire une fois de plus que Gest symétrique défini positif

sur MO) °
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Cas ot Wa) = Mo (2)

Pour ce type de probléme, nous allons décomposer la fonctionnelle

I3(),~) en deux morceaux suivant la relation :

f >>
IZ(%0) = jy emetle + Jon taae

Par ailleurs, on a par définition :

Oo, Wen = 0 poV onWen = oP Vor
2

a .
o, Won = O, PoVen

mais, les fonctions ~ et Wy appartenant 4 MOQ), on ai:

> >

O, Von = 0, 0A
avec } = O

Spey = O,0A

En définitive, \ étant nul sur la frontiére 2, on peut écrire :

o, en = 0 car o,9Van = 0

O, Wen = 0 caro op = O
2 2

<> = 13H) = 130.9) =

Les conditions du membre de gauche de la relation (27) sont done une

fois de plus vérifiées, il s'en suit done que l'opérateur @ est sy-

métrique défini positif sur M 2)»

FORME DEVELOPPEE DE LA FONCTIONNELLE K(,W) sur wA(Q) = iQ)

introduction

Nous nous proposons maintenant de calculer la fonctionnelle K(),W)

introduite dans la relation (8) :

| Kc) = Av. > -CAY9 p>
LL
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Pour cela, considérons les deux vecteurs Wy, et W, dont les composantes

contravariantes sont données par les relations suivantes pour p et

appartenant a WA (Q) :

| Wy -_= wc) 39 x
(28) ‘i ij (PW) € Wz)

Ws =- (0.0 43,0

=

Sous forme vectorielle, on peut encore écrire les relations suivantes,

équivalentes 4 celles formulées ci-dessus :

[+ > > 4) a
| Wy = U.V Uo #VU 2

(29) |» + avec . q

By = 90d phe May
En calculant (ay, et (@p,P> a L'aide de la formule (26), on obtient

en soustrayant membre 4 membre :

W, oneds = | W ndeKv) * |
: yr

"

(30) KW,w) = | (i, - W,) Ads
z

—
Cas ot Wa) = IA¢a)

Les fonctions pet w appartenant 4 in), on ai:

Ply =vly =A

> >

Wily = + AV

<a> > - >

Wily = AU

_

<> (31) | K(o,W) = | \. tutes - | . Reds
z x

r
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Cas 08 W(Q) = IA(Q)

Si les fonctions Pet w appartiennent 4 a, on peut écrire :

<=> (W, - BI], me ru(o- vs

<=> (32) K(o,y) = | Ae @= W) «ds
E . z

Cas ot WA (9) = i)

Les fonctions pet y appartenant 4 i), on a par définition :

[7.7 - oped] = Aa.

[7.%, = oe] » = Al 5

<> [W-W)4 = r.[9- v],
-

<a> (33) , KW) = [ AeCy~ py) ds
rWe

cas o& WA (Q) = Ba)

2

KW.) = jor, - Weds

Kw) = Jot, - W)n.ds
posons

On peut alors écrire :

yKho wy = KB to wn) & X find
co Nr re Sig, Mie ve “grey

Par ailleurs, les fonctions et y appartenant 4 (2), on peut écrire

les relations suivantes, compte tenu des relations (29)

Wm W vOye * = o Ap OW, = O,oX

> >

o WHE G oY o W =o ..dU
1 2 1 2 2
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Kip = | o, odAe( P= p).ds

=> P >_>K (),p) = [0,0 Ai. 6-87 sas
Z r

<> K @,w) = [s, eAe(Y= p) ds
=

(34) =
+| 9, aati wv - 70 ods

zr

FORME DEVELOPPEE DE LA FONCTIONNELLE I(Y,y) sur Wa (Q) a PAO)

Introduction : forme développée de J(~)

Par définition, d'aprés la relation (8), on a:

[e ={A9,9> - 2 <f,">

' A l'aide de la formule (26), on peut développer la quantité <A P,P»

et on obtient ;

<A9.9> * [ee 2349035 Pedw + | fee 2 dw + | Biade

~*

n.ds— «a p> = jo 295094? dy ad ca edu) + [x Ve

par ailleurs on a ;:

Cf” Ss | Gee + B) Pedy

En rassemblant les deux derniers résultats obtenus, on peut écrire ;

J(9) 2 | c*4 3 59.3 Pedw
Q

+ “] oa GY - yy oYoaw = z4) BoP ouw
Q Q

+ | 9.Vteds
r

En définitive, en posant .o.

(35) Boge [p09]
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eee On obtient 2:

—_

(9) = 2.| Poo) + Fop]+ | 0.V nds
L

f as

(36) Ps) ei crs 130 0d 5? ody = | B.O.duy

avec eo a
2... f ;|: (p) = | 8 Y.dw

i Q
=

TLes notations > et I” apparattront plus clairement par la suite,
ou nous verrons que 7 est un terme correspondant au probléme de

type Dirichlet et rt est un terme qui intervient dans le cas d‘un
probléme transitoire,

Cas ot wh (2) = iA @)

Dans ce cas, en se référant aux formules (8) et (31), on peut écrire :

I(P,p) = J(Q) + K(o,W)

D T >><a=> I,w) = 2. [7 (Pp) + 7 | + | 0 .V ands
L

rit PBe 2 | utd
ig iE

mais comme la fonction appartient a (a), on a I 5 =) si bien qu'en

définitive, on peut écrire :

(37) | rc00 2.]2 co) + Fe| » | \.5.nde

Tnar Fawn tan ON (9ON ak LAN en lies — ee os 18s *
Ae OD awh tse AY yg Yees, Se Vevey eee pose Guo U Cesar eo

T(o,w) = JCP) + K(Q,y)

7D T | [ 7? >
<en> IW,w) = 2,.j/7 ) +7 ae * | 0 .Ven.ds

z

+ ( M.ds = | AWeds
7y z
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>>

La fonction ~ appartenant 4 wr, on a la relation Ven|, = i, si bien

que l'expression ci-dessus peut s'écrire aprés simplification :

oo

(38) | I(9,W) = 2.| 00 + | + 2. AQ.de - | AWeds
L z

Cas ou WA (2) = AQ)

A l'aide des formules (8), (33) et (36), on peut écrire

IW,W) = J (0) + Kg)

asat<— T(9,y) = 2.[72() + r7@p)] + | 9.7.
=

+ ( AY.ds - Apeds
iz 15

mais la fonction appartenant 4 wo, on a la relation ;:

-o9], = ia+[V.

ay—= Ye |. =) + 09].

En définitive, en portant ce résultat dans l'expression développée

de I(),w), on obtient :

D T 2 . 3

= 4 IC 2.1 AYeds + | oy’ .ds | AW .ds39) | r(9,¥ 2.|z () + 7+ [ 9 9 .
Le

Cas ot W(Q) = i ()

La fonction appartenant 4 1.2), on a, par définition, les relations

suivantes :

OoVon }ul Q

a Qoo: p 2A

Considérons maintenant l'intégrale sur £ qui apparaft au deuxiéme membre

de J(~) dans la relation (36) 3; on peut la décomposer sous la forme :
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| ).Veneds = | oP. Veneds + | 0, «Pe Ven.ds
zr £ »

> > >>

<=> (40) [ 9.7.neds = | 0, +Pereds + | 0, oAeVeneds
1E L z

Par ailleurs, les formules (8) et (36) nous permettent d'écrire :

I(,w) = J(P) + K(p,W)

<=> (41) Ip) = 2.| 200) + | + | Y Veneds i Kew)
L

En exprimant le deuxi&éme crochet du développement de I(W,w) a l'aide

des relations (34) et (40), il vient :

| 0D.V.n.ds + XOP,W) = | o~i.ds +
z z

<za> | 0. Vande + K(p,Wv) =2,] 0, r9.d9 - | 0, Aveds
x z

En portant cette derniére relation dans l‘expression (41) on a le

résultat recherché ;

i

I(p,W) = 2/1) + roy| + 2.| 0 Aveds
a

~ | oO, Abeds + | o,An.U,ds
x vT

L



RESUME

Dé finition

Posons tout d'abord :

| Pig) = i | 0°5 4340.3) edu
(43) °

P29) ee | BeYody
8

Par définition, nous appellerons respectivement fonctionnelles de

Dirichlet, de Neuman, de Fourier, du probléme mixte et du probléme

transitoire, les intégrales suivantes :

—-~.,

Pp) = Pig) + P2¢9)

:

| IN (g) = | AYeds
: z

(44) r (9) “1. op* sds
! E

rcp) = | ores
z ~

: | rl) = | BYedw

pC ;
avec ¢

= 4 [i p= 9?(45) B= [tev 99

Hypothéses

> i =
a) soit {ays 2°} un repére de l'espace MR’, et soit Q wm domaine

on - .. ; no. a
VUUreLtth, GWE LELiWe cure jg, suse sus ues p SS PUP BeBe e UMS

frontiére £ suffisamment réguliére ;

b) soit C(z) un champ de tenseurs de composantes ci symétriques ,

deux fois contravariantes at défini positif sur Q.
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c) soit HA(Q) = wha) l'ensemble des fonctions ( appartenant 4
l'espace L7(Q) des fonctions réelles de carré intégrable sur 2,

vérifiant des conditions aux limites linéaires du type

i(# 1, Il, III, IV) sur la frontiére £ ...

9EMQ — Wir

eos et telles que l'opération ...

o A
A= div(V) +73?

avec v a a,c) .2,9

eoe ait un sens dans le domaine 2,

d) soit we (2) = if (a) le complété de #(Q) = Mo.

e) soit fet?) os fonction du type ...

{rage vere

anAT 2 O et B sont des fonctions de zvee 08 PPE WAP) et od

appartenant 4 L7(Q).

Conclusions

S'il existe une fonction 6 era) vérifiant l*équation oo.

Las =f
na

eoo alors cette fonction est unique et réalise dans WO(Q) le minimum
respectivement de la fonctionnelle linéaire :

r

j F¢9) = Pw) + (9) si le probléme est de type I (Dirichlet)

| r() s Po) + rw) + rw) si le probléme est de type II (Neuman)

(46) F oT
Ip) 2 Pw) + Dg) + I°(p) + I°(Y) si le probléme est de type I11(Foucder)

T(”) = Po) + rig) + ro) si le probléme est de type IV (mixte)

ce
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Démonstration

Ce résultat est &vident en vertu du théoréme fondamental, compte tenu

que les fonctionnelles introduites ci-dessus ne différent des fonction-

nelles (37), (38), (39) et (42) que par des termes en ~, done constantes

par rapport 4 9.

Remarque : forme matricielle de rw)

Les relations (11) de la premiére partie nous permettent d'écrire :

ij tc <3 if.9 JP = [grad] -(C] .[graay]

on a alors la relation suivante :

Pg) = rice) + P2 (9)

Pig) = + [arads] *.(c].[gradg] «du
(47) +

P29) = - | B.Yedw
2

METHODE DES ELEMENTS FINIS

INTRODUCTION

Partant d'un probléme linéaire du type ...

ee. nous nous sommes ramenés 4 la recherche du minimum d'une intégrale I(?)

sous la contrainte P€ wr).

Avant toute chose, nous devons trouver une technique numérique permettant

le calcul approché de 1l'intégrale I() et ceci quelle que soit la fonction ©.

Pour cela, deux grandes possibilités s'offrent 4 nous ;

a) approcher globalement la fonction sur tout le domaine Q par

une fonction y et calculer numériquement 1‘ intégrale I(¢),



bd) sartaser 5 en domaines bartiels %_ et approcher le fonction +
=

par une fonetion :, sur chaque morceau Q, du domaine ©, puis

calculer numériaquement l'intégrale ~ ©) sur chaque morceau :

ee q — at

enfin rassembler teus les morcesux pour caleuler F(¢) sur

La premiere technique nous conduit aux méthodes classiques du type

“méthode de Ritz" ou encore "méthode de Calerkine”TM. La deuxiéme technique

conduit 2 la “méthode des éléments finis" & laquelle nous allons nous

intéresser c:aintenant,

METHODE DES ELEMENTS FINIS

Introduction

La méthode des @léments finis consiste 4 construire tout d'abord un

pavage jointif de 3. constitué par un nombre fini d'éléments si, cels q

\ iJ ile moa
+ 2

j
i Ne f 1 Se = @

Si Xe est la fonction caractéristiaque de 1’élément ",, on peuc alors

écrire :

Te(f) = FM%e.y)

IO = do rey
&

> a “ ) . . :

Soit Jat ={2 oS, g+0028, ¢ Un ensemble de m points choisis a l’av
lee Ly 22 a! ,

et répartis sur le domaine ", : sunposons que lion approche { sur ¢h

élément %, par une fonction f, dépendane de TM param@tres choisis de
0]

facon que l'on ait :

tet
pas
! we bs

ak er a 84 vw ae, em a 4 “5 om eat

Ct fo

ance
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On peut alors calculer une valeur approchée ...

x oy s *

TA) = 1,08) = TECH.)

eee OU 1%. désigne l'ensemble des valeurs prises par la fonction 0
” : >aux différents points 2, | zt.

i ise

Par suite, on peut écrire ,...

(48) I) = 2p) = Pda}
_ j

eee OU {I désigne la réunion des ensembles {Vite :

ere

(49) dab eOiate
De

Recherche d'une solution approchée ¢

Toute 1'étude suppose que l'on utilise des fonctions Qet y vérifiant

des conditions au contour, du type L9| > =}, c'est-a-dire appartenant

a une classe construite wr (Q) de fonctions en général non explicitables

et que l'on devra par conséquent approcher.

De fagon plus précise, la méthode des éléments finis consiste 4 approcher,

localement sur chaque élément Qos les fonctions Y et p par des fonc-

tions et w* dépendant des quantités ite et iv,

respectivement les valeurs inconnues prises par Pet W aux points

t qui représentent

{2,;} appartenant 4 Qe ; en fait, cette facon de faire équivaut 4 une
e

discrétisation du probléme ot les inconnues sont en fin de compte les

ensembles de valeurs 19; } et 1} ainsi définis :

De la méme facon, nous allons étre amenés 4 discrétiser les conditions

~ , ae
au contour en fonction des valeurs Pe correspondant a des points 2,€ = 3

supposons que l'on soit arrivé 4 discrétiser les conditions aux limites

de facgon 4 pouvoir les écrire sous une forme matricielle du type ...
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eee ot [2] est une matrice carrée donnée, [A] une matrice colonne donnée,

et [oj la matrice colonne des $; appartenant a {P,} et correspondant a4

: > a ~ z s .
des points 2,2 = ou sont imposées des conditions aux limites du type

DeQle = Ae

Soit [¢] le vecteur colonne nartitionné ,..

OL

«ee o8 [0,] est la matrice des ; appartenant a {9} et correspondant 4

des points z,22 ou ne sont pas imposées des conditions aux limites, Si

maintenant on désigne par [4] un vecteur colonne de multiplicateurs de

Lagrange de méme taille que [oJ], la recherche des PR {9} minimisant

i'intégrale I ep =f ([¢]) et satisfaisant aux conditions aux limites

revient 4 chercher la matrice [o] minimisant la fonction de Lagrange

£((0],[4]) définie par

I

(50) £ ({o},{¥]) = 2 C[o}) + bd”. 4{2] [0] - (ah
f

Y
Le ——

En écrivant que les dérivés partielles de & par rapport 4 [¢] et a [ut]

sont nulles, on obtient un svstéme d'équations dont la solution (6 |

correspond 4 un optimum pour & 3 il ne reste plus alors qu’a vérifier

que l'optimum ainsi obtenu est bien un minimum.

Cas du probléme direct

Dans le cas plus particulier du probléme direct qui nous intéresse, il

est intéressant de constater que la fonctionnelle 7(y~) ne fait plus in-

tervenir que des dérivées partielles par rapport 4 © au plus d'ordre l.

Il s'en suit que si nous choisissons pour fonction approchante sur chaque

élément Qos un polynodme Pos il suffira que celui-ci soit au moins du pre-

mier degré pour convenir a notre étude.

Supposons que l'on travaille dans R et que °, soit un polynome du premier

“ : x > , >

depré, celui~ci sera entiérement déterminé si on connatt (2,) = 9 (2,) = ?,

en n+l points Ey du domaine 2. ; dans ce cas, il suffit de prendre pour

i Q oo i = j i aao08 i d2, » le simplexe Me 8 i de sommets ih, 44 vol 3p i, et de
1 2 nel
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choisir l'ensemble {9 he tel que l'on ait

{ite * [ray i < {+},

En particulier, dans le cas du probléme bidimensionnel que nous allons

traiter numériquement 4 titre d'exemple, nous prendrons pour domaines

Q., des triangles Qs se de sommets i, j et k.e?

REMAROQUES

Remarque 1

On peut démontrer 4 l'aide des inégalités de Friedrich et de Poincaré

que l'opérateur Q rencontré dans le probléme direct est non seulement

symétrique défini positif, mais aussi fortement positif sur WE (Q) ;

nous admettrons ce résultat car la démonstration n'apporterait aucun

résultat intermédiaire exploitable dans l'étude qui va suivre.

L'opérateur Q du probléme direct étant fortement positif, il s'en suit

alors, d'aprés le corollaire du théoréme fondamental que la relation (10)

est vérifiée et s'écrit dans le cas particulier qui nous intéresse ...

[9 Ses Te yr ¢) - 1)

=Iavec I(¢) “()

\

eee d'oa il découle que si T() = I"(~) converge vers IG), alors ¢

converge vers 6.

Remarque 2

Dans le cas du probléme direct, il est intéressant de constater que

la méthode des éléments finis rentre directement en concurrence avec

la méthode des différences finies et on peut alors se poser la question

des mérites comparés de ces deux techniques.

Il convient tout d'abord de remarquer que ces deux méthodes sont les

techniques les plus élémentaires utilisées pour approcher Qy= f 3

la premiére méthode est plus restreinte (nécessité d'avoir @ symétrique

défini positif) et le fait de n’avoir 4 approcher que des dérivées pre-

miéres permet d'expliciter l' approximation quel que soit le simplexe Qoo

alors que la méthode des différences finies n'est maniable que pour des

maillages rectilignes et des contours simples.
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ETUDE NUMERIQUE DU PROBLEME STATIONNAIRE

DE TYPE DIRICHLET BIDIMENSIONNEL

DISCRETISATION OU PROBLEME EN ELEMENTS FINIS

INTRODUCTION

Repére utilisé, notations

Dans ce qui suit, nous nous limiterons au cas d'un probléme station-

naire et bidimensionnel. Pour cette étude, nous prendrons pour repére

(a, ,2,}4 le repére de coordonnés rectilignes orthonormées (i, ,2°)
introduit au début du premier chapitre. En fait, nous utiliserons la

notation classique pour les problémes bidimensionnels et nous poserons :

Remarquons que dans ce repére orthonormé, les notions de covariance

et contravariance ne jouent plus puisque l'on a:

=é ij. gts
> y st

Position du probléme

Si nous nous reportons aux relations (46) et (47), nous voyons que

notre probléme revient 4 chercher la fonction $ qui rend minimum la

fonetionnelle I()) associée au probléme de Dirichlet, telle que oo.

Pio) + P29)uT()

Pi@) = 1f feradal®, Ie]. ferad0] dx du
| 2 "ip A

(51) Javec

P29) a -| BoYodx dy
2

ooo @t qui satisfait aux conditions aux limites de type Dirichlet ;:

(52) Ol, =A
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Découpage du domaine 2 en éléments triangulaires Osa

Supposons que l‘on ait couvert le domaine Q par un maillage de N

points constituant un pavage jointif d'éléments triangulaires Qs 4k

de sommets i, j, k (cf. figure 2), Cela implique évidemment que 2

soit une réunion de triangles,

Frgure 2

Les domaines élémentaires Oia sont évidemment supposés tels que :

LIQ, = 2 avec e = (ijk)
e

(53)

Re A) Re, = % avec e@, é e,

Dans ce qui suit, nous poserons 205.

| rDi “oy = a 3 { Comnagt® fot Soon ad dee as
| ijk 2 ] Le d LY j*le rd w

(54) |
os =z = | B.Yodx dy

|

244k

|

4 Oey |
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I(f) = a ijk ()
de,

(55) ijk

- z= 1 iye ® re + rie ® :
ee, J

«2. OU le signe > indique que l'on fait la somme des quantités
7 sik : ;
45? pour tous”~ les triangles Oi 5K couvrant le domaine i.

EXPRESSION DE ¢ = OW» Fy» sees 9.) _DANS 2 oy

Construction d'un estimateur y” de dans Qs ik

=

Nous prendrons pour approximation yp” du potentiel a L'intérieur du

domaine le polynéme du premier degré en x et en y défini par
ijk

la relation linéaire suivante

[ao
*

P= [2 x y|- a,

a,

ees OU Ag, Zi, a, ont été choisis de facon que fis ae fk coincident
i

avec Pye Pas Py aux trois sommets i, j, k de Qs si! Ceci implique que

l'on ait la relation suivante ;

¥5 Poe yy a,

Ps = 1 x, Yep eo 1%

ia tm 4 a,
rae ee =o"

[¥} iM] [4]

oe OU (Hy Yds (2,6 Y;? et (x, yu) représentent les coordonnées des

points i, j, k. On en déduit alors que la matrice des coefficients [4]

pour le domaine Ob ik est donnée par la relation ;
4

poss

(56) f4] = [w*] . [y] |
i

)

En définitive, si la matrice [M7] est inversible, c'est-a-dire si l'aire

de liek est non nulle, on définira le potentiel ©" dans le domaine Oak

par la relation :

;

f {

(57) eft « yy). (H)]. [y |
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Expression de {m7 ?]

Nous voyons que la formule (57) nécessite le calcul explicite de la

matrice [MTM'], Tous calculs faits, on trouve ,.,

I

(pH 5) Ye) yyy yy)

(58) (West Oy QD Gv)

|
|
|

|
Kt; |

| (a, -z,) (z,-a,) (e-25)

eee ou | S| représente l'aire du triangle re avec 3:

(59) : 2.5 = (ey~ He Qn) = (ay) 6 Gy-Yy)

x . *
CALCUL DE Tis, = 144,09)

INTRODUCTION

Si dans les relations (55) nous remplagons ¢~ par p" et si nous posons

sl .Ti 5% = ToC 8), ona:

—

| x = *D) xD

Tage "Jigen *7 tn .

2d) toy, (3Di 1 BY af dasza | risk + | [He -{c]. wdx dy

| avec ijk =

De de d .ijk zs = Be. Vo y

\ Os ik
LL

D;CALCUL DE it

Dans le domaine 24 i on a la relation suivante si on prend pour (”

un polynome du premier degré :

vos [1 zy). [(w).[9]

ay”
= 0 10 ;

<< |? « [4+] .[9]
of 00 1
ay

[D ]



em he | (OO ]*.2]*. [0]. [0]. Lg] sae ay
“ijk

En fait, la seule quantité dépendant des variables z et y est la

matrice ic] dé composantes OF coy) pour le domaine Oye? si bien

aque l'on peut écrire

rye =i. 1 To). | [C] «dx ay | »(D]. (a3). [eo]
Qik /

Si nous supposons que cB xy) peut @tre approché raisonnablement par
un polynéme du premier degré en x et en y dans le domaine Rise on

peut @crire comme pour une relation du type 4...

co
i

OF aft 2 y].[e] . co

8B

fe |

<=> (61) | OF dx dy =|S, [1 B].[¥?] . on
149

ijk
cae

Lo

ooo OU XZ et Y représentent les coordonnées du centre de gravité de 44.

Si maintenant nous posons ...

= ax ay
oO | 1

ijk

(62)
cit Cle

[() =)
ce} C22

ben

2eo @lors on peut écrire

Pe IS. Gg) gy fy *. (2) 00) 44 9]

Par définition, nous appellerons matrice des conductivités élémentaires

pour 1'élément ©, la matrice [X] symStrique définie par la relation
ijk?®
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suivante :

= 1S.(MO4¢. (DO }8(e].[b]. [47]

j

(63) (K]

En définitive, on a la relation matricielle suivante :

~¥D . rATG 77 ,(64) Dig tee ix) [el]

CALCUL DE 7* 2
di K

Trés souvent dans les applications pratiquis, la foretion B(,y) est en

fait une distribution de masses ponctuelles correspopiant 4 des sources

alimentant le domaine 2 au sens algébrique du terme,

Supposons donc que la fonction 2(2,y) soit nulle partout dans le domaine

Qa si sauf aux trois sommets i,j,k ot elle est égale respectivement 4

323518» Dans ce cas, si Vz est le nombre de triangles de sommet i, on

peut admettre que le flux extérieur Bey au point i, est la somme de va

flux égaux 4 +.B, apportés par les v5 triangles de sommet i, En faisant
un raisonnemen; identique aux trois sommets i,j,k on peut écrire ...

4 1 1 .V @y) € Qs ak > Biw,y) = yy eat os + vy75 ey + vk k

coe OU 8555525, sont les distributions de Dirac aux points i,j,k.

On peut alors écrire :

~ y*Pe | Be Wede dy
ijk

Os ik

*De _ il * 1 * l ea= I ijk ba) Uy 7t oi’ ax ay + vse [ 8. Y dx dy + Wk | 8: pdx dy
ijk J i}k ijk

- poe. i Fy eu a

* x
mais comme par construction on a , = ~., %; = , et Oy = Pies il vient ;
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ce qui peut s'écrire sous forme matricielle

Py

_ 7*De2 = Bi 4) ek 5
ijk My °

[3]

~*D2 _ ~ t A
(65) ihe tO [2]’.[9]

aa es ee a es

EXPRESSION ELEMENTAIRE DE liye

Expression élémentaire

*

Il est facile de calculer l'expression élémentaire de Piyke il suffit

pour cela d'additionner les deux quantités ote et lity comme 1’ indique

la relation (60) :;

1
(66) Fine Ze (o]*.[x].[e] - [a] *. [9]

|

Notations

Rappelons que les quantités ...

[x]

[9]

[3]

ese dépendent en tait de L‘élement ala sur lequel elles onc ere

calculées et devraient par conséquent comporter un indice (ijk)

que nous n'avons pas fait figurer afin de ne pas surcharger inu-

tilement les notations.
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EXPRESSION GLOBALE DE arn

Introduction

x Soit [@] une matrice colonne de taille N dont leg éléments

sont PrP, eeenrty «

* Soit (2; 5] une matrice colonne de taille N dont les éléments

sont tous nuls sauf ceux situés sur les lignes i,j,k qui sont

égaux respectivement a + By/Nys + By/\, et + B/N,»

x Soit [Fs 5x une matrice carrée symétrique de taille NxN dont

les éléments sont tous nuls sauf ceux situés aux intersections

des lignes et des colonnes i,j,k et qui sont égaux aux éléments

ne de la matrice [X] relative 4 1'élément Qe ake

_@ © («)
To J 0 0 é o of

Bylyfemmm—— 0 RL RE 0-0-0

By/y, Lt Se el One yee oe 0D

5 [2,4] = 0 > (yy) = | 9 4 0 0 oO 0

BI. [> = = oki the -O--KE A -0-~ ~0-H(k)
0 0 96 , 0 oOo oO 0

| 0 | fo 0 0, 0 0 oO Of

~

On se propose d‘écrire la relation (66) 4

[2s sx et [Py sul

l'aide des matrices [¢],

*

Expression globale de Fisk

On vérifiera facilement que la relation (66) est strictement identique

a l'expression suivante ;

on | rh a2. Wty. 1 Ceyl(0|
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Pik tte (Plog) 4]
(68) avec :

Ae . - [essed ”s (¢]

CALCUL DE r* = r(9*)

CALCUL DE ¢* : PREMIERE FORMULE

La quantité Tie étant une valeur approchée de Tisee la relation (55)
nous permet d'écrire oo.

I=zI*=s >- lose

ses OU, rappelons-le, le symbole P. indique que l'on fait la soume

des quantités Ti pour tous les atk triangles Bae couvrant le

domaine 2,

(69) posons :!

| Qf 5k

go) >| rhe hy Eel* Le]. Le) - Lol? to)

KF

ral, fo}[2).(¢]|
(71) avec 3 | 7*d2 rolt fal

| uve eu Y

On remarquera que les éléments i@,} de la matrice colonne [2] soat

tels que l'on ait oo.

(72) Q, = B
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aoe On B, est le flux alimentant le domaine 2 (au sens algébrique du terme)

au point numéroté i,

Cette derniére propriété découle directement des relations (65), (66)

et (67).

x Dans ce qui suit, nous donnerons 4 (e | le nom de matrice des conductivités

globale.

PROPRIETE DE LA MATRICE [€]

Soit [¥] =[¥(2,y)] un vecteur et [C] =(C (e,y)] une matrice définie positive

dont les éléments sont des fonctions de x et de y dans un domaine 2 ;

alors l'intégrale ...

t 3Je | [c] .[W]ade dy

eee eSt telle que :

= 0 si [W] est identiquement nul dans 2

J

> 0 si [Ww] n'est pas identiquement nul dans 3}

Démonstration

Pour montrer cela, il suffit de considérer la fonction ...

a, = [H]*.[c].W]

--,qui, du fait que [c] est définie positive, est telle que :

>O si [w (x,y) # [o]

Ty Foy)
=o si [Ww @,y)}= [0]
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le lemme est alors évident si l'on se souvient

que l'intégrale dans un domaine 2 d'une fonction I positive ou nulle

dans 2 est positive, oi le cas échéant nulle si Gy est identiquement

nulle en tout point de 2.

‘Si la matrice [C] associée au tenseur des conductivités C(x,y) est

,définie positive en tout point du domaine ©, alors la matrice [e] des

jconductivités globales est définie non négative,

Démonstration

En se référant 4 la décomposition (51) et aux formules (71), nous

voyons que l'on peut écrire :

ag” ay* ef2} JS |. [co] 2 1 | ae3 {[E=| [c] ag" dy
dy

Q = avec {= ¥((e])

t
s+ le} *-[e].[9]

/
En posant [w}* = es), nous voyons d'aprés le lemme précédent que la
forme intégrale de 7*!ne peut étre que positive ou nulle ; ce dernier

cas crt? = 0) ne se présente d'ailleurs que si 2 = ae. O en tout
point (x,y) du domaine 2, c'est~a-dire si =} = Saeeate dans tout Q.
Comme par construction ” est fonction de [¢], i1 s'en suit que

quel que soit [9] , On 4 oso

(e]*.[e].[e] > 0

ees ce qui démontre le théoréme.
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Remarque

Nous venons de voir que ra ne s'annule que si = )\ en ‘tout point
du domaine Q ; ceci doit étre vrai en particulier en tout point i du

maillage utilisé, si bien que les éléments ?,; de la matrice [4] doivent

tous étre égaux 4 \. Nous en déduisons que l'on a la relation :

= 0 si [6] = a[&]

> Oo sinon

(9}*. [e] . [4]
(73)

avec [&] = meee ewn
Théoréme 2

i la matrice [C] associée au tenseur des conductivités C(a,y) est

carrée extraite de (é] par suppression de lignes (et de colonnes

Is
| Sastre positive en tout point du domaine Q, alors toute sous-matrice

| correspondantes) est définie positive,

Considérons sur [] une partition quelconque du type suivant :

ej =|"e Xs

Pour que la sous=matrice (FJ soit définie positive, 11 faut et il suffie

que l'on ait :

fo 1*.fej.[o] > 0 v fa 7 # fol
= oy (Qe ~ Ot “Qe eo 4

Cette condition peut encore s‘écrire sous la forme équivalente suivante ;

t

ey

0 e 0

e ¢& >ke a a >O0 FV (¢,] Z [0]
e

ag “8
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t

oy oy
<em> -[e].} |>0 ¥ [e,) # [9]

0 0

Or, d'aprés la relation (73) établie au paragraphe précédent, nous

savons que la relation ci-dessus est toujours positive sauf dans le

cas ot (o,] = fo], ce qui démontre le théoréme.

Remar que

Les deux théorémes énoncés ci-dessus dans le cas of Y = g({o]) est

un polyndmes du premier degré sur chaque élément 2 hk sont beaucoup

plus généraux ; en fait, ces deux théorémes sont encore valables si

est approché par un polyndme yr de degré quelconque sur chaque

élément Vise

CALCUL DE I* : DEUXIEME FORMULE

Partionnement des matrices [9], [€] et [Q]

Il va €tre capital pour nous par la suite de distinguer dans la matrice

colonne [o] l'ensemble oy des valeurs vs correspondant 4 des points i

qui appartiennent 4 l'intérieur du domaine 2 et l'ensemble oy des

valeurs Ps correspondant 4 des points 72 situés sur la limite = du

domaine Q of l'on a appliqué des conditions de Dirichlet du type

9, = constante.

Quitte 4 numéroter les points du domaine Q différemment, on pourra toujours

s‘arranger de fagon 4 pouvoir écrire la matrice [9] sous la forme parti-

tionnée suivante :

r

—eoray u eT
oe rH

el
Ya € oy <=> £22

=> LET

.
|
|

|<6
~ fayeoCo

A

Cette partition de [6] en sous-matrices induit évidemment sur les

matrices [@] et [Q] les partitions suivantes :
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Py Pay
[e] = .

Prey

(75) 1
7

[2] =

@y

my + * *Conséquence : deuxiéme forme de l'expression J

Les relations (70), (74) et (75) nous permettent d'écrire :

t
. oof Pr Par] [or @r} | %y

I = LL a * e = e
©

* fe fea BLL lO Gp} |S

En développant cette expression et tous calculs faits, on trouve :

r=, [o5)". fey) -[oy) - [e,)*- [04]

(76) +2. [o)*- fe). 6.) - [2] * [6]

+ oy)”. fe]. [6]

MINIMISATION DE I* = I(o*) EN FONCTION DE [or]

RAPPELS ET NOTATIONS

Introduction

Dans les rappels de calcul matriciel qui vont suivre,[B] , [xX] et [#] sont

des vecteurs colonnes tandis que [A] est une matrice carrée et fC{xX]})

une fonction scalaire de la variable [X]. De plus, nous adopterons les

notations suivantes en ce qui concerne les dérivations par rapport au

vecteur [x] :



(78)
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2 2 2 2Of lee, BF/ 8a, da, d°F/3e, 3a,

Xx Xx : : :
2 2 2 2Q f/ de da, 3 Flon dx, .--3 f/dx-

Dérivation de produits de matrices

On pourra vérifier que les relations suivantes sont exactes :

a{Bl?,ae tal [B]

(77)

TLL) ayo
a[x]

Formule de Taylor

Au voisinage d'un point [x] » le développement limité de la fonction

F({X)) s'écrit 4 l'aide de la formule de Taylor généralisée :

nel+ S + tof +i, E a“f ° + €F(x) + [a] = fc) + EY ay? [4] Six) ai [4] aD |

Recherche du minimum d'une fonction f(x}

Une condition nécessaire pour qu'une fonction dérivable f([X]) présente

un optimum au point [X] est que la dérivée of/3[X] s'annule en ce point.

{ FcLX) optimum ; <a of [o]
3(X]

Pour que le point ainsi obtenu soit wm minimum, il faut de plus que

pour tout vecteur [a] on ait :

D'aprés la formule de Taylor, et en remarquant que af/3[x| = fo], om en

déduit que l'on doit avoir pour tout vecteur [#] Boe

é 9?f([x] + [#]) - cix]) = + [A]. ST SUT °[#] * e([#]) > 0

1 = 2 g oe a“fooo C eSt~da-dire que si l’on néglige le terme e({#]), la matrice -——=——
[x] a[x]

doit @tre définie positive.
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RECHERCHE DE LA SOLUTION [$,] MINIMISANT I*

Recherche d'un optimum

Les relations (76) et (77) nous permettent d’écrire ;

[area] = [&,)-(o) + (,)-[6) - [@,]

Nous avons wu qu'une condition nécessaire non suffisante pour qu'une

fonction I*({¢,)) présente un optimum au point [o;] est que

ar*/a[oy] = [0] 3 on en déduit que si cet optimun existe, il correspond

4 un vecteur [$,] solution du systéme suivant :

(@;)-(%,] = [x]

(79)

avee [x] = [2] - ey) 6]

L'optimum ainsi déterminé est un minimum

Pour s‘'en persuader, il suffit de vérifier que la matrice ...

a7r*

ote] ated |x r

ooo e8t bien définie positive, or en vertu du théoréme 2 (cf. page 57 )

nous avons vu qu'il en est bien ainsi, 4 condition coutefois que la

matrice [C] associée au tenseur des conductivités C(z,y) soit elle-méme

définie positive en tout point du domaine 2.
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CONCLUSIONS

THEOREME

Enoncé

Si la matrice [C] associée au tenseur C(z,y) des conductivités est

définie positive en tout point du domaine &, alors, pour des condi-

tions aux limites (4,] de type Dirichlet fixées, la méthode des

éléments finis appliquée au probléme direct permanent posséde une

solution unique [¢;] obtenue en résolvant le systéme suivant :

(e,].l¢J + bd

(79)

avec {x] s (@,] - fe.) - [4]

Démonstration

La démonstration est évidente car nous avons vu que si le probléme a

une solution, cette solution {¢,] vérifie l'équation (79) ; comme

d‘autre part, on a montré que (e,] est définie positive, 11 s'en suit

que le systéme est inversible et que [o;] est unique (compte tenu des

conditions aux limites (¢,}).

CONDITIONS AUX LIMITES
ee ad

Condition de type Dirichlee : ) = A fixé sur 2

Ce type de condition 2 imposer ne présente aucune difficulté pratique

car, dans l'étude précédente, nous avons justement supposé que les con-

ditions imposées étaient uniquement de ce type.

En conséquence, si en un point numroté 2 on a la condition Ps =), 41

suffit de placer la constante X sur la ligne numérotée 1 du vecteur(¢,] »
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#

Condition de type mixte : V fixé sur a et — fixé sur zo

Si l'on se reporte aux relations (19) définissant les conditions de ce

type, on doit avoir .o.

>>

O,6(n.V) = Oye d

(80)
Sos () = To0 r

seo OF OD, et O, sont des fonctions caractéristiques de deux parties

Z, et L, complémentaires l'une de l'autre dans Z, et A une fonction

donnée,

La derniére relation (46) nous indique que la fonctionnelle I(9)

associée 4 ce probléme ne différe de la fonctionnelle associée au

probléme de type Dirichlet que par un terme r(9) qui, d'aprés les

formules (44) est du type :

(1) «| I) = | 3, A.Peds
z

Il nous suffira donc d'ajouter ce terme 4 la fonctionnelle I(~) du

probléme Dirichlet pour @tre ramené au probléme précédent.

En fait, avant toute chose, le probléme se pose 4 nous de caliculer

numriquement une approximation pa de l’intégrale r(y) $ pour cela,

imaginons comme 1'’indique la figure 3 que sur une partie ry de la

frontiére I soient imposées des conditions du type 0,0(n.¥) = Oy0 x
> ~~

o& 4 est une fonction donnée et % la normale unitaire extérieure 4 2.

(Z1)
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La technique numérique que nous allons utiliser est assez voisine de

celle que nous avons employée pour calculer une approximation de 1'in-

tégrale Pe (p) : aprés discrétisation en éléments finis, la frontiére 2,

est une ligne brisée ..., T,sit,, eoo SUX laquelle on peut découper des

éléments de courbe du type C1, otyt, = Cc; ou i, et i, sont respectivement

les milieux des segments Zit et iu, de part et d’autre du point i,

comme l‘indique la figure 3, Les éléments de courbe Cc, ainsi construits

sont évidemment tels que l'on ait :

(82)

CNC, = 6 si i#¢j

On obtient ainsi une relation analogue 4 la relation (55) en posant ooo

Mo = LO o@
c
L

(83)

r¥@) = j 0, eAePeds
Cc
i

see OU le symbole » indique que l’on fait la somme des quantités rhc)
pour tous les arcs *c€ a, e Il nous suffit donc maintenant de calculer

une valeur approchée de l'intégrale ro) sur chaque segment de courbe c,

par exemple en posant ...

¥M
tr 1) = [Cz] oA, oP,

ooo OU Ay et Oy désignent la valeur des fonctions i et — au point i

et \c,| la longueur de l‘arc C.€ Ze

*M
(84) ITM,@ = G (4) Ayo Po Cy

coo OF O,(1) est la valeur de la fonction caractéristique 0, au point i,

nous donnons ainsi wi sens 4 la quantité rw) meme en des points i qui
°n'appartiennent pas 4 la frontiére a et on a3
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dye Gol Cg si LEE

(85) rh@) =

0 sinon

Par ailleurs, la relation (83) nous permet d’écrire :

PM = Mey
Chet, L

En vertu des relations (84) et (85), cette derniére expression peut

encore se mettre sous la ferme suivante ...

(86) rTM@) = SD NC)
i

coe OU la somme est cette fois étendue 4 tous les points i du domaine Q

discrétisé en éléments finis.

Remarquons que d'aprés (80) on a oo.

>>

Jo,oysheds = Jc,01+ GF) ods = - 4%,

eos OF M ESt la normale unitaire extérieure 4 [ au point considéré ;

il s'en suit que - vy désigne le flux de v sortant de Q 4 travers le
contour C,, Si maintenant on désigne par [¥] le vecteur colonne défini

comme sult oo.

v,

v
sme Peet 2 ‘ sas Init

\or) tr) = . aveu YE -=- Gee eAgeIM at

Oy

eoo OU Vy désigne le flux du vecteur VY entrant & travers lL'arc Cs» la
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Mc) = - []*. [0]
(88)

avec W= ~ 0, (1) Ayo |Cy|

En comparant ce résultat avec les relations (70) et (71) nous voyons

que pour passer du probléme de Dirichlet au probléme mixte, il nous

suffit d'ajouter la matrice (¥] 4 la matrice colonne [@].
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C} ETUDE NUMERIQUE DU PROBLEME DE TYPE

DIRICHLET BIDIMENSIONNEL EN REGIME TRANSITOIRE

POSITION DU PROBLEME

INTRODUCTION

Si wn milieu dans lequel existe une certaine répartition du potentiel

est soumis brusquement 4 une nouvelle répartition des débits sources

B(w,y) alimentant le domaine 2, ou 4 de nouvelles conditions aux limites

sur la frontiére I, il s'en suit we nouvelle distribution du potentiel

qui évolue en fonction du temps pour tendre vers un nouveau régime

permanent.

D'un point de vue analytique, nous sommes en présence d'un probléme

évolutif de type parabolique régi par l'équation différentielle sui-

vante 4 l'inconnue y(x,y,¢) :

divi- [c].[eraag] }= - 4245

En principe, les techniques de résolution numérique (et analytique) de

ce probléme différent complétement de celui du régime permanent car il

s'agit d'un probléme 4 valeur initiale. Les méthodes employées sont

généralement des méthodes explicites ou implicites qui permettent de

calculer la nouvelle répartition 9 au bout d'im pas de temps At donné,

pour une répartition initiale g du potentiel connue 4 1'avance.

Intérét de la méthode étudiée

Nous avons vu dans la partie [A] du présent exposé que ce probléme pouvaic

se ramener 4 un probléme de type elliptique A condition de poser 2.¢

39 . Pov
at At
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coe OU f représente i2 distribution initiale du potentiel et 9p la

distribution au bout d'un pas de temps donné égal & At. Cette facon

de faire revient en fait 4 utiliser la plus élémentaire (et aussi la

plus grossiére) des méthodes d'intégration, 4 savoir la méthode d'Euler,

Toutefois cette technique n'est pas sans intérét car trés souvent,

lorsque l'on utilise des méthodes plus élaborées, celles-ci nécessitent

non seulement la connaissance de 9g, mais encore de @ 407 pee qui sont

des répartitions 4 des dates intermédiaires entre la date to et la

date ¢, + At ; la plupart du temps pour pouvoir "initialiser" de telles

méthodes, on utilise la méthode d'Euler qui permet justement de calculer

9 497,006 d'ou l'intérét de l'étude que nous allons faire.

Présentation du probléme

D'aprés les relations (44) et (46) obtenues dans la partie [A] de cet

exposé, nous savons que dans le cas d'un probléme transitoire, il est

nécessaire d'ajouter 4 la fonctionnelle I(P) du type de probléme étu-

dié, un terme rw) défini par les relations suivantes ;

hg) = | BsYedx dy
(89)

aA Linen?

B "aes Ger)

Nous allors donc dans ce qui suit nous attacher 4 construire une tech=

nique numérique permettant de calculer une valeur approchée gt de la

fonctionne lle Iw). Comme application, nous nous servirons ensuite de

cette valeur approche pour calculer une approximation I* (9) de la

fonetionnelle I(~) relative au probléme transitoire de type Dirichlet :

|

|

I*cp) = TPL py + 2) = r*T(g) |
J

(90)

ORGANISATION DES CALCULS

Au lieu de calculer brutalement une approximation pe de la fonction-

nelle r pour l'ajouter ensuite 4 cP + 2, il est plus intéressant
°de calculer une approximation a de l’expression ;
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(91) Tay = | B.Q.dx dy
Qik

eos Felative 4 1*élément 2s ie pour l'ajouter ensuite au second membre
2 72D | DL *D2de la quantité I ijk Poe +I ijk

(cf. Equation 66).

obtenue en régime permanent

Pour obtenir une approximation I” de la fonctionnelle I, il suffira

alors de calculer la somme ...

I* = gee a,
k(905 ijk J

# *D kT
avec Tig =a I ijk +I ijk

xT
CALCUL DE I ijk

CALCULS PRELIMINAIRES

Introduction

Dans ce qui va sulvre, nous aurons besoin d'un certain nombre de

résultats concernant des intégrales doubles étendues au triangle

Qa aussi avons=-nous trouvé préférable de les calculer 4 l'avance

afin de ne pas alourdir les calculs.

Rappels

Considérons un triangle Qs yk de sommets i,j,k et de centre de gravité G,

ainsi qu'un repére orthonormé (X,Y) d'origine G comme 1'indique la

Vv

figure 4 ; ¥
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Soient Ws) et (Yi2¥ ot) les coordonnées des points ijk dans ce
3

repére, on a alors les relations classiques suivantes :

[

dX dy = |s|

2s ik

X, dX dY = | Y d& dY¥=0
8k Qs i

(93) | ax ay = Hl | et a x2 + 22)
Q 12 1 j k

ijk

2 = Isl 2 2 2I, Y°dX dy 7° Wy + yj + YO
ijk

XY,dX dY = 1s! (X,Y, + X,Y, + X,¥,)
Q . i ° Sait i 4 kk

ijk

L_

Formules utiles

Si on désigne par © et 7 les coordonnées du centre de gravité G de in

dans le repére (my), en posant oo.

Xx =x - =

Yory ry

eee les formules (93) nous permettent d'écrire tous calculs faits oo.
=

| dz dy = Is!
Q
ijk

z.dxedy= |Sl,% 3 yodx dy =|S|. 7

Qi yk sak

(94) | a? de dy = 8 [et + x + a) + 9.8? |

| ytede dy = BI 2a yts yf) + 9.77]

| xy de dy = is ° [es + Zu, * EY) + Voe 7

ooo OU (a5 0% 5 0) et (U5 0¥ 5 0%) représentent les coordennées des points

i, j et k dams le cepére (@,y).
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APPROXIMATION DE BY SUR Qi

Supposons que l'on approche les quantités 8 et ~ par des fonctions

linéaires 8” et y* sur chaque élément 2 , de la forme ...
ij

B= (1 = yj}. [w']. [8]

= Ce eal. OO). (9)

eee OU {un?] est une matrice carrée dont les éléments sont donnés par

la formule (58) et [8] et [p] des matrices colonnes dont les éléments

By Bs By et Po % 0K sont les valeurs des fonctions 8 et aux points

i, j et k.

By

[8B] = {8

[ey] = 1%

on peut alors écrire :

‘ 1

ey’ = (a]*.[w]* |e}. fa 2 yl. (v). fy]
¥

r

| lx sy

<_ (96) jay = (s]*.(w]*. | 2 a? ay |. [47]. [9]
y zy y?

LL

Supposons que par ailleurs la fonction A(z#,y) soit constante et égale

8

a rp ti 3aAz At a sur chaque triangle 25 i 3; on a alors la relation

(97) (s] -G- Elo) - (FT)
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*T
CALCUL DE I ijk

En intégrant 8° 0" sur 25 so on obtient :

lx sy

Mae | [e]*.(wt}*.| @ a? ay! .[M). [yp] de dy
ee y zy y?

lx sy

- fel) | ff at ay] ae ay OD.
ijk | y sy y?

En fait, la matrice entre crochets pourra toujours é@tre explicitée

grace aux formules (94) 3; posons donc oo.

lx y

ce) | (ul = fy ff fa at ay | ode ay ff]
ijk [y zy y?

coo Ll vient alors ;

(99) Pik = [B)°.[u]. [9]

En combinant les expressions (97) et (99), on obtient :

*T t Arin EW’ - WI}. 1

posons :

(100) [yas] = 4. [ul

En définitive, on a:

ijk
(101) rig Teele)’ Lymer] . [9] - fe}. [yas] . [9]
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CALCUL DE Tiyk ET CONCLUSION

CALCUL DE i;
——— ik

En ajoutant 2 i. au second membre de l'équation (66) déja &tablie en
régime permanent, on obtient l'expression de Tisx en régime transitotre :

Tye 7 2 [Ol 4 E9) - 1’)

+2. fo] * [ye]. [~] - [9] * [y @e)] .[ 9]

Soit en posant so.

[x(t)] = [kK] + [y@et)]
(102)

[BAt)] = [B] + [y at]. [¥°]

eee Ll vient :

é(103) Le =o [9] *.[x@e)].[9] ~ [Baty] [y]

CONCLUSION

Nous voyons que l'’expression de risk en régime transitoire (cf. équation

103) est identique 4 1l'expression de Thy obtenue en régime permanent

(cf. Equation 66) 4 condition toutefois de remplacer les matrices [x] et

[B] par :

[x] ——- [x(t]

[B] ———> [8(At)]

Par un procédé analogue 4 celui utilisé en régime permanent, on construi-

rait des matrices [x (az) ] et [P, (At)] telles que la solution du systéme ..,

(104) [&, (t)] -[6,] = [xe]

ooo SOit justement la solution de notre probléme, c'est=a—dire que les

composantes de la matrice colonne [¢,] représentent la valeur du potentiel

P(@,y) a la date ¢ aux points intérieurs du domaine Q.
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THEOREME

Enoncé

Si en tout point du domaine 2, la matrice [C] associée au tenseur

(x,y) des conductivités est définie positive et si le rapport

A(z,y)/At est positif ou nul, alors pour des conditions aux limites

[ o, Jde type Dirichlet fixées, la méthode des éléments finis appli-

quée aux probléme direct transitoire posséde une solution unique

[oz] obtenue en résolvant le systéme suivant :

[e,t)] « [6] = [x(ae]

(105)

avec [ x (At)] = {4,] - [E,, e)]. (4, ]

Démonstration

Si nous considérons la relation (102), nous voyons que l'on peut écrire 4...

[ecat)] = [e] + [rey]

ooe o8 [F(At)| est ume matrice construite A partir de [y(At)] suivant le

méme algorithme qui a permis de construire [€] 4 partir de [x].

Remarquons que [y (st) ] est manifestement une matrice carrée symétrique

qui est définie positive ou définie non négative pourvu que A(x,y)/At

soit positif ou nul aux points (i,j,k). Il s'en suit que [r (At) | ne peut

étre que symétrique définie positive ou définie non négative et que par

conséquent la sous-matrice [T, (At)] construite de la méme facon que [e,]

est elle-méme, soit définie positive, soit définie non négative, On conclut

de tout cela que la matrice ..,

[b, or} = Ley * {i tary]

ooo @St de méme nature que [%], c’est-d-dire définie positive, Il en

découle que le systéme d’&quation (105) a une solution wmique qui corres-

pond bien au minimum de la fonctionnelle I*() en régime transitoire,
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METHODE DE RUNGE =~ KUTTA

INTRODUCTION

Si nous nous placons en un point Z de coordonnées a et yy appartenant

au maillage des éléments finis, et si nous observons l'’évolution du poten-

tiel 0, (t) = 9@,,t) & partir d'une valeur initiale Of = WCE.) = OE, ot,)s

on observe en général une courbe du type de celle représentée sur la

figure 5:

Sa SS ~~ ct ad

solution analytique

e——e solution numérique

Vice

Figure 5

Si on utilise ume méthode du type de celle que nous venons de décrire,

on observe la plupart du temps au cours des itérations, ume dérive de

la valeur 0; (é) calculée par rapport 4 la valeur théorique 9, (6) «

Comme nous allons le voir, il est possible de corriger dans une certaine

mesure ce défaut en utilisant une technique du type Runge = Kutta.

OPERATEUR @(At)

Definition

Soit (9, (¢)] la matrice colonne des potentiels [¢,] A la date t. Par dé=

finition, nous désignerons par t(At) L'opérateur qui fait passer d'une

répartition initiale (6, (¢,)] du potentiel 4 ia date be a la répartition

[o,(t, + At)] a la date te + At calculée par la m&thode d'Euler suivant
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la technique des @éléwents finis ;

(106)

,

|

eat) . [6,(t,)] = [6,(¢, + de] |

[oo

Consé quence

L'introduction de cet opérateur permet d'Scrire sous forme condensée

une approximation de la dérivée de [¢,(¢,)] par rapport au temps ;

POSONS cee

e(at).[9,(4)] - [6,4]

At
(107) Fae 4 [ca] } =

eeo OU Pre

On a alors approximativement :

désigne une matrice colonne de méme taille que [o,(¢)].

a [¢,()]
(108) i Fa, { [6,4] \

METHODE DE RUNGE = KUTTA

Introduction

Notre probléme se trouve maintenant mis sous la forme vectorielle

suivante ..o.

av +. +
(109) ae 2 Flt, V(5)]

eee et on sait que danse ce cas il est toujours possible d'utiliser

pour résoudre ce systéme différentiel, une formule de Runge - Kutta

an approximation,

Par exemple, pour des rormules a deux approximations, Le syscewe (405)

se résoud en posant pour un pas d'intégration égal a At :

> > >

7 aK = bt F[t, 3 ¥(t,)]

> = z At , By. 7 Fe
K, = At. Flt, + = 3 VCE) + 2 Ki]

>

ab = Kk,

> > >

a> VCE tht) = ve) + AV
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Application

A titre d'exemple, essayons de mettre en oeuvre une méthode de

Runge - Kutta dans le cas de notre probléme ; on a les relations

suivantes dans le cas d'une approximation d'ordre 2 :

[K] = at. Pay { [o,¢.)}

[KJ] = at. ey { foe] +2 [x]

[o,(¢, + d¢)] = [o,¢.] + [x]

En fait, si on explicite ces formules 4 l'aide de la relation (107),

on obtient :

[x] = #0t).[9,¢.)] - [6,(¢,)]

[x] = Pat). {fi (,)] + i.fx]h- {[o,(¢.)] + i[a)}

(oz, + at)] = [6,(t.)] + [%,]t

t [¢,@, + At)] = © (at).{[o,(¢,)] + 2.{x J} - 3.[x ]

En définitive, on a les relations suivantes :

| [x] = @the).[4,(¢.)] - (6, (¢,)]

(110) [x] - Bat) flo7(e,)] + 4. [K]- {[6,(¢,)] + ix}
|

[o,(t, + ab] = eat) « {[o, (é)] + 2. [kJ - 2K] |
|

Remarque

On peut évidemment appliquer cette technique pour des formules de

Runge = Kutta d'ordre quelconque, mais nous ne l'avons pas fait car

évidemment cela est coliteux au point de vue mémoire centrale, car il

faut réserver plusieurs tableaux pour ranger les résultats intermé-

diaires [x,] ;



78

[D) MISE EN OEUVRE DE LA METHODE

CONSTRUCTION DES MATRICES [e] ou [e(Az)|

INTRODUCTION

Pour fixer les idées, dans ce qui va suivre, nous allons indiquer le

moyen pratique utilisé pour construire {e] étant entendu que l'on

procéderait de méme pour obtenir [e Az)]

MAILLAGE UTILISE

Afin d'obtenir une matrice [e] intéressante du point de vue stockage

sur ordinateur, il convient de ne pas utiliser un maillage quelconque

constitué de points numérotés n'importe comment,

Nous supposerons que le maillage utilisé est un homéomorphisme d'un

maillage régulier 4 maille carrée ; c'est-a-dire que l'on peut passer

du maillage utilisé au maillage régulier 4 maille carrée inscrit dans

un rectangle par une déformation continue. De plus, la numérotation des

noeuds du maillage sera effectuée comme l'indique sur un exemple la
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On posera :

m = nombre de noeuds suivant l'axe (m) ;

sur la figure 6, on aura par exemple

m= 9

n = nombre de noeuds suivant l'axe (n) ;

sur la figure 6, on aura par exemple

ne 5

\

On voit qu'il est alors trés facile pour l'ordinateur de repérer

quels sont les Vy 6 triangles de sommet i quelconque, ce qui

est trés commode comme nous le verrons dans la construction de

[@] (cf. fig. 7).

i+tm itmdz+i

i .— «1 i-n

CONSTRUCTION DE [8]

On commence par initialiser la grande matrice [@] de taille Nx Na

[o] (avec ici N = mon).

Pour un élément Rsk quelconque, on calcule la matrice [K] des con-

ductivités @lémentaires ...

ij k

+ + ¢

ila b o

[x] = j7|b de

k>+lLe e f

eco et on additionne les éléments de cette matrice aux éléments de la

matrice [e] situés sur les lignes et les colonnes i j k (cf. fig. 8),
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[e] = [F] +

9 ©

—r
Figure 8

NATURE DE LA MATRICE [8]

Introduction

Par suite du maillage utilisé, on constate que l'on obtient ce faisant

une matrice heptadiagonale, ce qui est trés intéressant au point de vue

stockage en mémoire centrale sur ordinateur,

Pour voir cela, considérons un quadrilatére ABCD du maillage régulier

utilisé ; on peut comme l'indique la figure 9 extraire de ce quadrilatére

deux triangles Qy k différents :
j

=i+i

=j+m

TT

San a

pd_ha

=i+t+m

=k?

Frgure 9
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Le quadrilatére ABCD engendre donc deux matrices [x] et [K] qu'il

convient de ranger dans la matrice [e] 3 comme [e] F [x] et {x,]

sont symétriques, nous ne nous intéresserons qu'aux demi-matrices

inférieures :

Rangement de la matrice [x,] dans [€]

Soit {x ] la matrice des conductivités élémentaires du triangle 1

(cf. fig. 9). I1 s'agit de ranger la demi-matrice inférieure de[K ]

dans la demi-matrice inférieure de [€] sachant que l'on a les rela-

tions suivantes :

i j k

i a

j = itl

IKl- 3 |e ¢
k = j+m

k coe f

On vérifie facilement qu'on obtient la figure suivante :

fe] :=
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a

On s'apercoit que ce faisant, on engendre 4 diagonales de nombres en

général différents de 0 dans la demi-matrice inférieure de [e] 3; les

équidistances entre ces diagonales ont été indiquées en bas, 4 droite,

de la figure 10.

Rangement de la matrice [x] dans [e|

On opére de méme pour la matrice [x] des conductivités élémentaires

du triangle 2 (cf. fig. 9) qu'il s'agit de ranger dans [@] sachant que

ij k

i a

k = i+m

[XK] = j |b 4d
j = k+l

k ec e f

Cette fois encore, on fait apparaitre dans la demi-matrice inférieure

de [e] 4 diagonales de nombres en général différents de 0, diagonales

que l'on constate étre exactement identiques 4 celles obtenues 4 par-

tir du triangle 1:

ec] = ke] +
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Conclusion

En conclusion, nous voyons que la matrice compléte [@] a tous ses

éléments égaux 4 0, sauf sur 7 diagonales paralléles 4 la diago-

nale principale.

STOCKAGE DE LA MATRICE [¥|

INTRODUCTION

La matrice [e] étant symétrique heptadiagonale, nous ne conserverons

que les 3 diagonales inférieures et la diagonale principale par souci

d'économie de mémoire centrale de 1'ordinateur.

Pour ce faire, on va ranger [0] dans un tableau (¥*] 4 N= m.n lignes

et 4 colonnes de la fagon suivante :

RANGEMENT DE [x ] pans [e*]

a

[kK] =| > @

e oe sa

Figure 12
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Nous rangerons {x ] dans [@*] suivant l'algorithme décrit sur la

figure 12, Ce faisant, nous pouvons constater sur les figures 10

et 12 que les éléments se trouvant sur une ligne de [27] sont iden-

tiques et dans le méme ordre que les éléments non nuls se trouvant

sur une ligne de la demi-matrice inférieure de fe]. On pourra égale-

ment constater que les éléments non nuls de la ieme colonne de la
demi-matrice inférieure de [@] sont identiques 4 ceux de la diago-

nale inclinée a 45° dans [e*] et passant par le point a = ©“(i,4).

RANGEMENT DE [X,] DANS [¢*]

{x.J =| b 4d
Zi

iA ec e fa)--

\ k = itm
j = kel k = itm p= k+l

[v *] = (ec f

fi

Figure 13

[x,] sera rangé dans (©*] suivant l'algorithme décrit sur la figure 13,

On peut faire les mémes remarques que pour ik J quand 4 la correspon=-

dance entre les lignes et les colonnes de [&] et [@*], il n'y a pour

cela qu'a comparer les figures 11 et 13.
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CONCLUSION

Nous voyons en définitive que notre numérotation un peu spéciale des

points du maillage nous permet un gain de place en mémoire centrale

énorme, car si N est le nombre de points, nous avons réussi 4 rempla-

>

cer la matrice [€] 4 N? éléments par une matrice [@*] & 4.N éléments,

RESOLUTION DU SYSTEME (79)

TECHNIQUES UTILISABLES

Soit donc 4 résoudre le systéme ...

(79) [e,] - fo) = bi)

eos a 1l'inconnue [$;] » La matrice (e,] étant symétrique et définie

positive, on peut étre tenté a priori d'utiliser des techniques de

résolution du type Cholesky par exemple ; malheureusement, ces mé-

thodes sont ici pratiquement inexploitables car elles détruisent le

caractére heptadiagonal de la matrice [?;] et rendent de ce fait

inutilisable le stockage de [@] dans [@*]. C'est pour cette raison

que dans ce type de probléme on utilise classiquement des méthodes

du type itératif qui laissent intacte la matrice (e,] comme par

exemple, la méthode de Richardson ou la méthode de Gauss ~ Seidel

avec ou sans surelaxation.

CALCUL DU PRODUIT [¥] . [4]

Si on utilise une méthode itérative pour résoudre le systéme (/9),

on sera amené au cours des calculs 4 calculer des produits du type

[e] . [] of [6] est un vecteur colonne.

Pour cette raison, il est intéressant de donner 1'expression Py du

produit de la ifTM ligne de [e] par [6] en fonction des éléments du

tableau [¥*] dans lequel on a rangé les éléments non nuls de la

demi-matrice inférieure de [€] :



i-m-1

i-m

i+]

i+m

= itm]

ecoca §ht om oe Lo

Figure 14

On voit sur la figure 14 que l'on a:

(111) P, = Oe ®,, + Be Py, +7, + 66 Py, + Ee P + Oo Py + Ae Y,

En observant la figure 15, on constate que l'on a les relations :

a = Bi, .
e = &'(vs5,3)

B = @°(4i,2) .
8 = e (ve 52)

y = B*(i,3) '
h = €*(v7,1)

6 = 8*(1,4)
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(e‘] =

= i+]

= itm

= itml

Evidemment la formule (111) que nous venons de donner n'est strictement

ment valable que lorsque l'on a:

Si ce n'est pas le cas, i1 suffit de supprimer dans Py les termes corres~-

pondant aux Vy tels que :

ME € fa, n|
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REMARQUES TECHNIQUES

INTRODUCTION

Tout ce que nous venons de voir jusqu'd présent, tant sur le plan

théorique que sur le plan pratique, nous conduit 4 une valeur

approchée Plx,y) de la fonction ~(x,y) dans le domaine Q,.

En fait, le physicien aussi bien que l'ingénieur sont souvent inté-

ressés non pas par — (ey) mais par la connaissance de certaines

fonctions liées 4 P(x,y) comme par exemple le vecteur % of les flux

Vy = y(cy) de ce vecteur 4 travers diverses parties oc = de la

frontiére [, 4 savoir wee

vie.) = - | Ven.de
ct

(112) *

eJan

-~ > ~ 2 aus
soe OU M eSt la normale unitaire 4 © orientée vers l'extérieur de 2

>

de facgon 4 compter positivement le flux ~ associé 4 un vecteur V

entrant dans Q,

La plupart du temps, une connaissance méme approximative de vC,)

est suffisante pour les applications pratiques, aussi est~il intéres-

sant de fournir un algorithme de calcul automatique méme grossier,

permettant de se faire une idée de l'ordre de grandeur de ces quantités.

=

COMPOSANTES DU VECTEUR VY DANS UN ELEMENT 25k

5

Soient V! et V* les composantes contravariantes du vecteur V dans le

repére {ure}.

Si on utilise la relation pseudo-matricielle représentée par 1'’équation

(12) de la premiére partie, on peut écrire de facgon approchée ...
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4 ae AL2 ap
V ¢ C =

y2 G21 9 B22 ch
ay

_ ee

(¥ (2)

eee OU les quantités cs définies par la relation (62) sont les compo-

santes moyennes du tenseur des conductivités dans 1'élément Dor consi-

déré,

Par ailleurs, on a, d'aprés la relation (57) wo.

x 0 1.0

wo | » [¥-].[9]

aw} [loot
(D]

ses ce qui nous permet d'écrire :

(113) oH =- (C0) 0 T|

Comme [Ce] représente le tableau des composantes movennes du tenseur

C(x,y) dans Qs sis il s'en suit que les éléments de la matrice {vj

représentent une approximation de la valeur moyenne des composantes
>

vi et vy? du vecteur V dans 1'élément Qs a,
+

Si on désire connaitre les composantes de V en wun point i du maillage,

on pourra par exemple prendre en premiére approximation la moyenne

arithmétrique des composantes relatives aux triangles de sommet i.

>

FLUX w, = W(C;) DE V ENTRANT DANS {2 A TRAVERS Cy et

Introduction

Soit i€ Lu point du maillage oi est imposée une condition aux limites

de type Dirichlet et soit (I, o4,2,) un arc de courbe tout entier contenu
>

dans =. Nous nous proposons de calculer le flux y, = vc,) du vecteur V
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entrant dans 2 4 travers l'arc C,* (i ,i,i,) Cr of i, et i, sont

respectivement les milieux des arcs J, iet J,i comme 1'indique la

figure 16 :

Imaginons que l'on remplace sur C; la condition de type Dirichlet par

une condition de type Neuman équivalente oc.

ees OU n désigne la normale unitaire 4 © orientée positivement vers

t'extérieur de 2 ; nous avons vu d'aprés les équations (88) et (70)

que dans ce cas, si vy désigne le flux du vecteur v entrant 4 travers
l'are Cys il suffit pour passer de la condition de type Dirichlet au

point i 4 la condition de type Neuman d'ajouter by a 1'élément

5 = B; de la matrice colonne [a] ou ce qui revient au meme d'ajouter

vs au débit source B. alimentant au point i.

Supposons que l'on soit en régime permanent et considérons le domaine

AQ, de frontiére AL, = (Ash sj ysovend,, »i,,i) of comme 1'indique la

figure 16, (J,,coos§ peoosd,, ) sont led milieux des cdtés (i j,) des v,

triangles de sommet i. :

En tenant compte du fait que B; doit @tre remplacé par B, + Vso la formule
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+> >

| Voneds = | div(V) .dw = By +U,
AL, AQ

Dans ce qui suit, nous allons done pour trouver vy caleuler l'intégrale
>_> >

| Venede ; comme nous connaissons déja V dans chaque élément Qs ak
AL

i

grace 4 la formule approchée (113), il nous suffit de trouver nt

Détermination de n
—

Soit 7 la normale witaire au cOté jk orientée positivement vers l'ex-

térieur de 2, comme l'indique la figure 17 :

Figure 17

Soit A la longueur de la hauteur il abaissée de i sur jk et soient
+

a et 8 les composantes du vecteur 7 :

[a

Is
>

n

on doit avoir les relations 2.0.

~

ij.

Se Se>

ik »
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«ee qui s'écrivent sous la forme matricielle suivante :

En inversant [W] on trouve «+.

1 CY, 7 ¥y?) Ys, - uy,

[y"] =a -
(, - 21) (x, - x)

soe OF8 'S est l'aire algébrique du triangle Qik définie par la relation
>

(59). Comme d'autre par h.|jk| = 2. S|, ona:

n = 218

| $k]

(115)

Calcul de Vy en régime permanent

>

wv V dane 1'AlSment 9
1LjK

définies par la relation matricielle 113, Si nous considérons la figure 17,

as ~ wl _& t2
ovitue Vv eer les composantes moye

a W Wee A A
nous voyons que 13, k | = + {4k si j, et ky désignent respectivement les

2 >

milieux des cOtés ij et ik du triangle Rasy si bien que Y étant par cons=-

truction constant dans Vise on peut écrire :
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posons ;

t 7 >-~>

<a> q; =—e Veoay 7 5 [5k] Ven

De la méme facon on pourrait calculer des quantités 4; et aq, relatives

aux sommets j et k de Res :

aA 4ls, re
1
a= FF

2 cafe talta cofen
: {oy = Use - (my 2)).¥7\

(117) : {4 ~ Uy = @, > a,).7}

. {y, - ¥y)V' = , - =.” |1
= a

2

en comparant les relations (116) et 114) et en se reportant sur la fi-

gure 16, nous voyons que la valeur q; de l'intégrale ...

~~?

(118) 4; * | Voneds
au,

se. S'obtient en additionnant les quantités a relatives 4 tous les

triangles de sommet i.

Introduisons maintenant les matrices colonnes Caz yu] [a] et [p] cons-
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[ 0 q, ¥,

0

a} og G2 ¥,

0 . e

[ad 7 | BY eo os [a = fe fs fe ]-

0 : :

0 , :
%] +k ’ ,

fof (SNP LY |

on a de facon évidente la relation suivante :

(119) [a] = ol [ay5x

ijk

en tenant compte des relations (114) (118) et (72) on a en définitive .o.

(120) [vl = [a] - [el

Remarque

La relation (120) définit un flux vy alimentant le domaine 2 méme en

des points i intérieurs au domaine, comme l'indique 1a figure 18 :

Figure 18
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Dans ce cas, s'il n'est pas imposé de condition de type Dirichlet au

point i, alors la formule de Green nous permet d'écrire vo

>> >

| Ven.ds = | div(V) .dw = By
Ag, an,

oes Si bien que l'on a en considérant la relation (114) :

Vy 20 <> i €z

Par contre, il se peut que Z ne soit pas connexe et qu’une condition de

type Dirichlet soit imposée en un point i du type de ‘celui représenté
sur la figure 18 3; on vérifie facilement que dans ce cas le flux vy

fourni par la relation (120) correspond au flux du vecteur V entrant 4

travers un élément 62 infiniment petit de frontiére 62 entourant le

point i car ona:

++ \" GAs~>

| Vin.ds = | Ven.ds
A= 65 i € 6
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[El TEST DE LA METHODE DES ELEMENTS FINIS
J)

CAS D’UN REGIME PERMANENT

MODELE MATHEMAT IQUE

Afin de tester la stabilité et la convergence de la méthode des éléments

finis lorsque l'on fait varier la taille et le nombre des divers éléments

ese mous avons construit un modéle mathématique en utilisant pour

potentiel et conductivité les fonctions suivantes dont on peut facilement

vérifier qu'elles satisfont 4 l'équation de continuité div[- Cogrady] = Qo

ot la conductivité C(x,y) a été ici supposée isotrope et égale au

scalaire C(x,y).

Co
2yW) = + Log —ey + °

' C(a,y) = Cy + Key

|
|

| see Reo kel

Pour domaine d'étude, nous nous sommes limités au domaine @ (cf. fig. 19)

défini par :

t ~ In 8 IN + ”
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oe

( ) Figure 19

Remarquons que z = (x,y) et 2 = C(z,y) sont des surfaces cylindriques

de génératrices paralléles 4 1'axe ox ; il s'en suit qu'il nous suffira

d'observer le potentiel calculé suivant 1'axe oy pour avoir une idée

sur la stabilité de la méthode,

DISCRETISATION DU DOMAINE {2

RN

Nous avons construit trois modéles d'éléments finis A, B et C a partir

du modéle mathématique décrit ci-dessus en discrétisant le domaine Q

respectivement par N = 25, 81 et 289 points répartis au sommet d‘un

réseau régulier A maille carrée comme l'indique la figure 20. Autrement

dit, le modéle 8 est obtenu en doublant le maillage au modéle A, et le

modéle C en doublant le maillage du modéle B :



ni

modéle A

RESULTATS OBTENUS

“A l'aide du modéle mathématique décrit ci-dessus, nous avons étudié

deux types de problémes :

a) un probléme de type Dirichlet en nous donnant le potentiel

sur la frontiére ABCD du domaine 2 (cf. fig. 19) ;

b) un probléme de type mixte en nous donnant le potentiel sur

les cétés AB et CD du domaine % et en nous donnant un flux
>

nul du vecteur VY a travers les lignes de courant AC et BD.

Les résultats obtenus pour ces deux types de problémes sont consignés

respectivement dans les tableaux 1 et 26
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CAS D'UN REGIME TRANSITOIRE

MODELE MATHEMAT IQUE

Soit 2 le domaine rectangulaire (cf. fig,21) de frontiére OACB défini

par les relations :

y

2 B Cc

Q Figure 21

0 A x

a

Pour modéle mathématique dans le domaine 2, nous avons les distributions

de O(z,y,t), C(z,y) et A(x,y) suivantes :

r

| P(x,y,t) = sin(amx). sin(bTy). exp. {- (a? + b*)n? a}

| ( Cltsy) = 1.

1.A x,y)

| avec qgsbe2l,

Sachant que l'on s'impose des conditions aux limites sur la frontiére

OACB du type Dirichlet, et que l'on connatt la répartition p? = p(x,y,0)

du potentiel dans 2 a4 la date ty = QO, nous nous proposons de calculer

numériquement la répartition du potentiel 4 la date t = ty + Ate
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Nous avons effectué deux séries d'essais, la premiére correspondant

& des intervalles de temps At trés petits (cf, tableau 3) et la se-

conde 4 des pas de temps assez grands pour permettre d'atteindre le

régime stationnaire en 20 itérations (cf. fig. 22).

Evidemment, dans le second cas, le nombre de chiffres significatifs

est beaucoup plus réduit (1, 2 ou 3), s'est pourquoi nous nous sommes

contentés de tracer la courbe P(t) au centre de OABC plutét que de

donner tous les résultats.
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Potentiel Y(x,y,t) sur la droite w= 0, 5

Valeur initiale

du _ potentiel 4

Potentiel & la date t= 5, 32 x 10
3

obtenu en 20 pas de temps

avec un maillage de 289 points

x y la date t=o Valeur exacte Valeur calculée

0, 500 000 0, 000 000 a, 000 000 0, 000 000 0, 000 000

0, 062 500 0, 195 090 0, 175 632 0, 175 558

0, 125 000 0, 382 683 0. 344 515 0, 344 367

0, 187 500 0, 555 570 0, 500 159 0, 499 941

0, 250 000 0, 707 107 0, 836 582 0, 636 302

0, 312 500 0. 831 470 0. 748 54) 0, 748 210

0, 375 000 0, 923 880 0, 831 734 0, 831 366

0, 437 500 0, 980 785 0, 882 965 0, 882 573

0, 500 000 21, 000 OCc e, 900 263 0, 89° 864

0, 562 500 0, 980 785 0, 882 965 0, 882 573

0, 625 000 0, 923 880 0, 831 734 0, 831 366

Q, 687 500 0, 831 470 0, 748 S41 0, 748 211

0, 750 000 0, 707 107 0, 636 582 0, 636 302

0, 812 S00 0, 555 570 0, 500 159 0, 499 3421

0, 875 000 0, 382 683 0, 344 515 0, 344% 367

0, 937 500 0. 195 090 0, 175 632 0, 175 557

1, 000 000 0, 000 000 Q, 000 000 0, 000 000

TABLEAU 3
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APPROXIMATION EN UK-MOYENNE QUADRATIQUE

PRESENTATION ODE LA METHODE

INTRODUCTION

ee

> ; i =
a) Soit g le vecteur d'espace de composantes z appartenant a un

. n . . 2

domaine Q€ RM et yp une mesure positive bornée. Dans toute

l'étude qui va suivre, nous désignerons par L*(Q) l'espace

vectoriel des fonctions réelles de carré y-—intégrable sur 2 :

2

yYuo@)eL (Q) <=> | Ip]? + u(dw) < + ©
‘Q

On démontre que L?(Q) est un espace de Hilbert si on le muni

du produit scalaire classique

Vv HM €LF(QQ) <> COW * J 9-8 wa)

b) soit H CL2(Q) le sous-espace vectoriel fermé engendré par une

suite finie de m fonctions {u; @)} appartenant 4 L2(Q). Nous

supposerons de plus que les m fonctions uz; sont - linéaire-

ment indépendantes, c'est-a-dire que le déterminant de la matrice

[G] des termes G,. = <u.,u.> est différent de zéro ; on dit dans
ij sa

ce cas que {u,,(z)}est une base de l'espace H et que {G;,} est le

tenseur métrique fondamental associé 4 cette base.

c) Nous désignerons par {v,(2)} une base finie ou infinie dénom-

prable engendrant 1'orthogonal H+ de l'espace H, de facgon que

l'ensemble des fonctions {v;} et {u;} forme une base pour

l'espace £7(Q). Rappelons que L?(Q) est la somme directe de H et Ht

L2(Q) = #@ Ht
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APPROXIMATION DE p(z) EN LU - MOYENNE QUADRATIQUE SUR LA BASE {u, (2)}

Rappels

La théorie des espaces de Hilbert nous apprend que toute fonction (2)

appartenant 4 L7(2) peut se décomposer sous la forme

Fa ee

pz) = G2) + RG)

a) 9(Z)E€ L?2(2)

avec GQBE H

R@eE Ht

. ot g@) est la projection orthogonale de oz) sur H et R(2) la

projection orthogonale de o(2) sur H+ ; on démontre que cette décom~

position est l'unique décomposition qui réalise le minimum de la

norme de R(z). Par définition nous dirons que §@) approche yi)

dans l'espace # CL? (Q) et que R(z) est le résidu de cette approxi-

mation ; remarquons enfin que tout ce que nous venons de dire peut

@tre représenté 4 l'aide d'un schéma comme cela a été fait sur la

Figure 1
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L'ensemble des fonctions {v,} et {u, } formant une base de L?(2, il

existe deux suites uniques de scalaires {q',q*,...,qTM} et {a',a?,...}

telles que l'on puisse G@crire :

TM

6@) = DE atu, @)
i=]|

|
(2) 2

ra = Dy atv, ()
i=

Définition

Par définition, on dit que ...

m

+> i >

Y(z) = > a’ .u; (2)
i= 1

+

+». est l'approximation en U- moyenne quadratique de la fonction (2)
>

sur la base {u, (2) } pour la mesure L ; par ailleurs, les coefficients

a* sont appelés coefficients de Fourier de la fonction Y dans la base

{u.},
E

rH : : ei i
Détermination des m coefficients a

On a la relation suivante pour toute fonction Y€ Z7(Q) :

m

e@= Dd aud+ Dd) abv &
i | i=l1=

toe >.
Multiplions scalairement cette épalité par u, (2) H

m oo

CPUs > = &, a us 45> + a a vi 45>

mais CY 45> = 0 car ve H* et we H, si bien que l'on a

m

Konus 2 De ah cuzons>

On conclut de ceci que les a* solution de notre probléme s'obtiennent

«

en résolvant le systéme linéaire suivant :
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Gi; *Uju5>

= Cpu; >
avec

sous forme matricielle, ce systéme s'écrit

(3) [a]. [4] = [FI

+. o8 l'on a posé :

1Gy Ga ee Gn a f,

2Gy Gs see Gon a i

[4] =|! : ee ee ee

m; m2

On remarquera que ce systéme a toujours une solution (unique) du fait

que la matrice [¢] est inversible car on a supposé les fonctions {u;}

p-linéairement indépendantes.

APPROXIMATION AU SENS DES MOINDRES CARRES

Rappel

. a _ |_Ne z . 1 i
Soit un systéme surdéterminé de N équations aux m inconnues q que

l'on peut écrire sous la forme matricielle suivante «..

Le [4] = [f]

est ume matrice rectangle donnée 4 N lignes et m colonnes
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(N > m), [f] une matrice colonne donnée de taille N et [A] la matrice

colonne des m_inconnues a;-

La solution [A] de l'équation (4) au sens des moindres carrés est celle

qui, par définition, minimise la norme euclidienne de la différence [R]

entre les vecteurs colonnes [g} .[A] et [f]

Wl? = I [ge] [4] - {4} Wl?

<> [Rl? = ((9]-[4] - (4}"- tle] -[4) - oD

<> [Ri? = [4]*-{g]*-[o]- (4) - 2-(° [ol A + AT LA

all Fl? |
—_> Le = 2.[g]°-[g] [4] - 2-[9) "+ (41

2||? optimum <= eT = 0

<> [g]‘-(g]-[4] = (9)'- [A

Pour que l'optimum de |[R{|? ainsi trouvé soit bien un minimum, il faut

et il suffit que la matrice ...

a7Ril? t
[Al [4] 2.[¢) + [9]

. soit définie positive, ce qui est bien le cas si rang(g) = m.

En définitive, nous voyons que la solution [A] de l'équation (4), au

sens des moindres carrés, vérifie le systéme d'équations suivant encore

appelé "équations normales" :

(5) | tol -tel - (al*. fF
Lo

Remarquons que l'équation (5) s'obtient en multipliant 4 gauche 1'équa-

tion (4) par [g]* ; on a l'habitude d'appeler "transformation de Gauss"
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Introduction

Soit 4 approcher sur un domaine 2 une fonction pz) dont on connait

la valeur numérique ® = PZ? en N_ points {2,} = {2 peee ste} appar-
1

tenant 4 Qf.

Mesure d‘échantillonnage

Par définition, nous zppellerons “mesure d'échantillonnage" la mesure yu

|
(6) i =

définie par

N

, > BH, +5).
k = 1

wp

> > >

see 08 1ré la a irac i { 7ou Sy représente la nesure de Dirac au poine 2, € {4,},0, w(2,) la

valeur d'une fonction de poids @ au point Za € {2} positive ou nulle sur

tout le domaine 2 appartenant 4 l'espace R” considéré. Nous dirons que

(2, est le support de la mesure yw ainsi définie.

Définition

. . > : + eos se

On appelle approximation de (2) au sens des moindres carrés généralisés

a L A > . E

sur la base {u; (2) } sour l'échantillonnage {2}, Ll'approximation en y-

moyenne quadratique correspondant a la mesure d'échantillonnage pour le

support {2 }-

Construction des matrices [G] et [Fj

En utilisant la mesure yp ainsi définie pour calculer les quantités Ge

et fy il vient

! > >
Gs, a [ 4, Bu @. (du)

> >f, “5 . (2) us (2). u (de)

N

1 > > >

Ges a Cy Ms “ai 2. uz (2y,) us Ca) Cay)

<=> (7) N

<oous>* 9(2),) «U5 (2y) -WCR,)~ a zl
k=]
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Il est facile de vérifier que l'on a dans ce cas ...

(o] <q - (al*-[F]-le]

Fl -q- (ol A
(8)

... ot l'on a posé :

ry 7

u, @,) fe smexens u,(2,)

ud seve 4, @,)

(qk:
u, 2.) saeee 4, (2)

| 4, @y) teeee 4, (2) |

—_——- mm ——

Par définition, nous dirons que [P] est une matrice de pondération.
~ . . + : . ~

Dans le cas ot la fonction de poids w(z) est identique a | sur tout

le domaine 2, alors la matrice [P] est une matrice umité de taille

Nx N, si bien que les équations (8) s'écrivent

i t

[) 2. felt (0)

fle, (ol (4zl—

... et l'équation (3) devient ...

(o]*. [9] -f4] = fo 4

... o8 l'on reconnait le systéme des “Squations normales " rencontrées
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"COSINUS THETA" D'UNE APPROXIMATION EN - MOYENNE QUADRATIQUE

Si on considére une fonction (2) € L*(Q), celle-ci oscille en général

autour d'une valeur moyenne u(P) pour la mesure U

r

(ue = | pueda) = <1,
L_ g

Il en découle que dans L7(Q), toute fonction ) peut @étre écrite sous

la forme :

pz) = uP) + ¥)

(10)
avec u(p) = 0

L

Connaissant u(), ce que l'on cherche en fait 4 approcher, ce sont les

. . a . - >

variations ¥(Z) autour de cette valeur moyenne ; si on désigne par

+ . : =. :
v*(z) cette approximation de ¥(z) en U- moyenne quadratique, on a de

facon évidente, en considérant la figure 2, les relations suivantes

gi) = u@) + VC)

(11) v@) = VG) + RG)

pz) = §(2) + RG)

Vs
Figure 2
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Si nous désignons par 9 "l'angle" compris entre les vecteurs

(= fonctions) y et y*, nous voyons que l'approximation de y par p (et donc

de ~ par p*) est d'autant meilleure que |cos@| est voisin de 1. Nous voyons

donc que le paramétre p = |cos@| pourra étre utilisé pour se faire une idée

de la qualité de l'approximation en y-moyenne quadratique que l'on a pu

effectuer.

Si nous désignons par ||f ||? =<(f,f> le carré de la norme d'une fonction

f € 27(Q), on voit sur la figure 2 que le théoréme de pythagore nous

permet d'écrire

o? = weil? . wil? - jal?
I vl? vl?

——

|eosé|* = wi? - HR l*
tw ||?

<=> (12)

He - ude) ll?

avec ||yl]*=) ;
Po2- [uc |

Dans le cas d'une approximation au sens des moindres carrés, nous remar-

querons que l'on a

wo) = SoG) my
k

a3y | vie = woe ~ 369) ]? a5,

lap? = wa GG]? a,

CONSTRUCTION D'UNE BASE tu; (2) 5

Algorithme de construction

> 1 2 n

Il est souvent trés commode de prendre pour base u; (a) = u;(z eB peee5d )

des fonctions du type ...
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r

+). ly 2 n(14) | a Vp, @ ebg Ds ae Wy, )
2

ot p, (8) est une famille de fonctions dépendant d'un paramétre k ;

par exemple on pourra prendre

/ fT, (s) = polynéme de Tchebycheff de degré k

sin(ks) ou cos(kg)

Notion de silhouette

Pour fixer les idées, supposons que l'on étudie un probléme bidimen-

sionnel pour lequel u; (2) est de la forme

2) 1 2
u; (2) Yb, 2 ee )

Les indices p; et q; étant choisis de facgon arbitraire pour chaque indice i,

il peut @tre intéressant de disposer d'un procédé graphique permettant de

visualiser la structure des quantités u,; (2) = u, (2° 42") en fonction de

Vp, (2°) et Vq, 2°) ; ce procédé existe et constitue ce que l'on appelle

la silhouette de la base u, (2)

qy

: Figure 3

On commence par construire (cf. fig. 3) deux axes perpendiculaires repré-

sentant les quantités P; en abscisse et q; en ordonnée. On adjoint 4 ces

deux axes un quadrillage régulier correspondant aux valeurs entiéres de

P; et q; 3 dans ce systéme de repérage, on visualise ensuite les termes
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y

u; (2) = ¥, (2)) . Hy (z*) par un gros point de coordonnées P; et q;.
1 1

Cette méthode de visualisation peut évidemment étre étendue au cas ot

il y a plus de 2 variables.

MISE EN OEUVRE DE LA METHODE DES MOINDRES CARRES

CHOIX DE LA BASE

Introduction

+

Nous utiliserons dans ce qui suit une base u, (2) construite 4 partir de

polynémes de Tchebycheff utilisés dans le domaine {-1, +1].

Par exemple, pour un probléme bidimensionnel, nous avons pris pour base

u;(2',27) des fonctions du type ...

1 oy
u.(z°,2°) = T (8).7 (¢p(4 2% p; ‘ a,‘ )

1

i 2, +

(15) S—— -|
2,7 32, 87

avec 3

2

2 a,

% © = 2 oa
a7 2p 2

ee. OF (ai ,23) et (27,25) sont les bornes en

d'étude (cf. fig. 4) :

4 2”

YY

ay

1

ay

2

zy

2

ay

z) et en 2% du domaine 2

= z!
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Rappel des principales propriétés des polyndmes de Tchebycheff

Les polyndmes de Tchebycheff sont définis par la relation de récurrence

suivante :

Th = 2z .T, (2) - T._,@)

(16) T(z) = 1

avec

T(z) = 2

On peut obtenir la dérivée premiére d'un polynéme de Tchebycheff de

la fagon suivante :

T(z) =k. Uy) (2)

(17) Uy4 102) = 22- Uta) - Ue)

avec Us (2) = 1

U, (a) = 22
1

Connaissant T(z) et Ty (z)s on peut alors calculer la dérivée seconde

Ty (2) de la facon suivante :

z-Ty (2) ~ k*-T, (2)
ry (2) = —————— ure si 2}? =

hi 2

(18)

4 _ 42

Py tz) = 2%. <= © oe ene gem si z= 2

On a également les 2 relations suivantes :

fo. a x
J

= ‘ mm FN sf + m lnm

RE Bpod z =“ — . 4 z ~(es) Ae) | peq**? “p-a| Var
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RESOLUTION DU SYSTEME [G].{A] = [F]

Rang de la matrice [G]

On démontre en calcul matriciel que l'on a la relation :

rang ([{M] °.[M]) = rang([M| -[¥* = rang(({M])

+, . wo feta se sae : 2 :

Les u; (2) étant linéairement indépendants et les points d'échantillonnage

(2, étant distincts les uns des autres, on a:

tang(g) = inf (m,N)

La matrice de pondération [p] étant diagonale, on peut toujours écrire

(a]*-(?] +(e] > &1*- 0

avec: [y] = [P]*-[g]

=~ 4 2: ‘ : . : a

eee OU [P]” désigne une matrice diagonale de méme dimension et méme rang

que [P] , et dont les éléments sont les racines carrées des éléments de [Pp].

Supposons que (P] soit de rang p, il en est de méme de [P]” et on a

rang (Ly]) = inf(m,N,p)

Dans la pratique, on aura donc d'aprés l'équation (8) :

rang ((G]) = rang fy} *- Ly)

= zang cbyl)

= inf (m,N,p)

= inf { a,x, rane([P])}

Si on veut que la matrice carrée [a] de taille (m x m) soit inversible,

il faudra donc obligatoirement avoir :

N

(20) m <
rang([P])
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Résolution du systéme [a] [4] = [F]

La matrice [G] = Cy] *.{¥] étant manifestement symétrique définie positive,

il s'en suit que pour résoudre le systéme [a] . [4] = (F], on aura intérét

a utiliser une méthode adaptée mettant A profit ce caractére symétrique

défini positif. En ce qui nous concerne, nous avons utilisé la méthode de

Choleski dans laquelle on décompose la matrice Ca] sous la forme

(ce) = (al‘. [a]

... oa [R] est une matrice triangulaire inférieure de taille (mx m) ; on

résoud ensuite successivement les deux systémes linéaires

(1) fr] *. fa] = [F]

(IT) fz] -[4] = [8]

L'intérét de cette méthode réside dans le fait que les valeurs propres de

LR] sont égales aux racines carrées des valeurs propres de ie]. li s'en

suit que le nombre de conditionnements de [R] (et de fr] °) est notablement

plus faible que celui de {e], ce qui permet d'espérer une résolution numé-

rique plus franche pour les systémes (1) et (I1) que pour le systéme (3)

cette derniére remarque n'est justifiée que dans la mesure ot les erreurs

introduites au cours de la résolution des systémes (I) et (11) ne nous font

as perdre d'un cété ce que l'on avait gagné de l'autre.P P e

INFLUENCE DU RAPPORT N/m

Introduction

Afin de tester l'influence du rapport N/m, nous avons approché le polyndme...

rr

P3(z,y) = oi + wt.y + cry? + y?

x

¥

wo<ona (ate ON,[sy anp ~ tt Ate
++. sur une base u; (asy) de taille m = 21 construite 4 partir de polynémes

de Tchebycheff suivant la silhouette représentée sur la figure 5
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Aq.
qs

5

4e—y

3

2

' Py

0 > >

0 2 3 4 #5

Ftgure 6

Pour domaine d'approximation de P?(x,y) nous avons pris le carré 2 défini

par :

Pour points {z,} = {(x 44,9} d'échantillonnage de la fonction P*® (x,y)

dans le domaine %, nous avons pris les noeuds des deux maillages répguliers

représentés sur la figure 6

AY
21 22 23 24 25

16 17 18 19 20

u 12 13 14 1S
ze

6 7 8 3 10

1 2 3 14 5

N = 26

Figure 6
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Ceefficients at de Gle,y) pour m = 21

solution solution pour solution pour

stricte Y= 25 Yo= 04

a 0,000 0,09000024 0,00000083

a 1.250 2,35306400 1,25000000

a 1,250 0,10704883 1,24999000

a 0,000 0,00000005 0,00000026

as 0,000 0,00000047 0,00000075

aé 0,000 0,00000013 0,00000033

a’ 0,250 0.25000236 0,2499990}

ae 0,500 9,49999982 0,49999904

a? 0,500 0,49999970 0,50000012

a’® 0,250 0,24999997 024999901

a" 0,000 0,00000001 0,00000000

qi? 0,900 0,00000005 0,00000013

a® 0,000 0,00000000 0,00000625

a’ 0,000 0,00000005 0,00000001

a’° 0,000 0,00000032 0,00000035

q'’® 0,000 1,10306600 0,00009500

a” 0,000 0,00000024 0,90000037
a

a’® 0,960 0,00000036 0,00000010

a 9,000 0,09000000 0,00000009

Q? 0,000 0,00000030 0,90000042

a? 0,000 1,14295000 0,00000925

Le

TABLEAU 1
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Résultats obtenus

Les résultats obtenus sont consignés dans les tableaux (1), (2) et (3).

On constate que dans les deux cas (N = 25) et (N = 64), l'approximation

de P?(z,y) par Play) au sens des moindres carrés sans pondération

((P] = [r]) est acceptable, mais il en va tout autrement des dérivées

partielles de Slasy) qui n‘approchent les dérivées partielles de P? (x,y)

que dans le cas ot N = 64 comme on peut le voir sur les tableaux (2) et (3).

Ces résultats sont tout 4 fait en accord avec l'expérience qu'a acquis le

Centre de Calcul de Nancy sur l'approximation au sens des moindres carrés,

expérience qui a montré que l'utilisation de polyndmes de Tchebycheff dans

le domaine [-1, + 1] est stable si on prend le rapport N/m de l'ordre de

2 ou 3 au moins.

APPLICATION AU PROBLEME TNVERSE |

INTRODUCTION

Position du probléme

Dans l'étude du probléme inverse bidimensionnel, on suppose que l'on

connait parfaitement le potentiel O(2,27), ou plus exactement son

approximation O(z!,22) construite au sens des moindres carrés sur le

domaine 2 4 partir d'un échantillonnage {2}.

En fait, nous aurons besoin non seulement d'une approximation de O(z',z7)

mais aussi de ses dérivées partielles %P/dz¥ 29/327, 3*p/a(z!)? et

37p/d(z7)?, aussi est-il trés important de vérifier si dans le cas d'une

fonction ~(z!,27) qui n'est pas un polyndme, on peut encore raisonnablement

écrire :

x» . we aor 29"
82 Oz) d(z1)2 8(2!)2

(21)

3 . ow” azo, 82
22 9a? a(22)2 (22) 2
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Intérét d'un modéle mathématique

Supposons que nous sachions résoudre le probléme inverse de facon

numérique en utilisant les approximations (21), il est intéressant

d . - ? 1 2 ’ ’ -

e pouvoir comparer le résultat ¢(z°,2*) ainsi obtenu avec le résultat

théorique ¢(z',z7). Pour cela, il suffit par exemple de tester la

méthode proposée sur un modéle mathématique pour lequel on connait

strictement la solution analytique €(z!,27).

MODELE MATHEMATIQUE TEST POUR L'ETUDE DU PROBLEME INVERSE

péfinition

Nous prendrons comme modéle, les deux fonctions C(z',27) et P(s!,27)

suivantes ...

c —— 
+

12) ma tL 8

Pea ye) So Shee Eee +B

y-v(z',z27) + 8
yeallx) . bly) ~

avec vy(z!,2*) = q a(z') * bz?)

tee OF a B, y sont des constantes, a(z') et b(2*), des fonctions positives ,
a

(22) Clz',27) = v(z',27)

Dans ce modéle, p(z',z*) représente la fonction potentiel et C(z',2*) une

conductivité scalaire : en fait nous avons choisi ce modéle of le tenseur

des conductivités @(z',27) est isotrope et se réduit au produit du tenseur

métrique fondamental go par un scalaire C(z!,z7) car c'est le seul cas

aue nous envisagerons dans 1'étude du probléme inverse.

Repére utilisé

Nous nous proposons d'étudier l'équation de continuité relative au modéle

que nous venons de définir ; pour cela, il convient de préciser dans quel
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le repére suivant ...

> i > i
{a5 2 } {u; x }

~ > i be Fe 5 z.
++. ol, rappelons-le, {uz sx } désigne un repére orthonormé de vecteurs

. - > ' i Zz zs s 2 zs + z
unitaires u; et d'axes (x*) comme cela a été précisé dans le chapitre

introductif. En fait, conformément 4 l'habitude, nous noterons

z! = 2 et 2*= y comme on le fait généralement dans le cas d'un repérage

dans R*, si bien qu'en définitive, ona:

n tt 8 i R

i 8 Mt Sd

. 2 ij :
Dans ce repére orthonormé, les composantes C J du tenseur isotrope C

sont évidemment de la forme :

rey) = 8) oe,y)

Gradient de 0(z,y)

' = - 2 Log fy.» + BlYe ox ~

2 ee O'e = Ssyo? B 
x 2.p-(Y¥.v + B)

_ a; - , => , __ .b! (23)

Vie tS [a (a) + b(y)] » aly Py 2.y-(¥-u + B)
a’

=

On peut facilement vérifier que l'équation de continuité div[-c.grady = 0

est satisfaite :



aiv[-c-eraag| = = [-c-9',| +

= 2 [dyev + Bv

ox

7 [7 + Bw

ay LY

- 35 [eer +
a 2.bly8

126

oy [os]
y.2'x

“ 2y.v * B).u

bi

——“ 2¢y.v + 5]
3a I

oy 2.aln

Comme par construction, a'n n'est fonction que de zx et bly n'est fonction

que de y, on en déduit que l'on a:

div[-c-gredd] = 0

APPROXIMATION DU POTENTIEL (x.y) DU MODELE MATHEMATIQUE

Caractéristiques du modéle

A partir de maintenant, nous prendron

quantités suivantes ...

a = 10,

B= I.

(24) yi a oOo°°

aja) ®@ lteter te

bly) = 1 tyr y?

.+. et nous nous limiterons au domain

(25) EQ <<

s pour a, 8, y, a(x) et bly) les

e d'étude Q défini par :

lA e2<2i

iA y <2
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Echantillonnage de ~(%,y) dans Q

Afin de pouvoir utiliser la méthode des moindres carrés, nous nous

sommes donnés les valeurs Pry sYy) de la fonction ~ aux noeuds

Gy oY) d'un réseau régulier 4 maille carrée comportant N = 177 = 289

points réguliérement répartis sur le domaine 2 (cf. fig. 7) :

AY

A a C
21

Pigure 7

Base utilisée
SEED

La base utilisée est une base du type de celle définie par les équations

(15) et comportant m= 100 éléments. La silhouette de cette bass est som

pléte, en ce sens que l'on y trouve toutes les combinaisons possibles pour

Py et qj variant entre 0 et 9.

Résultats obtenus

Les résultats obtenus sont consignés dans le tableau 4 of l'on a repreé-

senté la valeur exacte du potentiel Y et de son approximation p ainsi

que leurs dérivées partielles en 17 points réguliérement répartis sur

la diagonale BC du domaine % (ci. Tig. 7) et codiespoadent © un “cocsnuc

theta" sensiblement égal 4 1. En fait, lorsque l'on considére les valeurs

numériques des al, on constate qu'il n'y a guére que les 40 premiers

coefficients qui sont nettement différents de zéro, ce qui prouve que notre

technique de moindres carrés basée sur l'utilisation de polynémes de

Tchebycheff est stable, méme si on prend une valeur trop grande pour m,

BR condition toutefois d'avoir un rapport N/m supérieur & 2 ou 3.
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1B | ETUDE DU PROBLEME INVERSE BIDIMENSIONNEL

DANS LE REPERE ORTHONORME ta, x!

INTRODUCTION

PRESENTATION DU PROBLEME

Soit un domaine Q de R* limité par we frontigre © et repéré par rapport

1> - = — = > =
Aun systéme orthonorm zlix et x* = y de vecteurs unitaires u,, u,.

+

Soit d'autre part un champ de vecteurs VY défini par les relations ...

[ + —
Vo = = C.grady

(26)

gradip = 53.3.9
bee

sow O8 C(x,y) et YCx,y) sont des fonctions scalaires de % définies sur %,

En fait, cela revient & dire que les composantes vi du vecteur V sont de

doe chanLy ch a9

| 4 - 68ic

soe OU cis est un tenseur isotrope de conductivité.

la forme oo.

(27)

Connaissant d'une part ~(c,y) ainsi que ses dérivées partielles d’ordre un
>

et deux dans 2, et d'autre part Cy = CY.) en un point a, de 2, om se

propose de calculer C(a,y) partout od on le pourra de fagon que dans 2, le
>

champ de vecteurs VY satisfasse 4 l'équation de continuité ...

(28) i div(¥) = -A

coe OW A(x,y) 2 O et Blx,y) sont des fonctions supposées connues. On peut

+Bwe+S

montrer que le probléme ainsi défini est du type hyperbolique.
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>

| NOTION DE DERIVEE SUIVANT UNE DIRECTION &

Définition

Considérons ume fonction de deux variables qui 4 tout point M de coordonnées

(x,y) associe la valeur f(M) = f(x,y) et soit (2) ume direction définie par

| le vecteur unitaire ue Par définition, on appelle dérivée de f(M) au point

M suivant la direction (D), la limite {arvala|} si elle existe telle que :
M

3 _ lim joe - cau}
aTe] Ml>M =

(29) Me ty ail
~ >

| avec MM'= ).u

L

Calcul explicite

Dans ce qui suit, nous adopterons les notations suivantes:

yW'

> >

f's = af : Wa |eW = weed
32 : 4 L

Ceci dit, essayons d'expliciter la dérivée af/a|u| en um point M :

> > >

soit => OM’ = OM+ du
> >
MM! = du

= fUM') = ff + adr » ¥Y * BoA)

fey) + ra.fi@y) + ABS (yy) + €, (07)

fn) - -U) _ Aaef'aleyy) + ABofly ley) + €2(A7)
MM! X

oof’, (ery) + Bef! (oY) + €,O)
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~ si f' (zy) et f', Gy) existent, alors la limite {ar/ali|\ existe et
vaut :

(30) Ls aft + Bf!
x y

En remarquant que ...

c

L

(31) ; grad‘? = W.3F

ves OU yi = 64) sont les composantes du tenseur métrique fondamental

au point M, et que ae.

=f?

afef's

aff!| 2 f y

es alors on peut écrire la relation (30) sous forme plus condensée en

posant :

_—_oo

(32) t. = uegradf
3[ ul

. it ' =PROBLEME RECIPROQUE : RESOLUTION DE a.f z + bof y e

Normalisation

Nous remarquons que coe

‘ = ’ '(33) e afl, + bift,

coo n'est pas en général la dérivée de f(x,y) suivant une direction

rafal car les coefficients a et b ne sont vas forcément tels que t soit

unitaire, En conséquence, pour que c soit bien la dérivée de f(x,y) suivant

we direction, il nous faudra préalablement diviser les deux membres de

L'équation (33) par a*+ b* 3 posons ...
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(34) | B=

eee OM peut alors écrire .o.

-

(35) | afl, + Bef

eos et dans ce cas, y est bien la dérivée de f(X,y) suivant la direction

(D) définie par le vecteur unitaire ue (| .

Courbes caractéristiques

On appelle courbes caractéristiques de l'équation différentielle ...

[oars + BF, =
(36) i

avec a? +p =]

veo les courbes [ qui en chaque point M sont tangentes au vecteur witaire
>

u de composantes & et 8, Ces courbes sont donc définies par 1l'équation

dif férentielle :

(37)
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FORME CANONIQUE DU PROBLEME INVERSE

INTRODUCTION

Forme développée de l'équation de continuité

En développant 1'équation (28) compte tenu des expressions (26) et (27),

il vient :

i

|

(38)

| avec (> = —

eco OF AY = 370/3n* + 2°)/3y* représente le laplacien de la fonction).

Remarque

On peut remarquer que l'on a oo.

grad p = 64) ay
j

coo ce qui permet d'écrire :

,

oP
a a

—

(39) grad Pe ES

oe b
| Loy
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FORME CANONTQUE

En divisant les deux membres de l'équation (38) par la quantité

Ya? +b? = | gradi], il vient oe.

eC’, + B.C! =

8 gSs Q + o
rs

a

(40)

avec ! B = bf/v a? + b?

y= ef/ a? + bp?

eos ce qui constitue la forme canonique du probléme inverse. En effet,

on a bien ooo

a

= 2 2
“ues | = vecteur unitaire

8B

ees ce qui entraine que Y est la dérivée de C(x;y) suivant le direction Be

NATURE DES COURBES CARACTERISTIQUES I

Lignes de courant

Par définition, on appelle ligne de courant, toute ligne constamment
>

tangente au vecteur /.

Comne par hypothése, le tenseur des conductivités est supposé isotrope,

11 s'en suit d'aprés la relation (26) que les lignes de courant sont aussi
_——

coustammenc cangences au vecteuc grad) aver 2

2 a
———“-

grad) x =

oP

oy P
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=> L'équation différentielle des lignes de courant s'écrit :

=kdz yy
(41) ie

Courbes caractéristiques I

_—-

En multipliant les deux membres de 1'équation (41) par |gradl| =/ a? + b?,

et en se souvenant que ee.

| a= aly a? + pb?

] 8 = bf/Y a® + b?

see 11 vient :

a, dy
a 8

En comparant cette derniére équation avec l'équation (37), on en déduit

que les courbes caractéristiques [ sont identiques aux lignes de courant.

REDUCTION DE LA FORME CANONIQUE A UNE SEULE VARIABLE

Introduction

On se propose de transformer l'équation différentielle (40) de fagon 4

ce qu'elle ne soit plus fonetion que d'une seule variable, x par exemple ;:

Méthode utilisée

Soit y = f(z) 1'équation de la courbe caractéristique ve passant par le

point My de coordonnées wet yy 5 l'équation différentielle de cette

courbe caractéristique s'écrit comme nous l'avons vu sous la forme suivante :
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de, yy
a B

[ wee<a> (42) Fine a

Le long de la courbe Pos C(x,y) n'est plus fonction que de x, et on

POSE soe

[
(43) vie) =.cle,r@)]

eoo OU Y = f(x) est la solution de l'équation différentielle (42) telle

que y, = f@,)«

En dérivant 1'équation (43) par rapport 4 x, on obtient :

! esc ' ’v'(@) Org + FI)

' ad 8 é : :En portant f'(x) = H =F dans cette équation, il vient ;

“ &v' (x) c+ a: Cy

<mi> v'(x) = = . [a.c, + sc’, |

En comparant cette derniére équation avec l'équation (40), on obtient :

(44) L we) ai

En conclusion, on a obtenu un systéme différentiel sous forme résolue,

formé des équations (42) et (44). La connaissance de (2504) et de

Yo ® Cleys¥,) en permet la résolution numérique par n'importe quelle

méthode d'intégration numérique 4 valeurs initiales.

Conséquence fondamentale
ieee

Nous venons de montrer que la connaissance de la conductivité oS en un

point Ms ne permettait de calculer la conductivité C(x,y) que le long de

la ligne de courant ry passant par ce point, En conséquence, pour pouvoir
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calculer la conductivité partout dans le domaine 2, il suffit de connaitre

la conductivité le long d'une courbe coupant toutes les lignes de courant.

Remarque

Il se peut que 4 soit nul sur certaines parties de roa 2 3 un calcul ana-

logue 4 celui que nous avons fait montrerait que dans ce cas il suffit sur

ces portions de courbes d'exprimer l'équation (40) en fonction de la va~

riable y pour que ce que nous avons dit soit encore valable.

PREMIERE METHODE D'INTEGRATION DU PROBLEME INVERSE

SYSTEME DIFFERENTIEL D'INTEGRATION DE C LE LONG DES COURBES [I

Introduction

On peut en principe utiliser le systéme différentiel formé de (42) et de

(44) pour résoudre le probléme posé, mais il pourra alors y avoir des

difficultés si a devient nul dans le domaine de travail. Cette éventualité

se présente chaque fois qu'une ligne de courant [ a en un point une tangente

paralléle a l'axe des y.

Afin d'éviter cet inconvénient, on introduit une teprésentation paramétrique

des courbes caractéristiques T :

Représentation paramétrique des courbes caractéristiques [

Une représentation paramétrique des courbes caractéristiques I peut étre

définie par ;:

a ae
a 8

On peut alors écrire ;
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dz = a.dt

dy = 8.dt

<=> dz? + dy? = (a? + g?),dt?

Or on sait que a* + g* = 1, on a alors en appelant « l'abscisse curvilignePp

le long d'une ligne de courant :

de? = dx? + dy? = dt?

<=> de? = dt?

En conclusion, nous dirons que l'on définit une représentation para-

métrique différentielle des courbes caractéristiques [ par les équa-

tions ooo

dx = €,a.ds

(45)

dy = ¢.8,ds

ooo OU G est l'abscisse curviligne sur la courbe caractéristique [

et € une constante égale A + 1 suivant l‘orientation de I.

Abscisse curviligne : orientation des courbes caractéristiques

———

Soit mu le vecteur wmitaire colinéaire 4 grad) et de composantes :

. a dz/ds

un ZEe

B dy/ds

On peut alors écrire :

dveX i ar Bin
Ow vg

Ee, WB hy<ea> € de a=? + ay 8

<=> e.g = ograd )

<> (46) gs = €.| grad9|
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| Par convention dans ce qui suit, nous orienterons positivement (ds > 0)

les courbes caractéristiques [ dans le sens des 9 croissants ; comme
—_——>

rad] est toujours positif ou nul, la relation (46) nous indique queg&i

| pour cela il suffit de prendre € = + l.
I

Systéme différentiel

L'intégration du systéme différentiel (45) fournit pour les courbes

caractéristiques [, la représentation paramétrique suivante :

x * x(s)

y = ys)

posons alors :

C(s) = c[x(s), y(s)]

en dérivant cette derniére expression par rapport 4 gs, il vient alors :

dC de wy
° ds dy ° dsds ox y

aoact we<=> ds C not Cc y®

En comparant cette derniére équation avec la relation (40), on obtient :

dc
=a a Y

ds

En utilisant les relations (38), (39) et (40), ce dernier résultat

s'écrit :

(47) de. 1 . [. rawr a. Qe RB |
| ds | grad || L _ ot 4 |

En conclusion, nous avons le systéme ooo

dx = aods

dC = YedsQ

:

| (48) dy = Beds

rm
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see mis sous forme résolue, dont la résolution numérique ne présente

aucune difficulté sia,B et Y restent finis dans le domaine étudié,

Forme matricielle du systéme (48)

Dans ce qui suit, il est intéressant d'écrire le systéme (48) sous la

forme matricielle suivante :

x atx,y)

d(49) | ws |¥ tt Bley)

| Cc Y(xyy CAB, %

METHODES D' INTEGRATION NUMERIQUE PROPOSEES

Introduction

Le systéme (49) est de la forme ooe

a F(e,¥)

soo OU l'on a posé :

On sait aue ce type de probléme 4 valeur initiale se résoud par exemple

par une méthode d'Euler ou une méthode de Runge-Kutta d'ordre n 3

connaissant fy en un point My de la courbe caractéristique Poo on peut

alors déduire C par intégration numérique tout le long de la courbe rs

pour un pas d’intégration h = és donné.

Afin de ne pas alourdir des notations dans ce qui sult, nous poserons

(50)
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Formules d'Euler

Les formules d'Euler consistent 4 écrire que l'on a:

| [xls + A) z(s) a{z(s), y(s)]

61) ~~ | yaad] = lye] +a. | B[2(e), y@)]

| | C(s +h) C (8) y[z(s), y(s), Cle), @(s)]

Connaissant C(s) en un point M(s) de coordonnées x(s) et y(s) sur une

courbe caractéristique [, on peut en déduire par les formules (51) une

approximation des coordonnées x(s +h), y(s +h) du point M(s + %) de

cette méme courbe [ ainsi qu'une approximation de la valeur cherchée

C(s + h) en ce point M(s + h). Ce faisant, on montre que l'on commet une

erreur par pas de l'ordre de hk’,

Formules de Runge-Kutta d'ordre 4

On peut également intégrer numériquement le systéme (49) par une méthode

de Runge-Kutta d'ordre n ; on peut montrer que l'on commet alors une

n+]
erreur par pas de l‘ordre de sikh est le pas d'intégration sur Tl.

Par exemple pour des formules de Runge-Kutta d'ordre 4, on pose :

ry ~

ky afz,y]
+

Ki a she B[z,y]
lm | yizsyeCs@]

lk, | [ofa + k/2, y + 2/2]
Ky= |£,| = he! Bla + k,/2, y + £,/2]

y{z + k,/2, y + %,/2, C + m,/2,Q]
L 24

(52) (
[x] fale 2k /2,. u % 2./2] ]

> - © < . -

K,2 |£,| = 4. | Blx + k,/2, y + 2,/2]

ms ‘| y{z + k,/2, y + 2,/2, C+ m,/2,9]

ik. [ofc +k, y* 25]
>

Ky> |2,| =. | Ble + ki y+ 2,]

m, y[2 + Kyo yrhy, C+ m,»@]
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P On a alors les formules d'intégration suivantes :

| |
\ a(s +h) z(s) ky + 2k, + 20k, + kK]

(53) | y(s + h)} = | y(s) | + Fe 2, + 2h, + 2k, + L,

C(s + h) c(s) m, + 2sm, + 2am, +m,

u 
J

DEUXIEME METHODE D' INTEGRATION DU PROBLEME INVERSE

INTRODUCTION

Remarque fondamentale

Considérons un élément de surface infiniment petit AQ limité par une

frontiére AL constituée de deux équipotentielles %, et D, = g. + 6

et de deux lignes de courant infiniment voisines y, et }, comme 1'indique

la figure 8 :

D'aprés la formule de Green, on a toujours le droit d‘'écrire la relation

suivante ooo

> >_>

| div(V) .dw = | Von.do
AR AE

soo OF dw représente 1'élément différentiel de AQ, do 1'élément différentiel
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de AZ et nla normale unitaire en un point de AL, orientée vers l'extérieur

de AQ.

+

Comme le flux du vecteur VY 4 travers les portions de ligne de courant AC

et BD est par définition nul, on a la relation suivante :

! > >> +>

(54) | | div(7) du = | Vinedo + | Petedo
[ AQ AB cD

D'aprés les propriétés des intégrales, on sait qu'il existe deux points

e et f situés sur %, et %, respectivement entre AB et CD tels que ...

>> > > >

Vonedo = ABV on = - €.l\V_|| AB
AB ee e

>_> > > >

| Venedo = CDWVegeng = €0|| Vell CD
cD

soe OU AB et CD désignent les longueurs des arcs AB et CD, e€ une constante

telle que ...

+1 si ®, > 7

e =

-1 si , < -

>

coe et us la valeur du vecteur VY en un point p.

Pour la m@éme raison, il existe un point g sur le domaine AM tel que l'on

lt) xs Bae

+ >

| div(V).dw = div(V_).AS
AR e

ooo OU AS désigne, au second membre de cette expression, la surface de

L'élément AQ.

Application au probléme inverse

Soit bp la ligne de courant passant par le point E milieu de AB et qui

coupe CD en un point F ; soit d'autre part G le milieu de l'are EF.

Posons ;
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bap = Wel AB
+

(55) ep = IV pl.co
|
|

| Q% = div(¥2)
ee ee

Comme par construction, 48,CD et AS sont des infiniments petits du

premier ordre, nous commettrons une erreur du second ordre en posant oo.

>>

[gi redo == Eads,

(56) ~~ >

56 | Vimedo =
cp cD

oe

| div(V) .dw = @geAS
AQ

eee CX EC = + 1 Si ¥, > op et - l si ° < Pre

En combinant les équations (54) et (56), on en déduit que l'on a

sensiblement :

Q@g = ~ Eeban + © Oey
it(57) 9 <=> + €4Q, ASep Sap

D' autre é épart, si on désigne par oD et grad, la conductivité et le

gradient de en un point P, on a les relations suivantes :

| lil = c, . parade
(58) <

| [ Wel = op » baraayel

En combinant les équations (55), (57) et (58) on a:

Cy + llerad®] . cD = Cy + ileradg | . AB +e . a, AS
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| |

rad @. |. lerad &,||.AB Q_ dS |

Cr = Che ; +E. - |

I grad@.||.CD grad. ||.cD |
| F

| c

(59) +1 si > Vp |
e=

avec. ad am Pp
i i

i | i

7 0, = div.) = [- a. Be a],

L |

eee OU CE représente une valeur approchée de Ce qui peut étre calculée

connaissant C, et la distribution (@,y) du potentiel.

METHODE NUMERIQUE PROPOSEE

Introduction

Si nous considérons l'équation (59), nous constatons que en fait nous ne

connaissons pas de facon explicite les quantités AB, CD et AS ainsi que

les coordonnées du point F ; il s’en suit que nous allons @étre obligés de

construire une approximation AQ” = (E,A*,C*,F”,D*,B”) du domaine

AQ = (E,A,C,F,D,B8) et ceci 4 partir de la seule connaissance du potentiel

P(x,y) et de ses dérivées partielles.

Discrétisation du domaine AM

Considérons un point E du domaine étudié. Nous nous proposons de construire

un domaine trapézoidal AQ* approchant le domaine AQ = (E,A,C,F,D,B).

Par des dérivations parctielles sur Pie yy au poiue 2, on peat oorcnst Acc
> >

vecteurs tangente Ty, et normale Ve unitaires au point E a l'équipotentielle

Pe passant par ce point (cf. fig. 9).
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Figure 9

Supposons que la longueur de l'arc ABetdel’arc EF soient égales 4h:

AB ah

(60)
EF =h

aue déctgnerone nar P* um voint auelconque du domaineDane an aut asst e
wee Gel stir, 2

élémentaire AQ” correspondant 4 un point P du domaine AM de départ.

Posons E = E*, on peut alors obtenir A", BY et F* de la fagon suivante

(cf, fig. 9) :

a) AY et B* sont situés de part et d’autre de E sur la tangente (A,) en E

A 1'équipotentielle Y,, et A une distance #/2 du point E.



147

b) F* est situé sur la droite (A,) normale en E 4 1'équipotentielle Yr

et a une distance @gale 4 h du point E.

Soient (A,) et (A,) les droites normales en A” et BY aux équipotentielles

passant par ces points ; on obtient alors c* et D* de la facon suivante :

a) C* est l'intersection de (A) avec la tangente (A,) en F* a 1'équipo-

tentielle passant par F*,

| b) D¥ est l'intersection de (Ap) avec la méme droite (A).
!

Calcul des coordonnées de AX, B”, F*

On se propose de trouver les coordonnées ...

= ye “pr

Yar Yar] Y pe

oo» des points AY, B* et F*, Soient Re et fie les vecteurs normale et

tangente unitaire au point E 4 l'équipotentielle ¥ passant par ce point ;:

rg 7 r 7

&, Up
> 1

"E - OP, 2 dP, 2
()0 + =) oP
ox ay E : 3p E| / VE |

ra, | [|
Gye Vp

> 1

“s * oP, 2 aY, 2 .
+ ayon’ E sy E | Se | Ue |
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ee. ce qui nous donne les relations cherchées ;:

f- 1 - 7Tae Zp > (h/2).V,

| Yar | YE + (h/2) Up |

4 5

Zp BE + (h/2) Vy

(61) =

Yas | YE - (A/2) Us |

Taos z=, + A. UE

Yer] [YE + A. Vp ]

Calcul des coordonnées de C* et D*

On se propose de trouver les coordonnées ...

--. des points C* et D*,

-

Soit d'une part Ty le vecteur tangente unitaire en F* a l'équipotentielle

—> —
Por passant par F* ; soient d'autre part Wye et Nae les vecteurs normales

unitaires en A et B’ aux équipotentielles?, et 9, passant par ces

points ;
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x. 7 .

- Bye] [-v,
1

Poe ae. Bs . =

vey’ (2) u
L on F" | L oF |

f ap, | l
SP? U ys

* ~ 1 2

ta * Py 2 ap, 2 "
¢ ) x? ) * oY

& A ~ * *ou oy " GPa | j Vas |

4 _ .

| Uy
> 1 -

m Co eae . ap‘Ox’ BY” “Oy” Bt a *xc y | (os | / Vp |

Soient (A,), (4), (4,) les droites passant respectivement par A‘, B*
A 2 > > +

et F* (cf. fig. 9) et de vecteurs directeurs Myx Nps, et The 3 ces

droites ont pour équations :

ne

id a ¥y- Uy
(A):
A U

a Ya

om Lox y Yow

(4) § 5 == re
BY BY

x foe y 7 Yye(A,) iP = F

- Vpe Ups

Nous sommes maintenant en mesure de calculer les coordonnées du point C*

intersection des droites (Ay) et (4,) 3 en ce point on a:

ror = ay Yr Y ps
Bo sows(A,) 3 (1)

A Ts Ty

tap Yor YesCc F* C F
(4,): ———-= (II)

Ve U ge
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De la premiére équation on tire :

U *

ina = tye + ote Gar ~ yar)“ct a ae Mee UK (iI1)

De la deuxiéme équation on tire :

Vee

To = op - Up ° Yor - Ypr) (IV)

en égalant les expressions (III) et (IV) on obtient :

U Vow
A’ F

ae + ve ° Yo« Ye) ¥p ” Ue ° Wor Yy*)

Uys Vos Uy Vie
A F A Fos (H+) Ge - ee) +H y, + ;Y¥cr (78 Upe ) F a Vee Yar Upe Yr

1 Das Vor<sa> ¥c = Ts v. e |e = x) + Ve e ¥yr* Ope a ¥pr (Vv)
Va * Ue
a F*

Pour obtenir Zee,» On porte l'expression (V) dans l'équation (I) et on

obtient ;:

Ups

Kor = oye + Te » Gg ~ uy? (VI)

Par un calcul analogue, on peut calculer les coordonnées Tye et Yow du

point D* intersection des droites (Ap) et (A,), si bien qu'en définitive,

on obtient :

1 Uys Vie

= a - * +-— + —— ,

“ (7 7] (se TRO Te Ut Te Ue
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GanGihGs ion

En se souvenant que l‘on a oe.

AB = A*B* = h

eos et en posant que l'on a sensiblement ...

lsrady, ||. Qgeh?
@ 0 _—— eee

* |lerado,.|) c*D* | erad Qa .c7D"

(63)

avec

Ge = [-432 + a], |
LL J

~ee» O8 la longueur C"D" est calculée 4 l'aide des relations (61) et (62)

RESULTATS NUMERIQUES

INTRODUCTION

Remarque

Tout ce que nous venons de dire suppose que l'on connaisse la répartition

du potentiel P(z,y) et de ses dérivées partielles d'ordre un et deux par

rapport 4 x et a y. En fait, la plupart du temps on ne dispose que d'me

carte des équipotentielles Y = C dans le domaine 2 et l'on devra alors
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une approximation S(e,y) de P(z,y) au sens des moindres carrés dans le

domaine 2 ; on procéde alors avec (x,y) comme il aurait été fait avec

1

t

|
| construire wm échantillonnage {z,} ={x, 54) afin de pouvoir construire
}

|

| »

9@,y) +

Mod@les mathématiques test (A) et (B)

| Afin de tester nos techniques numériques d'intégration, nous avons utili-

sé deux modéles mathématiques :

a) le premier modéle que nous désignerons par (A) correspond

strictement au modéle mathématique que nous avons construit

dans la partie A du présent exposé et correspondant aux rela-

tions (22) et (24).

b) le mod@le (A) tel qu'il a été construit ne permet pas de se

faire une idée de l'influence des discontinuités de C(z,y)

sur l’intégration numérique des conductivités le long des

lignes de courant ce qui nous a amenés 4 élaborer un modéle

(B). Ce deuxiéme mod@le a été construit numériquement de la

fagon suivante : nous avons repris le modéle (A) en introdui-

sant une discontinuité au niveau de la diagonale AD (cf. fig. 7)

de 2 en augmentant les conductivités ...

1,2

Cleyy) = Yue ez) + 8 v(z!,27)
yea’ (x) b' ty)

coo d'une quantité o sur le triangle ABD et en laissant telles qu'elles

les conductivités sur le triangle ACD, Nous avons ensuite calculé ume

dicseriburion anprochée S(e.y) du potentiel sur 2 4 l'aide de la méthode

des éléments finis pour des conditions aux limites identiques 4 celles

du modéle (A), puis nous avons approché G(x yy) au sens des moindres

carrés par un polyndme o"(e2,y) dans les mémes conditions expérimentales

qui nous avaient servi a construire le modéle (A).
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RESULTATS OBTENUS

Introduction

Nous avons effectué des essais de la premiére et de la deuxiéme méthode

sur les modéles (A) et (B) pour des valeurs de 4 et deo variables. Cela

représente un volume considérable de résultats numériques dont nous ne

donnons que quelques extraits correspondant au cas ot l'on a

hi, et 2,

o = 0.5

Les résultats sont présentés sous forme de tableaux ot la valeur initiale

de la conductivité Cy est repérée par un encadrement du type ...

0.1714

0.1756

0.1798

0.1841

eee @t ot le niveau de discontinuité pour le modéle (B) est marqué par

un symbole du type :

001714

0.1756

Sea

0.2798

0.2841

Résultats obtenus

Nous présentons quelques résultats obtenus dans les conditions que nous

venons de décrire sur les tableaux 5, 6 et 7.

D'une facon générale, on constate sur ces tableaux que pour un pas i

donné, la méthode 1 avec formule de Runge~Kutta et la deuxiéme méthode

sont supérieures 4 la méthode d'Euler tant en ce qui concerne le modéle

(A) que le modéle (B) ; d'autre part, la méthode d'Euler parait plus

sensible au choix de h que les deux autres techniques d’intégration.
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En ce qui concerne le modéle (B) on constate que l'intégration numérique

introduit un certain lissage de la discontinuité et il nous est impossible

de dire si ce lissage provient de la technique d'intégration du probléme

inverse oi bien de la méthode des éléments finis qui a servi 4 construire

le modéle,.
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{ODELE (A)

h=l h=2

a y oF iG x " c Gi

19, 39 16, 14 0, 2105 9, 2105 1, 99 16. 14 Oo, 2100 0, 2104

17, 99 16, 07 0, 19268 17, 99 16, 08 0, 1920 Oo, 1927

16, 00 16, 00 GO, 175€ 16, 00 16, 00 0. 1756 Oo, 1756

15, 3 15, 95 0. 1673 Oo, 1673 14, 00 TS. Sti! 0, 1591 O, 1592

13, 0C 15, 85 Oo, 1513 Oo. Sis 12, 00 15, 80 Oo. 1433 O, 1443

ll, 00 1S, 72 0, 1372 Oo, 1380 10, 00 15, 66 0, 1300 OQ. 323

9, 91 15, 53 0. 1266 0, 1283 8, 00 1S, 46 0, 1206 0, 1260

7, 03 1S, 26 QO, 1225 0, 1270 6, 00 15, 16 0, 1191 0, 1328

5, 08 14, 82 0, 1344 0, 1467 4, 10 14, 66 0, 1364 0, 1775

3, 246 14, 05 0, 1858 0, 2298 Ze (Be 13, 75 0, 1972 0, 3661

1, 81 12, 67 0, 3302 0, 4891 1, 13 he, D4 0, 3389 0. 9119

=

MODELE (B) g = 0,5

h=1 h=2

x y c c x y c* é

19, 95 16, 57 0, 2085 0, 2052 19, 94 16, 65 0, 2026 O, 2042

- 17, 96 16, 38 0, 1816 0, 1892 r7,, 35 16, 41 Qo, 1711 Oo, 1889

16, 00 16, 00 0, 1756 0, 1756 16, 00 16, 00 OF 1756 0, 1756

15, 02 15, 79 0, 1778 0, 1689 14, 04 15, 38 Oo, 1800 0, 1622

13, 06 15, 36 0, 1703 a, 15859 12, 09 USren ofS 0, 1608 0, 1497

ll, 16 14, 76 0, 1384 0, 1452 10, 20 14, 48 0. 1324 0, 1402

9, 29 14, 04 0, 1698 0, 1371 8, 34 Shen “7S, 0, 1822 0, 1337

7 35 13, $7 0, 3512 9, 6315 § 37 La, BS 0, 3639 0, 6328

5, 36 13, 38 0, 5349 Q, 6406 4, 38 13, 18 Oo, 4060 a, 6608

Sy 513) 12, 59 0, 4329 0, 6953 2, 64 12, 18 0, 3623 0. 7751

2, 0% il, 27 0, 6644 0, 8729 1, 33 10, 68 U, 2000 i, 156i

TABLEAU 5

Résultats obtenus par la premiare méthode en utilisant une formule d'Euler,

Cat C*représentent respectivement la conductivité exacte et la conductivité

calculée le long de la ligne de courant passant par le point de coorden-

née x= l6 et Y= 16,
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MODELE (A)

h=1 a=2

z u co | c 2 | y ce c
4

19, 99} 16, 13 | 0, 2108, 9, 2106 19, 99 16, 13 |] 0, 2108] 0, 2106

1

17, 99 | 16, 07 Oo. 192i7" f G, 1928 17, 39 16. 07 0, 1927 Oo, 1928

16, 00 16, 00 0, 1756 16, 00 16, 00 0, 1756

15, 00 15, 95 | 0, 1674} 0, 1673 14, 00 15, 90 | 0, 1594 | 0, 1593

13, 00 | 15, 84 | 0, 1517.9, 1517 12, 00.) 15, 78 | 0, 1446 | 0, 1445
| \

li, 00 15, 70 | 0, 1382! O, 1381 10, 00 15, 6. a. T3z8 | 0, 1326

3, 01 15, 50 0, 1287] 0, 1285 8, 02 15, 36 | 0, 1265 | 0, 1263

7, 04 15, 19 | 0, 1273] 0, 1271 6, 06 14, 98 | 0, 1331] 0, 1326

8, 10 14, 70 QO, 1470 O, 1460 4, 18 14, 32 0, 1743 QO, 1725

3, 32 13, 81 0, 2247; O, 2210 Zi oO Ti. 95 Oo, 3124 | 0, 3020
i

2, 57 | 13, 15 [ 0, 3130] 0, 3023 1, 52 11, 46 | 0, 6353 | 6, 5757

i 4 i

MODELE (B) og 20,5

h=l h=e2

|
x v c* C x u c= é

19, 99 16, 50 0, 2122) 0, 2060 19, 96 16, 50 | 0, 2124 | ©, 2060

17, 96 16, 34 [ 0, 1920] 0, 1897 17, 96 16, 34 | 0, 1920] 0, 1697

16, 00 16, 00 |{0, 1756]] 0, 1756 16, 00 16, 00 |f0, 1756]/ 0, 1756

15, 02 15, 79 | 0, 1790 / 0, 1689 14, O08 15, 57 | 0, 1760 | 0, 1623

13, 07 15, 33 Q, 1611 oO. 1562 12, 12 15, 03 oO. 1448 0, 1507

11, 18 / 14, 68 | 0, 1402 0, 1459 10, 24 14, 33 [ 0, 1571] 0, 1415

9, 30 | 14, 00 | 0, 2109) 0, 1374 8, 33 | 13, 76 | 0, 3298] 9, 1336

7, 34 | 13, 63 | 0, 5348 |) 0, 6313 6, 34 | 13, 55 | 0, 6982] 0, 6326

13, 35 0, 6690 6406 4, 45 12, 95 0, 5796 0, 6581

| 0 | 12, 42 | o, 6301 6304 2, 83 | 11, 79 | 0, 7913] 0, 7469

2, 15 11, 05 | 0, 9965) 0, 8413 1, 56 10, 25 | 1, 1355 1, 0071

J

TABLEAU 6

Résultats obtenus par la premiére méthode en utilisant une formule de Runge-Kutta

d'ordre 4, C et C” représentent respectivement 1a conductivité exacte et la con-

( ductivité calculée le long de la ligne de courant passant par le point de coordon-

ce ee a 5 :

(eee a ET



MODELE (A)

h 1 A 2

* *
a y c e a u Cc C

19, 99 | 16, 14 | 0, 2107] 0, 2105 19, 99 | 16, 14 | 0, 2105] 0, 2104

17, 99 | 16, 07 | 0, 1926 | 0, 1928 17, 99 | 16, 08 | 0, 1925 | 0, 1927

16, 00 | 16, 00 | fo. 1756] 0, 1756 16, 00 | 16, 00 |f0, 17561| 0, 1756

1s, 00 | 15, 95 | 0, 1674 | 0, 1673 14, 00 | 15, 91 | 0, 1592 | O, 1592

13, 00 | 15, 85 | 0, 1516 | 0, 1516 12, 00 | 15, so | o, 1442 | 9, 1443

11, 00 | 15, 72 | 0, 1380 | ©, 1380 10, oo | 15, 66 | 0, 1322 | 6, i323

9, 01 | 15, 53 | 0, 1283 | Oo, 1283 8, 02 | 15, 4s | 0, 1253 | 0, 1260

7, 03 | 15, 26 | o, 1264 ] 0, 1270 6, 04 | 15, 16 | 0, 1305 | O, 1328

5, 08 | 14, 82 | O, 1444 | Of 1467 wu. 10 | 14, 66 | 0, 1636 | 0, 1775

3, 24 | 14, 05 | O, 2116] 0, 2298 2, 32 | 13, 75 | 0, 2467 | 0, 3611

1, 31 | 12, 67 | o, 4i44 | 0, 4891 1, 13 | 12, 14 | 0, 5837 | 0, 3119

MODELE (8) = 0,5

nA I h é

% y c* Cc z y c* C

19, 95 | 16, 57 | 0, 2078 | 0, 2052 19, 94 | 16, 15 | 0, 2042 | 0, 2042

17, 96 | 16, 38 | 0, 1891 | 0, 1892 17, 95 | 16, 41 | 0, 1870 | 0, 1889

16, 00 | 16, 00 | fo, 1756] | 0, 1756 16, 00 | 16, 90 |fO, 1756] | 0, 1756

15. 02 | 15, 79 | 0, 1787 | 0, 1689 14, 04 | 15, 58 | 0, 1769 | 0, 1622

13, 06 | 15, 36 | 0, 1634 | 0, 1559 12, 09 | 15, 13 | 0, 1478 | o, 1497

11. 36 | 14, 74 | 0, 1394 | 0, 1452 10, 20 | 145, 48 |o, 1498 | 0, 1402

9, 28 | 14, 04 | 0, 2009 | 0, 1371 8, 34 | 13, 75 | 0, 2861 | 0, 1337

7, 35 | 13, 57] 0, so52 | 0, 6315 6, 37 | 13. 39 | 0, 6825 | 0, 6328

5. 36 | 13. 38 | 0. 6639 | 0. 6406 4. 38 | 13. 18 | 0. 5348 | 0, 6608

3, 53 | 12. 59 | 0, 6035 | 0, 6953 2, 64 | 12, 18 | 0, 7095 | 0, 7751

2, 046 | 11, 27] 0, 9718 | 0, 8723 1, 33 | 10, 68 |1, 1917 |] 1, 1561

TABLEAU 7

Résultats obtenus par la deuxiéme méthode. C et c* représentent respectivement la

conductivité axacte et la conductivité caleulée le

par le point de coordonnée

etibtieerete

r=
a 16 et y= 16,

lone de la ligne de courant passant
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ETUDE INTRINSEQUE DU PROBLEME INVERSE

ISOTROPE BIDIMENSIONNEL

PRESENTATION DU PROBLEME

INTRODUCTION

L'expérience montre qu'il n'est pas indifférent, pour résoudre um pro-

bléme ot interviennent des variables d'espace, de choisir tel ou tel

systéme de coordonnées. Ainsi, il est beaucoup plus facile d'étudier un

probléme 4 symétrie axiale en se repérant par rapport 4 un systéme de

coordonnées curvilignes semi-polaires, plutdt que par rapport 4 un repére

cartésien car les équations écrites v sont généralement plus simples.

Guidés par cette idée, nous allons essayer dans le cas du probléme qui

nous préoccupe, de trouver un systéme de coordonnées curvilignes

Bs") approprié ;:

CHOIX D'UN SYSTEME DE COORDONNEES CURVILIGNES

Introduction

>

Rappelons que le champ de vecteur V que nous étudions est défini par oo.

y «eV
a

yi 2 - chao
(64) | ;

| cll = gtic

ooo CC obéit 4 l*équation de continuité ;

i. 2
(65) | div) = - 4. eae Q

L
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Remarquons alors que du fait que le tenseur C(z,y) de composantes contra-

variantes ci est {sotrope, il s'en suit que les équipotentielles

P= Cc et les lignes de courant W = C" forment un réseau de courbes ortho-

gonales.

Dans ce qui suit, nous adopterons pour systéme de coordonnées curvilignes,

le systéme constitué par les lignes de courant (y+) et les équipotentielles

(?) $ ce systéme étant orthogonal, il s'en suit que les calculs seront

singuliérement simplifiés,

Repére naturel en un point M

»

Les vecteurs de base covariants {e,} du repére naturel associé aux

coordonnées {y+} en un point M sont définis par les relations classiques
suivantes ...

> >

e;* a, OM

> >

3 30M _ 30M 381

|

|
| y

|
\

(66) “~ FE —
as, by

=
> >

+ _ 30M 90M 382

2° 22 ll
ay as, oy?

soo OU S(respectivement s,) représente la longueur algébrique d‘'um arc

de courbe pris sur y! (respectivement y?) et orienté dans le sens des
>

y) (respectivement y*) croissants. Il s'en suit que les vecteurs é, sont

alors tangents en M aux courbes ye comme l'indique la figure 10,

Figure 10
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Par ailleurs, on a toujours la relation ...

>

30M

as
al Ves

see Si bien que l'on peut écrire :

1s[2,| =e, = [24{ -
(67) ay? ay?

3) =e, = (282/ - 382

leal =e, av?] ay?
|

Tenseurs métriques fondamentaux au point

a) Tenseur_métrigue covariant {944}

{9,5} = {e,.e,} =
2 ‘6 te, 97}

|

|

y, | Gor 8
{g-} = 1 |

0 1

dS = Woody’ dy?
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Graduation sur la ligne de courant y!

Considérons la figure 11 ; nous dirons qu'um point courant Mi aune

abscisse curviligne constante y! = v3 s'il se déplace sur 1'équipo-

tentielle P(y',y*,t) = yt.

Graduations sur 1’équipotentielle y?

Considérons comme l'indique la figure 12 une ligne de courant et we

équipotentielle de référence d'équations :

ra =f
8) | oy?

| PY syst) = 5
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par définition, nous dironsSoit un point M, de coordonnée (yor¥e)

que ye représente le flux du vecteur % & travers le segment Cy de

l'équipotentielle de référence % compris entre la ligne de courant Yo

et la ligne de courant passant par M, et d'équation vayy',y?,t) = Bot Yes

On a donc coe

eco ou O’ et Me sont respectivement les intersections de la ligne de

courant de référence v et de la ligne de courant vo + us passant par

M_ avec l'équipotentielle de référence we etn le vecteur unitaire nore
°

mal 4 la courbe coordonnée y* orienté dans le sens contraire 4 y'.
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ETUDE DU PROBLEME INVERSE DANS LE REPERE (ey sy°)

INTRODUCTION

On montre en calcul tensoriel que l'on peut exprimer la divergence d'un

vecteur 4 l'aide de la formule suivante ...

[~

(70) | div) «=. 3 We «vy
vg

i

so. OU les quantités yi sont les composantes contvavariantes du vecteur
= _2 i a 5 =
v= ere vy? : dans le cas du probléme qui nous intéresse, nous avons

d'aprés les relations (64) :

(71) pe-c, gi, a

Mais comme par construction, ltabscisse y! d'un point courant My est égale

au potentiel — en ce point, on @ se.

ayp = dyy> = 1
(72) ;

a,0 = ay’ = 0

soe Si bien que l'on peut écrire se.

gi! si tel

Ys(73) ga,
0 si ia 2

we car JJ © Osi i est différent de j.

En portant les relations (71) et (73) dans 1'équation (70), il vient :

div) =» =4 . a, (c.¥g.g")
YG

> el Ge
<> (74) | div(V) ===. 3, .——

vg *,
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En portant cette derniére expression dans l'équation de continuité (65),

@

=.3,(02 = Q
g ey

on obtient :

<em> | (2. =) = -Q. 4
(75) ;

| avee @ 2 -A # + B

FORME DEVELOPPEE DE L'EQUATION (75)

Développons le premier membre de l'équation (75) ; on obtient :

e e(76) <A 130+, a(S) - -Q.¥G
1

On démontre par ailleurs en calcul tensoriel que le laplacien d'une

fonction ~ s'exprime sous la forme suivante :

ag= ee a, (ve ga)
VG j

Dans le cas présent, comme gi =O si i#fj, ona;

ao= ee. 3, (ge g1* 3,9)
Vg

Comme enfin, d'aprés les relations (72), 9,9 = let a? = 0, on peut

écrire :

Agee. 2, (git)
Sq

ee
mais 7g. g*' = (@,.€,). ze gi bien que l'on trouve :

(e,)? &

1 €2(77) AQs——., 3 (3)
vo '\@,
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oeRemarquons enfin que l'on a

[ (ey?<a> (78) » fee. 2a
| ew

En portant les résultats (77) et (78) dans l'équation (76), on obtient :

4 13.0 + Civg AP = = Qevg
(e,)?

oe
4 e,)?multiplions les deux membres de cette équation par fe" on a

Yq

<a> (79) rr = (e,)?. - CAP ~ q|

3,¢ = 3c. = 2c a 38,
ay! as, oy!

mais

e = 2
| 1 aut ap | gradd|

En définitive, on a:

3c 1 ay(80) | — = [-cavra, Bol
| 38 | lead ¢ | ot

FORME INTEGRALE DE L'EQUATION (75)

Introduction

Intégrons l'équation (75) le long d'une ligne de courant y* = y entre

yis % et y' =) 3 on a alors oo.

9 ° 9

| a,(¢ . #) dy! == | duh”
%o : ° ”

<em> fe ° a ~ fe 2 a | Qo gody!
‘Moy : Row Po
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eee OU l'expression {flpyreprésente la valeur de la fonction f prise au

point d'abscisse y' = ¢ sur la ligne de courant yp.

Forme intégrale

En conclusion, nous dirons que dans le systéme de coordonnées curvilignes

choisies, la conductivité C est reliée aux propriétés des équipotentielles

et des lignes de courant par la relation fondamentale suivante :

en

ae Fem Heh
p

QeVg dy" fe,
% SY

1 1

* a9 — | gradgl

| ©wvI(Py) = |
a

(81)

FORME EXPLICITE DE L'EQUATION (81) POUR UN FILET DE COURANT

Filet de courant : définition

Soit Ve une ligne de courant passant par un point EF et d'équation :

VY ,y*,t) = Vp

On appelle filet de courant {,} passant par le point #, le tube de

courant (cf. fig. 13) limité par deux lignes de courant infiniment

voisines et d'équation :

vy yy? t) = VE + t.dy

vy’ ,y*,t) * VE = =.dy
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Soit F un point distinct de FE situé sur la ligne de courant Veo et

sofent Fe et *, les €quipotentielles passant par E et F et d'équations ;

PCy sy*,t) = OF,

Py! ,y?, t) = ve

Sofent AB et CD les morceaux d'équipotentielles %, et ve de longueur

‘AB et CD compris entre les lignes de courant ve += dh et vp ~> dy

comme 1'indique la figure 13,

Il s'en suit que les longueurs AB et CD devront @tre des infiniments

petits du premier ordre, c'est pourquoi dans ce qui suit nous poserons ;

; AB = |de ol,
I cD = |ds,|,,

Forme explicite de l'équation (81)

“N co to Ne

Désignons par Cure eM, e, mTM, We les quantités C, @,, @,, J et 9 calculées

en un point M quelconque de la ligne de courant Ve 3 les relations (81)
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E

e

Chee
e

1

oF

2 F
Che mpral

é
1

<=> CE

<u> Cy

<> Cy

c

<=> (83) o
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Par ailleurs, on a par définition :

mais ; (84)

38 5

F E F
IT =I + vp

<=>

t Pp
7,7 | Q.vg edy?

PE

oF ef E
2 2 F

op Cpe po dg el

@, e,

ef a
2 2 F

o-F° Cg Et Ee
ee em

eo a ee
2 1 1 F

"Cpempe pte YE
bs) e2 e,

ee ee er

1 2 F 1

“Cpe mE R TIE
e, 8% e,

aye
. \382ZE

as F

2 2
= oY ds oy ds2

as, * a, * ds, ° ds,

= 0

dy?

ds

En remarquant que par définition, on a oo.

(dy?)p = (dy7)_ = dy
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«es 11 vient alors en tenant compte des relations (82) et du fait que

Pe, et , sont orientées dans le méme sens :

ro

! E

(85) =. SAE . 2“F ds, )E AB

LL “2

Comme d'autre part on a sees

wed

Jeradg,|

eee 11 vient en regroupant les équations (83) et (84) :

| —_—_—-

| erady, || AB
C. = C 7 +

POE" fetad9,| cp
(86)

| F ®
e F

avec a =- 7 ‘ | Qe¥ Gedy}
ey Pp

Cette €quation (86) représente la forme explicitée de l'équation (81)

pour le filet de courant ABCD (cf. fig. 13) ot AB et CD sont suppo=

sés @tre des infiniment petits du premier ordre,

Calcul de K lorsque \ - Py est un infiniment petit du premier ordre

Soit G le milieu de l'arc EF (cf, fig. 13) ®, -% étant un infi-e

niment petit du premier ordre, on peut écrire :

(dyg ee. (R= %&)

(87)

(dy*)_ = (dy*)_ = (dy*), = db
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+ 1 si Pe > Pr

avec € =

- 1 si Ps < P,

Par ailleurs, on a

Fo

| erad |
(88)

F _ (ds2)F . CD

(dy*)r (dy*)
@

G

On peut alors écrire ...

(dy*) 6

—_———+

lerad¥y, | .cD
(89) Kee ~ QD G(R =H) + Bldy!DE

oes OU E(dy')o est un infiniment petit du second ordre en (dy Jas D' autre

part, l'élément de surface dS au point G s'écrit :

= 1 2
(dS), (V9) ge (dy derby de

Compte tenu de (87), cette derniére expression s'écrit encore :

2(90) (dS) ¢ Bes (¥g) ge Yy - Pp) » (dy de

En combinant les relations (89) et (90), on obtient en négligeant les

infiniment petits du second ordre ...

F Qe (dS),

Kp B- (32.

| grad] cD

(91) —

+ 1 si Pe > Pp

avec € =

| si Pp < Pe

eos OU (dS), représente l'aire du trapéze curviligne ABCD,
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CONSEQUENCES

COMPARAISON DES DEUX METHODES DE RESOLUTION DU PROBLEME INVERSE

Identité des formules (47) et (80)

Comme on peut le constater facilement, la formule fondamentale (47;

obtenue pour la premiére méthode de résolution du probléme inverse

est strictement identique 4 la formule (80) obtenue au cours de 1'étu-

je intrinséque du probléme inverse, 3 condition toutefois que dans le

premier cas on se déplace sur une Ligne de courant,

.dentité des formules (59) et 86)

Lorsque AB, CD et EF sont des infiniment petits du premier ordre,

Ke peut s'exprimer 4 l'aide de la relation (91) et on constate alors

que la relation (86) prend strictement la méme forme que la formule

fondamentale (59) obtenue pour la deuxiéme méthode de résolution du

probléme inverse,

Conséquence

En conséquence, et en se référant 4 1'étude intrinséque, nous voyons

qu'il existe un lien étroit entre les deux méthodes présentées pour la

résolution du probléme inverse, 4 savoir que la seconde n'est qu'une

forme intégrale de la premiére,

ETUDE DE L'ERREUR 6C/C

Introduction

Nous nous proposons dans ce qui va suivre de déterminer l'erreur relative

6C/C qui s'introduit dans l'étude du probléme inverse, Pour fixer les
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idées, supposons que l'on connaisse dans le domaine d'étude um point

44 de conductivité CS et que l'on se propose de calculer les conduc-

tivités C(s) en tout point d'abscisse curviligne es sur la ligne de

courant Yo passant par le point Moe

Dans ce cas, les sources d'erreur sont de trois natures différentes :

Erreur initiale

Supposons que la valeur initiale Cy soit connue avec une erreur rela~

tive 60, /¢, ; cette erreur initiale va engendrer une erreur relative

6C(s)/C(s) tout le long de la ligne bye

Si on se référe 4 la formule (86), on voit qu'une erreur SC. sur Cy

engendre une erreur 6c, sur Cp (cf, fig. 13), telle que :

[aaa | AB
Ci + 6CL, = (C, + 8CR) ,

. F E 2 | gradp,,|| CD

| aradd, | .4B
or Ch = Che ; +

| gradg,| cD

=> il s'en suit que l'on a:

| grady, | .4B
6c, = 6C o

| gradip,|| cD

6¢. 6c
EF OVE . eae F

<=> t oe si on néglige K

On en déduit que pour le probléme qui nous intéresse, on a conservation

de l'erreur relative 6c /e, tout le long de la ligne de courant y, :

(92)
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Erreur d'intégration

Supposons que l'on ait commis une erreur 6)(z,y) dans 1'approximation

du potentiel (x,y) ; cette erreur induit une erreur 6C/C en tout point

du domaine d'étude,

——-

En remarquant que ¢, = 1/|lgradpl, et que y' =, l'équation (79) peut

s'écrire se.

aC ~~ CAP - 2

3? leradyl’

eee SOit, en passant aux incertitudes woe

Ce . [- CAP - ¢] dy
lgrad |?

eee d'ou l'on tire :

6c 1 Q(93) St .|-av-8] . og
© ered? e

Erreur systématique

Cette derniére erreur est l'erreur introduite par la méthode numérique

de résolution du probléme inverse, c'est aussi la plus difficile 4

étudier, tout au plus peut-on dire qu'elle est directement liée aux pas

d'intégration A,

Conséquences pratiques

Nous voyons que l'erreur initiale n'est pas catastrophique en elle-méme,

en ce sens que l'erreur relative sur C reste constante tout le long d'une

ligne de courant. Par contre, l'erreur d'intégration nous semble plus

dangereuse car nous voyons que l'erreur relative sur C est directement

liée & l'erreur absolue sur ) ce qui peut @tre trés génant pour peu que
———+ ,,

grad 9| soit suffisamment petit.
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ETUDE DU POTENTIEL ¢

Bien souvent le potentiel n'est connu qu'en un certain nombre de points

expérimentaux (x 4B) & partir desquels on interpole une carte 0(z,y).

La formule (93) nous suggére alors qu'il peut étre intéressant d'avoir

localement une information d'autant plus dense sur ~(z,y) que la valeur

absolue de la fonction ws.

1 Q
Yy) =a. [- AP - &Ydeyy Jared of? [ 3]

vas est élevée, ceci afin de minimiser les risques d'erreur d'intégration,

A titre d'exemple, nous donnons sur les figures (14) et (15), les cartes

des fonctions ~(x,y) et Y(z,y) approchées au sens des moindres carrés

pour le modéle (B) ; on constate en particulier que |y(z,y)| présente un

maximum au niveau de la ligne de discontinuité AD, c'est-a-dire préci-

sément a l'endroit ot les méthodes numériques donnent les moins bons

résultats.
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Carte des potentielsFigure 14 ~
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Figure 18 - Carte de la fonction C(x,y) correspondant
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CONCLUSION

Nous ne prétendons pas avoir fait une étude exhaustive des problémes

différentiels rencontrés dans la loi de la diffusion et nous avons en

particulier cité la méthode des différences finies qui est trés utili-

sée dans-la résolution du probléme direct,

En ce qui nous concerne, nous avons, en dehors des techniques présen-

tées, tenté d'utiliser des méthodes variationnelles du type moindres

carrés (encore appelées méthode de collocation généralisée) que nous

avons testées aussi bien sur le probléme direct que sur le probléme

inverse ; si les résultats obtenus pour le probléme direct se sont

avérés excellents, il n'en a pas été de méme en ce qui concerne le pro-

bléme inverse pour lequel les résultats nous ont paru trés inférieurs

a ceux obtenus par intégration le long des lignes de courant.

Nous conclurons donc en disant que la méthode des 4léments finis et la

méthode des caractéristiques ne sont peut~étre pas les seules techniques

d'étude numérique de la loi de la diffusion, mais elles sont sans doute

parmi les plus stables et les plus simples d'emploi, ce qui est probable-

ment le plus important aux yeux des Physiciens susceptibles d'employer

ces techniques,
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