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ETUDE ALGEBRIQUE FT PELATIONMELLE DES TYPES

ABSTRAITS ET DE LEURS REPRESENTATIONS.

RESUME :

Les résultats essentiels de cette thése concernent la représentation
des types abstreits par des modéles alpébriques : en effet, on construit un
modéle de type abstrait ou algébre de type (1'algébre mére) dont les objets
sont aussi des algébres, dites filles, et dont les opérations portent sur ces
algébres. Aprés avoir décrit une famille d’algébres filles susceptibles de
représenter le type abstrait, arbres binaires, le théoréme de la représentation
algébrique des arbres binaires affirme qu'il s'agit bien d'un modéle. Le
théoréme de la représentstion canonique montre que,si un type abstrait est
"correctement spécifié”, un tel modéle existe toujours, la preuve est faite,
g0 construisent explicitement ce mod&le. En général, les maddles ne sont pas
isomorphes ; de fait, différentes représentations sant prososées pour les
ensembles et pour les graphes. La proposition de compl&ts djiscrimination

caractérise les types abstraits dont les modéles sont isomarphes.

D'autre part, dans cette thése, le probléme de 1'indéterminisme est

_abordé & deux niveaux :

- au niveau des opérations du type abstrait, les théorémes de
C-stabilité et du IP-stabilité donnent des conditions sur les
équations pour que le type abstrait soit consistant quand on admet

des opérations indéterministes.

au niveau des représentations le théoréme de la ruprésentation rela-

tionnelle des listes est le symétrique du théorém: de la représentation
¥

algébrique des arbres binaires, quand on admet qu: les opérations

des algébres filles soient des relations.




ALGEBRAIC AND RELATIONNAL STUDY OF

ABSTRACT DATA TYPES AND THEIR REPRESENTATIONS

ABSTRACT

The main results of this thesis concern the representation of absl
data types by algebraic models : in fact, a model of abstract data type:
a type algebra(the mother algebral} is constructed. The objscts of the ty
algebra are also algebras(daughter algebras) and its operations work on |
algebras. After a family of daughter algebras are described to represent
abstract data types, binary trees, the algebraic representation of binan
trees theorem saids that it is a model. The canonical representation the
proofs that such & model allways exists if the abstract data type is "co
specified”. The proof is performed by constructing this model. Generally
the madels are not isomorphic. As a matter of fact, several representati
are proposed for the sets and the graphs. The complete discrimination pn

sition characterizes the abstract dats types, the models of which are is
On the other hand, the indeterminism problem is approached on two

- at the level of the operations of an abstract data type, the
C-stabillty theorsm and the P-stability one give conditions abo,
the equations that the abstrect Jate type may be consistent, wh

indeterministic operations exist.

- at the level of the representations, the relalionnal representa
of lists theorem is the symmetrical one of the algebraic repres
of binary trees theorem when the operations of the daughter a1§

are relations.

In conclusion the problem of the proof in algebraic systems start
the relationnal algebras has besn siudied and some experimental results

proposed.

INTRODUCTION

L'activité de programmation se décompose en deux étapes majeures,
la premiére consiste & passer d'un énoncé de problémes & un algorithme,
la seconde & passer d'un algonithie sur des obfets abstraits & un  programme
sut des données, pour aboutir & une exécution sur une méchine. Dans cette
thése nous ne parlerons que de la seconde étape. Dans le sens que 1'on
donne ici, un algonitime est une description des opérations que doivent

subir les entrées du probléme pour aboutir aux sorties, ou résultats.

L'algorithme porte sur des objets abstwaits proches du langage
mathématique. Si 1'on dispose de bons outils (cf. figure 1 et 2) 1'algo-
rithme ainsi que la description des objets abstraits, ne font pas référence

3 une exécution ou & un déroulement de calcul ;
on peut employer & leur propes le gualificatif de statique.

On peut, par exemple, utiliser pour exprimer des algorithmes,
des langages applicatifs permettant de définir des fonctions récursives,
{BAC 78] , ou des langages iteratifs “a affectation unique" définissant
des suites (LUCID [ASH 77] , MEDEE [BEL 78]). Pour les objets abstraits,
une description du méme ordre est possible ; par exemple, une spécification
algébrique permet de décrire les fypes abstracts uniguenent par des rela-

tions entre des epérations portant sur eux.

Un programne est au contraire une description de caleuls, exécutables
par une machine ; aussi Yes donndes qu'il traitg doivent-elles étre manipu-
lables par la machine. Les actions qui composent le calcul sont des modi-
fications de 1'état mémoire.

Si plusieurs méthodes ont été proposées pour le passage d'un algo-
rithme & un programne [ARS 761,[BUR 761 ,[PAI 791 ,[BAJ 79] , le passage
d'un type abstrait a une stiucture de donndes a eté jusqu'd présent moins
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bien résolu. Les problémes qui se posent peuvent &tre classés en trois
catégories : probléme de la représentation, probléme de 1'affectation,

probléme du partage de données.

Le prebeime de (a weprdsentat{on peut étre imagé de la fagon suivante :
"un objet du type abstrait est une boite noire munie de boutons : pour
obtenir une valeur externe, on appuie sur le bouton ¢pproprié, certaines
opérations permettent de combiner ces boites. L'utilisateur ne peut ni ne
veut savoir ce qu'il y a @ 1'intérieur de ces boites, mais seulement, comment
elles réagissent aux sollicitations extérieures.

Type alphabet

fonc t connal (¢

[0, at, ‘b, ety YA () —  Alphabet
EG :(Alphabet , Alphabet)— Bool ;
E Alph :(Alphabet) - Bool

ax {omat{que

EG ('("y ')') = VRAL, ..

EG ("(', ' ')} = FAUX, ....

E Alph (a) = EG (a, 'a') ou €G (a, 'b') ou EG (3, 'c')

Type Pile [ Alphabet)

fonet connal  té

PILE VIDE : () - Pile ;

EMPIL : (Pile , Alphabet) - Pile ;
DEPIL : (Pile)= File ;

SOMMET : (Pile) » Alphabet U {INDEF}
PVIDE :(Pile) - Bool . ’

axiomatigue

DEPIL (PILEVIDE) = PILEVIDE ; SOMMET (PILEVIDE) = INDEF ;
DEPIL EMPIL (p, a)} = p 3 SOMMET (EMPIL (p.,a)) = a 3
PVIDE(PILEVIDE) = VRAI
PVIDE (EMPIL (P, a)) = FAUX

’

_____ Une spécification algébrique d'un type abstrait.
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Représenter un type abstrait c'est "donner une description possible de la
constitution interne des boites". On peut envisager de construire plus ou
moins automatiquement cette représentation.

Le probleme de £'affectation intervient das qu'on veut exécuter une
suite de calculs et faire varier des valeurs. L'utilisation d'un type
abstrait dans un algorithme admet que T'on dispose & tout instant de tous
les objets du type, au moins potentiellement ; cela est tout & fait possi-
ble dans des cas trés particuliers , par exemple, dans un calculateur, les
entiers peuvent &tre notés de fagon simple et sont accessibles & tout
moment. Mais dans le cas de types constuits comme les piles, il ne peut en
étre question

@ un instant donné, on ne dispose que d'un nombre restreint
d'objets accessibles via des identificateurs et ainsi effectivement présent:
en mémoire ; ces jdentificateurs peuvent d'ailleurs se partager des objets
Dans 1'algorithme de 1a figure 1, par exemple, un identificateur est
associé a une suite de piles obtenues par des empilements et dépilements
successifs ; dans un programme, il désignera, & un instant donné, la der-
niére pile de 1a suite ainsi i1 est inutile de pouvoir accéder a toutes

Tes piles. Les questions qui se posent sont alors : comment représenter

Tes piles pour que 1'opération d'empilement soit la plus simple possible ?
Dans lg mesure ol seule la derniére pile calculée reste intéressante, on
peut 1'obtenir par modification de la pile précédente. Une autre question
alors se pose : comment minimiser ces modifications ? Cette derniére
question conduit & 1'idée de modification in situ de 1'objet, autrement dit,
on fait sur 1'objet le minimum d'opérations sans le “déplacer". En résumé,
on doit chercher a minimiser les duplications d'objets dans le temps.

Le problome du partage des données intervient dés qu'on veut utiliser
au mieux la place en mémoire, en faisant en sorte gque deux objets diffé-
rents aient accés & des sous-objets communs qui n'ont pas besoin d'étre
dupliqués. La, i1 s'agit de minimiser la duplication dans 1'espace.

La réponse & ces trois problémes suppose que 1'on connaisse bien la
représentation des objets et que 1'on en posséde une bonne modélisation

mathématique,ainsi les raisonnements seront trés rigoureux et on pourra
méme envisager de les automatiser.
Il semble que beaucoup d'aspects découlent d'une bonie approche du concept

de représentation. C'est ce & quoi je vais m'attache- en essayant d'en tirer
certaines conséquences en ce qui concerne les deux autres problémes posés.

Dans cette thése, deux études sont proposées :
une étude algébrique qui formalise le concept d'ensemble muni d'opérations
et une étude relationnelle qui axiomatise les relations dans le but de
décrire les objets. Une troisiéme approche existe, elle est fondée sur
le calcul des prédicats du premier ordre ; on la trouvera exposée dans
Ta thése de REMY [REM 74] , ou les articles de PAIR PAI 74] ou FINANCE

[FIN 761 .

L'ACTIVITE DU PROGRAMMEUR AUX PRISES AVEC LES REPRESENTATIONS

En résumé la démarche qui consiste @ représenter des types abstraits
par les objets informatiques disponibles dans un langage de programmation
passe par une étape qui est la représentation en termes d'objets mathémati-
ques ; ce sont ces objets qui sont décrits ensuite par les outils informati-
gues. En fin de compte, ces trois entités forment les sommets du triangle
dessiné dans la figure 3. Qand on a trouvé la fonction décrite par le cité
pointillé (c) , on a résolu le probléme de la représentation : comme on

connait b, le probléme central est a

Type abstrait

Objets mathématiques ———————— Objets informatiques

: Les démarches de Ta représentation.




Les objets mathématiques, dits de représentation, peuvent étre consi-
dérés d'une autre maniére ; ce sont les premiers objets que le programmeur
envisage et sur lesquels il exerce son intuition. Une fois qu'a 1'arde de
ces objets, i1 a dégagé les relations entre les opérations, il en déduit
si toutefois i1 ﬁe Te connait pas déja, le type abstrait avec lequel i1 va
écrire 1'alaorithme. Eventuellement, i1 ajoute de nouvelles opérations &
ce type abstrait. I1 se peut que lors de 1'utilisation du type abstrait
dans des algorithmes telle opération apparaisse plus souvent que telle autre

et demande & étre implantée plus efficacement, cela peut amener le program-
meur & rééxaminer Tes objets mathématiques sur Tesquels il exerce son intui-

tion et son raisonnement, cela peut le conduire & envisager une autre famille
de représentations qui améliorera les implantations. (Voir par exemple [FRA 78}
i

LES OBJECTIFS DE CETTE THESE

Les résultats essentiels de cette thése concernent donc la représenta-
tion des types abstraits par des modéles algébriques : en effet, on cons-
truit un modéle de type abstrait ou algébre de type (1'algébre mére) dont
Tes objets sont aussi des algébres, dites filles, et dont les opérations
portent sur ces algébres. Aprés avoir décrit une famille d'algébres filles
susceptibles de représenter le type abstrait, arbres binaires, le théoréme
de la représentation algébrique des arbres binaires affirme qu'il s'agit
bien d'un modéle. Le théoréme de la représentation canonique montre que,
si un type abstrait est “correctement spécifié", un tel modéle existe tou-
Jours, la preuvé est faite, en construisant explicitement ce modéle. En
général, les modéles ne sont pas isomorphes ; de fait, différentes repré-
sentations sont proposées pour les ensembles et pour les graphes .

La proposition de compléte discrimination caractérise les types abstraits
dont les modéles sont isomorphes

D'autre part, dans cette thése, le probléme de 1'indéterminisme est
abordé & deux niveaux :

au niveau des opérations du type abstrait, les thécrémes de €-stabilite

et de P-stabilité donnent des conditions sur les équations pour que le

type abstrait soit consistant quand on admet des opérations indétermj—
nistes.

au niveau des représentations,le théoréme de la représentation relationnelle
des listes est le symétrique du théoréme de 13 représentation algébrique

des arbres binaires, quand on admet que les opérat ons des algébres

filles soient des relations.

Enfin, posé a 1'occasion de 1'algébre relationne’ le, le probléme de

la preuve dans les systémes algébriques est abordé, Jdes résultats expéri-

mentaux sont proposés.

LE PLAN DE CETTE THESE,

(chapitres 1

Ainsi cette thése se décompose en deux parties : 1'étude algébrique

2, 3 et 4) et 1'étude relationnelle (chipitres 5 et 6).

Ce chapitre prépare 1'étude algébrique de 1a rep-ésentation de trois

facons. Dans un naragraphe introductif (§ 1 ), nous précisons la position
du probléme. D'autre part, sur divers exemples, nous studions 1'approche

algébrigue de la représentation (§ 2 et § 6).

L'un deux (§ 2 ) est particu-

liérement développé, i1 s'agit des arbres binaires, il est simple mais
suffisamment riche pour bien introduire au probléme, les conséquences pro-
prement informatiques, en rapport avec les langages d2 programmation, sont
aussi envisagées. On démontre pour ce type un théorémz de la représentation
algébrique. D'autre part, enfin, divers paragraphes (§ 3, § 4, § 5) sont
consacrés a4 la présentation des concepts algébriques utiles dans la spéci-

fication algébrique d'un type abstrait

: algébres honogénes, algébres

hétérogénes, algébres paramétrées.




Ce chapitre comporte essentiellement deux parties : dans la premiére

partie, sont présentés les divers aspects algébriques des types abstraits :

réécriture (§ 1), les algébres de type (§ 2) , la représentation algé-
brique (§ 3}.
A 1'occasion de la réécriture on définit les concepts de confluence, de
noethérianité et de suffisante complétude qui précisent ce qu'on entend
par type abstrait "correctement spécifié". Dans la deuxiéme partie (§ 4),
est exposée la représentation canonique d'un type abstrait.

On trouvera, dans ce chapitre, une étude algébrique du probléme qui
apparait dés qu'on cherche & introduire 1'indéterminisme dans un type
abstrait, & savoir : quand peut-on étendre les opérations & 1'ensemble
des parties en conservant les équations ? La condition de 1inéarité
(chaque variable apparait au plus une fois dans chague membre) donne 1a
C-stabilité i.e. la stabilité quand on étend les opérations aux parties
non vides. La régularité (méme ensemble de variables dans chaque membre)
et 1a linéarité donne la P-stabilité i.e la stabilite quand on étend les
opérations a 1'ensemble de toutes les parties.

Dans ce chapitre, sont traités des exemples. Les différents types,
qui peuvent avoir les mots sur un alphabet comme modéles, sont envisagés
(§ 1}. Le type abstrait graphe (§ 3) est une alternative du type ensemble
comme exemple de type sans totale discrimination,c'est i dire ayant plu-
sieurs modéles non isomorphes. Les tables de symboles illustrent le
chapitre 3 (§ 4).

Aprés avoir présenté des raisons qui orientent vers des opérations
relationnelles dans les algébres filles (§ 1), une approche des algébres

relationnelles est proposée (§ 2 et § 3). La représentition des listes
Vineaires (§ 4), largement développée, conduit au théo~éme de la représen-
tation relationnelle des listes lingaires (§ 4.9).

Dans le but de refléchir aux possibilités pratiques d'automatisation
des preuves dans les systémes algébriques, j'ai développé un outil essen-
tiellement fondé sur 1'unification. Celle-ci est décrite en termes de types
abstraits, ensuite divers résultats expérimentaux sont proposés notamment
au sujet des groupes.

|
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CHAPITRE I

CADRE ALGEBRIQUE POUR L'ETUDE DES

TYPES ABSTRAITS

1.- INTRODUCTION.

L'objectif de cette étude est double :

- hanmonisen autour du concept d'algébre, diverses approches des structures
de données

- proposer un cadre algébrique pour une théonie de fa hepnésentation des
types abstraits dans un langage de programmation avec affectation,donc avec
une sémantique comportant des changements d'état.

On peut classer en deux grandes familles,les formalismes & propos des
structures de données [GUT 79] .

- Dans un premier type d'approche un objet d'une certaine structure
est susceptible d'évoluer dans le temps, de se modifier ; mais, pour rester
dans la structure, i1 doit vérifier au cours du temps,soit un prédicat in-
variant (c'est:1'approche de HOARE [HOA 72] , WULF [WUL 761), soit une fa-
mille d'axiomes et ses conséquences (c'est 1'approche de PAIR [PAI 747 ,
REMY [REM 741 et FINANCE [FIN 76], voir aussi [GAU 771 E

Une construction d'un nouvel objet & partir d'autres objets est
décrite par un programme dans 1'approche de Hoare et par adjonction ou mo-
dification d'axiomes dans 1'approche des Nancéens. Pour des raisons d‘har-
monisation et d'une plus grande simplicité mathématique que nous justifierons
plus loin, nous proposons ici de décrire un objet comme une algébre ; nous
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parlerons "d'algébres filles" par opposition & 1'"algebre mére" ou algébre
de Zype fondement mathématique de la description 4 1'aide des types abstrait
L'invariance ou 1'appartenance & 1a structure se traduit alors par Te main-
tien de 1'algébre fille dans une classe d'algebres.Cette classe d'algébres
est ‘Caractérisée par des propriétés du premier et du second ordre, en par-
ticulier cette classe n'est pas une classe équationnelle ou variéta. On
construit une nouvelle algebre fille en exprimant ses opérations 3 partir
de celles d'une ou plusieurs autres algeébres. Si 1'on désire non pas cons-
truire une nouvelle algébre, mais fournir un &lément fixé d'une algébre, on
parle alors de stlection. Les Opérations dans les algébres filles qui servenl
a "retrouver" un élément de 1'algébre & partir d'autres éléments sont appe-
1ées des acc?s. construction et accés sont les deux concepts qui gouvernent

une telle approche, Te vocabulaire algébrique permet de Tes caractériser
agréablement.

Au chapitre 5 une autre approche que 1'on peut toujours classer dans
la méme famille, est proposée, elle est fondée sur la théorie des algébres
relationnelles de Tarski et reprend et développe des idges proposées par
de Bakker , Hitchcock, Park et de Roever ([BAK 72] , [HIT 72] , [ROE 74)
voir aussi [LIV 78]). Elle rappelie 1'approche de Finance, Pair et Remy
et profite de 1'outi] algébrique pour apporter une grande rigueur et envi-
Sager une certaine automatisation (chapitre 6).

- Dans 1a deuxieme famille d'approches on utilise une description
algébrique, a 1'aide d'opérations et d'axiomes sur ces opérations, pour
caractériser un type abstrait, c'est & dire 1'ensemble des objets auxquels
on s'intéresse et les transformations qui les affectent. [GUT 771 [GoG 751
[LIS 771 . Cette approche est plus abstraite, puisque d'un seul coup on
envisage tous les objets et lTeurs constructions.
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2.- ARBBES_BINALRES.

"
2.1,- ALcEBRES "LES ARBRES BINAIRES ETIQUETES PAR ALPH”. |

On s'apercoit immédiatement que deux sontes d'obje-s vont intervenir,
ce sont les arbres proprement dits et les valeurs ; notons les premiers
Arb et les seconds Val ; ici Val = Alph U {INDEF} oi INDEF ¢ Alph . On
définit ensuite diverses opérations qui vont permettre de man19u1er les
arbres, plus précisément d'extraire des sous-arbres et de construire de
nouveaux arbres. Chaque opération a un profil, c¢'est i dire une description
de ses opérandes et de son résultat. Ainsi CONS qui consiruit un arbre
binaire, & partir de deux arbres et d‘une vateur, a pour profil

{
|
[
|

(Arb, Val, Arb) — Arb

ce qui signifie que son premier opérande est un arbre que son deuxiéme
opérande est une valeur , que son troisiéme opérande est un arbre et que
son résultat est un arbre.

La notation sera conservée dans la suite

De méme les opérations GAU, DRO ont pour profil

(Arb) ——— Arb
elles font correspondre & un arbre x , un autre arbre appelé partie gauche
ou partie droite de 1'arbre x

TET a pour profil

(Arb)
elle fait correspondre & un arbre une valeur :

—  Val
1'étiquette de la téte de
1'arbre.

On introduit ainsi une structure algébrique que 1'on appelle algébre
hiténogene ou algébre & plusieurs sortes d'objets, un: telle algébre est
caractérisée par une famille d'ensembles : les sontes et une famiile d'opé-

rations de profil donné.

Certains auteurs, notamment les logiciens, parlent dans ca cas de types ; ce
mot a divers sens chez les informaticiens, rarement celui d'ensemble d'objets
[MOR 73] , c'est pourquoi nous avons préféré le mot sorte.
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Les opérations CONS, GAU, DRO, TET vérifient entre elles, un certain
nombre d'identités qui caractérisent les arbres binaires et traduisent des
propriétés bien connues du programmeur :

{1} GAU (CONS (x, v, y))

(2)  DRO (CONS (x, v, y))
(3) TET (CONS (x, v, y))

X
Y,

n

It

Ces trois identités donnent les propriétés des opérations sur Tes
arbres binaires, mais ne permettent pas de dire ce qu'est un arbre binaire.
Yoici une réponse possible : un arbre binaire est un objet qui peut &tre
décrit par une expression constante. Or pour parler d'expression constante,
i1 faut au moins une constante i 12 plus simple est certainement celle qui
décrit 1'arbre vide, noté VID ; de plus, elle permet par composition avec
CONS de décrire tous les arbres binaires. Sans paramétre & résultat un arbre,
c'est une opération O-aire ou nullaire, on notera son profil

() = Arb
De méme on introduit v + 1 opérations nullaires (ol v est le cardina) de
Alph) de profil :

() - Val
qui correspondent aux éléments de V et & un élément indéfini noté INDEF.
On a 1'équation

(4) 'TET (VID) = INDEF

Tout arbre peut étre représenté & partir des opérations CONS, GAU,

DRO, TET, VID et des éléments de la famitle Alph U {INDEF} . I1 est
intéressant d'étudier les algébres qui ne contiennent que ces éléments,
c'est & dire les algébres qui vérifient les équations (1), (2), (3) et (4)
et qui ne contiennent que des éléments construits & 1'aide des opérations
de base CONS, GAU, DRO, TET, VID et la famille Alph U {INDEF} . Une telle
algébre s'appelle une algebre premizne *. Notons qu'une telle algébre peut
contenir une infinité d'éléments tous différents de la forme suivante
GAU(VID), DRO(VID), GAU(GAU(VID)), GAU(DRO(VIu)) etc... En informatique

Cette appellation vient du fait que 2/ pZ  est un anneau unitaire sans

sans-anneau unitaire propre si et seulement si p est premier.
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cela n'a pas de sens de considérer ces éléments comme différents, deux
solutions sont possibles, créer un nouvel &lément ERR : () - Arb qui
représente un arbre erroné résultat d'une erreur dans 1'application de
GAU ou DRO, on pose alors

GAU (VID) = GAU (ERR) = DRO (VID) = DRO (ERR) = ERR
ainsi que les axiomes affirmant que le résultat d'une opéralion sur un
uple contenant ERR est ERR. Une autre solution qui évite d'introduire ERR
mais qui ne sert pas & distinguer les arbres résultant d'opérations erronées
est de poser :

(5) GAU {VID) = VID = DRO (VID)
Par souci de simplicité, adoptons la deuxiéme solution.

Notation :
si & est une algébre ArbCL et Va]iL notent les ensembles de la

sorte Arb et Val dans 1'algébre &
On remarque alors que :

soit & une algebre premiére

% 1€ Ar‘b& et x # VID implique 3y € Arb& 3z € Arba
3v € Va]a_ et x = CONS (y, v, z)
Démonstration :

On raisonne par induction sur la complexité des représentations possi-
bles de x , puisque tous les éléments de Arb admettent une représentation

a partir des éléments de base
ler cas :

% = GAU (x') si x' =VID alors x = VID et le résultat est
immédiat, sinon par induction x' = CONS (y', v', 2') pufsqu'assurément
x' admet une représentation plus simple et donc

x = GAU (CONS (y', v', z')})) =y' ol y' a une description plus
simple que x
et toujours par induction

y' = CONS (y", v", z") = x
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2éme cas :
X = DRO (x) se démontre comme le ler cas .
3éme cas :
x = CONS (y, v, z) n'entraine aucune preuve o
Guttag [GUT 76] appelle cela un lemme de forme normale (normal form 1emma)

(voir le paragraphe 1.1 du chapitre 2).
Oe cela on déduit

x # VID implique CONS (GAU(x), TET(x), DRO{x)) = x

Démonstration :

D'aprés le résultat obtenu plus haut
x = CONS (y, v, z) donc

CONS (GAU(x), TET(x), DRO(x)) = CONS (GAU(CONS(y, v, z) TET (CONS(y,v,
. DRO(CONS(y, v, z)))
en appliquant les premiéres équations aux trois paramétres de CONS qui se
trouvent les plus extérieurs, on cbtient :

u

CONS (y, TET(CONS(y, v, z})» DRO(CONS(y, v, z)))
CONS (y, v, DRO(CONS(y, v, 2)))
CONS (y, v, z) = « a

On montrerait aisément que toutes les algébres qui vérifient (1), (2)
(3), (4), (5) , sont isomorphes, autrement dit chacune d'elles définit les
arbres binaires. L'une d'elles est par exemple constituée des classes de
termes sous variables modulo ces cing équations.

i
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2.2.- ALGEBRES. "UN ARBRE BINAIRE".

Si 1'on regarde intuitivement un arbre, on s'apergcit qu'il y a des
noeuds, que de chacun de ces noeuds, on peut atteindre ur noeud, soit &
gauche, soit & droite, soit obtenir une valeur ; par conségquent, on peut
concevoir un arbre binaire comme une algébre finie avec un ensemble Noe
de noeuds, un ensemble Val de valeurs (que nous supposercns égal @

Alph U {INDEF} , des opérations G, D : (Noe} - Noe, VA :{Noe) - Val,
T : -+ Noe. Ce qui nous intéresse, ce n'est pas une algébre, mais une
famille d'algébres qui vérifie certaines propriétés.

Dans ces algébres, les opérations G et D ne sont pas partout définies,
on dit qu'on a affaire & des algébres partielles. Ces algébres sont les
algibres §4Les du type abstrait les algébres binaires.

Ainsi 1'arbre binaire de la figure 1 peut étre représenté :

par 1'algébre’ finie ot Noee ={ , , , } , val = {a, b, ¢}

et ol les opérations partielles sont définies par

G D VA
@ e | O g
® o a T=@®
o b
® C

Voici Tes propriétés que doivent vérifier ces algébres




-23-

&) un noeud est & gauche d'un autre noeud au plus ou & droite d'un autre

pour affirmer cette propriétée , on a besoin d'un autre

et d'une autre opération totale EG : (Noe, Noe) — Bool
FAUX : () - Bool

noeud au plus ;

ensemble  Bool
ainsi que VRAI,

EG (x, y) c EG (y, x)

EG (6(x), G(y)) = EG (x,y)
(6) ¢ EG (D(x), D(y)) = E6 (x.y)

EG (D(x), G(y)) < FAUX

EG (D(x), T) = FAUX

EG (G(x), T) © FAUX

EG (T, T) © VRAI

Ici on utilise le signe ¢ qui signifie que Te membre de gauche est moins
défini que le membre de droite ou encore que si le membre de gauche est
défini alors le membre de droite 1'est et les deux membr
Ainsi 1'algebre telle que Noe
sont définis par

es sont égaux.

{ %, 8,01} et telle que G, D et VA

D] VA
*I' Al o a
A a b
c
et T==x , n'est pas candidate d représenter un arbre (voir figure 2)
e

x Yo

A

PRN Va
—_ O -%-¢

A

-24-

En effet EG ne vérifie pas la relation

(D{x), D(¥})
=% et y=a

EG
X

= EG(x, y)
puisque pour D(x)
b) Chaque noeud de 1'algébre est atteint, cela s'exprime en disant que

les opérations composées, de la forme : () - Noe et qui sont définies,
représentent tous les noeuds. En termes d'algébres, cela signifie que 1'al-
gébre est engendrée par @ (cf [PIE 68] p. 105) ou, ce qui est équivalent,
qu'elle ne contient pas de sous-algébre propre comme précédemient ; nous
appellerons de telles algébres, des algébres premiBnres.

Ainsi 1'algebre telle que Noe = {0, 8, 9, 0, @ }

G|D]VA EG| & |8 6 8 0
818 a & |VRAI|FAUX|FAUX [FAUX|FAUX
8 b 8 |FAUX |VRAI |FAUX |FAUX | FAUX
610 |0 a T =9 8 |FAUX [FAUX|VRAI |VRAT |VRAI
8 0 |b 0 [FAUX |FAUX |VRAI |VRAT |VRAI
] 8 {c 0 [FAUX|FAUX|VRAI |VRAL |VRAI

vérifie les équations et inéquations de a) et pourtant ce n'est pas un
arbre (voir figure 3) i

VA
NS

¢) Les opérations VA et EG qui fournissent des valeurs externes sont

totales.
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d) Pour chaque algebre & tes ensembles ValZL et BooY& sont les mémes
ensembles Alph et Bool .

Nous noterons AA [Alph, Bool] 1a classe d'algébres vérifiant
les proprigtés a) b) ¢) et d).
Considérons sur AA [Alph, Bool] diverses constructions :

- (Cm : AA [Alph, Booll x Alph x AA [ Alph, Bool] = AA [Alph, Bool]
est définie ainsi :

Etant données deux algébres filles (ou arbres binaires) et
et veVv, Gou(a, v,B) est T'algebre (& telle que

C= * UgxAUQdxB, o I\:NoezL ,B=Noe3, C=Noeu:

T = *

6o =(e. T,),

0o () = (d, T)

Gg ({9, x)) = (g, Gﬂ (x)) » D (tgs x)) = (g, D, (x))

Gy ((ds x)) = (d, Gﬁ(x)) » D ((d, x)) = (4, Dg (X))
et que

EGw(* s *) = VRAI

E6 2((9s %)s (9, %)) = E6, (x, y)
EG&F((d’ X)’ (d’ y)) = EGQ(X, .V)
BG . (* .(f, x)) = EG ~((fy x), *) = FAUX ot f = g oud

EG ({9, x), (d, y)) = EG, ((d, x'), (g, y')) = FAUX
et que

VA (%) = v

Ve (g, X) = VA, (x)

VAe (d, x) = VA, (x)

I1 reste & prouver que
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Lemme 1 : Coms (4, v, 8 ) est une algébre de AR [AToh, Bool]

a) on vérifie par cas que EG, satisfait les inéquations de ()
par exemple

EGg(G(x), G(y)) c EG,(x, y) dans Te cas oi x = * et y=(g,y")
EGe (G, (%), G, (9 ') = EG ({9, Tahs (95 6, (')
= EG&(T&, Go(y')) FAUX = EGE/(* > (9. ¥'))

b) & est une algabre premiére en effet chaque point de A est
représenté par une opération composée p, (T,) :~ Noe , par conséquent,
tous les points de 1a forme (g, x) sont atteints par des opérations
composées

(9 P (Tg)) = p (g, Ta) =06 (T )

0l pg est le correspondant dans & de Py

On raisonne de méme pour les points de la forme (d, X} 3 quant
& *iln'y a rien a prouver puisqu'il est représenté par T .

¢) les opérations VA et EG. est trivialement totale

d) V et Bool sont conservés par cette opération. a
o %cu : AR [Alph, Bool] —~A~ﬂ__[A‘lph, Bool]l est définie ainsi :
soit & un arbre binaire, considérons 1'algébre B telle que
Noe 4 = Noe, , Tg = G& (Ty) > GE= G&, Dg=1D0, EG£= EGa.' VA£= VA&

%M (a) est Ta plus petite sous-algébre de & » ¢'ast & dire la sous-
algébre engendrée par @

b), ¢) et d} sont évidents;pour a) i1 suffit de prowver les équa-
tions faisant intervenir T

|
i




EGﬂ(Dﬁ(x)’ TH ) = EG&(Dm(x), G&(T&)) = FAUX
EGﬁ(Gn(x), TS3 ) = EGH(G&(x), Gn(Ta)) = EG{L(x, T(L)
puisque x € B et que B est une algébre premiére, x est de la forme

X = py ou Py est une expression sous variables de X » donc il existe
YE€A tel que x = Gu(y) ou x =D, (y)

donc E6, (x, T,) = E6 5 (G (y)s T,) = FAUX ou
By (x: Ty ) = 6 (D,(y), T,) = FAUX
enfin
By Tas Tg) = €6, (6, (T,), Ga(Tg ) =66, (T, , T,)
= VRAI o

- ‘B’w: AA [Alph, Bool} = AA [Alph, Bool] est définie de Ta méme maniere
que %au., mais & la différence que T'on pose
Tg= 0p(Ty)

Enfin nous proposons une sélection
- ks pA [(ATph, Bool] - Alph  définie par

tg) = VA, (T, )
Dans  AA [Alph, Bool] Jes morphismes de & vers R sont des applications
h . (Noga) - NoesL qui vérifient :
si TZL est définie alors Tﬂl'est et

h(TZL) = TE

si GSL(x) est définie i1 en est de méme de Gﬁ(h(x)) et
h(G, (x)) = G o (h(x))

et si Da (x} est définie, i1 en est de méme de Dli (h(x)) et
h(D g (x)) = 6 4(h(x))
et VAa (x) = VAﬁ(h(x))

B, (%, y) = £G , (h(x), h(y))
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si h est bijective, on dit qu'il s'agit d'un {somonplisme.

Puisque les algébres sont des algébres partielles, i1 existe une unique
algébre, arbre binaire, de support Noe vide que nous noterons Uid .

c'est celle o T n'est pas défini. Elle est évidemmert premiére.

De maniére naturelle, elle représente 1'arbre vide. Remarquons que si &
est une algébre de AA [Alph, Booll différente de U , T, est défini,
sinon & admettrait une sous-algébre propre isomorphe a 4d .

Intéressons-nous & une classe d'algébres de AA [Alph, Bool] telles
que Noe est fini et inclus dans un ensemble infini dénombrab'le donné D.
Si 1'on veut que Coms ,%M et Do soient stables dans cette classe d‘al-
gébres, 11 faut que * € 0 et que si Ac D alors {g} x AcD et
{dix AcD

- Nous choisissons par conséquent pour D le plus petit sous-
ensemble vérifiant
D2 {*}U{g, dI xD

L'isomorphisme ~ c'est & dire T'existence d'un isomorphisme est
une relation d'équivalence dans 1'ensemble des algébres de support D .
On montre facilement que Goms , %m et O conservent 1 isomorphie, que
la valeur de %ot ne change pas si 1'on prend des algébres isomorphes et
que Wed. n'admet pas d'algébres isomorphes autres qu'elle-méme. Posons
AAF [Alph, Bool] 1'ensemble des classes d'isomorphie d'slgébres i noeud
dans D . Posons Bow ', Qau's o', Tob' ot Ud' les opérations

deduites de Cows , Gau D, ek et Ydsur MAE (Alph, Beol] . On a le

théoréme suivant

L'algébre de ARB [Alph] ou Arb = AAF [Alph, Bool] et qui est munie
des opérations tm‘,%a»-','a’w',c[*/t' et Vd' est une algabre de
ARB [Alph] ; c'est de plus 1'algébre initiale de ARB [Alph] .
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Montrons d’abord que :

C-Gullou(a, vvin= &

Considérons 1'application bijective h : A - {g} x & telle que
h(a) =g xa ; c'est un morphisme de & vers € : en effet posans
D= Les (g, v, R

“h(Fy)=Te

car

To= Bg(Tg) = Ggl*) = (3. Ty) = h(T,)

- h (84 (x)) = 6, (h(x))

car :

6 (h(X)) = Gy (g, X)) = Gg (g, X)) = (9, 6 (x)) = h(G, (1)

La démonstration de 1'égalité h(Da(x)) = D, (h(x})) est iden-
tjquca & la précédente ; celles de VAo (x) = VA, (h(x)) et EGtL(x,y) =

EG . (h{x), h(y)) sont immédiates et sur le méme modéle. On montre de
méme que

e (Eoms (85 v,B)) =« B

On a de plus
T (o (2, v,8)) = v
en effet

Tt (Lo (8, v,8)) = VAg(To) = VAg(*) = v

Quant & démontrer que ﬁ&m(ﬁ}a) =Wd , 11 suffit d'examiner de préc
la définition de 9. (Vd) . Considérons 1'algebre B telle que
Noe q = Noe vk = g, Tﬁ = GﬂLl(Tixd ) n'est donc pas défini, i1 en

est de méme de G = = =
Y G\f\d , D Ow 3 EGE = EG Ud ? VAQ= VAU:\J
ainsi %M(%)

qui est 1a plus petite sous-algébre de B est Uid elie-
méme ainsi Gou (W) =104 )
O montre de méme que o (Vd) = Lid

Pour démontrer qu'i} s‘agit d'une algébre initiale, on s'appuie
sur un lemme.
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Lemme 3 :

$i t est un terme sans variable, construit & 1'aide des opérations
de la variété ARB , i1 existe un terme t' sans variable construit
seulement & 1'aide des opérations CONS et VID tel que t = t'

Démonstration du lemme :

On raisonne par récurrence sur le nombre d'occurrence de GAU et
DRO dans t . Supposons dans t , qu'il existe des occurrencgs de GAU
et DRO , il en existe au moins une , notée f , qui apparait sous 1'une
des formes :

f(VID) ou f(CONS(g, v, h)}

S'i1 s'agit de la premiére forme, le terme t" o0 1'on a substitué
VID & f(VID) dans t , contient moins d'occurrence de GAU ou DRO et
vérifie t" =t
S'i1 s'agit de la seconde forme, le terme t", ol 1'on a substitué g
i f(CONS(g, v, h)}) , si f=06GAY , et h & F(CONS(g, v, h)} si
f =DRO , dans t , contient moins d'occurrences de GAU ou DRO et
vérifie t" =t o

Suite de la démonstration du théoréme :

Chaque petite algébre de AAF [Alph, Bool] n'a qu'un nombre fini
de points dans Noe , d‘autre part, si & n'est pas 1id C}m‘ (a) et
Do (8) définissent des algébres ayant moins de points (dans Noe) avec
la propriété que :

&= Cow(Gan(a), vo Gu(d))

Ainsi on peut montrer, par récurrence sur le nombr2 de points de
Noe que ¢ se décompose de maniére unique, & un isomorphisme prés en CoﬂA
et Uid . Ce résultat et le lemme contribuent & démontrer que 1'algébre
est initiale. La proposition 3 du paragraphe 2 du chapitrz 2 permettra de
prouver plus simplement 1'initialité de AAF [Alph, Bool] a

|
|
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2.3.- LIENS AVEC LA PROGRAMMATION.

Le théoréme que 1'on vient de montrer peut se traduire ainsi :
“L'ensemble AAF [Alph, Booll est une représentation du type arbre binaire
par des objets et des opérations de plus bas niveau d'abstraction".

Ces objets sont plus concrets, car construits, en particulier, 3 1'aide
de pointeurs. Cette modélisation est une étape vers la programmation car
les algébres filles cad les objets de AAF [Alph, Booll constituent une
bonne approche des objets représentés dans un ordinateur, par un langage
de programmation. Les proprigtés a) b) c) et d) sont des invariants des

différentes constructions. Par exemple, la propriété :"1'agébre est premiére’

est, pour le programmeur, 1'affirmation naturelle suivante :
"& tout moment, un arbre contient seulement les points qui peuvent étre
atteints depuis la téte".

a titre d'illustration, nous allons
montrer comment les objets de AAF [Alph, Bool] se traduisent en ALGOL 68.
Les sortes sont des modes, nous supposerons que le mode Alph est connu
mode. Alph

Le mode Noe doit fournir Te moyen d'accéder par VA 3 une valeur
et par G et D & deux autres noeuds, il est par conséquent assez natu-
rellement traduit par :

mode Noe = struct (rep Noe G,Alph VA, nep Noe D)

Un arbre comme nous 1'avons vu est la donnée d'un ensemble de noeuds
et de valeur et d'un certain nombre de fonctions d'acces : G et D
fournissent un noeud, a partir d'un autre noeud par un pointeur ; VA est
aussi défini en chaque noeud, par conséquent T est le seul accés qu'il
faut fournir quand on donne un arbre et ainsi un arbre est décrit de fagon
naturelle par le seul accés T cela donne alors

(7)  mode Axb = struct (nep Noe T
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Cette définition peut paraitre sophistiquée & un e;.pert programmeur
(nous discuterons plus loin de ta définition d'un arbre par
mode Arb = rep Noe et de la suppression de toutes les expressions "T de" .
Nous garderons d'abord la définition (7) pour bien montrer au lecteur
comment cela s'harmonise avec les algébres que nous avons construites).

Les constructions et les sélections sont décrites par des procédures.
Ainsi Gau est décrite par

proe gau = (Anb a) Mb : (G de T de a)
Dro est décrite par

proc dro = (Axb a) Anb : (D de T de a) ;
Tet est décrite par
proc  tet = (Axb a) Alph :VAde Tdea ;

Vid est décrite par une procédure sans paramétres
proc vid = Mb : (nil )
Cons est décrite par
proe cons = (Arb a, Abph v, Atb b) anb
début tas Noe* : = (T de a, v, T de b) ; (6toile) gin

Nous allons maintenant donner la traduction des mémes objets et des
mémes procédures dans un langage qui différe de Pascal par la possibilité

d'avoir des fonctions & résultat de tous les types décrits par le langage :

type alph = ... ; noe = necond G : Tnoe ; VA : alph ; 9 : 1 noe ond ;
arb = necond T :lTnoe end
function gau(a : arb) : arb ; begin gau. T : = a. T 1.6 2znd
function dro(a : arb) : arb ; begin dro. T : =a, T1.0D ond ;
function tet{a : arb) : alph ;begin tet : =a. Tt. VA and 5
function cons(a : arb ; v : alph ; b : arb) : arb ;
begin van étoile : ! noe 3 new (&toile) ;
etoilef.6: =a. T ; etoile T.VA:=v; atoilet.D : = b.T
cons.T : = étoile
end
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Si maintenant dans le programme en Algol 68, on remplace la décla-
-ration mode Arb = strwuet (nep Noe T) par mode Axb = nep Noe et si
1'on supprime les expressions "T de " on obtient : g

Cependant la définition du type arbre par
mode Anb = nep struct {Anb G, Alph VA, Axb D} présent: deux dangers (se
référer notamment 3@ 1'article de J. H. Morris "Types are not set" [MOR 731)

Rt m——

e

mode Alph = ... ; mode Noe = struct (nep Noe G ; Alph VA ; rep Naei
mode Arb = nep Noe ; l
proc gau = {Arba ) Ab : Gdea
proc dro = [Ab a ) Ab : Ddea
proe tet = (Mba ) Alph : VA de a ;
proc vid = Aib s ik H
proc cons = {Arb a ; Alph v ; Aib b)  Arb :
 tas Noe :={a, v, b)

- le plus connu est certainement 1'utilisation sur les objets de ce
mode d'opérations non prévues lors de Ta spécificacion du type, avec 3
tous les risques que cela comporte dans 1'exécutior du programme ;
cette exédcution a toutes chances d'étre erronée. D2s affectations

du genre

G dez:=12
engendrent des objets monstrueux qui ne sont pas d2s arbres, du moins
pas des arbres finis ; en effet 1'objet o représanté par z vérifie :

En examinant bien les déclarations des modes Noe et Axb que 1'on G de a=aq

rgncontre dans le programme précédent : Remarquons que des langages comme CLU, ALPHARD et ATM protégent le

mode Noe = stauct lnep Noe G ; Alph VA ; nep Noe D) programmeur contre de tels risques ([LI1S 741[WUL 751 [CHA 791 [MIN 79]

mode Anb = nep Noe ;
- le second danger est la confusion de deux concepts trés différents

! celui de noeud d'un arbre et celui d'arbre Tui-méme. La figure 4
I voudrait illustrer la différence qu'il y a entre ces deux concepts.
mode Arb = nep struct (Ab G, Aph VA, Arb D) Tout d'abord signalons qu‘un noeud est un objet interne d'un arbre
qui doit étre caché & 1'utilisateur d'arbres. Ce principe d'<ngor-
mation cachée est pour de nombreux spécialistes 1'un des garants

On s'apergoit que 1'on peut les remplacer, sans rien changer ou
presque au programme, par 1'unique déclaration

seul cons deviendra

prac cons = {Axh a, Atph v, Mb b) Ab : d'une construction de logiciels efficaces, car il évite de multiples
tas struct (Mb G ; Atph VA ; Mb D) : = (a, v, b) i erreurs dues & la modification de valeurs auxquelles 1'utilisateur
Discus5fon : | ne devrait pas avoir accés. Cette protection pourrait étre assurée
""""" 1 en Algol 68, a conditiond'interdire & 1'utilisateur de connaitre
Poser mode Arb = nep struct (Arb G , Alph VA , Axb D) c'est i Te mode Noe . 11 faudrait pour cela repousser la déclaration
définir le domaine Arb par 1'équation d point fixe mode Atk = Atauct (nep Noe T} dans une partie implantation qui
Arb = {VID} + (Arb x Alph x Arb) I pourrait étre le prologue. Ainsi la distinction entre arbre et noeud,

C'est une définition extensionnelle "& la Scott" (cf [LEH 771) ol 1'aspect
algébrique a disparu. Une étude tendant & rapprocher les aspects extension-|
nels et algébriques serait, semble-t-il, particuliérement fructueuse.
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. |
et les distinctions, qui s'en deduisent, entre GAU et G , DRO et
TET et T ne permettent pas par exemple 1'affectation G de z : = 1

mentionnée, puisgu'on ne peut accéder aux noeuds qu'd travers les pru

dures  au, dro et tet

un noeud

un arbre

Signalons qu'a un noeud est attachée une valeur exactement, tan
Qu'd un arbre est attachée une famille de valeurs dont 1'une peut &tre"
privilégiée, la téte.

pproche_algébrique.

|
Remarquons que Tors de 1’ implantation d'un type abstrait, dans i,

langage de programmation, il est indispensable de prouver que les prog

dures proposées représentent bien les opérations désirées. Le passageu'

Te modéle des algébres filles est un outil commode pour faire cette pre

Enfin nous terminerons, en précisant que 1'exemple des arbres w
naires a &té choisi pour sa simplicité et le fait qu'il contient des w
rations dyadiques, dans Te but d'illustrer les concepts d'algébres deg
et d'algébres filles. Mais cet exemple n'est plus trés convaincant quan
on passe & la représentation en Algol 68, car ce langage contient, avet
les structures, des notions trés proches de celles que 1'on trouve dam[
les arbres. Les exemples du paragraphe 6 et du chapitre 4 fourniront dal:
arguments plus convaincants.
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2.4,- ARBRES BINAIRES ET PARTAGES,

Dans les arbres binaires que nous avons rencontris aucun partage de
descendance n'était possible. Dans la représentation qui suit nous accepte-
rons une forme trés restreinte de partages : un méme noaud peut étre & la
fois le fils gauche et le fils droit de son pere (figur2 5). Autrement dit,

on remplace

EG(D(x), G(y)) c FAUX
par
EG(D(x), G(y)) = EG(x, ¥) = VRAI

= est une opération sur les booléens, bien connue.

Sur ces algébres, les opérations %N*, o, <Gk et Wid ne sont pas
modifides. Si & et R ne sont pas isomorphes, on définit gm\ﬂ, a,R)
comme avant, mais si les algébres sont 1somorphes on définit &
ainsi

= {*} UA

Te=*

Bpl*) = D (*) = Ty
si x #* alors Gw(x) = Gu(x) et D, (*) = D, (x)

EG, (*, *) = VRAI
si x # * EG . (*, x) = EG, (x5 *) = FAUX
SiX#* et y#* EG p(xs ¥) = EG 4 (x, ¥)

VA (*) = a

si x#* VA 6(X) = VA a(x)

= Cova(d, 3,3)

!.
|
!
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Il est facile de prouver que les algébres, ainsi construites, véri-
fient Tes axiomes de la figure 6 :

EG(x, ¥) & EG(g, x)

EG(G(x), G(y)) & EG(x,y)
EG(D(x), D(y)) = EG(x,y)
EG(D(x), 6(y)) = EG(x, y) = VRAI
EG(D(x), T) = FAUX

EG(G(x), T) = FAUX

E6(TT) = VRAI "
Figure 6 :
Axiomes des arbres binaires avec partages.
] |
Soit Arb 1'ensemble dont les &léments sont les classes d'isomor-

phie d'algébres qui vérifient les axiomes de la figure 6. Sur Arb;,et Alph
o? definit les operations ", Gy ", Qau”, By omp par passage au
quotient des opérations correspondantes 1% , Get, Gau, Dho, Coms, On a

ainsi défini une algébre de ARB [Alph] qui est une algébre initiale de cetts

classe.

3.- BAEEELS-SUB-LES_ALGEBRES_HQMQGENES-

Ce paragraphe et le syivant peuvent &tre sautés en premiére lecture :
ils serviront essentiellement de référence, dans la suite, pour les concepts
et les notations. Notons cependant trois notions assez fondamentales ,
exposées ici : les algébres premigres (§ 3.4 et § 4.3.), Tes identités dans
les algébres (§ 3.6 et §4.6), les algébres terminales (§ 4.4). La présen-
tation des algebres homogénes avant celle des algébres hétérogénes est sim-
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plement didactique. Le paragraphe 5 introduit un aspect nathématique nou-
veau encore incomplétement approfondi : les algébres homcgénes paramétrées.

3.1,- ALGEBRES ET ALGEBRES PARTIELLES,

Une afgeébre homogéne sur un ensemble F de symbolesd'arités données
est un couple & = <A ; F > o0 A estun ensemble et Fq une famille
, c'est & dire d'applications fZL
[BIR 35]

d'opérations sur A indexée par F
telles que fg ¢ A" 5 A si n est l'arité de f

Notations :

Une algébre est notée par une majuscule gothique, son support par
la majuscule latine correspondante (voir 1'annexe 1 pour la correspondance

entre les gothiques et les latines). L'opération associde & f est notée

par fa, ou encore f simplement si‘l n'y a pas d'ambiguité sur 1'al-

gébre considéree.

Une algébre ot F, est 1'image d'une famille F de symboles d'arité
donnée est appelée une F-algébre [GOG 77) , ou un F-macma [NIV 751 ; on
notera fﬂél (F) 1a classe de ces algébres ; si deux algébres appartiennent
@ 1a méme classe elles sont dites simifaires ou de méme type.

Une afgebre pantielle (homogéne) est un couple & =< A ; F >
ol A est un ensemble de Fgq une famille d'opérations partielles sur A
(i.e. qui ne sont pas forcément partout définies). Dans le cas od f est
une opération nullaire ou d'arité 0 et o & est une algébre (non partielle,
nous dirons aussi totale dans ce cas pour préciser) f4 est une constante.
Si & est une algébre partielle, fLL est aussi une constante, mais cette
constante peut ne pas &tre définie. On notera Alg p(F) la classe des F-
algébres partielles. DL

Soit & =< A ;F > une algébre partielle , soit Bc A ; B est
une partie F-stabfe de A si pour tout (895 -ves an) es" fa'(al,...,an)
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défini implique f

B- folap

En particulier, si 4 est une algebre totale, cela signifie que R est une |
algébre totale similaire et que B

les opérations de Fa sont stables dans B, Fﬁ est constituée des restric
tions & B de ces opérations. Si & est une algebre partielle qui contienti
des opérations d'arite 0 » alors B contient tous les éléments ou constan-
tes que ces opérations désignent.

(al, Bews an) €B , on définit alors la sous-algébre f
<B; Fn > induite par B en posant

Sofent & et B deux algébres partielles similaires, une application
© :A— B estun morphisme de & vers B i pour tout f d'arité n
et tous 3 ey a, de A , fa,(al’ .G an) défini implique que {
fja(w(al), cees w(an) est défini et que !

o(fy (s ooy ay) = fh (o(a))s ...\ 0(a,))
Si ¢ est une application surjective, ¢ est a
Si ¢ est une application bijective
existe un isomorphisme de 4 vers
ceque T'onnote & o~ B

ppelé un Epimonphisme.
»© €st appelé un L{somorphisme 5 si i]
R alors 4 et B sont dits isomorphes

1) Une algébre monadique est une algébre dont toutes les opérations
sont unaires ou monadiques, c'est 3 dire d'arité 1 ; une sous-algébre R
est teile que si. beg , f(b) € B . L'algébre de support V¥ 1'ensemble !
des mots sur V est munie d'opérations
est une algébre monadique < V* ; y >
des mots de lTongueur ay pPlus n et te
si et seulement si 1a longueur de a e
monadiques partielles.

& — a.a pour chaque a € V
3 les algeébres de support 1'ensemble
1le que a(a) est définie par a.a

st inférieure & n , sont des algébres

s an) = fa(al, RS

est une sous-algébre sj et seulement si

-40-

2) une algébre dyadique est une algébre dont toutes les opérations
sont binaires ou dyadiques c'est & dire d'arité 2.

-1

3} un conps est une algébre partielle % - <K 30,1, -y "yt x>
ol les opérations 0, 1, -, +, x sont totales d'arité 0, 0, 1, 2, 2
tandis que

3.2.- CONSTRUCTIONS D’ALGEBRES.,

Le produit des algébres ( 2;/i € 1) a pour support © A,

i€1]
et les opérations y sont définies composante par composante, p]u? prec&s:-
ment si f est une opération et si &= . 2 IEL 4 » pour aj = (aj)i €1
i
i i
fst(al’ - an) = (fa'(al, cees an))i €l

1

Une relation d'aquivalence I' sur A est une congruence sur & si,
pour chaque opération f d'arité n

éfini at défini -
(vi {1, n} a; Fa'y)a f(al, et an) défini Af(al,...,x n) é

‘f(al, e s an) rfla'y, ..., a'

n)
Les classes d'équivalence T (a) forment le support d'une algébre
B =5L/r ol les opérations sont définies par

fB(f(al), v, .f'(an)) = f(fa, (ag, ..os an))

3.3.- ALGEBRES LIBRES, ALGEBRES INITIALES,

Une alglbre partielle Libre sur X dans une classe K d'algébres
similaires est une algébre I telle que X < A et que pour toute algébre33
de K , pour toute application h de X vers B, i] existe un unigue
morp:?sme W de & vers 3 prolongeant h. Les résultats suivants sont

est une opération d'arité 1 définie sur K - {0} . o

s = s —
e g
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connus ¢ |
|
= pour tout X donné et pour toute classe K d'algébres partielles simi-
laires, si & et &' sont deux algébres libres sur X , alors &L et 4'
sont isomorphes. Compte tenu de ce résultat nous noterons (Ks X) 1'une
de ces algébres libres, elle est définie & un isomorphisme prés, nous 1'apg
lerons parfois 1'algébre libre sur X . (P est pris pour polynomes).

|
= si K est une classe d'algébres partielles similaires, stable par pro-

duit et par passage aux sous-algébres et contenant une algdbre avec plus dﬂ
élément alors K admet pour tout X une algébre libre sur X -

- en particulier Ala(F) admet des algébres libres pour tout X . Par
exemple 1'une d'elle est 33 (Fs X) oG P(F, X) est formé des F-mots

sur X ou F-termes & variables dans X , c'est & dire que P(F, X)

est le plus petit ensemble contenant X et stable par composition par les |
opérations de F . Nivat note cette F-algébre (appelée F magma) M(F, X)
NIV 75] et ADJ (Goguen, Thatcher, Wagner et Wright) la note TF(X)

[60G 77]

-si X=0 , 1'algébre }3(£, X) s'appelle algébre initiale sur X
nous noterons parfois (}Yﬁ) au lieu de ]3(§, #) 5 pour toute algébre
de K i1 existe un unigue morphisme hy de P(K, p) vers &L (notée
souvent h, s'il n'y a pas d'ambiguité sur K ) . Dans le cas ol

K= Alg (F) Nivat note M(F) 1le magma initial et ADJ note T

1'algébre initiale.
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3.4,- ALGEBRES ENGENDREES ET ALGERRES PREMIERES.

Soit & une algébre partielle , soit ?f( &) 1'ensemdle de tous les
sous-ensembles de A qui déterminent une sous-algébre de & . S (&)
est stable par intersection. .
Soit X < A , la sous algibre engendnde par X est 1a plus petite
sous-algébre dont le support contient X , son support est noté (X1 .
, notée K(g ) est la plus petite sous-
. Une algébre partielie &  est

La sous-algébre engendrée par 0
algébre deél,son support est P ‘
premiére si elle ne contient aucune sous-algébre propre, autrement dit

si &= K (&) ouencore F(a) = {A} .

L'image d'une algébre premiére par un épimorphisme est une algébre

premiére.

Démonstration :

2l » B un épimorphisme. Supposons cue B ntest pas

Soit v :
premiére mais que & 1'est. Soit alors C€ §(g) , C#B alors
qfl(C) #A et w_l(C)e ¥(4a) ce qui est contradictoire o

Corollaire :

Si & est une algébre premiére, si © est une congruence sur L,

1'algébre &/0 est premiére. o

Les algébres premiéres de méme type forment une classe stable par
passage aux sous-algébres (si 1'on peut dire,puisqu'il s'agit de 1'identité)
et par passage aux images épimorphes, mais elle n'est pas stable par
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passage aux produits. En effet si
< Z/pL i 0,1, +, . > est une algébre premiiére ; 1'algébre
< Z/pLO, L, 4, . > x <2/pZ; 0, 1, o>

n'est pas une algébre premiére puisqu'elle contient la sous algébre pro-
pre de support Z/pZx {1} : o

p est premier, 1'algébre

Si & est une algébre libre sur X dans une classe kK eile
est engendrée par X . o
torollaire

Si & est une algebre initiale dans une classe K , elle est

premiére. o

Si et R sont deux algdbres partielles premiéres, i1 y a auy

Plus un morphisme de & vers B ; ce morphisme est surjectif. o

3.5,- FONCTIONS POLYNOMIALES,

Dans ce paragraphe, on donne 1'interprétation des polynomes de degré;

n par des fonctions 3

n variables. Si & est une algébre partielle on peut|

munir 1'ensemble F(n)(gl) des fonctions partielles de A" vers A d'une |

structure d'algébre en posant pour py, ..., P, dans F(")(a) et f

d'arité m 6 a < (as o5 a)

Si pl(a), o B pm(a) sont défini i1 en est de méme de f(pl, . s pm)(a)

et fpys -oou ) (2) = f(py(a), ..., Pm(a))

Parmi ces fonctions, i1 en existe n » notées projl, ey projn

appelées les projections et définies par

proji(al, L. §

'lJ

_ modéfe d'une famille £ d'inaglités si pour tout vgw de E ona
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La sous-algébre }:3(")(ZL) engendrée par {projl, o 6T projn)

est appelée 1'algébre des fonctions polynomiales & n viriables sur CL .
$i &L est une algébre totale, ces fonctions polynomiales sont des fonctions
. Soit K une classe contenant 2\ et

totales. Soit Xn = {xl, R b xn}

;}(n)(&) » et une algébre libre }>(§,xn); Remarquons qu: si &l est une

algebre totale i1 suffit que la classe K contenant &, soit stable par
passage aux produits et aux sous-algébres). I1 existe un unique morphisme
de }} (K, X)) vers 43 (")( ) prolongeant 1'application qui envoie X;

sur proji 3 on note w‘&'I‘image d'un élément w de (K, Xn) (w

a
est indépendant de 1'indice n )

3.6.~ IDENTITES SUR LES ALGEBRES.

Soit X, = {xl, TIPS

un ensemble infint dénombrable de ]
variables indexées par les entiers. Une famille d'identite (resp d'inégalités)
est une famille de couples d'éléments de P(F, X,) que 1 on note v
(resp v w), si

on peut supposer que v

=y
n est 1'indice maximum des variables figurant dans {v,w}

P(F, X)) et w  P(F, X,) - Dans une famille

d'inégalités une paire {v w, w v} est une identité.

Une algébre & est un modéle d'une famille E d'identités si pour

tout v=wde E ona v =w . Unealgebre partielle & est un

Yo Ea

Wy 00 &, représente 1'ordre moins défini que sur F(n)(zl)

Si elle n'a pas un nom spécifique 1a classe constituée de toutes les
algébres qui sont des modéles d'une famille E d'identités est notée
Ala (F 5 E) , celle des algabres partielles qui sont modéles d'une famille

d'inégalités, £ est notée Alg p (F, F)
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Exemple. 1 i

Soit F = (0, .} ob l'aritéde 0 est 0 et I'arité de . est 2. |
La classe des mono¥des est la classe Alg (0, . ; 0.xy = X] s %;.0 = X{s F
xl'(XZ'x3) = (xl.xz) -X3) on 1a notera plus simplement MoN a f

Soit F = {0, +, -
d'arité 1 et + et .

v LY o0 et 1 sont d'arité 0 ef !

d'arité. La classe des corps est contenue dans celles
des algébres partielles qui sont modéles des inégalités :

04Xy =xy 5 Xt oxp =0 4 x4 xy = %)+ %

Xy * (Xg + x3) = (x + %) X0 Laxp = %l xpudl= xg

[l 'l.x‘;l,

Xl.Xl oy xl 1

X - (x2 + x3) Xp v Ky Xy . Xs

() #xg)  x3= %) x5 . x

(La condition supplémentaire pour étre en corps est :

"0, +, - ., 1 sont totales et 1 a pour domaine de définition A - (0}

H.- BLGEBRES HETEROGENES

4.1.- ALGEBRES HETEROGENES ET ALGEBRES HETEROGENES PARTE%

Une algébre hétérogéne est un couple 4. A F>ol
74 = (sgdses

= les Sy sont des ensembles, les sontes de & (S est T'ensemble des des-
cripteurs de sortes).

-= F est un ensemble d'opérations hétérogénes.
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Nous allons préciser ce gue nous entendons par opération h&térogéne.
Le profil du symbole d'opération hétérogéne f est un couple i
{0, t) € S* x S noté i
fisl,...,osn) = t

ou f:{) - t si o est le mot vide S* , c'est & dire
si n=0
n est 1'anité de f

correspond & f est une application de sl x...x $n

. L'opération hétérogéne f_ sur A qui

&
vers t S I

est une fonction partielle, on dit qu'il s'agit d'une opération partielle.

Notations :

On essaie ici d'é@tre cohérent avec les notations utilisées précédem-
ment. L'algébre est notée par une majuscule gothique, ici & ; son support,
c'est & dire 1'ensemble {s a 15 € St
, 1'ensemble ayant pour sorte s est noté s a

est noté par la majuscule latine
correspondante, ici A
ADJ utilise
tique, mais moins avec la pratique informatique. Chaque opération de symbole

la notation A , plus cohérente avec la pratique mathéma-
f de 1'algébre & est noté fﬂ, 3 s'11 n'y a pas d'ambiguité sur 1'algébre
les indices g Sont omis

Si 1'on considére toutes les algdbres ayant méme ensemble de descrip-

teurs de sortes et ol Fo est 1'image d'une famille unique F de symboles
de profils donnés, on notera Alg (F)
supposant que 1'‘ensemble S est implicitement connu, on dira qu'il s'agit
d'algébres similaires.

Une algebre hétirogene pantielle est un couple & = < A ;

est un S-uple (58,)565 de sortes et F&

partielles dont le profil est construit sur S a

la classe qu'elles constituent en

s F>o00 A
est une famille d'opérations

Soft & =<A ; F > une algébre hétérogéne partielle , soit B < A
c'est & dire que s < S, Ppour chague s €S H=<s; Fﬂ:> est une
sous-algebre de & si pour tout (ags -..s ap) € slﬁ Xoox sng et f,
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de profil sl x...x sn - s fa(al’ SGET an) défini implique que

f&(al,...,an) € Sg 3 On pose alors fﬂ (ag, ..., an) = fa(al, ceesay)
Un morphisme ¢ : 8

- R entre deux algébres h&térogenes partielle
similaires de sortes

5 et de symboles F est un ensemble o =] o /s €5} |
d'applications telles que, pour tout f de profil (sl, et |
> a ) défini implique |

tout (al, , fa(al’ o |
- @sn (a))) est defini et que f
i
|

ceas SN) o s
...,an)es] X...xsp

Gue fxs (wsl(al), -

¢ (f (al, 3 «aT§ an)) = fﬁ (‘Dél(al)’ ciey cpsn(an))

ST @ est constitue d'applications surjectives, ¢ est appelé un.
epimonphisme. Si ¢ est constitué d'applications bijectives ©® est appelé
un isomorphisme.

Soit X = (Xs)SES s une algébre hétérogane partielle libre sur X

dans une classe X d'algébres similaires (de sorte S) est une algébre hété-!

rogéne partielle & telje que pour chaque s €S , Xs <5, et que pour

toute algébre hétérogéne R de K , pour toute famille (hs)ses d'appli- |

cation de X, vers s {1 existe un unique morphisme h de & vers B

prolongeant h dans le sens suivant : pour tout x € XS Fs(x) = hs(x) : |

Les résultats suivants sont faciles & prouver, on les trouve en partie dans |
V'article de Birkhoff et Lipson [BIR 701 . '

- Pour tout X donné et toute classe K d'algébres hétérogénes par- |
tielles, si et 4 sont deux algébres hétérogeénes partielles libres sur g

|
|
Ny ,
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alors & et ' sont isomorphes. Nous noterons f(é, X) i'algébre libre
hétérogéne partielie (définie & un isomorphisme présj). ?(l', X) est 1'al-
gébre libre de Alg(F)

ou plus simplement des mots.

sur X , ses éléments sont appelé: des F-mots

Nous pouvens définir la complexité d'un F-mot en terme d'une unique
morphisme vers une algébre particuliére.Considérons 1'algébre hétérogéne @

ou sy =IN et pour chaque f d'arité n et de profil Spr veer Sy S
ona: .
fo(key oo %)) = 14+ £ x
1 n jo1 1
soit €5 : XS - N tel que Cs(x) =0 alors 1'unique morphisme

de ?(F, X} vers & prolongement ¢ est noté comp. comp(v) s'appelle
la complexité de v
par récurrence. a

- st K estune classe d'algébres partielles hétérogénes similaires
stables par produit et passage aux sous-algébres et contenant une algébre

son utilisation est fondamentale dans les démonstrations

avec plus d'un &lément alors K admet pour tout X une algébre libre sur X .

.-s1 X =9 1'a19ébre?(!g, X} s'appelle 1'algébre initiale sur K

pour tout algébre hétérogéne &4 de K » i1 existe un uniqu2 morphisme h%
de ?(K. #) vers ol . Dans le cas od K = Alg(F) ADJ note Te 1lalgébre

initiale, nous la noterons ?(F)

4.3.~ ALGEBRES HETEROGENES ENGENDREES ET ALGEBRES

$1 & est une algébre partielle, 1'ensemble T(a) est 1'ensemble de
S-uples d'ensembles qui déterminent une sous-algébre hétérogéne .
J{8) est stable par intersection. Soit X< A

tous les

fe X= (g)ges X5 € Sa

B
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la sous-algebre héténogene engendnZe pan X est la plus petite sous~algéh1-
B dont le support contient X ie. X.< s, , son support est noté

s€ Sg | 4.5.- FONCTIONS POLYNOMIALES.
[X] = (fxs])ses - La plus petite sous-algébre hétérogéne d'une algébre i i s i eliguiTe HELErogEhe pavEvellie, G paut fiuRlF une St |
hétérogéne est notée K(a) , elle est engendrée par ((0)5€S . Une a]gﬂr; s igbtre hatdrugens, TeS-uple F(")(ﬂ) - (F(n)(ﬂ')t)ta s ol :
hétérogéne est premiére, si elle ne contient aucune sous-algabre premiére | _(n) est 1'ensemble des fonctions sartielles de J
propre, autrement dit si &= K(4) ou encore ‘S(a) = [A] . B0 (ngges et 00 FUE(@), l
Les propositions du paragraphe 2.4 restent valables. . m 525 vers t, . Cela se fait de la maniére suivante : posons

SES

' i 9y nsey S s', a=(a) I
4.4.- ALGEBRES TERMINALES, P €F M @) ips s by € F M (@), o f de profil (s'1, STy == S

I
1t
___________________ i

| P S“S ; 4 pl(a)’ s pm(a) son définis il en est de méme de
Dans une classe K d'algébres, une algébre & est terminate si pour! s

i a) et f{py, ..., p)(a) = fy (py(a), -.es py(3))
toute algebre B de K 11 existe un unique morphisme de £ vers ad . Flpys - pm)(a) (Py m 1

- +S . .
Parmi ces fonctions, i1 en existe notées proj; (1<1<ns) , appelées

............ i les projections et définies par L
et B sont deux algébres terminales elles sont isomorphes. proj?(a) =1a i® composante de a 1

La sous-algébre ?(n)(a) engendrée par les projections est appelée
N : : 3 = variables sur 4 .
Le seul morphisme de & vers d est 1'identité sur . I1 existe un [ L'algebre des fonctions polyromiafes & n = (n)o o
seul morphisme h de & vers R et un seu] morphisme k de R vers 3. I

composition koh est un morphisme de & vers & , c'est 1'identité ; donc |
est un isomorphisme. o

a r = s i classe
Soit X, = (SS ) 00 X = XPs eees X . Soit —5: une

Ns's re s s s
# k R . n ida "ho~
B concenant PO (g) et une algsbre Vibre ?( )(,& X,) . Considérons 1'ho
On notera que ce raisonnement est exactement le méme que celui que |
. 2 o . m gl ! . e
T'on fait pour m_ontrer 1'isomorphisme des algébres initiales. W it envotent T o proﬁ o) B Wy, 1'image d’'un €lément w de
Dans les variétés, i1 existe des algébres triviales, c'est a dire ) !

momorphisme de ? (")(K. Xn) vers ?(")(z],) prolongeant les applications

i
dont Tes supports sont réduits d un seul &lément qui sont notamment produit‘ S?%m
vide d'algébres ; ce sont les algébres terminales car il est bien évident %
qu'il n'existe qu'un morphisme de toute autre algébre vers elles. ‘
L‘étude des types abstraits améne 3 s'intéresser & des classes t
&'a]gébres qui ne sont pas des variétés, qui ont des algébres terminales '
\

non triviales et qui jouent un réle fondamental.

4.6,~ IDENTITES SUR LES ALGEBRES HETEROGENES.

Soit X, = (X)ges

infinis dénombrables de variables indexées par les descripteurs de sortes et
les entiers. Une famille d'identités (resp. d'inégalifgs) est une famille de

on X3 = {xi, ST x:, .. Jseddes ensembles




=5ills

couples d'a ! ‘
up €léments de s? (F, Xw) que 1'on note v = w (resp v g w)

ST n est le maximum, pour 1'ordre produit, des indices des variables |
figurant dans |v, wi on peut supposer que v

*pUE. )

et w appartiennent a

Une algébre hétérogéne & est un modéle d'une fa

. mille £ d'identil
ST pour tout v = w de E ona Vo =W, . Une algébre partielle hétémj

géne  est un modéle d'une famille E d'i

négalités si pour tout v EW
de £ ona VoEW ’

&

élg (F 5 E) est la classe des algébres hétérogénes modeles d'une i

famille £ d'identités, on 1'appelle aussi une variéts ; celles des algabre.
hétérogénes partielles qui sont modéles d'une famille

modéles de ta famille d'identités

"

I
Dans le paragraphe 1.1, nous avons envisagé des algébres qui sont y
|
X i

GAU(CONS(x, v, y}))
DRO(CONS(x, v, y)) = y :
TET(CONS(x, v, y)) = v |
GAU(VID) = VID |
DRO(VID) = VID o

n

Dans le paragraphe 1.2 nous avons envisagé des algébres partielles
qui sont modéles de Ta famille d'inégalites.

P

E d'inégalites est |
notée Algp (F ; E) . 3
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EG(x, y) C EG(y, x)
EG(G(x)s G(y)) T EG(x,y)
EG(D(x), D(y)) T EG(x, y)
EG(D(x), G(y)) T FAUX
EG(D(x), T) C FAUX
EG(G(x), T) T FAUX
Eg(T, T) C VRAI a

5.- ALGEBRES_HOMOGENES_PARAMEIREES.

Les paragraphes 3 et 4 présentaient les algébres homogénes et
hétérogénes. Les premiéres n'ont qu'un seul ensemble sous-jacent, les se-
condes en ont plusieurs, mais aucun de ces ensembles ne joue un rdle pré-
pondérant. I1 apparait & la lumiére des exemples que nous avons vu qu'une
sorte (parfois plusieurs) constitue le type d'intérét et domine les autres
qui sont des paramétres de la définition. Ainsi dans le type "les arbres
binaires" la sorte Arb joue un réle plus important que la sorte Alph ; de
méme dans le type : "un arbre binaire" la sorte Noe est la plus importante.
Notons que les paramétres n'apparaissent pas sous forme de types, c'est &
dire de classes d'algébres, mais sous forme d'algébres déja complétement
définies. Les algébres paramétrées répondent au reproche fait aux algébres
hétérogénes d'étre plate et de ne pas faire apparaitre la structure de la
spécification des objets. Un autre probleéme résolu par les algebres para-
métrées est le suivant: quand on s'intéresse & une représentation de type
abstrait, on suppose que les types paramétres sont déja représentés (ou
Te seront mais leur représentation n'intervient pas ici} autrement dit, on
ne considére qu'une algébre donnée pour chaque type et non une classe d'al-
gébres (voir la proposition 3 du chapitre 2 , paragraphe 2). Ce concept
d'algébres paramétrées recouvre des catégories d'objets mathénatiques bien
connus dont
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1) les K-espaces vectoriels ou espaces vectoriels sur un corps K
Te paramétre est le corps K , si K est le corps R des réels, il s'agit
des espaces vectoriels réels.

2) les groupes & opérateurs ou JL-groupes.

3) les algébres monadiques sur Alph (cf. chapitre 4, paragraphe 1.1)
elles constituent un exemple assez typique et bien connu d'algébres paramé-
trées intervenant dans la théorie des Tangages. -

Soit &-1, XX &n des algébres homogénes (éventuellement elle-méme

paramétrées) ; wne atlgibre homogéne paramétrde par &y, ..., a, appelée

aussi ill - flz-...- &n algébre est un couple &l = < Ay i F > ol Ay

est un ensembie et o0 F est un ensemble d'opérations hétérogénes sur
Ao’ Al’ o An dont Te profil contient au moins une occurrence de la déno-

mination de sorte s

o Correspond nt & AO . Pour des raisons de

commodité on supposera que si Sg apparait en partie gauche, elie apparait
en téte.

Un monphisme d'algebres paramitries de & vers 9 est une application

h de Ao vers B0 telle que
- pour f : (so, ceer Sps Sy aees Sim ) - S, ona
h (fa (xl, cees Xps o Y o ym) = fﬁ(h(xl),..., h(xn), Yiseeos ym)

- pour f: (so, ceer Sgn Sige ey Sim) t ol t# S,

falxys ooy Xps Yo coen Yg) = §§h(xl),..., h(x1)s yps ons Yp)

On associe @ toute algébre paramétrée une algébre hétérogéne dont le
support est (Ao, Al’ . 3 An) et a tout morphisme h d'algébre paramétrée

un morphisme d'algébre hétérogéne (h, il’ Y in) ol ij est 1'identité
sur Aj - Les concepts tels que algébres partielles, morphismes d'algebres

1

F
I:.

|
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partielles, algébres premiéres, algébres initiales, algébras libres, iden-
tités sur les algébres, se transposent sans difficulités aux algébres para-
métrées.

La classe Alg (F 38 .
par &1, LA ﬂ"

¥, dn ; E) des F-algébres paramétrées
verifiant une famille E d'identités, admet une algébre

libre sur X pour tout ensemble X

Démonstration :

Soit F!'

1}

FUF (an) u...u F(zln) ol F(ﬂ’i) est 1'ensemble des

opérations de ELi
Soit E'=EU Dlag)u...v b(a,) ou D{g;) est 1'ensemble

des fdentités qui sont vraies dans éLi :

La classe d'algébres hétérogénes élg (F*s E') admet une algébre
libre, pour tout X = (X, @, 2, ..., §) cette algébre est paramétrée
par & 1» ~-» &, . Clest une algébre libre de  Alg (F ; dgs vend ) s

en effet si & est une algébre quelconque de Alg (F s 4y, .o, a,

Alg (F, E') donc i1 existe une morphisme unique
de 1'algébre libre vers & prolongeant X

c'est une algébre de
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6.~ DEUX_EXEMPLES : LES_EILES_ET_LES_ENSEMBLES. !

Les deux types abstraits que nous allons &tudier contribueront
avec le type arbres binaires & illustrer le chapitre suivant :

6.1.- LES FILES.

Nous allons considérer les files notées File, sur un alphabet Awnh
Les opérations sont :

FILEVIDE : () = File,

AJ : (File, Alph) » File,

0T : (File) - File,

FR : (File) - Alph U {INDEF} ,
CONCAT : (File, File) » File ;

Elles vérifient les identités ‘
OT(FILEVIDE) = FILEVIDE, f

(011)

(0T2)  OT(AJ(FILEVIDE, a)) = FILEVIDE , s
(073)  OT(AJ(AI(f) a), b)) = AJ(OT(AJ(f, a)), b) , f
(FR1)  FR(FILEVIDE) = INDEF , {
(FR2)  FR(AJ(FILEVIDE, a)) = a ,

(FR3)  FR(AJ(AJ(f, a), b)) = FR (AJ(f, a))

(CONCAT1) CONCAT (f, FILEVIDE) = f
(CONCAT2) CONCAT (f, AJ(f', a)) = AJ(CONCAT (f, f'), a)

Ce type abstrait a des différences profondes avec le type abstrait
arbres binaires, que nous avons étudié au paragraphe 1 ; dans les arbres
binaires GAU et DRO jouaient des rdles antagonistes par rapport & CONS .
Ici OT n'est pas 1'antagoniste de AJ : on n'"ote" pas le dernier &lément
que 1'on a "ajoutd" ; la spécification de OT est récursive ainsi le secon|
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membre de la troisiéme équation contient OT ; on retrouve des propriétés
semblables pour la spécification de FR. CONCAT , quant & lui permet de
construire une file & partir de deux autres files, mais chague file peut
s'exprimer uniquement grdce & AJ , si bien que dans CONCAT (f, f') on
peut faire disparaitre totalement 1'opération CONCAT, c'est ce que nous
appellerons une opération secondaire. Une telle opération n'existe pas danms
les arbres binaires.

La classe FILE [Alph] de modéles proposés ici est constitué des
algébres partielles premiéres finies munies des opérations suivantes :

SU : (Place) » Place,

PREM : () - Place

VA : (Place) - Alph,

EG : (Place, Place) - Bool

et vérifiant Jes 1néquatiohs suivantes :

EG (PREM, PREM) C VRAI

EG (PREM, S U (x)) £ FAUX
EG (SU(x), PREM) [ FAUX

EG (SU(x), SU(y)) C EG(x, y)

sur la classe FILE [Alph] on définit les opérations suivantes :
$lende est 1'algabre telle que Place = 9
Su(a) = va 4 (PREM)

Les opérations €k, d& s @cﬂcaﬁ sont données par la figure 7.

Notations :

Dans la suite nous utiliserons parfois les conventions d'écriture
suivantes qui facilitent 1a compréhension des formules :

FILEVIDE sera noté A

AY(f, a) sera noté foa
CONCAT(f, f') sera noté f*f'
INDEF sera noté 2
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6.2.- LES ENSEMBLES.

Pour les ensembles nous proposons ici la description suivante :

VIDE : () - Ens ,
Ad : (Ens, A]ph) - Ens,
PR : (Ens, Alph) - Bool ;

Elles vérifient les identités
PR(AJ(e, a), b) = S €6 (A, b) ALORS VRAI SINON PR(a, b)
PR(VIDE, a) = FAUX

Trois familles de modales vont étre présentées. E

¢

La premiére est constituge d'algébres munies essentiellement d'une
opération totale ¢ : (Alph) - Bool. On remarque que dans ces modéles
aucune sorte, autrement dit aucune partie de 1'objet, n'est cachée de 1'ex-
térieur. On n'a ajouté aucune nouvelle catégorie d'objet et i1 n'y a ici
rien qui tiennent le lieu de 1a sorte Noe dans les arbres ou de la sorte
Place dans les files. On définit simplement une opération.

FAUX

Wide est definie ainsi €., =
Vide =

B (8, A) est définie ainsi : { =

{3 nsi : A E:@(a, a) = VRAI

si B#A B =

. @z_(a‘,A)=Aea

La seconde est constitué des mémes objets que les files , mais

. Uide est 1'atgebre telle que Place = p

. c’éj(&, a) est 1'algébre 9 telle que Place, = Place, U {Place]|

notons encore a le nouvel &lément

PREM& = a

§ _h_ _— g
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[}
-
ey

M
&
—
b3
—

alors SUE (x) =SU(L(x) et VA&(X)

et VA&(x)

si x € P]ace&

n
o

sinon SU—‘a (x) = PREX a
EQg(xs ¥) = EQ (x> ¥)

E Oﬁ(x. a) = FAUX = EQ &(a’ X)
= VRAI

si %, ¥ € P1ace(L alors

si  x € Place . alors

fi E s
enfin Qﬂ(u a)

R (3, a) = (3 x € Placey) (VA&(x) = a)

La troisiéme est moins orthodoxe, elle suppose que Alph contient
un élement.distingué que nous noterons 0 si Alph gtait 1'ensemble des
entiers, ce serait zéro par exemple. Dans ces modéles on définit une sorte
Place ; il y a les trois opérations du modéle précédent et une opération

appartient ou non & 1'ensemble :

0E:() -» Bool qui note si O

. Uude est 1'algebre telle que Place = § et OF = FAUX

. Pour définir ci‘ﬁ(a., a) deux cas sont & envisager si a # 0
alors d;;(a., a) est défini comme dans la représentation précédente et

OEL%(&,a) = OEA,

by (a, 0) est 1'algebre H  telle que Placey = Place |, toutes

les opérations sont les mémes sur & et B sauf éventuellement ()Eﬁ
qui prend 1a valeur VRAI .
s a#0 ’Rt(a,a)=(3x€P1acea)VA&(x)=a

@L(f.\v’ o) =0Eﬂ,

Une quatriéme famille représente les ensembles par des "listes sans
répétitions”. L3 encore on a une représentation en liste avec les

opérations :
SU : (Place) - Place,
PREM : ( ) - Ptlace,
VA (Place) -~ Alph,

EG : (Place, Place) - Bool

T e T e

| s T mm—

=

e
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et vérifiant les mémes équations que les files

Vule est toujours 1'algébre telle que Place = @

. ct} (&, a) depend de 1'existence d'yne place x telle

CHAPITRE II

que VALL(X)=3
si (3 x € Place ) (VA (x) =a) alors dg(&,a)= a
sinon b (a, a) est définie comme dans le deuxigme modéle.

(8, a) - (3xe Placey ) (VA ,(x) = a)

sur le théme de Ta troisieme famille de représentation, on pourrait cong-
truire d'autres représentations, en particularisant non pas un élénent
dans Alph mais deux, trois, .... n etc... D'autre part, on pourrait dé-
velopper d'autres représentations & base d'arbres binaires de recherches
[AHO 741 . Nous ne tes aborderons pas ici.

etude algebrique de la

Notation :

Dans la suite, nous adopterons la convention d'écriture suivante :

VIDE sera noté ?

A(e, a) sera noté e + a

representation d-un

type abstrait
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CHAPITRE TI .

ETUDE ALGEBRIQUE DE LA REPRESENTATION

D'UN TYPE ABSTRAIT.

Ce chapitre comporte essentiellement deux parties :
dans la premiére nous présentons les divers aspects algébriques des types

abstraits et de leursreprésentations: réécriture, algébres de types, repré-

sentation par des algébres.

pans la deuxiéme partie nous présentons une représentation canonique d'un

type abstrait. |
|

|

[

Convention : \
Il

Dans ce chapitre, nous conviendrons de noter Ti 1a sorte associée !

au type abstrait que 1'on défini ou type d'intérét et Extl, _— Extm |
i

les types qui interviennent dans la définition ou types paramétres.

1.- TYPES_ABSTRALTS_EI_BEECRITURES.

E 1,1,~ SYSTEMES DE REECRITURE  [HUE 771 [RAO 78]

On peut considérer les types abstraits comme des 4istémes de né€cri-

ture, chaque identité est orientée, clest un couple (non 7as une paire)
g — d appelé régle de réécriture.
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e

Nous présentons ici les concepts de Ta réécriture assez informelle-
ment, en particulier le concept d'occurrence d'un sous terme est considéré
sous son aspect intuitif (Huet [HUE 771 donne un traitement plus complet).

Une substitution est une famille o = {x, : = t., ..., x_. = ¢t }
1 1 ni n

de couples variables-termes. L'application de Ta substitution au terme -t i

est le terme ot obtenu en substituant chague occurrence de X;

par ti q :'
Un terme t se %88cnit en un terme t' si

- i1 existe un sous terme s de t

- il existe une substitution o

- i1 existe une régle g -d

tels que 09 =s et t' est le terme obtenu en remplacant dans t, i
s par od . J
On écrit alors t - t' . La fermeture transitive et réflexive de |
est notée - . L
Un terme t est iwndductible si t o ¢! implique t = t' autrement|
dit t ne peut pas se réécrire en un terme.
. Un systime est confluent ou a la propriété de Church Rossen si
t - st - t, implique qu'il existe t' tels que t, 3 t' et
*
ty = t' (figure 1)

t
;// \i\
tl tz

t ) f-
ti/// \\:N t |
NS |

de Church Rosser,
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Si le systéme de réécriture est confluent, chaque tarme se réécrit
en au plus un terme irréductible ult] que 1'on appelle sa forme normale.
La fonction n est en général une fonction partielle.

Un systéme de réécriture est noethérien ou a la prooriété de
tenminaison §iude si pour chaque terme t , il n'existe aucune suite

-

infinie de termes tg]s que to - tl RAEETINN TR S

Un systéme de réécriture est complet, si il est confluent et
noethérien. En cas de confusion avec d'autres concepts de complétude nous
dirons aussi contluent-noethérien. Musser [MUS 78] propose le térme conver-
gent.

Si un systéme est complet, & chaque terme, on peut associer une
forme normale ; donc la fonction u est totale.

1.2.- CONFLUENCE DANS LE CAS DES TYPES ABSTRAITS,

L'algorithme de Knuth et Bendix [KNB 70)[HUE 77] taste la confluence
d'un systéme de réécriture ; i1 procéde ainsi : g et g' sont supposés
avoir des variables distinctes, un terme g est superposasle & g' s'il
existe un sous-terme s de g' (non réduit & une variablz) et une subs-
titution o tels que og = os . Le terme og' est appelé le résultat
de 1a superposition.

Un systéme de réécriture est Localement confluent si t - t1 3

* *
[ tz implique qu'il existe t' tels que tl -t et ty - t'

]
/" :
tl \22 \\\\
* b *

Figure 2 : Propriété de confluence locale.

=

S

ey =
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r |
Knuth et Bendix montrent qu'il suffit pour tester la confluence d'un

systéme noethérien de tester la confluence Tocale sur les membres gauches Ainsi H' = H et il existe une substitution o telle que

0g' de régles qui résultent d'une superposition plus précisément dans le | ot = ct'l, cees Ot = gt! L Alors le terme H(Utl‘ s oty) se
Cas ol Ta substitution o est la "plus génerale”, appelée plus général réécrjt de deux fagons ot et ot' . Cette ambiguité est souvent génante :
unifieur (cf chapitre 6). g

dans une spécification : c'est pourquoi on 1'évite le plus possible, ce

D'expérience, nous avons constaté le phénoméne suivant : qui revient & éviter tout cas de superposition . On pourrait méme songer
; & i i dé 3 itions, les signale au

Dans un type abstrait, les membres gauches des régles de réécritures | 3 un systéme automatique qui détecte Tes dperpesikiens. 19 “

ne sont pas en général superposables. spécifieur et éventuellement lui dit s'il y a confluence locale.

. ' |
Voici une explication de ce phénoméne . Les opérations de profil...» 1|

peuvent &tre partitionnées en deux familles.

} Reprenons 1'exemple des File du paragraphe 5.1 suppasons qu'un
- les générateuns ce sont ceux qui interviennent dans les formes spécifieur &crive les régles.
normal
males (CONCAT1)  CONCATL(f, FILEVIDE) = f

- les opérations secondaires, ce sont celles qui n'interviennent

puis
pas dans les formes normales ; certaines tendent & diminuer 1a lon- (CONCATZY CONCAT (f, AJ(F', a)) =
gueur des formes normales. Nous les appellerons destructeuns. Préci- | = CONCAT(AJ(f, FR{AJ(f', a))), OT(AJ(f', a}))
sément un destructeur f est de profil (Ti, Ext, , ..., Ext, ) > Ti : puis découvre une autre régle '
ot : " | (CONCAT2) CONCAT(f, AJ(f', a)) = AJ(CONCAT(f, f'), a) {
| u{f(x, b 106 yn))l < 1 u(x)! La deuxiéme et la troisiéme ragles se superposent de facon triviale, i
X Ta régle (CONCAT2') un peu compliquée peut étre supprimée. Une raison appa-
pour toute expression x . || est 1a longueur. '
| raitra dans 1'exemple 2.
Un séLecteun est une opération de profil ... - Ext, Notons en passant, que ces deux régles ne se raménent pas si simplement
La plupart des régles d'un type abstrait ont la e e H(tl’ cees £)4 V'une & 1'autre, puisque Ta preuve de }'squivalence entre tes deux régles
= ‘ A { ne se fait pas par simple réécriture, mais nécessite une recurrence. o
o ty, ..., t, sont des termes qui ne sont construit qu'avec des généra- | :

teurs et H est une opération secondaire. Ainsi s'il Yy @ superposition d'un |

3.- S DES STRAITS,
menbre gauche H'(t'1, ..., ') sur H(t,, ..., € 1.3.- TERMINAISON DANS LE CAS DES TYPES ABSTRAIT

» elle ne peut pas

AN il o N

se faire sur un sous terme strict, car ces sous-termes ne contiennent pas

La terminaison finie, qui est délicate a prouver dans les systémes
d'opérations secondaires.

algébriques les plus généraux, est souvent facile d tester dans les types
abstraits "bien construits® ; pour cela on utilise un critére proposé par Mus-
ser [MUS 787 .

oo

P

- - —
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Définition 1 :

Soient F et H deux opérations, une régle H(tl, RN tn) + t
#2duit Fs'i] existe i€ [1...n] et des termes Sps vees Sp tels que
t, = F(sl, i113 sp) et toute occurrence de H dans t & la forme

i est T'un des sj pour un Jell..p]  (figure 3)

si les régles obéissent aux conditions énoncés aux alinéas précédents
Fest un constructeur, puisqu'il a une occurrence a 1'intérieur du terme
de gauche.

si t ne contient aucune occurrence de H alors de fagon évidente
la régle réduit F

la régle

CONCAT(f, AJ(f', a)) -
réduit AJ i=2 et j
La régle .
OT{(AJ(AJ(f, a), b)) - AJ(OT(AJ(f, a)), b)

AJ(CONCAT(f, f'), a)
avec =1

===
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réduit AJ avec i=1 et j=1
la régle

CONCAT(f, AJ(f', a)) » CONCAT{AJ(f, FR(AJ(f', a))). OT(AS(f', a)))
ne réduit pas AJ o

Soit Ff une opération, la propriété d'associativite
Fla, F(b, c)) - F(F(a, b), ¢)
réduit F avec i =2 et j=1, 2
dans F(a, b) et F(..., c) o

, dans le membre dro't F apparait

Si un systéme S a la propriété de terminaison fine, si aucune régle
de S ne contient d'occurrence de H , si R a la forme H(tl, 3. 73 tn) -t

et si R réduit F pour un F au moins, alors

de terminaison finie.

S U {R} & la propriéte

Sans nuire & la généralité on peut supposer que la régle R réduit
F et a la forme H(F(sys .. » t,)

S U {R) .

Cette chaine utilise une infinité de fois la régle R .
*

Posons % Pour R°3

Par le 1émme de Konig, on peut déduire de cette chatne, une chaine
infinie oli seuls ne sont réécrits (par o ) » que des termas dont un des

.y sp), t2, ot . Supposons qu'il existe

une chaine infinie de réécriture dans

et intéressons-nous & cette relation.

sous termes sera utilisé dans la réécriture 7 suivante.

Considérons 1a suite des radicaux c'est & dire des sous termes de

la forme Rk = H(F(... qui vont intervenir dans une

5 ui(k)’ A5 )5 e )
réécriture . Si ui(k) est le terme tel que R'e1 = H(ui((), ...} dans

la réécriture de R, et tel que R'k+1 produira Rk+1 . On remarque que

S e

i l\m—.—._; e
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F(... et qu'ainsi

P Uskeny o)

E(. . ui(k)’ ced) 2 Filws axersn Bl s o ui(k+1)’ Y TR

On déduit alors une chaine infinie dans S , d'ou la contradiction o

Ainsi , pour qu'un systéme de réécriture associé & un type abstrait, |
q

ait la propriété de terminaison finie, i1 suffit qu'il soit construit par

adjonctions successives de régles décrivant une opération non encore utilish

en partie droite auparavant et réduisant au moins une autre opération F
déja définie.

Le type abstrait File du paragraphe 6.1 du chapitre 1, obéit au
critére de Musser. Par contre, le type abstrait décrit par les axiomes
(écrits sous forme simplifiée) :

0T(A) » A

0T(a.2) » A

0T(f.a.b) - OT(f.a).b

FR(A) - 7

FR(r.a) = a

FR(f.a.b) - FR(f.a)

f*xa - f

f* (f'.a) - f FR(f'.a) *x OT(f'.a)

ne vérifie pas le critére de Musser. Un raisonnement sur ta complexité
du deuxiéme opérande montre que tout terme contenant * se réduit en un
terme ne contenant pas *

Comparons les deux systémes sur la réduction f * (n.a.b) pour le
premier on a :

£ x (aab) CONCATZ peowiyayy b SONCATZ, (eu ) ab
CONCATL, . _

B p—

e

e e
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pour le second on a

CONCAT2!
L

f *(a.a.b) [f. FR(a.a.b}]* OT(n.a.b)

PR3, [£.FR(n.a)] * OT(r.a.b) B2, (f.a)x OT(a.a.b)

013, (f.a)* [0T(r.2).b] T2 (f.a) * (a.b)

CONCATZ', [ (£ 2) . FR(a.b)]* OT(a.b)

FR2, (f.a.b)% 07(a.b) L5 (f.a.b)% A

CONCATL | ¢ . 4. o

Cet exemple montre que le critére de Musser est parfois insuffisant
méme dans les systémes de réécriture associés aux spéciications algébriques
de types abstraits. Parmi les diverses autres solutions proposées pour tester
la terminaison, aucune ne semble satisfaisante.

1) 1'ordre de Knuth et Bendix est trop complexe et trop ad hoc

2) 1'ordre de Plaisted [PLA 78] bien qu'assez naturellement déduit
d'un ordre sur les symboles fonctionnels n'est pas utilisable ici.

3) les méthodes fondées sur des interprétations nar des fonctions
de variables entiéres supposent une certaine intuition pour découvrir les
bonnes fonctions ; en ce qui concerne 1'exemple ci-dessus , elles ne sont
pas évidentes. De toute fagon i1 semble difficile d'en déduire une méthode
automatisable [HUE 77] [LAN 77]
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2.~ TYPES_ABSIRALTS ET_ALGEBRES.DE_IYPE. :

Guttag et Horning [GUT 78] donnent la définition suivante :

Définition 2 :

Un systéme axiomatique de type abstrait est suffisamnent complet si
les formes i i :
normales des termes de profil - Exti existent et ne sont cons- |

tituées que d'opérations internes & Exti o |
|
A une description de type abstrait est associée une classe d'algébres

noté 6 é
ées TI [Extl, . ¥y, Extm] appelée algébre de type Ti et définie ainsiil
L
1) les sortes sont Ti, Extl, <o, Ext [
m

2) les opérations sont celles qui apparaissent dans la partie “fonctionnali&ﬁ

ainsi que Tes te i i i
q rmes de profil : Exti » construits uniquement avec les

o .
pérations de type Exti » correspondant aux &léments de types déja définis.

3) les algébres sont premiéres

4)le11es sont modéles du systéme d'équations apparaissant dans la partie
axiomatique (notée AX )

si AX est suffisamment complet et si & est une algébre premiére

T :
I [Extl, tees Extn] alors Exti est une image de termes du type Exti

Puisque T'algébre est premiére. Exti ne contient que des images de
|

i

termes d il é écisé
e profil :()- Ext; de méme plus précisément des formes normales de {

ces termes et d'aprés la complétude suffisante ces formes normales sont
de termes du type Exti a

s
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Définition 3 :

Toute algébre de II [Extl, .5 Extm] est un modéle du type abstrait o

C'est en termes d'algébres ce qu'énonce Guttag. D'eprés le coroilaire
de la proposition 4 (§ 2.4) 1'algébre initiale de la varieté des modéles
de ﬁ& est premiére, donc ¢'est un modéle du type abstra't. Pour ADJ
[i.e. Goguen, Thatcher, Wagner et Wright] , c'est le seu . En revanche,
en considérant la classe Tl [Extl, £ e oy Extm] , nous formalisons le point

de vue de Guttag et Horning. Broy, Dosch, Portsch, Pepper et Wirsing [BOR 79]
montrent qu'une telle classe admet une algébre terminale 'cf proposition 2.
On peut admettre que cette algébre terminale est le modéle le plus économique
dans un certain sens.

Le type abstrait Ensemble tel qu'il a &té présenté au paragraphe 5.2
du chapitre 1 , posséde une famille assez riche d'algébres de type. Le
premier modéle (les ensembles classiques) est 1'algébre tarminale, le second !
modéle (représentation en listes) est 1'algébre initiale. Le troisieme t
et ceux qui lui sont apparentés et le quatriéme , sont deux algébres de type

parmi d'autres. Notons que 1'algébre terminale vérifie outre les équations }
portant sur PR , deux équations &
|
g+ Xx+x=e+x ¥
e+x+y=e+y+x L

Le troisiéme modéle vérifie i
e+x+0=e+0+x |

e+0+0=e+0 |

Le quatrigme modéle vérifie une infinité d'équations i
n n i

e+ + + xi+x=e+x++xi |

i=1 i=1 f
Quant 3 1'algébre initiale, comme dans tous les autres cas, elle ne vérifie '%
aucune équation autre que celles qui sont déduites de 1'axiomatique du type ﬁ

abstrait Q

T
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Seit F

1'ensemble des opérations du type abstrait. Supposons que
les types EXIi

n'ont qu'une algébre de type & un isomorphisme pras.
ml [Extl, m..

s Extn] est une classe d'algébres paramétrées par les algébres

initiales des EXT. . L'algébre ~ telle que Ti e = Lu(t)
fapltys .
tiale de I [Extl, .

/t terme sous

vari
riable} et or tm) = u(f(tl, ¥

s Extm]

b t))

- L'algébre terminale est dacrite par la

est 1'algébre inj-

proposition suivante.

la congruence (®
S u@®v ssiopour tout i€ [1.. n] » pour tout terme
§ T o Exti

On définit sur 4 (plus précisément sur Ti 5)

telle que

(& une variable)

W(8(u)) = u(s(v))

o
nﬁt) est 1'algébre terminale de T [Exty, ..., Ext ]
m

Considérons pour simplifier une opération f : Ti  Ext. - Ti
i

Montrons que U@y »f {u, @) ® f (v, a) . Par définition f (u, a) =

u(f(u, a)) . Donc si & : Ti = Ext; n'a qu'une variable

W(8(f (us a))) = u(8(u(f(u, a))})
= (d'aprés 1a confluence) w(8(f(u, a)))
or &(f(x, a)) : T - Ext; . ainsi d'apres

u ® v
= u(8(f(v, a)) = w(s(f (v, a)))

d'ol le résultat.

?U%D est, par consdquent, une algébre premiére qui vérifie AX .

Ty est terminal &
® nate, en effet toute algébre de I [Extl, <o Ext ] est

-74-

=

est isomorphe & TT/CD ., pour une congruence ® ' car les morphismes

sont surjectifs, i1 reste 4 prouver que ® est la congruen:e la plus fine
sur , autrement dit que u @' v =u (@ v ; puisque (' est une

congruence u @' v = (pour tout &: Till» Ext; &(u) &' 5(v) or @'

' est T'unique congruence possible dans les algébres de type ZXT. , c'est

1

» b (S(u)) =

1'égalité des formes normales donc pour tout § : Ti - Exti

u @ v a

(u(v)) c'est précisément

Définition 4 :

veTi alors  u{u) £ u(v) implique qu'il existe 6 : Ti - Ext; (& une

seule variable) tel que w(&(u)) # u{8(v)) o

Si un type abstrait & la propriété de compiéte discrimination, alors

I [Extx, YT Extm] ne contient qu'une algébre & un isomorphisme prés

Démonstration :

D'aprés la propriété de compléte discrimination, la congruence

est 1'&galité, donc T est isomorphe & Ty ® ainsi pour toute algébre B
de TI [Extl, .y Extm] , 11 existe un uniqﬁe morphisme surjectif de 7

vers 13 et un unique morphisme surjectif de fi vers ~ , ce sont des

. isomorphismes. o

Un type abstrait & la propriété de compfite discrnimination si u € Ti ,

e e

= S

ST

ox

:
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Le type abstrait Arb [Alph] a la propriété de compléte discriminatim,:

1'algébre AAF [Alph, Booll du théoréme est donc & un isomorphisme prés la

seule algébre de type Arb [Alph] o

Le type Ens n'a pas ia propriété de compléte discrimination. Par

exemple AJOUT(AJOUT(VIDE, a), b) ne peut étre discriminé de AJOUT(AJOUT(Vmbf

Comme on 1'a vu dans 1'exemple 5 ENS [Alph] contient d'autres algébres

que 1'algébre initiale o

3.- ALGEBRES_HEIERQGENES EI_PARAMEIREES _EI_REPRESENTATION
ALGEBRIQUE_D'UN_TYPE_ABSTRAIT.

Rappelons le probléme de la représentaion, la spécification algébrique
d'un type abstrait définit une classe d'algébres appelées algébres de type.
La démarche a suivre est la suivante : on cherche & représenter 1'une de ces
algébres, ou, ce qui revient au méme si 1'on prend le probléme dans 1'autre
sens, on tient une représentation pour correcte si elle modélise une algébre
de type ; i1 s'agit d'associer & chaque point de Ta sorte Ti de 1'algébre
de type choisie un objet mathématique dont on décrit la structure interne,

cela conduit & spécifier les relations entre divers constituants internes

a la strucutre, par exemple & expliciter des "opérations" algébriques appe]ém',
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aussi accés, entre ces points (au chapitre 5, un autre formalisme est pro-
posé) ; Nous allons décrire, ce qu'on peut dégager des exemples.

3.1,- DESCRIPTIONS DES ALGEBRES FILLES.

Ce sont des algébres premiéres homogénes paramétrées par des algébres

de type prises dans EXT1 ... EXTn parmi les ensembles on distingue :

- d'une part le support de 1'algébre proprement dite. Nous le noterons Sup.
11 est toujours fini ; comme 1'algébre est premiére, il est constitué de
points qui peuvent &tre représentés par un terme nullaire. Dans les arbres
binaires ce support est Noe. A noter que ce support peut &ire vide (cas de
I'arbre vide) ou pour certaines représentations étre inexistant (cas de la
représentation des ensembles par la fonction d'appartenance).

- d'autre part, les algébres externes ; en général on ne s'intéresse ni &
leurs opérations internes ni @ la maniére dont elles sont représentées.

Méthodologiquement , i1 s'avére intéressant de claster les accés
c'est & dire Tes opérations de ces algebres en trois families suivant Teur
profil

- les fonctions de profil Sup
entre eux les points du support Sup ; elles permettent de cheminer dans
algébre. Ces fonctions sont en général partiellement définies

k-, Sup 3 ces fonctions relient

- les fonctions de profil (Exti,, ..., Exti_} = Sup ces fonctions
1 n

associent aux valeurs externes des valeurs du support de 1'algébre ; ces
fonctions servent & accéder directement aux points du support. Dans les
arbres c'est la fonction T : () - Noe

- les fonctions de profil (Sup) - Exti

- plus rarement les fonctions (Extiy, ..., Extig) -+ Extj . En

général, cela arrive quand Sup est vide et que 1'algébre est réduite a ces

. p—

== =

—e

==

e

" ———

SemEs

=
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opérations. Pour jes ensembles, i1 s'agit de la fonction € :

Enfin, les algébres vérifient des axiomes destinés i ¢
celles qui sont candidates 3 représenter des objets de Ti

(Alph) - Bool
aractériser

Suivant leur profil , les Opérations du type abstrait se représentent
d'une maniére oy d'une autre :

T Une opération du profit Tik x Exti1 X% Extim =+ Ti , est

représentée par une méthode constructj
T'aide de & algébres données
tions au sens mathématique clas

on d'un nouvelle algébre 3§

sique du terme, comme Te sont les
produits ou les quotients dans Tes théories cla

un certain nombre de définitions de nouveaux ac
acceés précisent cette construction.

ssiques des algébres,
cés en fonction des

~ une opération de profil Ti « Exti1 Xo.ox Extim - Extj

sentée par yne sélection,

valeur de 1'algébre en se
tivement 3

c'est la description de T'extraction d'une
servant des paramétres appartenant respec-
Extil X WK Extim

- une opération de profi) Tik x Exti1 X.,.x Extim = Extj  est repré-
sentée par une sélection Plus complexe car on extrait une valeyr
externe & partir de plusieurs algébres,

en général cette valeur est
booléenne et le résultat est yne compara

ison, une égalité par exemple

Dans les arbres binaires, les constructions Yoo et
premier type, la sélection Cet est du se

est du premier type, 31 du second o

a sont dy
cond type. Dans les ensembles é%*

3 11 s'agit véritablement de construc- |

est repré- |

fi

|

l.
:
i
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3.3.~ ELEMENTS D'UNE METHODOLOGIE,

Un formalisme de représentation, devrait servir & systématiser autant
que possible la construction de la représentation. Comme le propose?t beau-
coup d'auteurs, i1 est intéressant de rester le plus Tonytemps possmb?e au
niveau des types abstraits (au niveau statique disent ce-tains) ?ar c'est 1a
qu'en 1'@tat actuel, Tes preuves sont les plus faciles & automatiser notam-
ment grdce aux concepts de réécritures. )

En particulier Guttag, Horowitz et Musser [GUT 78] proposent la methode
suivante ; ils appellent implantation une fonction allan- d'un type ébstra1t
dans un autre type abstrait. On peut prouver formellemen: la correction
de cette fonction par les technigues de 1'algébre. Trés -ommairement, iT
suffit de prouver & 1'aide des régles du type abstrait d arrivée que-1‘1T-
plantation conserve les régles du type abstrait de départ et en part1c?11er
celle concernant les sélections. Le systéme DIVS (Data Tvpes Vérification '
System) [MUS 77} et sa nouvelle version dans AFFIRM [MUS 79] sont des logi-
ciels qui permettent de conduire automatiquement cette preuve . OBJ de Goguen
et Tardo est un systéme apparenté {GOG 79] . Actuellement Fernand Reinig, &
Nancy, développe les premiéres bases d'un systéme de réécriture dont nous
essaierons de tirer un profit semblable. Darlington [DAR 78] , Jones [JON 79}
Gaudei et Terrine [GAU 78a][GAU 78b] et Remy [REM 79] étudient comment
déduire 1'implantation en réduisant au maximum les hypothéses et les choix
arbitraires . I1s utilisent et étendent des méthodes inspirées de Burstall
et Darlington [BUR 77] '
ticle de Standish qui propose quelques réflexions & propcs de 1'implantation
systématique des files sous forme de listes {STA 7871 .

. Procédant du méme principe, i1 faut citer un ar-

A la Tumiére des alinéas précédents, i1 apparait cue, pour représenter
un type abstrait dans un langage de programmation on peut procéder comme
suit 5 tout d'abord, on T'implante efficacement dans un autre type abstrait
dont la représentation par des algebres filles est aisée 4 définir ; ensuite
on définit et formalise la représentation. Construire.systématiquement ces

deux transitions reste un probléme qui devra étre résolu. Voici deux suggestions.
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1) les concepts de 1a réécriture et T'étude des algébres terminales t
doivent permettre de systématiser le construction des implantations. En
particulier la recherche d'une famille, si possible finie, d'identitas
permettant de caractériser 1'algébre terminate (ou peut étre une autre al-
gébre) doit aider 3 découvrir des propriétés utiles & la con:truction de
1'implantation et du type d'arrivée.

2) 1'étude de 1a structure duy type abstrait doit permettre, un peu
a la maniére du paragraphe 4, de systématiser la représentation. Les
opération peuvent alors é&tre présentées, en s'inspirant de la figure 7 du
chapitre ler, par un cas "général" et des “"exceptions”, cela fournit un
canevas pour leur construction (voir aussi la figure 2 dy chapitre 4).

4,- UNE_RERBESENTATION CANONIQUE.

Dans ce paragraphe , on va donner une réponse & 1a question suivante:
existe-t-i1 pour chaque type abstrait qui forme un systeme confluent,
noethérien et suffisamment complet, une classe d'algébres filles paramé-
trées qui en soit un modéle 7 On va répondre affirmativement i la question
€n proposant une représentation canonique de 1'algébre de type initiale.
On a déja vu que 1'algébre initiale n'est peut étre par la meilleure repré-
sentation, on verra de plus par 1'exemple des Listecirculaires que la re-
présentation & laquelle on aboutit n'est méme pas optimale en nombre d'opé-
rations élémentaires parmi les représentations de 1'algébre initiale. Par
contre, elle présente un intérét théorique et pratique puisqu‘on sait ainsi
qu'il est toujours possibie de construire une représentation d'un type abs-
trait & condition qu'il soit confluent, noethérien et suffisamment complet

La représentation Que nous proposons est apparentée & 1'implantation directe |

de Guttag, Horowitz et Musser [GUT 78 ]

Tout d'abord, on s'appuie sur Ta description de 1'algébre initiale
par les formes normales , telle qu'elle a été décrite au paragraphe 2. On
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procéde en deux temps :
on implante les termes plus précisément les formes normales, dans un type

abstrait canonique : les ramifications, et ensuite on représente ce typed

canonique par les petites algébres. Pour 1'exposé, nous décrirons d'abor
PO P’ .

les ramifications puis comment les termes et les reecr1ture,.s’expr1me??‘

par les ramifications. Finalement les résultats sont synthétisés dans 1'é

nencé du théoréme fondamental.

lpar 771

4,1,~ RAPPELS SUR LES RAMIFICATIONS  [par 08l

i i § s orientées
Une ramification sur Alph est une suite d'arborescence

étiquetées par Alph, elles forment 1'ensemble Alph. On peut munir Alph
d'une structure algébrique dite de binoide (cf. figure 4).

: ; 3 g= 1
- une loi de composition interne, i.e. une opération binaire est notée + ,
61¢ € i+ s'in-
elle est associative et posséde un élément neutre noté A . La loi + s
terpréte comme la concaténation de deux suites de ramifications et a

3 3 3 b
est 1a ramification vide i.e. la suite vide d'arbres.

- une opération x fait correspondre, & un &lément a de Alph et une rami-

ificati i ion d'une
fication, une ramification, x s'interpréte comme la construct

cpr s . —
arborescence étiqutée & partir d'une ramification en enracinant 1'étiquette
au-dessus de la ramification.

Afin de décrire les binoides de ramifications comme une algébre
d'un type abstrait ayant la propriété de compléte discrimiration, nous ajou-

tons trois opérations (dont les noms font des références évidentes & la généo-

logie) :

la souche SOU, la descendance DES et la fratrie FRA . (cf. figure 5)

SOU : Binoide - Alph
DES : Binoide -
FRA : Binofide -

BinoTde
Binoide

La souche associe & une ramification 1'étiquette de la racine de
la premiére arborescence.
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Une ramification B x r
Figure 4 : Quelques ramifications.
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La descendance est la ramification obtenue & partir de la premiére

arborescence en enlevant sa racine.

La fratrie est la suite d'arborescences obtenue en :nlevant la

premiére arborescence.

La descendance de r (cf. figure 4)

® ®
®

La fratrie de r (cf. figure 4)

Figure 5 : La descendance et la fratrie d‘ure ramification.

Type Binoide [Alph]l
fonctionnalite

+ 1 (Binoide, BinoTde) » Binoide
x : (Alph, Binoide) - Binoide
A i - Binoide

SOU : BinoTde - Alph U {?}

DES : Binoide - Binofide

FRA : Binoide - Binofide

Axlomatique
S0U(a) =
SO0U{a x r)+ s) = a
DES(A) = A
DES((a x r) +s) = 1r
FRA(A) = A

FRA((a x r)+ s) =
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Type Ram [Alph]
Fonetionnalité
At () - Ram,
-*-+-: (Alph, Ram, Ram) - Ram ;
SOU :(Ram)y - Alph U {2} ,
DES, FRA :(Ram) - Ram ;
*¢... © (Ram, Ram) = Bool 3
+ : (Ram, Ram) = Ram
x & (Alph, Ram) = Ram

Axlomatique

SoU () = ?

SOU(A x r + t}) =A

DES(A) = A

DES(A xr+t)=r

FRA(A) = A
FRA(Axr+t)=t

(A =a,. A) = VRAI

(A =a, ax7r+s)=FAUX
(axr+s=q A= FAUX

(@axr+t=, bxu+v)=(a=,, b)E (r=
CET (Y = v)

Atr=r

(Axr+t)+v=Axr+(t+yv)

Axr=Axr+a

Type Ramvar [Alph, Var]
Fonetionnalite
At () - Ramvar ;
- *-4- : (Alph, Ramvar, Ramvar) - Ramvar ,
R :{Var) - Ramvar
SOU :{Ramvar)» Alph U {7}
DES, FRA :(Ramvar) - Ramvar

LIPS

u)

3 -84~
]
Axiomatique
f SOU(A) = ?
. SOU(R(X)) = ?
1 SOU(A x r +s) = A
i DES{A) = A
i DES(R(x)) = A
E DES(A x r +s5) =T
E FRA(A) = A
I B FRA(R(X)) = A

)
FRA(A = r + ) =s
Type Sub [Ram, Var]

Fonetionnaliteé

IN : () » Sub
i AFF : (Var, Ram, Sub) - Sub
VAL : (Var, Sub) - Ram U {L}

-y

Axlomatique
VAL(x, AFF(y, r, s}) = 4& x =y akorsr sdnon VAL(x, s)
VAL(x, IN) = L

Remarquons la présence d'une opération de profil (Binoide, Alph,
Binoide) - Binoide qui & (r, a, t) fait correspondre a x r+t
Elle confére & Alph une structure d'algébre de la variéte ARB {Alph] .

Plus précisément

i (Alph ; © x o+ o, DES, FRA, S0U, A) forme un2 algébre
initiale de ARB [Alph]

= e ———————

S
=

L
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On sait représenter 1'algébre initiale de ARB [A1ph] par des L

algebres filles. Pour décrire complétement la représentation canonique,
il suffit de décrire les termes sur F par des ramifications sur 1'alpha-
bet F , et Tes réécritures par des fonctions sur Tes ramifications qui

utilisent 1'opération a x r + t . Les termes sans variables sont des éle- |

ments de Ram (cf. figure 6), les termes contenant des variables sont des
eléments de Ramvar (cf. figure 6). Les substitutions sont des éléments de
Sub. .

Sur ces types abstraits nous définissons trois fonctions (primi-
tives récursives de ramifications (voir [QUE 69])

FILTRE : (Ram, Ramvar) » Sub U {!}
qui , &tant donnée une ramification r et une ramification avec variable t
fournit une substitution ¢ telle que to =r

EVAL (Ramvar, s) - Ram

qui, étant donnée une ramification avec variables, fournit la ramification
obtenue par substitution, grice @ s , des variables,

REECRIRE (Ram, Ramvar, Ramvar) - Ram
qui réécrit une ramification r en se servant d'une régle g -»d . Toutes
les sous-ramifications disjointes que 1'on rencontre depuis la souche et qui
peuvent étre identifiges 3 g sont remplacées. Cette restriction n'a pas
d'importance, car le systéme, &tant confluent, 1'ordre des réécritures,
n'a pas d'importance.

Les fonctions sont primitives récursives de ramifications, leurs

calculs ne font intervenir que les opérations s et -x-+- et se transcrivent |

aisément par des compositions d'opérations Cons dans AAE [Alph] .

3 EVAL(R(x), s) = VAL(x, s)
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La réécriture pour une liste de régle est donnée pa* ] .
o voi
REEC : (Ram, Liste (Couple(Ramvar, Ramvar}) (pour le type couple

chapitre 4 paragraphe 2)
REEC (r, VIDE) =r
REEC (r, Ad(e, c)) = REEC(REECRIRE(r, P1(c), P2(c)). €)

La forme normale pour un e donné est Ta fonction
FN : (Ram, Liste (Couple(Romvar, Romvar)) = Ram

FN(r, e) = SI REEC (r, e) =r ALORS r
SINON FN(REEC(r, e), e)

FILTRE : (Ram, Ramvar) - Sub U {!}
FILTRE(r, t) = FIL(r, t, IN)
FIL : (Ramvar, Sub U | ) - Sub U
FIL{A, A, S) =5
FIL{a x r + t, A, 8) = !
FIL{(A, b x u+ v, s) = !
FIL(r, R(x}, s) =
SI s =1 ALORS !
SINON SI VAL(x, s) = L ALORS AFF(x, r, s3)
SINON ST VAL(x, S) =,. &  ALRS s

1

SINON !

EVAL(Ramvar, Sub) - Ram U {L}
EVAL(A> ) = A

axr+t,s)s=
EVA;g EVAL(r, s) =1 OU EVAL{t, s) = 1 ALORS L
SINON a x EVAL(r, s) + EVAL(t, s)
REECRIRE(Ram, Ramvar, Ramvar) - Ram
REECRIRE (A, g, d} = A
REECRIRE (a x r + t, g, d) =
S FILTRE (a x r + t, g) # !
ALORS  EVAL(d, FILTRE(a x r + t, )}
r SINON a x REECRIRE(r, g, d) + REECRIRE(t, g, d)

=S

—— e i,
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4.3,~ LE THEOREME DE LA REPRESENTATION CANONIQUE,

Poun chaque type abstrait spécifié pan un systeme de hédcniture
éonvzagent (e'est a dine confluent - noethinien), et Suffisamment complet,
(L existe une reprsentation de 2'algibre initinle 4 dans une classe i
d'algebres ; Les algdbres sont des anbres binaines et fes comstructions
tuaduisent La néécrnitune.

Démonstration :

Cela découle du fait que ‘4 décrite au paragraphe 2 est une algébre :

initiale , du lemme 1 (paragraphe 4.1) et des lemmes 2 et 3.

Lemme 2 :

Si F est 1'ensemble des symboles fonctionnels, tout terme est
représenté par un &lément unique de 1'algdbre initiale de Ram [F] &iément
unique de Ram [F]

Démonstration :

Posons B 1'application définie récursivement ainsi
si ar(f) =0 alors B(f) = f x &
si ar(f) =n>0 alors
' B(f(tys ..., t)) = fx (B(tl) oot (tn))
est injective o

Lemme 3 :

Toute réécriture peut &tre décrite i partir des opérations COilS
et VIDE (i.e.oxo+o et a)

Démonstration :

elle découle immédiatement d'un examen attentif des descriptions
du paragraphe 4.2 @

" |
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Ainsi puisque chaque terme sOus sorme normale peut &tre représenté

par une vamification, qu'il existe une interprétation des ram fications

e des arbres binaires et puisque toute réécriture peut étre exprimée

com
oxo+o et a la représentation du chapitre 1 paragraphe 2

par
satisfait le théoréme o

4, 4- L'EXEMPLE DES LISTES CIRCULAIRES.
On va montrer sur un exemple que la construction proposée n'est

parfois pas efficace. Considérons je type abstrait Listecircilaire.

Type Listecirculaire [Alph]
Fonetionnalité
LVIDE :()~» Listecirculaire
Ad : (Listecirculaire, Alph)} -» Listecircuiaire,
Listecirculaire
Alph U {INDEF}

RDT  :(Listecirculaire) -

TET  :(Listecirculaire) =
Axiomatique

ROT(LVIDE} = LVIDE

ROT(AJ(LVIDE, a)) = AJ(LVIDE, a)

ROT(AJ(AJ(a, b), a) = AJ(ROT(AJ(x, a)), b)

TET(x, b) = b

TET(LVIDE) = INDEF

La figure 8 représente les différentes représentations obtenues

quand on applique ROT sur la Listecirculaire AJ(AJ(AJ(LVIDE, c}, b), a) .
On remarque qu'il a fallu quatre états pour une représentation que 1'on
peut penser faire beaucoup plus simplement, par des algébres premiéres.
On définit deux opérations nullaires

T, G ¢ () - Noe
une opération unaire

S : (Noe) - Noe .

=SS et

— m—— SN

S
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S est partout définie et vérifie

S{Q) =R
I1 est facile de construire ®ot(n) = B ainsi (figure 15)
Rg = S (Ry)
S A e S&

Q g = Sa,(Q&) qui est par conséquent Ra

Liste originelle

ler état

2éme état

-9Q0-~-

3éme état

gtat final

L'opération Rot sur la représentation
canonique des Tistes circulaires.

ﬂ Liste originelle

Liste finale

naturelle des listes circulaires
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11 semble que la deuxieme "représentation” est celle qui est 1a p
relle pour qui cherche 3 s'imaginer une liste circulaire. On peut s'&tonner
que le type abstrait suggére la premiére : cela provient du fait que la l
spécification algébrique, autrement dit la réécriture, privilégie la repré-
sentation par des arbres, au détiriment des autres. I1 s'agit d'ailleurs d'un
probléme plus général courant dans les bases de données : il est difficile
de spécifier simplement et fidélement upe structure comportant des circula- l
rités et réciproguement d'implanter efficacement et sans erreurs la spéci-
fication d'une telle structure.

CHAPITRE III

outils algébriques pour

le calcui sur les parties

d’une algebre de type

e
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CHAPITRE III

OUTILS ALGEBRIQUES POUR LE CALCUL

SUR LES PARTIES D'UNE ALGEBRE DE TYPE

[. - IuIRODUCTION.

Les types abstraits que nous avons étudiés, comportaient uniquement des

opérations déterministes, autrement dit des opérations qui & un uple de valeurs

font correspondre au plus une valeur. Dans le cas des types abstraits compor-
tant des opérations indéterministes, une opération appliquée & un uple unique
peut rendre une multitude de résultats. Ainsi, puisqu'une opération peut
produire un ensemble de résultats et du fait que les opérations se compaosent,
i1 faut étudier comment se comportent les structures algébriques et les iden-
tités, quand on passe des opérations définies sur les uples d'éléments aux
opérations définies sur les uples d'ensembles. Ce genre de types abstraits,
avec opérations indéterministes, intervient particuliérement dans les bases
de données , oU les opérations ont, en général, la forme "un des..." ou

"tous les ..." . L'objectif de ce chapitre est de caractériser les axiomes
licites dans un tel type abstrait. Cette caractérisation se fait & 1'aide

des propriétés de Lindarité (ie au plus une occurrence de chaque variable
dans chaque membre) et de nZgularité (ie. mémes ensembles de variables dans
chaque membre). Ces propriétés qui s'énoncent bien dans le cas des algébres

e 7 ——

Pr— e
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3
|

homogénes (cf par exemple [BLE 73]) demandent d'étre approfondies dans leué
des algébres hétérogénes.

On peut désirer faire sur les algébres hétérogénes, une théorie simi- |
Taire & la théorie des langages sur monoide libre, c'est-a-dire pouvoir
définir des ensembles algébriques, plus petit point fixe d'un systéme d'ﬁw-f
tions. Pour cela, i1 faut étre capable d'étendre les opérations & 1'ensemblt
des parties, et s'assurer que ces extensions vérifient les mémes identités
comme c'est le cas dans les monofdes. Nous esquissons au paragraphe 6 une
telle théorie. b

On peut, ainsi qu'il vient d'étre dit, caractériser certains ensemble
algébriquement ; cette caractérisation par équation est plus maniable qu'in
prédicat, car, en particulier, elle permet par des calculs simples & mettre |
en oeuvre, d'obtenir éventuellement d'autres équations , plus explicites ou |

plus maniables. Citons a titre d'exemple le fait suivant :

Quand on représente un type abstrait dans un autre type abstrait,

1'image de 1a fonction de représentation n'est pas, en général, tout le type |
représentant. Guttag appelle "invariant de représentation” le prédicat caru-f

térisant cette image ; i1 est souhaitable de remplacer celui-ci par une
équation. i

Enfin, signalons que cette &tude a trait aux opérations dont 1'interpt

tation est faite par "appel par nom" ; c'est-a-dire qu'on évalue une opératinl

composée avant d'évaluer ses paramétres.

2.~ ETUDE_D!EXEMPLES.

Avant de passer & des résultats théoriques, nous allons citer que Tques. ;

exemples et étudier 1a maniére de “calculer” sur des ensembles de parties.

)

2.1.- Les GRoUPES.

Considérons les groupes définis comme un type abstrait

fonetionnalite
e : — Groupe ,
a1
Groupe — Groupe , (noté en postfixé)
Groupe x Groupe —— Groupe, (noté en infixé)
axdomatique

e =X
=1

XX =e ,

xlox=e 3

soit (5” un groupe. Posons

HT K= {h. klh€HAai€K}
g€ = {e}

oo e

ToEs et <o 7,7l Es(sigse

T est associative et € est bien élement

On sait que < ZG s
ne sont pas des groupes. Certes

*, mais on sait que si H est Te support d'un sous-groupe de

neutre de e
(& non trivial alors

Howdoy # {el = e

en effet, 1'équation x . x-1 = e contient deux occurrences de x & gauche

et ainsi elle n'est plus vérifiée sur 1t'ensemble des parties. Par contre, les
trois premiéres équations s'étendent & 1'ensemble des parties et font de
ZG un monoide.

< 3} T L es

. & ._

e e
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i A(VID) = A (VID)
: et sous la deuxiéme forme !
2.2.- LES ALGEBRES LINEAIRES. I A.VID = VID.A

- famille des identités assurant une forme d'associativité sur les
Dans [LES 78] a @té étudié un type abstrait (ou plus précisément applications & droite et a gauche.

une variété d'algébres homogénes) qui intervient daps 1'étude des langages ¢ Ona 2v identités qui s'écrivent sous la premiére forme

qui est appelé type des algébres linéaires, car celles-ci sont naturellement

liées aux langages dit "linéaires". Le mot "linéaire” n'est pas fortuit, [

car ces langages sont engendrés par des systémes d'équations formées de mots :
qui contiennent au plus une occurrence de variables Cependant, l‘assimi]aU:{f

A(B (x)) = B(A (x))
et sous la deuxieme forme

d'une définition & 1'autre n'est pas compléte ; dans un cas une occurt

de chaque variable au plus, dans 1'autre une occurrence parmi toutes les On note LIN [Alph] 1la viriété d'algébre ainsi définie . |
variables au plus. i Alph = (A, B} alers ATRR = {A, B} , on obtient une description sous

forme de type abstrait ainsi :

A.(x. B) = (A. x). B

Les algébres linGaires ont &té choisies afin de montrer un exemple trés
simple, qui n'est pas celui des monoides, sur lequel notre théorie peut :

s*appliquer fonctionnal ite [
: |
VID #)» Lin , |
Soit Alph un ensemble de v symboles et soit KTph  un ensemble A B AT : (Lin) — Lin it
de Vv symboles associés aux symboles de Alph . i T T iﬁ
; ax{omatique
1) La fonctionnalité est constitué d'un symbole. 3 { _ b
VID :()» Lin A(VID) = A (VID) , i
' B(VID) = B (VID) , 1
de v symboles appartenant & Alph AMR(X)) = A (A(x)) /
A :(Lin)» Lin - A(B(x)) =B (A(x))
= A (B(x s
(Nous noterons souvent ces opérations a. x) (B( ); £ E E ;; :
et v symboles appartenant 3 ATph (8{x)) = |
R i(Lin) = Lin ' On remarquera que la premiére famille d'identités ne coiiporte p?s de - ‘
(Nous noterons souvent ces opérations x. a) . variables tandis que la seconde contient une seule occurrence de la méme varia- ];
P - f ble dans chaque membre, ainsi les identités sont-elles linaives et réguliéres %
2)L'axiomatique est constituée de deux familles ‘d'identités : . et ainsi 1'extension d'une algébre & 1'ensemble de ses partie: est encore une -j
= ébre linéaire. :
- famille des identités assurant 1'équivalence des opérations A et A gigebre Tin

sur VID . On a une famille de v identités qui s'écrivent sous la
premiére forme




D'aprés les équations, on s'apercoit que 1'ordre d'application des|
opérations est indifférent, une notation Al.A2 ... A

rend bien compte (cela correspond d'ailleurs & un lemme de forme normal}
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s B1 s B alf

n’ m

2,3, LA CONDITIONNELLE.

Une conditionnelle sur un ensemble est une fonction

SI - ALORS - SINON - : (Bool, Base, Base) - Base qui vérifie les

equations
S
S1

VRAT ALORS x  SINON
FAUX ALORS % SINON

y=x
y=y

On remarque que si 1'on &tend 1a conditionnelle sur les parties de
1'ensemble par

SI

Tes &quations ne sont valables que si

b ALORS X SINON Y =

pour Y vide on a d'une part

"SI

VRAL ALORS X SINON Y

et d'autre part

SI

ce gqui est

VRAI ALORS X SINON Y

contradictoire.

{SI b ALORS x SINON YIXEX,y€EY)}

1
<

={x IX€EX yeD} = g

2.4,- LES ARERES BINAIRES.

On montrera que si une algébre & vérifie les équations sur les a
binaires, il en est de méme de 1'algébre dont le support est

2Arb

- {9 , APy

. Afin d'écrire plus simplement les

X et Y ne sont pas vides. En effi

ey

0
l
!

1
"t

T
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~ fquations, posons :

CONS (x, a, y) =<x, a,y>, VID = ¥
Ainsi on peut définir par une équation a point fixe, 1'ensemble
K= << X, Uy X>, v, <X, w, X > U {¥]}

ol u, v, w sont des éléments de Alph. Si 1'on pose Y = GAJ(X) et
I =DRO(X) , on constate que

Y=<<¥V, v, 2>, u, <Y, v, Z> U {v}

T=<<Y, v, Z> ,w,<Y,v, Z>U{¥}

) : Arb Val
en effet, puisque les équations restent vraies dans 2 - {g}, 2 - {p}

Y = GAU(X) = GAU(< X, u, X>, v, < X, w, X > U {¥})

=Xy Uy X>U (¥} = «<GAU(X),TET(X),DPO(X) > su,< GRU(X),TET(X),DRO(X )= u {¥]

=< Y, v, Z>,u, <Y, v, Z> U{¥}

3.~ EQuATIONS LINEAIRES_EI_EQUATIONS LINEALRES ET_RIGULIERES.

Les groupes , les algébres Tinaires et lesconditionnelles permettent
d'examiner trois familles d'équetions. D'autres exemples sont proposés au
paragraphe suivant et chapitre 3.

La premiére famille est celle des équations Linéaires dunt le paradigme
' est 1'équation de la conditionnelle

SI VRAI ALORS x SINON g = x

Elle ne contient qu'une occurrence au plus de chaque variable dans
chague membre (ici x et y seulement & gauche et x seulenent @ droite)
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La deuxiéme famille est celle des équations Lindaires et néguldibri
représentée par 1'équation

A(B(x)) = B(A(x))

Ces équations sont lingaires et 1'ensemble des variables qui appar

& gauche (ici {x} ) est identique & celui des variables qui apparaissl
d droite.

La troisiéme famille est constituée des autres &quations. Leur modd
est 1'équation des groupes.

T ——

Les premiéres &quations s'étendent par passage & 1'ensemble des pmﬁ1
non vides, les secondes s'é&tendent par passage 2 1'ensemble des partiesy i
compris la vide, les troisiémes ne s'étendent pas en général.

4.~ LES_ENSEMBLES.

.Voici d nouveau 1'exemple du type abstrait : ensembles .
Nous 1'avons déja étudie au paragraphe 6 du chapitre 1 . I1 servira de dw
rence au cours de 1'étude qui suit.
Rappelons comment i1 est défini :

Zype. Ens [Aiph]
fonctionnal its -
VIDE — Ens A

AJ: (Ens, Alph) — Ens
PR : (Ens, Alph) — Bool
axLomatique
PR (VIDE, x) = FAUX i

PR (AJ(m, x), y) =SI EQ(x, y) ALORS VRAI

SINON PR(m, y) |
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soit \& une algébre de ENS  [Alph, Booll . On mont-era dans la suite du

chapitre que  (F' est un modéle des mémes équations ; (£ ' est caractérisée
Ens Bool
E = 270E - Alph , = Alph et Bool _, =2 5 - {p}
par ns&f & - {8} p ¢ p ¢ (F &
VIDE. , = {VIDE
5 { 5 }

- +
Ad\zj (mm, x) = (qu (my, x}) / m€mm}

VRAI é. = *[VRI\I‘2 }
FAUX F = {FAUX@ %
SI bb ALORS xx SINON yy . = {SI b ALORS x SINON y -ib € bb ,
& &

x € xx yE€yy}
Dans 1'algébre initiale (ou une autre) considérons 1'ensembie algébrique
24 des éléments non vide £ qui ne contiennent qu'un élément donné de

Rlph discns A . On en déduit aisément que AL  est solution de 1'équation

2 = AJ (VIDE o, , A) U AJ?. (22, A)
< <

0
autrement dit que ggbt élément de 22 contient A , en effet utilisons
1'équation et les identités. Auparavant , convencns de supprimer les indices
J et F' aux opérations.

D'aprés 1'équation

PR(%%, A) = PR [AJ({VIDE} , A) U AJ(2t, A), Al

par la distributivité de U

PR(AJ ({VID} , A}, A) U PR(AJ(8%, A), A)
par 1'éguation de PR
ALORS VRAI

ST EQ (A, A) SINON PR ({VID} , A)

U PR (Ad(2e, A), A)

|
* + Nous conviendrons de noter par des Tettres doublées les ensembles d‘“ensembles“._j
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or évidemment EQ(A, A) = VRAI  donc
= {VRAI} U PR (AJ(22 , A), A)
par un calcul similaire ou précédent on montre

= {VRAI} U {VRAI} = {VRAI}

En fait, les équations se comportent bien vis & vis de la sorte s

a suite de 1'exemple montre qu'il n'en est pas de méme vis a vis de la w#

Alph.
Supposons maintenant qu'on introduise une opération indéterministe

EXT :(Ens)— Alph . Calculons

PR (EXT(e), ) ol e = AJ(AJ(VIDE, A), B)

Si on fait la preuve en examinant toutes les valeurs possibles de

EXT(e) on obtient VRAI . Mais si tout d'abord on réduit PR{EXT(e}, ¢}

SI EXT{e) = B ALORS VRAI SINON PR(EXT(e), AJ(VIDE, A))

et si 1'on admet que EXT(e) n'a pas partout la méme valeur en vertu de

i c'est-a-dire si toute variable de sorte dans
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inutilement les définitions sans que des exemples en justifient 1'introduction).
Plus loin, nous examinons sous quelles conditions des identités vraies

- dins une algebre € s'étendent & sa (T-extension et & sa FT-extension.

les conditions sont :

- une identité sur § est vérifiée sur (T q, » st elle est T-Tinéaire,
T apparait au plus une

4 fois dans chaque membre.

- une identité sur & est vérifiée sur P T & si clle est
T-linéaire et T-réquliére, c'est-d-dire si toute variable qui

apparait dans un membre apparait une et seule fois dans 1'autre.

Ensuite, nous définissons le concept de systéme d'équations. Cela nous
améne & la notion de plus petit point fixe ou de solution.
r.
' 6.~ (-EXTENSION_D'UNE_ALGEBRE_ET. P-EXTENSION .

. Jd,- S DE SORTES.
1'indéterminisme et de 1'appel par nom on peut obtenir VRAI ou FAUX . 6.1 gf??@?'fﬁffﬁ?&'f -----------
Cela se rattache aux C-extensions car EXT peut s'interpréter comme u
opération deterministe Ens — 2A1Ph Soit & une F-algébre hétérogéne dont 1'ensemble des descripteurs de

5.- EBESENIAIIQN-LNEQRMELLE-DES-BE§ULIAIS-SUR-LES_EXIENSIQN&

sortes est S

Definition 1:

Tout d'abord nous définirons les CT-extensions qui sont des extéfs

Une partie T de S est dite F-stable (ou stable s'il n'y a pas

a 1'ensemble des parties non vides des opérations d'algebres ; ces extensif d'ambiguité sur F ) si pour toute opération f € F de profil

ne se font pas sur toutes les sortes, mais seulement sur quelques unes qi
forment 1'ensemble T

des parties y compris la partie vide. Avant d'énoncer ces définitions, i

faut vérifier quelques conditions, appelées stabilité, qui permettent &ca ;

définitions d'avoir un sens. {On aurait pu,sous 1'hypothése que T et T
sont disjoints , définir des (T- PT'-extensions ; cela aurait alourdi

Sol’ T Son——' So

. Les PT-extensions sont des extensions 2 1‘enseiil

So € T implique que pour tout 1 € [1..n] So; €T a

Autrement dit les &léments de So dans T ne sont obtenus qu'a partir

d'éléments de So dans T et d'une opération f
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Si F est 1'ensemble des opérations
{Arb, Val} et 9

{CONS, GAU, DRO, TET} de MW

seuls les ensembles sont stables o

Dans les algébres homogénes ol i1 n'y a qu'une seule sorte S = {SJ.l

S et P sont stables. o

6.2.- P-EXTENSION D'UNE ALGEBRE.

Soit &
sortes et F comme ensemble d'opérations, soit T un ensemble tel que
S - T soit F - stable. On appelle
telle que 1'ensemble des sortes soit

PT-extension une algébre notée P 1{

So = Sg si
P74 4

So&

=2 si So €T
PTQL i

So ¢ T
So

et 1'ensemble des opérations définies ainsi

soit f : Sol, 2y Son — So une opération

alors X)) /S0 £ T = kg = Xy et |

frg (Xps oo X) = {6 (xps oo 1

Soi €ET » X4 € Xi} o}

une algébre avec S comme ensemble de descripteurs de |
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Puisque S - T est stable , on remarque que si f : S’l’ SR Sqn - %
. aFini-
avec So ¢ T alors fPTinl’ £g xn) € So o ce qui montre que la défini

tion est correcte vis a vis des sortes de S - T

Dans le paragraphe 4 , F' estune P {Ens, Bool} -extension de &

en effet S - {Ens, Bool} = {Alph} est stable.
Remarque 1
Si T=p , la PT-extension obtenue est une fausse extension puisqu'au-

cune sorte n'‘est étendue. Dorénavant le lecteur pourra s'imaginer T non vide.

On remarque que f(Xl, veey Xn) =f# si et seulement vi il existe

i€ {l...n} tel que s; € T et X;=9

Cette remarque permet d'introduire la définition 3

6.3.- C-EXTENSION D'UNE ALGEBRE.

Si S - T est stable, une (T-extension est une algésre hétérogéne dont

les sortes sont
So = So si So g7
€T
So
So =2
€T

- {9} si Se€ T

et o0 f est défini comme dans les PT-extensions, compte-tenu de ia remar-
que ci-dessus cela est bien correct.

s T T

| tE: ._7.-.,-,-
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Quand w est un mot de P(F, XU) on le note ;‘Jarfois aussi w(xl, ‘H

ol 2 rti i S i
Xq» » X, appartiennent & u X . Dans la suite, nous convie:

ses ¥ '
drons que . S est 1'ensemble des sortes, T 1le sous-ensemble de S sur]aﬁM

se fait 1'extension et que tout mot w sera noté w(xl, e Xpoh Yy 1
m ’ E) .”.i‘

-» X, tous différents appartenant & U X3
seT

avec X,y ..
1 et yis -eos %-

tous différents appartenant 3 U X°
sgT @

7.~ PROLONGEMENT_DES_IDENTITES ET_VARIEIES. (-STABLES.

Le probléme qui se pose est le suivant. Si E est une famille d'idenﬁﬁ
une algébre hétérogéne totale modéle de £ dans quel cas € T¢, e

elle un modéie de E ? Dans le paragraphe suivant on se posera la méme
question pour les P T

si &

extensions.

Pour cela nous avons besoin de définir 1a linéarité dans le cas des
algdbres hétérogénes.

Soit 3} (F, Xm) une algébre hétérogéne libre, considérons 1'algebre
T =<N, F¢f > définie ainsi N = ( N)
f: So

ses etsi
1° SOn — So alors

L]
‘M3
O

=S

ch (pls ey pl‘l)

par conséquent si g :-- So

o

alors th = 0 . Les applications
s S /.S
i X N telle que 05 (x§) =1 et c?(xj) =051 14#] se

|
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prolongent en un unique morphisme oc : . o:?(w) s'appelle

B X) ~ ¢

le nombre d'occurrnence de x? dans w

Definition 5 :

Un mot w de 35 (F. X)) est dit T-linéaire si pour tout 1 €N

et tout s €T oc?(w) < 1 autrement dit chague variable ce %, ol

s€T , aau plus une occurrence dans w . O

Définition 6 :

Une identitd v = w est T-iinaire si v et w sort T-linéaires. o

Considérons 1'identité
PR(AJ (m, x), y) = SI EQ (x, y) ALORS VRAI SIKON PR(m. ¥) s

¢lle est T-linéaire, si T ne contient pas Alph , en effet ¥ apparait
deux fois dans le membre de gauche o

Le support d'un mot est 1'ensemble des variables effizaces de ce mot,
c'est-a-dire 1'ensemble des variables qui apparaissent dans la décomposition
de ce mot en ses opérations élémentaires. Cet exposé s'attazhant a définir
le plus grand nombre de concepts possibles en termes d'algéores, nous allons
donner une définition formelle du support comme une interpritation dans une
algébre particuliére composée d'ensemble de variables.

Définition 7 :

Considérons 1'algébre }3 = < B, FE > définie ainsi

- pour chaque So € S SoIi est 1'ensemble des parties finies de

U &i . Ainsi toutes les sortes sont identiques et composées de tous
SES

¥
f
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les ensembles finis de variables

- pour chaque f f(vl,..., vn) = U v;
<ign
Les applications ¥ Xi,

se prolongent en un unique morphisme

—»sﬁ
r:Peox) — B

Fg(w) est Te support de w ; on le note plus simplement  I'(w)

o

Remargue 4 : Conventions de_notation (suite).

ST 1'on écrit w(xl. e Xp 3 Yy eeey yp) on suppose que

r(w) C {xl, ceen Xp Y ey yp}

Lemme_1

Xj € T(w) implique oc? {w) > 1
Démonstration

Elle se fait par récurrence sur la complexité de w
si comp(w) = 0 alors w = x§ et I(w) = Ys(x§) = (x§} donc
x? €T(W) e=i=j ood?(xj) =] e oc?(w) =1 - oc?(w) >1
si comp(w) > 0. alors w = f(wl, oBer wn) alors T(w) = u F(wk)

l<kgn

donc

or ocS (w) = ocs (f(wy, ..., wp)) = fro (oci (W), ..., oct(w,))

n
s s
kfl oci(w,) > °°i("k)

donc

x? € rs(w) - oc? (w) =1

définies par YS(X§) = (xgl

x{ €T(w) =(3k € [1.. n}) X§ € Tlw)=(3kell..n]) oci(w,) > 1

4 3
et oc; (wh) 21
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| si w €& P{F, Xw) et w= f(wl, TEL w") et si w es: T-linéaire
alors k€ {l..n} et he€{l..n} et k#h impliquent
t
P(wk)n Fw) 0 U X, =9

el

lémanstration :

Si comp(w) = G alors w n'est pas de la forme f(wl .- wn) , le

| lemme est donc démontré.
' Si comp(w) > O suppossons

k€{l..n} et he{l..nl! et h; k et

s . s
Hwk)n r(wh) 3 x? pour s €T . 0D afres le "temme 1, oc; (wk) 21
donc

oc?(w) =

s s
p oc; (wj) > oc?(wk) +oci{w) > 2

"M

1

~ done w n'est pas T-lingaire a

le lenme suivant énonce les propriétés d'une apératicn, liées & la Fe-stabilité

si 5" est F-stable, si s'€S' et we S'P( alors

FaXy)

=SS T

==
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Si Comp(w) >0 alors il existe f (ks wxep sn)—s’

~ n

W= flw, ..., W) etdonc T(w) = ‘Ul r(wj) d'aprés la stabilita
Jj=

sl, ..., sn appartiennent § S'

S
W

et d'aprés 1'hypothése de récurrence

rwe v x%
ses' @

F(wj) < U X
ses’

d'ol

s L
oc; = 5 impti
i (w) jzl oc; (wj) donc oai(w) » 1 implique qu'il- existe

7 s
J € [1l..n] te) que oci(w) > 1 donc par récurrence s €S’

La proposition qui suit est fondamentale.

si w est T-lingaire alors

W (Ko eoes X5 yq, oo = 3
eta (Ky ] : yp) {w&(xl,..., 0 ’¥1’---’¥p)("i€xi)"°“" i€l

Démonstration
ST comp(w) =0 et w= x? alors dans 1'algebre €T&  on a
_ .S g "
W = proj; c'est & dire
W .
¢T&_(x1,..., Xy s Yio oees yp) = Xj = {proj?(xl,...,xm 5 yl....,yp)

{(x; €X; pour i€ (l...m]}
(o0 x, =

h]

provient du fait qu'aucun Xi n'est vide

x5 == projs (x X 3
i P e Xy yp)) - La deuxiéme &galite

si comp(w = u
p(w) >0 w f(wl, ks wn) ou f :(sl, ..., sn)— s
montrons que si z appartient au membre de gauche, i1 appartient au membre

de droite et vice versa.

3
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z € Wera, (Xl, 1.0 Xm R ZEIRRED yp)

si z € fmTZL(mea.l (Xl’ cees Ko Yy e yp), - w&Té.n(Xl""’Xm; Yireos
ssi 3(21, o zn),z = fa’(zl, s 5 Zn) et
vi € [1..n] z, €w CTa4 (Xl’ 2333 Xm 3 ¥ps e yp)
par 1'hypothése de récurrence
ssi a(zl, - N zn) z = fy (Zl’ ca.s zn) et v; € {1,..r] a(xl, J xm)

Zj = Wy 4 (R wovn X 3 Yqo -oes yp) et v; € {1..m] x5 € X
puisque w est T-linéaire, d'aprés le lemme 2, si k # h ine variable x

qui apparait dans ) n'apparait pas dans W, > autrement it on peut
intervertir  vi € [l..n] et a(xl, NP xm) i.e. le cheix des %5
est indépendant de la composante i de f . Donc la dern:ére assertion
ci-dessus est équivalente &
3(21, Ty Zn) z = féL (Zl’ WG Zn) et 3(x1, 5o g xm) vi € [1..n)

z; = wa ; (Xl’ cees Xp3 Ypa eees yp) et vj€ [l..m X € X
51 3(Xps-.ns X) a(zl,. sz )z = f s (21, . zn) et wvi€ [1..n]

2y =W (Xl’ s Xy b Y yp) et vje€[l..m] X5 €X
st 3(Xys.ens xm) z=wy (Ryswves Xy 5 Yseees yp) et R €1l..m] X € Xj
ssio oz € {w a (Xl’ ces X Ypeees yp) / vj € [1..m] X5 € Xj } o

sy

3

pl
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1a propasition 1 est une propriété de confluence [HUE 77] ou de
Church Rosser [ROS 73] . S§ w est T-Tinaire la valeur de w dans (T8
est indépendante de 1a maniére dont on la calcule, qu'on 1a calcule en

"paralléle" point par point et qu'on fasse la réunion des résultats obtenus

ou qu'on calcule sur les ensembles, on trouve le méme résultat. Par conséqugﬁﬁ'?'
cetie proposition peut 3tre rapprochée du lemme 11 de Huet [HUE 771 . Dlautn |
part comme le remarque Shafaat [SHA 74] dans le cas des algébres homogénes,
elle est & la base des récultats qui vont suivre sur les variétés

5V vV ew est une identité T-linéaire, si Vg = wn alors

Yere = ety

D'aprés la proposition 1

Yora (X o0 X s Ypoeen Yp) = L TR S Yysees yplxiex,i pour ii#
et

WGT&(’(I""’ X!n 3 Ypaeees Yp) = {w&(xl,..., Koy 3 ¥qaeees yp[xi € Xy pour

i€ [1l..m}}

et puisque pour chaque Ris cees X, 0N 2

Ya (xl,..., Xn b Ypeeeos yp) Wy (xi,,.., g 3 Yo ...,yp)

alors

¥ K335 o . - .
era (% L TR Yp) = Wera (Xpaeees X5 Ypaeees ¥p) a
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Definition 8 :

Une variété V d'algébres hétérogénes est (CT-stable <i pour toute
algébre 2L de V ., TT4A, estunealgébre de ¥

forollaire :

Soit E  une famille d'identités T-lingaires alors li¢ variété des

| algébres modéles de E est (T-stable.

Démonstration :

Soit & v=w de E

a = W
on V& @

un modéle de E alors pour toute identité
donc puisque 1'identité est linéaire VeTs® YeTa donc

| (T4 est un modéle de £ o

8.~ VaR1ETEs  P-sTABLES.

Nous &tudions dans ce paragraphe le probléme du prolongement des

identités d'une algébre,& la P-extension.

si v est T-linéaire et si TI(v)n v xi = {x

.,ox )
teT m

10

alors YpTa (Xl""’ Xm 3 Ypaee-

| opour i€ (1.1

s yp) = fvZL (Xgsoe s Xy s yl,,..,yp)/ x5 € X,
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si pour tout die(i..m] , Xi #P , alors lelrésultat est vrai,

d'aprés la proposition 1. Si 1'un des Xi est vide, Te deuxiéme membre de

1'égalité est vide . I1 reste & montrer qu'alors

est vide, en effet par récurrence :

.

si = 59 = B 0 s
T vex; alors m=1 et X, =P ainsi VPTﬂ.(xl S Ypreees yp)' w

si comp(v)>0 alors v = f(v],..., vn) et d'aprés la définitiondeff

n
rvmin v xt s U o) o xt it j
te7 @ p (v;) e Soit j tel que

Xj € T(vy) alors Vil X3 Ypeeees Yp) o

{xl,..., x!

} =T(vi)n v
9 I ter

t
X, alors vijTZL prend la valeur @

sur les valeurs X'l,.u, X‘q correspondant au vecteur Xyseevs X et ainsd

m

ﬂPTéL (ks vj(X'l,..., X‘q P Ypsees yp),...) =p o

Nous défjnissons 1a régularité dans le cas des algébres hétérogenes

Une identité v = w est T-réguliére si

i

o

rvin v xt - rpn oo x
teT teT

. T-réguliére si
Ypra, (Xpeeeos Xp s ypoeoth
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fxerple 6 : cas_de la_table des_symboles.

L'équation

LEAVEBLOCK (ADDID (symbtab, id, attlist)) = LEAVE (synbtab) est
T = {symboltable, boclean} , mais n'est pas T-réguliére

- si T contient Identifier ou Attributlist. o

Théoréme 2

si v =w estune identité T-linéaire et T-réguliére, si Vo =My
aors Vprg = Ypra

Démonstration :

Puisque T(v) n U XE, = Mwyn U XE, posans

teT teT
r{vin U Xt = {xl, ..., x_} alors d'aprés la p-oposition 2
i i
teT
Ta (Xl"“’ Xrn 3 Ypr eees yp) = {VZL(XI""’ Ko 3 Ypseees yp)/x.-lEXi
pour 1€ (1..n] }}

et de méme pour w

. = o ceeg . "l X
Moty (Kpseeos X 3 Ypoews Yp) = Oy Oxpaees g s g vpl/%g € X

pour i € [1..m]}

ainsi puisque v, =w %

8 & ona Vpry T ¥pra

Définition_10 :

Une variété
appartient

V est IPT-stable si pour toute algébre & de ¥ ,

PPTL v

an
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Corollaire :

si E est une famille d'identités T-linéaires et T-régulidres
alors la variété des algébres modéles de [ est (PT-stable.

=

9.- ENSEMBLES_ALGEBRIQUES,

Dans ce paragraphe, nous nous placerons dans une variété ~(T-stable, |

notée V¥ . Soit xn 1'ensemble des variables

s s = - ;
seUT {xl , ...,xns}alors "'("s)ses o0 n.=0 si s¢7

Un systéme de n &quations est une application E qui a chaque

variable x? de Xn fait correspondre un ensemble d'éléments note

s §1 3 : s
Ei ou E[xi] inclus dans s;?(!. Xn) i.e. dans la sorte s de 1'algébre

Tibre sur Xn » dans Ta variéte Y , souvent on notera le systéme

S sl sl i
X; = Ei (x1 b By anI, i, st1 )

Dans la yarigté ARB [Alph] posons Y = xA'® s L= xgrb alars

1
Y=<<Y,v,Z> s Uy, < ¥, v, 25>
L=<y v, 25 ,w,<Y,v, 25
est un systéme de 2 équations o

Dans 1a variété des algebres {A, B} - linéaires, posons x = x%i"
alors

x=AAx.B U A.A.B
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i la
I"ﬁt un systéme d'une équation. On notera que 1'absence de parerthése dans

| mtation des éléments de E met en évidence le fait qu'on se ;flace dans
/7 (LLN [Alph 1, X{) et non pas dans $* (ALG(VID, Alph U ATph], X;) . Il
it 22l

” s'agit pas de 1'équation
x = A(B(A(x))) U A(A(B(VID))
i de 1'équation

x = A(A(B(x))) U A(B(A(VID)) o

Rappelons tout d'abord que si &  est une algébre et si

s (n) -
1'élément de X (v,&) correspon
W ESY(\:/,Xn) on note sz v

| dint (cf. le paragraphe 4.5 du chapitre 1). L'appiication définit alors une

. n Se -
ipplication,notée aussi g3 ,de 1T s’s vers 2 , aiasi
’ ! SET

S
ES(y) = (w, (¥) / weES}

EY)(y) =(<< VID, v,< VID, t, VID>>, u,< VID, v,< VID, t, VID >>>, VI0} o

s n
b S b 0 - S
fir réunion, on peut étendre E: en une application de ng (2%a - @)

wrs 2° -9

B ()= (B /yev

en posant

sl

S - oo e vy, e, )

| linote E(Y) le uple (E he) 4

U point fixe ou solution de E est un uple Y d'ensembles tel que

Y =E (Y)

Si dans 1'exemple 7 on pose y = (VID, < VID, t, VID >) on obtient :
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E est une application U-continue de T
SET

(?S - ¢)"‘ dans
Tui-méme

Démonstration :

La définition de E: par
B = U £ (b))
yey

fait naturellement de E une fonction U-continue o

9.1.- SOLUTION DANS LE CAS DES VARIETES [P-STABLES .

Dans le cas ou la variété est IP-stable, E s'é&tend de

noes )
SET

dans lui-méme ; ainsi E(P) a un sens et @ c E(P) en itérant cette

application on obtient 1a suite pc ... c E‘(w) c qui converge
on a pour borne supérieure ou réunion le plus petit point fixe de 1'équation

Y = E(Y)

Dans le type Ens [Ent [Bool] , Booll du paragraphe 2.4, 1'équation

28 = AJ(VID, SU.SU.ZERO) U Ad (2% , SU.SU.ZERO)

peut &tre construit par itération a partir de @

QEO =0, 28, ={

1 AJ(VID, SU.SU.ZERO)} ,

22, = {" AJ(viD, SU.SU.ZERO),  AJ(

etc... o

AJ(VID, SU.SU.ZERO), SU.SU.ZERO)}
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9,2.- SoLUTION D'UN SYSTEME (-ACCEPTABLE DANS LE

Puisque la variété est C-stable, E ne s'@tend pas forcément & P

ainsi 1a construction du plus petit point fixe ne peut débuter sur 9

i Mais nous allons imposer & E une propriété que vérifient la plupart des

systémes d'é&quations couramment utilisés.

Definition_11 :

: S
Un systéme est C-acceptable si pour chacune de ses variables Xj
g0 P

Autrement dit tout membre droit contient des constantes.

est non vide o

. 11 si
Notons B 1'ensemble E5 N P et B Tuple (8.0s Bjlhen)

sa valeur dans &l est notée By

Pour tout uple X dans &." E (X)) 2 By

Démonstration :

Si Y est un point fixede & , Y28

e
Démonstration :

si Y estun point fixe Y 2 E(Y) or d'aprés le lemme 1 , E(V) 2 B,

On itére € sur B et on obtient la proposition suivante

a a




-119-

g " (B, ) estleplus petit point fixe de E
n30 & a .
Démonstration :

Y est un point fixe, U  E"

Notons que, si
n»0 3

(BzL ye Y en effat

d'aprés le lemme 2, B, <Y

€ et donc par récurrence

n n+l
si EaL (B&)gY alors ESL (BZL)E EY)e Y

et donc la réunion des Eg’ (BZL) est incluse dans Y

Réciproguement, par continuité de EZL , 0n voit que

E,(Uu £ B ) = U B ()

4050 & 8 n»1l & ®a
or d'aprés le lemme 1
()28 dnc U EN(B )= U EN(B ) e
4 Ve a ) a‘a N0 4 va

10.- BIBLIOGRAPHIE.

Le calcul sur les parties d'un groupe, appelées complexes, remonte
au début de ce siécle, i1 était reconnu que ces complexes ne formaient pas uf
groupe mais un monoide [VDW 36) . Tous les travaux que nous allons citer

portent sur les algébres homogénes, aucune étude n'a été faite sur les algébre

hétérogénes. Le plus ancien article sur les possibilités de IP-extension est
di & Gautam en 57 [GAU 571 . Fuchs [FUC 65] pose le probléme de 1'extension
des équations a des algébres ordonnées. L'&tude la plus compléte est certai-

nement celle de Bleichner, Schneider et Wilson [BLE 73] . Les (C-extensions
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apparaissent comme le cas od 1'algdbre & é&tendre est trivialement ordonnée,
mais les techniques de démonstration ne sont pas fondamentalement différentes.
Wand dans sa these [WAN 73] caractérise, indépendamment des autres travaux,
les variétés GC-stables et IP-stables. Shafaat [SHA 74] quart & lui, expose

une réciproque assez forte du corollaire du théoréme 2 sous la forme suivante :

“si une variété IP-stable est modéle d'un ensemble d'équaticns I, elle est

wodele d'un sous-ensemble de I d'équations linéaires et réguliéres”.

Huet [HUE 771 se place dans les systémes de réécritures homogénes et
par conséquent utilise une modélisation spécifique légérement différente ,
i1 démontre des résultats de congruence des réécritures qui sont proches de la
{-stabilité (confluence de réécritures en paraliéle) et fonti appel 3 la
linéarité. Une régle de réécriture est , par essence, asyméirique, par consé-
quent 1a linéarité n'est nécessaire qu'ad gauche dans le cas des réécritures
parailéles.
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CHAPITRE IV

EXEMPLES DE TYPES ABSTRAITS

I‘- UQISI

Nous allons examiner des algébres et des opérations dans ces algébres,
destinges 3 exprimer les objets que 1'on appelle : mots, piles, listes,
files etc.... Ces algdbres se classent en deux genres. Le premier corres-
pond & des algébres n'ayant que deux sortes : les mots et ies booléens.

Le second & des algébres & trois sortes : les mots, 1'alphabet, les boo-

léens.

1.1.- ALGEBRES A DEUX SORTES : MOTS ET BOOLEENS [Lgs 78] |

Algebres_monadiques : ‘

Elles comportent les opérations ¢ , A]phg et EQ ot vérifient f

£Q(e, &) = VRAI
MONAD JEQ(A.x, €) = EQ(e, A.x) = FAUX pour chague A € Alpa
EQ(A.x, B.y) = FAUX pour chaque A, B € Alph et A#B ;

EQ(A.x, A.y) = EQ(x.y} pour chague A € Alph I

[< ATph* , Bool ; €, Alphd > vérifie MONAD L
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Le type abstrait construit avec les opérations ¢, Al hd et £EQ
et 1'axjomatique MONAD vérifie la propriété de complete discrimination,
il n'y a par conséquent qu'une algébre & un isomorphisme prés. Les ensem-
bles algébriques c'est & dire les langages associés sont les réguliers.

$9ta£iog_de Commentaire| Notation de wi
opératio i i
p n Ta famille | Profil Interprétation dans Alpn» | gnoides_sur__Alph

11s comportent les opérations &, Alph et * et vérifient

d'opération ‘

€ uni
i () =Mot Te mot vide | X (y*z) = (x*y)*z
A pour chaque B x¥e=x
g A]phq Alph () =Hot A=es‘t\ le mot réduit ]| :PﬂlﬂJXDE €% x = x
43 (1
A.x pour chaque Ao est Te mo ! £Q (&, £) = VRAI
. L constitué 1 :
RERPh ) M| (horyaot | de A suivi des Tetire | | EQ (A*x, B*y) = FAX si A#B
de o [ EQ (A*x, A*y) = EQ(x, y) pour chaque AE€Alph
| [t
& unique i '
{(Mot,Mot}sMot | concatenation ‘ L< Alph* , Bool ; e U Alph, *, EQ > vérifie ,MQI"O“TI
Alx, y) pour chaque ' ‘
A € Alph AIph° (Mot,Mot oMot | Ao B) est A.{o*p Le type abstrait construit avec les opérations &¢ U A'ph, * et 1'axio-
? \ (3 P g
« . A ) J matique MONOIDE vérifie la propriété de compléte discrimination. Les
) d (Mot) - Mot «.A est le mot consti- . langages sont les C-langages.
Alph tué de o suivi de ]:1 |
lettre A - Algebres dyadiques de Greibach
EQ uni .
que (Mot ,Mot)}Bool| &galite Les algébres dyadiques de Greibach comportent les opérations e,

mph®et EQ et vérifient
A(e, B{x, y}) = A(B(x, ¥), €)
R ) | AB(x, €}, ¥) = A(B(x.¥)» )
_______ ¢ Guelques opérations sur Tes mots. GRB 1 EQ(A(x, €}, A(y, €)) = EQ(x,Y)
' EQ(c, €) = VRAI
EQ(A(x, y) » B(z, t)} = FAUX pour A # B




Remarquons a propos de ces équations que 1'on peut montrer que le
systame de réécriture associée est confluent et ncethérien, bien que 1'on
ne puisse appliquer le critére de Musser & la seconde. D'autre part on
voit que si 1'on avait remplacé A(ec, B(x, y)) = A{B(x, y), &) par
A{x, €) = A{e, x) on aurait perdu la propriété de terminaison finie (i1
suffit de poser x = £) . Enfin la premiére &quation aurait pu étre rem-
placée par

Ale, B(x, y}) = A(B(e, x), ¥)
ou Ale, B(x, y)) = A(BIx, €), y)
La seconde ci-dessus donnant facilement par composition avec la

deuxitme de GRB celle déjid citée.

< Piph* , Bool ; ¢, Alph'°, EQ > est une algébre dyadique de Greibach{

Les formes normales sont les
AI(AZ("' (An_l(c, €), €) ..

Les langages associés sont les

€), t)

C-langages.

Les algébres linéaires comportent les opérations ¢, A]phg R A]phd
et EQ et vérifient
(A.x)o B = A. (xo8B)
co A =Ace
LIN EQ(A.x, A.y) = EQ(x, ¥y)
EQ{A.x, B.y) = FAUX
EQ(e, ¢) = VRAL

_

pour A #B

il

< Alph*, Bool ; e, A]phg U A1phd, EQ > est une algébre linéaire

Les formes normales sont Tes ARy RE

Les langages associés sont les langages lingaires.
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Les représentations consistent pour chaque mot en une algébre conte-
nant un accés de succession et un accés de valeur, par exeriple le mot abac
est représenté par 1'algébre

S S S

R
b a

a

o

Les représentations des opérations sont assez simplas (voir par

exemple la figure 2).

1.2.- ALGEBRES A TROIS SORTES : MOTS. ALPHABET ET BOOLEENS.

1.2.1.- SPECIELCATION. DU_TYPE_LISTLIN

Nous ne décrivons qu'un type Listlin qui contient la plupart
des opérations qu'on y étudie habituellement. Les constructeurs sont & ,.
Nous prenons tout de suite des notations infixées plus lisibles.

tyoe Listlin [A1ph]
fonctionnalite
€ : () - Listlin
- ¢ (Alph, Listlin) - Listlin
TETE : (Listlin) - Alph U {INDEF)

RESTE : (Listlin) - Listlin
* @ (Listlin, Listlin) - Listlin
® : (Listlin, Alph) - Listlin

QUEUE : (Listlin) - Alph U {INDEF}
DEBUT : (Listlin) = Listlin

RENV : (Listlin) = Listlin
ESTVIDE : (Listlin) - Bool
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Ax.(omatique
{T1} TETE(e) = INDEF
{12}  TETE(a.x) = a
{T3} RESTE(e) = ¢
{R2}  RESTE(a.x) = x
{*1} e*x=x
{*2}  (a.x)*y=a. (x*y)
{el} coa=a.c
{02} (a.x)eb = a.(xeb)
{Ql}  QUEUE(e) = INDEF
{02} QUEUE(a.g) = a
{03} QUEUE(a.(b.x}) = QUEUE(b.x)
{01}  DEBUT(e) = ¢
{D2} DEBUT(a.t) = ¢
{03}  DEBUT(a.(b.x)) = a. DEBUT(b.x)
{RV1} RENV (g) =&
{RV2} RENV (a.x) = RENV (x)®a
{V1}  ESTVIDE(e) = VRAI
{V2}  ESTVIDE(a.x) = FAUX

1.2.2.- ProPRIETES DU_TYPE_LISLIN
Voici quelques résultats concernant ce type abstrait.

Lemme 1 :

Le systéme de réécriture associé est noethérien
Démonstration

Le critére de Musser s'applique. Par exemple dans la régle
(a.x) *y = a.(x*y)
« réduit . et n'apparait pas auparavant en partie droite. Notons que te

critére proposé par Plaisted s'applique aussi & condition de prendre un ordre ||

=Ji27=

sur les symboles fonctionnels tel que . soit plus petit que tous les autres
symbotes & 1'exception éventuellement de ¢ et que @ soit >lus petit que
RENV,par exemple 1'ordre dans lequel ces symboles sont jntraduits. o

Le type abstrait est confluent

Démonstration :

Aucune superposition n'est possible o

Les formes normales sont ¢ ou a.%
Démonstration : _|

Par récurrence sur la taille des termes de profil () - Listlin.
On voit tout de suite en examinant les régles que la forme normale |
d'un terme a une taille plus petite ou &gale & ce terme.

- si taille (£) = 1 alors & = ¢ et le résultat est évident

- si taille (2) > 1 , i} suffit de procéder par cas suivant le premier
symbole de % .

Considérons par exemple Ve cas ol £ = DEBUT(L') .

Par récurrence sur la taille, L' a une forme normale. Si la forme nor-
male de &' est & ou a.¢,la forme normale de '
$i 1a forme normale de &' est a.(b. 2"), alors £ se réécrit
DEBUT (a.(b.L"}) qui se ré&crit a.DEBUT(b.L")

or

est ¢

taille(DEBUT(b.L")) < taille(DEBUT(a.(b.2")}
d'aprés la remarque sur la taille des formes normales
< taille(DEBUT(L')) = taille (2)
et par récurrence , DEBUT(b.L") a une forme normale,disons 2"
a une forme normale a. 2" o

, alors 4

4
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Lemme &4

Le type abstrait est suffisamment complet

Démonstration : x*(a.y) = (x@ a)*y

Les termes & considérer ont un profil () - Alph U {INDEF} , i1 | Deémonstration :
suffit de considérer les termes de la forme TETE(2) ou QUqu(Q) et de

. . Par récurrence sur x
raisonner sur la taille de £ en supposant 2 sous forme normale

si x = ¢, cela se démontre par des méthodes habituelles de réécriture,

1) si 2 =¢ alors TETE(c) et QUEUE(e) se reduisent & INDEF e * (a.y) — o a.y

2) si 2 =a.x alors TETE(R) se reécrit en a et pour QUELE, et

i1 faut considérer deux cas i (e@a)*y el, (a.e)*y X2, a.(e*y) 1, a.y
2a) % = a.e alors QUEUE se réécrit en a | st x = b.z

2b) 2 = a.(b.2') alors (b.2) * (a.y) o b.(2% (a.9))

t
QUEUE(2) - QUEUE(b .%') qui par rédcurrence se réécrit en | 2 #2
* ¥y £, b. *
termesde Alph U {INOEF} . o« ((b-2)0a) *y & (b.(z02)) *y ~= b.((z02) *y)
—_— o . or par récurrence z*(a.y) = (z@a)* d'od le résultat a
Voici quelques formules vraies sur ce type et que 1'on peut démon- P e (2.5) (zo2) *y
trer par récurrence (ce sont des formules de la théorie Ind(List}in) au sens Ce type de démonstration peut étre automatisé en s'inspirant des
de Burstall et Coguen [BUR 77] ). Cette liste ne se veut évidemment pas travaux de Boyer et Moore [BOY 75] [BOY 77]
exhaustive.
= Signalons une autre démonstration suggérée par MUSSER [MUS 78]
RESTE((x©a)@ b} = RESTE (x ®a) et facilement automatisable. Elle consiste & utiliser la méthode proposée
(xry) Rz o= xx(y*z) par Knuth et Bendix pour compléter un systéme qui n'est pas confluent.
X *(a.y) = (x@a)*y Elle suppose le type abstrait,ainsi que ses types paramétres,complétement
x*(yob) = (x*y)ob définis par des systémes de réécritures confluents, noethér ens et suf-
QUEUE(x®b) = b | fisamment complets. On ajoute la propriété & démontrer comme une nouvelle
DEBUT(x@b) = x régle et 1'on tente de compléter le systéme ; pour chague paire de termes,
RENV(RENY(x)) = x '] issus d'un méme terme,obtenuspar superposition et contredisant 1a confluence
RENV(x@a) = a.RENV(x) | locale, on ajoute une nouvelle régle formée & partir de la paire de termes
RENV(x *y) = RENV(y)* RENV(y) irréductiblesdéduits de ces termes.

Démontrons par exemple Trois solutions sont possibles :

- en itérant le processus on engendre la régle VRAI - FAUX , alors la
propriété est fausse

- en itérant le processus , on aboutit & un systéme confluent sans engendrer

la régle VRAI - FAUX alors la propriété est vraie
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- le processus peut étre répété sans s'arréter, alors la propriétéd nc
peut &tre démontrse (du moins pas par cette métnode)
Pour cette équation, on introduit 1a régle
X * (2.y) —— (x@a) *y
elle se superpose avec la régle {2} pour donner le terme  (a.x) * (b.y)
On obtient
*2 o 1
(a.x) *(b.y) ~= a.(x*(b.y)) ~= a.((x@b) *y)
et d'autre part
* ? »y 02 *
(a.x) * (b.y) ((a.x)ob)*y 25, (a.(x@b)) *y
22, a2 ((xab)* )
La confluence locale n'est pas contredite.
Une deuxigme superposition est possible avec la régle {*1} pour

donner e*(a.y) qui fournit :

e*(a.y) 21, a.y

et

?
e* (ay) — (¢ a)*y ia.(c *y) —*L a.y

La confluence locale n'est pas non plus contredite et il n'y a plus
d'autres superpositions. La proposition est vraie.

Examinons ce que cela donne sur une proposition fausse

RESTE (DEBUT(x)) = x
€n superposant avec la régle D2 on obtient

RESTE (DEEUT(a.e)) - a.c d'aprés la nouvelle regle
et

D2 R1

RESTE (DEBUT(a.e)) —=+ RESTE(e)—2is ¢
et ainsi on introduit la nouvelle régle a.e - ¢ qui se superpose avec
{v2} pour donner

ESTVIDE(a.e) —2, Faux
et

ESTVIDE(a.c) - ESTVIDE(e) ~L vRal
D'ou le résultat.
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1.2.3.- UNE_BEEBESENIAIIQN.DU-IXBE-L;&ILLN .

. . T
Voici un exemple de représentation des listeg lincaire

T:() - Place
Q: () - Place
S : (Place) » Place
P : (Place) » Place
V : (Place) » Alph

et vérifient

i i1q acceés
;s algebres filles possédent deux sortes : Place, Alph et ci1q

SoP(x) = x et PoS(x) =x

; £ ées par
Les opérations Uid , « o Sheste ,Debuket Ssensr sont données p

la figure 2 et .
Gee (&) = Vy (Tg) s

Vz\,(Ta) est défini

k i Y défini
@ole (g ) = INDEF si Vg (T,) nestpas
| t défini
Quane(g) =V (Qg) st Vg (Q ) e
§ i Y défini
Quuene ) = INDEF si V,(Q,) n'estpas
Balinde( g, ) = VRAL si et seulement si Place, =
Cette représentation vérifie les équations, par exemple
teme_&
Debruk(a.(b.a)) ~ a. Debut(b.a)
Démonstration

- ’ N }
Place g ia.(b.g)) ~ 72 (b.2) ~ { 0dbkla(0.2))

= Place, , U Placey ) - { P p 0y Cab.g))

S
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= Place, , U {Placeb‘”’} Py a (Qb.a,}
= Place Bdt(b. ) u (Placeb_&}
= P1
et posant cp(Placeb.ﬂ,) w(Place &Q«r(b-g,))
et o(x) = x pour les autres valeurs de «x

B ; R at
On définit un isomorphisme entre Place g (a.(b.a))

Place;  ot(b. ) = P12 9 t(b.g) U P, b o)}

On remarque Q&P,“t(a-g) = QB-W(Q) od 1°on a posi
en effet
Qw-r(a.g) Pa.g(qa.g)

or Qg estdefini
=Py (lg) = Qg
O.DJ.«I(B) est aussi defini

=0, ot (%)

M(ag)(x) = Sa'ﬁ(x) = 5:% (x) = SM(X) = Sa.&"«t(ﬁ) (x)

six # Placeb_ & autrement on a

S.M«x(a.s) (x) = Sa,w(g) (v (x))

et ainsi de suite pour les autres accés o

}

==




2.- LoupLES.

Type  Couple (Alph)
gonctionnalite
JOINT : (Alph, Alph) ~ Couple ,
P1, P2: (Couple) - Alph,
axdomazigue.
PY(JOINT(x,
P2(JOINT(x,

¥)) = x
)=y

Il y a peu de choses & dire sur ce type, sinon qu'il est de
facon triviale suffisamment complet, puisque les seules expressions
de type() » Couple sont de la forme JOINT(a, b) ol a et b sont des
formes normales de type() - Alph, alors trivialement

P1 (JOINT(a, b)) et P2 (JOINT(a, b)) se réduisent.
Une équation de la forme

JOINT(P1(c) , P2(c)) = ¢

que 1'on pourrait s'attendre & trouver est inutile,car les seuls objets gue
1'on considére sont de la forme ¢ = JOINT (a, b) et T'équaticn es*t alers
de 1a forme c = JOINT (2, b) et 1'équation est alors conséquence des deux
autres. La représentation d'un couple est tellement &vidente que nous n'en
parlerons pas. Ce type sert dans le type de graphe qui suit.

3.~ GRAPHES.

L'exemple qui suit est une spacification possible du type Graphe.

type Graphe [Noeud)

fonctionnalite
GRAPHEVIDE : () - Graphe,
AJNOEUD : (Graphe, Noeud} - Graphe,
AJARC : (Graphe,  Couple(Noeud)) - Graphe,
PRNO : (Graphe, Noeud) - Bool
PRARC : (Graphe, Couple(Noeud)) - Bool
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Axiomatique
PRNO(GRAPHEVIDE, n) = FAUX
PRNO(AJNOEUD(g, n'), n) =
SI n=n' ALORS VRAI
SINON  PRNO(g, n)
PRNO(AJARC(g, a), n) =
SI n=Pl(a) O0U n=P2(a) ALORS VRAL
SINON PRNO(g, n)
PRARC(GRAPHEVIDE, a) = FAUX
PRARC(AJNOEUD(g, n), a) = PRARC (g, a)
PRARC(AJARC(g, a'), a) =
ST a=a' ALORS VRAI
SINON PRARC(g, a)

3,1.- UNE PREMIERE REPRESENTATION.

Dans cette premiére représentation, une algébre griphe ® n'a pas
de support mais seulement deux fonctions
¢ :(Noeud)» Bool
ARC : (Noeud , Noeud) - Bool
avec un axiome
(ARC{a, b) = €(a) € (b)) = VRAI
C'est & dire qu'un arc n'appartient au graphe que i ses deux
sommets y appartiennent.

g}vﬂfgwuwaeest 1'algébre dans laquelle les deux opérations sont
les fonctions identiques a FAUX. Elle vérifie trivialemen: }'équation
(6, n) est 1'algebre }L  telle que
-si n' £n alors E}L(n') = €g (n')

et Eh(n)=VMI

- ARCh (n's n") = ARC@(n', n")

s

| s msessega




éhjaxc(éd, a) est 1'algébre Y telle que

- E:}t coincide avec €es sauf en Pl{a) et P2{a) oG elle vaut VRAL

-si b#a clors ARC, (PL(b), P2(b)) = ARCy, (P(a), P2(b))

sinon ARC, (PL(a), P2(a)) = VRAI

€(P2(a))=VRAI

[ € ARC
Général - Exception genéral Exception
FAUX FAUX
Yrophrride
Hpoud (@ n) €y €(n) = VRAI ARCG,
Ay (5 a) & €(P1(a))=VRAL ARGy, ARC(P1(a), P2(a))

= VRAI

type Graphe.

o, n) = €y (n)
S, a) = ARCy (P1(a), P2(a))

Vérifions 1'une des équations

%«(dewmt (&, n'), n) =SI n=n' ALORS VRAI
SINON Bho( &, n)

en effet si n

nl

alors

@uﬂ&(d%ﬂ“ﬂﬂuQ{: n), n) =

(d'aprés la définition de GLH\V)
= Cproand(s , )™

(d'aprés la définition de éﬁjwm~ui)

= VRAIL
si n#n'

=i} 3=

Suno (dgroencd (0, n*), ) =

(d'aprés 1a dafinition de Smo)

€<i¢uzuKQfs n) (n)
=€y (n)
(d*apras la définition de Swme)

= Tuno( , n)

On peut montrer que, modulo I *isomorphisme, ces aljdbres forment
un modéle du type abstrait.

3.2.- UNE DEUXIEME REPRESENTATION.

Dans cette deuxidme représentation, une algébre graphe (¥  est
constituée d'un support Sommet, d'une application
ASSqe @ (Noeud) - Sommet U {7}
et d'une application

ADd g, : (Sommet U {?}) = Ens (Noeud)

vérifiant les &quations ADJ(7) = VIDE et [n € ADJ(t) = ASS(n) # ?1 = VRAI

C'est une formalisation de la représentation d'un jraphe par "liste
d'adjacence” : ce sera le cas précisément si Ens(Noeud) est représenté
par des listes (paragraphe 5.2 du chapitre 1, seconde rep-ésentation).

Les opérations %«rgmdc, Qﬁynoeu.d et JS}.ML sont donndes par la
figure 4.

Sunor (G4 n) = (ASS () # 21
S &5, a) = PR(ADY  (ASS( (P1(a))), P2(a))

i e e

-

| I




On peut montrer par exemple 1'équation

Bronc(duesd (5, 1), 2) = Sranc (e, a)

en effet

31“-«_( W(Q{» n). a) =
:\)u:a-.:_)

(définition de

- PR(ADJJMQ{’ n) (ASS(%M@’ ny(PL(2))), P2(a))

(définition de ADJ dans dy-nwt(g, n))
= PR(ADJy, (ASSy (P1(a)), P2(a))
(définition de Siaaq

= Gone (0, a)

Ici aussi on montrera que ces algébres forment

phisme une algébre de GRAPHE [Noeud].

modulo 1'isomor-

r ; ASS

ADJ

| Sommet 'général Particulier |génera]

Particulier

|
| Grophunnse | p ?

dymorad ( 50) | Sommet, U{s}

$1 ASSy(m)# ?
alors t=ASSy{m)
sinon sﬁSommer

C si s ¢ Somm
si ASS(n)#? ASSg | ASS(n).= s ADJQ( ABJ(s) = VISEQ{
alors s=ASSS(n) sinon ADJ(s)=ADq$(ﬂ

dane (3, Sommet U {s,t} | ASS ASS(n) =s | ADJ.. |AD

. H 3L g o '.4\](5) =
s ASSe(n) # ? & & 3
JOINT(n, m)) | 51 AS siAgso,(-n) Aass(my = ¢ A{ADYns )

sinon sg Sommet RDJ(t) =

AJ(ADJg(m),l s) |

Eigure 4 : Une deuxizme
type Graphe

représentation du

il
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4,- TABLES_DES_SYMBOLES.

Nous reprenons 1'exemple de la table des symboles d» Guttag, Horowitz
et Musser [GUT 76] pour illustrer le chapitre 3 et seulémgit ce chapitre.

type Symboltable [Identifier, Attributlist]
syntaxe
INIT » Symboltable,
ENTERBLOCK(Symboltable) - Symboltable,
ADDID(Symboltable, Identifier, Attributelist) - Symboltable,
LEAVEBLOCK (Symboltable) - Symboltable,
ISINBLOCK (Symboltable, Identifier) - Boplean,
RETRIEVE(Symboltable, Indentifier) - Attributalist U {INDEFINED} .

semantique
LEAVEBLOCK(INIT) = INIT,
LEAVEBLOCK(ENTERBLOCK(symbtab)) = symbtab,
LEAVEBLOCK(ADDID(symbtab, id, attlist)) = LEAVEBLOCK(symbtah},
ISINBLOCK(INIT, id) = FALSE,
ISINBLOCK(ENTERBLOCK(symbtab), id) = FALSE,
ISINBLOCK(ADDID(symbtab, id, attrlist), idl) = IF {d = idl
THEN TRUE
ELSE ISINBLOCK(symbtab, idl),
RETRIEVE(INIT, id) = UNDEFINED,
RETRIEVE(ENTERBLOCK(symbtab), id) = RETRIEVE(symbtab, id),
RETRIEVE(ADDID(symbtab, id, attlist), id 1) =
IF id = idl
THEN attlist
ELSE RETRIEVE(symbtab, idl).

Considérons 1'ensemble sstt des tables des symboles assocides 3 des
programmes o0 1'on a déclaré des identificateurs x avec 1‘attribut a

==t

g

P T e

= Y

=
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et des icentificateurs y avec l'attriout b ; on a

sstt = ADDID{sstt, x, a) U ADDID{sstt, y, b)
U ENTERBLOCK{sstt) U ADDID(ACDID(INIT, x, a), ¥, b)

11 est facile de montrer que si  ffvv = LEAVEBLOCK(sstt)

CHAPITRE V

fevv = govv U sstt U {INIT}
de méme on peut montrer que

RETRIEVE(sstt, x) = a U RETRIEVE (sstt, x)

A 1'aide de considérations sur les plus petits points fixes on pourrait f;f
montrer que
agvy = sstt U {INIT}
RETRIEVE(sstt, x) = a

En revanche les calculs ci-dessus ne sont plus valables si 1'on
remplace x par {x, y} ainsi que vaut

RETRIEVE(ADDID(ADDID(INIT, x, a), ¥, b), {x, y}) ?

caleu! refationmel of

e

N

représentation d-ug

type abstrait
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CHAPITRE V

PRESENTATION GENERALE DU CALCUL RELATIONMEL
ET SON APPLICATION A LA REPRESENTATION

D'UN TYPE ABSTRAIT

I~ [nIRODUCTION.

La démarche que nous avons proposée jusqu'ad présent est Ta suivante :

- un formalisme équationnel décrit le type abstrait c'est & dire 1'en-
wible des objets auxquels on s'intéresse et les opérations, constructions

[ : .
- Wt sélections qui permettent de passer des uns aux autres.

- un formalisme, qui n'est plus équationnel mais inéquationnel, (cf. le
apitre 1 paragraphe 1.2) décrit une représentation, c'est a dire une cons-
:l1tut1or_| interne possible des objets , cette description est faite en termes
If'acces & 1'intérieur de ces objets, les constructions apparaissent comme

"- #s constructions d'algébres et les sélections comme des accés privilégiés.

La description des représentations en terme d'algébres qui a le mérite,
dutre autres choses, d'étre simple et claire et d'utiliser le méme vocabulaire
jwe la présentation algébrique des types abstraits offre cependant quelques
Inconvénients :

~ Dans certains cas les accés intéressants ne sont pas univoques mais
dnitivoques, autrement dit a partir d'un objet, on a accés & plusieurs autres
: ;nous avons déja évoqué des aspects similaires dans le chapitre 3 pour les

. pérations de niveau plus élévé).

e

L_‘ R e e e R
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- Pour affirmer certaines propriétés, i1 est intéressant de considérer
fon pas un accés univoque mais un accés multivoque, c'est le cas, par exemple,
de la propriétés “tous les points d'un arbre sont atteints & partir de 1a
racine" qui peut se traduire "la relation qui associe & la racine tous les
points de 1'arbre est incluse dans la relation, entre la racine et ses des-
cendants, obtenue par itération de la relation " fil gauche ou droit". I

en est de méme de toute propriété faisant appel & 1'"inverse" d'une fonction
non injective.

~ Comme on 1'a vy le systéme est un systéme d'inéquations car les fonc-

tions sont partielles ; i1 n‘est pas difficile alors de généraliser ces fonc-
tions partielles vers des relations.

~ Enfin, certains axiomes, que 1'on veut écrire,
tés sur des sous-ensembles. Une sorte particuliére a &t

d laquelle les sous-ensembles et les accés O-aires s'ax
relations.

contiennent des propris-
€ introduite , grace
iomatisent comme des

1.1.- Un exemeLe PRELIMINAIRE.

Avant d'exposer le calcyl relationnel
les différents &léments qu'il faut introdui
décrire en utilisant des accés multivoques
tels que nous les avons Vus au chapitre 3 p

s hous allons voir, sur un exemple,
re. Supposons que 1'on veuille

les "mots" ou "listes linéaires"
aragraphe 1.

Tout d'abord nous faisons appel & une relation "
qui & une place fait correspondre une place,
nous la notons (Place) s (Place). Nous allons
e fait que "tout €lément a au plus un success
sition de 1'inverse de s avec S est inclus

successeur" notée S
pour mettre en valeur son profil,
énoncer sous forme relationnelle
eur" en affirmant que la “compo-
e dans 1'identite".
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-+ {Place) S«1 (Place) S (Place) = (Place) ID (Place)
Y . . )
Autrement dit, 1'axiome que nous venons de donner si on 1'interpréte
s'écrit ¢
x [(Place) 3 (Place) S (Place)] y implique x =y
c'est & dire |
vz x [(Place) S.1 (Place) S (Place)]l z et z ([(Pace) S (Place)l y
implique x =y

ou encore

vz z [(Place) S (Place)] x et z [(Place) S (Place)] y
implique x =y

i ! it formaliser.
ce qui correspond bien & ce que 1'on voulait

1

La relation S™° est donc la relation prédécesseur.

Un autre accés qui intervient dans les listes 1inéair?s‘est la téte
d'une Tiste. Bien que cet accéds soit O-aires, nous le considérerons , pour
unifier les concepts comme une celation T dont le but e?t Place et Iat
source est une sorte particuliére notée ( ) & un seu% élem??t H T. es
donc un sous-ensemble de Place dont 11 reste & spécifier qu'il cont1eTt
(au pfus) un E&lément (cf. 3.2.). Nous pouvons aussi énoncer que T n'a

pas de prédécesseur :

> () T (Place) ™1 (Place) ¢ () VIDE (Place)

VIDE est la relation vide ; ainsi () VIDE (Place) est la partie vide
de Place.
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Les raisons qui font que les relations sont adaptées & 1'étude des représentations
de types abstraits ont déji &té dites. Mais aprés les quelques exemples proposés
nous pouvons signaler encore un avantage du calcul relationnel : 11 n‘utilise aucune
instance de variables d'individus. Tout est dit en termes d' opérations de base :
1a composition, 1'inversion , la réunion, 1* intersection, les relations vides et
pleines etc... si 1'on a besoin de. spécif1er des individus, on utilise encore
des relations dont la source est de type (). Ainsi les propriétés d'une relation
pourront étre prouvées par un calcul dans les algébres relationnelles. Bien que
manipulant des objets de type relation, ¢'est donc un calcul du premier ordre,tant
qu'on ne manipule pas d* équations récursives [PAR 76] (voir aussi [BAC 781).

1.3.- LES ALGEBRES RELATIONNELLES, UNE SPECIFICATION DE TYPE ABSTRAH.

- . 2 2

Les algdbres re]ationne]]es forment un type abstrait particulier qui constitue
1'univers dans lequel on &tudie 1a représentation des objets informatiques ; et
1'&tude qui suit est une étude formelle de ce type.

On notera que celui-ci n'est pas spécifie algébriquement. Cette vision est & rap-
procher de celle de C. Pair et M.C. Gaudel qui &tudient le type abstrait "structure
d'information" comme 1'univers dans Tequel travaille un compilateur . [GAU 78] .

= LES-ALGEBBES_BELAIIQNNELLES ! PARTIE_SYNTAXIQUE.

La description du langage des algébres relationnelles proposée ici, se compose
de trois niveaux :

- 1a dedeniption des neations, elles sont décrites par des termes construits
d 1'aide des opérations

= les préddicats redationneds, il. sont deux : 1'égalité et 1'inclusion

iV

- les assentions, elles s'énoncent essentiellement ccmme une composition
de prédicats. Dans le but de pouvoir les utiliser dars un systéme de

U
preuve efficace, nous les mettrons sous forme de claises de Horn [KOW 74)

2.1.~ DESCRIPTION DES RELATIONS.

Ne serait-ce que pour considérer la sorte () qui seri & introduire les
sous-ensembles ; les relations seront toutes typées avec une sorte source
et une sorte but. Par analogie avec la premigre partie, uous &crirons Tes
relations en majuscules et les sortes entre parenthéses et en minuscule
avec une premigre lettre majuscule.

: (Place) S (Place), () T (Place) o

Les relations constantes que 1'on trouve dans toute algébre relationnelle
sont )
- la relation pleine PLEINE souvent abrégée 1y
- la relation vide VIDE souvent abrégée

- 1a relation identité ID, ¢’est aussi la relition d'égalité souvent

abrégée E

sont les notations des variables
(T), (S) ets... sont les

X, *, *X1, *X2, *XA, X, Y, X1l etc...
relations, (*T), (*S), (*T1), (*T2), (*Ta),
notations des variables sortes.

Avec les relations constantes et les variables relations, avec la sorte ()
et les variables sortes , on construit des termes en se servant d'opérations :

1'union, 1'intersection, la composition, 1'inversion et 1'itération (figure 1)m

la dualité de certaines notations provient du fait que 1'on veut faire coexis-
ter des notations traditionnelles et des notations susceptibles d'@tre utili-
sées comme données d'un programme informatique (certains signes n'existant

pas sur les consoles habituellement utilisées).
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(*Source) PLEINE (*But)}
(*Source) VIDE (*But)
Q
(*Source) ID (*But)
E
(*S) A uBl (*T)
(*S) [An B] (1)
(*S) (A & Bl (*T)
(*T1)A(*T2)B(*T3)
Ai;B
(o) A7t (x5)
(*T) A 2 (%)
(*T) A= (+T)

——

I

}
J

NOTATIONS CONCEPTS

) sorte servant & construire les parties
(Place) notation de sorte de nom place

(*T) notation de variable sorte

notation_de la relation pleine
not;tion de la relation vide

notation de la relation identite

notation de 1'union des relations A et B
notation de 1'intersection des relations
Aets
notatioﬁ de la composition des relations
AetB

notation de 1'inversion de la relation
{(*s) & (*1)
notation de 1'itération de la relation
(*T) A (*T)

Figure 1 : notations de 1'algebre relationnelle.

(*T) [TA UB] & [PLEINE (*T1)* XI (*S) est un terme a

Trés fréquemment une algébre ne comporte qu'une seule sorte (disons T) en

dehors de ()

i dans ce cas on emploiera une écriture simplifiée pour les
termes en supprimant toute oceurrence de - (T) dans les termes et en notant

la composition™;" (T) A (T) B (T) sera remplace par A ;B
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1 2.1.1.- RESTRICTION.

- la source de ID est &gal & son but.
-AUB e AN B (ou A&B) sont bien formés si 2t seulement si
la source (resp le but) de A est égale & la source (resp le but) de B

- (*T,) A (*T{} B (*T,) n'est bien formé que si Te but (*T) de A
est l1a source de B

i - (*T) A* (*T) n'est bien formés que si la source de A est égale &
son but.

2.1.2,- PRIORITE ET PARENTHESAGE.

Afin de ne pas alourdir les expressions par de multiples parenthéses
nous admettrons les régles suivantes :

~ les parenth2sages d'expressions faisant intervenir plusieurs fois le
méme opérateur binaire associatif seront omis, c'est le cas de 1'union,
de 1'intersection et de la composition.

- les parenthésages d'expressions mixtes seront omis en tenant compte
des priorités suivantes pour les opérateurs dans 1'ordre décroissant :
les opérations unaires, la composition, 1'intersection et 1'union.

2.1.3.- INUTILITE DE LA COMPLEMENTATION,

__________ [ S

Signalons que nous n'avons pas employé la complémentation, obération
dont on peut se passer dans la formalisation que nous proposons et dont
1'interprétation informatique est difficile.

Voici quelques restrictions sur 1'emploi des opération; et des constantes :

S R




2.2,~ ECRITURE D'UN PREDICAT.

Un prédicat est de la forme

terme 1 = terme 2 pour 1'égalite
ou

terme 1 < terme 2 (noté parfois terme 1 = C = terme 2)

pour 1'inclusion. La seule restriction est que la source (resp le but) de
terme 1 soit 1a méme que la source (resp le but) de terme 2.

2.3,- EcrRITURE D'UNE ASSERTION,
Une assertion sous la forme d'une clause de Horn est écrite ainsi
antécédent — séquent
antécédent est une suite &ventuellement vide de prédicats et
séquent est un prédicat ou est vide.

3.- LES_ALGERRES RELATIONNELLES : BARTIE_AXIOMATIQUE.

L'interprétation des termes, des prédicats et des assertions est é&vidente
et ne sera pas décrites complatement. Disons simp1ement qu‘un terme peut
&tre interpr&té comme une relation, cette relation fait &ventuellement
intervenir des variables. L' &galité et 1'inclusion doivent &tre comprises
dans leur sens classigue.

Quant aux assertions, quatre cas sont & envisager :

- 1'antécédent est composé des prédicats Pys --.» P, et le séquent est s

et alors s est la conséquence logique de la conjonction de Pis oo d

- 1'antécédent est composé des prédicats - Pps +ves Py et le séquent est

vide, alors 1'un des p; est faux.

~ 1'antécédent est vide et le séquent est s , alors s est vrai

~ si 1'antécédent est vide et le séquent est vide, alors 1'assertion est
la contradiction, tout systéme ol cette assertion peut étre démontrée est
contradictoire.

“netles, 11 n'est pas équationnel,
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2,1.- AXIOMES POUR LES ALGEBRES RELATIONNELLES. I

Tout d'abord fes nelations de méme sounce, méme but forment des treillis
distnibutifs avec élément maximum PLEINE et minimum VIDE.

Miomatique _pour la composition_et 1'inversion.

Nous ne donnons pas ici une axiomatique minimum et celi: pour deux raisons :

- une axiomatique minimum en nombre d'axiomes n'est probablement pas
celle qui est minimum en Tongueur des démonstrations et ce point est crucial |
Tors d'une automatisation. |

- ayant abandonn& la complémentation on ne peut utiliser 1'axiomatique
de Tardki qui nécessite 1'utilisation de 1a complémentation pour la preuve
de certaines propriétés qui ne font pas intervenir la complémentation.
Je pense en fait que la construction d'une "bonne axiomatique" (c.a.d un
systéme complet de réécriture) doit se faire en s'aidant d: 1'ordinateur
(cf 1'article de Knuth et Bendix (KNB 70]

Voici quelques unes des propriétés.
La composition est associative
(s) (X (YY) (u)Z (V)
La conversion est idempotente
g - (s) XU ) = (s) X (b i
L'inversion est distributive par rapport & la composition I
X @Y1 = s v xt '
La relation identité est &lément neutre & droite pour la composition

(s) X (&) ID(t) = (s) X (t)

Ty - = (s) X (8) [Y () 2] (V) |

13} =

may -

L'axiome qui suit est un axiome trés spécifique des algdbres relation-
i1 régit les rapports entre la relation




vide, 12 composition , la conversion et 1'intersection
{75} (s) LIX(t) ¥In Z} (u) = (s) VIOE (u)
= (8 1Y () 27 e XY (s) = (1) vioE (s)
La composition est distributive par rapport & 1'union
{R1} -
{R2} -

(s) X (t) (YUZ] (u)=(s) IX(t) YUX(t)Z] (u)

() DY U Z) (t) X (u) = (s) [Y () XUZ(t)X] (u)
L'inversion est distributive par rapport & 1'union et 4 1'intersection

R}~ (s) XUty = ) it u vl o

R = () a1t (e) = (s) ol a vl

L erse
inters Ctlo", la compOSItlon et 1nversion sont 'el'éES par la
3

{Rs} -
() X ¥ 21 () = () X (1) L (s) ZnvinD) (u

02 ces propriétés on
peut dé&duire d'a i
sous forme simplifice utres propriétés, que nous donnons

{R5'} -
{R6}

X;Y“Z=(X“23Y'1);vnz

EsX=x R El-t o) als o Ry l.ge
{R10} Q3 X=X;a=0

ou encore d'aprés [BAK 721 p. 170

-1
{R11} X" 3XcE - X3 [Yn T =X;YnX;T
{R12) XcE - xlay
R = 3
{R13} X= (X350 nE) ;X (RI'}  X=X; (UsXnE)

{R14} X3U = (X350 nE
{R15} X

cx s xd
NE=X;X"nE (RIS’ ;XnE=x';xneE

l - (s) PLEINE (1)

(€} - (s) [X*]

(E1} -
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3,2.- AUTRES AXIOMES.

Le produit de deux relations pleines est inclus dans une relation pleine

(s) PLEINE (u) PLEINE (t)
D'autre part () ne peut contenir plus d'un &lément

qm - O PEWNEQ =010

De 12 nous dédyisons par exemple le lemme suivant

Eme 1 - ()X (8) XX (8) =0 Xt

| pmonstration :

- SRl Pty

() ¥ (t) = (d'aprés le résultat {R13} ci-dessus) = () D(EYUn E1 () X (t)
- (d'aprés (R15) ci-dessus) = () X (t) ey )X (e
- (dapres (V1) = 0 X (1) X7H 0 X (8) a

3.3,- AXIOMES D' ITERATIONS,

Nous en introduisons essentiellement quatre fconw 71]

le premier "atoile-union" régit les rapports de 1'union et de 1'itération

{EU} - (s) [X U YI* (s) = (s) [X*(s) YI* (s) X* (s)

la seconde "&toile-produit” régit les rapports de 1'itération et du produit
{EP} = (s) [X(t)YI* (s) = (s) [IDUX (t) Y {s) XI* (1) Y] (s)

{2 troisieme “etoile-&toile" affirme 1'idempotence de 1‘étoile

(s) = s X* (s)

la quatriéme "atoile-inversion® affirme Ta commutativité des opérations

(5) ol (s) = (s) 17t gs)
e {EU} et {EP} on déduit facilement

{EU'} (s) [X U YI* (s) = (s) X* (s} [Y (s) ¥*1 (s)

De méme on montre
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Lemme 2 :

Xc¥ = X* c y*

Xe¥ - Y=XUY o y«= [xy Yi*

[X* Y]* X* o Y*

X¥ U X*y [x* v x*

- X*c yx a

On remarquera qu'il n'existe pas d'axiome "&toile-intersection” car

il n'y a pas de rapports simples entre 1'intersection et 1'itération.

Le systéme d'axiomes proposé ici n'est certainement pas complet,
car Conway a montré qu'il n'existe pas de systéme complet fini pour
axiomatiser 1'itération [CONW 71] et Lyndon a prouvé que le systéme rela-
tionnel proposé par Tarski est incomplet et qu'aucune famille finie d'axio-

.mes ne peut axiomatiser les propriétés des relations [LYN 507 .
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| T
1 X3Y 3Z=X3(Y312)

Iiwrz} 1t ox

{m xsy eyl
A X3 E=X

i) X;¥0z=0 - v;iaxt-g

4 X3 YUZ =X3YUX;1Z

I YUZ 35X =Y3XUZ;X

A xuy o xlyytd

A ) xay 1 . xluyl

-,ium x,vnz=x;[x'1~,znv]nz

tmtr xsvyaz=(xnz;vilivnz

| i) £ X=X

) ElsE

k) 2l-q

w0l

e asx;a R} Q=0 ;X

lmy x'ixer - X3 IVATE =X3Ynx; T

B X 3XTeE o (YATI 5X=Y3Xnl;X

m2) XeE - X=ax

1113} X=(X;U nE) ;X {RI3'} X=X; (U XnE)

imm XU = (XU nE) ;U R UsX= T (T3 XnE)
s X;U nE=Xx3X nE ®RSY Uixne=x1;xnE

*!W} TUe U ;U

A QU0 €0 EQ e
[ i il ik Axiomes et résultats sur les
i ©) s ¥l =EUX ;LY XD 5 algébres relationnelles.
A ) X¥]% = xx

L XU YI* = X% 5 [V 5 X*]

i
|
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4.- EIUDE_DUN_EXEMPLE_LES_LISTES_LINEAIRES.

4,1.- REPRESENTATION DES OBJETS,

En adjoignant aux symboles et aux axiomes des algébres relationnelles
un certain nombre de constantes et d'axiomes, on peut décrire une représen-
tation des objets, d'un type abstrait. Nous allons formaliser les Tistes

lingaires. Supposons que nous ayons deux sortes (Place) et (Alph) et quatre
relations :

() T (Place)
() D (Place)
~ (Place) S (Place)
- (Place) VA (Alph)

la téte
le dernier

1a succession
les valeurs

Des axiomes possibles sont les suivants : (ils sont présentés
d'abord en frangais ; puis en termes de relations).

La téte est unique

{LL1} ~ (Place) 77! () T (Place) c (Place) ID (Place)
Toute place a au plus un successeur

{LL2} > (Place) g1 (Ptace) S (Place) = (Place) ID (Place)
Le dernier est unique

{3} =+ (Place) D™! () D (Place) < (Place) 0 (Place).
Toute place a au plus un prédecesseur

{LL4} -  (Place) S () g (Place) « (Place) ID (Place).
Le premier n'a pas de précesseur

(LS} = () T (Place) S (Place) () VIDE (Place)
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Le dernier n'a pas de successeur

e -~ () b (Ptace) S (Place) = () VIDE (Place)

Le domaine de S est la liste et seulement la liste

L7}~ () PLEINE (Place) S (Place) < () T (Place) S$* (Plac:) $ (Place)

La Tiste est constituée des points que 1'on peut atteindre 3 partir
du dernier par les prédecesseurs

U8} = () T (Place) $* (Place) = () D (Place) [~ 1#(Place,

VA est fonctionnelle

L9} -+ (Alph) vl (Place) VA (Alph) < (Aiph) ID (Alph)
Le domaine de définition de VA contient 1a liste

[L10} -

() T (Place) S* (Place) = () (Alph) val (Place)

1, Wt srer wa s yser w0l s oeE (L s; sTlek
| (wsy 755 lag {LL6} D ;S=q
' (U 5§ = (T35 55 (L8 T;se=p; (shs

o Al s vace (LL10} T 3 s*# T 5 val

Figure 3 : Axiomes des listes.

4,2.~ REPRESENTATION DE L'OPERATION $fusl

soit £ une liste, on définit 1'opération R-nt([) en donnant les
Itlations T' , D', S' et VA' en fonctionde T, D, S et VA . Nous
Inuierons de justifier ces choix en francais.

La nouvelle téte est le successeur de 1'ancienne téte
() T' (Place} = () T (Place} S (Place)

N'ont de successeurs dans la nouvelle Tiste que Tes &léments qui

fhtun prédécesseur dans 1'ancienne

e e

S S saes

!
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(Place) S' (Place) = (Place) ™! (Place) S (Place) S (Place) | Lemes: p'! j0cE |
si D a un prédécesseur D' est D sinon D n'est pas défini r_ Demonstratipn : |
() D' (Place) = () D (Place) S™! (Place) S (Place) J 5"} 5 0 = (par definseion) S 5 s 0t 055 5§ equa) &
Les nouvelles valeurs ne sont attribuées qu'd des &léments qui avaient s;sl sc2le; E=¢ 5

un prédécesggur dans 1'ancienne liste

=l
- temme 6 : S' 3 S' Tk
(Place) VA' (Alph) = (Place) S 1 (Place) S (Place) VA (Alph) !

; ' Démonstration
§'=573535 immédiat comme pour le lemme 4
T"=T;s "
-1 temme 7 2 T' 38" T = @
. D'=D;S ;S
E . Démonstration :
VA' =870 3 S ; VA 0 a . :
A T3 8" 7 = (par définition) T3 S ;S ;S ;S {LL4} T;E
3 |
figure 4 : Définition de sl ¢l 1

iS=T3sh sc{s) a;:s-q o ‘

| d'ed T ;S"1 =Q car @ est minimum
4,3,- PREUVE DE LA CORRECTION DE L'OPERATION fﬁ)w{'

———————— o o ke i e ng_g HION S = g E
Nous allons montrer que 1'opération Mt"ransforme une liste en une Démonstration : ,']11
liste autrement dit que les nouvelles relations vérifient les axiomes D' 3 S' = (par definition) D ; S-1 s S--1 S5 S e (L2} D ; |
des listes lindaires. EsE3S=D: S{W6l = g - T i
Cotemed: Tl teme 9 : S; S ;s '
i
Démonstration : - Démonstration
77151 < (par definition) =511l 1 s S={R13'} et RIS’} =5; (s ;snE) =(u2y=5;:5t;s @
et} sy E jscilllcr o :

Lemme 4 : s"l;s'cE | el

f $'7d 5 st < (par definition) st 5 s 5555l s se sy

sTies s serler st b sere) E o
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SRy T3S (EUS sy (ssstis)rss)
(lemme 9) T 553 (EUSY ;s ;5% ;)
(R} T33UT;83581;558%5s

"

= (lemme 9} T 35S UT 3 E; S*;S={T4 T;SUT ;S 558
= {R2} (T ;5 $*) 5 S o

Lemme 11 : T' 5 (S$')* 5 §' = U,s

T ; S'% 5 St

0

(lemme 9) =T 3 S* ;S ; S
R4} =U s (U3 SnE) ;&
RISV 5 (SEsnE) ;s

i

wnv ;s s

n

= (par definition et (L2 ;s 5538t ;55
= (leme YU ;55857 g

Lemme 12 : D' st .1 3 8'*

0% 5 % o (par definition) 0 3 s 385 (871 sl 5y
=EprnsstisyeusT st yssshrssly
= (leqme 9 et (T3} et (R1}) D ;s P ;sup; sty (sl st
=2} D (EUSh; (s s
ey o (sThx s sty s e ossun (sThyr sl
=2y ns (Eu(shyrsshyss=qepr (S s
= {LL8} T ; S*; S = (lemme 10) = T' ; S'* o

- = 3 -1
ya ™l var = (par definition) VAl ;s3T5 s wa

< ({LL4} et {LLI} ) E a

3l 1S
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T3 8" = (lemme 10) T ;5% ;S = ({LL5} et lemme 9) T ; S-1 180 TFn
s*;535 L.

= ({R1} et {R2}) T; (EUS*;5) 38t ;s

(P} Tsst slys-quonU;wl;s) ;s

(par dgfinition) U7 ; VA"l o

n

Remarquons de (VA‘)-1 VA' c E est évident ; ainci d'aprés les

lemmes 3, 4, 5, 6, 7, 8, 11, 12, 13, 14 FRoesk transforme une liste 1i-
néaire en une liste linsdaire.

4.4,- REPRESENTATION DE L'OPERATION Jté

Soit £ une liste linéaire pour définir ctg (A,L) on
définit Tes nouvelles relations S' , T' et VA' et
La nouvelle téte est un élément H

-+ () T'(Place) = () H (Place) .

La succession S' est la succession donnée par S et le fait que
le successeur de H est T .

» (Place S' (Place) = (Place) [S U Tt () T1 (Place).

La valeur VA' est VA ou bien la valeur de H est A

~ (Place VA' (Alph) = (Place) (VA U KL () A] (Alpn)

Le dernier D'

est caractérisé par les trois axiomas {LL3} ,
{LL6} et {LL8} déja rencontrés.

Notons que pour que ces définitions ajent un sens il faut stipuler
quelques propriétés

H est constitué d'au plus un élément

1'on caractérise D' .
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+ (Place) W'Y (H (Place) < (Place) 1D (Place)
et H contient au moins un élément

~ () H (Place) K1 () = ) 10 ()

A et constitué d'au plus un &lément et d'au moingun &lément -
- (Alph) A' () A (Alph) < (Alph) ID (Alph)

SO A AT =00

VA n'attribue pas de valeur a H

~ () H (Place) VA (Alph) = () VIDE (Alph)

T = H

St =5 UK

VA = va U HL ;A
D';S"ﬂ U‘—I;D'CE
Ty (s)* =05 (87 h)e

figure 5 : Definition de J;b

Lihce My HY=¢

=i

H
Aliace AsAalek

H; VA=2

figure 6 : Propriétés de H et A

4.5,- PREUVE DE LA CORRECTION DE

1 ; D' < E  sont évidents ; le

Remarquons que 7l frcE et bt
premier d'aprés les propriétés de H , le second puisqu'il figure dans les

définitions.

-162-

HiS=H3:snU;s = (par hypothase) H 3 SnT ; s 415
= LLI0F W5 S U U5 VATh s = (RILY) et (UL (W AT Wl 5s

<{RS'} (Mo (U nH;va);vA Y ;s
(Propriété de H)

=(Hn(T'nQq); VA'l) 1S =0 =

Lemme 16 : §*7!

i S'cE

.'1 ] < - =
sThyst =ty sunt, T)

-1 - = "
R sy sut s hssus ol ottty

s

o) 1 1

= (Temme 15) S™* ; sy T
(par hypothese H ; H™!

s H o H
=E)

HA
sslysur?,
: ST (WD) et {L2)) E o

s tasuntyn syl

=® ssstuwtorstysy w1t

or Tistag et 77 ey ¢

s;sTunlin < o

Hos™he (') et wezy) W stals, sl

(R13') et ®I5') = ;s al; (5550 np

;b

’

1

2 T

. 51 :
=M H ST 0T ssysT e quyp g slar sk s sl

cHistar;ss sl

L.
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i
on continue comme au lemme 15 = (le lemme 19 donne T ; #l-q donc (73 H'l)* = ) |
c Q o SH3 (EURTY STy 5% e ((R1 et {(TA}) H s S* UM s L 5T, oo
5 ; = (H;S* HUH;S; S*dapres lemme 15H ; S* = H) HUH 3 HL 5 T ; s+
lemme 19 : H; T <@ ]
N = (propriété de H) HU T ; $* o
Démonstration
= 3 I ] - 3 ' -1
Hsthyscus (Tssn et a8 - a © temme 23 + T' 3 3'% =V (VA')
Démanstration
LS | -
Lemme 20 : T' 5 S = T' 5 S'* = (lemme 22) HUT 3 S* < {LL10} HUZ ; VAL
Démonstration . ] ' = (proprigta de A) A 3 AL ; HU U, vaTl
VLol S (STPUT T H) = {RI}H ;ST UHG - -
TS (par définition) H ; (S ) =(A;A1nE);HU25; val
T ‘ -1 -1
: = ({R15'} et {V}) (U3 A" NVU) ; HUY; VA
= (lemme 18 et lemme 19) Q a i -1 1
! = U5 AT HUY; VA
1'1 T ' X - - =
leme gl : VA' T WA' < =R U (A7 s Hu ATl = (par definition) 253 (VA @
Démonstration
-1 : e ol U H'l i -1, (VA U H'l ; A) . La plupart des lemmes ainsi démontrés sont des proori&tés des listes, |
VA §.VA" = (par UeFinition) ( i ; . ’ les autres propriétés font partie de la définition de “’3 ; ainsi cfo& |
vl vt Rt o auatsusvauat st est correcte. |
- . |
or HiVA= get H3H'=E - "
. . . 4.6.~ L (de "]
vl vau Al A ({LL9) et definitionde by ) E o LA LISTE LINEAIRE Ulide .
lemme 22 @ H:S'* =HUT; s* ] La liste Vide est la liste qui vérifie T =0, il est facile d'en
_______ déduire qu'alors D=0 ,5=0Q,VA=2Q
Demonstration
N -1 I
H 3 S'* = (par definition) H; (SUH " ; T)* 4.7.- LA REPRESENTATION DE Git . !
S LR Mo (s* s HE G Ty g s '
-1 ' -1 L'opération Tete fait correspondre a une liste (: sa téte qui est un
={EPYH 3 (H™ 3 TUS*; S 3 H 5 T)*x; S* - ;
élément de Alph. La forme de cet élément a pour source { ) et pour but
= (lemme 18} H ; (H'1 s T)* 5 S*% (Alph), c'est 1'&lément () T (Place) VA (Alph) ; s'il existe, il est unique
SLEPYH s (EUHY (T3 H 1) s or | puisque Gete( L)t s e (L) <€ si () T (Place) VA ‘Alph) = () @ (Alph)
| on pose € (£) = 1n0EF.
i
l
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i 1
1 -1 - e
= (RS} et (T2} ) S IS ENY;TIN E=S" 5 SnlTIneE 3
4,8.- PREUVE DE L'EQUATION Ieste ( c{q wLy:-L i o :
-------------------- =8} ST T ns; T Tas) e |
[ - =l :
Pour montrer que ces représentations sont bien celles des listes, = {LL5} s slTAR1;TNnS] nE
i1 suffit de montrer que les Equations du type ahstrait sont vérifiées. = (diverses régles sur Q ) Q a
Dans la suite, la seule & laquelle nous nous intéresserons est 1'équation
Reste (&.}(A,C)) =L , nous allons la montrer de fagon rigoureuse | Leme 27 : s°); (s* : T)'l sS*;TiSnE=51;5s
comme auparavant. ‘ f Démggstration :
Notons T, S, D, VA les relations de JL)-), T3 S', D', VA" les relations _1"' 1 1 |
de -tz,(A,L) et T, S, D", VA" les relations de Jbeste( c%(A,C)) 7 ST (S*5T) 5 S* T3 SNE = {Ll_.z} ST T80k '
s U sk
Lemme 24 : T = T" 1 = ({RSE et (12) sty IS EnB ;sTnE=sTt (Essadsia €
Demonstration sy s S nelisne=sTt s Essne=stysne
T =T S =H; (SUHY 3 T)=H;SUH;HL ;T w2y sty o
= (lemme 15) H ; H‘1 3 T = (propriété de H) T o 1 a1 ¥ |
lemne 28 : (T3 S%) " 5 (T3S*)nE=S";SuT™ ;T |
Lemme 25 : S = S" Demanstration : ,
Démonstration : (mssm™ls (s S)NE={EPY (TUT;s* ;8 (TuT; s i S) |
I
sesthis st asunt Tty suwt s suwl .T'l;TUT'l;T;5*;5U5'1;(T.;5*)'17U5-1;(T;s)-l; |
=(s'1;sus“;H'l;Tur'l;H;sur'l;H'l;H;T);(SUH";T_ (T 5 5% ;571 {
= (teme 15) (sT' s vt Ty syt = (lemme 26 et lemme 27) T2 ; TUS ;s o
=s'1;s;sus'1;S;H'1;TUT'1;T;SUT'I;T;H_I;T
-1 -1 lemme 29 : VA = VA"
= (lemme 18 et Temme 19) S™° ;S ;SUT " ;T;5S
-1 -1 <1 . Démonstration :
=S 5SNT 7 5 T); S = (lemme 28) [{T 5 S*) *5 (T 5 S*)nE); S = t -1 4
VA" = (par définition) S'"° ; §' ; VA' = (lemme 16 et par définition)
{fUsT38*NE} 55 -1 -1 -1 il
‘ IS 75 SUT 5Tl s IVAUKHT ; Al |)
(Rll'}U;T;S*;SnE=U;U;SnE=U;SnE={Un £} ;S a | -1 -1 [
. 1 = (Temme 28 et {R1} [(T 5 §*)7° 5 (T3 S*) NE} ; VAUS Y 56
. gl R S = 3 = =
Lemme 26 : S ° 5 (S* ; T) " ; TNnE=0 _ HI;AUTI;T;HI;A
Démonstration : "
sV assy Y rne-un stiusTae
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"

(Tenme 18 et Temme 19) [(T ; 5¢)™L 5 (T3 s*)n e ] ; va 5.~ CONCLUSION_ET_BIBLIQGRAPHIE . |

(RI5' T (T ; s* : = Lo oypl .

. i P ST)NED 5 VA = TLLIOHT 3 3 VA" n E] 5 VA L'exemple deg listes montre une représentation d'un type abstrait
{UHT'; VAT N E] 5 VA = ({RIS} et {R15')) VA ;25 nE ; VA | e termes d‘algibreg relationnelles ; la relation S$* et les relations
{RI3} VA 5 : | qui en sont dérivees T ; S* et D ; S* ne sont pas fonciionnelle justi-

i Hent ici 1'introduction du calcul relationnel. Des exemples plus pertinents

u

purra1ent étre tirgs de 1'@tude de la représentation de types pius complexes,

4.9. Iﬂ?95ETE_?E_Eé_EE?E%EEHIﬁI{?@_GEEQI{Q@QEEEE DES LISTES | ptament ceux qui interviennent 3 1'occasion de la description de systemes |

LINEAIRES | d'information. Cette approche nous a &té inspirée des travaux de de Bakker
---------- de Roever, Hitchcock et Park [BAK 721 , [ROE 74} [HIT 72] tous dérivés
Enoncé : Les algébres relationnelles et les opérations décrites dans les 3 Jrtravaux de-Tarskj ITAR 403 . L™intrbducEion du- type () nous 2 gy ume |
paragraphes 4.1 & 4.7 forment un modéle du type abstrait | fnnovation intéressante pour la représentation des structures de données.
Liste [Alph) ] On.ne peut pas parler de calcul relationnel et des structures de

Fonetionnalité dgnnées sans parier des travaux de Codd [COD 70] . Nous citerons aussi

Aorial [ABR 7411ABR 78] qui propose le calcul relationnel pour spécifier

VIDE : () — Liste i i |
| un probléme informatique. [

AJ ¢ (Alph, Liste) — Liste |

TETE : (Liste) - Alph Les approches de fodd et Abrial n'utilisent pas le mime formalisme que {
RESTE : (Alph, Liste) - Liste celles de de Roever, Hitchcock et Park mais en fait toutes poursuivent le

néme objectif : décrire un type abstrait & 1'aide de relations. Le pro- ,f

Axiomatique | bleme de la représentat’on dans ce cas nous a paru , pour 'instant, trop i

complexe pour pouvoir €tre exprimé directement en termes d'algébres i

TETE (VIDE) = INDEF
TETE (AJ {a, %)) = a
RESTE (VIDE = VIDE

RESTE (Ad(a, 2)) = &

filles (relationnelles ou non), c'est pourquoi, dans ce chapitre, les
relations ne sont apparues qu'au niveau des représentation:.

Les Temmes 3 & 23 démontrent le fait que les opérations transforment
une liste en une liste, les lemmes 24 et 25 démontrent la quatriéme équa-
| tion. D'autres lemmes non donnés ici établissent les autres équations o
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CHAPITRE VI

EXPERIENCES D'AUTOMATISATION DES
PREUVES DANS LES SYSTEMES

ALGEBRIQUES

I~ INTRODUCTION.

Comme i1 est apparu au chapitre précédent, les démonstrations dans
les algébres relationnelles sont particuliérement fastidieuses. On se trouve

confronté au probléme suivant :

cthaque fois , i1 s'agit de prouver une &galité ou une jnclusion, a partir des

axiomes des algébres relationnelles R, et des axiomes du systémes particu-
lier 'S que 1'on étudie,(les listes linéaires dans le chapitre 5). Confron-

té a ce probléme, je 1'ai attaqué avec les moyens dont je disposais a Nancy,
¢'est & dire essentiellement le compilateur Pascal.

Je 1'ai abordé de facon classique, c'est & dire par des techniques

de réfutation : car pour prouver D & partir de S et 7 i1 faut refuter

le systéme e P oD , c'est & dire montrer son inconsistance. Ainsi

une réfutation de D est une suite DO, Dl’ 5 Dn d'assertions ol

Do =D et telles que Di est une conséquence de B+ T + 4D et Dn est la

contradiction (vrai - faux par exemple).

En général, Di+1 est obtenu en inférant une assertion Di a partir

eR+Pspu {Dl, GED Di} et de Di . La régle d'inférence qui s'impose

| est 1a néscfution elle est décrite au paragraphe 3. Elle utilise une algorith-

me d'unification qui est décrit au paragraphe 1. La procédure de choix de

I'assertion & résoudre avec Di dans (R+T+ D) U {Dl, cis Di} , s'appelle
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1a procidure de sélection, si ce choix se fait dans (51+CP+ D) 1a sélection
s'en trouve grandement facilitee puisqu'on opére toujours sur le méme ensen-
ble, on dit qu'on fait alors une nésolution Lindaire. Dans le cas général,
la résolution lindaire n'est pas compléte, c'est & dire qu e]le n'arrive pas
& réfuter toutes les familles contradictoires 4'axiomes, compte tenu de la
spécificité de notre objet (&tudes de propriétés algébriques) et sous 1'in-
fluence de Prolog [COL 75) [ROU 75] [WAR 76) et Kowalski [KOW 741 , nous
avons choisi un cas ol cette réfutation est toujours possible, c'est celui
des clauses de Horn ; ce sont des clauses de la forme - Py v...v:lpn q

ol P1s> +++» Pp» Q9 sont des prédicats sans négation, nous les &crirons

sous la forme Pys

-+osPy G . Malgré cela, le fait que la recherche

se fasse par essais et erreurs rend les preuves extrémement longues. Aussi
est-11 apparu qu'il fallait "programmer® la preuve, autrement dit 1'orienter
pour aboutir & une solution sans retours en arriére (ou trés peu). Dans le
cas de 1'égalité, une méthode de réécriture a paru efficace. L'algorithme
de superposition de Knuth et Bendix (déja cité au chapitre 3) fournit un des

outils Tes plus efficaces pour améliorer la programmation de la preuve dans
un systéme algébrique.

Avertissements :

Les algorithmes d'unification sont présentés ici en se servant des
types abstraits et autant que possible de 1a spécification algébrique de
ceux-ci. Il est certain que des recherches doivent étre poursuivies pour
rendre le développement encore plus systématique et rigoureux, au.départ
ce n'était pas mon objectif. Si 1'on compare avec 1'exposé de Huet, on
notera que 1'on obtient une plus grande clarté au niveau des algorithmes
proprement dits.

Ce chapitre ne vise pas & présenter un produit parfaitement fini,
mais seulement les résultats de travaux exploratoires sur les possibilitas
de démonstrations dans les systémes algébriques et parmi eux les algébres
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relationnelles. C'est pourquoi on insiste essentiellement sur 1‘'aspect
Ces recherches trés liées a celles développées & propos des
types abstraits seront poursuivis en collaboration avec Fernand Reinig.

expérimental.

2,- UNIE1CATION.

2.1.- PRINCIPES GENERAUX.

Voici quelques définitions (voir le chapitre 5 de la thése de Huet
(HUE 761).
sur X . On suppose que F n'est pas constitué seulement de symboles mona-
diques et que tous les symboles sont homogénes.

Soit un ensemble de variables, soit P(F, X) 1'ensemble des termes

Définition 1 :

Une substitution est une application de X vers
partout égale &

P(F, X) presque
1'identité (i.e. sauf sur un ensemble fini de variables) o

Définition 2 :

Puisque P(F, X) est la F-algébre libre, ¢ se prolonge en un mor-
phisme encore noté o de P(F, X) vers P(F, X) o

Définition 3 :

On définit un ordre sun P(F, X) de la fagon suivante , el g e2
s'il existe une substitution ¢ telle que oel =

L'ordre s'étend par extensionalité a
en posant

1'ensemble des substitutions

ogT e Vvect€P(F,X) ce g TE€

<

que 1'on peut montrer &tre &quivalent 3

0 £T = 3p T= pC

Un automonphisme de P(F, X} étend une substitut-on de X dont le
codomaine est incius dans X




arfo; 1

i

el = 2 o= 3 £ permutation £el =e2

on appelle aussi cela une permutation des variables. |
et ]
|

g®0 e 3 Epermutation o' = fo

= Ve €P(F, X ges oe'

<P(FL X) /s ;4> estun inf demi-treillis bien-fondé c'est 3 dire queg
est un ordre et que tout couple de classes de termes (el, e2) admet une 3
borne inférieure et il n'y a pas de chaines infinies décroissantes. Ainsi
tout ensemble majoré admet une borne supérieure. Unifier des classes de
termes el et e2 c'est trouver le majorant des classes de kel] et [e?)
cjest @ dire c'est trouver [el] v [e2] , s'i] existe » et aussi la subs- |
titution telle que ocel =el v e2 et ge2 = el ve2 , ol elve?
est un représentant de la classe - Cette substitution est appelée le
plus général wiifiecur de el et e2 . En feit, seule la substitution

suffit. Unifier el et e2 c'est aussi d'une certaine maniére résoudre
1'équation el = e2

.

—

On va proposer un algorithme dans le cas d'opérations d‘arits
1 et 2 puisque c'est ainsi qu'il a &té cods.

La généralisation ne prasenterait aucune autre difficulté que
technique,
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UNIFIER (rl, r2) =
cas vl =sloptl et r2=s2opt2 okop€d;, &, U}
alons SUP(UNIFIER(sl, s2), UNIFIER(:1, t2))
cas rl=sl' et r2 = s2* alons UNIFIER(sl, s2)
cas rle€Cetr2€C etrl=r2alons IN
cas rl € Var et r2 € Var alors AF(rl, r2)
cas rl € Var et r2 ¢ Var
alons 44 rl n'apparait pas dans r2
alons AF(rl, r2)
s4inon ECHEC
cas rl ¢ Var et r2 € Var
alons »4 r2 n'apparait pas dans rl
alons AF(rz, rl)
sinon  ECHEC
authement ECHEC

Les types utilisés dans cet algorithme sont :

- Terme, c'est 1'ensemble des termes représentant les classes de termes.
Puisqu'il s'agit de représentants quelconques de classes, on a le choix du
nom des variables, aussi on choisit pour chaque terme un ensemble de varia-
bles d¢ifférent de 1'ensembie des variables de tout terme que 1'on cherche &
unifier avec lui. Anticipant sur la suite, on peut signaler que ce ne sont
pas les termes qui possédent leur propre ensemble de variables mais les

assertions, cet ensemble est commun & plusieurs termes et disjoint de 1'en-
semble des variables de tout autre assertion.

- Sub, c'est 1'ensemble des substitutions .

Les opérations sur ces types sont :
IN : {) = Sub
qui est la substitution nulle part définie
AF : (Var, Terme) - Sub
ol AF(x, t) est la substitution définie seulement en x ol elle vaut t

h=——
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SUP : (Sub U {ECHEC} , Sub U {ECHEC}) - Sub U {ECHEC}
est une fonction qui, & deux substitutions (différentes de ECHEC) fait

correspondre la borne supérieure de ces substitutions si elle existe sinon
elle prend Ta valeur ECHEC.

Var : (Terme) - Bool
est une opération postfixée qui prend la valeur VRAI si elle s'applique 3

un terme qui est une variable et FAUX sinon

2.3.~ UNE PREMIERE VERSION DE UNIF,

Pour obtenir une forme plus efficace de 1'algorithme , on cherche
d obtenir une procédure oi T'appel récursif que 1'on rencontre dans le cas
o rl=sloptl et r2 =52 op t2 se trouvent en position récursive
terminale ; pour cela , on définit une fonction UNIF qui possade un para-
métre de type substitution. Son profil est donc

UNIF : (Terme, Terme, Sub U {ECHEC}) - Sub U {ECHEC}
sa description est donnée par la figure 2.
Notons que sur le type Sub de nouvelles opérations sont définies, on a :

- AFF : (sub U {ECHEC} , Var, Terme) ~» Sub U {ECHEC}

AFF (o, x, t) est la substitution obtenue en affectant le terme t ,
en x , a la substitution ¢
AFF(ECHEC, x, t) = ECHEC

= IN: () - Sub
Remarquons que AF(x, t) = AFF(IN, x, t)

- EVAL : (Terme, Sub U {ECHEC}) = Terme U {1)

st t#L et o # ECHEC alors EVAL(t, o) est le terme obtenue en subs-

tituant les vaieurs associges aux variables par o s'il y a de telles valeurs.

EVAL(L, o) = EVAL(t, ECHEC) = L

s e e J

ion la plu
j(u Puisque le méme opérateur apparait en position p
|

7} Puisque 1'opérateur ' apparait dans

ification est
B} rl et r2 sont la méme constante donc 1'unificatio

4} rl et
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jure
Les références entre aCCOladES se rappor tent ala fijur

i contexte
et r2, Te résultat de 1'unification de rl et r2 dans 1et1 o
de 1a ‘substitution o est le résultat de 1'unification de

dans le contexte de la substitution UNIF(s1, s2, o)
ri et r2 le résultat de

UNIF(rl, r2, o) est UNIF(s1, s2, @)
g

r2 sont des variables

{41} puisque rl =7r2 Tle résultat est o

et r2 par 0o sont deux
{421}

jes valeurs associées & rl
termes vl et v2

{4211} on peut unifier les deux termes puisque r2 n'appa-
rait pas dans vl et rl n'apparait pas dans Vvl

et le résultat est w , on évalue vi et v2

en se servant de w (on doit d'ailleurs trouver le

méme résultat) , et on affecte cele & m en rl et r2.

{4212} on ne peut unifier, c'est un &chec

{422} o n'est pas défini en 12
{4221} on affecte vl & oen r2 puisque rZ ne contient
pas vl

{423} symétrique de {422}

i e
{424} o n'est défini ni en rl i en r2 on affecte le term

r2 & rl
est une variable et r2 un terme
{51} rl

(6} rl
n'apparait pas dans r2

= =i
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|
{511} aucune valeur n'est affectée & rl par o on y affecte 12

1512} on unifie dans le contexte de o la valeur affectée i

rl par g avec r2 et s'il n'y a pas échec on trouve lp.
valeur p ony affecte EVAL(vI, p) en rl, c'est le
résultat

{6} symétrique de {5}

{7} tous les cas ot une unifcation était possible ont &té envisagé,
un échec.

c'est

2.5.~ UNE DEUXIEME VERsION DE UNIF , |

LT ———

L'examen de la premiére version de UNIF appelle les commentaires
suivants qui vont nous permettre d'améliorer sensiblement 1*algorithme.

- & la ligne 4211, est-i1 utile d‘évaluer v2 en n pour affecter le
résultat de 1'évaluation en r2 d w précisément ?
On doit pauvoir affecter seulement v2 3

w et retrouver par les autres
valeurs de n 1'évaluation de vZ .

Pour ce faire, un pointeur vers le sous
terme v2 suffira, i1 est inutile de recopier v2 ou son évaluation.

|
- 4 la ligne 4211 et 3 1a ligne 424, on voit que les opérations f
|

font co¥ncider les valeurs affectées & vl et vZ2, autrement dit i1 est

intéressant de regrouper dans ce cas les variables en classes d'équivalences |
ce qui va, en moyenne, diminuer les cas & envisager, en effet 41 devient
un test d'identité de classes d'équivalence et non plus de variables

Be cela, on déduit une représentation des substitutions par des
couples (p, a) on D est une partition de 1'ensemble des variables en classes
d‘équivalences et a est une attribution de L ou d'un terme non compléte-

ment &valué & chaque classe. La définition de UNIF est donnée par la figure 3, |
Son profil est |

UNIF : (Terme, Terme, Partition, Attribution) - (Partition, Attribution)
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"~ . s
Le type Partition [Var] est constitué des partitions o: i]?Z:: o)
d e i érati incipales sont (c
d'equivalence de variables dont les opérations pr p

FIND : (Partition, Var) - Nom

iti nnée.
qui fournit un noi associé & une classe dans une partitior donnée

UNION: (Partition, Nom, Nom) - Parti?w?n -
i fournit la partition obtenue a partir d‘une partition donnée
qu

deux classes. » . "
Dans le cas présent, FIND vérifie 1'identité :
FIND(UNION(p, 1, '}, X) =
s4 FIND(p, x) = n' akons 0
sdnon  FIND(p, X)

! étrique
tte équation n'est peut &tre pas la meilleure car elle n'est pas syT: hq
e‘ N . e a

. :t en n' ; par contre elle correspond & une implantation faci
en. n H
mettre en oeuvre.
LPF : () - Partition S
est 1a partition la plus fine, qui correspond par conséquent & 1'ég
EG(x; y) = EG(FIND(LPF, x), FIND(LPF, y)) -
‘est & dire x =y i et seulement si leurs classes sont ggales. -
es 3 s 3 2 'leS
; tre implantation les noms sont des variables, représeniants privilég
notr
de leur classe. L
- Attribution est constitué d'attributions de termes ou de

des classes de variables.
AT : (Nom, Attribution) » Terme U {L} o1y en

fournit le terme attaché & une classe par une attribution donnée,

a, sinon L . o

' MODIF : (Attribution, Nom, Terme) - Attr1but1o: .
i me
MODIF(a, n, r) transforme une attribution a en affectant le ten
’ s

Ja classe dont le nom est n
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AT(n, MODIF(a, n', r)) = 4{ n = n' alons r
AT(n, a)
NOCONT : (Terme, Nom, Attribution) - Bool

( )

s Iy

NOCONT t 1, rend la valeur URAI S t ainsi que les termes
(

attr [bUéS par 1 att |but|0” a  aux var iahIES que t COlltlQHu et ce de

fagon itéree) n ;
e contiennent pas d'
12 classe de nom p occurrence de variables appartenant i

s4non

RIEN : () Attrib
d uti
vérifie ol

AT(RIEN, n) a |

Enfin 1'algorithme utilise 1a fonction

€ Terme : (Terme U {1} ) -» Boo}

X € Terme a la valeur VRAI si «x #4 et FAUX sino
n

-
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Les références entre accolades se reportent aux jignes de 1'algo-

rithme de la figure 3.

{1} On fait appel deux fois récursivement & UNIF. Donc, si UNIF(s1, s2, P a)
résultat correct de 1‘qn1fication de

fournit le couple (p's a')
jtution décrite par le couple (p, 3)

sl, s2 dans le contexte de la subst
et si UNIF(tl, tZ, p's a') est aussi correcte, a’ors

UNTF(sl 3 t1, s2 3 t2, p» a) est correcte.

est aussi un appel récursif & UNIF qui se traite comme {1}

{2}

ri et r2 sont des constantes égales, donc 1'ynification est un succés

(3t
et la substitution reste decrite par (P, 2)

s variables appartenant 3 la méme classe dans 1a par-

sont de
bstitution reste

{41} rletr2
s 1'unification est un succads et la su

tition P
decrite par (p, @) .
artenant & deux classes désignées par

{421} rlet r2 sont des variables app
des termes AT(fl, a) et AT(f2, a)

£1 et f2 auxquelles sont attribuées

{4211} Les termes AT(f1, a) et AT(f2, a) ne contiennent aucune

variables des classes de r2 et rl respectivement. Ainsi le résultat
de 1tunification de ri et r2 est 1a substitution résultant de 1'union
de la classe de r1 & celle de r2 dans e contexte de ta substitution
obtenue en unifiant AT(fl,a) et AT(f2,a). 1! est bien entendu que
cette dernidre unification ne peut unir les classes fl et f2.
(4212} Si le terme AT(fl, a) contient une variable, disons x2 ,
de la classe f2, 1'unification est un échec, car on aboutirait &
une substitution paradoxale X2 @ = AT(f1, a)(x2). 11 en est de méme

pour 1'autre alternative

]
!
4
)
.
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{422} Aucun terme n'est attribué & f2 ; 1'unification est 1'union de fi
et f2 , si AT(fl, a) ne contient aucune variable de 1a classe fiZ.

{423} Est le symétrique de {422}

{424} Aucun terme n'étant attribué 3 f1 et a f2
obtenue en unissant ces classes

s H'unification est

{5} rl est une variable et r2 est un terme non variable

{511} Aucun terme n'est attribué & la classe f1 de rl, et r2 ne tontient

aucune variable de f1, donc 1'unification est obtenue en attribuant
r2 @ la classe de rl.

{512} En unifiant le terme AT(fI, a) attribué & f1 et r2, on obtient
une substitution (pl , al) ; si
fication de rl et r2 est un échec, sinon on attribue r? 3 f1,
car 1'attribution de f1
ni r2 ni AT(fl, a)

n'a pu étre modidiée par 1'unification car
ne contiennent de variables de la classe fl

{52}  Est un échec puisque r2 contient une variable de la classe r2

{6} se traite comme {5} °

{7} Tous Tes cas ol une unification était envisageable ont &té &puisés ;
T'unification est un &chec.

2.7 .~ COMMENTAIRES.

L'algorithme décrit ici est trés similaire 3 celyi proposé par Huet

dans sa thése [HUE 76] bien qu'ayant été analysé indépendamment. Signalons
cependant quelques différences :

- la recherche se fait en profondeur d'abord dans les termes.

- 1'implantation des partitions n'utilise pas l'algorithme de Fischer-Galler
en ce quiconcerne UNION. En effet, c'est toujours le paramétre gauche qui
servira a désigner Ta classe, au lieu de faire intervenir la cardinalité des

(pl, al) est un échec alors 1'uni-
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classes. Cela &conomise un champ dans les structures décrivant une variable,
sans enlever le comportement linéaire moyen, semtle-t-il. (voir {AHO 74}
exercice 4.16 et 4.17 et la thése de HUET page 5.50).

- une présentation avec des types abstraits donne une exposition claire.

11 est cependant intéressant de voir comsent on peut justifier
le passage de la premiére @ la deuxiéme version le UNIF.

3.~ BESOLUTION.

Dans 1a suite , les seules assertions qu2 1'on considére sont de la

forme : pl, ..., pn— q o0 pl, ..., pn est une suite éventuellement
vide de termes et q est un terme qui peut étre absent. Chaque assertion
posséde son propre ensembie de variables, différent de celui de tout autre
assertion ; la notation externe de ces variables est *X1, *X2, *X3,...

si bien qu'une variable *Xi qui figure dans deux qssertions différentes,
repére en fait deux variables différentes (ceci est surtout valable pour

comprendre les exemples)
Faire la adscfution de 1'assertion

pl, ..o pn = @
avec 1'assertion

rly, ..., ™m - u
consiste & trouver un terme ri
titution o et & construire 1'assertion

opl, ..., apn, orl, ..., ori-1, ori+l, .. , o - ou

Pratiquement on construit une assertion ol 1'on a &timiné les pré-

dicats redondant ou triviaux (par exemple t = : en partie gauche).

qui peut @tre unifié avec q par la subs- ||

e e




-186-

4.~ BEEuraTiON.

es hyp Ses So
P ésentées col i
L '.I Oule nt pr n me une famille dlasse' tions con pUSéE_'

- une axiomatisation des opérations de la-structure algébrique

= une axio“atisatlo“ des propr étés deS pr édlcats d egal ité et

Le résultat 3 prouve g
r conduit u : .
négation s'ecrit ne négation qu'il faut réfuter, cette

pl, ..., pn -

Supposons que 1'on veuille prouver

* o= ¥ K = K7, kY = 47
Cela est équivalent & prouver

V¥ X , v*Y , v*Z * o= A, XY = K7 L, kY = %7
sa négation est
3A 3B 3D A=BAB=D A 7A=0D

sous la f
orme de clauses de Horn, cela revient & ajouter les hypothéses

- A=8B
- B=0D

et & refuter
A=D-) a

Le plus souv
N ool Laent zd vaut 1. Le but de la réfutation est d'engendrer
s procédure de sélection, pr
M ot » proposée ici, essaie les asser-
s o, ordre dans lequel on les a écrites, Jusqu'a créer par résoluti
e : : ution
ot ssert1?n. On itére le processus avec cette nouvelle asserti
entes observations conduisent & des retours arriére : i

|
|
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trop grande profondeur de 1a réfutation,
d'opérateurs, assertion
ation. Ainsi certains

absence d'assertion & résoudre,

assertion ayant un trop grand nombre de variables ou

"contenant” une assertion appartenant dé&ja & la réfut
paramétres fixés par 1'opérateur fournissent au progranme des moyens d'éviter

des recherches dans des directions qui paraissent a pr ori des impasses.

Le souci essentiel est d'éviter les recherches exhaustives (ou back-tracking)

ent une explosion exponentielle du temps de preuves.

qui engendr
sont limités au

Le meilleur des cas est celui ou les retours arriére

maximum (un pas ou deux).

Preuve de la transitivité de 1'égalité a partir de celle de 1'inclu-

sion.
Deux preuves sont donnee

s aux figures 4 et 5. On obsei'vera deux différences:

- une profondeur de 12 et 51 assertions engendrées pour la premiére

- une profondeur de 30 et 257 assertions engendrées pour la seconde.

Les différences proviennent du choix de la profondeur maximum

de recherche.

- Dans le premier cas, 12 3 c'est le choix optimum, car 11conduit & un échec

- Dans le deuxiéme cas, 999, autrement dit, aucune limitation pratique.

On remarquera que les deux démonstrations divergent a partir de la
g9 assertion et qu'il faut 4 étapes pour refuter = *X0 . Xo < A dans

le premier cas contre 22 &tapes dans le second.
Les autres paramétres ont &té choisis ainsi :

- 1 variable au plus par assertion ; en acceptant deux variables au plus, on

créérait inutilement de nouvelles variables qu'il faudrait ensuite &liminer,

retardant Ta refutation.
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- 3 prédicats par assertion ; on limite la lTongueur des assertions ; 3 est
d'ailleurs te minimum pour ne pas aboutir & un échec

- le nombre d'opérateurs {y compris les constantes) a été fixé & 4 fois
celui de 1a premigre ou de la précédente. Ce paramétre ne joue pas un role
important ici. 4 a paru raisonnable

Notons que si on permute les assertions “transitivité de 1'inclusion”
et “rapports inclusion-égalitéd”, on ralentit la preuve. Le théorame est
prouvé en 23 &tapes et 41 secondes et 1140 assertions sont engendrés, pour
une profondeur maximum fixée & 999. Cela s'explique par le fait qu'on a
intérét , dans la preuve, & utiliser le plus tdt possible la transitivite
donc & la disposer avant les autres o

I1 est possible de doner une interprétation opérationnelle des
assertions de la forme pl, ..., pn = q . Siun terme a la forme q dans
une assertion a réfuter, i1 est possible de le remplacer par des termes ayant
la forme de pl, ..., pn
dont le corps est pl,

Cela ressemble & un appel de la procédure g ,
“vey PN

5.- LE_CAS_DES_GROUPES.

-Comme cela arrive souvent dans les problénes de preuve automatique,
les premiers essais ont montré qu'un systéme aussi général n'avait aucune
chance de prouver en un temps raisonnable méme les plus simples des lemmes
de 1'algébre relationnelle, & moins d'une disposition judicieuse des axiomes.
Pour cela, i1 faut avoir des connaissances sur le comportement du systéme.
Afin de dégager les principaux problémes, i1 est raisonnable d'studier une
structure algébrique plus simples ; les groupes fournissent un bon exemple.
On se place dans Te cas o le seul prédicat est 1'égalité. L'axiomatique
faible des groupes (associativité, existence d'un &lément neutre & gauche
et d'un inverse & gauche) pas plus que 1'axiomatique classique ne constituent
un bon systéme pour faire des preuves. En effet , il y a un trop grand choix

sur les ragles & appliquer pour “réduire" une formule 3 démontrer,
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Afin de mieux expliquer le comportement des axiom:s, écrivo?s
les comme des réécritures, autrement dit distinguons une partie'dr?1fe it
une partie gauche et admettons que ¢ =d s'écrit g-»d et s1gn1f:e ? .
se réécrit en d" ou "g se déplie en d" [BUR 77a] . Quand on emploie la rég ‘
g+ d pour transformer un terme de forme d en un term2 de forme ¢ ot
peut dire que "d se replie en g". 11 est difficile de savoirla ?n monn
donné s'i1 faut déplier ou replier. Ainsi les trois axiomes de 1‘'axiomati

que faible des groupes s'écrivent :

(1) e. x = X

(2) x4 e

(3) x.(y.z) » (x.y).2

Le schéma donné dans la figure 6 donne une preuve de X = Xx.e dans
ce contexte. -

On voit qu'on a utilisé certaines régles tantdt p?ur‘dép!ier, tant?t
pour replier. Ainsi en 1'absence d'indication sur le chemin a suivre vers la
solution, une preuve nécessite une recherche, par essais et efreurs,fort
couteuse. Aussi une solution possible consiste & essayer de 51mp11fier-1?s
assertions du fur et a mesure que 1'on pregresse dans la réfutation ut111sant
les travaux sur la réécriture. On peut diviser les assertions qui constituent

les hypothéses en trois familles :

ils se présentent essentiellement sous la forme suivante :

d=*T — g=* si g-d estune réécriture, si Pien que quand
on rencontrera un prédicat de la forme g(s) = r dans une‘assertfon on Te
remplacera par d{s) = r . Pour &viter que 1'ordre des ax1omes'a1t une impor-
tancce, qu'il serait d'ailleurs difficile de prévoir , cn utilise u? systéme
confluent de régles de réécritures. Si de plus le systéme esF voetherie?,

on est certain de ne pas avoir & utiliser ces régles une infinité de fois

([KNB 70] et chapitre 2 paragraphe 1.2 et 1.3)
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Exemple 3 :
:ln) *X = T o E& *Y = X7 o
£
2
T 3 - axiomes dit_de_-décomposition”
s o
& o R ,§ Dans une interprétation logique, i1 s'agit simplement des axiomes
(2]
:2 ////’ ~ o de substitution. Dans une interprétation opérationnelie, ils ont pour but de
:z - = . remplacer des tentatives de réécriture sur un terme par des tentatives
s % @ §_ sur un sous-terme
e : x O |
- = WS
[ \ * < Exemple 4 : |
(el
— | @
T e Z %’3 #* = ¥y o K74 =X = *L§ *Y o
d v
- z =2 - axiome de réflexivité
1 a5 )y TN TEcEEteomeToTessesess
x £ 4
NN = - X = ¥
@
\\\\M = - son interprétation logique est évidente ; dans une interprétation opération-
@ ¥e]]
= o nelle, il tendra & faire disparaitre les prédicats dins lesquels on peut
' 1
T .7 = unifier le membre droit et le membre gauche.
g 'x o
~ Lt 2.8
. - axiome de commutativité

considérer la commutatitivé comme une réécriture ordinaire conduit & un
systéme qui n'est pas noethérien. Aussi en le plagant aprés les autres
axiomes, on est certain que dans la réfutation, on ne 1'utilisera que si
les autres termes n'ont pu étre réécrits. Dans 1'exempie, i1 est combiné

avec 1'associativité

g [*Z&*X 1 =T &[N &*ZI] = *T

- axiome de transitivité i y

® = AT , Y = *T o X = %Y A
son interprétation logique est 1‘une des formes de la transitivité en 1'ab-
sence de symétrie ; dans une interprétation opérationneile , i1 tend & mettre
le terme correspondant 3 Y en partie gauche d'une égalité, afin de pouvoir
exécuter sur lui quelques traitements comme la réécriture.
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és suivant ce prin-

gure 8) trait

Voici deux exemples (figure 7 et fij

égalités dans les groupes. Les notations

cipe. 11 s'agit de pourver deux

adoptées sont :

atgJed auay : 7 8dnbij
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ki
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SNYJ ¥IYLNOWIA VA
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PILIATLISNVYLA
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QILIAIXITIYS
' <= Kx Xa
= Zs 8 Xa <~ Kx Xa
= Xy % Zx <= ZXs ¥
INOILISOIWODITAS
o Ig = (] B m»HaM
3AZ AWOIXVD
K~ Ly = Ka»
AET FWOIXVA
<= Ly =3
BTT FIWOIXVR
<~ s = Xa»
§ AT FWOIXVYA
<= by =43
96 FWOIXVYA
<= &z = X
g 8 FWOIXVI
<~ dx = Xx
Ay IWOIXVA
Ly = [2Zx 3 Xx] 8 X
A€ IWOIXVYA
<= Ly = T
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6.~ CoNcLUSIONS ET_PERSPECTIVES.

Notre travail nous a conduit aux conclusions suivantes :

1) Un systéme général, tel quel, n'est pas trés efficace ; on a , par consé-
quent, intérét & utiliser un systéme spécialisé de réécriture pour prouver des
identités dans le cas ol les opérateurs ne sont pas commutatifs. D'autant plus

qu'une implantation du filtrage est en général plus efficace que 1'unification,

2) Cependant notre systéme bien “programmé"” permet d‘aboutir a une réfutation
dans le cas commutatif , cas ou les systémes de réécriture classique sont en
défaut. Une voie de recherche prometteuse est celle de 1'unification dans un
contexte d'opérateurs commutatifs et associatifs [STI 75] . Ce domaine ne
semble pas encore pouvoir intégrer tout le calcul relationnel.

3) I1 reste cependant beaucoup & faire sur 1'arrangement des hypothéses afin
de conduire 3 une preuve efficace, sans intervention d'un opérateur. De méme
qu'on essaie de définir des méthodes pour écrire des programmes, i1 reste

a definir des méthodes pour &crire des directives de preuves [WAR 79] .
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ANNEXE 1
_____________ ANNEXE 2

Correspondances entre les gothiques et les latines
. - PROPQSITIONS_PQUR._UNE_SYNIAXE_DE_LA_SPECIEICATION
ALGEBRIQUE_ D UN_TYPE_ABSIRALI.

Suivant le schéma de Guttag [GUT 78] et Zilles [ZIL 74][LIS 771 ,
un type abstrait est défini en trois parties qui forment ce que nous

appellerons une descndiption.

1) une partie dénomination du type

a) elle donne le nom du type abstrait a décrire, il sera
appelé le type d'intérét dans la suite. On lui associe une sorte dans les
algébres de type qui sera notée Ti dans le cas géneral.

b) elle donne aussi les noms des types qui interviennent
dans la description, on les appelle aussi fypes param@tres ou Lypes cxten-
nes, les sortes qui leurs sont associées seront notées E et 1, ..., Exton

dans le cas général.

2) une partie de fonctionnalité,

elle décrit les profils des opérations de base du type d'in-

térét, ces profils comportent toujours un Ti en partie gauche ou droite,
ces opérations ne sont pas toujours définies, aussi pour pouvoir exprimer
Teurs propriétés dans la partie axiomatique, on a recours & deux méthodes :

- soit on introduit un ou des &léments indéfinis, appelés souvent
"erreur" que 1'on axiomatise de maniére adéquate

A
B
¢
D
B
F
G
H
I
J
K
L
M
N
0
P
Q
R
S
T
3}
v,
W
X
Y4 - soit on restreint le domaine des opérations par des préconditions

MREZEROIENVORIZIOQULNR TR & g @

portant sur les paramétres de ces opérations.

Dans les exemples cités ici les opérations ont &té supposées totales.

'
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) HﬂE_EEEEJE_3X10matlﬂg§, Type d'intérét Type paramé
¥ i ificateur de type

elle donne une famille d'axiomes sous forme d‘opérations vérifises -%—4tfdentif1cateur Je typé)—o—— a—(lggnt1f1cat ﬁwj}é——

par les opérations de base.
Identificateur de type
Exemple o
Va j Minuscule
Dans le cas des arbres binaires, la premiére partie est : > Majuscule

type Arb [Alph] l{(?_ﬁ?}
la deuxiéme partie est chiffre
donctionnalits —“—

VID () < Arb Partie fonctionnalite

CONS : (Arb, Alph, Arb) — Arb, Identificateur
TET : (Arb) - Alph U {INDEF} fonctionnalité)
GAU : (Arb) - Arp, DRO(Arb) - Arb .

la troisiéme partie est

Identificateur
de type

P ) -

axdomatique

Identificateur
GAU (CONS (x, v, y)) = x , s
DRO (CONS (x, v, )=y,

TET (CONS (x, v, ¥)) = v, . .
dentificateur de fonction
GAU (VID) = vID , Identi

DRO (VID) = vip , (Majuscule
TET (VID) = INDEF o
(Majuscule J

_Etﬂ'_f_ﬁe

Voici pour fixer leg idées , la partie de description de 1a syntaxe qui
n‘a pas de contraintes contextuelles. Les contraintes contextuelles telles
que celles concernant 1a construction des termes sont donc omises.

Partie axiomatique
Description d'un type abstrait

(B e e GGIAED) O
Dénomination Partie fonctionnalita Partie Axiomatique | ] ’-£§EEEE>€}-(§€Ei§]

Dénomination
Type d'intérét
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