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ETUDE ALGEBRIQUE FI PELATIONNELLE DES TYPES

ABSTRAITS ET DE LEURS REPRESENTATIONS.

RESUME :

Les résultats essentiels de cette thése concernent la représentation

des types abstraits par des mod@éles algébriques : en effet, on construit un

modéle de type abstrait ou algébre de type (l'algébre mére} dont les objets

sont aussi des algébres, dites filles, et dont les opératians portent sur ces

algébres. Aprés avoir décrit une famille d’algébres filles susceptibles de

représenter le type abstrait, arbres binaires, le théoréme de la représentation

algébrique des arbres binaires affirme qu'il s’agit bien d'un modéle. Le

théoréme de la représentetion canonique montre que,si un type abstrait est

“correctement spécifié", un tel modéle existe toujours, la preuve est faite,

gn construisant explicitement ce modéle. En général, les mod&les ne sont pas

isomorphes ; de fait, différentes représentations sont prozosées pour les

ensembles et pour les graphes. La proposition de compléte discrimination

caractérise les types abstraits dont les modéles sont isomorphes.

D’autre part, dams cette thése, le probléme de l'indéterminisme est

_abordé & deux niveaux ;:

- au niveau des opérations du type abstrait, les théorémes de

C-stabilité et du P-stabilité donnent des conditions sur les

6quations pour que le type abstrait soit consistant quand on admet

des opérations indéterministes.

- au niveau des représentations le théoréme de la ruprésentation rela-

tiomnelle des listes est le symétrique du théorém: de la représentation

\

algébrique des arbres binaires, quand on admet quu les opérations

des algébres filles soient des relations.



ALGEBRAIC AND RELATIONNAL STUDY OF

ABSTRACT DATA TYPES AND THEIR REPRESENTATIONS

ABSTRACT :

The main results of this thesis concern the representation of abs|

data types by algebraic models : in fact, a model of abstract data type:

a type algebra(the mother algebra} is constructed. The objects of the ty

algebra are also algebras(daughter algebras) and its operations work an |

algebras. After a family of daughter algebras are described to represent

abstract data types, binary trees, the algebraic representation of binary

trees theorem saids that it is a model. The canonical representatian tha

proofs that such a model allways exists if the abstract data type is "co

specified". The proof is performed by constructing this model. Generally

the models are not isomorphic. As a matter of fact, several representati

are proposed for the sets and the graphs. The complete discrimination pr

sition characterizes the abstract date types, the models of which are ds

On the other hand, the indeterminism problem is approached on two

-~ at the level of the operations of an abstract data type, the

C-stability theorem and the P-stability one give conditions abo,

the equations that the abstract Uata type may be consistent, wt

indeterministic operations exist.

- at the level of the representations, the relationnal representa

of lists theorem is the symmetrical one of the algebraic repres

of binary trees theorem when the operations of the daughter alg

are relations.

In conclusion the problem of the ueoof in algebraic systems start

the relationnel algebras has bean stucied and some experimanital results

proposed.

INTRODUCTION

Ltactivité de programmation se décompose en deux étapes majeures,

la premiére consiste 4 passer d'un énoncé de problémes @ un algorithme,

la seconde 4 passer d'un a€gorithine sur des objets abstracts & un programme

sur des domées, pour aboutir a une exécution sur une mechine. Dans cette

thése nous ne parlerons que de la seconde étape. Dans le sens que l'on

donne ici, un a€goritime est une description des opérations que doivent

subir Jes entrées du probléme pour aboutir aux sorties, ou résultats.

L'algorithme porte sur des objets abstraits proches du langage

mathématique. Si l'on dispose de bons outils (cf. figure 1 et 2) l'algo-

rithme ainsi que la description des objets abstraits, ne font pas référence

a une exécution ou 4 un déroulement de calcul ;

on peut employer a leur propos le qualificatif de statique.

On peut, par exemple, utiliser pour exprimer des algorithmes,

des langages applicatifs permettant de définir des fonctions récursives,

{BAC 78] , ou des langages itératifs “4 affectation unique" définissant

des suites (LUCID [ASH 77] , MEDEE {BEL 78]). Pour les objets abstraits,

une description du méme ordre est possible ; par exemple, une specification

alaébrique permet de décrire les types abstracts uniguenent par des rela-

tions entre des epérations portant sur eux.

Un programe est au contraire une description de calculs, exécutables

par une machine ; aussi les données qu'il traite doivent-elles étre mani pu-

lables par la machine. Les actions qui composent le calcul sont des modi-

fications de l'état mémoire.

Si plusieurs méthodes ont été proposées pour Je passage d'un aigo-

rithme & un programme [ARS 76],{BUR 76] [PAI 79] ,[BAJ 79] , le passage

d'un type abstrait a une structure de downées a eté jusqu'aé présent moins

az
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4 bien résolu. Les problémes qui se posent peuvent &tre classés en trois

3 catégories : probléme de la représentation, probléme de l'affectation,

Q probléme du partage de données.

= Le probtemne de Ca rcprésentation peut @tre imagé de la fagon suivante :

"un objet du type abstrait est une boite noire munie de boutons : pour

obtenir une valeur externe, on appuie sur le bouton épproprié, certaines

opérations permettent de combiner ces boites. L'utilisateur ne peut ni ne

veut savoir ce qu'il y a a l'intérieur de ces boites, mais seulement, comment

elles réagissent aux sollicitations extérieures.

Type alphabet

aL |

fone Ccommal¢ téACs TAA ASR AULOED acu ar Use C)' a tat, bt, ‘c's ‘A! s() +» Alphabet ;

EG :(Alphabet ., Alphabet)— Bool ;

(anaaua-no-yow-ap-uty) yoruayd
WUUOP) =
aa

(auaqoeues)
io,

(augqoeues) yarueyd
yoru yd
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(,),*@Led) 11dwa
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(,.], (,),.2%8ted) WWdWa

aid

= anata Said
oeued yo
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(tL) unausa-no-jow-ap-uly * (1) anea4a *(t) apidauaqoeueo
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supp . ynod :

no

(pjunaaua “(bjatid
“0

peutgusa *eursd
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E Alph :(Alphabet) > Bool

axionat (que

EG ('(', ')') = VRAL,

EG ('(', ' ') = FAUX,

E Alph (a) = EG (a, ‘a') ou €G (a, 'b') ou EG (a, ‘c')

aS Ae eld
Type Pile [Alphabet ]

fonetconnal te

PILE VIDE :() + Pile ;

EMPIL : (Pile , Alphabet) + Pile ;

DEPIL :(Pile)+ File ;

SOMMET : (Pile) » Alphabet U {INDEF} ;

PVIDE :(Pile} +Bool . |

\ axéomat (que

DEPIL (PILEVIDE) = PILEVIOE ; SOMMET (PILEVIDE) = INDEF ;

DEPIL EMPIL (p, a)}) =p 3 SOMMET (EMPIL (p,a)) = a 3

PVIDE{PILEVIDE) = VRAI ;

PVIDE(EMPIL (P, a)} = FAUX ’

rigure ¢ * Une spécification algébrique d'un type abstrait.



Représenter un type abstrait c'est "donner une description possible de la

constitution interne des boites". On peut envisager de construire plus ou
moins automatiquement cette représentation.

Le probleme de L'affectation intervient dés qu'on veut exécuter une
suite de calculs et faire varier des valeurs. L'uttlisation d'un type

abstrait dans un algorithme admet que l'on dispose a tout instant de tous

les objets du type, au moins potentiellement ; cela est tout 4 fait possi-
ble dans des cas trés particuliers , par exemple, dans un calculateur, les
entiers peuvent étre notés de fagon simple et sont accessibles a tout
moment. Mais dans le cas de types constuits comme les piles, il ne peut en

étre question : d un instant donné, on ne dispose que d'un nombre restreint:
d'objets accessibles via des identificateurs et ainsi effectivement présent:
en mémoire ; ces identificateurs peuvent d'ailleurs se partager des objets

Dans l'algorithme de Ja figure 1, par exemple, un identificateur est
associé 4 une suite de piles obtenues par des empilements et dépilements
successifs ; dans un programme, i] désignera, & un instant donné, la der-
niére pile de la suite ainsi il est inutile de pouvoir accéder 4 toutes
les piles. Les questions qui se posent sont alors : comment représenter
les piles pour: que 1'opération d'empilement soit la plus simple possible ?
Dans la mesure oU seule la derniére pile calculée reste intéressante, on
peut l'obtenir par modification de la pile précédente. Une autre question
alors se pose : comment minimiser ces modifications ? Cette derniére
question conduit 4 l'idée de modification in situ de l'objet, autrement dit,
on fait sur l'objet le minimum d'opérations sans le “déplacer". En résumé,
on doit chercher 4 minimiser les duplications d'objets dans le temps.

Le probleme du partage des données intervient dés qu'on veut utiliser
au mieux la place en mémoire, en faisant en sorte que deux objets dif fé-
rents aient accés a des sous-objets communs qui n'ont pas besoin d'étre
dupliqués. La, il S'agit de minimiser la duplication dans 1'espace.

La réponse & ces trois problémes suppose que 1'on connaisse bien la
représentation des objets et que l'on en posséde une bonne modélisation

mathématique,ainsi les raisonnements seront trés riguureux et on pourra

méme envisager de les automatiser.

I] semble que beaucoup d'aspects découlent d'une bone approche du concept

de représentation. C'est ce 4 quoi je vais m'attache~ en essayant d'en tirer

certaines conséquences en ce qui concerne les deux autres problémes posés.

Dans cette thése, deux études sont proposées :

une étude algébrique qui formalise le concept d'ensemble muni d'opérations

et une étude relationnelle qui axiomatise les relations dans le but de

décrire les objets. Une troisiéme approche existe, e!le est fondée sur

le calcul des prédicats du premier ordre ; on la trouvera exposée dans

la thése de REMY [REM 74] , ou les articles de PAIR PAI 74] ou FINANCE

{FIN 76] .

L'ACTIVITE DU PROGRAMMEUR AUX PRISES AVEC LES REPRESENTATIONS

En résumé la démarche qui consiste 4 représenter des types abstraits

par les objets informatiques disponibles dans un langage de programmation

passe par une étape qui est la représentation en termes d'objets mathémati-

ques ; ce sont ces objets qui sont décrits ensuite par les outils informati-

ques. En fin de compte, ces trois entités forment les sommets du triangle

dessiné dans la figure 3. Qand on a trouvé 1a fonction décrite par le cété

pointillé (c} , on a résolu le probléme de Ja représentation : comme on

connait b, Je probléme central est a

Type abstrait

\

~N

~

a *e c

Objets mathématiques ——————— Objets informatiques



Les objets mathématiques, dits de représentation, peuvent étre consi-

dérés d'une autre maniére ; ce sont les premiers objets que le programmeur

envisage et sur lesquels il exerce son intuition. Une fois qu'a l'aide de

ces objets, i] a dégagé les relations entre les opérations, i1 en déduit

si toutefois il ne le connait pas déja, le type abstrait avec lequel i] va

écrire l'algorithme. Eventuellement, il ajoute de nouvelles opérations 4

ce type abstrait. 11 se peut que lors de l'utilisation du type abstrait

dans des algorithnes telle opération apparaisse plus souvent que telle autre

et demande 4 étre implantée plus efficacement, cela peut amener le program-

meur a rééxaminer Tes objets mathématiques sur lesquels i] exerce son intui-

tion et son raisonnement, cela peut le conduire 4 envisager une autre famille

de représentations qui améliorera les implantations. (Voir par exemple [FRA 78}:
y

)

LES OBJECTIFS DE CETTE THESE

Les résultats essentiels de cette thése concernent donc la représenta-

tion des types abstraits par des modéles algébriques : en effet, on cons-

truit un modéle de type abstrait ou algébre de type (1'algébre mére) dont

les objets sont aussi des algébres, dites filles, et dont les opérations

portent sur ces algébres. Aprés avoir décrit une famille d'algé@bres filles

susceptibles de représenter le type abstrait, arbres binaires, le théoréme

de la représentation algébrique des arbres binaires affirme qu'il stagit

bien d'un modéle. Le théoréme de la représentation canonique montre que,

si un type abstrait est “correctement spécifié", un te] modéle existe tou-

jours, la preuvé est faite, en construisant explicitement ce modéle. En

générai, les modéles ne sont pas isomorphes ; de fait, différentes repré-

sentations sont proposées pour les ensembles et pour les graphes .

La proposition de compléte discrimination caractérise les types abstraits

dont les modéles sont isomorphes

D'autre part, dans cette thése, Te probléme de |'indéterminisme est

abordé & deux niveaux :

- au niveau des opérations du type abstrait, les thécrémes de €-stabilité

et de P-stabilité donnent des conditions sur les €quations pour que le

type abstrait soit consistant quand on admet des opérations indétermi -

nistes.

- au niveau des représentations,je théoréme de la représentation relationnelle

des listes est le symétrique du théoréme de la représentation algébrique

des arbres binaires, quand on admet que les opérat ons des alqébres

filles soient des relations.

Enfin, posé & l'occasion de l'algébre relationne le, le probléme de

la preuve dans les systémes algébriques est abordé, des résultats expéri-

mentaux sont proposés.

LE PLAN DE CETTE THESE,

Ainsi cette thése se décompose en deux parties : 1'étude algébrique

(chapitres 1 2, 3 et 4) et 1'€tude relationnelle (chipitres 5 et 6}.

Ce chapitre prépare l'étude algébrique de la rep-ésentation de trois

facons. Dans un naragraphe introductif (§ 1}, nous précisons la position

du probléme. D'autre part, sur divers exemples, nous 3tudions |‘ approche

algébrique de la représentation (§ 2 et § 6). L‘un deux (§ 2 ) est particu-

liérement développé, i] s'agit des arbres binaires, i! est simple mais

suffisamment riche pour bien introduire au probléme, les consequences pro-

prement informatiques, en rapport avec les langages de programmation, sont

aussi envisagées. On démontre pour ce type un théoréme de la représentation

algébrique. D'autre part, enfin, divers paragraphes ($ 3, § 4, § 5) sont

consacrés 4 la présentation des concepts algébriques utiles dans la spéci-

fication algébrique d'un type abstrait : algébres honogénes, algébres

hétérogénes, algébres paramétrées.



Ce chapitre comporte essentiellement deux parties : dans la premiére

partie, sont présentés les divers aspects algébriques des types abstraits ;: |

réécriture (§ 1), les algébres de type (§ 2) , la représentation algé-

brique (§ 3).

A l'occasion de 1a réécriture on définit les concepts de confluence, de

noethérianité et de suffisante complétude qui précisent ce qu'on entend

par type abstrait "“correctement spécifié". Dans la deuxiéme partie (§ 4),

est exposée la représentation canonique d'un type abstrait.

On trouvera, dans ce chapitre, une étude algébrique du probléme qui

apparait dés qu'on cherche 4 introduire 1'indéterminisme dans un type

abstrait, 4 savoir : quand peut-on étendre les opérations 4 l'ensemble

des parties en conservant les équations ? La condition de linéarité

(chaque variable apparait au plus une fois dans chaque membre) donne 1a

€-stabilité i.e. la stabilité quand on étend les opérations aux parties

non vides. La régularité (méme ensemble de variables dans chaque membre)

et la linéarité donne la P-stabilité i.e la stabilité quand on étend les

opérations 4 l'ensemble de toutes les parties.

Dans ce chapitre, sont traités des exemples. Les différents types,

qui peuvent avoir les mots sur un alphabet comme modéles, sont envisagés

(§ 1). Le type abstrait graphe (§ 3) est une alternative du type ensemble

comme exemple de type sans totale discrimination,c'est 4 dire ayant plu-

sieurs modéles non isomorphes. Les tables de symboles illustrent le

chapitre 3 (§ 4).

Aprés avoir présenté des raisons qui orientent vers des opérations

relationnelles dans les algabres filles (§ 1), une approche des algébres

relationnelles est proposée (§ 2 et § 3). La représentation des listes

linéaires (§ 4), largement développée, conduit au théo-éme de la représen-

tation relationnelle des listes linéaires (§ 4.9).

Chapitre 6 :

Dans le but de refléchir aux possibilités pratiques d'automatisation

des preuves dans les systémes algébriques, j'ai développé un outil essen-

tiellement fondé sur l'unification. Celle-ci est décrite en termes de types

abstraits, ensuite divers résultats expérimentaux sont Proposés notamment

au Sujet des groupes.
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CHAPITRE I

CADRE ALGEBRIQUE POUR L‘ETUDE DES

TYPES ABSTRAITS

l.- Iyrgopuction.

L'objectif de cette étude est double :

+ hanmoniser autour du concept d'algébre, diverses approches des structures

de données

> proposer un cadre algébnique pour une théorte de La nreprisentation des

types abstraits dans un langage de programmation avec affectation, donc avec

une sémantique comportant des changements d'état.

On peut classer en deux grandes familles,les formalismes a propos des

structures de données [GUT 79] .

- Dans un premier type d'approche un objet d'une certaine structure

est susceptible d'évoluer dans le temps, de se modifier ; mais, pour rester

dans la structure, i] doit vérifier au cours du temps,soit un prédicat in-

variant (c'est: ]‘approche de HOARE [HOA 72} , WULF [WUL 76]), soit une fa-

mille d'axiomes et ses conséquences (c'est l'approche de PAIR [PAI 74] ,

REMY CREM 74] et FINANCE [FIN 76], voir aussi [GAU 77] ).

Une construction d'un nouvel objet a partir d'autres objets est

décrite par un programme dans 1'approche de Hoare et par adjonction ou mo-

dification d'axiomes dans 1'approche des Nancéens. Pour des raisons d'har-

monisation et d'une plus grande simplicité mathématique que nous justifierons

plus loin, nous proposons ici de décrire un objet comme une algébre ; nous
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parlerons “d'algébres filles" par opposition 4 1'“algébre mére" ou algebre
de type fondement mathématique de la description 4 l'aide des types abstrait
L' invariance ou l'appartenance a la Structure se traduit alors par le main-
tien de l'algébre fille dans une chasse d'algebres.Cette classe d'algébres
est Caractérisée par des propriétés du premier et du second ordre, en par-
ticulier cette classe n'est pas une classe équationnelle ou variété. On
construit une nouvelle algébre fille en exprimant ses opérations a partir
de celles d'une ou plusieurs autres algébres. Si l'on désire non pas cons-
truire une nouvelle algé@bre, mais fournir un élément fixé d'une algébre, on
parle alors de 4éfection. Les Opérations dans les algébres filles qui servent
4 "retrouver" un élément de l'algébre a partir d'autres éléments sont appe-
lées des aceds. construction et accés sont les deux concepts qui gouvernent
une telle ‘approche, le vocabulaire alaébrique permet de les caractériser
agréablement.

Au chapitre 5 une autre approche que l'on peut toujours classer dans
la méme famitle, est proposée, elle est fondée sur Ja théorie des algébres
relationnelles de Tarski et reprend et développe des idées proposées par
de Bakker , Hitchcock, Park et de Roever ([BAK 72] , (HIT 72] , [ROE 74)
voir aussi [LIV 78]). Elle rappelle l'approche de Finance, Pair et Remy
et profite de ]'outil algébrique pour apporter une grande rigueur et envi-
sager une certaine automatisation (chapitre 6).

- Dans la deuxiéme famille d'approches on utilise une description
algébrique, a l'aide d'opérations et d'axiomes sur ces opérations, pour
caractériser un type abstrait, c'est a dire l'ensemble des objets auxquels
on s'intéresse et les transformations qui les affectent. [GUT 77] (606 75][LIS 77] . Cette approche est plus abstraite, puisque d'un seul coup on
envisage tous les objets et leurs constructions.
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2.- ARBBES_BINALRES.

i“2.1,- ALcéBres “LES ARBRES BINAIRES ETIQUETES PAR ALPH”,

On s'apergoit immédiatement que deux sortes d'obje-s vont intervenir,

ce sont les arbres proprement dits et les valeurs ; notons les premiers

Arb et les seconds Val ; ici Val = Alph U {INDEF} of INDEF ¢ Alph . On

définit ensuite diverses opérations qui vont permettre de manipuler Tes

arbres, plus précisément d'extraire des sous-arbres et de construire de

nouveaux arbres. Chaque opération a un profil, c'est 4 dire une description

de ses opérandes et de son résultat. Ainsi CONS qui construit un arbre

binaire, a partir de deux arbres et d'une valeur, a pour profil

(Arb, Val, Arb) —»+ Arb

ce qui signifie que son premier opérande est un arbre que son deuxiéme

opérande est une valeur , que son troisiéme opérande est un arbre et que

son résultat est un arbre.

La notation sera conservée dans la suite

De méme Tes opérations GAU, DRO ont pour profil

(Arb) ———»> Arb

elles font correspondre 4 un arbre x , un autre arbre appelé partie gauche

ou partie droite de l'arbre x

TET a pour profil

(Arb) —> Val

elle fait correspondre 4 un arbre une valeur : T'étiquette de la téte de

l'arbre.

On introduit ainsi une structure algébrique que 1'on appelle algébre

hétérogéne ou algébre a plusieurs sortes d'objets, ae telle algébre est

caractérisée par une famille d'ensembles : les sentes et une famille d'apé-

nations de profil donné.

Certains auteurs, notamment les logiciens, parlent dans ce cas de types ; ce

mot a divers sens chez les informaticiens, rarement celui d'ensemble d'objets

{MOR 73] , c'est pourquoi nous avons préféré le mot sorte
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Les opérations CONS, GAU, DRO, TET vérifient entre elles, un certain

nombre d'identités qui caractérisent les arbres binaires et traduisent des

propriétés bien connues du programmeur :

(1} GAU (CONS (x, v, y)) = x

(2) DRO (CONS (x, v, y)) = y

(3) TET (CONS (x, v, y)) = v

Ces trois identités donnent les propriétés des opérations sur les

arbres binaires, mais ne permettent pas de dire ce qu'est un arbre binaire.

Voici une réponse possible : un arbre binaire est un objet qui peut étre
décrit par une expression constante. Or pour parler d'‘expression constante,
il faut au moins une constante ; la plus simple est certainement celle qui
décrit l'arbre vide, noté VID ; de plus, elle permet par composition avec

CONS de décrire tous les arbres binaires. Sans paramétre a résultat un arbre,
c'est une opération O-aire ou nullaire, on notera son profil

() = Arb

De méme on introduit v + 1 opérations nullaires (ol v est le cardinal de
Alph) de profil :

() > Val

qui correspondent aux éléments de V et 4 un élément indéfini noté INDEF.

On a 1'équation

(4) TET (VID) = INDEF

Tout arbre peut étre représenté 4 partir des opérations CONS, GAU,
DRO, TET, VID et des éléments de Ja famille Alph U {INDEF} . I1 est
intéressant d'étudier les algébres qui ne contiennent que ces éléments,
c'est 4 dire les algébres qui vérifient les équations (1), (2), (3) et (4)
et qui ne contiennent que des éléments construits 4 l'aide des opérations
de base CONS, GAU, DRO, TET, VID et Ja famille Alph U {INDEF} . Une telle
algébre s'appelle une atgebre promidre *, Notons qu'une telle algébre peut
contenir une infinité d'éléments tous différents de la forme suivante
GAU(VID), DRO(VID), GAU(GAU(VID)), GAU(DRO(VIu)) etc... En informatique

Cette appellation vient du fait que @ pZ est un anneau unitaire sans

Sans-anneau unitaire propre si et seulement si p est premier.
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cela n'a pas de sens de considérer ces éléments comme différents, deux

solutions sont possibles, créer un nouvel élément ERR : () - Arb qui

représente un arbre erroné résultat d'une erreur dans l'application de

GAU ou DRO, on pose alors

GAU (VID) = GAU (ERR) = DRO (VID) = DRO (ERR) = ERR

ainsi que les axiomes affirmant que le résultat d'une opérat.ion sur un

uple contenant ERR est ERR. Une autre solution qui évite d'introduire ERR

mais qui ne sert pas 4 distinguer les arbres résultant d'opérations erronées

est de poser :

(5) GAU (VID) = VID = DRO (VID)

Par souci de simplicité, adoptons la deuxiéme solution.

Notation : ;

si él est une algébre Arb a et Val notent les ensembles de la

sorte Arb et Val dans l'algébre &

On remarque alors que :

soit & une algébre premiére

x€ Arb, et x # VID implique Syé€é Arby 32 € Ardy

3veE Val, et x = CONS (y, v, z)

Démonstration :

On raisonne par induction sur la complexité des représentations possi-

bles de x , puisque tous les éléments de Arb admettent une représentation

a partir des éléments de base

Jer cas :
x = GAU (x') si x’ = VID alors x = VID et le résultat est

immédiat, sinon par induction x' = CONS (y', v', 2') puisqu'assurément

x' admet une représentation plus simple et donc

x = GAU (CONS (y', v', z'}) = y' of y' a une description plus

simple que x

et toujours par induction

y' = CONS (y", v", z") =x
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x = DRO (x) se démontre comme le ler cas .

3eme cas :

x = CONS (y, v, z) n'entraine aucune preuve o

Guttag [GUT 76] appelle cela un lemme de forme normale (normal form lemma)

(voir le paragraphe 1.1 du chapitre 2).

Je cela on déduit

x # VID implique CONS (GAU(x), TET(x), DRO{x}} = x

Démonstration :

D'aprés le résultat obtenu plus haut

x = CONS (y, v, z) donc

CONS (GAU(x), TET(x), DRO(x)} = CONS (GAU(CONS(y, v, z) TET (CONS (y,v,t

DRO(CONS(y, v, z)))

en appliquant les premiéres équations aux trois paramétres de CONS qui se
trouvent les plus extérieurs, on obtient :

= CONS (y, TET(CONS(y, v, z)), DRO(CONS(y, v, z))}

CONS (y, v, DRO(CONS(y, v, z)))

CONS (y, v, z) s x a

On montrerait aisément Que toutes les algébres qui vérifient (1), (2),
(3), (4), (5) , sont isomorphes, autrement dit chacune d'elles définit les
arbres binaires. L'une d'elles est par exemple constituée des classes de
termes sous variables modulo ces cing équations.

W
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2,2.- ALGEBRES. “UN ARBRE BINAIRE”,

Si l'on regarde intuitivement un arbre, on s'apergcit qu'il y a des

noeuds, que de chacun de ces noeuds, on peut atteindre ur noeud, soit a

gauche, soit & droite, soit obtenir une valeur ; par conséquent, on peut

concevoir un arbre binaire comme une algébre finie avec un ensemble Noe

de noeuds, un ensemble Val de valeurs (que nous supposercns égal a

Alph U {INDEF} , des opérations G, D : (Noe} + Noe, VA :(Noe) > Val,

T : + Noe. Ce qui nous intéresse, ce n'est pas une algébre, mais une

famille d'algébres qui vérifie certaines propriétés.

Dans ces algébres, les opérations G et D ne sont pas partout définies,

on dit qu'on a affaire 4 des algébnes partielles. Ces algébres sont les

algibres fchles du type abstrait Jes algébres binaires.

Ainsi l'arbre binaire de la figure 1 peut étre représenté :

par l'algébre’ finie ol Noe ={ , , , 4} , Val # fa, b, c}

et ol les opérations partielles sont définies par

G D VA

216 | © g

elo a T= @

© b

@ c

Voici les propriétés que doivent vérifier ces algébres
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a) un noeud est & gauche d'un autre noeud au plus ou a droite d'un autre
noeud au plus ; pour affirmer cette propriété , on a besoin d'un autre
ensemble Bool et d'une autre Opération totale £G
ainsi que VRAI, FAUX : () + Bool

: (Noe, Noe) — Boot

EG (x, y) G £6 (y, x)

EG (G(x), G(y)) = EG (x,y)
(6) ¢ EG (D(x), D{y)) © EG (x,y)

EG (D(x), G(y)) & FAUX

EG (D(x), T} & FAUX

EG (G(x), T) & FAUX

EG (1, T) © VRAI

Ici on utilise le signee qui signifie que le membre de gauche est moins
défini que Je membre de droite ou encore que si le membre de gauche est
défint alors le membre de droite l'est et les deux membres sont égaux.

Ainsi l'algébre telle Que Noe = { #, A, o } et telle que G, D et VA
sont définis par

G VA

*) Ala a

4 b

c

et T= « , n'est pas candidate 4 représenter un arbre (voir figure 2)

~2h—

En effet EG ne vérifie pas Ja relation

EG (D(x), Diy)) © EG(x, y)

puisque pour x= * et y=4 D(x) = Dy) =o

b) Chaque noeud de 1'algébre est atteint, cela s'exprime en disant que

les opérations composées, de la forme : () + Noe et qui sont définies,

représentent tous les noeuds. En termes d'algébres, cela signifie que 1'al-

gébre est engendrée par ® (cf [PIE 68] p. 105) ou, ce qui est équivalent,

qu'elle ne contient pas de sous-algébre propre comme précédemmient ; nous

appellerons de telles algébres, des algébnres premidres.

Ainsi T'algébre telle que Noe = {@, @, 6, @, ® }

D | VA EG] @ | 8 6 8 Qa

8 a @ |VRAT |FAUX | FAUX | FAUX | FAUX

8 b @ | FAUX |VRAI | FAUX | FAUX | FAUX

i a | T= @ @ [FAUX |FAUX|VRAI | VRAI|VRAI

8 b Q | FAUX |FAUX|VRATI | VRAI| VRAI

8 c Q | FAUX |FAUX|VRAI | VRAL| VRAI

vérifie les équations et inéquations de a) et pourtant ce n'est pas un

arbre (voir figure 3)

c) Les opérations VA et EG qui fournissent des valeurs externes sont

totales.
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d) Pour chaque algébre & tes ensembles Val. et Boot sont les mémesa
ensembles Alph et Bool .

Nous noterons AA [Alph, Bool] 1a classe d'algébres vérifiant
les propriétés a) b) c) et d).

Considérons sur AA [Alph, Bool] diverses constructions :

- Cons : AA CAlph, Bool] x Alph x AA [ Alph, Bool] + AA [Alph, Boot]
est définie ainsi :

Etant données deux algébres filles (ou arbres binaires} et
et vEV, Gom(a,v,B) est l'algébre & telle que

C= * UgxAUdxB, og A= Noe,

Tos *

So) = (g. T,)

Oe (*) = (4 Tg) s

Ge (94 x)) = (9, G (x)) Dy((gs x)) = (95 Dy (x))

Be ((ds x)) = (4, Ga (x)) +0 L((d, x)) = (6, De (x)
et que

EG (* , *) = VRAI

EG ((gs x), (gs ¥)) = EG, (x, y)

FG ((d, x), (d, y)) = EG a(x, y)

£6 S(* s(f. x)) = EG E((F, x), *) = FAUX oo Ff = ag oud

EG ((95 x), (ds ¥)) = EG ((ds x"), (a, y')) = FAUX
et que

VAe(*) = v

VAe (g, x) = VA, (x)
VAe (d, x) = VAg (x)

»B= Noe a. C= Noe.

!1 reste a prouver que :
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a) on vérifie par cas que EG, satisfait les inéquations de ()
par exemple

EG (G(x), &(y)) c EG_(x, y) dans Te cas of x = * et y= (g, y') |
EG (G(*), Ge (gs y')) = EGE ((9> Ty)» (9, G,(y'))

= EGA (Tas Galy')) FAUX = EGO (* , (g, y'))

b) & est une algébre Premiére en effet chaque point de A est
représenté par une opération composée Pa (T,) :+ Noe , par conséquent, |
tous les points de Ja forme (9, x) sont atteints par des opérations
composées

(95 Pe (Tg )) = Pelgs T,) = Pe (Gy (Te ))
ou Pe est le correspondant dans de p,

On raisonne de méme pour les points de la forme (ds x) 3 quant
a * il n'y a riena prouver puisqu'il est représente par Ty

c) les opérations VAyet EG. est trivialement totale

d) Vet Bool sont conservés Par cette opération. a

- Gros. : AA [Alph, Bool] + AA CAlph, Bool] est définie ainsi :
soit & un arbre binaire, considérons l'algébre & telie que

Noe g= Noe, , Tg =, (T,) 5 Gge Go. Dg= n> EG ae eG, , VAQS VA,

Joo (a) est Ja plus petite sous-algébre de &% , c'ast 4 dire la sous-
algébre engendrée par p

You (&) est une algébre de AA [Alph, Bool]
Démonstration :

b), c) et d) sont 6vidents; pour a) i] suffit de provver les équa-
tions faisant intervenir T
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wEG (D(x), T 
FAUX

EG, (x, L, )

Ppuisque x €B et que % est une algébre premiére, x est de la forme

g) = (Dy (x), 6 (T,))

EG 9 (G(x), Te )= EG (G, (x), G(T) =

X= Pg ou Pa @St une expression sous variables de & + donc il existe
yE€A tel que x = Gy) ou x = D, (y)

donc EG, (x, T= EG. (Gly), T,) = FAUX ou

EG 5 (x, To) = EG (D.(y). qT) = FAUX

enfin

BG (Tg » T,) = EG (G, (T,), G(T,

= VRAI Q

~ Dhe ; AA {Alph, Bool] ~ AA [Alph, Bool] est définie de 1a méme maniéreque Gu » mais @ la différence que 1‘on pose
TaD, (T,)

Enfin nous Proposons une sélection

- “Gt: AA [AIph, Bool] « Alph définie par
H(A) = Vay (Ty )

Dans AA [Alph, 8001] les mohphismes de 3 vers & sont des applicationshe: (Noe , ) > Noe qui vérifient :

si Te est définie alors T, lest et

nT )=T,

si G(x) est définie i] en est de mame de G o(h(x)) et

WG 5 (x) = 6 4 (h(x)

et si De (x) est définie, il en est de méme de De (h(x)) et

(D 4 (x) = 6 g(h(x))

et VA, (x) = VA 9 (h(x))

EG (x) y) = EG (h(x), h(y))
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si h est bijective, on dit qu'il s'agit d'un dsomonpiisme.

Puisque les algébres sont des algébres partielles, i] existe une unique
algébre, arbre binaire, de Support Noe vide que nous noterons “Usd .
c'est celle of T n'est pas défini. Elle est évidemment premiére.
De maniére naturelle, elle représente l'arbre vide. Remarquons que si &
est une algébre de AA [Alph, Bool] différente de Vid , Ta

sinon < admettrait une Sous-algébre propre isomorphe a Gd .

est défini,

Intéressons-nous 4 une classe d'algébres de AA [Alph, Bool] tetles
que Noe est fini et inclus dans un ensemble infini dénombrable donné 0D.

Si T'on veut que Coma + Fox et Dro soient Stables dans cette classe d‘al-
gébres, i] faut que *e€0D et que si AcD alors {g}x»AcD et
{d}x AcD . Nous choisissons par conséquent pour D le plus petit sous-
ensemble vérifiant

D>a{*} U {g, d} xO

L'isomorphisme ~ c'est 4 dire l'existence d'un tsomorphisme est
une relation d'équivalence dans ]'ensemble des algébres de support D.
On montre facilement que Conn x Bom et De conservent | isomorphie, que
la valeur de Get ne change pas si l'on prend des algébres isomorphes et
que Ved n'admet pas d'algé@bres isomorphes autres qu'elle-méme. Posons
AAF [Alph, Bool] l'ensemble des classes d'isomorphie d'slgé@bres a noeud
dans D . Posons Gow', Gu’, awhe', Lol! et Uu' les opérations
déduites de Sous , Qa Sho, bet et Ya sur AAF [Alph, Bcol] . Ona le
théoréme suivant ;

L'algé@bre de ARB [Alph] ot Arb = AAF [Alph, Bool) et qui est munie
des opérations Con! Gan', Sho! , Tet: et Uil' est une algébre de
ARB [Alph] 3; c'est de plus l'algébre initiale de ARB [Alph] .
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Montrons d'abord que :

© = Foul Com (8s VR )) =
Considérons l'application bijective h:A = {g} x A telle que

h(a) =g x a 3; c'est un morphisme de SLvers © : en effet posons

D= Cows (Ls vs 8)
-h(F ete

car

Te Gp (Tg) = Gale) = (9. T,) = h(T,)

~ h (G9 (x)) = G (h(x) .

car

Be (h(x) = Ge (gs ¥)) = Gy (9s x)) = (9, Ga (x)) = WG, (x)

La démonstration de 1 'égalité h(D, (x)) = Dy (h(x)) est iden-

tique 4 la précédente ; celles de VA 4 (x) = VA. (M(x)) et EG (x,y) =

EG, (h(x), h(y)} sont immédiates et sur le mame modéle. On montre de
méme que

Pre (Com (1s VB) x B

On a de plus

Tt (Com (B, V,R)) =v

en effet

“Tet ( Comm (5 V,8)) = Vag (Tp) = VAg(*) =v

Quant 4 démontrer que an( Ud ) =Ucd , 11 suffit d'examiner de pré:
la définition de You (Ved) . Considérons l‘algébre A telle que

Noe gq = Noe veh * Bp , Tp = Baa Tacs ) n'est donc pas défini, i7 en

est de méme de G. =G = = =4 Ud » Dd, Deel 1 EG, EG uy » VAg= VAuey

ainsi Soom (%4) qui est la plus petite sous-algébre de R est ted elle-
méme ainsi Fan (M4) = Wd ,

On montre de méme que Lhe (Ui) = Ud

Pour démontrer qu'il s'agit d'une algébre initiale, on s'appuie
sur un lemme.
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Lemme 3:

Si t est un terme sans variable, construit 4 l'aide des opérations

de la variété ARB , i] existe un terme t' sans variable construit

seulement 4 l'aide des opérations CONS et VID tel que t= t'

Démonstration du lemme :

On raisonne par récurrence sur le nombre d'occurrence de GAU et

DRO dans t

et ORO, i] en existe au moins une , notée f , qui apparait sous l'une

des formes :

f(VID) ou f(CONS(g, v, h))

S'il s'agit de la premiére forme, le terme t" ot l'on a substitué

VIO a f(VID) dans t , contient moins d’occurrence de GAU ou DRO et

. Supposons dans t , qu'il existe des occurrences de GAU

vérifie t" = t

S'il stagit de la seconde forme, te terme t", o@ l'on a substitué g

a F(CONS(g, v, h)} , si f = GAU, et h & F(CONS(g, v, h)) si

f = DRO , dans t , contient moins d'occurrences de GAU ou DRO et

vérifie t" = t a

Suite de la démonstration du _théoréme :

Chaque petite algébre de AAF [Alph, Bool] n'a qu'un nombre fini

de points dans Noe , d‘autre part, si @ n'est pas Wd , Foe (a) et

Pro (a) définissent des algébres ayant moins de points (dans Noe) avec

Ja propriété que :

th = Come ( Gan ()s Vs Gro (2)

Ainsi on peut montrer, par récurrence sur le nombre de points de

Noe que é| se décompose de maniére unique, a4 un isomorphisme prés en Gons
et Und . Ce résultat et le lemme contribuent 4 démontrer que 1'algébre

est initiale. La proposition 3 du paragraphe 2 du chapitre 2 permettra de

prouver plus simplement 1'initialité de AAF [Alph, Bool] a
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2.3.- LIENS AVEC LA PROGRAMMATION,

Le théoréme que l'on vient de montrer peut se traduire ainsi :

“Ltensemble AF (Alph, Bool] est une représentation du type arbre binaire

par des objets et des opérations de plus bas niveau d'abstraction".

Ces objets sont plus concrets, car construits, en particulier, 4 l'aide

de pointeurs. Cette modélisation est une étape vers la programmation car

les algébres filles cad les objets de AAF [Alph, Bool] constituent une
bonne approche des objets représentés dans un ordinateur, par un langage

de programmation. Les propriétés a} b) c} et d) sont des invariants des

différentes constructions. Par exemple, la propriété :"]'agébre est premiére’

est, pour le programmeur, 1'affirmation naturelle suivante :

"a tout moment, un arbre contient seulement les points qui peuvent étre

atteints depuis la téte".

a titre d'illustration, nous atlons

montrer comment les objets de AAF [Alph, Bool] se traduisent en ALGOL 68.

Les sortes sont des modes, nous supposerons que je mode Aliph est connu

mode Aeph

Le mode Noe doit fournir Te moyen d‘accéder par VA a une valeur

et par G et D 4& deux autres noeuds, i] est par conséquent assez natu-

rellement traduit par :

mode Noe = struct (aep Noe G,Alph VA, sep Noe D)

Un arbre comme nous l'avons vu est la donnée d'un ensemble de noeuds

et de valeur et d'un certain nombre de fonctions d'accés : G et DB

fournissent un noeud, 4 partir d'un autre noeud par un pointeur ; VA est

aussi défini en chaque noeud, par conséquent T est te seul accés qu'il

faut fournir quand on donne un arbre et ainsi un arbre est décrit de facon

naturelle par le seul accés T cela donne alors

(7) mode Arb = stnuct (nep Noe T )
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Cette définition peut paraitre sophistiquée 4 un expert programmeur

(nous discuterons plus loin de la définition d'un arbre par

mode Anb = rep Noe et de la suppression de toutes les expressions "T de” .

Nous garderons d'abord la définition (7) pour bien montrer au lecteur

comment cela s'harmonise avec Tes algébres que nous avons construites).

Les constructions et les sélections sont décrites par des procédures.

Ainsi Gau est décrite par

proc gau = (Akb a) Atb

Dro est décrite par

proce dro = (Arb a) Arb

Tet est décrite par

proc tet = (Arb a} Afph

> (GdeTdea) 3;

: (D de T de a) ;

>:VWAdeTdea ;

Vid est décrite par une procédure sans paramétres

proc vid = Anb : (nif) ;

Cons est décrite par

proc cons = (Arb a, Afph ov, Atb b) anb

début tas Noe* : = (T dea, v, T deb) ; (étoile) fin

Nous allons maintenant donner la traduction des mémes objets et des

memes procédures dans un langage qui différe de Pascal par la possibilité

d'avoir des fonctions a résultat de tous les types décrits par le langage :

type alph = ... 3 noe = nxecond G i: fnoe ; VA: alph; 9:tnoe end ;

arb < record T:tnoe end ;

function gau(a : arb) : arb ; begin gau. T : = a. T t.G end ;

function dro(a : arb) : arb ; begin dro. T: =a. TT. 0D ond ;

function tet(a : arb) : alph ;begin tet: =a.Tt. VA end ;

g§unetcon cons(a : arb; v: alph 3b: arb) : arb ;

begin var etoile :Tnoe ; new (étoile) ;

étoilef.¢: =a. T 3 étoile T.VA: =v; étoilet.D: = b.T

cons.T : = étoile

end
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Si maintenant dans le programme en Algol 68, on remplace la décla-

ration mode Arb = stauct (nep Noe T) par mode Arb = rep Noe et si

j'on supprime les expressions "T de " on obtient :

mode A€ph = ... ; mode Noe = struct (xep Noe G ; Alph VA ; rep Noe |
mode Arb = Aep Noe ; |
proc gau = (Aiba) Ab: Gdea 3

proc dro = (Aiba) Arb: Ddea 3

proc tet = (Arba) Alph: VA de a 3

proc vid = Ab : nik 5

proc cons = {Arb a; Afph v ; Arb b)

tas Noe ::(a, Vv, b)

Arb :

En examinant bien les déclarations des modes Noe et Arb que I'on

rencontre dans Je programme précédent :

mode Noe struct (nxep Noe G; A€ph VA; xep Noe D)

mode Arb = rep Noe ;

On s'apergoit que l'on peut Jes remplacer, sans rien changer ou

presque au programme, par 1'unique déclaration

mode Arb = rep struct (Arb G , A€ph VA, Arb D)

seul cons deviendra

proc cons = (Arb a, Afph v, Anb b) Arb :

tas struct [Arb G ; Alph VA; Arb D) : = (a, v, b) |

Discussion 7

Poser mode Arb = rep struct (Arb G , Alph VA , Arb D)

définir le domaine Arb par 1'équation a point fixe

Arb = {VID} + (Arb x Alph x Arb) i

C'est une définition extensionnelle "4 1a Scott" (cf [LEH 77]) ou 1'aspect

algébrique a disparu. Une étude tendant 4 rapprocher les aspects extension-_

nels et algébriques serait, semble-t-il, particuliérement fructueuse.

clest
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Cependant la définition du type arbre par

mode Arb = rep struct (Arb G, Alph VA, Arb D }

référer notamment a l'article de J. H. Morris "Types are uot set" [MOR 73])

présente deux dangers (se

- le plus connu est certainement 1'utilisation sur les objets de ce

mode d‘opérations non prévues lors de la spécificacion du type, avec

tous les risques que cela comporte dans l'exécutioi du programme ;

cette exécution a toutes chances d'étre erronée. Des affectations

du genre

G dez:=z2z

engendrent des objets monstrueux gui ne sont pas ds arbres, du moins

pas des arbres finis ; en effet l'objet a représenté par 2 vérifie :

G de asa

Remarquons que des langages comme CLU, ALPHARD et ATM protégent le

programmeur contre de tels risques ({LIS 74]{WUL 75] {CHA 79] [MIN 79]

- le second danger est 1a confusion de deux concepts tres différents

celui de noeud d'un arbre et celui d'arbre lui-méme. La figure 4

voudrait illustrer la différence qu'il y a entre ces deux concepts.

Tout d'abord signalons qu'un noeud est un objet interne d'un arbre

qui doit étre caché a l'utilisateur d'arbres. Ce principe d'infor-

mation cachée est pour de nombreux spécialistes 1'un des garants

d'une construction de logiciels efficaces, car i] évite de multiples

erreurs dues 4 la modification de valeurs auxquelles l'utilisateur

ne devrait pas avoir accés. Cette protection pourrait étre assurée

en Algol 68, 4 conditiond'interdire 4 l'utilisateur de connaitre

Je mode Noe. I] faudrait pour cela repousser 1a déclaration

mode Anb = stnuct (aep Noe T} dans une partie implantation qui

pourrait étre le prologue. Ainsi la distinction entre arbre et noeud,

or eran iS OREN ERC RRS TORI a a he
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et les distinctions, qui s'en déduisent, entre GAU et & , DRO et |
TET et T ne permettent pas par exemple l'affectation Gdez: =1
mentionnée, puisqu'on ne peut accéder aux noeuds qu'a travers les prov

dures au, dro et tet .

AX

un noeud

un arbre

Signalons qu‘a un noeud est attachée une valeur exactement, tan!
qu'a un arbre est attachée une famille de valeurs dont 1'une peut étre?
privilégiée, la téte.

Avantages_d‘une approche algébrique.

Remarquons que lors de l'implantation d'un type abstrait, dans 9
langage de programmation, i] est indispensable de prouver que les proct
dures proposées représentent bien les opérations désirées. Le passage i
le modéle des algébres filles ast un outil commode pour faire cette pre:

Enfin nous terminerons, en précisant que l'exemple des arbres bj

naires a &té choisi pour sa Simplicité et le fait qu'il? contient des On

rations dyadiques,

et d'algébres filles. Mais cet exemple n'est plus trés convaincant quan

on passe d la représentation en Algol 68, car ce langage contient, . avec)

les structures, des notions trés proches de celles que l'on trouve dan
les arbres. Les exemples du paragraphe 6 et du chapitre 4 fourniront da

arguments plus convaincants.

dans Te but d'illustrer les concepts d'algébres de ty
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2.4,~- ARBRES BINAIRES ET PARTAGES,

Dans les arbres binaires que nous avons rencontr3s aucun partage de

descendance n'était possible. Dans la représentation qui suit nous accepte-

rons une forme trés restreinte de partages : un méme nozud peut étre a la

fois le fils gauche et le fils droit de son pére (figur2 5}. Autrement dit,

{on remplace

EG(D(x), G(y)) & FAUX

par

EG(D(x), G{y)}) = EG(x, y) c VRAI

=» est une opération sur les booléens, bien connue.

Sur ces algébres, les opérations Gaus Se, ht et Ud ne sont pas |

modifiées. Si & et WK ne sont pas isomorphes, on définit Gon{ 5, a, Q) 5
Lies: 4comme avant, mais si les algébres sont isomorphes on définit * = Gon(h@, a)

ainsi 
;

C=} UA 
4

Gu(*) = De (*) = T, 
f

si x#* alors G(x) = 6, (x) et Di(*) = Dy (x)

EG. (*, *) = VRAI

Si x #* EGY (*, x) = EG (x, *) = FAUX

six?#* et y#* EG 5 (x, ¥y) = EG (x, y)

VA ,(*) = a

si x #* VA (x) = VA, (x)
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I] est facile de prouver que les algébres, ainsi construites, véri-
fient les axiomes de la figure 6:

EG(x, y) & EG(g, x)
EG(G(x), G(y)) & EG(x,y)

EG(D(x), D(y)) = EG(x,y)

EG(D(x), G(y)) =» EG(x, y) & VRAI

EG(D(x), T) °c FAUX

EG(G(x), T) & FAUX

EG(TT) c&_ YRAI

Axtomes des arbres binaires avec partages.

Soit Arb l'ensemble dont Jes éléments sont les classes d'isomor-
phie d'algébres qui vérifient les axiomes de la figure 6. Sur Arbget Alph
on définit les opérations Vid", Tek", Fax”, Gre, Cons" par passage au
quotient des opérations correspondantes (Wa » bel, Gau, Sho, Cons. On a
ainsi défini une algabre de ARB [Alph] qui est une al gébre initiale de cette
classe.

3.- RAPPELS_SUB_LES_ALGEBRES_WoMOGeNES.

Ce paragraphe et le suivant peuvent étre sautés en premiare lecture 3
is serviront essentiellement de référence, dans la suite, pour les concepts
et les notations. Notons cependant trois notions assez fondamentales ,
exposées ici : les algébres premiéres (§ 3.4 et § 4.3.), les identites dans
les algébres (§ 3.6 et §4.6), les algébres terminales (§ 4.4). La présen-
tation des algébres homogénes avant celle des alg@bres hétérogénes est sim-
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plement didactique. Le paragraphe 5 introduit un aspect mathématique nou-

veau encore incomplétement approfondi : les algébres homcgénes paramétrées.

3,1,.- ALGEBRES ET ALGEBRES PARTIELLES,

Une algébre homogéne sur un ensemble F de symbolesd'arités données

est un couple & = <A; F > ot A est un ensemble et Fa une famille

d'opérations sur A indexée par F , c'est 4 dire d'applications f

telles que fy : AN + A sin est l'arité de f {BIR 35]

a

Notations :

Une algébre est notée par une majuscule gothique, son support par

la majuscule latine correspondante (voir }'annexe 1 pour la correspondance

entre les gothiques et les latines). L'opération associée a f est notée

par fe ou encore f

gébre considérée.

simplement si'l n'y a pas d'ambiguité sur 1'al-

Une algébre of F, est l'image d'une famille F de symboles d'arité

donnée est appelée une F-algébre [GOG 77] , ou un F-macma [NIV 75] ; on

notera Alg (F) Ja classe de ces algébres ; si deux algébres appartiennent

ala méme classe elles sont dites simifaines ou de méme type.

Une algébre pantie£le (homogéne) est un couple @=<A;F >

oG A est un ensemble de Fy une famille d'opérations partielles sur A

(i.e. qui ne sont pas forcément partout définies}. Dans le cas ob f est

une opération nullaire ou d'arité O et od @ est une algébre (non partielle,

nous dirons aussi totale dans ce cas pour préciser} fa est une constante.

Si @ est une algébre partielle, f_ est aussi une constante, mais cette

constante peut ne pas étre définie. On notera Alg p(F) la classe des F-

algébres partielles. —

Soit @=<A 5 F > une algébre partielle , soit BCA: B est

une partie F-stable de A si pour tout (a;5 PEIN a,) eB", Fy (Apes sq)
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défini implique f (a),

B= < i (ays...
En particulier, si & est une algébre totale, cela signifie que est une
algébre totale similaire et que # est une Sous-algébre si et seulement si
les opérations de Fe sont stables dans B, F
tions 4 B de ces opérations. Si 4 est une algébre partielle qui contient
des opérations d'arité 0 > alors B contient tous les éléments ou constan-
tes que ces opérations désignent.

tees a,) €B , on définit alors la Sous-algébre

B; Fa > induite par B en posant

Soient 2 et & deux algabres partielles similaires,
® +A —+B est un monphiome de & vers B sj pour tout f
et tous Ayres a de A, Fy (ay. Dr

ty (o(a;), “i

une application

d'arité ni

5 a,) défini implique que

1s o(a,) est défini et que

oF, (ay, sees Ay) = f. (o(a), 4: (a,))

Sip est une application surjective, o esta
Si pest une application bijective

existe un isomorphisme de vers

ce que l'on note 2 aw G

ppelé un épimorphiame.

,@ est appelé un dsomorphisme 3 si i]

& alors & et & sont dits isomorphes

1) Une algébre monadique est une algébre dont toutes les opérations
sont unaires ou monadiques, c'est a dire d'arité 1 ; une sous-algébre &
est telle que si. beB , f(b) €B . L'algabre de Support V* l'ensemble
des mots sur V est munie d' opérations

est une algébre monadique < y* 3 V>

des mots de Tongueur au plus n et te

a ——» 4.a pour chaque ae V

+ les algébres de support l'ensemble

lle que a(a) est définie par a.a
si et seulement si la longueur de a est inférieure a nh, sont des algébres
monadiques partielles.

1 a,) = Flaps seed

a est constituée des restric

-40-

2} une algébre dyadique est une algébre dont toutes les opérations

sont binaires ou dyadiques c'est a dire d'arité 2.

3) un corps est une algébre partielle K =<kK;0,1,-,
0,1, -, +, x G, 0, 1, 2, 2

ity * >

towne st

o2 Jes opérations sont totales d'arité

tandis que

3.2,- CONSTRUCTIONS D’ALGEBRES.

Le produit des algébres ( as/i € 1) a pour support on A,

ier '

et les opérations y sont définies composante par composante, plus précisé-

i . = (al). EAment si f est une opération et si 4 = E ee 3 > pou a; (a3), El

{ i
f, (ay: oa a,) = (f (a> wees and); El

Une relation d'aquivalence T sur A est une congruence sur & si,

pour chaque opération f d'arité n

éfini a’ défini =>(vi [1, n]} a; Ta';) a F(a), aig a,) défini Af (Ay s.+- 5a n} é

‘f(ay, ores a,) UT flaty, -.s a‘)

Les classes d'équivalence F(a) forment le support d'une algébre

R “8p ou les opérations sont définies par

fa (F(ay), -.-, Ba,)) = Nf, (a> Bans a,))

3,.3.- ALGEBRES LIBRES, ALGEBRES INITIALES,

Une algébre partiekle Libae sur X dans une classe K d'algébres

similaires est une algébre 2] telle que X GA et que pour toute algébre 8

de K , pour toute application nh de X vers B , i] existe un unique

morphisme h de @ vers § prolongeant h. Les résultats suivants sont

est une opération d'arité 1 définie sur K - {0} : Oo

ieee
SSS
<a

SSeS
=o
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connus :

- pour tout X donné et pour toute classe K d'algébres partielles simi-

laires, si & et &' sont deux algébres libres sur X , alors EL et &'

sont isomorphes. Compte tenu de ce résultat nous noterons (K, X) T'une

de ces algébres libres, elle est définie a un jsomorphisme prés, nous T appe

lerons parfois l'algébre libre sur xX . (P est pris pour polynomes).

~ si K est une classe d'algébres partielles similaires, stable par pro-

duit et par passage aux Sous-algébres et contenant une algébre avec plus di

élément ators K admet pour tout X une algébre libre sur X ¢

~ en particulier Ala(F) admet des algébres libres pour tout X . Par

exemple l'une d'elle est K (F, X) oG P(F, X) est formé des F-mots

sur X ou F-termes 4 variables dans X » C'est 4 dire que P(F, X)

est le plus petit ensemble contenant X et stable par composition par les

opérations de F . Nivat note cette F-algébre (appelée F magma) M(F, xX)

{NIV 75] et ADJ (Goguen, Thatcher, Wagner et Wright) la note Te(X)

(G06 77]

-si X= , l'algébre Pik X) s'appelle algébre initiale sur K

nous noterons parfois Kk) au lieu de Fk, 9) 3 pour toute algébre

de K il existe un unique morphisme ni de P(K, 9) vers 2 (notée
souvent h, s'il n'y a pas d'ambiguité sur K) . Dans le cas of

K= Ala (F) Nivat note M(F) Je magma initial et ADJ note Te

s

l'algébre initiale.
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3,4,- ALGEBRES ENGENDREES ET ALGEBRES PREMIERES,

Soit {Lune alg@bre partielle , soit S( &) l'ensemale de tous les

sous-ensembles de A qui déterminent une sous-algébre de 4. ‘S (2)

est stable par intersection.

Soit XcA , Ta sous algibre engendrée par X est la plus petite

sous-algébre dont le support contient X , son support est noté [X] .

La sous-alg@bre engendrée par @ , notée K(&@)} est la plus petite sous-

. Une algébre partielle & est

premiere si elle ne contient aucune sous-algébre propre, autrement dit

si &@= K (4) ou encore f(s) = {A} .

algébre deél,son support est ®

L'image d'une algébre premiére par un épimorphisme est une algébre

premiére.

Démonstration :

21 + & un épimorphisme. Supposons cue 8 n'est pas

premiére mais que & l'est. Soit alors Cé S(q), C#B alors

Soit :

o (Cc) #A et o tice $( 4) ce qui est contradictoire a

Corollaire :

Si & est une algébre premiére, si ©

l'algébre 4/09

est une congruence sur él,

est premiére. o

Les algébres premiéres de méme type forment une classe stable par

passage aux sous-algébres (si l'on peut dire,puisqu'il s'agit de l'identité)

et par passage aux images Gpimorphes, mais elle n'est pas stable par
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Passage aux produits. En effet si

< @/ph: 0, 1, +, .> est une algébre preniére ; 1'algebre

< @/pZ0, 1,4, .>x< Z/p%; 0,1, +, . >

n'est pas une algébre premiére puisqu'etle contient la sous algébre pro-
pre de support Z/pZx {1} . a

p est premier, 1'algébre

Si A est une algébre libre sur x dans une classe K eile
est engendrée par Xx , B

Si Gest une algébre initiale dans une classe K , elle est
premiére. o 

-

Si Let BR sont deux alg&bres partielles premiéres, i] y a au
plus un morphisme de dL vers B > ce morphisme est surjectif. a

3.5,- Foncrions POLYNOMIALES,

Dans ce paragraphe, on donne l'interprétation des polynomes de degré |
n par des fonctions 4 n variables. Si & est une algébre partielle on peut
munir l'ensemble FIM) gy des fonctions partielles de A" vers A d'une |
Structure d'alg@bre en posant Pour Pye ..es P, dans F(M) (a) et f

dtarité mia # (ayo sees a.,)

Si py (a), a. P(@) sont défini i1 en est de méme de F(p,, :.- Py) (a)

et f(Pys +--+ By) (a) = F(py(a), p,(a))
. : * 

|
Parmi ces fonctions, i] en existe n , notées proj, . Sry, proj,

appelées les projections et définies par

proj; (aj, .

_ modéée d'une famille £ d'inaglités si pour tout vew de
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La sous-algébre Pray engendrée par {proj,, ante fas proj.)

est appelée T'algébre des fonctions polynomiales 4 n variables sur cL.

si GL est une algébre totale, ces fonctions polynomiates sont des fonctions

totales. Soit Xy = {x5 ahi x} . Soit K_ une classe contenant ev et

Pia

algébre totale i] suffit que la classe K contenant & soit stable par

passage aux produits et aux sous-algébres). 17 existe un unique morphisme

de Pp (Ks x) vers # (a) ) prolongeant l'application qui envoie x;

» et une algébre libre Y KoXy)s Remarquons qu2 si él est une |

sur proj; 3 on note Wa l'image d'un élément w de >(K, Ka) (w
a

est indépendant de l'indice n )

3,6.- IpENTITES SUR LES ALGEBRES,

Soit X= {xy -+-+ X. ---} un ensemble infin’ dénombrable de
n

variables indexées par les entiers. Une famille d'identité (resp d'inégalités)

est une famille de couples d'éléments de P(F, X,,) que 1 on note v=w

{resp vw), si

on peut supposer que v

n est l'indice maximum des variables figurant dans {vw}

P(F, Xi) et wo P(F, X,) + Dans une famille

d'inégalités une paire {v w,w vi est une identité.

Une algébre 2 est un modéte d'une famille E d'identités si pour

tout vewde E ona v =w . Une algébre partielle & est un

E ona

Ya Eg Wa ou &. représente l'ordre moins défini que sur FEM) (5)

Si elle n'a pas un nom spécifique ta classe constituée de toutes les

algébres qui sont des modéles d'une famille E d'identités est notée

Alg (F 3 E) , celle des algébres partielles qui sont modéles d'une fanille
d'inégalités, £ est notée Alg p (F, 53)
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Soit F = {0, .} of l'arité de 0 est 0 et l'arité de

La classe des monoides est 1a classe Alg (0

- est 2.

| es 0.x, FX > x4 -0 = Xys

X41 + (Xp 0X3) = (Xj -%9) “Xq) on la notera plus simplement MON. o

Soit F={0,+,-,.,1, “1

d'arité let+et.

-} . 
a

} of O et 1 sont d'arité 0 et

d'arité. La classe des corps est contenue dans celles
des algébres partielles qui sont modéles des inégalités :

0+ X= Xpos Xp te x, * Qo , x, + Ko = Xo + xy

Xt (x5 + X3) = (x1 + Xo) + X35 Lexy = xyel ; xybhe xy

x,G1 .

xy: (x, + x3) FX + Xp + ky X

(x) + X95) 7X3 FX + Xe Xy

{La condition supplémentaire pour étre en corps est :

"0, +, -, ., 1 sont totales et

4,- BLGEBRES_HETEROGENES

4,1.- ALeépres HETEROGENES ET ALGEBRES HETEROGENES PARTI

Une algébre hétérogéne est un couple 4. <A;

na * (Sees
~ les S, sont des ensembles, les sontes de S| (S est l'ensemble des des-

cripteurs de sortes).

-- Fest un ensemble d'opérations hétérogénes.

F > ou

a pour domaine de définition A - (0}))

hes
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Nous allons préciser ce que nous entendons par opération hétérogéne.

Le progi2 du symbole d'opération hétérogéne f est un couple i

(0, t) € S*# x S noté j

f:(sl,..., sn) 4 ¢t

ou f:(j) > t si gest le mot vide S* , c'est a dire

n est l'arcté de f

correspond a

. L'opération hétérogéne Fo sur A qui

f est une application de sl x...x $n vers t . Si f

est une fonction partielle, on dit qu'il s'agit d'une opération partielle.

Notations :

On essaie ici d'étre cohérent avec les notations utilisées précédem-

ment. L'algébre est notée par une majuscule gothique, ici & ; son support,

c'est 4 dire l'ensemble {s a IS E Ss}

correspondante, ici A , l'ensemble ayant pour sorte $

AQd utilise Ja notation A,

tique, mais moins avec la pratique informatique. Chaque opération de symbole

est noté par la majuscule latine

est noté § a

» plus cohérente avec la pratique mathéma-

f de l'algébre 4 est noté fa 3 s'il n'y a pas d'ambiguité sur ]'algébre

les indices ag sont omis

Si l'on considére toutes les algébres ayant méme enseinble de descrip-

teurs de sortes et of Fi est l'image d'une famitle unique

de profils donnés, on notera Alg (F) Ja classe qu'elles constituent en

supposant que l'ensemble S est implicitement connu, on dira qu'il s'agit

d'algébres sinifaines.

Une algebra héténxogéne partielle est un couple S=<A 3;

est un S-uple (Sa dees de sortes et Pa

partielles dont le profil est construit sur 5S a

F de symboles

F>oi A

est une famille d'opérations

Soit &=<A;F > une algébre hétérogéne partielle , soit BcA

c'est 4 dire que sc 5S, pour chaque s€S$ 3; W=<B; Fa? est une

sous-algébre de & si pour tout (ays ees ay) € sl, Xen ek SM et Fa
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de profil sl x...* sn 4 Sy, Fa (81> ays a,) défini implique que

fy (Ay s-+054,) € Sg 3 On pose alors Ff. (a, on
alors 2 et &' sont isomorphes. Nous noterons Rk X) i 'algébre libre

hétérogéne partielle (définie 4 un isomorphisme prés). Pr, X) est l’al-
~ & entre deux algébres hétérogénes partielle gébre libre de Alg(F) sur X , ses éléments sont appelé. des F-mots

S et de symboles fF est un ensemble o={ @,/s € Ss] epee iMNeneTe HES MEE

os a,) = fF, (a> ios, ay)

Un morphisme » : 2

Similaires de sortes

d'applications telles qué, pour tout f de profil (sl, ..., sn) +s et Exemple 3 :tout (a,, ..., Em ; 6fini impli 
ad oni :

(ay a) €sl xx sn, fylaps ees a,) defini imptique Nous pouvons définir la complexité d'un F-mot en terme d'une unique
morphisme vers une alg@bre particuliére.Considérons l'algébre hétérogéne &

ou Sy =IN et pour chaque f d'arité n et de profil Sys sees SS
@ (f (a, reee an)) = 9 (9,4 (41), tees Ge (aq)) ona:

Sip est constitue d' applications surjectives,
epimorphiame. Si

UN Lsomorphione.

que fs (@sl{a,), +25 0Sn (a, )) est défini et que

n

a.m. = 1l+czr x,@ est appelé un. Fy Xn) 2® est constitué d'applications bijectives @ est appelé

Soit co: X, > N tel que c8(x) = 0 alors l'unique morphisme

de RF, X} vers (© prolongement c est noté comp. comp(v) s‘appelie4,2.- ALGEBRES HETEROGENES LIBRES, ALGEBRES HETEROGENES Ta complexité de v son utilisation est fondamentale dans les démonstrations |
ee par récurrence. a \INITIALES,

si K est une classe d'algabres partielles hétérogénes similaires,

Stables par produit et passage aux sous-algébres et contenant une algébre

avec plus d'un élément alors kK admet pour tout X une algébre libre sur X.

Soit X= ees 3 une algébre hétérogéne partielle libre sur Xx

dans une classe « d'algé@bres Similaires (de sorte 5S) est une algébre hété-_
rogéne partielle & telte que pour chaque . 7 Si X =O Valgabre FiK, X) stappelle l'algébre initiale sur KFs€S,X as et que pour . 

. . . . kK
g ic pour tout algébre hétérogéne 4 de K . i] existe un unique morphisme hetoute algébre hétérogéne A de K 

de ate @) vers a . Dans le cas od K = Alg(F) ADJ note T, l'algébre

> pour toute famille (hoees d'appli-

cation de X, vers s #1 existe un unique morphisme h de 3 vers Rg

prolongeant h dans le sens Suivant : oeinitiale, nous 1a noterons PF) :

pour tout x € Xo h(x) = h(x). |

Les résultats suivants sont faciles & prouver, on les trouve en partie dans 45. LGERRES HETEROGENES ENGENDREES ET ALGEBRES
l'article de Birkhoff et Lipson [BIR 70] .

- Pour tout X donné et. toute classe K d'al gébres hétérogénes par-
tielles, si Het g' sont deux algabres hétérogénes partielles libres sur { 

Si & est une algabre partielle, l'ensemble f(a) est l'ensemble de

S-uples d'ensembles qui déterminent une sous-algébre hétérogéne .
¥(4) est stable par intersection. Soit XGA i.e X= (%

tous les

s)ses Xs Sa
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la sous-algébre h@térogene engendnrée par X est la plus petite sous-algétr
R dont le support contient X i.e, Ke e Sa » SON Support est noté

[X] = (XD), ¢ s + La plus petite sous-algébre hétéragéne d'une algébre

hétérogéne est notée K(a) , elle est engendrée par (PB). ¢ s + Une algét

hétérogéne est premiére, si elle ne contient aucune sous-algébre premiére
propre, autrement dit si @= K(a) ou encore S(ay = Lal

Les propositions du Paragraphe 2.4 restent valables.

4,4,- ALGEBRES TERMINALES. hee

Dans une classe K d‘algébres, une algébre & est terminate si pour |
toute algébre BR de K . il existe un unique morphisme de & vers a.

sia et BR sont deux algébres terminales elles sont isomorphes.

Le seul morphisme de évers Zest l'identité sur a. 11 existe un
seul morphisme h de & vers Rg et un seul morphisme k de & vers eb ih
composition koh est un morphisme de & vers A , c'est l'identité 3 donc |
est un isomorphisme. Q

On notera que ce raisonnement est exactement le méme que celui que
l'on fait pour montrer l'tsomorphisme des algébres initiates.

Dans les variétés, i] existe des algébres triviales, c'est a dire
dont les supports sont réduits 4 un seul élément qui sont notamment produit
vide d'algébres ; ce sont les algébres terminales car i] est bien évident
qu'il n'existe qu'un morphisme de toute autre algébre vers elles.

L'étude des types abstraits améne 4 s'intéresser 4 des classes
d'algébres qui ne sont pas des variétés, qui ont des algébres terminales
non triviales et qui jouent un réle fondamental .
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4,.5,- FoNCTIONS POLYNOMIALES.

Si & est une algébre hétérogéne ne : peut jaunir d'une struc-

n ,

ture d'algébre hétérogéne, Je S-uple F(M) (a) = (FP (Medegeg > 04

a oF") est l'ensemble des fonctions sartielles den= (n, ses et ou Feer(a)y

s vers ta ‘ Cela se Ta t de la maniére suivante : posons

ses 5 
5 7 ' ', a=(a.)p, EF (9) 1 Py FO (a) cag » F de profil (s'l, ..-s s'm) 8's a=(@.) eg1 5! yeaey

n

i éfinis il en est de méme deoo a, és > 3.si p,(a)> aK pla) son définis i

Fp, eens Pin) (8) et (p> cary Py) (4) = fy (Py (a) sees p,(4))
eS . a

Parmi ces fonctions, il en existe notées proj; (l<i <n.) » appelées

les projections et définies par

proj; (a) =la if composante de a.

La sous-algébre P (gy engendrée par les projections est appelée
Liakgebre des fonctions pokynomiales & n = (n.). es variables sur G .

u S = 8 i e classeSoit xy = (ss ) ob Xo = Xpo sees *n . Soit x un
sses s

contenant F'n) et une aigébre libre BM k, x) . Considérons 1}'ho-

momorphisme de Sy (M) ix, x) vers Fay prolongeant Jes applications

i i : is 4 ‘un élément w dequi envoient x; sur proj; , on note Wa l'image d

? Pg, x)

4.6,- IDENTITES SUR LES ALGEBRES HETEROGENES.

- yS _¢ S$ 5 - les
Soit X = ee 5 ou Xa = {xq}. vee Xo .- jsefdes ensemble

infinis dénombrables de variables indexées par les descripteurs de sortes et

Jes entiers. Une famille d'identités (resp. d'inégalités) est une famille de

sy
Sw

a
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coup? ' 
' 

|

uptes d'éléments de Scr, x,,) que T'on note v = w (resp vow).

Sin est le maximum, pour l'ordre produit, des indices des variables
figurant dans lv, won peut Supposer que v et w appartiennent a

* pi, X,)

Une algébre hétérogéne 4 est un moddee d'une famille £ 3" identi
i = 

i
S? pour tout v=w de E ona Vg =W, . Une algébre partielle hétéro-

géne est un modéle d'une famille E d'inégalités si pour tout vow
de E ona YEW 

:&

Alg (F 5 £) est la classe des algébres hétérogénes modéles d'une
famille £ d'identités, on l'appelle aussi une variete 3 celles des algébry
hétérogénes partielles qui sont modéles d'une famille E d'inégalités est
notée Algp (F ; £)

Dans le paragraphe 1.1, nous avons envisagé des algébres qui sont
modéles de la famille d'identités

GAU(CONS(x, v, y))

DRO(CONS(x, v, y)) 
;

TET(CONS(x, v, y)) =v 
|

GAU(VID) = VID

DRO(VID) = VID Q

0
<

Dans le paragraphe 1.2 nous avons envisagé des algébres partielles
qui sont modéles de Ja famille d'inégalités.

Ro
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EG(x, y) C EG{y, x)

EG(G(x), Gly)) G EG(x,y)

EG(D(x), D(y)) G G(x, y)

EG(D(x), G(y)) C FAUX

EG(D(x), T) C FAUX

EG(G(x), T) C FAUX

Eg(T, T) © VRAT 8

5.- ALGEBRES_HOMOGENES_PARAMEIREES.

Les paragraphes 3 et 4 présentaient les algébres homogénes et

hétérogénes. Les premiéres n'ont qu'un seul ensemble sous-jacent, les se-

condes en ont plusieurs, mais aucun de ces ensembles ne joue un réle pré-

pondérant. I] apparait 4 la lumiére des exemples que nous avons vu qu'une

sorte (parfois plusieurs) constitue le type d'interét et domine les autres

qui sont des paramétres de la définition. Ainsi dans le type "les arbres

binaires" 1a sorte Arb joue un réle plus important que la sorte Alph ; de

méme dans le type : "un arbre binaire" la sorte Noe est la plus importante.

Notons que les paramétres n'apparaissent pas sous forme de types, c'est 4

dire de classes d'algébres, mais sous forme d'algébres déja comp]étement

définies. Les algébres paramétrées répondent au reproche fait aux algébres

hétérogénes d'étre plate et de ne pas faire apparaitre ta structure de la

spécification des objets. Un autre probléme résolu par les algebres para-

métrées est le suivant: quand on s'intéresse a une représentation de type

abstrait, on suppose que les types paramétres sont déja représentés (ou

le seront mais leur représentation n'intervient pas ici) autrement dit, on

ne considére qu'une algébre donnée pour chaque type et non une classe d'al-

gébres (voir la proposition 3 du chapitre 2 , paragraphe 2). Ce concept

d'algébres paramétrées recouvre des catéqories d'objets mathénatiques bien

connus dont :
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f

1) les K-espaces vectoriels ou espaces vectoriels sur un corps K, _
le paramétre est le corps K , si K est le corps R des réels, il s'agit |
des espaces vectoriels réels.

3) les algébres monadiques sur Alph (cf. chapitre 4, paragraphe 1.1)
elles constituent un exemple assez typique et bien connu d'algébres paramé-
trées intervenant dans la théorie des langages. -

i2) les groupes a opérateurs ou /L-groupes.
i

Soit a, = a des algébres homogénes (éventuellement elle-méme |
paramétrées) ; une algébre homogene paramétrée par ay, aereis a,

|

appelée

aussi ay - Loreen a, algébre est un couple {l= < A, i F > of Ay |

est un ensemble et of F est un ensemble d'opérations hétérogénes sur

Ags Aye - Ex, A, dont le profil contient au moins une occurrence de la déno-

mination de sorte Sy correspond nt 4 Ay - Pour des raisons de

commodité on supposera que si So apparait en partie gauche, elle apparait |

en téte.

Un morphiame d'akgedbres paramitnées de & vers H est une application
h de Ay vers 8, telle que

- pour f: (Sp> sist Soo Sips sees Ss )> 8, ona

h (f, (Xys trey Rye Vys sees Yn) 5 Fa(Nixq)s..0 h(x, )s Vyprrens Yq)

- pour f: (Sos tree Sor Sipe vers Siim ~ t of t# So

FyalXye rete Kyo Var eens Yn) = F(h(xy)a+-es h(x,), Vps cers Yq)

On associe 4 toute algébre paramétrée une algébre hétérogéne dont le
Support est (A, A,,..., A.) et a tout morphisme h d'algébre paramétrée0? "1 n

un morphisme d'algébre hétérogéne (h, iy BOOT in) ot 1, est l'identite |
i- Les concepts tels que algébres partielles, morphismes d'algébres

sur A;
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partielles, algébres premiéres, algébres initiales, algébres libres, iden-

tités sur les algébres, se transposent sans difficulités aux algébres para-

métrées.

La classe Alg (F sys oe.

par a); vos 1,

14, 3 £) des F-algéb-es paramétrées

vérifiant une famille E d'identités, admet une algébre

libre sur X pour tout ensemble x

Démonstration :

Soit F' =FUF (a,) U...U F(a)5 ou F(a 5) est l'ensemble des

opérations de a;

Soit BYseu Dla} U... U D(a,) ou D(a;) est l'ensemble

des identités qui sont vraies dans a; ;

La classe d'algébres hétérogénes Alg (F', E') admet une algébre

libre, pour tout X= (X, 9, B, ..., BP) cette algébre est paramétrée

par Ais ses &, + C'est une algébre libre de Alg (F 3 Ays -++o By)

eneffet si Sl est une alg@bre quelconque de Alg (F ; ay, oi a)

c'est une algébre de Alg (F, —') donc i] existe une morphisme unique

de }'algébre libre vers & prolongeant X
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6.- DEUX_EXEMPLES : LES_EILES_ET_LES ENSEMBLES.

Les deux types abstraits que nous allons étudier contribueront

avec le type arbres binaires 4 illustrer le chapitre suivant :

6,1,- Les FILES,

Nous allons considérer les files notées File, sur un alphabet Alph}

Les opérations sont :

FILEVIDE : () + File,

Ad: (File, Alph) + File,

OT : (File) + File,

FR: (File) + Alph U {INDEF} ,

CONCAT : (File, File) + File ;

Elles vérifient les identités

(OT1) OT(FILEVIDE) = FILEVIDE,

(02) OT(AU(FILEVIDE, a)) = FILEVIDE ,

(0T3) OT(Ad(A(f) a), b)) = AU(OT(AU(F, a)), b)

(FR1) FR(FILEVIDE) = INDEF ,

(FR2) FR(AU(FILEVIDE, a)) =a ,

(FR3) FR(AU(AG(f, a), b)) = FR (A(f, a))

(CONCAT1) CONCAT (f, FILEVIDE) = f

(CONCAT2) CONCAT (f, AJ(f*, a)) = AJ(CONCAT (f, f"), a)

Ce type abstrait a des différences profondes avec le type abstrait

arbres binaires, que nous avons étudié au paragraphe 1 ; dans les arbres

binaires GAU et DRO jouaient des réles antagonistes par rapport a CONS .

Ici OT n'est pas l'antagoniste de AJ : on n'"ote" pas le dernier élément

que l'on a “ajouté" ; 1a spécification de OT est récursive ainsi le secon!
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membre de la troisiéme équation contient OT ; on retrouve des propriétés

semblables pour Ja spécification de FR. CONCAT , quant 4 lui permet de

construire une’ file 4 partir de deux autres files, mais chaque file peut

» $i bien que dans CONCAT (f, f') on

peut faire disparaitre totalement }'opération CONCAT, c'est ce que nous

s'exprimer uniquement grace 4 Ad

appellerons une opération secondaire. Une telle opération n'existe pas dans

les arbres binaires.

La classe FILE [Alph] de modéles proposés ici est constitué des

algébres partielles premiéres finies munies des opérations suivantes :

SU: (Place) + Place,

PREM : () ~+ Place

VA : (Place) + Alph,

EG : (Place, Place) ~ Bool

et vérifiant Jes inéquations suivantes :

EG (PREM, PREM) C VRAI

EG (PREM, S U (x)) € FAUX

EG (SU(x), PREM) € FAUX

EG (SU(x), SU(y)) C EG(x, y)

sur la classe FILE [Alph] on définit les opérations suivantes :

Skende est l'algebre telle que Place = 9

Tala) = VA 9 (PREM, )

Les opérations Qt, ay : boncat sont données par la figure 7.

Notations :

Dans la suite nous utiliserons parfois les conventions d'écriture

suivantes qui facilitent la compréhension des formules :

FILEVIDE sera noté A

A\(f, a) sera noté foa

CONCAT(f, f') sera noté f*f'

INDEF sera noté 7
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CONCAT(AU(f, FR(FILEVIDE, a)}, OT(AJ(AJ(FILEVIDE, a), b}))

sera noté

[f © FR (a @a)} *

ainsi
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6.2.- Les ENSEMBLES.

Pour les ensembles nous propesons ici la description suivante :

VIDE ; () ~» Ens , i

Ad : (Ens, Alph) >» Ens,

PR: (Ens, Alph) => Bool .

Elles vérifient les identités

PR(AJ(e, a), b) = SI £G (A, b) ALORS VRAI SINON PR(a, b)

PR(VIDE, a) = FAUX

Trois familles de modéles vont étre présentées. '

La premié@re est constituée d'algébres munies essentiellement d'une
opération totale ¢€ ; (Alph) + Bool. On remarque que dans ces modéles
aucune sorte, autrement dit aucune partie de l'objet, n'est cachée de 1'ex- |

térieur. On n'a ajouté aucune nouvelle catégorie d‘objet et i] n'y a ici
rien qui tiennent le lieu de la sorte Noe dans les arbres ou de la

Place dans les files. On définit simplement une opération.

sorte

Uide est définie ainsi Vide = FAUX

by (4, A) est définie ainsi : A dia, a) = VRAL

si B#A Bega, ay 8 En

- Hla, ay=heg

La seconde est constitué des mémes objets que les files , mais

. Usde est l'algébre telle que Place = 0

. by (a, a) est l’algébre Q telle que Place, = Place, U {Place}
notons encore a le nouvel élément

PREM =
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= VAL (xsi x € Place » alors SU, (x) = SU, (x) et VA 6, (*) v eg )

sinon SUg (x) = PRE 4 et VA) =a

si x, ye Place, alors EQg (Xs y) = EQ gl* y)

si x € Place s alors E 94% a) = FAUX = EQ ai” x)

enfin EQ (asa) = VRAI

Or (%, a) = (AXE Place, ) (VA (x) = a)

La troisiéme est moins orthodoxe, elle suppose que Alph contient

un élement.distingué que nous noterons 0 si Alph était eansenbile des .

entiers, ce serait zéro par exemple. Dans ces modétes on détinit une sor e

Place ; il y a Jes trois opérations du modéle précédent et une opération

0 appartient ou non a l'ensemble :O£:() + Bool qui note si

. Unde est T'algébre telle que Place = et OE = FAUX

Pour définir h(a, a) deux cas sont 4 envisager si a # 0

ini é i “écédente etalors Ba, a) est défini comme dans la représentation prec

(2 a) = OE

= » toutes%y( 4» 0) est 1'algébre 4 telle que Place, = Place, » to

les opérations sont les mémes sur & et R sauf éventuel lement OE 9

qui prend la valeur VRAI .

. si a#O h(a, a) = (2x € Place, ) VA, (x) = 3

Si (a, 0) = OE,

t .

Une quatriéme famille représente les ensembles par des "listes sans

répétitions”. La encore on a une représentation en liste avec les

opérations :

SU: (Place) - Place,

PREM: ( ) > Place,

VA: (Place) + Aliph,

EG : (Place, Place) + Bool
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et vérifiant les mémes équations que les files

Vade est toujours l'algébre telle que Place = 9
. by (&@, a) dépend de T'existence d'une place x telle

que VA, (x) =a

si (4x € Place ) (VA, (x) =a) alors dy (4,a)= 4&

sinon Ai(a, a) est définie comme dans le deuxiéme modéle.

-B& (4, a) = (axe Places ) (VA 4 (x) = a)

sur le théme de la troisiame famille de représentation, on pourrait cons-
truire d'autres représentations, en particularisant non pas un élément
dans Alph mais deux, trois, .... n etc... D'autre part, on pourrait dé-
velopper d'autres représentations a base d'arbres binaires de recherches
(AHO 74] . Nous ne les aborderons pas ici,

Notation :

Dans la suite, nous adopterons la convention d'écriture suivante :

VIDE sera noté 9

AJ(e, a) sera noté e+a

CHAPITRE II

etude algébrique de fla

representation d°un

type abstrast



-6§2-

CHAPITRE JI

ETUDE ALGEBRIQUE DE LA REPRESENTATION

D'UN TYPE ABSTRAIT:

Ce chapitre comporte essentieltement deux parties :

dans la premiére nous présentons les divers aspects algébriques des 
types

abstraits et de leurs représentations: réécriture, algébres de types,
 repré-

sentation par des algébres.

Dans la deuxi@me partie nous présentons une représentation canonique d'un

type abstrait.

Ja sorte associéeDans ce chapitre, nous conviendrons de noter Ti
> Extau type abstrait que }'on défini ou type d'intérét et Ext» oe m

Jes types qui interviennent dans Ja définition ou types paramétre
s.

l.- Ivpes_ABSTRAITS_EI_BEECRITURES.

1.1.< SysTéMes DE REECRITURE [HUE 77] [RAO 78)

On peut considérer les types abstraits comme des systémes de réécri-

ture, chaque identité est orientée, c'est un couple (non 2as une paire)

gq —>d appelé régle de réécriture.
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Nous présentons ici les concepts de Ta réécriture assez informelle-

ment, en particulier le concept d'occurrence d'un sous terme est considéré

sous SOn aspect intuitif (Huet [HUE 77} donne un traitement plus complet),

Une substitution est une famille o = {xy De ty eee Xe tl)
nni

de couples variables-termes. L'application de la substitution au terme -t

est le terme ot obtenu en substituant Chaque occurrence de x. par t; . &
i

Un terme t 4¢ 4ééenrit en un terme t! si

- il existe un sous terme $s de t

- il existe une substitution a

- i] existe une régle g od

tels que

S par od

On écrit alors t-t!

est notée 5

Un terme t est inréductible si t >t! implique t= t' autrement

eT

Sg =s et t' est le terme obtenu en remplacant dans t,

. La fermeture transitive et réflexive de

dit t ne peut pas se réécrire en un terme.

Un systéme est confluent ou a la propriété de Church Rosser $i f*

to to o1t + ty implique qu'il existe t' tels que ty 5 t' et
*

to > t! (figure 1)

t

Y &

Ey ty
YN
\ J 2

de Church Rosser.
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Si le systéme de réécriture est confluent, chaque tarme se réécrit

en au plus un terme irréductible ult] que 1'on appelle sa fone noamake.

La fonction u est en général une fonction partielle.

Un syst@me de réécriture est noethérien ou a la prooriété de

teaminaison forte si pour chaque terme t , i1 n'existe aucune suite

infinie de termes tels que t, > t) w-.. tb > ti?

Un systéme de réécriture est compet, si il est confluent et

noethérien. En cas de confusion avec d'autres concepts de complétude nous

dirons aussi cont luent-noethérien. Musser [MUS 78] propose le térme convea-

gent.

Si un systéme est complet, 4 chaque terme, on peut associer une

forme normale ; donc la fonction u est totale.

1.2.- ConFLUENCE DANS LE CAS DES TYPES ABSTRAITS,

L'algorithme de Knuth et Bendix [KNB 70)(HUE 77] teste la confluence

d'un systéme de réécriture ; il procéde ainsi : g et g' sont supposés

avoir des variables distinctes, un terme g est superposagle 4 g' s'il

existe un sous-terme s de g' (non réduit 4 une variable) et une subs-

titution co tels que og = os .tLe terme og' est appelé le résultat

de 1a superposition.

Un systéme de réécriture est Localement confluent si t ty s

*

ta ty implique qu'il existe t' tels que ty ‘ t' et to > t'

t

Ke LS/ 1 2

1 te NOS

: Propriété de confluence locale.

SAa ee
Sy
— —-

a et
wer ee



-65-

Knuth et Bendix montrent qu'il suffit pour tester ta confluence d'un
systéme noethérien de tester Ja confluence locale sur les membres gauches
og’ de régles qui résultent d'une Superposition plus précisément dans le

cas o0 la substitution o est la "plus générale", appelée plus général
unifieur (cf chapitre 6).

D'expérience, nous avons constaté le phénoméne suivant :

Dans un type abstrait, les membres gauches des régles de réécritures
ne sont pas en général superposables.

Voici une explication de ce phénoméne . Les opérations de profil...+]j

peuvent &étre partitionnées en deux familles.

~ les généxateuns ce sont ceux qui interviennent dans les formes
normates

- les opérations secondaines, ce sont celles qui n'interviennent
pas dans Tes formes normales ; certaines tendent 4 diminuer la lon-
gueur des formes normales. Nous les appellerons destructeuns. Préci-

sément un destructeur f est de profil (Ti, aa ¢ Me Ext; ) oT

et

LUCF(Xs Yas -ees YA))E << EP u(x)!

Pour toute expression x . |{ est la longueur.

Un séfecteur est une opération de profi] > Ext,

ou tye cess t, sont des termes qui ne sont construit qu'avec des généra-
teurs et H est une opération secondaire. Ainsi s'il y a@ Superposition d'un
membre gauche H'(ths, veey t') Sur H(tys ees ty)

se faire sur un sous terme strict, car ces sous-termes ne contiennent pas
d'opérations secondaires.

> elle ne peut pas

j
La plupart des régles d'un type abstrait ont 1a forme H(t,, sees t,) +h
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Ainsi H' = H et il existe une substitution o telle que

ot) = ot'ss vees Ot = att, . Alors le terme H(ot), *
L 

-_ ot,) se

réécrjt de deux facons ot et ot' . Cette ambiguité est souvent génante

dans une spécification : c'est pourquoi on T'évite le plus possible, ce

qui revient 4 éviter tout cas de superposition . On pourrait méme songer

a un systéme automatique qui détecte les superpositions, les signale au

spécifieur et éventuellement lui dit s'il y a confluence locale.

Reprenons l'exemple des File du paragraphe 5.1 Supposons qu'un

spécifieur &crive les ragles.

(CONCAT1) CONCATI(f, FILEVIDE) = f

puis |

(CONCAT 2‘) CONCAT (f, Ad(f', a}) =

= CONCAT(Ad(f, FR(AJ(f', a)}), OT(AU(F', a)))

puis découvre une autre régle 
,

(CONCAT2) CONCAT(f, AJ(f', a}) = AJ(CONCAT(f, f'), a) }

La deuxiéme et la troisi@me ra@gles se superposent de facon triviale,

Ta régle (CONCAT2') un peu compliquée peut étre supprimée. Une raison appa- ‘

raitra dans l'exemple 2.

Notons en passant, que ces deux régles ne se raménent pas si simplement

Vune a l'autre, puisque la preuve de }'équivalence entre ies deux régles f

ne se fait pas par simple réécriture, mais nécessite une recurrence. oo 4

1,3.- TERMINAISON DANS LE CAS DES TYPES ABSTRAITS.

La terminaison finie, qui est délicate a prouver dans les systémes

algébriques Jes plus généraux, est souvent facile A tester dans les types

abstraits “bien construits" ; pour cela on utilise un critére proposé par Mus-

ser [MUS 78] .

se ROS ges Sas
beneseae
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Définition 1:

Sojent F et H deux opérations, une régle H(ty, sea t,) +t

aéduit F s'il existe i€ [1...n] et des termes Spo sees Sy tels que

te = F(sys 233 $5) et toute occurrence de H dans t 4 la forme

H¢ ie fl n) ou =; «est T'un des $; pour un Jeéfl..p] (figure 3).

si les régles obéissent aux conditions énoncés aux alinéas précédents

F est un constructeur, puisqu'i] a une occurrence a 1'intérieur du terme

de gauche.

si t ne contient aucune occurrence de H alors de fagon évidente

Ja régle réduit F

la régle

CONCAT(f, AJ(f', aj) 3 AJ(CONCAT(f, f'), a)

réduit AJ avec i122 et jel

la régle .

OT(AS(AU(F, a), b)) -» AQ(OT(AJ(f, a)), b)
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réduit Ad avec i= 1 et j=l

la régle

CONCAT(f, Ad(f', a)) + CONCAT(AU(f, FR(AU(T', a))). OT(AU(f', a))})

ne réduit pas Ad a

Soit F une opération, la propriété d'associativite
F(a, F(b, c)) + F(F(a, b), c)

réduit F avec i= 2 et j=l, 2

dans F(a, 6) et F(..., ¢) aq

» dans le membre dro't F apparait

Si_un systéme S a la propriété de terminaison fine, si aucune régle

de S ne contient d'occurrence de H , si Ra la forme H(tys 5.5 ty) >t

et si R réduit F pour un F au moins, alors

de terminaison finie.

SU {R} € la propriété

Sans nutre 4 la généralité on peut Supposer que la régle R réduit

F et a la forme H(F(sy, .. > t,)

Su {R} .

Cette chaine utilise une infinité de fois la régle R.
*Posons ~ Pour # e 2

Par le lémme de Kénig, on peut déduire de cette chatne, une chaine

infinie of seuls ne sont réécrits (par i ) » que des termes dont un des

os Sp) tor ase . Supposons qu'il existe

une chaine infinie de réécriture dans

et intéressons-nous 4 cette relation.

sous termes sera utilisé dans la réécriture z suivante.

Considérons la suite des radicaux c'est a dire des sous termes de

la forme Ry. = H(F(...5 Yack? 35. Ji Gens)

réécriture . Si Yiek) est le terme tel que Read = H(Ys ey -..) dans

qui vont intervenir dans une

la réécriture de RL et tel que Rad produira Read . On remarque que

—

ue

See
SN a
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de F(... et qu'ainsiUcn oo)wai(k)

*

Flee Uiegye cee) © Fleece Flees Scrat? cede eee)

On déduit alors une chafne infinie dans S , d‘ou 1a contradiction

Ainsi , pour qu'un systéme de réécriture associé a un type abstrait, |

ait la propriété de terminaison finie, i} suffit qu'il soit construit par

adjonctions successives de régles décrivant une opération non encore uti list,

en partie droite auparavant et réduisant au moins une autre opération F

déja définie.

Le type abstrait File du paragraphe 6.1 du chapitre 1, obéit au

critére de Musser. Par contre, le type abstrait décrit par les axiomes

(écrits sous forme simplifiée) :

OT(A) > A

OT(a.a} >

OT(f.a.b) + OT(f.a).b

FR{A) + ?

FR(a.a) 7a

FR(f.a.b) + FR(f.a)

f*¥a 2 f

f* (fl.a) +f FR(f'.a) * OT(f'.a)

A

ne vérifie pas le critére de Musser. Un raisonnement sur la complex té

du deuxiéme opérande montre que tout terme contenant * se réduit en un

terme ne contenant pas *

Comparons les deux systémes sur la réduction f * (a.a.b) pour

premier ona:

£ * (acacb) CONCAT2, Ce acncayy] wb EOMCAT2, (ey) .a.b

CONCAT, ¢ 2

G

le
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pour Je second ona

CONCAT2'
ehf *(a.a.b) [f. FR(a.a.b}]* OT(a.a-b)

FRI re rR(a.a)] * OT(a.a.b) PRE, (f.a)* OT(a.a.b)

O73, ¢f.a)* CoT(a.a).b) -222, (#.a) * (a,b)

CONCAT2" C¢#.a) . FR(A.b)]* OT(A.b)

FRE. (f.a.b)* OT(a.b) US (f.a.b)* 4

CONCAT1 f.a.b. BD

Cet exemple montre que le critére de Musser est parfois insuffisant

méme dans les systémes de réécriture associés aux spéci*ications algébriques

de types abstraits. Parmi les diverses autres solutions proposées pour tester

la terminaison, aucune ne semble satisfaisante.

1) l'ordre de Knuth et Bendix est trop complexe et trop ad hoc

2) l'ordre de Plaisted [PLA 78] bien qu'assez naturel lement déduit

d'un ordre sur les symboles fonctionnels n'est pas utilisable ici.

3) les méthodes fondées sur des interprétations sar des fonctions

de variables entiéres supposent une certaine intuition sour découvrir les

bonnes fonctions ; en ce qui concerne 1'exemple ci-dessus , elles ne sont

pas évidentes. De toute facon i] semble difficile d'en déduire une méthode

automatisable [HUE 77] [LAN 77]

ee
=Aaa

=
=

Gnas
sr S
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2.- TYPES_ABSIRAIIS_EI_ALGEBRES_DE_IYPE.

Guttag et Horning [GUT 78] donnent la définition suivante :

Definition 2 :

Un systéme axiomatique de type abstrait est sufgcsanment complet si

les formes normal i ies des termes de profil = Ext, existent et ne sont cons-

tituées que d'apérations internes 4 Ext. o
- 

|

A une description de type abstrait est associée une classe d‘algébres

notées TI [Ext,,

f
Yr, Ext] appelée algébre de type Ti et définie ainsid

}

I

f
1) les sortes sont Ti, Extys caey Ext

2)

m

ainsi que les term il: j i
q es de profil : Ext, > construits uniquement avec les

operat’

pérations de type Ext; » correspondant aux éléments de types déja définis.

3) les alg@bres sont premiéres
t

|

4) elles sont modéles d 'é i i |es du systéme d'équations apparaissant dans la partie

axiomatique (notée AX ) 
||

si AX est suffisamment complet et si 1 est une algébre premiére

U [Exty ~ hs Ext, J alors Ext. est une image de termes du type Ext,

Puisque T'algé ié i i
g gébre est premiére. Ext, ne contient que des images de

termes de iy: é écisé
profil :()+ Ext; de méme plus précisément des formes normales de

ces termes et d'aprés la complétude suffisante ces formes normales sont

de termes du type Ext, G

les opérations sont celles qui apparaissent dans la partie “fonctionnalit!’

;
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Définition 3 :

Toute algébre de JI [Ext > mF Ext] est un modéle du type abstrait a

C'est en termes d'alg@bres ce qu'énonce Guttag. D'aprés le corollaire

de la proposition 4 (§ 2.4) l'algébre initiale de ja variete des modéles

de AX est premiére, donc c'est un modéte du type abstra.t. Pour ADd

[i.e. Goguen, Thatcher, Wagner et Wright] , c'est le seu. En revanche,

en considérant la classe TU] [Ext,, «tots Exta] , nous formalisons le point

de vue de Guttag et Horning. Broy, Dosch, Portsch, Pepper et Wirsing {BOR 79]

montrent qu'une telle classe admet une algébre terminale ‘cf proposition 2).

On peut admettre que cette algébre terminale est le modéle le plus économique

dans un certain sens.

Le type abstrait Ensemble tel qu'il a été présenté au paragraphe 5.2

du chapitre 1 , posséde une famille assez riche d'aigébres de type. Le

premier modéle (les ensembles classiques) est l'algébre tarminale, le second

modéle (représentation en listes) est l'algébre initiale. Le troisiéme

et ceux qui lui sont apparentés et le quatriéme , sont deux algébres de type

parmi d'autres. Notons que l'algébre terminale vérifie outre les équations

portant sur PR , deux équations

@+xXx+x=er+x Shes
e+x+ty=etytxX

Le troisiéme modéle vérifie

e+x+02e+0+%

e+0+02+e+0

Le quatriéme mod&éle vérifie une infinité d'équations {
n n i

ettt Xt X= OK FX, i

j=l i=l |
}
i

Quant 4 l'algébre initiale, comme dans tous les autres cus, elle ne vérifie a

aucune équation autre que celles qui sont déduites de l'axiomatique du type i}

abstrait a 2

sre
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Soit F l'ensemble des opérations du type abstrait. Supposons que
les types EXT. n'ont qu'une algébre de type @ un isomorphisme prés.

TI [Ext
= 1’

Bhs, = 9 Ext] est une classe d'algébres paramétrées par les algébres

initiates des EXT; . L'algébre J tetle que TW a = { u(t)/t terme sous

>t) = u(F(tys oe, th)

L 3 Ext] . L’algébre terminale est décrite par la

variable} et Fez (ty> a

tiale de tT (Ext, , =

est l'algébre ini-

proposition suivante,

On définit sur J (plus précisément sur Ti oy) la congruence @®
telle que :u@v_ ssi pour tout 7 €[1.. n] , pour tout terme

6: Ti s Ext, (4 une variable) u(6(u)) = y(s(v))

“Say est l'alg@bre terminale de T [EXty, .., Ext]

Démonstration

Considérons pour simplifier une opération f : Ti

UY@v of (u, a) 4

Ext, ~ Ti

Montrons que f (v, a) . Par définition f (u, a) =

u(f(u, a)) . Done si 6 : Tho Ext, n'a qu'une variable

u(S(F (us a})) = u(6(u(F(u, a))))

= (d'aprés Ja confluence} u(d(f(u, aj))

or 6(f(x, a)) : Tis Ext; , ainsi d'aprés

u(S(f (v, a)))

u ® y

= uld(f(v, aj} =

d'ot le résultat.

Te est, par conséquent, une algébre premiére qui vérifie AX.

thy est terminale, en effet toute algébre de i [Ext,, Foe Ext] est

s.
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‘ ismesest isomorphe a “Y/ @ Pour une congruence ®' car les morphi

sont surjectifs, i] reste 4 prouver que @ est la congruenze la plus fine

sur , autrement dit que u@'v +u @ v3; puisque (3' est une

congruence u @)' v = (pour tout 6: Ti(h+ Ext, é(u) G)' 3(v) or @

est l'unique congruence possible dans les algébres de type <XT. , c'est

»u (8{u)) =l'égalité des formes normales donc pour tout 6 : Ti + Ext,

(u(v)) u@v 0c'est précisément

Définition 4 :

Un type abstrait 4 la propriété de comp2éte discrimination si ue€é Ti,

ve Ti alors u(u) # u(v) implique qu'il existe 6 : Ti + Ext; (a une

seule variable) tel que w(é(u)} 4 u(d(v)} Oo

Si un type abstrait 4 la propriété de compléte discrimination, alors

I fExtys Rr G Ext] ne contient qu'une algébre 4 un isomorphisme prés

Démonstration :

D'aprés la propriété de compléte discrimination, la congruence @

est T'égalité, donc S est isomorphe 4 A ® } ainsi pour toute algébre £f

de TI (Ext). - ®p Ext] , il existe un unique morphisme surjectif de “f

—

vers B et un unique morphisme surjectif de ¥ vers aS s ce sont des

isomorphismes. o aegis
Se
r=
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Le type abstrait Arb CAlph] a la propriété de compléte discrimination,

Vaigébre AAF [Alph, Bool] du théoréme est donc & un isomorphisme prés 1a

seule algébre de type Arb [Aiph] a

Le type Ens n'a pas la propriété de compléte discrimination. Par

exemple AJOUT(AJOUT(VIDE, aj, 6)

Comme on 1'a vu dans l'exemple 5 ENS [Alph} contient d'autres algébres

que T'algébre initiale o

3.- ALGEBRES HETEROGENES £T_PARAUETREES_EI_REPRESENIAI1ON

ALGEBRIQUE_D/UN_TYPE_ABSTRAII.

Rappelons Te probléme de la représentaion, la spécification alg@brique

d*un type abstrait définit une classe d'algébres appelées algébres de type.

La démarche 4 suivre est la suivante : on cherche a représenter T'une de ces

algébres, ou, ce qui revient au méme si l'on prend le probléme dans |'autre

sens, on tient une représentation pour correcte si elle modélise une algébre

de type ; i] s'agit d'associer 4 chaque point de la sorte Ti de l'algébre

de type choisie un objet mathématique dont on décrit ta structure interne,

cela conduit 4 spécifier les relations entre divers constituants internes

a la strucutre, par exemple a expliciter des “opérations" algébriques appelées)

ne peut étre discriminé de AJOUT(AJOUT( VIDE),

i.

'

]

|

|
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aussi accés, entre ces points (au chapitre 5, un autre formalisme est pro-

posé} ; Nous allons décrire, ce qu'on peut dégager des exemples.

3,1,- DESCRIPTIONS DES ALGEBRES FILLES.

Ce sont des algébres premiéres homogénes paramétrées par des algébres

de type prises dans EXT1 ... EXTIn parmi les ensembles on distingue :

- d'une part le support de }'algébre proprement dite. Nous Ye noterons Sup.

I] est toujours fini ; comme l'algébre est premiére, i] est. constitué de

points qui peuvent étre représentés par un terme nullaire. Dans les arbres

binaires ce support est Noe. A noter que ce support peut éire vide (cas de

l‘arbre vide) ou pour certaines représentations étre inexistant (cas de la

représentation des ensembles par la fonction d'appartenance).

- d'autre part, les alg@bres externes ; en général on ne s'intéresse ni a

leurs opérations internes ni a la maniére dont elles sont représentées.

Méthodologiquement , i] s'avére intéressant de classer les accés

c'est 4 dire les opérations de ces algébres en trois families suivant leur

profil :

_7 les fonctions de profit) sup*
entre eux les points du support Sup ; elles permettent de cheminer dans

> Sup 3; ces fonctions relient

algébre. Ces fonctions sont en général partiellement définies

- les fonctions de profil (Exti,, oitots Exti,) ~ Sup ces fonctions

associent aux valeurs externes des valeurs du support de l'algébre ; ces

fonctions servent 4 accéder directement aux points du support. Dans les

arbres c'est la fonction T : () + Noe

- les fonctions de profil (Sup) - Exti

- plus rarement les fonctions (Extiys enT5 Exti,,) ~ Extj =. En

général, cela arrive quand Sup est vide et que l'alg@bre est réduite a ces

= cs =oS SS ee
SSS:

_ oo8e
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opérations. Pour les ensembles, il s'agit de la fonction € : (Aliph) + BoolEnfin, les algébres vérifient des axiomes destinés acaractérisercelles qui sont candidates 4 représenter des objets de Ti

3.2,- Les CONSTRUCTIONS COMME REPRESENTATION DES OPERAT IDK.

Suivant leur profil , les opérations du type abstrait se représententd'une maniére ou d'une autre :

~ une opération du profit tik x Exti, Kee. Exti - Tj estm 
’

représentée par une méthode constructi on d'un nouvelle algébre 4Taide de k algébres données sil s'agit véritablement de construc- |tions au sens mathématique Classique du terme, comme le sont Tes fproduits ou les quotients dans les théories Classiques des algébres,un certain nombre de définitions de nouveaux accés en fonction desacces précisent cette construction.

~ une opération de profil Ti x Exti, Kee Exti,, > Ext] est repré-

sentée par une sélection, c'est la description de T'extraction d'unevaleur de l'alg&bre en se servant des paramétres appartenant respec-tivement 4 Exti, Keen Exti,

~ une opération de profi] tik x Extiy x...e Exti > Extj. 

m

est repré- |
sentée par une sélection plus complexe car on extrait une valeurexterne 4 partir de plusieurs algébres,

booléenne et le résultat est une comparaison, une égalité par exemple.

Dans les arbres binaires, les constructions Gow et Gau sont dupremier type, Ta sélection Geek. est du second type. Dans les ensembles cbyest du premier type, tr du second a

-78-

3.3.- ELEments p‘uNE METHODOLOGIE.

Un formalisme de représentation, devrait servir a systématiser autant

que possible la construction de la représentation. Comme le proposent beau-

coup d'auteurs, i] est intéressant de rester le plus lonytemps possible au

niveau des types abstraits (au niveau statique disent ce-tains) car c'est 1a

quien 1'état actuel, les preuves sont Jes plus faciles 4 automatiser notam-

ment grace aux concepts de réécritures.

En particulier Guttag, Horowitz et Musser [GUT 78! proposent 1a méthode

suivante ; ils appellent implantation une fonction allan: d'un type abstrait

dans un autre type abstrait. On peut prouver formellement: la correction

de cette fonction par les techniques de l'algébre. Trés sommairement, il

suffit de prouver & l'aide des régles du type abstrait d arrivée que ]'im-

plantation conserve les régles du type abstrait de départ. et en particulier

celle concernant les sélections. Le systéme DTVS (Data Types Vérification

System) [MUS 77] et sa nouvelle version dans AFFIRM [MUS 79} sont des logi-

ciels qui permettent de conduire automatiquement cette preuve . OBJ de Goguen

et Tardo est un systéme apparenté {GOG 79] . Actuellement Fernand Reinig, a

Nancy, développe les premi@res bases d'un systéme de réécriture dont nous :
essaierons de tirer un profit semblable. Darlington [DAR 78] , Jones [JON 79]

Gaudel et Terrine [GAU 78a][GAU 78b] et Remy [REM 79] @luditent comment |
déduire 1'imptantation en réduisant au maximum les hypothéses et les choix Mh
arbitraires . Ils utilisent et étendent des méthodes inspirées de Burstall

et Darlington [BUR 77]

ticle de Standish qui propose quelques réflexions a propcs de 1' implantation i
systématique des files sous forme de listes (STA 78).

- Procédant du méme principe, il faut citer un ar-

A la lumiére des alinéas précédents, i] apparait cue, pour représenter
un type abstrait dans un langage de programmation on peut procéder comme

suit ; tout d'abord, on l'implante efficacement dans un autre type abstrait

dont la représentation par des algébres filles est aisée a définir ; ensuite

aeon définit et formalise la représentation. Construire .systématiquement ces

deux transitions reste un probléme qui devra &tre résolu. Voici deux suggestions. |

i 
7
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1) tes concepts de la réécriture et étude des algébres terminales
doivent permettre de systématiser le construction des implantations. En
particulier la recherche d'une famille, si possible finie, d'identités
permettant de caractériser l‘algébre terminate (ou peut étre une autre al-
gébre) doit aider a découvrir des Propriétés utiles 4 la construction de
l'implantation et du type d'arrivée.

2) l'étude de ta structure du type abstrait doit permettre, un peu |»
4 Ja maniére du paragraphe 4, de systématiser la représentation. Les
opération peuvent alors étre présentées, en s'inspirant de la figure 7 du
chapitre ler, par un cas “général” et des "exceptions", cela fournit un
Canevas pour leur construction (voir aussi la figure 2 du chapitre 4).

4,- UNE REPRESENTATION CANONIQUE.

Dans ce paragraphe , on va donner une réponse a la question suivante:
existe-t-i] pour chaque type abstrait qui forme un systéme confluent,
noethérien et suffisamment complet, une classe d'algébres filles paramé-
trées qui en soit un modéle ? On va répondre affirmativement a la question
€n proposant une représentation canonique de 1‘algébre de type initiale.
On a déja vu que l'algébre initiale n'est peut étre par la meilleure repré-
sentation, on verra de plus par l'exemple des Listecirculaires que la re-
présentation a laquelle on aboutit n'est méme pas optimale en nombre d'opé-
rations élémentaires parmi les représentations de Valgébre initiale. Par
contre, elle présente un intérét théorique et pratique puisqu‘on sait ainsi
qu'il est toujours possible de construire une représentation d'un type abs-
trait a condition qu'il soit confluent, noethérien et suffisamment complet.
La représentation que Nous proposons est apparentée 4 T' implantation directe f
de Guttag, Horowitz et Musser [GUT 78 ]

Tout d'abord, on s'appuie sur la description de l'algébre initiale
par les formes normales , telle qu'elle a &té décrite au paragraphe 2. On
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procéde en deux temps :

on implante les termes plus précisément les formes normales, dans un type

abstrait canonique : les ramifications, et ensuite on représente ce “on

canonique par les petites algébres. Pour ]‘exposé, nous décrirons d’abor

eas am :

les ramifications puis comment les termes et les réécritures 5 SAPmneDS

par les ramifications. Finalement les résultats sont synthétisés dans 1'é-

noncé du théoréme fondamentat.

[pal 77}4,1,+ RaPPELS SUR LES RAMIFICATIONS [PAI 98]

Une ramification sur Alph est une suite d'arborescences orientées

étiquetées par Alph, elles forment l'ensemble Aliph. On peut munir Alph

d'une structure algébrique dite de binoide (cf. figure 4).

. : aoe fe +

- une loi de composition interne, i.e. une opération binaire est notée + ,

é élé é i + s'in-elle est associative et posséde un élément neutre noté a. La loi +s

terpréte comme la concaténation de deux suites de ramifications et a

4 . ’ . ;

est la ramification vide i.e. la suite vide d'arbres.

- une opération x fait correspondre, 4 un élément a de Alph et une rami-

. t
fication, une ramification, x s'interpréte comme la construction d'une

ee : ee

arborescence étiqutée a partir d'une ramification en enracinant 1'étiquette

au-dessus de la ramification.

Afin de décrire les binoides de ramifications comme une algébre

d'un type abstrait ayant la propriété de compléte discrimiration, nous ajou-

tons trois opérations (dont les noms font des références évidentes 4 la généo-

logie) :

la souche SOU, 1a descendance DES et la fratrie FRA . (cf. figure 5)

SQU : Binoide ~+ Alph

DES : Binotde + Binoide

FRA :

La souche associe & une ramification ]'étiquette de la racine de

Binoide + Binoide

Ja premiére arborescence.
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wb ®@

@ ©)

Une ramification r

(A)

(A) @

@ ®

Une ramification s

© DO ®R

m ® ©

Une ramification r+ ¢

(8)

\B) ®

Une ramification Bxr

Figure 4 : Quelques ramifications.

(A) (8)

w=

a
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La descendance est 1a ramification obtenue 4 partir de la premiére

arborescence en enlevant sa racine.

La fratrie est la suite d'arborescences obtenue en 2nlevant la

premiére arborescence.

La descendance de r (cf. figure 4)

® ®

oO

La fratrie de r (cf. figure 4)

: La descendance et la fratrie d‘ure ramification.

Type Binoide [Alph}

fonctionnalité

+ : (Binotde, Binoide) + Binoide

x : (Aliph, Binoide) + Binoide

A: -~ Binotde

SOU : Binoide + Alph U {7}

DES : Binoide -+ Binoide

FRA : Binoide - BinoTde

Axtomatique

SOU(A) =

SOU{a x r)+ s) =a

DES{a) = A

DES((a x r) + 8) =

FRA(a}) = A

FRA((a x r)+ s) =
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Type Ram (Alph]

Fone tionnahité

a:() > Ram,

-*-+-: (Alph, Ram, Ram) + Ram 3;

SOU :(Ram) + Alph U {?) ,

DES, FRA :(Ram) + Ram ;

Fa, (Ram, Kam) + Bool 3;

+ : (Ram, Ram) - Ram

x : (Alph, Ram) + Ram

Axtomatique

SOU () =?

SQU(Axr+t) =A

DES(a) = A

DES(Axr+t) =r

FRA(A} = A

FRA(A x r+t) st

(A =a, a) = VRAI

(A =a, ax 1 +S) = FAUX

(aX r+ S =, A) = FAUX

(axr+t=, bx ut) = (a =a, b) ET (r=y. u)

‘Er (tay VY

atrer

(Axr+t) +veAxre (t+ v)

Axr=Axrta

Type Ramvar [Alph, Var]

Fonetionnalitée

a: () > Ramvar 3

- *-4- : (Alph, Ramvar, Ramvar) -~ Ramvar ,

R : (Var) + Ramvar

SOU :{Ramvar)>+ Alph U {?}

DES, FRA :(Ramvar) + Ramvar

-B4-

Axdomatique

SOU(A) = ?

SOU(R(x))

souAx rts) =A

DES(a) = A

DES(R(x))

DES(Axr+s) ar

FRA(A) = A

FRA(R(x)) = A

FRA(A =r +s) =S

Type Sub [Ram, Var]

“ ~_

" >

Fonetionnalitée

IN: () + Sub

AFF : (Var, Ram, Sub) + Sub

VAL : (Var, Sub) — Ram U {1}

Axdomatique

VAL(x, AFF(y, Ps s)) = 44 x = y abonrs r sinon VAL(x, S)

VAL(x, IN) = 4

Remarquons la présence d'une opération de profil (Binotde, Alph,

Binoide) + Binotde qui & (r, a, t) fait correspondre ax r+ t

Elle confére 4 Alph une structure d'algébre de ta variéte ARB {Alph] .

Plus précisément

(Aliph ; 0 x o+ ao, DES, FRA, SOU, a) forme une algébre

initiale de ARB [Alph]



-85-

On sait représenter Vialg@bre initiale de ARB [Alph} par des
algébres filles. Pour décrire complétement la représentation canonique,
il suffit de décrire les termes sur F par des ramifications sur 1'alpha-
bet F , et les réécritures par des fonctions sur Tes ramifications qui
utilisent l'opération axr+t. Les termes sans variables sont des é61é-
ments de Ram (cf. figure 6), les termes contenant des variables sont des
éléments de Ramvar (cf. figure 6). Les substitutions sont des éléments de
Sub. 

.

Sur ces types abstraits nous définissons trois fonctions (primi-
tives récursives de ramifications(voir [QUE 69})

FILTRE : (Ram, Ramvar) + Sub U {1}

qui, étant donnée une ramification r et une ramification avec variable t¢
fournit une substitution o telle que to=r

EVAL (Ramvar, s) + Ram

qui, étant donnée une ramification avec variables, fournit la ramification
obtenue par substitution, grace @ s , des variables.

REECRIRE (Ram, Ramvar, Ramvar) -» Ram

qui réécrit une ramification r en se servant d'une régle g+d . Toutes
les sous-ramifications disjointes que l'on rencontre depuis Ta souche et qui
peuvent @tre identifiées 4 g sont remplacées. Cette restriction n'a pas
d'importance, car le systéme, étant confluent, T'ordre des réécritures,
n'a pas d' importance.

Les fonctions sont primitives récursives de ramifications, leurs
calculs ne font intervenir que les opérations «~ et -x-+- et se transcrivent
aisément par des compositions d'opérations Cons dans AAF [Alph} .
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La réécriture pour une liste de régle est donnée pa* 4 ur

gi vREEC ; (Ram, Liste (Couple(Ramvar, Ramvar}) (pour le type couple

chapitre 4 paragraphe 2}

REEC (r, VIDE) =r

REEC (r, Ad(e, c)) = REEC(REECRIRE(r, Pl(c), P2(c)). e)

La forme normale pour un e donné est Ja fonction

FN: (Ram, Liste (Couple(Romvar, Romvar)} 7 Ram

FN(r, e) = SI REEC (r, e) =r ALORS r

SINON FN(REEC(r, e}, e)

FILTRE : (Ram, Ramvar} + Sub U {1}

FILTRE(r, t) = FIL(r, t, IN)

FIL : (Ramvar, Sub U } ) + SubU !

FIL(a, a, $) = S

FIL(ax r+ t, a, 8) =!

FIL(a, bx utv, s) =!

FIL(r, R(x), 8) =

Sl s=! ALORS !

SINON SI VAL(x, $) = 4 ALORS AFF(x, ry 5)

SINON SI VAL(x, S) =, f ALORS 5s
ae

SINON |

EVAL(Ramvar, Sub} + Ram U {1}

EVAL(A, S) =A

EVAL(R(x}, s) = VAL(x, $)

axrd¢+t, s) =

“a EVAL(r, s) = 4 OU EVAL(t, s) = 1 ALORS 1
SINON a x EVAL(r, s) + EVAL(t, s)

REECRIRE(Ram, Ramvar, Ramvar) — Ram

REECRIRE (a, 9, ad) = A

REECRIRE (ax r+ t, g, d) =

SI FILTRE (ax r+t, g}) # !

ALORS EVAL(d, FILTRE(a x r+ t, g))

SINON a x REECRIRE(r, g, d) + REECRIRE(t, g, d)
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4,3.- LE THEOREME DE LA REPRESENTATION CANONIQUE,

Enoncé :

Pour chaque type abstrait spéci fie par un 4ysteme de rééicriture

convergent (c'est & dine confluent - noethérien), et sug stsanment complet

existe une représentation de L'algebre initiage “I dans une classe
diakgebres ; les algabres sont des arbres binaines et Les constructions

tradudsent La réécriture.

Démonstration :

Cela découle du fait que “J décrite au paragraphe 2 est une algébre

initiale , du lemme 1 (paragraphe 4.1) et des lemmes 2 et 3.

Lemme 2 :

Si F est l'ensemble des symboles fonctionnels, tout terme est

ragieselite par un élément unique de l'algébre initiale de Ram [F] éiément
unique de Ram ([F]

Démonstration :

Posons @ J'application définie récursivement ainsi

si ar(f) a 0 alors B(f) =f xa

si ar(f)=n>0 ators

B(F(tys ...

est injective o

Toute réécriture peut étre décrite 4 partir des opérations COWS

et VIDE (i.e.axo+a et a)

Démonstration :

elle découle immédiatement d'un examen attentif des descriptions

du paragraphe 4.2 o
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Ainsi puisque chaque terme sous sorme normale peut étie représenté

par une ramification, qu '3] existe une interprétation des ram fications

r comme des arbres binaires et puisque toute réécriture peut étre exprim
ée

pr oxat+a et a la représentation du chapitre 1 paragraphe 2

satisfait le théoréme o

u, ,4- L'EXEMPLE DES LISTES CIRCULAIRES,

On va montrer sur un exemple que 1a construction proposée n'est

parfois pas efficace. Considérons je type abstrait Listecircilaire.

Type Listecirculaire [Alph]

Fonetionnalite

LVIDE :() Listecirculaire

Ad : (Listecirculaire, Alph} ~ Listecircuiaire,

Listecirculaire

Alph U {INDEF}

RDT :(Listecirculaire) >

TET :{Listecirculaire) =

Axcomatique

ROT(LVIDE) = LVIDE

ROT(AG(LVIDE, a)) = AJ(LVIDE, a)

ROT (AU (Ad(a, ih a) = AJ(ROT(Ad(x, a)), b)

TET(x, b) =

TET(LVIDE) = INDEF

La figure 8 représente les différentes représentations obtenues

On remarque qu'il a faliu quatre états pour une représentation que 1'on

peut penser faire beaucoup plus simplement, par des algébres premiéres.

On définit deux opérations nullaires

T, 9: () + Noe

une opération unaire

S : (Noe) > Noe .

quand on applique ROT sur la Listecirculaire AJ(AJ(AJ(LVIDE, ¢), b), a).

{has
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S est partout définie et vérifie

$(Q) = R

Ii est facile de construire Kot (2) = B ainsi (figure 15)

Ry = Sa (Ry)

Sg = Sy

Q a7 Sy (Q, ) qui est par conséquent Ra

Liste originelle

ler état

2éme état
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3ame état

état final

Figure 8 : L'opération Rot sur la représentation

canonique des listes circulaires.

[B | Liste originelle

Liste finale

naturelle des listes circulaires
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1] semble que la deuxiéme "représentation” est celle qui est la plus

relle pour qui cherche a s'imaginer une liste circulaire. On peut s'étonner

que le type abstrait suggére la premiére : cela provient du fait que la

spécification algébrique, autrement dit la réécriture, privilégie la repré-

sentation par des arbres, au détriment des autres. I] s'agit d'ailleurs d'un |

probléme plus général courant dans les bases de données : il est difficile

de spécifier simplement et fidélement une structure comportant des circula- |

rités et réciproquement d'implanter efficacement et sans erreurs la spéci-

fication d'une telle structure.

CHAPITRE Iit

outils algébriques pour

fe calcul sur tes parties

d’une algebre de type
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CHAPITRE JI

OUTILS ALGEBRIQUES POUR LE CALCUL

SUR LES PARTIES D'UNE ALGEBRE DE TYPE

I. - Iutgopucrion.

Les types abstraits que nous avons étudiés, comportaient uniquement des

opérations déterministes, autrement dit des opérations qui 8 un uple de valeurs

font correspondre au plus une valeur. Dans je cas des types abstraits compor~

tant des opérations indéterministes, une operation appliquée & un uple unique

peut rendre une multitude de résultats. Ainsi, puiSqu'une opération peut

produire un ensemble de résultats et du fait que les opérations se composent,

il faut étudier comment se comportent les structures algébriques et les iden-

tités, quand on passe des opérations définies sur les uples d'éléments aux

operations définies sur les uples d'ensembles. Ce genre de types abstraits,

avec opérations indéterministes, intervient particuliérement dans Jes bases

de données , ot les opérations ont, en général, la forme “un des..." ou

“tous les ..." . L'objectif de ce chapitre est de caractériser les axiomes

licites dans un tel type abstrait. Cette caractérisation se fait a l'aide

des propriétés de Lindanrité (ie au Plus une occurrence de chaque variable

dans chaque membre) et de réguearité (ie. mémes ensembles de variables dans

chaque membre). Ces propriétés qui s'énoncent bien dans le cas des algébres

aE
ewes
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homogénes (cf par exemple [BLE 73]) demandent d‘étre approfondies dans leah

des algébres hétérogénes.

On peut désirer faire sur les algébres hétérogénes, une théorie simi- |

laire 4 la théorie des langages sur monotde libre, c'est-d-dire pouvoir

définir des ensembles algébriques, plus petit point fixe d'un systéme d ‘équ i

tions. Pour cela, i] faut étre capable d'étendre les opérations 4 1'ensembj

des parties, et s'assurer que ces extensions vérifient les mémes identités
,comme c'est le cas dans les monoides. Nous esquissons au paragraphe 6 une

telle théorie.

On peut, ainsi qu'il vient d'étre dit, caractériser certains ensembles

algébriquement ; cette caractérisation Par 6quation est plus maniable qu'un

prédicat, car, en particulier, elle permet par des calculs simples & mettre |

en oeuvre, d'obtenir éventuellement d'autres 6quations , plus explicites ou |

plus maniables. Citons a titre d'exemple le fait suivant :

Quand on représente un type abstrait dans un autre type abstrait,

l'image de la fonction de représentation n'est pas, en général, tout le type
représentant. Guttag appelle “invariant de représentation" le prédicat carac ;

térisant cette image ; i] est souhaitable de remplacer celui-ci par une

équation.

Enfin, signalons que cette étude a trait aux opérations dont 1' interprt}
tation est faite par "appel par nom" ; c'est-a-dire qu'on évalue une opératial
composée avant d'évaluer ses paramétres.

2.~- ETUDE_D/EXEMPLES.

Avant de passer 4 des résultats théoriques, nous allons citer quelques |
exemples et étudier la maniére de “calculer" sur des ensembles de parties.

-ot

2.1.- Les GRouPEs.

Considérons tes groupes définis comme un type abstrait

fonetionnalitée

e:—» Groupe ,

Bi

A Groupe —» Groupe , (noté en postfixé)

Groupe x Groupe —— Groupe, (noté en infixé)

axiomatique

(x.y). Z=x%. (yz),

soit OX un groupe. Posons

HT K= {he kIhE HA i EK}

= {el

wt. ely new
11

On sait que <2 s7, 4 e> et <22- 37,
ne sont pas des groupes. Certes <7 est associative et @€ est bien élement

neutre de @ °, mais on sait que si H est Je support d'un sous-groupe de

(f non trivial alors

Hi Wl =H fed =e

eneffet, l'équation x . xl =e contient deux occurrences de x 4 gauche
et ainsi elle n'est plus vérifiée sur T'ensemble des parties. Par contre, les

trois premiéres équations s'étendent a l'ensemble des parties et font de

un monoide.

“l > (si GZ e)
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2.2.- LES ALGEBRES LINEAIRES. L

Dans {LES 78] a été étudié un type abstrait (ou plus précisément

une variété d'algébres homogénes) qui intervient dans 1'étude des Tangages ¢t

qui est appelé type des algébres linéaires, car celles-ci sont naturel lement
liées aux langages dit “linéaires". Le mot "linéaire" n'est pas fortuit,

car ces tangages sont engendrés par des systémes d'équations formées de mots

qui contiennent au plus une occurrence de variables Cependant, 1‘assimi lation

d'une définition 4 l'autre n'est pas compléte ; dans un cas une occurtet

de chaque variable au plus, dans l'autre une occurrence parmi toutes les

variables au plus.

Les algébres linéaires ont été choisies afin de montrer un exemple tres

simple, qui n'est pas celui des monotdes, sur lequel notre théorie peut

s'appliquer.

Soit Alph un ensemble de v symboles et soit Alph un ensemble

de v symbotes associés aux symboles de Alph .

1) La fonctionnalité est constitué d'un symbole.

VID :(}> Lin

de v symboles appartenant 4 Alph

A :(Lin)> Lin

(Nous noterons souvent ces opérations a. x)

et v symboles appartenant a Alph

A s(Lin} > Lin

(Nous noterons souvent ces opérations x. a)

2)L'axiomatique est constituée de deux familles ‘d'identités :

~ famille des identités assurant 1'équivalence des opérations A et |

sur VID . On a une famille de v identités qui s'écrivent sous la

premiére forme

et ainsi 1'extension d'une algébre 4 l'ensemble de ses partie: est encore une
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A(VID) = A (VID)

et sous la deuxiéme forme

A.VID = VID.A

- famille des identités assurant une forme d'associativité sur les

applications 4 droite et 4 gauche.

Ona 2v identités qui s'écrivent sous la premiére forme

A(B (x)) = B(A (x))

et sous Ja deuxiéme forme

On note LIN [Alph] Ja viriété d'algébre ainsi définie .

Si Alph = {A, B} alors ATph = {A,B} , on obtient une description sous

forme de type abstrait ainsi :

fonctionnaLeté

VID 4+ Lin ,

A,B, A, 8 : (Lin) —> Lin

axdomatigue

A(VID) = A (VID) , 
i

B(VID) = B (VID), 
;

A(A(x)) = A (A(x))

A(B(x)) = B (A(x))

B(A(x)) = A (B(x),

B(B(x)) = B (B(x)) . 
|

|
On remarquera que la premiére famille d’identités ne coporte pas de

variables tandis que 1a seconde contient une seule occurrence de la méme varia-

ble dans chaque membre, ainsi les identités sont-elles linéaives et réguliéres

eRalgébre linéaire.

he —
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D'aprés les équations, on S‘apercoit que l'ordre d'application des

opérations est indifférent, une notation Ay Ay ar Aye x. By 22o Be en

rend bien compte (cela correspond d'ailleurs & un lemne de forme normale}, |

2.3.- LA CONDITIONNELLE,

Une conditionnelle sur un ensemble est une fonction

SI - ALORS - SINON - : (Bool, Base, Base) + Base qui vérifie les

équations

ST VRAI ALORS x SINON y = x

SI FAUX ALORS x SINON y = y

On remarque que si l'on @tend Ja

l'ensemble par

conditionnelle sur les parties de

SI b ALORS XX SINON Y= {SI b ALORS x SINON yIx€X,ye¥}

les &quations ne sont valables que si

pour Y vide ona d'une part

X et Y ne sont pas vides. En effi),

"ST VRAI ALORS X SINON Y Mr aS

at d'autre part

Si VRAI ALORS X SINON Y {x 1xX€X yeO}e g

ce qui est contradictoire.

2.4,~ LES ARBRES BINAIRES.

On montrera que si une algébre & vérifie les équations sur Tes arti
binaires, i] en est de méme de l'algébre dont le support est

ZAvb Sig), ghleh Leg) Afin d‘écrire plus simplement les ,
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equations, posons :

CONS (x, a, y) = <x, a, y>, VID = ¥

Ainsi on peut définir par une équation a point fixe, ]'ensemble

K= << X,u, X>,v,<X% ,w, X o> U {¥}

ol u,v, w sont des éléments de Alph. Si l'on pose Y = GAJ(X}) et

12+ DRO(X) . on constate que

Yzr<«<¥,v,Z7>,0u, <¥,v¥, Z>>U {}

Z=<<Y¥,v,Z>,w, <Y,v, Z >> U {¥}

: Arb Val
en effet, puisque les équations restent vraies dans 2 OD {} , 2 - {0}

¥ = GAU(X) = GAU(«X, u, X>, Vv, <X, wy X >> u (¥})

=«X, u, X>U(¥} = « GAU(X),TET(X) ,OPO(X) > wu.< GAU(X) ,TET(X) ,DRO(X)> u {¥}

=<< ¥, v, Z>, u, <Y¥, v, Z >> U (¥}

3,- EQUATIONS. LINEAIRES_EY_EQUATIONS LINEALRES _EI_REGULIERES-

Les groupes , les algébres linéaires et lesconditionnelles permettent

d'examiner trois familles d’équations. D'autres exemples sont proposés au

paregraphe suivant et chapitre 3.

La premiére famille est celle des équations Zinéaines dont le paradigme

est l'€quation de la conditionnelle

SI VRAT ALORS x SINON g =x

Elle ne contient qu'une occurrence au plus de chaque variable dans

chaque membre (ici x et y seulement 4 gauche et x seulenent 4 droite)
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4

La deuxiéme famille est celle des équations Linéaines et nbgubidnn POISE ne MGRDRE Ue CD Boys 6. On Mongeers dans Na suited

représentée par 1'équation f . - . i.
. , chapitre que (F’ est un modéle des mémes équations ; (£ est caractérisée

A(B(x)) = B(A(x)) ; Ens Boo!
. tees ar Ens _, = 27 %£ - {f} Alph , = Alph et Bool ,. = 2 (5 - {0}Ces équations sont linéaires et l'ensemble des variables qui nl : (E © ° (£ re ee ©

a gauche (ici {x} } est identique 4 celui i j i. " { ) que a celui des variables qui apparaissull’ VIDE. , = {VIDE < }
a droite. SF SF

asLa troisiéme famille est constituée des autres équations. Leur modé|
AJ #! (mm, x) = (Ad, (m, x) /menm} Tt
YS ie

est 1'équation des groupes.

} VRAL « = {VRAI }

x. xl 3 °-xX 2@
| 

FAUX 3s = {FAUX 5 }

Les premiéres équations s’étendent par passage 4 l'ensemble des ony SI bb ALORS xx SINON yy = {SI b ALORS x SINON y_-tb € bb‘ 

1 7 > |non vides, les secondes s'étendent par passage 4 I'ensemble des parties y 
£ 7compris la vide, les troisi@mes ne s'étendent pas en général. 
a

. Dans T'algébre initiale (ou une autre) considérons l'ensemble algébrique

4a LES_ENSEUBLES. a2 des éléments non vide £ qui ne contiennent qu'un élément donné de
Alph disons A. On en déduit aisément que 42 est solution de 1'équation

Voici & nouveau I'exempte du type abstrait : ensembles .
: mem A rp ge = AJ, (VIDE ., , A) U Ad, (22, A

Nous l'avons dé@ja étudié au paragraphe 6 du chapitre 1 . I] servira de rt & ( & & (
rence au cours de 1'étude qui suit. autrement dit que tout élément de 22 contient A , en effet utilisons

Rappelons comment il est défini : l'équation et les identités. Auparavant , convenons de supprimer tes indices

Ype Ens {Aiph} Re et FE! aux ope ations.
.

D'ap es ‘équatio
fonctionnalitée .

VIDE — Ens ; ¥ PR(22, A) = PR CAJ({VIDE} , A) U Ad(ze, A), Al

AJ: (Ens, Alph) —» Ens ; par la distributivité de U

PR: (Ens, Alph) —+ Boo] PR(AJ ({VID} , A), A) U PR(Ad(R2, A), A)

axdomatique par 1'équation de PR

PR (VIDE, x) = FAUX = SI EQ (A, A) ALORS VRAI SINON PR ({VID} , A)
PR (Ad(m, x), y) = SI EQ(x, y) ALORS VRAI SINON PR(m, nt U PR (Ad(22, A), A)

h + Nous conviendrons de noter par des lettres doublées les ensembles d‘"ensembles". |
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or évidemment EQ(A, A) = VRAI donc

= {VRAI} U PR (AJ(22 , A), A)

par un calcul similaire ou précédent on montre

= {VRAI} U {VRAT} {VRAI}

En fait, les équations se comportent bien vis 4 vis de la sorte [

la suite de ‘exemple montre qu'il n'en est pas de méme vis a vis de la inp

Alph.

Supposons maintenant qu'on introduise une opération indéterministe

EXT :(Ens)—+ Alph . Calculons

PR (EXT(e), e) of e = AJ(AJ(VIDE, A), 8)

Si on fait la preuve en examinant toutes les valeurs possibles de

EXT(e) on obtient VRAI . Mais si tout d'abord on réduit PR(EXT(e), e)

SI EXT(e) = 8 ALORS VRAI SINON PR(EXT(e), Ad(VIDE, A))

et si l'on admet que EXT(e) n'a pas partout la méme valeur en vertu de

T'indéterminisme et de 1'appel par nom on peut obtenir VRAI ou FAUX.

Cela se rattache aux f~-extensions car EXT peut s'interpréter comme w

opération déterministe Ens —» gAlph

De PRESENTATION_INEORMELLE_DES_RESULIAIS_SUR_LES_EXTENSLONS,

Tout d'abord nous définirons les (T-extensions qui sont des exten

4 l'ensemble des parties non vides des opérations d'algé@bres ; ces extensit))

ne se font pas sur toutes les sortes, mais seulement sur quelques unes qui

forment l'ensemble T

des parties y compris la partie vide. Avant d'énoncer ces définitions, jl
faut vérifier quelques conditions, appelées stabilité, qui permettent a cy
définitions d'avoir un sens. (On aurait pu,sous 1'hypothése que T et T
sont disjoints , définir des ¢T- PT'-extensions ; cela aurait alourdi

. Les PT-extensions sont des extensions a 1‘ ensendly

|

,

A

-102-

' inutilement les définitions sans que des exemples en justifient 1'introduction).

Plus loin, nous examinons sous quelles conditions des identités vraies

dans une algébre € s'étendent 4 sa €T-extension et a sa PT-extension.

Ces conditions sont :

- une identité sur q est vérifiée sur OT a » stelle est T-linéaire,

c'est-a-dire si toute variable de sorte dans T apparait au plus une

fois dans chaque membre.

- une identité sur 6 ~ est vérifiée sur PT&_~ si ellé est

T-linéaire et T-réguliére, c'est-d-dire si toute variable qui

apparait dans un membre apparait une et seule fois dans l'autre.

Ensuite, nous définissons Je concept de systéme d'équations. Cela nous

améne 4 la notion de plus petit point fixe ou de solution.

6.- C-EXIENSLON_D/UNE_ALGEBRE_EI__P-EXTENSION «

6.1,- ENSEMBLES STABLES DE SORTES,

Soit & une F-algébre hétérogane dont i'ensemble des descripteurs de

sortes est S

Une partie T de S est dite F-stable (ou stable s'il n'y a pas

d'ambiguité sur F ) si pour toute opération f €F de profil

Soy, ooh $0, So

So € T implique que pour tout i€ [l..n] So; € T a

Autrement dit les éléments de So dans T ne sont obtenus qu'a partir

d'éléments de So dans T et d'une opération f
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{CONS, GAU, DRO, TET}

sont stables a

Si F est l'ensemble des opérations

seuls les ensembles {Arb, Val} et @

Dans les algébres homogénes of i1 n'y a qu'une seule sorte S$ = {Sif

S et 9 sont stables. G

6.2.- P-EXTENSION D'UNE ALGEBRE,

Soit &

sortes et F comme ensemble d'opérations, soit T un ensemble tel que

une algébre avec S comme ensemble de descripteurs de

S- T soit F - stable. On appelle PT-extension une algébre notée P

telle que l'ensemble des sortes soit

So = Sq. si So¢gT

PT4 a
So,

So = 2 si So€ET

PT&

et l'ensemble des opérations définies ainsi

soit f: 50); 4 owas 50, — So une opération

alors fra (Kyo +22 X,) = {fy (Xps sees Xy) / SO; ET > xy =X;

So; ET * x, € Xi}

de At

THe

et

he.
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Puisque S-T est stable , on remarque que si f : S)4s Chic SO, ~ So

avec So¢T ators fpralX1> 55a) xy) € So “.? ce qui montre que la défini-

tion est correcte vis 4 vis des sortes de S - T

Exemple 4 :

Dans le paragraphe 4, F' est une P {Ens, Bool} -extension de &

eneffet S - {Ens, Bool} = {Alph} est stable.

Remargue

Si T= 9 , la PT-extension obtenue est une fausse extension pufsqu'au-

cune sorte n'est étendue. Dorénavant le lecteur pourra s'imaginer T non vide.

On remarque que F(Xy5 oe ) =f si et seulement si il existe

i€{1...n} tel que $s; € T et x; = 9

Cette remarque permet d'introduire ja définition 3

6.3.- €-EXTENSION D'UNE ALGEBRE.

Si S-~T est stable, une CT-extension est une algéosre hétérogéne dont

les sortes sont

So = So si Sof T

CT

So

2 - {p} si Se € TSo

CT

et ot f est défini comme dans les PT-extensions, compte-tenu de ja remar-

que ci-dessus cela est bien correct.
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Quand w est un mot de P(F, x) on le note parfois aussi w(Xy, sal

appartiennent 4 u xsou xy? oeeg X

ses °

Hi . Dans la suite, nous conviem

drons que.S est l'ensemble des sortes, T le sous-ensemble de S_ sur legal

se fait l'extension et que tout mot w= sera é ;noté W(X> tees Xi Vyo voll

avec X15 ..+5 X, tous différents appartenant 4 U xe

séT p
tous différents appartenant 4 U Xx

s¢éT

7.~ PROLONGEMENT_DES_IDENTITES_EI_VARIETES. C-STABLES.

Le probléme qui se pose est le suivant. Si E est une famille d' identi
Si & une algabre hétérogéne totale modéle de £ dans quel cas ¢ T & est
elle un modéle de £ ? Dans le paragraphe suivant on se posera la méme

question pour les PT extensions.

Pour cela nous avons besoin de définir la linéarité dans le cas des

algébres hétérogénes.

Définition 4 :

Soit - (F, XS) une algébre hétérogéne libre, considérons 1'algébre

%=<N, ee > définie ainsi N = ( Nec sg et si

f: Sey; ate Se, — So alors

fe :T Py: teed Dy) = et Pa

Par conséquent si g :-~» So

S yS _| s,sor x WN telle que Gy (x;) = 1 et 05 (x3) =0-si i#fj se

alors Soy = 0 . Les applications

et Yq? sees J }
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. oz; (w) s'appelleBF. xX) >prolongent en un unique morphisme ac :

le nombre d' occurrence de a dans Ww

béfinition 5 :

Un mot w de ip (F, X) est dit T-linéaire si pour tout 1 €N

et tout s ET oc; (w) <1. autrement dit chague variable ce xo, ot

s€T , & au plus une occurrence dans w .9

Definition 6 :

Une identité v=w est T-linéaire si vo et w sort T-linéaires.

Exemple 5 : cas_du_type_absirait_ Ens [Alph]_

Considérons l'identité

PR(AJ (m, x), y) = SP EQ (x, y) ALORS VRAI SINON PR(m. y) ’

elle est T-linéaire, si T ne contient pas Alph , enefrfet y apparait

deux fois dans le membre de gauche a

Le supooxt d'un mot est l'ensemble des variables effi-aces de ce mot,

clest-a-dire l'ensemble des variables qui apparaissent dans la décomposition

de ce mot en ses opérations élémentaires. Cet exposé s'attachant a définir

le plus grand nombre de concepts possibles en termes d'algéores, nous allons

donner une définition formelle du support comme une interprétation dans une

algébre particuliére composée d'ensemble de variables.

Définition 7 :

Considérons l'alg@bre J} = < B, Fa > définie ainsi

- pour chaque SoES , 50, est l'ensemble des parties finies de

y Xe . Ainsi toutes les sortes sont identiques et composées de tous
seés
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les ensembles finis de variables

- pour chaque f , F(Vy sees Vn) = :

Les applications ye: x8w 53

Se prolongent en un unique morphisme T

Remarque_4 : Conventions de notation (suite).

Si l'on écrit

P(w) {x1> ip

w(x), on

Xm Eye s+ Yoh

implique oc (w) 21

€

> Xm Vo oe

ve
1T<¢n

définies par v(x) = {x3}

: Pr, x) ~ B
r*(w) est le support de w ; on le note plus simplement T(w)

Elle se fait par récurrence sur la complexité de w

si comp(w) = 0 alors w= xj et rw) = (x5) =

iG € T(w) es i= j 205 (x5) = ] oe ocs (w) =1 = oc (w) 21

si comp(w) > 0. alors w= f(wy, .

donc

5 _ Ssor oc; (w) = oc; (F(wy, oa

a Msiat oc¥(w,) > oc$(W,)

donc

x € 15 (w) oc; (w) 21

+) Wy) alors T(w) =

AD w,)) = fr (oc ;(w),

a

za Yp) On suppose que

Ss
{x3} donc

U T(wp)
leken

xF € T(w) (ak € [1.. n}) xF € P(wpo( SKE LL. .n]) oci(w,) > 1

sees 0¢4(W,))
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tenme 2

si we P(F, xX) et we (ws e325 w,) et si w es: T-linéaire

alors KE {1..n} et hE {l..n} et k #h impliquent

t
r(wi) in T(wy a ou XS = @

k 4 tet

benonstration :

Si comp{w) = G alors w n'est pas de la forme F(Wy wees Wa) , le

jamie est donc démontra.

Si comp(w) > 0 supposons k € {]..n} et he{i..n) et hy k et

r(w.) A T(w,) 3 xs pour séT . D'aprés le‘lemme 1, ace (Ww) 2]

et oc (wy) 21 don

sci (w) =
3

oce:

1uMss (ws) S oc; (w,) + oc; (Wp) > 2

: donc w n'est pas T-linéatre ao

Le lemme suivant énonce les propriétés d'une apération, liées 4 la F-stabilita

Si S' est F-stable, si s'€S' et we S'p, alors
FX)

sé$'

=s € S'

Si Comp(w) = 0 alors w= x3 et [(w) = Ox he u xs

» $s € §'



~109-

Si Comp(w) > 0 alors i] existe fF i(sl, ..., sn)-+s'
_ 

n

woe F(w), Fis » wy) et donc T(w) = wv T(ws) d‘aprés la stabilite
jel

Sl, ..., Sm appartiennent 4 S' et d'apras I'hypothése de récurrence

Twye UX doa rye uv x8J sesh © OS ee °
oce (w) = : ; Fij = as oc; (w5) donc og;(w) > 1 implique qu'il existe

. 

sJ€(1..n} tel que oc;(w) 21 donc par récurrence s€S'

La proposition qui suit est fondamentale.

Siw oest T-linéaire alors

Weta, (Ky <I Xa 3 Vys cees YA) = Cwp) = W(X ae eX 7 Yyors+o¥y) (x; €Xy )pour i€l|

$1 comp(w) =0 et w= x3 alors dans l'algébre ¢Té& ona

Weta, = proj; c'est a dire

Weta (proves Ny i Wye eee Yo) = Xe = CprogS(xmY) pe Aj = SPRODG s+ Xa $ Yy oreo o¥p)

(x; © X; pour 4 € [1...m) }
7 _ Ss 

sob x, = xP =e 
;

( 5 7G proj; (Xys sees Kb Wyo ees Yp)) » La deuxiéme égalité
provient du fait qu'aucun x n'est vide

Si comp(w}>0 wes Fw, A, w,) ob f :(sl, ..., sn)— §

grees que st? z appartient au membre de gauche, i] appartient au membrede droite et vice versa.

-110-

€ X

\

ps

zeé Weta, (Xp vere Kb Wye cee Yp)

ssi 2 € fora etal (X5 eee Ka Vy cee Yo)» a5 Wets g Xpere Xn Yyour

ssi 3(2 15 Tins 9 Zyl = Fa (2: heey zy) et

vie (1..n}] 2, €w era (Kye cece Mg b Vga eee ¥p)

par |'hypothése de récurrence

ssi S(Zys ---. Z,) 2 = Fy (24: vera 2) et v, € Cls..r] Ax, + Xa)

25 7 Ws | (X75 wees Kb Vy cena Sia et Ys € {1..m] Ky

puisque w est T-linéaire, d'aprés le lemme 2, si k #h tne variable Xi

qui apparait dans We n'apparait pas dans Ww. > autrement cit on peut

intervertir vie [l..n] et A(X)» See Xn) i.e. le choix des *3

est indépendant de la composante i de f . Donc la dern*ére assertion

ci-dessus est équivalente a

3(2y5 tants z,) z= fg (21; 2283 z,) et a(x,> Sats Kea) Vi € [1..n)

= : os i a otees j a .€ xXz, Wa j (X45 > Xm 3 Y4 Yo) et vj € [l..m x; r

ssi a(x), 5 Xm) A(Zyosees z,),2 = f $1 (Zyo-0+s z,) et vi € [l..nJ

= ‘ j wa 7 X.Z, = We | (xy. re Ky a Nye es Yy) et vj € [l.. mJ xj € i

S81 (Kye eee Kg) 2 Wy (Kpseee My} Spores Vy) et

Si 2 (Wa (Kysreee My d Mpreees Vy) f Wy E Mem) x5 € ky} °

Me, J . € X.et m) x5
J
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la proposition 1 est une propriété de confluence [HUE 77] ou de
Church Rosser [ROS 73] . Si w est T-linéaire la valeur de w dans (Te
est indépendante de la maniére dont on Ja calcule, qu'on la calcule en
“paralléle" point par point et qu'on fasse la réunion des résultats obtenus
ou qu'on calcule sur les ensembles, on trouve le mame résultat. Par conséquett,
cette proposition peut atre rapprochée du lemme 11 de Huet [HUE 77] . D'autre
part comme Je remarque Shafaat [SHA 74] dans le cas des algébres homogénes,
elle est a Ta base des résultats gui vont suivre sur les variétés

Théoréme 1:

Si Vaw est une identite T-linéaire, si Ya = Wa alors

“ira = “erg,

Démonstration

D'aprés la proposition 1

Vota ye ree Mb Wpoeees Yp) = (Va (Xpress Aq Vyorers YpylXy €X, pour if

et

Weta, (Apaeees Xn 3 Vyreees ¥5) = {Wa (Xpoe-es

dé {l..m] }

et puisque pour chaque Ryo sees Xy ona

Ma, (Ryorees My b Yyreers Yo) = Wy (x}> to Xo Vo > ¥p)

alors

Veta, (hyo. 0s Xa BYys ees Yo) = Weta, (Xp oeees Xa 3 Vyreees Yn) a

Ky E Vyseees py |X € X; pour

7
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Definition 8 :

Une variété V d'algébres hétérogénes est CT-stable <i pour toute

algébre 2L de Vv _ t TA, est une algébre de Vv

forollaire :

Soit £ une famille d'identités T-linéaires alors li variété des

) alyébres modéles de £ est T-stable.

Oésonstration :

= ESoit a vew de £E

= OWona V5 a

4 est un modéle de E a

un modéle de E alors pour toute identité

donc puisque l'identité est linéaire Yera® “era donc

8.- Vaglétés__P-sTABLEs.

Nous étudions dans ce paragraphe le probléme du prolongement des

identités d'une algébre,& la [P-extension.

7 t _ }
i linéaire et si T(v)Q U_ XY = {xyseees Xpsi vest T-Tin wey 1

> Fens ons ‘x. € XK,alors Weta (Xpoeees Xo er Yp) = ive (xp>-- >My by ¥y) j

pour 7 € [1..n]}
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si pour tout i€[{i..m) , x, #9 , alors le résultat est vrai,

d'aprés la proposition 1. Si l'un des X; est vide, le deuxiéme membre de

T'égalité est vide . I] reste a montrer qu‘alors

est vide, en effet par récurrence :

.

Si ves x; ators m= 1 et Xx, =@ ainsi v,

si comp(v)>0O ators v= F(Vy sees v,) et d'aprés la définition de i

rivya yu yt s t
T(v.) A ou X - Soi jket j (v5) - oit j tel que

teT1eoes ht
x, € T(v,) alors Vil peers x4 BVyseees Yp) ot

(Xysee09 XO} Tv) OU me alors v,q j et Ys pra prend la valeur @

sur les valeurs Xia acens Kg correspondant au vecteur Xpoeess X et ainsi
m

fpr (089 Vy res QR Mrs pee) =o 0

Nous définissons la régularité dans le cas des algébres hétérogénes.

Une identité v=w est T-réguliére si

rivyn uo xt = riya yu xt
teT teT ~

VpT a (Xpoee0s Xn 3 Yy ron

pra (Xs Ypres ¥p) eh
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L'équation

LEAVEBLOCK (ADDID (symbtab, id, attlist}) = LEAVE (sytbtab}) est

T-réguliére si T = {symboltable, boolean} , mais n'est pas T-réguliére

si T contient Identifier ou Attributlist. a

Théoréme 2 :

si ve=w est une identité T-linéaire et T-réguliére, si vp = Wee

alors ra = Wor ay

Demonstration :

Puisque T(v) A JU ut = T(w) a YU xt poson:
teT teT

IT(v) nm U xe = {X)5 ot, Xiad alors d'aprés la proposition 2
tet

ora (Xpseees Xn 3 Ypr ces Yo) = {Ve (Xpseees Xi b Vypsress Vp I7eq EX,

pour i ¢€ [1..n] )}

et de méme pour w

"ora (Xqreees Xa ; Ypreees Yp) = {We (Xpreees an : Yairi s ¥p)/X; € x,

pour i € (1..m]}

ainsi puisque vy = W, ON A Vors, = Mpa ‘

béfinition 10 :

Une variété VY est IPT-stable si pour toute algébre & dev,

vauPTA appartient
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Corollaire :

si E£ est une famille d'identités T-linéaires et T-réguliéres
alors la variété des algébres modéles de E£ est (PT-stable.

= EWSEMBLES_ALGEBRIQUES.

Dans ce paragraphe, nous nous Placerons dans une variété ” (T-stable,
notée V . Soit x, l'ensemble des variables

U {x} pee } alors
séT ne

N= (n)eeg 08 nO = 0 si s¢T

Un systéme de n &quations est une application E qui a chaque
variable x3 de x, fait correspondre un ensemble d'éléments noté
s S$. = : 

teats
EG ou E(x] inclus dans Spy, x.) i.e. dans la sorte s de] algébre

libre sur x, » dans Ta variété Xs souvent on notera le systéme

s s sl sl siXe ES (xT yes Og ey xe ory)j i 1 ny J

Exemple 7 :

Dans la yariété ARB (Alph] posons Y = ae 3Zs5 xnrb alors

Ye«<<Y,v,Z>,u,< ¥,¥, 2 >>

Z=<<¥,v,2>,w0,<Y, V, 2 >>

est un systéme de 2 équations o

Bans la variété des algébres {A, B} - linéaires, posons x = ayn

alors

X= AA.X.B OU ALALB
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i é la#tun systéme d'une équation. On notera que }'absence de parerthése dans

} mtation des éléments de £ met en @vidence le fait qu'on se place dans

| @ (LIN fAlph 1, Xi) et non pas dans 4* (ALG(VID, Alph U Alph), X,) . 11

fe s'agit pas de 1'équation

x = ACB(A(x))) U A(A(B(VID))

ni de T'équation

x = A(A(B(x))) U A(B(A(VID)} a

Rappelons tout d’abord que si @ est une algébre et si

1'élément de 5 Mey, & } correspon-t WwWWES WX.) on note a

“fant (cf. le paragraphe 4.5 du chapitre 1). Ltapplication définit alors une

s
de on ss vers 2%i é i 6 aiasilication, notée aussi E: ’

, o séT

ES(y) = fw. (y) /we Eo}
i a i

Si dans l'exemple 7 on pose y = (VIO, < VID, t, VID >)

EY}(y} ={<< VID, v,< VID, t, VID>>, u,< VID, v,< VID, t, VID >>>, VID} o

a Sa. ayn
far réunion, on peut étendre Ee en une application de ; E (2°% - Q)'s

vers oF -®— en posant

eS (Y) = (EF y) sy EN)

1 sl iWi note E(Y) Te uple (EF (Ys vee ERT (Voseees ER(V)s oe)
Ney

\n point fixe ou solution de £ est un uple Y d'ensembles tel que

Y=€ (Y)

he. .

on obtient :

as =
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9.2.- SOLUTION D‘UN SYSTEME C-ACCEPTABLE DANS LE
E est une application U-continue de m (2° - 9)" dans 9 fo tama tnn tro ecco mcccnnsnsarccn

ae CAS DES VARIETES (-STABLES.
Tut-m@me miner

Demonstration : Puisque la variété est (@-stable, E ne s‘étend pas forcément aQ

La définition de EF par ainsi la construction du plus petit point fixe ne peut débuter sur 9

Mais nous allons imposer 4 E une propriété que vérifient la plupart des
s 

sosE;(Y) . an Ej ({y}) systémes d'équations couramment utilisés.
y

fait naturellement de £ une fonction U-continue a definition 12 :

. s

Un systéme est €-acceptable si pour chacune de ses variables x

9.1.- SOLUTION DANS LE CAS DES VARIETES [P-STABLES . on FY) est non vide 0

oo Autrement dit tout membre droit contient des constantes.
~ , , 11 si

Dans Je cas ol la variété est iP-stable, E s'étend de n (20s Notons BS l'ensemble EF n FW et B l'uple (By°s.-+> 85 gees)

seT

dans lui-méme ; ainsi £(P) a un sens et @ ¢ E(P) en itérant cette sa valeur dans cL est notée Ba

application on obtient la suite Qc... « E'(p) © ... qui converge Lenne 1
on a pour borne supérieure ou réunion le plus petit point fixe de l'équation | , n

Y=E(Y) . Pour tout uple X dans 2 » E(x) 2 By

Exemple 10 : Démonstration :

Dans le type Ens [Ent [Bool] , Bool] du paragraphe 2.4, 1'équation

22= — AJ(VID, SU.SU.ZERO) U AJ (22 , SU.SU.ZERO) poms ce *

peut étre construit par itération a partir de Q Si ¥ est un point fixede 2 . Ya Ba

My = 0, &y = { AI(VID, SU.SU.ZERO)} , Démonstration :

. . si Y est un point fixe YDE(Y) or d'aprés le lemme 1, E(Y) 2B
Ay = { AJ(VID, SU.SU.ZERO), — Ad( AJ(VID, SU.SU.ZERO), SU.SU.ZERO}} . . ;

On itére € sur Ba et on obtient la proposition suivante
etc... a a

Bens

es
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uo EB4 est le plus petit point fixe de E

nz0 .
4)

Démonstration :

Notons que, si Y est un point fixe, U a (B. )c Yen effet
n30

d‘aprés le lemme 2, BL CYSL et donc par recurrence

n n+1
si EN (B <Y ators Ea (B, )cwe EY) EYa)

et donc Ja réunion des £” (B est incluse dans Yq (By)

Réciproquement, par continuité de Ea » on voit que

E,( UE” (B )) ue” BL)Aso 4 8 nol & 4

or d'aprés le lemme 1

E(B) 28, donc U E(B.) = U E(B.) @
n>l st n>0 #

10.- BIBLIOGRAPHIE.

Le calcul sur Jes parties d'un groupe, appelées complexes, remonte

au début de ce siécle, il était reconnu que ces complexes ne formaient pas uf

groupe mais un monoide [VDW 36] . Tous Tes travaux que nous allons citer

portent sur les algébres homogénes, aucune étude n'a été faite sur les algébre

hétérogénes. Le plus ancién article sur les possibilités de \P-extension est

di 4 Gautam en 57 [GAU 57] . Fuchs [FUC 65] pose le probléme de I'extension

des équations a des algébres ordonnées. L'étude la plus compléte est certai-

nement celle de Bleichner, Schneider et Wilson [BLE 73] . Les (-extensions
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apparaissent comme le cas of |'algébre 4 étendre est trivialement ordonnée,

mais les techniques de démonstration ne sont pas fondamentalement différentes.

Wand dans sa thése [WAN 73] caractérise, indépendamment des autres travaux,

les variétés (@-stables et (P-stables. Shafaat [SHA 74] quart @ lui, expose

une réciproque assez forte du corollaire du théoréme 2 sous Ja forme suivante :

"sj une variété IP-stable est modéle d'un ensemble d'équaticns = , elle est

x d'équations linéaires et réguliéres".modéle d'un sous-ensemble de

Huet [HUE 77] se place dans Jes systémes de réécritures homogénes et

par conséquent utilise une modélisation spécifique légérement différente ,

il démontre des résultats de congruence des réécritures qui sont proches de la

t-stabilité (confluence de réécritures en paralléte) et font. appel a la

linéarité. Une régle de réécriture est , par essence, asymétrique, par consé-

quent la linéarité n'est nécessaire qu'd gauche dans le cas des réécritures

paral léles.
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CHAPITRE IV

EXEMPLES DE TYPES ABSTRAITS

I.- Uors.

Nous allons examiner des algébres et des opérations dans ces algébres,

destinées a exprimer les objets que l'on appelle : mots, piles, listes,

files etc.... Ces algébres se classent en deux genres. Le premier corres-

pond & des alg@bres n'ayant que deux sortes : les mots et les booléens.

le second 4 des algébres 4 trois sortes : les mots, l'alphabet, les boo-

léens.

1.1,- ALGeBREs A DEUX SORTES : MOTS ET BOOIL.EENS (1eS 78)

Algébres monadiques :

Elles comportent les opérations ¢ , Alph9 et £Q at vérifient

EQ(e, €) = VRAT

WONAD JEQ(A.x, €) = EQ(e, A.x) = FAUX pour chaque A € Alpa

EQ(A.x, B.y) = FAUX pour chaque A, BE Alph et A#B

EQ(A.x, A.y) = EQ(x-y) pour chaque A € Alph

|< Aiph* , Bool ; €, Alph? > —_—vérifie HONAD |
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epee Commentaire| Notation de 
wuopération Ja famille Profil Interprétation dans Alpn |d'opération 
re

€ unique () Mot Te mot vide

A pour chaque !
re Alph® Alph ()+Mot — Je mot réduit |

A.x pour cha 
1

que 
A.a est le mot constitué |

i 
anstituéA € Alph Aipnd (Mot) + Mot de A suivi des lettres |

de o |
* j 

)
unique (Mot ,Mot }»Mot concaténation |

A(x, y) pour chaque °
A € Alph Alph (Mot Mot}>Mot | Ata , 8) est A.(a*p)

x vA “ Alon” (Mot) + Mot a.A est le mot consti-
Pp tué de a suivi de la

lettre A

E 

.

Q unique (Mot ,Mot }}+Bool égalité

Figure 1: Guelques opérations sur les mots.
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Le type abstrait construit avec les opérations ¢, Al ah et £Q

et l'axiomatique MONAD vérifie la propriété de compléte discrimination,

il n'y a par conséquent qu'une algébre a un isomorphisme prés. Les ensem-

bles algébriques c'est 4 dire les langages associés sont les réguliers.

t Ils comportent les opérations s, Alphet * et vérifient

x (y*z) = (x*y)*z

x*e=X

e*x=Xx

| £Q (e, &) = VRAI

) EQ (A*x, B*y) = FAUX si

EQ (A*x, A*y) = EQ(X, y)

A#B

pour chaque A€Alph

[ < Alph* , Bool ; © UAlph, *, EQ > vérifie NOLOIDE ]

Le type abstrait construit avec les opérations & U A'ph, * et 1‘axio-

matique MONOIDE vérifie la propriété de compléte discrimination. Les

langages sont les C-langages.

Les algébres dyadiques de Greibach comportent les opdrations e,

ph? et EQ et vérifient

A(e, B(x, y)) = A(B(x, y), ©)

A(B(x, €}, y) = A(B(x.y)» &)

GRB 4 EQ(A(x, &), A(y, €)) = EO(x,y)

EQ(e, €) = VRAI

EQ(A(x, y) » B(z, t)) = FAUX pour A#B



Remarquons a propos de ces équations que 1'on peut montrer que le

systéme de réécriture associée est confluent et noethérien, bien que l'on

ne puisse appliquer le critére de Musser 4 la seconde. D'autre part on

voit que si l'on avait remplacé A(e, B(x, y)) = A(B(x, y), ©) par

A(x, €) = A(e, x) on aurait perdu la propriété de terminaison finie (11

suffit de poser x = 6) . Enfin la premiére équation aurait pu étre rem-

placée par

Ae, B(x, y)) = A(B(e, x), y)

ou Ale, B(x, y)) = A(BIx, €), y)

La seconde ci-dessus donnant facilement par composition avec la

deuxiéme de GRB celle déja citée.

< Piph* , Bool ; e, Alph®, EQ > est une algébre dyadique de Greibach|

Les formes normales sont les

Ay(Ag(--- (Anyle> e), €) ... €), €)

Les langages associés sont les C-langages.

Les algébres linéaires comportent les opérations ec, Alpin? . Alpat
et £Q et vérifient

(A.x)o B = A. (x@B)

eoAz Ace

LIN EQ(A.x, A.y) = EQ(x, y)

EQ(A.x, B.y) = FAUX

EQ(e, €) = VRAI

pour A#B

< Alph*, Bool ; «, Alph9 U Aiph®, EQ > est une algébre linéaire
Les formes normales sont Tes Ay -Ag-- Aye

Les langages associés sont les langages linéaires.
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Les représentations consistent pour chaque mot en ue algébre conte~

nant un accés de succession et un accés de valeur, par exeriple le mot abac

est représenté par 3'algébre

Ss s Ss
i

2 &—e
Les représentations des opérations sont assez simpl2s (voir par

exemple la figure 2).

1.2.- ALGEBRES A TROIS SORTES :

1.2,1.- SpECLELCATLON.DU_TYPE-LISTLIN

Nous ne décrivons qu'un type Listlin qui contient Ja plupart

des opérations qu'on y étudie habituellement. Les constructeurs sont & ,.

Nous prenons tout de suite des notations infixées plus lisibles.

Listlin [Alph]

fonctionnaLitée

type

e: () ~Listlin

+: (Alph, Listlin) + Listlin

TETE : (Listlin) + Alph U {INDEF}

RESTE : (Listlin) - Listlin

* : (Listlin, Listlin) +» Listlin

@ : (Listlin, Alph) ~ Listlin

QUEUE : (Listlin) + Alph U {INDEF}

DEBUT : (Listlin) + Listlin

RENV : (Listlin) + Listlin

ESTVIDE : (Listlin) + Bool
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Axcomatique

{71} TETE(e) = INDEF

{12} TETE(a.x) =a

{13} RESTE(ce) = «

{R2} RESTE(a.x) = x

{#41} ge * xe x

{#2} (a.x)* y = a. (x*y)

{ol} coOa=a.e

{02} (a.x)@b = a.(x@b)

{Ql} QUEUE(e) = INDEF

{Q2} QUEVE(a.c) =a

{Q3} QUEUE(a.(b.x))

{D1} DEBUT(e) = ¢

{02} OEBUT(a.e) = «

{03} DEBUT(a.(b.x))

{RVI} RENV (c€) = ©

{RV2} RENV (a.x) = RENV (x)@a

{V1} ESTVIDE(e) = VRAT

{V2} ESTVIDE(a.x) = FAUX

QUEUE (b.x)

a. DEBUT(b.x)

1.2.2.~ Propgiétés_pu_ryee_Lisbiy

Voici quelques résultats concernant ce type abstrait.

Le critére de Musser s'applique. Par exemple dans la régle

(a.x) *y > a.(x*y)
* réduit . et n'apparait pas auparavant en partie droite. Notons que le

critére proposé par Plaisted s'applique aussi a condition de prendre un ordre
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sur les symboles fonctionnels tel que . soit plus petit que tous Jes autres

symboles & l'exception éventuellement de « et que @ soit 21us petit que

RENV,par exemple l'ordre dans jlequel ces symboles sont jntroduits. a

Le type abstrait est confluent

Démonstration :

Aucune superposition n'est possible a

Les formes normales sont e« ou a.&

Démonstration :

Par récurrence sur la taille des termes de profil () ~ Listlin.

On voit tout de suite en examinant Jes régles que la forme normale

d'un terme a une taille plus petite ou égale 4 ce terme.

- si taille (2) = 1 alors 2 = € et le résultat est évident

-si taille (2) > 1 , il suffit de procéder par cas suivant le premier

symbole de &

Considérons par exemple le cas of & = DEBUT(&') .

Par récurrence sur la taille, 2%' a une forme normale. Si ia forme nor-

male de 2' este ou a.é,la forme normale de 2' est ¢&

Sila forme normale de £' est a.(b. &"), alors & se réécrit

DEBUT (a.(b.£"}) qui se réécrit a.DEBUT(b.2")

or

taille(DEBUT(b.2"}) < taille(DEBUT(a.(b.2")}

d'aprés la remarque sur la taille des formes normales

<= taille(DEBUT(2')) = taille (2)

et par récurrence , DEBUT(b.2") a une forme normale,disons 1" , alors 2

aune forme normale a. 2%" o

4



Lemme 4 ;

Le type abstrait est suffisamment complet

Démonstration :

Les termes a considérer ont un profil (}) + Alph U CINDEF} , i

suffit de considérer les termes de la forme TETE(2) ou QUEUE (2) et de

raisonner sur la taille de 2 en Supposant 2 sous forme normale

1) sig=e alors TETE(c) et QUEUE(é) se réduisent 4 INDEF

2) si&=a.x alors TETE(R) se réécrit en a et pour QUELE,

il faut considérer deux cas

2a) R= a.c alors QUEUE se réécrit en a

2b} 2 = a.(b.2') alors

QUEUE(£) + QUEUE(b .2') qui par ré@écurrence se réécrit en

termesde Aiph U {INDEF} . a

Voici quelques formules vraies sur ce type et que l‘on peut démon-
trer par récurrence (ce sont des formules de la théorie Ind(Listlin) au sens

de Burstall et Goguen [BUR 77] ). Cette liste ne se veut évidemment pas

exhaustive.

RESTE((x@a)Ob} = RESTE (x @a)

(KM y) z= xe (y #2)
xX *(a.y) = (x@a) #y

x*(yob) = (x*y)@b
QUEUE(x@b) = b

DEBUT(x@b) = x

RENV(RENV(x)) = x

RENV(x@a) = a.RENV(x)

RENV(x *y) = RENV(y)* RENV(y)

Démontrons par exemple
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x*(a.y) = (x@ a) *y

Démonstration :

Par récurrence sur x

si x =e , cela se démontre par des méthodes habituelles de réécriture,

6 * (ay) 4, a.y

et

(eoayty A (acywy Savery) “hay
si x= b.z

(b.z) *(a.y) -2+ b.(z2 *(a.y))

et

((b.2)@a) *y Bs (b.(z@a)) *y “& b.((z a) *y)

or par récurrence z*(a.y) = (z@a)*y d'od le résuitat a |

Ce type de démonstration peut étre automatisé en s'inspirant des

travaux de Boyer et Moore [BOY 75] [BOY 77}

Signalons une autre démonstration suggérée par MUSSER [MUS 78]

et facilement automatisable. Elie consiste a utiliser la méthode proposée

par Knuth et Bendix pour compléter un systéme qui n'est pas confluent.

Elle suppose le type abstrait,ainsi que ses types paramétres,complétement

définis par des systémes de réécritures confluents, noethér’ens et suf-

fisamment complets. On ajoute Ja propriété 4 démontrer comme une nouvelle

régle et l'on tente de compléter le systéme ; pour chaque paire de termes,

issus d'un méme terme,obtenus par superposition et contredisant la confluence

locate, on ajoute une nouvelle régle formée 4 partir de la paire de termes

irréductiblesdéduits de ces termes.

Trois solutions sont possibles :

-en itérant le processus on engendre la régie VRAI > FAUX , alors la

propriété est fausse

- en itérant le processus , on aboutit 4 un systéme confluent sans engendrer

la régle VRAI - FAUX alors la propriété est vraie

l
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~ le processus peut étre répété sans s‘arréter, alors la propriété ne
peut &tre démontrée (du moins pas par cette métnode)

Pour cette équation, on introduit la régle
?

x TM (a.y) ——» (x @a) *y

elle se superpose avec la régle {*2} pour donner le terme (a.x) * (b.y}

On obtient >

(a.x)*(by) “2 a.(xe(b.y}) 2 a.((xod) *y)
et d'autre part

(a-x) * (by) 4 ((a.x)ob) *y 2% (2.(x0b)) ¥y
2, a.((xob)* y)

La confluence locale n'est pas contredite.

Une deuxiéme superposition est Possible avec Ja raégle {*1} pour
donner c¥(a.y) qui fournit :

e*(a.y) i, a.y
et

7

e* (ay) > (e at y “2, a.(e*y) aie ay

La confluence locale n'est pas non plus contredite et il n'y a plus
d'autres superpositions. La proposition est vraie.

Examinons ce que cela donne sur une proposition fausse

RESTE (DEBUT(x}) = x

En superposant avec la régle D2 on obtient

RESTE (DEBUT(a.c}). + ae d'aprés la nouvelle régle
et

RESTE (DEBUT(a.e)) 22, reste(ey—R2,

et ainsi on introduit la nouvelle régle a.e +e qui se superpose avec
{V2} pour donner

ESTVIDE(a.e) 2, Faux
et

ESTVIDE(a.e) + eStyIoe(e) YL. vray
D'od Te résultat.
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1 2ada= UNE_REPRESENTOT1ON-DUTYPE_LISTLIS '

. : sha nae,,

Voici un exemple de représentation des listeg lin
vaire
i 1q accés

les algébres filles possédent deux sortes : Place, Alph et ci1q

T:() 7 Place

Q: () 7 Place

S : (Place) + Place

P : (Place) ~ Place

Vo: (Place) » Alph

et vérifient «)

SoP(x) = x et PoS(x} = x

Les opérations Ud, - 5@ > reste , Debutet yew sons données par

la figure 2 et

Gate (1) =ValTg) si Va (Tg) est defini

; i : définiGole (a) = INDEF si Va(T,) n'est pas

| st définiQueve'd) =V,(Q,) st Va (Qy) e

i i ! définiQueda) = INDEF si Vv, (95) n'est pas

Gsturde( gq) = VRAL si et seulement si Place, = #

Cette représentation vérifie les €quations, par exemple

Lemme_&

Débuk(a.(b.a)) ~ a. Debul(d. a)

Dénonstration

{ QpyeuHa.(9.2)) ?

u { Place, 1} -{ Pa.(b.a) (Q. (beg)?

Place 7p t(a.(b.a.)) ~ Places (b.a) ”

= Place, L
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2.- COUPLES.

Type Couple (Alph)

foncetionnalité

JOINT : (Alph, Alph) -~ Couple ,

Pl, P2: (Couple) + Alpn,

axiomatique

PL(JOINT(x, y))

P2(JOINT(x, y)) .1 Me

Il y a peu de choses a dire sur ce type, sinon qu'il est de

facgon triviale suffisamment complet, puisque les seules expressions

de type()~ Couple sont de la forme JOINT(a, b) of a et b sont des

formes normales de type() + Alph, alors trivialement

PL (JOINT(a, b)) et P2 (JOINT(a, b))

Une équation de ta forme

JOINT(PI(c) , P2(c}) =

que l'on pourrait s‘attendre 4 trouver est inutile,car les seuls objets que

l'on considére sont de la forme c = JOINT (a, b) et T'équation est alors

de la forme c = JOINT (2, b} et 1‘équation est alors conséquence des deux

autres. La représentation d'un couple est tellement évidente que nous n‘en

parlerons pas. Ce type sert dans le type de graphe qui suit.

se réduisent.

3.~ GRAPHES.

L'exempte qui suit est une spécification possible du type Graphe.

type Graphe [Noeud]

fonetionnaLité

GRAPHEVIDE : () ~ Grapie,

AJNOEUD : (Graphe, Noeud} - Graphe,

AJARC > (Graphe, Couple(Noeud)) + Graphe,

PRNO > (Graphe, Noeud) + Bool

PRARC : (Graphe, Couple(Noeud)}) + Bool ;
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Axdomatique

PRNO(GRAPHEVIDE, n) = FAUX

PRNO(AJNOEUD(g, n'), n) =

SI n=n' ALORS VRAI

SINON PRNO(g, n)

PRNO(AJARC(g, a), n) =

SI n= Pi(a) OU n=P2(a)

SINON PRNO(G, n)

PRARC(GRAPHEVIDE, a} = FAUX

PRARC(AJNOEUD(g, n), a) = PRARC (g, a)

PRARC(AJARC(g, a'), a} =

Sl a=a‘ ALORS VRAI

SINON PRARC(g; a)

ALORS VRAI

3,1.- UNE PREMIERE REPRESENTATION.

Dans cette premiére représentation, une algébre griphe G n'a pas

de support mais seulement deux fonctions

€ :(Noeud)+ Bool

ARC : (Noeud , Noeud) - Bool

avec un axiome

(ARC(a, b) = €(a) a € (b)) = VRAT

C'est 4 dire qu'un arc n‘appartient au graphe que si ses deux

sommets y appartiennent.

Gnophunde est l'algébre dans Taquelle les deux opérations sont

les fonctions identiques 4 FAUX. Elle vérifie trivialemen: }'équation

(&, n) est l'algdbre 1 telle que

-sion'#n alors Ey, (n') = €y (n')

et ey, (n} = VRAI

~ ARC 4 (n'y nM) = ARCy (n', 1)
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dare (G , a) est l'algabre ht telle que

- En coincide avec Ey sauf en Pl(a) et P2{a) of elle vaut VRAI

~ si b#a clors ARC, (P1(b), PZ(b)) = ARCy (l(a), P2(b))

sinon ARC, (P1(a), P2(a)) = VRAL

€ ARC

Général Exception général Exception

FAUX FAUX
Yrophrride

Byroud (Yn) &y €(n) = VRAI ARC

Ayia) & €(P1(a))=VRAI ARG, ARC(P1(a), P2(a)}

€(P2(a))=VRAI = VRAI

type Graphe.

Qnol & n) = ey (n)

Brare(Gs a) = ARCy (Pl(a), P2(a))

Vérifions l'une des équations

Bune ebynowul (Wn), n) = SI n= n' ALORS VRAI

SINON Sro( Y, n)

en effet sin =
at

alors

Bo (cbynsend{ Sn), 0) =
(d'aprés la définition de mo)

= € chynoenal & 5 ny(")

(d'aprés la définition de Byres)

= VRAI

si n#n't
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Sener (cbyncenl Y's n'),n) =

(d'aprés 1a definition de Dunc}

© bypwoudl & n') (n)

=€y (n)

(d'aprés la définition de Sune)

= Vuno(&, n)

On peut montrer que, modulo |'isomorphisme, ces algabres forment

un modéle du type abstrait.

3.2.- UNE DEUXIEME REPRESENTATION,

Dans cette deuxi@me représentation, une algébre graphe (Y est

constituée d'un support Sommet, d'une application

ASS gy : (Noeud) -+ Sommet U {?}

et d'une application

ADJ Gy : (Sommet U{?}) + Ens (Noeud)

vérifiant les équations ADJ(?) = VIDE et (n € ADJ(t) = ASS(n) # 7] = VRAI

C'est une formalisation de la représentation d'un jraphe par "liste

d'adjacence" : ce sera Je cas précisément si Ens(Noeud) est représenté

par des listes (paragraphe 5.2 du chapitre 1, seconde rep“ésentation).

Les opérations Graphunde, Bynceud. et gore sont données par la
figure 4.

Samo (&s n) = TASS, (n) # 21

rare &, a) = PR(ADI 4, (ASSgy (P1(a)))» P2(a))

| dacescag



On peut montrer par exemple T'équation

rare (dyno (Y, n), a) =

en effet

Sune ( (ev, n),
(définition de Trarc)

a) =

Srarclyy, a)

2 PRCADD ad n) (ASS 4 aoe n)(P2(a)))» P2(a))

(définition de ADJ dans Ryncescl((Y n))

= PR(ADJae (ASSy (P1(a)), P2(a))

(définition de Srarc)

= Grane (Y,

Ici aussi on montrera que.ces algébres forment

a)

modula 1'isomor-
phisme une algébre de GRAPHE [Noeud].

f ASS | ADJ
| Sommet général | Particulier {général Particulier || | Q > =| Grephnde | ‘ poet

= :

Adynowd (YY sn) | Sommet,Ufs} sis ¢ Sonmet,st ASS, (n) 4? ASSGy |ASS(n).= 5 | ADJy | ADJ(s) = VIDE
alors S*ASS,.(n) sinon ADL(s)=ADJ,(s)

you (Ys Sommet U {s,t} = 5
ace ala mati f ASS 6 | ASS(n) = s 1 ADIy. Re as ‘

, alors s=ASS.(n) ASS(m) = t a .
sinon s¢ Sommet A Piessi ASS;,(m)? 7 

AI(ADIg(m). s)

alors t=ASS.,{m)

sinon S#Sonme t,

Figure 4 : Une deuxiame

type Graphe

représentation du

-139-

4,~ TABLES_DES_SYMBOLES.

Nous reprenons 1'exemple de ta table des symboles d2> Guttag, Horowitz

et Musser [GUT 76] pour illustrer le chapitre 3 et seulame it ce chapitre.

type Symboltable (Identifier, Attributlist]

syntaxe

INIT + Symboltable,

ENTERBLOCK(Symboltable) - Symboltable,

ADDID(SymboTtable, Identifier, Attributelist) + Symboltable,

LEAVEBLOCK(Symboltable) -» Symboltable,

ISINBLOCK (Symboltable, Identifier} + Boolean,

RETRIEVE(Symboltable, Indentifier) + Attribut2list U {INDEFINED} .

sémantique

LEAVEBLOCK(INIT) = INIT,

LEAVEBLOCK(ENTERBLOCK(symbtab)) = symbtab,

LEAVEBLOCK(ADDID(symbtab, id, attlist)) = LEAVEBLOCK(symbtab),

ISINBLOCK(INIT, id) = FALSE,

ISINBLOCK(ENTERBLOCK(symbtab), id) = FALSE,

ISINBLOCK(ADDID(symbtab, id, attrlist), idl) = IF 4d =

THEN TRUE

ELSE ISINBLOCK(symbtab, idl),

RETRIEVE( INIT, id) = UNDEFINED,

RETRIEVE (ENTERBLOCK(symbtab), id) = RETRIEVE(symbtab, id),

RETRIEVE(ADDID(symbtab, id, attlist), id 1) =

IF id = idl

THEN attlist

ELSE RETRIEVE(symbtab, idl).

idl

Considérons l'ensemble sstt des tables des symboles associées 4 des

programmes of l'on a déclaré des identificateurs x avec I'attribut a

urs

hi
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et des icentificateurs y avec I'attriput b 3; ona

sstt = ADDID{(sstt, x, a) U ADDID{sstt, y, b)

U ENTERSLOCK(sstt) U ADDID(ACDID(INIT, x, a), ys b)

I] est facile de montrer que si g&vv = LEAVEBLOCK(sstt) CHAPITRE V
guy = Revv U sstc U {INIT}

de mame on peut montrer que

RETRIEVE(sstt, x) = a U RETRIEVE (sstt, x)

A lV'aide de considérations sur Tes plus petits points fixes on pourrait a
montrer que

Aivy = sstt U {INIT}

RETRIEVE(Sstt, x) = a

En revanche les calculs ci~dessus ne sont plus valables si l'on

remplace x par {x, y} ainsi que vaut

RETRIEVE(AODID(ADDID(INIT, x, a)+ ys b)s {xy y}) 2

caleul relationnel et

représentation d'ua

type abstrast
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CHAPITRE V

PRESENTATION GENERALE DU CALCUL RELATIONNEL

ET SON APPLICATION A LA REPRESENTATION

D'UN TYPE ABSTRAIT

li; IyTRODUCTION.

La démarche que nous avons proposée jusqu'a présent est Ta suivante :

- un formalisme équationnel décrit le type abstrait c'est 4 dire 1'en-

semble des objets auxquels on s‘intéresse et les opérations, constructions

it sélections qui permettent de passer des uns aux autres.

1 - un formalisme, qui n'est plus équationnel mais inéquationnel, (cf. le

thapitre 1 paragraphe 1.2) décrit une représentation, c'est 4 dire une cons-

itution interne possible des objets , cette description est faite en termes
'accés a 1'intérieur de ces objets, les constructions apparaissent comme

fs constructions d'algébres et les sélections comme des accés privilégiés.

La description des représentations en terme d'algébres qui a le mérite,

tre autres choses, d’étre simple et claire et d'utiliser le méme vocabulaire

la présentation algébrique des types abstraits offre cependant quelques

Inconvénients :

- Dans certains cas les accés intéressants ne sont pas univoques mais

fmltivoques, autrement dit a partir d'un objet, on a accés 4 plusieurs autres

(yous avons d&ja évoqué des aspects similaires dans le chapitre 3 pour les

Jierations de niveau plus élévé).
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- Pour affirmer certaines propriétés, i] est intéressant de considérer
fon pas un accés univoque mais un accés multivoque, c'est le cas,
de la propriétés “tous les points d'un arbre sont atteints 4 partir de ta
racine" qui peut se traduire "Ja relation qui associe a la racine tous les
points de l'arbre est incluse dans Ja relation, entre la racine et ses des-
cendants, obtenue par itération de la relation " fil gauche ou droit". nN
en est de méme de toute propriété faisant appel 4 1'"inverse"” d'une fonction
non injective.

par exemple,

a vu le systéme est un systéme d'inéquations car les fonc-
tions sont partielles ; il n'est pas difficile alors de généraliser ces fonc-
tions partielles vers des relations.

- Comme on 1'

- Enfin, certains axiomes, que l'on veut écrire, contiennent des proprié-
tés sur des sous~ensembles. Une sorte particuliére a été introduite » grace4 laquelle les Sous-ensembles et les accés O-aires s'axiomatisent comme desrelations.

l.1.- UN EXEMPLE PRELIMINAIRE,

Avant d'exposer le calcul relationnel
les différents éléments qu'il faut introdui
décrire en utilisant des accés multivoques
tels que nous les avons vus au chapitre 3 p,

» hous allons voir, sur un exemple,

re. Supposons que i'on veuille

les "mots" ou “listes linéaires"

aragraphe 1.

Tout d'abord nous faisons appel 4 une relation "
qui & une place fait correspondre une place, pour mett
nous Ja notons (Place) $ (

Je fait que "

successeur" notée §

re en valeur son profil,
Place). Nous allons énoncer sous forme relationnelle

tout élément a au plus un successeur" en affirmant que Ja “compo-sition de l'inverse de 5 avec S est incluse dan s l'identite".
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tPiace) Sv! (Place) $ (Place) © (Place) {0 (Place)» (Place

Autrement dit, l'axiome que nous venons de donner si on l'interpréte

s‘écrit :

x L(Place) $7! (Place) $ (Place)] y implique x = y

c‘est 4 dire

vz x [(Place) st (Place) S (Place)] z et z {(P'ace) S (Place)] y

implique x =y

ou encore

vz z [(Place) S (Place)} x et z [(Place) $ (Place)} y

implique x =y

ce qui correspond bien a ce que l'on voulait formaliser.

La relation sl est donc la relation prédécesseur.

Un autre accés qui intervient dans les listes Neeaiogs Sit Ta téte

d'une liste. Bien que cet accés soit O-aires, nous le considérerons , pour

unifier les concepts comme une relation T dont le but est Place et +

source est une sorte particuliére notée ( } 4 un Seill avengnt ; v es

donc un sous-ensembte de Place dont i] reste 4 specifier qu'il contient

(au plus) un élément (cf. 3.2.). Nous pouvons aussi énoncer que T n'a
pas de prédécesseur :

1
+()} T (Place) S~ (Place) < () VIDE (Place)

VIDE est la relation vide ; ainsi () VIDE (Place) est la partie vide

de Place.
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Les raisons qui font que les relations sont adaptées & 1'étude des représentations

de types abstraits ont d&jé été dites. Mais aprés les quelques exemples proposés

nous pouvons signaler encore un avantage du calcul relationnel : i] n ‘utilise aucun 7

instance de variables d'individus. Tout. est dit en termes d' opérations de base :
la composition, l'inversion , la réunion, l'intersection, les relations vides et

pleines etc... si l'on a besoin de. spécifier des individus, on utilise encore

des relations dont la source es¢ de type (). Ainsi les propriétés d'une relation
pourront étre prouvées par un calcul dans les algébres relationnelles. Bien que

manipulant des objets de type relation, c'est done un calcul du premier ordre, tant

qu'on ne manipule pas d‘équations récursives [PAR 76] (voir aussi [BAC 78]).

q

oe

1.3.- Les avcépres _RELATIONNELLES, UNE SPECIFICATION DE TYPE ABSTRAIT,.
0 A na me ae ad Ht DP i eA) te Nr wD Oe ek ty

Les algébres relationnelles forment un type abstrait particulier qui constitue

l’univers dans Tequel on étudie la représentatian des objets informatiques ; et
l'étude qui suit est une étude formelle de ce type.

On notera que celui-ci n'est pas spécifté algébriquement. Cette vision est a rap-
procher de celle de C. Pair et H.C. Gaudel qui &tudient le type abstrait "structure
d'information" comme l'univers dans lequel travaille un compilateur . [GAU 78] .

2.- LES_ALGEBRES_RELATIONNELLES 1 PARTIE_SYNTAXIQUE.

La description du langage des alg&bres relationnelles proposée ici, se compose |
de trois niveaux :

~ la deserintion des xekations, elles sont décrites par des termes construits

a l'aide des opérations

* les prédicats rekationnels, il: sont deux : T'égalité et T' inclusion

-ate

~ les assertions, elles s'énoncent essentiellement ccmme une composition

de prédicats. Dans le but de pouvoir les utiliser dars un systéme de
A,

preuve efficace, nous les mettrons sous forme de clases de Horn [KOW 74)

2.1.~ DESCRIPTION DES RELATIONS,

Ne serait-ce que pour considérer la sorte () qui ser’. 4 introdutre Tes

sous-ensembles ; les relations seront toutes typées avec une sorte source

et une sorte but. Par analogie avec la premiére partie, tious écrirons les

relations en majuscules et les sortes entre parenthéses et en minuscule

avec une premiére lettre majuscule.

: (Place) S$ (Place), () T (Place) Qo

Les relations constantes que 1'on trouve dans toute algébre relationnelle

sont

- la relation pleine PLEINE souvent abrégée 4

~ la relation vide VIDE souvent abrégée 2

- la relation identité ID, c’est aussi la relition d'égalité souvent

abrégée £

*X, *Y, *X1, *X2, *XA, X, Y, XL etc... sont les notations des variables

relations, ("T), (#5), (*T1), (#72), (*Ta), (T), (S) ets... sont les

notations des variables sortes.

Avec les relations constantes et les variables relations, avec la sorte ()}

et les variables sortes , on construit des termes en se servant d'opérations :

l'union, l'intersection, la composition, l'inversion et l‘'itération CPigure Te

La dualité de certaines notations provient du fait que l'on veut faire coexis-

ter des notations traditionnelles et des notations susceptibles d'@tre utili-

sées comme données d‘un programme informatique (certains signes n'existant

pas sur les consoles habituellement utilisées).
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NOTATIONS CONCEPTS

{) sorte servant & construire les parties
(Place) notation de sorte de nom place
(*T) notation de variable sorte

(*Source) PLEINE (*But)

} notation de la relation pleine
(*Source) VIDE (*But)

2 notation de la relation vide

(*Source) ID (*But)
E } notation de la relation identite

(#8) [A UB] (#*T)

(*S) [An B} (*T)

notation de I'union des relations A et B

| notation. de l'intersection des relations
(*S) [A&B] (#T) A et B

(#71 )A(*72)B(*T3) notation de la composition des relationsA;B } AetB
(1) a? (48) notation de l'inversion de la relati

(*T) A? (*S) } "(*S) A (#T)

(*T) A* (*T) Notation de J'itération de la relation

(*T) A (*T)

Figure 1 : notations de ltalgébre relationnelle. |

(*T) (CA UB] & [PLEINE (*T1)* x} (#5) est uni terme a

Tr&és fréquemment une algébre ne comporte qu'une seule sorte (disons T) en
dehors de () ; dans ce cas on emplojera une écriture simplifiée pour les
termes en Supprimant toute occurrence de . (T) dans les termes et en notant
la composition”;’ (T) A (T) 8 (T) sera remplacé par A; B
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2.1,1.- RESTRICTION.

Voici quelques restrictions sur l'emploi des opérations et des constantes

- la source de ID est égal 4 son but.

-AUB et Af B (ou A&B) sont bien formés si et seulement si

la source (resp Te but) de A est égale a la source (resp te but) de B

~ (#75) A (*T,) B (#1) n'est bien formé que si le but (*T;) de A

est la source de B .

+ (*T} A* (*T) n'est bien formés que si la source de A est égale a

son but.

2.1.2.- PRIORITE ET PARENTHESAGE,

Afin de ne pas alourdir les expressions par de multiples parenthéses

hous admettrons les régles suivantes :

~ les parenthésages d'expressions faisant intervenir plusieurs fois le

mame opérateur binaire associatif seront omis, c'est le cas de T'union,

de l'intersection et de la composition.

- les parenthésages d'expressions mixtes seront omis en tenant compte

des priorités suivantes pour les opérateurs dans l'ordre décroissant :

les opérations unaires, la composition, T'intersection et 1'union.

2.1.3.- INuTILITE DE LA COMPLEMENTATION.
aa ae See eee fee ee ee eee

Signalons que nous n'avons pas employé la complémentation, opération

dont on peut se passer dans la formalisation que nous proposons et dont

Vinterprétation informatique est difficile.

Ss



2.2,~ Ecriture D‘UN PREDICAT,

Un prédicat est de la forme

terme 1 = terme 2 pour 1'égalité

ou

terme 1 < terme 2 (noté parfois terme 1 = C = terme 2)

pour l' inclusion. La seule restriction est que la source (resp le but) de

terme 1 soit 1a méme que Ja source (resp le but) de terme 2.

2.3,- EcRITURE D’UNE ASSERTION.

Une assertion sous 1a forme d'une clause de Horn est écrite ainsi

antécédent — > séquent

antécédent est une suite éventuellement vide de prédicats et

séquent est un prédicat ou est vide.

3,- LES_ALGEBRES RELAILONNELLES : PABTIE_AXLOMATIQUE.

L'interprétation des termes, des prédicats et des assertions est évidente
et ne sera pas décrites complétement. Disons simplement qu'un terme peut
étre interprété comme une relation, cette relation fait éventuellement
intervenir des variables. L'égalité et l' inclusion doivent étre comprises
dans leur sens classique.

Quant aux assertions, quatre cas: sont a envisager :

- l'antécédent est composé des prédicats Py> +--+ P, et le séquent est s

et alors s est la conséquence logique de 1a conjonction de Pye sees Dy

~ Tantécédent est composé des prédicats - Pye se+> Py et Te séquent est

vide, alors 1'un des Pp; est faux. —

~ T'antécédent est vide et le séquent est s , alors s est vrai

- si l'antécédent est vide et le séquent est vide, alors l'assertion est
la contradiction, tout systéme ol cette assertion peut étre démontrée est

contradictoire.
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3,1.- AXIOMES POUR LES ALGEBRES RELATIONNELLES,

Tout d'abord £es xelations de meme source, mame but forment des tredllis

distributifs avec élément maximum PLEINE et minimum VIDE.

Nous ne donnons pas ici une axiomatique minimum et cel: pour deux raisons :

- une axiomatique minimum en nombre d'axiomes n'est probablement pas

celle qui est minimum en Tongueur des démonstrations et ce point est crucial

lors d'une automatisation.

- ayant abandonné la complémentation on ne peut utiliser 1'axiomatique

de Tardki qui nécessite l'utilisation de la complémentation pour ae preuve

de certaines propriétés qui ne font pas intervenir la complémentation.

Je pense en fait que la construction d'une “bonne axiomatique" (c.a.d un

systame complet de réécriture) doit se faire en s'aidant dz 1'ordinateur

(cf l'article de Knuth et Bendix [KNB 70]

Voici quelques unes des propriétés.

La composition est associative

(s) {X (t) ¥ } (u) Z (v) = (s) X (t) EY (u) 2] (v)

La conversion est idempotente

2) + (s) x27? (t) = (s) X (t)

L'inversion est distributive par rapport 4 la composition

(13). (s)E.X (t) ¥ 172 (uy = (s) Y(t) x7} Cu)

La relation identité est élément neutre a droite pour la composition

{14} + (s) X (t) 1D(t) = (s) X (t)

L'axiome qui suit est un axiome trés spécifique des algébres relation~

nelles, i] n'est pas équationnel, il régit les rapports entre la relation

(11)



vide, 1a composition , la conversion et l' intersection

{T5} (s) ({X (t) Ya Z} (u) = (s) VIDE (u)

~ vl :(t) C£Y (u) 277 9 x4) (5) = (t) VIDE (5)

La composition est distributive par rapport 4 1'union

{Rl} +

{R2} +

(s) X(t) (YU Z] (u) = (s) CX (t) YU X(t) (u)

(s) LY UZ) (t) X (u) = (s) CY (t) XUZ (t) XI (u)

L' inversion est distributive par rapport 2 l'union et a 1'intersection

(R3} > (s) (KU YT“ (ty = (s) exh UY (ty

(R8} + (8) XA YI? (t) = (s) KF A (ey

L'intersection, 1a composition et 1‘ inversion i

propriété suivante sone rene ars
{R5} + — (s) (X(t) YM Zl] (u) = (s) Ex (t) X71 (5) Zn AZ) a

De ces propriétés on peut déduire d'autres propriétés, que nous donnons

{R5'} XsV¥aZze(xnz;y;yaz

{R6} 3X= ‘ ieEsx=x (r7) Eee (ns) ots a cay tee

{R10} Q2;X=X;Q2n

ou encore d'aprés [BAK 72] p. 170

uy XE Skee + Xs LYN T] =X3¥aKGT

(Ri2} Xxce + xhay

{R13} X= (X30 ME) 3X (Ri3'} X= X 3 (U3 Xn €)

{R14} X30 = (Ks ME) s (RISD 5 X HWS (Ty XE)

{R15} X3 nE=x;xX oe {R15*} s¥ocext sxe
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3,2.- AUTRES AXIOMES.

Le produit de deux relations pleines est inclus dans une rel
ation pleine

Ji) > (s) PLEINE (t) (Ss) PLEINE (u) PLEINE (t)

D'autre part () ne peut contenir plus d'un élément

ain () PLEINE () = () 1D ()

De 1a nous dédyisons par exemple le lemme suivant

Nemes + () x(t) xb) X(t) = © X (t)

Yngnstration :

() X (t) = (d'aprés le résultat {R13} ci-dessus) = () [.(tU'n E] () X (t)

= (d'apras {R15} ei-dessus) = () (X (t) x nen (x (t)

= (d'apres (VE) = (1 X(t) 7 (DK Ct) a

3,3,- AXIOMES D’ ITERATIONS,

Nous en introduisons essentiellement quatre (conn 71]

le premier “étoile-union" régit les rapports de T'union et de }'itération

(uy + (s) [KUYI]* (s) = (8) [x#(s) Y]* (s) ¥* (8)

la seconde “étoile-produit” régit les rapports de 1'itération et du 
produit

| {EP} (s) [X(t)¥]I* (s) = (s) {ID UX (t) CY (s) X]* (t) YI (s)

la troisiame “@toile-étoile" affirme l'idempotence de 1‘étoile

{EE} + (s) [X*] (s) = s X* (s)

la quatriéme “etoile-inversion” affirme la commutativité des opé
rations

ny = (s) Oh (s) = (8) x17? (8)
De {EU} et {EP} on déduit facilement

(fu'} (s) [X U YI* (s) = (s) X* (s) EY (s) X*] (s)

Qe méme on montre
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beme 2: XKeY + X# c ye

demonstration

XcY¥ > Y=XUY = yes [XU y]*

[X* YJ*¥ Xe 4 ye

> X*e Y* a

On remarquera qu'il n'existe pas d'axiome "

X* U X* Y [X* y]* Xe

étoile-intersectiaon"” car
il n'y a pas de rapports simples entre ]‘intersection et 1'itération.

Le systéme d'axiomes Proposé ici n'est certainement pas complet,
car Conway a montré qu'il n'existe pas de systeme complet fini pour
axiomatiser l'itération [CONW 71] et Lyndon a prouvé que le systéme rela-
tionnel proposé par Tarski est incomplet et qu'aucune famille finie d'axio-

“mes ne peut axiomatiser les propriétés des relations [LYN 50} ,
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—

Tau X3;¥ 32X35 (¥3 2)

tz al = 1

113} x;yteyl; yl

ir4} X;E=X

(8) x;¥O7ea oy; Tin xylan

ym X; YUZ =X; YUX32Z

ji) YUZ 3X =¥3;XUZ3X
Vs xuyoe glhyyt
(Rt) xnyut se yty yl

RS) X3¥aze=x3 fel; zayjaz

Jas x;yaze(xaz; vt]; 10z
(6) Es X%=X

in} pak

|1k8) gl.g

jo otsry

M0} XR {R10} Q=a 3X

Jian Kis xce + X35 (¥nT] =X; ¥nX3T

my xX 3XteCEk 4 LYAT) 3X=¥3XN13%

(R12) Kee 3 KeX

\ig} X= (XGU ME) eX {RIB} X= X3 (U5 XE)

[RI4} X30 =(X3sU ME) 3 {R14'} Us X= Ws (0 XE)

a YX; ne=x;xX oe (Ris) Usxne=x ts xne
uy Ue U 3U

In QUO eNO gua

ey een Axiomes et résultats sur les
iP} Xi Ye =EUXs ty sXe GY algébres relationnelles.
pi) [Xe]# = Xe

tiv [XU YI" = X* 5 LY 5 X*] _

i

Seo Sa ake
less
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4.- ETUDE_D/UN_EXEMPLE_LES_LISTES LINEAIRES,

4,1,- REPRESENTATION DES OBJETS,

En adjoignant aux symboles et aux axiomes des algébres relationnelles

un certain nombre de constantes et d‘axiomes, on peut décrire une représen-

tation des objets, d'un type abstrait. Nous allons formaliser les listes

linéaires. Supposons que nous ayons deux sortes (Place) et (Alph) et quatre
relations :

() T (Place) la téte

() D (Place) le dernier

(Place) S$ (Place)

- (Place) VA (Alph)

Ja succession

les valeurs

Des axiomes possibles sont les suivants : (ils sont présentés

d'abord en francais ; puis en termes de relations).

La téte est unique

{LL1} + (Place) i () T (Place) < (Place) ID (Place)

Toute place a au plus un successeur

{LL2} + (Place) sl (Place) S (Place) < (Place) ID (Place)

Le dernier est unique

{LL3} + (Place) pt () 0 (Place) < (Place) ID (Place).

Toute place a au plus un prédecesseur

{LL4) + (Place) $ () 8 (Place) < (Place) ID (Place).

Le premier n'a pas de précesseur

{LL5} + () T (Place) STM! (Prace) < () VIDE (Place)

| 1
{LL7}O" 5S = (T38*);S {LL8) T;S*=0; (s"tys

Alations T' , D', S' et VA' en fonction de T,D,S et VA . Nous

re ie
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Le dernier n'a pas de successeur

}ill6} + () D (Place) S$ (Place) < () VIDE (Place)

le domaine de $ est la liste et seulement la liste

(L7} + () PLEINE (Place) S$ (Place) < () T (Place) S* (Place) $ (Place)

La liste est constituée des points que l'on peut atteindre & partir

| du dernier par Jes prédecesseurs

8} + () T (Place) $* (Place) = () D (Place) [S74}*(Ptace:

VA est fonctionnelle

9} + (Atph) va7! (Ptace) VA (Alph) (Alph) ID (Alph)

Le domaine de définition de VA contient la liste

}iu10) + () T (Place) S* (Place) < () (Alph) val (Place)

| -Put? ;tee cua stssee (tt3) 07; oce {114} 5; see

(ils) T; stag {LL6} D;S=R

(Lt9} va7! s vAcE {LLIO} T 3 S*CU" 3 va?

Figure 3 : Axiomes des listes.

4,2.~ REPRESENTATION DE L’ OPERATION Reet

soit £ une liste, on définit 1’opération Rest} en donnant les |

—
jssaierons de justifier ces choix en francais.

La nouvelle téte est le successeur de l'ancienne téte

() T! (Place) = () T (Place) $ (Place)

N'ont de successeurs dans la nouvelle liste que les éléments qui

mt un prédécesseur dans 1‘ancienne
ez

SS
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(Place) S' (Place) = (Place) $7! (Place) S (Place) $ (Place) } tomes: op orce |

si D aun prédécesseur D' est D sinon D n'est pas défini Démonstratipn :

() Dt (Place) = () D (Place) $7! (place) $ (Place) ! pl 9° = (pan deeinition 58 507,087: scan 57

Les nouvelles valeurs ne sont attribuées qu'a des éléments qui avaient $;S 1 ;sc(l2}e;E=£ -
un prédécesseur dans l'ancienne liste “i

“4 lemme 6 : S' 3 SMA cE
(Place) VA' (Alph) = (Place) S ~ (Place) S (Place) VA (Alph)

1 Demonstration : |“lie, i

She S 3S35 immédiat comme pour le lemme 4
T'sT;S 4

“1 Lemme 7: T's S'*s Q
. D=D;3S° 3S

“1 Demonstration :
VA'=S 3S; VA 

i rh golif T’ 3S’ * = (par définition) T;$;5° 38° ;Se{Ll4} T3E
“be + 

]figure 4 : Défirition de Sel slisetsstise (LL8) 928-9

= |d'od T' 3S! 1. Q car Q est minimum
4,3,- PREUVE DE LA CORRECTION DE L’OPERATIONHae e ee ween me ween ne ee ee Theat Lemme 8: D' ; S'=Q |
Nous allons montrer que 1'opération Stal transforme une liste en une ; Démonstration : i

liste aarenstit uu que Tes nouvelles relations vérifient les axiomes D' ; S' = (par definition) D ; s7l 33s) 55 3S {LL2}D: ‘
des listes linéaires. E;E:S=D3 SULLE} = Q 8

. rol 7 
=Lemme. 3: T° ;T'cE tee 9: S3S 5525

Demonstration : Démonstration

rel 3 T' = (par définition) = sl ; Th 3735 S = {R13'} et {R15'} =S; (is) >; SME) = {LL2} 25; st 3S a
eft) st; —€ 3Seflt2zice a

-1 hemme 10: T' 5 S'* = (T 4 S*) 5S
Lemme 4: S') 5 S' cE

Démonstration
Demonstration : T (S')* = 755 3 (5% S 1, S)*
sil 5 s* = (par definition) S?;s;s;s%ss3se qty st;
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{EP} T3$3 (EUS) 333 (85S7)5 5)*5 S)
1
353 $* 3 5)

355 5% 35

= (lemme 9} T 3S UT;E; S* ;S={T4 Ts SUT 3 S* 3

= {R2} (T 3 8*) 3 $ 5

(lemme 9) T; 53 (EUS”

1
n {Rl} T;$UT3S3S°

T' 3 S'* 3 S' = (lemme 9) = T ; S*# 5S 3 5!

Ki {(LL7}U" 3 8°35 S' = (R144) =U 5 (U3 SE) 3 S!

RIS; (S25 Sn £3 S$
-1 -

= (par définition et {LL2})U" ; $235; s95555

= (lemme 9)U ; S'35;5-U'; 8! o

Do; git =T' 3 5'*

D' 5 S'* = (par definition) 0; S235; (9235

= (eP}0; S555 (eust; cs} “Vyas gly 5)

(lemme 9 et {13} et (R1}) D357; 5u0;S75 (5

cr2) D0; (ust; (sty) 5 so}

cep} D; (st)* ; st

5 S35 S

i

0S

5S ={LL6} 0;SUD; (Stj*; 5

{R2} D3 (EU (sv ys ;? a) > S = {EP} D ; (s7hys 35

8 {LL8} T ; S* 3 S = (lemme 10) = T' 5 S'* o

ya’) ; vA' = (par definition) vA! 3 $ 5 $

< ({LL4} et {LL9) ) E a

el,

$

~160-

lemme 14: T' 3 Sie =7Y sqvaty

Démonstration :

T's S'* = (lemme 10) T; S* ; $= ({LL5} et lemme 9)T;S¢35uT;

Sta S ; sl 1S

({R1} et (R2}) T; (EUS*;5); $735

cep} T3S* sts 5-0; wlss?) ss

(par definition) U ; vat oo

Remarquons de qvatyl VA' CE est évident ; ainsi d'aprés les
lemmes 3, 4, 5, 6, 7, 8. 11, 12, 13, 14 ‘Fees transforme une liste 1i-

néaire en une liste linéaire.

4,4,- REPRESENTATION DE L’OPERATION ot,

soit £ une liste linéaire pour definir dy. (a,L) on
définit les nouvelles relations S' , T'

La nouvelle téte est un élément H

+ () T'(Place) = () H (Place) .

La succession S' est la succession donnée par

le successeur de H est T.

S et le fait que

~ (Place S' (Place) = (Place) [S U ut () T] (Place).

La valeur VA' est VA ou bien la valeur de H est A

~ (Place VA' (Alph) = (Place) [VA UHTM! () AJ (Atph)

Le dernier D' est caractérisé par les trois axiomes {LL3} .

{LL6} et {LL8} déja rencontrés.

Notons que pour que ces définitions aient un sens il faut stipuler

quelques propriétés

H est constitué d'au plus un élément

et VA' et l'on caractérise Dp! .

$5gs2eeusises ess Se —————
|
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» (Place) Ht ( H (Place) (Place) ID (Place)

et H contient au moins un élément

> () H (Place) HPQ) = () 1D ()

A ept constitué d'au plus un élément et d'au moingun élément -

+ (Alph) A’ () A (Alph) < (Alph) ID (Alph)

+ () A (Atph) A? () = () 1)

VA n'attribue pas de valeur 4 H

+ () H (Place) VA (Alph) = () VIDE (Alph)

T' =H

ste sun?
VA! © VAUH SA

D's; S'=R pt spt ce

Ts (S')# = Dt 5 (81)

figure 5 : Définition de dy

Hs Hee Hs HSE

AS AcE A; A sE

H; VA=EQ

figure 6 : Propriétés de H et A

4.5,.~ PReuvE DE LA CORRECTION DE

lRemarquons que Tost ee et ve

premier d'aprés les propriétés de H , le second puisqu'il figure dans les

définitions.

; D'c E sont évidents ; le
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H3S=HsSAU; S$ = (par hypothése) H;SNT3 #3 $

={UL10} Hs SU Us; VATS S = (RII) et CLL4) (HU vat) ;

={R5'} (HM (U nH; VA); VAY) ; 5 .

(Propriété de R)

= (HN (29); vA) 35-2 5

Lemme 16 : givl > S'CE

ivl t - =} =
sg st= (Sturt says qsun? T)

(1) Sts surtsassustswtsturliaseted

= (lemme 15) s+; sutt 34;
(par hypothése H; HL = E)

37

esl. “17S 3 SUT" 3T (f{LL1} et {LL2}) — o

‘ ivl =) - ~

so3sh = (sun st) sqsturl, wy

=} $3Stuntstsstussrtsnuwls tsi
o T:S tsQ et Tt ste =e

33 st un? >H cE a '
|

Lemme 18: HS} = g 5

Démonstration :
1

“1 , ah

HS" = ({(R11'} et {LL23}) Hs s 4 n@; s7 ,

(4R13"} et R15'H) =H Sh OW; (S35 t ney i.

= re 3

= {LL4;H 35 lao 38355 1. {LL7} Hs sly a oe svt ie

{ i

ak : LE 2 a
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on continue comme au lemme 15

<Q a

-1
Lemme. 19: H;T cf

Demonstration .

Hs Ths sehs (T; s*) 7) © {LL10} Hos VA sete a

Lemme 20: T'; St} =a

Démonstration

15 8") 2 (par definition) Hs (St UT? 5H) = (RIF HS S

T 54

= (lemme 18 et lemme 19) 2 a

Lemme 21: VA; VAY cE

Démonstration

va'7l ; vA' = (par definition) (VAUH! ; ay}; (auH?; A

eva? ;vauvat sa! sauna sn; vauat sas Ht 5a

or H;VA= get Hi Ht =E

-vA!; vAUA? ; Ac ({LL9) et définition de dy ) £

Lemme 22: H;S'* =HUT 3 S*

Démonstration

H 3 S'* = (par definition) H; (SUH! 5 T)*

= (EU) Hs (#5 Hs Tye 5 Se

= {ep} Hs (Hs Tuse;s 3H! 3 Tye 5 S*

= (lemme 18) H; Ti > T)* 5 S*

= {EP} Hs (UH? ; (Ts; Ht)* 5 T) 3 SH

UH ;
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bla done (1 3 Ho )* = £)

({R1} et {T4}) H ;

= (le lemme 19 donne T ; H

Hs (EUH? T) y Se = -1S* UH; H”~ 3 T 5 S*

= (H 3; S*2 HUH; S 3 S* d'aprés lemme 15 H ; S* = H) HUH 3 yt 5 T 3 S*

= (propriété de H) HUT ; S* a

Lemme 23: T' @3 S'* = Vs (VA')

T! 3 S'* = (lemme 22) “HUT; S* c {LL10}

At sHuu; val

-1

HUW 3; VA

= (propriété de A) A ;

(A; Al ne) 5 HU 255 VA

({R15*} et {V})

sats Hus VAT

{RL} Uf; (A?

(us; Alnvy s Hus val
1

; HU VAT?) = (par definition) a3 (VA a

La plupart des lemmes ainsi démontrés sont des promeIeses des listes,

‘Tes autres propriétés font partie de la définition de dah > ainsi by
est correcte.

4.6.- LA LISTE LINEAIRE Ucde

La liste Vide est 1a liste qui vérifie T =

déduire qu'alors D=2,5=2,VA=8

2 , 1) est facile d'en

4,7,- LA REPRESENTATION DE Gt

= () Q (Alph)
on pose INDEF.
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4,8.- Preuve DE L'EQUATION Reate (ot4 (A,L))= L

Pour montrer que ces représentations sont bien celles des listes,

il suffit de montrer que les Equations du type ahstrait sont vérifiées.

Dans 1a suite, 1a seule & laquelle nous nous intéresserons est 1'équation

Beste (Ay(A,L)) =& , nous allons 1a montrer de facon rigoureuse
comme auparavant.

Notons T, S, 0, VA es relations de ob. » T' 5 S', D', VA’ les relations

de bya,L) et 7", S", DO", VA" les relations de Soeste( y(A,L)) 7

Lemme 24: T= 1"

Demonstration

Tet syste s (Sun st) eHs Sun gH ST

= (lemme 15) H ; HS 5 T = (propriété de H) T 8

S$ ="

seestl syst syste (sunt; ys (sunt; 1) 3 (sun? ; 7)

=(St;sustsa?s;tuttsassurt; xe

= (lenme 15) (S255 ut st) 3 (suH; 1)

slys ysustss yu

-1

stuttsrssuttstsatat

(lemme 18 et 1enme 19) S?3s;suT!;1;5

= (st : sat 3 T)3 S = (lemme 28) [(T ; s#)}, (T 3 S*) NE); S =

{U5T 5 S*N E} 55

{RIL} Us TSS*#S SNES UIVUsSNME=USSNE ={Un €};S5 0

Leme.26: S15 (s¢; Tt TH E= 0

Demonstration

sty r3sylstne-tun stsu;ytae

3H 4 7)5(S UH
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= ({R5} et (12).) Sty ts; enestiA c=s ts isnUs Tine

=) sts Uns; stasi ne

= {tls} $7) ytiwaa)3T0S] ne

= (diverses régles sur2) Q o

teme27: Sts (se: ty ts sestisneestss

Démgnstration :

sly (st; yl sse5T3sne= Gist we Oisne=
sl :U';$n€

= ({R5} et (12}) S45 1s;enB;sjae=s?: te; snBssin

= (ris s+ (2° ne]ssne=stse3sneestssne

=flt2) stys 2

tee 28 (Ts S*)1 5 (Ts s*)nE=St ye surtst

(5s) 75 (Ts S*) ne = (EPP (TUT 5 s* 5s) (TUTs Sq 5)

sviyrurtsrssessust, ces sey trusts 3st;

Ca

= (lemme 26 et lenme 27) T!;tTust;s5 0

VA" = (par définition) gl 3 S' 3 VA" = (lemme 16 et par définition)

=ts?;sutt;1 ; taunt; ay

(lenme 28 et {Ri} 1(T 5 $4)! s (Ts s*)n E13 vaUST GS;3

Wl sauttarawtsa

E
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" (lemme 18 et lemme 19) [(T ; sey (tT; S*)N E13 VA

(RIS*}EUs (T 3 S*) ME] s VA = fuLioire sa: val ne}; VA

(UEO's VAT! A ED 5 VA = ({R15) et (RIS*}) VA 327 NE G VA

{R13} VA 0

u

4,9, THEOREME DE LA REPRESENTATION RELATIONNELLE DES LISTES

Enoncé : Les algébres relationnelles et les opérations décrites dans les

paragraphes 4.1 8 4.7 forment un moddle du type abstrait

Liste [Aliph]

Fonetionnalité

VIDE : (}) — Liste

AJ =: (Alph, Liste) -—» Liste

TETE : (Liste) + Alph

RESTE : (Alph, Liste) + Liste

Axsomatique

TETE (VIDE) = INDEF

TETE (Ad (a, 8)) =a

RESTE (VIDE = VIDE

RESTE (Ad{a, %)) = 2

Démonstration :
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5.- CONCLUSION_ET_BIBLIOGRAPHLE.

L'exemple deg listes montre une représentation d'un type abstrait

en termes d'algébreg relationnelles ; la relation S* et les relations

qui en sont dérivées T ; S* et D ; S* ne sont pas fonciionne}le justi-

Hient ici 1'introduetion du calcul relationnel. Des exemples plus pertinents

pourrajent étre tirés de 1'étude de la représentation de types plus complexes,

notamment ceux qui interviennent 4 ]'occasion de ta description de systémes

d'information. Cette approche nous a été inspirée des travaux de dg Bakker

de Roever, Hitchcock et Park [BAK 72] , [ROE 74] [HIT 72] ious dérivés

das travaux de Tarskj] [TAR 40] . L'introduction du type () nous a paru une

innovation intéressante pour la représentation des structures de données.

On.ne peut pas parler de calcul relationnel et des structures de

données sans parler des travaux de Codd [COD 70] . Nous citerons aussi

} Abrial [ABR 74][ABR 78] qui propose te calcul relationnel pour spécifier

un probléme informatique.

Les approches de £Codd et Abrial n'utilisent pas le mime formalisme que

celles de de Roever, Hitchcock et Park mais en fait toutes poursuivent le

| néme objectif : décrire un type abstrait a ]'aide de relations. Le pro-

blama de la représentatjon dans ce cas nous a paru , pour ‘'instant, trop

complexe pour pouvoir étre exprimé directement en termes d'algébres

filles (relationnelles ou non), c'est pourquoi, dans ce chapitre, les

| relations ne sont apparues qu'au niveau des représentation:.



CHAPITRE VI

aulomatisation des preuves

peat SEA



-169-

CHAPITRE VI

EXPERIENCES D‘AUTOMATISATION DES

PREUVES DANS LES SYSTEMES

ALGEBRIQUES

I.- InTRopucTioN.

Comme i] est apparu au chapitre précédent, les démoastrations dans

les algébres relationnelles sont particuliérement fastidieuses. On se trouve

confronté au probléme suivant :

chaque fois , i] s'agit de prouver une égalité ou une inclusion, 4 partir des

axiomes des algébres relationnelles & et des axiomes du systémes particu-

lier SY que l'on étudie,(les listes linéaires dans le chapitre 5). Confron-

te ace probléme, je 1'ai attaqué avec les moyens dont je disposais a Nancy,

c'est a dire essentiellement le compilateur Pascal.

. Je l'ai abordé de facon classique, c'est 4 dire par des techniques

de réfutation : car pour prouver D 4 partir de “> et W il faut réfuter

le systéme B+ FP ta , c'est 4 dire montrer son inconsistance. Ainsi

une réfutation de D est une suite D,, Dy, eee DL d'assertions ou

o =D et telles que 0; est une conséquence de B+ Fond et Oo, est la

contradiction (vrai + faux par exemple).

En général, Diet est obtenu en inférant une assertion 5, a partir

deR+ Se dU {D), ..5 Dj} et de D0, . La régle d'inférence qui s' impose

est la résolution elle est décrite au paragraphe 3. Elle utilise une algorith-

ne d'unification qui est décrit au paragraphe 1. La procédure de choix de

l'assertion 4 résoudre avec 0; dans (R+3+ D) U (0), orerery 0;} » S'appelle
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ja procedure de sélection, si ce choix se fait dans (R+ Pe D) ta sélection

s'en trouve grandement facilitée puisqu'on opére toujours sur Je méme ensen-

ble, on dit qu'on fait alors une résolution Linéainc. Dans le cas général,

la résolution linéaire n'est pas compléte, c'est 4 dire qu ‘elle n'arrive pas

4 réfuter toutes les familles contradictoires d' axiomes, compte tenu de la
spécificité de notre objet (études de propriétés algébriques) et sous 1'in-

fluence de Proleg [COL 75) (ROU 75] [WAR 76) et Kowalski [KOW 74] , nous

avons choisi un cas ou cette réfutation est toujours possible, c'est celui

des clauses de Horn ; ce sont des clauses de la forme 7 Py Vee, q

ot Py> +++s Pas 4 Sont des prédicats sans négation, nous les écrirons

sous la forme Py» -++sP) 4% q . Malgré cela, le fait que la recherche

se fasse par essais et erreurs rend les preuves extrémement longues. Aussi

est-il apparu qu'il fallait “programmer” Ja preuve, autrement dit 1’orienter

pour aboutir a une solution sans retours en arriare (ou trés peu). Dans le

cas de ]'égalité, une méthode de réécriture a paru efficace. L'algorithme

de superposition de Knuth et Bendix (déja cité au chapitre 3) fournit un des
outils les plus efficaces pour améliorer la Programmation de la preuve dans

un systéme algébrique.

Avertissements :

Les algorithmes d'unification sont présentés ici en se servant des
types abstraits et autant que possible de la spécification algébrique de

ceux-ci. I] est certain que des recherches doivent étre poursuivies pour

rendre le développement encore plus systématique et rigoureux, au-départ

ce n'était pas mon objectif. $i l'on compare avec 1T'exposé de Huet, on

notera que l'on obtient une plus grande clarté au niveau des algorithmes

proprement dits.

Ce chapitre ne vise pas a présenter un produit parfaitement fini,

mais seulement les résultats de travaux exploratoires sur les possibilités

de démonstrations dans les systémes algébriques et parmi eux les algébres

wih
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relationnelles. C'est pourquoi on insiste essentiellement sur l'aspect

expérimental. Ces recherches trés liées 4 celles développées 4 propos des

types abstraits seront poursuivis en collaboration avec Fernand Reinig.

2.- UNIELCATION:

2,1.- PRINCIPES GENERAUX.

Voici quelques définitions (voir le chapitre 5 de la thése de Huet

(HUE 76]). Soit un ensemble de variables, soit P(F, X) J'ensemble des termes

sur X . On suppose que F n'est pas constitué seulement de symboles mona-

diques et que tous les symboles sont homogénes.

Définition 1:

Une substitution est une application de X vers P(F, X) presque

partout égale & l‘identité (i.e. sauf sur un ensemble fini de variables) a

definition 2 :

Pulsque P(F, X) est Ja F-alg@bre libre, o se prolonge en un mor-

phisme encore noté o de P(F, X) vers P(F, X) o

Definition 3 :

On définit un ordre sun P(F, X) de la facon suivante , el «< e2

s'il existe une substitution co telle que cel =

L'ordre s‘étend par extensionalité a l'ensemble des substitutions

en posant

og tT o We € P(F, X)} coe< Te

que l'on peut montrer étre équivalent 4

Oo <¢€TtT = F0 t= po

Un automonphisme de P(F, X) étend une substitut'on de X dont le

codomaine est inclus dans X
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el # e2 o 3 & permutation Eel = e2

on appelle aussi cela une pewmutation des VARAAbLES.

et

Ga@q > 3 € permutation o' = fo

om Ve€ PIF, X) ces oe'

<PCFLX) / @ 3 > est un inf demi-tref]lis bien-fondé c'est a dire que¢,
est un ordre et que tout couple de classes de termes (el, e2) admet une
borne inférieure et il n'y a pas de chaines infinies décroissantes. Ainsi
tout ensemble majoré admet.une borne supérieure. Unifier des classes de
termes €]1 et e2 c'est trouver le majorant des classes de fel] et [ed]
c'est 4 dire c'est trouver [el] v fe2] , s'il existe , et aussi la subs-
titution telle que vel = el vy e2 et oe2 = el v e2

est un représentant de la classe

plus géndnral urifieur de el et e2

suffit. Unifier et

T'équation el = e2

> ol el v e2

. Cette substitution est appelée te

- En fait, seule la substitution

et e2 c'est aussi d'une certaine maniére résoudre

On va proposer un algorithme dans le cas d'opérations d‘arité
1 et 2 puisque c'est ainsi qu'il] a &té codé.

La généralisation ne présenterait aucune autre difficulté que
technique.
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UNIFIER (ri, r2) =

cas rl =sloptl et r2=s2 op t2 oh pels, &, YU}

alors SUP(UNIFIER(s1, $2), UNIFIER(<1, t2))

cos ri =si' et r2 = s2' alors UNIFIER(S1, 52)

cas rl é€ Cet r2€C et ri=r2 ators IN

cas rl € Var et v2 € Var ators AF(rl, r?)

cas yl € Var et r2 ¢ Var

alons 44 rl n'apparait pas dans r2

akons AF(rl, r2)

sinon ECHEC

cas vl ¢ Var et r2€ Var

alors 44 v2 n'apparait pas dans rl

alors AF(r2, rl)

sinon ECHEC

autrement ECHEC

Les types utilisés dans cet algorithme sont :

- Terme, c'est l'ensemble des termes représentant les classes de termes.

Puisqu'il stagit de représentants quelconques de classes, on a le choix du

nom des variables, aussi on choisit pour chaque terme un, ensemble de varia-

bles différent de l'ensemble des variables de tout terme que l'on cherche 4

unifier avec lui. Anticipant sur la suite, on peut signaler que ce ne sont

pas tes termes qui possédent leur propre ensemble de variables mais les

assertions, cet ensemble est commun 4 plusieurs termes et disjoint de l'en-

semble des variables de tout autre assertion.

- Sub, c'est l'ensemble des substitutions .

Les opérations sur ces types sont :

IN : (} + Sub

qui est la substitution nulle part définie

AF : (Var, Terme} + Sub

oi AF(x, t) est la substitution définie seulement en x of elle vaut t
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SUP : (Sub U {ECHEC} , Sub U {ECHEC}) - Sub U {ECHEC}

est une fonction qui, 4 deux substitutions (différentes de ECHEC) fait

Correspondre la borne supérieure de ces substitutions si elle existe sinon

elle prend la valeur ECHEC.

Var : (Terme) + Bool

est une opération postfixée qui prend la valeur VRAI si elle s'applique a
un terme qui est une variable et FAUX sinon

2.5.~ UNE PREMIERE VERSION bE UNIF,

Pour obtenir une forme plus efficace de l'algorithme , on cherche
a obtenir une procédure ot T'appel récursif que J'on rencontre dans le cas
od rl =slop tl et r2=2 52 op t2 se trouvent en position récursive
terminale ; pour cela , on définit une fonction UNIF qui posséde un para-
métre de type substitution. Son profil est donc

UNIF : (Terme, Terme, Sub U {ECHEC}) -~ Sub U {ECHEC}

sa description est donnée par la Figure 2.

Notons que sur le type Sub de nouvelles opérations sont définies, ona:

~ AFF : (sub U {ECHEC} , Var, Terme) ~ Sub U {ECHEC}

AFF {o, x, t) est la substitution obtenue en affectant le terme t ,
en x , 4 ta substitution o

AFF(ECHEC, x, t) = ECHEC

- IN: () = Sub

Remarquons que AF(x, t) = AFF(IN, x, t)

~ EVAL : (Terme, Sub U {ECHEC}) = Terme U {1}

si t#i et a # ECHEC alors EVAL(t, o) est le terme obtenue en subs-
tituant les valeurs associées aux variables par go s'il y a de telles valeurs.
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sure 2

Les références entre accolades se rapportent 4 la ae
 Sd ri

jon la plus 2xtery Puisque le méme opérateur apparait hag Gt a 4a anak

i ‘unification déet r2, Te résultat de l'uni om oo a a

de la substitution o est le résultat de l'unification de

| dans le contexte de 1a substitution UNIF(sl, S25 ¢)
ésultat de‘a Pulsque l‘opérateur ' apparait dans ri et r2. le résul 3

UNIF(r1, r2, o) est UNIF(s1, s2, 0)
yate

s .,

8) ri et r2 sont la méme constante donc Vunification est

{4} rl et r2 sont des variables

| {41} puisque rl =r2 le résultat est o

a t deux
{421} les valeurs associées 4 ri et r2 par 9 son}

| termes vl et v2

| {4211} on peut unifier les deux termes puisque r2 n'appa-

rait pas dans vl et rl n'apparait pas dans vl

| et le résultat est mm , on évalue vl et v2
| en se servant de un (on doit d'ailleurs trouver le
| méme résultat) , et on affecte cele 4 m en ri et r2.

{4212} on ne peut unifier, c'est un échec

{422} og n'est pas défini en r2

{4221} on affecte via oa en r2 puisque r2 ne contient

pas vil

{423} sym@trique de {422}

i e{424} o n'est défini ni en rl nin r2 on affecte le term

| r2a ri

{6} yl est une variable et r2 un terme

{51} rl n'apparait pas dans r2
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{511} aucune valeur n'est affectée 4 rl paro on y affecte 2.

+512} on unifie dans le contexte de ola valeur affectée a

rl parg avec r2 et s'i1 n'y a pas échec on trouve Ja
valeur p ony affecte EVAL(v1, p)

résultat

{6} symétrique de {5}

en rl, c'est le

{7} tous les cas of une unifcation était possible ont @té envisagé, c'est
un &chec.

2,5,~- UNE DEUXIEME VERSION DE UNIF ,
ee ce ee et A ee er ye ee

L'examen de la premiére version de UNIF appelle les commentaires
Suivants qui vont nous permettre d'améliorer sensiblement lfalgorithme.

~ 4 la ligne 4211, est-il utile d'é

résultat de 1‘évaluation en r2 ad w précisément ?
On doit pauvoir affecter Seulement v2 4

valeurs de wm 1'évaluation de v2 . Pour ce faire, un po

valuer v2 en nm pour affecter le

wet retrouver par les autres

inteur vers le sous
terme v2 suffira, i] est inutile de recopier v2 ou son évaluation.

- 4 Ja ligne 4211 et a Ja ligne 424, on voit que
font coincider les valeurs affectées a yl

les opérations

et v2, autrement dit il est
intéressant de regrouper dans ce cas les variables en classes d’ équivalences
ce qui va, en moyenne, diminuer les cas a envisager, en effet 41 devient
un test d'identité de classes d'équivalence et non plus de variables

De cela,

couples (p, a)

on déduit une représentation des Substitutions par des
ou p est une partition de l'ensemble des variables en classes

d‘équivalences et a est une attribution de 2 ou d'un terme non comp]éte-
ment évalué & chaque classe. La définition de UNIF es
Son profil est

UNIF : (Terme, Terme, Partition, Attribution) = ( Partition, Attribution)

|

!
|

t donnée par la figure 3, |
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A eas 
5

Le type Partition [Var] est constitué des partitions ou tne ray

d'équivalence He variables dont les opérations principales sont (c"équ

f IND . { ay tition, var) vor
1 au lass ans a tit ée.

qui fournit un nom assoc é nec e dans une p r 107 donnée

UNION: (Partition, Nom, Nom) = nahin | unigcent

qui fournit la partition obtenue 4 partir d'une partition donnée 
e

deux classes. 
oo

Dans le cas présent, FIND vérifie | identité :

FIND(UNION(p, ny mn’), %) =

44 FIND(p, x) = n' ahors n

adnon FIND(p, x)

: étrique
Cette équation n'est peut étre pas Ja meilleure car elle a'est pas =

 “4

; a i i ea
n eten n' 3+ par contre elle correspond a une implantation facien. ;

mettre en oeuvre.

LPF : () » Partition

é ‘agalitéest la partition la plus fine, qui correspond par conséquent 4 1'ég

EG(x, y) = EG(FIND(LPF, x), FIND(LPF, y)) hans

‘est Aa dire x =y 4 et seulement si leurs classes sont égales. acles = 
i

tre implantation les noms sont des variables, représentants privilégnotr

de leur classe. 
ees

- Attribution est constitué d'attributions de termes ou 
de

des classes de variables.

AT : (Nom, Attribution) + Terme U {1} lye
el aad 

8

fournit le terme attaché 4 une classe par une attribution donnée

a, Sinon 
_—

MODIF : (Attribution, Nom, Terme) + Attribution _

i eMODIF(a, n, r) transforme une attribution a en affectant le term
. &

la classe dont le nom est n
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AT(n, MODIF(a, n', r)) = 4d n =n! along

4inon AT(n, a) "
Ni .CONT : (Terme, Nom, Attribution) + Bool

NOCONT(t, n, a)on, rend la valeur VRA i

attribués par ]' fae tePar l'attribution a aux variables que t a vasnt (et ce de

fagon itérée) ne :contiennent pas d'

Ja classe de nom 1 occurrence de variables appartenant 4

RIEN : () + Attributi
Vérifie en

AT(RIEN, n) = 4

Enfin l'algorithme utilise Ja fonction

€ Terme : (Terme U {1} ) + Boo?

x € Terme a la valeur VRAI si x #2 et FAUX
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Les références entre accolades se reportent aux jignes de \'algo-

rithme de la figure 3.

{1} On fait appel deux fois récursivement 4 UNIF. Donc, si UNIF(S1, S25 P» a)

fournit le couple (p's a‘) résultat correct de Tunification de

s1, s2 dans le contexte de la substitution décrite par le cou
ple (p» a)

et si UNIF(t1, t2, p', at) est aussi correcte, a ors

UNIF(s1 3 tl, 52; t2, p» a) est correcte.

{2} est aussi un appel recursif a UNIF qui se traite com
me {1}

{3} rl et r2 sont des constantes égales, donc l'unification est un
 succes

et la substitution reste décrite par (Pp. @)

A la méne classe dans ja par-

{41} rl et r2 sont des variables appartenant
et la substitution reste

tition p ; l'unification est un succes

décrite par (P» a) -

ariables appartenant 4 deux classes dé
signées par

{421} ri et r2 sont des v
buées des termes AT(fl, a) et AT(f2, a

)
fl et f2 auxquelles sont attri

{4211} Les termes AT(fl, a) et AT(#2, a) ne contiennent aucune

es des classes de r2 et rl respectivement. Ainsi 1

la substitution résultant de J'union

contexte de ta substitution

Ii est bien entendu que

variabl 
e résultat

de ltunification de rl et r2 est

de la classe de rl 4 celle de r2 dans le

obtenue en unifiant AT(f1.a) et AT(f2,a)-

cette derniére unification ne peut unir les classes fl
 et f2.

{4212} Si le terme AT(fl, a) contient une variable, disons x2 ,

de la classe f2, \tunification est un échec, car on aboutirait
 4

une substitution paradoxale x2 > = AT(f1, a) (x2)- 1] en est de méme

pour 1'autre alternative
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{422} Aucun terme n'est attribué a £2 3 ltunification est l'union de fi

et f2 , si AT(f1l, a) ne contient aucune variable de la classe #2.

{423} Est le symétrique de {422}

{424} Aucun terme n'étant attribué a fl et a f?2 » Tunification est

obtenue en unissant ces classes

{5} rl est une variable et r2 est un terme non variable

{S11} Aucun terme n'est attribué 4 la classe fl de rl, et r2 ne contient

aucune variable de fl, donc l'unification est obtenue en attribuant

r2.4 la classe de rl.

{512} En unifiant le terme AT(fl, a) attribué 4 fl et r2, on obtient

une substitution (pl, al) ; si (pl, al) est un échec alors 1'uni-

fication de ri et r2 est un échec, sinon on attribue r2 4 fl,

car l'attribution de f1 n'a pu étre modidiée par l'unification car

ni r2 ni AT(fl, a) ne contiennent de variables de la classe fl

{52} Est un échec puisque r2 contient une variable de la classe r2

{6} se traite comme {5} °

{7} Tous les cas of une unification était envisageable ont été épuisés ;

l'unification est un échec.

2.7.~ COMMENTAIRES,

L'algorithme décrit ici est tras

dans sa thése [HUE 76] bien qu'ayant été

cependant quelques différences :

similaire 4 celui proposé par Huet

analysé indépendamment. Signalons

- la recherche se fait en profondeur d'abord dans les termes.

- T' implantation des partitions n'utilise pas l'algorithme de Fischer~Galler

en ce quiconcerne UNION. En effet, c'est toujours te Paramétre gauche qui

servira 4 désigner la classe, au lieu de faire intervenir la cardinalité des
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classes. Cela @conomise un champ dans les structures décrivant une variable,

sans enlever le comportement linéaire moyen, semtle-t-il. (voir {AHO 74}

exercice 4.16 et 4.17 et Ja thése de HUET page 5.50).

> une présentation avec des types abstraits donne une exposition claire.

11 est cependant intéressant de voir comment on peut justifier

le passage de la premiére @ 1a deuxiéme version Je UNIF.

3,- RESOLUTION.

Dans 1a suite , les seules assertions qu2 l'on considére sont de ta

forme : pl, ..., pp—» q od pl, ..., pn est une suite éventuellement

vide de termes et q est un terme qui peut étre absent. Chaque assertion

posséde son propre ensemble de variables, différent de celui de tout autre

assertion ; la notation externe de ces variables est *X1, *X2, *X3,...

si bien qu'une variable *Xi qui figure dans deux assertions différentes,

repére en fait deux variables différentes (ceci est surtout valable pour

comprendre les exemples)

Faire la 2ésofution de l'assertion

pl, ..., pn ~ q

avec i'assertion

PL, 2

consiste 4 trouver un terme ri

titution o et 4 construire l'assertion

s im > U

opl, ..., opn, orl, ..., ori-l, oritl, .. , orm - ov

Pratiquement on construit une assertion o& l'on a étiminé les pré-

dicats redondant ou triviaux {par exemple t = : en partie gauche).

cca ie esi

qui peut @tre unifié avec q par Ja subs~-

|



-186-

4,~ REEYTATLON.

yp éses sont Pp ees co une s mp 6 |
Les h oth n résent mme un ami le d assertion composée —

de deux parties : |

- un s : .@ axiomatisation des opérations de la structure algébrique

mH , 
. 

‘

@ axiomatisation des propriétés des prédicats d'égalité et

d' inclusion.

Le résultat @ prouv ier conduit un j ; -

négation s ‘écrit € négation qu'il faut réfuter, cette

pl, ..., pn -

Supposons que l'on veuille prouver

*X = ¥Y | AY c= *Z 4 OX = #7

Cela est équivalent 4 prouver

V*¥X ,WwFY , eZ *X = #Y, FY = #2 4 *X = 47

sa négation est

3A 3B AD A=BaB=D a 1A20D

sous la forme de clauses de Horn, cela revient a ajouter les hypothéses

> A=B8

> B=OD

et 4 refuter

A=D ~ a

Le plus souvent n vaut 1. Le but de la ré ;

l’assertion vi a réfutation est d'engendrer

tions d ea La procédure de sélection, proposée ici, essaie les ;
ns dans ]' : sser-

asad ordre dans Tequel on les a écrites, jusqu'a créer par rés
oluti

velle assertion. On itére | il
: . e@ processus avec

Di ; cette nouvelle a i
fférentes observations conduisent 4 des retours arriére : ssertion.
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3 résoudre, trop grande profondeur de 1a réfutat
ion,

absence d’assertion 4

assertion ayant un trop grand nombre de variables ou d'opérateurs
, assertion

"contenant" une assertion appartenant déja 4 Ya réfutation. 
Ainsi certains

paramétres fixés par l'opérateur fournissent au progranme de
s moyens é'éviter

ns des directions qui paraissent a pr ori des 
impasses.

‘aviter les recherches exhaustives (ou back-tracking
)

temps de preuves.

sont limités au

des recherches da

Le souci essentiel est d

qui engendrent une explosion exponentielle du

Le meilleur des cas est celui ou les retours a
rriére

maximum (un pas ou deux).

Preuve de la transitivité de }'egalité 4 partir de celle
 de 1’ inclu-

sion.

Deux preuves sont donnees aux figures 4 et 5. On obs
ervera deux différences:

- une profondeur de 12 et 51 assertions engendrées pour l
a premiére

- une profondeur de 30 et 257 assertions engendrées pour 
la seconde.

Les différences proviennent du choix de la prefondeur
 maximum

de recherche.

- Dans le premier cas, 12 3 c'est le choix optimum, car llconduit 4 un échec

~ Dans le deuxiéme cas, 999, autrement dit, aucune limi
tation pratique.

que les deux demonstrations divergent 4 partir de 
la

On remarquera

D= Ky : Xy cA dans
9a assertion et qu'il faut 4 etapes pour ref

uter

le premier cas contre 22 étapes dans le second.

Les autres paramétres ont été choisis ainsi :

- 1 variable au plus par assertion ; en acceptant deux variables au plus, on

créérait inutilement de nouvelles variables qu'il faudrait en
suite éliminer,

retardant la refutation.



treet ttsaaqnoogs 2 guna vw gANngud WTSATMGNIONS JLA LNO SNOTLYSSSV 1SSEGRE REE REESEHEARED ER ERE RK EEE ee Onsgqvad ¢T NG GWINOAHL aT aeNOLLYSSSW,7 3d LIdgans 1t <-d=¥i SV Swat 2k Wi wNETEao NOacaeee | @X%_ =O0= TX# <7 TX aXLUNWSiTian Na£ <¢- ¥Y s0= ¢£ <= WY =d= 9Xs ' 1 = BisNOTAUISSY AWFT aT WI LNaTLIO NO£ QX%y =O= [Xx <7 T¥e = 9XsLNVSTTILO NG1ab = * aX == 0 a £ <= YW s0= OXe © Bex 7 NOILUSSSY AWaAL 6 ES aeI ‘is == TX fx =O=£ @Xq s0e O¥s <m CXe =0S The ea ng£ <- W =d= a; gqIago NONOTaYGSSW WIT @ WT UNETLEO NLNWSITIALO NS=O= OXs 4 OX4 = GFfo <- vse 9/7 d =0s BXs OeROTUNSSSY NBT LWT awaTudo voa == il _** tie "e * UNWSTTIaa Nafe ae Pt De OK 4 BX HD~ SE£ <- W =d= 9 / g =Dd= gNOILUSSSY SWHI G WT LNIIagO NO7 @ sy <-ENVSTIIGO Ngfo <- ¥ s0= a / a =d= ax, GXe = ¥VNOITGNSSSW GWII b VI aNITLBO NO* [Xe =O= AX, <- TX* = OX,INVST1Ian NG<= © == 0 / G =D= 6X4 ‘ OXy =D ¥, NOTGUISSY ANTI € VT ANSILEO NO a i= pe * OX =D= O¥,e <- 7¥y =D= TX* ‘ [Xe == @x aun 4 b Sanbry LNWSETIGN NG<= ¥ =0= 0‘ g ede ¥, NOIGYASSW AW3I Z WT GN3TagO No* TX* = @Xx <= OX, =D= [Xe 4 TX, =D= OX»LNWSTTIGN Ng. $ <p qey& 30 avwa No.7NOTLVLAATY WI 3a anaga"<~ d=v0 WaILNIsY va" KyaXy CH Xy=O=ky 7 AezDaXy2X es0=Ka <- Keak,£ KaeO=Xy CH Ax=Kx8 NOISQIONI garitwos SLYOddvy Af 2etO=Xe <- ZesD=ke ! Ag =D=¥y® NOISOIONI,T ga ALIATLISNUNG Atd=@ <-3 fd=W <-SNOTLWWYLT } a ® NOTSOIONI,T 39 99199 aq qILuvd VY BLITvogI,1 ga SJLIAILISNUYL wd aa annie aSAIWINdINS WYAS FLNICIOGNa WT and sunsavesdo,d sotd sSrodSdVI¥ddNS WYAS ANAIWAYG WI 305 sungavygdo,d sod SIodg GO" GNYNSGNOD NOLLYISSY FLOWSSWTYdINS wuss suVvoTagud % ad soit no sataviywa z QA8°—P LNYNILNOD NOLLYaSssy FaNda40 SO1Td UNYNILNOD NOTLNISS¥ coralennZT ¥.9SNC SNAINDIONG NG ANDINA A, Ee rt ae ET
|



fo ¢—= wed’ @ sd= 0NOIGUESSV AWAI 7T WI BNTLdO NOfaqs ¢-ENYSTTIGN NG£ ¢— Y= OXe ’ OXe =0= a‘ I = OeNOLUNISSY AWHI ET WT GNaTLaO NO2 TX, =D= OXe <- [Xe = O¥eLNVSITILA NFfo og W= OXs 4 Gd == OX * OXy == 4NOITLYSSSY WAI ZT WI LNaTLEO NO2X0 = OXe <= OX%e =D= [Xe 4 [Xa =0= B¥eBNYSTTIGN NFS Sanbiyi <= OX. = a ‘ WY = OX»NOITGUISSY AWAL TT WT LNATLEO NO£ [Xe =D= OXe <~ [X# = OXBNVSTITIGA NG: <- ¥ == OX» ‘ GXe = qaNOILYAISSY AWSI AT WI INaTLEO NO2 [Xs =O= @X%y <- TX« = OXe' LNVSTTIGN Naa

T £ <= VW s0= OXe { OX, == 7NOTGWASSW AWST 6 VI GNSTLAO NO1 Xe =O= O¥e <- ZXe =O= TXe § TXw =0= ANsUNYVSTITLN Ng$ <= W == dGNOTAYISSY AWAIT 8 WI GNaILdO NOfqe2d<-UNWSITITIGN NF£ <¢— W =0= Gd % @ =0= Xe 4 G¥s = 9NOTLYASSY AWST L WI GNIILgO NO$ Xe =O= GXe <- TXs = GXBNVSTITILO NFf <= WY =Dd= dad 4‘ d =D= A¥s 4 ANy =O= ATM" MOE LSIASSS BIRT Fyre see ta 83>€ <= Y =D= a ’ d-=3= 8NOILYISSY Swat ¢ WT SNSIGEO NO{@g@ewceLNVSTTILN NI' <= WY =sd= da 4 9 =D= Avy ' OX, = VNOTLYISSY ANAT F VT GNATLIO NO{ TX* == OX <- TX = OXsLNVSTILIGN NFi <- W =d= 0 4 Gd =0= 8X4 ' AXs =O=NOTGYISSY GNSI € WT LNATLGO NO2 2Xe =D= AXy <- ZXe == TX ' [Xe =D= O¥yGNYSTITGO NF§ Sanbry

S td ! <- WY =d= a a g == ¥NOITLYSSSW FWIT Zz WI GNITLGO NO£ TXs = 4Xx <- @Xs =O= [¥s ’ (Xs =D= OXsLNYSTITGN NGi <= 1s v¥ad avd No13 NOTAVLNAIN WI 3a anagzadca1"<- GsA) WILNITIY v A, AgaXy <- XyeOrRy ‘ Ay=D=XyXesDaky <= Kye eXy

£ Re=DaNy <~ Kee Xe8 NOISMIONI GarIwoa sawwodavy a

i Ze=OaXy C~ Zeek, ! Ke=D=X¥y® NOISNIONI, 1 3G JLIAILISNWYL @fds@ <~*d=V <-a SNOLTLYWeTaIV xXngd A

9 NOTSOIONI,T Gd FITTS JD YILNWVd VY ILIIWOI,T FQ ALTATLISNVYG VT 3G FANN aAFAWLYddNS WYAS J“NACAIINd VI FAO SYNILWUIdO,G SNT4d STOI GO’P AUNYNTZNOD NOTaYaSsy JunowdaWIeddAS WHSS JY3IWaYd YI UNO sungavYsdO,G SNId STOI BO’P GUNWNAGNOD NOTANISSY FanTANTYGIAS WSIS SaVOTIINd bv Bd snId NO SATdVIYWA z 3a SOTa LNYNTGLNDD NOTUNAISSY FLAG566 ¥,NSSNC ANFGNOIONA NA FON AADTY
||



SSIYANAONA ALF LNO SNOILYISSW tzEERE ERLE REEL EERE RAE KER ERA R EREDSadVid @€ NO SWAYOTHL 31 YsANOyd unodfae <-NOILYASSW,1 3d LIIANS TI: <- @%e1 = 9d 6 OX, = ¥NOIGYSSSY JWHI gf WIT LNATLGO NO£ @¥s, =O= [Xa <~ TXs = OXLNVSITIEO NG2 <- VW =D= Xs 4 8X4 = aNOILNSSSVY GWAI 6% WT LNATLSO NO£ [Xe =0= OXe <- TX, = AXy
§ 3anbt3 LNVSTTILON NGi <- VW =d= OX, ' OX, =D= aNOITLYASSY ANTI 8Z WI GNATLEO NO$ @Xe =O= GXe <= 2Xe =D= (Xe / [Xx =D= OX¥aLNVYSITIGN NF-193-$ <- WY == @NOITLYSSSV FWHI 24% WI LNTILaO NO{@swv<eBNYSITIGN Na$ <- Xe = 9’ W == aX, ’ OX, = ¥NOIGUISSY FINAL 9Z WT GNSILGO NO£ [Xe =0= OX%e <- [Xe = 9¥%yLNVSITIGN NSf <- OXy = © 4 GX¥x =0= Wf W =0= OXsNOTGUASSW JWAI GZ WI iNaTadoO NO£ TMs = OXs <- OX* s0= [Xe ' [Xs =O= A¥sLNVSITIGA Ng$ <= GX¥4 = a! W = GXeNOILYSSSY GWAI ¥Z WI LNAILGO NO$ a= W <-

f <- Xs = §@ 4’ w= 6xs ‘’qeayNOITLWYGSSW SWAI £€Z WI LBNITLAO NO* Xe =0= OXs <- [Xy = OXLNVSTIIIGN Ng' <- @ d= ¥' Ox, =a‘ we OXNOTLUGSSY GWAI 2@Z WI ZNAILaO NO[Xe =O= @Xe <= [Xs = OXy —— LNYSITIGN NZ$ <= @ ede vy '¥ =D= OXe ’ GXy = @NOILYSSSVY JWHI TZ WI UNSTLGO NO* [Xs =O0= OX, <- [Xe = OX»UNVSTTIGA NG<- 9 =D= VW ¢ WV == 6Xs ' GXs <O= @, NOILGgSSW aWwat 82 VI ANSILGO NO* €Xe =O= OXs <- CXe =0= [Xe ‘ [Xs =O= OXyUNWSITIGN Na* <= @ s0= ¥ ‘ ¥ =d= 4. NOILYGSSY SW3I 61 WT GNaTLGO NO* Xe = O6Xe <= OX =O= TX ‘ [Xe =O= OX»“LNVSTILLN Ng -192-fo <-wedNOLLNGSSWY SWI 81 wl GNIILGO NOfaqsq<-ENVSTUILO Na: <-~ V=2aq' @X, = a? OX, = @NOTLYISSY GWE £ZT wd LNITGAaO NO$ OXe =O=s [Xe <- TXs = OXeGBNWVSTTIGON NA# <= Ws! @ sd= axe ' ON, = CGNOILYASSY GWHI 9T vI LNGILgO NO£ [Xs == OXe <- [Xe = OX%LNVSTIILN NI* <= We a@tgNOLILYASSY FW£ Xe =O= GX, <~ ZXy = O= OXe ' OX4 =O= 7Tt WT LNSTLSO NOXe 7 [Xs =O= ANswNYSTITiIN NG grogo=



-194-

- 3 prédicats par assertion ; on limite la longueur des assertions ; 3 est

d'ailleurs le minimum pour ne pas aboutir 4 un échec

- le nombre d‘opérateurs (y compris Tes constantes) a été fixé a 4 fois

celui de 1a premiare ou de la précédente. Ce paramétre ne joue pas un réle

important ici. 4 a paru raisonnable

Notons que si on permute les assertions “transitivité de 1" inclusion"

et “rapports inclusion-égalité", on ralentit la Preuve. Le théoréme est

prouvé en 23 étapes et 41 secondes et 1140 assertions sont engendrés, pour

une profondeur maximum fixée 4 999. Cela s'explique par le fait qu'on a

intéraét , dans la preuve, a utiliser le plus tét possible la transitivité
donc @ 3a disposer avant les autres o

I] est possible de doner une interprétation opérationnelle des
assertions de la forme pl, s++s PX + q_. Si un terme a la forme gq dans
une assertion a réfuter, i] est possible de le remplacer par des termes ayant

la forme de pl, ..., pn. Cela ressemble 4 un appel de la procédure Gg,
dont le corps est pl, ..., pn

5.~ LE_CAS_DES_ GROUPES.

Comme cela arrive souvent dans les probléies de preuve automatique,
les premiers essais ont montré qu'un systéme aussi général n'avait aucune
chance de prouver en un temps raisonnable méme les plus simples des lemmes
de I'algébre relationnelle, 4 moins d'une disposition judicieuse des axiomes.
Pour cela, il faut avoir des connaissances sur le comportement du systéme.
Afin de dégager les principaux problémes, i] est raisonnable d'étudier une

structure algébrique plus simples ; les groupes fournissent un bon exemple.

On se place dans le cas of le seul prédicat est l'égalité. L'axiomatique
faible des groupes (associativité, existence d'un élément neutre a gauche
et d'un inverse & gauche) pas plus Gue I'axiomatique classique ne constituent
un bon systéme pour faire des Preuves. En effet , il y a un trop grand choix
sur les régles a appliquer pour “réduire” une formule a démontrer.

-195-

Afin de mieux expliquer le comportement des axiom:s, ceriyens

les comme des réécritures, autrement dit distinguons une paneie Chats -

une partie gauche et admettons que g = d stécrit g~+d et ee g te

se réécrit en d" ou "g se déplie en d" [BUR J7a] . Quand on emploie la rég °

g+d pour transformer un terme de forme d en ay terma de forme GQ > °

peut dire que "d se replie en g". 1] est difficile de suey am ra

donné s'il faut déplier ou replier. Ainsi Tes trois axiones de ]‘axitomati

que faible des groupes s'écrivent :

(1) ex 7 &

(2) x.xt + e

(3) x. (yz) > (x.y).z

Le schéma donné dans la figure 6 donne une preuve de x = x.e dans

ce contexte.

On voit qu'on a utilisé certaines régles tantét peur qéptter. adh

pour replier. Ainsi en 1'absence d' indication sur le chemin 4 suivre vers !a |

solution, une preuve nécessite une recherche, par essais et cfreurs,,fore

couteuse. Aussi une solution possible consiste 4 essayer de simplitter ves

assertions du fur et 4 mesure que l'on pregresse dans la eee eee

les travaux sur la réécriture. On peut diviser les assertions qui constituent

les hypothéses en trois familles :

ils se présentent essentiellement sous la forme suivante :

d=*T + g=*T si gwd est une réécriture , si “ que quand

on rencontrera un prédicat de la forme g(s) = r dans aoe eau on i:

remptacera par d(s) =r . Pour éviter que l'ordre des eageesai une mga

tancce, qu'il serait d'ailleurs difficile de prévoir , cn utilise i systéme

confluent de régles de réécritures. Si de plus le systéme ee poctherteng

on est certain de ne pas avoir 4 utiliser ces régles une infinité de fois

(LKNB 70] et chapitre 2 paragraphe 1.2 et 1.3)
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“X= *T + ER X= AT

Dans une interprétation logique, i] s'agit simplement des axiomes

de substitution. Dans une interprétation opérationnelle, ils ont pour but de

remplacer des tentatives de réécriture sur un terme par des tentatives

sur un sous-terme

aX 2 *Y + *Z4 *X = *ZR FY D

- axiome de réflexivité

»~ *X = *X

son interprétation logique est évidente ; dans une interprétation opération-

nelle, il tendra a faire disparaitre les prédicats dens lesquels on peut

unifier le membre droit et le membre gauche.

- axiome de commutativité

considérer la commutatitivé comme une réécriture ordinaire conduit 4 un

systéme qui n'est pas noethérien. Aussi en le placant aprés les autres

axiomes, on est certain que dans la réfutation, on ne l'utilisera que si

jes autres termes n'ont pu étre réécrits. Dans T'exemple, i] est combiné

avec 1 'associativité

ey 8 [ZR *X De tt ao XO Lf Ya *Z] = AT

- axiome de transitivité

eX = *T , FY = *T 3X = FY

son interprétation logique est I‘une des formes de la transitivité en 1'ab-

sence de symétrie ; dans une interprétation opérationnelle , i] tend 4 mettre

le terme correspondant 8 Y en partie gauche d'une agalité, afin de pouvoir

exécuter sur lui quelques traitements comme la réécriture.
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€s suivant ce prin-gure 8) trait
Voici deux exemples (figure 7 et fi

égalités dans les groupes. Les notations

cipe. I] s'agit de pourver deux

adoptées sont : SAWINddAS WUSIS SLNAIGIOTYG WI 3nd SuYNIavaIdO,d SNId SIOdB3SaWrTsdsans wuss sa woitassd& pour la loi de composition interne

as (,l@ 3 [,¥)]] J

®aAIGVLAWWOD SYD ST SNYO NayaNOWdd WA. Ke = Xs <- iby = Rx 4 yy = NyAILTATLISNVY LAby = [Ze 3 Ae] 3 Xe <~ de = [Ka 3 Za] BF KeBAILIAILVIDOSSVY LA JLIATAVLOWWODS2 Xy = Xa <-OALIALXATIIUSRe = Xe <- Re = XeZe 3 Xe <~ Rae = Ke é

i£ oy 8 ke =

{ke 3 Ze = Xe B Ze So Ke = XeaNOTLTsodwoogdefae eo of%e © Mel <- dee foes) 9 L.8e)BAT TIWOTKWO= {Ae B [,Xel]) 3 Xe <~ de = Ke, BET AWOLTKWA‘ iy = [Xs] 3 Xe <- be = FOOTT Fworxva2 ode = alsXel <= da = Xe) 8 JWOIXWAde = 53 <- ie = OFa6 FWOIXWA: ay = gag 8 Xx <- Le = Xe@ § SWwoIXvaS$ de = [Xe 8 Ay] 89 [ike] << de = XeA’ ANOTKXVA arqued aust : 7 aanbry= [Ze 3 Xe] 3 Xe i Ly = Le 8 [A= x Xx] <- ayae FWOLKWASods = Xe 3 [s¥e]l <- de = 982 AWOIXWA2 be = Xe 8 A <—- be = XeAT aWorXyVaA} ATIOLY 3INN,d JqIIOFad YNAILWOT-LUNAGL SNOVHD JNO  ISNIV‘SSITAVIVWA  SAC  LNOS wa’  Ze’  Aa XaGULNAN LNANITI,T LSI FASMSANI,7 30 NOTLWLON WI iss ,INNTGNI NOILUISOdWOD FO IOI WI usa % aAAXIGNIG LGA HLNNA 3d SAWOIXV KIG SAT LNWSITILN NJ SadnoWdd SIT smwa aANAad|ASS°T &NVNGLNOD NOLILYSASSY FLNOwG@*T LNYNGGNOD NOTLYASSY ALNOLTAWINdINS WNSS AUNSIWAYd WT ANS sungaavagdo,d snid sirodg€ ag soja no satuviswa Z 30 _sO073  LNYNSZNOD NOTSNaSS¥ 34.903'we~~—]@
‘= os

so v 3& * 3Paco 20a Poin32 0<= 5 -iS oo.s oOo nMx xSs awy = Sc7° = ie 5a m= a

oO a os Syso 3

DB a <x< o£ @— x = lea ISSs a iS ce

— we s 3S 62 :2 2 _ 25

oo Go - =a OS lean 2 > Oo ssoO

2 og 3 eg TMi a) ie

— .Ss 9 | iSoo 43 = ~~ oF €Ss x w 2 & 82» ov ow os 3a ha = of
Poor — © 2© cf£e go i Bo

uo w i S oS 8 wa me£s .@ rs ma » wYE ow ras ~ a wu= a LL ow u 4

—- 3S 2 ou wn- ta 8 ss x2. @ SerS55 0oTM TM => (OSo 98 & . x = "a a Q ao to ©

a ea i[eae @ =< 3%= = tow aa cw=z == 2 = 2o Ty
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6.- CONCLUSIONS. ET_PERSPECIIVES.

Notre travail nous a conduit aux conclusions suivantes :

1) Un systéme général, tel quel, n'est pas trés efficace ; ona , par consé-
quent, intérét a utiliser un systéme spécialisé de réécriture pour prouver des
identités dans le cas ou les Opérateurs ne sont pas commutatifs. D'autant plus
qu'une implantation du filtrage est en général plus efficace que 1'unification.

2) Cependant notre systéme bien “programmé" permet d‘aboutir a une réfutation
dans le cas commutatif » cas of les systémes de réécriture classique sont en
défaut. Une voie de recherche Prometteuse est celle de l'unification dans un
contexte d'opérateurs commutatifs et associatifs [STI 75] . Ce domaine ne
semble pas encore pouvoir intégrer tout le calcul relationnel.

3) I] reste cependant beaucoup 4 faire sur l‘arrangement des hypothéses afin
de conduire a une preuve efficace, sans intervention d'un opérateur. De méme
qu'on essaie de définir des méthodes pour écrire des programmes, i] reste
4 définir des méthodes pour écrire des directives de preuves [WAR 79] .
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Correspondances entre les gothiques et les latines

A

B

c

D

E

F

G

H

I

J

K

L

M

N

0

Pp

Q

R

Ss

T

U

v,

W

Xx

Zz
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ANNEXE 2

. ~ PROPOSITLONS_POUR UNE SYNIAXE_DE_LA.SPECIEICATION

ALGEBRIQUE_D‘UN_IYPE_ABSTRAIT.

Suivant le schéma de Guttag [GUT 78} et Zilles [ZIL 74][LIS 77] ,

un type abstrait est défini en trois parties qui forment ce que nous

appellerons une description.

1) une partie dénomination du type

a) elle donne Je nom du type abstrait a décrire, il sera

appelé le type d'intéré€t dans la suite. On lui associe une sorte dans les

algébres de type qui sera notée Ti dans le cas géneral.

b) elle donne aussi les noms des types qui interviennent

dans la description, on les appelle aussi types panamdtres ou types exter-

nes, les sortes qui leurs sont associées seront notées E et 1, ..., Extn

dans le cas général.

2) une partie de fonctionnalité,

elle décrit les profils des opérations de base du type d'in-

térét, ces profils comportent toujours un Ti en partie gauche ou droite,

ces opérations ne sont pas toujours définies, aussi pour pouvoir exprimer

leurs propriétés dans la partie axiomatique, on a recours 4 deux méthodes :

- soit on introduit un ou des éléments indéfinis, appelés souvent

"erreur" que l'on axiomatise de maniére adéquate

- soit on restreint le domaine des opérations par des préconditions

portant sur les paramétres de ces opérations.

Dans les exemples cités ici les opérations ont été supposées totales.

‘
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3) une partie axiomatique,

elle donne une famille d'axiomes sous forme d'opérations vérifiéespar les opérations de base.

Dans le cas des arbres binaires, la premiére partie est ;

type Arb [Alph]

la deux iéme partie est

fonctionnal.té

VID: () + Arb ,

CONS : (Arb, Alph, Arb) — Arb,

T: (Arb) > Alph U {INDEF} .

GAU : (Arb) + Arb, DRO(Arb) + Arb

la troisiéme Partie est

axcomati que

GAU (CONS (x, vs y)) =x,

DRO (CONS (x, v. y)) = y ,

TET (CONS (x, v, y)) =v,

GAU (VID) = vio ,

DRO (VID) = vin ,

TET (VID) = INDEF d

Voict pour fixer les idées , la partie de description de la syntaxe quin'a pas de contraintes contextuelles. Les contraintes contextuelles tellesque celles concernant la construction des termes sant donc omises,

Description d'un type abstrait

Partie fonctionnalite }o{ Partie Axiomatique )

Dénomination

Type d'intérat
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Type paramétre

»(Tdentificateur de type pe

Type d'intéret

~»(identificateur de type »»—

Identificateur de type

Ciasuscule > Hinsent
| Minuscule

chiffre

Partie fonctionnalité

de type

Identificateur

fonctionnal ite de fonction

a

Identificateur
= 

de Tyve

Identificateur de fonction

Identificateur

Majuscule Majuscule

Majuscule

chiffre

Partie axiomatique

+ axtomatique ). 5
q

terme terme }
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