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*

La bouteille que nous entourons les linges de nos

blessures ne résiste & aucune envie. Prenons les

coeurs, les cerveaux, les muscles de la rage, prenons les

fleurs invisibles des blémes jeunes filles et des enfants

noués, prenons la main de la mémoire, fermons les

yeux du souvenir, une théorie d'arbres délivrés par

les voleurs nous frappe et nous divise, tous les mor-

ceaux sont bons. Qui les rassemblera : la terreur, la

souffrance ou le dégofit 7

*

Dormons, mes fréres. Le chapitre inexplicable est

devenu incompréhensible. Des géants passent en

exhalant des plaintes terribles, des plaintes de géant,

des plaintes comme 1'aube veut en pousser, 1'aube

qui ne peut plus se plaindre, depuis le temps, mes

fréres, depuis le temps.

*

Paul ELUARD

Capitale de la douleur
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INTRODUCTION

Le but essentiel de ce travail est de donner une généralisation du théoréme

de Kleene, Le cadre le plus commode pour la présenter est celui des "théories"

de Lawrere.

Dans la premiére partie, nous exposons la notion de "théorie" et celle

d'algébre (ensemble muni d'un certain nombre d'opérations). Puis dans ce cadre,

nous introduisons la notion d'automate fini et d'tensemble reconnu par un automate,

la notion du polynéme et d'ensemble algébrique. La fin du premier chapitre est

consacrée 4@ généraliser un théor&me connu pour les Kelangages qui sténonce ainsi :

"Un ensemble est reconnaissable si et seulement s'il est algébrique", Ce résultat est

da & Mezei et Wright.

Dans la deuxiéme partie, nous exhibons les différentes "théories" des langages,

ainsi que celles intervenant dans les bilangages de M. Pair.

La derniére partie est consacrée A la généralisation du théorame de Kleene.

Nous définissons dtabord les opérations qui vont nous servir et qui sont la substi-

tution et la substitution itérée, Elles généralisent dans un certain sens, le produit

et le produit itéré ainsi que la substitution dans le cas des langages. Nous

formalisons la notion dtensemble régulier. Le théoréme affirme qu'un ensemble est

algébrique si et seulement s'il est régulier,

de remercie Monsieur le Professeur Legras, Directeur de l'Institut Universitaire

de Calcul Automatigue qui m'a accueilli dans son Institut et me fait lthonneur

de présider ce jurye

Jtadresse toute ma reconnaissance & Monsieur le Professeur Pair qui a inspiré

ce travail. Les nombreuses personnes qui travaillent avec lui, connaissent sa

grande gentillesse et ses qualités d'tanimateur ; elles sont toujours étonnées par

sa polyvalence. Sachant diriger aussi bien la recherche appliguée que la

recherche théorique, Monsieur Pair a suivi de prés et méme précédé notre travail.



Monsieur Ovaert a bien voulu participer au jury 3 qu'il en soit remercié.

Je tiens aussi 4 adresser mes remerciements & tous les membres de 1!équipe

de recherche de théories des langages ; j'aimerais les nommer tous, mais la liste

en serait bien longue. Ils m'ont souvent donné des conseils et ils ont toujours

erée une ambiance d'amitié propice & la recherche. Néanmoins, je soulignerai

l'aide importante que j'ai regue de Monsieur A. Quéré et de Monsieur P. Marchande

Enfin, il me faut remercier Mesdemoiselles Claudel et Tedesco qui ont

assuré, avec le sourire, la réalisation matérielle de cette thése.



CHAPITRE I

THEORTES, ENSEMBLES RECONNAISSABLES ET ENSEMBLES AL GEBRIQUES

La plupart des résultats de ce chapitre ne sont pas nouveaux, mais sont repris

d'un article de S, Eilenberg et J.B, Wright "Automata in general algebra" Information

and Control vol. 11 pages 462-470,

1.1. RAPPEL SUR LES CATEGORIES

Créée en 1945 par 5S, Filenberg et S, Mac-Lane, la notion de catégorie joue un

r6le important dans ce qui suit 3 rappelons ce qutelle veut formaliser,.

Quand on étudie les ensembles, les monoides par exemple, ainsi que beaucoup

de théories de L'algébre et de L'analyse, on remarque de profondes ressemblances dans

les définitions que l'on est amené A introduire, telles celles de morphisme : cteste

a~dire d'application qui conserve la structure, celles d'isomorphisme, de produit, de

noyau d'un morphisme (quand cette notion existe!) etc... On peut penser pouvoir définir

tout ceci indépendamment des théories particuliares étudiées en ne gardant que

ce qufelles ont de commun : ctestededire le fait qu'il y ait des "objets" entre

lesquels il y a des "moxphismes" 3 on ajoutera certaines propriétés sur les morphismes

telles la composition, l'associativité de la composition, l'existence d'un morphisme

identité et nous appelerons ceci une "catégorieTM,

Comme le fait que les objets sont des ensembles et les morphismes des applica-

tions ne jous aucun réle, on ntimposera pas cette restriction,3 i

Cela permet de plus dtétudier les objets dans L'ioptique actuelle des mathématiques.

a ma

"On 6tudie les relations entre les ob fete et nan nine 1

ces objets",

Trés importante aussi et historiquement antérieure est la notion de foncteur :

ctest-a—dire dtapplication d'une catégorie dans une autre, qui va nous permettre de

formaliser des notions qui font intervenir deux catégories & la fois,

Tout cela nous améne a paser les définitions qui vont suivre.



1.11. Définition d'une catégorie. -~2-

Une catégorie @ est la donnée

a) d'une classe Ob(@) dont les éléments sont appelés objets.

b) d'un ensemble Mor (A,B) (ou Mer(A,B) stil nty a pas ambiguité)

pour chaque couple (A,B) d'objets de Ob( @) 3 les éléments de Mor(A,B) sont

appelés morphismes de source A , de but B. On les note f: A -~» B ou bien

A ==> B ou bien simplement f quand il n'y a pas ambiguité sur A et B.

c) On définit une application de Mor(B,C) x Mar(A,B) dans Mor(A,C)

appelée loi de composition des morphismes. On note gf ou g f le composé de

g et Ff.

De plus les axiomes suivants doivent étre satisfaits,

CAT 1 Deux ensembles Mor(A,B) et Mor(A',Bt) sont disjoints si A ¢#At

ou BAB,

CAT 2 Pour chaque objet A de © , il existe un morphisme 1, ¢€ Mor(A,A) tel

gue 1, Feof et g ty = @ quels que soient f de but A et g de source A.

CAT 3 Associativité. Pour tous objets A,B,C,D de @, si

F€ Mor(A,B) , g€ Mor(B,C) et h€ Mor(C,D) , alors

(hg)f = h(gf) .

Remargue : CAT 3. entrafne l'funicité de 1, °

Un morphisme f : A ==)» B est appelé un isomorphisme s'il existe un more

phisme g:A-=-—) B tel que gf = 1 et fg = 15 3 9 est un unique d'apras
A

CAT 2 et CAT 3. On note g =f ; alors g est un isomorphisme et gq” =f.

1.12. Objet initial et objet final,

Dans une catégorie, un objet A est dit initial si pour tout objet B,

Mor(A,B) admet un et un seul élément. A est dit final si pour tout objet C ,

Mor(C,A) admet un et un seul élément.
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Deux objets initiaux (resp. finaux) d'une méme catégorie sont isomorphes.

En effet, soient A et B deux objets initiaux, f : A ——> B et g: Bomy A

les uniques morphismes de A dans B et de B dans A, fg € Mor(B,B) , donc

fg =i,» de méme gf = 1, .

Le raisonnement est identique s'il stagit dtobjets Pinaux.

1.13. Exemples de catéqories.

La catégorie E des ensembles,

La catégorie E dont les objets sont les ensembles, les morphismes sent les

applications, est appelée catégories ces ensembles ; elle admet @& comme objet

initial et I = {1} comme objet final.

Un ensemble A et un élément ag A déterminent un unique morphisme qui

prend a comme valeur. Nous identifierons ce morphisme & 1'élément a,

La catégorie ES »

Pour chaque entier n=O , 1 ,ee. notons [n} l'ensemble {1 ,..6, n}

Alors E03=8 et CiJsI1.

On note ES la catégorie dont les objets sont les ensembles tn,

n=0 , 1 ,ee. et les morphismes les applications de cn3 dans tmz pour

n=O, 1 ,eoe. et m=O, 1 4... On remarque que Ob(E) COb(E) et

Mor, (Cn3 ,tmy) = Mor, (En3 ,Cm>) .

Défindtione: On dit qu'une catégorie 9) est une sous-catégorie d'une catégorie
si Ob(§)) est inclus.dans Ob(€), si pour tout A appartenant & Ob(2)) ,

Mor, (A,B) et si pour tout A appartenant & Ob(¥}) le morphisme identité de A
D

dans la catégorie D est le morphisme identité de A dans la catégorie °

40 . a see * a = E a re - e,Définitions- Gn dit quiune catégorie $3 est une sous-Catégorie pleine d*une

eatégorie e » Si & est une sous—catégorie de ¢ telle que pour tout A et B

appartenant & Ob({O) , Mong (A,B) = Mor

ES est une sousecatégorie pleine de E ,.

(A,B) e
€



Catégories associées aux monoides.

Soit & une catégorie & un seul objet A . Les morphismes de @ forment

l'ensemble Mor(A,A) 3; le composition des morphismes est une opération interne,

associative dans Mor(A,A) . Elle admet 1 comme €lément neutre. Mor(A,A) estA

un monoide,

Inversement si M est un monoide, on définit comme suit une catégorie a

qui est dite associée au monotde M , Db(M) est un ensemble & un seul 6lément A ,

Mor(A,A) =M 3 la composition des morphismes est la composition dans M : 1, est

_il'élément unité de M, IL est clair que M est une catégorie & un seul objet.

On appelle catégorie duale d'une catégorie 8 ot on note &° la catégorie

{car il est immédiat que oten est bien une) définie par les formules

BbC@°) = ob/@) Mox _{A,B) = Mor, (B,A)
e°® ¢

et la loi de composition de MO oon) x Mor a (428) dans Mer (As) est définie

€
par celle de @ de Mor (B,A) x Mor, (C,B) dans Mor (C,A) .

¢ ¢ ie
Gn dit que eo est obtenue & partir de @ en renversant les fléches,

ae et eB sont deux catégories. On appelle catégorie produit de Sy et & la

catégorie que l'on note cI x 63 dont les objets sont les couples (A,B) ot A

est un objet de cb et B un objet de W& et les morphismes Mm exc gyl (418), (At BED)

sont les couples (u,v) od u € Mor p(A,At) et vé Nor (2,5!) °

1.14. Foneteur.

Soient ct et 43) deux catégories. On définit un foneteur covariant ou simple
ment foncteur par :

a) une application F de Ob (eS) dans Ob(69) .

b) une application encore notée F : ani A chaque morphiemo f 2 A re

de (A,B) associe un morphisme F(f) ; F(A) -se> F(B) de Mor (F{A),F(B)) de
Mor

Rt
maniére que ¢

FONC 1 Pour tout A dans O0b(é&) , on ait F(1,) = Te (A)

FONC 2 Si ff t A —mep B et gi B ==> C sont deux morphismes de oe » alors

F(gf) = F(g) F(t) .
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Remarquons qu'un foncteur transforme un tsomoxphisme err un-isomorphisme car si

fg = 1, » alors F(f) E(g) = te eA) e

Etant donnée deux foncteurs F de a dans Oe et G de Oe dans e » ils

induisent des applications sur les objets et les morphismes de ces catégories. En

composant ces applications, on définit un foncteur noté FG de is dans & appelé

foncteur composé de F dans 4G,

Un foneteur d'une catégorie & dans la catégorie duale oB° de ®B est dit

cantrovariant de db dans

Définitions= Un fonceteur F 3: bh ———> B est dit fidéle (resp. pleinement fidéle),

si pour tout couple (A,B) d'objets de XS , l'application de Mon (A,B) dans

Moz e(F (A), F(B)) induite par F est injective (resp. bijective).

Foneteur d'toubli :

Si or est la catégorie des groupes et XK celle des monoides, tout

groupe est un monoide et tout morphisme de groupe est un morphisme de monoYde.

Le foneteur envoyant tout groupe sur lui-m&me et tout morphisme sur lui-méme est un

foncteur fidéle de gr sur olf « Un foncteur de ce type est appelé foneteur

d*oublie

Foncteur Hom ¢

Soit @ une catégorie. Considérons le foncteur controvariant Hom de

D Ace . : :ex © dans E , défini comme suit : si X et Y sont des objets de © 3;

Hom(X,Y) = Mor, (X,Y) et si (u,v) & Mor a ((X,Y),(X!,Y')) , Hom(u,v) est
€ e x

L'application de Mor, (X',Y¥') dans Mor, (X5¥) définie par wwovW Ho
€

1.15. Objets libres et problémes universels,

Nous nous intéressons au probléme suivant : soit F ; @ ~—d) un foncteur

de @ dans HM et R un objet de £D. Associons-lui une catégorie 5. (R) e les

objets de Sp (R) sont les couples (A,t) ot A est un objet de F et

t € Mor
Ke)

les morphismes u & Mor, (A,B) tels que F(u)t = s . Le probléme est l'existence

(R,F(A)) » Les morphismes de 5.(R) de source (A,t) et but (B,s) sont

d'un objet initial dans cette catégorie Ss. (R) e Nous dirons gutun tel objet est

un objet attaché & R par F (ou parfois libre sur R quand @ est la catégorie

E des ensembles et qu'il n'y a pas d'tambiguité sur F) .
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Dans le cas ot —) est la catégorie E des ensembles, le probléme peut

stexprimer ainsi : F envoie les objets de © sur des ensembles et les morphismes

de © sur des applications. Un couple (A,t) est libre sur R si pour tout couple

(B,s) , il existe dans Mor, (A,B) un morphisme unique tel que F(ujt =s.
e

Unicité de la solution : Comme il stagit dtun objet initial dans la catégorie S_(A) ,x

la solution du probléme universel est unique & un isomorphisme prés, c'testa-dire

que si (A,t) et (B,s) sont deux solutions, il existe un isomorphisme

u € Mor, (A,B) tel que F(v)t =s.
e
Liexistence est moins 6vidente ; elle caractérise le foncteur F choisi

(cf. Mitchell : Theory of categories £ 7 J).

1.16, Catégorie de catégories,

On peut définir une catégorie dont les objets sont les catégories d'une

certaine classe U et les morphismes les foncteurs covariants que l'on appelle

catégorie des U-catégories.

1.2. THEORIES FT W-ALGEBRES,

4.21. Introduction.

Quand nous étudions une théorie en alg&ébre, nous définissons sur un ensemble

entrant dans le cadre de cette théorie, un certain nombre d'opérations. Par exemple

dans le cas des espaces vectoriels sur un corps K , il y a une opération binaire

notée + , autant dtopérations unaires que d'éléments de K et une opération

Qeaire, clest-d-dire sans arguments, qui détermine parmi les éléments d'un espace

vectoriel, un élément neutre. La composition de ces opérations permet de définir

des opérations neaires, clest-a-dire & n arguments; par exemple si A et yp

sont donnés

(ath) + pe +O est une opération A 3 arguments.
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Il va falloir composer des opérations naires ; dans ce but, il est intéressant

d*introduire des opérations A n arguments et 2 m valeurs ; elles pourront

Se composer avec des opérations & m arguments. Si A est un ensemble muni des

opérations de la théorie que nous appelerons algébre, A une telle opération

correspond une application de an dans ATM °

Dans la suite, on veut faire abstraction des alg@ébres pour ne s'intéresser, dans

un premier temps, qu'aux schémas des opérations sans référence, aux applications

qu'elles peuvent définir sur telle ou telle algébre. Nous ne voulons évidemment pas,

dans cette introduction, donner une définition formelle de cette notion de schémas3

cependant, examinons quelqueseunes de leurs propriétés.

Notons “W(tn3,€m3) l'ensemble des schémas dtopérations A m arguments

et n valeurs; soient »€ W(tni Oma) et ye wie ls » ENB) . La composition

de » et W donne le schéma d'une opération & m arguments et gL valeurs,

ctest—a~dire un 4lément de Tics, fn) . On définit ainsi une application

de W(EnI, tm3) x Wicks, Ena) dans W(C 23, cna) . Cela nous conduit

done & définir une catégorie dont les objets sont les ensembles tn et dont les

morphismes sont les schémas clopérations. Enfin, pour conserver l'ordre dans les

compositions, nous adapterons sur les algébres une notation postfixée,

1.22, Théorie,

Une théorie W est une eatégorie telle que

Tiles objets de WT sont les Ena pour n=0 , 1 ,oc5

T2 Ee. est une sous-catégorie de TT ,

T 3 5a A; :t-—— tp) ,1¢ ign est une famille de morphismes, il

existe un morphisme unique En} =-— > Ep} tel que P. =Yodi pour

H & Mor. (1, €n2) «
0



-~ 6.

Remarque tem Un note » = 2 Py gees, *, > ie morphisme défini en T 3. Alors

pour chaque morphisme ©: tn3——s tp3 dans WT, nous avons Y u

1 n
49 years D >

(ot i note la composition des morphismes o et i).

Remarque 2e* Dtaprés 1'!axiome T 3 , on voit qu'il existe un morphisme unique

ON : A -— > m1} comme c!était déjA le cas pour ES » Mais il peut exister dans “TT

des morphismes : I m= &@ . Ils représenterant les opérations O-aires

dont nous avons parié dans 1!introduction.

Notation + & Mor_ {tn » tmQ) nous substituerons “W(tny, cmy) .

Les théories forment une catégorie 3 dont les objets sont les théories et les

morphismes sont les foncteurs F qui se réduisent & ltidentité sur ES? ctest-d-dire

telle que

F(€na) = tna

F(p) =~ si est un morphisme de E,

et F(S Oy peeer OY hie <F o, sever FO D

Nous les appelerons projection.

ES est un objet initial dans cette catégorie.

Si le foncteur F est fid@le, la privjecticn est dite fiddle.

4246 J nelcébres.

Soit Wo une théorie. Une “W -algabre est constituée par un ensemble A et

pour chaque n et p d'une applicatinn-de W(tn3, cpa) dans l'ensemble des

applications de AP dans A”. Si pé& Wltng,ctpa) etsi x= (x, sIeterery x, ’

ltapplication de AP dans A" est natée (xf SEIT x") = (x, xeieny x,)@ ou encore

xp « De plus les axiomes suivants sont satisfaits.

TA 1 Si » est un morphisme de E , xt'=x,.
oO a pi

TA 2 Si we Cqd--) tno est un morphisme de TT, alors

(xe) p = Blow).



1.23.1. Morphisme de “Tl -algé&bre.

Un morphisme de “W -algébre f : A 3 B est une application de A dans

B telle que pour tout morphisme » de WT

FUx, pedog x04 = (f Xy peee, f x9

pu plus briévement

f(xp) = (fx)p oh fx = (fF x, gous, f x.) .1

Crest exactement la notion de morphisme de structure alg@ébrique que nous

connaissons : morphisme de groupe, de monoide, etc... Nous les appelerons aussi

“YW -~mnorphismes.

1.22.2. La catéqorie ya des algébres,.

ar? est la catégorie dont les objets sont les “W-alg&bres et dont ies

morphismes ont été définis ci-dessus ; la loi de composition est celle des applica=

tionse

Remarques=< Les opérations p-aires dans les “"T ~algébres sont représentées par les

morphismes de (I, tpy) . L'axiome T 3 montre que tous les autres morphismes

sty raménente

En particulier si p=t , “W(I,I) forme une famille opérant A droite

sur les “W-alg&bres ou encore une loi de composition externe. Si p=O,

9 & W(I,4) définit une application ( )p sur une “W -algébre A qui détermine un

élément de A que nous noterons Pr +

Bes exemples de théories et de T ~algébres seront donnés dans le chapitre 2

consacré & l'étude des applications aux langages. Regardons cependant le cas limite,

o& la théorie Whe est réduite A ES » Etant donnée une E~algébre A , les applica-

tions © 3 al ——) am sont les seules projections, les E nalgébres sont tout

simplement les ensembles et les morphismes de Ej 7algebres les applications. On a

EUdonc a
QO



1.23.3.— Algébres libres.

Soit AL = “W(1, €k3) . On peut munir AL d'une structure de “"W-~algébre

comme suit : soit » @ W(€nd, Cpy) et Xp geees x, des éléments de AL i.

< X, reses % > appartient & “T(cpy, CkI) et 2X, peees %, > 9 =X appartient

& Wend, £kI) . Done YX = Zy peeer¥) > stidentifie & un é1ément de A”
k

et définit une application de AP dans A .

Propositione— AR est ainsi muni d'une structure de W -algdbre.

Axiome T 1 Soit » & W(tnI, pI) un morphisme de ES

y= oxy peeey x,> gad <x, pooes x > peer ZX peony Xa? 05 pee QXy rere POLY

On s'apergoit que s

w= <x, peees x,> 95, = *,

Axiome T 2 Si WE W(TkI, Eng):

(x, peees xy Ww) est défini par SX) reser x> (pw).

D'aprés l'associativité dans “W , on obtient

4X reser x, > (9 wa (ed x, peeen X> gw.

Chaque application i: IT—— ) Ck , i=1 4.06, n appartient a E, et a

AL e On peut donc définir une application canonique K de [kJ dans AL .

- b : e 5 b
Considérons le foncteur Fi: WT —) E, eppelé foncteur d'toublijde

dans E et défini ainsi : si A € Ob( Tr) 3 FCA) est L'ensemble sous-jacent & A,

Et si g @ Mor pihsB) » F(g) est l'application de F(A) dans F(B) induite par

le morphisme de IT -algabre ge (cf. 1.27.) (Ay sk) est un objet de +? attaché

& €kI par F , ot par abus de langage A, est libre sur Ck].

Nous traduisons cela dans la proposition suivante :

Toute application fF 2 Ek se orclicnge dc meni2zre undous on
Toute applicatisr Poa eke Yo So prolonge ds monidarc uniguc on

un morphisme de “T -algebre Fr Ap ay A,
k

Démonstration : existence:l'application f définie par fp = (F, paces fe

est un morphisme de T -aigabre qui prolonge f .

unieité: Soit g un tel morphisme prolongeant f .

Remarquons que p = €1 ,eee, k > Si GER, et <1 ,e00, k > xeprésente

L'identité de Ck dans ECk2 . On a alors
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Itgly) gl 21 yeoe, k > 9) =g( 21 peasy kK > ep

= (gt jee, aky

Qr comme gi=fi,ona gy=f.

1.23.4.— Aljobre initiale. ,

A, est la “W -aigéebre libre sur l'ensemble vide et la proposition affirme qu'il

existe un morphisme unique e, fe a ——-> A, clest-&dire que AS est l'objet

initial de la catégorie wT? :

1.293. Théories libres.

On construit les théories par "générateurs"” et "relations", c'est-—a-dire par

"quotient" de théories "libres".

Définissons donc d'tabord ce qutest une théorie libre :

soit @ = (GQ) une famille dénombrable d'ensembles et posons
nnéb

a) “WO, Cn, Cpa) = Ef fn, tp2)

b) si k >O

Tk, 113, cpa = B Wet, enT, cpa) x Q
nyo -

Wik, tnd,ep3)= @ Wa, ,0T,Cp9) x.e0x Wd, , 013, 0p) «
i tee oti =k

1 n

On écrit alors

Wltna,ctey) = 8 Wk, cna, cpa).
k ®O

Le signe @ nete la somme directe ou réunion disjointe dans la catégorie

des ensembles.

Si op & W(k , Gna, Cpa) , on dit que op est de degré k et on écrit

dp = k » Remarquons que si n An’ ou pAp', “Y (Una, cpr) est disjoint

de TW tnty » Cp'y) . Afin de pouvoir considérer une catégorie, définissons une

application “W(tni, tpa) x Wltqi,tna) —» “Witqi, tpi).

Soit 9 @ “Wltnd, Cpl) tel que dp =k et WE W(Cq], tnd tel que

deh 5 ltimage de (9, YW) sera notée © woe Puisque 9 @ Wo(k,Und, tp,

Qs (9, aarsTels °.) ou», & Wi Cid, Cn) et i, teeet i ake
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On définit » yw par récurrence sur le degré de y °

1) d wed, c'est-a-—dire we E (cal , tng) . On pose alors

Y = (9 peso, ) . Si l'on pose 2 ai +eeet i , d'aprés les notations
? Y 4 Ya vy Y

ci-dessus, ona » WE “wid ,Cqa, Cpa) € Witqa, cpa).

2)dywAO et qA41,ypeWtar, tny) et W = (Ww, reees Po) puisque

d Wii dy wed Yo dp . On sait définir We, & V(C13 ,tpa) pour

Dtaprés l'hypothése de récurrence, on définit alors

ows (p Y, reeer PW) E Wleq3,tpo) -
q

3) dwAO et q=1, wpe “T(k, 1a, Cnd) . Alors il existe m tel

que éQ. ;Y= (t,o) ou wre “WT (kei, (ma, tna) . On note W = Ww .

On sait définir \y' G Wlema, cng) . Gn pose pyea (yp Wt,w) € W(cia , cpa).

Associativité : Montrons que l'application ci-dessus définie est associative.
aoeoe:

Soit » € Wltna,cp2), % € W(eqi,cna) et YEeT(rrI, Cq3) . Montrons

que (o Ww

1) d\p=0 . Si on écrit Y= (Y, reves et ofa ((oy), peony (o%),)

on a par définition (cf. 2 ciedessus) pour 1Zigq, (oy), = o(%.) » Done

u eC y ) par récurrence sur d YU.

=

(Dy = CoB yy seers Py) (ol yy) vere obey, ))

= Fy, pooeys hy! = 9(% We) .

2)d Woo et rAt. Pal, perry pi) et dyad pour

i

{@aige

(p Pp= (9%) Wy sever (9%) Wi) = Col} Wi) secer OC WP)

= o(% W) -

3) d \y > O et q=1. Compte temu du n® 3 ei-dessus dans le cas particulier

ob = = Ww. On obtient

oP w) = (pYw et si lton pose Y = Wr w

(o Wy = (oP) (etw) = ply ( qaetw)) = oY. y) d'aprés 1l'hypothése de

récurrencese
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La catégorie YT dont ies objets sont les ensembles tn pour n=O , 1 yeee

on Mor (Cn J »Cpq) = Wltn2, cpa) dont la loi de composition a été définie ci~dessus

est une théorie. On l'appelle théorie libre sur (2 et on la note a COQQ3 . Elie

vérifie la propriété suivante :

Propositione- Si l'on se donne une théorie Tf' et une famille de fonctions
-

QO. —> WI, ent) pour n=O, tye,

Il y a une et une seule projoction F de ES £29 dans “WT! prolongeant ces

applications.

Unicité : scient G et F deux morphismes de pca3 dans “TT! prolongeant

les th e Montrons que F =G, L'égalité sur les objets est certaine. Voyons pour les

morphismes si dp = 0 , alors » est un morphisme de ES et Fo w GP =O.

Supposons que Fay Es GW pour d Y &n et soit » tel qu dp=n+1,9 se

factorise de maniére unique » =\WW et dp = dptt . Donc dWen et Fy =GYW,

dtot

F(~) i} ilF(W w)

G(W w)

Existence : Fp sea définit par récurrence sur le degré de o .

F(t) F(w) = F(qs) Fw) = G(s ) &(w)

G(y) »i Hl

Remarguee Si TF! est libre et les Pr d QO ——— Qr , on dira que F est

une "transcription" ,

1.24. Taille.

Nous appelerons taille sur une théorie libre, une fonction § A valeurs

entiéres vérifiant les conditions ci-dessous

*$o =C0 si et seulement si p est un morphisme de E
a

* MSOY ax 89,

*Souw > So si we 2%

Exemples ¢ le degré est une taille ; il vérifie

do = eeot Ap= dp, + oy

cow = dp +1 si WE .

Par récurrence sur dp , on peut définir ce que nous appelerons la hauteur



ho = Max h »,

ifign *
~

how = ho +1

Nous avons adopté pour construire les théories libres des méthodes classiques ;

mais on aurait pu les définir, soit par les schémas fonetionnels, soit comme un

bilangabe algébrique d'un binoide sur V = \O 2 (cf. €83) . Les théories libres
na

sont & rapprocher des ensembles holomorphes libres de R. Peter ©4143, (cf. [16]p.121)

1.24.2.— Multiplicité de k dans » .

Si W est une théorie libre, on appelle multiplicité de k oenptier dans

&@ Witqa) , le nombre m Cy) vérifiant les propriétés suivantes :

M4 m (k) = 1 et m th) =O si hAk ot bh et k représentent

des applications de I dans {pg .

M2 m, (pw) = m (¢) °
1

M3 me) oat mto,;) si gpé Wiltqd, tpa).
isi

La proposition suivante est immédiate.

Propositione= my existe et est uniques

On peut interpréter m te) camme le nombre de fois qu'apparaft le morphisme

k dans la décomposition de » en morphismes des QQ. et de Et, CnJ) . La

proposition suivante permet de calculer le degré du composé de deux morphismes.

Propositione— d(w Wy) =dYe+ oS m{ Wi) d(wk) .

Démonstration : On raisonne par récurrence sur le degré de YW et compte

tenu de D 2 et M3 , 41 suffit de prouver la proposition dans le cas ot

WE Witnd,tqz?) et n=1.

3a dys t » alors Y é ES e mi) =O si k zw et mt Ua ) = 1

si k= Y » Le résuitat est immédiat.

Supposons le résultat vérifié jusquta l'ardre n —1 3 il existe k

et wéeQ, wre Wek, Cad) tels qe W=Wio,

d(p Wtw) = a(p Ww!) +1 =ld yore) + EE mt) d(ok)
k=
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et, compte tenu de M 2

h=

d(pwtw) = dw + = m, (tpt) d(pk) .YY i

1.25. Congruence dans les “Weal gabres.

Une congruence dans une “W -algabre est une relation d'équivalence stable

pour les opérations de A , clestededire si a, ay ;» alors

(a, yooe, app mo fay GVersey5 ale pour chaque ye “V(I,Cpy).

Le quotient A/Q a donc une structure de “W ~alg&bre et l' application

canonique A > A/Q est un morphisme de “T ~algabre.

1.26. Congruence dans les théories.

Ctest la donnée d'une relation d'équivalence pour chaque ensemble

I (cna » tp) satisfaisant les conditions suivantes :

CO 1 Si , » RE “Witna, Cpa) et 0, 9, , alors pour chaque

We Wltaqn,tn3) et chaque xe Witpa ,tqm) , ona ?, Ww ~ PW et

yyy S92»

Co2 Si 9, Titna , Cpy) et 9, & W(CnI, Cpy) et 9, ivy, i

pour i = 1 ,ee5e, n, alors Py 5 +

co3 Si %, 9 % €& W(I,tp3) sont des morphismes de ES et si

9, Ps » alors Py P5 .

La condition CO 1 permet de définir une catégorie “T/Q dont les morphismes

sont les classes d'’équivalence de morphismes.

La condition CO 3 montre que “T/Q contient Ee. et la condition CQ 2 montre

TI sme 7 = at rom 4 déPinied . ve vee
uc HS bb VoOLLi ae 4° dx Loe toy u ida PAIL Uo Ue bocuriteG

“Ta est donc une théorie appelée la théorie quotient de TT par Q.

si WT = ep Co23 et si Q est une congruence sur TT, an dira que W/Q

est une théorie engendrée par C2 0

Une “W/Qealgébre est une W -algSbre telle que

(a, 2[ate lols a), = (a, Selere,7 a, )%, chaque fois que 0, Pp «



b zs, 3m Rs b .(WT /Q) apparatt donc comme une sous-catégorie de “Tf 3 les objets sont

les “T ~alg&bres qui sont "compatibles" avec Q .

Si & est une taille sur TT, on définit suc “W/Q une fonction & valeurs

entiéres §! , Si > est une classe modulo Q

s'®@ = inf B »

9é®d

$' vérifie les propriétés suivantes

1) sid =O si et seulement si oe FE,

2) § o> Max $' o i si O€ “W(Q(tng , Spa) (En particulier
1414n

dt @, +eoet dC! ©.

ht, teeet ht go.

WNog

h'® il

3) Sif 1 ® £0, il existe un entier w € QQ » PY & “W/Q(tnd , cpr) tels

que $ = W © (w est classe modulo de w) et §t Y 2 §! ® 5

A partir de maintenant, nous avons tout ce qu'il faut pour définir les théories

algébriquese

1.27. Congruences particuliéres,.

‘Cawtains théorémes sur les théories ne sont valables qu'au cas ot la congruence

ne bouleverse pas trop le nombre d'opérations de base & effectuer, en particulier

ntidentifie pas des opérations non triviales_ et des projections.

Pourtant, des exemples de telles relations sont fréquents

* existence d'un élément neutre : © € QO weéeQ 3

€1,e6> s«t=Le,1>4u

* idempotence

41,4 >a =1

Par contre, on s'autorisera des relations telles que ltassociativité

<1 r 2), » 5 70, = <1 » (2,3) w, > 4, pour w, € 2, et wE O,,

6 ~congruence.
ng oe

On appelle 8 congruence sur ES CAI ot & est une taille, une congruence

telle que P, 4 Po implique 5 , me) Py « Si o est une classe de congruence,
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S D sera la valeur commune de & pour » ce f3) « La proposition suivante

est alors immédiate,

Propositione= Si Q est une & “congruence

1) 8 ® = OQ si et seulement si o est un morphisme de £

3)si wEQ, alors Fw) =F B41.

Remarquee~ Si Q est une & —congruence, & vérifie les mémes propriétés qu'une

taille sur ES CQ7Q . Nous dirons par abus de langage que §

F,FOQqun.

est une taille sur

1.28. Foncteur sémantique.

Considérons le foncteur controvariant C&S de la catégorie -Q des théories dans

bune catégorie ae dont les objets sont les catégories “"¥ , et défini comme suit

b
Q(T) = 7,

Si A est une “Wotealgébre et F une transcription de “W dans Tt,

on munit A dtune structure de “I ealgébre de la maniére suivante : pour

gp € Wl, tpy) et (a, sees, aé aP

(a, ee, a, 10 = (a, pees a,) F(o)

ati (a, piseiely 7) F(~) est défini sur A grace & sa structure de “TT '-alg&@bre.

Soit f un W-morphisme

F(a, grees a,)9) = F(a, ypoees a.) F(p)) = (f ay goues f a! F(o)

(Ff Ay geee, fF a?

f est donc un “Wf-morphisme .

En conséquence, si F 3; T === Wf! : (% (F) sera le foncteur envoyant

une “Wtealgébre A sur elle-méme, munie de la structure de “W-alg&bre comme

ci-dessus et hes WT '-inorphismes sur eux=mémes en tant que “W -morphisme.

® est appelé foncteur "sémantique"TM. (cf. £57) . En particulier GS envoie ltunique

pro jection ES --~> W eur le foncteur dtoubla WP —» FE 4
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1.29, Op6rations sur les théaries,

Nous avons parfois 4 cansidérer une théorie notée “TEOQ3 obtenue en ajoutant

librement les éléments de © & "W. Pour la construire, on procéde comme pour les

théories libres (cf. 1.23.), mais en remplacant E (Gna » Cpa) par “Wltna, tp)

dans la premiére étape,

En particulier, si Q a5 , Q. =@ ‘(pour i 40) on obtient une théorie

que nous noteraons “TES; L'alg&ébre initiale de Teresa? est “TW -algébre inh

libre sur S ,

14036 TT aAUTOMATES ET ENSEMBLES RECONNAISSABLES

1.31. Ensemble reconnaissable.

Scient A une "T ~algabre et Q wmne congruence dans A. QQ est dite finie
Fini

si elle ne définit qu'un nombreVde classes de congruence ou,ce qui est équivalent,

si A/Q ne contient qu'un nombre fini d!éléments.

Un ensemble est reconnaissable s'il est réunion de classes de congruence re=

lativement & une congruence finie.

1.32. Automate.

Pour une théorie I » un "YT -automate fini est un couple (A,t) ot A

est une “Ts -algébre finie et +t un souseensemble de A. Les T -automates forment

une catégorie ; les morphismes f : A ——» IB pour 1B = (B,s) sont les

TT -morphismes tels que el s=t.,

Le comportement RAY est défini comme un sous—ensemblie de la “W -algébre

initiale AG comme suit. Soit Sy 5 AG wey A Ltunique “W -morphisme.

Alors 6 AN = es 4

Propositicne= Dans Lfalgabre initiale, les comportements d'automates et les ensembles

reconnaissables coincident.

Démonstration ¢ Le morphisme eq définit une congruence dans A, e@n posant

a,-~ a, si eq a, ° Sp ay « La congruence est finie ; de plus GBA est fermée

pour Q .
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Spit un sous-ensemble reconnaissable de oa relativement & une congruence Q 3

alors nous poserons A = A/Q qui est une “W-aigabre finie, a est l'application

canonique A. ---> A/Q et posons ¢: &, (X) , AX = {(A,t) 3; alors X = ee t=@®@aA.

1.33. Ensemble reconnaissable d'une alg&bre libre sur S.

Soit A une “W-algébre libre sur S . Les sous-ensembles reconnaissables de

cette algébre seront les comportemerts d'un automate de la théorie “Wesa - A est

alors “YT Cs7-algébre initialenent comme nous ltavons dit.

1.4. ALGEBRES RELATIONNELLES.

Il est intéressant de généraliser la notion d'algébre pour introduire les

automates indéterministes et les ensembles algébriques.

1.41. Cas des théories libres.

Soit £2 (Q.). une famille dtensembles, soit E CQ3 ia théorie libreiviéin oO

sur @. Si A est un ensemble, notons A l'ensemble de ses parties.

Définitione- Gn appelle ES COI-algébre relationnelle un ensemble muni dtapplications :

n
WM: A -—»A pour tout w & Qo “

Si (Kip e ee yX ) est un n-uplet de sous-ensembles de A , on pose
n

(X,peeesX JW = J (XppeeeyX uw °
x,EX,

Pour tous les morphismes de la théorie ES pOQW, on peut définir (Ky peeeyX Jp

par récurrence sur le degré de » et ainsi munir A dune structure d'algébree

Inversement si sur A il y a une structure d'algébre satisfaisant sur les

w esa la loi de distributivité ci-dessus, alors le restriction & A des we€ OO

confére & A une structure dtalg&ébre relationnelle.

Remarque 1 : Les algébres sont des cas particuliers dtalgébres relationnelles ;

(X;see0yx uw est un ensemble A un seul élément.

Remargue 2 : On notera bien que si E09, , alors ©” ne vérifie pas toujours la rela.

tion dlassociativité.
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Examinops le cas ot 22 =f{a,b} , QO = {wr} et OQ, = pour iO

et iA2 , considérons sur ltalg&bre initiale les ensembles Xx = {a,b} , Xy = {by,

Y= 4,101,269, er °

lO
x,€X, (x) 9x59 =f{la,(a,b)@ )@ , (b,(b,b) er) er}

alors que (X, 1X5 op = (X4(X4 9X ar)

{(as(a,b)w)4 , (a,(b,b)e ar, (b,(a,b)@)a, (b,(b, ber) «

En fait pour que p& ES rQz, (I, Und) vérifie la propriété dtassociativité,

il faut et il suffit que pour tout k,1Z k gn, m,. (9) =O ou 1.

1.42. Cas général.

Soit une théorie engendrée par une famille Q., T = ES casa .

Définitions- Une “q ~algébre relationnelle est une ES ££29 -algdbre relationnelle

telle que A soit une “W ~algabre,

Notons que cette définition dépend de la congruence @ considérée ; de plus

toute algébre n'est pas foreément une algébre relationnelle.

Mais si Q est telle que ,TM 9, Amplique que pour tout k , mp, ) = m (5)

on évite les deux inconvéniants ci-dessus. Désormais, nous ne considérerons que de

telles congruences.

1.43. Morphismes de “"T nealgencee relationnelles et catégories de tl -algébresiS

relationnelles.

Un moxphisme de T ~algébre relationnelle est “W -morphisme, fir A a3 B

tel que fX = So) fx ctest une relation R de AxB telle que
x€ X

R= {(abj ibe ty.
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Les “T -algébres relationnelles forment une catégorie notée Tv dont

T est une sousecatégorie. De plus le passage de A A A définit un

foncteur p : +i —_ 1” 3 l'objet initial AS de a est aussi
celui de or - En effet, soit A une “W -aigabre relationnelle, comme A

est une "T -aigabre, il existe un morphisme unique or 3 AS —meily A » il se

prolonge en un morphisme unique satisfaisant la loi de distributivité,

Sp 3 A, —y A a

On a ainsi défini un morphisme unique la “T-algebre relationnelle

Ay dans A , nous le noterons encore ey .

1.43. Automate relationnel.

Ctest un couple A = (A,t) ot A est une “W -atgabre relationnelle et +

un sous=ensemble de A ,

Définitione— Comportement.

1Ga) = Fl tatxix€a,, & xatsg.

N.B,. La notation gs est prise au sens des relations.
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On y associe facilement un automate

A = (A,t') ob t = {XtTXC A, XALA SB.

Alors OB AN = 6B AN e On retrouve ici la généralisation du fait bien connu

que les automates indéterministes reconnaissent les mémes langages que les

automates indéterministes. (Voir "Theory of context free languages" [4] p. 49 et 50) 4

‘1.5. ENSEMBLES ALGEBRIQUES

1 eat - Polyndmes.

Soit “TW une théorie quotient d'une théorie libre.

Un polyn6me Ps: Eng ==> EPI est un Neuplet P = (P, geees P) ou

P, peers Pa sont des sous-ensembles finis de “W(I,CP2) . Les éléments de P.

sont appelés les constituants de P . Si chaque Ps ast réduit & un seul élément,

P est dit monomial.

Soient A une “W-alg&bre relationnelle et (X, SisTeieTy x) un p-uple de

sous=ensembles de A . Nous définissons

XP = WI x, y..., xX Jo
i éP 1 P

nie
XP = (X P, 9 s¥eofe,y, ON Pp.

Alors XP est un neupletde sous—-ensembles de A. P définit une fonction
=P “7

Pa 2 A mmep Ag

“P
Dans A, nous définissons l'inclusion et la réunion coordonnée par

coordonnée ; ctest—a-dire si

X = (X, a Xa) et Y = (Y, slorernt, Yo)

Xt1Y = (Xt Vi neess iY v0?

et XY si et seulement si XC Ys pour 1 4i°<F .

La proposition suivante montre que Pa est croissante pour la relation

dtinclusion.s

Propositiones- Si xe xle are C xKe eas est une suite dénombrable croissante

d'ensembles., alora ( UJ) x*)p, = (J ixk Pad °
k k
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Démonstration : Si l'on démontre 1'égalité pour un polynéme P monomial et réduit

& Py » elle se conservera si Py est une réunion de morphisme et si P est un

nNeuplet (P, peony Pp. » Mettons-nous dans ces conditions ; il s'agit de montrer

alors que

CO Xe = UE Og).
k k

Raisonnons par récurrence sur la taille de ».Si $8 py =O > © est

un morphisme de E. et alors

k k k k
(X 9 Pee, x Jp = (X xeon, Xx )

dtot

k k k
( \O x Jy = (\3} Ss poets LJ Xx )

k kK 4 k p

k k
=U yee KD =U OK gy)

k { ?p k

Soit §& »>0. Alors il existe k ,Wwé€ Q, et un morphisme YW de WT tels

que P= yo et donc So > Fy

(lL) xk) = LU (xk peers xk dwos : Wy WL

en appliquant L'hypothése de récurrence & Ww

k k

OY
Ul wYi

et la définition 1.41. nous donne

CU X®) yo
k

n WU xk) = WOK 9)
k k

Considérons maintenant les polyndmes P : [n3 —— Eng , lL! application

Pa = A” ramendy An peut &tre itérée, et conne des applications Pk : me —-> A"

pour lesquellies la proposition ci-dessus reste valable. En particulier si l'on cone

serve la notation D pour le neuplet ( Q yoesy d ) de A’,

BcOrcHrrec..cHrre...

et si l'on pose PA is wid pK » on obtient la proposition suivante bien connue.
k



w=

a

Propositions= Si nN 5 AO a—a—)>) A, alors P, =& P of ey 2A

“n "A, on
A mtnntemeennre > AoO fo

yw 
a

A { “A
x P
an A A

sepa tne mtr as ot net ae AA 4 7

et du fait que é, g = D

et & LP xk ota xk ,A A
k k

1.52. Un théoraéme d'unicité.

Théorémee~ Soit “W une théorie libre et Q une $ -~congruence. Si P est un

la “T/Q~alg&bre initiale, une solution unique & 1'équation X Pa = Xe

~ 24 w

Propositione— P, est le plus petit sors-ensemble de A vérifiant itéquation

x Pa =X pour X € A" » ainsi que le plus petit vérifiant ltinégalité Xx Pa CX.

En effet P = \) (Pek) - Lad PK. (L) @ pkyp ait p4k yO Mkt A ae aR &
—

Pa est une solution de 1l'équation X = X P, et de l'inégalité XCX P. @

Soit B une autre solution vérifiant B PhOB,
A

. : - . neatp Cc B implique D PS B Pp, B et si db Pa < B, alors

Q P"e BPP EB. Donec QD pret g pour tout n »O et P, = OPrees,A A A Am Pa
7

Dans le cas particulier ot A est l'alg&ébre initiale Ay de rr? » nous

6crirons P au lieu de Pa

Oo 
a:La proposition suivante montre le réle tras important joué par l'ensemble P 4

n

oO

“nl
A A amy A est

8 AS ~wm-m=)} A en passant par & ¢ A a——e A
l'unique application déduite de & AA

Cela provient du diagramme commutatif

polyndme de W/Q n'tayant aucun constituant dans EA » alors il existe dans

Démonstration : Ctest la m@me que celle employée pour les langages et les=e rere

bilangages (cf, € 127 4.23.)..



-~ 25 .

Posons ¢ ord(P,) = min § »
i 2p

Pe Th

ord(X, ) = min &x pour XC A et lton pose ord( )=s+¢0
x&X

ord (X, poses X_) = min ord X; °
1gfid4n

On note XAY = (X-Y} U(Y-X) la différence symétrique de X et Y et on note,

si X= (x, ye0e, x) et Ys (Y, peers Y 3

XAY = (Xx, ay, Pratap xX A Y) .

Lemme. Sous les hypothéses du théoréme, si XE An , YE Ay eat X £Y

ord(X PAY P) >ord(XAY).

Démonstration : Montrons, ce qui est Equivalent, que pour tout XE X pP.4 Y Ps

il existe j et té x4 Y, tels qua §x p> t3 si x est tel que

§ x = ord(X PAY P) » On aura le résultat. Sans nuire A la généralité, supposans

que xé€ xX Pe et x é Y Pe 3 il existe alors 0 € Ps tel que x & (X, peees xe

et x (Y, Fixes Ye °

Puisque S$ >1, il existe k >O (le cas k=O est exclu car

(X, peres Xe4 (Y, peee, Ye ; WOE Q et yt = <9; peeo, Py > tels

que p= <9 peeves PL >wW,

xe (yy prerenny y,,)@
{ :YE (%, De acs x);

(Y) sec, yw.
iy;€ (Y, poeay Y 95

: : 
t 

'
Donc il existe y. & (X, Feo" STary x dot et v,¢ (Y, eats 9 Y Pp tels que

x= (y, peony, Ye poco, y,,)® e D'ok § x > Sy, °

Si So >O , alors (yy sot) posséde les mémes propriétés que (x,p) et

gn

j

l'on peut recommencer jusqu'& se que l'on trouve un morphisme de taille 0

et un élément t vérifiant les propriétés (le nombre d'étapes est fini ear

&o > So) °

go” = QO implique que (X
EX, et bey, ; soit tEX AY, et Bx>by, Doe. >§t , dlok le résultat,

(h)
pare ot e.4 i. est l'un des Xe e On aura donc



Revenons & la démonstration du théorame. Si X et Y sont deux solutions

distinctes telles qu XP=X et YP=Y,ona XPAYPaXAY we

ce qui contredit le lemme.

A partir de ce théoréme, on tire un second théoréme dtunicité que s'énonce

comme suit ¢

Théorémee- Soit P un polynéme P : cng -—-> eno . Munissons l'ensemble tna de

la relation binaire [ définie par i[k ei et seulement si k&é Pa e Si le

graphe (En, F) est sans circuit, il existe X unique tel que XP=X.,

La démonstration est la m@me que dans le cas des langages.

1.53. Ensembles algébriques.

dit

Un ensemble X de l'alg&bre initiale AS pour une théorie “TT estValgébrique,

aoe,

s'il existe un entier n et un polyndme P : tnd -——) tng tel que X = PS ;

ctestededire que X est la premiéxe coordonnée de la plus petite solution

de l'équation Y Pos Y pour YE An .

o

On a les propriétés suivantes :

1) chaque élément x de AA est un ensemble algébrique.

2) ltensemble vide est algébrique.

3) si x, et xX sont algébriques, alors il en est de méme de X,U Xo lo
2

4) si po € Tl, Cpa) et si (X, ate Bey Xe) sont algébriques, alors

(X, pony Xe Liest aussi,

Voici maintenant les théorémes démontrés par Mezei et Wright et repris

par Eilenberg et Wright.

1.54, Théoréme de Mezei-Wright.

1.54, Théoréme. Si T= E C7 est une théorie libre de base finie joer |

que J QQ est fini), alors dans la ff -alg@bre initiale i , les ensembles
k

reconnaissables et algébriques coincident.

Pour démantrer ce théoréme, on démontre d'abord les propositions et

théorémes qui suivent.
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Propositions Etant donné un polynéme P : End ==» eng, il existe un polyndme
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Propositione= Etant donné un polynéme P : tnd —— tng dans une théorie

T = Ee COA/Q of Q est une § =congruence, il existe un polynéme

Qs: pengy——> eng tel que

i) les constituants de Q sont les constituants de P de taille

strictement positive.

di) Q=P.

En d'autres termes, tout ensemble algébrique est solution d'un polynéme

qui vérifie le premier théoréme dtumicité donré en 1.42,

Qcema-———) mg, ngm tel que :

(i) tous les constituants de Q ont une taille Zit.

(ii) Q. a les m&mes constituants de taille nulle que Pe y LHadl yee, ne

(433) Q. , n Zig m nta aucun constituant de degré OQ,
i

(iv) Q, = PL pour f=_l ,sewe, Me

‘Théoréme I,-~ Etant donnéea une théorie libre ES CQ et une $ =congruence Q
est

sur bc »si Ts ES COW et xX “un ensemble algébrique, il existe un entier

n>O et un polyndme P : Ent ~——> [nl de taille 1 tel que X = P, e

Maintenant supposons que T = F cos est une théorie libre de base finie.

Soit A une W -algébre relationnelle avec ny comme ensemble sous—jacente

Nous associons & A un polyndme ar 2 Ena => tng de degré 1 comme suit : un

morphisme gy ¢ I —— enq de degré 1 est de la forme I oes cpa an tho ot

w € O. et x= (x, ale Glo x.) est un peuplet d'éléments de tnn, cfest-dadire

de A. Nous dirons que xwé Ps si et seulement si iC (x, pours ie pour

la structure de TT walgébre suc As

Il est clair que cela définit une bijection entre la structure de TT -algébre

relationnelle A sur En et un polynéme P ¢ tn ~ew> (nN de degré 1.

Théoréme 2.~ Si une TT -alg&bre relationnelle A sur tna est associée A un

polynéme P 3 fn2 ===> cna de degré + comme ciexdessus, alors

— =il q

Pe = Gp aA °
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Démontrons aussi le théoréme suivant :

Théorémes— Soit T = feQo une théorie libre de base finie et soit Q une

congruence sur WT. Posons T! = Wr. les ensembles reconnaissables par les

YW t-automates sont algébriques pour la théorie “Tt ,

Démonstration : Soit AS (resp. At) ltalgébre initiale dans wv?

(resp. at?) et c, (resp. Gt) Ltunique “T -morphisme (resp. “Wf6!-morphisme)
de AA (resp. A‘) dans une “WH ~alg&bre {resp. Tf'-algzbre) A,

Si A est une "['-algébre, ctest aussi une “TW -algébre et geAS
At °

Oo

Soit X un sous~ensemble de At reconnu par un “Ftsautomate AL = (A,t)

Appelons Y le sous—ensemble de A, reconnu par AY . Puisque Y est algébrique,
—

appelons P un polynéme tel que Py =Y,

Si l'on pose P! le polynéme de la théorie Wt déduite de P par passage

au quotient, la proposition démontrée dans la section 1.51. donne

X= ony Ys (Pay), = Pie
Oo Go

Done X est algébrique.

1.55. Quelgues théorémes sur les ensembles ala&briques,

Théoréine.e— Ltimage par la restriction d'une eprojeation & Ltalg&hre initiale ¢tun ensemble

algébrique est algébrique.

Démonstration : Soient F : Foy Tt et A (resp. Ar) 1’ alg&bre

initiale de la théorie "Wi (resp. Wt) . Ltapplication FLA A ’ Aa — At ;

vestriction de F A A est l'unique T-morphisme de A dans At muni

de la structure de “TT -aigabre créée par €& F comme indiqué en 1.27, Il suffit

pour cela de voir que F/A est un “Wo—-morphiems de A dans At . Cy effet ¢oD oO
F{(a, peeve, a_)¢) = FC <g a, yroey aoe p) =F( Za paren, a> ) F(p)

ql <r Ay pores F a, > F(o)

car F est une prejeetion

i
Fela, gene, a.) (F ay gees P ale

dtaprés la structure de “W ~aig&ébre dens At °
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L'image dtun ensemble algébrique X de os est conc un ensemble algébrique

Y dela “VT ~alg&bre At d'aprés lun théoréme de la section 1.51. Il existe done

un polynéme P tel que P, = Y . Soit FP le polyndme dont les constituants

sont les images par F des constituants de P. Sur At ; dh pk coincident avec

D (F p)k » donc aussi \) D pk = ty fo) (F p)k » @t par conséquent Y = (F P)
k?> 0 k>O

Y est algébrique pour la théorie TT! .

1 e

Corollaires. Si F : Ts Vt est une projectiod'une théorie WT dans une théorie

‘Wo! libre sur un ensemble fini, l'image par la restriction de F A AO d'un

ensemble algébrique est reconnaissable.

La démonstration découle du théoréme précédent et du fait qu'un ensemble

algébrique est reconnaissable si "[' est libre sur un ensemble fini.

Corollaire.— Si 1l'an est dans les conditions du corollaire ci-dessus et que de plus

“Test quotient d'une théorie libre de base finie, alors l'image dtun ensemble

reconnaissable est reconnaissable.

La démonstration provient du fait que pour la théorie “T , un ensemble

reconnaissable est algébrique.

Théorémee— Ltimage inverse par une transcription d'un ensemble reconnaissable

est reconnaissable,.

Démonstration + Soient Fos To my TT ; 7 ee

une congruence finie sur At » Définissons sur AO la congruence Q ,

xagy (Q)é===> F(x) wv F(y)(Q') . Q est une congruence finie.

Montrons que Q est compatible avec la structure de "Y -—alg&bre sur Q.

Soient Xy peres X et Vz aeesy yn des éléments de A, tels que xX, Ys

On a alors

(F X, gece, F x Fp wu (F ys yeee, F y_) Fe

F(x, sexy xe) F(ty, peeey y,J¢)

et done

(x, e*PuT, x9 (y, peers yj? °

Si X est réunion finie de classe modulo Q' , alors Y = oT ex) est réunion

finie de classe modulo Q .



CHAPLTRE IT

ETUDES DE QUELOQUES APPLICATIONS AUX LANGAGES

Dans ce qui suit nous appelerans du méme nom les ensembles algébriques

d'une théorie IT et ceux de la théorie “W(V) obtenus en adjoignant librement

les éléments de V comme opérations O-aires (cf. 1.29.) . Nous préciserons

Si nécessaire de quelle théorie il stagit.

2et. QUELQUES STRUCTURES SUR V* ET LES LANGAGES ASSOCIES,

On appelle V* l'ensemble des suites finies d'éléments de V ot V est

un ensemble fini appelé alphabet. Les éléments de V sont appelés les lettres

et les éléments de V* sont appelés les mots. La suite vide est notée A et

appelée mot vide. Un sous-ensemble de V* est appelé un langage.

2e11. Théorie des Vemémoires pointées et K-langages de Kiesene.

2e1.1. Définition d'une Vemémoire bointée.

On appelle V-mémoire pointée un ensemble muni de (card V) apérations

unaires notées s wo? ass et d'tune opération O-aire notée Ss, °

Cette définition suscite la définition d'une théorie Libre appelée théorie

des mémoires pointées. (Elle sera libre car nous ntimposons pas de relations

entre les opérations).

2.11.¢. Définition d'une théorie des V-mémoires pointées.

On appelle t éorie des V-—mémoires pointées et l'on note of la théorie

libre engendrée par la famille (2 een ou
i

Qo - {s,}
od = VY

et Qo = pour ip2,

Ltalgébre initiale de cette théorie s'identifie a V dans lequel A

estl'opérateur O-aire et les opérations unaires sont de le forme

a, (a, eee a) =a a pee 6

Degré et hauteur coincident.

Si «G@ V*¥ d(x) = h(x) = xt + 4

x

ou Jat désigne la longueur du mot « .
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Nous noterons V* (T) la mémoire pointée libre sur T.

Outre ceux qui appartiennent & V* , ses éléments sont de la forme «A ow

“ €& V* et AET.

Les automates de cette théorie sont connus sons le nom d'automates finise

Si V est fini, les ensembles algébriques de cette théorie sont appelés

K~langages, langages de Kleene (ou langages réguliers cf. 3.31.) .

2e1e2.-Théorie des monoides sur Vet Jangage de Chomsky

2e1ee14 Définition d'un semi-qroupe sur V ,

On appelle semi-groupe sur V_ un ensemble muni d'une loi de composition inter~

ne associative et de (card V) opérations O-aires.

Si de plus on suppose l'existence d'un élément neutre pour la loi de compo-

sition interne on dira que l'on a affaire & un monoide.

Considérons la théorie % appelée théorie des magmas engendrée par

ie} CL = far( i ds EW 2 }
| ie i i 42C2. @ Sl 2

2e12e2.— Définition d'une théorie des semi-qroupes.

On appelle thécrie des semi-groupes la théorie notée D quotient de £

par la plus fine relation de congruence telle que

{44,27 VT,3>7 ~~ 41,¢2,3>7>7 ,

Cette congruence est une decongruence et une h-congruence.

La théorie des monofdes notée IM) est obtenue par quotient de ee TAI,A

étant adjoint comme opérateur O-aire, par la plus fine-congruence telle que

21,2 > 7 ,25 NU ~ 21, 42,3 > 7 > x

et £A,1>W In <41,A>7.

On s'intéressera souvent a § Cv2 et M CVI.

Lialg&bre initiale de $ {V} est V*. fA} : celle de Mocva est v* .

Les ensembles algébriques de Mi tv” sont appelés langages de Chomsky

ou CeLangages.
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2412.3. Définition d'une projection de olf. dans Mecva.

On peut définir une projection f de Bb dans MI CvJ comme suit

f(A) =A

f(21>a) = 1,a>T7 pour tout aGv.

Selon la définition du foncteur sémantique donné au paragraphe 1.28. ,

Gir) est un foncteur de Merve dans ol6 » Etant donné un monoide M ,

FM) est muni de la structure de mémoire suivante :

si x@M et a€V eX = aX »

La restriction de f & V* est une bijection.

2019. Théorie & °

Nous avons vu L'intérét dtintroduire les théories Jb et $ CVI sur V* 4

En effet on pouvait attacher A ces théories des ensembles algébriques qui étaient

les langages réguliers et les langages de Chomsky. Posons=nous le problaéme inverse :

quelle structure faut-il mettre sur V* pour que les elsembles algébriques forment

une famille de Langages donnée.

Nous prendrons ici les langages linéaires ou quasi-rationnels, c'lest—a-dire

ceux qui sont solutiecns de systémes du type
n,

xX

ou 5 contient au plus un nom terminal.

2.13.1. Théorie libre £, °

Soit la théorie libre iS engendrée par
1

Q = {A}
Oo

, =VUV oad Vest un ensemble cn bijection avec V

(Si @a@€V , on notera 2 1'élément correspondant de V)

ar =A si ipDe2

Si oO), € QQ, et x un élément dtune & ,-algebre, on notera

ZX Da= ax x si a€V

<x wa= XxX a si a€V ,



Thee ee wert emere see
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Considérons sur &, la congruence 1a plus fine contenant pour tout a

et pour tout b dans V

(ax1)xb ~ ax (1 xb) (1)

et pour tout a dans V

axAn Axa (2)

Nous noterons & la théorie quotient de % par cette congruence.
1

Proposition.- Dans la ¥ -algabre initiale toute classe d'équivalence contient

un et un seul élément de la forme

(se0e(A x a1% as) Xeee) X a.) dite forme normale.

En effét-raisonnons par récurrence sur le degré ;

si dr=1,2r2A » le résultat est vrai.

Supposons qu'il le soit pour s tel que ds &n et soit xr tel que

dr =n+ 1, alors

ou bien r=a xa ot a€V et dsin.

Soit s! l'unique élément sous forme normale congru a s , alors st xawsxa

et sx a_ est sous forme normale 3 si sAs',sxa_ n'est certainement pas

sous forme normale, il y a donc unicité,

ou bien xr = ax ou a€V et ds ny, et notons encore st L'uniqueeee: a ate ra ae to ee

élément sous forme normale congru a s , alors

axs "axes!

)
st

It {ere(A x a,) x as )eee) xa

)
axst=ax (sel(A xa) x ay )eee) x a

j n=1

en appliquant (n-1) fois la relation (1) on obtient

axstw(,..(ax A) x a, )e--) ea a

mais comme

axA ~~ Axa

et puisqu'il stagit d'une congruence compatible avec les apérations de £,

ax stm (see(A x a) x a, Joos) xa =sl! ,
n-1

Or & chaque étape 1'éément construit est unique, s" test donc aussi.
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Remarque : Dans la forme normale les parenthéses sont inutiles et nous écrirons

alors A x ay XeeeX a. °

2.13.2. Ensembles al gébriques.

D'aprés 1a proposition ci~dessus tout élément de la £ ~algébre initiale

est la donnée dtune suite finie d'éléments de V ; cellesci stidentifie donc

av",

La relation (1) permet d'teffectuer indifféremment les opérations & droite

avant les opérations & gauche cu vice-versa. Un élément dela & -algébre libre

Sur EnI stidentifie donc A un mot de la forme

a Ay Az ses a, j ana coe ae

Les ensemble & -al gébriques de V* ~~ sont donc solutions de systémes de
la forme

id(1 ,eee, n) Po = %;

qa

au ©, est soit de la forme Na, vee a
1 m7 j

eee A k a eee A °n,

soit de la forme a

pee m.
1

Ce sont done les langages linéaires.

2e26 RAMIFICATIONS ET BILANGAGES,

La notion de ramifications a 6té intraduite par Pair (ef, CB: Sur les

notions algébriques liées a Ll’ analyse syntaxique) afin de formaliser les "structures

arborescentes" rencontrées dans de nombreux domaines du traitement de l'information
(fig. 1) . Cellesaci ont parfois plusieurs facines et sont orientées de "gauche
a droite, Lhaque noeud est étiqueté par une lettre appartenant A un certain
alphabet, et parfois les étiquettes des feuilles appartiennent A un alphabet

différente 

.

dx ALA. A
a B Cc cite

i 
r 

t 
Ss 

i

fige 1 = Ramifications
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Pour en donner une définition algébrique on est amené & se donner deux

opérationse

@ une loi de composition interne associative & élément neutre que nous

appelerons somme et noterons + (fig. 2).

| /A K / \
B f . } f /é i \, \ :

4

fige 2 — Somme de ramifications

@ une loi de composition externe & opérateurs dans N que nous appelerons

enracinement et noterons x (fig. 3).

EN > B

a A b

Axr

-

Pig. 3 = Enracinement :

2e2t, Nebinoides et N—semi-binotdes.

221.1. Définition dtun N-semi-bonofde.

On appelle N~semi~binotde un ensemble muni d'une loi de composition interne

associative appelée somme et notée + et de (card N) opérations unaires notées

(Ax) pour A appartenant A N,

202162. Définition d'un N-banoide.

On appelle N-binofde un N-~-semi-binofde dont la loi + posséde un

élément neutre {notée souvent A) ,

2e21ed. Théorie des Nebinofdes et des Ne-semi-binoides,

Considérons les théories libres
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Y, engendrée par {2} ie

ob OL, = {A}

Qs N O, =8 si i >2

Q., = {T}

eT engendrée par £25}
2 Lé€N

Qlr=f si i=0 et ip2

2s = {97}

Sur TT, et Ts considérans les congruences Q, et Q, les plus fines,

contenant les relations

41,2 >7 ,3 77 ~ 41,42,3>7 >7 (mod Q,) et mod(Q, )

£A10T ww 1 * C1,A>T (mod Q,) .

La théorie B,, = Tr, sea appelée théorie des N-binoides et pS, = Wa,

celle des Nesemi~binoides.

L'alg&bre initiale de (& 6B, )> est vide mais celle de (By ne ltest

pas, Cellesci sera notée N et appelée N-binoide initial. Si T est un ensemble,

nous noterons N(T) le N-banoide libre sur T . Les sous-ensembles de N(T) sont

appelés bilangages.

Soit N(T) le plus petit sous-ensemble contenant T qui est stable par

la somme et les enracinements, c'est un semi~binoide engendré par T . Montrons

que N(T) est libre sur T .Soit S un Nesemi~binoide et soit B le

N-semi~binoide obtenu en ajoutant une unité e A S telle que 3

et NW) xe=ze.,

Si f est une application de T dans 8B » il existe un morphisme de Nebinoide

“~

unique de N(T) dans B prolongeant f , dont la restriction & N(T) est un

morphisme de N-semi~binoide.

Drautre part si g est un morphisme de Nesemi~binoide de N(T) dans 5S,

il se prolonge de maniére unique en un morphisme g de N-binoide de N(T)

dans B,
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Il existe donc un morphisme de Nesemi-binoide umique N(T) dans 5.

N(T) est done un Nesemi~binoide libre sur T.

Les sous-ensembles de N(T) sont appelés bilangages.

22.2. N-pépiniéres.

Pour pouvoir appliquer les résultats du chapitre 1, il est intéressant

d'étudier N & ltaide d'une théorie libre, Pour tout AGN , nous poserons

fF, (r,s) =r+AxS.

Dans l'article "@éfinition et études des bilangages réguliers" ‘T9] , Pair

et Quéré ont montré que toute ramification de N se décompose de maniére unique

per rapport 4 ces opérations. En effet, soit r4ZAE N , il existe s et r!

tels que 3

r=s+rfr!?

c' ne se décompose plus en somme de ramifications ;

c'est différent de A . Il existe alors A unique tel que :

ri=Axt .

On peut donc écrire x sous la forme

r=st+tAxt,.

La décomposition ainsi construite est unique. Cela conduit A poser la

définition suivante :

22201. Définition d'une Nepépiniére.

On appelle Nepépiniére un ensemble muni de card(N) lois de composition

interne notées Pa pour AGN,

2e2ee2. Théorie des Nepépiniéres.

On appelte théorie des Nepépiniéres la théorie libre notée r engendrée

par haf Og ieN

telle que O., It Zz

=f pour isO , is1 , id2.

L'algébre initiale de ( \P est vide, mais la Nepépiniére libre sur
N

stidentifie & N , ot f (z,s) =srt+Axse
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Remarque 1 : Si N= for} , on vetrouwve la théorie om des magmas introduite au

Treen
paragraphe 1.2. du préeédent chapitre.

“a

Remargue 2 ¢ Si l'on pose Fy(rys) =Axxr+s , toute ramification de N se

a

décompose aussi de maniére unique par rapport aux opérations de Ph et N- peut

ainsi étre considéré comme N-pépiniére initiale pour cette structure.COTS TS PTT
2e23. Quelques projections liées & N.

f ie = _-
f Pour faire passer certains résultats connus sur N* dans N et réciproquement,

on introduit différentes projections de théories liées & Net N* , NousSa
. . a a Fe adéfinissons ces projections sur les générateurs des théories et nous nous intéressons

& leur sémantique au sens de Lawrere (cf. § 128)

na

202361. Plongemants de Nx dans N.

~

Il y a deux maniéres de plonger N* dans N= suivant que l'on munit N*

d'une structure de monoide sur N ou d'une structure de N-mémoire.

@ Pp, de IM CND dans 8B,

Py (A) =AxA

p, (7) =T.

P, définit une application injective de N* dans N et plus généralement

de (NUT)* dans N(T) qui permet d'identifier N* (resp(NUT)* ) avec

un souseensemble de N (resp. N(T)) e

€(p,) envoie tout Nebinoide B sur lui-m&me. &(p,)(B) est muni d'une

structure de monoide sur N . Ainsi on conserve la loi de composition et on prend

comme opérateur U-aire correspondant & A , Ll'élément Ax A,

@ Py de dG, dans ee LAI

p,(A) = A

p(A) = £1,A > As

définit une application injective de N*TM dans N.Po Pp

& (p5) envoie toute pépiniére P sur elle-mame, @(p,)(P) est muni dtune

structure de Nemémoire. Ainsi, si AEN et si r est un élément de la pépiniére

Axref(r, A).A
A



2e23e2.- Mot des feuilles.

La projection » est définie de B, dans M tn3

gw) =r

oC 21> A)= €1%

définit une application surjective de N(T) sur T* 4,

{~) envoie tout monofde M sur N sur lui-méme. & (»)(M) est muni d!une

structure de N binoide définie comme suit : la loi de composition est la m@me, N

opére trivialement sur le monofde (ise. Ax r= r) e

2023645. Mot des racines.

On définit deux projections différentes, ltune correspond au N-binoide,

l'autre correspond 4 la Nepépiniére. Mais elles ont méme effet sur N °

@ , est une projection de 8, dans fMftny définig par :

0, (7) =e

O(&1 > ASA si AEN

@ 5 est une projection de P dans JE, définie par :

(41,2 DA) = €1> A si AEN,

Restreint & N , les deux projections cofncident et envoient toute ramification

sur un mot de N* appelé "mot des racines",

Glo, ) munit tout monoide d'une structure de Nebinode en gardant la méme

loi de composition interne, la loi externe étant la loi définie par ;

Axr=A.,

G (9,) munit toute mémoire d'une structure de Nepépiniare de la facon

nt des &1é6meiits de la mémoire
¥ Q ct u} 1a) QO

5

suivante :o¢ a

, (rys) =AxS&.

2223044 Projection pour 1l!analyse ascendante de ‘gauche & droite.

Dans £82 ("Sur des notions algébriques liées & 1' analyse syntaxique"), Pair

introduit une projection de La théorie B. dans Mun (N étant un ensemble

en bijection avec N: si AEN » on note A 1'élément correspondant de N) .
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On définit le projection SS ainsi B

Li 41> A= Katr> aw shoe

AT) = 6.

En pariiculier, a e-voie N(T) dans (NUNUT),

Cette projecuicn envoie les bilangages grammaticaux de N (cf. Pair et Quéré [9D

sur les "bracketed languao7s" de Ginsburg et Harrison C33 .

Oh) permet de minir tout monofde M sur NUN dtune structure

de Nebinoide en conservant la lo: de composition interne. Si X% et g

appartiennent & M

Axa=Aak ,

2029.5, Projection pour 1'analyse descendante.

Ces projections vont de Peng dans Mun e

a) Pour L'analyse dessendante gauche

og(A) =A

dq( 41,2 7 A) = CEL A> & A > 12 > ©
n

ce qui donne four xr et s appartenant & N

da(f, (r,s)) =A dg(r) A dg(s) .

On obtient dens une applicetion injective de N dans (NUWN)* ,

b) Pour l'analyse descendante droite

dd(A) = A

au 24,2 >A) €4LA,2>5 & RYT > oe

“

ce qui donne pour r et s appartenant & N

dd(#i(r,s)) = A dd(s) A dd(r) «

La sémantique de ces projections permet de munir tout monoYde M sur

NUN dtune structure de N-pépiniare.

Si a et B appartiennent a M,

pour (&(dg) : F(x, B)

pour B(da} 2 f, (0%, B) = AB Ao

Aan A pu
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2.234 Bilangages réguliers.

Les ensembles algébriques associés aux deux structures de N-pépiniére

sur N cofncident et sont appelés bilangages réguiiers. Ils sont donc reconnus

par les Nepépiniéres finies mais aussi (cf. €93) par les binoides finis et les

diofdes finis (cfs 2.25) . Une étude compléte en est faite dans C99 et i232.

Signalons cependant le théoréme suivant comme conséquence des théorémes

du paragraphe 1.55.

Théoréme.~ Les lengages de Kleene sont les mots des racines des bilangages

réguliers et eux seulse |

En appliquant la projection ®5 "mot des racines" il résulte que les

mots des racines d'un bilangage régulier forment un langage réguliere

La réciproque se déduit de la proposition suivante +

Propositions Les langages réguliers sont des bilangages réguliers.

On applique la projection 5 et on remarque qu'un langage régulier est

stable par la projection "mot des racines".

22245 Bllangages binodaux et semi~binoidaux.

Nous appelerons bilangages binoidaux (respe semi-binoidaux) les bilangages

algébriques de N ou de N(T) (resp. N(T)) associés & la structure de

binoide (xrespe de semi-binofde).

On peut leur appliquer les théorémes d'unicité et de réduction.

- En utilisant la projection By et en assimilant N”~ a& son image dans N

par Py on obtient la proposition suivante, conséquence du théoréme du

chapitre 1 6

Propositione-= Les langages de Chomsky sont des bilangages binoidaux.

~ En utilisant les projections , et , on obtient le résultat suivant :

Propositions Pour les bilangages binoidaux, les langages de Chomsky sont les

mots des feuilles et les mots des racines et eux seuls.
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Définition d'un ensemble de chemins.

Nous définissons © l'application de N(T) dans §O(N *(T)) par :

e (a) =a si a€T

BA xr) = @(r)oA

Ble +s) = @(r) U Ols).

q

Hl

Si « € (xr) , on dira que & est un chemin dans la ramification rx.

Si x est la ramification de la figure 1 ;

@(r) =faA , aBA , ABA, bBA , aB, bB}

Si L est un bilangage, ‘@(L) = LU €(r) est appelé ensemble des chemins
réb

du bilangage L .»

On obtient alors la proposition suivante ¢:

Propositione~ Les langages réguliers de N*(T) sont les ensembles de chemins des

bilangages binotdaux de N(T) et eux seuls.

Démonstration : Soit L un bilangage régulier solution du polyndéme

P = (P, gTerety Pp) de degré 1

Associons lui le polyndme Q 5

Sai OG P, et p=a alors yp! =a eat ere Q,

Si PEP, et Os j.A alors of =Ax ji et er EQ, .

On étend 8 & un neuplet d'ensemble de la maniére suivante :

CK, sever XL) = (OY) peer, POD),

La définition de Q donne immédiatement

€ (xa) = P(X) Pe.

a fr nk s ok - Coo at
ruisque oS \w) = yw en remplagant A par Ww 7 ON Obtz1ent

(pa) = De

et done © (D ak) = QD pk par récurrence sur k

e(U (pas) -U ge,
&k yO k pO

Done L est l'ensemble des chemins d'un bilangage bdinoidale



Soit maintenant un bilangage binoidal £ » Solution minimale d'un polynéme

Q de degré i.

Associons<lui le polyndme P comme suit :

Si 9€Q, Y=AXj ===> p= JAE P,

pejtk ss) jeP, et KEP,

Pea ===) a€ P,

D'aprés la définition de P

€ (xa) = @(x) Pp.

Or (op) = % , on obtient done

Mae =Ge,

et de m&me

€ (gh aX) = B ek

done 9 (LJ) ® ak) = LJ) Bek é
k yO k 3G

2625. La notion de diofide.

Cette notion a été introduite par Quéré,

2.25.1. Définition d'un dioide.

Un diofde est un ensemble muni de deux lois de composition interne associa=

tivese On les note + et x etoan suppose qu’elles vérifient la propriété

dtassociativité mixte ci-dessous :

(r+s) x t = 2 + (sxt).

On suppose de plus qu'il existe un élément neutre pour ia loi +.

2.25.2, Théorie des diodes.

Soit la théorie libre enyendrée par

= {A}Q
oO

MQ ={T 9}i

2

Q,=QD por ist et i>2.
1

On obtient la théorie des dioides par Passage au quotient de cette théorie

par la plus petite relation vérifiant

cO1 st CO2 (cf. 1.26.)
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et les congruences suivantes :

(A, 17 ww tw (1,A)4r

(1,(2,3)9T or me ((4,2)4,3)

(1,(2,3) gp wm ((1,2) 9,3) 9

et ((1,2)9,3) pw (1,(2,3) par .

Nous noterons cette théorie D °

La X -algébre initiale est réduite & {A}. Nous étudierons donc souvent la

théorie QIN) des Nediofdes dont L'alg®bre initiale stidentifie A N » en

définissant xr +s comme la somme des deux ramifications, r x s consistant a

accrocher s @& la derniére feuille de r (cf. £1.23) . Les Nediofdes libres sur T

stidentifient alors & NUT ,

2025.3, Bilangages alaébriques.

Les bilangages de v associés 4 la théorie des dioides ont été étudiés par

Quéxré sous le nom de bilangages algébriques. Les fonctions polynémiales qu'il

introduit sont effectivement les éléments du diode V Ven? 3

2.26. Inclusion des trois familles de bilangages.

1) Dans N(T) il y a inclusion de la famille des bilangages réguliers de
PT) dans celle des bilangages demi~bino¥daux.

Remarquons en effet, que ?, (r,s) =srtAxs.,

Donec chaque opération de la pépiniére se décompose en deux opérations du demi~binoide

Il en résulte quia tout palynéme de la théorie des pépiniéres correspond un

polynédme de la théorie des semi—binowdes ayant méme solution minimale.

Notens ‘cependant que 1l'inclusion est stricte car les langages de Chomsky de T*

sont des bilangages semi-binoidaux de N(T) Mais ne sont pas des bilangages

Beguliers?

2) Dans le cas de N 2 il y a inclusion de la famille des bilangages réguliers

dans celle des bilangages binoidaux, elle-m@me incluse dans celle des bilangages

algébriques d'aprés la définition des opérations.

Deux contre-exemples montreront que les inclusions sont strictes,

@ Soit Le polyndme

P,={A+145B,A} °
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La solution minimale de ce polyndme est le bilangage binoidal

L={nA+nB,n® O} (ot mA=A +...4+A,n fois) qui n'est pas un

bilangage régulier (cf. C92 n* 4.11.).

@ Soit le polyndme

P, ={Ax1xB,AxB}.

La solution minimale de ce polynéme est le bilangage algébrique

L' = {a" x B"} {od Als A xeeex A » n fois) , dont les chemins forment le

langage de Chomsky aD pg? qui ntest pas réguiier ; donc L! ntest pas binoidal.



CHAPITRE Lit

GENERALISATION DU THEGREME DE KLEENE

Les théories que nous considérerens dans ce chapitre sont engendrées par une

familie (2 = Cone m donc de ka forme ES £23/0 ot Q est une relation

qui vérifie la propriété du paragraphe 1.42.

Etant connée une théorie “TT, nous noterons A CVI ila “Wai gabre libre

sur V3; si V€V! ,nous supposerons que ACVAC ALCVt] , L'idée maitresse

de ce chapitre consiste a considérer A [V3 tantét comme “W CVJ~algébre initiale,

tantét, si SEV, comme “PUV-S2 alg&bre libre sur 5 . Les 61éments de V

seront donc tantGt considérés comme des constantes, tantdt comme des notations

de variables dans les morphismes, Dans ce qui va suivre, nous verrons Ltintérét de

passer de 1tun & l'autre de ces aspects.

3.1. SUBSTITUTION.

3.11. Substitution en A dtun ensemble dans un élément d'une algébre

Nous nous plagons dans A CVI et nous considérons un élément A de Vo. Si

ré€ ACVA et LC ACV , on appelle substitution de L en A dans fr y une

opération définie par récurrence sur la taille de r et notée s,(z,L) 5

* Pour tout BE V

s ,(B,L) = si B#A alors B sinon L

* Pour tout w € QO

S (Cry yp eeert u,b) = ((s altel) veorat S,(r st) )w

en particulier si Ww EN
a

& (w,L) = W

Remarque 1 : Si r€A Uva , il peut @tre identifié & un morphisme © de la théorie

“YT tv - £AtF, os I ---y) 1. La définition ci-dessus coincide alors avec celle

donnée au chapitre 1, § 1.40. pour la “Wry -¢ A} alg&bre relationnelle A EVI.

Remangue 2: Si p € “F(l, (pw) ona alors

Sq (xy pe0eZ,)Pab) = ( Ss, (x, sb) geoe, 6 (rb) io :
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3.12. Substitution en A d'un ensemble dans _un autre,
a a re

s (LIL) = L) s (x,L) °
2 rnEut i

Remargue 33 Si M CWI, tpn)

8 C(t secest) ML) = ( sir, 2b) peees 8 q(t 2b)) M

3.13. Substitution itérée d'un ensemble,

Cette opération envoie un sous-ensemble L de AVI sur un sous-ensemble

noté st(L) dela ATV -fA}].

Flle est définie par
co

s¥(L) = W sF(L)
p=0

et sp(L) est définie par récurrence sur p comme suit

sa(L) =0

et PL) = s(t, oP TL).

Montrons que pour tout p, eP(L)e A ty . fa}a.

En effet s(t) =@ZCA Cv — {AD et dtautre part, si lton suppose

polD aq(e, sPl(L)) »

BLa remarque 1 ci-cdessus et le fait que § (L) est inclus dans

HT]PLC a Ev a(apa, 2 PL) = sylby ah '(L))

A CV —~£A3D montre immédiatement que s,(r, spl (L)) est inclus dans

A CV —€AH.

Dans l'article de Thatcher and Wright "Generalized Automata theory with

an application to a decision problem of second order logic" [153 , on trouve une

définition de la substitution itérée qui différe de la ndtre par sq(t) . Les auteurs

y posent s ait) =A au lieu de s s(t) = %@. I1 nous a semblé préférable de faire

en sorte qutaprés substitution itéxée, il n'y ait plus de traces de la variable

par rapport & laquelle la substitution a été faite.
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3.2. ENSEMBLES REGULICRS,

3.21. Définition.-- Un sous-ensemble d'une “TY -algébre libre sera dit “Tl -réguilier

(ou simplement xrégulier s'il n'y a pas ambiguité) s'il est obtenu & partir des ensem-

bles finis d'une “mal gébre libre par un nombre fini de substitutions et substitue

tions itérées.

Cette définition généralise la notion de langage régulier au sens du théoréme

de Kleene (cf. 3.31.) » Notons cependant que nous n'utilisons pas la réunicn dans

la définition, car eelle-ci peut &tre obtenue par substitution ; en effet, si Ly

et Ls sont des sous=ensembles dtune Hl -algébre libre sur V et Lo = £a,B}

ou A et B ntappartiennent pas & V .

Y —L,UL, =sp(s,(L,,L,) , b,)

353. GENERALISATION DU THEOREME DE KLEENE.

3e31¢ Enoncé du théoréme.e Un ensembie est régulier si et seulement s'il est

algébrique.

Thatcher et Wright (cf. (157) ont démontré un théoréme proche dans le cas

d'une théorie libre de base finie. Cependant, comme nous ltavons dit, ils donnent

une définition légarement différents de la substitution itérée 3; ils admettent

la réunion et surtout leur é6noncé affirme 1'équivalence entre ensemble régulier et

ensemble reconnaissable. Ur, nous savons que, dans le ces qu'ils considérent,

ensemble ceconnaissabir et ensemble algébeique cudiwideits

La démonstration de l'équivalence entre ensemble régulier et ensemble

algébrique est plus générale, car elle sort du cadre des théories libres de base Pinie.

Méme dans se dernier cas, elle met en évidence les liens entre l'algébricité et la

régularité,

Notation ¢ si P =(f gucey Pp) est un polyndme, nous allons poser
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ke1 k-4 . .p = (p, peees PL yP, pour tout j§,1ggeameo

3.32. Stabilité des ensembles algébriques par substitution.

Propositione— Les ensembles algébriques sont stables par substitution.

i =P. of = Hee t+ bLte of = oweSoit L=P, ob P = (P, sees, Pp. e Q, ot G = (Q) ze0e, i)

deux ensembles algébriques.

Montxrons que s,(L,L") est solution minimale du polynéme construit ainsi :

*si 14 jgn,R, = s,(P 5am +1) . Intuitivement cela revient A substituer

m+ 1 & toute occurrence de A dans Ps e

*si 12 j 2f : Bi ory = F(Q,) ou f désigne l'’unique prolongement de Ay

dans BO am de ltapplication jweyjims

Remarquons que si Ram zire, (pd genoa @ 5 X, 5 167) X,) R am = (Xj p000yX) R,
.

nm -~

-o = Idone 8 et =, = Lt .

—

Premiére partie : s,(L,L") Cc R, é

Considérons la suite d'tensembles définie par hi = (2 plete > x) By

et ny g si igje¢m

n= Re si méggQ2inm.

On voit facilement que pour tout k , mec Re 3 en peticulier = = R si

ji >ms. Montrons que si 1g jam
=

Crest immédiat si k = 0 ¢: supposons le résultat vrai pour k-—- 1

km4 ki >

"57 (a genes By 2 hay Grete Fiz) Rs
kent kent =

= (ay perer Be Ray) (Py, m+ 1))

k=1 k=1 ¢- (3, (P, a Lt) geces 3, (P. Lt), Lt) sl? > m+)

_ ket Kent 1) a 6 (pk t= 9q((PE peony PR) Psy LE) = sg(Pey Lt)
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De ce résultat on tire

Le a gk wee, Le YSN
kyo 4% kyo *& J K kyo 4

= s,(P , LIVCR

en particulier s(L,Lt)G R, >

Deuxiéme partie s Montrans que R,€ s,(L,L") en montran® que

R R est une solution du polyndme R .o, (s,(P,, Lt ) gooes Sa (F Lt} ’ Rot genes Roem

* sim “<i ¢ 9 +m on a immédiatement
t : R R =(5, (P, gb ) yoeny, s,(P 4b } 3 al pares R am Ry Ry °

wees —

Pp Le poe
(9, (Py ob ) yeees sa (Pat ); Ret eee Beem ) R,
(s,(P, ob?) 132 Se s,(P_2L") , Lt) a, (P., > m+t)

N
p- 5. t = Pp 1ay((P, yeeo, PL) PP. Lt) = 8, (P yb ) e

3.93. Stabilité des ensembles algébrigues par substitution itérée.

Propositione= les ensembles algébriques sont stables par substitution itérée.

Soit Ls«=P, ou P = (P, GYorstery Pp. °

(P.y1) , on obtient un polynéme Q = (Q, ya Beers a. obtenu enEn posant ._=S8 :
7 85 Av

remplagant toute occurrence de A par 1 ,

Lemme 1 : SE XG Qs alors sq (Pe ona a, 3

Si k=O ona s.(@ Gor °
Si la propriété est vaaia pour k- 7 , ah optisnt

k=4 7
s,(P. 5X) €Q. pour tout jah; oJ €0, p J

et conc

keol ket
5, ((P, »ax5 Pa ) P > x)

k=4 —
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or P, = VU a » on obtient donc

e, (PX) = Sa (LI K x) = LJ a, (p* XX) q.
vg kyo J KO j j

En particulier si X€ aq, ; ona sy (L,X) Cc Q, , ce qui va nous servir 4

démontrer le lemme suivant.

Lemme 2 : sr{t) Cc Q °

Il est immédiat que st(L) = Po T
A 4°

Supposons sp (L}Cc a, et donc
= a

sy (L) =s,(L , 85 (eq .

reer,

Réciproquement, montrons que Q, a s¥(L) 3 pour cela montrons que sx(L) est

la premiére composante d'une solution du polynéme Q , choisissons 18 ainsi :

Ly = ee(L) = 8, (P,,8%(L))

L, = 9q(Py,8K(L))

On a alors

= ererae

(s,(P, ,s%(L)) g > Snip sy (Po sex(t)) a)u(L geoe L.) Q
J1

= s, ((P, ye oes P Q,,87(L)) .

Or, par définition de Q,

(By poor PL) O, = 9, ((P, gener PL) PPL) = 5, (P41)

done

(L, gpoee, L,) Q = sa(s,(P,L),sh(L))

et

5, (P 45, (L,s¢(L))n

J

= s, (P,,se(L)) = Le
RS

3,34. Propositione- Tout ensemble réguiier est algébrique.

Ctest une conséquence immédiate des deux propositions précédentes et du fait

que les ensembles finis sont algébriques.



3245. Propositions Tout ensemble algébrique est réguiier.

Remaraues préliminaires.

On a déja vu que LU Ly est obtenu par substitution, d'tautre part si

L, pesos Ls sont des ensembles et 9 € (W(I,fn2),L= (L, gfoxe x7 L. i)

est abtenu par substitution 3; en effet si L' = (A, ,c60, A) oO 5

= ; tL = Sq (s, (.%4 (s, (L aby) ’ L,) a ofoml,

n Newt 1

JL).
nne=1

Démonstration de la proposition.

Soit L un ensemble algébrique et P = (P, ,e0e, Pp un polyndme tel que4

ibe P §
n

Nous allons vaisonner par récurrence sur n 3:

q

1) Cas ne=i.P= WV 9, ob 9, E T(1,2)

P = sf{P) e@

Cela provient immédiatement de la définition de P et de celle de sf(P) °

2) Cas générale
Pm aeg nan eR, EE RR

Avant de démontrer le cas général, posons quelques notations.

Notations :
ee ee ae ee ee

* “Fr = “T Egn?l , clested-dire la théorie obtenue & partir de la théorie T

en adjoignant librement 1'élément nm.

* Qe (Q, poe Qa? eat le polynéme de la théorie “{7' construit & partir

de Pen enlevant PL et ot a. (pour 141i 4n-1) a les mAmes constituants

que Ps , Mais considéré sous l'angle de la théorie “"F' .

ae

* Y = (Q, poet y Qt

(0, ,98(Y)) pour 12 jan-1

> nm) PS

*% i.
J

I

L.
n

it s*(Y) :

eee

Remarquons que Y est obtenu & partir des Q par substitution.
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Démonstration 3
PD A PEE RS a De

Nous allons montrer que Ls = Pa « Les Q sont réguliers, Y est obtenu

par substitution et Ls par substitution itéxée & partir d'eux 3 par conséquent

ie sera régulier.

Premidére 6tape ¢ pc L 2

Pour cela, il suffit de montrer que

(L, pose, L_) P= (L1 n 1 99 ees L s

Or

(L, nertels Latt,,) Ps = (s (, ,8*(Y)) syeereyy 3 (0, 28*(Y)), s(n,s*(Y))) Py e

Dtaprés la remarque 3 , § 3,12. , on obtient

(L, geeay Loe th P86 (8, 9 Sony Qo) Py ? s*(Y)) e

*si 14 374n-1 d'aprés la définition de 9, ona

=

ym) Pi = (Q, peeny Qt? a; = Q
—

( 1 yooog Qe

ce qui donne donc ¢

2 Q. * = °(L, soeegh ? L Pi s(0,,88(Y)) Ly

—

(a, geeey Qe ? n) Pa = Y

ce qui donne

gaeey L ? L ) Pa = s_ (Y,s*{¥)) = s*(Y)

Deuxiéme 6tape ; LG Ps °

Nous avons besoin de plusieurs lemmes,

oe

tout 2 (1H ign- 1) oP

On démontre cela par récurrence sur k «

Sik =O (OB a,x) = LW) sh,.., Bo,
€ Q,

q

I U 8 (9X) .



aa nem

La derniére réunion est prise sur les gé A Tenn Q, car si

EA LININ a, ,(P,--, PD) o=G

donc

GY Gy G.0 6
per.

or

(PD pesos Qo, X)oP at oc Ps done

ce Prin Binoche «

La propriété est vraie pour k - i 3; alors

k ke k--4
(Daa, , x) = (s (Ba 4x) poor s (HU 4A yX) , X) Pye

—

Or chaque ensemble qui intervient ici est inclus dans Ps , donc

k —

s(Bava,xer,.

Lemme 22: Si XCP_, alors s (Q, ,X)¢€ Py
— n no2 a

En effet

s(U,x)2e8 (Woktg,n-U sidata,x.ned 7, ie i k>,0 iP i?

Or d'aprés le lemme 1 , chaque terme de la ‘réunion est inclus dans P, .

Lemme 33 Si XC PS , alors s_ (YX) GP. .

En effet (VX) = s_((Q, prea, nat) Py 3 X) = (s_(Q, yx) geen, s (a +X) ’ X) Po a

=

Or d'aprés le lemme 2 , chaque terme de ce n-uplet est inclus dans Pe °

k ——"

Lemme 4 : Pour tout k>®O , s(Y) C P| °

Siok = O , ctest évident en appliquant le lemme 3 pour X=@.

Si k B1 et si le résultat est vrai pour k—-—- 1 , on obtient alors ::

’ v4

si(Y) = sty ’ Ss. “(Y)) et on applique le lemme 3 et l'hypothése

de récurrencee

Démonstration de la 2éme étape ?

Elie sous est donnée par le lemme 5 .

Lemme 5 3 s®¥(Y)C Pp
== n n

s*(Y) = U 6(Y) ; ox chaque 3X(Y) est inclus dans P d'taprés le
n k yO n n n

lemme 4 , donc s*(Y) =L_G P
n n n
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3.4. APPLICATIONS A QUELQUES THEORIES.

3.41. Application:a la théorie des V-mémoires pointées.

341-1. Cas o& V est fink.

Ici les ensembles algébriques sont les Kelangages. Nous allons examiner

comment notre Gnoneé généralise le théoréme de Kleene si V est fini. Rappelons—en

un énoncé.s

"Tout Kelangage est obtenu & partir des langages finis par un nombre fini

de réunions, produits et produits itérés" .

Nous avons vu (§ 3.21.) pourquoi l'on pouvait se passer de la réunion.

Voyons maintenant les liens qu'il y a d'une part entre produit et substitution

et d'aubre part entre produit itéré et substitution itérée.

Si L est un langage de V*(T) et A appartient & T , associons & L

trois langagese

L, =LA V*(T - £A%) est l'ensemble des mots de L ne se terminant pas

par A.

Ly = Lo Ly est l'ensemble des mots de {t se terminant par A 3 associons

a * aba Ly le langage L. de V* tel que L, 3 A.

Produit st substitutions

Si L! est un autre langage de V*(T) , on obtient

a.(tjlt) =b,0 1, 0

en effet si « EL,

Ss, (%L*) sO

et si wo EL, a= BA ou BE Ly

i
18, (oyL) PLt.

Produit itéré et substitution itérée,
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On sait que

o 1
s, (L) =@ et donc sy (L) = L,

Pot

Si p> et g(t) =U Ls L,
k=0

Pt P p
Sq (L) = sy (L, s,(L)) me L,U Las s, (L)

Pa p

al,UL,o MW Ls eV L,
k=O k=0

On voit donc que co

O fy-U Uos¥(L) = a,(L) = Uo ou ky
P=0 P=0 k=0

co

eV ik cue L
3 4 3 1°

k=O

Ces deux formules montrent clairement que le théoréme que nous donnons est

une variété du théoréme de Kleene.

8.4.12. Cas op) V est infini.
oer ane ny se ehataenbeneemriameeteteentnateen]

7

Dans ce cas, les ensembles reconnaissables ne sont pas réguliers. Pourtant,

les ensembles réguliers sont les ensembles algébriques et eux seuls, og qui montre

L'utilité de la généralisations

3.42. Application & la théorie des monoides.

Ici les ensembles algébriques sont les C-langages ; la substitution est

celle que lfon rencontre ordinairement dans ls monoide libre (cf. C4 P, 36) ;

elle nous permet de construire tuut C-langage de T* & partir des langages finis de

(NUT)* , Nous L'illustrerons par un exemple

3.4.21. Construction du langage L = {a" on >1eU fp" all np >1t .

Ly = ia AnD , ab} est un Langage fini de fa,b,A} bo

nin
Ls = x(t, ) = fa b I n >1} .

i= fb Ab, ab} est un langage fini de fa,b,A}* .

L, = sx(ty) = fal bl nyt}.
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r I5 4 A,B} est un langage fini de fa,b,A,B}* .

lo me6 (splot) aly alsSA 4

Pour les C-langages le résultat s'énonce conc ainsi :

Théorémee- Tout Celangage de T* est obtenu A partir des langages finis de (NUT)*

pour un obttain ensemble N par un nombre fini de substitution et de substitutions

itérées,

3.43. Application aux théories de V(T).

On peut par substitution construire les bilangages réguliers ainsi que les

bilangages binoidaux et les bilangages algébriques.



CONCLUSION

tease eet

La notion de "théorie" se rév@le commode pour i'étude des langages ; elle met en

évidence la structure algébrique intervenant dans chaque probléme ; elle permet de géné-

raliser considérablement des théorémes connus sur des familk s partinuliéres de

langages.

Par exemple pour une théorie donnée, des équivalences entre trois familles de

langages ont pu étre démontrées ; elles se résument dans le schéma suivant

Algébrique

of __¥
Reconnaissableé——————>Ré qulier

Q

Les équivalences (1) (Mezei et Wright) et (3) (Tatcher et Wright) ne sont vraies

que dans le cas des théories libres de hase finie ; en effet des contre-exemples

sont dannés : le cas des V—mémoires ot V est infinie (3.4.12.) pour la finitude

de la base, le cas de C-langages pour la liberté de la théorie, L'équivalence (2)

est plus générale puisqutelle est satisfaite dans les deux exemples ci~dessus.

Des prolangements de cette 6tude sont possibles :

1) Nous n'avons pas examiné les conséquences dans chaque théorie particuliére des

théorémes généraux énoncés ici,

2) Nous ntavons donné ici que les généralisations de quelques théorémes

déj& connus pour les langages. Il est certain que d'autres théorémes sont suscepti-

bles dtavoir des généralisations semblables.

3) Il faudrait mettre en 6vidence des théories adaptées & d'autres familles

de langages : langages & peignes, langages contextuels, etc.es, Mais aussi 4 des

problémes de traitement de l'information : structure de listes, description

d'images, etCeece.
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