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*

Lé bouteille que nous entourons les linges de nos
blessures ne résiste & aucune envie. Prenons les
coeurs, les cerveaux, les muscles de la rage, prenons les
fleurs invisibles des bl&mes jeunes filles et des enfants
noués, prenons la main de la mémoire, fermons les
yeux du souvenir, une théorie d'arbres délivrés par
les voleurs nous frappe et nous divise, tous les mor-—
ceaux sont bons. Qui les rassemblera : la terreur, la
souffrance ou le dégolit 7

*

Dormens, mes fréres. Le chapitre inexplicable est
devenu incompréhensible. Des géants passent en
exhalant des plaintes terribles, des plaintes de géant,
des plaintes comme l'aube veut en pousser, 1'aube
qui ne peut plus se plaindre, depuis le temps, mes
fréres, depuis le temps.

*

Paul ELUARD

Capitale de la douleur
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INTRODUCTION

Le but essentiel de ce travail est de donner une généralisation du théorgme
de Kleene, Le cadre le plus commods pour la présenter est celui des "théories"
de Lawrere,

Dans la premidre partie, nous exposons la notion de "théorie" et celle
d'algeébre (ensemble muni d'un certain nombre d'opérations). Puis dans ce cadre,
nous introduisons la notion d'automate fini et d'ensemble reconnu par un automate,
la notion du polynéme et d'ensemble algébrique. La fin du premier chapitre est
consacrée a généraliser un théor@me connu pour les K-~langages qui s'énonce ainsi @
"Un ensemble est reconnaissable si et seulement s'il est algébrique", Ce résultat est
dd & Mezei et Wrighte

Dans la deuxiBme partie, nous exhibons les différentes "théories" des langages,
ainsi que selles intervenant dans les bilangages de M, Pair.

La dernidre partie est consacrée & la généralisation du théordme de Kleene,
Nous définissons d'abord les opérations qui vont nous servir et qui sont la substi=
tution et la substitution itérée., Elles généralisent dans un certain sens, le produit
et le produit itéré ainsi que la substitution dans le cas des langages., Nous
formalisons la notion d'ensemble régulier. Le théordme affirme qufun ensemble est
algébrique si et seulement s'il est régulier.

Je remercie Monsieur le Professeur Legras, Directeur de 1'Institut Universitaire
de Calecul Automatique qui m'a accueilli dans son Institut et me fait 1'honneur
de présider ce jurye.

J'adresse toute ma reconnaissance & Monsieur le Professeur Pair qui a inspiré
ce travail. Les nombreuses personnes qui travaillent avec lui, connaissent sa
grande gentillesse et ses qualités d'animateur ; elles sont toujours étonnées par
sa polyvalence. Sachant diriger aussi bien la recherche appliquée que la

recherche théorique, Monsieur Pair a suivi de pr&s et méme précédé notre travailes




Monsieur Ovaert a bien voulu participer au jury j qu'il en soit remercié.

Je tiens aussi & adresser mes remerciements & tous les membres de 1'équipe
de recherche de théories des langages ; j'aimerais les nommer tous, mais la liste
en serait bien longue. Ils m'ont souvent donné des conseils et ils ont toujours
crée une ambiance d'amitié propice & la recherche, Néanmoins, je soulignerai
l'aide importante que j'ai regue de Monsieur A. Quéré et de Monsieur P. Marchand.

Enfin, il me faut remercier Mesdemoiselles Claudel et Tedesco qui ont

assuré, avec le sourire, la réalisation matérielle de cette thése.




CHAPITRE I

THEORIES, ENSEMBLES RECONNAISSABLES ET ENSEMBLES ALGEBRIQUES

La plupart des résultats de ce chapitre ne sont pas nouveaux, mais sont repris
d'un article de S. Eilenberg et J.B. Wright "Automata in general algebra" Information

and Control vol., 11 pages 462-470,

1e1s BAPPEL SUR LES CATEGORIES

Créée en 1945 par S, Filenberg et S. Mac-Lane, la notion de catégorie joue un
r8le important dans ce qui suit ; rappelons ce qu'elle veut formaliser.

Quand on &tudie les ensembles, les monoides par exemple, ainsi que beaucoup
de théories de l'algdbre et de 1l'analyse, on remarque de profondes ressemblances dans
les définitions que 1'on est amend 3 introduire, telles celles de morphisme : cleste
a~dire d'application qui conserve la structure, celles d'isomorphisme, de produit, de
noyau dtun morphisme (quand cette notion existe!) etc... On peut penser pouvoir définir
tout ceci indépendamment des théories particuligres étudides en ne gardant que
ce qufelles ont de commun : c'ested-dire le fait qutil y ait des "objets" entre
lesquels il y a des "morphismes" ; on ajoutera certaines propriétés sur les morphismes
telles 1la composition, l'associativité de 1a composition, l'existence d'un moxrphisme
identité et nous appelerons ceci une "catégorie®,

Comme le fait que les objets sont des ensembles et leg morphismes des applica-
tions ne joue aucun r8le, on n'imposera pas cette restriction,
Cela permet de plus d'étudier les objets dans 1l'optique actuelle des mathématiques,

"On étudie les relations entre les objats et non plue 1z poturs m2me de
ces objets!,

Trés importante aussi et historiquement antériesure est la notion de foncteur :
c'est-d~dire d'application d'une catégorie dans une autre, qui va nous permettre de

formaliser des notions qui font intervenir deux catégories & la fois,

Tout cela nous amene & poser les définitions qui vont suivre,




telle Définition d'une catégorie. -2 -

Une catégorie € est la donnge

a) d'une classe Db(E’) dont les éléments sont appelés objets.,

b) d'un ensemble Mor%?(A,B) (ou Mex(A,B) s'il n'y a pas ambiguité)
pour chaque couple (A,B) d'objets de Ob(®) ; les éléments de Mor(A,B) sont
appelés morphismes de source A , de but B . On les note f : A —> B ou bien
A ===y B ou bien simplement f quand il n'y a pas ambiguité sur A et B .

c) On définit une application de Mor(B,C) x Mor(A,B) dans Mor(A,C)
appelée loi de composition des morphismes. On note gf ou g f le composé de

g 8% F

De plus les axiomes suivants doivent 8tre satisfaits.

CAT 1 Deux ensembles Mor(A,B) et Mor(A',B!) sont disjoints si A & A!
ou B #AB,
CAT 2 Pour chaque objet A de @ y 11 existe un morphisme 1{\€5 Mox(A,A) tel
que 1A f=Ff et g 1A =g quels que soient f de but A et g de source A .
CAT 3 Associativité. Pour tous objets A , B, C, D de €, si
f€ Mox(A,B) , g €& Mox(B,C) et h& Mor(C,D) , alors

(hg)f = h(gf) .

Remargue : CAT 3 entrafne l'unicité de 1A .

Un morphisme f : A -—) B est appelé un isomorphisme s'il existe un more

phisme g : A ~—=y B tel que gf = 1 et fg = 1B i g est un unigque d'aprds

A
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CAT 2 et CAT 3. On note g = f ; alors g est un isomorphisme et g = f .

112, Objet initial et objiet final.

Dans une catégorie, un objet A est dit initial si pour tout objet B ,
Mor(A,B) admet un et un seul &lément. A est dit final si pour tout objet C ,

Mor(C,A) admet un et un seul &lément.




-3 -
Deux objets initiaux (resp. f‘inaux) dfune méme catégorie sont isomorphes.
En effet, soient A et B deux objets initiaux, f s A —~5 B et g : B —3 A
les uniques morphismes de A dans B et de B dans A, f g € Mor(B,B) , donc

fg =1

E,deméme gf =1, .

A

Le raisonnement est identique s'il s'agit dtobjets finaux.

1.13, Exemples de caté gories.

La catégorie E des ensembles,

La catégorie E dont les objets sont les ensembles, les morphismes sent. les
applications, est appelée catégories cdes ensembles ; elle admet ¥ comme objet
initial et I = {1} comme objet final.

Un ensemble A et un élément a£ A déterminent un unique morphisme qui
prend a comme valeur. Nous identifierons ce morphisme & 1'élément a .

Ea catégorie Eo »

Pour chaque entier n =0, 1 ,... notons En3 l'ensemble f1 soves M) &
Alors E03 = et T3 =1,

On note EO la catégorie dont les objets sont les ensembles tn3d,
n=0,1,.ee et les morphismes les applications de n3 dans {m3 pour
n=0,1,eo e8¢ m=0, 1 ,.,. On remarque que Db(EO) C Ob(E) et
MorE (tn3,tm2) = MorE(En] ,LmI) .

o
DEfinitione~ On dit qu'une catégorie £ est une sgus—catégorie d'une catégorie (é’

si Ob(J)) est inclus dans Ob(¥®), si pour tout A appartenant & 0b(£)) ,
MorS(A,B) et si pour tout A appartenant & Ob(¥)) le morphisme identité de A

dans la catégorie D est 1e morphisme identité de A dans la catégorie ? .

z o

Définitione— On dit quiune catégorie 3J est une sous-catégorie pleine dfune
catégorie P y Si & est ure sous-catégorie de E telle que pour tout A et B
appartenant & Ob(§)) , Mox_ (A,B) = Mor

O

EO est une sous—catégorie pleine de E ,

(A’B) L4

14




Catégories associées aux monoIdes.

Soit ®© une catégorie & un seul objet A ., Les morphismes de i? forment
l'ensemble Mor(A,A) ; le composition des morphismes est une opération interne,

associative dans Mor(A,A) . Elle admet 1. comme &lément neutre. Mor(A,A) est

A
un monaide,

Inversement si M est un monoide, on définit comme suit une catégorie ﬁ
qui est dite associée au monoide M , Db(ﬁ3 est un ensemble & un seul &lément A .,
Mor(A,A) = M ; 1g composition des morphismes est la composition dans M , 1A est
C1'8lément unité de M , Il est clair que M est une catégorie & un seul objet.

On appelle catégorie duale d'une catégorie g et on note &° la catégorie
{car il est immédiat gue e'en est bien une) définie par les formules

#(8°) = ob(®) Mor(eo{-A,B) = Mor, (B,A)

€
. . (B.C M B :
et la loi de composition de Nbxk?b( sC) x Mozé?D(A,B) dans brg?o(A’C) est définie
par celle de & de Mor_ (B,A) x Mor, (C,B) dans Mor (C,A)
¥ € 1’3
On dit que %’n est obtenue & partir de © en renversant les fléches,

cﬂ? et 03 sont deux catégories., On appelle catégorie produit de Cﬂ; et 0% la
catégorie que l'on note cﬁ;x & dont 1es objets sont les couples (A,B) ol A

est un objet de Cﬂ; et B un objet de B et les morphismes MOﬁﬁbxgg((A’E)’(A"B'))

sont les couples (u,v) oG u & Moré%jA,A') et v é,Morga(B,B') .

1.14, Foncteur,
Soient é%'et 03 deux catégories. On définit un foncteur covariant ou simple—
ment foncteur par :
a) une application F de Ob(eh) dans Ob((R) .
b) une application encore notée F . aui A rhague morphismo £ s A v B

de (A,B) associe un morphisme F(f) i F(A) ===y F(B) de Mor (F(A),F(B)) de

Moijt ®

maniére que ¢

FONC 1 Pour tout A dans Ob(d) , on ait F(1A) = 1F(A)

FONC 2 Si f ¢t A =3 B 8t g : B ey C sont deux morphismes de d%-, alors

F(gf) = F(q) F(F) .
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Remarquons qu'un foncteur transforme un isomorphisme- er un -isomorphieme car si
fg = 1/-\ , alors F(f) E(g) = 1F(A) o

Etant donnée deux foncteurs F de &- dans 08 et G de @ dans € , ils
induisent des applications sur les abjets et les morphismes de ces catégories, En
composant ces applications, on définit un foncteur noté FG de e)t dans (‘? appelé
foncteur composé de F dans G ,

Un foneteur d'une catégorie & dans la catégorie duale C%o de @ est dit

controvariant de eﬁ- dans @ .

Définitione~ Un foncteur F ci; —_— @ est dit fidéle (resp. pleinement fiddle),

si pour tout couple (A,B} d'objets de t%", ltapplication de Morcﬂ;(A'B) dans

Mor(%'(F(A),F(E)) induite par F est injective (resp. bijective).

Foncteur dloubli :

Si _g_r_ est la catégorie des groupes et c__& celle des monoides, tout
groupe est un monoide et tout morphisme de groupe est un morphisme de monoide.
Le foncteur envoyant tout groupe sur lui-m@me et tout morphisme sur lui-méme est un
foncteur fidéle de gr sur % o Un foncteur de ce type est appelé foncteur
d'oubli,.
Famgime lah

Soit € une catégorie. Considérons le foncteur controvariant Hom de
® x ®° dans E y d&fini comme suit : si X et Y sont des objets de €
Hom(X,Y) = Mor

(X,Y) et si (u,v) & Mor a {(X,Y),(X',Y")) , Hom(u,v) est

4 ® xg¢

1l'application de Moxr, (X',Y') dans Mor@()(,\’) définie par ww—>v Wit o

1.15. Objets libres et problémes universels.

Nous nous intéressons au probleme suivant : soit F : @ ~—> D  un foncteur
de ¥ dans D et R un objet de @ « Associons-lui une catégorie SF(R) . Les
objets de SF(R) sont les couples (A,t) ol A est un objet de ¥ et

(R,F(A)) » Les morphismes de S_(R) de source (A,t) et but (B,s) sont

D
les morphismes u & Mor%?(A,B) tels que F(u)t = s o Le probléme est l'existence

d'un objet initial dans cette catégorie SF(H) . Nous dirons gqu'un tel objet est

un objet attaché & R paxr F (ou parfois libre sur R quand € est la catégorie

E des ensembles et qu'il n'y a pas d'ambiguité sur F) .
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Dans le cas ol O est la catégorie E des ensembles, le probléme peut
stexprimer ainsi ¢ F envoie les objets de © sur des ensembles et les morphismes
de %? sur des applications. Un couple (A,t) est libre sur R si pour tout couple

(B,s) , il existe dans Mor%?(A,B) un morphisme unique tel que F(u)t =s ,

Unicité de la solution : Comme il s'agit d'un objet initial dans la catégorie SF(A) P
la solution du probl2me universel est unique & un isomorphisme pris, clest-a~dire
que si (A,t) et (B,s) sont deux solutions, il existe un isomorphisme

u € Mox,. (A,B) +tel que F(v)t =s .

€

L'existence est moins évidente ; elle caractérise le foncteur F choisi

(cf. Mitchell : Theory of categories © 7 J) .

1e164 Catégorie de catégories.

On peut dé&finir une catégorie dont les objets sont les catégories d'une
certaine classe U et les morphismes les foncteurs covariants que l'on appelle

catégorie des U~catégories.

1.2, THEQORIES ET W _ALGEBRES,

1e21s Introduction,

Quand nous étudions une théorie en algébre, nous définissons sur un ensemble
entrant dans le cadre de cette théorie, un certeain nombre d!opérations. Par exemple
dans le cas des espaces vectoriels sur un corps K , il y a une opération binaire
notée <+ , autant dfopérations unaires que d'éléments de K et une opération
O-aire, cl'est-a~dire sans arguments, qui détermine parmi les &éléments d'un espace
vectoriel, un élément neutre. La composition de ces opérations permet de définir
des opérations neaires, c'est-d~dire & n arguments; par exemple si A et i

sont donnés

A(a+b) + pe + 0 est une opération & 3 arguments.
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I1 va falloir composer des opérations n~aires ; dans ce but, il est intéressant
dtintroduire des opérations & n arguments et & m valeurs ; elles pourront
seé composer avec des opérations & m arguments. Si A est un ensemble muni des
opérations de la théorie que nous appelerons algébre, & une telle opératiaon
correspond une application de Al dans A" .

Dans la suite, on veut faire abstraction des algdbres pour ne s'intéresser, dans
un premier temps, qu'aux schimas des opérations sans référence, aux applications
qu'elles peuvent définir sur telle ou telle algébre. Nous ne voulons évidemment pas,
dans cettes introduction, donner une définition formelle de cette notion de schémas;
cependant, examinons quelques-~unes de leurs propriétés.,

Notons T (cnd, £m3) 1'ensemble des schémas d'opérations & m arguments
et n valeurs; soient ¢ € T(Cn3 , Cma) et W e T(C,Q] » END) . La composition
de ¢ et Y donne le schéma d'une opération & m arguments et ,Q valeurs,
clest-d~dire un &lément de w(C Qj, Tnd) . On définit ainsi une application
de  W(En3, cm3) x 'ﬂ'([gj, rnl) dans T(Eg:}, tnl) . Cela nous conduit
done & définir une catégorie dont les objets sont les ensembles £n3 et dont les
morphismes sont les schdmas d'opérations. Enfin, pour conserver 1'ordre dans les

compositions, nous adapterons sur les algébres une notation postfixée,

1422, Théorie,

Une théorie W est une catégorie telle que

T 1 Les objets de T sont les €rd pour n=0,1 ,.,.

T2 E£J st une sous-catégorie de T .

T3 51 (Lpi $ L —>rpl) , 14 i¢n est une famille de morphismes, il

existe un morphisme o unique TNy =—— Ep3 tel que <pi = ¢ oi pour

i € MorE (I, cnl)
)

‘L
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BETEEEEE le= On note ¢ = £ Py avesy @ » 1le morphisme défini en T 3 . Alors
pour chaque morphisme ¢ : ©nN3 ——» Tp3 dans WT', nous avons ¢ = 4.¢1 ,...,<pn)
(ot @i note la composition des morphismss ¢ et i) .
EETEEEEE 2er D'aprés 1'axiome T 3 , on voit qu'il existe un morphisme unique
o s # =~ T3 comme c'était déja le cas pour ED , mais il peut exister dans T
des morphismes ¢ ¢ I =~ @ . Ils représentsrent les opérations O-aires
dont nous avons parlé dans 1'introducticn.
Notation : & Mor_n_(tnj , TM1) nous substituerons W(tnl, cm3) .

Les théories forment une catégorie j dont les objets sont les théories et les
morphismes sont les foncteurs F  qui se réduisent & 1l'identité sur ED , clest-d~dire
telle que

F(en1) = tn1
Flo) = ¢ si ¢ est un morphisme de Eo
et F(& O peees O M= <F@1 o[ oFaoss F¢n>
Nous les appelercns projection.

Eo est un objet initial dans cette catégorie.

Si le foncteur F est fidéle, la projecticn est dite ficddle.

1.23, Tr—algébres.

Soit W une théorie. Une -E_—algébre est constituée par un ensemble A et
pour chaque n et p d'une gpplication.de W(Ln3, cpl) dans l'ensemble des
applications de AP dans A" . Si ¢e W{cna, tpa) et si x = (x1 FIoTTeTy xp) ,
l'application de AP dans A" est notée (x; Ty x;) = (x1 gevey xp)@ ou encore

Xp o De plus les axiomes suivants sont satisfaits.,

TA 1 51 ¢ est un morphisme de E , x! =x ., .
o i @i

TA 2 Si Y: £q3 ~==> £nl est un morphisme de T, alors

(xe)p = Blow)




1423414 Morphisme de W -algdbre.

Un morphisme de W -algdbre f : A ~— B est une application de A dans
B telle que pour tout morphisme ¢ de W
fEIx1 geodes xp)@] = (f Xy geess T xp)@
pu plus brigvement

fxp) = (fx)¢ ot X = (f X, yeae, T xp) ®

1
Cfest exactement la notion de morphisme de structure algébrique que nous

connaissons : morphisme de groupe, de monoide, etc... Nous les appelerons aussi

‘u‘-morphismes.

1.2242+ La catégorie b des algébres.

"ﬂ"b est la catégorie dont les objets sont les W -algébres et dont les
morphismes ont été définis ci~dessus ; la loi de composition est celle des applica~-

tionse.

Remargue.— Les opérations p-aires dans les ‘u‘—algébres sont représentées par les
morphismes de "W (I, £p3) . L'axiome T 3 montre que tous les autres morphismes
s'y raménent.
En particulier si p =1 , 'ﬂ—(I,I) forme une famille opérant & droite
sur les W -algdbres ou encore une loi de compasition externe. Si p =0,
¢ € W(I,B) définit une application { )y sur une W -algébre A qui détermine un

glément de A gue nous noterons Q.

Des exsmples de théories et de _u-~algébres seront donnés dans le chapitre 2
caonsacré & l'étude des applications aux langages. Regardons cependant le cas limite,
o la théorie W est réduite & EO » Etant donnée une Eo—algébre A , les applica-
tions o A" —) A" sont les seules projections, les ED-algébres sont tout

simplement les ensembles et les morphismes de Eo—algébres les applications. On a

donc Eb =E .
o
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1.23.3¢=~ Algebres libres.

Soit Ak = W (I, TKI) . On peut munir Ak d'une structure de "W -algthre

comme suit : soit ¢ € [EnI, Cpl) et X, seees xp des éléments de Ak f

Ya Xy genes X, > appartient & YW (CpZ, Ck1) et LXy yeen, % > ¢ = X appartient

Y

& TW(enz, £kl) . Donc ¥ = (5{1 yeeer ¥ ) > stidentifie & un élément de Al

k

et ¢ définit une application de AE dans AE .

Propositione— A{: est ainsi muni d'une structure de T—algébre.

Axiome T 1 Soit ¢ & "W(Tnd, €p) . un morphisme de ED

X = <x1 . xp) o =< <x1 yese, xp)q),l perer &Xy yeen, xp)upi ,...,(x1,...,xn7cpn>

On s'apergoit que 3

ari = <x1 yeeey xp> ¢, = X‘Pi

Axiome T 2 Si W & W(CkJI, ©nl) :

(x1 rosey xp)((p Ly) est défini par <x1 seany xp) (pw) o

D'apres l'associativité dans W , on obtient

LX,‘ geeey Xp>((p \*J)':(( X1 gesoy XP> LP)W .

\

Chague application i ¢ I w9 ©£kd , i =1 ,..., n appartient a ED et a

Ak o On peut donc définir une application canonigue K de kI dans Ak .

Considérons le foncteur F ¢ Tb -~y E, eppelé foncteur d'oubli,de Tb

dans E et défini ainsi : si A & Ob( Tb) s F(A) est l'ensemble sous-jacent a A ,

Et si g & Mor (A,B) , F(g) est 1l'application de F(A) dans F(B) induite par

b
le morphisme de W -algdbre g . (cf. 1.27.) (F\k,K) est un objet de Tb attaché

& Ck3 par F , ol par abus de langage Ak est libre sur Tkl .

Nous traduisons cela dans la proposition suivante :

Proposition.~ Toutc application F 1 QKT =
-

un morphisme de T—algébre ferhA —~d A,

k

Démonstration : existence:1l'application f définie par To = ('F1 secey fk)tp

sst un morphisme de T—algébre qui prolonge f .

unicité: Soit g un tel morphisme prolongeant f ,

Remarquons que ¢ = {1 ,ees, kK » ¢ si kpé.Ak et 41 600, kD représente

1'identité de Tk3 dans [k3 o On a alors
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It

gle) =g( L1 Jeee;, k>9) =g(Ld 1 ,eaey kDo
= (g1 geeny akle

Or comme gi=fi , ona go="fQ,

142344 o= Al jdhre indtinle. .

AO est la T-—algébre libre sur l'ensemble vide et la propositian affirme qu'il
existe un morphisme unique EA : Ao - A, clest-a~dire que 1\0 est l'objet
initial de la catégorie 'ﬂ'b .

1.23. Théories libres.

On construit les théories par "générateurs" et "relations!, c'esi-d~dire par
"quotient" de théories "libres",
Définissons donc dl'abord ce qu'lest une théorie libre :

soit 2 = (f}n)néﬂﬂ une famille dénombrable dfensembles et posons

a) TW(0O, Chnl, tpI = EO( ©nl, ©pl)

b) si k »0
Mk, T3, 0p3) = B T(k-1,CnT, cpa) x Q
n»0 >
W(k, tnd, £p3) = 2] T(i1,E13,1:p3) XaoaX T(in,tm,:pj) .
dytaeetd =k

On écrit alors

T(cna, el = @ Tk, tnad, el .
k >0

Le signe @ note la somme directe ou Téunion disjointe dans la catégorie
des ensembles,

Si ¢ & W(k , tn3, tpd) , on dit que ¢ est de degré k et on écrit
dp = k o Remarquons que si n #n' ou p #p', “ﬂ'(tnil, tpl) est disjoint
de T {cnt'] , Tp'1) o Afin de pouvoir considérer une catégorie, définissons une
application T (Tnl, TpA) x W (Cqd, cnd) —> W (tqd, Tpd) .

Soit ¢ € M(tnd, cpl) tel que dp =k et Y& MTql, tnd) tel que
d\y = h ; 1timage de (o, \.V) sera notée ¢ Y . Puisque ¢ ¢ T (k,End, £pl),

¢ = (g}1 SIS q)n) ol cpj & T(ij, C1d,En) et i1 +ouot in =k o
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On définit ¢ \y par récurrence sur le degré de \.1} .
1) dy =0, c'est-a~dire \P-é Eo(tq: , €na) . On pose alors

P\ = {¢ yossy P ) « Si 1'on pose 2 =1 Fooot J\‘J , d'aprés les notations
“P1 q

¥4 ‘Pq
ci-dessus, on a 9 WE T(Q ,Tql, tpl) € W(tq3, cpd) .

2) d@ A0 et q 41, YEMEGI, tnl) et Y = (t.p1 ,...,q)q) puisque
d Y, LdyY ... d \,}q( do . On sait définir W, € T (C13, Tpl) pour
14£41idqe
Dtaprds lthypothese de récurrence, on définit alors

ew= (o q)1 seeer @ q}q) € T(tga,cpd)

3) dw A0 et g=1, Y& T(k,TII, TnA) . Alors il existe m tel
que GQm y W= (g)',w) ol L‘J'e M (k=1, €m3, Tnd) « On note Y = LP' 0 .
On sait définir o \P' € Wlema, cna) « On pose oy = (¢ Wt,o) € T (T3, £p2)
Associativité @ Montrons que 1'application ci-dessus définie est associatives
Soit ¢ € W(eni,cpl) , X € W(Eqd,cna) et YET(Erd, tqd . Montrons
que (o ')L)Ly = (L kp) par récurrence sur d q) .

1) dy =0 . 8ion éoxit L = (Phy seee, Y ) ot oY= (LY yeoey (cp’x)q)
on a par définition (cf. 2 ci-dessus) pour 1 £ i¢ q, (<,(>')L):,L = q)(')'_i) . Donc

(0 VY = ((tp’)é)qj1 yavey (cp'}t)w ) = (cp(‘)Lq”) yeeey tp(')tw 3]

=0l Yy e Fg ) TP

2) d Y>>0 et AT, kp=(\p1 ’“""‘Vr) et d\V.C_ d\¥  pour
i
tgigr
(o Php= (( L) Yy peeey (@) W) = (ol Yo seees 0% )
=o(N W) .

3) d LP »0 et q=1. Compte tenu du n® 3 oi=dessus dans le cas particulier
ol W = . On obtient
(Y ©) = (p W et sillonpose Y = Yo
(o ')‘-)ky (oY) (otw) = kp(’}f,( \,}j.’w)) = o(% \{)) dtaprés l'hypothése de

TéCUrTences
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La catégorie W dont les objets sont les ensembles En3 pour n =0, 1 ,e.e
oL Ma;m{[nj yCp1) = W(cna, tpl) dont la loi de composition a &t& définie ci-dessus
est une théorie. On 1'appelle théorie libre sur {2 et on la note EO LQ3 ., E11e
vérifie la propri&té suivante 2
Propositign.— Si 1l'on se donne ure théorie T ! et une famille de fonctions

fjn _iﬂ)'ﬂ‘Y(I, gnl) pour n =0, 1,.e.,
I1 y a une et une seule projostion Fode ED CQJ dans W' prolongeant ces
applications,

Unicité : scient G et F deux morphismes de EjEfl]'dans T! prolongeant
les fn o Montrons que F = G . L'égalité sur les objets est certaine. Voyons pour les
morphismes si dp =0 , alors ¢ est un morphisme de Eo et Fp = Gp =¢
Supposons que FK;P = G\*J pour d q) 4 n etsoit ¢ telque do=n+1, 9 se
factorise de maniére unique ¢ =Wo et dp =dp+s! . Donc dW=n et Ft}} =G,
dlou s

Fy)

il
il

Fy w)
G(Y w)

FO) Flo) = FY) £ () = GI§) Glo)

G(yp) .

]
il

Existence ¢ Fy 868 définit par récurrence sur le degré de ¢ .

)

Remargue.~ Si ' est libre et les fn : f)n -~§()é , on dira que F est

une "transcription" .

1.24, Taille,
Nous appelerons tallle sur une théorie libre, une fonction § & valeurs
entigres vérifiant les conditions ci-dessous
* 8 ¢ =0 si et seulement si ¢ est un morphisme de ED

*SszaxSwi

a

*Fou>Fpsi ve Ok

Exemples : le degré est une taille ; il vérifie
do = eeest O
p = dp, + e

dow = dp + 1 8i O & .fln

Par récurrence sur dp , on peut définir ce que nous appelerons la hauteur
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hp = Max h o,
1¢ign +
hew = h ¢ + 1

Nous avons adopté pour construire les théories libres des méthodes classiques ;

mais on aurait pu les définir, soit par les schémas f‘anctinﬁnels, soit comme un
bilangabe algébrique d'un binoide sur V = U Qn (cf. £81) . Les théories libres

n>0
sont & rapprocher des ensembles holomorphes libres de R. Peter T11 3 , (cf. [16]p.121)

1024024 Multiplicité de k dans ¢ .

Si W est une théorie libre, on appelle multiplicité de k entier dans
¢ & TW(ql) , le nombre mk(np) vérifiant les propridtés suivantes :
M1 mk(k) =1 et mk(h) =0 si h#Zk ou h et k représentent
des applications de I dans £pl .
M = .
2 m () =m (¢

3=
M3 mk(cp) =Zg mk(kpi) si ¢& TW(tgl, tpa) .

i=i

La proposition suivante est immédiate,
Propositigne~ m existe et est unique.

On peut interpréter mk(np) comme le nombre de fois gqu'apparait le morphisme
k dans la décomposition de ¢ en morphismes des Qi et de ED(I, tnl) . La
proposition suivante permet de calculer le degré du composé de deux morphismes,

Propositione= d{o kP) =dy+ 5_2.4: mk( Y ) d(wk) .
Démonstration ¢ On raisonne par récurrence sur le degré de k‘} et compte

tenu de D 2 et M 3 , il suffit de prouver la proposition dans le cas ou
WY& T{Enl,tqa) et n=1.

5i dy = U , alors Y € t’D @ mk(\y) =0 si k#AW et mk(LP) = 1
si k = \}J o Le résultat est immédiat.

Supposons le résultat vérifié jusqu'a l'ordre n -1 3 il existe k

i

et wéﬁk, Lf)'é_"ir(ﬁk],ﬁq]) tels que Y =Yt o,

dlp Wio) = dlp W) + 1 =ld W+ 1) +‘£Z m (P t) dlek)

k=1
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et, compte tenu de M 2

h=
dloptw) = dy + Z?\ mk(q)') d(gk) »
k:

1.25. Congruence dans les T-alqébres.

Une congruence dans une T—algébre est une relation d'équivalence stable
pour les opérations de A , cl'est-d-dire si a;, ™ aj!_ , alors
(a1 sevey ap)kp m(a1' o0 ap',)tp pour chaque 9w & “W(I,Cpl) .

Le quotient A/Q a donc une structure de T—algébre et l'application

canonique A ~——=» A/Q est un morphisme de T—algébre.

1,26, Congruence dans les théories.

Cfest la donnée d'une relation d'équivalence pour chaque ensemble

lcra, cpl) satisfaisant les conditions suivantes :

01 Si Py 0 0, € W(wna, cpl) et ¢, ~ ¢, , alors pour chaque
W€ Wlqa, cna) et chaque ¥€ T (cpa,tad , ona ¢ W @ et
FP™Nge -
o2 si ¢ € T(cn, p]) et ¢, € T (End, Cpl) et ¢, L v, i
pour i =1 ,44e, n , alors RSN

CO 3 Si P00 & T (I,tp3) sont des morphismes de E etsi

Lp1/\)gp2 s, alors Lp1 tpz .

La condition CO 1 permet de définir une cetégorie ~W/Q dont les morphismes
sont les classes d'équivalence de morphismes.
Lo condition CO 3 montre que W/Q contient ED et la condition CO 2 montre
- L)

et 1 /0 E - - . - T = - Jr e e . ) ‘e e
ue LAV Velllde L°dXLIUbe LIS 4d db’l_LII_LI:.LLJH Uruie LiclLIicse

[«f]

"T/Q est donc une théorie appelée la théorie quotient de L par { .

si T = ED[QJ et si Q est une congruence sur 1l , on dira que W /Q

est une théorie engendrée par 0 0

Une “W/Q-algébre est une W -algdbre telle que

(a1 go00y ap)ﬁp,' = (5‘11 g000y ap)kPZ chaque fois que q)1 ny (()2 .




b ; 3 b .
(Tr/Q) apparait donc comme une sous~catégorie de "1\ s les objets sont
les “H‘-algébres qui sont "compatibles" svec Q .
Si & est une taille sur W, on définit sur W/Q une fonction & valeurs

entigres &' , Si q; est une classe modulo @

s! = inf § ¢
@ v»e®

§' vérifie les propriétés suivantes ¢
1) 8'@ =0 si et seulement si @é E .

2) & @} Max 5’ @ i si @6 TW(QEn3 , ¥p2) (En particulier

14idn
dt @1 +eeot+ dTf @n

ht ) 4eeet h? @n

]

o
hrd

il

i) si & § A0 , il existe un entier w € Q , ¥ € TWAlwna, tpa) tels
que ﬁ = Yy o (v est classe modulo de w) et §° P L 8! @ d
A partir de maintenant, nous avons tout ce qu'il faut pour définir les théories

algébriques,

1.27+ Congruences particuligres,

s

.Certains théoreémes sur les théories ne sont valables qu'au cas ol la congruence
ne bouleverse pas trop le nombre d'opérations de base & effectuer, en particulier
ntidentifie pas des opérations non triviales. et des projections.

Pourtant, des exemples de telles relations sont fréquents

* pxistence d'un élément neutre : & & K)Q , I & §12

i

L1, e>w 1 =Le, 1>

* idempotence

£1, 1 >ar 1

1

Par contre, on s'autorisera des relations telles que l'associativité

K1 ,2)(01 ,3)(1)2.—_41 » 2538) m2>w1 pour w1e£12 et wZGQZ.

8 ~Congruence.

On appelle & ~Ccongruence sur Eol:f)3 ot & est une taille, une congruence

telle que P, e 0, implique 8‘@1 =% Py Si @? est une classe de congruence,
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® @ sera la valeur commune de 5¢ pour ¢ & @ o La proposition suivante
est alors immédiate,
Propositione~ Si Q est une & -congruence
1) -3:@ =0 si et seulement si @ est un morphisme de ED >

2) §§}, max E §i o

Mei we Q ,alors 5(Qu) =8P 1.
Remarque.~ Si @ est une & —~congruence, §  vérifie les memes propriétés qu'une

taille suxr EO LI Q . Nous dirons par abus de langage que & est une taille sur

E CQ1I/A.,

1.28, Foncteur sémantique.

Considérons le foncteur controvariant @ de la catégorie U des théories dans
une catégorie H'e dont les objets sent les catégories ‘ﬂ"b , et défini comme suit
G(w) = T,
Si A est une T“F'-algdbre et F une transcription de ¥ dans T,
on munit A dtune structure de T—algébre de la maniére suivante : pour
¢ € (I, cpa) et (a ,e.., ap)E AP
(5 seves 200 = (o 4uuny 2) Flo)
olt (a1 Pty ap) F(p) est défini sur A grice & sa structure de T 1-algdbre.
Soit f un U '~mozphisme
1"((31 o ap)tp) = f‘((a1 g Touily ap) Flp)) = (f 8y geeey T ap) Flo)
= (f 3y seeey f ap)ﬂp
f est donc un Y[ ~morphisme .
En conséquence, si F : W — T, @ (F) sera le foncteur envoyant
une T t-algdbre A sur elle-méme, munie de la structure de W —algtbre comme
ci-dessus et des " '-morphismes : sur eux-mémes en tant que T—morphisme.
@ est appelé foncteur "sémantique®™. (cf. ©53) . En particulier C"jl envoie ltunique

projection £~ w sur le foncteur d'oubli Tb s
o
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1.29, Opérations sur les théories.

Nous avans parfois & considérer ume théorie notée eI obtenue en ajoutant
librement les &léments de X & “W o Pour la construire, on procdéde comme pour les
théories libres (cf. 1.23.), mais en remplagant ED(ﬁnj , TP par TT(Tm, TpI)
dans la premidre étape,

En particulier, si (20 =5, ()i =% ‘(pour i £0) on obtient une théorie
que nous noterons || £SJ ; l'algdbre initiale de ‘U'ESJb est -“——algébre =T

libre sur S .

13 T ~AUTOMATES ET ENSEMBLES RECONMAISSABLES

131+ Ensemble reconnaissable,

Soient A une | ~algébre et (Q wune congruence dans A , Q@ est dite finie
fini
si elle ne définit qu'un nombreYde classes de congruence ou,ce qui est équivalent,

si A/Q ne contient qu'un nombre fini d'éléments.
Un ensemble est reconnaissable a'il est réunion de classes de CONgrUence Te-

lativement & une congruence finie.

132, Automate.
Pour une théorie N , un ﬂu.—automate fini est un couple (A,t) ou A
est une _“——algébre finie et t un sous-~ensemble de A ., Les Bl ~automates forment

une catégorie ; les morphismes f : A\ ——= B pour 1B = (B,s) sont les

T ~morphismes tels que f—1 s =1 .

Le comportement @& A\ est défini comme un sous—ensemble de la Wr-—algébre
initiale AD comme suit. Soit EA E AD ~—~} A  1'unique ‘“'—morphisme.

Alors O3 A = 5;1 t .

Propositione= Dans 1falgébre initiale, les comportements dfautomates et les ensembles
reconnaissables cofncident,

Démonstration ¢ Le morphisme EA définit une congruence dans A , en posant

a, v a, si £A a, ® EA a, o La congruence est finie ; de plus O3 A est fermée

1 2

pour U o
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Soit un sous-ensemble reconnaissable de A  relativement & une congruence Q 3
o

alors nous poserons A = AD/Q qui est une -W:algébre finie, &, est l'application

A
canonique AO ~-=> A/Q et posons t 51(X) s AV = (A,t) ; alors X = 6;1 t =B A.

1.33. Engemble reconnaissable dlune aladbre libre sur S .

Soit A une jr;algébre libre sur § . Les sous-ensembles reconnaissahles de
cette algdbre seront les comportemerts d'un automate de la théorie 1 €S2 « A est

.alors .H-ESJ-algébre initialement comme nous 1l'avons dite.
1.4. ALGEBRES RELATIGNN?LLES.

11 est intéressant de généraliser la notion d'algébre pour introduire les

automates indéterministes et les ensembles algébriques.

1e41. Cas des théories libres.

Soit £2 = (Cl')'é‘ﬁ une famille d'ensembles, soit EO L3 1= dhsoeis QSkre
o Dt B

sur Q.51 A est un ensemble, notons A 1'ensemble de ses parties.

Définition.-~ On appelle ED Eslj—algébre relationnelle un ensemble muni dtapplications

w : A" -—>5A pour tout w & fln "

S, (X1,...,X ) est un n-uplet de sous-ensembles de A s ON pose
n

(x ’.o.,x )w—_- L-) (X ,...’X )LU o
1 n % € X 1 n
i i

Pour tous les morphismes de la théorie ED Efl:i,tn1peut définir (X1,...,Xn)w
par récurrence sur le degré de ¢ et ainsi munir g d'une structure d'algebre.

Inversement si sur ; il y a une structure d'algébre satisfaisant sur les
u;EEiih la loi de distributivité ci-dessus, alors la restriction & A des € £

confére & A une structure d'algebre relationnelle.

Remarque 1 : Les alg®bres sont des cas particuliers dlalgébres relationnelles ;

(x1,..',xn)w est un ensemble & un seul &lément.

Remargue 2 : On notera bien que si ?ﬁf:%j , alors ¢ ne vérifie pas toujours la rela-

tion d'associativité,




v

= &=
Examinops le cas ou QO ={a,b} , nz = {‘T} et Qi =@ pour i 40O
et 1 A2 , considérons sur 1'algdbre initiale les ensembles X1 =§{a,b} , X2 = {b},

¢ =(1,(1,2)Mer .
J |
%€ X (X1 2%, )0 ={(a,(a,b) o) , (h,(b,b)er)w}

alors que (X1 ,Xz)(p = (X1,(X1,X2)°ﬂ")‘ﬁ‘

{(a!(a,b)W)v » (a, (b,b)""’)v, (b,(a,b)‘ﬂ')‘ﬂ', (b:(b:bm)w‘
En fait pour que ¢ & Eo an, (I, tnl) vérifie la propriété d'associativité,
il faut et il suffit que pour tout k , 14 k &no, mk(np) =0 ou 1.

1,42, Cas qénéral.
Soit ® une théorie engendrée par une famille {2 . § = E cfda .

Définitioni- Une R ~algeébre relationnelle est une Eo i) ~algébre relationnelle

telle que A soit une T—algébre.

Notons que cette définition dépend de la congruence Q considérée ; de plus
toute algébre n'est pas foreément une algébre relationnelle,

Mais si Q est telle que @, ™ @, implique que pour tout k , mk(w1) = mk(wz)
on évite les deux inconvéniants ci-dessus. Désormais, nous ne considérerons que de
telles congruences.

1443¢ Morphismes de T—algébres relationnelles et catéoories des I -algébres

Trelationnelles,
Un morphisme de f ~algebre relationnelle est T—mmrphisma, f: A =3B

tel que X = U fx clest une relation R de A x B telle que
X€ X
R =4(a,b) ibge fa}.
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Les T-algébres relationnelles forment une catégorie notée T dont
T est une sous-catégorie. De plus le passage de A & R définit un
foncteur @ : T‘l3 - RIRd ; Llobjet initial A de T2 Lt g
celui de W . En effet, soit A une _ﬂ-—algébre relationnelle, comme K
est une —H-algébre, il existe un morphisme unique éx ] AD ——y ; , il se
prolonge en un morphisme unique satisfaisant la loi de distributivité&,
EA ] Ko —y A 5

On a ainsi défini un morphisme unique la ‘u.-algébre relationnelle

AD dans A , nous le noterons encore £A .

1.43. Automate relationnel.

Ctest un couple A = (A,t) ol A est une ‘H'—algébre relationnelle et +t

un sous-ensemble de A .,

Définitione~ Comportement.

B =g te{xix€A , & xNtLE} .

N.Bs La notation 5;1 est prise au sens des relations.
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On y associe facilement un automate
A = (A1) ob ' ={XIXC A, XAt £a}.
Alors 03/&:: ﬁaﬁi o On retrouve ici la généralisation du fait bien connu
que les automates indéterministes reconnaissent les mémes langages que les

automates indéterministes. (Voir "Theory of context free languages" 4] p. 49 et 50) ,

1.5, ENSEMBLES ALGEBRIQUES

1514~ Polyndmes,

Soit W une théorie quotient d'une théorie liibre,

Un polynSme P : Cn3 == BPJ est un neuplet P = (P1 520 o5 Pn) ol
P1 gololoss Pn sont des sous-ensembles finis de "W (I,CP)) . Les &léments de P,
sont appelés les constituants de P . Si chaque Pi est réduit & un seul élément,
P est dit monomial.

Soient A une -“‘~algébre relationnelle et (X1 ;1.., Xn) un p-uple de
sous—-ensembles de A . Nous définissons

XP, = U (X1 goeey XP)(P
cpéPi
X P = (X P1 yeeey X Pn)

Alors X P est un n-upletde sous-ensembles de A . P définit une fonction

a.P N
F‘A t A - A,

-~

P s s - : o e
Dans A, nous définissons l'inclusion et la réunion coordonnée par

coordonnée ; ctest-a~dire si

X = (x1 geoo0, XP) e't Y = (Y1 yeeay YP)
1Y = (X 1Y ¥ ory o
XY = X Y, ey X o
et XLY si et seulement si Xi C Yi pour 1 Li4P .

La proposition suivante montre que PA est croissante pour la relation

dtinclusion,
Propositione-~ Si x°¢ X1C see G XkC ees ©8%t une suite dénombrable croissante

d'ensembles.’ alora ( U Xk)PA = U (Xk PA) °
k k
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Béggnstration : Si 1'on démontre 1'égalité pour un polyndme P monomial et ré&duit
4 P, , elle se conservera si P1 est une réunion de morphisme et si P est un

1
n-uplet (P1 geee, Pn) + Mettons-nous dans ces conditions ; il s'agit de montrer

alors que

(U X0 = XKe)
k k

Raisonnons par récurrence sur la taille de ¢ , Si © ¢ =0, o est

un morphisme de ED et alors

Kk k k k
(X1 gosey XP)(P= (Xq) goesy xﬁp)
1 P
dtol
k k
(UX)(pz(UX(p ,o-q,uxk)
k PEEAS! k%
k k k
= (X‘p yeeny X(p ) = (X ©)
k 1 P k

Soit & ¢ » 0 . Alors il existe k , 0 € Q, et un morphisme Wode T tels

que &p—-—lPlD et donc & > 8&.)1
{ U Xk) W 0 = U (Xk gedey Xk )w
K K 411 *‘k

en appliquant l'hypothése de récurrence & HJ

k k
=\I<) (X LP,I yeoay X

Yo

et la définition 1.41, nous donne

(U X po
k

i

U (K o) = UK )
k k

Considérons maintenant les polyndmes

P s En3 ——gn3 , l'application

—

PA =a" —— Al peut &tre itérée, et donne des applications PX 8 AE ——~>‘An
pour lesquelles la proposition ci-dessus reste valable. En particulier si l'on con-
serve la notation ¢) pour le n-uplet ( ¢ 1oLolsly ¢ ) de A" .

¢C¢PAC¢P§C...C¢)PXCH._

et si l'on pose E; = k_]¢ P: s on obtient la proposition suivante bien connue.
k
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Propositign.— I'DX est le plus petit soms-ensemble de A vérifiant 1'équation

X PA =X pour X & A" » @insi que le plus petit vérifiant 1'inégalité X PA C X,

Eneffet P = {J (dpk) -l D Pk=(U¢Pk)P =F. P .
NG Akt T AT ST ATA T A A

——

P, est une solution de l'&quation X = X P, et de 1'inégalité XC X PA °

Soit B une autre solution vérifiant B P& B,
Ial
; . . 2 . n--1
(}5 C B implique ¢ PAC. B PAC. B et si ¢ PA < B, alors

Pe"C BPE B . Done ® PIC B pour tout n B0 et B = o ePlen.,
A A A A n>O/ A
(4

Dans le cas particulier o A est l'algébre initiale Ao de -Trb , nous
écrirons P  au lieu de PA‘
o e
La proposition suivante montre le rdle tres important joué par 1l'ensemble P

Propositions,= Si & 3 A =) A , alors P =& P ol & = A" —y A" est
A o A A A o
l'unique application déduite de ZiA 3 Ao ~--} A en passant par c"iA : AO -3 A
Cela provient du diagramme commutatif
~n PAO ~n
A > A
o {o
i
N l g,
4 p
4 A 2
A" > A
et du fait que E_,A(/ZS = @
et & U X alU g X},
A A
k k
1.52. Un _théordme dlunicité.
Théordme.~ Soit W une théorie libre et 0 une S-CDngruence, Si P est un

polynSme de N /Q n'ayant aucun constituant Cdans Eo ; alors il existe dans
la W /Q-algdbre initiale, une solution unique & 1'équation X Py =X«
Démonstration : Clest la mBme que celle employée pour les langages et les

bilangages (ecf, € 123 4.23.),.
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Posons ¢ ozd(P,) = min § @
i &P
Y
ord(Xi) = min &x pour X€CA et i'on pose ord( ) =+ oo
x & X
ord(X1 soses X ) = min ord X, .
T 1¢ign =

On note XA Y = (X-Y} U (Y-X) 1la différence symétrique de X et Y et on note,

si X = ()(1 gecey Xn) et Y = (YZ seeay Yn) :

XAY=(X1AY1 2005y XHA Yn) L
Lemmee.~ Sous les hypoth&ses du théoreéme, si X € RS s, YE ES et X £Y
orxd(X PA Y P) >ord(XAY) .

Démonstration : Montrons, ce qui est équivalent, que pour tout X & X F’iA Y F'i

T

il existe j et t g XjA Yj tels que £x % & t; 8i x est tel que
& x =ord(X PAY P) s ON aura le résultat. Sans nuire & la généralité, supposaons
que x & X Pi et x éY Pi ; 1l existe alors o éF‘i tel que x é:()(1 5 sreTel Xn)cp
et x¢ (Y1 storetaTy Yn)kp 3

Puisque Fo S 1, il existe Kk >0 (lecas k =0 est exclu car
(X1 5 vy Xn)tpzé (Y1 bse o Yn)q) , w € Qk et ! = ol yees, ®f » tels

que cp:{c,o," 1000 cpl;*; w o,

XGL : ) (M] reesy, .ym)w
!
ng(x1 posay Xn)cpj

x¢ - = (_\/1 gomuy ym)cu ;
vy €0 e, Tl

Donc il existe yke (X,I Jho"8Tosy Xn)apl: et _yk’é (Y1 oaste s Yn)(p]'< tels que
X = (y1 2e0as V) sees, ym)w Dot §x > Syk :

Si 8@,‘( >0 , alors (yk,apl:) posséde les mémes propriétés que (x,9) et
1'an peut recommencer jusqu'a ee que 1'on trouve un morphisme q)j,h) de taille O
et un élément t vérifiant les propriétés (le nombre d'étapes est fini war
go > gol) .

Smﬁh) =0 implique que (X,' ore a1y X )cpéh)

n est 1'un des Xj' e UOn aura donc

.tEXJ_ et tc,éYj 5 soit texjAYj et §'x»8y, Y eeo >Et , dlou le vésultat.
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Revenons & la démonstration du théordme., Si X et Y sont deux solutions
distinctes telles que X P =X et YP =Y ,o0ona XPAYP=XAY ;
ce qui contredit le lemme.

A partir de ce théor@me, on tire un second théor2me d'unicité que s'énonce
comme suit ¢
Théoréme.—~ Soit P un polyndme P : N3 =~=-> LN} . Munissons ltensemble o de
la relation binaire [T définie par i [Tk el et seulement si k& Pi o 5i le
graphe (Cnl, F) est sans circuit, il existe X unique tel que X P =X,

La démonstration est la méme que dans le cas des langages.

1.53. Epsembles algébriques.
dit

Un ensemble X de ll'algdbre initiale Ao pour une théorie W estvélgébrique,
s'il existe un entier n et un polyndme P : [NJ ~—=) [nJ tel que X = 5; H
clest-d~dire que X est la premigre coordonnée de la plus petite solution
de 1'équation Y PA =Y pour Y& KS .

On a les progriétés suivantes @

1) chaque élément x de AD est un ensemble algébrique.

2) 1l'ensemble vide est algébrique.

3) si X1 et X2 sont algébriques, alors il en est de méme de X1() X2 o

4) si o & T (I, opa) et si (X1 gts %1y XP) sont algébriques, alors

(X1 poeey X )¢ llest aussi,

P

Voici maintenant les théorémes démontrés par Mezei et Wright et repris

par Eilenberg et Wright.
14544 Théordme de Mezei-Wright.

1.54, Théortmes~ S5i | = EDIZIIj_est une théorie libre de base finie (cC'est=a=diTe 1
que \_J flk est fini), alors dans la I —algebre initiale Ao , les ensembles
k

reconnaissables et algébriques coincident,

Pour démantrer ce théordme, on démontre dlabord les propositions et

théorémes qui suivent.
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Propositione— Etant donné un polyn8me P : £n3 == 32 dans une théorie
b T = EO LN3I/4 ot Q esture § -congruence, il existe un polyn8me
i U:pgny——> cng tel que
i) les constituants de Q sont les constituants de P de taille
strictement positive.
ii) A =P, |
En d'autres termes, tout ensemble algébrique est solution d'un palyndme
qui vérifie le premier théoréme d'umicité donmé en 1.42,
Propositione.~ Etant donné un polynBme P : nl ——-% N3, il existe un palynfme
Qem3a ——) oy, ngm tel gue
(i) tous les constituants de Q ont une taille L1 .

(ii) Qi a les m8mes constituants de taille nulle que Pi gl =9 pases B

(iid) Qi s ML 1L m n'a aucun constituant de degré O ,
(iv) Qi = F'i pour i =1 ,..., n.
Thécrdme I,- Etant données une théorie libre ED CQJ et une § -congruence Q

est
sur EOEQj] , 51 W = Ea LOI/Q et X Yun ensemble algébrique, il existe un entier

n»0 et un polynBme P : gni ~~=> TNl de taille 1 tel que X = 'F;; 0

Maintenant supposons que T = EOEQJ est une théorie libre de base finie.
Soit A une T—algébre relationnelle avec [nJ comme ensemble sous-jacents
Nous associons & A un pclyndme I\P $ End ~= tnI de degré 1 comme suit : un
morphisme ¢ ¢ I =~ £n3 de degré | est de la farme I -9-—7 Cpa —-75—) TNl  ou
w & Qp et X = (x,l 15 STe g xp) est un p=uplet d'éléments de ©na , clest-de~dire
de A . Nous dirons que x0é& Pi si et seulement si i& (><1 o - xp)u) pour
la structure de T-—algéb:ce sur A ,
11 est clair que cela définit une bijection entre la structure de T-algébre
relationnelle A sur En2 et un polyndme P : ©nl ~=> N3 de degré 1 ,
Théoxrime 2.~ Si une T-—algébre relationnelle A sur gna est associde & un
polynSme P 3 fna ~-= £nal de degré t  comme ci-dessus, alors

== -1
Pi = éA

i °
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Démontrons aussi le théordme suivant g
Théordmes— Soit 0 = EDEIEIJ une théorie libre de base finie et soit Q une
congruence sur W . Posons Tt = T/ . Les ensembles Teconnaissables par les
W t-automates sont algébriques pour la théorie Tt ,
Démonstratigg ¢ Soit Ao (respa Aé) l'algébre initiale dans ’ﬂ'b
(respe 'Tr'b) et 5A (resp. EA) ltunique W -morphisme (resp. T '-morphisme)

de AD (resp. Aé) dans une W -algdbre {(resp. T '-algibre) A

-

Si A est une I '-algdbre, clest aussi une M -algebre et EA =& &

' -

A Al

o
Soit X un sous—ensemble de Ag reconnu par un T[] 'eautomate A\ = (A,t) »

Appelons Y le sous-ensemble de AD reconnu par A\ o, Puisque Y est algébrique,

—

appelons P un polyndme tel que P1 = Y 4
Si 1l'on pose P! 1e polynSme de la théorie M ' déduite de P par passage
au quotient, la proposition démontrée dans la section 1.51. donne

), =P! ,

X=£ASY=(P 1 ]

At
o
Done X est algébrique.

155, Quelques théordmes sur les ensembles alg&brigues.

Théorémee.~ L!image par la restriction d'une vprojeaticn & 1'algdbre initiale c¢tun ensemble

algébrique est algébrique,
gégggitration : Soient F :-ﬁn--q Tt et AO (resp. Aé) 1talgébre

initiale de la théorie T (resp. ) . Ltapplicatian F/AG s AL AL,
restriction de F 3 AD est 1l'unique -U‘-morphisme de AD dans Aé muni
de la structiure de -ﬁh—algébre créée par G?I’ comme indiqué en 1,27, I1 suffit
pour cela de voir que F/AD est un W —morphiems da 4 4

F((a1 1 oFy an)w) =F(<« SEETTTPRCI Y ) = F( <~a1 reves @ > ) Flo)

= <F 8y geeey F a > F(o)

car F  est une pre jection

F((a1 se0ey an)$) = (F 8 geee, F an)@
dtaprds la structure de —F—~algébre dans Ag .
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L¥image dtun ensemble algébrique X de AO est conc un ensemble algébrique
Y de la "W ~algdbre Aé d'aprés lun théorgéme de la section 1.51. Il existe donec
un polynfme P tel que E; =Y , Spit F P le polynSme dont les constituants

sont les images par F des constituants de P . Sur Aé R 95F3k coincident avec

96(F 25 , donc aussi  (_J 95 PR = L & (F p)k , et par conséquent Y = (F P)
k? D k>0
Y est algébrique pour la théorie Tt .

1 e

Corpllairee— Si F : WTL~—§ T+ est wne projectiordtune théorie N dans une théorie

W' libre sur un ensemble fini, 1'image par la restriction de F & AO d'un
ensemble algébrique est reconnaissahble.
La démonstration découle du théoréme précédent et du fait qu'un ensemble

algébrique est reconnaissable si ! est libre sur un ensemble fini.

Corgllairg.~ Si l'on est dans les conditions du corollaire ci-dessus et que de plus

T est quotient d'une théorie libre de base finie, alors l'image d'un ensemble
reconnaissable est reconnaissable.
La démonstration provient du fait que pour la théorie T, un ensemble
reconnaissable est algébrique.
Théor2me.~ L'image inverse par une transcription d!'un ensemble reconnaissable
est reconnaissable.
Démonstration ¢ Soient F i T oy T F/AO : AO —— Aé et Q!
une congruence finie sur A; . Définissons sur AO la congruence @ ,
X Ay (QYe===y F(x)~ F(y)(Q') . @ est une congruence finie.
Montrons que Q est compatible avec la structure de [ -algdbre sur Q .
Soient Xy aesey X et Yy 2eeey yn des éléments de Ao tels que X, o9 ¥; e
On a alors
(F Xy yeeey F xn)Fw v (F Yy geves F yn) ﬁf
F(x1 Steretony xn)w)xv F((y1 sesey yn)@)
et done
(g yeeey X 00 (y) yeee, v )0 o

S5i X est réunion finie de classe modulo Q! , alors Y = F‘1(X) est réunion

fipie de classe modulo Q .
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CHAPITRE II

ETUDES DE QUELQUES APPLICATIONS AUX LANGAGES

Dans ce qui suit nous appelerons du méme nom les ensembles algébriques
d'une théorie 1 et ceux de la théorie (V) obtenus en adjoignant librement
les éléments de V comme opérations O-aires (cf. 1.29.) . Nous préciserons
si nécessaire de quelle théorie il s'agit.

2.1, QUELQUES STRUCTURES SUR V* ET LES LANGAGES ASSOCIES,

On appelle V¥ 1l'ensemble des suites finies d'éléments de V ot V est
un ensemble fini appelé alphabet. Les éléments de V sont appelés les lettres
et les éléments de V* sont appelés les mots. La suite vide est notée N et
appelée mot vide. Un sous-ensemble de V* est appelé un langage.

2.11. Théorie des Vemémoires pointéss et K-langages de Kleene.

2.1.1. Définition d'une V-mémoire pointée.

On appelle V-mémoire pointée un ensemble muni de (card V) opérations
unaires notéss s w> a.,s et d'une opération O-aire notée s, »

Cette définition suscite la définition d'une théorie libre appelée théorie
des mémoires pointées. (Elle sera libre car nous n'imposons pas de relations
entre les opérations).

2s11.2, Définition d'une théorie des V-mémoires pointéas.

On appelle t éorie des V-mémoires pointées et 1'on note CK% la théorie

libre engendrée par la famille (Il‘)'GEDQ ol

a &
520 = {SD}
Q _y

et Q

]

5 @ pour 532 ;

L'algébre initiale de cette théorie s'identifie & V dans lequel A
estl'opérateur O-aire et les opérations unaires sont de la forme
61(61 o0 e aﬁ) = a 81 ose an o

Degré st hauteur co¥ncident.

Si & V¥ d{o) = hlx) = ot + 1

ol lxl désigne la longueur du mot o .
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Nous noterons V* (T) la mémoire pointée libre sur T .
Outre ceux qui appartiennent & V¥* , ses éléments sont de la forme o A ou
o & V¥ et AET .,
Les automates de cette théorie sont connus sons le nom d'automates finise ;
Si V est fini, les ensembles algébriques de cette théorie sont appelés

K~langages, langages de Kleene (ou langages réguliers cf. 3.31.) .

2e1e2, - Théorie des monoides sur V et langage de Chomsky.

2.1241e Définition d'un semi-groupe sur VYV ,

On appelle semi-~groupe sur V un ensemble muni d'une loi de composition inter-
ne associative et de (card V) opérations O-aires.
5i de plus on suppose l'existence d'un &€lément neutre pour la loi de compo-

sition interne on dira gque l'on a affaire & un monoide.

Considérons la théorie 35 appelée théorie des magmas engendrée par
q‘r
Q =
Q i 2
C;i gb si i #

(2

i

1

2.12424= Définition d'une théorie des semi-groupes.

On appelle théorie des semi-groupes la théorie notée $ quatient de 5:_
par la plus fine relation de congruence telle que
KLt,2y T3H»T R L1, £2,3 5T > ,
Cette congruence est une d-congruence et une h-~congruence.
La théorie des monoides notée MMl est obtenus par quotient de Sgrt:AJ’A

étant adjoint comme opérateur O-aire, par la plus fine-congruence telle que

41,2 5 W 33 v LY, L2,3%% 55
et LAL,IS>T A N L, A ST

On s'intéressera souvent a 3; v et M vy,
L'alggbre initizle de $[V] est V* - {/\} ; celle de M cva est V¥

Les ensembles algébriques de ™M EV3j>sont appelés langages de Chomsky

ou C-langages.
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2412434 Définition d'une proiection de brg dans MM EvVa .

\
On peut définir une projection ¢ de C}G dans M tva comme suit

v
fFIA) = A
F{d1>a)=4¢1,adT  pour tout a €V .

Selon la définition du fancteur sémantique donné au paragraphe 1.28. ,
(5(1“) est un foncteur de Mtv:b dans GIC}\; . Etant donné un monoide M ,
G;f(M) est muni de la structure de mémoire suivante :

si x&€M et agV BeX = 8X

La restriction de f & V* est une bijection.

2.13. Théorie £ .

Nous avons vu 1'intér8t d!introduire les théories ngv et E; CV3 sur V¥,
En effet on pouvait attacher & ces théories des ensembles algéhriques qui étaient
les langages réguliers et les langages de Chomsky. Posons-nous le probléme inverse :
quelle structure faut-il mettre sur V*  pour que les elsembles alggbriques forment
une famille de langages donnge,

Nous prendrons ici les langeges lindaires ou quasi-rationnels, c'est-a~dire

ceux qui sont soluticns de systémes du type
n,
A, = C} o,
i 51 J

\

ou aj contient au plus un nom terminal.

2.13.1. Théorie libre 51 .

Soit la théorie libre £ engendrée par

1

Q ={A}
o
511 =VUV ab V est un ersemble cn cijection avec Y
(Si 2 €V, on notera 3 1'élément correspondant de V)
Q. -a si iy2

54 ®_ 'S (21 et X un &lément dlune 321-algébre, on notera

Zx Da=ax x si agV

LX>va= X x a si agV .
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Considérons sur &21 la congruence la plus fine contenant pour tout a
et pour tout b dans V
(ax1)xb ~ ax (1 xb) (1)
et pour tout a dans V
ax A ~ Axa (2)

Nous noterons £ la théorie quotient de &2 par cette congruence.

1
Proposition.—~ Dans la 3?-algébre initiale toute classe d'équivalence contient
un et un seul élément de la forme

(seel(A x a, x az) Xeae) X an) dite forme normale.

En effét- raisonnons par récurrence sur le degxré

si dr=1, = A , le résultat est vrai.

Supposons qu'il le soit pour s tel que ds £ n et soit r +tel que

dr = n 4+ 1 , alors

oubien »=maxa ou a€V et dsg&n .

Soit s' 1l'unique élément sous forme normale congru & s , alors s' x aws X a
et s x a est sous forme normale i1 8i s As' , 8 xa n'est certainement pas
sous forme normale, il y a donec unicité.

ou bien r=axs ol a&€V et ds {n , et notons encore st 1'unique

élément sous forme normale congru & s , alors

ax saaxs!

)

st :(;..(/\ Xa1)xa2)noo)xan_1

i

)

a x st a X (s x a, ) x a2)...) X a

1 n-1

en appliquant (n-1) fois la relation (1) on obtient

axstan (Jo.(ax A) x ai)'°') x a 1)

mais comme

ax AN ~ Axa
et puisqu'il s'agit d'une congruence compatible avec les opérations de &21

axs'a (s x a) x 81)...) xa , = s" .

Or & chaque étape 1'éiément construit est unique, s" 1'est donc aussi.
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Remarque : Dapns la forme normale les parenthéses sont inutiles et nous écrirons

alors A X a1 XoeoX an .

2.13.2. Ensembles algébrigues.

Dtaprds la proposition ci-dessus tout élément de la 33 ~algébre initiale
est la donnée d'une suite finie d'éléments de V ; celle—ci stidentifie donc
a v* o,

La relation (1) permet d'effectuer indifféremment les opérations & droite
avant les opérations & gauche ou vice-versa. Un €lément de 1la &? -algébre libre
SUr &nJ s'identifie donc & un mot de 1a forme

ay a, 83 ses an J an+1 cec @ .

Les ensemble j?~—algﬁbriques de V¥  sont donc solutions de syst2mes de

la forme
Ti
(1 yeee, 1) Po= U
j=t
ol @j est soit de la forme /\31 ee A
J
soit de la forme a, ... a k a sse @ .
1 nj n,+1 mj

Ce sont donc les langages lingaires.

2.2, RAMIFICATIONS ET BILANGAGES,

La notion de ramifications a ét6 introduite par Pair (ef., £81 : Sur les
notions algébriques liges & l'enalyse syntaxique) afin de formaliser les "structures
arborescentes" rencontrées dans de nombreux domaines du traitement de 1'information
(fige 1) & Celles—ci ont parfois plusieurs racines et sont orientées de "gauche
& droitei, thaque noeud est étiqueté par une lettre appartenant & un certain

alphabet, et parfois les €tiguettes des feuilles appartiennent & un alphabet

différente, .
A B 2
/\ /)
B A\
a a b a B ¢ ie e
a A b i
1

fige 1 ~ Ramifications
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Pour en donner une définition algébrique on est amené & se donner deux
opérations,
ﬁ) une loi de composition interne associative & €lément neutre que nous

appelerons somme et noterons + (fig. 2) .

| /‘\ /B\ /;{ 2\
B (/;( . ) ’// ;'
4 NI \ :

fige 2 - Somme de ramifications

G@ une loi de composition externe a opérateurs dans N que nous appelerons

enracinement et noterons x (fig. 3) .

e

fig. 3 =~ Enracinement

2e21s Nebinoides et N -semi~binoIdes.

242141, DéFfinition d'un N ~ semi-bonoide.

On appelle N - semi~binoide un ensemble muni d'une loi de composition interne
associative appelée somme st notSe + et de (card N) opérations unaires notées
(Ax) pour A appartenant & N .

2.21424 DéFinition d'un N- binoide.

Un appelle N -binoide un N- semi-binoide dont la loi + posséde un

€lément neutre {notée souvent A) .

2+21.3, Théorie des N-binoides et des Nesemi-binoides.,

Considérons les théories libres
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T1 engendrée par {Ql} i€ M
Q- ()
£21 =N Cii =fF si i =2
0.2 = {7}
-“; engendrcée par {Qi} iEN
ol ﬂ; = {N}
Q;:ﬁ si i =0 et ip2
sz = {9}

Sur WTH et '1Té considérons les congruences D1 et QZ les plus fines,

contenant les relations

K1,2 5,3 5T ~<L1,42,35T > (mon1) et mod(Qz)

LA DT ~w 1 & L4 AT (mon2).
La théorie @N = ‘g]/QJI sera appelée théorie des N-binoides et b@N = .WZ/QZ
celle des Nesemi-bincides.

Ltalggbre initiale de (xS 6ahﬁb est vide mais celle de (G%[V)} ne l'est
pase Lelle~ci sera notée @ et appelée N-binoide initial. Si T est un ensemble,
nous noteruns ﬁ(T) le N-binoide libre sur T , Les sous—ensembles de &(T) sont
appelés bilangages.

Scit N(T) le plus petit sous-ensemble contenant T qui est stable par
la somme et les enracinements, c'est un semi-binoide engendré par T . Montrons
que N(T) est libre sur T .S0it 5 un N-semi~binoide et soit B le
N-~semi-binoide obtenu en ajoutant une unité e & § telle que :

r+e=8e+1 =1
et &(T) Xe=2g.
Si f est une application de T dans B , il existe un morphisme de N-~binoide

unique de N(T) dens B prolongeant f , dont la restriction & N(T) est un

morphisme de Nesemi-binoide.

-~

D'autre part si g est un morphisme de Nesemi~binoide de N(T.) dans S 9

il se prolonge de manidre unique en un morphisme g de N-bincide de N(T)

dans B .
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I1 existe donc un morphisme de Nesemi-binoide unique N(T) dans S .
N(T) est donc un Nesemi-binoide libre sur T .

Les sous-ensembles de N(T) sont appelés bilangages.

22,24 N—pépiniéres.

Pour pouvoir appliquer les résultats du chapitre 1, il est intéressant
d'étudier ﬁ & 1l'aide d'une théorie libre, Pour tout A E N , Nous poserans

fA(r,s) =r+AXxs.,

Dans 1l'article "Béfinition et études des bilangages réguliers" ‘C93 , Pair
et Quéré ont montré que toute ramification de ﬁ se décompose de manigre unique
per rapport & ces opérations. En effet, soit © £Z A & ﬁ , il existe s et =t
tels que 3

r =8+ 1!
r' ne se décompose plus en somme de ramifications ;
r! est différent de A , Il existe alors A unigue tel que :
r* =Axt .
On peut donc écrire r sous la forme
r=8+Axt,

La décomposition ainsi construite est unique. Cela conduit & poser la

définition suivante :

2.2241 Définition d'une N=pépinidre.,

On appelle N~pépini2re un ensemble muni de card(N) lois de composition
interne notées fA pour AEN ,

2e23e2s Thiéorie des N-pépiniéres.

On appelie theorie des N-pépinieres la théorie libre notée SCN engendrée

par Q—m{ﬁi} 1M

telle que £12

It
=

gli =@ pour i=0 , i=1 , i%2,

Ltalgdbre initiale de ( ?DN)b est vide, mais la N-pépini2re libre sur

FN

s'identifie & N , ol fA(r,s) =T +A xs e

A
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Remarque 1 ¢ Si N = {@} , on retrouwe la théorie 93r des magmas introduite au

paragraphe 1.2. du précédent chapitre.

Remargue 2 ¢ Si l'on pose FA(r,s) =A xr + s , toute ramification de N se

décompose aussi de mani&re unique par rapport aux opérations de fA et N peut

ainsi 8tre considéré comme Nepépinigre initiale pour cette structure.

-~

2.23e Quelques projections liées & N .

-~

Pour faire passer certains résultats connus sur N¥ dans N et réciproquement,
on introduit différentes projections de théories liges &4 N et N¥* , Nous
.. : e - . "
définissons ces projections sur les générateurs des théories et nous nous intéressons

& leur sémantique au sens de Lawrere (cf. § 128)

2+2341. Plongemants de N* dans N,

11 y a deux maniéres de plonger N¥* dans N suivant que 1'on munit N¥*
d'une structure de monoide sur N ou d'une structure de N-mémoire.
D Py de M NI dans @N
Py (A) =A x A
P (fr) =T,

2 définit une application injective de N¥ dans N et plus généralement

de (NUT)* dans N{T) qui permet d'identifier N¥* (resp(NUT)* ) avec

~

un sous~ensemble de N (resp. N(T)) . i
é(p,‘) envoie tout N-binoIde B sur lui-méme. g(p,l)(B) est muni d'une
structure de monoide sur N . Ainsi on conserve la loi de composition et on prend

comme opérateur O-aire correspondant & A , 1'élément A x A .

@ Py de C%N dans SDN EAd
pZ(A ) = A

Py(A) = L1, A > A

~

Py définit une application injective de N* dans N .

6(]32) envoie toute pépinidre P  sur elle-méme. @(pz)(P) est muni d'une
structure de Nemémeoire. Ainsi, si A& N et s r est un &lément de la pépiniere

Axzr=7Ff(r, A) .

N
n



2423420~ Mot des feuilles.

La projection ¢ est définie de (BN dans MM o3

o(®) =¥
o( £1 > A) = 1>
p définit une application surjective de ﬁ(r) sur T*¥
{¢) envoie tout monofde M sur N sur lui-mBme, @; (@) (M) est muni d'une
structure de N bino¥de définie comme suit : la loi de composition est la mé&me, N

opére trivialement sur le mono¥de (i.ee A x r = r) o

242343 Mot des racines.
On définit deux projections différentes, l'une correspond au N-binoIde,
l'autre coxrespond & la N-pépini2re. Mais elles ont m8me effet sur & °
CD ®, est une projection de @N dans RV TN définie par :
@, (&) =9

@1(41>A)=A si AE N

(:} ?, est une projection de gDN dans CJEN définie par :

0(L1,2 2 A)=41> A si AEN.,

Restreint & N , les deux projections cofncident et envoient toute ramification

sur un mot de N¥* appelé "mot des racines".,

G%(@1) munit tout monoide d'une structure de Nebinoide en gardant la méme
loi de composition interne, la loi externe étant la loi définie par s
AxxrT=A,
E;(mz) munit toute mémoire d'une structure de Nepépinidre de la fagon
r et

des &liémentis de ia mémoire

E=tely]

fA(r,s) = A Xxs ,

2423046 Projection pour 1'analyse ascendante de ‘gqauche & droite.

Dans [82 ("Sur des notions algébriques liées & l'analyse syntaxique"), Pair

introduit une projection de la théorie O%N dans M (N étant un ensemble

NURN

en bijection avec N ; si A €N | on note A 1'6lément correspondant de N)
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On définit lz projection éﬁ'ainsi :
L1y = &at>e e
Shw) =T .
En pariiculier, C%- c-vaie ﬂ(T) dans (NUN UTH*,
Cette projecuion envoie les bilangages grammaticaux de ﬁ (cfa Pair et Quéré £93)
sur les "bracketed languacss" de Ginsburg et Harrisom £33 .
G;(cﬁf) permzt de munir tout monofde M sur NW DN dlune structure
de NebinoXlde en conservant la loi de composition interne. Si o et ?
appartiennent & M

Axo=~AobB .,

223,50 Projection pour 1'analyse descendante.

Ces projections vont de ﬂ)ENJ dans h4‘N\JN .

a) Pour 1l'analyse descendante gauche
cg(A) = A
do( £1,2 7 A) = {MAADF A Sa 2%«

~

ce qui donne pour * et 8§ appartenant & N
dq(fA(r,s)) = A dg(r) A dg(s) .

On obtient donc une appliczvion injective de N dans (NW N)* ,

b) Pour l'analyse descendante droite

dd(A) = A
di( L 1,2 S A= {LLA2d>w AYT 15w

-~

ce qui donne pour = et 5 appartenant & N

dd(f&(r,s)) = A dd(s) & dd(z) .

La sémantique de ces projections permet de munir tout monafde M sur
NUN dtune structure de M—pépinidre.
i o et B aeppartiennent & M,
pour (s (dg) : fA(a, g) = Ax A B

pour @& (da) :f‘A(oc,@) = A Ao
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2.23; Bilangages xéguliers.
Les ensembles algdbriques associés aux deux structures de Nepépiniére
sur ﬁ cofncident et sont appelés bilangages réguliers. Ils sont donc reconnus
par les N~pépinidres finies mais aussi (cf. £91) par les binoides finis et les
dio¥des finis (cfs 2,25) « Une étude compl2te sn est faite dans 093 et 127,
Signalons cependant le théor&me suivant comme conséquence des théorgmes
du paragraphe 1.55.
Théortme.~ Les langages de Kleene sont les mots des racines des bilangages
réguliers et eux seuls,
En appliquant la projection ?y "mot des racines" il résulte que les
mots des racines d'un bilangage régulier forment un langage régulier.
La réciproque se déduit de la proposition suivante :
Propositien.— Les langages réguliers sont des bilangages réguliers,

On applique la projection ¢, et on remarque qu'un langage régulier est
q 2 q q

stable par la projection "mot des racines",

2.24, Bllangages binoidaux et semi-binoXIdaux.

Nous appelerons bilangages binoidaux (resp. semi~binoidaux) les bilangages

algébriques de N ou de N(T) {zesp. N(T)) associés & la structure de

binoide (resp. de semi-bincide).

On peut leur asppliquer les théorémes d'unicité et de réduction.

=2

- En utilisant la projection Py et en assimilant N° & son image dans
paxr p1 on obtient la proposition suivante, conséquence du th&oréme du
chapitre 1

Propositigne~ Les langages de Chomsky sont des bilangages binoidaux.

- En utilisant les projections 2 et © , on obtient le résultat suivant :

Propogsitione~ Pour les bilangages binoidaux, les langages de Chomsky sont les

mots des feuilles et les mots des racines et eux seuls.
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Nous définissons & 1l'application de N(T) dans Go(N n par 3

t?(a) =a si a€T
B(hxz)= @(r).A
Y?(r + s)

n

]

Si o« € ¥(zr), on dira que o est un chemin

Si r est la ramification de la figure 1 :

i) v Be) .

dans la ramification =r .

©(r) =far , aBA , ABA , LBA , aB , BB} .

Si L est un bilangage, L) = Lu} ©(x)
&L
du bilangage L »
On obtient alors la proposition suivante
Propositione~ Les langages réguliers de N*(T)

bilangages binoidaux de N(T)} et eux seuls,

Démopstration ¢ Soit L un bilangage régulier

Associons lui le polyndme @

Si QPéPi et ¢ =a alors @' =a et
Si q’é-Pi et @ = joA alors ¢! =A x

bn 6tend B & un n-uplet d'ensemble de

est appelé ensemble des chemins

sont les ensembles de chemins des

solution du polyndme

degré 1

ete
j et w’éQi.

la maniére suivante ¢

B e, X) = (R X)) eee, Bix )

La définition de Q donne immédiatement

Px) = x)e .

173

- , ot ~A . L -2
ruisque [ \97’ = Y en remplagant X par y) ; On obtient

‘é’«;} Q) = ¢P

et donc E’(gﬁ Qk) = gb Fk par récurrence sur k

e dn =gk,

k%0 k»0

Done L est 1l'ensemble des chemins d'un

bilangage bdnoidale




Soit maintenant un bilangage binoidal &3 , solution minimale d'un polynSme

Q@ de degré 1 .

Associons~lui le polyndme P comme suit @

S5i (péQi P =AXj === kp=J-/'\E.Pi
P=j+k =) JEP, et kKEP,
(p:a ===)aePi

D'aprds la définition de P
©xa) = )P,
0x () =2, on obtient donc
P -@r,
et de méme
® () - @ ek
donc S?(;)O 9y = I ek,

k0
2¢25, La notion de dioide.

Cette notion a ét6 introduite par Quéré.

2425,14 Définition d'un dioide.

Un dioide est un ensemble muni de deux lois de composition interne associa-
tivess On les note + et x et on suppose qulelles vérifient la propriété
d'associativité mixte ci-dessous :

(r+s) x t = + (sxt) .

On suppose de plus qu'il existe un £lément neutre pour la loi + .

202542, Théorie des dicides.

21

Soit la thioris libre enygendrée par

= {A}

Q
o
Q i ’(P}

2

Q - s oo .
5 gb pour i =1 et i»2,
On obtient la théorie des diaides par passage au gquotient de cette théorie

par la plus petite relation vérifiant

CO1 et CO2 (cf. 1.26.)
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et les congruences suivantes :

(A1)~ 1w (1,A)ar

(1,(2,3)9r)ar ~ ((1,2)ar,3) 9

(1,(2,3) @)e r ((1,2) ¢,3) o

et ((1,2)97,3) o~ (1,(2,3) Q)T .

Nous noterons cette théorie 23 o
La g)'walgébre initiale est réduite & { A}. Nous étudierons donc souvent la
théorie iD(N) des N-dioides dont 1'algdbre initiale s'identifie & N , en
définissant =t + s comme la somme des deux ramifications, r x s consistant &
accrocher s & la dernitre feuille de = (cf. £1.22) . Les N~diofdes libres sur T
s'identifient alors & 1Vj:ﬁf s

2.25,3, Bilangages algébrigues,

Les bilangages de V associés & la théorie des dioides ont été étudiés par
Quéré sous le nom de bilangages algébriques. Les fanctions polynSmiales qu'il
introduit sont effectivement les €léments du dicide V L)!:n] o

2.26, Inclusion des trois familles de bilangages.

1) Dans a(T) il vy a inclusion de la famille des bilangages réguliers de
SDN(T) dans celle des bilangages demi~binoYdauxs

Remarquons en effet, que wA(r,s) =r+AXxs.

Donc chaque opération de la pépinidre se décompose en deux opérations du demi~binoide
I1 en mésulte qu'd tout polynSme de la théorie des pépinitres correspond un

polynSme de la théorie des semi—binoides ayant méme solution minimale,

Noteons ‘cependant que 1'inclusion est stricte car les langages de Chomsky de T¥*

sont des bilangages semi-binoidaux de N(T) mais ne sont pas des bilangages
zégulieng,

2) Dans 1e cas de N » 11 y a inclusion de la famille des bilangages réguliers
dans celle des bilangages binoidaux, elle-~mBme incluse dans celle des bilangages
algébriques dlaprés la définition des opérations.

Deux contre~exemples montreront que les inclusions sont strictes,

C) Soit le polynBme
P1={A+1+B,A} o
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La solution minimale de ce polynfme est le bilangage binoidal
L={nA +nB, n>»0} (ol nA =A +.ee+ A, n fois) qui n'est pas un
bilangage régulier (cf. U931 n® 4.11.).

@ Soit le polyndme

P, = {Ax1xB, AxB}Y .

La solution minimale de ce polyndme est le bilangage algébrique

L = {An x B"} (ot A" = A xu..x A , n fois) , dont les chemins forment le

langage de Chomsky A" g" qui n'est pas régulier ; donc L! nt'est pas binoldal.




T

CHAPITRE 111

GENERALISATION DU THEOREME DE KLEENE

Les théories que nous considérercns dans ce chapitre sont engendrées par une
famille £2 = {Qn}néw done de I= forme ED rQ)71/0 ob 0 est une relation
qui vérifie la propriété du paragraphe 1.42.

Etant donnée une théorie ‘WT', nous noterons A TV1 1a _Tr——algébre libre
sur V 3 si V€ V!  nous supposerons que A LV3 C ALV} . L'idée maltresse
de ce chapitre consiste & considérer A V3 tantdt comme W CVJ~algdbre initiale,
tantdt, si S €V , conme N LV - S1 algdbre libre sur 5 . Les éléments de V
seront donc tantdt considérés comme des constantes, tantSt comme des notations
de variables dans les morphismes. Dans ce qui va suivre, nous verrons 1l'intérét de

passer de l'un & l'autre de ces aspects.

3.1e SUBSTITUTICN,

3.11. Substitution en A d'un ensemble dans un €lément d'une algdbre

Nous nous plagons dans A TV et nous considérons un élément A de V . 5i
r€ ALCVI et LC A LVI , on appelle substitution de L en A dans x , une
opération définie par récurrence sur la taille de r et notée sA(r,L) 5

#* Pour tout BEV

SA(B’L) = si B #ZA alors B sinon L

* Pour tout o & §1n

SA((r1’-.oyrn)wyL) = ((S A(I’L) greny SA(I‘n’L))w
en particulier si © &€ Slo

SA((D,L) = W

Remargue 1 ¢ Si = € A LV, il peut Btre identifié 4 un morphisme ¢ de la théorie

ey -§a3F, 9 ¢ I ~==> I . La définition ci-dessus coincide alors avec celle

donnée eu chapitre 1, § 1.40. pour la Ty -{a3 algdbre relationnelle A LV,

Remarque 2 : Si ¢ & (1, tpAd) on a alors

SA((r1,...,rp)w,L) = ( SA(r1,L) T o Sy sA(rp,L))w 3
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3.12« Substitution en A d!'un ensemble dans un autre.

Remargue 3: Si M C I, tpa)

SA((I1,Q¢-,I‘n) M,L) = ( SA€I‘1,L) yeeo, SA(rp,L)) M .

3,13, Substitution itérée d'un ensemble.

Cette opération envoie un sous~ensemble L de A TVI sur un sous-ensemble
noté  s¥(L) de la ATV - {A}I .
Elle est définie par

®
SH(L) = U sP(L)
p=0

et SK(L) est définie par récurrence sur p comme suit

sgm =i

et sP(L) = s,(L, sg”’u_)) .

Montrons que pour tout p , SK(L)C ATV - £33,

En effet SE(L) =@ CA CV ~{A¥] et d'autre part, si 1'on suppose

J 5 (=, s§'1(L)) .

Il

SPLIC A TV {3, 57(L) = s, (k5 aR7' (L)) g
= r& L

La remarque 1 ci-dessus et le fait que s 2—1(L) est inclus dans
A TV - §A}3 montre immédiatement que sA(r, 552-1(L)) est inclus dans
A TV ~{A}T,

Dans 1tarticle de Thatcher and Wright "Generalized Automata theory with
an application to a decision problem of second order logic" C153 , on trouve une
définition de la substitution itérée qui différe de la ndtre par SE(L) . Les auteuxrs
y posent S K(L) = A au lieu de SK(L) =% o I1 nous a semblé préférable de faire

en sorte qulaprds substitution itéxée, il n'y ait plus de traces de la variable

par rapport & laquelle la substitution a été faite.
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3.2, ENSEMBLES REGULIERS,.

3,21, Définition.-~ Un sous~ensemble d'une T -algébre libre sera dit W -régulier

{ou simplement régulier s'il n'y a pas ambiguité) s'il est obtenu 4 partir des ensem-

gi
3

bles finis d'une mﬁwualgébre libre par un nombre fini de substitutions et substitu-

tions itérées.,

Cette définition généralise la notion de langage régulier au sens du théoréme
de Kleene (cf. 3.31.) . Notons cependant que nous n'utilisons pas la réunion dans
la définiéion, car celle~ci peut B8tre obtenue par substitution ; en effet, si L1
. et L2 sont des sous-ensembles d'une _ﬁ”—algébre libre sur V et L3 = {A,B}

i ol A et B nlappartiennent pas & V .
, pp p

! =
Ly M Ly = splsy(Lgly) 5 L))

3,3, GENERALISATION DU THEOREME DE KLEENE,

3.31¢ Enoncé du théordme.~ Un ensemble est régulier si et seulement s'il est

algébrique,

Thatcher et Wright (cf. [153) ont démontré un théoréme proche dans le cas
dtune théorie libre de base finie. Cependant, comme nous l'avons dit, ils donnent
une définition légdrement différente de la substitution itérée 3 ils admettent
la réunion et surtout leur énoncé affirme l'équivalence entre ensemble régulier et
ensemble reconnaissable. Or, nous savons que, dans le ces qu'ils considérent,
ensemble reconnaisseable sl ensemble algébrlique culiwidenle

La démonstration de l'équivalence entre ensemble régulier et ensemble
algébrique est plus générale, car elle sort du cadre des théories libres de hase Tiniea
Méme dans ce dernier cas, elle met en évidence les liens entre 1'algébricité et la
régularité,

Notation 3 si P =(P ,eces; P_) est un polyndme, nous allons poser
e T o ek 1 m 9
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ket k=1 . "
p =(p‘I reees P )Pj pour tout § , 1L 54 mo,

3.32. Stabilité des ensembles algébriques par substitution.

Propositiopn.~ Les ensembles algébriques sont stables par substitution.

1 :“ ¥ = PP ’t L' =w ¥ = oeo
Soit L =P, ol P=(P ,..., Pm) e Q ou Q (Q seeey Qm)

deux ensembles algébriques.
Montrons que sA(L,L’) est solution minimale du polynd8me construit ainsi ¢
¥si 14 j¢gn, Rj = SA(Pj’m + 1) o Intuitivement cela revient 3 substituer

m + 1 & toute occurrence de A dans Pj 5

) olt f désigne 1'unique prolongement de An

*ei 1¢ 5e8, R, =@

3

dans A,Q+m de 1t'application Jjw—y i +m 4

-+

Remarquons que si £im 3y e, (QS 3 o5 0% ¢ b )(1 5 15eT5 Xe) Rj+m = (X1,...,Xe) R,

~

...—'-._.!
donc R4 =Q =L'.

Premidre partie : sA(L,L') < ﬁ: 5

k41 k k

Considérons la suite d'ensembles définie par =r. = (T, ,ees, T ) R.
j 1 m+1 j
et x, =§ si 14jégm
J
rj:Rj si m(.jéEano

On voit facilement que pour tout k , r?C R; ;5 en prticulier r]; = ﬁ; si

j »m s Montrons que si 1 j¢&m

=g, P" . LYY,

b AT

Clest immédiat si k =0 ; supnosons le résultat vrai pour K - 1

k kel k=1 = = ]
l‘j = (1‘1 Jeooy rm E RITH-1 yoces RE-HH) R.
kel Kam1 =
= (1’1 gon0yg rm ’ HTTH‘1) (SA (Pj? m + 1))
= (s, (P, L) s, (Pl LYy L) s (P, m 1)
ToVAtT1 7 7O PAt Ty 7 ’ AV F
Kol kewl k

= ? — { ¢
= SA((p1 9008, pm ) Pj ] L ) SA\pj H L ) &
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De ce résultat on tire

L} oW sy (RS 4 L1) =5, ok,

k%0 I kpo A

il

)

- , —
SA(PJ, , L )CRJ,

en particulisr sA(L,L')C ﬁ: 5

Deuxiéme partie s Montrons que R1€: sA(L,L') en montrant que

-

'(SA(E;,L’) prelerely sA(Pk,L') , Re+1 yeres R ) est une solution du polyndme R .

etm

*si mdLjié 2.+ m ona immédiatement

e

. . —— . - _ J—
(SA(P1,L ) ges oy SA(Pm,L ) 5 Rm+1 ganey Re+m) Rj Rj °

* si 0j& X

= - -
(SA(P1,L Y o0 ey SA(Pm,L ), Rm+1 JTSGTe 5 Re+m ) Hj

(SA(P1,L‘) y%as Bos SA(PE,L') , L) sA(Pj , m+ 1)

SA((P1 yesoy Pe) Pj y L) = SA(Pj'L )

I

3.33, Stabilité des ensembles algébrigues par substitution itérée.

Propositione.— les ensembles algébriques sont stables par substitution itérée.

Soit L =P, ou P = (P, ,eee; P.) o
1 1 n
En posant Qj = SA(P_,1) , on obtient un polynSme Q = (Q1 e foeory Qm) obtenu en

remplagant toute occurrence de A par 1 ,

w

Lomme 1 : Si X € Q,, alors s, (P% ,X) C Q.
=Enne 1 At S i

51 k=0 ona s (@ X)=@CT

5i la pruprigié est vraie pour K -1 , on

e I B R
|SYNEVER SIS Y

k=1 pron

5, (P, X} €0. pour tout j
PRSI < i P |
et donec

k=1 k-1
SA((P1 yeoay Pm ) Pj . X)

€ P K aee, P e T
m J J
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or Pj = (—) p ? , on obtient donec
k%0

s (Px) =5, (L ¥y U s, (% € T,
g ko0 k 30 i ]

En particulier si X 51‘ s ONn a SA(L,X) < Q1 , ce qui va nous servir a
démontrer le lemme suivant.
Lemme 2 3 SK(L) C 5; o
SR o —
I1 est immédiat que SA(L) = géC: Q .
Supposons 52—1 Lyc 5:1- et donc

SplL) = sy(L, g (LN EQ .

Réciproquement, montrons que E;CZ SK(L) ; pour cela montrons que SK(L) est

la premidre composante d'une solution du polyn8me Q , choisissons 1& ainsi

L, = sHL) = SA(E':,SK(L))
Ly = s, (Pl sxiL))

On a aloxrs

il

(Ly sees L) 8y = (8, (PL8X(L)) eeey 8y (FLex(l)) Q)

1

sy ((Fy yeeey PL) 0 82(0))

Or, par définition de Qj

(B, youss P ) Q, = SA((Ea sosey P) Pj,ﬁ1) = SA(Pj,L)

donc

(L, seoe, L) Q.

1 0 = s, 0sy (FLL),s2LD)
- SA(E;,SA(L,SX(L))

—

= SA(PJ,SE(L)) = L

3,34, Propositione~ Tout ensemble régulier est algébrigue.

C!est une conséquence immédiate des deux propositions précédentes et du fait

que les ensembles finis sont algébriques,




3.35, Propositions~ Tout ensemble algébrique est régulier.

Remaroues préliminaires.

On a déja vu que L1\J L2 est obtenu par substitution, d'autre part si
L1 yesos Ln sont des ensembles et ¢ € W (I,&nd) , L = (L1 ofoke 17 Ln) )

est obtenu par substitution ; en effet si LT = (A, ,..., An) ¢

(bos (g (L) 5 L) e L L)

Démanstration de la propositions

Soit L un ensemble algébrique et P = (P, ,..0, Pn) un polyndme tel que

9

—
L= _o
n
Nous allons raisonner par récurrence sur n :

q
1)Cas n=1.P=\J o ou o & T(LI)

P = S:I*(P) e

-

Cela provient immédiatement de la définition de P et de celle de s?(P) o

——

2) Cas général.
Avant de démontrer le cas général, posons quelques notations.

Notations :

e e e s e g e o

| * P = 'H—E{n}] , clest-d~dire la théorie obtenue & partir de la théorie i
en adjoignant librement 1'élément n .

* Q=(Q

1o Qn—1) get le polyndme de la théorie “f ' construit & partir

de P en enlevant Pn et ou Qi (pour 14i4£n ~1) a les mémes constituants

que Pi , mais considéré sous l'cngle de la théorie .
. = =
¥ = (Q1 sosey Qn~1

sn(Qj,s;“(Y)) pour 1 & j&n -1

, n) Pn

* L,
J

i

L
n

it

S?_i(Y) °

e

Remarquons que Y est obtenu & partir des Qj par substitution.
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Démonstration
| . S i - g e Pl

Nous allons montrer gue Ln = Pn « Les a} sont réguliers, Y est obtenu
par substitution et Ln par substitution itérée & partir d'eux ; par consédquent
Pn sera régulier.

_F_’:cemiére étape ¢ F’:C Ln .
Pour cela, il suffit de montrer que

(Ly yeees LY P = (L yeeuy L) o

1 1

Ox

(Ly seses b sl ) Py = (snfaq,sﬁ(Y)) yerss 8 (Q

’ ,5%(Y)), s (n,s*(Y))) P, .
n-17""n n n n J

"

D'aprds la remarque 3 , § 3,12, , on obtient

(Ly seees L

n~1,Ln)Pf=sn((Q1 geoay Qn’1,n) Pj 9 Si(y)) .

*gi 14 j4&n~-1 dlaprds la définition de Q , on a

(Q1 govoy Qn_1,n) Pj = (Q1 yeany Qﬂ-1) Qj = Qj

ce qui donne donc

= * ==
(L1 ,oc.}L 1 3 Ln) Pj = Sn(Qj,Sn(Y)) = Lj .
¥ si j = n

(Q1 geeey Qn_ ’ n) Pn = Y

1

ce qui donne

(L1 s900y L ’ Ln) Pn = Sn(Y,Si(Y)) = Sﬁ(Y)

Deuxidme étape :l_n<: P .

Nous avons besoin de plusieurs lemmes,
: g
tout Mgigdn- 1) X&P  imolicue

n

2

On démontre cela par récurrence sur ke

Si k =0 sn(¢ Qi,X) = U Sn((¢" ¢) 9, X)

€ Qi

1

U
Sn(kp,X) ¢




Mwﬁﬂ

o ol %
La dernigre réunion est prise sur les ¢ & A Tgn3d N Q, carsi

9@ ATMIAN Q , (P ,ene, D)o =G

donc

Sn(¢ Qi,X) &= U (¢ 9200y ¢, X) %)
PEP,
or

(¢ sesoy ¢,X)CF’ et ©& Pi donc

chéﬁi (¢ ,u.,¢, X) ol E: .

La proprigté est vraie pour k - 1 ; alors

k k=1 k=1
s (P A0, 5 X = (s (@A QX) s s (BT L0 X0, X P,

r—

Or chaque ensemble qui intervient ici est inclus dans Pi , done
k —
s (@a“a, , xce .
Lemme 2 ¢ Si. X CP , alors s (Q, ,X)C.FJ—,-.
—_— n n i i

En effet

s (T 2 X) =8 ( LJ @a¥ q, » X) = U s (Ga“a, , % .

k20 k>0

Or d'aprés le lemme 1 , chaque terme de la ‘réunion est inclus dans -F-)i .

Lemme 3 ¢ Si XC Pn , alors sn(Y,X)G_I;: E

——

En B'Ffe-t Sn(Y,X) = Sn((Q1 IEERY) Qn_1,n) Pn 9 X) = (SD(Q1 ,X) g008 )y Sn(Qn—1 ’X) s X) Pn 8

o

Or d'aprés le lemme 2 , chague terme de ce n-uplet est inclus dens Pi .

. Lemme 4 ¢ Pour tout k?/UySE(Y)C;;"
Si k =0, ctest évident en appliquant le lemme 3 pour X = 7
Si k >1 et si le résultat est vrai pour k - 1 , on obtient alcrs :
SE(Y) = sn(Y ’ s::—" (Y)) et on applique le lemme 3 et L'hypotheése
de récurrence.

Démonstration de la 2&me étape ¢

Flle pous est donnée par le lemme 5 .

Lemme 5 3 s*(Y) C P
—— n n

s*(Y) = U sk(Y) , or chaque sk(Y) est inclus dans P dtaprés le
n ko O n n

lemme 4 , done s*¥(Y) =L & P .
n n n
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3.4, APPLICATIONS A QUELQUES THEORIES.

3.41. Applicationcd 1a théorie des V-mémoires pointées.

3.41.1. Cas ou V est fini.

Ici les ensembles algébriques sont les K-langages. Nous allons examiner
comment notre énoncé généralise le théoréme de Kleene si V est fini. Rappelons-en
un énoncé.

"Tout K-langage est obtenu & partir des langages finis par un nombre fini
de réunions, produits et produits itérégd" .

Nous avons vu (§ 3.21.) pourquoi l'on pouvait se passer de la réuniona

Voyons maintenant les liens qu'il y a d'une part entre produit et substitution
et dlautre part entre produit itéfé et substitution itérée.

Si L est un langage de V¥(T) et A appartient & T , associons & L
trois langagese

L1

par A .

i

LN VT - §1%) est ll'ensemble des mots de L ne se terminant pas

i

L2 L~ L1 est l'ensemble des mots de L se terminant par A ; associons

2 e = L
a L2 le langage L3 de V¥ +tel que L2 3 A,

Produit st substitution.

Si L' est un autre langage de V¥*(T) , on obtient

t — 4
s, (LLN =L,u L L

en effet si « E.L1

SA(G,L') = O

Il

st si OCEL2 o ?A ol‘lpé L

o .

Produit itéré et substitution itérée,

3

il

1
SA(a,L)

* = L*
SA(L) = L3 L1
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On sait que

a] 1
SA(L) =7 et donc sA(L) = L1
]
Si p 1 et BP(L) = E;} Lk L
(4 A 3 1
k=0

P+1

P p
sy (L) = SA(L1 SA(L)) = L1U Ly« s, (L)
Pt P
=L1UL30\,} Lg L1=UL§ Lo
k=0 k=0
On voit donc que
0 P
a0 -YU oV O ko
P=0 P=0 k=0
o0
Uk L
3 3 1°

k=0

Ces deux formules montrent clairement que le théoréme que nous donnons est

une variété du théoréme de Kleene.

8,4,12, Cas on V est infini.

Dans ce cas, les ensembles reconnaissables ne sont pas réguliers. Pourtant,
les ensembles réguliers sont les ensembles algébriques et sux seuls, oz qui montre

1'utilité de la généralisation,

3.42, Application & la théorie des monoides.

Ici les ensembles algébriques sont les C-langages ; la substitution est
celle que l'on rencontre ordinairement dans ls monoide libre (cf. T43 P, 363
elle nous permet de construire tout C-langage de T¥ & partir des langages finis de
(NUT)* , Nous 1'illustrerons par un exemple

34421, Construction du langage L = {a" b} n 13U 6" 2"yt

) [4 R} N - - . ~a s 1 [P N
L.1 = ta noo ) ED} B850 U dangage 11ni ae id,D,r\’y °

n.n
L, = st(L,) ={a" b bas1).
L »= {b A'b, ab} est un langage fini de {a,b,A}* ,
L, = sx(L,) = {a" B ny 1}
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-
il

. {A,E} est un langage fini de fa,b,A,B}* .

L6 = 8 (SE(LS’LZ) . L4 =L &

Pour les C-langages le résultat s'énonce donc ainsi
Théoréme.~ Tout C=langage de T* est obtenu & partir des langages finis de (N T)*
pour un oettain ensemble N par un nombre fini de substitution et de substitutions
itérées,

3.43, Application aux théories de V(T) .

On peut par substitution construire les bilangases réguliers ainsi que les

bilangages binoidaux et les bilangages algébrigues.




CONCLUSIDN
La notion de "théorie" se révéle commode pour 1l'étude des langages ; elle met en
évidence la structure algébrique intervenant dans chaque probleme ; elle permet de géné-
raliser considérablement des théoreémes connus sur des familk s partioulidres de
langages.
Par exemple pour une théorie donnée, des équivalences entre trois familles de

langages ont pu 8tre démontréee ; elles se résument dans le schéma suivant

Algébriqueﬁi
/ 5@
Reconnaissableés————">Régulier

Q@

Les équivalencés (1) (Mezei et Wright) et (3) (Tatcher et Wright) ne sont vraies
que dans le cas des théories libres de hase finie ; en effet des contre—exemples
sont donnés 3 le cas des V-mémoires o V est infinie (3.4.12.) pour la finitude
de la base, le cas de C-langages pour la liberté de la théorie, L'équivalence (2)
est plus générale puisqu'elle est satisfaite dans les deux exemples ci-dessus.

Des prolongements de cette &tude sont possibles :

1) Nous n'avons pas examind les conséguences dans chaque théorie particulidre des
théorémes généraux énoncés ici,

2) Nous n'avons donné ici que les généralisations de quelques théoré&mes
déjd connus pour les langagese. Il est certsin que dlautres théordmes sont suscepti~
bles d'avoir des généralisations semblables.

3) I1 faudrait mettre en évidence des théories adaptées & d'autres familles
de langages : langages & peignes, langages contextuels, stC..., mais aussi & des

problémes de traitement de l'information s structure de listes, description

d'images, etCoees
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