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RESUME

L'objet de cette theése est I'étude pratique de preuve par récurrence en logique équationnelle.
Elle fournit ainsi un outil puissant pour la programmation logique et/ou fonctionnelle et pour
la démonstration automatique.

Notre objectif principal est 1'étude et la mise en ceuvre d'une méthode de preuve de théo-
rémes inductifs dans I'algébre initiale d'une variété équationnelle. La méthode étudiée est la
synthése de la méthode de preuve par consistance et de celle basée sur la réductibilité inductive.

Le deuxiéme objectif est I'étude de la complétude relative, souhaitable dans la conception
et la correction des spécifications algébriques structurées et requise par la méthode de preuve
par consistance.

Une partie de ce travail est consacrée i la présentation de la w-complétude: elle constitue,
A notre connaissance, la premidre tentative d’étude systématique de cette propriété.

Par ailleurs nous donnons une méthode de reconnaissance et de génération des formes
normales closes d'un systéme de réécriture.

Enfin il est & noter que toutes ces méthodes de preuves de validité. de complétude relative
ainsi que la reconnaissance et la génération des formes normales closes d'un systeme de réé-

criture ont été implantées dans le démonstrateur automatique REVE.

Mots-clés: algébre initiale, spécification. consistance relative. complétude relative, w-com-

plétude, réécriture, procédure de complétion, récurrence, automate. grammaire.
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Study and Implementation of Inductive Proof
Methods in Equational Logic

ABSTRACT

The object of this thesis is the practical elaboration of the inductive proof in equational
logic. It gives a strong tool for logic and functional programming and for theorem proving.
The first objectif is the study and implementation of a proving inductive theorems in the

initial algebra of equational varety method. The method adopted is the method based on
proof by consistency and this based on inductive reducibility synthesis.

The second objectif is the investigation of relative completeness propertie. desirable in

structural algebrique specification conception and correction and exacting in the method bhased
in proof by consistency.

A part of this work is consecrated to a systematic study of w-completeness propertie useful
in axiomatisation of theories.

Otherwise a method based on trees automata and grammar and on rewriting is explained
for recognition and generation of closed normal formes with rapport to a term rewriting system.

Jot down that all these methods of proving theorems, relative completeness. recognition and

generation of closed normal formes with rapport to a term rewriting system are implemented
in the rewriting laboratory REVE.

Keywords: initial algebra. specification, relative consistency. relative completeness. w-

completeness. term rewriting. completion procedure. induction. automata. grammar.
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INTRODUCTION

Le souci d 'une conception, de grands logiciels par équipe, plus correcte, moins cofiteuse
et plus rapide, a amené a des recherches fondamentales sur les types abstraits de données

dans les langages de programmation et de spécification entre autres.

Un type abstrait de données est constitué, en plus de l'ensemble de ses objets. par
la famille des opérateurs qui agissent sur ces objets. L’algébre universelle constitue le
fondement théorique des types abstraits de données. Une spécification algébrique d’'un
type abstrait de données est une algébre qui est décrite par un emsemble de sortes, un
ensemble d’opérateurs et un ensemble d’axiomes. Ce qui permet de la considérer comme

une axiomatisation de la théorie du type de données qu’elle spécifie.

La syntaxe et la sémantique d’une spécification sont basées respectivement sur la sig-

nature d’algébres et 1'algébre initiale de la classe d’algebres.

Dans une spécification, le probléme du mot consiste & tester si une équation est une
conséquence de 'ensemble d'axiomes, ¢’est & dire si elle est vraie dans la théorie équation-

nelle associée.

Nous nous placons dans le cas de la logique équationnelle ot la théorie est décrite par
des axiomes forment un ensemble d’équations égalitaires entre des termes. Les termes
sont des combinaisons bien formées d'un ensemble d'opérateurs et d'un ensemble de vari-
ables implicitement quantifiées universellement. En logique équationnelle te mécanisme de
déduction se réduit a la seule régle du calcul équationnel qui est le remplacement d’égaux
par des égaux. Sous certaines conditions, I'automatisation de la validation des identités
est possible en utilisant la réécriture.

La réécriture est a l'origine une méthode de preuve en logique équationnelle mais son
"a pas cessé de s"étendre depnis La résolution d'éanations le calenl
propositionnel et le calcul de prédicats en logique, la construction et la correction des spéci-
fications algébriques et la transformation des programmes n'en sont que quelques exemples
et ne forment pas une liste exhaustive. L'idée de base de la réécriture est d’orienter les
équations dans un sens bien étudié, pour qu’elles puissent étre utilisées comme des régles.

Ainsi nous obtenons un processus déterministe et fini pour le calcul équationnel.

La théorie de la réécriture, basée sur la procédure de complétion de Knuth et Bendix

(2§
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8 INTRODUCTION

offre un mécanisme simple pour le probléme du mot. Cette procédure compléte I'ensemble
des régles pour que 1'égalité équationnelle et la relation de réécriture induite soient équiva-
lentes. Si une spécification peut étre transformée en un systeme de rééeriture convergent.
c'est & dire confluent et noethérien, alors le test de la validité d'une équation. daus la va-
riété équationnelle. se réduit au test de l'identité des formes normales des deux wmembres
de I'équation.

Dans l'algebre initiale de la variété équationnelle d'une spécification. un raisonuement
équationnel ne suffit plus pour tester la validité d'un théoreme inductif. un raisonnement
par récurrence devient obligatoire dans ce cas. Il se trouve que la procédure de com-
plétion de Knuth et Bendix peut &tre encore utilisée moyennant un certain nombre de
modifications. Dans ce sens, il y a la méthode de preuve par consistance et la méthode de
preuve basée sur la réductibilité inductive.

Nous nous restreignons au cas des spécifications mono-sortes et dount toutes les équa-
tions peuvent étre orientées en des regles de réécriture.

La construction et la correction d'une spécification structurée sont assurées par les
deux propriétés fondamentales de consistance et de complétude relative.

Nous nous intéréssons & la preuve automatique de ces deux propriétés en utilisant la
réécriture.

Nous nous intéréssons aussi & la propriété d'w-complétude d une spécification qui ex-
prime que tout théoréme inductif est un théoréme équationnel.

Par ailleurs nous nous intéréssons i la reconnaissance et a la génération des formes
normales closes, ou avec des variables, d'un systéme de réécriture en utilisant la réécriture
et les automates et les grammaires d’arbres.

11 est & noter que toutes ces méthodes de preuves de validité. de complétude relative

ainsi que la reconnaissance et de génération des formes normales closes d'un systéeme de

réécriture ont été implantées en langage CLU. dans le logiciel de réécriture REVE. sur les
machines VAX et SUN. sous le systéme d'exploitation UNIX.
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L'organisation de cette thése est la suivante:

e Dans le premier chapitre nous rappelous les concepts théoriques de base décrivant

le cadre de notre travail.
La premicre partie est consacrée & I'algebre universelle et & la variété équationnelle.
La deuxieme partie aux spécifications algébriques.

La troisieme partie est réservée aux systémes de réécriture de termes.

Le deuxieme chapitre est consacré a la preuve de validité dans 'algébre initiale d une
variété équationnelle. Il représente ainsi le cceur de notre travail et c'est le noyau
des autres chapitres.

La premiére partie est consacrée a la présentation des différentes approches de preuve
par récurrence. Ce qui permet de dégager la méthode adoptée dans notre réalisation.
Cette méthode est la synthése de celle de preuve par consistance et de celle de preuve
par réductibilité inductive. Elles seront étudiées respectivement dans les deux parties
qui suivent.

La quatriéme partie est réservée a la confluence close.

Le troisieme chapitre décrit la méthode adoptée pour tester la complétude relative
d’une spécification par rapport & la spécification de base.

Dans Ia premiére partie nous exposons la propriété de convertibilité relative d un
opérateur pour tester la complétude relative.

Dans la deuxiéme partie nous étudions le concept de recouvrement qui est a la base
de la méthode adoptée.

La troisitme partie est consacrée au théoréme de décidabilité de cette propriété.

Le quatriéme chapitre présente une étude systématique de la w-complétude d'une
spécification.

Dans la premieére partie nous donnons la définition de la w-complétude clarifiée par
des exemples.

Dans la deuxiéme partie nous exposons les deux méthodes, dégagées d'un certain
nombre d'exemples de spécifications w-complétes, pour la tester. Nous énumérons
les problémes qui se posent lors de la construction d'un enrichissement w-complet
d’une spécification donnée. Puis nous nous restreignons 4 la w-complétude relative
par rapport 2 un ordre ncethérien.

La troisi¢éme partie est consacrée a sa décidabilité dans certains cas ol le domaine

de l'algébre initiale associée & la spécification est fini.

Le cinquiéme chapitre expose une méthode permettant la reconnaissance et la, géné-
ration du langage des formes normales closes d'un systéme de réécriture.

Dans la premiere partie nous rappelons les notions de bases des automates et des
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INTRODUCTION

grammaires dans le cas des arbres. Nous donnons aussi les théorémes de décidabilité
de la finitude. de la vacuité et de I'équivalence des langages d’arbres.

La deuxieme partie est consacrée & la construction et correction d'un automate dé-
terministe qui reconnait le langage des formes normales closes. ou avec des variables.
d’un systéme de réécriture de termes.

La troisi¢me partie est consacrée & la construction et correction d'une grammaire

qui engendre ce langage.

Le sixiéme chapitre est consacré au laboratoire de réécriture REVE.

Dans la premiére partie nous dounons une présentation générale du logiciel REVE.
Dans la deuxiéme partie nous regroupons les procédures principales qui réalisent les
différents concepts introduits. Dans la troisitme partie nous donnons une seance

compléte de notre réalisation.

Dans la conclusion nous faisons un bilan de ce travail ainsi que les principaux pro-

bléemes résultants qui restent ouverts.
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1.1. Algeébre 11

Définition 1.3 Soient P = (Sp, Fp) et Q = (Sg, Fg) deuzx algébres. Nous disons que Q

est une sous-algébre de P si et seulement si

e So C Sp,

e VfeF fo=fp/g ot fp/q est la restriction de fp a Q.
Définition 1.4 Soit (P; = (Sp,, Fp,))ic; une famille indexée d algébres. Le produit des
algébres (P; = (Sp,. F'p,))ier est l'algébre P = (Sp, Fp) ot

e Sp = [l;c; Sp, produit cartésien.

eVneN VfeF, Viai,...,a,) € ([Lie; Sp)"
[L.(fr(ai,....an)) = fp(Il:(a1).....[1i(an))

ou []; est l'application i-iéme projection.

Définition 1.5 Une classe C non vide d’algébres est une variété si et seulement si elle

est fermée par sous-algébres, image homomorphe et produit.

Algebre libre

Définition 1.6 Soient C une classe quelconque d’algébres et X un ensemble dénombrable.
éventuellement fini. Nous appelons C-algébre libre engendrée par X, ou sur X . toute al-
gébre P = (Sp, Fp) telle que:

e Pe(C,
.XgSP)

o VQ = (Sg.Fp) € C Vh, : X — Sp Jh 1 P — @Q ot h est un unique

homomorphisme tel que h/x = h,.

Convention 1.4
Nous parlerons d’algébre libre sur X au lieu de C-algébre libre sur X sl n'y a pas
d’ambiguité sur C.

Les éléments de X sont appelés des variables.

L’algeébre libre sur X, si elle existe, est unique a un isomorphisme preés.
Nous supposons dans toute la suite que F' est un ensemble fixe de fonctions et X est
un ensemble de variables quelconque tels que F N X = et Fy # 0.

Le théoréme suivant, qui est un cas particulier d'un théoreme di & G. Birkhoff [5],

nous permet de définir 'ensemble des termes.

Théoréme 1.1 Soit C la classe de toutes les algébres sur X . L'algébre libre sur X eriste.
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Nous avons vu que l'algébre libre sur un ensemble X quelconque est unique a un
isomorphisme prés. Dans le cas olt X est vide nous obtenons la notion d'algébre initiale.

Dans le cas ot X est dénombrable nous obtenons la notion d’algébre générique.

AN TR SR,

Définition 1.7 L 'algébre libre sur 'ensemble §) est appelée algébre initiale et notée I(F).
Lalgébre libre sur un ensemble X dénombrable est appelée algébre générique et notée
G(F.X).

g il
TR T

=

Dans toute la suite, nous prenons la classe de toutes les algébres sur X.

h Nous allons maintenant définir la notion de terme qui est 1'élément de base de la

réécriture comme nous le verrons dans le deuxiéme paragraphe.

f 1.1.2 Termes

Définition 1.8 Nous appelons ensemble des termes de premier ordre sur X , noté T(F, X),

le domaine de l'algébre libre sur X .

Convention 1.5

=g e ey

Nous parlerons de terme au lieu de terme de premier ordre.

L’ensemble des termes T(F, D) sans variables. noté T(F), est le domaine de l'algébre ini-

=y

tiale I(F) et appelé ensemble des termes clos.

Par abus de notation, nous désignerons par T(F,X) lalgébre libre sur X et par T(F)

va meesmoe,

l'algébre initiale.
Si X = {z1.22,...,%n,...} = {x;i | i € N} noté X, T(F,X,) est appelé lalgébre

hagl !

générique.

o
1 e

Exemple 1.8 Soient F' = {0,s5.+} et X = {z1.....%Tn,...}. Les expressions suivantes
sont des termes, éléments de T(F, X) : 0,5(0), s(xy),z1 + (0 + z2), 21 + s{z2). s(x1 + z2).

Traan

Le concept de terme est identique a celui d'expression formelle que nous pouvons
construire d’aprés I'ensemble X et la signature (F.arité). Formellement, ce concept est

défini de fagon constructive comme suivant:

Lemine i.i L ensembie T(F,X) des termes esi le plus peiii ensemble iel quc

oy e

e X CT(F.X).

t . eVneN VfeF, V(t.....ty) e T(F.X)" f(ti.....t,) € T(F.X).

Cette définition des termes permet de disposer d'un principe d’induction structurelle
sur T'(F, X).

[ e~ S PSSR S—mmg e i
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1.1. Algébre 13

Définition 1.9 Soit P une propriété.

52

o induction structurelle de base: Yz € X P(z) et Ve € Fy Plc).

e une étape d'induction structurelle: Yn € Nt Vfe F, VY(t..... ty) € T(F.X)"
P(t)A---AP(t,) == P(f(ts.....tn)).

alorsVt € T(F,X) P(t).

Nous allons donner une représentation arborescente aux termes qu’il est d'usage d'uti-
liser concurremment & la notation habituelle sous forme fonctionnelle. Soit (N*..) le
monoide libre engendré par N+, ensemble des entiers strictement positifs. *." est Fopération

de concaténation, elle sera omise si elle n'est pas ambigué.

Définition 1.10 Un terme t est une arborescence ordonnée étiquetée par FUX. Clest
dire une application partielle de N* dans F U X dont le domaine. noté O(t). vérifie:

e le mot vide € € O(t),

® stu € O(t) alorsiu € O(f(...,t;,...)) si et seulement si 1 < i < arité(f).

Convention 1.6

Les ¢léments de O(t) sont appelés occurrences de t et elles représentent les différents
chemins d’accés dans l'arborescence de t.

Dans la suite, sauf mention contraire, nous ne ferons pas de distinction entre un terme et

sa représentation arborescente.

Exemple 1.4 Etant donné le terme t = (0 + z) + s(0) alors O(t) = {¢,1,11.12.2,21} et

sa représentation arborescente est:

+
/ \
== s
/ \
0 z 0

Définition 1.11 Soit t un terme. Nous disons que ' est un sous-terme de t si et seule-
ment si il eziste u € O(t) telle que t a L'occurrence u, noté t/u, soit égal at'. Siu+e, t

est un sous-terme strict.

Définition 1.12 Soient t et t' deuz termes et u une occurrence de t. tlu «— t'] est le

terme obtenu en remplacant le terme t/u part danst.
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Convention 1.7

Dans la suite, nous désignons par V (t) l'ensemble des variables de t défini par:
Vit)={z € X| JueO@) t/u=z}.

L ensemble des occurrences closes de t. qui ne correspondent pas ¢ des variables. est désigné
par G(t) et défini par: G(t) = {v € O(t) | t/ug X}.

Définition 1.13 Un terme t est dit linéaire si et seulement s'il ne contient qu une occur-

rence au plus de chaque variable.

Exemple 1.5 Soientt = (0+z) 4 s(0) et t' =0+ z,
' est un sous-terme de t 4 l'occurrence 1.

" =121 — ] =(0+x) + s(0+z).

V(t) = {z} et G(t) = {¢,1,11,2,21},

t est linéaire mais t" ne l'est pas.

Définition 1.14 Une substitution o est une application de X dans T(F,X). Le domaine
de o, noté D(c), est le sous-ensemble fini de X défini par: D(o) = {reX|o) #}).

Convention 1.8

Remarquons que le domaine de o est vide si et seulement si o est Uidentité.
L’ensemble des substitutions est noté L(F, X).

L'ensemble des substitutions closes, c’est & dire & valeur dans T(F). est noté L(F).

Une substitution o sera représentée par l'ensemble: {x «—o(z) | z € D(0)}.

L'algeébre T'(F, X) étant libre, une telle application se prolonge de fagon unique en un
endomorphisme de T'(F, X). Elle vérifie donc:

VneN VfeF, Y(t,....t,) € T(F.X)" o(f(ts,....t.)) = F(o(t1),....0(tn)).

Définition 1.15 Soient o et p deux substitutions, le composé de o et p. noté op, est la

substitution définie par: Vr € X op(z) = o{p(x)).

1.1.3 Théorie équationnelle

Variété équationnelle

Définition 1.16 Nous appelons égquation un couple de termes (t1,t2), notée ty, = to.

Définition 1.17 Soient t, = to une équation et P = (Sp, Fp) une algébre. P valide, ou
satisfait, t; =ty si et seulement siVh:T(F,X) — Sp h(t;) = h(ta).

Convention 1.9
Nous disons aussi que {'équation t|, =ty est valide dans P. ou P est un modéle de t, = to.
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et noté P =t = t,.
P valide un ensemble d’équations A si et seulement si P valide chaque équation de A.

Une classe d’algébres C valide A si et seulement si chaque algébre de C valide A.

Définition 1.18 Soit A un ensemble d’équations. Nous appelons variété équationnelle
d’algébres engendrée par A. que nous nous notons M(A). la classe de toutes les algébres
validant A.

Convention 1.10
M(A) est appclée aussi classe des modéles de A.

Les équations de A sont appelées les ariomes d'une aziomatisation de la variété équation-
nelle M(A).

Théoréme 1.2 Soit C une classe dalgébres. C est une variété équationnelle d algébres

st et seulement si C est une variété.

Par conséquent, la M (A)-algébre libre sur X existe, pour tout ensemble X. Nous

dirons aussi que M (A) est la variété équationnelle engendée par A sur X.

Nous allons maintenant construire la M(A)-algebre libre sur X, & partir de 1'ensemble

des termes T'(F. X) et de la congruence engendrée par A.

Définition 1.19 Soit P = (Sp, Fp) une algébre. Une relation ~ sur Sp est une congru-
ence sur P si et seulement si ~ est une relation d’équivalence stable par les opérateurs de
Fp.

Cestadire:VRne N VfeF, V(ti.....tn,t],..., t) €ESF " ti~ A At, ~t, =
Flt, .o tn) ~ F(E. ... ).

La relation ~ étant une relation d’équivalence, nous pouvons définir 1'algebre quotient
comme étant égale & (Sp/~, Fp) et noté P/..

Exemple 1.6 Reprenons l'ezemple 1.2. Les opérateurs 0 et s engendrent les termes 0 et
s"(0) avec n > 1. qui correspondent aux entiers naturels. Tout autre terme contenant 0.
s et + est équivalent & l'un des termes swivants: 0 . s™(0) avec n > 1. Par conséquent
'algébre quotient (N, F) est définie par:

N {0Yu {s"(0) | n > 1}

F = {0,3,F) tels que:
0 = 0

3(0) = 5(0)
SR0) = smio)
0+0 = 0
0Fs™(0) = s7(0)
s"(0)F0 = s°(0)

3’1(0)+Sm(0) = sn—}—m(o)_
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et h: N — N est un isomorphisme défini par:
h(0) = 0
h(s"(0)) = msin>1

Probléeme de la validité

Soient A un ensemble d’équations et #; = f» une autre équation. Nous allons main-
tenant présenter le probléme de la validité, ou probléme de mots. dans la variété équa-
tionnelle M(A) qui consiste a décider la validité de 'équation t; = ¢» dans toute algebre
de M(A).

Définition 1.20 La plus petite congruence sur T(F, X) contenant tous les couples
(0(51),0(82)) ot s; = sy est une équation gquelcongue de A et o une substitution, est

appelée la congruence engendée par A. ou la A-égalité, et notée = 4.

Convention 1.11
Si une équationt; =ty est valide dans M (A). nous notons t; =4 ty et nous lisons t; = t»

modulo A, ou t; est A-égal a to.

Définition 1.21 La relation symétrique A-égalité en une étape. notée 4. est définie de
la maniére suivante: t; Ha to si et seulement si
dg=d €A Jue Ot)) Jo € I(F X) tels que: t,/u = o(g) (ou resp. t1/u = a(d)) et

to = t1[u «— o(d)] (ou resp. t» = t1[u «— o(g)]).

Nous donnons ci-dessous une définition constructive de la congruence engendrée par

un ensemble d’équations A.

Définition 1.22 Soient t ct t' deux termes. t =4 t' si et seulement si I(ty.....t,) €
T(F,X)" tel que:

*® t:tlv
e t;Hy4 tiy1 pourl << n,

o t, =t

Définition 1.28 Nous appelons théorie équationnelle engendrée par A l'algébre quotient

(T{F.X)/=,,F) et par abus de langage la congruence elle méme.

Lorsque A est 1'ensemble vide nous parlerons de la théorie vide.

Théoréme 1.3 La M(A)-algébre libre sur X est lalgébre quotient (T(F.X)/= . F).
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L’algébre libre d'une variété équationnelle a une trés grande importance car la validi-
té d'une équation se ramene a une preuve de A-égalité. Elle a donc une caractérisation
syntaxique. comme nous allons le voir dans le théoréme suivant. dit & G. Birkhoff [5]. et

qui est & la base de la logique équationnelle.

Théoréme 1.4 Soit A un ensemble d équations. Une équation t; = t» est valide dans

M(A) si et seulement si t] =, ta.

Ce théoreme montre qu'une équation t; = t2 est valide dans la variété équationnelle
M(A) si et seulement si elle peut étre déduite des équations de A par un raisonnement
équationnel, c’est & dire un nombre fini de substitutions et de remplacements de termes
par des égaux. Nous disons aussi que t; = 5 est une conséquence de A et nous le notons
Attt =t

Définition 1.24 Dans le cas o X est vide, la M(A)-algébre libre sur O est l'algébre
initiale de la variété équationnelle engendrée par A, notée I{F. A), dont le domaine est
Uensemble quotient T(F)/—,.

Dans le cas ot le cardinal de X est dénombrable, la M (A)-algébre libre sur X est l'algébre
générique de la variété équationnelle engendrée par A. notée G(F. X. A), dont le domaine
est l'ensemble quotient T(F, X)/=,.

Le probléme de la validité dans I'algébre initiale se résume dans la proposition suivante.

Proposition 1.1 Une équationt; = t, est valide dans Ualgébre initiale I(F) (vesp. I(F, A))
st et seulement siVo € X(F) o(ty) = o(t2) (resp. o(t1) =a o(ta)).

Exemple 1.7 Soient F = {0,s,+} et A l'ensemble d’équations suivant:
A = { 40 ==

r+s(y) == s(z+y) }.
L’équation:

I

T+ (y +s(2)) s(z+ (y+2))

est valide dans I(F).

| 4 ’ . .- . .
Ll UEUL CYUULLOILS SULUUILLES.

T +y = y+x
r+(y+z) = (r+y)+z

sont valides dans I(F. A) mais pas dans I{F') car elles ne peuvent pas étre prouvées unigue-

ment par un raisonnement équationnel & partir des équations de A. La preuve nécessite

un raisonnement par récurrence. une induction structurelle. sur les variables.
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1.1.4 Satisfiabilité

La notion de satisfiabilité est la notion duale de celle de validité.

Définition 1.25 Soient t; et to deur termes de T(F,X) et P = (Sp, Fp) une algébre.
L’équation t| = ta est satisfiable (resp. semi-satisfiable) dans P s’il eziste un homomor-
phisme h de T(F,X) dans Sp tel que h(ty) = h(t2) (resp. t; = h(t2)).

Certains problémes sont reliés avec la notion générale de la satisfiabilité (resp. semi-

satisfiabilité) c’est le cas pour les problémes suivants:

e le probléme de I'unification (resp. filtrage): c’est la notion de satisfiabilité (resp. semi-
satisfiabilité) dans T'(F, X). C’est & dire étant donnés deux termes t; et ts, il faut

trouver une substitution o telle que o(t1) = o(t2) (resp. t1 = o(t2)).

® le probléme de I'unification modulo A (resp. filtrage modulo A ): c’est la notion de
satisfiabilité (resp. semi-satisfiabilité) dans I’ensemble quotient T'(F, X)/=,. C'est &
dire étant donnés deux termes t; et tg, il faut trouver une substitution o telle que

o(t1) =4 o(t2) (resp. 1 =4 o (t2)).

Convention 1.12

Dans le cas de lunification nous disons que o untfie t; et ty, ou o est Uunificateur de ¢,
et to.

Dans le cas de filtrage, nous disons que o filtre t2 vers t;, ou o est le filtre de to vers t;.

ou que to schématise ty, ou t; est une instance de to.

Définition 1.26 Soient o et p deux substitutions. La relation < sur les substitutions est
définie par: ¥(o,p) e Z(F,X)? o Kp <= peD(F,X) VzeX po(r)=p(z).

Sl existe un unificateur de t; et t» alors il existe un unificateur minimal. ou dit
principal, par rapport a <. Dans ce cas il est unique & un isomorphisme prés des noms
des variables de ¢; et to.

Exemple 1.8 Svient iy = (0+0)+s{y) cite = {(x+0)+5(0). o = {y — C) fltict, vers
ty. Soittz =2+ 5(0), 0 = {z «— v+ 0,y «— 0} unifie t; et t3, c'est aussi [ unificateur

principal de t1 et t3.

Dans le paragraphe suivant, nous présenterons les notions fondamentales de la réécri-
ture qui vont étre utilisées pour la preuve de la validité dans une variété équationnelle et

dans I'algebre initiale associée.
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1.2 Spécification

Un type abstrait de données spécifie une structure de dounée ahstraite. en précisant
seulement les données. ou dit les objets. et les opérateurs qui agissent sur ces données. Les
propriétés caractéristiques des opérateurs sont précisées sans se préoccuper des algorithmes
qui les réalisent. C'est la raison pour la quelle nous le qualifions d algébrique.

Une spécification représente une description syntaxique des types abstraits de données.
La sémantique d’une spécification algébrique est donnée par 'algébre initiale de la variété

équationnelle associée & la spécification [16].

Définition 1.27 Nous appelons spécification algébrique d un type abstrait de donnée un
triplet (S, F, A) ou

e S est un ensemble de sortes,
e F un ensemble d'opérateurs,

o A un ensemble d 'axriomes.

Dans toute la suite. nous nous restreindrons aux spécifications mono-sortes. ¢’est & dire
aux cas ou S est un singleton. Nous nous restreindrons aussi aux axiomes équationnels.
c'est a dire de la forme t) = t9 ol ¢} et ¢» sont deux termes construits uniquement a partir

des opérateurs de F' et de variables implicitement quantifiées universellement.

Définition 1.28 Nous appelons type abstrait de donnée spécifié par (S.F.A) la sous-

classe de F-algcbres modéles de A dont les éléments sont isomorphes.

Chaque élément de la sous-classe est une représentation des données du type abstrait
de donnée.
La construction d'une spécification se fait a partir d'une spécification primitive, de

base, & la quelle nous appliquons les opérations suivantes:

e enrichissement: ajout de nouveaux opérateurs et de nouveaux axiomes.

e extension: ajout de nouvelles sortes.

qui expriment les deux concepts fondamentaux en programmation structurée.

Chaque spécification (S. F, A) est associée & l'algébre initiale I(F, 4). Nous voulons
que l'algébre initiale de départ soit isomorphe & la restriction de la nouvelle algébre initiale
aux anciennes sortes et opérateurs. Ce qui introduit les deux propriétés fondamentales des
spécifications que sont la consistance et la complétude relative. pour exprimer la cohérence

relative des spécifications.
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Définition 1.29 Une spécification (S,. F,. A,) est une sous-spécification d une spécifica-
tion (S, F, A) si et seulement si S,. F, et A, sont inclus respcctivement dans S. F' et A.

Lorsque S = S, nous parlons d'enrichissement sinon nous parlons d’extension.

Définition 1.30 Une extension (S, F. A) de (S,. F,, A,) est relativement consistante par
rapport & (So. Fo. Ao) si et seulement si la restriction de la congruence =y a T(F,) coincide

avec la congruence =.4,. C'est a dire V(t.t') € T(Fp)? t=,t == t=, t.

Dans le chapitre 2, nous présenterons une méthode basée sur la réécriture pour tester

la consistance relative d'une spécification donnée par rapport a la spécification de base.

Définition 1.31 Une extension (S, F.A) de (S,. F,. A,) est relativement compléte par
rapport & (S,, F,, A,) si et seulement siVt € T(F) 3t € T(F,) t=4t.

Dans le chapitre 3, nous présenterons une méthode basée sur l'unification et la réé-
criture pour tester la complétude relative d'une spécification donnée par rapport a la

spécification de base.

Lorsque la spécification (S, F, A) est un enrichissement de (S,. F,. A,). ¢'est a dire
S =38,, (S, F, A) est relativement consistante (resp. compléte) par rapport a (S,. Fo. Ao)
si et seulement si il existe un homomorphisme injectif (resp. surjectif) de T(F')/=, dans
T(Fo)/=.4¢ :

1.3 Réécriture

Le probléme de la validité dans une variété équationnelle est indécidable en général.
Mais ce n'est pas le cas pour un grand nombre de théories équationnelles classiques lorsque

nous utilisons la méthode de la réécriture.

Dans la théorie équationnelle nous avons défini la congruence = 4 engendrée par 1’ensemble
d’équations A. Et comme nous avons vu. une équation t; = t, est valide dans M(A)
si et seulement si ¢t; =4 to. L'idée de base de cette méthode consiste a déterminer pour
chaque classe d'équivalence, de la congruence =,4. un représentant canonique. Ce qui

rameéne le probleme de la A-égalité des deux termes t; et t» a cclui de l'identité de leurs

At oo a3

be) S + 0 P
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Le principe de base de la réécriture consiste a orienter les équations de A et a les

appliquer toujours dans la méme direction. ce qui différe du raisonnement équationnel

ol les équations sont utilisées de fagon symétrique et indéterministe dans les deux sens.
‘ Cela évitera les retours arrieres. backtraking. et tous ses inconvénients éventuels. Ainsi les
i équations orientées. appelées régles, forment un systéme de réécriture de termes R et la

congruence = 4 devient la relation de réécriture — 4 associée & R. Cette méthode impose




T S ———

1.3. Réécriture 21

I'existence et 'unicité de la forme normale. C'est & dire & chaque terme est associé un et un
seul terme qui n’est plus réductible par — . Ce que nous exprimons respectivement par
les propriétés de terminaison et de confluence du systéme de réécriture. Cette condition

restreint le champ d’application de cette méthode.

1.3.1 Systeme de réécriture

Définition 1.32 Un systéme de réécriture de termes dans T(F. X) est un ensemble fini

R de paires ordonnées de termes tel que: V(g.d) € R V(d) C V(g).

Convention 1.13

Une paire (g,d) de R sera noté g — d et appelée régle de réécriture. avec y le membre
gauche et d le membre droit de la régle.

Un systéme de réécriture est dit linéaire lorsque le membre gauche et le membre droit de

chaque régle sont linéaires.

Etant donné R un ensemble de paires ordonnées de T'(F., X)), un systéme de rééeriture

peut étre considéré comme la spécification explicite d'une relation finie dans T(F, X).

Exemple 1.9 Soit A l'ensemble d équations suivant:
A = { z40 ==
r+s(y) == s(x+y) }.
définissant l'opérateur + dans les entiers naturels. Ces équations peuvent étre orientées

en un ensemble de régles R construisant le systéme de réécriture de termes suivant:
R = { z+40 —

z+sy) — s(z+y) )

Définition 1.33 Soit R un systéme de réécriture. Nous appelons relation de réécriture
induite par R dans T(F, X) la plus petite relation — g définie dans T(F.X) qui contient
les régles de R et gui est fermée par les opérations de Ualgébre. ou de remplacement. et

par substitutions.

Formellement, la relation — p associée a un systéme de réécriture est la plus petite
relation définie dans T(F, X) et telle que:

eVg—deR g—nrd,
e s—pt = VreT(F,X)VueO(r) rlu e s] —prfu—t],

e s—opt == VoeX(F.X) o(s) —pro(l).

Convention 1.14 Nous disons que s se réécrit ent lorsque s —p t.
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Lemme 1.2 Soient R un systéme de réécriture ¢t — g la relation de réécriture associée
a R. La relation — g peut étre définie comme suit:
V(s.t) € T(F.X) s —prt sietseulement si

e s—teR

ou

e Juec G(s) dg—de R Jo€B(F.X)tels que sfu=0(g) et t = sfu — o(d)]

noté parfois s —— gty g—d.0]-

Convention 1.15

Le sous-terme s/u est appelé un radical lorsque s —pg t[, g—d.0]-

Soit — g une relation arbitraire définie dans T'(F, X ). Les notations ——133. —Sp et g
représentent respectivement les fermetures transitive. réflexive-transitive et réflerive-symé-
trigue-transitive de la relation — p définie dans T(F.X). R sera omis quand il ny a pas
d ambiguité.

Définition 1.34 Nous disons qu'un terme t est réductible par rapport ¢ un systéme de
réécriture R si et seulement st I’ € T(F. X) tel que t — t'. Une forme normale de t par

rapport ¢ R, notée t|. est un terme t' irréductible tel que t = t'.

Exemple 1.10 Reprenons l'exemple 1.9. Le terme 0+ (0 + 0) est un termec réductible
dont la forme normale est 0. s(0) est irréductible.

Convention 1.16

Lensemble des formes normales des termes de T(F.X). noté T(F.X) |g. est le domaine
de l'algébre générique de la variété équationnelle engendrée par R sur X.

L'ensemble des formes normales closes des termes de T(F'). not¢ T(F) | . est le domaine

de lalgebre initiale de la variété équationnelle engendrée par R.

Pour assurer 1'existence et 'unicité de la forme normale des termes. nous avons besoin
d'introduire deux propriétés essentielles d'un systéme de réécriture de termes qui sont la

terminaison et la confluence [39].

Nous allons présenter maintenant la propriété de terminaison qui exprime que tout

calcul d’'un terme par rééeriture est fini.

1.3.2 Terminaison

Définition 1.35 Un systéme de réécriture est dit nethérien. ou termine. ou a terminai-

son finie, sl n'existe pas de chaine infinic de termes de la forme t|, — tp — -+ —
P

t, — ---. Nous disons aussi dans ce cas que la relation — est nethérienc.
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En d'autre termes. un systéme de réécriture est ncethérien si et seulement si la relation
— associée définit un ordre partiel bien fondé sur T(F. X).

Quand un systéme de réécriture est ncethérien. tout terme a au moins une forme
normale.

La preuve de terminaison d'un systeéme de réécriture est un probléme indécidable en
général [15]. [27]. Nous ne nous étendrons pas sur les diverses méthodes existantes pour
prouver la terminaison, mais nous renvoyons aux travaux suivants: [3]. [14]. [30]. [32]. [37].
[51]. [62], [64]. Néanmoins nous présentons un résumé des ordres utilisés dans la suite pour
assurer la terminaison des systémes de réécriture. Ces ordres sont basés sur la vérification
que toute instance du membre droit de chaque régle de rééeriture est strictement plus petit

que l'instance correspondante du membre gauche.

Définition 1.36 Soit < un ordre défini sur T(F.X). Nous disons que < est ordre de
simplification si et seulement siV(s,t) € T(F.X)?2 VfeF

o compatibilité: s <t == Vr € T(F.X) Vu € O(r) rlu e s] < r[u — .
e sous-terme: t < f(...,t....).

Définition 1.37 Nous disons que < est un ordre de réduction si et seulement si
® < est un ordre de simplification.
o stabilité: V(s.t) e T(F.X)? Vo € Z(F.X) s<t == o(s)=<o(t).

Théoreme 1.5 [14] Soient < un ordre de réduction et R un systéme de réécriture. Si

Vg—de R d<g alors R est nethérien.

Les ordres de réductions sur les termes que nous utiliserous pour prouver la terminaison

d'un systéme de rééceriture sont:

e l'ordre proposé par D. Plaisted et N. Dershowitz. Recursive Path Ordering, qui est

construit & partir d'un ordre partiel sur les opérateurs, [14]. [58].

1. 1 L e A . PR T T - | R ) £ ™ 1 o1 res 4l
® ] Ordre de O. fHallll €uv J. J. hequ _L/(l.lil;()()yluplLLC LLECUISLUE L7 UL iuEs vy, Lo‘lj.
e l'ordre proposé par P. Lescanne, Recursive Decomposition Ordering, [33]. [48].

@ l'ordre proposé par M. Rusinowitch. Improved Recursive Decomposition Ordering

with Status. [64].

e l'ordre étudié par A. B. Cherifa basé sur les interprétations polynomiales. [3].
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La réécriture est un processus indéterministe. et un terme pourra douc avoir plusieurs
formes normales selon le chemin du calcul choisi. Nous allons maintenant présenter la
propriété de confluence qui exprime que le résultat du calcul d'un terme par réécriture est

unique. indépendamment du choix de la regle appliquée au terme & un moment donné.

1.3.3 Confluence

La propriété de Church-Rosser exprime comment nous utilisons les régles de réécriture

pour faire des déductions équationnelles.

Définition 1.38 Un systéme de réécriture posséde la propriété de Church-Rosser si et seule-

ment si
: =N
V(tl,tQ)ET(F.X)2 t) ety = It €T(F.X) . t.
tp X

Ce qui exprime que l'équation t; = t, est valide dans M (A) si et seulement si ¢ et t2
ont la méme forme normale par le systéme de réécriture associé & A. Rappelons que «“>pg

est équivalente a =, ol R est le systéme de réécriture associé a A.

Définition 1.39 Un systéme de réécriture est confluent si et seulement si

o 1S
V(t,t1,t2) € T(F.X)3 ¢t L = 3 e T(F.X) P £,
*lz ta X

Remarquons que la propriété de confluence implique la propriété de Churche-Rosser.
Quand un systéme de réécriture est confluent. tout terme a au plus une forme normale.

Le test de la confluence d'un systéme de réécriture est un probléme indécidable en
général. Mais ce n'est pas le cas pour les systémes de réécriture noethériens. comme nous
allons le voir ci-dessous. L'idée de base de la décidabilité de la confluence est de localiser

le test de la confluence.

Définition 1.40 Un systéme de réécriture est localement confluent si et seulement si
t th
V(t,t1,t2) € T(F. X)® t \/ = Jt'eT(F.X) > it

i ts

Lemme 1.3 [55] Un systéme de réécriture naethérien est confluent si et seulement si il

est localement confluent.

Ce lemme trouve son importance dans le fait qu'il existe un moyen simple. basé sur la

notion de paire eritiqgue. pour tester la confluence locale d'un systéme de réécriture.
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E La notion de paire critique exprime l'indéterminisme du calcul par rééeriture du sys-
téme de réécriture. Nous supposons dans toute la suite que les variables des membres

E gauches des régles d'un systéme de réécriture R sont distinctes:
V(g —d.l—r)e R® ViginV({) =0.

Condition qui n’est pas une restriction, car elle peut toujours &tre réalisée par un renom-

mage des variables.

Définition 1.41 Soient t et t' deux termes de T(F.X). Nous disons que t' se superpose
sur t a l'occurrence u € G(t) avec une substitution o si et seulement si o est lunificateur

principal de t' et t/u.

Définition 1.42 Soient g — d et I — r deux régles de R telles que | se superpose sur
g & loccurrence u avec la substitution 0. Le couple (o{glu — r]).a(d)) est appelé paire

critigue de I — v sur g — d a Uoccurrence u.

Définition 1.43 Nous appelons paire critique de R. toute paire critique obtenue par su-
perposition de I — r sur g — d pour tout choix possible de couple de régles ¢ — d et ] — r

de R et tout choiz possible d’occurrence u de g.

Exemple 1.11 Soient F = {e..} et R le systéme de réécriture suivant:
R = {1 ze —

] 2 (zy)z — =x(y2) }.
Les paires critiques de R sont:

e paire critique de la superposition de la régle 1 sur la régle 2 & lUoccurrence € avec la

substitution 0 = {z «—— e} est (v.y.x.(y.€)).

e paire critique de la superposition de la régle 1 sur la régle 2 a 'occurrence 1 avec la
substitution 0 = {y «— e} est (x.2.z.(e.2)).
e paire critique de lo superposition de la régle 2 sur la régle 2 a l'occurrence 1 avec la

substitution 0 = {x «— 2’2"} est (2'.(2" (y.2)). (2. (2".y)).2).

e e i

L’intérét des paires critiques vient du théorétme suivant qui décide la notion de la

confluence locale.

1o

Théoréme 1.6 Un systéme de réécriture est localement confluent si et seulement si pour
t) {'
toute paire critique (t1,t2) de R il existe un terme t' tel quc: p: .

ta ¥

T

T

Autrement dit. un systéme de réécriture est localement confluent si chaque paire cri-

tique est convergente. c'est & dire ses deux membres ont la méme valeur par réécriture.

Sl o
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Ce théoréme a tout d'abord été prouvé par D. Knuth et P. Bendix [39] cu utilisant
I'hypotheése de terminaison du systéwme de rééeriture. G. Huet [25] en a donné ensuite une

preuve sans cette hypotheése.

Dans le cas ol le systéme de rééeriture R est fini et noethérien. ce résultat donne une
procédure de décision pour la confluence de R. Comme il n’existe quun nombre fini de
paires critiques, il suffit pour chacune d’elles de calculer les formes normales des deux

membres et de tester 'égalité.

Définition 1.44 Un systéme de réécriture est dit convergent si et seulement si il est

neethérien et confluent.

Exemple 1.12 Reprenons l'exemple précédent. R est convergent si nous lui ajoutons la

régle suivante: 3 e.x — x.

Quand un systéme de réécriture est convergent tout terme admet une forme normale

unique.

Soient R un systéme de réécriture déduit d'un ensemble d'équations A et =g la fer-
meture réflexive-symétrique-transitive, «—. de la relation de réécriture — associée a R.

Si R est convergent alors
Vit t2) €T(F.X)? =gty => til=t:].

Ainsi l'identité des formes normales fournira un processus de décision de la A-égalité.

Nous allons maintenant présenter la procédure de complétion de Knuth et Bendix qui
permet de trouver quand c’est possible. un systéme de réécriture R convergent déduit d'un

ensemble d’axiomes A tel que les congruences =, et =z coincident.

1.3.4 Procédure de complétion

Soient A un ensemble d'axiomes, < un ordre de réduction sur les termes. R. initiale-
ment vide, I'ensemble qui contiendra les régles déduites de A et P. initialement égal & A.

l'ensemble qui contiendra les paires critiques de R.

Pour assurer la propriété de la confluence locale du systéme de réécriture. la procédure

de complétion va introduire les équations de P non convergentes comme nonvelles r2gles
de réécriture, tout en gardant la propriété de terminaison, par rapport & <. de maniére i
garantir le calcul des formes normales et la confluence éventuelle du systéme de rééeriture
résultant. Il faut alors calculer les paires critiques additionnelles diies & ces nouvelles régles

et itérer ce processus.

Nous allons présenter ci-dessous une version récursive de I'algorithme de complétion

de Knuth et Bendix. La correction de cette procédure se trouve dans [39] et [25].
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Procédure 1.1

Tnitialisation:
i
R «— 0

n «— 0
Procédure complétion(P.R.<.mn) Signale(succés.échec)

début
SiP#0D
alors choisir une paire (p,q) dans P

pe—pl

¢ —ql

sipl=¢
alors complétion(P © {(p.q)}. R.<.n)
sinoncas p’ < ¢ alors g +— ¢':d — p’

¢ <p' alors g ——p'id — ¢
autre-cas  signaler(échec)
feas
fsi
P, R «—— simplification(P.R.g — d)
complétion(Po {(p.¢)}. Rd{n:9g—d}.<,n+1)
sinonsi toutes les régles de R sont marquées
alors signaler(succés)
sinon choisir une régle m : | — r non marquée dans R
P «—— paire_critique(R,m : 1l — 1)
marquer i — T
complétion(P, R, <.m)
fsi

e simplification: procédure qui simplifie les autres régles et équations en utilisant la
nouvelle régle ajoutée, ce qui permet d'obtenir & la fin du processus un systéme

inter-réduit.

e paire_critigue: procédure qui calcule les paires critiques de la régle de label n avec

toutes les régles de label inférieur et les ajoutées aux équations.

@ les regles de R sont étiguetées par des entiers qui décrivent 'ordre d'apparition des

régles dans le systéme, ce qui permet d’assurer I'hypothese d'équité sur les régles.

e une régle est marguée dés que toutes ses paives critiques avec les régles précédemment
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introduites. celles de label inférieur. ont été calculées.

La procédure de complétion peut s’arréter en échec. en succeés ou ne pas terminer et
engendrer indéfinement de nouvelles régles. Dans le premier cas. I'échec est provoqué par
I'impossibilité d’orienter une paire critique avec l'ordre <. Il est possible de l'orienter
avec un autre ordre plus “puissant” et I'arrét en échec ne se produit plus. Dans les deux

autres cas, le systéme de réécriture R retourné, ou théoriquement calculé "a I'infini” est

localement confluent. de plus =pg et =, sont équivalentes.
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2
PREUVE PAR RECURRENCE

Le but de ce chapitre est de présenter la méthode adoptée pour prouver la
validité d'une équation dans l'algebre initiale d'une variété équationnelle.

Dans un premier temps, nous allons exposer les différentes approches exis-
tantes, ce qui permet de dégager la méthode réalisée et de faire le lien avec les

chapitres 3, 4 et 5. Cette méthode est la synthése des différentes approches.

2.1 Introduction

Dans le cadre des spécifications algébriques, nous ne nous intéressons pas uniquement
a prouver équationnellement des théoremes, mais & prouver des théorémes qui sont valides
pour tout terme clos, c’est & dire des théorémes valides dans I'algebre initiale. La méthode
classique comsiste a utiliser des preuves par récurrence. C'est le probléme de la validité

dans 'algébre initiale d'une variété équationnelle.

Le probléeme de la validité dans 'algébre initiale d'une variété équationnelle est indé-
cidable en général. Plusieurs approches ont été proposées pour le décider en posant des
restrictions plus ou moins pertinentes sur la variété équationnelle. La premiere direction
est fondée sur la preuve par récurrence explicite. L'approche de R. S. Boyer et J. S. Moore
(6] est orientée dans ce sens. La deuxiéme direction regroupe toutes les autres approches
qui utilisent la méthode de la réécriture et plus précisement de la procédure de complétion
de Knuth et Bendix. Cette méthode que nous appelons induction sans induction ou preuve
par consistance n ' utilise pas explicitement de récurrence.

Comme nous 1'avons vu dans la troisiéme partie du chapitre 1. la procédure de com-
plétion fournit une procédure de décision pour la preuve de vahdité dans la varieté equa-

tionnelle M (A) engendrée par un ensemble d'équations A, en effet:

e la procédure de complétion essaye de traunsformer 'ensemble des équations A en un

systéme de réécriture R convergent.

e une équation t; = to est valide dans M (A) si et seulement si £; et ¢> ont les mémes

formes normales par rapport a R.

29
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La procédure de complétion. légérement modifiée. dite procédure de complétion in-
ductive. fournit aussi une procédure de décision pour la preuve de validité dans 1'algébre

initiale I(F. A) de la varitété équationnelle M (A) dans certaines conditions:

e la procédure de complétion essaye de transformer l'ensemble des équations A en un
systéme de réécriture R convergent. qui décrive 1'algébre initiale i travers les formes

normales closes,

e une ¢quation ¢y = to est valide dans I(F. A) si et seulement si B U {t1 = t2} est
relativement consistant par rapport & R, c’est & dire ne change pas 'ensemble des

formes normales closes.

Exemple 2.1 Le type abstrait LISTE peut étre construit & partir des éléments a et b. de
la liste vide []. de Uopérateur de fabrication d'une liste & un seul élément [—] et de la con-
caténation @. Soient donc l'ensemble des constructeurs C = {[]. a.b.[=].@}. I'ensemble

des relations entre ces constructeurs est:

@z =

(z@Qy)Qz = zQ@(yQz).
Un opérateur “flatten™ sur LISTE peut étre défini comme suit:

flatten() = [

flatten([z]) = flatten(zx)

flatten(a) = a

flatten(b) = b

flatten(u@zx) = a@flatten(z)
flatten(b@z) = b@flatten(x)
flatten([z]@y) = flatten(x)@ flatten(y).

Nous pouvons vouloir prouver que flatten est une involution.
flatten(flatten(x)) = flatten(x).
ou que flatten est un morphisme par rapport a @,
flatten(xQy) = flatten(x)Q flatten(y).
Nous pouvons aussi vouloir prouver que flatten n'est pas idempotent.

flatten(flatten(x)) = x.

2.2 Différentes approches

Nous pouvons classer les différentes approches, basées sur la réécriture. proposées pour
tester la validité d'une équation dans I'algébre initiale d'une variété équationnelle suivant

la fagon d’axiomatiser I'inégalité:
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e explicitement par prédicat d'égalité. ou prédicat d’inégalité. méthode proposée par

D. R. Musser puis améliorée par J. A. Goguen. G. Huet et D. Oppen,

e implicitement, avec deux directions différentes:

— par le fait que deux termes ont des symboles de téte qui sont des construc-
tears distincts. méthode fondée sur la consistance et proposée par G. Huet et
J. M. Hullot. pui améliorée par D. S. Lankford. N. Dershowitz. J. L. Rémy.
E. Paul, L. Puel. H. Kirchner.

— par le fait que deux termes. clos, ont des formes normales distinctes. métho-
de basée sur la réductibilité inductive et proposée par J. P. Jouannaud et
E. Kounalis puis par D. Kapur. P. Narendran et H. Zhang. pui améliorée par
L. Fribourg. W. Kiichlin.

2.2.1 Approche basée sur la consistance

L'idée d’utiliser la procédure de complétion pour faire la preuve de validité dans I'al-
gebre initiale d'une variété équationnelle. a été proposée par D. R. Musser [54]. Il montre
que la preuve de validité dans l'algébre initiale associée & une spécification. se rameéne 3
la preuve de la consistance de cette spécification augmentée de 1'équation & prouver. 1l
impose une restriction & savoir que chaque type de données posséde une spécification de

I'égalité complétement définie.

@ J. A. Goguen [20] suppose l'existence d'une spécification relativement complete
de I'égalité et ainsi il donne un role essentiel au type booléen. D. R. Musser et

J. A. Goguen raisonnent avec une seule sorte d'inconsistance qui est vrai = fauz.

o G. Huet et D. Oppen [28] imposent que chaque type de données posséde une spéci-
fication de la négation de 1'égalité complétement définie au lieu de 1'égalité imposée

par D. R. Musser.

e G. Huet et J. M. Hullot [26] améliorent la technique de D. R. Musser en prenant en
compte la partition de l'ensemble des opérateurs entre constructeurs et opérateurs
définis. Ces derniers doivent satisfaire le principe de définition. ou la complétude
relative, c’est & dire tout terme clos est congruent, modulo l'ensemble des axiomes.
a un et un seul terme clos sur les constructeurs. L'inconsistance dans cette méthode
se ramene alors a la présence de relations entre les constructeurs. La restriction

imposée est l'interdiction d’existence de relations entre les constructeurs.

e D. S. Lankford [43] et N. Dershowitz [13] donunent une vue simplifiée de I'approche
de G. Huet et J. M. Hullot.
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e J. L. Rémy [63] et E. Paul [57] acceptent la présence de relations entre les construc-
teurs lorsque celles-ci peuvent étre associées & un systéme de réécriture convergent
et inductivement complet. ou w-complet. c’est a dire que 1'égalité inductive coincide
avec 1'égalité équationnelle. L. Puel [61] accepte aussi les relations entre les con-
structeurs. mais utilise la récurrence classique pour les preuves des théorémes entre

les constructeurs.

e H. Kivchner [38] unifie ces différentes approches dans le cadre des spécifications
hiérarchiques. en prenant en compte la construction structurelle d une spécification.
La construction hiérarchique des spécifications forme une relation de dépendance
entre les différents niveaux comme suit: au niveau 0, il y a la spécification de base
qui contient les relations entre les constructeurs, si elles existent. et qui posséde
une procédure de décision des théoremes inductifs. A chaque niveau. correspond
la définition d'un nouvel opérateur utilisant les opérateurs de niveaux inférieurs et
les constructeurs. Pour prouver la validité d'un théoreme inductif. qui contient un
opérateur completement défini au niveau n par exemple. l'algorithme de complé-
tion procede de la maniére suivante: supposons que la procédure engendre une paire
critique, lemme du théoréme & prouver. qui contient des opérateurs de niveau m. avec
m inférieur ou égal & n, alors nous devons prouver sa validité dans la spécification
de niveau m. Si m est égal & 0 alors la procédure de décision pour la spécification
de base est utilisée, sinon la procédure de complétion est appelée récursivement au
niveau m. La procédure de décision pour la spécification de base est: si tout est
basé sur le type booléen, la décidabilité de 1'égalité inductive revient & vérifier que
vrai ¥ fauz, s'il n'y a pas de relations entre les constructeurs. 1'égalité inductive
coincide avec 1'égalité équationnelle; autrement, si la spécification de base peut étre
associée & un systéme de réécriture convergent alors soit 1'égalité inductive coincide
avec 1'égalité équationnelle si la spécification est w-compléte. soit nous utilisons la

méthode par réductibilité inductive.

2.2.2 Approche basée sur la réductibilité inductive

L’approche proposée par J. P. Jouannaud et E. Kounalis [31] repose sur la notion de
réductibilité mductive d un terme par rapport a un systeme de reecriture donné. piie
ne spécifie pas l'ensemble des constructeurs et I'ensemble des opérateurs définis, et elle
ne suppose pas la complétude relative de la spécification. Cette approche a été proposé
aprés par D. Kapur. P. Narendran et H. Zhang [36] avec une variante d’intérét faible
puis amélioré par L. Fribourg [18] et W. Kiichlin {42] en utilisant la confluence close enfin

étendu au cas de "Unfailing Completion” par L. Bachmair, N. Dershowitz et D. Plaisted

[2].
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Définition 2.1 Soient R un systéme de réécriturc et t un terme de T(F. X). Le terme
t est dit inductivement réductible. ou quasi-réductible. si et seulement si toute instance

close de t est réductible.

Ponr prouver la validité d'une équation t; = ¢35 dans I(F. A). nous procédons de la

maniere suivante:
e transformer 'ensemble des axiomes A en un systeme de rééeriture convergent R,

e orienter I'équation ¢; = f» en une régle de réécriture t; — t telle que ¢, soit induc-

tivement réductible,

e si RU{t; — t2} est convergent ou se compléte en un systéme de réécriture convergent
tel que tout membre gauche de toute paire critique orientée en une regle de réécriture

est inductivement réductible alors t; = t5 est valide dans I(F. A).

= Le probléme majeur de cette méthode est de trouver un algorithme de décidabilité de la
réductibilité inductive. Plusieurs procédures ont été proposées pour tester la réductibilité
inductive d'un terme pour un systéme de réécriture linéaire & gauche [40] et [59]. dans le
cas non linéaire D. Kapur, P. Narendran et H. Zhang [35] ont proposé un algorithme trés
complexe puis amélioré par D. Plaisted. H. Comon [10] montre sa décidabilité dans le cas
général en donnant un algoritheme mais qui reste toujours complexe dans le cas géneral.

La procédure 6.8 décrit la méthode proposée dans [40] pour tester la réductibilité

inductive par rapport & un systéme de réécriture linéaire a gauche.

2.3 Preuve par consistance

2.3.1 Egalité inductive

] Soient F' un ensemble d’opérateurs et X un ensemble de variables. Nous partitionnons

F en deux sous-ensembles C et D disjoints tels que:
o C est 'ensemble de constructeurs, ou opérateurs de base,
g | e D est 'ensemble d opérateurs définis.

Les constructeurs décrivent les objets du type alors que les opérateurs définis sont
des opérateurs définis dans le type abstrait de données. Ils s"éliminent dans le calcul des

valeurs des opérateurs des objets du type.

Nous supposons dans la suite du probléme que C n'est pas vide et que X et F' sont

disjoints.
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Soient A un ensemble d'équations. ou d'axiomes. et t; = ?» une autre équation dans
T(F.X). Nous allons rappeler la définition des deux congruences sur T'(F. X) engendrées

par A que nous avons vues dans la premiere partie du chapitre 1:

- la premiere est 1'égalité équationnelle. notée = 4:
Définition 2.2 t; =, ty si et seulement si t; = t, est valide dans M (A).
- la deuxiéme est 1'égalité inductive. notée =;, 4 4):

Définition 2.3 t; =;,44) t2 si et seulement si t) =ty est valide dans I(F. A). ce qui est
équivalent a: Vo € B(F) o(t1) =4 o(t2).

Convention 2.1

Dans le premier cas, nous disons aussi que t| = ta est un théoréme équationnel. ou consé-
quence équationnelle de A. Nous notons FQU(A) l'ensemble des théorémes équationnels
de M (A) qui représente la théorie équationnelle associée a A.

Dans le deuxiéme cas, nous disons que t; = t» est un théoréme inductif. ou conséquence
inductive de A. Nous notons IND(A) l'ensemble des théorémes inductifs de I(F. A) qui

représente la théorie inductive associée a A.

Remarquons que pour toute équation ¢; = t, tels que ¢; et {» sont deux termes non
clos et telle que t; =4 to. t) =;nq(4) t2. La réciproque est fausse. en effet. il existe des

théorémes dont la preuve nécessite une induction sur la structure des termes clos.

Exemple 2.2 Reprenons l'evemple précédent. flatten(flatten(x)) = flatten(x) est un

théoréme inductif mais pas un théoréme équationnel.

En général, pour prouver la validité d'une équation dans l'algébre initiale I(F. A)
de la variété équationunelle M(A), nous avons besoin explicitement d’un raisonnement
par récurrence. alors qu'un raisonnement équationnel. c’est & dire par une succession de
remplacement d'égaux par des égaux A partir des axiomes. est suffisant dans la variété
équationnelle M (A).

Dans une spécification structurelle d'un type abstrait de données. I'ensemble des équa-

tions A peut &tre divisé en deux sous-ensembles A¢ et Ap disjoints tels que:
@ Ac est 'ensemble des relations entre les constructeurs, éventuellement vide.
e Ap est la spécification des opérateurs définis.

Du point de vue de la programmation fonctionnelle, Ac définit la structure de type sur
lequel nous travaillons. et Ap la définition des opérateurs c'est & dire un programme

fenctionnel.
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Lors de l'enrichisssement de la spécification de base (S.C.A¢). nous exigeons que
I'ajout de nouveaux opérateurs et de nouveaux axiomes ne détruise pas l'ancienne spé-
cification. De plus nous exigeons que les nouveaux termes créés s'expriment cn fonction
des anciens. Ce qui s'exprime respectivement par les deux propriétés fondamentales de
consistance et de complétude relative de la nouvelle spécification par rapport a la spécifi-
cation de base. C'est le cas d'un enrichissement dit protégé en OBJ [19].

Rappelons la définition de la consistance et la complétude relative d une spécification.

Définition 2.4 Un enrichissement (S, F. A) de (S.C, A¢') est relativement consistant par
rapport & (S,C, Ac) si et seulement si la restriction de la congruence =4 a T(C) coincide
avec la congruence = 4.

Cest a direV(t,t') €T(C)? t=at = t=g.t.

Intuitivement, cela signifie que lors de l'enrichissement il n'y a pas d'identification
d’éléments distincts de (S, C, A¢).

Définition 2.5 Un enrichissement (S, F, A) de (S,C,Ac) est relativement complet par
rapport & (S,C. Ac) si et seulement siVt € T(F) 3t € T(C) t=,t.

Intuitivement, cela signifie que lors de I'enrichissement aucun élément nouveau un'a été
ajouté a (S.C, Ac).

Ce qui veut dire que si la spécification (S. F, A) est relativement consistante et comp-
lete par rapport a (S,C, Ac) alors T(F)/=, est isomorphe & T(C)/=, . Clest & dire
que algebre des classes des termes clos modulo A et I'algébre des classes des termes clos

modulo A¢ coincident.

La complétude relative est appelée complétude suffisante par J. V. Guttag et J. J. Horn-
ing [22] ou principe de définition, propriété plus restreinte, par G. Huet et J. M. Hullot [26].
Dans le chapitre 3, nous présenterons une méthode pour prouver la complétude relative
d’une spécification par rapport a la spécification de base.

Dauns certains cas, nous avons besoin de décider, prouver ou réfuter. un théoreme induc-
tif. Comme nous allons le voir plus loin, cela s'avére nécessaire dans la spécification de base
(S,C, Ac), représeniani la théuviie des relations entre les co
la théorie inductive coincide avec la théorie équationnelle, puisque la théorie équationnelle
est décidable si elle est associée & un systéme de réécriture convergent. En d autres termes,
toutes les conséquences inductives des relations entre les constructeurs sont obtenues par
un simple raisonnement équationnel. Quant la théorie inductive coincide avec la théorie
équationnelle, la spécification est dite w-compléte. La propriété de w-complétude [23] est

appelée complétude inductive par E. Paul [57].
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Définition 2.6 Une spécification (S. F. A) est w-compléte si et seulement si tout théoréme

inductif est un théoréme équationnel.

Dans le chapitre 4, nous présenterons des exemples de spécifications w-completes. Ne
sachant pas décider la w-complétude sauf dans des cas restreints. nous supposons qu’elle
est testée par l'utilisateur. Dans le cas ou la spécification de base est linéaire a gauche.
qui est le cas le plus fréquent expérimentalement. nous utilisons plutot la méthode basée
sur la réductibilité inductive, pour prouver la validité dans l'algebre initiale 7{C. Ac) de
la variété équationnelle M (Ac). Dans ce cas. nous disposons d'une procédure de décision
de la réductibilité inductive. Cette méthode est présentée dans le paragraphe 4 de ce

chapitre.

2.3.2 Lemmes fondamentaux

La preuve de la validité dans ’algébre initiale nécessite en général une induction struc-
turelle sur les termes. Nous n’allons pas faire de la récurrence explicite mais nous allons
utiliser le concept de consistance relative d une spécification que nous avons introduit ci-
dessus. La preuve de la validité dans 1'algebre initiale et la consistance relative sont reliées
de la maniére suivante: I’adjonction d’une équation qui n’est pas un théoréme inductif dans
une spécification donnée détruit la consistance de cette spécification. Ce qui se traduit

par le lemme suivant.

Lemme 2.1 Soit E une équation. E est valide dans I(F, A) si et seulement st (S. F. AUFE)

est relativement consistante par rapport a (S. F, A).

Ce résultat peut étre raffiné en utilisant la construction structurelle des spécifications.
La spécification (5, F, A) étant un enrichissement relativement complet de la spécification
(S,C, Ac), alors (S, F, A) et (S,F, AU E) sont relativement consistantes par rapport a
(S,C, Ac) en méme temps lorsque E est valide dans I(F, A). Ainsi, pour prouver la vali-
dité de E dans l'algébre initiale I(F, A), associée & la spécification relativement complete
(S, F, A), il suffit de montrer que son adjonction préserve la consistance relative: comme
le montre ce lemme qui est la base de la méthode de preuve par consistance [63], [61] et
{38].

Lemme 2.2 (Rémy, Kirchner, Paul) Soit £ une éguation dont nous voulons tester ia
validité dans l’algébre initiale I(F, A). Si la spécification (S, F, A) est relativement comp-

léte par rapport & (S,C. Ac). alors les propositions suivantes sont équivalentes:

e (i) (S,F,AU F) est relativement consistante par rapport a (S,C. Ac).

e (ii) (S, F, A) est relativement consistante par rapport a (S.C. Ac)
et E est valide dans I(F. A).
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Preuve: Il nous semble utile de détailler ici cette preuve bien qu’elle soit

classique.

o (i) == (i)

Soient s et t deux termes de T(C) tels que s =4 t. Nous avons s =4 t
ce qui implique que s =,y t ce qui implique que s =4. ¢ par (i). donc
(S, F. A) est relativement consistante par rapport a (S.C. Ac'). Supposons
que 'équation E, s = t, ne soit pas valide dans I(F. A) donc il existe une
substitution close o telle que o(s) #4 o(t). Or puisque o(s) et o(t) sont
deux termes clos de T(F) et que (S, F, A) est relativement compléte par
rapport a (S, C, Ac), alors il existe deux termes sg et to de T(C') tels que
o(s) =4 sp et o(t) =4 ty. 0(s) #4 o(t) ce qui implique que sg # 4 tg ce
qui implique que sp #4. ty, cette derniére implication vient du fait que
Ac¢ est un sous-ensemble de A. De l'autre c6té s =g t ce qui implique
que o(s) =aug 0(t) et o(s) =4y o(t) implique que so =4, to par (i). ce
qui est contradictoire.

e (ii)= (i)
Soient s et t deux termes de T(C). s =,4up t implique que s =4 t
car I'équation E est valide dans I(F, A). De l'autre coté s =4 t impli-
que que s =, t car (S, F, A) est relativement consistante par rapport a
(S,C, Ac). Donc (S, F, AU F) est relativement consistante par rapport &
(S,C,Ac).

Intuitivement cela signifie qu'au lieu de prouver la validité d'une équation E dans
I'algebre initiale I(F, A) d'une spécification (S, F, A) relativement compléte par rapport a
(S,C, Ac), V'équation E est ajoutée & la spécification (S, F, A) et la consistance relative
de cette nouvelle spécification est testée. Si elle est relativement consistante par rapport
a (S,C, A¢) alors F est valide, sinon F n'est pas valide, ou bien la spécification (S, F, A4)
n’est pas relativement consistante par rapport a (S, F, A¢).

La propriété de consistance reiative attachée a la structure des spécifications esi assusde
pratiquement de la maniére suivante: si les nouveaux opérateurs sont définis de fagon
complete par des regles de réécriture et forment un systeme de réécriture noethérien, et si
la procédure de complétion transforme l'ensemble des régles en un systéeme de réécriture
confluent, alors le systéme d. réécriture résultant fournit une spécification relativement
consistante et compléte par rapport & la spécification de base. La consistance relative est

fortement reliée a la confluence close comme nous allons le voir dans le paragraphe 5.
paragraj
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2.3.3 Procédure de complétion inductive

La premiere version de la procédure de complétion inductive et I'idée de conservation
de I'ensemble des instances closes irréductibles d'un systéme de rééeriture ont été étudiées
par J. L. Rémy [63] et N. Dershowitz [13].

La procédure de complétion de Knuth et Bendix. présentée dans la troisiéme partie du
chapitre 1, peut étre utilisée pour prouver la consistance relative d'une spécification de la
maniére suivante:

Supposons que (S, F, A) soit une spécification dont nous voulons tester la consistance
relative par rapport & une spécification de base (S, C, A¢) w-compléte. Nous appelons R
le systéme de réécriture convergent déduit de A et R le systéme de réécriture convergent
déduit de Ac. Soit =g (resp. =pg.) la fermeture réflexive-symétrique-transitive de la
relation -~—-p (resp. —pg.) associée & R (resp. R¢). Si (S, F, A) n’est pas relativement
consistante par rapport a (S, C, A¢) alors il existe au moins deux termes clos s et ¢ de
T(C) tels que s =4 t et $ #4. t. Nous pouvons supposer que s et ¢ sont en forme normale
par rapport & R¢ car Rc est convergent. Les deux termes s et t sont différents et au
moins un, soit s, n'est pas en forme normale par rapport & R. Ce qui veut dire qu’il
existe une régle ¢ — d dans R et qui n'est pas dans R¢ avec g € T(C, X) et donc aussi
d € T(C,X). D'un autre cdté l'existence d'une telle régle créera une contradiction avec
le fait que (S, C, Ac) est w-compléte. En effet puisque (S, C, A¢) est w-compléte. aucune
nouvelle regle entre les constructeurs, c¢’est & dire qui n’est pas déja dans R¢. ne peut
étre ajoutée. Donc la spécification (S, F, A) n'est pas relativement consistante. Ainsi nous

avons le lemme suivant.

Lemme 2.3 Soient (S, F, A) une spécification et C un ensemble de constructeurs. Soit
R (resp. Rc) le systéme de réécriture convergent associé ¢ A (resp. Ac). Si (S,C,Ac)
est w-compléte alors (S, F. A) est relativement consistante par rapport & (S,C. Ac) si et
seulement si aucune nouvelle régle entre les constructeurs n’est engendrée lors de la com-
plétion de A.

Proposition 2.1 Soient (S, F, A) une spécification et C un ensemble de constructeurs.
Soit R (resp. Rc) le systéme de réécriture convergent associé ¢ A (resp. Ac). Si tout
membre gauche de régle de R© Rc est un terme de T(F,X)oT(C,X) alors (S. F, A) est

AN

relativement consistante par rappori a (S,C. Ac).

Proposition 2.2 Soient (S, F, A) une spécification et C un ensemble de constructeurs.
Sowt R (resp. Rc ) le systéme de réécriture associé ¢ A (resp. Ac). St R est confluent sur
les termes clos et T'(C) est irréductible par rapport ¢ RORc alors (S. F. A) est relativement
consistante par rapport ¢ (S,C. Ac).

Donc si la procédure de complétion donne un systeme de réécriture confluent et si
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I'ordre choisi pour orienter les régles est tel que tous les coustructeurs sont plus petits
que les autres opérateurs alors la spécification (S. F. A) est relativement cousistante par
rapport a (S, C. A¢).

Donc pour tester la consistance relative, nous complétons la spécification par la pro-
cédure de complétion de Knuth et Bendix et nous regardons si une nouvelle régle dont le

membre gauche est un terme de T'(C, X) est introduite ou non.

Nous supposons que:

e Ac est transformé en un systéme de réécriture convergent Re¢-.

e Rc U Ap est transformé aussi en un systéme de réécriture convergent R U Rp.

Soit E une équation dont nous voulons tester sa validité. Nous exécutons la procédure
de complétion initialisée par I’ensemble des régles ReURp et I’équation E. Nous supposons
que < est un ordre partiel bien fondé sur les termes, compatible avec la structure des
termes et stable par substitution, avec lequel nous prouvons la terminaison des ensembles
successives de regles de réécriture.

La seule différence qui existe entre la procédure de complétion classique et la procédure
de complétion inductive réside dans I'étape ol une paire de termes. produite dans la pro-
cédure soit par une paire critique simplifiée soit par la réduction d'une régle de réécriture.
est considérée pour étre orientée en une nouvelle régle de réécriture. Pour tester si une
nouvelle relation entre les constructeurs est introduite, cette étape est modifiée comme

suivante: soit (p, ¢) une telle paire telle que p # ¢:

Procédure 2.1

début
casp € T(C,X) et ¢ € T(C, X) glors signaler(invalide)
peT(C,X) etqgT(C,X) alors sip < g

alors introduire la novvelle régle ¢ — p

sinon signaler(échec)
fsi
pg€T(C,X)etqeT(C.X) alors si ¢ <p

alors introduire ia nouvelile régie p — ¢

sinon signaler(échec)
fsi
p € T(C.X) et q g T(C.X) alors cas p < q alors introduire la nouvelle régle ¢ — p

q < p alors introduire la nouvelle régle p — ¢
autre-cas  signaler(échec)

feas
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Théoréme 2.1 (Paul) Soit (S,C. Ac) une spécification w-compléte.

® sila procédure s'arréte avec succés ou ne termine pas alors (S. F. AU E) est relati-

vement consistante par rapport ¢ (S.C, Ac) et par suite E est un théoréme inductif.

o sila procédure signale invalide alors (S. F. AU E) est relativement inconsistante par

rapport 4 (S.C, Ac) et par suite F n'est pas un théoréme inductif.

e sila procédure signale échec alors nous ne pouvons pas conclure.

Preuve: Soit Q le systéme de réécriture final construit par la procédure.

) peut étre fini ou infini et il est de la forme Rc U Qp avec aucune régle de
p g

Qp n’est une relation entre les constructeurs et R¢ est resté inchangé durant

toute l'exécution de la procédure de complétion.

e La procédure retourne un systéme de réécriture fini ou infini: soient s
et ¢ deux termes de T'(C), s =,ug t implique que s =¢ t puisque =g
est équivalent & =,up et de l'autre coté s =g t implique que s =pg. t
par la forme des regles de Q. Or s =g, t implique que s =,4. t donc

(S, F,AU F) est relativement consistante par rapport & (S.C, A¢).

e La procédure retourne invalide: toutes les équations engendrées par la pro-
cédure de complétion sont des conséquences de AU E. donc la procédure
s’arréte dés qu’elle engendre une paire (s,t) € T'(C, X)? telle que s =4y t
et s .7é t. Puisque s et t sont en formes normales dans T(C. X) cela
implique que s #g. t. Puisque (S,C, Ac) est w-compléte cela implique
que s #ind(R.) t- Doncil existe une substitution close o telle que o'(s) #Rr..
o (t) et évidemment o(s) = ur 0(t) ce qui montre 'inconsistance relative
de (S, F, AU F) par rapport a (S,C, Ac).

Remarque 2.1 Habituellement, l'ordre < utilisé pour prouver la terminaison ne met ja-
mais un terme de T(F, X)© T(C.X) inférieur ¢ un terme de T{C,X) en choisissant une
préeédence pour les constructeurs C, donc les deux premiéres signalisations d'échec ne

peuvent jamais avoir lieu.

Exemple 2.3 Aziomatisation de la structure d’arbre binaire.
Soient C = {[].Q}, D = {Append} et R le systéme de réécriture suivant:
R = { 1. Append({].x) —
2. Append((zQy).z) — x@Append(y.z) }.
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- Append est relativemnent complet,

- R est convergent et w-complet,

Nous voulons prouver 'associativité de Append:

E. Append(Append(z',y’),2') = Append(x', Append(y',z'))

- aprés orientation de cetle équation, nous l'ajoutons au systéme de réécriture R puis nous
le complétons:

3. Append(Append(z’',y'),2') — Append(x', Append(y’.z’))

+ superposition de la régle 1 sur la régle 3 & loccurrence 1 avec la substitution
o1 ={z' — [J,z — ¥'}:
Append(Append([],y'), 2')
3/
Append([], Append(y',2')) |1
LN
Append(y’, ')
+ superposition de la régle 2 sur la régle 3 a loccurrence 1 avec la substitution
0.2 — {xl — .’B"@y",ll‘ — yl}:
Append(Append(z''@y", y'), 2")

N\ 2
3,/ Append(z"'@Append(y",y’), ')
Append{z"@y" | Append(y’, 2')) 12
2" @Append(Append(y”,y'), =)
2\, 7

z"@Append(y”, Append(y’,='))

Ces deux paires critiques sont convergentes, ainsi que la paire critique issue de la su-
perposition de la régle 3 sur elle méme a I'occurrence 1. Le systéme de réécriture résultant
étant convergent alors ’équation E est un théoréme inductif. La superposition des deux
regles 1 et 2 sur la régle 3 fait apparaitre une récurrence implicite par les substitutions o;
et 09 sur Append(Append(z’,y'),7’) pour: 2’ =[] et 2’ = 2" @y".

Exemple 2.4 Reprenons lexemple 2.1.

¢ = { D,(L,b,[—],@ }a
Rc = { [|@z —
@] - z
(zQy)Qz — z@(yQz) 1,
D = { flatten 1.
Rp = { flatten() - |
flatten([z]) —  flatten(z)
flatten(a) — a
flatten(d) — b
flatten(a@z) — a@ flatten(x)
flatten(b@z) — bQ@flatten(x)
flatten([z]@y) — flatten(x)Q@flatten(y) }.

D est relativement complet comme nous allons le démontrer dans le chapitre 3.
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L'équation flatten(flatten(x)) = flatten(x) est un théoréme inductif mais pour le
prouver il faut d abord démontrer que flatten(zQy) = flatten(z)@ flatten(y) est un théo-
réme inductif sinon lu procédure de complétion diverge.

L’équation flatten(flatten(x)) = x n'est pas un théoréme inductif. En effet si nous
lajoutons dans Rp 'éguation [x] = z, qui est une nouvelle relation entre les constructeurs.
est engendrée par la procédure de complétion. Si nous supposons que Rc est w-complet
alors Rc est relativement inconsistant.

] 2.4 Preuve par réductibilité inductive
2.4.1 Réductibilité inductive

Rappelons qu'un terme ¢ est inductivement réductible par rapport & un systéme de
réécriture R si et seulement si toute instance close de t est réductible par rapport & R.
Le concept de réductibilité inductive est trés important du fait que si nous ajoutons un
ensemble d’équations, orientable en un ensemble de régles de réécriture dont le membre
gauche de chacune est inductivement réductible, & un systéme de réécriture noethérien
alors ’ensemble des formes normales closes du systéme de réécriture est préservé, comme

le montre le lemmme suivant.

Lemme 2.4 Soient R un systéme de réécriture nethérien et R’ un autre systéme de réé-
criture tel que le membre gauche de chacune de ses régles soit inductivement réductible par
rapport @ R. Alors tout terme clos est en forme normale par rapport & R si et seulement si

il est en forme normale par rapport ¢ RU R’.

Ce qui permet de déduire le théoréme suivant [31] qui est la base de cette méthode.

Théoréme 2.2 Soient R le systéme de réécriture convergent associé & un ensemble d 'équa-
tions A et R’ le systéme de réécriture associé a E et tel que le membre gauche de la régle
de R' est R-inductivement réductible. Si R U R’ est convergent alors E est valide dans
I(F, A).

Ainsi, puisque la réductibilité inductive est décidable dans le cas d'un systéme de réécri-
ture linéaire & gauche, nous avons une procédure pour prouver la validité d'une équation E
dans 1'algébre initiale I(F, A). dans ie cas ot A peut étre associé & un systéme de réécriture
linéaire a gauche. C'est cette méthode que nous utiliserons pour prouver des théorémes

inductifs dans l'algebre initiale I(C. A¢).

% |
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2.4.2 Procédure de complétion inductive

La seule différence qui existe avec la procédure de complétion de Knuth et Bendix
standard apparait au moment ol une nouvelle régle est ajoutée. Une régle n’est introduite
que lorsque son membre gauche est inductivement réductible par rapport au systéme de
réécriture courant, autrement la procédure s'arréte avec réfutation de 1'équation dont elle

teste la validité. La correction de cette procédure est étudiée dans [40].

Exemple 2.5 Reprenons l'exemple 2.4.

L’équation flatten(flatten(x)) = flatten(z) est un théoréme inductif mais pour le
provver il faut d’abord démontrer que flatten(zQy) = flatten(z)Q flatten(y) est un théo-
réme inductif sinon la procédure de complétion diverge.

L’équation flatten(flatten(x)) = z n’est pas un théoréme inductif. En effet si nous
Uajoutons dans Rp Uéquation [z] = z, qui est une nouvelle relation entre les constructeurs.

est engendrée par la procédure de complétion. [z] n'est pas inductivement réductible.

La procédure 6.2 décrit cette méthode pour tester la validitée d'une équation dans

I'algebre initiale d’une variété équationnelle.

2.5 Combinaison des deux méthodes

Le probléme qui se pose dans la méthode de preuve par consistance c’est qu'il faut
supposer que le systéme de réécriture de base est w-complet. A 1'état actuel des choses.
cette propriété ne peut pas étre vérifiée d’'une maniére automatique et efficace, comme nous
allons le voir dans le chapitre 4. La méthode de preuve par réductibilité inductive pose
aussi un probléme de trouver une procédure efficace de test de la réductibilité inductive.
La méthode que nous avons adopté est la combinaison de ces deux méthodes. Cette
méthode reppose sur la premiére méthode, qui est tres efficace, sans supposer que le sys-
téme de réécriture de base est w-complet, mais de tester si les nouvelles relations entre les
constructeurs sont des théorémes inductives, dans la spécification de base, par la deuxieéme
méthode. Ainsi le test de la réductibilité inductive est restreint au systéme de réécriture
de base. Une deuxiéme amélioration a été apporté a la deuxiéme méthode en ne testant
la réductibilité inductive des membres gauches des régles engendrées par complétion qu'a
la fin de la complétion, ce qui permet d’'éviter ce test, qui est tres coliteux, pour des régles

éliminables par d’autres régles plus générales aprés.

Théoréme 2.3 Soient C un ensemble de constructeurs, R un systéme de réécriture con-
vergent et relativement complet par rapport & Rc, E une équation dont nous voulons tester
sa validité dans l'algébre initiale associée et R’ le systéme de réécriture obtenu par com-

plétion de RUE.
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E est un théoréme inductive si et seulement si le membre gauche de toute régle de R.© Rc
est inductivement réductible par rapport & Rc.

La procédure 6.1 décrit cette méthode pour tester la validitée d une équation dans

'algebre initiale d 'une variété équationnelle.

2.6 Confluence close

Pour prouver la validité d'une équation E dans l'algebre initiale de la variété équation-
nelle associée & un systéme de réécriture R, nous avons supposé, en plus de la terminaison
de R, que R est confluent. Dans les deux méthodes précédentes, nous ajoutons E a R
puis nous complétons le systeme résutant pour avoir un systéme de réécriture confluent
alors que la confluence close, c’est & dire la confluence sur les termes clos, suffit. L. Fri-
bourg [18] propose une condition suffisante de cette propriété par une sélection linéaire

des superpositions & une seule occurrence donnée:

® superpositions uniquement des régles de R sur E ou sur les paires critiques issues de
E, et pas de superpositions d’une paire critique sur une autre paire critique ou sur

une regle de R.

e superpositions appliquées a la seule occurrence sélectionnée.

Nous avons aussi la proposition suivante qui est la quasi-réciproque de la proposi-
tion 2.2.

Proposition 2.3 Soient (S, F, A) une spécification et C un ensemble de constructeurs.
Soit R (resp. Rc) le systéme de réécriture associé a A (resp. Ac). Si Re est confluent
clos et — g est relativement compléte par rapport a (S, C, Ac) et (S, F, A) est relativement

consistante par rapport & (S,C, Ac) alors R est confluent clos.

Cette limitation du calcul des superpositions permet, en plus du gain du temps, de
prouver la validité dans des cas ol la procédure de complétion inductive diverge en engen-

drant infiniment des paires critiques comme dans le cas de I'exemple suivant.

Exemple 2.6 Soit R le systéme de réécriture, spécifiant les entiers naturels. suivant:
R = {1 0+=z — T ;
2. s(z)+y — sz+y) ).
L'ajout de la régle 3. =+ (y + z) — (x+y) + z fait diverger la procédure de complétion

en engendrant infiniment des paires critiques de la forme ((x + s™(y)) + z,x + s"(y + 2))
par superposition de la régle 2, et les paires critiques issues de cette superposition, sur la

régle 3 a l’occurrence 2.
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Convention 2.2

Soient R un systéme de réécriture, t un terme de T(F,X) etu € G(t). nous posons:
Y(F) g l'ensemble des substitutions closes R-irréductibles.

Sut)={c|o € S(F)lx g—deR o(t/u)=olg)},

I(t) [ r: U'ensemble des instances closes en formes normales par rapport & R de t.

Définition 2.7 Une occurrence close u d'un terme t1 est compléte si et seulement si
Vo € Z(F)lr o(t1) est réductible & l'occurrence u.

Dans ce cas, nous disons que léquation t; = to est complétement superposable.

Proposition 2.4 Une occurrence u de t est compléte si et seulement si
VFeD {o(flyi---run)) |0 € Bu(t)} 2 I(f(21,. ... 20)) L&

L’occurrence o se fait les superpositions doit étre compleéte. Elle correspond au terme
d’induction [6] sélectionné dans les méthodes d’induction classiques [8]. [6] et [1]. La

méthode de [31] fait plus qu'une induction & la fois alors qu'une suffit.

Exemple 2.7 Reprenons l'exemple 2.6. Les occurrences € et 2 de la régle 3 sont comp-
létes. Pour la régle 3'. (z+y)+2 — x4+ (y + 2), loccurrence 1 est compléte par contre

Uoccurrence € n'est pas compléte.

Si R est relativement complet alors tout terme contenant un opérateur défini f est
inductivement réductible en utilisant 1'ensemble des occurrences du sous-terme dont la
racine est f. Si R est relativement complet alors toute équation, qui contient un opérateur
défini, est completement superposable. Si ¢; = t5 est complétement superposable alors
t; est inductivement réductible. La réciproque de cette derniére implication est fausse

comme nous pouvons le voir dans I'exemple suivant {31]:

Exemple 2.8 Soit R le systéme de réécriture, spécifiant les entiers modulo 2. suivant:
R = {s(s(0)) — 0}.

Soient 01 = {z «— 0} et 0y = {x «— s(0)} les deuz substitutions closes irréducti-
bles. o3(s(s(x))) est réductible & loccurrence € alors que o9(s(s(x))) est réductible &
Poccurrence 1. s(s(x)) est inductivement réductible mais s(s(z)) = = n'est pas comp-

letement superposable.

W. Kiichlin [42] élimine cette limitation en étendant la notion de superposition & une
seule occurrence compléte a la notion de superposition 3 un ensemble complétement in-
ductif d’occurrences. Par exemple dans I'exemple 2.8 {¢, 1} est complétement inductive.

Sit/u est R-inductivement réductible alors G(t/u) est un ensemble inductivement complet

d’occurrences mais n’est pas toujours minimal.
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En plus du probléme de la détermination d une occurrence compléte. ou d'un ensemble
d’occurrences, il existe des cas ol il y a plusieurs occurrences complétes mais seulement
certaines peuvent mener a bien le processus. Nous les appelons les “bounes™ occurrences
complétes, et elles correspondent aux “bons™ termes d'induction [6] dans les méthodes
d'induction classiques. C'est le cas de 1'exemple 2.6 ot € est une bonne occurrence comp-

lete par contre 2 est une occurrence compléte "mauvaise”.
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3
COMPLETUDE RELATIVE

Nous allons présenter dans ce chapitre une procédure qui teste la complé-
tude relative d’une spécification par rapport a la spécification de base.

Cette procédure, basée sur 'unification, est une extension de la méthode
proposée par J. J. Thiel [67] pour permettre la présence de relations entre les
constructeurs, et/ou les spécifications non linéaires.

Cette méthode trouve son importance dans le fait qu’elle permet de préciser,
sous la forme la plus générale, tous les termes olt un opérateur n’est pas défini.
De la méme facon elle donne, sous la forme la plus générale, tous les termes

ol un opérateur est défini plus d’une fois.

3.1 Introduction

La propriété de la complétude relative d'une spécification est toujours souhaitée dans la
construction structurée des spécifications. Elle permet d’assurer la cohérence d une spécifi-
cation par rapport a la spécification de base. Nous I'exigerons aussi dans la programmation
fonctionnelle et dans les types abstraits de données. Elle est aussi nécessaire pour prouver

des théorémes inductifs par la méthode fondée sur la consistance. comme nous l'avous vu

dans le chapitre 2.

La preuve de la complétude relative d une spécification donnée par rapport & la spé-
cification de base est indécidable en général. T. Nipkow et G. Weikum [56] montrent sa
décidabilité dans le cas des systémes de réécriture linéaires & gauche. Plusieurs méthodes.
basées en général sur la réécriture, ont été proposées, en donnant des conditions suffisantes.
pour la tester. Toutes ces méthodes imposent des restrictions plus ou moins pertinentes
sur la spécification donnée et sur la spécification de base, de plus la plupart d’entre elles
sont inefficaces. Citons celles de G. Huet et J. M. Hullot [26], M. Bidoit [4]. N. Dershowitz
(13], J. J. Thiel [67]. E. Kounalis [40]. H. Comon (9] [10] et D. Kapur, P. Narendran et

H. Zhang [35].

o Le moyen le plus intuitif et le plus simple de satisfaire la propriété de complétu-
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de relative d'une spécification consiste & définir chaque opérateur de 'ensemble des
opérateurs définis D par récurrence structurelle sur les arguments déja construits a
partir des opérateurs de ’ensemble des constructeurs C. Une telle définition est ap-
pelée définition compléte de D. C'est la méthode proposée par G. Huet et J. M. Hul-
lot puis par M. Bidoit pour tester la complétude relative en se restreignant & des
spécifications dont le membre gauche est linéaire, sa racine est l'unique opérateur

défini et les arguments sont des termes de T'(C, X).

La méthode proposée par N. Dershowitz est basée sur la notion d'ensemble de motifs
qui est I’ensemble des termes dont la racine est I'opérateur dont nous testons la com-
plétude de définition et les arguments sont des termes de 7(C, X') dont la profondeur
est strictement inférieure 3 la profondeur maximum des membres gauches des régles
de la spécification. Cette méthode nécessite une expression exhaustive de 1'ensemble

des motifs.

Exemple 3.1 Soient C l'ensemble des constructeurs C = {0.s} et R le systéme de
réécriture sutvant qui défint Uopérateur +:
R = { 04z — 0
s(x)+y — s@+y) }
L’ensemble des motifs de + est {0+ 0,0+ s(y), s(x) +0, s(x) + s{y)}.

E. Kounalis améliore la méthode de N. Dershowitz en se basant sur la notion d ‘arbre
de motifs au lieu d'ensemble de motifs, ce qui rend cette méthode plus efficace que

celle de N. Dershowitz en éliminant certains motifs inutiles.

Exemple 3.2 Reprenons l'ezemple précédent.
L’arbre de motifs de + est {0+ y,s(z) + y}.

La méthode proposée par J. J. Thiel est basée sur la notion de recouvrement. Un
opérateur f est complétement défini si et seulement si I'ensemble des membres
gauches des régles de la spécification dont la racine est f couvre {f(z1.....7n)}.
c’est 4 dire il contient toutes les instances closes de {f(z1....,2z,)}. Le test de re-
couvrement est basé sur l'unification, ce qui rend cette méthode trés efficace. Cest
cetie méthode que nous allons exposer daus la suiie de ce chapitre eu I'éleudani daus
le cas des systémes de réécriture non linéaires a gauche et dans le cas ot il y a des

relations entre les constructeurs.

Exemple 3.3 Soit C = {0,s}. L'opérateur +, sur les entiers. sera défini si nous con-

naissons la valeur de 0+ x et s(z) +y. Une définition compléte de + sera donnée donc

par deuz régles ayant respectivement pour membre gauche. chacun de ces deux termes.
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La plupart de ces méthodes citées ci-dessus sont basées sur la propriété suivante,
équivalente & la complétude relative: tout terme dont la racine est un opérateur de D
et les arguments appartiennent & T(C) est R-réductible. Ce qui est équivalent aussi a:
tout terme de T'(F, X) © T(C, X) est R-inductivement réductible, comme nous allons le

voir dans le paragraphe suivant.

3.2 Convertibilité relative

Soit (S, F, A) une spécification dont nous voulons tester la complétude relative par rap-
port a la spécification de base (S, C, Ac). Nous partitionnons 'ensemble des opérateurs F
en un ensemble d’opérateurs de base, ou de constructeurs C' et un ensemble d'opérateurs
définis D, puis nous partitionnons 'ensemble des axiomes A en Ac et Ap qui sont respe-
ctivement ’ensemble des axiomes dont la racine du membre gauche est un constructeur

et I'ensemble des axiomes dont la racine du membre gauche est un opérateur défini.

Nous supposons dans la suite que tout axiome dont la racine est un constructeur a
ses arguments dans T'(C, X). Nous supposons aussi dans toute la suite que 'ensemble des
axiomes A d’une spécification (S, F, A) est associé & un systéme de réécriture convergent R
obtenu & partir de A par la procédure de complétion. Nous utilisons la notation (S, F, R)
au lieu de (S, F, A). Nous partitionnons 'ensemble des régles R en Rc et Rp. de la méme

facon que A, et nous supposons que R est ncethérien et R¢ est convergent.

Convention 3.1

Soit f un opérateur défini et X un ensemble dénombrable de variables. nous posons:
Ts(C, X): Uensemble des termes dont la racine est f et les arguments sont dans T(C. X).
T5(C): Uensemble des termes dont la racine est f et les arguments sont dans T(C),
MG(f,R): Uensemble des membres gauches des régles de R dont la racine est f.

Soient t un terme de T¢(C, X) et T un sous-ensemble de T¢(C, X). nous posons:

I(t): Uensemble des instances closes dans T(C) de t,

I(T) = UterI(t),

Z1,...,%n est une suite de variables distinctes de X.

© et @ sont respectivement la différence ensembliste et la réunion disjointe.

Rappelons la définition de la complétude relative d'une spécification (S, F, R) par rap-

port & sa spécification de base (S,C, R¢).

Définition 3.1 (S, F,R) est relativement compléte par rapport a (S,C, Rc¢) si et seule-
ment siVt € T(F) 3t € T(C) t=pt.

Evidemment (S, F, R) est relativement complete par rapport & (S.C, Rc¢) si et seule-

ment si la forme normale par rapport & R de tout terme clos de T'(F') appartient a T'(C).
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Cela peut &tre testé en utilisant le nouveau concept de convertibilité relative suivant.

Définition 3.2 Soient f un opérateur défini de D et (S, F,R) une spécification. f est
relativerment convertible par rapport & C si et seulement si tout terme de Te(C') est R-ré-
ductible.

Autrement dit, f est relativement convertible par rapport & C si et seulement si pour
toute n-uplet de formes normales (sy,...,s,) dans T(C) ou n est l'arité de f. f(s1....,s,)
est R-réductible, ou toute instance close de f{(x1,...,x,), I(f(z1..... Zn)), est R-réducti-
ble, c'est & dire que f est compiétement défini sur 'ensemble des constructeurs.

La preuve de la complétude relative d'une spécification se raméne donc a la preuve
de la convertibilité relative de tous les opérateurs définis, c’est ce qui exprime le lemme

suivant:

Lemme 3.1 La spécification (S, F, R) est relativement compléte par rapport a (S, C, R¢)

st et seulement si tout opérateur défini est relativement convertible par rapport a C.

Preuve:

o Implication directe: évidente.

@ Réciproque: si (S, F, R) n'est pas relativement compléte alors il existe un
terme t de T'(F') tel que sa forme normale par rapport & R ¢ ] nappartient
pas & T(C). Donc il existe un sous-terme t' de ¢ | tel que #' appartient
aTs(C) et t’ n’est pas R-réductible ce qui est contradictoire avec la con-

vertibilité relative de f par rapport & C.

Théoréme 3.1 f est relativement convertible par rapport ¢ C si et seulement si tout
terme de I(f(z1,...,2,)) 8 I{MG(f,R)) est Rc-réductible.

Preuve:

e Implication directe: évidente.

® Réciproque: I(f(x1,....z,)) étant 'ensemble des termes clos dont la
racine est f, si tous les termes qui ne sont pas dans I(MG(f, R)), cest
a dire non R-réductible par une régle de racine f, ou non Rp-réductible,
sont Re-réductible alors tous les termes clos de racine f sout R-réducti-

bles et par suite f est relativement convertible par rapport a C.

Exemple 3.4 Soient C = {0,0.5} ou o est l'opérateur opposé sur les entiers. D = {+}

et R le systéme de réécriture suivant:
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R = { o(0) - 0
o(o(x)) -
s(o(s(z))) — ofx)
O+ =z — T
s(x)+y = s(z+y)
o(s(z)) +y — o(s(z+o(y))) }-

+ est relativement convertible par rapport 4 C, en effet:

I(z1 4+ 22) 0 I(MG(+,R)) ={t |t € I{o(0) +y) Vt € I(o(o(x)) + y)} ne contient que

les termes R -réductibles.

Ainsi, pour prouver la convertibilité relative d’un opérateur défini f par rapport & un
ensemble de constructeurs C, il faut prouver que tout terme de I(f(xy,...,z,)) est soit
une instance du membre gauche d'une régle de R, dont la racine du membre gauche est
f, soit Rc-réductible.

Pour utiliser ce théoréme en pratique, nous introduisons le concept de recouvvrement. Ce
concept est introduit par J. J. Thiel [67] puis présenté indépendemment par J. L. Lassez et

K. Mariott dans le contexte de la programmation logique et des automates d’apprentissage
[44].

Remarque 3.1 Soient R un systéme de réécriture de termes et E un ensemble d’équa-
tions. Nous notons RUE le systéme de réécriture équationnel associé. Soit f un opérateur
de D, f est relativement convertible par rapport & C si et seulement si tout terme de
I(f(z1,...,20)) © I(MG(f,R)) est RocUE-réductible, c’est a dire Rc-réductible modulo
E.

3.3 Recouvrement

3.3.1 Définition

Définition 3.3 Soient T et S deur sous-ensembles de T(F, X). Nous disons gue T couvre
S si et seulement si I(S) est un sous-ensemble de I(T), c’est a dire que toute instance

close d’un terme de S est une instance close d'un terme de T.

{s(z) + y.p(z) + y} ne couvre pas {z + y} alors que {0+ z.s(x) + y.p(x) + y} couvre
{z+y}

Le but du concept de recouvrement est d’appliquer le théoréme 3.1 pour trouver la
partie K de I(f(xy.....T,)) qui n'est pas couverte par I{MG(f, R)) et pour vérifier

ensuite, que les termes de K sont Rc-réductibles.
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En pratique, nous ne pouvons pas utiliser directement le concept de recouvrement
car il introduit la manipulation des ensembles infinis de termes. cependant nous allons

introduire un autre concept qui est le complément dun terme.

3.3.2 Complément d’un terme

Définition 3.4 Soit t un terme de T(C,X). Nous appelons complément de t. tout en-
semble fini A(t,C) de termes de T(C) tel que T(C) = I(t) @ I(A(t.C)).

En particulier, si ¢ est une variable de X, A(t, C) est vide puisque I(t) = T(C).

Nous allons présenter maintenant une proposition qui donne une définition constructive
du concept de complément d’un terme linéaire de T(C, X), c’est a dire un terme qui a au

plus une occurrence de chaque variable.

Proposition 3.1 Soient t un terme linéaire de T(C, X)) tel que t = c;(ty,. .. ),

C ={c1,...,cm} ouny est Uarité de c; et
At,C) = {ci(zr,.zn) | T1,- . Zn, EX AL L<I<MALF#G}
Ui<kgn, feilty, s o b=y ¥ s Bpga - < 1 Tn;) | Tht1s--- %, € X At € A(t,C)}
avec toutes les variables de t1,. .., tk—1. ', Thyr,-- -y Tn; SONL distinctes,

alors A(t,C) est un complément de t.

Preuve:
e I{(t)NI(A(t,C)) = 0 est évident,
e I(t) UI(A(,C)) =T(C) en effet: soit s un terme de T(C).

si la racine de s est ¢; avec t #£ j

alors s € I(A(t,C)) car s est une instance de ¢;(x1,....Zy,)

sinonsoit s = ¢;{sy,.-., an)

sl il existe o telle que o(t) =5
alors s € I(t)
sinon nous construirons ¢ de la fagon suivante:

soit k € [1,n;] tel que
Vh <k Fop € B(C,X) op(th) = sn
et ¥p € B(C, X) plix) # s
Donc Jop, € B(C, X) It € A(t,C) or(t') = s
or puisque t est linéaire, o est définie comme suite:
cas z € V(tp) avec h < k alors o(z) = op(x)

ze V() alors o(x) = op(x)

r =gz, avec h >k alors o(x) = s

et nous avons: o(c;(t1..... TR S 7 S DU L)) =s
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et par suite s € I{A(t.C)).

Exemple 3.6 Soit C = {0, s,p},
A(0,C) = {s(z),p(x)} . A(s(z),C) = {0, s(0), s(p(z)).p(x)}.

Nous allons maintenant présenter un nouveau concept de complémentarité d une sub-
stitution, qui permet de calculer le complémentaire de I'ensemble des instances closes d une

instance d'un terme.

3.3.3 Complément d’une substitution
Définition 3.5 Une substitution o est linéaire si et seulement si

e Vx € D(o) o(x) est linéaire,
et

° V(z,y) € D(0)* x#y==V(o(z))NV(o(y)) =0.
Autrement dit, o transforme tout terme linéaire en un terine linéaire.

Définition 3.6 Soit o une substitution linéaire de £(C, X ). Nous appelons complément
de o, Uensemble B(o,C) de toutes les substitutions p telles que:

e p#o,
e D(p) = D(0).

o Vz € D(p) p(z) € A(o(x).C)V p(z) = o(z).

Exemple 3.7 Soient C = {0,s,p} et 0 = {& «— 0,y «— s(v). 2z — u}

B(o,C) = { { ¢ «— s@@) , y «— s(v) , z — u }
{ z — p@) .y — sv) ., 2z — v k
{ z «— 0 y «— 0 , 2 — u }
{2z «— s(@) , y — 0 .z — u }
{2 «— p@) .y «— 0 sz o— u h
{ £ «— 0 v — p¥) .z — u k
{ = «— s(z) y «— p¥) , z — u kL
{ 2 — p@) .y — pl¢) , 2z — u } }

Le concept du complément d’une substitution permet de calculer facilement I(t) © I(o(t))
pour t € T(C, X).
La procédure 6.6 (resp. la procédure 6.7) décrit cette méthode pour calculer le com-

plémentaire d'une substitution {resp. d'un terme).
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Proposition 3.2 Soient t un terme de T;(C, X) et o une substitution linéaire.

o I(t) = Upen(o,c)l(p(t)) U I(0(t)),
et

e Vp e B(0,C) I(p(t))NI(o(t)) = 0.

Preuve: Par définition du complément d une substitution.

Remarque 3.2 La restriction posée concerne la linéarité de la substitution o et non pas
la linéarité du terme t ou du terme o(t). En effet si par ezemple C = {0, s} et

o= {y «— s(z)} alors I{y +y)© I(o(y+y)) =I(y +y) ©I(s(x) + s(z)) = I(0+0).
Cependant nous pouvons étendre cette méthode aux cas ot le systéme de réécriture n'est

pas linéaire a gauche.

Le théoréme suivant donne une condition suffisante pour tester le concept de recou-

vrement.

Théoréme 3.2 Soient T' et S deux sous-ensembles de T'(F,X). T couvre S si l'une des

deuz conditions suivantes est satisfaite:

1. S est vide,

2. il existe deur termest € T et s € S unifiables par une substitution linéaire o et tels
que: (T'© {t}) U {p(t) | p € B(o,C)} couvre (S© {s})U{p(s) | p € B(0.C)}.

Preuve:
1. Si S est vide, c’est évident.

2. Soit s un terme de S. Puisque T" couvre S il existe un terme ¢ de T tel qu'il
existe une instance de s qui est égale a une instance de ¢t. Donc il existe
une substitution o telle que t et s sont unifiables par ¢. Etant donné tous
les termes de S sont linéaires, en particulier s, donc la substitution o est
linéaire.

Soient T' = (T & {t}) U {p(1) | p € B(0.C)} ev 5" = (5 © {5}) U {pis) |
p € B(0.C)},

par la proposition précédente nous avons:

IT) = KT o {tHhuI(t) =I(T e {t}) U(Usepwucl(p(t) Ul(a(t)) =
I(T"y U I(o(t)),

de la. méme fagon nous avons:

1(S) = I(Se {s}) UI(s) = I(S © {s}) U (Upepio.)(p(s)) U I(a(s))) =
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I(S') U I(o(s)).
Donc puisque o(t) = o(s), I(T) contient I(S) si et seulement si (T
contient 7(S).

Terminaison: A chaque étape de l'itération, nous supprimons un terme
s de S. Dans le cas ot le terme s est unifiable avec un terme ¢ de T par une
substitution linéaire o, nous ajoutons & S les instances de s correspondantes
aux substitutions complémentaires de 0. Ces termes que nous ajoutons sont
moins généraux que s et, puisque nous prenons l'unificateur principal o. alors
quelle que soit p une substitution de B(o,C) il n'existe pas de substitution p
de B(o,C) telle que p(s) et p’(t) soient unifiables par une substitution linéaire.
Donc a I’étape suivante, soit p(s) n'est pas couvert par T soit il est couvert
par un terme autre que les termes que nous avons ajouté a I'étape précédente:

or T est fini, donc le processus termine.

Nous allons maintenant présenter le théoréme qui permet de tester la convertibilité
relative d'un opérateur défini f par rapport & un ensemble de constructeurs C. Le test se
fait de la maniére suivante:

Nous partons avec T, = MG(f,R) et S, = {f(2;.....z,)}, puis nous allons répéter le pro-
cessus, décrit dans le théoréme précédent, jusqu’a ce que S soit vide ou qu'il n'existe plus
de termes t € T et s € S qui peuvent étre unifiés par une substitution linéaire. Ceci ar-
rivera certainement puisque nous pouvons prouver que les termes de la forme f(t;.....t,)
produits, par unification ou par calcul de complément, n’ont aucun argument ¢; de taille
supérieure a la taille des mémes termes dans 7T, et S,. Soient Tfin et Sfin les résultats

finaux de ce processus.

3.4 Test de convertibilité

Dans ce paragraphe nous allons proposer un théoréme de test du concept de convert-

ibilité relative d'un opérateur défini par rapport & un ensemble de constructeurs.

3.4.1 Théoréme de convertibilité
Théoréme 3.3

e S5iTy, et Sy, sont vides alors f est relativement convertible par rapport & C sans

ambiguité.

e 5iTyin n'est pas vide et Syin cst vide alors f est relativement convertible par rapport

a C avec ambiguité, c’est & dire que tous les termes de ngn sont définis plus d’une

fois.
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® Si Syin m'est pas vide alors f est relativement convertible par rapport ¢ C si et

seulement si tout terme de Stin est Re-inductiverent réductible.

Preuve: évidente.

S’il y a des relations entre les constructeurs, c’est a dire que R¢ n'est pas vide ou C n’est
pas libre, le test de la Re-réductiblité-inductive est nécessaire pour avoir une condition
nécessaire et suffisante alors que la R¢-réductibilté est suffisante pour avoir une condition
suffisante mais pas nécessaire, pour tester la convertibilité relative d un opérateur défini

comme le montre 'exemple suivant.

Exemple 3.8 Soit C = {0,s}, D = {+} et supposons que l'ensemble des axiomes.

spécifiant les entiers modulo 2, est donné par le systéme de rééceriture suivant:
R = { s(s(0)) — 0O
O0+z - T
s(0)+x — s(z) }.
+ est relativement convertible par rapport ¢ C car s(s(z)) + y est Re-inductivement ré-

ductible méme s'il n'est pas Rc-réductible.

La troisieme sorte de résultats retournés par I’algorithme, S fin, est trés intéressante
puisqu’elle donne la forme de tous les termes o 1'opérateur f n'est pas défini. dans le cas
olt ils ne sont pas Rc-inductivement réductibles. Cette propriété rend cet algorithme trés
utile dans un environnement de programmation fonctionnelle ou dans les types abstraits de
données, comme nous allons le voir dans les exemples ci-dessous. Puisque ces termes sont
obtenus par unification, alors ils sont, dans un certain sens, les plus généraux possible car
nous prenons toujours l'unificateur principal. Ce qui permet de dire que cette méthode est
meilleure que la méthode fondée sur les arbres de motifs qui est présentée par E. Kounalis
[40], ainsi que celles de D. Plaisted [59] et D. Kapur, P. Narendran et H. Zhang [35].

Lors de I'unification, il est indispensable de prendre 'unificateur principal pour que
la procédure termine comme le montre l'exemple suivant. Dans (67]. J. J. Thiel pense
qu’utiliser 'unificateur principal n’est pas indispensable, mais qu'il s’agit simplement d'une
artifice visant a accélérer 1'algorithme, I'exemple suivant contredit cette affirmation et

montre que la procédure peut diverger lorsque nous ne prenons pas l'unificateur principal.

Exemple 3.9 Reprenons l'ezemple 3.1.
{0+ v} couvre {0+ z;} avec oy = {x; «— O.y; «— 0},
{0+ s(y2)} couvre {0+ s(x2)} avec 0g = {T3 «— 0,y «— 0},
{0+ s(s(y3))} couvre {0+ s(s(xz3))} avec o3 = {z3 — 0.y3 — O},

{0+s"(y)} cou.v're {0+ s"(x)} ¢.wec 0n = {x — 0,y — 0}.

La procédure 6.4 décrit cette méthode pour tester la convertibilité d'un opérateur par

rapport & un systéme de réécriture et un ensemble de constructeurs.
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Remarque 3.3 Cette méthode reste valable pour les systémes de réécriture équationnels
RUE en prenant la E-unification, ¢’est a dire l'unification modulo E. Elle n'est utile donc
que pour les théories E pour lesquelles nous connaissons un algorithme de E-unification
et de E-filtrage.

Si T ne contient que des termes linéaires, cette procédure est une procédure de décision
pour Ja convertibilité relative mais cette méthode peut ne pas fonctionner dans certains
cas ol le systéme de réécriture n'est pas linéaire a gauche. En général, nous prenons
So = {f(z1,...,2n)}, mais l'algorithme peut échouer si toutes les substitutions unifiant
les termes sont non linéaires. Cependant un autre ensemble S,, relativement convertible
par rapport a C et non ambigu, peut ramener a4 bien le processus. Suivant le degré, le

nombre d’occurrences d’une méme variable, de la non linéarité du systéme de réécriture.
So =Ueecl flzr,.. @1,
iy, --- 73/72,)3
Lhglse- ,IEn)
C’est le cas de 'exemple suivant di & E. Kounalis [40].

3.4.2 Exemples

Exemple 3.10 Soit f la fonction gui calcule le report d’un additionneur binaire. qui est
aussi la fonction "majorité” dans un systéme insensible aux défaillances [68].
Sotent C = {1,0}, D = {f} et R le systéme de réécriture suivant:
R = { flzz,y) — @
fl,y,2) — =
fly,z,x) — = }.
Nous avons: f(z,y,z) = z oy oz avec la désignation booléenne suivante: 0 = vrai. 1 =

fauz et o = ou-exclusif.

Pour tester la complétude relative de cette spécification, ou la convertibilité relative de
f par rapport & C, nous pouvons prendre S, = {f(u.v,1), f(u,v.0)}. qui est relativement
convertible par rapport @ C et non ambigu, en effet:

{f(z,z,y), f(z,y.z), fly,x.2)} couvvre { f{u,v,1), f(u.v,0)} car f(x,x,y) et f(u.v,1) sont
unifiables par 0 = {u «—— x,v +— x.y «— 1} qui n'est pas linéaire. Cependant
f(z,y,x) et f(u.v,1) sont unifiables par 0 = {x «— 1,y «—— v,u «— 1} qui est linéaire.
B(g,C) = { {z+— 0,y —v,u+——1}

{r «— 1,y «— v,u «— O};

{z 0,y «— v,u «— 0} }.
{f(z,z,9), f(y,2,z), f(0.v,0)} couvre {f(u.v,0), f(0,v,1)} car
f(y.z,z) et f(u,v,0) sont unifiables par o = {x «—— 0,y «—— u,v «— 0} qui est linéaire.
B(o,C) = { {z—1,y+—u.v+— 0}

{2 — 0,y — u,v — 1};

{z+—1l.y—u,ve—1} }.
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{f(x,z,y), f(0,v.0). f(u,1.1)} couvre {f(0.v.1). f(u,1,0)} car
flz,z.y) et f(0.v.1) sont unifiables par o = {x — 0,y «— 1.v «—— 0} qui est linéaire.
B(o,C) = { {ze—1,y+—0,v 1}
{z — l.y — 1,v «— 0}:
{re— 0,y «— 0.v — 1}:
{e — 1lye—1,0 1}
{x e— 1.y «— 0,v — 0}:
{re—0.y e— 1.v — 1}
{z +— 0,y «— 0, — 0} }.
{f(0,v,0), f(u,1,1), f(1,1,1), £(1,1,0). £(0,0,0)} couvre {f(u,1.0), f(0,1,1)} car
f(0,v,0) et f(u,1,0) sont unifiables par 0 = {v «— 1,4 «—— 0} qui est linéaire.
B(o,C) = { {v+«—0,u—0};
{ve—0,u—1};
{v —1lu—1} }.
{f(x,1,1), £(1,1,1), f(1,1,0), £(0,0,0)} couvre {f(1,1,0), f(0.1.1)} car
f(u,1,1) et £(0,1,1) sont unifiables par 0 = {u «— 0} qui est Linéaire.
B(0,C) = {{u — 1}}.

{Ff(1,1,1), f(1,1,0), f(0,0,0)} couvre {f(1.1,0)} car

f(1,1,0) et f(1,1,0) sont unifiables par la substitution identité qui est linéaire.
{Ff(1,1,1), £(0,0,0)} couvre 9.

Donc f est relativernent convertible par rapport ¢ C et les deux termes f(1.1,1) et £(0,0,0)

sont définis plus d’une fois.

Exemple 3.11 Reprenons U'ezemple LISTE présenté dans le chapitre 2.
Sotent C = {[], a,b,[-],@}, D = {flatten} et R le systéme de réécriture suivant:

R = { [l@z — T
z@[] -
(zQy)Qz — zQ@(yQz)
flatten([]) — ]
flatten([x]) —  flatten(x)
flatten(a) — a
flatten(bd) — b
flatten(a@zx) — aQflatten(z)
flatten(b@z) — bHQflatten(x)
flatten([x]@y) — flatten(zx)@flatten(y) }.

Pour tester la complétude relative de cette spécification, ou la convertibilité relative de
flatten par rapport & C, nous prenons:

T, = { flatten(]]); flatten([x]); flatten(a); flatten(b); flatten(a@x); flatten(bQr):
flatten([z]@Qy) } et S, = { flatten(u) }.

Aprés le déroulement du processus de recouvrement sur T, et S, nous obtenons:

Tiin =0 et Sgi = { flatten([|@z1); flatten((z2Q@x3)Qxq) }.

Or tous les termes de Sy, sont réductibles donc flatten est relativement convertible par

rapport & C sans ambiguité et par suite R est relativement complet.
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La procédure 6.3 décrit cette méthode pour tester la complétude relative d un systéme

de réécriture par rapport & un ensemble de constructeurs.
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4
»~-COMPLETUDE

Dans le présent chapitre nous allons traiter des problémes qui se sont posés
lors de I'étude de la propriété de la w-complétude d une spécification algébrique.
Nous avons pu résoudre certaines questions, mais le probléme général reste
ouvert. Pour cela nous avons étudié de nombreux exemples que nous présentons

dans ce chapitre.

4.1 Introduction
La premiére question qui se pose lors d'une étude d'une propriété est sa décidabilité.

Question 4.1 FEst ce que la propriété de la w-complétude d une spécification est décidable

ou non ?

A notre connaissance, la vérification de la propriété de la w-complétude n'a jamais été
étudiée pour elle-méme mais a 'occasion d’exemples bien particuliers. Cette propriété est

reconnu par la communauté comme indécidable.

e A. Tarski [65] est le premier & évoquer le probléme de la w-complétude lors d'une
étude systématique du théoréme de complétude pour la logique équationnelle. Il pose

en particulier le fameux ’probléme de lycée: “high sckool problem™.
‘ | e G. D. Plotkin [60] a étudié la non w-complétude du A-calcul.

e L. Henkin [24] a étudié la w-complétude de la spécification des entiers naturels dans

le cadre de la logique équationnelle.

e W. Taylor [66] a donné une liste d'exemples de théories spécifiables par un ensem-
ble fini d’équations. finitely based, et une liste d'exemples non spécifiables par un
ensemble fini d'équations dans le cadre d'une étude bibliographique sur I'algébre

universelle.

61
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] s E. Paul [57] a étudié la w-complétude. sous le nom de la complétude-inductive. d'un
certain nombre d'exemples de spécifications. dans le contexte du test de la validité
d'une équation dans l'algébre initiale associée & une spécification. par complétion
inductive. C’est dans ce méme cadre que nous sommes amenés a étudier cette pro-

priété.

e J. Heering [23] a étudié la w-complétude d'un certain nombre d’exemples de spécifi-

cations, dans le cadre de I'évaluation partielle des programmes.

4.2 Définition de la w-complétude

Avant de donner la définition de la w-complétude, nous allons rappeler la notion de

validité qui sera utilisée plus loin.

E Définition 4.1 Soient A un ensemble d équations et t| = t2 une autre équation.

t| = to est valide dans la variété équationnelle M{A). ou est un théoréme équationnel, ce
qui est not€ t1 =4 to. si et seulement sit) = to est une conséquence de A par une suite
de remplacement d égauxr par des égouz. t; = tp est valide dans lalgébre initiale I(F, A).
ou est un théoréme inductif. ce qui est noté t; =;, 4.4y t2, si et seulement si pour toute
substitution o de L(F) o(t1) =, o(t2).

A cause de la complétude de la logique équationnelle, la preuve de la validité équa-
tionelle se fait par un simple raisonnement équationnel, c’est a dire par des remplacements
d’égaux par des égaux. Dans le cas de la validité inductive, les équations closes restent
prouvables par un simple raisonnement équationnel par contre les équations avec variables
nécessitent un raisonnement par récurrence en général, comme nous l'avons vu dans le

chapitre 2.

Remarquons que tout théoréme équationnel est un théoréme inductif. La réciproque

est fausse en général.

Définition 4.2 Soit (S, F. A) une spécification. (S.F. A) est dite w-compleéte si et seule-

ment si tout théoréme inductif est un théorémne équationnel.

Autrement dit, la validité dans I{F. A) devient équaiionnelie et par suite touie consé-
quence inductive de A est obtenue par un pur raisonnement équationnel.

Dans une spécification w-complete, la théorie inductive et la théorie équationnelle

coincident.

Exemple 4.1 Soit la spécification (S.F,A) des entiers naturels muni des opérations

d’addition et de multiplication tel que:
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S = ENT_N AT,

F = { 0,s.4.% }-

A = { z+0 == =z
x+s(y) == s(z+vy)
xz*0 == ()
vxs(y) == z+(zxy) ).

Cette spécification n'est pas w-compléte. Elle devient w-compléte [23] [24] si nous lui ajou-

tons l'ensemble A’ d équations suivant:

A = { z+y == y+z
z+(y+z) == (z+y)+z
Txy == yx<I
rTx(yxz) == (Txy)xz
cx(y+2) == (zxy)+(@*z) }

qui expriment la commutativité et l'associativite de + et x ct la distributivité de + par

rapport ¢ x. Si nous ajoutons l'opérateur @ défini par l'ensemble A" d 'équations suivant:

A" = { zQO ==
0Qz == 0
s(x)Q@s(y) == s(zQy) },

alors la nouvelle spécification n'est plus w-compléte et nous ne pouvons pas la rendre
w-compléte par l'adjonction dun ensemble fini d équations {12]. Nous pouvons noter les

théoremes suivants:

A" = { 2@ = T
(x+9y)Qz == z+y

zQ@(z+y) == 0

4.3 Etude de la w-complétude

Dans toute la suite, nous allons parler de la w-complétude d'un systéme de réécriture
de termes au lieu de la w-complétude d'une spécification.

Les deux techniques principales utilisées dans la littérature pour tester la w-complétu-

de d'un systeéme de réécriture de termes donné sont les suivantes.

4.3.1 Méthode de discrimination

Cette technique est basée sur le théoreme suivant:

Théoréme 4.1 Soit R un systéme de réécriture convergent.

R est w-complet si et seulement si

V(u,v) e T(F.X)? ul#v] = FoeI(F)o(wl)lFowl].
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Preuve: Par définition de la w-complétude, R est w-complet si et seule-

ment si

V(U,'U) € T(F'X)l U =ind(Ay Y = u=jv
3 (N
U=aU l___in(l(.«l) vl':A v ul: 'Ul

I3
Vo € Z(F)o(ul) =4 0(v])

)
o(ul])l=o(v])!|

Donc R est w-complet si et seulement si

V(u,v) € T(F,X)? Vo€ Z(F)o(ul)l=0w])]l = wul=v]

et par contraposition nous avons: R est w-complet si et seulement si
V(u,v) e T(F,X)? ul#v] => 3JoeZ(F)o@|)|#o(w])].

Cette technique a été utilisée pour vérifier la w-complétude des exemples cités dans
[45) et [46].

Exemple 4.2 Soit le systéme de réécriture spécifiant un monoide libre a deux éléments

suivant:

F = { euab,. }.

R = { =ze -
e.x - T

(z.y).z — =z.(y.z) }.
L’algébre initiale T'(F) | p est le monoide libre ({a,b},.)* et l'algébre générique T(F. X) | g

est équivalente ¢ ({a,b} U X, .)".
Soient u| et v] deux termes de T(F,X) | g tels que u|# v ].
3(c,d) € ({a,b} U X)? tel que c #d, ul=t.c.t/ etv|=t.d.t".

cas ¢ € {a,b} etd € {a,b} alors Vo € & o(ul)|#o(v])]
cea,betd=z alors sic=a (resp. c=1b)
alors soit 0 = {& «—— b (resp. x «—— a)}
donc o(ul)|#F o(v])]
c=zetd=y alors soit 0 = {x «— a,y — b}

done o(u])|# o(v]) L.

Donc ce systéme de réécriture est w-complet.

Exemple 4.3 Soit le systéme de réécriture spécifiant les entiers relatifs suivant:
F = { 0,0,
R = { o(0) - 0
o(o(zx)) - T
s(o(s(z))) — o(z) }

avec O est zero, o est l'opposé et s le successeur.

La forme normale des termes clos est sous ['une des formes suivantes:
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0

s™(0) pour 1 >0 (ou s*(0) = s(s(...(s(0))...)))

o(s™(0)) pour mn > 0. 4

La forme normale des termes de l'algébre générigue T(F. {z}) | g est sous 'une des formes
suivantes:

s™(x) pour n >0
s"(o(x)) pour n >0 .
o(s"()) pour n >0 s
o(s™(o{(x))) pour n >0.

0(0(2:)) =o(x))

Sotent u| et v| deur termes de T'(F,{x})|p tels que u [# v ] .

cas u| = s"() alors
casv| = s"(o(x)) alors
cas n=m glors soit 0 = {z +— s(0)}
o(ul)i=s"t1(0) et o(v])]|=s""1(0)
donco(ul)l#o(vl)]
n # m alors soit ¢ = {x «— 0}
o(ul)l=s"0) eto(v])|=s5"(0)
donc o(ul)l#o(v])]
v |= o(s™(z)) alors soit 0 = {& «— 0}
o(ul)l=s"(0) et a(v])|= o(s™(0))
donco(ul)l#o(v])]
v]= o(s™(o(x))) alors soit ¢ = {x «— 0}
o(ul)l=s"(0) et o(v]) l= o(s™(0))
donc o(ul)]# o(v])|
ul = s"(o(x)) alors
cas v} = o(s™(x)) alors soit 0 = {x — 0}
o(ul) = s"(0) et o(v]) = 0o(s"(0))
done o(u ) |# o(v]) |
v]=o(s™(o(x))) alors soit ¢ = {x +— 0}
o(ul)i=s"(0) et o(v])i=o(s™(0))
donc o(ul)|# o(vi)l
u = o(s™(z)) alors v i= o(s™ (o))
cas n =m alors soit 0 = {& — 5(0)}
o(ul)l=o(s"11(0)) et o(v])|= o(s"71(0))
donc o(ul)|# o(v])|
n # m alors soit 0 = {x — 0}
o(wl) 1= o(s(0) et a(v]) 1= o(s™(0))
donc o(ul)l#o(v])].

Donc ce systéme de réécriture est w-complet.
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4.3.2 Méthode polyndmiale

Cette technique est basée sur le théoréme suivant: Soient G une grammaire de termes
engendrant T'(F, X) | p et L(G) le langage reconnu par G. autrement dit. les termes de

T(F, X) | r qui sout sous une forme polynéomiale canonique nous avons:
VteT(F,X) 3ls € L(G) t =g s.

Théoréme 4.2 Soit R un systéme de réécriture convergent. R est w-complet si et seule-
ment si
V(t1,t2) € T(F,X)*  t), =inak) t2 <= rep(t1) = rep(t2).

ot rep(t) est la représentation polynomiale d'un terme t par une grammaire des formes
normales d’un systéme de réécriture et = est l'équivalence syntazique.
Preuve: évidente.

Cette technique a été utilisée pour vérifier la w-complétude des exemples cités dans
[23] et [57].

Exemple 4.4 Soit le systéme de réécriture spécifiant les entiers naturels construit a par-

tir de 0, 1 et + comme suite:

F = { 01,+ 1,
R = { z+0 — I
z+y — y+z

T+ (y+2) — (e+y)+z }
Ce systéme de réécriture est w-complet. En effet, soient t; et tz deur termes de T(F.X)

tels que ty =inq(r) t2- En utilisant le systéme de réécriture R puis en regroupant les sous-
termes identiques, t, et t2 peuvent se mettre respectivement sous les formes suivantes:

rep(ti) =14+ -+ D+ (@ +--+z))+- -+ (zp+--+ 1)
~ N

—~

ng 1 np
et
Tep(t2)=(\1+---+ll)+@1 +"’+$1)+"'+(xp+"'+$p)
- ~ % —————
my mij mp
Les z; étant des variables distinctes apparaissant dans t; ou t2. Les n; ou m; sont
ventuclloment nuls, auguel cas la variable x;, ou la constante 1 pour ¢ = 0, n'apparait mae

tp. Soit o9 = {z; «— 0| j € [L.pl} co(rep(t1)) =r go(rep(t2)) émplique que

dans ty, ou
14--+1=gl+---+1. Dot d’aprés la théorie des polynémes nous avons ng = mg.
g 1;1?

Soit oy = {z; —— 1.z; — 0| j € [l Aj # 6} oi(rep(t1)) =g oilrep(ts)) implique que
14---+1=pg 1l+---4+1. Dot d'aprés la théorie des polynémes nous avons n; = my;

~~ S\ —
™m,

n;
pour tout 1 € [1.p]. Domc rep(ty) et rep(ts) sont identiques.
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4.3.3 Enrichissement w-complet

En pratique, nous ne pouvons pas utiliser directement ces deux approches car elles
introduisent la, manipulation d'ensembles infinis. Nous allons exposer une autre méthode

plus générale. Nous allons d'abord poser une question assez naturelle.

Question 4.2 Soit P = (S, F, Ap) une spécification. existe t-il une spécification
Q= (S,F, Ag) telle que:

e Ag D Ap et Ag est fini,

o [(F,Ag)=I(F,Ap).

e () est w-compléte.
Autrement dit, étant donnée une spécification, admet elle toujours un enrichissement
protégé, fini et w-complet 7

La réponse est en général "non”, car sinon I'induction serait axiomatisable au premier

ordre ce qui n'est pas vrai. et comme le montre I'exemple suivant:

Exemple 4.5 Soit la spécification (S, F, A) des entiers relatifs telle que:
S = ENT_REL,

F = { 0,s,p.+ 1,
A = { z+0 ==
T+ s(y) == s(z+y)
»(0) === 1)
pis(@) ==« .
A = { z+y == y+=z
z+(y+z) == (@+y)+z }
U { p(z+=) == plz)+=z

plt+z+zx) == plz)+z+rz

Nous ne pouvons pas obtenir un enrichissemen.t fini et w-complet. Il y a une infinité
de théorémes inductifs indépendants dans A' qu’il faut ajouter ¢ A. Remarquons que
p(z +y) = p(z) + y n'est pas un théoréme inductif. En effet p(0+ 5(0)) = p(s(0+0)) =
p(s(0)) = 0 alors que p(0) + 5(0) = 04 s(0) = s(0+ 0) = s(0).

Dans cet exemple le domaine de l'algébre initiale est infini, nous pouvons penser que

dans le cas contraire ce serait possible. L'exemple suivant montre que se n'est pas le cas.

Exemple 4.6 Soit la spécification su.vante die @ R. C. Lyndon [50]:
F = { 0.e,by,bocdy,do,x },

A = { x est partout égal a O sauf en:
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cxe ==
cxb, ==

o ¢,j=1,2.

3

dixe ==

di*bj ==

A = [ Oxz == 0
zx0 == 0

0

)

R ae

THx(yxz) ==
(¢ (1 * x2) *xx3) -
((-++ (w1 % z2) % x3) -
ou n=12,....
Dans cet exemple le domaine de i'algébre initiale de la variété équationnelle est fini mais

) kg ) *
clrzp)xxy == (- ((Tyxx2)x23) ) xkx,

nous ne pouvons pas obtenir une spécification finie et w-compléte de lopérateur x. Il y
a une infinité de théorémes inductifs indépendants dans A’ qu’il faut ajouter & A. Cette
spécification est w-compléte.

Probléme 4.1 Comment et sous quelles conditions une spécification admet elle un enri-

chissement w-complet fini ?

Autrement dit, existe t-il une axiomatisation finie dont tous les théorémes inductifs
peuvent étre démontrés équationnellement 7

La réponse est en général "non”, car axiomatiser la w-complétude est la méme chose
qu’axiomatiser l'induction.

Cela nous amene & chercher quand une équation t; = to peut étre un théoréme induc-
tif 7

Les questions suivantes se posent:
e ¢ et/ou to doivent-ils étre en formes normales 7
® t; et/ou ty doivent-ils étre inductivement réductibles 7

o ... 7

Les réponses de ces deux premiéres questions sont:

e t, et t doivent étre en formes normales car nous cherchons l'existence de théorémes

inductifs qui ne sont pas équationnels.

e t; et to ne sont pas obligatoirement inductivement réductibles en general comme e

montrent les exemples suivants:

Exemple 4.7 Soit la spécification d un groupe engendré par un seul élément suivante:

F = { eua,* 8
A = { zxe ==
zx(yxz) == (Txy)*xz

r*1i(x) == e e
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Ty = y*xzx, commutativité dun groupe engendré par un seul élément. est un théoréme
inductif alors que xxy n'est pas inductivement réductible en effet auxa. qui est une instance
close de x xy, n'est pas réductible par rapport au systéme de réécriture associé a A en

orientant les équations de gauche 4 droite.

Exemple 4.8 Soit la spécification suivante:
F = { abf.g }.
A = { flo == g(a)

9(b) == f(b) }.

f(x) = g(x) est un théoréme inductif alors que ni f(x) ni g(x) n'est inductivemnent ré-
ductible par rapport au systéme de réécriture associ€é ¢ A en orientant les équations de

gauche g droite.

4.3.4 w-complétude relative

Nous allons nous restreindre aux théorémes orientables en regles de réécriture et aux

systémes de réécriture convergents dont la réductibilité inductive est décidable.

Définition 4.3 Soient R un systéme de réécriture convergent et < un ordre de réduction
qui assure la terminaison de R. R est relativement w-complet par rapport & < st et seule-

ment si tout théoréme inductif et orientable par < est un théoréme équationnel.

Lemme 4.1 Soit R un systéme de réécriture de termes orienté par un ordre <. Si R est

w-complet alors R est relativernent w-complet par rapport a4 <.

La réciproque est fausse, car il peut exister des théoremes inductifs non orientables en
régles de réécriture, comme nous I'avons vu dans 'exemple 4.1 olt la commutativité est un
théoréme inductif orientable par aucun ordre.

La w-complétude relative peut servir entre autre pour tester la non w-complétude d'une
spécification.

Dans le cas de la w-complétude relative. au moins un des deux termes de I'équation doit
&tre inductivement réductible. C'est en particulier le membre gauche. aprés orientation

de I'équation.

Théoréme 4.3 Si tout terme en forme normale a au moins une instance close en forme

normale alors R est relativement w-complet par rapport & <.

Preuve: Parl'absurde. Supposons que R n’est pas w-complet par rapport
4 <. Donc il existe une équation en forme normale f; = t» orientable par

rapport & < telle que t| =;,4(g) t2 €t 1 #p ta. Supposons que t| = ?» s'oriente
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par rapport & < en t; — t¢;. Soit ¢ une substitution close. Nous avons
o(t1) l=o(t2) | et o(t2) |< o(t2) < o(t1). Donc o(t1) # o(t1) |. Donc t;. qui

est en forme normale, n’a aucune de ses instances closes en forme normales.

Définition 4.4 Soitt un terme de T(F. X).

La profondeur de t est définie par:

o 1 te XVte F.
maz({prof(ti)....,prof(t,)})+1 t=f(t1.....t.)AfEF, An>0.

La profondeur d’une régle est égale a la profondeur du membre gauche de la régle.

Pour que le théoréme précédent soit opérationel nous pouvons essayer de résoudre le

probléme suivant:

Probléeme 4.2 Existe t-il un entier naturel « tel que: st tout terme en forme normale de
profondeur inférieure ou égale & o a une instance close en forme normale alors tout terme

en forme normale a une instance close en forme normale.
La détermination de a n’est pas simple, comme le montre 1'exemple suivant:

Exemple 4.9 Soit n un entier naturel.
= {+} Uig[o,n] G, ot
= {ai, fi} ot arité(a;) =0 et arité(f;) =1,
= UiE[DJZ]Ri ou
filai) = a;
filfilz)) = =
file+y) — filz) + fily) }-

Tout terme irréductible de profondeur inférieure ou égale @ E(logon)+1 ot E est la partie

BN QN

CA

i

entiére et log, est le logarithme & base 2. est non inductivement réductible. Alors qu’il
eziste des termes inductivement réductible, de profondeur supérieure. comme par exemple:

fi(@) + (fo(z) + (- (fa-1(@) + fal2)) - ).
Nous pouvons tout de méme espérer résoudre les deux problémes suivants:

Probléme 4.3 Eziste t-il un entier naturel 3 tel que: si tout théoréme inductif de pro-
fondeur inférieure ou égale a 3 est €quaitionnel wlors i i'eriste plus de théoidine vaucty

et par suite R est w-complet par rapport 4 <.

Probléme 4.4 Eziste t-il deux entiers naturels -y et 8 tels que: sl existe un théoréme in-
ductif de profondeur comprise entre y et 8 alors il existe une infinité de théorémes inductifs
indépendants, ¢’est & dire non équationnels. et par suite R n'admet pas d’enrichissement

fini w-complet par rapport & <.
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Si ce dernier probléme est résolu, nous pouvons nous passer de la restriction sur la fini-
tude de I'enrichissement, en utilisant le concept de méta-théoréme qui sera une extension
du concept de méta-régle [KIR 87].

4.4 Deécidabilité de la w-complétude

Nous allons nous restreindre dans ce paragraphe au cas des spécifications ou le domaine
de 'algebre initiale de la variété équationnelle associée est fini pour décider la propriété de
w-complétude. Méme dans ce cas, il existe des spécifications algébriques qui n'admettent
pas un enrichissement fini w-complet comime le montre I'exemple 4.6 di a R. C. Lyndon
[50].

Nous allons étudier maintenant un cas particulier ou la w-complétude est décidable.
L’idée de base est de se restreindre au cas ou le domaine de l'algébre générique de la variété

équationnelle & un renommage des variables prés est fini.

Théoréme 4.4 S’ n’y a gu’un nombre fini de termes a un renommage des variables prés

et & une égalité prés alors la propriété de la w-complétude est décidable.

En effet, il suffit de prendre tous les couples de termes et de tester chaque fois si c’est
un théoréme inductif ou pas en le vérifiant cas par cas, ce qui peut étre fait exhaustivement
puisque le domaine de ’algébre initiale de la variété équationnelle, ou I'ensemble des termes
clos modulo la variété équationnelle, est fini s’il n'y a qu'un nombre fini de termes & un
renommage des variables prés et & une égalité prés. Le nombre de couples, 2 un renommage

des variables pres, étant fini, la w-complétude est décidable.

Exemple 4.10 Soit la spécification suivante:

F — { e,a. x }1
A = { exzx==zrxe==u
Th(yxz) == (cxy)xz==e¢

Le domaine de l'algébre initiale de M (A) est {e,a,a*a} et le domaine de l'algébre générique
sur X de M(A) d un renommage des variables prés est {e,a.x,axa,x *x,x xy}. Cette

spécification n'est pas w-compléte car x * y = y * T est un théoréme inductif.

les orammaires d’arbres. gul nermet de tester 12 v
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Ca sera, en particulier, le cas pour le domaine de l'algébre initiale et pour celui de l'al-
gebre générique d'une variété équationnelle. Cette méthode permet aussi d'engendrer le
domaine de I'algébre initiale et celui de 1'algébre générique d'une variété équationnelle.
Soient X un ensemble infini de variables, supposé toujours dénombrable, et R un syste-
me de réécriture convergent dont le domaine de I'algébre initiale de la variété équationnelle

associée est fini.
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La notion de renommage des variables peut étre formalisée par la relation suivante.

Définition 4.5 Soit ~ une relation sur T(F.X)|% définie par:
(t1.tg) ~ (8. th) == Fo : V(1) UV (t2) — X injective telle que: o(t1) = t| et o(t2) =t

La relation ~ est une relation d’équivalence. L’ensemble des couples de termes 3 un

renommage des variables prés et a une égalité prés est T'(F. X) 1%/~

Soit profc((ti,t2)) = sup({prof(t1). prof(t2)})-

Lemme 4.2 Soit n un entier naturel.
{(t1,22) | (t1.t2) € T(F, X) 1% /~ Aprofe(titz) =n} est fini.

Preuve: Soit o = sup({arité(f) | f € F}). Un terme de profondeur n
a au maximum o variables distinctes. Donc il suffit de se restreindre a un
ensemble X’ fini de variables de cardinal 2 * a®. K = {(t1,t2) | (t1,t2) €
T(F,X') |} Aprofc(t,t2) = n} est fini. V(t1,t2) € K J(#.th) e K o
V(t1) UV (ts) — X' injective telle que: o(t;) = t) et o(t2) = t5.

Lemme 4.3 T(F,X)|% /~ est fini si et seulement si sup({prof(t) |t € T(F, X) LRr}) est
fina.

Preuve: évidente.

Exemple 4.11 Le type abstrait BOOLEEN peut étre construit 4 partir des constantes

vrai et faur, et de l'opérateur unaire de négation —.

F = { wrai. fauz,~ },
R = { -wra — faux
-~ faux — vrat
St — z }
T(F)lr = { wrat, foux }

T(F,X)|r /[~ = { vrai, fauz, z,-z }.
Il n'y a plus de théorémes inductifs formés de couples de termes de T{F,X)|gr /~. donc

cette spécification est w-compléte.

Nous présentons dans ce qui suit un cas particulier de systémes de réécriture ou le
domaine de l'algébre générique de la variété équationnelle associée & un renommage des
variables pres est fini.

Soient X un ensemble infini de variables et R un systéme de réécriture convergent dont

le domaine de 1'algebre initiale de la variété équationnelle associée est fini.

Nous allons nous situer sous les 3 hypotheses suivantes: Vg — d € R
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H1. prof(y) < prof(d). ou prof(t) est la profondeur d'un terme t.
H2. V(g) = V(d). ol V(t) est 'ensemble des variables d'un terme t.

H3. Vz € V({g) profv(s.g) = profv(x.d), ou profv(x.t) est le maximum des pro-

fondeurs de tous les sous-termes contenant x d'un terme ¢.

Lemme 4.4 Sous les 8 hypothéses H1, H2 et HS,
Vg—deR Vo€ S(F.X) prof(o(g)) < prof(o(d)).

Preuve: évidente.

Lemme 4.5 Sous les 3 hypothéses H1, H2 et HS,
V(t,t") € T(F,X)?> t >t = prof(t) < prof(t').

Preuve: Il suffit de prouver que:
V(t1,12) € T(F, X)? t1 — t = prof (t1) < prof(ta).

Soient t; et t9 deux termes de T(F.X)2 tels que: t; — to.

Or t; — ty implique 3u € G(tp) I¢g — d € R 3o € X(F, X) tels que:
to/u = o(g) et ty = tolu «— o(d)}].

Or prof(t;) < prof(ta) est équivalent & prof(o(g)) < prof(o(d)).

Théoréme 4.5 Sous les 3 hypothéses H1, H2 et H3. si le domaine de l'algébre initiale est

fini alors le domaine de l'algébre générique ¢ un renommage des variables prés est fini.

Preuve: Par I'absurde. Soient o = sup({prof(t) |t € T(F) |g}) et t
un terme de T(F,X) |g tel que prof(t) > . Soit ¢ une instance close de
t, prof(t') > prof(t) donc t' est réductible vers un terme ¢ et prof(t”’) >
prof(t'). Nous recommengons le méme processus pour t” et ainsi de suite

indéfiniment. Ceci contredit le fait que R est ncethérien.

Dans ce cas nous sommes capable de tester la propriété d w-compiétude.
Dans tout ce chapitre nous avons eu besoin du langage des formes normales du systéme

de réécriture, d’ott l'intérét de sa caractérisation. C’est 'objet du chapitre suivant.
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o

RECONNAISSANCE ET
GENERATION DES FORMES
NORMALES CLOSES

Le but de ce chapitre est de présenter une méthode réalisée pour engendrer
le langage régulier d'arbres des termes clos en forme normale par rapport a
un systeme de réécriture de termes linéaire & gauche donné. Ce langage est
isomorphe au domaine de l'algébre initiale associée au systéme de réécriture
donné. Cette méthode permet aussi de décider la finitude et la vacuité de ce
langage.

La méthode proposée consiste a trouver tout d'abord un automate d’arbres,
déterministe fini, qui reconnait le langage d’arbres des termes clos en forme
normale puis & construire la grammaire d’arbres associée. Le langage des
termes clos en forme normale, par rapport & un systéme de réécriture de termes,
étant le complémentaire du langage des termes clos réductibles par rapport au
langage des termes clos. Nous commengons donc par construire l'automate,
déterministe fini, qui reconnait le langage des termes réductibles puis nous

cherchons son complémentaire.

5.1 Introduction

En théorie des langages, le moyen le plus classique pour reconnaitre un langage régulier

O L O e - N - T iy R L T oy | .\.\_,‘1.{,‘
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automates. Un langage cst un cuscmble
de mots et un mot est une suite finie d'éléments d'un vocabulaire donné. Un vocabulaire
est un ensemble fini de symboles appelés lettres.

Pour connaitre si un mot est un élément d'un langage. 'automate de mot fonctionne
de la maniére suivante: Il part d’un état dit initial puis il change d'état en lisant le mot
de gauche & droite. ou I'inverse. jusqu'd ce qu’il arrive a la fin du mot. S'il s’arréte avec

un état dit de satisfaction alors le mot appartient au langage sinon il n'appartient pas au

75
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langage.

Dans le cas des langages d'arbres. un mot n’est plus une suite d éléments d'un vocabu-
laire mais un arbre étiqueté par un vocabulaire dont les symboles. appelés des opérateurs.
sont gradués par une fonction arité qui & chaque opérateur associe un entier naturel. Donc

nous aurons des automates d’arbres.

Les automates sont des cas particuliers des automates darbres et les résultats dans
la théorie des automates de mots restent en général valables dans une forme généralisée
appropriée [52]. De la méme fagon nous introduisons les grammaires d’arbres pour la
génération des langages d’arbres.

H. Comon et J. L. Rémy [11] ont proposé une méthode, basée sur la notion de disuni-

fication [10], pour caractériser le langage des formes normales closes.

5.2 Automate et grammaire d’arbres
Nous allons tout d’abord rappeler certaines notations utiles pour la suite.

Convention 5.1

X : ensemble de variables,

F: ensemble fini d’opérateurs,

F;: ensemble des opérateurs d’arités i ot 1 > 0,
T(F,X): ensemble des termes,

T(F): ensemble des termes clos.

5.2.1 Automate d’arbres

Dans ce paragraphe, nous allons présenter les différentes notions de base du concept

d’automate d’arbres, nécessaires pour les paragraphes qui suivent.

Définition 5.1 Un automate d'arbes A sur F est un triplet (E. S, P) tel que:

e E: ensemble des états de A,

e 5. ensemble des €iuis de suiisfuciion, ou final, de A, ou 5 C E.

o P: ensemble des régles de transition dont la forme est:
fler, ..., e,) — e appelée transition de réduction.
e — ¢ appelée A-transition
ot e, €,e.¢1,....6, € E;f € F, et A est l'arbre vide.

Remarque 5.1
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e Un automate d'arbres est en fait un quadruplet (F,E.S.P). F étant le vocabulaire

des arbres. il reste inchangé durant toute la suite.

e Il n'y a pas d’état initial, comme nous trouvons habituellement dans la Littérature
des automates de mots. En effet. pour f € Fy. constante. nous avons f{) — e
comme point de départ. En fait nous pouvons prendre pour états initiaur 'ensemble

I={e|ceFonc()—e }.

e P est un systéme de réécriture de termes clos dans T(F U E) ou les éléments de E

sont des constantes.

Dans toute la suite, nous parlerons d’automate au lieu d’automate d'arbres sur F, s'il

n’y a pas d’ambiguité sur F.

Convention 5.2
Nous notons —p la relation de réduction associée au systéme de réécriture P et ——p
la fermeture réflezive-transitive de —p. ——p et ——p seront notées respectivement —

* s . 2 y N . -y s
et — en abréviation sl n'y e pas d'ambiguité sur P.

Définition 5.2 Soit A = (E, S, P) un automate. Un état e de F est dit accessible si et

seulement st il existe un terme t de T(F) tel quet ——p e.

Définition 5.3

o Un automate est dit fini si et seulement si son ensemble d étais est fini.

e Un automate est dit déterministe si et seulement st il n'y a aucun terme f(e;....,ep)
tel que fley....,en) — e et f(eg,....ey) —— € o e # € et si de plus pour tout
terme f{ei....,ey) il eriste une transition. En terme de systéme de réécriture cela
signifie que le systéme est “sans superposition” ou "non ambigu” dans la terminologie

d’Huet et Lévy.

e Un automate est dit sans A si et seulement si c’est un automate avec aucune A-

transition.

Remarque 5.2 Un automate déterministe fini peut étre considéré comme une F U E-al-

gebre finie dont le domaine est 'ensemble E.

Définition 5.4

e Un automate déterministe est dit réduit si et seulement si en tant que FU E-algébre

il ne contient aucune sous-algédbre autre que lui-méme.
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e Un automate est dit minimal si et seulement si il est réduit et en tant que F U E-
algébre il ne peut pas avoir d'algébre quotient autre qu 'clle-méme, c’est & dire qu'il
n'y a aucune congruence non triviale. Ce qui revient & dire que son ensemble d 'états

est minimal.
Dans toute la suite. nous ne considérons que les automates finis.

Définition 5.5 Soit A = (F,S, P) un automate sur F.

e Un terme t de T(F') est reconnu par A, si et seulement si il existe un état e de S tel

que t Zipe.

e Le sous-ensemble de T(F') des termes reconnus par A, noté L{A). est appelé langage

d’arbres sur F reconnu par A.

Dans toute la suite, nous parlerons de langage au lieu de langage d’arbres sur F, s'il

n’y a pas d’ambiguité. Comme pour la théorie des automates de mots, nous avons:

Lemme 5.1 Un langage sur F, sous-ensemble de T(F'), est reconnaissable par un auto-

mate indéterministe si et seulement si il est reconnaissable par un automate déterministe.

Nous allons considérer que les automates déterministes durant le reste de ce paragra-
phe. Nous allons voir comment enlever 1'indéterminisme dans le paragraphe suivant.

Pour l'application de la caractérisation du langage des formes normales closes. nous
avons formalisé certains résultats, connus sur les automates de mots, dans le cas des
automates d’arbres. L’utilisation des techniques de la réécriture facilite énormément leurs

démonstrations.

Théoréme 5.1 Soit L un langage sur F reconnu par un automate A = (FE,S.P). Le
langage L', complémentaire de L par rapport a T(F'). est reconnu par l'automate complé-
mentaire A' = (E', 5" P') telque E'=FE, 5 =ES S et P = P.

Dans la suite de ce paragraphe, nous allons étudier la décidabilité de 1’équivalence de
deux automates différents, c'est a dire 1'égalité des deux langages reconnus par ces deux

automates, ainsi que la finitude et la vacuité du langage reconnu par un automate.

Convention 5.3
o La relation sous-terme (Tesp. sous-terme strict) sera noté part = t' (resp. t > t') ou
t' sous-terme de t.

o Le remplacement dans un terme t d'un sous-terme t; de t par un terme ty sera noté

par tt; «— tal.
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Le lemme suivant est relativement intuitif mais fondamental pour la preuve des théo-

rémes qui suivent.

Lemme 5.2 Soit A= (E.,S, P) un automate. Soient t, t', t; et ta quatre termes tels que
t>t ettt =t[t; «—— ty] et e,é deux états de E.
e Aty "me AtTod = t ¢

Preuve: Par induction structurelle sur le terme ¢.

* *
b\, St
2% *#

e t = A: nous avons t; =t et t' = t; et par suite

)

® t = f(s1,....8p): si le remplacement se fait dans un sous-terme s; de ¢
alors par hypothése de récurrence t et ¢’ ont le méme état.
Sity = s; alors ¢’ = f(s1,...,8j—1.%2,8j41,..-.5,) et par suite ¢ et ¢’ ont

le méme état puisque £ et tp ont le méme état.

Le théoréme suivant donne une condition nécessaire et suffisante pour qu'un langage

solt vide.

Théoréme 5.2 Soit A un automate dont le nombre d’états est a. L(A) n'est pas vide

si et seulement si A reconnait au moins un terme de profondeur inférieure ou égale a .

Preuve: La preuve de ce théoreme se réduit a la preuve de la condition
nécessaire. Soit t un terme de profondeur 3 reconnu par A, t —— ey ol e est
un état de satisfaction de A. Si 3 < o alors le théoréme est vérifié. Sinon nous
allons démontrer qu'il existe un terme t’ de profondeur inférieure ou égale a
a reconnu par A. La construction du terme t’. en fonction de t. se fait de la
maniére suivante: t étant de profondeur S alors il existe au moins une suite
de sous-termes (to,...,t3) de t telle que t = 2o > t1 > -+ > t; € Fy. Soit
(eo,...,e3) la suite des états de A telle que Vi € [0,5] ¢; e Orf > a
donc il existe des états de cette suite qui sont identiques. Soient e; et e; deux
états de cette suite qui sont égaux avec I < k. Soit t' = t[t; «— tz]. D’apres
le lemme 5.2 t' == e et la profondeur de t' est inférieure & la profondeur
de %= 151 1o
vérifié. Sinon il suffit de recommencer le méme processus sur ¢ jusqu'd ce

qu’un sous-terme de profondeur inférieure ou égale a « soit obtenu.

Le lemme suivant donne une condition suffisante pour qu'un langage soit infini.

Lemme 5.3 Soit A un automate dont le nombre d’états est «. Si A reconnait un terme

de profondeur supérieure ou é€gale & a + 1 alors L(A) est infini.
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Preuve: La preuve de ce théoréme repose sur le méme principe que la
preuve précédente. Soit ¢ un terme reconnu par A de profondeur 3 avec 3 > a.
Nous allons démontrer quil existe un terme ¢’ de profondeur supérieure & ¢
reconnu par A. La construction du terme t', en fonction de f. se fait de la
maniére suivante: t étant de profondeur 3 alors il existe au moins une suite
de sous-termes (ty,...,%3) de ¢ telle que t =ty = t; > --- > t3 € Fp. Soit
(€o,--.,€3) la suite des états de A telle que Vi € [0.5] t; —— e;. Or 8 > «
donc il existe des états de cette suite qui sont identiques. Soient ¢; et e; deux
dtats de cette suite qui sont égaux avec | < k. Soit t’ = t[t; < t;]. D’apres le
lemme 5.2 t' "~ ¢y et la profondeur de t' est supérieure a la profondeur de ¢.
Si nous itérons le méme processus sur t’, nous obtenons une infinité de termes

reconnus par A.

Le théoréme suivant donne une condition nécessaire et suffisante pour qu'un langage

soit infini.

Théoréme 5.3 Soit A un automate dont le nombre d’états est . L(A) est infini si et seule-
ment si A reconnait au moins un terme de profondeur 3 avec a < 3 < 2* c.
Preuve: La preuve de ce théoréme repose aussi sur le méme principe que
la preuve du théoréme de la vacuité. Il suffit de prouver I'implication directe car
sa réciproque est donnée par le lemme précédent. Soit ¢t un terme de profondeur
3 reconnu par A, t 5 ey ol eg un état de satisfaction de A et @ < 3. Si
3 < 2%« alors le théoréme est vérifié. Sinon nous allons démontrer qu'il existe
un terme t' de profondeur inférieure ou égale a 2 x @ et supérieure & « reconnu
par A. La construction du terme t', en fonction de ¢, se fait de la maniere
suivante: ¢ étant de profondeur B alors il existe au moins une suite de sous-
termes (to,...,ta. .. ,t2ea,--.,t3) de t telle que t = tg > t; > --- > t3 € Fo.
Soit (e, ..., €3) la suite des états de A telle que Vi € [0.] t; —— e;. Il existe
deux états e; et e de cette suite qui sont égaux avec o <! < k < 2 * . Soit
t' = t[t; = t]. D'aprés le lemme 5.2 t —— eo et la profondeur de t’ est
inférieure & la profondeur de ¢. Si la profondeur de t' est inférieure ou égale
3 2 * o alors le théoréme est vérifié. Sinon il suffit de recommencer le méme
processus sur ¥ jusqu'a ce qu’un sous-terme de profondeur inférieure ou égale

a 2 x o soit obtenu.

H. Trad [69] a démontré que le langage reconnu par un automate d’arbres. dont le
nombre d’états est «, est infini si et seulement si I'automate reconnait au moiuns un terme

de profondeur comprise entre o et 3 * a. Notre résultat est plus efficace et en plus la

démonstration est plus simple.
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Définition 5.6 Soient A et B deur automates. A x B est l'automate produit de A et B.
Si A= (F4,S4.Py) et B=(Ep.Sp,Pg) alors Ax B=(E,® Fg.S4®Sg.P)

ot les Tégles de P sont de la forme:

- Sifler,....en) — eg € Py et flef..... ey) —ed € Pg

alors f((e1,el)..... (en.€n)) — (fle1..... en). flef..... e)) € P.

- Sie; — ey € Py etef — ed € Pg alors (ey.ef) — (e2,ed) € P.

® est le produit ensembliste.

Lemme 5.4 Soient A et B deur automates. L(A) N L(B) = L(A x B).

Le théoréme suivant donne une condition nécessaire et suffisante pour que deux auto-

mates soient éguivalents, ou que leurs langages associés soient égaux.

Théoréme 5.4 Soient A et A' deur automates déterministes dont le nombre d états est
respectivement o et o . L(A) et L(A’) ne sont pas égauz si et seulement si il existe un
terme de profondeur inférieure ou égale au produit de o par o qui est reconnu par l'un et

non par Uautre.

Preuve: La preuve de ce théoréme se réduit a la preuve de la condition
nécessaire. Soient B et B’ les deux automates complémentaires de A et A’
respectivement. Il suffit de démonter que 'un des deux langages L(A) N L(B')
et L(A’)NL(B) n’est pas vide. Notons que le nombre d’états du complémentaire
d’un automate déterministe est égal au nombre d’états de I'antomate. Ainsi
que le nombre d’états du produit de deux automates est égal au produit du

nombre d’états des deux automates.

5.2.2 Grammaire d’arbres

Dans ce paragraphe, nous allons présenter les différentes notions de base du concept

de grammaire d'arbres, nécessaire pour les paragraphes qui suivent.

Définition 5.7 Une grammaire d arbres G sur F est un triplet (I',£.Q) tel que:

o I': ensemble des vocabulaires auziliaires de G.
e £: est un élément de T appelé aziome de G.
e Q: ensemble des régles de dérivation. ou de production. dont la forme est:

o — fln.....nn) ot €T, mo.. .. nm € T(F.T) et f €F,.

Remarque 5.3 Q peut étre considéré comme un systéme de réécriture de termes dans

T(FUT) ou les éléments de T' considérés comme des constantes.
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Dans toute la suite, nous parlerons de grammaire au lieu de grammaire d’arbres sur

F, s’il n’y a pas d’ambiguité.

Convention 5.4

L] z . L A s’ s - *
Nous notons —q la relation de réduction associée au systéme de réécriture Q et —q
la fermeture réflecive-transitive de —q. —q et ——q seront notées respectivement —

* . . .- - . - .y s
et — en abréviation sl n'y a pas d ambiguité sur Q.

Définition 5.8 Soient t et t' deux termes de T(F UT). t —q t' si et seulement si
JueO(t) Inerl tels que In s € Q od tfu=s et t/ = tfu « 7).

Définition 5.9 Soit G = (I',£,Q) une grammaire sur F.

e Un terme t de T(F) est engendré par G si et seulement si il existe une dérivation

de & telle que & —LQ t.

e Le sous-ensemble de T(F') des termes engendés par G. noté L(G), est appelé langage
d’arbres sur F' engendré par G. C’est exvactement l'ensemtble des formes irréductibles

par rapport 4 Q de £ et appartenant ¢ T(F).

Dans toute la suite, nous parlerons de langage au lieu de langage d’arbres sur F, s'il
n'y a pas d’ambiguité.

Comme pour les automates et les grammaires de mots, nous avons:

Lemme 5.5 Pour tout automate il eziste une grammaire associée équivalente. ¢ est & dire

qui engendre exactement le langage reconnu par l'automate.

La construction de cette grammaire sera donnée dans le quatriéme paragraphe. Il est
important de noter la grande similitude entre les grammaires et les automates. Les pre-
mieres insistent sur la génération, les seconds sur la reconnaissance. Les non terminaux

des grammaires correspondent aux états des automates et les fleches sont renversées.

5.3 Reconnaissance des formes normales closes

langage des termes clos en forme normale par rapport & un systéme de réécriture de termes
linéaires & gauche donné. Pour cela, nons allons tout d'abord construire un automate A
qui reconnait le langage des termes clos réductibles. L'automate reconnaissant le langage

des termes clos en forme normale est le complémentaire de A.

Soit R un systéme de réécriture de termes linéaire & gauche quelconque. pour toute la

suite.
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Remarque 5.4 R n'est pas supposé convergent. ¢ est & dire confluent et nwethérien. car
nous ne nous intéressons qu ‘aur membres gauches des régles de R. Nous supposons unique-

ment que R est linéaire a gauche.

Rappelons les notations suivantes:

Convention 5.5

T(F)|r: ensemble des termes clos de T(F) en forme normale par rapport ¢ R.
T(F)18: ensemble des termes clos de T(F) réductibles par rapport ¢ R.
MG(R): ensemble des membres gauches des régles de R.

Y(F'): ensemble des substitutions closes dans T(F).

5.3.1 Reconnaissance des termes clos réductibles

Dans ce paragraphe, nous allons construire un automate indéterministe avec A qui
reconnait le langage des termes clos réductibles. Dans le paragraphe suivant. nous allons

réduire I'indéterminisme, s'il y a lieu.

Construction de Pautomate indéterministe

Soit A un automate reconnaissant le langage T'(F) 1% des termes clos réductibles par

rapport & R. La construction de I'automate A = (E, S, P) se fait en 3 étapes successives:

e La premiere étape consiste & reconnaitre les membres gauches des régles du sys-
téme de réécriture R. A chacun de ces termes est associé un état de satisfaction.

L'association d'un terme & un état ce fait de la maniére suivante:

a chaque constante ¢ nous associons un nouvel état e, par une régle de transition

c— e,

toutes les variables sont transformées en un unique état particulier d'attente noté

€p.

-sit = f(s1,...,8,) et si ey,....e,, sont respectivement les états associés a
81,....5n alors { esi associé & un nouvel état e par la isgle de tiausition
fles) ... €s5,) — e;.

- nous posous ok comme unique état de satisfaction. Chaque état e;. avec t le

membre gauche d'une regle de R. est relié & I'état ok par une A-transition.

Il n'y a qu'un nombre fini d'états e; car il n'y a qu'un nombre fini de sous-termes

dans les membres gauches.




84 5. RECONNAISSANCE ET GENERATION DES FORMES NORMALES CLOSES

¢ La deuxieéme étape comnsiste a reconnaitre les instances des membres gauches des
regles de . Chacun des états, créé & 1'étape précédente. est relié a1'état e+ par une A-
transition, sauf pour I'état e, lui méme et I'état ok. Puis pour chaque opérateur f de
F nous ajoutons la régle de transition f(es,....e2) — es. qui transmets l'incertitude

a I'étage supérieur.

e La troisieme étape consiste  reconnaitre les termes contenant un sous-terme reconnu
par les étapes précédentes. Pour chaque opérateur f non constant. nous ajoutons
les regles de transitions f(es..... er.ok,es, ..., e2) — ok. qui transmettent le fait

d’avoir reconnu un membre gauche de régle a 1'étage supérieur.

Ces trois étapes peuvent étre formalisées de la maniére suivante:

(1) reconnaissance des termes de MG(R):

By = {e|s=t/unueGt)Ate MG(R) }
@ { er.ok },
Sl = { Ok },
P = {r—oe|jzeX }
® { fles;...-. esn)*ef(sl ..... Sn) | n = arité(f) A

Vz'e[l,n]s,-—»esl/\f(sb...,s,,)=t/uAu€G(t)/\tEMG(R) }
® { ee—ok|te MG(R) }.

Autrement dit, pour toute variable de tout terme de MG(R) nous lui associons
P'unique état e;. Pour chaque terme t de MG(R), pour chaque sous-terme s de t.
non réduit & une variable, nous engendrons un nouvel état et une nouvelle régle.
L'état ok est le seul état de satisfaction et les états associés aux termes de MG(R)

sont reliés & ok par des A-transitions.

(2) reconnaissance des instances des termes de MG(R) et des termes qui ne sont pas
présents dans M G(R):

E, = E,
S = Sy,
P = P
@ { e—e|eec Eo{erok} }
D { f(e?....,e?)—ae?leF }
U
arité(s)

Autrement dit, chaque état peut &étre vu comme égal & 1'état e-. ceci pour reconnaitre
toutes les instances des termes de MG(R). Un terme est réduit a 1'état e» s'il ne
peut pas étre réduit autrement, ceci pour reconnaitre tous les termes qui ne sont pas
présents dans M G(R).

(3) reconnaissance des termes qui contiennent un sous-terme reconnu dans la premiére

étape:
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F; = Fs.
S3 = So.
Py = P

& { fleso.... e>.ok.er.. ... er) mok | feFOF }.

arité(y)
Autrement dit. deés qu'un sous-terme s d’un terme t est reconnu. le terme ¢ tout

entier est reconnu.

Cet automate est fini, il n'y a qu’un nombre fini d'états, en effet nous ne considérons

que les sous-termes des membres gauches, des régles de R, qui sont en nombre fini.

Remarquons que cet automate est trés fortement non déterministe et contient beaucoup
de A-transition. les e, — ok introduits & la premidre étape et les e — e» introduits & la

deuxiéme étape.

Remarque 5.5 Puisque nous considérons habituellement des systémes de réécritures con-
vergent, nous pouvons réduire le nombre d’'états de l'automate A de la maniére suivante:
transformer tous les états e;, ou t appartient & MG(R). par l'état ok dans toutes les régles

de P; puis éliminer ces états de E.

Remarque 5.6 Cet automate peut reconnaitre aussi les termes R-réductible non clos. en
effet, pour reconnaitre un terme t non clos il suffit de reconnaitre le terme s obtenu par

transformation de toutes les variables de t par ['état e-.

Complexité

Soient R un systéme de réécriture, F' I'ensemble des opérateurs et A = (F. S, P) un
automate associé & R, construit par la méthode décrite ci-dessous. La complexité de A
peut étre donnée par le nombre des états C de F dans le pire des cas. Soient m la
profondeur de-R, » I'arité maximale de F, p le nombre de régles de R et ¢ le nombre de
constantes de F'. Au pire des cas, tous les membres gauches de R sont de profondeur m
et tous ses sous-termes stricts ont comme racine un opérateur d'arité n. c’est & dire que

les constantes et les variables n’apparaissent qu’an niveau n.

M

—l g+l
J raT

n —

C=p=x

Exemple

Soit R le systéme de réécriture suivant:
R = { +(0) -y
+(5(0).9) — s(y)
+(s(s(z)).y) = s(s(+z.9) }
F = { O.s.+ .
MG(R) = { +(0.9).+(s(0). ) +(s(s(x).9) }.
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Nous allons construire 'automate A = (£.S.P) reconnaissant le langage T'(F) 18 des

termes clos R-réductibles. par la méthode gue nous venons de décrive:

(1)

P = { =z — e E er,
0 —  €g, €g.
+(eo.€2) — ey, ey,
3(60) = €g4. C5ir
+(esg.€2) — en. e,
s(e?) =" €s,
s(es) —  €ss Cran
+(ess,e2) —  es. €3,
€1 — ok, ok '}
€2 — ok,
e3 — ok

51 = { ok }

(2)

E, = En,

Sy = 51,

P = Py

® { eo - e
€39 - €7,
€s —  €»
€ss S
€1 - é?,
€2 - €2,
€3 - €7,
0 — er,
s(e) — e,
t+(ez,e2) — er

(3)

F3 = Ey,

Sz = So,

P = P,

@ { s(ok) — ok,
+(ok,e») — ok.
+(er.0k) — ok

Soit donc 'automate indéterministe avec A A = (£.S. P) ou:
e
}a

E =

8 = o

{ ok.ev.ep.esy.€s.€55.€1.€2.€3
ok
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P = { =z — e
0 —*  €p.
s{ep) — ey
+(Eu.e?) —  €j.
8(6?) — €.
+(exp.7) — €2
s(eq) = €ss
+(ess.€7) — ez,
€y — qu
€ — ok,
e3 — ok,
€9 —  eq.
€so — €2,
€s - €2,
€ss - €7,
€1 - €7,
€2 - €7,
€3 - €7,
0 — e,
s(e7) — e,
+(er,e7) — eq,
s(ok) — ok,
+(ok,e?) — ok,
+(e»,0k) — ok }

Remarque 5.7

e A est indéterministe car:

5(0) — s(ep) — es, et s(0) — s{ep) — s(e2) — e, et ey, F e,.

o A est indéterministe avec A car: eg — e7 € P.

La procédure 6.10 décrit cette méthode pour construire un automate reconnaissant
le langage des termes clos réductibles par rapport & un systéme de réécriture linéaire a
gauche.

Correction de Pautomate indéterministe

La construction est telle que 1'automate reconnait les termes qui contiennent une in-
stance d’'un membre gauche de régle et eux seuls. Nous allons cependant le démontrer

formellement. Avant cela, nous allons présenter trois lemmes utiles pour cette démonstration.
Lemme 5.6 Vi € T(F) t > es.

Autrement dit. tout terme clos se transforme. par 'antomate A. & I'état e-.
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Preuve: Par induction structurelle sur les termes.
o induction structurelle de base:
Soit t = ¢, ot ¢ € Fy. ¢ — e» d’aprés I'étape (2).
e une ¢tape d'induction structurelle:
Soient n € N et t;,...,t, € T(F) tels que Vi € [1,n]t; — e-.
Soit f € Fy fti.....tn) = f(es..... e2) d'apres (1).
fles, ... e2) — er d’aprés 1'étape (2).

Lemme 5.7 Vt € T(F) Ju € O(t) t/u > ok == t -5 ok.

Autrement dit, si un sous-terme d’un terme clos se transforme, par 'automate A, en 1'état

de satisfaction ok alors le terme tout entier peut se transformer en 1'état ok.

Preuve: Par induction structurelle sur les termes.

e induction structurelle de base:

évidente.

e une étape d’induction structurelle:
Soient n € N et ti,...,t, € T(F) tels que:
Vie[l.n]3u € O(t;) tiju—> ok = t; 25 ok
Soient f € F,, et u € O(f(t1,...1,)) tel que: f(t1..... tn)/u - ok
- u = g: évidente.
-u=1vou: € [l,n] et v € Ot;): donc t;/v —— ok et par hypothése

t; = ok. D’aprés le lemme 5.6 nous avons: Vi € 1.n] t; = es.

Donc f(t1,...,tn) = f(es.....er.0k, es..... es) d'aprés 'étape (1)
H,—/
i—1
et fes...., er,0k,e2 ... er) — ok d’aprés 1'étape (3).
flez.....e2 ) p pe (3)
1~1

Lemme 5.8 Vi€ T(F) Vec E
t">e=> 0 eD(F)IseT(F,X)AeMGR)IuecG() t=0(s)Ae=e, As=l/u.

Autrement dit. tout terme clos se transforme, par l'automate A. en 1'état

(2]

orrespondant

regle du systém 3

€ i

W

AR resdas
ClLLlvuaC.

[
fu

. : o FRN SR J— T S N T
4 une iustauce a uil suis-terine du membie gauchc G un

Preuve: Par induction structurelle sur les termes.

e induction structurelle de base:

évidente.

e une étape d'induction structurelle:
Soient ne€ N et t,.... t, € T(F) tels que: Vi € [1.n]
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t, = e, => Jo, € X(F)3Is; e T(F.X)3; € MG(R) Fu;, € G{l;) t; =

oi(si) et e; = e, et s; = 1; /u;.

Soient f € F,, et e,e;,....¢, € F tels que:

flti.....ty) = e et Vi € [lun] t; = e;. Donc f(t..... th) —
flel,....en) — e. Soit ¢ = Uig[1.n)0 Puisque nons avons supposé que
le systeme de réécriture R est linéaire & gauche. Donc f(¢;..... t,) =
floi(s1)..... on(sn)) =0(f(51.....8,)) et

(51,05 80) — fles;..... €s0) — €f(sy.sn)r € = Ef(sy....sy) € il existe
[ membre gauche de R. u occurrence de [ tels que f(sy..... Sn) = 1/u

d'apres 'étape (1).

Théoréme 5.5 L(A) = T(F)1%.

Preuve:

o T(F)TRC L(A) en effet:
Soit ¢ un terme clos R-réductible: 3l € MG(R) Ju € G(t) o € B(F) ]
t/u = o(l). Soit | = A(zy..... Tp) OU Ty....,x, la suite des variables

présent dans le terme [ et A son "contexte”. Or par comstruction nous

avons:
Vie[l.n] zi — er et l=A(zxy....,2,) = Aler..... e?) —— ok. Nous
posous o(xy1) = s1,....0{z,) = s,. Or d'apres le lemme 5.6 nous avons:
Vie[l,n] s; = en.

Donc o(l) = A($1....,8,) —— Ale2,....e7) = ok. Donc t/u — ok et
d’aprés le lemme 5.7 t — = ok donc ¢ est reconnu par A.
o L(A) CT(F)T® en effet:

Soit ¢t un terme reconnu par l'automate A: t —— ok. Soit v la plus
grande occurrence de t telle que t/v - ok. Donc d'aprés le lemme 5.8
o eX(F)IseT(F,X)3Al € MG(R) Fu € G(l) t/v=0(s) et ok = e,
et s =1/u. Donc s — ok et w = ¢ d'olt s = [ et par suite t/v = o(l).
Donc t/v est R-réductible et par suite ¢t est R-réductible.

5.2.2 Rdéduct
Construction de Yautomate déterminisme

Soit A = (E. S, P) un automate indéterministe avec A. nous allons chercher 'automate
A" = (F'.S'. P') déterministe qui reconnait le méme langage que A. La réduction de

I'indéterminisme consiste & regrouper les c¢tats "équivalents”. ainsi les états de A’ sout

des ensembles d'états de A. Nous allons étendre la notion de termes sur des ensembles
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ainsi que les régles lors de la construction de A’. Un automate étant une F U E-algebre.
I'interprétation de l'ensemble des symboles de fonctions F dans A et A’ sont différents.
Pour alléger les notations. nous allons prendre les mémes symboles de fonctions pour A et
A’ sl 0’y a pas d'ambiguité.

La counstruction la plus simple de l'automate déterministe Ay = (Fy. Sq. Py). & partir

de l'automate A = (F, S, P), se fait de la maniére suivante:

Ey = P(E).

Py = { flgr---vqn)—qo| [fEF A n=arité(f) A
(e;y..... €n) Eq1® - Qqn Jep € qo tg
flep..... €n) —p € }.

Se = { q|3eeStgecq }.

Les états de Ay sont des ensembles qui contiennent des états de A. P(F) est l'ensemble
des parties de F.

Cette méthode engendre beaucoup d’états qui ne seront jamais accessibles par l'automate.
Nous allons décrire une méthode qui tend & minimiser l'ensemble des états en ne prenant
que les états accessibles. La construction de 'automate déterministe réduit A’ = (E’. §', P’)

se fait par itération. Les automates construits sont des "restrictions™ de I'automate Ay4.

e L’automate initial Ay est (8,0,0) c'est & dire, qu'il n'y a pas d'état et donc pas de

transition.

e L’itération consiste & ajouter de nouveaux états accessibles a partir des états de
I'automate précédent ainsi que les transitions associées.
go € Ei,, si et seulement si il existe (g1,....¢n) € E" et f darité n tel que

Flar, - g2) —=p, 0
L’itération s’arréte si (B[ ,, P, ) = (E}, P]).

@ A la fin nous posons comme ensemble des états de satisfaction. I'ensemble des états

qui contiennent au moins un état de satisfaction de A.

Nous allons maintenant “oublier” 'automate A, et construire directement A’ & partir

de A. La construction de A’ se fait formellement en 3 étapes successives.

[1] initialisation de l'automate A"
Ey = 0,
fald A
3] - Y.
[2] itération de regroupement des états de A:
r = P

- & | fiql---uqn)—‘fmleF/\'fL:a""ité(f) Nqr..... 4n € EI A
go=1{¢e |3 et €q..... en €Eqn.EE 4 EE. ... é, € Ety
el —pEA--New ——pdy Af(G.-... é)—pénd——pe } }.
1{+1 = E';
U { (IUIf((Jl-----q")—’QUEP{-}-l }
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L'itération s'arréte quand aucun nouvel état n'est créé.

A la fin de cette itération. nous posons:
E = Bl
P = P.

1

[3] états de satisfaction:
S = {qeF|okegq }.
Autrement dit, tout ensemble d’états contenant ok, seul état de satisfaction de A.

est un état de satisfaction pour A’'.

Remarque 5.8 A la premiére étape de litération. seule les constantes interviennent dans
4
Pl .

P{:{ C*—-’Qo,CEFo /\qg———{eo|c;peo} }

Dans les autres étapes de litération, les constantes n'interviennent plus.
Remarque 5.9 Le processus termine car E! croit et card(E!) est borné par 26974E),

Remarque 5.10 Réduire l'indéterminisme d’un automate A = (E, S, P) revient a chercher
un automate A’ = (E', S’ P') qui reconnait le méme langage que A et dont le systéme de

réécriture P’ est "sans superposition”, ce qui est plus fort que la confluence.

Exemple

Reprenons I'exemple précédent. Nous allons construire 'automate déterministe réduit
A’ = (E', §'. P') reconnaissant le méme langage T(F) 1% que A. par la méthode que nous

venons de décrire:

(1]
E, = 0,
Py = 0.
[2]
P = B By == E}
® { 0 — {ereo} } ® { {ere} }.
B = P E, = Ef
@ { s{{er.e0}) —  {er,e55.€5). @ { {er.eq-e.).
+({e».e0}. {er.e0}) — {ok,er.e;} } {ok.e».e1} }.

Pour réduire la complexité, ¢ marque un état quelconque de F/_ .
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P =
@D

P =

(3]

I Pé=
D

Py

3({6?» €504 es})
s{{ok,es.e1})
+({e2, €50, €5}, )
+({er.e0}.{er, e55.€:})
+({ok.ez.e1},q)
+({€??€0}, {Okse'."el})

L

By
{6?. €s. ess}~
{ok.es.es}.
{ok,e2.e2}.
{ok.e2.e1}.
{ok,e?},
{ok.e>2,e1} }.

P,

3({8?7‘3598“}) — {e?sesaess ’
s({ok,er,e5}) —  {ok,er,es. €54},
s{{ok, ez, e2}) —  {ok,e2,es}.
s({ok,e2}) —  {ok,er ey},
+({e?:es’ess}=‘1) —  {ok, e, e3},
+({er.e0}, {e, ec,e55}) —  {ok,es,e1},
+({e2, 55, €5}, {€2, 5. €55}) — {0k, e2,e2},
+({ok.er,e1}. {er,es5.€55}) — {ok,er},
+({0k,6?,85},q) = {Okve?}*
+({er,e0}. {0k, e7,e5}) —  {ok,es,e1},
+({ez,es0, 85}, {0k, er.e5}) — {ok,ez, ez},
+({ok,e2,e1},{ok,es,es}) — {ok,es}.
+({ok, ez, €2}, q) — {0k, ez},
+({e2, €0}, {0k, €7, e2}) —  {ok,es,e1},
+({€?,€so,€5},{0/\7,6?,62}) == {Okse?an}')
+({ok,er,e1}, {ok,e>,e2}) — {ok, e},
+({Ok?e?}vQ) = {Okae?}'
+{({e2,e0}. {0k, e2}) —  {ok,es,e1},
+({er,esy, €5}, {0k, €2}) —  {ok,es,e2},
+({ok,es,e1}. {0k, e2}) —  {ok,es} }.

P,

s({ok,er.es,€s55}) —  {ok,er.es. €55},
s({ok,er,e3}) —  {ok.es, e},
+({ok.es,es, €55}, q) —  {ok,er.e3},
+({e?aeo}r{Okae?-essess}) - {Okie?»el}s
+({er 5.5}, {0k, er e e5}) —  {ok,er.ea}.
+({ok,e2,e1}, {0k, er.e5.e:5}) — {ok,e2},
+({er,e5.€55}. {0k, €7, e5.€55}) — {0k,es.e3}.
+({ok,er.e5}, {ok,e2,e5.€55}) — {ok,er},
+({ok, ez, e}, {0k, er,es.e55}) — {ok,er}.
+({ok.er}. {ok.er.ec.€:c}) —  {ok.es}.
+({ok.,er.e3}.q) — {0k, e},
+({e7.e0}. {0k, €2, e3}) — {ok.er.e;}.
+({e,es0. s}, {ok. ez e3}) —  {ok.es. ez},
+({ok,e7,e1}, {0k, es.e3}) — {ok,es}.
+{{er,es.es5}. {0k, €. e3}) —  {ok.er.e3}.
+({ok.er.e.}. {ok.e2, e3}) — {0k, e},
+({ok.es. ez}, {ok. €2, e3}) —  {ok.es}.
+({ok.e2}. {ok.e>.e3}) — {ok.e2} }.

RECONNAISSANCE ET GENERATION DES FORMES NORMALES CLOSES

® { {er.es.ess}.
{ok.e2.es}.
{ok.e>. ea}.

{ok.e2} }

E, = E:’;
& {
{Ok-e?ees,ess}s
{ok.es,e3} }
{ - B
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E; = EL.
P, = P.
Done
E' = EL,
P = P
3]
s = { {ok,er}, {ok,er, e}, {ok.er. €5, €55}, {0k, 2. €1}. {0k. 2. e2}. {Ok.er,e3} }.

Soit donc I'automate déterministe A’ = (E’'.S', P') ot:
E' = { {ere0}. {er,e5,€s}. {€2.€5.€55}.
{ok,er}, {0k, er, €.} {ok.er, e5, 65} {ok,e2.e1}. {ok.er.e2}. {ok.e2. 3} },

S = { {ok,er}.{ok,er, es}. {ok.er. ec.e05}. {0k, e2,€1}. {Ok.er.2}. {Ok.er. €3} },
P o= { 0 - {e?’eO}v
s({ez,e0}) — {ereq. 6}
3({€?~esoaes}) = {e?~es-ess}a
s({e2, €5, €s5}) — er; Bavlanls
s({ok,e2}) —  {ok.es.es},
s{({ok, ez, e5}) —  {ok.eq.eq €45},
s({ok.e2, es, €55}) —  {ok.e7,e5. €45},
s({ok,es,e1}) —  {ok.e7,es}.
s({ok, ez, e2}) —  {ok,es,es},
s({ok.ez,e3}) —  {ok.er.es}, Vq € F'.
+({e>,e0}.q) — {ok,er,er},
+({er.es0.€5}. ) — {ok,er. e},
+({er. €5, €55}, q) —  {ok,ez.e3},
+({ok, e}, q) — {ok,es},
+({ok.e2. €5}, q) —  {ok,e»},
| +({ok.er.es. €55}, q) — {ok,er, e3},
+({ok.ere1}.q) = {okiez},
+({ok, e, e2}.q) —  {ok.e2},

+({ok.e2.e3},q) {ok, e~} 1.

La procédure 6.12 décrit cette méthode pour calculer I'automate déterministe réduit.

Correction de automate déterministe

Avant de démontrer la correction de ['automate déterministe A’. nous allons présenter

un lemme utile pour cette démonstration.

Lemme 5.9
VtET(F)Vg€E t-—">pgq = q={elec EAt—"5pe }.

Autrement dit, tout terme clos se transforme, par l'automate A’. vers l'ensemble qui

contient tous les états sources du terme par l'automate A et seulement ces états.

Preuve: Par induction structurelle sur les termes.
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e induction structurelle de base:

soit t =couc € Fy

; ¢ —pr g oll. par définition de l'automate A’
! ¢g={elecEAc—Tpe }.
] o une étape d'induction structurelle:

SoientnEN,tl....,t.,,ET(F) et ql,‘..,q,lEE’telsque;
Vie[Lnlti —>p g <= ¢={ele€cEAti—pe }.

-t"pqg = q={clecEAt-"ope }:
+ {elec EAt"pe }Cq:
Soient f € F, et gp € E’ tels que:
| { T— ta) —p f(qe.- - gn) —'p o
Soient ey, ...,e, € E tels que: Vi € [1,n]t; ~ap e;.
Or par hypotheése de récurrence Vi € [1,n]e; € ¢;.
Soit ey € F tel que:
i f(t1, - o tn) ~>p fler,....en) —p €.
1 Donc ey € ¢gp par construction de I'automate A’.
+qgC{elecEAnt-Tspe }:
Soient f € F, et go € E’ tels que:
Flte,. o tn) ——p flq1,- -1 qn) —p qo-
Soit eg € go, par construction de I'automate A’:
de; € q1....,en € g tels que: 3¢,,.... €, € F tels que:
ey —=pé,....en op &, f(4....,d) —pé et
6{) —f—*p € donc f(el... . ,en) —f—ﬁp €p.
Or Vi € [1,n]t; Zspe;car e; € g; et
G C{elec EAti—ope }.
En somme f(t;,....t,) Zp eg.
-g={ elec EAt-"ope } = t —-pi g
Soient f € Foet g={ e|le€ EA f(t1..... tn) —p e }. Soit
g € E' tel que: f(ty..... tn) ——pi ¢

!

+ 9 g
| 1| Soit e € ¢ donc f(ty,...,t,) —p € et par suite Jej..... en
tels que Vi € [L.njt, ~—p e; et fer...., e) ——pe OrVie
[1.n]e; € ¢; donc e € ¢'.
+4dCqg
Soit e € ¢' f(t1...-. ty) ——p f(g1s .- an) —p ¢

Par construction de I'automate A'. de; € ¢;..... €, € qn




tels que: Fé..... é, € E tels que:

e1 —~pé..... en —p €, fld..... d)—péetd "pe
donc f(ey..... e,) ——pe.

Or Vi € [L.n)e; € ¢; douc t; ——p ;.

Donc f(t].....ty) ——p f(e1.....en) —p €.

Donc f(t1..... tn) ~speet par suite e € g¢.

Corollaire 5.1 A’ est déterministe.

Preuve: Soient t € T(F) et g.q' € E' tels que t ——pr gett ——ps ¢.
D’aprés le lemme précédent, nous avons: ¢={ e|e€ EAt —>pe } et

¢={elec EANt—">pe }doncg=¢q.

Corollaire 5.2 L(A') = L(A).

Preuve:

o L(A") C L(A) en effet:
Soit ¢ un terme reconnu par A’: t ——pr g olt ¢ € S’. D’aprés le lemme
précédent, nous avons: ¢ = { e|e € EAt —>pe }. Orok € ¢ car
g € S’ donc t "= p ok et par suite ¢ est reconnu par A.

o L(A) C L(A’) en effet:
Soit t un terme reconnu par A: t ——p ok. Soit ¢ € E’ tel que:
t —+p ¢. D'apres le lemme précédent, nous avons:
¢g={ ele€ EAt "spe }. Ort-—">p ok donc ok € ¢ ce qui

implique que ¢ € S’ et par suite ¢ est reconnu par Al

5.4 Génération des formes normales closes

Dans ce paragraphe, nous allons construire une grammaire d’arbres qui engendre
le langage d'arbres des termes clos en forme normale par rapport & un systeme de
réécriture linéaire & gauche donné. & partir de 'automate qui le reconnait. Cette con-
struction est simple d aprés 1 1somorphisme entre automaies e grammaires d’arores

définies auparavant. Le lecteur est invité a le garder a l'esprit dans ce qui va suivre.

5.4.1 Construction de la grammaire

Considérons. pour ce qui suit. R un systeéme de réécriture de terme linéaire a gauche.

Soient T'(F) |z le langage régulier des termes clos en forme normale par rapport a
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R et A = (E.S.P) l'automate déterministe reconnaissant T'(F) |z, comme nous

'avons construit dans le paragraphe précédent.

Soit T(F) le langage algébrique des termes clos sur F. Une grammaire G = (I.£. Q)
engendrant T{F) peut étre défini de la fagon suivante:
r = (¢} |
Q = { &— fl&..... &) f e Foui= arité (f) }.
R—

La grammaire G = (I'.£, Q) engendrant le langage T'(F) | g peut étre construite de
la. maniére suivante:

' = {¢(}®E.

Q = {{—eleeS}
® { e— fler..... en) | fler. ... e,) me€ P }.

Avant de démontrer la correction de la graminaire G, nous allons donner deux ex-

emples de construction de cette grammaire.

5.4.2 Exemples

Reprenons 'exemple précédent. Nous posons:

OK = { {ok,e:}.{ok, er.es}, {ok,e2. €5, €55}, {ok,er,e1}.{ok.es. €2}, {ok.e>.e3} }.
ZERO = {e, ep}.

UN = {er.e5,, €s}.

S8 = {er, e5.€55}.

Exemple 5.1 Nous allons construire la grammaire G' = (I',{'. Q') engendrant le

langage T(F) TR qui est reconnu par 'automate A’ = (E',S'. P').

I — (¢} @ { OK. ZERO,UN,55 },

Q ={¢ - OK
OK  — +(OK,ZERO)/+ (ZERO,OK)/

| +(OK,UN)/ + (UN,OK)/
+(OK,S8S)/ +(SS,0K)/
+(ZERO.ZERO)/ +(ZERO,UN)/
+(UN,ZERO)/ + (ZERO, SS)/
+(SS,ZERO)/ + (UN.UN)/
+(UN.S8S)/ + (8S.UN)/
+(58.5S)/ + (OK.OK)/s(OK).

ZERO — 0.

UN  — s(ZERO),

SS — s(UN)/s(SS) }.

‘ Exemple 5.2 Nous allons construire la grammaire G” = (I"'.£". Q") engendrant le

langage T(F) | p qui est reconnu par Uautomate A= (B8 P 5
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L automate A" = (E".S8". P") est le complémentaire de A’ = (E'.S§'. P').

T = {¢} ® { OK.ZERO,UN.SS }.
Q' = { ¢ — ZEROJUN/SS.,

ZERO — 0,

UN — s(ZERO,).

§S — s(UN)/s(SS) }.

Stamanal s i

La procédure 6.13 décrit cette méthode pour construire la grammaire engendrant le

langage reconnaissable par un automate d’arbres donné.

5.4.3 Correction de la grammaire

Soient A = (F,S,P) un automate déterministe reconnaissant T'(F) |gp et G =

(I', £, Q) la grammaire construite comme précédemment.

Avant de démontrer la correction de la grammaire G, nous allons présenter un lemme

utile pour cette démonstration.

Lemme 5.10
VieT(F)Ve€e E t-ope <= e-—gt.

Preuve: Par induction structurelle sur les termes.
e induction structurelle de base:
Soit t = ¢ oll ¢ € Fy. Par construction de la grammaire G:
c—pe <= e——q ccarl'automate A est déterministe.
i o une étape d'induction structurelle:
Solent n € N et ty,....t, €ET(F),e1,...,e, € E tels que:
Vie[l,n)t; Zope; < e —f—+Q t;.

-Vfe F,VYe€ E

1 ft1, .. tn) ——pe == e ——q f(ti....,ty).
Par construction de 'automate A:
Fltre. o otn) Zop fler,---.en) et fler,....e5) —pe
donc e —qg fley.....ey)
at € =gy f{tis. . .ata)

par construction de la grammaire G.
-VfeF,Veec FE

e =g ftry ... tn) = f(ti..... th) ——p e

i Par construction de l'automate A:
flt1e o tn) ——p Fler.....€n)

et € —¢q fler,....€n).
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Avec les notations précédentes. nous avous:
Théoréme 5.6 L(G) = L(A).

Autrement dit. Vt € T(F')

3€ESflﬂQ€-l+Qt L= EeES'sz»Qtvae‘

Preuve:
o L(G) C L(A).
Soit t un terme engendré par la grammaire G: § —*—>Q t.
Par construction de la grammaire G, il existe e € § tel que:
§—nqe ~:~>Q t.
D’aprés le lemme précédent. nous avous: ¢ —~.pe. Orec S donct
est reconnu par 'automate A.
o L{A)C L(G).
Soit t un terme reconnu par l'automate A:
Je e Stel que t Zp e,
D’apres le lemme précédent. nous avons: e 5o t. Or e € S done

¢ — ¢ e par construction de la grammaire G, ct par suite t est cngen-

dré par la grammaire G.
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REVE

Dans le présent chapitre nous allons présenter la partie réalisation
de notre travail. La premiére partie de ce chapitre est consacrée a une
présentation général du systéeme REVE. Dans la deuxiéme partie nous
décrivons les différentes procédures des principaux résultats de notre étude.

A la fin nous donnons une session compléte de cette réalisation dans le

logiciel REVE.

6.1 Introduction

Le systéme REVE est développé en collaboration entre 1'équipe EURECA du CRIN

et le groupe CSL de MIT. Les différentes versions de ce systéme sont:

REVEL1 est le prototype du systéme. Il contient principalement la procédure de
complétion de Knuth et Bendix et est écrit par P. Lescanne & MIT.

REVE2 est la version courante la plus distribuée. L’originalité de cette version est
I'implantation d'une nouvelle version de la procédure de complétion avec une
preuve de terminaison automatique. Il offre un interfagage tres agréable. Les
axiomes autorisés sont des égalités entre des termes éventuellement avec des

variables implicitement quantifiées universellement.

REVEURS3 batit & partir de REVE2. permet la complétion de systémes de réécriture
équationnels. L’ensemble des axiomes est divisé en un ensemble d’axiomes ori-
entables en reégles de réécriture et un ensemble d'axiomes utilisés comme des
dquations. Ce qui permet de prendre en compte des théories qui ont par ox
emple la propriété de commutativité. axiome qui ne peut pas étre orienté sans
perdre la propriété de terminaison du systéme de réécriture associé.

REVEURA4 construit & partir de REVE2. permet la complétion de systémes de
réécriture conditionnels. _ans cette version. les axiomes sont toujours des

égalités mais certains peuvent étre conditionnés par des conditions wmais qui

doivent étre eux aussi des égalités.

99
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Notre réalisation est restreinte aux systémes de réécriture de termes. Nous allons

présenter dans la suite le systéme REVE2 ot nous avons monté notre implantation.

REVE. [47] [17], est un laboratoire qui mranipule et produit des systémes de rééeriture
4 partir d'un ensemble d'axiomes. Il lit les axiomes d'une spécification. entrée par
I'utilisateur. et produit les régles du systéme de réécriture de termes associé. II utilise
la procédure de complétion de Knuth et Bendix pour assuré la propriété de conflu-
ence. La terminaison est vérifiée automatiquement par l'une des 3 méthodes suiv-
antes: 1'ordre fondé sur les interprétations polynomiales. }'orde récursif de décomposition

avec statut et I'ordre récursif sur les chemins avec statut.

REVE permet de faire des preuves dans la théorie équationnelle en utilisant les
techniques de réécriture dans les environements de spécification algébrique. Nous
I’'avons étondu aux preuves dans la théorie inductive. Il permet également le test
de la complétude relative d'une spécification algébrique. En fin il permet de con-
struire I'automate et la grammaire du domaine de 1'algebre initiale d'une vartiété

équationnelle.

L’écriture de REVE daus le langage CLU [49]. langage modulaire des types abstraits
de données, lui a conféré une trés grande souplesse et portabilité. La modularité
du systéme facilite sa compréhension et l'intégration des nouvelles fonctionnalités.
Durant toute notre implantation, nous avons essayé de maintenir ces qualités pour

| qu'il reste un laboratoire de réécriture évolutive.

REVE est un grand logiciel contenant prés de 30000 lignes d’instructions écrites en
! langage CLU. Notre contribution s'éléve a plus d'un tiers. Il est opérationnel sur
l’ordinateur VAX et SUN sous le systéme d’exploitation UNIX.
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6.2 Mise en ceuvre

Nous allons présenter dans cette partie les principales procédures de notre réalisation.

Ces procédures sont écrites dans un langage proche de CLU.

6.2.1 Preuve de théorémes inductifs

Nous allons décrire dans ce paragraphe la réalisation de la méthode utilisée pour

prouver la validité d’une équation dans I'algébre initiale d'une variété équationnelle.
Nous allons présenter la spécification des différentes procédures utilisées pour ce but.

Soient R un systéme de réécriture de termes convergent et C un ensemble de con-
structeurs. Pour tester si une équation F est un théoreme inductif, nous commengons
par tester si c’est un théoréme équationnel. Si la forme normale des deux termes de
I’équation sont égaux alors F est un théoréme équationnel et par suite un théoréme
inductif. Sinon et si R est relativement complet par rapport & C alors nous ajoutons
E i R puis nous déroulons la procédure de complétion de Knuth et Bendix. Si cette
procédure diverge alors nous ne pouvons rien conclure sinon et si elle n'engendre
pas de nouvelles relations entre les constructeurs alors ir est un théoréme induc-
tif. Sinon nous avons deux maniéres au choix pour conclure. Soit nous procédons
par la méthode de preuve par réductibilité inductive & condition que le systeme de
réécriture R¢ est linéaire & gauche. Soit nous procédons par la méthode de preuve
par consistance. Dans la premiére maniére nous testons si les nouvelles relations
entre les constructeurs sont des théorémes inductifs de R¢, c’est & dire des lemmes
de E. Dans ce cas, F est un théoréme inductif si et seulement si elles sont toutes des

théoremes inductifs. Dans la deuxiéme maniére nous supposons que R est w-complet

et nous concluons que F n'est pas un théoreme inductif.
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Procédure preuve_consistance(R: systéme_de_réécriture; C: ensemble_de_opérateurs;

6. REVE

Procédure 6.1 [preuve_consistance] Cette procédure teste. par consistance. la va-
lidité d'une équation E dans l'algébre initiale d une variété équationnelle engendrée
par un systéme de réécriture de termes R convergent. C est l'ensemble des construc-

teurs.

E: équation)

début
ey = ey est l'équation E
sierlr=e2lRr
alors E est un théoréme équationnel donc un théoréme inductif
sinon Ro: systéme_de_réécriture:= régle_racine(R. C)
R¢ := complétion(R¢ )
si R est relativernent complet par rapport a C
alors R': systéme_de_réécriture:= complétion(ajouter(R. E))
RY.: systéme_de_réécriture:= régle_racine(R’', C)
supprimer(R¢. Rc)
st Re =
alors E est théoréme inductif
% Preuve par réductibilité inductive %
si linéaire_gauche(Rc )
alors pour-chaque E': équation de Ry faire
si non prewve_réd_ind(Rc, E', C)
alors E non théoréme inductif
foour

E est théoréme inductif

fsi

% Preuve par consistance %
supposer Rc w-complet
E non théoréme inductif

feas
fsi
fsi

fsi
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Soit R un systéme de réécriture de termes linéaire & gauche convergent. Pour tester si
une équation E est un théoréme inductif, par réductibilité inductive. nous I'ajoutons
4 R puis nous déroulons la procédure de complétion de Knuth et Bendix. Si cette
procédure diverge alors nous ne pouvons rien conclure sinon £ est un théoréme induc-
tif si et seulement si le membre gauche de toutes les nouvelles régles. n’appartenant

pas & R, est inductivement réductible par rapport a R.

Procédure 6.2 [preuveréd_ind] Cette procédure teste. par la réductibilité induc-
tive, la validité dune équation E dans Ualgébre initiale d une variété équationnelle
engendrée par un systéme de réécriture de termes R linéaire & gauche et convergent.

Soit C l'ensemble des constructeurs.

Procédure preuve_réd_ind (R: systéme_de_réécriture; E: équation: C': ensemble_de_opérateurs)

début

R': systéme.de_réécriture:= complétion(ajouter(R. E))

pour-chaque r: régle de supprimer(R', R) faire
si non ind_réductible(membre_gauche(r). R. C)
alors E non théoréme inductif

fsi

fpour
E est théoréme inductif

fin.
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6.2.2 Complétude relative

Nous allons décrire dans ce paragraphe la réalisation de la méthode utilisée pour
tester la complétude relative d’une spécification donnée par rapport a la spécification

de base.
Nous allons présenter la spécification des différentes procédures utilisées pour ce but.

Soient R un systeme de réécriture de termes et C' un ensemble de constructeurs.
Pour tester la complétude relative de R par rapport C nous testons la convertibilité

de tous les opérateurs définit, n'appartenant pas a C, par rapport a C.

Procédure 6.3 [rel_complet] Cette procédure teste, par convertibilité relative des
opérateurs définis. la complétude relative d un systéme de réécriture R par rapport
d un ensemble de constructeurs C. Elle retourne l'ensemble des opérateurs non
complétement définis, l'ensemble des termes non définis et l'ensemble des termes

définis plus d une fois.

Procédure rel_complet(R: systéme_de_réécriture; C: ensemble_de_opérateurs)

Retourne(ensemble_de_opérateurs; ensemble_de_termes: ensemble_de_termes)

début

opér_nonsufdéf: ensemble_de_opérateurs:=

terme_nondéf: ensemble_de_termes:= §
terme_ambigu: ensemble_de_termes:= )
pour-chague f: opérateur de supprimer(opérateurs(R). C) faire
f-nondéf, fambigu: ensemble_de_termes:= convertible(f. R. C)
si f.nondéf # 0
alors ajouter(opér_nonsufdéf, f)
ajouter(terme_nondéf. f-nondéf)
si f.ambigu # @
alors ajouter(terme_ambigu. f_ambigu)
[fsi
fpour

retourner{opér_nonsufdéf, terme_nondéf. terme_ambigu)

fin.
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Procédure 6.4 [convertible] Cette procédure teste la convertibilité d un opérateur
défini f. par recouvrement. dans un systéme de réécriture R par rapport & un ensem-
ble de constructeurs C. Elle retourne l'ensemble des termes non définis et l'ensemble

des termes définis plus d’une fois.

Procédure convertible(f: opérateur: R: systéme_de_réécriture: C': ensemble_de_opérateurs)

Retourne(ensemble_de_termes: ensemble_de_termes)

début
R¢: systéme_de_réécriture:= régle_racine(R, C)
T: ensemble_de_termes:= membre_gauche(R, f)
J T, Tarite(f)” variable:= nouvelle_variable
4 S: ensemble_de_termes:= {f(z1....,Tariteif))}
f-nondéf, f_ambigu: ensemble_de_termes:= recouvrement(S.T. C')
pour-chaque s: terme de f nondéf faire
st réductible(s, Rc)
alors supprimer(f-nondéf, s)
sinon si linéaire_gauche(Rc )
alors si ind_réductible(s, Rc. C)
alors supprimer(f-nondéf. s)

fsi

| i
foi

Sfpour
si fnondéf # O et non linéaire_gauche(R)
: alors changer S, intéractivement, par un autre ensemble complet ¢t non ambigu

recommencer le processus

retourner(f-nondéf, f_ambigu)

|
! fsi
-;»
|
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Procédure 6.5 [recouvrement] Cette procédure teste le recouvrement d un ensemble
de termes S par un ensemble de termes T par rapport a un ensernble de constructeurs
C. Elle retourne l'ensemble des termes non recouverts c
restent dans T'.

t U'ensemble des termes qui

Procédure recouvrement(S. T: ensemble_de_termes- C: ensemble_de_opérateurs)

Retourne(ensemble_de_termes: ensemble_de_termes)

début
nonrec: ensemble.de_termes:= {
tant-que S # 0 faire
s: terme:= un_élément(S)
o substitution
linéaire: booléen:= foux
pour-chaque t: terme de T faire
0= unification(s, t)
excepté quand non-unifiable: continuer
st linéaire(o(s))
alors hinéaire:= vrai
"EXIT”
fsi
st non linéaire

alors ajouter(nonrec, s)

sinon pour-chaque p: substitution de complément_sub{o. C) faire
ajouter(S. p(s))
ajouter(T’. p(t))
/200
supprimer(T, t)
fsi
supprimer(S, s)

ftg

retourner(nonrec, T )
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Procédure 6.6 [complément_sub] Cette procédure calcule l'ensemble des substitu-
tions complémentaires d ‘une substitution o par rapport @ un ensemble de construc-

teurs C.

Procédure complément_sub(o: substitution; C: ensemble_de_opérateurs)

Retourne(ensemble_de_substitutions)

début

comp_o: ensemble_de_substitutions:= {o}

pour-chague [v: variable, t: terme] de o faire
i non variable(t)
alors ens_o: ensemble_de_substitutions:= ()
pour-chaque s: terme de complément_terme(t. C) faire
pour-chague p: substitution de comp_o faire

§: substitution:= p
changer(é.[v.7].{v.s])
ajouter(ens_c. 6)

foour

ajouter(comp_o. ens.o)
Jpour
fsi
Hpour
supprimer({comp_o, o)

retourner{comp_o)
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Procédure 6.7 [complément_terme] Cette procédure calcule l'ensemble des termes

complémentaires d un terme t par rapport & un ensemble de constructeurs C.

Procédure complément_terme(t: terme: C: ensemble_de_opérateurs)

Retourne({ensemble_de_termes)

début
flti.....ty) est le terme t

comp.t: ensemble_de_termes:= {)

pour-chaque c: opérateur de C faire

stc# f
alors Ty, ..., Tarité(c): variable:= nouvelle_variable
ajouter(comp_t, ¢(x, ..., Taritéic)))
fs

[fpour

pour-chaque ty: terme de arqguments(t) faire

51 non variable(t; )

alors args: tableau_de_termes:= arguments(t)
pour i: entier de k-}-lﬁ,n_fa_irg
argsft]:= nouvelle_variable

[pour

pour-chaque s: terme de complément_terme(t,.C) faire
argsfk]:= s
ajouter(comp_t, construire_terme(

racine: f. arguments: args))
fpour
fsi
fpour

retourner(comp._t)

fin.
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6.2.3 Réductibilité inductive

Nous allons décrire dans ce paragraphe la réalisation de la méthode utilisée pour

tester la réductibilité inductive d un terme par rapport & un systéme de réécriture

=W =]

de termes linéaire & gauche. La méthode présentée est celle proposée par E. Kounalis
[41].

Nous allons présenter la spécification des différentes procédures utilisées pour ce but.

Soient R un systéme de réécriture de termes linéaire a gauche et C un ensemble
de constructeurs. Un terme ¢ est inductivement réductible par rapport & R si et
seulement si toute instance de t par I'arbre de motifs sur C' de R est réductible par
rapport & R. L'ensemble des constructeurs C' étant connu. nous prenons l'arbre de

motifs uniquement sur C et non sur tout 'ensemble des opérateurs.

Procédure 6.8 [ind_réductible] Cette procédure teste la réductibilité inductive dun
terme t par rapport & un systéme de réécriture de termes R linéaire d gauche. Soit

C Uensemble des constructeurs.

Procédure ind_réductible(t: terme; R: systéme.de_réécriture; C: ensemble_de_opérateurs)

Retourne(booléen)

début

n: entier:= cardinal(variables(t))

! pour-chagque (si1,...,sn) de uplet(test_set(R. C), n) faire
o substitution:= {x; «— s; | ; € variables(t) A1 € [1.n}}
| s1 non réductible(a(t), R)
. alors retourner(faux)
fsi
fpour
retourner(vrai)

fin.




110 6. REVE

Procédure 6.9 [test_set] Cette procédure calcule l'arbre de motifs d un systéme de

réécriture de termes R sur un ensemble de constructeurs C.

Procédure test_set(R: systéme_de_réécriture: C: ensemble_de_opérateurs)

Retourne(ensemble_de_termes)

début
T8,,TSy: ensembe_de_termes:= )
d: entier:= prof_sys(R)
1: entier:= 1
fin: booléen:= fauzr

tant-que non fin faire

TSy:=T8,
ajouter(T'Sy, {téte(t.d) |t € T(C) |r Aprof(t) =i})
ii=1i41
fin=(i=d+2) ou (TS, =TS,)
ftq
retourner(1'Sy)

J fin.

Soient t un terme de T'(F, X), R un systéme de réécriture de termes et J un entier

naturel. Nous posons:

|[ _[1 te XVte F.
| prof(t) = maz({prof(t1),...,prof(ta)}) +1 t= f(t1..... t)AfEF,An>0.
|

] prof_sys(R) = maz({prof(t) | t € MG(R)}).

| t J 2 prof(i).

| tetet,g) = 4 1 --n) J=0At=f(t1,....t.) Af € FaAn >0,

»J fltéte(ty.j —1),... téte(ta.j — 1)) 0<j <prof(t) At=f(ti.....tn)A
fe€F, An>0.
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6.2.4 Automate et grammaire d’arbres

Nous allons décrire dans ce paragraphe la réalisation de la méthode utilisée pour la
reconnaissance et la génération des formes normales closes par rapport & un systéeme

de rééceriture de termes linéaire & gauche.
Nous allons présenter la spécification des différentes procédures utilisées pour ce but.

Soit R un systéme de réécriture de termes linéaire & gauche. Pour construire la gram-
maire d’arbres engendrant le langage d’arbres des formes normales closes par rapport
a R, nous construisons I'automate d’arbres déterministe reconnaissant ce méme lan-
gage. Pour cela, nous construisons d'abord un automate d’arbres indéterministe
reconnaissant le langage d’arbres complémentaire. c’est a dire le langage des termes
réductibles par rapport a R et nous réduisons ensuite l'indéterminisme puis nous

calculons son complémentaire.
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Procédure 6.10 [const_auto] Cette procédure construit un automate indéterministe
avec A reconnaissant le langage des termes clos réductibles par rapport & un systéme

de réécriture de termes R linéaire ¢ gauche.

Procédure const_auto(R: systéme_de_réécriture) Retourne(automate)

début

F: ensemble_de_opérateurs:= opérateurs(R)

er, 0k: état

E: ensemble_de_états:= {e».ok}

S: ensemble_de_états:= {ok}

P: ensemble_de_régles:= ()

pour-chaque t: terme de membre_gauche(R) faire
et: €tat:= état_régle(t, < E.S, P >)
ajouter(P,e; — ok)

fpour

pour-chaque e: état de E © ({e2,0k}) faire
ajouter(P,e — e2)

fvour

pour-chaque f: opérateur de F faire

ajouter(P, f(es,...,e2) — e2)

arité(f)
foour
pour-chaque f: opérateur de F faire
pour i: entier de 0 g arité(f)-1 faire
ajouter(P, f(er...., er, ok, es. ..., e») — ok)
N e’
foour

fpour

retourner(< E,S, P >)
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Procédure 6.11 [état_régle] Ceite procédure engendre la régle et les états des ar-
guments dun terme t par rapport ¢ un automate < E,S.P >. Elle retourne ’état
] cré€ pour t, avec un effet de bord sur < E.S. P >.

Procédure ¢tat_régle(t: terme; < E. S, P >: automate) Retourne(état)

début

st variable(t)

alors retourner(es)
sinon f(ty,....t,) estle terme t

e:: état:= nouvel_état(t)

ajouter(E, e;)

pour-chaque t;: terme de arqguments(t) faire

ey, : Etat:= état_régleft;, < E.S.P >)

| fpour
: ajouter(P, f(es,,....e1,) — et)

retourner(e;)

"™
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Procédure 6.12 [réd_indéter] Cette procédure réduit lindéterminisme d'un auto-
mate indéterministe avec A < E.S. P > sur un ensemble d opérateur F. S est égal
a {ok}.

Procédure réd-indéter(< E,S. P >: automate: F: ensemble_de_opérateurs)

Retourne(automnate)

début
E': ensemble_de.états:= @
S’: ensemble_de_états:= {
P': ensemble_de_régles:= ()
E": ensemble_de_états:= ()
tant-que E' # E" faire
E”‘.z E!

pour-chaque f: opérateur de F' faire

n: entier:= arité(f)
pour-chaque (qi..... qn) de uplet(E’.n) faire
g ensemble_de_états:=

{ el3 e1€q..... en €qn. 6 € E.

e1 ==p g A ANey —p A
flé.....é) —pnd —pe }
ajouter(E’, ¢)
ajouter(P, flqi.....qn) — q)
fpour

fpour
ftq
pour-chaque q: état de E' faire
stok €gq
alors ajouter(S’. q)

fsi

foour

retourner(< E', S, P’ >)
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Procédure 6.13 [const_gram] Cette procédure construit la grammaire associée d un
automate < £, S, P >.

Procédure const_gram(< E.S, P >: automate) Retourne(grammaire)

début
&: état
I' : ensemble_de_états:= {{}UE
Q: ensemble_de_régles:= {)
pour-chaque e: €tat de S faire
ajouter(Q), £ — e)

fpour

pour-chaque f(ey,...,e,) — e: régle de P faire
ajouter(Q,e — flei,....en))

Jpout

retourner(< T',£.Q >)
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6.3 Session de REVE

Les exemples suivants forment un jeux d’essai d’exécution du systéme REVE. Les
textes en caractéres majuscules ou soulignés sont entrés a la console par 1'utilisateur.

les autres sont imprimés par le systéme.




6.3. Session de REVE

-> READ "/exp/retenu

User equations:

1. f(x, x, y)
2. f(x, y, x)
3. Af(x, v, y)

[}
It
«

No critical pair equatioms.
No rewrite rules.
-> KB
Starting Knuth-Bendix...
No user equations.
No critical pair equations.
Rewrite rules:
f(x, x, y) -> x
f(x, y, x) > x
3. f(x,vy,¥y) >y
Your system is complete!
-> REL-COMPLETENESS
The operators
£
may not be completely derined;
it’s hard to tell for sure because the system is not linear.

Try adding rules with the following left-hand sides:
f(x1, x2, x3)

All following terms are defined more than once:

117




118 6. REVE

f(vi, vi, v2)
f(vi, v2, vi1)
f(vi, v2, v2)

S AL AN TR

Whould you like to give a complete and not ambiguous reference
for the operator ’f’7 YES

ST AL

Please type the sequence terms of the reference

separated by ’;’, terminated with <ESC>:
f(otx’}’) ;£ .X.Y)

Whould you like to give some constructors? YES

Constructors: O 1

Precedence extended.

[ 1= SRR A G

The operator ’f’ is completely defined.

SRR

The following terms are defined more than once:
(1, 1, 1)

£(0, 0, 0)
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-> READ "/exp/flatten
User equations:

nill @ x == x

x @ nill == x
(xQ@y)ez==x@Q(y @z
flatten(nill) == nill
flatten(list(x)) == flatten(x)
flatten(a) == a

flatten(b) == b

flatten(a @ x) == a Q@ flatten(x)
flatten(b @ x) == b @ flatten(x)

O 0 N s W N

No critical pair equationms.

No rewrite rules.

Note that the following identifiers were parsed as nullary operators:
nill a b

~> CONSTRUCTORS a b @ nill list

Precedence extended.

-> KB

Starting Knuth-Bendix. ..

No user equations.

No critical pair equations.

Rewrite rules:

1. nill @ x -> x

2. x @ nill -> x
3. flatten(nill) -> nill
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flatten(list(x)) -> flatten(x)
flatten(a) -> a

flatten(b) ~> b

flatten(a @ x) -> a @ flatten(x)
flatten(b @ x) -> b @ flatten(x)
xey)ez->x0@ (y @z)

W 0 N Gy 0 b

Your system is complete!
-> REL-COMPLETENESS
There are relations among the constructors.
The operators
flatten

are not completely defined.

Try adding rules with the following left-hand sides:
flatten(list(x1l) @ x2)

—-> ADDITIONAL flatten(list(x)@y)==flatten(x)@flatten(y)

-> KB

Starting Knuth-Bendix...

No user equatiomns.

No critical pair equationms.

Rewrite rules:

nill @ x -> x

X @ nill -> x

flatten(nill) -> nill
flatten(list(x)) -> flatten(x)
flatten(a) -> a

flatten(b) -> b

A O W N

6. REVE
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flatten(a @ x) -> a @ flatten(x)
flatten(b @ x) -> b @ flatten(x)
(x@y)@z->x0 (yQz)

10. flatten(list(x) @ y) -> flatten(x) @ flatten(y)

Your system is complete!

$
|
i
|
i

~> REL-COMPLETENESS

There are relations among the constructors.

R T L o Sl

| All operators are completely defined.

i -> PROVE flatten(xQy)==flatten(x)@flatten(y)

The equation

flatten(x @ y) == flatten(x) @ flatten(y)

IS NOT an equational theorem of your system.

How do you wish to proceed with the proof:
Reducible-proof, Consistency-proof, Cancel, Interrupt? CONSISTENCY-PROOF

‘ A proof by consistency of the equation
flatten(x @ y) == flatten(x) @ flatten(y)
involves completing your system augmented by that equation.
Starting Knuth-Bendix...
No user equations.
No critical pair equations.

Rewrite rules:
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nill @ x -> x

x @ nill -> x

flatten(nill) -> nill

flatten(list(x)) -> flatten(x)

flatten(a) -> a

flatten(b) -> b

(x@ey)@z->x@ (y@z)

flatten(x @ y) -> flatten(x) @ flatten(y)

® N G0 AW

Your system is complete!

The equation

flatten(x @ y) == flatten(x) @ flatten(y)

IS an inductive theorem of your system.

Do you want to restore the initial system? NO

~> PROVE flatten(flatten(x))==flatten(x)

The equation

flatten(flatten(x)) == flatten(x)

IS NOT an equational theorem of your system.

How do you wish to proceed with the proof:
Reducible-proof, Consistency-proof, Cancel, Interrupt? CONSISTENCY-PROOF

A proof by consistency of the equation

flacten(flatten{x)) == flatven{x)

involves completing your system augmented by that equation.

Starting Knuth-Bendix...
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No user equatiomns.

No critical pair equationms.

Rewrite rules:

nill @ x -> x

x @ nill -> x

flatten(nill) -> nill

flatten(list(x)) -> flatten(x)

flatten(a) -> a

flatten(b) > b

(x@y)Q@z->x0@ (y @z

flatten(x @ y) -> flatten(x) @ flatten(y)
flatten(flatten(x)) -> flatten(x)

W W N O U W NN

Your system is complete!

The equation

flatten(flatten(x)) == flatten(x)

IS an inductive theorem of your system.

Do you want to restore the initial system? YES

-> PROVE flatten(flatten(x))==x

The equation

flatten(flatten(x)) == x

1S NUT an equational theorem oi your systei.

How do you wish to proceed with the proof:
Reducible-proof, Consistency-proof, Cancel, Interrupt? CONSISTENCY-PROOF

A proof by consistency of the equation
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flatten(flatten(x)) == x

involves completing your system augmented by that equation.

Starting Knuth-Bendix...

No user equations.

No critical pair equations.

Rewrite rules:

nill @ x -> x

x @ nill -> x

flatten(nill) -> nill

flatten(a) -> a

flatten(b) -> b
(x@y)e@ez->x0(y@Qz)

flatten(x @ y) -> flatten(x) @ flatten(y)
flatten(flatten(x)) -> x

list(x) -> x

O 0 N W NN

Your system is complete!

Do you want suppose that the based system IS w-complete? YES

The theory IS NOT consistent because the folowing rules modified the initial
algebra:

list(x) -> x

The equation

flatten(flatten(x)) == x

IS NOT an inductive theorem of your system.

Do you want to restore the initial system? YES
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-> READ “/exp/modulo2

User equations:

1. s(s(0)) == 0

2. 0+ x ==x

3. s(0) + x == s(x)

No critical pair equatioms.

No rewrite rules.

Note that the following identifiers were parsed as nullary operators:
0

-> CONSTRUCTORS 0 s

Precedence extended.

-> KB

Starting Knuth-Bendix...

No user equations.

No critical pair equations.

Rewrite rules:

i. s(s(0)) > 0

0 +x ->x

3. s(0) + x -> s(x)

N

Your system is complete!

-> REL-COMPLETENESS

There are relations among the constructors.
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All operators are completely defined.
-> PROVE s(s(x))==x
The equation
s(s(x)) ==
IS NOT an equational theorem of your system.

How do you wish to proceed with the proof:
Reducible-proof, Consistency-proof, Cancel, Interrupt? REDUCIBLE-PROOF

A proof by reducible-inductive of the equation

involves completing your system augmented by that equation.
Starting Knuth-Bendix...
No user equatioms.
No critical pair equatiomns.
Rewrite rules:
0+ x ->x
s(0) + x -> s(x)

s(s(x)) -> x

Your system 1is complete!

The equation
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IS an inductive theorem of your system.

Do you want to restore the initial system? NO

=> PROVE s(x)+y==s(x+y)

The equation

s(x) +y ==s(x +y)

IS NOT an equational theorem of your system.

How do you wish to proceed with the proof:

Reducible-proof, Consistency-proof, Cancel, Interrupt? REDUCIBLE-PROOF
A proof by reducible-inductive of the equation
s(x) +y==s(x+7y)
involves completing your system augmented by that equation.
Starting Knuth-Bendix...
No user equations.
No critical pair equations.
Rewrite rules:
1. 0+ x ->x
2. s(s(x)) -> x
3. s(x) +y->sx+y)

Your system is complete!

The equation

s(x) +y==s(x+7y)
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IS an inductive theorem of your system.

Do you want to restore the initial system? YES

-> PROVE s(x)+y==s(x+y)

The equation

s(x) +y ==s(x + y)

IS NOT an equational theorem of your system.

How do you wish to proceed with the proof:
Reducible-proof, Consistency-proof, Cancel, Interrupt? CONSISTENCY-PROOF

A proof by consistency of the equation
s(x) +y==s(x+1y)
involves completing your system augmented by that equation.
Starting Knuth-Bendix...
No user equatiomns.
No critical pair equationms.
Rewrite rules:
1. 0+ x ->x
2. s(s(x)) ->x
3. s(x) +y > s(x +y)

Your system is complete!

The equation
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s(x) +y==s(x +y)

IS an inductive theorem of your system.

!
[
-

Do you want to restore the initial system? NO

g -> GRAMMAR

B The set of derivation rules is:
2 G -> E6

E6 -> 0

] G -> E7

3 E7 -> s(E6)

L&‘;iﬁ,.ﬁ . . ’ , -
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-> READ "/exp/egalite

User equations:

0 +x ==x
s(x) +y ==
0 =0=
0 = s(x) ==
s(x) =0
s(x) = s(y)

L}
<

DA W N

No critical pair

No rewrite rules.

s(x +y)
s(0)
s(0)

==x=y

equations.

Note that the following identifiers were parsed as nullary operators:

0

-> CONSTRUCTORS O s

Precedence extended.

-> KB

Starting Knuth-Bendix...

No user equations.

No critical pair

Rewrite rules:

i 0+ x ->x
2. sx) +y >
3. 0=0->0
4, 0 =s(x) —>
5. s(x) = 0 >
6. s(x) = s(y)

equations.
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Your system is complete!

-> GRAMMAR

The set of derivation rules is:

G -> E16
E16 -> 0
G -> E17

E17 -> s(E16)
E17 -> s(E17)

-> DELETE &

Because you deleted a rewrite rule, your rewriting system is no longer

guaranteed to be complete with respect to your original equational system.
-> GRAMMAR

The set of derivation rules is:

G -> E25
E25 -> 0
G -> E26

E26 -> s(E25)
E26 -> s(E26)
E26 -> s(E)

G ->E

-> E26 = E25
-> E + E25
-> E + E26
-> E + E

-> E25 = E
-> E = E2b
-> E26 = E
-> E = E26
->

]

E
E
E
E
E
E
E
E

-> DELETE 1

o)
1]
™
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Because you deleted a rewrite rule, your rewriting system is no longer

guaranteed to be complete with respect to your original equational system.

-> GRAMMAR

The set of derivation rules is:
G -> E33
E33 -> 0

-> E

-> E33 + E33

-> E33 = E

-> E = E33

-> E34 = E33

-> E + E34
-> E34

E34 -> s(E33)

E34 -> s(E)

E34 -> s(E34)

Q @M MmMmH MmMm Mm@ & m Mm Mmoo
i
v
=1
w
kS
"
o




CONCLUSION

Au cours de ce travail, nous nous sommes attaché 3 la preuve de théorémes, d'un

point de vue pratique, dans le cadre de la logique équationnelle.

Les deux méthodes qui existent pour faire des preuves de validités de théordmes
inductifs dans I'algebre initiale d une variété équationnelle et fondées sur la réécri-
ture sont: la méthode de preuve par consistance et celle basée sur la réductibilité

inductive. o

Chacune de ces méthodes pose des inconvénients pratiques dans la mise en ceuvre. La
premiére suppose que la spécification de base est w-compléte. Propriété que nous ne
pouvons vérifier que dans des cas particuliers. La deuxiéme méthode utilise la notion
de réductibilité inductive. Concept que nous ne pouvons encore décider efficacement
que dans le cas des systémes de réécriture linéaires & gauche. La résolution de ces
deux problémes ne peut pas &tre traitée en pratique & I'heure actuelle. ainsi nous

avons proposé une méthode qui est la synthese de ces deux méthodes.

La méthode de preuve par consistance est trés puissante et il s’est avéré que souvent le
systeme de réécriture associé a la spécification de base est linéaire & gauche. D’autre
part, il se trouve que la réductibilité inductive est décid ble dans ce cas. Ainsi notre
méthode consiste a utiliser la méthode de preuve par consistance sans supposer que
la spécification de base soit w-compléte, mais si une nouvelle équation entre les
constructeurs est engendrée par complétion, nous essayons de prouver sa validité
par la deuxie¢me méthode.

La propriété de la complétude relative d'une spécification par rapport & la spéci-
fication de base est une propriété fondamentale dans les spécifications structurées.
Elle est aussi requisc dans la mdéthode de preuve par consistance. Pour tester cette
propriété nous avons proposé une extension de la méthode de recouvrement. Nous
avons étendu cette méthode dans le cas ou il y a des relations entre les constructeurs
et méme lorsque la spécification n’est pas linéaire & gauche. La correction totale de

cette méthode est démontrée.

La propriété de la w-complétude d'une spécification est trés intéressante dans 1'étude

des théoremes d'une spécification et son axiomatisation. Elle facilite aussi la métho-
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de de preuve par consistance. Nous avons essayé de mener une étude systématique de
cette propriété qui est trés difficile. Nous avons exposé les deux méthodes. dégagées
d'un certain nombre d’exemples de spécifications w-completes. pour la tester. Puis
nous avons énuméré les problémes qui se posent lors de la coustruction d'un en-
richissement w-complet d'une spécification donnée. Ainsl nous nous sommes con-
tenté de décider la w-complétude relative d une spécification par rapport & un ordre
noethérien. Nous avons donné un théoréme sur sa décidabilité dans ce cas particulier
mais il ne peut pas étre implantable dés maintenant. Nous avons aussi proposé un
algorithme de décision de la w-complétude d une spécification dans certains cas ou le
domaine de l'algebre initiale de la variété équationnelle est fini. Nous I'avons décidée
dans le cas ol le domaine de 'algébre générique de la variété éguationnelle sur un
ensemble de variables est fini et dans le cas ol la profondeur des termes en formes

normales, par rapport au systeme de réécriture associé a la spécification. est fini.

Par ailleurs nous avons donné une méthode, basée sur les automates et les gram-
maires d'arbres et sur la réécriture, de reconnaissance et de génération du langage
des formes normales closes d'un systéme de réécriture de termes linéaire & gauche.
La caractérisation de tel langage peut étre utilisée pour le test de la réductibilité in-
ductive, l'w-complétude et dans la preuve de théoréme inductif. Pour cette dérniere,
il suffit de démontrer 1'équivalence entre le domaine de l'algebre initiale et son enri-
chissement par I'équation & prouver. Nous avons utilisé cette méthode de constru-
ction pour tester la finitude et le vacuité d'un langage d’arbres. Ainsi nous pouvons
décider la finitude et le vacuité du domaine de l'algébre générique et de 1algebre

initiale d'une variété équationnelle.

Tous les résultats ci-dessus sont implantés dans le logiciel de réécriture REVE. Nous
avons eu l'occasion de manipuler un logiciel de grande taille. Nous nous sommes at-
taché & maintenir les qualités de modularité. de clarté et d adaptabilité que présente
REVE. Par ailleurs nous avons testé ce logiciel sur de nombreuses spécifications.
Ce travail expérimental nous a permis de nous assurer des qualités d’efficacité et de

puissance de notre logiciel.

Nous nous sommes limité & 1’étude de la complétude relative aux cas de systémes
de réécriture de termes et aux cas de systémes de réécriture équationnelle. Des
prolongements sont & envisager dans le sens d'une généralisation de la méthode
de test de la complétude relative au cas des systémes de réécriture conditionnelle.
L’extension de cette méthode dans le cas des spécifications multi-sortes est une autre

perspective envisageable, vu sa grande efficacité.

La richesse de la propriété d'w-complétude ouvre des perspectives dans un avenir

plus long.
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Une extension de la méthode de reconnaissant et de géuération du langage des fo-
rmes normales closes dans le cas des systémes de réécriture non linéaires i gauche

est envisageable en utilisant toujours la réécriture mais des automates asynchrones.

introduits pour les monoides partiellements commutatives.
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LISTE DES SYMBOLES

N : ensemble des entiers naturels,

F ensemble d’opérateurs.

C: ensemble de constructeurs,

D: ensemble d opérateurs définis.

arité(f) : arité d'un opérateur f.

Fi: ensemble des opérateurs d'arité ¢ avec z > 0,
(F.arité): signature,

(S, F): algebre de domaine S et d'opérateurs F.

X : ensemble de variables,

G(F.X): algébre générique sur un ensemble de variables X,
I(F): algebre initiale,

TF,.X): ensemble des termes d'opérateurs F et de variables X.
T(F): ensemble des termes clos d’opérateurs £,

O(t) : ensemble des occurrences d'un terme t,

€. occurrence vide,

Vi) : ensemble des variables d'un terme ¢,

G(t): ensemble des occurrences closes d'un terme ¢.
t/u: sous-terme a l'occurrence u d'un terme ¢,

tlu «— s]: remplacement du sous-terme & l'occurrence u par le terme s dans un terme 2,
B(FX): ensemble des substitutions sur T(F, X),

N(F) - ensemble des substitutions closes sur T'(F).
Do) : domaine d'une substitution o,

s=1t: équation,

E: équation,

A: ensemble d’axiomes,

M(A): variété équationnelle engendrée par A,

=4 égalité équationnelle engendrée par A.
=ind(A): égalité inductive engendrée par A.

G(F. X.A): algebre générique sur X de M(A4).
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t g
MG(R):
MG(f,R) :
T(F,X) lr:
T(F) lg:
T(F,X) 1%
TP &
TiF.X):
Tf(F) :
I(t):

I(T):
A(.CY:
B(o,C) :
prof(t) :
(E,S,P):

(r.¢.Q):

LISTE DES SYMBOLES

algebre initiale de M (A4).

spécification de sorte S. d'opérateurs F et d’axiomes A.

régle de rééeriture.

systéme de rééeriture de termes,

réécriture du terme s vers le terme t par rapport a R.

fermeture transitive de la relation — g définie dans T'(F. X).
fermeture réflexive-transitive de la relation — p définie dans T'(F. X)),
fermeture réflexive-symétrique-transitive de la relation — g définie dans T'(F, X),
forme normale d'un terme ¢t par rapport & R.

ensemble des membres gauches de R,

ensemble des membres gauches de R de racine un opérateur f.
ensemble des termes de T'(F, X)) en formes normales par rapport a R,
ensemble des termes clos de T'(F') en formes normales par rapport a R.
ensemble des termes de T(F, X') réductibles par rapport a R.

ensemble des termes clos de T'(F') réductibles par rapport & R.
ensenble des termes de T'(F, X') de racine un opérateur f.

ensemble des termes clos de T'(F') de racine un opérateur f.

ensemble des instances closes d'un terme t.

ensemble des instances closes de tous les termes de T'.

complémentaire d'un terme t par rapport & un ensemble d’opérateurs C,
complémentaire d'une substitution ¢ par rapport a un ensemble d'opérateurs C,
profondeur d'un terme ¢,

automate dont I'ensemble d’états E., d'états de satisfaction S

et de régles de transition P,

grammaire dont 1'ensemble de vocabulaires auxiliaires I'. d’axiome £

et de regles de dérivation @,

arbre vide,

état de satisfaction.

état d'attente,

et booléen,

ou booléen,

différence ensembliste.

somme ensembliste,

produit ensembliste.
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RESUME

L'objet de cette these est I'étude pratique de preuve par récurrence en logique éguationnelle.
Elle fournit ainsi un outil puissant pour la programmation logique et/ou fonctionnelle et pour

la démonstration automatique.

Notre objectif principal est I'étude et la mise en ceuvre d'une méthode de preuve de théo-
remes inductifs dans I'algebre initiale d une variété équationnelle. La méthode ¢tudiée est la
synthese de la méthode de preuve par consistance et de celle basée sur la réductibilité inductive.

Le deuxieme objectif est I'étude de la complétude relative. souhaitable dans la conception
et la correction des spécifications algébriques structurées et requise par la méthode de preuve
par consistance.

Une partie de ce travail est consacrée a la présentation de la w-complétude: elle constitue.
a notre connaissance, la premicre tentative d'étude systématique de cette propriété.

Par ailleurs nous donnons une méthode de reconnaissance et de génération des formes

normales closes d'un systeme de réécriture.
Enfin il est a noter que toutes ces méthodes de preuves de validité. de complétude relative
ainsi que la reconnaissance et la génération des formes normales closes d'un systéme de réé-

criture ont été implantées dans le démonstrateur automatique REVE.

'

Mots-clés: algebre initiale. spécification. consistance relative. complétude relative, w-com-

plétude, réécriture. procédure de complétion. récurrence. automate. grammaire.




