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RESUME

Lobjet de cette these est l'étude pratique de preuve par récurrence en logique équationnelle.

Elle fournit ainsi un outil puissant pour la programmation logique et/ou fonctionnelle et pour

la démonstration automatique.

Notre objectif principal est [étude et la mise en ceuvre d'une méthode de preuve de théo-

rémes inductifs dans l’algébre initiale d'une variété équationnelle. La méthode étudiée est la

synthése de la méthode de preuve par consistance et de celle basée sur la réductibilité inductive.

Le deuxiéme objectif est l'étude de la complétude relative, souhaitable dans la conception

et la correction des spécifications algébriques structurées et requise par la méthode de preuve

par consistance.

Une partie de ce travail est consacrée 4 la présentation de la w-complétude: elle constitue,

A notre connaissance, la premiére tentative d’étude systématique de cette propriété.

Par ailleurs nous donnons une méthode de reconnaissance et de génération des formes

normales closes d'un systéme de réécriture.

Enfin il est & noter que toutes ces méthodes de preuves de validité. de complétude relative

ainsi que la reconnaissance et la génération des formes normales closes d'un systéme de réé-

criture ont été implantées dans le démonstrateur automatique REVE.

Mots-clés: algébre initiale, spécification. consistance relative. complétude relative, w-com-



Study and Implementation of Inductive Proof

Methods in Equational Logic

ABSTRACT

The object of this thesis is the practical elaboration of the inductive proof in equational

logic. It gives a strong tool for logic and functional programming and for theorem proving.

The first objectif is the study and implementation of a proving inductive theorems in the

initial algebra of equational varety method. The method adopted is the method based on

proof by consistency and this based on inductive reducibility synthesis.

The setond objectif is the investigation of relative completeness propertie. desirable in

structural algebrique specification conception and correction and exacting in the method based

in proof by consistency.

A part of this work is consecrated to a systematic study of w-completeness propertie useful

in axiomatisation of theories.

Otherwise a method based on trees automata and grammar and on rewriting is explained

for recognition and generation of closed normal formes with rapport to a term rewriting system.

Jot down that all these methods of proving theorems, relative completeness, recognition and

generation of closed normal formes with rapport to a term rewriting system are implemented

in the rewriting laboratory REVE.

Keywords: initial algebra. specification, relative consistency. relative completeness. w-

completeness. term rewriting. completion procedure. induction. automata, grammar.
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INTRODUCTION

Le souci dune conception, de grands logiciels par équipe, plus correcte, moins cotiteuse

et plus rapide, a amené a des recherches fondamentales sur les types abstraits de données

dans les langages de programmation et de spécification entre autres.

Un type abstrait de données est constitué, en plus de l'ensemble de ses objets. par

la famille des opérateurs qui agissent sur ces objets. L’algébre universelle constitue le

fondement théorique des types abstraits de données. Une spécification algébrique d’un

type abstrait de données est une algébre qui est décrite par un ensemble de sortes, un

ensemble d’opérateurs et un ensemble d’axiomes. Ce qui permet de la considérer comme

une axiomatisation de la théorie du type de données qu'elle spécifie.

La syntaxe et la sémantique d’une spécification sont basées respectivement sur la sig-

nature d’algébres et l’algébre initiale de la classe d’algébres.

Dans une spécification, le probleme du mot consiste & tester si une équation est une

conséquence de l'ensemble d’axiomes, c’est a dire si elle est vraie dans la théorie équation-

nelle associée.

Nous nous placons dans le cas de la logique équationnelle ot la théorie est décrite par

des axiomes forment un ensemble d’équations égalitaires entre des termes. Les termes

sont des combinaisons bien formées d'un ensemble d'opérateurs et d'un ensemble de vari-

ables implicitement quantifiées universellement. En logique équationnelle te mécanisme de

déduction se réduit a la seule régle du calcul équationnel qui est le remplacement d égaux

par des égaux. Sous certaines conditions, l’automatisation de la validation des identités

est possible en utilisant la réécriture.

La réécriture est & lorigine une méthode de preuve en logique équationnelle mais son

as cessé de s“étendre depuis La résolution déanations le calen|

propositionnel et le calcul de prédicats en logique, la construction et la correction des spéci-

fications algébriques et la transformation des programmes n’en sont que quelques exemples

et ne forment pas une liste exhaustive. L'idée de base de la réécriture est d’orienter les

équations dans un sens bien étudié, pour qu elles puissent étre utilisées comme des régles.

Ainsi nous obtenons un processus déterministe et fini pour le calcul équationnel.

La théorie de la réécriture, basée sur la procédure de complétion de Knuth et Bendix

cr
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6 INTRODUCTION

offre un mécanisme simple pour le probléme du mot. Cette procédure compléte l'ensemble

des régles pour que l’égalité équationnelle et la relation de réécriture induite soient équiva-

lentes. Si une spécification peut étre transformée en un systéme de réécriture convergent.

cest 4 dire confluent et neethérien, alors le test de la validité d'une équation. dans la va-

riété équationnelle. se réduit au test de lidentité des formes normales des deux membres

de l’équation.

Dans l’algébre initiale de la variété équationnelle d'une spécification. un raisonnement

équationnel ne suffit plus pour tester la validité d'un théoréme inductif. un raisonnement

par récurrence devient obligatoire dans ce cas. I] se trouve que la procédure de com-

plétion de Knuth et Bendix peut étre encore utilisée moyennant un certain nombre de

modifications. Dans ce sens, il y a la méthode de preuve par consistance et la méthode de

preuve basée sur la réductibilité inductive.

Nous nous restreignons au cas des spécifications mono-sortes et dont toutes les équa-

tions peuvent étre orientées en des régles de réécriture.

La construction et la correction d’une spécification structurée sont assurées par les

deux propriétés fondamentales de consistance et de complétude relative.

Nous nous intéréssons & la preuve automatique de ces deux propriétés en utilisant la

réécriture.

Nous nous intéréssons aussi 4 la propriété d’w-complétude d'une spécification qui ex-

prime que tout théoréme inductif est un théoréme équationnel.

Par ailleurs nous nous intéréssons & la reconnaissance et ala génération des formes

normales closes, ou avec des variables, d'un systéme de réécriture en utilisant la réécriture

et les automates et les grammaires d’arbres.

Il est & noter que toutes ces méthodes de preuves de validité. de complétude relative

ainsi que la reconnaissance et de génération des formes normales closes d'un systéme de

réécriture ont été implantées en langage CLU. dans le logiciel de réécriture REVE. sur les

machines VAX et SUN. sous le systéme d’exploitation UNIX.
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L’organisation de cette thése est la suivante:

e Dans le premier chapitre nous rappelous les concepts théoriques de base décrivant

le cadre de notre travail.

La premiere partie est consacrée a lalgébre universelle et & la variété équationnelle.

La deuxiéme partie aux spécificatious algébriques.

La troisiéme partie est réservée aux systémes de réécriture de termes.

e Le deuxiéme chapitre est consacré a la preuve de validité dans l'algébre initiale d'une

variété équationnelle. I] représente ainsi le coeur de notre travail et c'est le noyau

des autres chapitres.

La premiére partie est consacrée a la présentation des différentes approches de preuve

par récurrence. Ce qui permet de dégager la méthode adoptée dans notre réalisation.

Cette méthode est la synthése de celle de preuve par consistance et de celle de preuve

par réductibilité inductive. Elles seront étudiées respectivement dans les deux parties

qui suivent.

La quatriéme partie est réservée a la confluence close.

e Le troisiéme chapitre décrit la méthode adoptée pour tester la complétude relative

d’une spécification par rapport a la spécification de base.

Dans la premiére partie nous exposons la propriété de convertibilité relative d'un

opérateur pour tester la complétude relative.

Dans la deuxiéme partie nous étudions le concept de recouvrement qui est & la base

de la méthode adoptée.

La troisiéme partie est consacrée au théoréme de décidabilité de cette propriété.

* Le quatriéme chapitre présente une étude systématique de la w-complétude d'une

spécification.

Dans la premiére partie nous donnons la définition de la w-complétude clarifiée par

des exemples.

Dans la deuxiéme partie nous exposons les deux méthodes, dégagées d'un certain

nombre d’exemples de spécifications w-complétes, pour la tester. Nous énumérons

les problémes qui se posent lors de la construction d'un enrichissement w-complet

dune spécification donnée. Puis nous nous restreignons & la w-complétude relative

par rapport @ un ordre neethérien.

La troisiéme partie est consacrée A sa décidabilité dans certains cas ot le domaine

de lalgébre initiale associée 4 la spécification est fini.

@ Le cinquiéme chapitre expose une méthode permettant la reconnaissance et la géné-

ration du langage des formes normiales closes d'un systéme de réécriture.

Dans la premiére partie nous rappelons les notions de bases des automates et des
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grammaires dans le cas des arbres. Nous donuons aussi les théorémes de décidabilité

de la finitude. de la vacuité et de I'équivalence des langages d'arbres.

La deuxieme partie est consacrée & la construction et correction d'un automate dé-

terministe qui reconnait le langage des formes normales closes. ou avec des variables.

d'un systéme de réécriture de termes.

La troisigme partie est consacrée & la construction et correction d'une grammaire

qui engendre ce langage.

Le sixigme chapitre est consacré au laboratoire de réécriture REVE.

Daas la premiére partie nous donnons une présentation générale du logiciel REVE.

Dans la deuxiéme partie nous regroupons les procédures principales qui réalisent les

différents concepts introduits. Dans la troisiéme partie nous donnons une seance

compléte de notre réalisation.

Dans la conclusion nous faisons un bilan de ce travail ainsi que les principaux pro-

blémes résultants qui restent ouverts.



1.1. Algébre 11

Définition 1.3 Soient P = (Sp, Fp) et Q = (Sg, Fg) deux algébres. Nous disons que Q

est une sous-algébre de P si et seulement si

e Sg C Sp,

eVfEF fo=fr/g ot fr/a est la restriction de fp aQ.

Définition 1.4 Soit (P; = (Sp,,Fp,))ier une famille indexée dalgébres. Le produit des

algébres (P; = (Sp,.F p,))ier est Valgébre P = (Sp, Fp) ot

e Sp= Tic; Sp, produit cartésien,

eVneN Vf EF, V(a1,...,4n) € (Hie Sp)”

Tli(fp(ei,.--,@n)) = fe, (1i(@1).---. TL (@n))

ou []; est application 1-téme projection.

Définition 1.5 Une classe C non vide d’algébres est une variété si et seulement si elle

est fermée par sous-algébres, image homomorphe et produit.

Algébre libre

Définition 1.6 Soient C une classe quelconque d’algébres et X un ensemble dénombrable.

éventuellement fini. Nous appelons C-algébre libre engendrée par X, ou sur X. toute al-

géebre P = (Sp, Fp) telle que:

e PEC,

eo X CSp,

© VQ = (Sg.Fo9) € C Who: X — Sg Sh: P —+ Q oth est un unique

homomorphisme tel que h/x = ho.

Convention 1.4

Nous parlerons d’algébre libre sur X au lieu de C-algébre libre sur X s'il n'y a pas

d’ambiguité sur C.

Les éléments de X sont appelés des variables.

Lalgebre libre sur A, si elle existe, est unique a un isomorphisme prés.

Nous supposons dans toute la suite que F’ est un ensemble fixe de fonctions et X est

un ensemble de variables quelconque tels que FO X = @ et Fy #9.

Le théoréme suivant, qui est un cas particulier d'un théoreme dt 4 G. Birkhoff [5],

nous permet de définir l’ensemble des termes.

Théoréme 1.1 Soit C la classe de toutes les algébres sur X. L'algébre libre sur X existe.
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Nous avons vu que lalgébre libre sur un ensemble X quelconque est unique & un

isomorphisme prés. Dans le cas oi X est vide nous obtenons la notion d'algébre initiale.

Dans le cas ot X est dénombrable nous obtenons la notion d'algébre générique.

Définition 1.7 Lalgébre libre sur l'ensemble 0 est appelée algébre initiale et notée I(F).

Lalgébre libre sur un ensemble X dénombrable est appelée algébre générique et notée

G(F.X).

Dans toute la suite, nous prenons la classe de toutes les algébres sur X.

Nous allons maintenant définir la notion de terme qui est lélément de base de la

réécriture comme nous le verrons dans le deuxiéme paragraphe.

1.1.2 Termes

Définition 1.8 Nous appelons ensemble des termes de premier ordre sur X , notéT(F,X),

le domaine de l’algébre libre sur X.

Convention 1.5

Nous parlerons de terme au lieu de terme de premier ordre.

L’ensemble des termes T(F,0) sans variables. noté T(F), est le domaine de lalgébre ini-

tiale I(F) et appelé ensemble des termes clos.

Par abus de notation, nous désignerons par T(F,X) Ualgébre libre sur X et par T(F)

Valgébre initiale.

Si X = {x1.v2,..-,2n,.-.) = {xj | i € N} noté X.,, T(F.X.) est appelé Valgébre

générique.

Exemple 1.3 Soient F = {0,s.+} ef X = {x1,....2n,-..}. Les expressions suivantes

sont des termes, éléments de T(F,X) : 0, (0), s(x1),21 + (0+ 22), 21 + 8(22). s(x, + £2).

Le concept de terme est identique a celui dexpression formelle que nous pouvons

construire d’aprés l'ensemble X et la signature (F.arité). Formellement, ce concept est

défini de fagon constructive comme suivant:

Lemme i.i ZL ensembie T(F,X) des termes esi le plus peiii ensemble ied quc

eX CT(F.X),

eWne N Vf EF, V(tie-...tn) €T(F.X)" f(tis---.tn) €T(F.X).

Cette définition des termes permet de disposer d'un principe d‘induction structurelle

sur T(F,X).
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Définition 1.9 Soit P une propriété.

St

e induction structurelle de base: Vx € X P(x) et VCE Fo Pic).

e une étape d induction structurelle: Wn € N+ Vf E Fy V(th..... th) € T(F.X)"

P(t) A-:-A P(tn) => P(f(t.....ta)),

alorsVtET(F,X) P(t).

Nous allons donner une représentation arborescente aux termes qu'il est d'usage d‘uti-

liser concurremment 4 la notation habituelle sous forme fonctionnelle. Soit (N*..) le

monoide libre engendré par N+, ensemble des entiers strictement positifs. *.’ est Vopération

de concaténation, elle sera omise si elle n'est pas ambigué.

Définition 1.10 Un terme t est une arborescence ordonnée étiquetée par FUX. C'est &

dire une application partielle de N* dans F UX dont le domaine. noté O(t). vérifie:

e le mot vide e € O(t),

° stu € O(t;) alors iu € O(f(...,ti,...)) si et seulement sil <i < arité(f).

Convention 1.6

Les éléments de O(t) sont appelés occurrences de t et elles représentent les différents

chemins d’accés dans larborescence de t.

Dans la suite, sauf mention contraire, nous ne ferons pas de distinction entre un terme et

sa représentation arborescente.

Exemple 1.4 Etant donné le terme t = (0+ 2) + s(0) alors O(t) = {e.1,11,12.2,21} et

sa représentation arborescente est:

+

/ \
+ s

/ \ |
0 xz O

Définition 1.11 Soit t un terme. Nous disons que t' est un sous-terme det si et seule-

ment si il existe u € O(t) telle que t a Voccurrence u, noté t/u, soit égal at’. Siufe,t!

est un sous-terme strict.

Définition 1.12 Soient t et t! deux termes et u une occurrence de t. tlu ——~ t’] est le

terme obtenu en remplagant le terme t/u part’ dans t.
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Convention 1.7

Dans la suite, nous désignons par V(t) “ensemble des variables de t défini par:

VitQ)={zeEX| Ave O(t) tdu=xz}.

L ensemble des occurrences closes de t. qui ne correspondent pas é des variables. est désigné

par G(t) et défini par: G(t) = {ue O(t) | t/ug X}.

Définition 1.13 Un terme t est dit linéaire si et seulement sil ne contient qu une occur-

rence au plus de chaque variable.

Exemple 1.5 Soient t = (0+2x)+ s(0) ett’ =0+2,

t' est un sous-terme det & occurrence 1.

t” = t[21 — ¢] = (0+ 2) 4 s(04 2).

V(t) = {x} et G(t) = {e,1,11, 2,21},

t est linéaire mais t” ne lest pas.

Définition 1.14 Une substitution o est une application de X dans T(f,X). Le domaine

dea, noté D(o), est le sous-ensemble fini de X défini par: D(c) = {x €X | o(x) x}.

Convention 1.8

Remarquons que le domaine de o est vide si et seulement sio est Videntité.

L’ensemble des substitutions est noté O(F,X).

L’ensemble des substitutions closes, c'est a dire & valeur dans T(F). est noté U(F).

Une substitution o sera représentée par l'ensemble: {x —— o(x) {x € D(o)}.

L’algébre T(F, X) étant libre, une telle application se prolonge de fagon unique en un

endomorphisme de T(F, X). Elle vérifie donc:

Wn EN VEER, Vth,....te) ET(PX)" o(f(ti,....tr)) = flo(ti),....o(tp)).-

Définition 1.15 Soient o et p deux substitutions, le composé de o et p, noté op, est la

substitution définie par: Vx € X op(x) = o(p(2x)).

1.1.3 Théorie équationnelle

Variété équationnelle

Définition 1.16 Nous appelons Equation un couple de termes (t1, t3), notée t) = to.

Définition 1.17 Soient t; = to une équation et P = (Sp. Fp) une algébre. P valide, ou

satisfait, t; = ty si et seulement siVh: T(F,X) —> Sp h(t) = h(te).

Convention 1.9

Nous disons aussi que l'équation t, = to est valide dans P, ou P est un modeéle de t, = te.
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et noté PEt) = te.

P valide un ensemble d’€quations A si et seulement si P valide chaque équation de A.

Une classe d'algébres C valide A si et seulement si chaque algébre de C valide A.

Définition 1.18 Soit A un ensemble déquations. Nous appelons variété équationnelle

dalgébres engendrée par A. que nous nous notons M(A), la classe de toutes les algébres

validant A.

Convention 1.10

M(A) est appclée aussi classe des modéles de A.

Les équations de A sont appelées les ariomes d'une axiomatisation de la variété équation-

nelle M(A).

Théoréme 1.2 Soit C une classe d'algébres. C est une variété équationnelle d algébres

si et seulement si C est une variété.

Par conséquent, la M(A)-algébre libre sur X existe, pour tout ensemble X. Nous

dirons aussi que M(A) est la variété équationnelle engendée par A sur X.

Nous allons maintenant construire la M(A)-algébre libre sur X, & partir de l'ensemble

des termes T(F. X) et de la congruence engendrée par A.

Définition 1.19 Soit P = (Sp, Fp) une algébre. Une relation ~ sur Sp est une congru-

ence sur P si et seulement si ~ est une relation d’équivalence stable par les opérateurs de

Fp.

Crest ddire: WneN Vf EF, V(ti....stasth,---,th) ESB tot A -Ath~ot, =>

f(ti,...,tr) ~ f(t... t,).

La relation ~ étant une relation d’équivalence, nous pouvons définir l'algébre quotient

comme étant égale & (Sp/., Fp) et noté P/..

Exemple 1.6 Reprenons l'exemple 1.2. Les opérateurs 0 et s engendrent les termes 0 et

s"(0) avec n > 1. qui correspondent aux entiers naturels. Tout autre terme contenant 0.

s et + est Equivalent a l’un des termes suivants: 0 . s"(0) avecn > 1. Par conséquent

Valgébre quotient (N,F) est définie par:

N = {0}U {s"(0)|n>1}

F = {0,3,¥} tels que:

0 = 0

3(0) = s(0)
3(8"(0)) = s”*1(0)
0+0 = 0

0+s"(0) = s"(0)

s”(0)-FO = (0)
s"(O)FsTM(0) = s"tTM(0),
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eth: N — N est un isomorphisme défini par:

n(0) = 0

h(s"{(0)) = nsin> tl.

Probléme de la validité

Soient A un ensemble d’équations et t, = tp une autre équation. Nous allons main-

tenant présenter le probléme de la validité, ou probléme de mots. dans la variété équa-

tionnelle M(A) qui consiste a décider la validité de l’équation t; = to dans toute algébre

de M(A).

Définition 1.20 La plus petite congruence sur T(F,X) contenant tous les couples

(o(81),0(s2)) o& s) = Seq est une équation quelconque de A et o une substitution, est

appelée la congruence engendée par A. ou la A-égalité, et notée =4.

Convention 1.11

Si une équation t; = ty est valide dans M(A). nous notons t, =, tz et nous lisons ty = te

modulo A, out; est A-égal a to.

Définition 1.21 La relation symétrique A-égalité en une étape. notée H4. est définie de

la maniére suivante: t, tH to si et seulement si

dg=deA Jue O(t;) do € UF, X) tels que: t,/u = o(g) (ou resp. t)/u = o(d)) et

ty = ty[u —— o(d)] (ou resp. ty = t)[u — o(g)]).

Nous donnons ci-dessous une définition constructive de la congruence engendrée par

un ensemble d’équations A.

Définition 1.22 Soient t et t' deur termes. t =, t' si et seulement si A(t;..... tr) €

T(F, X)” tel que:

® t=,

@ t; Hy, tin) pourl <i<n,

eot,=t.

Définition 1.23 Nous appelons théorie équationnelle engendrée par A laigébre quotient

(TF. X)/=,,F) et par abus de langage la congruence elle méme.

Lorsque A est l‘ensemble vide nous parlerons de la théorie vide.

Théoréme 1.3 La M(A)-algébre libre sur X est Lalgébre quotient (T(F.X)/=,.F).
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L’algébre libre dune variété équationnelle a une trés grande importance car la validi-

té d'une équation se raméne a une preuve de A-égalité. Elle a donc une caractérisation

syntaxique. comme nous allons le voir dans le théoréme suivant. di & G. Birkhoff [5]. et

qui est 4 la base de la logique équationnelle.

Théoréme 1.4 Soit A un ensemble d'équations. Une équation t; = to est valide dans

M(A) si et seulement si ty =, te.

Ce théoréme montre qu'une équation t; = fa est valide dans la variété équationnelle

M(A) si et seulement si elle peut étre déduite des équations de A par un raisonnement

équationnel, c’est 4 dire un nombre fini de substitutions et de remplacements de termes

par des égaux. Nous disons aussi que t; = t2 est une conséquence de A et nous le notons

Aké, = te.

Définition 1.24 Dans le cas oi X est vide, la M(A)-algébre libre sur 0 est Valgébre

initiale de la variété équationnelle engendrée par A, notée I{F, A), dont le domaine est

Vensemble quotient T(F)/—,.

Dans le cas ot le cardinal de X est dénombrable, la M(A)-algébre libre sur X est Ualgébre

générique de la variété équationnelle engendrée par A. notée G(F.X.A), dont le domaine

est ensemble quotient T(F,X)/-,.

Le probléme de la validité dans l'algébre initiale se résume dans la proposition suivante.

Proposition 1.1 Une équationt, = te est valide dans Ualgébre initiale I(F) (resp. I(F, A) )

si et seulement siVo € U(F) o(t:) = o(te) (resp. o(t1) =, o(te)).

Exemple 1.7 Soient F = {0,s,+} et A ensemble d’équations suivant:

A = { «+0 == 2£

etsy) == sixty) }-
Léquation:

Iz+ (y+ s(z)) s(x + (y+ 2))

est valide dans I(F).

T. ? a ae . ’
HED WEL CYUULEVILS SULUUILES.

xrt+y = y+

E+(ytz) = (uty)+z2

sont valides dans I(F. A) mais pas dans I(F) car elles ne peuvent pas étre prouvées unique-

ment par un raisunnement équationnel a partir des équations de A. La preuve nécessite

un raisonnement par récurrence. une induction structurelle. sur les variables.
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1.1.4 Satisfiabilité

La notion de satisfiabilité est la notion duale de celle de validité.

Définition 1.25 Soient t; et to deux termes de T(F,X) et P = (Sp, Fp) une algébre.

L’équation t, = tz est satisfiable (resp. semi-satisfiable) dans P s’il existe un homomor-

phisme h de T(F,X) dans Sp tel que h(t,) = h(te) (resp. t) = h(te)).

Certains problémes sont reliés avec la notion générale de la satisfiabilité (resp. semi-

satisfiabilité) c’est le cas pour les problémes suivants:

e le probléme de l’unification (resp. filtrage): c’est la notion de satisfiabilité (resp. semi-

satisfiabilité) dans T(F,X). C’est a dire étant donnés deux termes t; et te, il faut

trouver une substitution o telle que o(t1) = o(t2) (resp. t; = o(t2)).

@ le probleme de l'unification modulo A (resp. filtrage modulo A ): c’est la notion de

satisfiabilité (resp. semi-satisfiabilité) dans l’ensemble quotient T(F, X)/—,. C’est a

dire étant donnés deux termes 7¢, et to, il faut trouver une substitution o telle que

o(t1) =a o(t2) (resp. f) =4 o(t2)).

Convention 1.12

Dans le cas de l’unification nous disons que o unifie ty; et te, ouo est l’unificateur de ty

et to.

Dans le cas de filtrage, nous disons que o filtre t2 vers t,, ou o est le filtre de ta vers ty.

ou que to schématise t;, ou ty est une instance de to.

Définition 1.26 Sovent o et p deur substitutions. La relation < sur les substitutions est

définie par: V(o,p) E U(F,X) op —s AVE DF X) VereXx ypo(z) = p(z).

Sul existe un wnificateur de t, et to alors il existe un unificateur minimal, ou dit

principal, par rapport a <<. Dans ce cas il est unique a un isomorphisme prés des noms

des variables de ¢; et te.

Woe. In: aa yoo, ANG yoN aa foe AN a RIO H FL. ,

WAC pie eo ULE Ite &b} —— LS TUS T OL"g) GbE te — (te TVs) Toys. & —\y J

ty. Soit tz = z+ 3(0), o = {2 — x+0.y +— 0} unifie t; et t3. c est aussi Uunificateur

principal de t, et ts.

Dans le paragraphe suivant, nous préseuterons les notions fondamentales de la réécri-

ture qui vont étre utilisées pour la preuve de la validité dans une variété équationnelle et

dans l’algébre initiale associée.
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1.2 Spécification

Un type abstrait de donuées spécifie une structure de donnée abstraite. en précisant

seulement les données. ou dit les objets. et les opérateurs qui agissent sur ces données. Les

propriétés caractéristiques des opérateurs sont précisées sans se préoccuper des algorithines

qui les réalisent. C'est la raison pour la quelle nous le qualifions dalgébrique.

Une spécification représente une description syntaxique des types abstraits de données,

La sémantique d’une spécification algébrique est donnée par l'algébre initiale de la variété

équationnelle associée a la spécification [16].

Définition 1.27 Nous appelons spécification algébrique dun type abstrait de donnée un

triplet (S,F, A) o&

e S est un ensemble de sortes,

e F un ensemble d'opérateurs,

@ A un ensemble duriomes.

Dans toute la suite. nous nous restreindrons aux spécifications mono-sortes. c’est A dire

aux cas ot S est un singleton. Nous nous restreindrons aussi aux axiomes équationnels.

cest a dire de la forme ¢,; = tg ot t; et t» sont deux termes construits uniquement A partir

des opérateurs de F et de variables implicitement quantifiées universellement.

Définition 1.28 Nous appelons type abstrait de donnée spécifié par (S,F.A) la sous-

classe de F-algébres modéles de A dont les éléments sont isomorphes.

Chaque élément de la sous-classe est une représentation des données du type abstrait

de donnée.

La construction d'une spécification se fait a partir d'une spécification primitive, de

base, & la quelle nous appliquons les opérations suivantes:

e lenrichissement: ajout de nouveaux opérateurs et de nouveaux axionies.

e Vextension: ajout de nouvelles sortes,

qui expriment les deux concepts fondamentaux en programmation structurée.

Chaque spécification (S, FA) est associée a lalgébre initiale [(F.A). Nous voulons

que l’algébre initiale de départ soit isomorphe 4 la restriction de la nouvelle algébre initiale

aux anciennes sortes et opérateurs. Ce qui introduit les deux propriétés fondamentales des

spécifications que sont la consistance et la complétude relative. pour exprimer la cohérence

relative des spécifications.
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Définition 1.29 Une spécification (So. Fy.Ao) est une sous-spécification dune spécifica-

tion (S,F, A) si et seulement si S.. F, et Ao sont inclus respectivement dans S. F et A.

Lorsque S = S, nous parlons d enrichissement sinon nous parlons d extension.

Définition 1.30 Une extension (S, F.A) de (So, Fy, Ao) est relativement consistante par

rapport & (So. Fo. Ao) si et seulement si la restriction de la congruence =, @T(F) coincide

avec la congruence =4,. C'est d dire V(t.) €T(F)? t=ati => t=, 0.

Dans le chapitre 2, nous présenterons une méthode basée sur la réécriture pour tester

la consistance relative d'une spécification donnée par rapport a la spécification de base.

Définition 1.31 Une extension (S,F.A) de (So, Fj. Ao) est relativement compléte par

rapport & (Sj, Fj, A.) si et seulement siVteET(F) 3t’E€T(F.) t=al’.

Dans le chapitre 3, nous présenterons une méthode basée sur l'unification et la réé-

criture pour tester la complétude relative d'une spécification donnée par rapport a la

specification de base.

Lorsque la spécification (S, F,A) est un eurichissement de (So. Fo. Ao). cest a dire

S = So, (S,F,A) est relativement consistante (resp. compléte) par rapport & (So. Fo. Ao)

si et seulement si il existe un homomorphisme injectif (resp. surjectif) de T(F')/—, dans

T(Fo)/=.,-

1.3 Réécriture

Le probléme de la validité dans une variété équationnelle est indécidable en général.

Mais ce n'est pas le cas pour un grand nombre de théories équationnelles classiques lorsque

nous utilisons la méthode de la réécriture.

Dans la théorie équationnelle nous avons défini la congruence =,4 engendrée par l’ensemble

d’équations A. Et comme nous avons vu, une équation t; = ft, est valide dans M(A)

si et seulement si t; =,4 te. L’idée de base de cette méthode consiste & déterminer pour

chaque classe d’équivalence, de la congruence =,4. un représentant canonique. Ce qu

raméne le probleme de la A-égalité des deux termes t; et ty a celui de Videntité de leurs

neAnamtamtn Ann amingyropréscntants canoniqucs.

Le principe de base de la réécriture consiste & orienter les équations de A et a les

appliquer toujours dans la méme direction, ce qui différe du raisonnement équationnel

ott les équations sont utilisées de fagon symétrique et indéterministe dans les deux sens.

Cela évitera les retours arriéres, backtraking. et tous ses inconvénients éventuels. Ainsi les

équatious orientées. appelées régles, forment un systéme de réécriture de termes R et la

congruence =, devient la relation de réécriture —> associée & R. Cette méthode impose
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existence et lunicité de la forme normale. C'est a dire & chaque terme est associé un et un

seul terme qui nest plus réductible par —~>,. Ce que nous exprimons respectivement par

les propriétés de terminaison et de confluence du systéme de réécriture. Cette condition

restreint le champ d‘application de cette méthode.

1.3.1 Systeme de réécriture

Définition 1.32 Un systéme de réécriture de termes dans T(F.X) est un ensemble fini

R de paires ordonnées de termes tel que: V(g.d) € R V(d) C V(g).

Convention 1.13

Une paire (g,d) de R sera noté g — d et appelée régle de réécriture. avec g le membre

gauche et d le membre droit de la régle.

Un systéme de réécriture est dit linéaire lorsque le membre gauche et le membre droit de

chaque régle sont linéaires.

Etant donné A un ensemble de paires ordonnées de T(F. X), un systéme de réécriture

peut étre considéré comme la spécification explicite d'une relation finie dans T(F,X).

Exemple 1.9 Soit A lensemble d équations suivant:

A = { x+0 ==> fF

r+s(y) == s(v+y) }.
définissant Vopérateur + dans les entiers naturels. Ces équations peuvent étre orientées

en un ensemble de régles R construisant le systéme de réécriture de termes suivant:

R= { «+0 > x

r+s(y) 4 sie+y) f.

Définition 1.33 Soit R un systéme de réécriture. Nous appelons relation de réécriture

induite par R dans T(F,X) la plus petite relation —+p définie dans T(F.X) qui contient

les régles de R et qui est fermée par les opérations de l’algébre. ou de remplacement. et

par substitutions.

Formellement, la relation —>, associée A un systéme de réécriture est la plus petite

relation définie dans T(F,X) et telle que:

eVg-deER gerd,

@s—spt => VWréeT(F,X) Vue O(r) rlu— s] —-r7[u-— ¢],

© s— spt => VoeEX(PX) o(s) —p a(t).

Convention 1.14 Nous disons que s se réécrit ent lorsque s —>p t.
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Lemme 1.2 Soitent R un systéme de réécriture ct —+p la relation de réécriture associée

aR. La relation —op peut étre définie comme suit:

V(s.t) €T(R.X) s—pt si et seulement si

esrtEeR

ou

e JueEG(s) Ag >d eR AEUF.X) tels que s/u=ol(g) et t = s[u — o(d)]

noté parfois $ —->R ty g—d.ol-

Convention 1.15

Le sous-terme s/u est appelé un radical lorsque s —>R ty g—d.o-

Soit —>p une relation arbitraire définie dans T(F, X). Les notations —tr. — Rp et rp

représentent respectivement les fermetures transitive, réflerive-transitive et réflerive-symé-

trique-transitive de la relation —>p définie dans T(F.X). R sera omis quand il n'y a pas

d'ambiguité.

Définition 1.34 Nous disons qu'un terme t est réductible par rapport ad un systéme de

réécriture R si et seulement si dt’ € T( FX) tel quet —>t’. Une forme normale de t par

rapport 4 R, notée t|. est un terme t’ irréductible tel que t > t’.

Exemple 1.10 Reprenons lexemple 1.9. Le terme 0+(0+4+0) est un terme réductible

dont la forme normale est 0. s(0) est irréductible.

Convention 1.16

Lensemble des formes normales des termes de T(F.X), not€é TF. X) |e. est le domaine

de Ualgébre générique de la variété équationnelle engendrée par R sur X.

Lvensemble des formes normales closes des termes de T(F). notéT( PF) |p. est le domaine

de lalgébre initiale de la variété équationnelle engendrée par R.

Pour assurer lexistence et Vunicité de la forme normale des termes. nous avons besoin

d’‘introduire deux propriétés essentielles d'un systéme de réécriture de termes qui sont la

terminaison et la confluence [39].

Nous allons présenter maintenant la propriété de terminaison qui exprime que tout

calcul d’un terme par réécriture est fini.Pp

1.3.2 Terminaison

Définition 1.35 Un systéme de réécriture est dit nothérien. ou termine. ou a terminar-

son finie, sil n'existe pas de chaine infinie de termes de la forme t; —>+ ty —>--+ —>

ty, —o---. Nous disons aussi dans ce cas que la relation ——> est nethérienc.



1.3. Réécriture 23

En d’autre termes. un systéme de réécriture est noethérien si et seulement si la relation

—> associée définit un ordre partiel bien fondé sur T(F.X).

Quand un systéme de réécriture est nocthérien. tout terme a au moins une forme

normale.

La preuve de terminaison d*un systéme de réécriture est un probleme indécidable en

général [15]. [27]. Nous ne nous étendrons pas sur les diverses méthodes existantes pour

prouver la terminaison, mais nous renvoyons aux travaux suivants: [3]. [14]. [30]. [32]. [37].

(51). [62], [64]. Néanmoins nous présentons un résumé des ordres utilisés dans la suite pour

assurer la terminaison des systémes de réécriture. Ces ordres sont basés sur la vérification

que toute instance du membre droit de chaque régle de réécriture est strictement plus petit

que l’instance correspoudante du membre gauche.

Définition 1.36 Soit < un ordre défini sur T(F.X). Nous disons que ~< est ordre de

simplification si et seulement siW(s,t) €T(F.X)? VfeEF

© compatibilité: s<t = > VreT(F.X) Vue O(r) rlu-— s] <r[u — ft.

e sous-terme: t < f(...,t....).

Définition 1.37 Nous disons que ~ est un ordre de réduction si et seulement si

© < est un ordre de simplification.

© stabilité: V(s.t) ET(F.X)* VoEX(FLX) s<t = a(s) ~ a(t).

Théoréme 1.5 /14] Soient <~ un ordre de réduction et R un systéme de réécriture. Si

Vg > deER dq alors R est nethérien.

Les ordres de réductions sur les termes que nous utiliserous pour prouver la terminaison

dun systéme de réécriture sont:

Vordre proposé par D. Plaisted et N. Dershowitz. Recursive Path Ordering, qui est

construit a partir d’un ordre partiel sur les opérateurs, [14]. [58].

ys . oy wm ore : ey or ry r . Room - Rok Nt: faa
@ 1oTdre de Oo. Mmaldh €bl J. J. LEVY. LELICOYIUpNiC MECUIsive Lule Urrwertity. (oa.

Vordre proposé par P. Lescanne, Recursive Decomposition Ordering, [33]. [48].

@ l‘ordre proposé par M. Rusinowitch. Improved Recursive Decomposition Ordering

with Status. [64].

Vordre étudié par A. B. Cherifa basé sur les interprétations polynomiales. [3].
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La réécriture est un processus indéterministe. et un terme pourra donc avoir plusieurs

formes normales selon le chemin du calcul choisi. Nous allons maintenant présenter la

propriété de confluence qui exprime que le résultat du calcul dun terme par réécriture est

unique. indépendamment du choix de la régle appliquée au terme & un moment donné.

1.3.3 Confluence

La propriété de Church-Rosser exprime comment nous utilisons les régles de réécriture

pour faire des déductions équationnelles.

Définition 1.38 Un systéme de réécriture posséde la propriété de Church- Rosser si et seule-

ment st

2 * 7 \
V(ti.te) ET(PLX) th Ast, => WeETIPX) - et.

*~tg

Ce qui exprime que léquation t; = ty est valide dans M(A) si et seulement si t) et ty

ont la méme forme normale par le systéme de réécriture associé 4 A. Rappelons que > pR

est équivalente 4 =, ot R est le systéme de réécriture associé a A.

Définition 1.39 Un systéme de réécriture est confluent si et seulement si
x ty *

ty

V(t,ti,t2) €T(F XY) t ¢ => Fl’ EeT(F.X) > €.,
¥ ts t2 *

Remarquons que la propriété de confluence implique la propriété de Churche-Rosser.

Quand un systéme de réécriture est confluent. tout terme a au plus une forme normale.

Le test de la confluence d'un systéme de réécriture est un probleme indécidable en

général. Mais ce n'est pas le cas pour les systémes de réécriture noethériens. comme nous

allons le voir ci-dessous. L’idée de base de la décidabilité de la confluence est de localiser

le test de la confluence.

Définition 1.40 Un systéme de réécriture est localement confluent si et seulement si

t ty

Witt peT(RX tO => HeT(RX) | ye.
be by

2

Lemme 1.3 /55] Un systéme de réécriture nethérien est confluent si et seulement si il

est localement confluent.

Ce lemme trouve son importance dans le fait qu il existe un moyen simple. basé sur la

notion de paire critique. pour tester la confluence locale d’un systéme de réécriture.
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La notion de paire critique exprime lindéterminisme du calcul par réécriture du sys-

téme de réécriture. Nous supposons dans toute la suite que les variables des membres

gauches des régles d'un systéme de réécriture R sont distinctes:

Vig—-dl—-r)eR®? Vig)NV() =9.

Condition qui n'est pas une restriction, car elle peut toujours étre réalisée par un renom-

mage des variables.

Définition 1.41 Soientt et t' deux termes de T(F.X). Nous disons que t’ se superpose

surt @ loccurrence u € G(t) avec une substitution o si et seulement sio est Uunificateur

principal de t’ et t/u.

Définition 1.42 Soient g + d etl — r deux régles de R telles que 1 se superpose sur

g @ Voceurrence u avec la substitution o. Le couple (o(glu — r]).a(d)) est appelé paire

critique del—r surg — d @ Voccurrence wu.

Définition 1.43 Nous appelons paire critique de R. toute paire critique obtenue par su-

perposition del—+r surg — d pour tout choir possible de couple de régles g 4 d etl ar

de R et tout choix possible d’occurrence u de gq.

Exemple 1.11 Soient F = {e..} et R le systéme de réécriture suivant:

R= { 1 ge > 2£

2 (xy).z2 2 x.(y.z) }.

Les paires critiques de R sont:

© paire critique de la superposition de la régle 1 sur la régle 2 a UVoceurrence € avec la

substitution o = {z —— e} est (x.y. x.(y.e)).

® paire critique de la superposition de la régle 1 sur la régle 2 4 Voccurrence 1 avec la

substitution 0 = {y —— e} est (x.z.x.(e.z)).

® paire critique de la superposition de la régle 2 sur la régle 2 a Voccurrence 1 avec la

substitution o = {x — x’.x"} est (2'.(x".(y.z)). (2 (2 y)).z).

L’intérét des paires critiques vient du théoréme suivant qui décide la notion de la

confluence locale.

Théoréme 1.6 Un systéme de réécriture est localement confluent si et seulement si pour
*

t
, Ns, t!
yt.

*x

toute patre critique (t,,t2) de R il existe un terme t' tel que:

te

Autrement dit. un systéme de réécriture est localement confluent si chaque paire cri-

tique est convergente. c’est a dire ses deux membres ont la méme valeur par réécriture.
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Ce théoréme a tout d’abord été prouvé par D. Knuth et P. Bendix [39] en utilisant

Vhypothése de terminaison du systéme de réécriture. G. Huet [25] en a donné ensuite une

preuve sans cette hypothése.

Dans le cas ott le systéme de réécriture R est fini et noethérien. ce résultat donne une

procédure de décision pour la confluence de R. Comme il u’existe quun nombre fini de

paires critiques, il suffit pour chacune d’elles de calculer les formes normales des deux

membres et de tester légalité.

Définition 1.44 Un systéme de réécriture est dit convergent si et seulement si il est

neethérien et confluent.

Exemple 1.12 Reprenons l'exemple précédent. R est convergent si nous lui ajoutons la

régle suivante: 3 ex — x.

Quand un systéme de réécriture est convergent tout terme admet une forme normale

unique.

Soient R un systéme de réécriture déduit d'un ensemble d’équations A et =p la fer-

meture réflexive-symétrique-transitive, «~~. de la relation de réécriture —> associée A R.

Si R est convergent alors

V(ti,t2) ET(FLX) th=rtp => thl=t|.

Ainsi lidentité des formes normales fournira un processus de décision de la A-égalité.

Nous allons maintenant présenter la procédure de complétion de Knuth et Bendix qui

permet de trouver quand c'est possible, un systéme de réécriture R convergent déduit d’un

ensemble d’axiomes A tel que les congruences = et =g coincident.

1.3.4 Procédure de complétion

Soient A un ensemble d’axiomes. ~ un ordre de réduction sur les termes. R. initiale-

ment vide, l'ensemble qui contiendra les régles déduites de A et P. initialement égal & A.

Yensemble qui contiendra les paires critiques de R.

Pour assurer la propriété de la confluence locale du systéme de réécriture. la procédure

de complétion va introdnire les équations de P non convergentes comme nouvelles réolea

de réécriture, tout en gardant la propriété de terminaison, par rapport & ~. de maniére A

garantir le calcul des formes normales et la confluence éventuelle du systéme de réécriture

résultant. Il faut alors calculer les paires critiques additionnelles dies & ces nouvelles régles

et itérer ce processus.

Nous allons présenter ci-dessous une version récursive de l’algorithme de complétion

de Knuth et Bendix. La correction de cette procédure se trouve dans [39] et [25].
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Procédure 1.1

Tnitialisation:
ae

R— 9

n +<— 0

Procédure complétion(P.R.«.n) Signale(succés.échec)

début

siP #0

alors choisir une paire (p,q) dang P

pie—pl

q—al

sipp=q

alors complétion(P © {(p.q)}, R, <.n)

sinoncas p’ <q! alors g —— q’:d —

q' <p' alors g —— pid —q

autre-cas _—signaler(échec)

feas

fai

P,R — simplification(P.R.g — d)

complétion(P © {(p.q)}. R@ {n:g dh, <,n4+1)

sinon sit toutes les régles de R sont marquées

alors signaler(succés)

sinonchoisir une régle m:l—r non marquée dans R

P +— paire_critique(R,m:il—~r)

marquer l— r

complétion(P, R, <.m)

fsi

® simplification: procédure qui simplifie les autres régles et équations en utilisant la

nouvelle régle ajoutée, ce qui permet d’obtenir A la fin du processus un systéme

inter-réduit.

© potre_critique: procédure qui calcule les paires critiques de la régle de label n avec

toutes les régles de label inférieur et les ajoutées aux équations.

e les régles de R sont étiguetées par des entiers qui décrivent ordre d’apparition des

regles dans le systéme, ce qui permet d’assurer Vhypothése d’équité sur les régles.

e une régle est marguée dés que toutes ses paires critiques avec les révles précédemment
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introduites. celles de label inférieur. ont été calculées.

La procédure de complétion peut s’arréter en échec, en succés ou ne pas terminer et

engendrer indéfinement de nouvelles régles. Dans le premier cas, léchec est provoqué par

Vimpossibilité d’orienter une paire critique avec l’ordre <. Il est possible de Vorienter

avec un autre ordre plus “puissant” et larrét en échec ne se produit plus. Dans les deux

autres cas, le systéme de réécriture R retourné, ou théoriquement calculé “A linfini” est
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PREUVE PAR RECURRENCE

Le but de ce chapitre est de présenter la méthode adoptée pour prouver la

validité d'une équation dans l’algébre initiale d'une variété équationnelle.

Dans un premier temps, nous allous exposer les différeutes approches exis-

tantes, ce qui permet de dégager la méthode réalisée et de faire le lien avec les

chapitres 3, 4 et 5. Cette méthode est la syuthése des différentes approches.

2.1 Introduction

Dans le cadre des spécifications algébriques, nous ne nous intéressons pas wniquement

a prouver équationnellement des théorémes, mais & prouver des théorémes qui sont valides

pour tout terme clos, c’est & dire des théorémes valides dans l’algébre initiale. La méthode

classique consiste & utiliser des preuves par récurrence. C'est le probléme de la validité

dans l’algébre initiale d'une variété équationnelle.

Le probléme de la validité dans l’algébre initiale d'une variété équationnelle est indé-

cidable en général. Plusieurs approches ont été proposées pour le décider en posant des

restrictions plus ou moins pertinentes sur la variété équationnelle. La premiére direction

est fondée sur la preuve par récurrence explicite. L’approche de R. S. Boyer et J. S. Moore

[6] est orientée dans ce sens. La deuxiéme direction regroupe toutes les autres approches

qui utilisent la méthode de la réécriture et plus précisement de la procédure de complétion

de Knuth et Bendix. Cette méthode que nous appelons induction sans induction ou preuve

par consistance n utilise pas explicitement de récurrence.

Comme nous l’avons vu dans la troisigme partie du chapitre 1. la procédure de com-

plétion fournit une procédure de décision pour la preuve de validite dans la variéte equa-

tionnelle M(A) engendrée par un ensemble déquations A, en effet:

e la procédure de complétion essaye de transformer }’ensemble des équations A en un

systéme de réécriture # convergent.

® une équation t; = ts est valide dans M(A) si et seulement si tf) et tz ont les memes

formes normales par rapport a R.

29
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La procédure de complétion. légérement modifiée. dite procédure de complétion in-

ductive. fournit aussi une procédure de décision pour la preuve de validité dans l'algébre

initiale J(F. A) de la varitété équationnelle M(A) dans certaines conditions:

e la procédure de complétion essaye de transformer l'ensemble des équations A en un

systéme de réécriture R convergent. qui décrive l'algébre initiale & travers les formes

norniales closes,

e une équation t; = tz est valide dans J(F.A) si et seulement si RU {t; = tz} est

relativement consistant par rapport & R, cest & dire ne change pas l'ensemble des

formes normales closes.

Exemple 2.1 Le type abstrait LISTE peut étre construit & partir des éléments a et b. de

la liste vide []. de lopérateur de fabrication d'une liste & un seul élément (—] et de la con-

caténation @. Soient donc lensemble des constructeurs C = {{].a.b.[-].@}. l'ensemble

des relations entre ces constructeurs est:
{J@z x

xr@I] = ©

{(z@y)@z = x@(y@z).

Un opérateur “flatten” sur LISTE peut étre défini comme suit:

flatten() = J
flatten([x]) = flatten(x)

flatten(a) = 4

flatten(b) = b

flatten(a@x) = a@flatten(xr)

flatten(bQ@x) = b6@flatten(zx)

flatten([z]@y) = flatten(x)@flatten(y).

Nous pouvons vouloir prouver que flatten est une involution.

flatten(flatten(x)) = flatten(z).

ou que flatten est un morphisme par rapport & @.

flatten(x@y) = flatten(x)@ flatten(y).

Nous pouvons aussi vouloir prouver que flatten n'est pas idempotent.

fiatten( flatten(x)) =x.

2.2 Différentes approches

Nous pouvons classer les différentes approches, basées sur la réécriture. proposées pour

tester la validité d'une équation dans l’algébre initiale d'une variété équationnelle suivant

la fagon d’axiomatiser linégalité:
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e explicitement par prédicat d’égalité. ou prédicat dinégalité. méthode proposée par

D. R. Musser puis améliorée par J. A. Goguen. G. Huet et D. Oppen.

e implicitement, avec deux directions différentes:

— par le fait que deux termes ont des symboles de téte qui sont des construc-

teurs distincts. méthode fondée sur la consistance et proposée par G. Huet et

J. M. Hullot. pui améliorée par D. S. Lankford. N. Dershowitz. J. L. Rémy.

E. Paul, L. Puel. H. Kirchner.

— par le fait que deux termes. clos. ont des formes normales distinctes. métho-

de basée sur la réductibilité inductive et proposée par J. P. Jouannaud et

E. Kounalis puis par D. Kapur. P. Narendran et H. Zhang. pui améliorée par

L. Fribourg. W. Kiichlin.

2.2.1 Approche basée sur la consistance

L*idée d’utiliser la procédure de complétion pour faire la preuve de validité dans lal-

gebre initiale d°une variété équationnelle. a été proposée par D. R. Musser [54]. IL montre

que la preuve de validité dans l’algébre initiale associée & une spécification. se raméne A

la preuve de la consistance de cette spécification augmentée de ]’équation & prouver. Il

impose une restriction & savoir que chaque type de données posséde une spécification de

Végalité complétement définie.

e J. A. Goguen [20] suppose l'existence d'une spécification relativement complete

de l’égalité et ainsi il donne un role essentiel au type booléen. D. R. Musser et

J. A. Goguen raisonnent avec une seule sorte d’inconsistance qui est vrai = faux.

e G. Huet et D. Oppen [28] imposent que chaque type de données posséde une spéci-

fication de la négation de légalité complétement définie au lieu de légalité imposée

par D. R. Musser.

e G. Huet et J. M. Hullot [26] améliorent la technique de D. R. Musser en prenant en

compte la partition de l'ensemble des opérateurs entre constructeurs et opérateurs

définis. Ces derniers doivent satisfaire le principe de définition. ou la complétude

relative, c est & dire tout terme clos est congruent, modulo ‘ensemble des axiomes.

aun et un seul terme clos sur les constructeurs. L’inconsistance dans cette méthode

se rameéne alors 4 la présence de relations entre les constructeurs. La restriction

imposée est l‘interdiction d’existence de relations entre les constructeurs.

e D. S. Lankford [43] et N. Dershowitz [13] donuent une vue simplifiée de l'approche

de G. Huet et J. M. Hullot.
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e J. L. Rémy [63] et E. Paul [57] acceptent la présence de relations entre les construc-

teurs lorsque celles-ci peuvent étre associées A un systéme de réécriture convergent

et inductivement complet. ou w-complet. c'est & dire que légalité inductive coincide

avec légalité équationnelle. L. Puel (61] accepte aussi les relations eutre les con-

structeurs. mais utilise la récurrence classique pour les preuves cles théorémes entre

les constructeurs.

e H. Kirchner [38] unifie ces différentes approches dans le cadre des spécifications

hiérarchiques. en prenant en compte la construction structurelle d'une spécification.

La construction hiérarchique des spécifications forme une relation de dépendance

entre les différents niveaux comme suit: au niveau 0, il y a la spécification de base

qui contient les relations entre les constructeurs, si elles existent. et qui possede

une procédure de décision des théorémes inductifs. A chaque niveau. correspond

la définition d'un nouvel opérateur utilisant les opérateurs de niveaux inférieurs et

les constructeurs. Pour prouver la validité d'un théoreme inductif. qui contient un

opérateur compléetement défini au niveau n par exemple. lalgorithme de complé-

tion procéde de la maniére suivante: supposons que la procédure engendre une paire

critique, lemme du théoréme a prouver, qui contient des opérateurs de niveau m. avec

m inférieur ou égal & nm, alors nous devons prouver sa validité dans la spécification

de niveau m. Si m est égal a 0 alors la procédure de décision pour la spécification

de base est utilisée, sinon la procédure de complétion est appelée récursivement au

niveau m. La procédure de décision pour la spécification de base est: si tout est

basé sur le type booléen, la décidabilité de légalité inductive revient a vérifier que

vrai # faux, sil n'y a pas de relations entre les constructeurs. ]’égalité inductive

coincide avec l'égalité équationnelle; autrement, si la spécification de base peut étre

associée 4 un systéme de réécriture convergent alors soit légalité inductive coincide

avec l'égalité équationnelle si la spécification est w-compléte. svit nous utilisons la

méthode par réductibilité inductive.

2.2.2 Approche basée sur la réductibilité inductive

L’approche proposée par J. P. Jouannaud et E. Kounalis [31] repose sur la notion de

réductibilité mductive dun terme par rapport a un systeme de reécriture donné. Eile

ne spécifie pas l'ensemble des constructeurs et ‘ensemble des opérateurs définis, et elle

ne suppose pas la complétude relative de la spécification. Cette approche a été proposé

aprés par D. Kapur. P. Narendran et H. Zhang [36] avec une variante d‘intérét faible

puis amélioré par L. Fribourg [18] et W. Kiichlin [42] en utilisant la confluence close enfin

étendu au cas de “Unfailing Completion” par L. Bachmair, N. Dershowitz et D. Plaisted

[2].
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Définition 2.1 Svient R un systéme de réécriture et t un terme de T(F.X). Le terme

t est dit inductivement réductible. ou quasi-réductible. si et seulement si toute instance

close de t est réductible.

Pour prouver la validité d'une équation ft; = ty dans I(F.A). uous procédons de la

maniere suivante:

e transformer ensemble des axiomes A en un systéme de réécriture convergent R,

® orienter l’équation t; = tg en une régle de réécriture t; — ty telle que t, soit induc-

tivement réductible,

e si RU{t; — tz} est convergent ou se complete en un systéme de réécriture convergent

tel que tout membre gauche de toute paire critique orientée en une régle de réécriture

est inductivement réductible alors t; = te est valide dans I(F. A).

Le probléme majeur de cette méthode est de trouver un algorithme de décidabilité de la

réductibilité inductive. Plusieurs procédures ont été proposées pour tester la réductibilité

inductive d'un terme pour un systéme de réécriture linéaire & gauche [40] et [59]. dans le

cas non linéaire D. Kapur, P. Narendran et H. Zhang [35] ont proposé un algorithme trés

complexe puis amélioré par D. Plaisted. H. Comon [10] montre sa décidabilité dans le cas

général en donnant un algoritheme mais qui reste toujours complexe dans le cas géneral.

La procédure 6.8 décrit la méthode proposée dans [40] pour tester la réductibilité

inductive par rapport 4 un systeme de réécriture linéaire a gauche.

2.3 Preuve par consistance

2.3.1 Egalité inductive

Soient F un ensemble d’opérateurs et X un ensemble de variables. Nous partitionnons

F en deux sous-ensembles C’ et D disjoints tels que:

© C est ensemble de constructeurs, ou opérateurs de base,

e Dest lensembie d opérateurs définis.

Les constructeurs décrivent les objets du type alors que les opérateurs définis sont

des opérateurs définis dans le type abstrait de données. Ils s éliminent dans le calcul des

valeurs des opérateurs des objets du type.

Nous supposons dans la suite du probléime que C n'est pas vide et que X et F sont

disjoints.
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Soient A un ensemble d’équations, ou d’axiomes. et t; = tg une autre équation dans

T(F. X). Nous allons rappeler la définition des deux congruences sur T(F. X) engendrées

par A que nous avons vues dans la premiére partie du chapitre 1:

- la premieére est légalité équationnelle. notée =:

Définition 2.2 t, =, to si et seulement sit; = to est valide dans M(A).

- la deuxiéme est l égalité inductive. notée =jnqy 4):

Définition 2.3 t; =;,q(4) tg si et seulement sit; = tg est valide dans I(F. A). ce qua est

équivalent a: Vo €U(F) o(t)) =4 o(te).

Convention 2.1

Dans le premier cas, nous disons aussi que t; = ty est un théoréme équationnel. ou consé-

quence équationnelle de A. Nous notons EQU(A) ensemble des théorémes équationnels

de M(A) qui représente la théorie équationnelle associée & A.

Dans le deuxiéme cas, nous disons que t; = ty est un théoréme inductif. ou conséquence

inductive de A. Nous notons IN D(A) lensemble des théorémes inductifs de I(F. A) qui

représente la théorie inductive associée a A.

Remarquons que pour toute équation tf) = ty tels que t; et t sont deux termes non

clos et telle que t) =4 to. ti =india) tg. La réciproque est fausse. en effet. il existe des

théorémes dont la preuve nécessite une induction sur la structure des termes clos.

Exemple 2.2 Reprenons lexemple précédent. flatten(flatten(x)) = flatten(a) est un

théoréme inductif mais pas un théoréme équationnel.

En général, pour prouver la validité d'une équation dans lalgebre initiale I(#. A)

de la variété équationnelle /(A), nous avons besoin explicitement dun raisonnement

par récurrence. alors qu'un raisonnement équationnel. cest & dire par une succession de

remplacement d’égaux par des épaux a partir des axiomes. est suffisant dans la variété

équationnelle Af(A).

Dans une spécification structurelle d'un type abstrait de données. l'ensemble des équa-

tions A peut étre divisé en deux sous-ensembies Ac: et Ap disjoints tels que:

® Ac est l'ensemble des relations entre les constructeurs, éventuellement vide.

e Ap est la spécification des opérateurs définis.

Du point de vue de la programmation fonctionnelle. Ac définit la structure de type sur

lequel nous travaillons. et Ap la définition des opérateurs c'est & dire un programme

fenctionnel.
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Lors de lenrichisssement de la spécification de base (S.C.Ac). nous exigeons que

Vajout de nouveaux opérateurs et de nouveaux axiomes ne détruise pas lancienne spé-

cification. De plus nous exigeons que les nouveaux termes créés s expriment cn fonction

des anciens. Ce qui sexprime respectivement par les deux propriétés foudameutales de

consistance et de complétude relative de la nouvelle spécification par rapport a la spécifi-

cation de base. C’est le cas d'un enrichissement dit protégé en OBJ [19].

Rappelons la définition de la consistance et la complétude relative d'une spécification.

Définition 2.4 Un enrichissement (S, FA) de (S.C, Ac) est relativement consistant par

rapport a (S,C,Ac) si et seulement si la restriction de la congruence =4 &@T(C) coincide

avec la congruence =,4,.

Crest ddireV(t,)ET(C)? t=at => t=a. Vt.

Intuitivement, cela signifie que lors de lenrichissement il ny a pas d identification

d'éléments distincts de (S,C, Ac).

Définition 2.5 Un enrichissement (S,F,A) de (S,C,Ac) est relativement complet par

rapport a (S,C.Ac) si et seulement siVtET(F) ateT(C) t=at’.

Intuitivement, cela signifie que lors de lenrichissement aucun élément nouveau nia été

ajouté a (S.C, Ac).

Ce qui veut dire que si la spécification (S. F, A) est relativement consistante et comp-

léte par rapport a (S,C,Ac) alors T(F)/=, est isomorphe 4 T(C)/24.- C'est a dire

que l’algébre des classes des termes clos modulo A et l’algébre des classes des termes clos

modulo Ac: coincident.

La complétude relative est appelée complétude suffisante par J. V. Guttag et J. J. Horn-

ing [22] ou principe de définition, propriété plus restreinte, par G. Huet et J. M. Hullot [26].

Dans le chapitre 3, nous présenterons une méthode pour prouver la complétude relative

d’une spécification par rapport a la spécification de base.

Dans certains cas, nous avons besoin de décider, prouver ou réfuter. un théoréme induc-

tif. Comme nous allons le voir plus loin, cela s ‘avére nécessaire dans la spécification de base

(S,C, Ac), représeuiant la théurie des relatious entre les constructewis. Ccla cst possibl

la théorie inductive coincide avec la théorie équationnelle, puisque la théorie équationnelle

est décidable si elle est associée & un systéme de réécriture convergent. En d'autres termes,

toutes les conséquences inductives des relations entre les constructeurs sont obtenues par

un simple raisonnement équationnel. Quant la théorie inductive coincide avec la théorie

équationnelle, la spécification est dite w-compléte. La propriété de w-complétude [23] est

appelée complétude inductive par E. Paul [57].
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Définition 2.6 Une spécification (S. F. A) est w-compléte si et seulement si tout théoréme

inductif est un théoréme équationnel.

Dans le chapitre 4, nous présenterons des exemples de spécifications w-complétes. Ne

sachant pas décider la w-complétude sauf dans des cas restreints. nous supposons quelle

est testée par lutilisateur. Dans le cas ot la spécification de base est linéaire & gauche.

qui est le cas le plus fréquent expérimentalement. nous utilisons plutot la méthode basée

sur la réductibilité inductive, pour prouver la validité dans lalgébre initiale J(C. Ac) de

la variété équationnelle M(Ac). Dans ce cas, nous disposons d’une procédure de décision

de la réductibilité inductive. Cette méthode est présentée dans le paragraphe 4 de ce

chapitre.

2.3.2 Lemmes fondamentaux

La preuve de la validité dans l’algébre initiale nécessite en général une induction struc-

turelle sur les termes. Nous n’allons pas faire de la récurrence explicite mais nous allons

utiliser le concept de consistance relative d'une spécification que nous avons introduit ci-

dessus. La preuve de la validité dans l’algébre initiale et la consistance relative sont reliées

de la maniére suivante: l’adjonction d’une équation qui n'est pas un théoréme inductif dans

une spécification donnée détruit la consistance de cette spécification. Ce qui se traduit

par le lemme suivant.

Lemme 2.1 Soit & une équation. E est valide dans I(F, A) si et seulement si(S.F, AUE)

est relativement consistante par rapport a (S.F, A).

Ce résultat peut étre raffiné en utilisant la construction structurelle des spécifications.

La spécification (S, F, A) étant un enrichissement relativement complet de la spécification

(S,C, Ac), alors (S,F, A) et (S,F, AU E) sont relativement consistantes par rapport a

(S,C, Ac) en méme temps lorsque E est valide dans I(F,A). Ainsi, pour prouver la vali-

dité de F dans l’alpébre initiale 7(#', A), associée A la spécification relativement compléte

(S, F, A), il suffit de montrer que son adjonction préserve la consistance relative: comme

le montre ce lemme qui est la base de la méthode de preuve par consistance [63], [61] et

[38].

Lemme 2.2 (Rémy, Kirchner, Paul) Soit & une équation dont nous vouions tester ta

validité dans Valgébre initiale I(F, A). Si la spécification (S,F,A) est relativement comp-

léte par rapport @(S,C, Ac). alors les propositions suivantes sont équivalentes:

e (i) (S,F,AUE) est relativement consistante par rapport a (S,C. Ac).
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Preuve: [] nous semble utile de détailler ici cette preuve bien qu'elle soit

classique.

@ (i) ==> (22)

Soient s et ¢ deux termes de T(C) tels que s =, #. Nous avons s =4 t

ce qui implique que s =4ue t ce qui implique que s =,4, ¢ par (i). donc

(S, F. A) est relativement consistante par rapport 4 (S.C. Ac). Supposons

que léquation E, s = t, ne soit pas valide dans J(F. A) donc il existe une

substitution close o telle que o(s) #4 a(t). Or puisque o(s) et o(t) sont

deux termes clos de T(F) et que (S, F, A) est relativement compléte par

rapport 4 (5,C’, Ac), alors il existe deux termes so et to de T(C) tels que

a(s) =, So et o(t) =4 to. o(s) Aa o(t) ce qui implique que spo #4 to ce

qui implique que so #4, to, cette derniére implication vient du fait que

Ac est un sous-ensemble de A. De l'autre cété s =¢ t ce qui implique

que o(s) =aug a(t) et o(s) =4ur o(t) umplique que sp = 4. to par (1). ce

qui est contradictoire.

© (i= > (i)

Soient s et t deux termes de T(C). s =aue t implique que s =4 t

car l’équation & est valide dans I(F,A). De l'autre cété s =, t impli-

que que s =, t car (S, F, A) est relativement consistante par rapport a

(S,C, Ac). Donec (S, F, AU #) est relativement consistante par rapport a

(S,C, Ac).

Intuitivement cela signifie qu’au lieu de prouver la validité d'une équation # dans

Valgébre initiale [(F, A) d'une spécification (S, F, A) relativement compléte par rapport a

(S,C, Ac), Péquation # est ajoutée a la spécification (S, F, A) et la consistance relative

de cette nouvelle spécification est testée. Si elle est relativement consistante par rapport

a (S,C,Ac) alors # est valide, sinon & n'est pas valide, ou bien la spécification (5, F, A)

n’est pas relativement consistante par rapport a(S, F, Ac).

La propriété de consistance relative attacheée a ia structure des spécilicatiuus est assuice

pratiquement de la maniére suivante: si les nouveaux opérateurs sont définis de facon

compléte par des régles de réécriture et forment un systeme de réécriture neethérien, et si

la procédure de complétion transforme l’ensemble des régles en un systéme de réécriture

confluent, alors le systéme dv réécriture résultant fournit une spécification relativement

consistante et compléte par rapport & la spécification de base. La consistance relative est

fortement reliée & la confluence close comme uous allons le voir dans le paragraphe 5.
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2.3.3. Procédure de complétion inductive

La premiére version de la procédure de complétion inductive et lidée de conservation

de l'ensemble des instances closes irréductibles d'un systéme de réécriture ont été étudiées

par J. L. Rémy [63] et N. Dershowitz [13].

La procédure de complétion de Knuth et Bendix. présentée dans la troisiéme partie du

chapitre 1, peut étre utilisée pour prouver la consistance relative d'une spécification de la

maniére suivante:

Supposons que (S,F,A) soit une spécification dont nous voulons tester la consistance

relative par rapport 4 une spécification de base (S,C, Ac) w-compléte. Nous appelons R

le systéme de réécriture convergent déduit de A et Rc le systéme de réécriture convergent

déduit de Ac. Soit =z (resp. =p,) la fermeture réflexive-symétrique-transitive de la

relation —+p (resp. —>+R,.) associée & R (resp. Rc). Si (S,F,A) n'est pas relativement

consistante par rapport 4 (.S,C,Ac) alors il existe au moins deux termes clos s et t de

T(C) tels que s =4 t et s #4, t. Nous pouvons supposer que s et ¢ sont en forme normale

par rapport & Rc car Rc est convergent. Les deux termes s et t sont différents et au

moins un, soit s, nest pas en forme normale par rapport & R. Ce qui veut dire qu'il

existe une régle g — d dans R et qui nest pas dans Ro avec g € T(C,X) et donc aussi

dé T(C,X). D'un autre cdté l’existence d'une telle régle créera une contradiction avec

le fait que (S,C, Ac) est w-compléte. En effet puisque (S,C, Ac) est w-compléte. aucune

nouvelle régle entre les constructeurs, c’est a dire qui n’est pas déja dans Rc. ne peut

étre ajoutée. Donc la spécification (S, F, A) n'est pas relativement consistante. Ainsi nous

avons le lemme suivant.

Lemme 2.3 Soient (S,F,A) une spécification et C un ensemble de constructeurs. Soit

R (resp. Rc) le systéme de réécriture convergent associé 4 A (resp. Ac). Si (S,C,Ac)

est w-compléte alors (S,F.A) est relativement consistante par rapport 4 (S,C.Ac) si et

seulement si aucune nouvelle régle entre les constructeurs n'est engendrée lors de la com-

plétion de A.

Proposition 2.1 Soient (S,F,A) une spécification et C un ensemble de constructeurs.

Soit R (resp. Rc) le systéme de réécriture convergent associé a A (resp. Ac). Si tout

membre gauche de régle de RO Re est un terme de T(F,X) OT(C,X) alors (S.F,A) est

reiativement consistante par rapport a (S,C. Ac).

Proposition 2.2 Soient (S,F,A) une spécification et C un ensemble de constructeurs.

Soit R (resp. Rc) le systéme de réécriture associé a A (resp. Ac). Si R est confluent sur

les termes clos et T(C) est irréductible par rapport 4 ROR¢e alors (S. F. A) est relativement

consistante par rapport a (S,C. Ac).

Donc si la procédure de complétion donne un systéme de réécriture confluent et si
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lordre choisi pour orienter les régles est tel que tous les constructeurs sont plus petits

que les autres opérateurs alors la spécification (S, F, A) est relativement consistante par

rapport a (S,C.Ac).

Donc pour tester la consistance relative, nous complétons la spécification par la pro-

cédure de complétion de Knuth et Bendix et nous regardons si une nouvelle régle dont le

membre gauche est un terme de T(C, X) est introduite ou non.

Nous supposons que:

e Ac est transformé en un systéme de réécriture convergent Rc.

e Rc UAp est transformé aussi en un systéme de réécriture convergent Rc U Rp.

Soit # une équation dont nous voulons tester sa validité. Nous exécutons la procédure

de complétion initialisée par l’ensemble des régles RcURp et l’équation FE. Nous supposons

que ~ est un ordre partiel bien fondé sur les termes, compatible avec la structure des

termes et stable par substitution, avec lequel nous prouvons la terminaison des ensembles

successives de régles de réécriture.

La seule différence qui existe entre la procédure de complétion classique et la procédure

de complétion inductive réside dans l"étape ol une paire de termes. produite dans la pro-

cédure soit par une paire critique simplifiée soit par la réduction d‘une régle de réécriture.

est considérée pour étre orientée en une nouvelle régle de réécriture. Pour tester si une

nouvelle relation entre les constructeurs est introduite, cette étape est modifiée comme

suivante: soit (p,q) une telle paire telle que p # g:

Procédure 2.1

début

caspET(C,X) etgET(C,X) alors signaler(invalide)

pEeT(C,X) etg ¢T(C,X) alors sip <q

alors introduire la nouvelle régle g — p

sinon signaler(échec)

fai

pET(C,X) etgET(C.X) alors sig <p

alors wntroduire ia nouvelle régie p g

sinon signaler(échec)

fst

pET(C,X) eta ¢T(C,X) alors cas p < g alors introduire la nouvelle régle q — p

q <p alors introduire la nouvelle régle p — q

autre-cas signaler(échec}

focas
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fcas

Théoréme 2.1 (Paul) Soit (S,C.Ac) une spécification w-compleéte.

© sila procédure s arréte avec succés ou ne termine pas alors (S.F.AUE) est relati-

vement consistante par rapport a(S.C,Ac) et par suite & est un théoréme inductif.

e sila procédure signale invalide alors (S, F. AUE) est relativement inconsistante par

rapport a(S.C,Ac) et par suite E n'est pas un théoréme inductif.

© sila procédure signale échec alors nous ne pouvons pas conclure.

Preuve: Soit Q le systéme de réécriture final construit par la procédure.

) peut étre fini ou infini et il est de la forme Ro UQp avec aucune régle dePp 8

Qp nest une relation entre les constructeurs et Rc est resté inchangé durant

toute Pexécution de la procédure de complétion.

e La procédure retourne un systéme de réécriture fini ou infini: soient s

et ¢ deux termes de T(C), s =4ur t implique que s =g t puisque =g

est équivalent 4 =4ur et de l'autre cété s =g t implique que s =p, t

par la forme des régles de Q. Or s =r, t implique que s =4, t donc

(S,F, AU £) est relativement consistante par rapport & (S.C, Ac).

e La procédure retourne invalide: toutes les équations engendrées par la pro-

cédure de complétion sont des conséquences de AU £, donc la procédure

s’arréte dés qu’elle engendre une paire (s,t) € T(C, X)” telle que s =4ue t

et s # t. Puisque s et t sont en formes normales dans T(C.X) cela

implique que s #r- t. Puisque (S,C,Ac) est w-complete cela implique

que $ Fing( Ro) t. Donc il existe une substitution close o telle que o(s) #Rr-

o(t) et évidemment o(s) =4Ur a(t) ce qui montre l’inconsistance relative

de (S,F,AU £) par rapport a (S,C, Ac).

Remarque 2.1 Habituellement, l’ordre < utilisé pour prouver la terminaison ne met ja-

mais un terme de T(F,X)OQT(C.X) infévieur 4 un terme de T(C,X) en choisissant une

précédence pour les constructeurs C', donc les deux premiéres signalisations d’échec ne

peuvent jamais avoir lieu.

Exemple 2.3 Aziomatisation de la structure d’arbre binatre.

Soient C = {[].@}, D= {Append} et R le systéme de réécriture suivant:

R = { 1. Append({j. x) + 2

2. Append((r@y),z) —> xr@Append(y.z) }.
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- Append est relativement complet,

- R est convergent et w-complet,

Nous voulons prouver Lassociativité de Append:

E. Append(Append(z',y’),z') = Append(x', Append(y’, z'))

- apres orientation de cette Equation, nous l'ajoutons au systéme de réécriture R puis nous

le complétons:

3. Append(Append(x’,y'),2') -» Append(x’, Append(y’,z’))

+ superposition de la régle 1 sur la régle 3 a Voccurrence 1 avec la substitution

oy = {x' — [],x-— 9}:

Append( Append([], y’), 2’)

3

Append([], Append(y’,z')) | 1

IN
Append(y’, z’)

+ superposition de la régle 2 sur la régle 3 a Voccurrence 1 avec la substitution
a2 a {x’ z" Oy" x y’}:

Append( Append(z"Gy", y’), 2")

\ 2
3/7 

Append(x” @Append(y”,y’), =’)

Append(x"@y"", Append(y’, z')) 
12x" @ Append( Append(y", y'), =")

2, “3

xz"@Append(y", Append(y’, 2'))

Ces deux paires critiques sont convergentes, ainsi que la paire critique issue de la su-

perposition de la régle 3 sur elle méme 4 l’occurrence 1. Le systéme de réécriture résultant

étant convergent alors l’équation & est un théoréme inductif. La superposition des deux

régles 1 et 2 sur la régle 3 fait apparaitre une récurrence implicite par les substitutions o,

et og sur Append( Append(z',y’),z’) pour: 2’ = {] et 2! = x”@y”.

Exemple 2.4 Reprenons l’eremple 2.1.

C = { (],@, 5, [-],@ tis
Ro = { []@z — £

r@{] > &£

(x@y)@z — z¢@(yQ@z) },

D = { flatten i,

Rp = { flatten(]) — |]
flatten({z}) — flatten(z)

flatten(a) — @

flatten(b) — b

flatten(a@z) —- a@flatten(x)

flatten(b@zr) -—+ b@flatten(x)

flatten([z]Qy) — flatten(x)@flatten(y) }-.

D est relattvement complet comme nous allons le démontrer dans le chapitre 3.
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Léquation flatten(flatten(x)) = flatten(x) est un théoréme inductif mais pour le

prouver il faut dabord démontrer que flatten(z@y) = flatten(z)@flatten(y) est un théo-

réme inductif sinon la procédure de complétion diverge.

L’équation flatten(flatten(x)) = x nest pas un théoréme inductif. En effet si nous

Vajoutons dans Rp l’équation [xz] = x, qui est une nouvelle relation entre les constructeurs.

est engendrée par la procédure de complétion. Si nous supposons que Rc est w-complet

alors Rc est relativement inconsistant.

2.4 Preuve par réductibilité inductive

2.4.1 Réductibilité inductive

Rappelons qu’un terme ¢ est inductivement réductible par rapport & un systéme de

réécriture R si et seulement si toute instance close de ¢ est réductible par rapport & R.

Le concept de réductibilité inductive est trés important du fait que si nous ajoutons un

ensemble d’équations, orientable en un ensemble de régles de réécriture dont le membre

gauche de chacune est inductivement réductible, A un systéme de réécriture noethérien

alors l’ensemble des formes normales closes du systéme de réécriture est préservé, comme

le montre le lemme suivant.

Lemme 2.4 Soient R un systéme de réécriture nethérien et R’ un autre systéme de réé-

criture tel que le membre gauche de chacune de ses régles soit inductivement réductible par

rapport 4 R. Alors tout terme clos est en forme normale par rapport & R si et seulement si

il est en forme normale par rapport d RU R’.

Ce qui permet de déduire le théoréme suivant [31] qui est la base de cette méthode.

Théoréme 2.2 Soient R le systéme de réécriture convergent associé & un ensemble d‘équa-

tions A et R’ le systéme de réécriture associé a E et tel que le membre gauche de la régle

de R' est R-inductivement réductible. Si RU R' est convergent alors E est valide dans

I(F, A).

Ainsi, puisque la réductibilité inductive est décidable dans le cas d'un systéme de réécri-

ture linéaire a gauche, nous avons une procédure pour prouver la validité d'une équation EF

dans l’algébre initiale J(F, A). dans ie cas ot: A peut étre associé 4 un systéme de réécriture

linéaire & gauche. C’est cette méthode que nous utiliserons pour prouver des théorémes

inductifs dans l‘algébre initiale [(C. Ac).
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2.4.2 Procédure de complétion inductive

La seule différence qui existe avec la procédure de complétion de Knuth et Bendix

standard apparait au moment oi une nouvelle régle est ajoutée. Une régle n'est introduite

que lorsque son membre gauche est inductivement réductible par rapport au systéme de

réécriture courant, autrement la procédure s‘arréte avec réfutation de l’équation dont elle

teste la validité. La correction de cette procédure est étudiée dans [40].

Exemple 2.5 Reprenons l’exemple 2.4.

L’équation flatten(flatten(x)) = flatten(x) est un théoréme inductif mais pour le

prouver il faut d’abord démontrer que flatten(x@y) = flatten(x)@flatten(y) est un théo-

réme inductif sinon la procédure de complétion diverge.

L’équation flatten(flatten(x)) = x n’est pas un théoréme inductif. En effet si nous

Vajoutons dans Rp l’équation [x] = x, qui est une nouvelle relation entre les constructeurs.

est engendrée par la procédure de complétion. [x] n'est pas inductivement réductible.

La procédure 6.2 décrit cette méthode pour tester la validitée d'une équation dans

Valgébre initiale d’une variété équationnelle.

2.5 Combinaison des deux méthodes

Le probléme qui se pose dans la méthode de preuve par consistance c'est qu ‘il faut

supposer que le systéme de réécriture de base est w-complet. A l'état actuel des choses.

cette propriété ne peut pas étre vérifiée d'une maniére automatique et efficace, comme nous

allons le voir dans le chapitre 4. La méthode de preuve par réductibilité inductive pose

aussi un probleme de trouver une procédure efficace de test de la réductibilité inductive.

La méthode que nous avons adopté est la combinaison de ces deux méthodes. Cette

méthode reppose sur la premiére méthode, qui est trés efficace, sans supposer que le sys-

teme de réécriture de base est w-complet, mais de tester si les nouvelles relations entre les

constructeurs sont des théorémes inductives, dans la spécification de base, par la deuxiéme

méthode. Ainsi le test de la réductibilité inductive est restreint au systéme de réécriture

de base. Une deuxiéme amélioration a été apporté a la deuxiéme méthode en ne testant

la réductibilité inductive des membres gauches des régles engendrées par complétion qu’a

la fin de la complétion, ce qui permet d’éviter ce test, qui est trés coiiteux, pour des régles

éliminables par d’autres régles plus générales aprés.

Théoréme 2.3 Soient C un ensemble de constructeurs, R un systéme de réécriture con-

vergent et relativement complet par rapport 4 Rc, E une équation dont nous voulons tester

sa validité dans l'algébre initiale associée et R’ le systéme de réécriture obtenu par com-

plétion de RUE.
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& est un théoréme inductive si et seulement si le membre gauche de toute régle de RoQRc

est inductivement réductible par rapport 4 Rc.

La procédure 6.1 décrit cette méthode pour tester la validitée d'une équation dans

l'algébre initiale d'une variété équationnelle.

2.6 Confluence close

Pour prouver la validité d'une équation EF dans l’algébre initiale de la variété équation-

nelle associée & un systéme de réécriture R, nous avons supposé, en plus de la terminaison

de R, que R est confluent. Dans les deux méthodes précédentes, nous ajoutons EF a R

puis nous complétons le systeme résutant pour avoir un systéme de réécriture confluent

alors que la confluence close, c’est & dire la confluence sur les termes clos, suffit. L. Fri-

bourg [18] propose une condition suffisante de cette propriété par une sélection linéaire

des superpositions 4 une seule occurrence donnée:

© superpositions uniquement des régles de R sur £ ou sur les paires critiques issues de

E, et pas de superpositions d’une paire critique sur une autre paire critique ou sur

une régle de R.

® superpositions appliquées a la seule occurrence sélectionnée.

Nous avons aussi la proposition suivante qui est la quasi-réciproque de la proposi-

tion 2.2.

Proposition 2.3 Soient (S,F,A) une spécification et C un ensemble de constructeurs.

Soit R (resp. Rc) le systéme de réécriture associé a A (resp. Ac). Si Rc est confluent

clos et —>p est relativement compléte par rapport 4(S,C, Ac) et (S, FA) est relativement

consistante par rapport & (S,C,Ac) alors R est confluent clos.

Cette limitation du calcul des superpositions permet, en plus du gain du temps, de

prouver la validité dans des cas ot la procédure de complétion inductive diverge en engen-

drant infiniment des paires critiques comme dans le cas de l’exemple suivant.

Exemple 2.6 Soit R le systéme de réécriture, spécifiant les entiers naturels. suivant:

R= { 1. O+2 — 2 j

2. s(z)+y — s(z+y) }.

L’ajout de la régle 3. c+ (y+z)— (u4+y) +2 fait diverger la procédure de complétion

en engendrant infiniment des paires critiques de la forme ((x + 8"{y)) +2z,2+8"(y+2))

par superposition de la régle 2, et les paires critiques issues de cette superposition, sur la

régle 3 a l’occurrence 2.
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Convention 2.2

Sovent R un systéme de réécriture, t un terme de T(F,X) et u € G(t). nous posons:

U(F) |r: Vensemble des substitutions closes R-irréductibles.

Mul)={o|c ELF) le Ag ode R o(t/u) = o(g)},
I(t)l a: Vensemble des instances closes en formes normales par rapport a R de t.

Définition 2.7 Une occurrence close u d'un terme ty est compléte si et seulement si

Vo EX(F)le o(ti) est réductible a loccurrence u.

Dans ce cas, nous disons que l’équation t, = tz est complétement superposable.

Proposition 2.4 Une occurrence u de t est complete si et seulement si

VF ED {ol(f(y,.--.9n)) | o € Lu(t)} D If (x1,...,2n)) Le.

L’occurrence ot se fait les superpositions doit étre complete. Elle correspond au terme

d’induction [6] sélectionné dans les méthodes d’induction classiques [8]. [6] et [1]. La

méthode de [31] fait plus qu'une induction & la fois alors qu'une suffit.

Exemple 2.7 Reprenons l’ezemple 2.6. Les occurrences € et 2 de la régle 3 sont comp-

létes. Pour la régle 3’. (x+y) +2z—>24(y+2), Voccurrence 1 est compléte par contre

Voccurrence € n'est pas complete.

Si R est relativement complet alors tout terme contenant un opérateur défini f est

inductivement réductible en utilisant l’ensemble des occurrences du sous-terme dont la

racine est f. Si R est relativement complet alors toute équation, qui contient un opérateur

défini, est complétement superposable. Si t; = t2 est complétement superposable alors

t; est inductivement réductible. La réciproque de cette derniére implication est fausse

comme nous pouvons le voir dans l’exemple suivant [31]:

Exemple 2.8 Soit R le systéme de réécriture. spécifiant les entiers modulo 2. suivant:

R= {s(s(0)) > 0}.

Soient o, = {x -—— 0} et og = {x «— s(0)} les deux substitutions closes irréducti-

bles. o1(s(s(x))) est réductible & l'oceurrence € alors que 2(8(s(xz))) est réductible a

Voccurrence 1. s(s(x)) est inductivement réductible mais s(s(x)) = x n'est pas comp-

letement superposable.

W. Kiichlin [42] élimine cette limitation en étendant la notion de superposition A une

seule occurrence compléte 4 la notion de superposition & un ensemble complétement in-

ductif d’occurrences. Par exemple dans l’exemple 2.8 {¢,1} est complétement inductive.

Si t/u est R-inductivement réductible alors G(t/u) est un ensemble inductivement complet
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En plus du probléme de la détermination d’une occurrence compléte. ou d*un ensemble

d’occurrences, il existe des cas ott il y a plusieurs occurrences complétes mais seulement

certaines peuvent mener & bien le processus. Nous les appelons les “bonnes” occurrences

completes, et elles correspondent aux “bons” termes d‘induction [6] dans les méthodes

d'induction classiques. C'est le cas de l'exemple 2.6 ot € est une bonne occurrence comp-

léte par contre 2 est une occurrence compléte “mauvaise”.
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COMPLETUDE RELATIVE

Nous allons présenter dans ce chapitre une procédure qui teste la complé-

tude relative d’une spécification par rapport a la spécification de base.

Cette procédure, basée sur l’unification, est une extension de la méthode

proposée par J. J. Thiel [67] pour permettre la présence de relations entre les

constructeurs, et/ou les spécifications non linéaires.

Cette méthode trouve son importance dans le fait qu’elle permet de préciser,

sous la forme la plus générale, tous les termes oi un opérateur n'est pas défini.

De la méme facon elle donne, sous la forme la plus générale, tous les termes

ot un opérateur est défini plus d’une fois.

3.1 Introduction

La propriété de la complétude relative d'une spécification est toujours souhaitée dans la

construction structurée des spécifications. Elle permet d’assurer la cohérence dune spécifi-

cation par rapport a la spécification de base. Nous l’exigerons aussi dans la programmation

fonctionnelle et dans les types abstraits de données. Elle est aussi nécessaire pour prouver

des théorémes inductifs par la méthode fondée sur la consistance, comme nous l’avons vu

dans le chapitre 2.

La preuve de la complétude relative d'une spécification donnée par rapport & la spé-

cification de base est indécidable en général. T. Nipkow et G. Weikum [56] montrent sa

décidabilité dans le cas des systémes de réécriture linéaires & gauche. Plusieurs méthodes.

basées en général sur la réécriture, ont été proposées, en donnant des conditions suffisantes.

pour la tester. Toutes ces méthodes imposent des restrictions plus ou moins pertinentes

sur la spécification donnée et sur la spécification de base, de plus la plupart d’entre elles

sont inefficaces. Citons celles de G. Huet et J. M. Hullot [26], M. Bidoit [4]. N. Dershowitz

[13], J. J. Thiel [67]. E. Kounalis [40]. H. Comon {9] [10] et D. Kapur, P. Narendran et

H. Zhang [35].

e Le moyen le plus intuitif et le plus simple de satisfaire la propriété de complétu-
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de relative d'une spécification consiste & définir chaque opérateur de l'ensemble des

opérateurs définis D par récurrence structureile sur les arguments déja construits &

partir des opérateurs de l’ensemble des constructeurs C’. Une telle définition est ap-

pelée définition compléte de D. C'est la méthode proposée par G. Huet et J. M. Hul-

lot puis par M. Bidoit pour tester la complétude relative en se restreignant 4 des

spécifications dont le membre gauche est linéaire, sa racine est unique opérateur

défini et les arguments sont des termes de T(C, X).

La méthode proposée par N. Dershowitz est basée sur la notion d'ensemble de motifs

qui est l'ensemble des termes dont la racine est l’opérateur dont nous testons la com-

plétude de définition et les arguments sont des termes de T(C, X) dont la profondeur

est strictement inférieure 4 la profondeur maximum des membres gauches des régles

de la spécification. Cette méthode nécessite une expression exhaustive de l'ensemble

des motifs.

Exemple 3.1 Soient C l’ensemble des constructeurs C = {0.s} et R le systéme de

réécriture suivant qui défini l’opérateur +:

R= { 0+2 > 0

s(a)+y > s(e+y) }.
L’ensemble des motifs de + est {0+ 0,0+ s(y), s(x) +0, s(x) + s(y)}-

E. Kounalis améliore la méthode de N. Dershowitz en se basant sur la notion d ‘arbre

de motifs au lieu d’ensemble de motifs, ce qui rend cette méthode plus efficace que

celle de N. Dershowitz en éliminant certains motifs inutiles.

Exemple 3.2 Reprenons l’exemple précédent.

L’arbre de motifs de + est {0+ y,s(z) + y}.

La méthode proposée par J. J. Thiel est basée sur la notion de recouvrement. Un

opérateur f est complétement défini si et seulement si l'ensemble des membres

gauches des régles de la spécification dont la racine est f couvre {f(21.---.2n)}.

c’est a dire il contient toutes les instances closes de {f(21....,2n)}. Le test de re-

couvrement est basé sur l’unification, ce qui rend cette méthode trés efficace. C'est

cette méthode que nous ailons exposer daus la suite de ce chapitre eu Véieudant daus

le cas des systémes de réécriture non linéaires & gauche et dans le cas ot il y a des

relations entre les constructeurs.

Exemple 3.3 Soit C = {0,s}. L‘opérateur +, sur les entiers. sera défini si nous con-

naissons la valeur deO+-x et s(x) +y. Une définition compléte de + sera donnée donc

par deux régles ayant respectivement pour membre gauche. chacun de ces deux termes.
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La plupart de ces méthodes citées ci-dessus sont basées sur la propriété suivante,

équivalente & la complétude relative: tout terme dont la racine est un opérateur de D

et les arguments appartiennent & T(C) est R-réductible. Ce qui est équivalent aussi a:

tout terme de T(F, X) @T(C, X) est R-inductivement réductible, comme nous allons le

voir dans le paragraphe suivant.

3.2 Convertibilité relative

Soit (S, F, A) une spécification dont nous voulons tester la complétude relative par rap-

port a la spécification de base (S,C, Ac). Nous partitionnons l’ensemble des opérateurs F

en un ensemble d’opérateurs de base, ou de constructeurs C' et un ensemble d’opérateurs

définis D, puis nous partitionnons l'ensemble des axiomes A en Ac et Ap qui sont respe-

ctivement ]’ensemble des axiomes dont la racine du membre gauche est un constructeur

et ensemble des axiomes dont la racine du membre gauche est un opérateur défini.

Nous supposons dans la suite que tout axiome dont la racine est un constructeur a

ses arguments dans T(C, X). Nous supposons aussi dans toute la suite que l’ensemble des

axiomes A d’une spécification (S, F, A) est associé & un systéme de réécriture convergent R

obtenu & partir de A par la procédure de complétion. Nous utilisons la notation (S, F,, R)

au lieu de (S, F, A). Nous partitionnons l'ensemble des régles R en Rc et Rp. de la méme

facon que A, et nous supposons que R est neethérien et Re est convergent.

Convention 3.1

Soit f un opérateur défini et X un ensemble dénombrable de variables. nous posons:

T;(C, X): Vensemble des termes dont la racine est f et les arguments sont dans T(C.X).

T;(C): Vensemble des termes dont la racine est f et les arguments sont dans T(C),

MG(f,R): Vensemble des membres gauches des régles de R dont la racine est f.

Soient t un terme de T;(C,X) et T un sous-ensemble de T;(C, X), nous posons:

I(t): Vensemble des instances closes dans T(C) de t,

I(T) = UterI(é),

L1,...,£n est une suite de variables distinctes de X.

© et ® sont respectivement la différence ensembliste et la réunion disjointe.

Rappelons la définition de la complétude relative d’une spécification (5S, FR) par rap-

port A sa spécification de base (S,C, Rc).

Définition 3.1 (S,F,R) est relativement compléte par rapport &@(S,C,Rc) si et seule-

ment siV¥teT(F) at! ET(C) t=rt’.

Evidemment (S,F, R) est relativement complete par rapport & (S.C, Rc) si et seule-

ment si la forme normale par rapport & R de tout terme clos de T(F’) appartient a 7(C).
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Cela peut étre testé en utilisant le nouveau concept de convertibilité relative suivant.

Définition 3.2 Soient f un opérateur défini de D et (S,F.R) une spécification. f est

relativerment convertible par rapport aC si et seulement si tout terme de Ty (C) est R-ré-

ductible.

Autrement dit, f est relativement convertible par rapport & C si et seulement si pour

toute n-uplet de formes normales (s1,...,,) dans T(C) oti n est l’arité de f. f(s1...., 8p)

est R-réductible. ou toute instance close de f(x1,....2n), I(f(z1..... Ln)), est R-réducti-

ble, c’est a dire que f est complétement défini sur l’ensemble des constructeurs.

La preuve de la complétude relative d’une spécification se raméne donc & la preuve

de la convertibilité relative de tous les opérateurs définis, c’est ce qui exprime le lemme

sulvant:

Lemme 3.1 La spécification (S, F, R) est relativement complete par rapport a (S,C, Rc)

si et seulement si tout opérateur défini est relativement convertible par rapport aC.

Preuve:

® Implication directe: évidente.

e Réciproque: si (S, F, R) n'est pas relativement complete alors il existe un

terme t de T(F’) tel que sa forme normale par rapport a 2 t| n’appartient

pas a 7(C). Donc il existe un sous-terme t’ de ¢ | tel que t’ appartient

aT;(C) et t’ n’est pas R-réductible ce qui est contradictoire avec la con-

vertibilité relative de f par rapport aC.

Théoreme 3.1 f est relativement convertible par rapport a4 C si et seulement si tout

terme de I(f(r1,...,2n)) OI(MG(f, R)) est Ro-réductible.

Preuve:

e Implication directe: évidente.

® Réciproque: I(f(z1,...,2n)) étant VYensemble des termes clos dont la

racine est f, si tous les termes qui ne sont pas dans /(MG(f, R)), cest

a dire non R-réductible par une régle de racine f, ou non Rp-réductible,

sont Ro-réductible alors tous les termes clos de racine f sont R-réducti-

bles et par suite f est relativement convertible par rapport aC.

Exemple 3.4 Soient C = {0,0,s} ot o est lopérateur opposé sur les entiers. D = {+}

et R le systéme de réécriture suivant:
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R = { o(0) — 0

o(o(x)) > £

s(o(s(z))) — o(z)
O+z — £

s(x) +y — s(r+y)

a(s(z))+y — o(s(ztoly))) }-
+ est relativement convertible par rapport aC, en effet:

I(x] +22) O1(MG(4, R)) = {t | t € I(0(0) + y) Vt € I(o(o(x)) + y)} ne contient que

les termes Rc-réductibles.

Ainsi, pour prouver la convertibilité relative d’un opérateur défini f par rapport 4 un

ensemble de constructeurs C, il faut prouver que tout terme de I(f(x1,...,2n)) est soit

une instance du membre gauche d'une régle de R, dont la racine du membre gauche est

f, soit Rco-réductible.

Pour utiliser ce théoréme en pratique, nous introduisons le concept de recouvrement. Ce

concept est introduit par J. J. Thiel [67] puis présenté indépendemment par J. L. Lassez et

K. Mariott dans le contexte de la programmation logique et des automates d’apprentissage

[44].

Remarque 3.1 Soient R un systéme de réécriture de termes et E un ensemble d’équa-

tions. Nous notons RUE le systéme de réécriture €quationnel associé. Soit f un opérateur

de D, f est relativement convertible par rapport 4 C si et seulement si tout terme de

I(f(t1,...,%n)) OI(MG(f, R)) est RoUE-réductible, c’est a dire Rc-réductible modulo

E.

3.3 Recouvrement

3.3.1 Définition

Définition 3.3 Soient T et S deux sous-ensembles deT(F,X). Nous disons que T couvre

S si et seulement si I(S) est un sous-ensemble de I(T), c'est a dire que toute instance

close d’un terme de S est une instance close d’un terme de T.

{s(z) + y. p(x) + y} ne couvre pas {x + y} alors que {0+ x. s(x) + y. p(x) + y} couvre

{z+ y}.

Le but du concept de recouvrement est d’appliquer le théoréme 3.1 pour trouver la

partie K de I(f(z,....,2n)) qui nest pas couverte par 1(MG(f,R)) et pour vérifier

ensuite, que les termes de K sont Rc-réductibles.
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En pratique, nous ne pouvons pas utiliser directement le concept de recouvrement

car il introduit la manipulation des ensembles infinis de termes. cependant nous allons

introduire un autre concept qui est le complément d'un terme.

3.3.2 Complément d’un terme

Définition 3.4 Soit t un terme de T(C,X). Nous appelons complément de t. tout en-

semble fini A(t,C) de termes de T(C) tel que T(C) = I(t) @ I(A(t,C)).

En particulier, si t est une variable de X, A(t, C) est vide puisque I(t) = T(C).

Nous allons présenter maintenant une proposition qui donne une définition constructive

du concept de complément d'un terme linéaire de T(C, X), c'est 4 dire un terme qui a au

plus une occurrence de chaque variable.

Proposition 3.1 Soient t un terme linéaire de T(C, X) tel que t= c;(ty,... stn;),

C = {c1,...,m} ot np, est lVarité de cp et

A(t,C) = {ei(®1,-.-,2%n,) | L1,---,2n, EX AL StS mAiF J}

Ui<ksn, {¢;(t1,- . tpi, t', Deg1s-- ms 1n,) | Lkple++-s¥ny E XAtE A(t, C)}

avec toutes les variables de ty,...,th—-1.t', 2e41,--- In, sont distinctes,

alors A(t,C’) est un complément de t.

Preuve:

e I(t) NI(A(t,C)) = 0 est évident,

e I(t) UI(A(t,C)) = T(C) en effet: soit s un terme de T(C).

si la racine de s est c; avec? #7

alors s € I(A(t,C)) car s est une instance de ¢;(21,....2n,)

sinonsoit s = ¢;(sj,.-., Sn,)

si il existe o telle que o(t) = s

alors s € I(t)

sinon nous construirons o de la fagon suivante:

soit k € [1,n,;] tel que

VWh<k do, € U(C,X) oalth) = Sp

et Vp EC D(C, AX) plin) F se

Done Jo, € D(C, X) St! € A(te,C) ox (t’) = sp

or puisque ¢ est linéaire, o est définie comme suite:

cas z € V(t,) avec h < k alors o(x) = o;,(x)

xeéVi(t') alors o(x) = o,(x)

x=2,avech>k alors o(x) = sp,

et nous avons: o(cj)(ti..... thot tha pees. wn) "8
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et par suite s € I(A(E.C)).

Exemple 3.6 Soit C = {0,s,p}.

A(0,C) = {s(x),p(z)} . A(s(z),C) = {0, (0), s(p(z)). p(x)}-

Nous allons maintenant présenter un nouveau concept de complémentarité d'une sub-

stitution, qui permet de calculer le complémentaire de ensemble des instances closes d'une

instance d‘un terme.

3.3.3. Complément d’une substitution

Définition 3.5 Une substitution o est linéaire si et seulement si

e Vx € Dic) a(x) est linéaire,

et

e V(z,y) € Do)? x Fy => V(o(z))NV(oly)) = 9.

Autrement dit, o transforme tout terme linéaire en un terie linéaire.

Définition 3.6 Soit o une substitution linéaire de D(C,X). Nous appelons complément

deo, Vensemble B(o,C) de toutes les substitutions p telles que:

° p#o,

¢ Dip) =D),

© Vr € D(p) pla) € A(o(z).C) V p(x) = o(z).

Exemple 3.7 Soient C = {0,s,p} et o = {x —— 0,y —— s(uv).z — u}

Bio,C) = { { © — s(x’) , y — sv) , z — uw }:
{ x +— p(z’) yoo s(v) , 2 — wu }:

{ z <— 0 y <— 0 , 2 e~- aw hk
{ « — s(x’) , y — 0 z— u };

{ z= — plz’) . y — 0 , 2 — wu };
{ x -— 0 - uu — piu’) . z — 4 }:
{ «© — s(a’) . y — ply’) , z — wu }:

{ x2 — p(z’) y — ply’) , 2 — uw } i}.

Le concept du complément d’une substitution permet de calculer facilement I(¢) QO Z(a(t))

pour t € T(C, X).

La procédure 6.6 (resp. la procédure 6.7) décrit cette méthode pour calculer le com-

plémentaire d'une substitution (resp. dun terme).
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Proposition 3.2 Soient t un terme de T;(C,X) et o une substitution linéaire.

@ I(t) = Usewie,cyl (p(t)) U T(a(t)),

et

e Vp E B(o,C) I(p(t)) NI(o(t)) = 0.

Preuve: Par définition du complément d'une substitution.

Remarque 3.2 La restriction posée concerne la linéarité de la substitution o et non pas

la linéarité du terme t ou du terme o(t). En effet si par exemple C = {0,s} et

o = {y — s(2)} alors L(y +y) © L(o(y+y)) = L(y +y) @ I(s(w) + 9(2)) = 1(0 +0).

Cependant nous pouvons étendre cette méthode aux cas ot le systéme de réécriture n'est

pas linéaire & gauche.

Le théoreme suivant donne une condition suffisante pour tester le concept de recou-

vrement.

Théoréme 3.2 Soient T et S deur sous-ensembles de T(F,X). T couvre S si lune des

deux conditions suivantes est satisfaite:

1. S est vide,

2. il existe deux termest ET et s€ S unifiables par une substitution linéaire o et tels

que: (T © {t}) U {p(t) | p € Blo, C)} couvre (S © {5}) U {o(s) | p € B(o.C)}.

Preuve:

1. Si S est vide, c’est évident.

2. Soit s un terme de S. Puisque T couvre S il existe un terme ¢ de T tel qu'il

existe une instance de s qui est égale 4 une instance de t. Donc il existe

une substitution o telle que t et s sont unifiables par g. Etant donné tous

les termes de S sont linéaires, en particulier s, donc la substitution o est

linéaire.

Soient T’ = (L © {t}) U {ol(t) | p € Blo, C)} ev S’ = (S © {5}) L (nis) |

p € B(o.C)},

par la proposition précédente nous avons:

I(T) = 1(T © {t}) UI) = UL © {t}) U Upesta.cyl (alt) U I(o(t))) =

(PU To(t)),

de la méme facon nous avons:

I(S) = 1($ © {5}) UI(s) = 1(9 © {s}) U (Upeste.c)1((s)) U T(o(s))) =
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I(S’) UI(o(s)).

Donec puisque o(t) = o(s), I(T) contient I(S) si et seulement si I(T’)

contient 7(S’).

Terminaison: A chaque étape de l'itération, nous supprimons un terme

s de S. Dans le cas ott le terme s est unifiable avec un terme ¢ de T par une

substitution linéaire 7, nous ajoutons & S les instances de s correspondantes

aux substitutions complémentaires de 7. Ces termes que nous ajoutons sont

moins généraux que s et, puisque nous prenons l’unificateur principal o. alors

quelle que soit p une substitution de B(o,C) il n'existe pas de substitution p/

de B(c,C) telle que p(s) et p’(t) soient unifiables par une substitution linéaire.

Donc 4 Pétape suivante, soit p(s) n'est pas couvert par T soit il est couvert

par un terme autre que les termes que nous avons ajouté 4 létape précédente:

or T est fini, donc le processus termine.

Nous allons maintenant présenter le théoréme qui permet de tester la convertibilité

relative d’un opérateur défini f par rapport & un ensemble de constructeurs C. Le test se

fait de la maniére suivante:

Nous partons avec T, = MG(f, R) et So = {f(xi..... X,)}, puis nous allons répéter le pro-

cessus, décrit dans le théoréme précédent, jusqu’a ce que S soit vide ou qu'il n’existe plus

de termes t € T et s € S qui peuvent étre unifiés par une substitution linéaire. Ceci ar-

rivera certainement puisque nous pouvous prouver que les termes de la forme f(t;....,t,)

produits, par unification ou par calcul de complément, n’ont aucun argument ¢; de taille

supérieure a la taille des mémes termes dans T, et So. Soient Trin et Syin les résultats

finaux de ce processus.

3.4 Test de convertibilité

Dans ce paragraphe nous allons proposer un théoréme de test du concept de convert-

ibilité relative d’un opérateur défini par rapport & un ensemble de constructeurs.

3.4.1 Théoréme de convertibilité

Théoréme 3.3

© SiT sin et Spin sont vides alors f est relativement convertible par rapport & C sans

ambiguité.

© SiTyin nest pas vide et Spin cst vide alors f est relativement convertible par rapport

aC avec ambiguité, c'est ad dire que tous les termes de T;;, sont définis plus d’une

fois.
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© Si Srin nest pas vide alors f est relativement convertible par rapport 4 C si et

seulement si tout terme de Syin est Rc-inductivement réductible.

Preuve: évidente.

Sil y a des relations entre les constructeurs, c’est & dire que Rc n'est pas vide ou C n'est

pas libre, le test de la Rc-réductiblité-inductive est nécessaire pour avoir une condition

nécessaire et suffisante alors que la Rc-réductibilté est suffisante pour avoir une condition

suffisante mais pas nécessaire, pour tester la convertibilité relative d'un opérateur défini

comme le montre l‘exemple suivant.

Exemple 3.8 Soit C = {0,s}, D = {+} et supposons que l'ensemble des axiomes.

spécifiant les entiers modulo 2, est donné par le systéme de réécriture suivant:

R = { s(s(0)) — O

O+z > £

s(O)+a2 — s(x) }.

+ est relativement convertible par rapport 4 C car s(s(x)) + y est Ro-inductivement ré-

ductible méme sil n’est pas Rc-réductible.

La troisiéme sorte de résultats retournés par l’algorithme, S fin, est trés intéressante

puisqu’elle donne la forme de tous les termes ot l’opérateur f n'est pas défini. dans le cas

ot ils ne sont pas Rc-inductivement réductibles. Cette propriété rend cet algorithme trés

utile dans un environnement de programmation fonctionnelle ou dans les types abstraits de

données, comme nous allons le voir dans les exemples ci-dessous. Puisque ces termes sont

obtenus par unification, alors ils sont, dans un certain sens, les plus généraux possible car

nous prenons toujours l‘unificateur principal. Ce qui permet de dire que cette méthode est

meilleure que la méthode fondée sur les arbres de motifs qui est présentée par E. Kounalis

[40], ainsi que celles de D. Plaisted [59] et D. Kapur, P. Narendran et H. Zhang [35].

Lors de l’unification, il est indispensable de prendre l’unificateur principal pour que

la procédure termine comme le montre l’exemple suivant. Dans [67]. J. J. Thiel pense

qu’utiliser ’unificateur principal n’est pas indispensable, mais qu'il s'agit simplement d'une

artifice visant a accélérer l’algorithme, exemple suivant contredit cette affirmation et

montre que la procédure peut diverger lorsque nous ne prenons pas lunificateur principal.

Exemple 3.9 Reprenons l’exemple 3.1.

{0 + y1} couvre {0+ 2} avee oy = {x; —— 0. y, —— O},

{0 + s(y2)} couvre {0+ 8(x2)} avec 02 = {2 — 0, y2 —— O},

{0 + s(s(y3))} couvre {0+ s(s(x3))} avec 03 = {x3 —— 0. y3 — O},

{0 + s"(y)} couvre {0+s"(xr)} avec On = {x — 0,y+— O}.

La procédure 6.4 décrit cette méthode pour tester la convertibilité d'un opérateur par

rapport & un systéme de réécriture et un ensemble de constructeurs.
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Remarque 3.3 Cette méthode reste valable pour les systémes de réécriture équationnels

RUE en prenant la E-unification, c’est a dire Vunification modulo FE. Elle n'est utile donc

que pour les théories E pour lesquelles nous connaissons un algorithme de E'-unification

et de E'-filtrage.

Si T' ne contient que des termes linéaires, cette procédure est une procédure de décision

pour la convertibilité relative mais cette méthode peut ne pas fonctionner dans certains

cas ot le systeme de réécriture n'est pas linéaire & gauche. En général, nous prenons

So = {f(#1,.-.,2n)}, mais Valgorithme peut échouer si toutes les substitutions unifiant

les termes sont non linéaires. Cependant un autre ensemble S,, relativement convertible

par rapport aC’ et non ambigu, peut ramener a bien le processus. Suivant le degré, le

nombre d’occurrences d’une méme variable, de la non linéarité du systéme de réécriture.

So= Ucect FA Pie - 2 Bie

ily. Gi Un; )s
Uegis:+-,En) Ve

C’est le cas de l’exemple suivant di a E. Kounalis [40].

3.4.2 Exemples

Exemple 3.10 Soit f la fonction qui calcule le report d’un additionneur binaire, qui est

aussi la fonction "majorité” dans un systéme insensible aux défaillances [68].

Soient C = {1,0}, D={f} et R le systéme de réécriture suivant:

R= { f(r.t,y) - 2
f(z,y,t) > 2

f(y.t.0) > @ }.
Nous avons: f(x,y,z) = xeoyor avec la désignation booléenne suivante: 0 = vrai. 1 =

faux et o = ou-erzclusif.

Pour tester la complétude relative de cette spécification, ou la convertibilité relative de

f par rapport 4 C, nous pouvons prendre S, = {f(u.v,1), f(u,v.0)}. qui est relativement

convertible par rapport aC et non ambigu, en effet:

{f(x, x,y), f(z, y, 2), fly, x. x)} couvre {f(u,v,1), f(u.u,0)} car f(x, x,y) et f(u.v,1) sont

unifiables par go = {u— x,u +— x.y —— 1} qui n'est pas linéaire. Cependant

f(x,y,xz) et f(u.v,1) sont unifiables par o = {x —- 1,y — v,u — 1} qui est linéaire.

Bio,C) = { {x—0,y-—v,u+— I};

{x — l,y -—~ v,u —— 0};

{x -—O0,y —— v,u-— 0} }.

{f(z, x,y), f(y, 2,2). f(0.v,0)} cowvre { f(u.v,0), f(0,v,1)} car

f(y.2,2) et f(u,v,0) sont unifiables par o = {xz — 0,y — u,v -— 0} qui est linéaire.

Bio,C) = { {x&—l,y—u.v— 0};

{x — 0,y — u,v — 1};

{fe — ly—u,v-— 1} }.
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{f(x, x.y), f(0.v.0). f(u,1.1)} couvre {f(0.v.1). f(u,1,0)} car

f(z, x.y) et f(0.v,1) sont unifiables par o = {x — 0,y —— 1. v —— 0} qui est linéaire.

Bio,C) = { {x—l,y—0,v— ]}:

{x —~ ly — 1,v -— 0}:

{x — 0,y — 0.v — 1}:

{x — ly — l,u+— 1}:

{x — l.y — 0,v — 0}:

{x — 0.y — l.v— 1}:

{x — 0,y — 0.v-— 0} }.
{F(0, ,0), f(u, 1,1), (1, 1,1), f(1, 1,0). £(0,0,0)} couwre {f(«,1.0), f(0,1,1)} car

f(0,v,0) et f(u,1,0) sont unifiables par o = {v —— 1,u — 0} qui est linéaire.

Bio,C) = { {v-—0,u-— 0};

{v —0,u+— 1};

{v —l,u— 1} }.

{f(u, 1,1), f(1, 1,1), (1, 1,0), f(0,0,0)} cowvre {f(1,1,0), f(0.1.1)} car

f(u,1,1) et f(0,1,1) sont unifiables par o = {u —~ 0} qui est linéaire.

B(o,C) = {{u — l}}.

{f(1, 1,1), F(1, 1,0), f(0,0,0)} couvre {f(1.1,0)} car

f(1,1,0) et f(1,1,0) sont unifiables par la substitution identité qui est linéaire.

{f(1,1,1), f(0,0,0)} couvre 9.

Done f est relativement convertible par rapport aC et les deux termes f(1.1,1) et f(0,0,0)

sont définis plus d’une fois.

Exemple 3.11 Reprenons l’ecemple LISTE présenté dans le chapitre 2.

Soient C = {[],a,6,[-],@}, D = {flatten} et R le systéme de réécriture suivant:

R= { {@z > £

xrQ@|] > £

(z@y)@z — 2xr@(y@z)

flatten({]) — |

flatten((z]) — flatten(x)

flatten(a) —> a

flatten(b) — b

flatten(a@x) — a@flatten(x)

flatten(bQ@r) — b@flatten(x)

flatten({x]@y) — flatten(x)@flatten(y) }.

Pour tester la complétude relative de cette spécification, ou la convertibilité relative de

flatten par rapport aC’, nous prenons:

T, = { flatten((]); flatten([x]); flatten(a); flatten(d); flatten(a@zx); flatten(b@zx):

flatten([zj@y) } et So={ flatten(u) }.

Aprés le déroulement du processus de recouvrement sur T, et Sp nous obtenons:

Tyin =% et Spin = { flatten([]@x,); flatten((re@zx3)@rq) }.

Or tous les termes de Syin sont réductibles donc flatten est relativement convertible par

rapport 4 C sans ambiguité et par suite R est relativement complet.
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La procédure 6.3 décrit cette méthode pour tester la complétude relative d'un systéme

de réécriture par rapport & un ensemble de constructeurs.
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4

w-COMPLETUDE

Dans le présent chapitre nous allons traiter des problémes qui se sont posés

lors de l'étude de la propriété de la w-complétude d'une spécification algébrique.

Nous avons pu résoudre certaines questions, mais le probleme général reste

ouvert. Pour cela nous avons étudié de nombreux exemples que nous présentons

dans ce chapitre.

4.1 Introduction

La premiére question qui se pose lors d'une étude d'une propriété est sa décidabilité.

Question 4.1 Est ce que la propriété de la w-complétude dune spécification est décidable

ou non ?

A notre connaissance, la vérification de la propriété de la w-complétude n'a jamais été

étudiée pour elle-méme mais a l'occasion d’exemples bien particuliers. Cette propriété est

reconnu par la communauté comme indécidable.

A. Tarski [65] est le premier & évoquer le probléme de la w-complétude lors d’une

étude systématique du théoréme de complétude pour la logique équationnelle. Il pose

en particulier le fameux ’probléme de lycée; “high sckool problem”.

e G. D. Plotkin [60] a étudié la non w-complétude du A-calcul.

e L. Henkin [24] a étudié la w-complétude de la spécification des entiers naturels dans

le cadre de la logique équationnelle.

e W. Taylor [66] a donné une liste d'exemples de théories spécifiables par un ensem-

ble fini d’équations. finitely based, et une liste d’exemples non spécifiables par un

ensemble fini d’équations dans le cadre d'une étude bibliographique sur lalgébre

universelle.

Gi



62 4. w-COMPLETUDE

eo E. Paul [57] a étudié la w-complétude. sous le nom de la complétude-inductive. dun

certain nombre d’exemples de spécifications. dans le contexte clu test de la validité

d'une équation dans lalgébre initiale associée & une spécification. par complétion

inductive. C'est dans ce méme cadre que nous sommes amenés a& étudier cette pro-

priété.

e J. Heering [23] a étudié la w-complétude d'un certain nombre d'exemples de spécifi-

cations, dans le cadre de | évaluation partielle des programmes.

4.2 Définition de la w-complétude

Avant de donner la définition de la w-complétude, nous allons rappeler la notion de

validité qui sera utilisée plus loin.

Définition 4.1 Soient A un ensemble d équations et t; = ta une autre équation.

t; = to est valide dans la variété équationnelle M(A). ou est un théoréme équationnel. ce

qui est noté t; =, te, si et seulement sit, = tz est une conséquence de A par une suite

de remplacement d‘égaur par des égaux. t; = tg est valide dans lalgébre initiale I(F, A).

ou est un théoréme inductif. ce qui est noté t) =ing ay te, st et seulement st pour toute

substitution o de U(F) o(t1) =4 o(te}.

A cause de la complétude de la logique équationnelle, la preuve de la validité équa-

tionelle se fait par un simple raisonnement équationnel, c’est a dire par des remplacements

d’égaux par des égaux. Dans le cas de la validité inductive, les équations closes restent

prouvables par un simple raisonnement équationnel par contre les équations avec variables

nécessitent un raisonnement par récurrence en général, comme nous l’avons vu dans le

chapitre 2.

Remarquons que tout théoréme équationnel est un théoréme inductif. La réciproque

est fausse en général.

Définition 4.2 Soit (S,F.A) une spécification. (S.F.A) est dite w-complete si et seule-

ment si tout théoréme inductif est un théoréme équationnel.

Autrement dit, la validité dans 7(#, A) devient équationnelie et par suite toute couseé-

quence inductive de A est obtenue par un pur raisonnement équationnel.

Dans une spécification w-compléte, la théorie inductive et la théorie équationnelle

coincident.

Exemple 4.1 Soit la spécification (S.F,A) des entiers naturels muni des opérations

d‘addition et de multiplication tel que:
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Ss = ENT_N AT,

F = { 0,s,+.* }.

A = { «+0 == £

x + s(y) == s(et+y)
xr*xO0 == 0

res(y) == et(z«y) }.
Cette spécification nest pas w-compléte. Elle devient w-compléte [23] [24] si nous lui ajou-

tons l'ensemble A’ déquations suivant:
Ao = { w+y == ytor

et(ytz) == (u+y) +2
rey == yxu

re(yez) == (Exy)*z

ce(yt2) == (exy)+(e*z) }.
qui expriment la commutativité et U'associativite de + et « ct la distributivité de + par

rapport 4x. Si nous ajoutons lopérateur @ défini par Vensemble A” d‘équations suivant:

A” = { 2x@0 == i

0@x == 0

s(x)Qs(y) == s(x@y) },
alors la nouvelle spécification n'est plus w-compléte et nous ne pouvons pas la rendre

w-compléte par l’adjonction d'un ensemble fini déquations [12]. Nous pouvons noter les

théorémes suivants:

AN = { x@z == £2

(z+y)@r == rt+y
xQ(r+y) == 0

4.3. Etude de la w-complétude

Dans toute la suite, nous allons parler de la w-complétude d'un systéme de réécriture

de termes au lieu de la w-complétude dune spécification.

Les deux techniques principales utilisées dans la littérature pour tester la w-complétu-

de d'un systéme de réécriture de termes donné sont les suivantes.

4.3.1 Méthode de discrimination

Cette technique est basée sur le theoreme suivant:

Théoréme 4.1 Soit R un systéme de réécriture convergent.

R est w-complet si et seulement si

V(u,v) ET(F.X)? ulfxvl =» Ave L(F)o(ul)l#o(vl)l-
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Preuve: Par définition de la w-complétude, R est w-complet si et seule-

ment si >

V(u,v) € T(FLX)* U =ind( Ay U => u=,v

t t
U=4 UL=inqayVl=Av ul=vl

t
Vo € U(F)o(ul) =a o(v 1)

t
o(ul)l=o(vl)]

Donc R est w-complet si et seulement si

Viu,v ET(R XY VoeD(F)o(uljl=o(vl)l = ul=vl

et par contraposition nous avons: R est w-complet si et seulement si

V(u,vy)ET(F,X)? ulxAvl = — 30 EDF) o(ul)lFo(v)l.

Cette technique a été utilisée pour vérifier la w-complétude des exemples cités dans

[45] et [46].

Exemple 4.2 Soit le systéme de réécriture spécifiant un monoide libre a deur éléments

suivant:
F = { e,a,6,. },

R= { we > £

e.x ~~ £

(z.y).z 2 ax.(y.z) }.

Lalgébre initiale T(F) |r est le monoide libre ({a,b},.)* et Valgébre générique T(F.X)\z

est équivalente ad ({a,5} UX,.)*.

Soient u| et v| deux termes de T(F,X)\p tels queulf~Av\.

A(c, d) € ({a,b} UX)? tel quec Ad, ul=tet’ etvl=tdt".

cas c € {a,b} et d€ {a,b} alors Vo EX o(ul)|F o(vl)]

cé€a,betd=x alors sic=a (resp.c=b)

alors soit o = {x —— 6 (resp. x — a)}

done o(ul)|# o(v4) |

c=zetd=y alors soit 0 = {x -— a,y — }}

done o(ul)l#o(vl)].

Donc ce systéme de réécriture est w-complet.

Exemple 4.3 Soit le systéme de réécriture spécifiant les entiers relatifs suivant:

F = { 0,08 },

R = { 0(0) = 0

o(o(x)) 7 2
s(o(s(x))) —> o(a) }

avec 0 est zero, o est l’opposé et s le successeur.

La forme normale des termes clos est sous lune des formes suivantes:
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0

a pour n>O (ot s"(0) = s(s(...(s(0))...)))

(s"(0)) pour n>O0. -

7 forme normale des termes de lalgébre gdneivrige T(F. {xz}) le est sous lune des formes
suivantes:
s"(z) pour n>O

s"(0(zx)) pour n>O0 i s°(o(x)) = o(x))o(s”"(x)) pour n>O irre
o(s"(o(z))) pour n>0.

Soient u| etv| deur termes de T(F, {x}) lz tels queulAvl|.

cas u| = s(c) alors

casv| =sTM(o(zx)) alors

casn =m alors soit o = {x — s(0)}

o(ul) l= s"*1(0) et o(v|) |= s?71(0)

donc o(ul) lA o(vl)]

n#m alors soit o = {x —— 0}

o(ul) |= s"(0) et o(vl) |= s(0)

donc o(u |) l#o(vl)t

v |= o0(sTM(x)) alors soit o = {x — 0}

o(ul) l= s"(0) et o(v|) |= o(sTM(0))

donc o(ul)l#a(vl)l

vl=o(sTM(o(x))) alors soit o = {x —— 0}

a(ul) {= s"(0) et o(v}) |= o(sTM(0))

donc o(ul)|# o(vl)}

ul = s"(o(a)) alors

casv| =o(sTM(x)) alors soit o = {x — 0}

o(wd) I= 8*(0) et ov) L= 0(s"(0))

done o(ul)|# ov) |

v |= o(s(0(z))) alors soit o = {x — 0}

o(ul)1= s"(0) et o(vl) L= o(s(0))

done o(wl)l# ow l)t

u| =o(s"(x)) alors v |= o(sTM(o(zx)))

casn=m alors soit o = {x — s(0)}

o(wl) 1= 0(s"*(0)) et o(v |) L= ofs"-1(0))

done o(ul) 1 o(v 4) 1

n#m alors soit o = {x — 0}

o(ul) |= 0(8"(0)) et o(vl) L= 0(8(0))

donc o(us) |Ao(vl)]

Done ce systéme de réécriture est w-complet.
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4.3.2 Méthode polynémiale

Cette technique est basée sur le théoréme suivant: Soient G une grammaire de termes

engendrant T(F,X) |r et L(G) le langage reconnu par G. autrement dit. les termes de

T(F,X)1r qui sont sous une forme polynémiale canonique nous avons:

VteT(F,X) dls € L(G) t=rs.

Théoréme 4.2 Soit R un systéme de réécriture convergent. R est w-complet si et seule-

ment si

V(ti,t2) ET(F,X)? tr =ina(py te => rep(ti) = rep(te).

ot rep(t) est la représentation pélynomiale d'un terme t par une grammaire des formes

normales d’un systéme de réécriture et = est l’équivalence syntazique.

Preuve: évidente.

Cette technique a été utilisée pour vérifier la w-complétude des exemples cités dans

[23] et [57].

Exemple 4.4 Soit le systéme de réécriture spécifiant les entiers naturels construit @ par-

tir de 0, 1 et + comme suite:

Fo = { 0,1,4+ te

R= { «+0 > 2x

r+y —> yt

r+(ytz) > (@+y)+z }.
Ce systéme de réécriture est w-complet. En effet, soient t, et to deux termes de T(F.X)

tels que t) =ina(R) t2. Hn utilisant le systéme de réécriture R puis en regroupant les sous-

termes identiques, t, et to peuvent se mettre respectivement sous les formes suivantes:

rep(ty) =(1+---+1) 4+ (g1+-+-4+21) +--+ + (ap +-°- + 2p)
Neen roe”

Gl ah a

et

rep(te)=(1+---+1]1)+ @it---+21)+-: -+ (Lp ++°-+ 2p)

~~ 
ee

mo m4 Mp

Les x; étant des variables distinctes apparatssant dans t; ou tg. Les nj; ou mj; sont

éventuellement nuls, auguel cas la variable x;, ou la constante 1 pour? = 0, napparait pas

dans t; outa. Soit a9 = (x; — 0|7 € [l. pl} co(rep(ti)) =r co(rep(te)) tmplique queu

L+---+1=g14---4+1. Dod d’aprés la théorie des polyndmes nous avons no = mo.
on

ng mo

Soit o; = {x; — 1.2; —-0|j7 € [lp] AZ At} os(rep(ti)) =r o:(rep(t2)) implique que

i+: ut l=pgil+---+1. D’ot d’aprés la théorie des polynémes nous avons nj = mj
ne

my

pour “tout 1€ [l.p]. Donec rep(ti) et rep(tz) sont identeques.
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4.3.3 Enrichissement w-complet

En pratique, nous ne pouvons pas utiliser directement ces deux approches car elles

introduisent la manipulation d’ensembles infinis. Nous allons exposer une autre méthode

plus générale. Nous allons d’abord poser une question assez naturelle.

Question 4.2 Soit P=(S,F.Ap) une spécification, existe t-il une spécification

Q = (S,F, Ag) telle que:

e Ag D Ap et Ag est fini,

e I(F,Ag) =I(F. Ap).

© Q est w-complete.

Autrement dit, étant donnée une spécification, admet elle toujours un enrichissement

protégé, fini et w-complet ?

La réponse est en général “non”, car sinon l’induction serait axiomatisable au premier

ordre ce qui n'est pas vrai, et comme le montre l’exemple suivant:

Exemple 4.5 Soit la spécification (S,F,A) des entiers relatifs telle que:

S = ENT_REL,

c= { 0,5,p,+ Ds
A = { «+0 == 2

z+ s(y) == s(x+y)
p(0) == 0
p(s(x)) == © },

Al= { zt+y == yr

z+(ytz) == (r+y)+z 3

U { p(xt+ax) == p(x)+z
p(zte+u) == plz)+zr+2

Nous ne pouvons pas obtenir un aupilabmement fini et w-complet. Il y a une infinité
de théorémes inductifs indépendants dans A’ qu’il faut ajouter ad A. Remarquons que

p(a + y) = p(x) + y n’est pas un théoréme inductif. En effet p(0 + s(0)) = p(s(0 + 0)) =

p(s(0)) = 0 alors que p(0) + s(0) = 0+ (0) = s(0 + 0) = (0).

Dans cet exemple le domaine de l’algébre initiale est infini, nous pouvons penser que

dans le cas contraire ce serait possible. L°exemple suivant montre que se n’est pas le cas.

Exemple 4.6 Soit la spécification su.vante die a R. C. Lyndon [50]:

Fo= { 0. €, b1, bg. ¢, di, do, * },

A = { x est partout égal 40 sauf en:
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cxwxe == €

oe __ : ou ij =1.2

djxb; == dj },

AU = { Oxz == 0

tx*«O0 == 0

awx(yxz) == 0

(C++ (21 * 22) *23)---)* ey) ea, == 0

(C++ (Ct * tz) *03)-+ +) kan) ery SS (0+ (2, eT) *LZ)+++) Key fh.
ow n=1,2,....

Dans cet exemple le domaine de lalgébre initiale de la variété équationnelle est fini mais

nous ne pouvons pas obtenir une spécification finie et w-compléte de UVopérateur x. Il y

a une infinité de théorémes inductifs indépendants dans A’ quil faut ajouter a A. Cette

spécification est w-compleéte.

Probléme 4.1 Comment et sous quelles conditions une spécification admet elle un enri-

chissement w-complet fini ?

Autrement dit, existe t-il une axiomatisation finie dont tous les théorémes inductifs

peuvent étre démontrés équationnellement ?

La réponse est en général “non”, car axiomatiser la w-complétude est la méme chose

qu’axiomatiser l’induction.

Cela nous améne 4 chercher quand une équation t, = te peut étre un théoréme induc-

tif ?

Les questions suivantes se posent:

e ¢t, et/ou te doivent-ils étre en formes normales ?

@ ¢; et/ou te doivent-ils étre inductivement réductibles ?

e---?

Les réponses de ces deux premiéres questions sont:

® t; et ty doivent étre en formes normales car nous cherchons |l’existence de théoreémes

inductifs qui ne sont pas équationnels.

e t, et tg ne sont pas obligatoirement inductivement réductibies en general comme ie

montrent les exemples suivants:

Exemple 4.7 Soit la spécification dun groupe engendré par un seul élément suivante:

Fo = { €,a,i,* a

A = { zxe Eas Yi,

ce(y*xz) == (oxy) *z

xuxi(zr) ==) € \.
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Ley =Y*L, commutativité d'un groupe engendré par un seul élément. est un théoréme

inductif alors que xxy nest pas inductivement réductible en effet axa. qui est une instance

close de zxy, n'est pas réductible par rapport au systéme de réécriture associé a A en

orientant les équations de gauche a droite.

Exemple 4.8 Soit la spécification suivante:

F = { a,b,f.g }.

A= { f(a) == g(a)
g(b) = == f(b) }.

f(z) = g(z) est un théoréme inductif alors que nt f(x) ni g(x) nest inductivement ré-

ductible par rapport au systéme de réécriture associé ad A en orientant les équations de

gauche a droite.

4.3.4 w-complétude relative

Nous allons nous restreindre aux théorémes orientables en régles de réécriture et aux

systémes de réécriture convergents dont la réductibilité inductive est décidable.

Définition 4.3 Soient R un systéme de réécriture convergent et < un ordre de réduction

qui assure la terminaison de R. R est relativement w-complet par rapport a ~ si et seule-

ment si tout théoréme inductif et orientable par < est un théoréme équationnel.

Lemme 4.1 Soit R un systéme de réécriture de termes orienté par un ordre <. Si R est

w-complet alors R est relativement w-complet par rapport 4 ~.

La réciproque est fausse, car il peut exister des théorémes inductifs non orientables en

régles de réécriture, comme nous l’avons vu dans l’exemple 4.1 ot la commutativité est un

théoréme inductif orientable par aucun ordre.

La w-complétude relative peut servir entre autre pour tester la non w-complétude d'une

spécification.

Dans le cas de la w-complétude relative. au moins un des deux termes de léquation doit

étre inductivement réductible. C'est en particulier le membre gauche. aprés orientation

de léquation.

Théoréme 4.3 Si tout terme en forme normale a au moins une instance close en forme

normale alors R est relativement w-complet par rapport a ~.

Preuve: Par l'absurde. Supposons que AR nest pas w-complet par rapport

a ~. Done il existe une équation en forme normale f; = tg orientable par

rapport & ~ telle que f1 =jnqipy tz et t1 AR to. Supposons que t; = tz s orlente
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par rapport 4 ~ en t,; — ty. Soit o une substitution close. Nous avons

o(t1) l= o(tz) | et o(te) |~ oft2) ~ o(t1). Done o(t1) € o(t,) |. Done t). qui

est en forme normale, n’a aucune de ses instances closes en forme normiales.

Définition 4.4 Soit t un terme de T(F.X).

La profondeur de t est définie par:

prof) 1 te XVteEe Fo.

mazx({prof(ti),...,prof(tr)}) +1 t=f(ti...., thrsAfEe F,An> 0.

La profondeur d'une régle est égale a la profondeur du membre gauche de la régie.

Pour que le théoreme précédent soit opérationel nous pouvons essayer de résoudre le

probléme suivant:

Probléme 4.2 Eviste t-il un entier naturel a tel que: si tout terme en forme normale de

profondeur inférieure ou égale aa a une instance close en forme normale alors tout terme

en forme normale a une instance close en forme normale.

La détermination de a n’est pas simple, comme le montre l‘exemple suivant:

Exemple 4.9 Soit n un entier naturel.

F = {+} UseE[o,n] G; ot

G; = {ai, fi} ot arité(a;)=0 et arité( fi) =1,

Ro = Viefon Ri ou

Ri = { filai) ai
fil filz)) >

file+y) > file) + fly) }-
Tout terme irréductible de profondeur inférieure ou égale a E(logon)+1 ou & est la partie

entiére et logy est le logarithme @ base 2. est non inductivement réductible. Alors qu il

existe des termes inductivement réductible. de profondeur supérieure. comme par exemple:

Nous pouvons tout de méme espérer résoudre les deux problémes suivants:

Probléme 4.3 Eziste t-il un entier naturel (3 tel que: si tout théoréme inductif de pro-

fondeur injérieure ou é€gale &P est équationnel alors ii ivexiste plus de théarcine ciduciys

et par suite R est w-complet par rapport a ~<.

Probléme 4.4 Eriste t-il deux entiers naturels y et @ tels que: sul existe un théoréme in-

ductif de profondeur comprise entre y et @ alors il existe une infinité de théorémes inductifs

indépendants, c'est a dire non équationnels. et par suite R nadmet pas d’enrichissement

fini w-complet par rapport & <.
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Si ce dernier probléme est résolu, nous pouvons nous passer de la restriction sur la fini-

tude de l’enrichissement, en utilisant le concept de méta-théoréme qui sera une extension

du concept de méta-régle [KIR 87].

4.4 Décidabilité de la w-complétude

Nous allons nous restreindre dans ce paragraphe au cas des spécifications ot le domaine

de l'algébre initiale de la variété équationnelle associée est fini pour décider la propriété de

w-complétude. Méme dans ce cas, il existe des spécifications algébriques qui n’admettent

pas un enrichissement fini w-complet comme le montre l’exemple 4.6 di & R. C. Lyndon

[50].

Nous allons étudier maintenant un cas particulier ot la w-complétude est décidable.

L’idée de base est de se restreindre au cas ot le domaine de l'algebre générique de la variété

équationnelle & un renommage des variables prés est fini.

Théoréme 4.4 Sil n’y a qu’un nombre fini de termes ad un renommage des variables prés

et d une égalité prés alors la propriété de la w-complétude est décidable.

En effet, il suffit de prendre tous les couples de termes et de tester chaque fois si c’est

un théoréme inductif ou pas en le vérifiant cas par cas, ce qui peut étre fait exhaustivement

puisque le domaine de l’algébre initiale de la variété équationnelle, ou ensemble des termes

clos modulo la variété équationnelle, est fini s’il n’y a qu'un nombre fini de termes 4 un

renommage des variables prés et 4 une égalité pres. Le nombre de couples, & un renommage

des variables prés, étant fini, la w-complétude est décidable.

Exemple 4.10 Soit la spécification suivante:

F = { ¢€,a,* }.

A= { etx ==au*Ee==z

ve(y*xz) == (cey)*z=—e }.

Le domaine de Valgébre initiale de M(A) est {e,a,a*a} et le domaine de Ualgébre générique

sur X de M(A) a un renommage des variables prés est {e,a.r,a*a,u%*x,x*y}. Cette

spécification nest pas w-compléte carz*y = y*xr est un théoréme inductif.

Dans le chapitre 5 nous allons présenter une méthode, fondée sur la réécriture, les au-

LOMA nes la anes, Gu wien a finitude d'un langage A

Ca sera, en particulier, le cas pour le domaine de lalgébre initiale et pour celui de l’al-

gebre générique d'une variété équationnelle. Cette méthode permet aussi d’engendrer le

domaine de l’algébre initiale et celui de Valgébre générique d'une variété équationnelle.

Soient X un ensemble infini de variables, supposé toujours dénombrable, et R un systé-

me de réécriture convergent dont le domaine de l'algébre initiale de la variété équationnelle

associée est fini.
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La notion de renommage des variables peut étre formalisée par la relation suivante.

Définition 4.5 Soit ~ une relation sur T(F.X) |% définie par:

(tte) ~ (t,.th) => do : V(ti) UV (t2) —> X injective telle que: o(ti) = t, et o(t2) = th.

La relation ~ est une relation d’équivalence. L’ensemble des couples de termes & un

renommage des variables prés et 4 une égalité prés est T( PF, X) Lh /en-

Soit profe((ti, tz)) = sup({prof (ti). prof (ta)}).

Lemme 4.2 Soit n un entier naturel.

{(t1, ta) | (tr, te) € TP X) LR /~ A profe(ti.te) =n} est fini.

Preuve: Soit a = sup({arité(f) | f € F}). Un terme de profondeur n

a atl maximum a@” variables distinctes. Donc il suffit de se restreindre a un

ensemble X’ fini de variables de cardinal 2* a”. K = {(ti, te) | (t1.t2) €

T(F,X’) l® Aprofc(ti, te) = n} est fini. V(ti,te) ¢ K A(t,.%,) € K ao:

V(t) UV (tz) —> X’ injective telle que: o(t;) = t et o(t2) = th.

Lemme 4.3 T'(F,X) |} /~ est fini si et seulement si sup({prof(t) |teT(F,X){R}) est

fini.

Preuve: évidente.

Exemple 4.11 Le type abstrait BOOLEEN peut étre construit a partir des constantes

vrai et faux, et de Uopérateur unaire de négation 4.

F = { vrai, faux, },

R = { n vrai > faux

afaur — vrai

ATE —_ xr }

T(F) le = { vrat, faux h,

T(F,X)lr/~ = { var, faux, oe j.

Il n’y a plus de théorémes inductifs formés de couples de termes de T(F,X)\r /~. donc

cette spécification est w-complete.

Nous présentons dans ce qui suit un cas particulier de systémes de réécriture ot le

domaine de l'algébre générique de la variété équationnelle associée & un renommage des

variables prés est fini. _

Soient X un ensemble infini de variables et R un systéme de réécriture convergent dont

le domaine de l’algébre initiale de la variété équationnelle associée est fini.

Nous allons nous situer sous les 3 hypothéses suivantes: Vg ~de R
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Hl. prof(g) < prof(d). ot prof(t) est la profondeur d'un terme ft.

H2. V(g) = V(d). ot V(t) est Vensemble des variables d'un terme t.

H3. Ve € V(g) profu(s.g) = profu(x.d), ot profv(x.t) est le maximum des pro-

fondeurs de tous les sous-termes contenant x d'un terme t.

Lemme 4.4 Sous les 3 hypothéses H1, H2 et H3.

Vg -dER VoeX(P,X) prof(c(g)) < prof(o(d)).

Preuve: évidente.

Lemme 4.5 Sous les 3 hypothéses H1, H2 et H3,

V(t,t') € T(P,X)? t +t => prof (t) < prof(t').

Preuve: II suffit de prouver que:

V(ti,t2) €T(F,X)? ty; — te => prof (ti) < prof (tz).

Soient t; et t2 deux termes de T(F. X)? tels que: t; — te.

Or t; —> tz implique du € G(te) Ag-—-deER Jo € U(F,X) tels que:

to/u = a(g) et t) = tolu — o(d)].

Or prof (t;,) < prof (tg) est équivalent a prof(a(g)) < prof(o(d)).

Théoréme 4.5 Sous les 3 hypothéses H1, H2 et H3, si le domaine de lalgébre initiale est

fini alors le domaine de lUalgébre générique a un renommage des variables prés est fini.

Preuve: Par l’absurde. Soient a = sup({prof(t) |t¢T(F) lr}) ett

un terme de T(F,X) |p tel que prof(t) > a. Soit t/ une instance close de

t, prof(t’) > prof(t) done ¢’ est réductible vers un terme ¢” et prof(t”) >

prof (t'). Nous recommencons le méme processus pour ¢” et ainsi de suite

indéfiniment. Ceci contredit le fait que R est noethérien.

Dans ce cas nous sommes capabie de tester ia propriété d'w-compiétude.

Dans tout ce chapitre nous avons eu besoin du langage des formes normales du systéme

de réécriture, dot l'intérét de sa caractérisation. C'est l'objet du chapitre suivant.
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5

RECONNAISSANCE ET

GENERATION DES FORMES

NORMALES CLOSES

Le but de ce chapitre est de présenter une méthode réalisée pour engendrer

le langage régulier d’arbres des termes clos en forme normale par rapport 4

un systéme de réécriture de termes linéaire & gauche donné. Ce langage est

isomorphe au domaine de l’algébre initiale associée au systéme de réécriture

donné. Cette méthode permet aussi de décider la finitude et la vacuité de ce

langage.

La méthode proposée consiste & trouver tout d’abord un automate d’arbres,

déterministe fini, qui reconnait le langage d’arbres des termes clos en forme

normale puis 4 construire la grammaire d’arbres associée. Le langage des

termes clos en forme normale, par rapport a un systéme de réécriture de termes,

étant le complémentaire du langage des termes clos réductibles par rapport au

langage des termes clos. Nous commencons donc par construire l'automate,

déterministe fini, qui reconnait le langage des termes réductibles puis nous

cherchons son complémentaire.

5.1 Introduction

En théorie des langages, le moyen le plus classique pour reconnaitre un langage régulier

WaBee Wee teehee fees Petyniedl a stata -«poaldes tonn aecambla
est utilisation des miacuines formeciues appelées v

mates. Un langage cs
OMGLES. i langage cst un cuscicucauto

de mots et un mot est une suite finie d’éléments d'un vocabulaire donné. Un vocabulaire

est un ensemble fini de symboles appelés lettres.

Pour connaitre si un mot est un élément d'un langage. l'automate de mot fonctionne

de la maniére suivante: I] part d’un état dit initial puis il change d’état en lisant le mot

de gauche & droite, ou inverse. jusqu’é ce qu'il arrive a la fin du mot. S‘il s'arréte avec

un état dit de satisfaction alors le mot appartient au langage sinon il n’appartient pas au
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langage.

Dans le cas des langages d’arbres. un mot n’est plus une suite d’éléments d'un vocabu-

laire mais un arbre étiqueté par un vocabulaire dont les symboles. appelés des opérateurs.

sont gradués par une fonction arité qui & chaque opérateur associe un entier naturel. Donc

nous aurons des automates d’arbres.

Les automates sont des cas particuliers des automates d’arbres et les résultats dans

la théorie des automates de mots restent en général valables dans une forme généralisée

appropriée [52]. De la méme facon nous introduisons les grammaires d’arbres pour la

génération des langages d’arbres.

H. Comon et J. L. Rémy [11] ont proposé une méthode, basée sur la notion de disuni-

fication [10], pour caractériser le langage des formes normales closes.

5.2. Automate et grammaire d’arbres

Nous allons tout d’abord rappeler certaines notations utiles pour la suite.

Convention 5.1

X: ensemble de variables,

F: ensemble fini d’opérateurs,

F;: ensemble des opérateurs d’arités i oui > 0,

T(F,X): ensemble des termes,

T(F): ensemble des termes clos.

5.2.1 Automate d’arbres

Dans ce paragraphe, nous allons présenter les différentes notions de base du concept

d’automate d’arbres, nécessaires pour les paragraphes qui suivent.

Définition 5.1 Un automate d‘arbes A sur F est un triplet (E,S,P) tel que:

e E: ensemble des états de A,

© S. ensemble des éiuis de satisfaction, ou final, de A, ou S CB.

e P: ensemble des régles de transition dont la forme est:

f(é1,---,€n) — eo appelée transition de réduction,

e — é appelée A-transition

ot €,€,€9,€1,..-4 e, € BE; f € F, et A est UVarbre vide.
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e Un automate d arbres est en fait un quadruplet (F, E.S.P). F étant le vocabulaire

des arbres, il reste inchangé durant toute la suite.

e Iiny a pas d'état initial, comme nous trouvons habituellement dans la littérature

des automates de mots. En effet. pour f € Fo. constante. nous avons f() > es

comme point de départ. En fait nous pouvons prendre pour états initiaux Uensemble

T={ ee |ce€ FoAc() oe }.

© P est un systéme de réécriture de termes clos dans T(F UE) ot les éléments de E

sont des constantes.

Dans toute la suite, nous parlerons d‘automate au lieu d’automate d’arbres sur F, s'il

n’y a pas d’ambiguité sur F.

Convention 5.2

Nous notons —+p la relation de réduction associée au systéme de réécriture P et +p

, . =p * , .

la fermeture réflexive-transitive de —»p. ~~ p et +p seront notées respectivement —>

* ois . a 3 + . ws

et —— en abréviation s'il n’y a pas d’ambiguité sur P.

Définition 5.2 Soit A = (E,S,P) un automate. Un état e de E est dit accessible si et

seulement si il existe un terme t de T(F) tel que t pe.

Définition 5.3

e Un automate est dit fini si et seulement si son ensemble détats est fini.

e Un automate est dit déterministe si et seulement si il n'y a aucun terme f(e,.....€n)

tel que f(ey,...,€n) —> € et f(e1,....€n) > ¢ oe # € et si de plus pour tout

terme f(€1,...,€n) il existe une transition. En terme de systéme de réécriture cela

signifie que le systéme est “sans superposition” ou “non ambiguTM dans la terminologie

d’Huet et Lévy.

e Un automate est dit sans A si et seulement si c’est un automate avec aucune A-

transition.

Remarque 5.2 Un automate déterministe fini peut étre considéré comme une FU E-al-

gébre finie dont le domaine est l'ensemble E.

Définition 5.4

e Un automate déterministe est dit réduit si et seulement si en tant que FU F-algébre

il ne contient aucune sous-algébre autre que lui-méme.
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e Un automate est dit minimal si et seulement si il est réduit et en tant que FU E-

algébre il ne peut pas avoir d'algébre quotient autre qu‘clle-méme, c’est & dire quil

n'y a aucune congruence non triviale. Ce qui revient a dire que son ensemble d‘états

est minimal.

Dans toute la suite, nous ne considérons que les automates finis.

Définition 5.5 Soit A = (E,S,P) un automate sur F.

e Un terme t de T(F) est reconnu par A, si et seulement si il existe un état e de S tel

que t ip (so

e Le sous-ensemble de T(F’) des termes reconnus par A, noté L(A). est appelé langage

d’arbres sur F reconnu par A.

Dans toute la suite, nous parlerons de langage au lieu de langage d’arbres sur F’, s il

n’y a pas d’ambiguité. Comme pour la théorie des automates de mots, nous avons:

Lemme 5.1 Un langage sur F, sous-ensemble de T(F), est reconnaissable par un auto-

mate indéterministe si et seulement si il est reconnaissable par un automate déterministe.

Nous allons considérer que les automates déterministes durant le reste de ce paragra-

phe. Nous allons voir comment enlever l‘indéterminisme dans le paragraphe suivant.

Pour l’application de la caractérisation du langage des formes normales closes. nous

avons formalisé certains résultats, connus sur les automates de mots, dans le cas des

automates d’arbres. L’utilisation des techniques de la réécriture facilite énormément leurs

démonstrations.

Théoréme 5.1 Soit L un langage sur F reconnu par un automate A = (E,S.P). Le

langage L’, complémentaire de L par rapport 4 T(F). est reconnu par l'automate complé-

mentaire A! =(E',S', P’) tel que BE’ =E,S’=EOS et Pk =P.

Dans la suite de ce paragraphe, nous allons étudier la décidabilité de l’équivalence de

deux automates différents, c'est a dire |’égalité des deux langages reconnus par ces deux

automates, ainsi que la finitude et la vacuité du langage reconnu par un automate.

Convention 5.3

e La relation sous-terme (resp. sous-terme strict) sera noté part > t’ (resp.t >t) ot

t' sous-terme de t.

e Le remplacement dans un terme t d'un sous-terme t; det par un terme ty sera noté

par tlt; —~ to].
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Le lemme suivant est relativement intuitif mais fondamental pour la preuve des théo-

rémes qui suivent.

Lemme 5.2 Soit A=(E,S,P) un automate. Soient t, t', t) et tg quatre termes tels que

t> t, et t' = t[t, —— to] et e,é deur états de E.

ty ee ANtp—meAt—ood = YH.

Preuve: Par induction structurelle sur le terme t.
* *

ee: te t= <A: nous avons t,; =¢ et t' = 7, et par suite 1 € < ;
“ONY

te * xt

@ t= f(S1,....8m): si le remplacement se fait dans un sous-terme s; de t

alors par hypothése de récurrence t et ¢’ ont le méme état.

Si t] = s; alors t’ = f(s),...,8;-1,t2, 8)41,---, $n) et par suite ¢ et t/ ont

le méme état puisque f; et to ont le méme état.

Le théoréme suivant donne une condition nécessaire et suffisante pour qu'un langage

soit vide.

Théoréme 5.2 Soit A un automate dont le nombre d’états est a. L(A) nest pas vide

si et seulement si A reconnait au moins un terme de profondeur inférieure ou égale aa.

Preuve: La preuve de ce théoréme se réduit & la preuve de la condition

nécessaire. Soit t un terme de profondeur # reconnu par A, t + eo ot eg est

un état de satisfaction de A. Si @ < a alors le théoréme est vérifié. Sinon nous

allons démontrer qu'il existe un terme t’ de profondeur inférieure ou égale a

q@ reconnu par A. La construction du terme t’. en fonction de t. se fait de la

maniére suivante: ¢ étant de profondeur @ alors il existe au moins une suite

de sous-termes (ty....,t3) de ¢ telle que t = to > t) > --- > t3 € Fo. Soit

(€0,...,€3) la suite des états de A telle que Vz € [0,6] t; “se. Orp>a

donc il existe des états de cette suite qui sont identiques. Soient e, et e, deux

états de cette suite qui sont égaux avec 1 < k. Soit t’ = t[t; —— t,]. D’aprés

le lemme 5.2 t! > eo et la profondeur de ¢’ est inférieure & la profondeur

mic t= (Si te i

vérifié. Sinon il suffit de recommencer le méme processus sur t’ jusqu’A ce

qu’un sous-terme de profondeur inférieure ou égale & @ soit obtenu.

Le lemme suivant donne une condition suffisante pour qu'un langage soit infini.

Lemme 5.3 Soit A un automate dont le nombre d’états est a. Si A reconnait un terme
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Preuve: La preuve de ce théoréme repose sur le méme principe que la

preuve précédente. Soit ¢ un terme reconnu par A de profondeur / avec 3 > a.

Nous allons démontrer qu ‘il existe un terme t/ de profondeur supérieure a t

reconnu par A. La construction du terme ?@’, en fonction de ft. se fait de la

maniére suivante: t étant de profondeur 3 alors il existe at. moins une suite

de sous-termes (ty,...,#3) de ¢ telle que t = to > t) > --- > t3 € Fo. Soit

(eo,...,€3) la suite des états de A telle que Vi € [0.8] t; “> e. Or B > a@

donc il existe des états de cette suite qui sont identiques. Soient e, et e, deux

états de cette suite qui sont égaux avec 1 < k. Soit t' = t{t, —— t)]. D’apreés le

lemme 5.2 t! —*+ eg et la profondeur de ¢/ est supérieure a la profondeur de t.

Si nous itérons le méme processus sur ¢’, nous obtenons une infinité de termes

reconnus par A.

Le théoréme suivant donne une condition nécessaire et suffisante pour qu'un langage

soit infini.

Théoréme 5.3 Soit A un automate dont le nombre d‘états est a. L(A) est infini si et seule-

ment si A reconnait au moins un terme de profondeur B aveca<f<2*a.

Preuve: La preuve de ce théoréme repose aussi sur le méme principe que

la preuve du théoréme de la vacuité. Il suffit de prouver ‘implication directe car

sa réciproque est donnée par le lemme précédent. Soit t un terme de profondeur

8 reconnu par A, t > eg ot eo un état de satisfaction de A et a < B. Si

$B <2*a alors le théoréme est vérifié. Sinon nous allons démontrer qu'il existe

un terme t’ de profondeur inférieure ou égale 4 2 * a et supérieure 4 @ reconnu

par A. La construction du terme t’, en fonction de t, se fait de la maniére

suivante: t étant de profondeur @ alors il existe au moins une suite de sous-

termes (to,...,ta...-,taxa,---,t3) de t telle que t = to > t) > --- > tg © Fo.

Soit (e0,....€3) la suite des états de A telle que Wz € [0, A] t; —. e;. Tl existe

deux états e; et e, de cette suite qui sont égaux aveca <1 <k < 2a. Soit

t = t[t; —— t,]. D’aprés le lemme 5.2 t/ —> ep et la profondeur de ¢’ est

inférieure & la profondeur de t. Si la profondeur de t’ est inférieure ou égale

a 2* a alors le théoréme est vérifié. Sinon il suffit de recommencer le méme

processus sur ¢/ jusqu’& ce qu’un sous-terme de profondeur inférieure ou égale

a 2* a soit obtenu.

H. Trad [69] a démontré que le langage reconnu par un automate d’arbres. dont le

nombre d’états est a, est infini si et seulement si automate reconnait au moins un terme

de profondeur comprise entre a et 3+ a. Notre résultat est plus efficace et en plus la

j démonstration est plus simple.
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Définition 5.6 Soient A et B deuz automates. A x B est lautomate produit de A et B.

Si A= (£4,S4,P,4) et B= (Ep.Sp, Pp) alors Ax B=(E4® Eg. S4 @Sp.P)

ott les régles de P sont de la forme:

- Si f(e1,..-,€n) 7 €0 € Pa et fle/..... €y¥) > ed € Pg

alors f((e1,e7)..... (€n,€n)) > (f(e1..--. Eday GOleces as ef)) EP.

- Sie, + e2 € Pa et ef — ed € Pg alors (e;.e{) — (e2,e3) € P.

® est le produit ensembliste.

Lemme 5.4 Soient A et B deux automates. L(A)N L1(B) = L(A x B).

Le théoréme suivant donne une condition nécessaire et suffisante pour que deux auto-

mates soient équivalents, ou que leurs langages associés soient égaux.

Théoréme 5.4 Soient A et A’ deur automates déterministes dont le nombre d‘états est

respectivement a et a’. L(A) et L(A’) ne sont pas égaux si et seulement si il existe un

terme de profondeur inférieure ou égale au produit de aw par a qui est reconnu par l'un et

non par lautre.

Preuve: La preuve de ce théoréme se réduit @ la preuve de la condition

nécessaire. Soient B et B’ les deux automates complémentaires de A et A’

respectivement. Il suffit de démonter que l'un des deux langages L(A)N L(B’)

et L(A’)NL(B) n’est pas vide. Notons que le nombre d’états du complémentaire

d’un automate déterministe est égal au nombre d’états de l'automate. Ainsi

que le nombre d’états du produit de deux automates est égal au produit du

nombre d’états des deux automates.

5.2.2 Grammaire d’arbres

Dans ce paragraphe, nous allons présenter les différentes notions de base du concept

de grammaire d’arbres, nécessaire pour les paragraphes qui suivent.

Définition 5.7 Une grammaire d‘arbres G sur F est un triplet ((,€.Q) tel que:

e T: ensemble des vocabulaires auriliaires de G.

e €: est un élément de T appelé axiome de G.

e Q: ensemble des régles de dérivation, ow de production. dont la forme est:

no 7 fn...-. nr) ob no ELT, m..--. rn € T(E) et f € Fh.

Remarque 5.3 Q peut étre considéré comme un systéme de réécriture de termes dans

T(F UL) ot les éléments de T considérés comme des constantes.

|
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Dans toute la suite, nous parlerons de grammaire au lieu de grammaire darbres sur

F,s’iln’y a pas d ambiguité.

Convention 5.4

2 Zz q 2 . vy - *

Nous notons —+g la relation de réduction associée au systéme de réécriture Q et —g

la fermeture réflexive-transitive de —+g. —+g et —+g seront notées respectivement —>

* ye . ae * . . wy

et ——> en abréviation sil n'y a pas d'ambiguité sur Q.

Définition 5.8 Soient t et t’ deux termes de T(F UT). t —>9 t si et seulement si

du € O(t) 4n ET tels que In + 8 €Q ott/u=s ett’ =t[u — 7}.

Définition 5.9 Soit G = (T,€,Q) une grammaire sur F.

e Un terme t de T(F) est engendré par G si et seulement si il existe une dérivation

de € telle que € “+9 t.

e Le sous-ensemble de T(F) des termes engendés par G. noté L(G), est appelé langage

d’arbres sur F engendré parG. C'est exactement l'ensemble des formes irréductibles

par rapport 4 @ de € et appartenant a4 T(F).

Dans toute la suite, nous parlerons de langage au lieu de langage d’arbres sur F, sil

n’y a pas d’ambiguité.

Comme pour les automates et les grammaires de mots, nous avons:

Lemme 5.5 Pour tout automate il existe une grammaire associée équivalente. c'est & dire

qui engendre exactement le langage reconnu par l'automate.

La construction de cette grammaire sera donnée dans le quatriéme paragraphe. I] est

important de noter la grande similitude entre les grammaires et les automates. Les pre-

miéres insistent sur la génération, les seconds sur la reconnaissance. Les non terminaux

des grammaires correspondent aux états des automates et les fléches sont renversées.

5.3 Reconnaissance des formes normales closes

langage des termes clos en forme normale par rapport 4 un systéme de réécriture de termes

linéaires & gauche donné. Pour cela, nons allons tout dabord construire un automate A

qui reconnait le langage des termes clos réductibles. L’automate reconnaissant le langage

des termes clos en forme normale est le complémentaire de A.

Soit R un systéeme de réécriture de termes linéaire & gauche quelconque. pour toute la

suite.
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Remarque 5.4 R n'est pas supposé convergent. c ‘est a dire confluent et nethérien. car

nous ne nous intéressons qu aur membres gauches des régles de R. Nous supposons unique-

ment que R est linéaire a gauche.

Rappelons les notations suivantes:

Convention 5.5

T(F) la: ensemble des termes clos de T(F) en forme normale par rapport 4 R.

T(F)T®: ensemble des termes clos de T(F) réductibles par rapport a R.

MG(R): ensemble des membres gauches des régles de R.

u(F): ensemble des substitutions closes dans T(F).

5.3.1 Reconnaissance des termes clos réductibles

Dans ce paragraphe, nous allons construire un automate indéterministe avec A qui

reconnait le langage des termes clos réductibles. Dans le paragraphe suivant. nous allons

réduire Vindéterminisme, sil y a lieu.

Construction de Vautomate indéterministe

Soit A un automate reconnaissant le langage T(F) Tt” des termes clos réductibles par

rapport 4 R. La construction de l’automate A = (E,S, P) se fait en 3 étapes successives:

e La premiére étape consiste a reconnaitre les membres gauches des régles du sys-

téme de réécriture R. A chacun de ces termes est associé un état de satisfaction.

L’association d’un terme a un état ce fait de la maniére suivante:

a chaque constante ¢ nous associons un nouvel état e. par une régle de transition

Cm ee.

toutes les variables sont transformées en un unique état particulier d’attente noté

e€?.

- sit = f(s1,...,5n) et Si es,,....€s, sont respectivement les états associés a

8j,.--.S, alors i esi associé & un nouvel état e, par la iégle de tiausitivn

fl€s,.+-+.€s,) ~> @t.

nous posons ok comme unique état de satisfaction. Chaque état e;. avec t le

membre gauche d'une régle de #. est relié A état ok par une A-transition.

Il ny a qu'un nombre fini d’états e; car il ny a qu'un nombre fini de sous-termes

dans les membres gauches.
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e La deuxiéme étape consiste & reconnaitre les instances des membres gauches des

régles de R. Chacun des états, créé Al étape précédente. est relié Al état e» par une A-

transition, sauf pour l'état e7 lui méme et l'état ok. Puis pour chaque opérateur f de

¥ nous ajoutons la régle de transition f(e7,...,¢2) — e2. qui transmets l'incertitude

a létage supérieur.

e La troisiéme étape consiste & reconnaitre les termes contenant un sous-terme reconnu

par les étapes précédentes. Pour chaque opérateur f non constant. nous ajoutons

les régles de transitions f(e7,.... €7,0k,e2,...,€7) — ok. qui transmettent le fait

d’avoir reconnu un membre gauche de régle a l'étage supérieur.

Ces trois étapes peuvent étre formalisées de la maniére suivante:

(1) reconnaissance des termes de MG(R):

By = { es|s=t/uAue Git) Ate MG(R) }

® { er.ok },

S: = { ok },

P= {x->e|rEX }

® { flesy..--. sn) ~ €F(s),....5,) | = arité(f) A

Vi € [1, n]s; — es, A f(s1...-,8n) = t/uAu € G(t) At € MG(R) }
® { e —ok|te€ MG(R) }.

Autrement dit, pour toute variable de tout terme de MG(R) nous lui associons

Punique état e7. Pour chaque terme t de MG(R), pour chaque sous-terme s de t.

non réduit 4 une variable, nous engendrons un nouvel état et une nouvelle régle.

L’état ok est le seul état de satisfaction et les états associés aux termes de MG(R)

sont reliés & ok par des A-transitions.

(2) reconnaissance des instances des termes de MG(R) et des termes qui ne sont pas

présents dans MG(R):

By = E},

S. = Si,

P, P

{ ese l|e€£, eG {er,ok} }

{ fler.-..,e2) ver|feF }.
—$ ————”

arité(s)

Autrement dit, chaque état peut étre vu comme égal 4 | état e2. ceci pour reconnaitre

@ @ il

toutes les instances des termes de MG(R). Un terme est réduit a l'état e? sil ne

peut pas étre réduit autrement, ceci pour reconnaitre tous les termes qui ne sont pas

présents dans MG(R).

(3) reconnaissance des termes qui contiennent un sous-terme reconnu dans la premiére
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£3 = Eo,

S3°= S2.

P3 = Py

® { fler..... €2. 0k. €2..... e7) ~ ok |fEeFOF, }.

arité(s)

Autrement dit. dés qu'un sous-terme s d'un terme t est reconnu. le terme t tout

entier est reconnu.

Cet automate est fini, il n’y a qu’un nombre fini d‘états, en effet nous ne considérons

que les sous-termes des membres gauches, des régles de R, qui sont en nombre fini.

Remarquons que cet automate est trés fortement non déterministe et contient beaucoup

de A-transition. les e; — ok introduits A la premiére étape et les e — e> introduits a la

deuxiéme étape.

Remarque 5.5 Puisque nous considérons habituellement des systémes de réécritures con-

vergent, nous pouvons réduire le nombre d‘états de lautomate A de la maniére suivante:

transformer tous les états e:, out appartient d MG(R). par l'état ok dans toutes les régles

de P; puis éliminer ces états de E.

Remarque 5.6 Cet automate peut reconnaitre aussi les termes R-réductible non clos. en

effet, pour reconnaitre un terme t non clos il suffit de reconnaitre le terme s obtenu par

transformation de toutes les variables de t par l'état e7.

Complexité

Soient R un systéme de réécriture, F lensemble des opérateurs et A = (E.S.P) un

automate associé 4 R, construit par la méthode décrite ci-dessous. La complexité de A

peut étre donnée par le nombre des états C de E dans le pire des cas. Soient a la

profondeur de-R, n l’arité maximale de F’, p le nombre de régles de R et g le nombre de

constantes de F. Au pire des cas, tous les membres gauches de R sont de profondeur m

et tous ses sous-termes stricts ont comme racine un opérateur d'arité n. cest & dire que

les constantes et les variables n’apparaissent qu’au niveau n.

m
=

+q+l.
n

C=p* =

Exemple



86 5. RECONNAISSANCE ET GENERATION DES FORMES NORMALES CLOSES

Nous allons construire automate A = (E.S.P) reconnaissant le langage T(F) 1* des

termes clos R-réductibles. par la méthode que nous venons de décrire:

(1)
P, = { x = fo By = { e?

0 7 €0 €o

+(€0.€27) — e1 ea,
s(e€o) > Easy Cs.

+(€5),€7) > €2 €2,

s(e?) — €s, es,

(es) > €ss ess

+(€ss,€7) — 63. €3,
€1 — ok, ok}
€2 — ok,

€3 — ok }

S,; = { ok }

(2)
Ep = fi,

Sy = Si,

Poo= P,

@ { € > e7,
sg —7 €9,

es > €

€ss 7 e€?,

€1 7 = €2,

€2 7 €,

€3 == (677

0 — e?,

s(e?) > e2,
+(e2, er) — ee? }.

(3)
£3 = Ep,

S30 = S2,

Pz, = P»

® { s(ok) — ok,

+(ok,e7) — ok,

+(er,0k) — ok }

Soit donc l’automate indéterministe avec A A= (E£,S.P) ot:

E = { ok. e€2.€y. €sg. Cs. Css. €1.€2.€3 }.

S = { ok }.
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P={e > en

0 — ep.

s(€0) 7 a0
+(ep.e7) — €).

s(e€7) — @s,

H(€x9.€7) > €2,

s(€s) 7 €as.

+(€ss-€7) > €3,
€y — ok,

€2 — ok,

€3 — ok,

€o = 1G,

Cs — e,

es 7 €2,

€ss — €2,

€1 7 &2,

€2 7 &2,

€3 7 €2,

0 —> €2,

s(e7) > e7,
+(e€2,e€7) — e2,

s(ok) — ok,

+(ok,e7) —- ok,

+(e2,0k) — ok }

Remarque 5.7

e A est indéterministe car:

5(0) —> s(€0) ——> es, et s(0) —+ s(eo) —> s(e2) —> es eb easy F Cs-

e A est indéterministe avec A car: ¢9 > €7 € P.

La procédure 6.10 décrit cette méthode pour construire un automate reconnaissant

le langage des termes clos réductibles par rapport 4 un systéme de réécriture linéaire a

gauche.

Correction de automate indéterministe

La construction est telle que ]’automate reconuait les termes qui contiennent une in-

stance d’un membre gauche de régle et eux seuls. Nous allons cependant le démontrer

formellement. Avant cela, nous allons présenter trois lemmes utiles pour cette démonstration.

Lemme 5.6 VteT(F) t—>e.

Autrement dit. tout terme clos se transforme. par [automate A. a l'état e2.
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Preuve: Par induction structurelle sur les termes.

® induction structurelle de base:

Soit t= c, ot ec € Fo. c —> eo d'aprés létape (2).

® une étape d‘induction structurelle:

Soient n € N et t),...,t, € T(F) tels que Wi € [1, n]t; > eo.

Soit fe Fy f(ti.....tn) “> fler.... e7) d’aprés (1).

f(e2,...,€2) — e7 d’aprés létape (2).

Lemme 5.7 Vie T(F) duc O(t) t/u—+ ok = > t > ok.

Autrement dit, si un sous-terme d’un terme clos se transforme, par l’automate A, en l’état

de satisfaction ok alors le terme tout entier peut se transformer en l'état ok.

Preuve: Par induction structurelle sur les termes.

® induction structurelle de base:

évidente.

® une étape d'induction structurelle:

Soient n € N et t1,...,t, € T(F) tels que:

Vi € [l.n]Jdu € O(t;) ti/u>ok = > t; 45 ok.

Soient f € F, et u € O(f(ti,...tn)) tel que: f(ti..... ty) /u —> ok

- u=e: évidente.

- u = tv od 7 & [1,n] et » € O(t;): donc t;/v > ok et par hypothése

t; + ok. D’aprés le lemme 5.6 nous avons: Wi € [1.n] t; —> eo.

Done f(ti,...,tn) > fler....,e2.0k,€2...., e?) d apres létape (1)
———

r-1

et f(er....,€2, 0k, €2,...,¢2) —> ok d’aprés l’étape (3).
Nee poem”

1-1]

Lemme 5.8 Vie T(F) Vee E

ts+e=> Fo € U(F) 4s € T(F, X) ale MG(R) Ju € Gi) t=a(s)\Ae=esAs=lfu.

Autrement dit, tout terme clos se transforme, par l‘automate A. en létat correspondant

. ‘eet Be a

@ Uille jilslLaluce @

Preuve: Par induction structurelle sur les termes.

e induction structurelle de base:

évidente.
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ti +e; => Fo; € U(F) 3s; € T(F.X) Al) € MG(R) Ju; € G(;) tt; =

oi(s;) et e; = es, et 5; = 1; /u;.

Soient f € F, et €,€1,....€, € EF tels que:

f(ti.....th) t+ eet Vi € [l.n] t; > e;. Done f(t,..... th) >

f(€1,-.-,€n) —e. Soito = Urefin]@i PUlsque nons avons supposé que

le systéme de réécriture R est linéaire & gauche. Donec f(t;..... th) =

f(oi(si)..... On(Sn)) = O(f (S1.---,8n)) et

F(S1,+-+58n) > fl€sy..--, Cn) PC f(syctm)s © = Cf(s1..sn) Ct il existe

i membre gauche de R, u occurrence de | tels que f(s,..... Sn) =1/u

d’aprés l’étape (1).

Théoréme 5.5 L(A) = T(F)T®.

Preuve:

e T(F){*®C L(A) en effet:

Soit ¢ un terme clos R-réductible: JIE MG(R) Jue G(t) Jo € D(F)]

t/u = o(l). Soit 1 = A(z..... Xp) Oo x}....,2Lp la suite des variables

présent dans le terme / et A son “contexte”. Or par construction nous

avons:

Vi € [l.n] x; —> er et l= A(zy....,2n) “> Aler..... e7) +> ok. Nous

posons o(X1) = $1,....0(2n) = Sn. Or d’aprés le lemme 5.6 nous avons:

Vi € [1,n] 8; > ee.

Done o{l) = A(sy....,8,) > A(er,....€7) 4+ ok. Donec t/u > ok et

d’aprés le lemme 5.7 t —> ok donc t est reconnu par A.

© L(A) CT(F)1{® en effet:

Soit t un terme reconnu par l'automate A: t —> ok. Soit v la plus

grande occurrence de ¢ telle que t/v —*+ ok. Donc d’aprés le lemme 5.8

do € U(P) ds € T(F,X) Sle MG(R) Jue Gil) t/v = o(s) et oh =e,

et s =1/u. Done s —+ ok et u=e dot s =/ et par suite t/v = a(I).

Donec t/v est R-réductible et par suite t est R-réductible.

e290 Rad.
oa eC

+iom dol
c.2 fiom dei

Construction de Pautomate déterminisme

Soit A = (EZ, S, P) un automate indéterministe avec A, nous allons chercher automate

A' = (E’.S', P') déterministe qui reconnait le méme langage que A. La réduction de

lindéterminisme consiste & regrouper les états “équivalents”. ainsi les états de A’ sont

des ensembles d’états de A. Nous allons étendre la notion de termes sur des ensembles
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ainsi que les régles lors de la construction de A’. Un automate étant une F U E-algebre.

Vinterprétation de l‘ensemble des symboles de fonctions F dans A et A’ sont différents.

Pour alléger les notations. nous allons prendre les mémes symboles de fonctions pour A et

A’ sil n'y a pas dambiguité.

La construction la plus simple de lautomate déterministe Ag = (Ey. Sg.Pz). & partir

de lautomate A = (£,5, P), se fait de la maniére suivante:

Ba = P(E).

Py = { flas---.4n) 7 Go | fEF An=arité(f) A

A(ey..... en) € G1 @° + Qn Ae€o E go ty

Filey... €n) —>Pp €p }.
Sa = { q|deeStgeeq }.

Les états de Ay sont des ensembles qui contiennent des états de A. P({&) est lensemble

des parties de FE.

Cette méthode engendre beaucoup d’états qui ne seront jamais accessibles par automate.

Nous allons décrire une méthode qui tend & minimiser ]’ensemble des états en ne prenant

que les états accessibles. La construction de l‘automate déterministe réduit A’ = (E’. S’, P’)

se fait par itération. Les automates construits sont des “restrictions” de automate Ay.

e L’automate initial AG est (@,0,0) c'est & dire, qu il n'y a pas d’état et donc pas de

transition.

e Litération consiste & ajouter de nouveaux états accessibles & partir des états de

VYautomate précédent ainsi que les transitions associées.

go € E’,, si et seulement si il existe (q1,....¢n) € Ej" et f darité n tel que
*

fin, sey dn) — Py qdo-

Litération s’arréte si (E/,,, P!,,) = (Ej, P)).

e A la fin nous posons comme ensemble des états de satisfaction. l'ensemble des états

qui contiennent au moins un état de satisfaction de A.

Nous allons maintenant “oublier” l'automate Ag et construire directement A’ & partir

de A. La construction de A’ se fait formellement en 3 étapes successives.

[1] initialisation de lautomate A’:

Ei = J,
iTM. mn

rg = ye

[2] itération de regroupement des états de A:

Pp! = Pp!
i+] ~ i a ,

® { flm.-.-. Qn) > go | fe FAn=arité(f) A q..--. Gn CBA

go={ eo|4 Gy Gigi - orm én € gn. GE EEG EE TEER é,€E ty

ep op A N--- Aen oe EAS (G.---- 4.) —>P 4 AG =p eo } }.

Eigy = EB}
U { qu | f(gi anaes & Gn) > qu € Pray }.
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L'itération s’arréte quand aucun nouvel état n'est créé.

A la fin de cette itération. nous posons:

a = Ei.

P= FP.

[3] états de satisfaction:

S’ = { q€E'lokegq }.

Autrement dit, tout ensemble détats contenant ok, seul état de satisfaction de A.

est un état de satisfaction pour A’.

Remarque 5.8 A la premiére étape de Litération. seule les constantes interviennent dans

v
PY.

PL={ cg |c€ Fo A qo = {eo |c¢ +p eo} }.

Dans les autres étapes de Vitération, les constantes ninterviennent plus.

Remarque 5.9 Le processus termine car E! croit et card(E‘) est borné par 2°04),

Remarque 5.10 Réduire l’indéterminisme d’un automate A = (E,S,P) revient & chercher

un automate A’ = (E",S’, P’) qui reconnait le méme langage que A et dont le systéme de

réécriture P’ est "sans superposition”, ce qui est plus fort que la confluence.

Exemple

Reprenons l’exemple précédent. Nous allons construire l’automate déterministe réduit

A’ = (E’, S’, P’) reconnaissant le méme langage T(F) 1” que A. par la méthode que nous

venons de décrire:

[1]
Ey = 9,

P= o.

[2]
Po = ed Ey = Ej

@® { 0 — f{er,e0} } ® { {ere} }.

R= 1 Ey = Et

® { s({er.eo}) — {€7,€s9.€s}. ® { {2.€s5-€s}.
+({er,e9}. {er.e0}) > {ok,er.ei} } fok.e€>.e,} }.
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Ph =

®

Ph =

®

Ps

PS EB

8({€2, €s9,€s}) -+ {e2,€s. ess}.
s{ {ok, er. €;}) — {ok.er,es5}.

+({e2,€s9.€s}.q) _ {ok, e7,e2},
+({er. eo}. {e7,€s9-€s}) > {ok.er.e1}.

+({ok, e2,e€1},q) — {ok,er},
+({e7,€0}, {ok,e2,e:}) — {ok.er,e,} }.

Ps
s({e?, es, €ss}) = {€7,€s,€ss},
s({ok, e2,€s}) = {ok, 2, €s.€ss},
s{{ok, e7,€2}) + {ok,e?,es}.
s({ok, e2}) = {ok, e7, es},
+({e7, es, ess}. 9) —? {ok, e2,e3},
+({er.eo}, {e2, es, ess}) — {ok,er,e:},

+({e2,€s9,€s}, {€7,€s,€ss}) — {ok, er, e2},
+({ok,e7,e1}, {€7,€s,€ss}) — {ok, er},

+({ok, e7,€s},¢) > {ok, er},
+({er, eo}. {ok, e7,e5}) — {ok,e,e;},

+({e7,€sy,€s}, {ok,e7.es}) — {ok,e7,e2},

+({ok,e7,e1}, {ok,e2,es}) — {ok,e2},

+({ok, €2,e2}, q) — {ok, es},

+({er, eo}, {ok, er, e2}) — {ok,e,e1},

+({e7, €s9:€s}, {ok, €7, €2}) nd {ok, er, €2},
+({ok, e7,€1}, {ok,e2,é2}) — {ok,er},

+({ok, er}, q) > {ok, er},

+({er, eo}. {ok, er }) — {ok,er,e1},

+({e7, @s9, es}, {ok, er }) — {ok,e,e2},

+({ok, er, e1}, {ok, e2}) — {ok,er} }.

Py
8({ok, 7. €5, €ss}) — {ok,e2.€s.€ss}.

s({ok, er, e3}) — {ok,e2, es},
+({ok.e2,e€s,€ss},q) — {ok, er. e3},

+({e2, eo}, {ok, er, es, €ss}) — {ok,e,e;},

+({€2,€59.€s}, {ok, €7,€s-€ss}) — {ok,e7.€2}.

+({ok,e2,e1}, {ok, e7,€s,€ss}) > {ok,e},

+({€2, és. ss}. {ok, e27,€5.€ss}) — {ok,e2.e€3}.

+({ok, e7,€5}, {ok,e2,€s.€ss}) — {ok,er},

+({ok, e2,e2}, {ok, €7,€s,€ss}) — {ok,er},

+({ok.e2}. {ok. €2. 2. €xc}) — {ok.e}.

+({ok, er. e3}.9) — {ok, er},
+({e7, eo}. {ok, er, e3}) — {ok.er.e;}.

+({€2, sy. es}, {ok. e7.e3}) — {ok.e2.e2},

+({ok,e7,e1}, {ok, er, €3}) — {ok,er}.

+({er, €s. ess}. {ok, e2. €3}) = {ok.e2,e3}.

+({ok, e7.e.}. {ok. e7, e3}) — {ok,e}.

+({ok. er. e2}, {ok. er, €3}) — {ok.e»}.

+({ok. e2}. {ok e2. €3}) — f{ok.er} }.

RECONNAISSANCE ET GENERATION DES FORMES NORMALES CLOSES

@B { {ez, es, ss}.
{ok e2. es}.

{ok.e2, ea}.

{ok.e7} }

{ok. €2,€s, ess}.
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Ee = Ei.

Py =

Done

EB = Ef,

Phos Pl

[3]

S = af {ok, e7}, {ok, e7, es}, {ok, e7. €5, ess}. {ok, er. e1}. {ok. er. e2}. {ok.e7,e3} }.

Soit donc Pautomate déterministe A’ = (E’.S', P’) ou:

E’ = { {e2, e0}. {€7, €s9, es}. (67. €5, Css}.

{ok, er}, {ok, e2, es}, {ok. er, €5, ess}. ok, e7.€1}. {ok er. €2}. fok.e2.e3} },

Si = { {ok, er}, {ok, er, es}. {oh, €7.€5, Css}. {0k, €7, e1}. {ok. e2. 2}. {ok. e2.e3} },

P! as { 0 _— {er, eo},

s({€7,€0}) — {€2,€s9.€s}.
$({€7, es, €s}) —+ {€2,€5. ss},

3({e€7,€s,€ss}) - {€2, €5.€ss},
s({ok, e7}) — {ok,e2. es},

s({ok, e7,es}) —+ {ok,e2.€s,€ss},

8({ok. 2, €s, €ss}) — {ok,e2,€s.ess},

s({ok, e7, e1}) — {ok,e2, es},

s({ok, €7, €2}) — {ok,e,es},

s({ok, e7, €3}) — {ok.e7.es}, Vqe€ E'.

+({e2, €0}. 4) — {ok,er,e1},
+({€7,€s9. es}. 9) — {ok,e7,e2},
+({€2.€s, &ss},q) — {ok, €7,€3},
+({ok,e2},¢) _ {ok,e7},

+({ok, e2.€s}.q) — {ok, er},
+({ok,e7.€s.€ss},g) — {ok,er,e3},

+({ok. e2, 1}. q) — {ok,er},

+({ok, e7, €2}.9) = {ok.e2},
+({ok, e7, e3},¢) {ok, e>} le

La procédure 6.12 décrit cette méthode pour calculer automate déterministe réduit.

Correction de automate déterministe

Avant de démontrer la correction de I'automate déterministe A’. nous allons présenter

un lemme utile pour cette démonstration.

Lemme 5.9

VEET(P)VGe EB tpg = gq={ elec EAt—pe }.

Autrement dit, tout terme clos se transforme, par l’‘automate A’. vers l‘ensemble qui

contient tous les états sources du terme par automate A et seulement ces états.

Preuve: Par induction structurelle sur les terines.
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e induction structurelle de base:

soitt =couce Fo

c +p: q ot. par définition de automate A’.

gq={ eleeEAc—>pe }.

e une étape d‘induction structurelle:

Soient n € N, ty....,t, € T(F) et q...., gn € E’ tels que:

Wi € [1, nt; sp G == G={eleecEat; pe }.

-topq = gq={ cleeCEAt—+pe }:

+ {eleEEAt—>pe } Cg:

Soient f € F, et go € E” tels que:

Ff (tiy---.tn) Sop f(g... Gn) —"p Q0-

Soient e1,...,€n € E tels que: Vi € (1, n]ti — sp ej.

Or par hypothése de récurrence Vi € [1, nJe; € qi.

Soit e9 € E tel que:

f(ti..--4tn) >p flei,...,en) —>P eo.

Done €o € go par construction de automate A’,

+qc{ ejeeEAt—+pe }:

Soient f € Fy, et go € E’ tels que:

f(tis---stn) +p f(qis+--19n) —*p G-

Soit e9 € go, par construction de lautomate A’:

dey € qu... -,€n € Qn tels que: F¢,,....¢, € £ tels que:

€1 —>p 4y.-..€n 9p Gy F(4,---5 6) op & et
4 — 4p eg done f(ei..--.€n) Pp €0.

Or Vi € [1, n]t; —2+p e; car e; Eg; et

ac{eleeEAt “pe; }.

En somme f(t1,...,tn) +p ey.

-q={ elec EAt—pe } => top gq:

Soient fe F, etg={ eleE EA f(t..... th) ~+pe }. Soit

qd € E’ tel que: f(ti...-. th) “op ¢’.

tacd

Soit e € g donc f(ty,...,tn) +p e et par suite de)..... en

tels que Vi € [1, n]tn — +p e; et f(ei...-, €n) ~>p e. Or Vi €

[l.nje; Eg; donce eq’.

+7 CG

Soite eq’ f(t...-. tn) Cop: f(giy+---4n) —?p q-

Par construction de automate A’. de; E q..... €n En
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tels que: 4d..... é, € E tels que:

€) op d,....€n —>p 6, f(G.-.-, dé.) +p det d ope

donc f(e,..... €n) —>p e.

Or Wi € [l.nJe; € g; donc t; +p ej.

Done f(t.....tn) —4p f(e1,-..-€n) —s+pe.

Done f(ti..... tr) —>p e et par suite e € g.

Corollaire 5.1 A’ est déterministe.

Preuve: Soient t € T(F) et q.q' € E’ tels que t ~+p gett +p ¢’.

D’aprés le lemme précédent, nous avons: g= { e|e € EAt—>pe } et

g={eleecEAt—>pe }doncg=q.

Corollaire 5.2 L(A‘) = L(A).

Preuve:

e L(A’) C L(A) en effet:

Soit t un terme reconnu par A’: t “+p: q og € S’. D’aprés le lemme

précédent, nous avons: q={ e|e Ec EAt —+pe }. Orok€qcar

gq € S’ donc t —.p ok et par suite t est reconnu par A.

e L(A) C L(A’) en effet:

Soit ¢ un terme reconnu par A: t —>p ok. Soit g € E’ tel que:

t “+p q. D'aprés le lemme précédent, nous avons:

g={ e|ee EAt ~+pe }. Or t +p ok donc ok € q ce qui

implique que g € S’ et par suite t est reconnu par A’.

5.4 Génération des formes normales closes

Dans ce paragraphe, nous allons construire une grammaire d arbres qui engendre

le langage d’arbres des termes clos en forme normale par rapport a un systéme de

réécriture linéaire & gauche donné. a partir de l'automate qui le reconnait. Cette con-

struction est simple d apres | isomorphisme entre automates et grammiaires G arbres

définies auparavant. Le lecteur est invité 4 le garder a esprit dans ce qui va suivre.

5.4.1 Construction de la grammaire

Considérons. pour ce qui suit. R un systéme de réécriture de terme linéaire a gauche.

Soient T(F) |z le langage régulier des termes clos en forme normale par rapport a
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Ret A = (E.S.P) Vautomate déterministe reconnaissant T(F) |r. comme nous

Vavons construit dans le paragraphe précédent.

Soit T(F) le langage algébrique des termes clos sur F’. Une grammaire G = (T.€.Q)

engendrant T(F’) peut étre défini de la fagon suivante:

r= {€}. |
Q = (Eflé....8)| fe F obi = arité (f) }.

——

La grammaire G = (I'.€,Q) engendrant le langage T(F) |x peut étre construite de

la manieére suivante:

To = {€}@E.

Q = {EveleeS }
@ {em fle..--. en) | f(e1...-.€n) wee P }.-

Avant de démontrer la correction de la grammaire G, nous allons donner deux ex-

emples de construction de cette grammaire.

5.4.2 Exemples

Reprenons l’exemple précédent. Nous posons:

OK = { {ok,e2}. {ok, e7, es}, {ok, €2.€s, ss}, {ok, €7, €1}. {ok. er. €2}, {ok.e7.e3} }.

ZERO = {e7,€0}.

UN = {e2,€sy, es}.

SS = {€7,€5,€ss}-

Exemple 5.1 Nous allons construire la grammaire G' = (I’, €'.Q') engendrant le

langage T(F)1® qui est reconnu par Vautomate A! = (E', S'. P’).

Ym = {€} @ { OK.ZERO,UN\SS },

Q={ € — OK,

OK — 4(OK,ZERO)/+(ZERO,OK)/

+(OK,UN)/+(UN,OK)/

+(OK,SS)/+(SS,OK)/

+(ZERO. ZERO)/ + (ZERO,UN)/

4+(UN, ZERO)/ + (ZERO, SS)/

+(SS, ZERO)/ +(UN.UN)/

+(UN.SS)/+(SS.UN)/

| +(SS.SS)/+(OK.OK)/s(OK).

ZERO — 0.

UN = s(ZERO),

| Ss + s(UN)/s(SS) }.-

Exemple 5.2 Nous allons construire la grammaire G" = (I. £".Q") engendrant le
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L’automate A” = (E".S", P”) est le complémentaire de A’! = (E'.S’. P’).

rl = {&"} @ { OK, ZERO,UN.SS }.

Qh = { & — ZERO/UN/SS.,

: UN — s(ZERO).

] SS — s(UN)/s(SS) }.

4

La procédure 6.13 décrit cette méthode pour construire la grammaire engendrant le

langage reconnaissable par un automate d’arbres donné.

5.4.3 Correction de la grammaire

Soient A = (£,5,P) un automate déterministe reconnaissaut T'(F) |p et G =

({,€,Q) la grammaire coustruite comme précédemment.

Avant de démontrer la correction de la grammaire G, nous allons présenter un lemme

utile pour cette démonstration.

Lemme 5.10

| VteT(F)Vee BE t—+pe <> eq t.

Preuve: Par induction structurelle sur les termes.

e induction structurelle de base:

Soit t= c ott c € Fo. Par construction de la grammaire G:

c——>pe <= e-~—-gocecar lautomate A est déterministe.Q

® une étape d‘induction structurelle:

Soient n € N et t1,...,tp ET(F),e1,...,€n € E& tels que:

Vi€ [1, n]t; — +p ei = eé; +0 seCoarse neraat ey St spares
-VfEr Veeck

|

F(ti,---,tn) Spe => eq flty...ytn).

\ Par construction de l'automate A:

| f(ti..--.tn) —p Ffle.,---,€n) et f(e,..-..€n) —ope

donc € —>g f(€1..--.€n)

| abc ay Flti...-.tn)
par construction de la grammaire G.

-VfEF, Veeck

e— +g f(ti,.--.tn) => f(t... tn) —>p e.

i Par construction de l'automate A:

| f(ty...-,tn) Sp flei...-.€n)

et € —q flei..---€n)-
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Avec les notations précédentes, nous avous:

Théoréme 5.6 L(G) = L(A).

Autrement dit. Vt € T(F)

dee SE“+ge7+gt =e FeESEQt—pe.

Preuve:

e L(G) C L(A).

Soit t un terme engendré par la grammaire G: € > t.

Par construction de la grammaire G, il existe e € S tel que:

E—ee 9 t.

D’aprés le lemme précédent. nous avons: t “pe. Ore €S donct

est reconnu par l’'automate A.

e L(A) C L(G).

Soit t un terme reconnu par l'automate A:

de € S tel quet ~+pe.

D’aprés le lemme précédent. nous avons: e€ 49 t. Ore € S donc

€ —@ € par construction de la grammaire G, ct par suite t est engen-

dré par la grammaire G.
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| REVE

Dans le présent chapitre nous allons présenter la partie réalisation

de notre travail. La premiére partie de ce chapitre est consacrée 4 une

présentation général du systeme REVE. Dans la deuxiéme partie nous

décrivons les différentes procédures des principaux résultats de notre étude.

A la fin nous donnons une session complete de cette réalisation dans le

\ logiciel REVE.

6.1 Introduction

Le systéme REVE est développé en collaboration entre [équipe EURECA du CRIN

et le groupe CSL de MIT. Les différentes versions de ce systéme sont:

REVE1 est le prototype du systéme. Il contient principalement la procédure de

complétion de Knuth et Bendix et est écrit par P. Lescanne a MIT.

REVE2 est la version courante la plus distribuée. L’originalité de cette version est

limplantation dune nouvelle version de la procédure de complétion avec une

preuve de terminaison automatique. II offre un interfagage trés agréable. Les

axiomes autorisés sont des égalités entre des termes éventuellement avec des

i variables implicitement quantifiées universellement.

REVEURS batit 4 partir de REVE2. permet la complétion de systémes de réécriture

équationnels. L’ensemble des axiomes est divisé en un ensemble d’axiomes ori-

entables en régles de réécriture et un ensemble d'axiomes utilisés comme des

équations. Ce qui permet de prendre en compte des théories qui

emple la propriété de commutativité. axiome qui ne peut pas étre orienté sans

| perdre la propriété de terminaison du systéme de réécriture associé.

REVEUR4 construit a partir de REVE2. permet la complétion de systémes de

| réécriture conditionnels. ans cette version. les axiomes sont toujours des

égalités mais certains peuvent étre conditionnés par des conditions mais qui

doivent étre eux aussi des égalités.

| 99
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Notre réalisation est restreinte aux systémes de réécriture de termes. Nous allons

présenter dans la suite le systeme REVE2 ott nous avons monté notre implantation.

REVE. [47] [17], est un laboratoire qui manipule et produit des systémes de réécriture

& partir d'un ensemble d’axiomes. II lit les axiomes d'une spécification. entrée par

lutilisateur, et produit les régles du systéme de réécriture de termes associé. Il utilise

la procédure de complétion de Kuuth et Bendix pour assuré la propriété de conflu-

ence. La terminaison est vérifiée automatiquement par l'une des 3 méthodes suiv-

antes: l’ordre fondé sur les interprétations polynomiales. l’orde récursif de décomposition

avec statut et l‘ordre récursif sur les chemins avec statut.

REVE permet de faire des preuves dans la théorie équationnelle en utilisant les

techniques de réécriture dans les environements de spécification algébrique. Nous

l'avons étondu aux preuves dans la théorie inductive. Il permet également le test

de la complétude relative d'une spécification algébrique. En fin il permet de con-

struire l‘automate et la grammaire du domaine de l’algébre initiale dune vartiété

équationnelle.

L’écriture de REVE dans le langage CLU [49]. langage modulaire des types abstraits

de données, lui a conféré une trés grande souplesse et portabilité. La modularité

du systéme facilite sa compréhension et l’intégration des nouvelles fonctionnalités.

Durant toute notre implantation, nous avons essayé de maintenir ces qualités pour

qw il reste un laboratoire de réécriture évolutive.

| REVE est un grand logiciel contenant prés de 30000 lignes d’instructions écrites en
langage CLU. Notre contribution s‘éléve & plus d'un tiérs. Il est opérationnel sur

| Vordinateur VAX et SUN sous le systéme d’exploitation UNIX.
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6.2 Mise en ceuvre

Nous allons présenter dans cette partie les principales procédures de notre réalisation.

Ces procédures sont écrites dans un langage proche de CLU.

| 6.2.1 Preuve de théorémes inductifs

| Nous allons décrire dans ce paragraphe la réalisation de la méthode utilisée pour

prouver la validité d’une équation daus l'algébre initiale d'une variété équationnelle.

Nous allons présenter la spécification des différentes procédures utilisées pour ce but.

Soient R un systéme de réécriture de termes convergent et C un ensemble de con-

structeurs. Pour tester si une équation E est un théoréme inductif, nous commencons

par tester si c’est un théoréme équationnel. Si la forme normale des deux termes de

léquation sont égaux alors F est un théoréme équationnel et par suite un théoréme

inductif. Sinon et si R est relativement complet par rapport aC alors nous ajoutons

E aR puis nous déroulons la procédure de complétion de Knuth et Bendix. Si cette

procédure diverge alors nous ne pouvons rien conclure sinon et si elle n engendre

pas de nouvelles relations entre les constructeurs alors & est un théoréme induc-

tif. Sinon nous avons deux maniéres au choix pour conclure. Soit nous procédons

par la méthode de preuve par réductibilité inductive & condition que le systéme de

réécriture Rc est linéaire & gauche. Soit nous procédons par la méthode de preuve

par consistance. Dans la premiére maniére nous testons si les nouvelles relations

entre les constructeurs sont des théorémes inductifs de Rc, c'est & dire des lemmes

de E. Dans ce cas, E est un théoréme inductif si et seulement si elles sont toutes des

théorémes inductifs. Dans la deuxiéme maniére nous supposons que R est w-complet

et nous concluons que F n'est pas un théoreme inductif.
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Procédure 6.1 /preuve_consistance] Cette procédure teste. par consistance. la va-

lidité d'une équation E dans Valgébre initiale d'une variété équationnelle engendrée

par un systéeme de réécriture de termes R convergent. C est Vensemble des construc-

teurs.

Procédure preuve_consistance(R: systéme_de_réécriture; C': ensemble_de_opérateurs;

E: équation)

début

€, = €2 est l’équation E

stieilr=e2lr

alors E est un théoréme équationnel donc un théoréme inductif

sinon Ro: systéme_de_réécriture:= régle_racine(R. C')

Rc:= complétion(Rc )

si R est relativement complet par rapport aC

alors R': systéme_de_réécriture:= complétion(ajouter(R. E))

Ri: systéme_de_réécriture:= régle_racine(R’, C)

supprimer(Ro. Rc)

siRo=

alors E est théoréme inductif

% Preuve par réductibilité inductive %

si linéaire_gauche(Rc )

alors pour-chaque E’: équation de RG faire

si non preuve_réd_ind(Rc, E', C)

alors E non théoréme inductif

fpour

E est théoréme inductif

fi

% Preuve par consistance %

supposer Ro w-complet

E non théoréme inductif

feas

fsa

fsa
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Soit R un systéme de réécriture de termes linéaire & gauche convergent. Pour tester si

une équation F est un théoréme inductif. par réductibilité inductive. nous lajoutons

& R puis nous déroulons la procédure de complétion de Knuth et Bendix. Si cette

procédure diverge alors nous ne pouvons rien conclure sinon F est un théoréme induc-

tif si et seulement si le membre gauche de toutes les nouvelles régles. n'appartenant

pas & R, est inductivement réductible par rapport & R.

Procédure 6.2 [preuve_réd_ind] Cette procédure teste. par la réductibilité induc-

tive, la validité d'une équation E dans Valgébre initiale dune variété équationnelle

engendrée par un systéme de réécriture de termes R linéaire & gauche et convergent.

Soit C Uensemble des constructeurs.

Procédure preuve_réd_ind (R: systéme_de_réécriture; E: équation: C: ensemble_de_opérateurs)

début

R’: systéme_de_réécriture:= complétion(ajouter(R. E))

pour-chaque r: régle de supprimer(R', R) faire

si non ind_réductible(membre_gauche(r). R. C')

alors E non théoréme inductif

E est théoréme inductif

fin.
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6.2.2 Complétude relative

Nous allons décrire dans ce paragraphe la réalisation de la méthode utilisée pour

tester la complétude relative d’une spécification donnée par rapport & la spécification

de base.

Nous allons présenter la spécification des différentes procédures utilisées pour ce but.

Soient R un systéme de réécriture de termes et C un ensemble de constructeurs.

Pour tester la complétude relative de R par rapport C nous testons la convertibilité

de tous les opérateurs définit, n’appartenant pas a C, par rapport aC.

Procédure 6.3 /relcomplet] Cette procédure teste, par convertibilité relative des

opérateurs définis, la complétude relative d'un systéme de réécriture R par rapport

a& un ensemble de constructeurs C. Elle retourne l'ensemble des opérateurs non

complétement définis, Vensemble des termes non définis et ensemble des termes

définis plus d‘une fois.

Procédure relcomplet(R: systéme_de_réécriture; C: ensemble_de_opérateurs)

Retourne(ensemble_de_opérateurs; ensemble_de_termes: ensemble_de_termes)

début

opér_nonsufdéf: ensemble_de_opérateurs:= 0

terme_nondéf: ensemble_de_termes:= 0

terme_ambigu: ensemble_de_termes:= @

pour-chaque f: opérateur de supprimer(opérateurs(R). C) faire

f.nondéf, f ambigu: ensemble_de_termes:= convertible(f. R. C)

si fnondéf #0

alors ajouter(opér_nonsufdéf, f )

ajouter(terme_nondéf. f_nondéf)

si fambigu #0

alors ajouter(terme_ambigu. f_ambigu)

fsi

fpour
retourner(opér_nonsufdéf, terme.nondéf, terme.ambigu)

fin.
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Procédure 6.4 /convertible] Cette procédure teste la convertibilité dun opérateur

défini f. par recouvrement. dans un systéme de réécriture R par rapport 4 un ensem-

ble de constructeurs C. Elle retourne l'ensemble des termes non définis et l'ensemble

des termes définis plus d'une fois.

Procédure convertible(f : opérateur: R: systéme_de_réécriture: C: ensemble_de_opérateurs)

etourne(ensemble_de_termes: ensemble_de_termes)

début

Re: systéme_de_réécriture:= régle.racine(R, C)

T: ensemble_de_termes:= membre_gauche(R, f )

Liy+-+sLaritep)’ variable:= nouvelle_variable

S: ensemble_de_termes:= {f(21.---,Zaritecp))}

f_nondéf, fambigu: ensemble_de_termes:= recouvrement(S.T.C)

pour-chaque s: terme de f nondéf faire

si réductible(s, Rc)

alors supprimer(f_nondeéf, s)

sinon si linéaire_gauche(Rc)

alors si ind_réductible(s, Rc. C)

alors supprimer(f_nondéf. s)

fsi

fsi

foi

fpour
si f nondéf # 0 et non linéaire_gauche(R)

i alors changer S, intéractivement. par un autre ensemble complet ct non ambigu

recommencer le processus

fsi

retourner(f_nondéf, f_ambigu)
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Procédure 6.5 /recouvrement] Cette procédure teste le recouvrement d'un ensemble
de termes S par un ensemble de termes T par rapport a un ensemble de constructeurs
C. Elle retourne Uensemble des termes non recouverts et Vensemble des termes qui
restent dans T.

Procédure recouvrement(S. T': ensemblede_termes: C: ensemble_de_opérateurs)

etourne(ensemble_de_termes: ensemble_de.termes)

début

nonrec: ensemble.de_termes:= 0

tant-que S #9 faire

s: terme:= un_élément(S)

o: substitution

linéaire: booléen:= faux

pour-chaque t: terme de T’ faire

o:= unification(s. t)

excepté quand non-unifiable: continuer

si lin€aire(o(s) )

alors linéaire:= vrai

“EXIT”

fsi

fpour

elacn linéaire
alors ajouter(nonrec, s)

sinon pour-chaque p: substitution de complément_sub(o. C) faire

ajouter(S. p(s) )

ajouter(T’. p(t))

upaur
supprimer(I, t)

fst

supprimer(S, s)
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Procédure 6.6 /complément_sub] Cette procédure calcule Vensemble des substitu-

tions complémentaires dune substitution o par rapport a un ensemble de construc-

teurs C.

Procédure complément_sub(o: substitution; C: ensemble.de_opérateurs)

Retourne(ensemble_de_substitutions)

début

comp.o: ensemble_de_substitutions:= {o}

pour-chaque [v: variable, t: terme] de o faire

si non variable(t)

alors ens_o: ensemble_de_substitutions:= 6

pour-chaque s: terme de complément_terme(t. C) faire

pour-chaque p: substitution de comp_o faire

6: substitution:= p

changer(6. {v.r]. fv. s])

ajouter(ens_o. 5)

fpour
ajouter(comp_o. ens_o )

{pour
fsi

fpour
supprimer(comp_o, a)

retourner(comp_o )
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Procédure 6.7 {complément_terme] Cette procédure calcule l'ensemble des termes

complémentaires d'un terme t par rapport & un ensemble de constructeurs C.

Procédure complément_terme(t: terme: C: ensemble_de_opérateurs)

Retourne(ensemble_de_termes)

début

f(t... tn) est le terme t

comp_t: ensemble_de_termes:= 0

pour-chaque c: opérateur de C faire

sic# f

glors £1,...,Larite(c): variable:= nouvelle_variable

ajouter(comp_t, c(21,.--, Laritée)))

fst

{pour
pour-chaque t,: terme de arguments(t) faire

st non variable (t; )

alors args: tableau_de_termes:= arguments(t)

pouri: entierdek+1 an faire

args{i]:= nouvelle_variable

fpour
pour-chaque s: terme de complément_terme(t;.C ) faire

args{k]:= s

ajouter(comp_t, construire_terme(

racine: f. arguments: args))

fst

fpour
retourner(comp-t)

fin.
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6.2.3. Réductibilité inductive

Nous allons décrire dans ce paragraphe la réalisation de la méthode utilisée pour

tester la réductibilité inductive d'un terme par rapport a un systéme de réécriture

de termes linéaire & gauche. La méthode présentée est celle proposée par E. Kounalis

[41].

Nous allons présenter la spécification des différentes procédures utilisées pour ce but.

Soient R un systéme de réécriture de termes linéaire & gauche et C un ensemble

de constructeurs. Un terme t est inductivement réductible par rapport & R si et

seulement si toute instance de t par l'arbre de motifs sur C de R est réductible par

rapport & R. L’ensemble des constructeurs C étant connu. nous prenons l’arbre de

motifs uniquement sur C et non sur tout l'ensemble des opérateurs.

Procédure 6.8 /ind_réductible] Cette procédure teste la réductibilité inductive d'un

terme t par rapport a un systéme de réécriture de termes R linéaire a gauche. Soit

C Vensemble des constructeurs.

Procédure ind_réductible(t: terme; R: systéme_de_réécriture; C: ensemble_de_opérateurs)

Retourne(booléen)

début

n: entier:= cardinal(variables(t))

pour-chaque (s1,..-,5n) de uplet(test_set(R. C), n) faire

go: substitution:= {x; — s; | zi € variables(t) Ai € [1.n]}

gi non réductible(o(t), R)

alors retourner(faux)

fsi

fpour
retourner(vrat)

fin.



110
6. REVE

Procédure 6.9 /test_set] Cette procédure calcule arbre de motifs dun systéme de

réécriture de termes R sur un ensemble de constructeurs C.

Procédure test_set(R: systéme_de_réécriture: C: ensemble_de_opérateurs)

Retourne(ensemble_de_termes)

début

TS,,T So: ensembe_de_termes:= 0

d: entier:= prof_sys(R)

a: entier:= 1

fin: booléen:= faux

tant-que non fin faire

TS2:= TS,

ajouter(T'S;, {téte(t.d) |t € T(C) |r Aprof(t) = z})

ti=t+1

fig

retourner(I'S, )

fin.

Soient t un terme de T(F,X), R un systéme de réécriture de termes et j wn entier

naturel. Nous posons:

_ 1 teXvtek.

PF) =9 mal {prof(ts),...,proflte)}) +1 t= flti....t,)AfeFAn>0.

prof _sys(R) = maz({prof(t) | t € MG(R)}).

t J > profit).
on fl1,..-.a) j=OAt=f(th....tn) Af € Fy An>0,
(6) =) “Ftste(ty.j — 1),....téte(ts.j -1)) O<j <prof(t)At = flt,..... tn)A

fEekian>o.
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6.2.4 Automate et grammaire d’arbres

Nous allons décrire dans ce paragraphe la réalisation de la méthode utilisée pour la

reconnaissance et la génération des formes normales closes par rapport a un systéme

de réécriture de termes linéaire & gauche.

Nous allons présenter la spécification des différentes procédures utilisées pour ce but.

Soit A un systéme de réécriture de termes linéaire & gauche. Pour construire la gram-

maire d’arbres engendrant le langage d’arbres des formes normales closes par rapport

a R, nous construisons l‘automate d’arbres déterministe reconnaissant ce méme lan-

gage. Pour cela, nous construisons d'abord un automate d’arbres indéterministe

reconnaissant le langage d’arbres complémentaire, c’est & dire le langage des termes

réductibles par rapport 4 R et nous réduisons ensuite l'indéterminisme puis nous

calculons son complémentaire.
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Procédure 6.10 /const_auto] Cette procédure construit un automate indéterministe

avec A reconnaissant le langage des termes clos réductibles par rapport & un systéme

de réécriture de termes R linéaire & gauche.

Procédure const_auto(R: systéme_de_réécriture) Retourne(automate)

début

F: ensemble_de_opérateurs:= opérateurs(R)

e7,0k: état

E: ensemble_de_états:= {e2. 0k}

S: ensemble_de_états:= {ok}

P: ensemble_de_régles:= 0

pour-chaque t: terme de membre_gauche(R) faire

ey: état:= état_régle(t,< E.S,P >)

ajouter(P, e, — ok)

fpour
pour-chague e: état de FE © ({e7,0k}) faire

ajouter(P,e — e€7)

fpour
pour-chaque f: opérateur de F faire

ajouter(P, f(e2,...,e7) > e)

arités)

fpour
pour-chaque f: opérateur de F’ faire

pour i. entier de 0 a arité(f )-1 faire

ajouter(P, f(er..... €7, 0K, €2....5 e?) — ok)
— et”

fpour

fpour

retourner(< E,S,P >)
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i Procédure 6.11 /état_régle] Cette procédure engendre la régle et les états des ar-

: guments d'un terme t par rapport 4 un automate < E,S.P >. Elle retourne l'état

: créé pour t, avec un effet de bord sur < E.S.P >.

Procédure état_régle(t: terme: < E.S,P >: automate) Retourne(état)

i début

4 si variable (t)

alors retourner(e7)

sinon f(t1,....tn) est le terme t

| ez: état:= nouvel_état(t)

7 ajouter(E, e:)

pour-chaque t;: terme de arguments(t) faire

ey: état:= état_régle(t;, < E.S.P >)

fpour
ajouter(P. f (€t,,.--.€in) > et)

retourner(e; )

fin.

4

i
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Procédure 6.12 /réd_indéter] Cette procédure réduit lindéterminisme d'un auto-

mate indéterministe avec A < E,S.P > sur un ensemble d opérateur F. S est égal

a@ {ok}.

Procédure réd-indéter(< E,S.P >: automate: F: ensemble_de_opérateurs)

Retourne(automate)

début

E’: ensemble_de_états:= 0

S’: ensemble_de_états:= 9

P': ensemble_de_régles:= 0

E": ensemble_de_états:= 0

tant-que E' # E” faire

E"-= a

pour-chaque f: opérateur de F faire

i n: entier:= arité(f )

pour-chaque (q\...-. qn) de uplet(E’.n) faire

q: ensemble_de_états:=

{ eo [A e1 Eq... .€n € Qn. G EE.

| €1 4p G A+ Nn “4p GA
Fld...) SP GAG pe }

ajouter(E',q)

ajouter(P’, f(qi.----dn) > q)

fpour

Spour
fq

pour-chaque q: état de E' faire

siok eq

alors ajouter(S’. q)

foi

{pour
retourner(< E’,S’, P’ >)
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Procédure 6.13 /const_gram] Cette procédure construit la grammaire associée a un

automate < E,S,P >.

Procédure const.gram(< E.S,P >: automate) Retourne(grammaire)

début

&: état

T : ensemble_de_états:= {E} UE

Q: ensemble_de_régles:= 0

pour-chaque e: état de S faire

ajouter(Q,€ — e)

fpour
pour-chaque f(€1,...,€n) +e: régle de P faire

ajouter(Q,e — f(e1,..-.€n))

retourner(< T,€,Q >)
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6.3 Session de REVE

Les exemples suivants forment un jeux d’essai d’exécution du systeme REVE. Les

textes en caractéres majuscules ou soulignés sont entrés a la console par l'utilisateur.

les autres sont imprimés par le systéme.
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-> READ ~/exp/retenu

User equations:

f(x, x, y) ==

f(x, y, x) ==

f(x, y, y) == y

: No critical pair equations.

No rewrite rules.

-> KB

Starting Knuth-Bendix...

No user equations.

No critical pair equations.

Rewrite rules:

f(x, x, y) -> x

f(x, y, x) -> x

f, y, y) > y

Your system is complete!

-> REL-COMPLETENESS

The operators

6

may not be completely defined;

it’s hard to tell for sure because the system is not linear.

Try adding rules with the following left-hand sides:

f£(x1, x2, x3)
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f(vi, vi, v2)

f(vi, v2, v1)

f£(v1, v2, v2)

Whould you like to give a complete and not ambiguous reference

for the operator ’f’? YES

Please type the sequence terms of the reference

separated by ’;’, terminated with <ESC>:

£(0,x,y);£(1,x,y)

Whould you like to give some constructors? YES

Constructors: 0 1

Precedence extended.

The operator ’f’ is completely defined.

The following terms are defined more than once:

f(1, 1, 1)
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-> READ “/exp/flatten

User equations:

ill, nill @ x == x

2. x @ nill == x

3. (x @ y) @z == x @ (y @ z)

4. flatten(nill) == nill

5. flatten(list(x)) == flatten(x)

6. flatten(a) == a

7. flatten(b) == b

8. flatten(a @ x) == a @ flatten(x)

9. flatten(b @ x) == b @ flatten(x)

No critical pair equations.

No rewrite rules.

119

Note that the following identifiers were parsed as nullary operators:

nill a b

~> CONSTRUCTORS a b @ nill list

Precedence extended.

-> KB

Starting Knuth-Bendix...

No user equations.

No critical pair equations.

Rewrite rules:

1. nill @ x -> x

2. x @ nill -> x

3. flatten(nill) -> nill
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flatten(list(x)) -> flatten(x)

flatten(a) -> a

flatten(b) -> b

flatten(a @ x) -> a @ flatten(x)

flatten(b @ x) -> b @ flatten(x)

(x @ y) @z-> x @ (y @ z)© OND OH
Your system is complete!

-> REL-COMPLETENESS

There are relations among the constructors.

The operators

flatten

are not completely defined.

Try adding rules with the following left-hand sides:

flatten(list(x1) @ x2)

-> ADDITIONAL flatten(list (x) @y)==flatten(x)@flatten(y)

-> KB

Starting Knuth~Bendix...

No user equations.

No critical pair equations.

Rewrite rules:

nill @ x -> x

x @nill -> x

flatten(nill) -> nill

1

2

3

4. flatten(list(x)) -> flatten(x)

5

6
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flatten(a @ x) -> a @ flatten(x)

flatten(b @ x) -> b @ flatten(x)

(x @ y) @z-> x @ (y @ z)

10. flatten(list(x) @ y) -> flatten(x) @ flatten(y)

4 Your system is complete!

: -> REL-COMPLETENESS

There are relations among the constructors.

All operators are completely defined.

-> PROVE flatten(x@y)==flatten(x)@flatten(y)

SS The equation

flatten(x @ y) == flatten(x) @ flatten(y)

IS NOT an equational theorem of your system.

} How do you wish to proceed with the proof:

Reducible-proof, Consistency-proof, Cancel, Interrupt? CONSISTENCY~-PROOF

A proof by consistency of the equation

flatten(x @ y) == flatten(x) @ flatten(y)

involves completing your system augmented by that equation.

Starting Knuth-Bendix...

No user equations.

No critical pair equations.

Rewrite rules:
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nill @ x ->x

x @nill -> x

flatten(nill) -> nill

flatten(list(x)) -> flatten(x)

flatten(a) -> a

flatten(b) -> b

(x @ y) @z-> x @ (y @ z)

flatten(x @ y) -> flatten(x) © flatten(y)ON nn fF WN
Your system is complete!

The equation

flatten(x @ y) == flatten(x) @ flatten(y)

IS an inductive theorem of your system.

Do you want to restore the initial system? NO

-> PROVE flatten(flatten(x) )==flatten(x)

The equation

flatten(flatten(x)) == flatten(x)

IS NOT an equational theorem of your system.

How do you wish to proceed with the proof:

Reducible-proof, Consistency-proof, Cancel, Interrupt? CONSISTENCY-PROOF

A proof by consistency of the equation

fliatten(fiatien(x)) == flatten(x)

involves completing your system augmented by that equation.
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No user equations.

No critical pair equations.

Rewrite rules:

nill @ x -> x

x @ nill -> x

flatten(nill) -> nill

flatten(list(x)) -> flatten(x)

flatten(a) -> a

flatten(b) -> b

(x @ y) @z-> x @ (y @ z)

flatten(x @ y) -> flatten(x) @ flatten(y)

flatten(flatten(x)) -> flatten(x)oOo ON On F WN KB
Your system is complete!

The equation

flatten(flatten(x)) == flatten(x)

IS an inductive theorem of your system.

Do you want to restore the initial system? YES

-> PROVE flatten(flatten(x))==x

The equation

flatten(flatten(x)) == x

YS NOT an equationai theorem of your systveii.

How do you wish to proceed with the proof:

Reducible-proof, Consistency-proof, Cancel, Interrupt? CONSISTENCY-PROOF

A proof by consistency of the equation
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| flatten(flatten(x)) == x

involves completing your system augmented by that equation.

Starting Knuth-Bendix...

No user equations.

; No critical pair equations.

Rewrite rules:

nill @x->x

x @nill -> x

flatten(nill) -> nill

flatten(a) -> a

flatten(b) -> b

(x @ y) @z-> x @ (y @ z)

flatten(x @ y) -> flatten(x) @ flatten(y)

flatten(flatten(x)) -> x

list(x) -> xoon nn PF WN KB
Your system is complete!

Do you want suppose that the based system IS w-complete? YES

The theory IS NOT consistent because the folowing rules modified the initial

algebra:

list(x) -> x

The equation

flatten(flatten(x)) == x

IS NOT an inductive theorem of your system.
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-> READ ~/exp/modulo2

User equations:

Has s(s(0)) == 0

2. O+x ==x

3. s(0) + x == s(x)

No critical pair equations.

No rewrite rules.

Note that the following identifiers were parsed as nullary operators:

0

-> CONSTRUCTORS 0 s-

Precedence extended.

-> KB

Starting Knuth-Bendix...

No user equations.

No critical pair equations.

Rewrite rules:

s(s(0)) -> 0

Oo+x->x

s(0) + x -> s(x)

Your system is complete!

-> REL-COMPLETENESS
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All operators are completely defined.

-> PROVE s(s(x))==x

The equation

s(s(x)) == x

IS NOT an equational theorem of your system.

How do you wish to proceed with the proof:

Reducible-proof, Consistency-proof, Cancel, Interrupt? REDUCIBLE-PROOF

A proof by reducible-inductive of the equation

s(s(x)) ==

involves completing your system augmented by that equation.

Starting Knuth-Bendix...

No user equations.

No critical pair equations.

Rewrite rules:

1. O+x->x

2. s(0) + x -> s(x)

3. s(s(x)) -> x

Your system 1s complete!
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IS an inductive theorem of your system.

Do you want to restore the initial system? NO

-> PROVE s(x)+y==s(xty)

The equation

s(x) + y == s(x + y)

IS NOT an equational theorem of your system.

How do you wish to proceed with the proof:

Reducible-proof, Consistency-proof, Cancel, Interrupt? REDUCIBLE-PROOF

A proof by reducible-inductive of the equation

s(x) + y == s(x + y)

involves completing your system augmented by that equation.

Starting Knuth-Bendix...

No user equations.

No critical pair equations.

Rewrite rules:

1. O+x-> xX

s(s(x)) -> x

3. s(x) +y -> s(x + y)

Your system is complete!

The equation

s(x) + y == s(x + y)
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IS an inductive theorem of your system.

Do you want to restore the initial system? YES

-> PROVE s(x)+y==s (x+y)

The equation

s(x) + y == s(x + y)

IS NOT an equational theorem of your system.

How do you wish to proceed with the proof:

Reducible-proof, Consistency-proof, Cancel, Interrupt? CONSISTENCY-PROOF

A proof by consistency of the equation

s(x) + y == s(x + y)

involves completing your system augmented by that equation.

Starting Knuth-Bendix...

No user equations.

No critical pair equations.

Rewrite rules:

O+x-> x

s(s(x)) -> x

s(x) + y -> s(x + y)

Your system is complete!

The equation
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s(x) + y == s(x + y)

IS an inductive theorem of your system.

Do you want to restore the initial system? NO

-> GRAMMAR

The set of derivation rules is:

G -> E6

E6 -> 0
oR aR ee ARULAC
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-> READ ~/exp/egalite

User equations:

O+x == x

s(x) + y == s(x + y)

O= == 0

0 = s(x) == s(0)

s(x) = 0 == s(0)

s(x) = s(y) ==x=yAn PF WN
No critical pair equations.

No rewrite rules.

Note that the following identifiers were parsed as nullary operators:

0

-> CONSTRUCTORS 0 s

Precedence extended.

-> KB

Starting Knuth-Bendix...

No user equations.

No critical pair equations.

Rewrite rules:

al. O+ xX -> x

2. s(x) +y -> s(x + y)

3. o0=0->0

4, 0 = s(x) -> s(0)

5. s(x) = 0 -> s(0)

6. s(x) = s(y) > x=y
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Your system is complete!

-> GRAMMAR

The set of derivation rules is:

i G -> E16

j E16 -> 0

; G -> E17

E17 -> s(E16)

E17 -> s(E17)

; -> DELETE §

Because you deleted a rewrite rule, your rewriting system is no longer

guaranteed to be complete with respect to your original equational system.

-> GRAMMAR

The set of derivation rules is:

G -> E25

E25 -> 0

G -> E26

E26 -> s(E25)

E26 -> s(E26)

E26 -> s(E)

-> E

-> E26 = E25

-> E + E25

-> E+ E26

E+E

-> E25 = £5

'Vv ia] " tmNOD

v mm ii m
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Because you deleted a rewrite rule, your rewriting system is no longer

guaranteed to be complete with respect to your original equational system.

-> GRAMMAR

The set of derivation rules is:

G -> E33

E33 -> 0

-> —E

-> E33 + E33

-> E33 = E

-> E33 + E

-> E + E33

-> E33 + E34

> EtE

-> E + E34

-> E34

E34 -> s(E33)

E34 -> s(E)

E34 -> s(E34)

Qn mma mam Am mM Bema ma
'v ml " ty@*



CONCLUSION

Au cours de ce travail, nous nous sommes attaché & la preuve de théorémes, d’un

point de vue pratique, dans le cadre de la logique équationnelle.

Les deux méthodes qui existent pour faire des preuves de validités de théorémes

inductifs dans l’algébre initiale d'une variété équationnelle et fondées sur la réécri-

ture sont: la méthode de preuve par consistance et celle basée sur la réductibilité

inductive. %

Chacune de ces méthodes pose des inconvénients pratiques dans la mise en ceuvre. La

premiére suppose que la spécification de base est w-compléte. Propriété que nous ne

pouvons vérifier que dans des cas particuliers. La deuxiéme méthode utilise la notion

de réductibilité inductive. Concept que nous ne pouvons encore décider efficacement

que dans le cas des systémes de réécriture linéaires & gauche. La résolution de ces

deux problémes ne peut pas étre traitée en pratique A l‘heure actuelle. ainsi nous

avons proposé une méthode qui est la synthése de ces deux méthodes.

La méthode de preuve par consistance est trés puissante et il s est avéré que souvent le

systéme de réécriture associé 4 la spécification de base est linéaire & gauche. D’autre

part, il se trouve que la réductibilité inductive est décid ble dans ce cas. Ainsi notre

méthode consiste a utiliser la méthode de preuve par consistance sans supposer que

la spécification de base soit w-compléte, mais si une nouvelle équation entre les

constructeurs est engendrée par complétion, nous essayous de prouver sa validité

par la deuxiéme méthode.

La propriété de la complétude relative d'une spécification par rapport & la spéci-

fication de base est une propriété fondamentale dans les spécifications structurées.

Elle est aussi requise dans la méthode de preuve par cousistance. Pour tester cette

propriété nous avons proposé une extension de la méthode de recouvrement. Nous

avons étendu cette méthode dans le cas ov il y a des relations entre les constructeurs

et méme lorsque la spécification n’est pas linéaire 4 gauche. La correction totale de

cette méthode est démontrée.

La propriété de la w-complétude d'une spécification est trés intéressante dans l'étude

des théorémes d‘une spécification et son axiomatisation. Elle facilite aussi la métho-

133
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de de preuve par consistance. Nous avons essayé de mener une étude systématique de

cette propriété qui est trés difficile. Nous avons exposé les deux méthodes. dégagées

d'un certain nombre d’exemples de spécifications w-complétes. pour la tester. Puis

nous avons énuméré les problémes qui se posent lors de la coustruction dun en-

richissement w-complet d'une spécification donnée. Ainsi nous nous sommes con-

tenté de décider la w-complétude relative d'une spécification par rapport & un ordre

neethérien. Nous avons donné un théoréme sur sa décidabilité dans ce cas particulier

mais il ne peut pas étre implantable dés maintenant. Nous avous aussi proposé un

algorithme de décision de la w-complétude d'une spécification dans certains cas oi le

domaine de l'algébre initiale de la variété équationnelle est fini. Nous l’avons décidée

dans le cas ott le domaine de l’algébre pénérique de la variété équationnelle sur un

ensemble de variables est fini et dans le cas ott la profondeur des termes en formes

normales, par rapport au systeme de réécriture associé a la spécification. est fini.

Par ailleurs nous avons donné une méthode, basée sur les automates et les gram-

maires d’arbres et sur la réécriture, de reconnaissance et de génération du langage

des formes normales closes d'un systéme de réécriture de termes linéaire & gauche.

La caractérisation de tel langage peut étre utilisée pour le test de la réductibilité in-

ductive, (w-complétude et dans la preuve de théoreme inductif. Pour cette dérniére,

il suffit de démontrer l’équivalence entre le domaine de l’algébre initiale et son enri-

chissement par l’équation & prouver. Nous avons utilisé cette méthode de constru-

ction pour tester la finitude et le vacuité d’un langage d arbres. Ainsi nous pouvons

décider la finitude et le vacuité du domaine de l'algebre générique et de l'algébre

initiale dune variété équationnelle.

Tous les résultats ci-dessus sont implantés dans le logiciel de réécriture REVE. Nous

avons eu l’occasion de manipuler un logiciel de grande taille. Nous nous sommes at-

taché & maintenir les qualités de modularité. de clarté et d'adaptabilité que présente

REVE. Par ailleurs nous avons testé ce logiciel sur de nombreuses spécifications.

Ce travail expérimental nous a permis de nous assurer des qualités d’efficacité et de

puissance de notre logiciel.

Nous nous sommes limité 4 l’étude de la complétude relative aux cas de systémes

de réécriture de termes et anx cas de systémes de réécriture équationnelle. Des

prolongements sont & envisager dans le sens d'une généralisation de la méthode

de test de la complétude relative au cas des systémes de réécriture conditionnelle.

L’extension de cette méthode dans le cas des spécifications multi-sortes est une autre

perspective envisageable, vu sa grande efficacité.

La richesse de la propriété dw-complétude ouvre des perspectives dans un avenir
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Une extension de la méthode de reconnaissant et de géuération du langage des fo-

tmes normales closes dans le cas des systémes de réécriture non linéaires & gauche

est envisageable en utilisant toujours la réécriture mais des automates asyuchrones.

introduits pour les monoides partiellements commutatives.
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LISTE DES SYMBOLES

N: ensemble des entiers naturels,

F: ensemble d’opérateurs,

Cc: ensemble de constructeurs,

D.: ensemble d’opérateurs définis.

arité(f): arité d’un opérateur f.

F: ensemble des opérateurs d'arité i avec 7 > 0,

(Flarité): signature,

(S,F): algébre de domaine S et dopérateurs F.

ensemble de variables,xX

G(F,X): — algébre générique sur un ensemble de variables X.

T(F): algébre initiale,

T(F.X): ensemble des termes d’opérateurs F et de variables X.

T(F): ensemble des termes clos d‘opérateurs F’,

O(t): ensemble des occurrences d'un terme t,

Et occurrence vide,

Vit): ensemble des variables d'un terme ¢,

Git): eusemble des occurrences closes d'un terme t.

t/u: sous-terme & ‘occurrence u d'un terme ¢,

t[u<— s]: remplacement du sous-terme a l‘occurrence u par le terme s dans un terme t,

(FX): ensemble des substitutions sur T( FX),

X(F): enseinble des substitutions closes sur T(F’).

Dia): domaine d'une substitution o,

s=t: equation,

EB: équation,

A: eusemble d’axiomes,

M(A): variété équationnelle engendrée par A,

=! égalité équationnelle engendrée par A.

=ind( Ay: égalité inductive engendrée par A,

G(F.X.A): algébre générique sur X de M(A).
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tlre:

MG(R):

MG(f,R):

T(F,X) Le:

T(F) Ir:

T(F,X) 7*:

T(F) TF:

T; (FX):

T;(P):

L(t):

I(L):

A(t.C):

Bio,C):

prof(t) :

(E,S,P):

(T.€.Q) :

LISTE DES SYMBOLES

algébre initiale de M(A).

spécification de sorte S. d’opérateurs F et d’axiomes A.

régle de réécriture.

systéme de réécriture de termes,

réécriture du terme s vers le terme t par rapport a R.

fermeture transitive de la relation —>r définie dans T(F. X).

fermeture réflexive-transitive de la relation —>p définie daus T(F.X),

fermeture réflexive-symétrique-transitive de la relation —~+p définie dans T(F.X),

forme normale d’un terme t par rapport a R.

ensemble des membres gauches de R,

ensemble des membres gauches de R de racine un opérateur f.

ensemble des termes de T(F,X) en formes normales par rapport a R,

ensemble des termes clos de T(/’) en formes normales par rapport a R.

ensemble des termes de T(F, X) réductibles par rapport a R.

ensemble des termes clos de T(F’) réductibles par rapport a R.

ensemble des termes de T'( FX) de racine un opérateur f.

ensemble des termes clos de T(F’) de racine un opérateur f.

ensemble des instances closes dun terme t.

ensemble des instances closes de tous les termes de T.

complémentaire d'un terme t par rapport & un ensemble d’opérateurs C,

complémentaire d'une substitution o par rapport a un ensemble d’opérateurs C,

profondeur d’un terme ¢,

automate dont l'ensemble d’états BF. d’états de satisfaction S

et de régles de transition P,

grammaire dont l’ensemble de vocabulaires auxiliaires IP. d’axiome €

et de régles de dérivation Q,

arbre vide,

état de satisfaction,

état d’attente,

et booléen,

ou booléen,

différence ensembliste.

somme ensembliste,
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RESUME

L objet de cette these est l'étude pratique de preuve par récurrence en logique équationnelle.

Elle fournit ainsi un outil puissant pour la programmation logique et/ou fonctionnelle et pour

la démonstration automatique.

Notre objectif principal est l'étude et la mise en couvre d'une méthode de preuve de théo-

remes inductifs dans l'algébre initiale d°une variété équationnelle. La méthode étudiée est la

syntheése de la méthode de preuve par consistance et de celle basée sur la réductibilité inductive.

Le deuxiéme objectif est l'étude de la complétude relative. souhaitable dans la conception

et la correction des spécifications algébriques structurées et requise par la méthode de preuve

par consistance.

Une partie de ce travail est consacrée a la présentation de la w-complétude: elle constitue,

a notre connaissance, la premiére tentative d étude systématique de cette propriété.

Par ailleurs nous donnons une méthode de reconnaissance et de génération des formes

normales closes d'un systeme de réécriture.

Enfin il est a noter que toutes ces méthodes de preuves de validité. de complétude relative

ainsi que la reconnaissance et la génération des formes normales closes d'un systéme de réé-

criture ont été implantées dans le démonstrateur automatique REVE.

Mots-clés: algebre initiale. spécification. consistance relative. complétude relative, w-com-

plétude, réécriture. procédure de complétion. récurrence, automate. grammaire.


