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Sa
Verification of algebraic specifications .

Application to some properties of parallel programs RE

Abstract

Our aim in this thesis is to prove the validity of equational formulas in an algebraic speci-

fication axiomatized by a set of equations. An equational formula is universally quantified

formula of a first order language whose atomic formulas are simple equations.

We propose to extend the classical methods used in simple equations case, in order to

prove the validity of equational formulas. So, to prove the inductive validity of an equational

formula we use structural induction and we propose an automatic method in order to generate

induction schemas in some particular cases.

Our method for proving equational validity of an equational formula is based on transforming

and decomposing it into a set of simple equations such that the equational validity of those

equations is equivalent to the equational validity of the initial formula. We could then use

rewriting techniques.

We also propose transitive chaining in order to prove validity of equations containing

ordering relations.

Theoretical studies of the principles proposed in this thesis have leaded to the theorem

prover PAUSE which is used in order to prove some asynchronous relations between compo-

nents which deal with communications in parallel programs

Résumé

Notre objectif dans cette these est de vérifier la validité d’une formule équationnelle dans une

spécification algébrique axiomatisée par un ensemble d’équations.

Une formule équationnelle est une formule universellement quantifiée d’un langage du

premier ordre dont Jes formules atomiques sont des équations simples.

Nous proposons de généraliser et d’adapter les méthodes utilisées dans le cas des équations

simples pour prouver la validité des formules équationnelles. Ainsi, dans le cas de la validité

inductive nous avons utilisé l’induction structurelle basée sur la récurrence classique. Nous

avons proposé une méthode pour la génération automatique des schémas d’induction dans

certains cas particuliers. Dans le cas de la validité équationnelle nous avons proposé une

méthode basée sur la transformation et la décomposition de la formule initiale pour déterminer

un ensemble représentatif d’équations simples. La validité équationnelle de ces équations est

équivalente & celle de la formule initiale.

Un autre mécanisme de raisonnement appelé le chainage transitif est proposé pour tester

la validité des équations contenant des relations d’ordre.

L'étude théorique des principes proposés dans cette thése a abouti & la réalisation du sys-

téme de preuve PAUSE que nous avons utilisé pour vérifier certaines relations d’asynchronisme

entre les composantes qui gérent le communication dans un systéme paralléle.

Mots-clés:

Preuve automatique, formule équationnelle, induction structurelle, décomposition, réécriture,

raisonnement par cas, chainage transitif, communication.
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ne ee ey
introduction

1 Contexte de notre travail

Devant l’importance accrue des taches confiées 4 lInformatique, disposer de programmes

prouvés est désormais une nécessité, De nombreux travaux d’Informatique sont consacrés &

cette question. Mais le probléme tel qu’il est posé parait insurmontable: Comment en effet

assurer la correction de programmes écrits dans des langages de programmation qui ne sont pas

eux méme batis sur des principes logiques rendant le comportement du programme transparent?

Les solutions & ce probléme, proposées par le monde de la recherche, peuvent étre classées en

deux catégories :

e La premiére consiste 4 choisir les mathématiques comme des langages de programmation;

L’écriture d’un programme satisfaisant certaines spécifications, revient donc & écrire une

démonstration d’un énoncé exprimant ces spécifications. La correction d'un programme

ne serait plus un probléme et pourrait étre vérifiée automatiquement. Cependant pour

construire un langage de programmation il faut caractériser les démonstrations qui possé-

dent un contenu algorithmique puis savoir les transformer en de véritables programmes.

Ces questions ont été déja traitées avec succés dans les travaux concernant la logique

intuitioniste [Lau70] et le A-calcul [HS86].

© L’autre catégorie de solutions, la plus fréquente, consiste & construire une “logique des

programmes” sur des principes ad hoc décrivant de maniére externe leur comportement.

L’étude des propriétés des programmes reviendrait donc 4 l’étude de ces propriétés sur

la description de leur comportement. Cependant Le langage de description de compor-

tement doit étre suffisament proche du programmeur pour lui faciliter la construction de

ses spécifications; il doit étre assez formel pour pouvoir établir et vérifier des mécanismes

de raisonnement pour étudier les propriétés des spécifications. Ce langage doit étre assez

rigoureux pour étre compris par la machine et permettre l’automatisation des mécanismes

de raisonnement.

Pour répondre & ces exigences, les types abstraits algébriques sont connus par leur facilité

d’expression [Fin79], par leur formalismes [GTW78] et par leur adaptation a la mécanisa-

tion des raisonnements (Gut78].

Nous avons adopté, nous aussi, cette deuxiéme solution 4 cété des innombrables recherches

dans ce domaine; et nous allons utiliser ces qualités des types abstraits pour contribuer & la

vérification des programmes.

Un type abstrait est une collection d’objets appelée domaine, plus un ensemble d’opérations

sur ces domaines. Ces opérations et ces domaines sont indépendants-de la représentation.

L’algebre universelle constitue le fondement théorique des types abstraits. En effet, les al-

gébres et en particulier l'algebre initiale et l'algebre libre, sont les domaines d'interprétation des

7



termes d'un types abstrait.

Une spécification algébrique d'un type abstrait est une algébre décrite par un ensemble de sortes
et un ensemble d’opérations, plus un ensemble d’équations qui décrivent le comportement de ces
opérations.

Ces équations sont utilisées pour définir une congruence sur les termes. Ces congruences sont
le fondement théorique du remplacement de termes par leurs égaux qui constitue le principal
mécanisme de raisonnement dans la logique équationnelle. En plus si ces équations sont orien-
tables, alors elle peuvent définir un systéme de réécriture qui avec quelques propriétés constitue
la pierre de base pour l’automatisation du mécanisme de remplacement d’égaux par des égaux.

Les propriétés & vérifier sur une spécification peuvent étre décomposées en deux catégories :

© Des propriétés globales comme l’existence de lalgebre initiale associée & cette spécification
1

la complétude ou la consistance de celle ci, ou la terminaison ou la confluence du systéme
de réécriture qui lui est associé.

e Des propriétés élémentaires qui concernent le calcul ou le comportement de certaines opé-
rations.

2 Objectif

Notre objectif dans cette thase est de répondre a la question: étant données

© un ensemble d’équations qui constituent une axiomatiaation d'une spécification algébrique
et

® une propriété élémentaire,

est ce que cette propriété élémentaire décrit un comportement correct vis a vis de cette spécifi-
cation. Autrement dit, est ce que uous pouvons prouver que cette propriété est une conséquence
logique de cette spécification; et cela indépendemment des propriétés globales que peut vérifier
au non cette derniére.

Pour répondre a cette question beaucoup de travaux ont été faits dans des cas particuliers
de spécifications et de propriétés élémentaires.

Notre contribution consiste a utiliser et & étendre ces travaux pour pouvoir prouver une
classe plus grande de propriétés élémentaires dans des spécifications moins restreintes.

2.1 Contexte de la preuve

L’ensemble des équations associées 4 une spécification est composé de deux catégories :

des équations inconditionnelles dites également des équations simples

© des équations conditionnelles de la forme si-alors ou de la forme si-alors-sinon, Le fait
d'introduire cette deuxiéme forme n'a pas d’influence directe sur la sémantique d’une
spécification, mais il permet plus de contréle au moment de la spécification en définissant les
opérations d’une maniére exhaustive, il présente aussi un avantage pour l’automatisation
de la preuve.

eg |
Pour pouvoir modéliser la classe de propriétés élémentaires susceptibles d’étre prouvées, nous

allona représenter cea propriété par dea formules équationnelles. Une formule équationnelle est

une formule universellement quantifiée d’un langage du premier ordre dont la formule atomique

est l’équation simple.

2.2 La preuve de validité

Dans le cadre de la logique équationnelle, une propriété élémentaire est une conséquence

logique d’une spécification si et seulement si elle est valide dans l’algébre initiale associée & cette

spécification. Deux catégories de propriétés élémentaires sont a distinguer:

e Les propriétés qui nécessitent une récurrence sur certaines de leurs variables pour étre

prouvées; nous parlerons alors de la validzté enductive. Pour prouver cette validité nous

utiliserons le principe de l’induction structurelle.

e Les autres propriétés qui peuvent étre prouvées par les mécanismes de déduction de base;

nous parlerons alors de la validité équationnelle.

Or dans le cas des propriétés élémentaires exprimées avec des équations simples, le remplacement

d’égaux par des égaux suffisait pour prouver leur validité équationnelle; ce n’est plus le cas pour

les formules équationnelles.

Dans [LPF 89], nous avons développé les principes de base d'une solution & ce probléme.

Notre approche consiste & appliquer sur ces formules une série de transformations jusqu’& ob-

tenir un ensemble d’équations représentatives sur lesquelles nous pouvons appliquer les mémes

mécanigmes de raisonnement que dans le cas des équations simples. Pour cela nous propo-

sous de décomposer de telles formules en un ensemble de a_éguations (équation avec asser-

tions) ({a1,...,@n},e) tels que la validité équationnelle d’une formule soit équivalente a celle

des a_équations associées. Et pour passer de la validité d’une aéquation 4 celle d’une équa-

tion, nous utilisons le théoréme suivant qui dit que la validité équationnelle d’une aéquation

({a1,...,dn},¢) dans un ensemble d’équations F est équivalente & celle de e dans EU{ai,..., an}.

Pour automatiser cette approche nous définissons le mécanisme de réécriture sur les aéquations

plus le raisonnement par cas en présence des régles de réécriture de la forme si-alors-sinon. Mais

avant d’ajouter les assertions & l’ensemble des équations initiales, nous essayons de les réduire

pour détecter celles qui introduisent des inconsistances, sinon dans le cas contraire utiliser aussi

leurs formes normales pour prouver la validité de la partie conclusion e.

Dans cette approche nous avons utilisé un autre mécanisme de déduction, il s’agit du chainage

transitif appliqué en présence d’équations contenant des relations d’ordre. L’utilisation de ce

mécanisme est nécessaire puisque la propriété de transitivité perd toute sa puissance quand elle

est exprimée sous forme d’équation.

Les études théoriques de ces principes proposés dans cette thése ont abouti a la réalisation

du systéme de preuve PAUSE

2.3 Application

Ce travail a été réalisé dans le cadre du projet COMETE (COMmunication Et TEmps}

développé au CRIN & Nancy et au LIB 4 Besancon et soutenu par le projet CNRS oe.
Ce projet se préoccupe de méthodologie de construction de programmes paralléles. La notion
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de communication proposée dans [Per85] constitue l'outil de base de la démarche proposée.
Cette démarche consiste & concevoir un systéme paralléle comme un ensemble de processus
indépendants qui communiquent entre eux par des modules intermédiaires appelés *Types de
communication”. Cette notion de type de communication caractérise la relation qui existe entre

les suites des valeurs échangées entre ces processus. .
Cet aspect modulaire favorise la modification du systéme obtenu pour qu’il s'adapte A certaines
contraintes, En effet, dans un systéme et pour un point de communication donné, il est possible
de remplacer un type de communication par un autre pour obtenir un systéme plus “asynchrone”
dans le sens ott les valeurs produites ne sont pas toutes consommeées et les processus consomma-
teurs sont de moins en moins dans des situations d’attente.

Ces modifications sont réalisables chaque fois qu’il est possible de montrer qu'il existe une rela-
tion d’ordre "d’asynchronisme” entre le type de communication de départ et celui avec lequel il
sera remplacé.

Notre contribution dans ce projet consiste & vérifier certaines propriétés des types de communi-
cation et plus particulirement & prouver ces relations d’asynchronisme.

3 Plan de cette thése

Apres ce bref exposé informel de nos propositions, nous allons donner le plan de cette these:

¢ Dans le premier chapitre nous définissons le cadre forme! sur lequel est fondé notre travail,
ainsi que les bases théoriques et les notations qui vont servir dans les autres chapitres. Nous
rappelons tout d’abord les principes de base des algébres 4 plusieurs sortes et Pensemble
des termes associds & une signature. Ensuite, nous traitons le probléme de validité dans
le cas des équations simples et des équations conditionnelles, Nous terminons ce chapitre
par quelques rappels sur le calcul des prédicata du premier ordre, ce qui nous permettra
de définir la notion de formule équationnelle, puis de définir sa validité.

Dans le deuxiéme chapitre nous décrivons le processus de passage de la validité équation-
nelle d'une formule a la validité de certainea équations qui la composent. Pour cela nous
commencons par établir le principe utilisé souvent dans la logique du premier ordre et qui
dit que pour prouver une formule universellement quantifiée, il suffit de fixer ses variables
puis d’effectuer la preuve sur la formule résultante. Nous définissons ensuite, la notion de
a.équation, puis nous présentons notre stratégie de décomposition en utilisant des régles
@inférence. Ces régles d'inférence nous faciliteront la tache de preuve de correction de
cette stratégie, Ensuite, nous déterminons la classe de formules qui peuvent étre traitées
par cette stratégie, et par suite qui pourront étre prouvées. Nous terminons par le passage
de la validité d’une aéquation & celle de sa partie conclusion. Et nous terminons par
donner les algorithmes de décomposition.

Le troisiéme chapitre traite la validité inductive, Aprés un rappel sur le principe de preuve
par induction sans induction, ses avantages et ses inconvénients, nous introduisons les
principes de la méthode que nous avons utilisée et qui est fondée sur l'induction structurelle.
Nous introduisons aussi les principes d’une méthode pour la génération automatique des
schémas d’induction.

Le quatriéme chapitre est une mise en ceuvre, A l'aide des techniques de la réécriture, des
résultats obtenus dans le deuxiéme chapitre. Nous commencons par définir la réécriture
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conditionnelle sur les a équations, puis la stratégie pour tester leur validité. Nous établis-

sons ensuite, la correction de cette stratégie. Nous donnons ensuite, la méthode utilisée

pour calculer l'ensemble des formes normales des composantes d’une a équation. Et nous

terminons par donner les algorithmes qui décrivent ces stratégies.

Le cinquiéme chapitre concerne le chainage transitif. Nous commencons par donner les dé-

finitions du chainage trausitif simple et conditionnel puis du chainage transitif en présence

de régles de simplification. Nous donnons ensuite, la stratégie de chainage, puis comment

tester la validité des équations contenant des relations d’ordre.

Le sixiéme chapitre est consacré au systéme de preuve PAUSE. Nous commencons par une

description sommaire de ce systéme avec ces différentes fonctionnalités et nous terminons

par une étude comparative avec les systémes de preuve existants.

Le dernier chapitre est une application des stratégies décrites dans les chapitres précédents

pour prouver certaines propriétés des systémes paralléles. Nous commencons par définir

lea types de communication qui sont l’outil de base du langage d’expression du parallélisme

proposé dans [Per85]. Nous donnons ensuite, les autres principes de ce langage. Nous es-

sayons ensuite de définir et de formaliser les relations d’asynchronisme entre les types de

communication. Le paragraphe qui suit montre comment appliquer les différentes straté-

gies vues dans les chapitres précédents pour prouver ces relations. Enfin, nous terminons

par une application de ces relations d’asynchronisme & la modification des programmes

paralléles,



Partie I

Etude formelle
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Chapitre 1

Etude formelle du probléme de

validité

1 Introduction

L’objectif de ce chapitre est de définir le cadre formel sur lequel est fondé notre

travail, ainsi que les bases théoriques et les notations qui vont servir dans la suite

de cette thése. Nous commencerons par décrire la notion d’algébre qui est la re-

présentation formelle des spécifications algébriques. Ensuite, pour formaliser notre

objectif, qui est de prouver qu'une propriété est une conséquence logique d’une spé-

cification, nous verrons que cela veut dire qu’il faut prouver que cette propriété est

valide dans des classes particuliéres d’algébres qui représentent cette spécification.

Nous serons donc obligé de définir la notion de validité d’une propriété dans une

algébre. Nous commencerons par la validité des équations simples. Nous verrons

aussi que les algébres qui représentent une spécification sont toutes les algébres qui

valident toutes les équations de la spécification. Nous supposerons au début que

tous ces équations sont des équations simples. Nous donnerons ensuite deux repré-

sentants importants, avec leurs conditions d’existence, de cette classe d’algébres qui

sont l’algebre libre et l’algébre initiale. Ensuite partant du fait que la définition de

validité est une définition formelle qui ne peut étre automatisable, nous essaierons de

donner une définition syntaxique équivalente en utilisant la notion de Fégalité, ot

E est l'ensemble des équations de la spécification donnée. Pour cela, nous définirons

la notion de congruence et d'algébre quotient. Le théoréme de Birkhoff permettra

de passer de la validité formelle a la validité syntaxique. Nous essaierons ensuite de

suivre la méme démarche pour les spécifications contenant des équaticus condition

nelles. Un rappel sur la logique du premier ordre permettera de définir la notion de

formule équationnelle utilisée pour exprimer les propriétés élémentaires des spécifi-

cations. Nous terminerons par définir la validité de ces formules équationnelles.

Les sections 1, 2, 3 et 4 de ce chapitre sont largement inspirées de (EM85], [Gal86],

{Hul80], [HO80], [Mar86], [Rem82] et [Kap84].
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2 Algébre a plusieurs sortes

La notion d’algébre constitue un cadre formel pour étudier plusieurs domaines de l'informa-

tique et en particulier les types abstraits de données. La formalisation de ces types abstraits

nécessite 'utilisation des algebres & domaines et opérations dans différents types (ou sortes). Ceci

nous améne a introduire la notion d’algebre multi-sortes (ou hétérogénes). Chaque domaine est

nommé par un symbole appelé sorte, de méme que chaque opération est une application & zéro,

un ou plusieurs arguments de sortes différentes.

Dans la suite le symbole 5 sera considéré comme un ensemble non vide de sortes.

Définition 1.1 Alphabet profilé

Un alphabet profilé par S est un couple (F,r) formé d’un ensemble de symboles F et une

fonctionr : F —+ S$" x S, qui associe 4 chaque symbole f de F un profil (u,s) noté aussi par

us.

Soit f un eymbole de profil (u,s). La longueur de la suite u eat appelé arité de f. Siu =

$1...8n, (n > 1) le symbole f est interprété comme une opération dont le i*”* argument est

de sorte s; et qui a un résultat de sorte s. Dans ce cas, nous disons que f est de sorte s. Si u

est égale a la liste vide alors le symbole f est un symbole de constante. Pour la simplicité de

notation un alphabet (F,r) profilé par $ sera noté par F.

Définition 1.2 Signature

Une signature © = (S,F) est la donnée d’un ensemble de sortes S et d’un alphabet F profilé

par S.

Exemple 1.1

Soit ENTIER une signature définie par:

S = {entier}

F = {0, suce, add} avee les profils suivants :

0: — entier

suce : entier —~+ entier

add : entier, entier — entier

Exemple 1.2

Soit ENS-ORD une signature définie par:

S = {ens.ord, entier},

F = {ens_vide, union, maz, min} avec les profils suivants:

ens.uide : —+ ens.ord,

union :ens.ord x entier —+ ens_ord,

mar :ens_ord —> entier,

main :ens.ord — entier,

Définition 1.3 D_algebre

Soit © = (S,F) une signature. Une D_algébre A est un couple (Da, Fa) avec Da = (Da, aes

une famille indexée par S d’ensembles non vides; chaque Dy est appelé domaine de sorte s et

Fa =(Fy)ses une famille indexée par S d'opérations sur Da. Il existe une fonction I appelé
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interprétation qui a chaque élément f de F de profilu — 5 avec u = 8)...5n, associe une

opération de Fa: I(f) = fa : Da,, x... x Da,, —> Da,. Les constantes de F de profil s

sont interprétés comme des éléments de Da,.

Nous parlerons de classe d’algebres lorsqu’il s’agit d’un ensemble d’algébres sur une méme si-

gnature,

Exemple 1.3

Soit ENTIER la signature de exemple 1.2. L’ensemble des entiers naturels et l'ensemble

des entiers relatifs peuvent étre munis d'une structure de ENTIER_algébre tel que:

entier_naturel = ({IN}, {0,+1,+}); et

entier_relatif = ({Z}, {0,+1,+}).

avec +1 comme la fonction successeur et + Vaddition habituelle sur les entiers

Exemple 1.4

Soit ENS.ORD la signature de Veremple 1.2. L’ensemble des parties finies et ordonnées

dentiers peut étre muni d’une structure de ENS-ORD_algebre :

({ens.ordy, N}, {ens_videy, uniony,mazy, miny}). ens.videy définit Vensemble vide habi-

tuel, uniony définit Vadjonction d'un entier dans un ensemble, mazy définit le maximum d’un

ensemble et miny définit le minimum d’un ensemble. :

Notation 1.1

Soit u=s;...8n une suite de sortes. D4 désignera le produit cartésien Da, x... x Da,,

Soit h =(hs)ses une famille indezée par S de fonctions hs : Da, —> Dp,, la fonction

bY : Di —+ Di est définie par: pour tout (aj,...4n) appartenant 4 Dy, h¥(a1,...,0n) =

(fay (01)s ++ (Qn))-

2.1 Opérations sur les algébres

Définition 1.4 Morphisme

Soient A et B deur D-algébre. Une famille h = (hs)ses de fonctions hy : Da, — Da, est

un morphisme si et seulement si elle vérifie la propriété suivante :

Pour tout symbole de fonction f de profil (u,s) avec u = s1,...,Sn et pour tout (a,,...,0n) de

Di
hg(fA(1,--+s0n)) = f(a, (01), --- san (@n)) = f(b" (a1, ++ 0n))

Cette condition peut étre représentée par le diagramme suivant;

fa

Di, Da,

fad is
fe

Dae Da,

Si, de plus, h est bijectif, alors h est un isomorphisme de A vers B.
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Exemple 1.5

Soient entiernaturel = ({IN}, {0,+1,+}) et entier-relatif = ({Z}, (0,41,+}) les deuz
ENTIER-algebres définies dans Vecemple 1.3.

L application f : entiernaturel —» entier-relatif tel que f(0) = 0, f(+1(2)) = +1(f(a)) et
f(z+y) = f(z) + f(y) est un morphisme d’algébres.

Définition 1.5 Sous algébre

Soient A= (D4, Fa) et B = (Dp, Fy) deuz D-algébres. B est une sous algébre de A si et
Seulement si

¢ Chaque Dp, est un sous ensemble de Da, pour toute sorte s de S

et

© pour tout symbole de fonction f de profilu +s avec u = 51,...48n, fp : Dh —+ Dp, est

une restriction de f4 : Dt — Da,.

Exemple 1.6

Soient entiernaturel et entierrelatif les deus ENTIERalgébre de Vexemple 1.8. Il est
clair que entier_naturel et une sous-algébre de entier-relatif.

Définition 1.6 Produit d’algébre

Soit A; = (Da,,Fa,)ier une famille de S_algébres indexées par un ensemble I. Le produit de
ces algébres noté A = (Da, Fa) est une S_algébre définie par :

© Da, = Tier Day, : produit cartésien,

© pour tout symbole de fonction de profil u— s avec u = 81,...,3n et pour tout (71,...,2n)

de (Tier Da)", Ti(fas(21y-+-.%n)) = fa,(Ti(21),--, Ti(2n)), ob Tl; est la 2 projec-
tion.

2.2 Algébre libre et algébre initiale

Définition 1.7 Algébre libre

Soit C une classe de E_algébres et X = (Xz)seg une famille indezée d’ensembles. Nous
appelons ¥-algébre C_libre engendrée par X (ou sur X) toute Bualgébre A= (Da, F4) telle que :

2 AEC,

o XsC Da,,

© pour tout B_algébre B = (Da, Fy) de C et toute famille h : X —+ Dp d'application
hy 1X, — Da,, il existe un unique homomorphisme de A vers B qui prolonge h sur Da.

Les définitions suivantes nous permettrons de donner une définition constructive de Valgébre
libre.

Définition 1.8 Plus petite sous-algebre

Soient A une B_alyebre, et X = (Xz)ses une famille inderée, avec X, C Da,. La plus petite
sous-algébre de A contenant X et notée |X] est carectérisée par son domaine Dixi = (Dix,)ses

qui est défini récursivement par:
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© Dix = XsU {ca | ¢ est une constante de sorte s},

© Dexsgs = Dyes YU Efa(@is-- sta) | Cf) = 4 > 5 et (21,..-,2n) € (Dixy,)"}, avec
U= 81-00) Sn-

Le domaine de sorte s de Valgébre [X] est U>oDix,),-

Hypothése 1

Dans tout ce qui suit, nous supposons que pour chaque sorte s, X,U F, est non vide. Cela

nous permettra de garantir que Dix,), est non vide, et par suite que Dx), est non vide aussi.

Définition 1.9 Sous algébre libre

La sous algébre [X] définie précédemment eat un sous algébre libre générée par X dans A si

et seulement si les conditions suivantes sont vérifiées :

© Pour toute fonction f de profilu + s (non constante), la restriction de

fa: Di —» Da, a[X]* est une fonction injective.

© Pour tout fa : DY —+ Da, et 9a : D4 —> Day, si f #9 alors f([X]*) # 9([X]")-

© Pour tout fa : Dy —+ Da, et pour tout (21,..-,2n) € Diy, fa(tiy.-1tn) ¢ Xe

‘Théoréme 1.1 Extension homomorphe unique/Gal86)

Soient A et B deur B-algébres, X =(Xz)ses une famille indexée de sous ensembles de A,

et [X] Valgébre libre engendrée par X sur A. .

Pour toute famille indezée par s, h : X —+ Dp de fonctionh, : X, —+ Da, il existe un

morphisme unique h : [X] — B tel que:

© pour tout z de X,, hg(x) = hs(x) pour toute sorte s de S

et

« pour chaque symbole de fonction f de profil u + 8 avec u = 1,...,5, et pour tout

(€1,.-+2n) de Diy _

Tia falB1y-++12n)) = fa(Hsy (1), +5 an (tn))-

x —_. [Xx]

B

En atilisant le théoréme précédent nous pouvons démontrer que lalgebre libre engendrée par

X dans une classe d’algebres C, si elle existe, est unique 4 un isomorphisme prés. Le théoréme

suivant nous donne les cas ot cette algébre libre existe.

Théoréme 1.2 /Bir35]

Soient C une classe de algébres stables par produit et par sous algébre et X = (X,)ses une

famille indezée d’ensembles. La D_algébre C_libre sur X existe.
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Convention 1

Nous parlerons d’algébre libre sur X 4 la place d’algébre Clibre sur X quand il n'y aura pas
d'ambiguité sur la classe C.

Définition 1.10 Algebre initiale

L’algébre initiale associée a une classe d’algébres C est | ‘algébre C_libre sur 9.

2.3 Termes, arbres étiquetés

Soient © = (S,F) une signature et X = (X,)ses une famille indexée d’ensembles. Les
éléments de X, sont appelés des variables de sorte s. Soit C la classe de toutes les Dalgebres.
La U_algébre libre sur X existe et elle sera notée par T(F,X). L'algebre initiale sera notée par

T(F)

Définition 1.11 Terme

Nous appelons termes les éléments de T(F, X).

Les termes dont la racine est une fonction ou une variable de sorte s sont dits des termes de
sorte s. L’ensemble des termes de sorte s sera noté T(F, X)s. Les éléments de l’algdbre initiale
sont appelés des termes clos.

Exemple 1.7

Sotent ENS_ORD la signature de l'exemple 1.2, et X = (Xens_ord: Xentier),
avec Xens ord = ({E1,...,Eny---} et Xentier = (21,000) 2ny--}-
Les expressions suivantes sont des termes, éléments de T(ENS_ORD,X): E,,24, ensvide,
unton(B}, 24), max(union(union(ens_vide, <1), min(E)), 24).

Cette forme fonctionnelle des termes n’est pas facile & manipuler, c’est pourquoi nous allons
définir une image isomorphe & celle-ci. Il s'agit de l’arbre étiqueté représentant un terme.

Définition 1.12 Arbre étiqueté

Soient une application t de Nj dans FUX et O(t) son domaine de définition. Alors t est
un arbre étiqueté sur F UX si et seulement si:

© Le mot vide € appartient 4 O(t),

© siu appartient 4 O(t) alors u.i appartient 4 O(2) si et seulement sii est compris entre 1
et Varité de t(u). (On suppose que le point désigne la concaténation entre une suite et un
lément. Il sera indifféremment utilisé & gauche ou a droite).

Exemple 1.8

Soit le terme t = maz(unton(union(ens_vide, x), min(E;)), x4),
O(t) = {¢,1, 11,111, 112, 12, 121, 2}. Sa représentation arborescente est :

mar

o \
union TM%

o Ns
union min

f \ L
ens.vide 1 By
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Lemme 1.1

L’ensemble des arbres étiquetés sur F UX est une D_algébre libre engendrée par X

Comme toutes les D_algébres libres sont isomorphes, alors T(F,X) et ensemble des arbres

étiquetés le sont aussi. Terme et arbre correspondent donc 41a méme notion. Dans la suite nous

utiliserons indifféremment ces deux notions.

Les éléments de O(t) sont appelés des occurrences de t. Elles représentent les différents chemins

d’accés dans l’arborescence de t.

Définition 1.13 Sous terme

Soient t un terme et u une occurrence de t. Le sous terme det @ loccurrence u noté t), est

défini par:

oth =t,

© f(t. sta) jin = ti

Définition 1.14 Remplacement dans un terme

Soient t et t' deux termes et u une occurrence det. Le terme issu de t par remplacement de

son sous terme a l’occurrence u par t’ noté t[u < t'] est défini par:

etetj=t,

© Fltiesesta)lin Ot] = f(t. tifa Ct}. esta)-

Lorsque nous avons une famille d’occurrence (v;)ier 4 remplacer par le méme terme t’, nous

notons t[(v,)iex — t]-

Définition 1.15 Variables d’un terme

Soit t un terme de T(F,X). L'ensemble des variables det noté var(?) est défini par var(t) =

{2 EX | Jue Olt) et ty, =z}.

Exemple 1.9

Soient t = maz(union(union(ens-vide, 21), min(E;)) et t! = min(E}).

t est un sous terme de t 4 l’occurrence 12. ,

t! =¢[112 + t'] = maz(union(union(ens_vide, min(E,)), min(E,)).

var(t) = {z1, Ei}

Définition 1.16 Substitution

Une substitution o est une application de X dans T(F,X). Son domaine noté dom(c) est

égal 4 Vensemble des variables telle que o(x) # x. Le prolongement deo &T(F,X) est un

endomorphisme. Il vérifie done pour toute fonction f de profilu — 3 avecu— si,. va Sny et
pour tout (t; ... ta) de T(F,X)", o(f(ti,-..,tn)) = f(o(th),---,0(tn)). La composition des

substitutions est la composition classique des applications (0f)z = 0((z)).

Une substitution o est appelée substitution close lorsqu’elle est une application de X vers T(F).

Définition 1.17 Filtrage ,

Sotent t et t' deus termes de T(F,X), nous disons que t est une instance de t’ (ou t’ filtre
‘ 1 ,

t) sil existe une substitution o telle que a(t’) = t. La substitution o s’appelle filtre de t’ vers t .
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Définition 1.18 Unification

Deus termes s et t sont unifiables s'il existe une substitution 7, appelé unificateur, telle que

o(s) = o(t).

Proposition 1.1

Si deux termes s et t sont unifiables, il eziste un unificateur 0, tel que pour tout autre
unificateur f., nous puissions trouver une substitution a vérifiant P = aoa.

o est appelé unificateur principal de s et t, il est unique & un renommage pres des variables.

Plusieurs algorithmes ont été proposés pour trouver un unificateur priacipal et notamment dans
[Robé65] et [Hue76].

2.4 Type abstrait et spécification équationnelle

La notion de type abstrait, (GTW78], [Fin79], permet de décrire les objets en séparant com-
plétement la description des aspects apparents du comportement, (définition d’un type et de son
comportement) de la description des aspects qui peuvent étre cachés (détail de limplantation).

Cette propriété parmi d'autres fait des types abstraits un bon outil de spécification. En effet,
la description de leurs aspects apparents peut se faire d’une manidre syntaxique A l'aide de
spécifications équationnelles.

Définition 1.19 Equation simple

Une équation simple est un couple de termes (ty,l2) de T(F,V)2, ots est une sorte appar-
tenant 4 S, elle sera noté ty == ty

Définition 1.20 Spécification équationnelle

Une spécification équationnelle (S,F,E) est la donnée d’une signature E = (S,F) et d’une
famille E = (E,)ses d’ensembles d’équations. Nous la noterons aussi (E,E) quand il n'y a pas

Wambiguité sur la signature

Dans une spécification équationnelle la signature représente la description des objets manipulés

par le type abstrait, tandis que les équations décrivent son comportement.

Exemple 1.10

Dans cet exemple nous allons donner la spécification des booléens avec seulement la négation
7 et la conjonction et comme opérations de base. Cette spécification sera utilisée dans la suite

pour définir les spécifications conditionnelles.

Sorte bool.

opérations:

vrai: —+ bool

fauz : — bool

— : bool — bool

et : bool, bool —+ bool

axiomes :

nwrei == faur

afaur == vrai
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bet fauz == faur

f-axiomes

L’algébre des booléens A-LBOOL sera définie par:

A.BOOL = ({vrai, fauz},{vrai, faux, et, 7})

Exemple 1.11

On considére la spécification algébrique des entiers :

sorte entier.

opérations:

0: —+entier

3: entier — entier

entier + entier — entier

Le comportement d'un type abstrait peut étre décrit en précisant les propriétés des opérations

associées. Parmi ces opérations se distinguent des opérations que nous appelons des construc-

teurs: ce sont les opérations a partir des quelles tous les objets du types abstrait peuvent étre

exprimés ou engendrés. Les autres opérations sont appelés des opérations définies.

Dans l’exemple précédent 0 et s sont les constructeurs et + est une opération définie.

Quand nous aurons besoin de distinguer ces deux types d’opérations dans une spécification

nous la noterons par (S,C'UD, E). C' désignera l'ensemble des constructeurs . D désignera celui

des opérations définies.

Définition 1.21 Sémantique d’une équation simple

Soient A une D_algébre. L’équation t; tz est valide dans A, ou A est un modéle de

ty == te, et nous notons A Fy ty tp, si et seulement si pour toute application

v : var(t:)Uvar(te) —+ Da, v(tr) = v(ta).

L’application v peut étre étendue 4 un morphisme @ entre T(F,X) et Da. La condition de

validité s’écrira alors 0(t,) = (tg).

Une D-algébre A est un modéle d’un ensemble d’équations EF si et seulement si A est un

modéle de chaque élément de E.

Une classe de Dalgébres C' valide une équation si et seulement si chaque algébre de C valide

cette équation.

La sémantique d'un type abstrait associé & une spécification (S,F,E) est donnée par une

sous classe de l’ensemble des (S, F)_algébres validant E et qui sont isomorphes. Chaque algébre

de cette sous classe est une représentation des données du type.

La construction d’une spécification peut se faire avec des enrichissements et des extensions

successives. Beaucoup de travaux ont été effectués dans ce domaine. Pour plus de détails voir

(GTW78], (Fin79] [Rem82] et [TW82] dans lesquelles on peut trouver les différentes sémantiques

associées aux spécifications. Par contre nous allous nous attaquer au probléme de validité d’une

équation dans une spécification équationnelle.

CHAPITRE 1. ETUDE FORMELLE DU PROBLEME DE VALIDITE



24

3 Probléme de validité

Maintenant que nous avons défini les pierres de base, nous allons nous intéresser au problémes
de validité. Il existe deux types de validité d’une équation dans une spécification: La validité
équationnelle et la validité inductive. La premiére consiste 4 utiliser des remplacements de termes
par leurs égaux jusqu’a trouver une égalité entre les termes. La deuxime consiste a utiliser une
récurrence sur certaines variables. Pour ces deux types de validité nous allons commencer par
leur aspect formel pour retrouver & la fin leur aspect syntaxique.

Exemple 1.12

On considére la spécification des entiers de Uexemple 1.11. L’équation x + s(0) == s(x) est
équationnellement valide, tandis que les équations x + y == y +2 et ’équationz-+(y+z) ==
(c+y)+z nécessitent une récurrence. Elles sont inductivement valides.

3.1 Validité équationnelle

Une équation est équationnellement valide dans une spécification si est seulement si elle est
valide dans tous les modéles de celle ci. La notion de variété équationnelle regroupe l'ensemble
de ces modéles.

Définition 1.22 Variété équationnelle d’algébres

Soit E un ensemble d’équations d’une spécification (S, FE). Une variété équetionnelle
@algébres engendrées par E, noté par M(E) est la classe de toutes les algébres validant B.

Définition 1.23 Validité équationnelle d’une équation simple

Soient SP = (B, B) une spécification équationnelle et t), tz deuz termes deT(F,X). L'équation
t == ta est éguationnellement valide dans SP si et seulement si elle est valide dans chaque
algébre de M(E). Nous la notons par SP fy t) == ty ou E Ky ty == ta.

Pour pouvoir automatiser cette définition sémantique de Ja validité, nous voudrions Jui donner
un aspect syntaxique. Pour cela nous allons nous intéresser & Ia congruence engendrée par
l'ensemble d’équations de la spécification. Et le probléme de validité d’une équation se résumera
a tester si celle-ci appartient & une classe d’équivalence de cette congruence.

Définition 1.24 Congruence

Soit A= (Da, Fa) une E-algébre. Une congruence = sur A est une famille indexée (~s)se5
de relations telle que chaque relation ~, est une relation d’équivalence sur D4 qui vérifie la
condition suivante :

© Pour chaque symbole de fonction f de profil u —» s avec u = $1,...,5_ et pour tout
(21,-.52n) et (yay.-+5 Yn) de DY

Si Zi %s, ys pour tout 7 de [1..n] alors fa(zy,...,2n) & fAVIs.--.Yn)

La classe d’équivalence de x modulo ~, sera notée par [z]..

Définition 1.25 Algébre quotient

Soient A une E_algébre et ~ une congruence sur A. L’algébre quotient Aja est définie par
Da). = (Da,jr,)ses comme domaine, et F4,. comme ensemble d’opérations. Ces opérations
vérifient la condition suivante :
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© Pour tout symbole de fonction f de profilu > s avect = $1,...,8,, pour tout ([aiJs,,---,[@nlen)

élément de Di jx.

Fajen (l@r)s,, +5 [nlon) = [falar «++ @n)]e-

La famille indexée hy = (hw,)ses avec hx, : Da, —* Dam, et tel que hw,(z) = [2],, est un

morphisme de A vers Ajw.

Appliquons maintenant cette notion de congruence sur les équations.

Définition 1.26 Congruence engendrée par un ensemble d’équations simples

Soit E un ensemble d’équations sur T(F,X). Le plus petite congruence sur T(F,X) conte-
nant tous les couples (a(t), o(t2)) ot t, == tg est une equation de E et o une substitution, est

appelée la congruence engendrée par E ou la E_égalité et notée =p.

Définition 1.27 Théorie équationnelle

La théorie équationnelle engendrée par un ensemble d’équations E est égale 4 l’ensemble des

équations qui sont valides dans tous les algébres de M(E).

Lorsque E est l'ensemble vide nous parlons de la théorie équationnelle vide qui correspond &

T(F,X).

Théoréme 1.3 [EM85] /

L’algébre libre associée a la variété équationnelle M(E) d’algébres engendrées par un en-

semble d’équations E est égale a (T(F,X)j=,,F).

Ce théoréme a pour conséquence de transformer la preuve de la validité d’une équation t ==
dans M(E) en une preuve dans (T(F,X)/=,,F). Cela est suffisant car d’aprés la définition

de l'algebre libre il existe toujours un morphisme de (T(F, X)/..g,F) vers chaque algebre de

M(E). Mieux encore la preuve de la validité dans (T(F, X)/,, F) peut se faire d ‘une maniére

ayntaxique en utilisant la relation =z . Cela est une conséquence du Théoréme de Birkhoff qui

est la base de la logique équationnelle.

Théoréme 1.4 /Bir35]

Soit E un ensemble d’équations. Une équation ty

et seulement sit) =F te.

t est valide dans la variété M(E) si

La relation =, peut étre définie comme la fermeture reflexive symétrique et transitive de la

relation de E_égalité en une étape noté par Hg.

Définition 1.28 E.égalité en une étape

Soient E un ensemble d’équations et t, et te deux termes. t; est E_égale a tg en une étape,

noté par t tg ta, si et seulement si:

il existe une équation g == d de E, une occurrence u de t, et une substitution o tels que

tiyy = 0(g) (ou resp ti, = o(d)) et ty = t[u — o(d)} (ou resp ty = t[u - o(g)]).

Ainsi pour deux termes ¢ et t, t =, ¢’ si et seulement si il existe (t),...,tn) de T(F,X)"

tels que

et=t
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Maintenant pour prouver qu’une équation ty tz est valide dans la variété M(E) d’algebres
engendrées par un ensemble d’équations Z, il faut et il suffit d’utiliser un nombre fini de fois la
relation 4g qui consiste & faire des remplacements des termes par leurs égaux. Nous disons dans
ce cas que t; == t est une conséquence équationnelle de E et nous la notons par E'k ty == tp.

3.2 Validité inductive

L’autre aspect de validité des équations dans une spécification est celui de la validité induc-
tive. Il s'agit des équations qui nécessitent une récurrence pour étre prouvées. Cette récurrence
utilise comme support l'ensemble des constructeurs de la spécification dans laquelle va se dé-
touler la preuve. Il s'agit donc d’une validité inductive relative A cet ensemble de constructeurs
{Zha88,GG88]. Intuitivement, la validité inductive d'une équation est définie comme la validité
de celle ci dans les algebres associées & la spécification donnée qui sont image homomorphe de
Valgébre des termes clos sur les constructeurs.

Convention 2

Dans la suite, nous supposons donnée une spécification (S,C UD, E) avec F = CUD et
CND=B8. Nous supposons aussi que Vensemble des constructeurs est non vide.

Définition 1.29 Algebre C_finiment engendrée

Une algebre A = (Da, Fa) est une algébre finiment engendrée en respectant les constructeurs
si la restriction du morphisme ha de T(E) a A sur T(C) est surjective. Nous dirons aussi que
A est une algébre C.finiment engendrée.

Tntuitivement, une algébre C-finiment engendrée est une algébre qui est image homomorphe de
T(C) qui est l’algébre des termies clos sur les constructeurs.

Définition 1.30 Validié inductive d’une équation

Une équation t; == ty est inductivement valide dans une spécification (S, F, E) en respectant
les constructeurs si est seulement si elle est valide dans toute algébre C_finiment engendrée de
M(B). Nous la notons SP yp t; == tz ov B pt; == ty. Avec D=(S,F).

Comme dans le cas de la validité équationnelle, nous allons donner un aspect syntaxique a cette
définition formelle de validité inductive. Pour cela nous allons définir la congruence engendrée
par ensemble d’équations H sur l’algébre T(C).

Proposition 1.2

Soit (S,F,E) une spécification équationnelle. La plus petite congruence contenant tous les
couple (o(t,),0(tz)) ot ty t est une équation de E et o une substitution de X vers T(C)
est égale dla restriction de la congruence =p sur T(C)

Proposition 1.3

L'algébre quotient (T(C))_.,,F) oppelée algébre des constructeurs est égale & Ualgébre initiale
de la classe d’algébres de M(E) qui sont C_finiment engendrées.
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Preuve:

Nous pouvons facilement constater que (T(C)/-,, F) est C_finiment engendrée. Mais

il reste & montrer que pour toute algébre A C_finiment engendrée il existe un homo-

morphisme hap: T(C)ja, —+ Da.

Soit A une Y_algébre C_finiment engendrée, alors il existe un homomorphisme sur-

jectifha :T(C) —+ D4. Cet homomorphisme définit une congruence =, sur T(C)

telle que t =, ¢' si et seulement si ha(t) = ha(t’).

Or, =e est la plus petite congruence sur T(C), donc =z C =, et par conséquent

(de C [fla

En d’autres termes pour tout terme t! € [t]a,, t’ € [t]=, et par conséquent ha(t) =

ha(t). L’homomorphisme h ag est alors défini par hap ([t]=3) = ha(t)-

Cette proposition a pour conséquence de ramener la preuve de validité inductive de la preuve

dans toutes les algebres C_finiment engendrées de M(E) ala preuve de validité dans (T(C)/-,, F)

qui est Valgebre initiale de cette classe. Or pour prouver la validité d’une équation dans cette

algébre il faut et il suffit de prouver que toute instance close dans les constructeurs de cette

équation est équationnellement valide :

Théoréme 1.5

Une équation t; == tz est inductivement valide en respectant les constructeurs si et seule-

ment si pour toute substitution close sur les constructeurs o : X —+T(C), o(t:) = o(t2).

En résumé, pour prouver qu’une équation est inductivement valide dans une spécification, il

suffit prouver que les résultats du remplacement de ses variables par toutes les instances closes

aur les constructeurs possibles sont équationnellement valides. Il est clair que le recencement

de toutes les instances closes possibles construites 4 partir des constructeurs ne peut pas étre

automatisable. Dans le chapitre 3 nous allons utiliser une méthode pour contourner ce probléme.

3.3 Spécification conditionnelle

Dans le paragraphe précédent nous avons défini les spécifications équationnelles avec seule-

ment des équations simples. Or, comme nous pouvons le voir plus formellement dans (TW82],

ces spécifications ne sont pas assez puissantes pour exprimer certains problémes informatiques.

D’oi l’introduction des équations avec des préconditions ou autrement dit des équations condi-

tionnelles.

Daas cette étude, nous allons nous intéresser & une catégorie particuliére d’équations condi-

tionnelles dont les préconditions sont de sorte booléenne. Ainsi, dans tout ce qui suit, nous

considérons une signature Z = (S,F) avec une sorte spéciale bool. A cette sorte correspond

un ensemble de symboles de fonction Fy. contenant seulement deux constantes vrai et fauz.

Feoot peut contenir d’autres fonctions d’arité supérieure 4 0. Les D_algébres contiennent donc

une sous-algébre isomorphe & |’alg8bre des booléens définie dans l’exemple 1.10. Rappelons

aussi, qu’un terme booléen est un élément de T(F, X) soo; autrement dit c'est un terme dont la

racine est une fonction ou une variable de sorte bool.

Définition 1.31 Equation booléenne

Une équation t == p est une équation booléenne si et seulement sit est un terme booléen de

T(F,X)boot ne contenant pas de connecteur logique et p une constante booléenne vrai ou faux.
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Définition 1.32 Equation conditionnelle

Une équation conditionnelle peut avoir l'une des deur formes suivantes :

© NienjPi == Pi > 9 == 4,

© AietnfPi == PL => 9 == (dh, da).

avec p; == p! sont des équations booléennes.

Une spécification (S, F, E) est dite conditionnelle si E contient des équations conditionnelles

Intuitivement, la premiére forme signifie que si p; = pi et ... et pn = pl, alors g =d.

La deuxiéme signifie que si pj =p; et ... et pn = pl, alors g = di sinon g = dp.

Exemple 1.13

La spécification du type ensemble ordonné peut étre définie par (EN SORD, E), oh ENS-ORD

est la signature définie par: ({ens_ord, entier, bool}, {ens.vide, union, difference, estvide, min,

max, =, <})
Avec le profil suivant des opérations :

ens_vide : —+ ens_ord,

union :ens_ord x entier —+ ens_ord,

dif ference : ens.ord x entier —+ ens_ord,

estuide : ens_ord ——+ bool,

maz :ens.ord —+ entier,

min :ens.ord —+ entier,

entier x entier —> bool

entier x entier —+ bool

axiomes :

difference(ensvide,xi) =

(zi = yi) == vrai = difference(union(zE, zi), yi)

(difference(2E, yi), union(differeince(zE, yi),zi))

appartiente(ensvide,zi) == faur

(vi = yi) == vrai > appartienta(union(zE,zi),yi) == (vrai, appartienta(zE,yi))

estvide(ensvide) == vrai

estvide(union(zE,zi)) == fauz

min(ensvide) == INFINI

min(union(zE,zi)) == inf(zi, min(xE))

maz(ensvide) =

maz(union(zE,zi)) == sup( zi, maz(zB) )

ensunde

(21 < yi) == vrai = inffri_, yi) == (ai, yi)

(yi < Bi) == vrai => sup(zi,yi) == (zi, yi)

faxiomes

theoremes

estuide(E) == vrei => (card(E) = 0) == vrai

estvide(E) == faur = min(E) < maz(E) == vrai

fiheo.
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Avant de définir formellement la sémantique de ces équations conditionnelles, nous allons donner

un apergu sur les différents travaux qui abordent les spécifications conditionnelles.

Différentes approches des spécifications conditionnelles

Les travaux sur les spécifications conditionnelles et leurs propriétés globales ont connu ces der-

niéres années une expansion considérable. Leurs objectifs est de pouvoir utiliser les mémes résul-

tats obtenus dans le cas des spécifications avec des équations simples. Une diversité d’approches

qui se distinguent par des formes syntaxiques différentes des équations conditionnelles, a été

alors proposée. Parmi cette diversité nous pouvons en distinguer trois.

La premiére approche utilise des équations conditionnelles qui ne contiennent pas & priori

d’équations booléennes, En effet, les conditions sont des conjonctions d’équations quelconques

avec des termes de méme sortes. Cette approche a été utilisée dans [Kap84]. L’auteur montre

que les résultats obtenus dans le cas des équations simples peuvent étre prolongés au cas des

équations conditionnelles. Il garantit l’existence de |’algébre initiale et l'algébre libre pour de

nombreuses spécifications. Ces idées ont été ensuite améliorées dans [Kap87] et [Gan87]. Nous

pouvons retrouver cette méme forme d’équations conditionnelles, sous le nom de clause de Horn

équationnelle, dans [KR87b] qui utilisent d’autres méthodes pour prouver la complétude des

systémes de réécriture conditionnelle.

Une deuxiéme approche utilisée dans [Nav87], considére les spécifications conditionnelles

comme des extensions de la spécification des booléens. Les préconditions sont des formules

propositionnelles. L'auteur fournit un systéme de déduction qui permet de compléter de telles

spécifications.

La troisitme approche que nous pouvons trouver dans [BR88] utilise des équations condi-

tionnelles avec des équations booléennes dans les conditions. Les auteurs ont défini le compor-

tement de ces spécifications par rapport aux booléens (consistance et complétude par rapport

aux booléens). Dans ces conditions l’existence de l’algébre initiale est garantie dans le cas des

spécifications hiérarchiques.

L’approche que nous avons adoptée utilise la méme forme de préconditions que dans [BR88}.

Mais comme nous |’avons signalé dans l’introductions nous nous sommes penchés sur la preuve

de propriétés élémentaires plutét que sur la preuve des propriétés globales des spécifications.

Toutefois, il faut signaler aussi que nous avons utilisé deux formes différentes d’équations condi-

tionnelles: la forme si-alors et la forme si-alors-sinon. Les équations qui sont de la premiére

forme seront réservées pour exprimer les opérations partiellement définies ainsi que les pré-

conditions sur les opérations. Les équations de la deuxiéme forme seront utilisées pour exprimer

les opérations complétement définies, Cette derniére forme permet de bien contréler la définition

des opérations dans le sens oi elle les définit de maniéres exhaustives. Par ailleurs, nous verrons

dans le chapitre 4 que cette forme permet de générer automatiquement des ces dens le but de

faciliter la réduction des termes.

Il faut signaler aussi que cette forme de conditions que nous avons choisi n’est pas une

restriction sur l’expressivité des spécifications. En effet, toute forme particuliére d’équation

conditionnelle peut étre transformée sous forme d’équations telles qu’elles sont définies dans

la définition1.32 en ajoutant éventuellement d’autres équations. Par exemple, une équation

conditionnelle de la forme p; V...V pn => g == d peut se transformer en plusieurs équations
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Validité dans une spécification conditionnelle

Définition 1.33 Sémantique d’une équation conditionnelle

Soit A une D_algébre et ¢ une équation conditionnelle, sie est de la forme:

© Aieti.njPi == Pi => g == d alors e est valide dans A et nous notons A Fz e si et

seulement si pour tout application v : X —+ Da, si pour tout i de [1..n} v(pi) = v(pi)

alors v(g) = v(d).

© Aieli.njPi == Pi => 9 == (di, da) alors € est valide dans A et nous notons A Fy e si et

seulement si pour toute application v : X —+ Da

= si pour tout i de [1..n} v(pi) = v(p!) alors v(g) = v(di),

— si il existe uni de [1..n] tel que v(pj) = v(-p!) alors v(g) = (da).

Soit ¢ une équation conditionnelle qui peut avoir une des deux formes précédemment décrites,

alors e est valide dans une classe d’algébre si et seulement si elle est valide dans chaque algébre

de celle-ci.

Convention 3

Une équation simple peut étre considérée comme une équation conditionnelle de la premicre

forme avec n =0.

Quand nous parlerons dans la suite d’un ensemble d’équations E il sera sous entendu qu’l

contiendra aussi bien des équations simples que des équations conditionnelles.

Comme dans le cas des spécifications avec des équations simples, la validité équationnelle d’une

équation est définie par la validité dans la variété d’algébres engendrées par l'ensemble des

équations de cette spécification. Afin de proposer une méthode syntaxique pour prouver cette

validité, comme ce qui a été fait dans [Rem82] et [Kap84], nous allons étendre les résultats obte-

nus dans le cas des équations simples. Cela se traduit par le calcul de la congruence engendrée

par un ensemble d’équations conditionnelles, puis par une extension du théoréme de Birkhoff.

Définition 1.34 Congruence engendrée par un ensemble d’équations conditionnelles

Soit E un ensemble d’équations conditionnelles. La congruence =p engendrée par E est

définie par approximation successive comme suit:

=o est la plus petite congruence contenant tout les couples (o(ti),0(t2)), pour toute équa-

tion t, == ts appartenant a E et pour toute substitution o.

=,41 est la plus petite congruence contenant les couples (t;, tz) tels que t) =; tz ow il existe

une équation conditionnelle :

~ Nett.nyP) == p, => g == d et une substitution o telles que pour tout j [1..n],

o(p;) =i Pi, ty = 0(g) et te = o(d).

= Ajetu.niPs == P} > 9 == (di, dg) et une substitution 9 telles que:

* pour tout j € [1..n], o(p;) =i pj, t1 = o(g) et te = o(d1)

ou

* ileziste unj € [1..n] tel que o(p;) =i 7p} et pour toutk # j et k € [1.-n], o(p) =

ep, ty = 0(g) et tp = o(da). € est égale d— ow le mot vide.
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=e est alors égale 4 Uspo{=i}

L’existence de cette congruence peut étre prouvé en utilisant la théorie de point fixe comme

dans [Rem82|, [Kap84] ou [Bou88a]. Mais pour garantir que la congruence soit non triviale et

par suite garantir l’existence d’une algebre initiale correcte, il faut faire attention au traitement

des préconditions booléennes. L’exemple suivant montre que la partie booléenne de lalgebre

initiale peut étre non conforme ce qui est attendu.

Exemple 1.14 /KR87a)

Soit SP = (S, F, E) la spécification suivante:

1. $ = {bool},

2. F ={true, false, p, g : — bool},

3. E={p == false = q == true}

Ep est Videntité et le support de Valgébre initiale de la spécification SP est Vensemble {p, 4

true, false} ot p, q, true, false sont les valeurs respectives des constantes p, q, true et false.

Cependant, la partie booléenne de cette algébre initiale n'est pas isomorphe a l'ensemble {true,

false}.

Pour cela nous allons supposer que les spécifications conditionnelles utilisées vérifient deux pro-

priétés qui définissent le bon comportement de ces spécifications par rapport aux booléens. Ces

propriétés sont la complétude et la consistance par rapport aux booléens.

Définition 1.35 Complétude par rapport aux booléens /BR88}

Soit SP =(Z, E) une spécification conditionnelle,

SP est complete par rapport aur booléens si ct seulement si pour chague terme booléen clos t,

t=, vrei out =p faur.

Cette propriété assure que chaque terme booléen clos ne peut se réduire qu’ & vrai ou fauz

Définition 1.36 Consistance par rapport aux booléens /BR88)

Soit SP = (£, E) une spécification conditionnelle,

SP est consistante par rapport aur booléens si et seulement si vrai =sp fauz.

Comme conséquence de la consistance par rapport aux booléens, pour chaque terme booléen clos

t, sit=g vrai alorst #z fauc.

Comme dans le cas des équations simples, la théorie équationnelle engendrée par un ensemble

d’équations conditionnelles est égale & (T'(F,X) j=, F), qui est aussi-la U-algebre libre associée

& la variété d’algebres M(Z) engendrée par E. D’autre part, le théoréme de Birkhoff peut étre

prolongé aux équations conditionnelles. Cela veut dire que la méthode syntaxique qui consiste

& remplacer des termes par leur égaux reste valable dans le cas des équations conditionnelles.

La validité inductive est définie de la méme manitre que dans le cas des spécifications avec des

équations simples.

Théoréme 1.6 [Rem82]

Soit E un ensemble d’équations conditionnelles.

t, == ty est valide dans M(E) si et seulement sit) =p tz.
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4 Calcul des prédicats du premier ordre

Dans les paragraphes précédents nous avons défini la validité d'une équation simple dans

des spécifications simples puis conditionnelles. Pour étendre la classe de propriétés élémentaires

& prouvées nous allons définir la notion de formule équationnelle. Dans ce paragraphe nous

rappelons les concepts essentiels de la logique du premier ordre [Sho67]. Ces concepts seront

utilisés ensuite pour définir la validité d’une formule équationnelle. Nous les utiliserons aussi

dans le chapitre consacré & la décomposition pour pouvoir prouver la correction de nos régles

d’inférences, Nous allons surtout parler de la logique du premier ordre multi-sortes puisque nous

utilisons des équations dont les membres sont des termes qui peuvent avoir plusieurs sortes.

4.1 Syntaxe de la logique du premier ordre multi-sortes

Définition 1.37 Langage de la logique du premier ordre

Un langage L de la logique du premier ordre est composé:

@ d’une signature D = ($ Ubool, FSU PS) telle que:

— bool est la sorte des booléens;

~ L’ensemble des symboles de prédicats PS est caractérisé par la fonction de profil

r : PS —>+ S* x {bool} qui associe & chaque symbole de prédicat P un profil

r(P) =u — bool. La longueur de la suite u est Varité du prédicat P. Siu est vide P

est un symbole de proposition;

— L’ensemble FS est UVensemble de symboles de fonctions et de constantes non boo-

léennes,

© d'une famille X = (X,)ses de variables,

© des connecteurs logiques A (et), V (ou), > (implication), + (€quivalence) qui ont un profil

(boot, bool — bool) et + (non) gui a un profil (bool —+ bool),

© des quantificateurs : pour toute sorte s de SV, (pour tout) et 3, (il existe),

© et des symboles auciliaires '(’ et ’)’.

X,FS,PS sont supposé étre disjoints.

Les termes sont les éléments de T((S, FS), X).

Définition 1.38 Atome

Soient P un symbole de prédicat de PS de profil u — bool, avec u = s1,...,5n et (th,..-,tn)

un élément de T((S, FS), X)* (t; est un terme de sorte s,). Nous appelons atome tout terme de

la forme

P(ti,...tn)-

Liensemble des atomes est noté par A(SF,SP,X)

Définition 1.39 Formule du premier ordre

Une formule du premier ordre est définte par:

@ Tout atome est une formule,
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© soient f, et fy deux formules alors (f, A fe), (fi V fe), (fi D fa), (fi fe) et 7f, sont

des formules.

© pour toute variable x de sorte s et pour toute formule f,, Vsxf, et arf, sont des formules.

Pour la simplicité de notations, nous écrirons Vaf, et Srf; & la place de Vzf; et Aycfi.

Remarque 1.1

Nous avons noté limplication par le symbole > au eu du symbole >, pour différencier les

formules équationnelles des équations conditionnelles. Cela 4 pour but de différencier les deux

concepts, mais il est clair que les Equations conditionnelles de la forme si-alors sont des formules

équationnelles.

Définition 1.40 Variables libres et variables liées

Soit f; une formule. L’ensembles des variables libres de f, noté FV(f,) et Vensemble des

variables liées de f noté BV(f,) sont définis par:

© Soit f, un atome alors BV(fi) = et FV(fi) =0

© Soient f, et fo deux formules alors BV(f, * fo) = BV(fi) U BV(fo) et FV(fi * fo) =

FV(fi) UFV(f2) avec * € {V,A,, 4},

¢ BV(~fi) = BV(f) et FV(ofi) = FV(fi),

¢ BV(Wzf,) = BV(fi)U {2} et FV(Wefi) = FV(fi) — {2},

© BV (Gxfi) = BV(fi)U {2} et FV Gzfi) = FV(fi) ~ {2}-

Une formule f; est dite close si BV(f:) = var(fi).

4.2 Sémantique de la logique du premier ordre

Définition 1.41 Interprétation

Une interprétation I d’un langage du premier ordre sur une signature 5 = (SUbool, SFUSP)

est une S_algébre multi-sortes I = (Dy, F; U Ri):

© Dy est le domaine d’interprétation avec Dioo = BOOL = {vrat, fauz},

F; est un ensemble d’applications dans D; associé & l’ensemble de symboles de fonction

FS tel que 4 chaque symbole f profilé par u — s, nous assoctons la fonction I(f) = fr :

Di — Ds,

© Ry est Vensemble d’applications de D; vers BOOL (ou de relations) associés aux prédicats

de PS, tel que & chaque prédicat P de PS profilé par u - bool nous associons la relation

P; : Dj — BOOL.

Une interprétation permet de donner un sens 4 une formule en donnant aux connecteurs logiques

leur signification habituelle.

Définition 1.42 Valuation

Une valuation v : X —+ Dy d’une interprétation I est une famille indezée (v,)scs d’applications

vs: X,—+ Dy,

Cette valuation peut étre étendue sur T((S, SF), X) et A(SF,SP,X) par morphisme :
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o VF E PS, v(f(ti,-.-stn)) = 1(F)(v(ti),-.-.2(ta)),

© WPE PS, v(P(ti,---stm)) = I(P)(v(ti),.-.,v(tm))).

L’ensemble de ces valuations sera noté par |X —+ Dy}.

Une valuation v permet d’associer & un terme t de T((S, SF), X)) une valeur (I,v)(t) dans Dy

et & chaque atome a une valeur booléenne (J,v)(a) dans {vrai, fauz}. Elle peut étre étendue &

une formule en appliquant les régles suivantes:

soient fi, fo deux formules, alors

© (1,0) (fi * fo) = (1, 2)(fa) * (L,v)(fo) avec * € {V,A D, }

© (Left) = 9U,2)(f).

Définition 1.43 Valeur d’une formule

La valeur d’une formule fy dans une interprétation I noté par valy(f,) est Vensemble des

valuations v de [X —+ Dy] telles que (I,v)(f,) = vrai.

valy(fi) peut étre caleulé par récurrence sur la forme de f, : soient fi et fy deux formules alors :

© vali(fi V fo) = valy(fi) Uvaly(fr)

© valy(fi A fo) = val;(fi) Mvaly( fa)

@ valy(=fi) = complément de val;(f;) par rapport & [X —> Dy].

© val;(Vsrfi) = {v © [X —+ Dj] | Wo! € [(X — Dy] si u1x~42) = Ux(2) alors v' €

vali(f1)}

# valy(Byzfi) = (v € [X — Dy] | 30! € [X — Dy] telle que x12) = Ux ge) et E

valy(fi)}

Définition 1.44 Validité d’une formule

Une formule f, est valide dans une interprétation I si et seulement si valj(f,) = [X —+ Dy].

Nous la notons par I = fi. :

Théoréme 1.7

Soit f, une formule avec un ensemble de variables libres FV(f,) = (21,..-,2q), la cldture

universelle de A est une formule A' =V1,,...Vz,A, alors A est valide dans une interprétation
I si et seulement si A’ est valide dans I.

5 Application aux formules équationnelles

Etant données une signature 5 = (S, F) et une famille indexée d'ensembles de variables

X = (X,)se5, notre objectif est de définir une formule équationnelle comme une formule d’un

langage du premier ordre LE dont l'ensemble des atomes A(F, PS, X) est égale & l'ensemble

des équations simples. Or, une équation simple est un couple de termes reliés par le symbole

d’équation ’==". L'ensemble des prédicats PS sera donc égal a {==}. Cette appellation n'est

pas nouvelle parce que nous avons trouvé chez plusieurs auteurs la notion de clause de Horn

équationnelle, notamment chez [Kap84,Rus87,Coms8}.

Nous allons nous intéresser 4 un ensemble particulier de formules de ce langage du premier

ordre LE.
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Définition 1.45 Formule équationnelle

Une formule équationnelle est une formule du langage du premier ordre LE, telle que toutes

ses variables sont supposées universellement quantifiées.

Puisque les termes des formules équationnelles sont des éléments de T(F,X), nous parlerons de

formules équationnelles sur T(F, X).

Exemple 1.15

Un exemple de propriété élémentaire que nous pouvons prouver sur la spécification des en-

sembles ordonnés de l’exemple 1.18, peut étre exprimée par la formule équationnelle

estvide(E) == faux > min(E) < maz(E) == vrai

5.1 Validité d’une formule équationnelle

Nous allons définir la validité d’une formule équationnelle comme un prolongement de la vali-

dité d’une équation dans une algébre. Pour cela nous allons nous intéresser 4 des interprétations

particuliéres que nous allons construire partir d'une algébre donnée.

Proposition 1.4

Soit A une L-algébre, que nous pouvons considérer aussi comme une interprétation du lan-

gage du premier ordre LE, Une équation t; == ta est valide dans la L_algébre A st et seulement

si elle valide dans V'interprétation A.

Preuve:

Signalons d’abord que V'interprétation du ==, A(==) est égale A = et que toute

application v : X —+ Dg peut étre prolongée & une valuation v' : X —> D4

telle que v/(t; == ty) = (u(t) = v(tz)). Cette preuve consiste & montrer que les

définitions des deux validités sont équivalentes:

ty == ty est valide dans la Dalgebre A si et seulement si, pour toute application

v: X —+ Da, v(t) = v(t). Ce qui est la méme chose que (u(t;) = v(t2)) =

vrai. Ce qui est équivalent & (v'(t)) A(==)0'(te))) = vrai. Qui est la définition de

la validité de t; == t, dans A.

Cette proposition nous montre |’équivalence entre la validité d'une équation considérée comme

un couple de termes et la validité de celle ci considérée comme un atome du langage du premier

ordre LE. Cela nous permettra, en utilisant la définition 1.43, de définir la validité d’une formule

équationnelle dans une algébre comme un prolongement de la validité d’une équation.

Définition 1.46 Vali d’une formule dans une algebre

Sotent f une formule équationnelle et A= (Da, F 4) une D_algébre. Nous disons que f est

valide dans A si et seulement si pour toute valuation v : X —+ DaU BOOL, v(f) = vrai.

Nous la notons par Ay f.

De la méme maniére qu'une équation, une formule f est valide dans une classe d’algébres C si

et seulement si elle est valide dans chaque algeébre de C’.

Définition 1.47 Validité équationnelle d’une formule
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Une formule f est équationnellement vakde dans une spécification SP = (S,F.E) si et

seulement si elle est valide dans chaque algébre de la variété M(E). Nous pouvons dire aussi

que f est une conséquence équationnelle de SP ou de E, et nous la notons respectivement par

SP kp f et Ebp f.

Définition 1.48 Validité inductive d’une formule équationnelle

Une formule f est inductivement valide dans une spécification SP = (S,C U D, E) en res-

pectant les constructeurs C si et seulement si elle est valide dans chaque algébre C_finiment

engendrée de M(E). Nous la notons SP Fs f ou E Fy f.

Comme dans le cas d’une équation simple pour prouver la validité inductive d’une formule il

suffit de prouver la validité de celle ci dans l’algébre des constructeurs (T(C)j=,,F) qui est

Palgébre initiale de la classe des alg‘bres C_finiment engendrées. Pour prouver cette validité il

faut et il suffit de prouver que toutes instance closes sur les constructeurs de cette formule soit

équationnellement valide:

Proposition 1.5

Une formule équationnelle f est inductivement valide dans une spécification SP = (S,C U

D, E) si et seulement si pour toute substitution close sur les constructeurs 0 : X —> T(C),

a(f) est équationnellement valide dans SP.

6 Conclusion

Dans ce chapitre nous avons essayé de donner progressivement une sémantique formelle au

probléme de validité d’une propriété élémentaire dans une spécification. Ainsi, nous avons défini

la validité équationnelle et inductive des équations simples dans des spécifications simples puis

conditionnelles. Nous avons vu que cette validité formelle pourrait se transformer & une validité

syntaxique. Nous avous terminé par les définitions formelles de la validité équationnelle et

inductive d'une formule équationnelle. La question qui se pose maintenant est: est ce que ces

systémes de déduction que nous avons définies pour les équations simples peuvent se prolonger

aux formules équationnelles? Les chapitre 2 et 3 auront comme objectif respectif de répondre &

cette question dans le cas de la validité équationnelle et de la validité inductive.
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Chapitre 2

Décomposition et validité

éequationnelle

Introduction

Dans le chapitre 1 nous avons défini une méthode syntaxique pour tester la

validité d’une équation dans une variété d’algébres engendrées par un ensemble

d’équations. La question que nous nous posons ici, est de savoir si il existe une

méthode similaire pour tester la validité d’une formule équationnelle. Les travaux

qui existent actuellement répondent & cette question dans des cas particuliers de

formules sous forme d’implication e, 5 e2, comme dans, par exemple, LP [GG89].

Des formes plus générales de formules équationnelles sont traitées dans [Gog88].

Ce que nous allons proposer dans ce chapitre, c'est une méthode plus générale

pour traiter une classe plus grande de formules. Cette classe sera déterminée par la

possibilité ou non d’appliquer cette méthode & une formule équationnelle donnée et

par la possibilité d’utiliser des régles de déduction simple pour prouver sa validité.

Cette méthode cousiste 4 essayer de ramener la preuve de validité d’une formule &

la preuve de validité de certaines équations qui la composent. Pour cela nous allons

essayer de transformer la formule 4 prouver sous une forme la moins complexe et

la plus maniable possible, sur laquelle nous pourrons appliquer la méme méthode

de preuve que dans le cas d’une équation simple. La validité équationnelle d’une

formule va donc se ramener 4 la validité équationnelle de certaines équations qui la

composent. Les autres équations vont servir comme hypothéses pour cette preuve.

L’objectif de ce chapitre est de décrire la stratégie qui nous permettra de passer

d'une formule donnée 4 un ensemble d’équations tel que la preuve de validité de

ces équations soit suffisante pour réaliser la preuve de validité de la formule. Cette

stratégie est basée sur deux principes. Le premier, souvent utilisé dans la logique

du premier ordre, qui dit que pour prouver une formule universellement quantifiée il

suffit de fixer ses variables et les considérer comme de nouvelles constantes, puis de

prouver la formule résultante. Le deuxiéme que chacun d’entre nous emploie chaque

fois qu’il est confronté & un probléme complexe. I] s'agit de la décomposition. Cela

consiste 4 diviser le probléme initial en plusieurs sous problémes avec des contextes

différents, tels que le regroupement des solutions de ces sous problémes soit équivalent

a la solution du probléme initial.
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Dans ce cadre nous allons définir une structure qui va étre le support de cette

stratégie de décomposition. Nous donnerons ensuite une sémantique & cette struc-

ture. Puis nous décrirons cette stratégie sous forme de régles d’inférences et de

tactiques. La preuve de correction de ces régles d’inférences nous permettra de prou-

ver la consistance de cette méthode. Nous donnerons ensuite la classe de formules

sur lesquelles nous pourrons appliquer cette méthode. Enfin nous verrons comment

se ramener & la validité équationnelle de quelques équations seulement.

2 Passage d’une formule avec variables 4 une formule close

Nous avons signalé qu'une formule équationnelle est une formule supposée étre universelle-

ment quantifiée. Or en logique du premier ordre, nous savons que la cléture universelle d’une

formule est valide si et seulement si cette formule est valide. Cela veut dire que les variables

libres de cette formule sont considérées comme de nouvelles constantes. L'objectif de ce para-

graphe est de pouvoir étendre ce raisonnement aux formules équationnelles. Autrement dit, nous

voulons prouver la validité équationnelle d’une formule équationnelle nouvelle en considérant ses

variables comme de nouvelles constantes.

Convention 4

Soit 3 = (S,F) une signature et V un ensemble de constantes de sorte dans S, alors DUV

désignera la signature (S, F UV).

Commencons d’abord par établir ce résultat dans le cas des équations simples.

Théoreme 2.1

Soient SP = (S,F,F) une spécification équationnelle, t; == tz une équation simple et V

Vensemble des variables de t; == tg. Alors

E Fy t; == ty si et seulement si E Fguv t) == 2.

Out; == t2 est équation close obtenue 4 partir de t; == ty en considérant ses variables comme

de nouvelles constantes.

Ce théoréme a été initialement établi dans le cas de la logique équationnelle dans [Gog88]. Pour

faciliter sa preuve nous avons besoin de quelques remarques.

Remarque 2.1

@ Les termes de T(E,V) peuvent étre considérés comme des termes clos de T(E UV).

© Soient A =(Da,Fa) une Salgébre eth ; V —+ Da une interprétation des variables de

V dans Da, alors

~ A peut étre considérée comme une (ZUV)-algébre en utilisant application h pour

prolonger la fonction d’interprétation I de A,

~ il existe une extension unique de h & un (UUV)-homomorphisme h : T(ZUV) —+

Da.
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Preuve:

En prenant compte les remarques précédentes, les deux conditions du théorémes sont

équivalentes & la condition suivante:

Pour toute (ZU V)-algebre A validant E et pour toute fonction h : V —> Da,

A(t) = h(t2), ot h est P'unique homomorphisme prolongeant h.

Ce théoréme peut facilement étre prolongé aux formules équationnelles en utilisant la proposi-

tion 1.4 et la définition 1.46.

Théoréme 2.2

Soient SP = (S,F,E) une spécification équationnelle, f une formule équationnelle et V

Vensemble des variables de f. Alors _

Er f si et seulement siE Enuy f. Ou f est la formule équationnelle close obtenue 4 partir

de f en considérant ses variables comme de nouvelles constantes et D = (S,F).

Remarque 2.2

Ce passage des formules équationnelle avec variables aux formules closes n'est utilisable,

comme il est signalé dans le théoréme précédent, que dans le cas de la validité équationnelle.

Cette technique va dans le sens contraire de la signification de la validité inductive. En effet

cette derniére consiste a tester la validité pour toutes les instances des variables et non pas les

considérer comme des constantes.

3 Formule avec assertion

Dans ce paragraphe, il s’agit de définir la structure qui sera le support de la stratégie de

décomposition.

Définition 2.1 Formule avec assertion

Soient a1,...,a, et f des formules équationnelles closes. Une formule avec assertion, ap-

pelée dans la suite de cette thése a formule et notée ({a},...,4n}, f), est constituée d’une partie

assertion {a1,...,@n} et d’une partie conclusion f.

Nous parlerons de aéquation dans le cas ot a;,...,an et f sont des Equations simples.

Exemple 2.1

On considére la spécification du type ensemble ordonné de Vecemple 1.19.

({estvide(E) == four}, min(E) < max(E) == vrai) est une a.équation.

La sémantique intuitive d'une aformule ({a1,...,@n}, f) est que {a1,...,an} sont des hypo-

thases et que f est la conclusion & prouver en utilisant ces hypothdses.

Définition 2.2 Sémantique d’une a formule

Soient A une D-algébre et ({a1,...,an}, f) une aformule. ({a1,...,¢n};f) est valide dans

A et nous notons A Kg ({a1,...,@n}, f), si et seulement si la formule équationnelle (A;e{a..n]%)

est valide dans A implique f est valide dans A.

Afr ({a1,---,@n},f) st et seulement si AF (Ate. njai) imphique A Fy f.

La proposition suivante nous permet de passer d’une formule close 4 la a formule associée.

CHAPITRE 2. DECOMPOSITION ET VALIDITE EQUATIONNELLE



40

Proposition 2.1

Soit E un ensemble d’équations et f une formule équationnelle. f est valide dans la variété

dalgébres M(E) engendrées par E si et seulement si la a formule ({}, f) est valide dans M(E).

Preuve:

({}, f) est valide dans une algébre A si et seulement si vrai est valide dans A implique

f eat valide dans A. Ce qui est équivalent & f est valide dans A.

Maintenant que nous avons donné la définition et la sémantique d’une a-formule, nous allons

décrire la stratégie de décomposition qui permet de passer d'une formule close 4 un ensemble de

aéquations équivalentes. La proposition précédente amorce ce processus en transformant une

formule donnée en une a_formule avec un ensemble d’assertions vide.

4 Décomposition

La décomposition des formules logiques dans un but de les prouver ou de les falsifier a été

utilisée depuis longtemps. Ainsi, Gentzen (Gen55] avait proposé un systéme de déduction basé

sur des régles d'inférences qui permettent de décomposer les formules logiques et de construire

leur arbre de preuve ou leur arbre de contre exemple. Nous pouvons retrouver ces idées aussi

chez plusieurs auteurs qui ont adopté la démarche de Gentzen, comme par exemple [Gal86}.

Cette démarche est appelée aussi la méthode des tableaux ou des séquents.

Pour décrire notre stratégie de décomposition, nous allons nous aussi utiliser des régles

d'inférences similaires mais adaptées & notre structure de aformule et 4 notre contexte qui

est la preuve dans le cadre équationnel. La description de cette stratégie devient ainsi trés

facile parce que ces régles reflétent clairement la sémantique des connecteurs logiques. Elles

permettent aussi la visualisation de la décomposition étape par étape. La preuve de correction

de la stratégie se réduit & la preuve de correction de chacune d’elles.

Ces régles d’inférences qui manipulent des aformules, peuvent étre classées en deux caté-

gories. Les premiéres opérent sur Ja partie conclusion des a.formules. Les autres opérent sur

la partie assertion. Pour chaque régle, le dénominateur ou la conclusion de la régle est une

conséquence logique du numérateur. Le dénominateur contient une seule a formule, tandis que

le numérateur peut contenir plusieurs a_formules. La définition suivante permet de donner une

sémantique 4 ces régles d’inférences. En plus elle définit !a notion de correction qui sera utilisée

dans le paragraphe suivant.

Définition 2.8 Sémantique d’une régle d’inférence de décomposition

Soit {({4155.6 6st bs Adee oes ({Gngtiss++s@ntinags ty Sati} um ensemble de a formules.

« In régle d’inférence

({0115---5@1m, fy fi)

(anys +++ dng be fa)

({@ntiis s+ Onttmgy, by Sati)
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est correcte si et seulement si pour toute S_algébre A,

({Gnti1-++14ntimay br fa41) est valide dans A si et seulement si {{a1,,-.-,01n,}; fr) et
«et ({Gny,-+.,@nm, }s fn) sont toutes valides dans A.

eo La régle d'inférence

({4115-++54nm, }s ft) ({nys+++14nmy by fn)
ee Views Vie

({@ntiis+++sOntimays by dati) ({ntiiy+++s Ont imng yy be fot)

est correcte si et seulement si pour toute D_algébre A,

({dntiis:+-r@ntings, }>fnei) est valide dans A si et seulement si il existe uni tel que

({@i,,-++54nm, bo fi) est valide dans A.

Le "si et seulement si” permet d’assurer que si la formule initiale est valide alors les a. équations

résultats le seront aussi.

4.1 Décomposition de la partie conclusion

Comme nous |’avons signalé dans l'introduction de ce chapitre, notre objectif est de pouvoir

réduire la preuve d’une formule équationnelle & la preuve de certaines équations qui la compo-

sent. Pour cela nous allons utiliser les régles d'inférences de la figure 1 pour décomposer les

formules de la partie conclusion jusqu’a ce que nous obtenons des équations simples.

Le ({ai,---,@n}, fi)
({a1,...,@n}, fo)

({ai,.--,¢n}s fa A fo)

({41,.+-5@n}; Aa) ({a1,-.-5@n}, f2)
Vv

({a1,---,@n}s fi V fe)

3. ({a1,-.-,0n, fi}, fo)

({ai,.--s@n}i fr V fa)

({@1,-++,@n}y fi 2 fa)

Figure 1: Décomposition de la partie conclusion

Ces régles de décomposition peuvent étre lu de la maniére suivante:

1. Pour prouver la formule close f; A fz sous les hypothéses closes {a1,...;¢n} il faut et il

suffit de prouver la formule f; sous les hypothéses {a,...,@,} et de prouver f sous les

mémes hypotheses.
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2. Pour prouver la formule close fy V fo sous les hypothéses closes {a;,...,¢q} il faut et il

suffit de prouver la formule f; sous les hypothéses {a;,...,an} ou de prouver fy sous les

mémes hypotheses. Cela n’est valable bien sir que pour les formules closes.

3. Pour prouver la formule close f; > fz sous les hypotheses closes {a,,...,a,} il faut et il

suffit de prouver la formule fo sous les hypothéses {a1,...,¢n} plus la formule f:.

4.2 Décomposition de la partie assertion

Au moment de la décomposition d’une formule de la partie conclusion il y a certaines parties

de celle ci qui passent dans la partie assertions. C'est le cas quand nous utilisons la troisiéme

régle de la figure 1. Ces parties vont donc étre utilisées comme des hypothéses pour prouver

la partie conclusion. Or, comme nous allons le voir dans le paragraphe 7 et dans les chapitres

suivants, pour pouvoir exploiter ces hypotheses il faut les transformer sous forme d’équations

simples. Cette transformation est illustrée par les régles de décomposition de la figure 2.

1 ({a,.

2 ({a1,...50n,a},f)

an, b}, f)

a,,a V b},f)

++1On, 74}, f)
+5 ny 5}, f)

14m 4, 5}, f)

({a1,...,@n,@ > 5}, f)

Figure 2: Décomposition de ta partie assertion

Ces régles de décom position de la partie assertion peuvent étre lues :

1. Pour prouver la validité d’une formule équationnelle close f sous les hypothases closes

{a1,..-54n, aA 5} il faut et il suffit de la prouver sous les hypothéees {a1,...,n,0,5}.

2. Pour prouver la validité d’une formule équationuelle close f sous les hypothéses closes

{a1,-..,a,aV 5} il faut et il suffit de la prouver sous les hypothéses {a1.....a,.a}. puis

de la prouver sous les hypotheses {a3,...,@n, b}.

3. Pour prouver la validité d'une formule équationnelle close f sous les hypothéses closes

{a1,...,0n,a > 6} il faut et il suffit de la prouver sous les hypothéses {a1,...,@n,7a},

puis de la prouver sous les hypothéses {a1,...,4n, 4,0}.

Remarque 2.3
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Prouver une formule f sous une hypothése a D b est Equivalent a la prouver sous Vhypothése

">a" puis sous Vhypothése "6”. Mais notre objectif est d’avoir le maximum d’hypothéses possible.

C'est pourquoi sur la troisiéme régle de décomposition de la partie assertion, nous avons ajouter

Vhypothése "a” @ cété de Vhypothése "b” dans la partie premisse de la premiére a.formule de

cette régle. Cela n’a pas d’influence sur la correction de la régle comme nous allons le voir dans

le paragraphe suivant.

4.3 Forme normale négative

D’aprés la définition d’une formule équationnelle, celle-ci peut contenir l'opérateur de né-

gation +. Donc, nous serons amené & décomposer de telles formules. Et cela peut concerner

indifféremment la partie assertion ou la partie conclusion d’une a_formule. Ainsi, au lieu de faire

des régles de décomposition pour les assertions et d'autres pour les conclusions qui contiennent

des opérateurs de négation en racine, il est préférable de regrouper cela sous forme de régles qui

seront utilisées pour les deux parties. Le but est de propager l’opérateur de négation de la racine

vers les feuilles de telle sorte qu'il ne porte & la fin que sur des équations simples. La formule

résultat est dite sous forme normale négative. Ce processus sera appliqué chaque fois que nous

serons amené A décomposer une aformule contenant une formule avec le symbole de négation

comme symbole de racine. Cela peut concerner la formule initiale ou une formule résultat de

Pétape de décomposition précédente.

Définition 2.4 Forme normale négative

La forme normale négative (FNN) d’une formule peut étre définie par:

© Si E est une équation, alors E et +E sont sous forme normale négative.

© SiA et B sont deux formules sous forme normale négative alors (AV B) et (AA B) sont

sous forme normale négative.

Pour calculer cette forme normale négative nous utilisons récursivement les régles d’inférence

appropriées de la figure 3. Ces régles d'inférence qui manipulent des formnules sont la traduction

naturelle des régles de Morgan auxquelles nous ajoutons deux régles pour traiter les équations
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booléennes.

lL. (afr Amfe) 2. (mf V >fa)

afi V fa) a(fi A fa)

3. (fi Aafe) 46h

(fi = fa) afi

5. t == vrat 6. t== four

a(t == faux) a(t == vrat)

Figure 2 :

Forme normale négative

4.4 Algorithme de décomposition

Procédure decomp-conc(({@1,...,@n}, f))

cas f = (t) == t2)
alors ({@1,...,@n},f)

fearh
alors decomp-cone({{a1,..., an}, FNN(f))),

fHhhh
alors noeud_et(decomp-_cone(({a1,...,4n}, f1)}, decomp-conc(({a1,...,n}, f2)}),

f=Avh
alors noeud_ou(decomp-conc({{@1,...,@n}, fi}), decomp.cone({{a1,...,@n}, fo))),

fHhoh
alors decomposer_a( f,, decomp-cone({{a,,...,@n}, f2)))-

fin_cas

fin

Procédure decomposer_a( f,,!)

fi est une formule équationnelle et I est un arbre et — ou de a.formules

cas 1 = ({a1,...,@n}, f}

alors decomp.assert(({a1,...,0n, fi}, f))

1 = noeud_et(l;, lz)
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alors noeud.et(decomposer.a( fi, 11}, decompser_(f,,l2))

l= noeud_ou(l;, lz)

alors noeud_ou(decomposer-a(f,, 1), decompser_{ fi, l2))

fin_cas

fin

Procédure decomp-assert(({@,...,¢n, f}, f'))

cas f = (t; == te)

alors ({@1,.-.,n,f}, f’)

=nh
alors decomp-_assert(({@1,.-.,@n, FNN(fi)}, f’)

fHhhh
alors decomposer_a(f,, decomp_assert(({a1,...,@n, fo}, f")))

feAavh
alors noeud_et(decomp_assert({{ai,...,@n, fi¥, f’)),

decomp_assert(({{a1,...,@n, fz}, f’))

fHhoh
alors noeud_et(decomp_assert(({{@1,...,@n, FNN(fi)}, f’)),

decomp-_assert(({a;,...,@n,f1 A fo}, f))

fincas

fin

Procedure FNN(f)}

f est une formule équationnelle

cas f = (t == vrat)

alors t == faur

f = (t== fauz)
alors t == vrai

fehah
alors FNN(f1) V FNN(fo)

fHfAvh
alors FN N(f,) A FN N (fe)

f=fA he
alors fi AF NN(f2)

autres

alors f

fin_cas

fin

4.5 Exemple de décomposition

Soit a, b, c, d et e quatre équations closes, et (((8 Ac) D d) D (a Ae)) une formule &

prouver, Nous commencons la décomposition avec la aformule ({},(((b Ac) D d) D (aAe))).
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L’application de la régle d’inférence 3 de la figure 1 donne: ({((bAc) D d)},(aAe)).

L’application de la régle 3 de la figure 2 donne: ({-(b Ac)},(aAe)) et ({(bAc),d}, (a Ae))

L’application de la régle 1 de la figure 2 sur la premiére a.formule donne: ({—b},(a@ A e)) et

({n¢}, (aA €)).
L’application de la régle 2 sur ({(b A c),d},(aAe)}) donne: ({b,¢,d}, (a Ae)).

L’application de la régle 1 de la figure 2 sur les trois aformules résultats donne :

({7b}, a), ({7¢}, e), ({ab},e), {ae}, a), ({6, 6,4}, a) et ({5,¢, d}, e).
Donec prouver la validité de la aformule initiale revient 4 prouver indépendamment la validité

de ces six a_équations.

5 Correction des régles de décomposition

Cette preuve de correction des régles d’inférence a pour objectif d’assurer la cousistance

et le bon fondement de notre stratégie de décomposition. Ainsi nous pouvons conclure que si

une formule équationnelle close est décomposable en un ensemble de aéquations alors si cette

formule est valide dans une algébre A alors toutes les a équations associées sont valides dans

A et réciproquement si toutes les a_équations sont valides dans A alors la formule initiale l’est

aussi. Toutefois il faudrait signaler que cette décomposition n'est applicable que sur la classe de

formules que nous allons voir dans le paragraphe 6.

Nous allons commencer par énoncer quelques lemmes du calcul des propositions qui seront

utilisés pour prouver la correction des régles de décomposition.

Convention 5

Dans toute la suite de cette thése, lorsque nous parlerons d’une a_formule ou d’une a.équation

({a1,...,4n},f), es formules ou les équations a),...,4n,f seront considérées comme des for-

mules closes. La signature © contiendra éventuellement leurs variables fizées.

5.1 Lemmes de calcul des propositions

Lemme 2.1 Soient a,b,c et d quatre propositions.

a d(bAc) S(aDbA(ade)

Lemme 2.2

ad(bdc)e(ahb) de

Lemme 2.3

(aVb)Dee(adcejA(bDe)

Lemme 2.4

(aA (bD c}) & (a@Anb)A(aAbAc)

Lemme 2.5

(aD (bVc)) & ((a Db) V (aD 0))
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5.2 Preuve de correction des régles d’inférences

preuve de correction des régles de décomposition de la partie conclusion

Proposition 2.2 La régle d’inférence:

({a1,. .3@n}, ft)

({a1,... On}, fa}

({a1,--.@n}, A A fe)

est correcte.

Preuve: Soit A une L_algébre.

Ake ({a1,...,@n}, fi A fa}

=> AEs (Aieq nj) => A Fe (fA fa) 5

=> Ar (Aief nj) = (Aa AAAs fo),

=A Fe (Aiefi nai) =A Fr fia
AF» (Avett aja) => A Fe fo (Lemme 2.1)

= As ({a1,...,4n},fi) AA Be ({e1,--.,@n}s fa)

Proposition 2.3 Le régle d’inférence :

({a1,---4@n}, fi)

({a1,.--,@a}f1 V fe)

({@1,---,@n}, fod
v

({a1,-+-,0n}, fi V fa)

est correcte.

Preuve:

Soit A une L_algébre.

As ({a1,...,én},f1 V fe}

A Fx (Aie(njts) => A Fe (ft: Vf),
<= ABE (Agi nja) = (A Fs fi VAEx fa)
— (A Fr (Avefi..n] i) =A Fr fi) ou

(A Fe (Aiefin}ai) => A Fn fi) (Lemme 2.5)

= A Fr ({@i,.--,@n}, fi) ou A Fs ({41,---,@n}, fa).

Proposition 2.4 La régle d’inférence:

({a1,-.-,@n, fi}, fa)

({a1,...,@n}, fi D fa)

est correcte.

Preuve:
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Soit A une Dualgébre. A Fr ({a1,...,4n},f1 D fa}

= Ax (Aign.nj@i) = A Fe (fi 2 fa),

=A Fr (Aiefi..n]%) = (A Er A= A Ep f2)s

= (A Fe (Aignnjti) AA Fe fi) => A Ee fe (Lemme 2.2),

= (AEs (Aiepnjai A fi)) = A Fe fe

== ABFr ({a,---s@n, fi}, fa)

Correction des régles de décomposition de la partie assertion

Proposition 2.5 La régle d'inférence :

{{a1,.--,@n,0,b}, f}

({ay,...,8n, aA 5}, f)

est correcte.

Preuve: évidente

Proposition 2.6 La régle d’inférence :

({a1,-.+54n, 4}, f)

{{a1,-.-,@n, 5}, f)

({41,.-.,@n,@ v 5}, f)

est correcte.

Preuve:

A Fr ({@1,-..,4n,@ v 5}, f)

== ABs (Nena A(a V b)) => Az f,

& AEs ((Aieltinjit Aa) V (efinjai A>)
=> Aly f (Distributivité du A par rapport & V),

= (ARs (Aie(tn] i Aa) V AEs (Aen A b)) = As f,
= > (AKs (Aieunjai ha) => Ae f) A

(Ax (Aen njai Ab) => A x f) (Lemme 2.3),

<> Ap ({a1,...,0n, a}, f) et A Fr ({a1,.-..n, 5}, f)

Proposition 2.7 La régle d inférence .

({a1,...,dn, 7a}, f)

({a1,---4dn, 2, b}, f)

({a,,...,4n,@ D b}, f}

est correcte.
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Preuve:

Soit A une D_algébre. A Fs ({a1,...,an,@ D 5}, f)

= AFs Nein A (2 3b) = ARs f
= AF» ((Atepr.nja: A 7a) V (Acett..n] AaAb)) => Ar f (Lemme 2.4)

= (ABs (Aven nj A270) VA Fe (Aig jai AOA 0) => A Be f

= (A Fe (Aieg nai Aa) => A Fe f)V
(A Fz (Aiefi.njai A@ Ab) => A Fe f) (Lemme 2.3)

= AFs ({a1,...,¢n, 70}, f) et A Fr ({01,...,@n, 0,5}, f).

6 Classe de formules décomposables

Dans le paragraphe précédent nous avons établi la correction des régles d’inférence, ce qui

nous a permis d’assurer la consistance de cette méthode de décomposition. Maintenant, nous

allons essayer de déterminer la classe de formules décomposables et par conséquent suscep-

tibles d’étre prouvées. Le premier critére pour déterminer cette classe concerne la possibilité

d’appliquer les régles de décompositions que nous avons définies précédemment. Pour répondre

ace critére il suffit de respecter les formes des formules utilisées dans les regles de décomposition.

Le deuxiéme critére concerne le résultat de cette décomposition et la possibilité d’utiliser des

régles de déduction simples pour pouvoir prouver la validité de ce résultat. En effet, le résultat

que nous voulons obtenir est un ensemble de a.équations, car, comme nous allons le voir dans le

paragraphe suivant, la validité de ces a_équations est équivalente a celle de leur partie conclusion.

Mais il se peut qu’a la fin de la décomposition, nous obtenions des a_formules qui peuvent contenir

une négation sur une équation, comme par exemple les a_formules ({a:,..., dn, 7(t) == te}}, e)

ou ({@),...,@,},7(¢; == tg)). Or, les méthodes existantes de résolution de diséquation (né-

gation d’équation) dans un ensemble d’équations, {Com$8,CL88,Bur88], se restreignent & des

classes particuliéres d’ensembles d’équations. Pour remédier 4 ce probléme uous allons res-

treindre les formules qui peuvent donuer de tels résultats aux formules booléennes. Cela vient

du fait que la négation d’une équation booléenne est bien définie (cf figure 3).

Nous allons tout d’abord définir des ensembles intermédiaires de formules qui seront utilisés

pour définir la classe de formules décomposables.

Définition 2.5 Formule conjonctive

L’ensemble des formules conjonctives C est défini par:

1. Soient t; et ty deux termes de T(L, X) alors t) == ty appartient a C,

2. Soient f, et fo deux formules de C alors f, A fo appartient 4 C.

Définition 2.6 Formule disjonctive

L’ensemble des formules disjonctives D est défini per:

1. Soit f une formule conjonctive de C alors f appartient a D,

2. Soient fy et fo deux formules de D alors f, V fo appartient a D.

Définition 2.7 Formule booléenne

L’ensemble des formules booléennes B est défini par:
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1. Soient t un terme booléen de T(Z,X) et p une constante booléenne vrai ou faux, alors

t == p appartient a B,

2. Soient fi et fo deux formules de B alors les formules fi, fi A fa, fiV fe et fi D fa

appartiennent a B.

Définition 2.8 Formule implicative

L’ensemble des formules implicatives IMP est défini par:

1. Soient f, une formule booléenne de B et fo une formule conjonctive de G alors fi > fa

appartient 6 IMP,

2. Soient f, une formule booléenne de B et fy une formule disjonctive de D alors fy > fe
appartient aIMP,

3. Soient (fi, fo) € IMP? alors fi A fo et fi V fo appartiennent 4 IMP.

Définition 2.9 Formule décomposable

L’ensemble des formules décomposables DECOM P est défini par:

4. Soient t, et ty deux termes de T(D,X) alors t; == tz appartient 6 DECOMP,

2. Soit f une formule booléenne de B alors f appartient 6 DECOMP,

3. Soient fy et fo deux formules de DECOMP alors f, A fo appartient d DECOMP,

4. Soient fy et fo deux formules de DECOMP alors f, V fo appartient d DECOMP,

5. . Sotent fy une formule conjonctive de C et fo une formule de DECOMP alors fy > fa

appartient d DECOMP,

6. Sotent f, une formule disjonctive de D et fy une formule de DECOMP alors fy > fo

appartient 4 DECOMP,

Soient f, une formule booléenne de B et fz une formule de DECOMP alors fy > fa

appartient 4 DECOMP.

8. Soient fy une formule imphicative de IMP et fo une formule de DECOMP alors fy > fa

appartient 4 DECOMP.

n

Remarque 2.4

Soit f une formule de DECOMP alors f peut étre de l'une des forme sutvante:

© t) ==te avec (t, tz) E T(E, X),

e af avec fA € B,

© fA fe avec (fi, fo) € DECOM P*,

© fi V fe avec (fi, fo) € DECOMP®,

© fi D fo avec (fi, fa) € B’,

© fi D fe avec f, € B et fy DECOMP,

© fi D fe avec fy € D et fy € DECOMP.
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© fi d fe avec fy €EIMP et fo € DECOMP.

Remarque 2.5

Soit (fi D fz) D fa la formule close associée a une formule de DECOMP. La décompo-

sition superficielle de cette formule nous donne les deur a_formules suivantes: ({-f;}, fs) et

({fi, fe}, fs). Supposons que f, ne soit pas une formule de B. Dans ce cas sa forme normale
négative contient des formules du type +(t; == ta). Ce qui implique gu’d la fin de la décom-

position nous allons obtenir des a formules du type ({a1,...,@n,-(t: == te)},e) et qui ne sont

pas des a_équations. C’est pour cela que nous avons exigé dans la définition de DECOMP que

la partie gauche d'une implication soit ou bien une conjonction, une disjonction ou bien une

formule booléenne de B ou bien une formule implicative de IMP.

Définition 2.10 Taille d’une formule

La taille d'une formule est égale au nombre d’équations qui la composent. Nous pouvons la

définir récursivement par:

© taille(ty == t2) =1,

¢ taille(af) = taille(f),

o taille(f, * fo) = taille(f,) + taille( fz), avec * € {A,V, D}

Théoréme 2.3

Toute formule équationnelle close associée & une formule qui appartient 46 DECOMP est

décomposable en un ensemble de a_équations.

La preuve de ce théoréme nécessite une récurrence sur la taille de la formule 4 décomposer.

Preuve:

Soit f la formule close associée 4 une formule de DECOMP. Rappelons que la

proposition 2.1, permet de transformer f en une aformule ({}, f).

Maintenant nous allons prouver par récurrence sur la taille de f, que la aformule

({}, f) peut se décomposer en un ensemble de a_équations.

© Supposons que la taille de f soit égale 4 1, donc f est une équation simple que

nous pouvons transformer en une a équation.

© Supposons maintenant que toute formule de taille inférieure 4 n soit decom-

posable en un ensemble de a-équations. Et soit f une formule contenant n

opérateurs.

f peut étre de la forme:

~ fi A fo. La aformule correspondante {{}, fi A fz) peut se décomposer en

appliquant la premitre régle de la figure 1 aux deux a.formules ({}, fi) et

({}: fo). Or la tailles de f; et de f sont chacune inférieure & n. Nos

pouvons donc appliquer l’hypothése de récurrence et conclure que f est

décomposable,

— fi V fg. La a formule correspondante ({}, fi V f2) peut se décomposer en

utilisant la deuxiéme régle de la figure 1 aux deux aformules ({}, f,) ou

({}, fo). Or la taille respective de f; et de fo est inférieure & n. Nous

pouvons donc appliquer l’hypothése de récurrence et conclure que f est

décomposable.
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— nf,. Avant de décomposer cette formule, il faut calculer sa forme normale

négative en utilisant une des régles de la figure 3. Nous obtenons une

formule de type f’ Af” ou f"V f" qui nous fera revenir sur l'un des cas

précédents,

~ fi D fo. La aformule correspondante ({}, fi D f2) peut se décomposer en

utilisant la troisiéme régle de la figure 1 la a formule ({fi}, fo). Or la

taille de fz est inférieure 4 n, ce qui implique que nous pouvons appliquer

Vhypothése de récurrence. Mais maintenant il faut faire une récurrence sur

fi.

* Supposons que f; soit de taille 1, donc f, est une équation. Et nous

pouvons conclure que ({f1}, f2) est décomposable.

+ Supposons maintenant que toute aformule ({f{}, fz) telle que fj est de

taille inférieure 4 m, soit décomposable en un ensemble de a.équations.

Et soit ({f:}, fo) une aformule telle que la taille de f, soit égale a m.

fi pent étre de la forme:

+ fi A fig; nous appliquons alors la premiére régle de décomposition

de la figure 2 pour obtenir la a.formule ({ f1,, fiz}; fz). Or puisque la

taille respective de f,, et de f,, est inférieure & m, alors nous pouvons

appliquer ’hypothése de récurrence et conclure que ({fi, A fiz}; fe)

est décomposable.

+ fiyV fig, nous appliquons alors la deuxiéme régle de décomposition de

la figure 2 pour obtenir les deux aformules ({ fi, }, f2) et ({ fis}; f2)-

Or puisque la taille respective de fi, et de fi, est inférieure & m,

alors nous pouvons appliquer ’hypothése de récurrence et conclure

que ({fi, V fiz}, fe) est décomposable.

+ 4f;,, nous pouvons alors appliquer l'une des régles de transforma-

tions en forme normale négative pour obtenir une formule du type

f'Af" ou f'Vf" qui nous fera revenir sur l'un des deux cas précédents.

“fy D fig avec fi, et fi, deux éléments de B. Nous appliquons
alors la troisitme régle de décomposition de la figure 2 pour obtenir

les deux aformules ({—f;,}, fa) et (fir, fiz}, fe). afi, est décom-

posable puisque f;, est une formule booléene. Or puisque la taille

respective de fy, et de f,, eat inférieure & m, nous pouvons appli-

quer I'hypothése de récurrence et conclure que ({f1, > fiz}, fz) est

décomposable.

+ fi; D fig € IMP. Nous appliquons alors la troisitme régle de décom-

position de la figure 2 pour obtenir les deux aformules ({7f;,}, fo)

et ({fi., fiz}, fa). fi, est décomposable puisque fi, est une for-

mule booléenee. Or puisque la taille respective de f;, et de fi, est

inférieure & m, nous pouvons appliquer l’hypothése de récurrence et

conclure que ({fi; > fiz}, fo) est décomposable.

Remarque 2.6

Lidée de tester la validité des formules équationnelles a été proposée dans [Gog88}, mais sur

une classe de formule plus restreinte. En effet, cette classe peut étre déterminée par les régles

1, 2 et 4 de la définition 2.9 et peut se résumer aux formules conjonctives et aur implications

ne contenant que des conjonctions dans leur partie gauche.

CHAPITRE 2. DECOMPOSITION ET VALIDITE EQUATIONNELLE

53

7 Conséquence de la décomposition sur la validité d’une for-

mule

Dans !’introduction de ce chapitre nous avons prétendu que nous allons ramener la validité

équationnelle d'une formule a la validité équationnelle de certaines équations qui la composent.

Lobjectif de ce paragraphe est d’éclaircir ce point en précisant quelles sont ces équations, puis

de prouver le bon fondement de cette affirmation.

7.1 Conséquence sur la validité équationnelle

La décomposition d’une formule a permis d'aboutir 4 un ensemble de aéquations. Donc, la

validité équationnelle de celle ci doit passer par la validité de chacune des a_équations corres-

pondantes.

Définition 2.11 Validité équationnelle d’une a_équation

Soit E un ensemble d’équations. Une aformule ({a1,...,@n},f) est valide dans la variété

Walgebres M(E) si et seulement si elle est valide dans chaque algébre de M(E). Nous dirons

aussi que ({a1,...,4n}, f) est équationnellement valide dans E.

Nous pouvons remarquer que la définition de validité d’une aéquation est aussi difficile que

celle d’une formule. Heureusement le théoréme suivant nous permettra de passer de la validité

équationnelle d’une a_équation la validité équationnelle de |’équation de la partie conclusion.

En effet, pour qu'une a équation soit valide dans la variété d’algebres M(£), il faut et il suffit

que la conclusion soit valide dans la variété d’algébres engendrées par l'ensemble d’équations E

augmenté de l'ensemble des assertions.

Théoréme 2.4

Soient E un ensemble d'équations associé a une spécification (S, F, E).

Une a équation ({a,...,an},e) est valide dans la variété d’algébres M(E) engendrée par E si

et seulement si

© VA €M(E) (RE (1.n] tel que a, n’est pas valide dans Aj,

ou

© ¢ est valide dans la variété d’algebre M(EU {a1,...,an}).

Preuve:

Rappelons que A € M(E) = Ve € E,Abre

© => par l’absurde_

Supposons qu’il existe une algébre non triviale A telle que pour tout? € (1.-n],

a; est valide dans A. Cela implique que M(FU {a1,...,0,}) contient au moins

une algébre non triviale, car elle contient au moins cette algébre A.

Supposons aussi que € n’est pas valide dans M(EU {a,...,an}).

Cela veut dire qu’il existe une algebre A telle que A € M(EU {a},...,an}) et

Aléx e. Cela veut dire que A valide chaque équation de E, valide a1,...,an et

ne valide pas e. Autrement dit, Aig_njai est valide dans A et ¢ n’est pas valide

dans A. Ce qui contredit le fait que ({@1,...,@n},e) est valide dans M(£).
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sc

Nous devons prouver ici que les deux tranches impliquent séparément que

({a1,...,@n},e) est valide dans M(E).

— supposons que V A € M(E) (Ji € [l..n] tel que a; n’est pas valide dans

A). Cela implique (VA € M(E)(Aieni nya est non valide dans A). Cela

implique (V A € M(E)(Aieji.njai est valide dans A) implique e est valide

dans A) est toujours vrai. Ce qui implique que ({a1,...,@n},e) est valide

dans M(E).

— Supposons que ¢ est valide dans M(H U{a1,...,@n}). Ce qui est équivalent

& dire que pour toute algébre A, Si A valide toutes les équations de & et A

valide tous les a; 2 € [1..n] alors A valide e.

Soit A une algébre de M(H) deux cas peuvent se présenter:

* ilexiste un z & {1..2] tel que A ne valide pas a,. Dans ce cas A ne valide

pas Aigfinjai et done A valide ({a1,...,an},e),

* A valide tous les a; pour? € [ln]. Et puisque A valide aussi toutes

les équationa de EF alors elle valide e. Dans ce cas aussi A valide

({a1,-.., an}, e)-

Ce théoréme noua a permis de passer de la preuve de validité équationnelle d’une a_équation

& la preuve de validité équationnelle d’une équation. Or dans le chapitre précédent nous avons

vu que la validité d’une équation peut se faire d’une maniére syntaxique en utilisant des rem-

placements des termes par des égaux en utilisant la relation de F_égalité en une étape. Ainsi

cette méthode syntaxique sera prolongée aux cas des a_équations.

Le processus de preuve de validité équationnelle d’une formule peut se résumer ainsi: Nous

commengons par décomposer la formule close associée en un ensemble de a_équations. Puis pour

chaque a.équation s'il n’existe pas d’assertion qui n’est pas valide, alors nous entamons la preuve

de validité de la partie conclusion dans l’ensemble des équations initiales plus les équations de

la partie assertion.

8 conclusion

Dans ce chapitre, nous avons vu comment prolonger la validité syntaxique définie

dans le cas des équations simples au cas des formules équationnelles. Il s’agissait seu-

lement de la validité équationnelle. En effet, le passage d'une formule équationnelle &

la formule close associée n'est valable que dans ce cas et les régles de décomposition

ne sont correctes que dans le cas des formules closes. Par conséquence, la classe de

formules que nous avons donnée ne concerne que la validité équationnelle. Cela cons-

titue une restriction sur les classes de propriétés que nous pouvons prouver dans une

spécification, car il peut exister des formules qui nécessitent la preuve pour toutes

les valeurs pussibles affectées & leurs variables. Nous ne pouvons donc pas passer &

la validité des formules closes associées. Par contre il existe des méthodes de preuve

par induction pour éviter de recenser toutes ces valeurs possibles des variables et qui

raméne la preuve 4 la validité équationnelle. Le chapitre suivant sera consacré & ce

sujet.
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Chapitre 3

La preuve par induction

Introduction

Daus le chapitre 1 nous avons vu qu'il existe deux aspects de preuve de validi-

té d’une propriété élémentaire. Le premier aspect qui est la validité équationnelle

concerne une partie limitée de ces propriétés car la preuve se restreint aux formules

closes. Le deuxiéme aspect qui est la validité inductive concerne la majeur partie

de ces propriétés et nécessite la preuve de validité pour toutes les valeurs possibles

affectées 4 leurs différentes variables. La preuve par induction consiste & exprimer

d’une maniére finie ce nombre infini de calculs.

Exemple 3.1

On considére la spécification algébrique des entiers: ({N},{0, 3, 1, +, *}, B). E est

un enrichissement des aziomes de Peano:

Lert Q0 == 2

2.5 + sy) == s(r+y)

31 == 5(0)

4. 2*eQ ==

5.2 * sy) == (ce yl te

L’équation z + 3(0) == s(x) est un théoréme équationnel gue nous pouvons

prouver @ partir des équation 2 puis 1. Tandis que Véguationcs + y == y +z et

Véquation c + (yt+z) == (c+y) +2 nécessitent une preuve par induction.

Dans ce chapitre nous allons nous intéresser aux méthodes d’automatisation des

preuves par induction. Deux grandes tendances se distinguent par leur systame

formel et par leurs stratégies de preuve. La premiére utilise la récurrence classique,

est appelé l’induction structurelle [Aub7$] [BM79]. La deuxiéme utilise la notion

de consistance, est appelée l’induction sans induction ou la preuve par conststance

[HH82}.

La méthode que nous avons adopté utilise induction structurelle. Mais pour étre

complet, nous allons donner un apercu sur la méthode de preuve par consistance,

son domaine d’application ses avantages et ses inconvénients.
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2 L’induction sans induction

L’induction sans induction est basée sur la notion de preuve par consistance utilisée dans

la logique de premier ordre. Dans Ja logique équationnelle cette consistance est difficile & dé-

finir. Par conséquent, la définition de consistance de la logique de premier ordre devient donc

inutilisable. Algébriquement un ensemble d’équations est consistant si est seulement si il admet

un modéle non trivial; autrement dit son modéle initial a plus d’un élément. Cette notion de

consistance est difficile & tester. C’est pour cela que plusieurs méthodes de preuve par induction

utilisent en plus de cette notion de consistance d’autres contraintes sur les spécifications. Ce qui

réduit le nombre de théorémes inductifs qu’ils peuvent prouver.

L’origine de cette méthode de preuve par consistance est le travail de D. Musser [Mus80]. Son

but était d’utiliser les techniques développées autour de la réécriture pour proposer une méthode

totalement automatique. Cette méthode consiste & utiliser un raisonnement équationnel pour

démontrer la validité d’une équation dans l’algébre initiale. Eu d’autres termes, il faut ajouter

Léquation 4 démontrer & l'ensemble d’équations initiales et regarder si le résultat reste consistant.

Le sens de la consistance dépend des restrictions faites sur l’easemble des équations initiales. La

stratégie de preuve repose sur Palgorithme de complétion de Knuth et Bendix [KB70], adapté &

la notion de consistance choisie.

Plusieurs améliorations de cette méthode ont été proposées depuis :

G. Huet et J-M. Hullot [HH82], sous les hypotheses de complétude suffisante des opérateurs

définis par rapport aux constructeurs, et de constructeurs libres (pas de relation entre

les constructeurs), ont proposé un algorithme basé eur une extension de la procédure de

complétion de Knuth et Bendix. Le systéme d’équations finales est inconsistant s'il contient

une équation qui met en relation des constructeurs. Cet algorithme avait subi plusieurs

améliorations notamment celle de L. Fribourg [Fri86], qui avait proposé une méthode pour

ne calculer que les paires critiques utiles & la démonstration. (La notion de paire critique

est la base de l’algorithme de complétion de Knuth et Bendix. Elle consiste & superposer

deux équations)

E. Paul [Pau84] avait proposé une autre approche dans le cas des spécifications contenant

des relations entre les constructeurs, mais en plus de la complétude suffisante il faut que

Yensemble des équations exprimant ces relations soit inductivement complet. (Une spéci-

fication (S, F, E) est inductivement compléte si et seulement si tout théoréme inductif est

un théoréme équationnel). L'inconsistance se manifeste ici dans le cas de la génération

dune nouvelle relation entre les constructeurs qui n’était pas valide avant.

Une troisiéme approche proposé par Jouannaud et Kounalis [JK86], présume ne pas

supposer @hypothése sur l'ensemble d’équations initiales. Ils utilisent la propriété de

quasi_réductibilité des membres gauches des équatious. Un terme t est quasi_réductible
(inductivement_R. réductible) par rapport a un systéme de réécriture R si et seulement si

toute instance close de t est réductible par rapport 4 R. En d'autres termes ces instances

closes peuvent étre réécrites au moins une fois. Le systéme est inconsistant s'il génére une

équation qui a le membre gauche non quasi_réductible.

La stratégie de preuve de ces trois méthodes se compose en deux étapes. La premiére consiste &

prouver que le systéme de réécriture de base posséde la propriété de confluence close. Autrement

dit, qu’il termine et que l’ordre de la réécriture des termes clos n’a pas d'influence sur le résultats.
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Cette preuve est réalisable a l’aide de la procédure de complétion de Knuth et Bendix. Elle prend

comme donnée I’ensemble des équations de base. Si cette procédure termine alors on peut dire

que le systéme est convergent. La deuxiéme étape consiste a ajouter ’équation & démontrer au

systéme résultat puis de rappeler la procédure de complétion. Si cette procédure échoue alors

Péquation n’est pas un théoréme inductif. Si elle réussit alors c’est un théoréme inductif. Dans

le cas ou elle ne termine pas, on ne peut pas décider si l'équation est un théoréme inductif ou

non.

2.1 Inconvénients de la méthode

La difficulté commune aux deux premiéres méthodes réside dans la preuve de la complétude

suffisante qui est indécidable en général. T. Nipkow et G. Weikum [NW83] ont montré sa

décidabilité dans le cas des systémes de réécriture linéaires gauches. Plusieurs méthodes plus ou

moins efficaces ont été proposées, chacune d’entre elle impose des restrictions sur la spécification

initiale; citons celles de G. Huet et J. M. Hullot, Bidoit, et celle de J. J. Thiel améliorée et

prouvée dans [LLT86].

Pour la deuxiéme méthode le test de la complétude inductive reste un probléme ouvert. Aucune

méthode automatique n’a été proposée. J. Hering [Hee86], E. Paul ont étudié cette propriété

sur des exemples de spécifications. A. Lazrek [Laz88] a relevé les problémes qu'il faut étudier

pour aboutir 4 un systéme automatique qui peut tester cette propriété, appelé la w_complétude.

Le probléme majeur de la méthode proposée par Jouannaud et Kounalis est de trouver un

algorithme de décidabilité de la réductibilité inductive. Plusieurs algorithmes ont été proposés

pour tester si un terme vérifie cette propriété dans le cas des systémes de réécriture linéaires &

gauche. Dans le cas non linéaire & gauche plusieurs algorithmes ont été proposés dans (KNZ87,

Com88].

L’extension de ces méthodes aux spécifications conditionnelles n’a pas été suffisamment étu-

diée. Ainsi, il existe pas de méthode automatique pour prouver la complétude suffisante des

spécifications conditionnelles. En ce qui concerne la confluence close, on ne peut la décider que

dans un cas particulier des systémes de réécriture conditionnelle [Rem82] (RZ84]. L’extension

au cas général a été récemment abordée par [BR87a] et [Gan87].

2.2 Avantage de la méthode

La méthode de preuve par consistance est une méthode totalement automatique. Elle est

applicable sur des équations simples chaque fois qu’on peut supposer la complétude suffisante

du systéme de réécriture de base, ou bien supposer les autres hypothéses faites par les autres

approches. Elle donne des résultats satisfaisants dans le cas des systémes de réécriture simples

qui ne contiennent ni régle conditionnelle ni équation non orientable (Laz88}.

3 L’induction structurelle

Rappelons d’abord que nos objectifs n’appartiennent pas au domaine d’application de l’induction

sans induction. En effet, nous voudrions utiliser des spécifications avec des équations condition-

nelles, alors qu’il n’existe pas actuellement de systéme basé sur l'induction sans iduction qui

puisse travailler dans un tel environnement sans faire de restrictions. Nous voudrions ne pas

supposer de propriétés globales sur les spécifications, telle que la complétude suffisante ou la

complétude close, alors que ces propriétés sont la base de cette méthode. Nous voudrions enfin
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prouver des propriétés élémentaires non seulement sous forme d’équations simples, mais sous une

forme plus générale représentée par la notion de formule équationnelle que nous avons définie

dans le chapitre précédent. Ces exigences nous ont amené a choisir l'utilisation de la méthode

classique de la preuve par induction. Il s'agit de faire une récurrence en utilisant les opérateurs

avec lesquels tout objet du type abstrait peut étre généré; ce sont les constructeurs. Avant de

développer en détail le principe de I'induction structurelle, nous allons rappeler la sémantique

algébrique de la validité inductive d’une formule équationnelle.

3.1 Validité Inductive

Définition 3.1 Validité inductive d’une formule équationnelle

Soit SP = (S,CUD,E) une spécification. Une formule équationnelle f est inductivement

valide dans SP en respectant les constructeurs si et seulement si, pour toute substitution close

sur les constructeurs o : X —»+ T(C), o(f) est équationnellement valide. Nous dirons aussi

que f est un théoréme inductif de SP ou de E, ou une conséquence inductive de B, et nous la

notons EF f.

Nous rappellerons aussi deux propriétés intéressantes que nous allons utiliser dans la suite et

qui mettent en évidence la relation entre la validité équationnelle et la validité inductive.

Proposition 3.1

Si une formule est équationnellement valide dans une spécification (S,C UD, B) alors elle

est inductivement valide en respectant les constructeurs C.

Preuve: trivial.

Proposition 3.2

Une formule équationnelle close est équationnellement valide dans une spécification (S,CU

D, E) si et seulement si elle est inductivement valide en respectant les constructeurs C.

Preuve: trivial.

3.2 Les principes de l’induction structurelle

L'nduction structurelle a été initialement utilisée dans [Bur69] et dans (BM79] pour prouver

les programmes écrits en Lisp. Nous la retrouvons aussi dans [ZKK88] et (GG88], qui l'utilisent

pour prouver certaines propriétés élémentaires sons forme d’équations simples dans le cadre des

spécifications équationnelles. Elle est basée sur la notion de récurrence classique utilisée souvent

pour prouver des propriétés relatives aux entiers naturels, ou aux ensembles inductifs. En effet,

pour réaliser la condition de la définition 3.1, il faut tester la validité de la propriété pour tous

Jes termes de T(C). Ce calcul infini peut étre remplacé par une récurrence sur les termes de

T(C).

Exemple

Nous reprenons la spécification des entiers de l’exemple 3.1. Pour prouver la validité inductive

d'une propriété comme l'associativité de +, il suffit de la prouver pour 0. Puis supposer qu'elle
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valide pour un entier n et montrer qu'elle reste valide pour le successeur de n. Cela vient du fait

que tout entier élément de T({0, s}) est une formule bien formée & l'aide des opérateurs 0 et s.

Dans ce eas on peut exprimer la récurrence sur Jes entiers avec la formule de second ordre :

R=VP((P(0) et V2[P(x) = P(s(z))]) + VzP(z)]

Cependant nous voudrions écrire cette formule R sous une forme plus opérationnelle. Et

puisqu’il s’agit d’une méta régle de déduction, la maniére la plus adéquate serait de la représenter

sous forme de régle d’inférence. La régle la plus évidente nous permettra de déduire P(z) & partir

de cette infinité de propositions: P(0), P(s(0)),-...-.-

Cependant en plus du fait que cette régle n'est pas efficace car elle a une infinité de prémisses,

on ne peut pas l'exprimer d’une maniére formelle. D’ou la régle suivante connue sous le nom

de schéma d’induction [Bur69], qui nous permet de prouver une classe importante de propriétés

inductives sur les entiers.

Et; Vz P(x)

cest une variable qui n’apparait ni dans E ni dans P.

Cas général

Le probléme qui se pose dans le cas général est |’existence d’une méthode qui permettrait

de calculer automatiquement le schéma d’induction & partir d’une spécification et de la formule

équationnelle & prouver. Cependant il faut signaler qu’il n’existe aucune méthode applicable &

tous les théorémes inductifs, et qui permettrait ainsi de les prouver. Il faut donc se contenter

de méthodes applicables & des classes de théorémes plus ou moins grandes.

La méthode que nous allons exposer est basée sur les travaux de R. Aubin [Aub79]. Elle

permet de générer automatiquement les schémas d'induction pour prouver une classe importante

de théorémes inductifs qui sont des propriétés relatives 4 des fonctions qui ont été définis 4 partir

des constructeurs.

Avant d’exposer cette méthode, rappelons quelques définitions utiles.

On considére une spécification ($, CUD, E) d'un type abstrait quelconque. A chaque fonction fF

de F = CUD eat associé un profil u — s, ob u est une suite de sortes et s une sorte quelconque.

C est l'ensemble des constructeurs: ce sont les opérateurs & partir desquels tous les objets

du types abstrait de données peuvent étre exprimés ou engendrés. Parmi ces constructeurs se

distinguent ceux qui n’ont aucune sorte dans leur domaine de départ (u est une liste vide). On

les appelle les constructeurs de base ou les constantes. D est l’ensemble des opérateurs défints.

Exemple 3.2

Soit la spécification des entiers précédemment définie par:

({N}, (0, 8, 1, +, *}, A)

1. Le constructeur de base est 0

2, Les constructeurs sont 0, s

3. Les fonctions définies sont 1, +, *
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Pour généraliser cette notion de schéma d’induction, nous allons construire les termes sur les-

quels sera basée la récurrence. Ces termes seront appelés des termes générateurs. Il s’agit d’un

ensemble fini de termes avec lesquels nous pouvons exprimer tous les termes clos sur les cons-

tructeurs. Ces termes générateurs nous permettront de transformer la preuve par induction

d'une preuve sur une infinité de terme en une preuve sur un ensemble fini de termes. Ces der-

niers dépendent de l'ordonnencement de la suite des variables sur lesquelles sera appliquée la

récurrence. Nous allons ensuite construire pour chaque terme générateur la liste des termes qui

le précédent (dans l'exemple le terme c précéde le terme s(c)). Ces prédécesseurs seront utilisés

pour définir les hypotheses de récurrence.

Définition 3.2 Variable d’induction

Soit P la propriété a prouver par induction. Nous appelons variables d'induction la suite des

variables 2° de P sur lesquelles sera appliquée la récurrence. Dans la suite nous noterons P(z*)

pour dire qu'il faut prouver la propriété P avec une récurrence sur les variables x.

Le choix de ces variables d’induction n’est généralement pas automatisable. Nous allons en

discuter dans les paragraphes suivants.

Définition 3.8 Ensemble de termes générateurs

Soient P(s*) une propriété & prouver par induction dans une spécification (S, F, E), $1,..-. Sn

la suite des sortes respectives des variables de la suite c* et EG un ensemble de n_uplets de

T(C,X)s, x... xXT(C,X)sq» Lo fonction U de EG vers Vensemble des parties de T(C)s, x... x

T(C)s, est une fonction génératrice si et seulement si:

1. Pour tout nuplet (t1,...,tn) de T(C)s, x... * T(C)sq it existe un nuplet (t,...,t,) de

EG et une substitution o tel que:

© (tayeeeyte) € W(t etn)
et

© pour tout i € [1..n], a(t!) = ti,

2 Wty.) #0, V(t... th) € BG,

3. (thy...) dans (1) est unique.

Si Vensemble EG posséde une fonction génératrice alors il est appelé ensemble de termes géné-

rateurs.

Ii existe plusicurs ensembles de termes générateurs possibles pour une suite de sortes donnée.

Nous en avons choisi un qui est le plus général et qui est facilement calculable. Il s’agit de

Pensemble des nuplets de termes obteaus en combinant les constructeurs des sortes $1,..., Sn

dans l’ordre dans lequel ils occurrent. Plus formellement:

Proposition 3.3

Soit 1,...,8q une suite de sorte. L’ensemble EG défini par:

EG = {(fultiyy.--stm)se+s Fa(Bine ++ Bmq)) tel que fi EC et fit siy.+-8m, —> si eb ai,
une variable de sorte s,;}

est un ensemble de termes générateurs pour la suite de sortes 81,...,Sn.
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Preuve:

La fonction W entre EG et T(C)s, x... X T(C)s, est définie pour tout n-uplet

(Fu(@iyse++y2rmr)ee-syFa(Zigy-++s%mq)) Part

W(fultrss sos BrmadseossFa(Bigr Frag) = (SaltiisesstmadeoeesFa(tins +s tena)
avec ti, €T(C)s,

Les autres conditions sur W sont faciles & vérifier.

Exemple 3.3

Les termes générateurs pour une propriété P(x) sur les entiers, avec une seule variable

dinduction x, sont les termes 0 et s(c) avec c une variable quelconque.

Pour une propriété P(x,y) qui utilise deux variables d’induction, les termes générateurs sont

les suites de termes 0,0; 0,5(n); s(m),0; s(m), s(n). Avec m et n des variables de sorte entier

quelconques.

Nous allons maintenant calculer les prédécesseurs de ces termes générateurs pour les utiliser

dans la définition des hypothéses de récurrence. Pour cela nous aurons besoin de définir un

ordre sur les termes.

Définition 3.4 Ordre de réduction

Un ordre < sur T(F,X) est un ordre de réduction, si et seulement si il posséde les propriétés

suivantes :

# < est bien fondé (il n’eziste pas de chaine infinie de termes ...,t2 < ty),

© (propriété de compatibilité): ty < to f(...sthy--.) < F(eeestay.-)

© (propriété de stabilité par instanciation): Pour toute substitution o,

ty < tz = a(t) < a(ta)

Définition 3.5 Terme A argument récursif

Un terme f(t,-..,tn) de T(F,X), est dit d argument récursif si il existe uni € [1..n] tel

que t; est de sorte s. Le terme t; est alors appelé un argument de récursivité.

Exemple 3.4

Le terme s(m) est un terme @ argument récursif. Le terme m est Vargument de récursivité,

Convention 6

Tout les termes de T(C) qui ne sont pas des constantes sont des termes & argument récursif.

Définition 3.6 Prédécesseur

Un prédécesseur d’un terme généreteur (t),...,tn) est un nuplet de termes (t),...,t,) tel

quil existe uni € {1..n] tel que:

© t; = 4) pour tout 7 € [1..i—1] et

© th est un sous terme de t; avec ti < t, et t{ est un argument de récursivité dans ty. (< est

Vordre de réduction sur les termes).
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Un prédécesseur de la liste des termes ¢(zj),...,€n(;) est une liste de termes:

c1(2]), +++, G-1(27 4), ty titty atne
avec zi; un argument de récursivité de c,(x}) et th (i-+1 < k <n) des termes quelconques.

Exemple 3.5

La liste des termes 0, 0 n'a pas de prédécesseur.

La liste 0, s(n) a comme prédécesseur la liste 0, n.

La liste s(n), 0 a comme prédécesseur la liste n, t. t est un terme quelconque.

La liste s(m), s(n) a deux prédécesseurs: la liste m, t et la liste s(m), n.

Définition 3.7 Théoréme inductif

Soit P(x*) le propriété & prover par induction 4 partir d’un ensemble d’ariomes E. Cette

propriété est exprimée sous forme d’une formule équationnelle.

Soit cui(2h),..-, cin(z?,) avec € [1..r], les termes générateurs associés d cette propriété. Soient

pi. i € [1.1] des implications de la forme

P(th) Avs A Pltin,) 2 Plea(th)r-++1 Gin(tin))

avec t}, j € [1..mj] sont les prédécesseurs de c(h), ...5 Cin(in)-

Alors P(2*) est un théorime inductif si on peut le déduire & partir de la régle d’inférence sui-

vante :

Eb pid «+A Pr

EK, P(z*)

Exemple 3.6

Pour exprimer une double induction sur les entiers on utilise la régle d’inférence suivante :

EF, P(0,0)

(P(O,n) D P(O, s(n)))
(P(m,#) 3 P(s(m),0))

((P(m,t) A P(s(m),n)) > P(s(m), s(n)))

Et; P(z,y)

En effet, les constructeurs sont 0 et s. Ils donnent quatre combinaisons de deux (deur va-

riables d’induction) : (0,0), (0,8), (s,0), (s,s). Les prédécesseurs de ces couples sont donnés dans

Veremple précédent. D’ou la régle d’inférence ci-dessus. Les prémisses de cette régle peuvent

étre catculée a la main en faisant une induction sur x puis sur y.

Proposition 3.4

Soient (S,CUD, B) une spécification équationnelle et f une formule équationnelle.

Si f est un théoréme inductif alors f est inductivement valide.

Preuve:

Ils'agit de prouver que si la formule f a été prouvé en utilisant un schéma d’induction

de la définition 3.7 alors f vérifie les conditions de la définition 3.1. Autrement dit

toute instance close sur les constructeurs de f est équationnellement valide.

Nous allons faire la preuve pour le cas d'une seule variable d’induction z. Le cas de
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plusieurs variables d’induction sera une généralisation de celle ci.

Nous allons faire une preuve par l’absurde, pour cela supposons qu'il existe une
substitution close sur les constructeurs ¢ : X —+ T(C) telle que E ry o(f), avec
B=(S,CUD).

Soit @ telle que t= o(z) soit minimal par ordre de réduction < sur les termes.

test un élément de T(C) donc il existe un terme générateur ¢; et une substitution @

tel que t = 0(t)).

Soit t2 un prédécesseur de t). Puisque f est un théoréme inductif alors d’aprés la
définition 3.7 nous pouvons dire que:

Ek; fiz] > fz — t]

=

EF, fle — 0(t2)| > fle — 0(4)]
et puisque f[z — 6(t2)] > f[z — 4(t;)] est une formule close, nous pouvons dire que
(proposition 3.2)

Eks flz— 6()] D fiz — 6(4)]
=>

Eke flz — 0(te)] => E Fe fle - 6(t)]
Or E x f[z — 8(h)] car t= 6(t)) donc

E kts fle — (t2)]
et puisque 6(t2) < 6(t:) = t cela contredit le fait que t est minimal.

Exemple 3.7

Soit la propriété P(y,z) = 2+y==y+-a. L’ordre des variables x et y dans la propriété P
@ une influence sur Ia preuve, comme nous allons le voir dans le paragraphe suivant.

Le schéma d’induction suivant permet de prouver la commutativité de Vaddition

Ek, 0+ 0+0
n+0==0+4n 5 s(n) +0==0+5(n)

ttm==m+tD0+4 s(m) == s(m) +0

(t+m==m-+t A n+ s(m) == s(m) +n) D s(n) + 5(m) == s(m) + 9(n)

Ebyct+y=syte

Les quatres prémisses peuvent étre prouvées seulement par un raisonnement équationnel.

3.3. Application aux formules équationnelles

Décomposition et validité inductive

La question qui se pose dans ce cadre consiste & se demander pourquoi ne pas appliquer

des régles de décomposition, comme dans le cas de la validité équationnelle, pour faciliter

Ja preuve par induction. Malhcureusement la plupart des régels de décompusition du cha-
pitre précédent ne sont correctes que parce que nous avons considéré les variables des formules

commes des constantes. Ce n’est plus le cas pour les formules & prouver par induction, car

nous avons besoin de tester leurs validité pour chaque instance de leurs variables. La seule

régle de décomposition correcte et qui a un intéret pratique est celle qui transforme la validi-
té inductive d’une conjonction de formules en la conjonction des validités de chaque formule:

EPs fi fo => EPs fi\E Ps fo. La correction de cette régle vient du fait que pour toute

Dalgebre A, A Fr fi fo = Ar fi AAEs fo.
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Déroulement de la preuve par induction

Soient f une formule équationnelle et 2* la liste des variables sur lesquelles va étre appliquée

Vinduction. La définition 3.7 nous permet de générer un schéma d’induction adapté & notre

formule et & nos variables d'induction. En appliquant ce schéma sur f nous obtenons une

conjonction de formules f, A...A f, avec chaque f; de la forme f(tj,) A... A f (ting) 2

Flea(at,),-.-, ¢m(Zi,))- Or d’aprés la propriété 3.1, si nous arrivons & prouver la validité

équationnelle d’une formule alors nous pouvons déduire qu'elle est inductivement valide. Et

apres le théoreme 2.2 pour prouver la validité équationnelle de cette formule il suffit de prouver

Ia validité de la formule close associée. Or, pour prouver une formule d’une telle complexité nous

aurons besoin de faire appel a la décomposition; ce qui nous permettra de la transformer en un

ensemble de a.équations et de réduire ainsi sa preuve & la preuve de ces a.équations. Si cette

preuve réussit nous pouvons conclure que la formule initiale est inductivement valide, sinon si

cela est nécessaire, une autre induction sur d’autres variables pourra étre proposée.

Exemple 3.8

On considére la formule équationnelle estvide(e) == faux D min(e) < maz(e) == vrai.

Pour la prouver nous avons besoin de faire une induction. Rappelons que la spécification dans

laquelle nous voulons faire cette preuve est celle des ensembles ordonnés de l'exemple 1.13. Le

constructeur de base est "ensvide”. L’autre constructeur est Vopérateur ”union”.

La variable d’induction est e. Le schéma d’induction associé est :

E+; Plensvide) A (P(X) D P(unton(X,«)))

EK P(X)

En appliquant ce schéma sur notre formule nous obtenons la formule suivante :

vrai) A{estvide (ensvide) == faux D min(ensvede) < maz(ensvide)
( (estvide(X) == faur D min(X) < max(X) == vrai

D (estvide(union(X,a)) == four

> min(union(X,a)) < maz(union(X,a)) == vrai) ).

La décomposition de cette formule nous donne l'ensemble de a_équations suivant :

{({estvide(ensvide) == faux}, min(ensvide) < maz(ensvide) == vrai),

({estvide(X) == vrai, estvide(union(X,a)) == faus},
min(union(X,a)) < maz(union(X,a)) == vrat),

({estvide(X) == fauz, min(X) < maz(X) == vrai, estvide(union(X,a)) == fous},
min(union(X,a)) < maz(union(X,a)) == vrai)}.

It reste & prouver séparément la validité équationnelle de chague a_équation.

Classe de formules prouvable par induction

Lorsque nous avons déterminé la classe de formules sur lesquelles nous pouvons appliquer
notre méthode de preuve équatiounelle, le critére de choix était de savoir si ces formules sont dé-

composables ou non. Dans le cas de la validité inductive, la décomposition n’intervient qu’aprés

avoir appliqué le schéma d’induction. Or, nous ne pouvons savoir & priori ni la forme du schéma

Winduction ni la forme de la formule résultat. Mais si nous supposons que la partie premisse

d'un schéma est généralement de la forme Et; pp A ...A pr décrite dans la définition 3.7
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avec pj = P(t) A... A Plti,,) D P(cu(zh),..-, ¢in(z},)), nous pouvons déterminer une

classe de formules sur lesquelles l'application de tel schéma d'induction donnerait des formules

décomposables. Cette classe sera celle des formules susceptibles d’étre prouvées par induction.

Proposition 3.5

Sous Vhypothése que la forme générale des schémas d’induction est celle de la définition 3.7.

La classe de formules susceptibles d’étre prouvées par induction CINT est définie par:

1. Soit f une formule conjonctive de C alors f appartient éC_INT,

2. soit f une formule disjonctive de D alors f appartient d CINT,

3. soit f une formule booléenne de B alors f appartient dC_INT,

4 . soient f, une formule booléenne de B et fz une formule de CUD alors f, > fz appartient

4CINT.

Preuve:

Il faut prouver que la formule obtenue par l’application d’un schéma d’induction sur

une formule de C_INT, est une formule décomposable appartenant 8 DECOMP

(cf définition 2.9).

e Soit f une formule conjonctive. La formule générée par le schéma d’induction

est de la forme pi A...Ap, avec pj = fi, A... A fn,. Cette forme est une forme

décomposable d’aprés la clause 3 de la définition 2.9.

Méme démarche pour les formules disjonctives et booléennes.

© Soit f une formule de la forme f > g avec f € Bet gC UD. La formule

générée par le schéma d'induction est de la forme py A... Apr avec pi = ((fr D

1) A...A (fm D Gm)) D (fm41 D gm41), et fi € Bet 9 € CUD. Cette forme
est décomposable d’aprés les clauses 8 puis 3 de la définition 2.9.

3.4. Comparaison avec les autres approches

Il existe une autre méthode de génération automatique de schéma d’induction. Elle a été

proposée dans (ZKK83§] et [Zha88], elle est fondée sur l’'idée de chercher un ensemble de termes qui

’ représentent l’ensemble des termes clos sur les constructeurs. Cet ensemble est appelé ensemble

de recouvrement, La différence entre l’ensemble des termes générateurs est que ce dernier ne

peut contenir que des éléments de T(C, X) alors que l'ensemble de recouvrement peut contenir

des termes de T(C U D, X) avec des épérateurs définis. C’est une méthode plus générale que

la nétre dans le sens oii elle permet de prouver des théorémes inductifs avec des opérateurs qui

n’ont pas été définis & partir des constructeurs. Par exemple l'opération plus grand commun

diviseur gcd est définie par les équations:

ged(0,z)==2 gced(z,0) ===

ged(x+y,y) == ged(z,y) ged(x, 2 +y) == ged{z, y)
Si nous voulons prouver la commutativité de gcd, ensemble de termes générateurs que nous

pourrons proposer est {(0,0), (0, suc(z)), (suc(z), 0), (suc(x), suc(y))}. Le schéma d’induction

qui en résultera ne permettra pas de prouver cette commutativité. Tandis que les auteurs dans

[ZKK88} proposent l'ensemble de recouvrement suivant: {(0,y), (2,0), (2+y,y),(z,2+y)}. Le

schéma d’induction :

Ets P(0,y) AP(2,0) A(P(z,y) D Plz +4,9)) A(P@,y) 3 P(z,2 +9)
Ek; P(a,b)
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permet de montrer que le ged est commutatif.

Cette méthode nécessite des techniques plus compliquées pour la mise en ceuvre. Ainsi, pour

générer cet ensemble de recouvrement, des tests doivent étre effectués sur la complétude suffi-

sante des opérateurs définis. En plus, pour déterminer l'équivalent de nos termes prédécesseurs

les auteurs utilisent un ordre plus compliqué appelé l’inéquivalence inductive. Ces difficultés

compliquent l'implémentation de cette méthode.

Mais il y a des cas oii cette méthode ne peut pas générer le bon ensemble de recouvrement,

comme le montre l'exemple suivant:

Exemple 3.9

S = {entier}, C = {0, suc}, D = {+}

E = {suc(suc(z)) == x, Les autres équations pour définir +}.

Notre objectif est de prouver que Véquation suc(z) + sucly) == 2+ y est un théoréme inductif.

L'ensemble de recouvrement proposé @ l'aide de la méthode de Zhang est (suc(z), suc(y)). Les

couples de termes susceptibles d’étre inférieurs & (suc(=), suc(y)) sont (x,t) et (suc(z),y). Or

ces couples ne sont pas inductivement inéquivalent 4 (suc(x), suc(y)); ce qui implique qu'avec la

méthode d’ensemble de recouvrement Vauteur ne peut pas générer automatiquement de schéma

d’induction.

Cependant, avec notre méthode, ensemble des termes générateurs est celui proposé pour une

induction sur deux variables: {(0,0), (0, suc(z)), (suc(z), 0), (suc(x), suc(y))}. Ce qui permet

de générer le schéma d’induction habituel et de prouver gue notre équation est un théoréme

inductif.

3.5 Sélection des variables d’induction

L’inconvénient de la méthode de preuve par induction structurelle, est quelle n'est totale-

ment automatisable. En effet, il n’existe pas de méthode générale pour désigner les variables

@inductions. R, Aubin et R.S. Boyer ont proposé des heuristiques pour résoudre ce probleme

dans des cas particuliers, comme le traitement des listes ou bien la preuve de propriétés sur les

programmes Lisp. Mais plusieurs questions se posent dans le cas général: sur quels critéres doit
on faire le choix des variables d'induction? Et dans le cas ob nous devons faire une induction

sur plusieurs variables, selon que! ordre devons nous l’appliquer?

La réponse & ces questions varie d’un domaine 4 un autre. Ainsi pour répondre ala premiére

question nous pouvons dire qu’il faut faire une induction sur chaque variable de récursivité. Or

cela est parfois inutile. Par exemple pour prouver (r + y) + 2 == = + (y + 2), une

récurrence sur une seule variable x ou z suffit, alors que pour prouverz + y yt+cil

faut une double récurrence sur z et y.

La réponse & la deuxiéme question est plus délicate. Sur l’exemple précédent et en utilisant les

équations x + s(y) s(z + y) et +0 == z, si on commence par une induction sur z puis

sur y, la réduction s'arrétera avec une forme irréductible qui n’est ni vraie ni fausse, Alors que

si on commence par une induction sur y puis sur z, le résultat est immédiat. Si on prend les

équations s(z) + y == s(r + y) et 0+ == alors il faut commencer par une induction sur

z puis sur y. A partir de cet exemple on peut dire qu’il faut commencer per la variable qui

correspond a l’argument avec lequel on définit l'opération +.

Ainsi la seule tactique applicable d’une maniére générale, est d’appliquer l’induction sur une

seule variable, puis sur une autre, dans le cas ott la premiére n'a pas permis de faire aboutir la

preuve.

CHAPITRE 3. LA PREUVE PAR INDUCTION

67

La méthode proposé par [ZKK88] ne permet pas non plus de contourner ce probléme de

choix de variables d’induction.

3.6 Comparaison entre la preuve par consistance et induction structurelle

La méthode de preuve par induction structurelle est une méthode généralement applicable

& toutes les spécifications algébriques, dont les sortes sont générées par une famille de cons-

tructeurs, et dont les opérateurs sont complétement définis par un ensemble d’axiomes. Elle

est applicable & condition de trouver le bon schéma d'induction, soit automatiquement soit

par Vintermédiaire de l'utilisateur. Son domaine d’application recouvre celui de la méthode

d’induction sans induction. En effet, aucune propriété globale n'est supposée, et elle est utili-

sable indifféremment dans les spécifications conditionnelles et inconditionnelles.

Ce probléme de choix des variables d’induction et de schéma d'induction ne se pose pas

dans la méthode d’induction sans induction. C’est le mécanisme de paires critiques qui est la

base de V’algorithme de complétion de Knuth et Bendix qui génére les instances nécessaires &

induction. Cette génération se fait en orientant I’équation & démontrer en une régle de réécri-

ture, et en superposant ces régles entre elles. Cet algorithme génére des paires critiques autres

que celles nécessaires 4 l’induction, car il fait toutes les superpositions possibles. Les risques de

cet algorithme c'est qu'il peut générer indéfiniment des paires critiques, ce qui entrainerait la

nou terminaison de la preuve. Il risque aussi de générer des paires qui sont non orientables, ce

qui entrainerait |’échec de la preuve.

Un autre inconvénient de la méthode basée aur V’induction sans induction, est que l’algori-

thme de Knuth et Bendix n'est pas déductif, ce qui implique une difficulté de suivre et de

comprendre la preuve; et par conséquent de voir pourquoi la preuve a échoué, ou quel lemme

ajouter pour relancer la preuve. Par contre avec l'induction structurelle chaque étape est déduite

de l’étape précédente par un raisonnement simple, tel que calculer la forme normale d’un terme,

ou bien faire une décomposition par cas. Ce qui rend la preuve plus tisible et plus compréhensible.

Et dans le cas d'un échec, la preuve s’arréte sur une forme irréductible, qui donnerait une idée sur

le lemme & ajouter pour faire converger la preuve. Ce lemme est assez souvent une généralisation

de la forme irréductible.

Exemple 3.10 /GG88]

Soit Vensemble d’équations suivant :

estvide(ensvide) = vrai

estuide(singleton(e)) = faur

estvide(union(s1, s2)) = estvide(s1) et eatvide(s2)

sousens(ensvide ,s) = vrai

sousens(s, ensvide) = estvide(s)

sousens(singleton(e1), singleton(e2)) = (el = 2)

sousens(singleton(e), union(st, s2)) = sousens(singleton(e), st) ou

sousens(singleton(e), s2)

sousens(union(s1, 2), 38) = sousens(s1, s3) et sousens(s2, s3)

Pour prouver la reflexivité de Vinclusion sousens(z,x) avec ce systéme d’équations, on obtient

la forme irréductible

sousens(x, unton(z, y)) et sousens(y, union(z, y))
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Cette équation suggére le lemme sousens(s, union(s , 81)) = vrai, qui est une généralisation

de la forme irréductible. Ce lemme peut étre prouvé par induction et permettra de compléter la

preuve.

4 Conclusion

Dans ce chapitre nous avons présenté les deux tendances actuelles de la preuve

par induction qui sont la preuve par consistance ou l'induction sans induction et

Dinduction structurelle. Une comparaison entre ces deux méthodes puis une confron-

tation avec nos objectifs nous a permis de choisir la méthode basée sur l’induction

structurelle. Ensuite nous avons essayé de déterminer la classe de formules suscep-

tibles d’étre prouvées par cette méthode d’induction.

Nous avons vu que l’inconvénient de l’induction structurelle est qu'elle n'est pas to-

talement automatique. En effet, elle exige la donnée des variables sur lesquelles sera

appliquées l'induction pour pouvoir générer le schéma d’induction nécessaire. Nous

avons donné une méthode pour générer automatiquement ce schéma d’induction.

Mais en général, il existe des schémas qui ne peuvent pas étre générés automati-

quement. En plus, l’expérience a montré qu’il existe aussi beaucoup de théorémes

inductifs qui nécessitent des schémas d’induction particuliers.

Partie II

Mise en ceuvre
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Chapitre 4

Réécriture et raisonnement par cas

1 Introduction

Dans le chapitre 1 nous avons vu comment transformer le probleme sémantique

de validité d’une équation dans la variété d’algébres engendrées par un ensemble

d’équations E, en un probléme syntaxique de E_égalité =p. L’idée de base de cette

méthode syntaxique, consiste 4 déterminer pour chaque classe d’équivalence, de la

congruence =p, un représentant canonique. Ce qui raméne le probléme de E_égalité

de deux termes t; et ty & celui de l’identité de leur représentant canonique. Ces

représentants canoniques peuvent étre obtenus en utilisant la relation de E_égalité

en une étape Fz autant de fois qu’il eat nécessaire.

Ce résultat mathématique du probléme de validité n’est pas suffisant pour donner

une bonne solution informatique. En effet la B_égalité en une étape ou le rempla-

cement d’égaux par égaux nécessite de nombreux retours en arriére. Ce qui risque

d’engendrer des boucles incontrélables et de ce fait rendre la méthode inefficace.

Dou l’idée d'une méthode visant non pas 4 supprimer les choix, mais 4 faire en sorte

qu'ils fournissent tous le méme résultat. C’est la base de la méthode de réécriture,

qui consiste tout d’abord a choisir-un sens d’utilisation des équations pour donner

des régles de réécriture, L’ensemble de ces équations ainsi orientées forme un systéme

de réécriture R. La E_égalité tig devient la relation de réécriture —+p associée &

R. Cette méthode impose l’existence d’une forme normale pour chaque terme, ce

qui est exprimé par la propriété de terminaison. D’autre propriétés ont été étudiées

par de nombreux auteurs et particulitrement [Hue80] pour la réécriture simple et

[Rem82] pour la réécriture conditionnelle.

Dans le chapitre 2 nous avons vu que pour pouvoir appliquer cette méthode syn-

taxique de E_égalité sur des formules équationnelles, i] fallait les décomposer sous

forme de'a_équations. Nous avons vu aussi que la preuve de validité de ces a équations

revient 4 trouver une inconsistance entre leurs assertions ou bien & prouver la validité

de leur partie conclusion dans l’ensemble d’équations initial augmenté avec les asser-

tions. Ce chapitre a pour objectif de mettre en ceuvre ces idées théoriques 4 l’aide

des techniques de réécritures afin d’obtenir une solution informatique, et de décider

ainsi la validité des a_équations. Nous allons suivre la méme démarche que dans

le cas des équations simples dans le sens oi la preuve de validité d’une a.équation

se raménera & tester l’équivalence des formes normales de chacun de ses a_termes

(un a.terme est constitué d’un ensemble d’assertions plus un terme). Nous commen-

71



72

cerons par définir la relation de réécriture entre les termes puis entre les a_termes.

Ces définitions seront ensuite utilisées pour tester linconsistence des assertions puis

de définir la validité d'une a_équation. Nous terminerons en donnant les différents

algorithmes de calcul de formes normales ainsi que leurs conditions de terminaison.

2 Réécriture conditionnelle

Définition 4.1 Systéme de réécriture conditionnelle

Soit (S,F,E) une spécification équationnelle. Le systéme de réécriture conditionnelle as-

socié @ cette spécification est un triplet (S,F,R) o& R est un ensemble de régles obtenues par

orientation des équations de E tel que :

© dune équation du type g == d, nous associons la régle g — d,

a une équation du type AiciinPi == Pl > g == 4, nous associons la régle Actin}

p==K>g>4,

© et une équation du type Aceht.nlPi == Ph > g == (d1,d2), nous associons la régle

Aie[tn|Pi => g — (di, do)

On suppose que var(p;), var(p)),var(d),var(di) et var(dg) sont inclus dans var(g). Dans la

suite un systéme de réécriture sere représenté seulement par son ensemble de régles R.

Vorientation des équations se fait de telle sorte qu’elle doit assurer la terminaison de la réécriture.

Nous allons reprendre ce sujet plus en détail dans le paragraphe 5.

Hypothése 2

Nous supposons que la spécification (S,F,E) est consistante et compléte par rapport aux

booléens et que les constantes vrai et faux sont irréductibles dans le systéme de réécriture R

associé a cette spécification.

2.1 Réécriture conditionnelle récursive sur les termes

Définition 4.2 Relation de réécriture conditionnelle récursive entre les termes

Soient R un systéme de réécriture, t et t’ deux termes. Un terme t se réécrit ent! et noté

t—pt, dans Vun des trois cas:

il existe une régle g + d, une occurrence u de t et une substitution o telle que

ty, = 0(g) ett = t[u — o(d)}

ou

© une régle Avett njPi == Bi > 9 —* d, une occurrence u de t et une substitution o

telle que t;, = 0(g), pour tout i de /1..n] o(p:) sap, ett! =tlu—o(d)]

ou

pl = 9 > (di,d2), une occurrence u de t, une substitution o telleune régle Ajetin[Pi =

que

tye = 0(g) et
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~ pour tout i de [1..n] o(p;) +n ply ett’ = tu — o(d)]

ou

— il existe uni de [1..n] tel que o(pi) —>p =p; et U = t[u — o(dz)].

Les notations +p et —+p représentent respectivement les fermetures transitive et reflexive-
transitive de la relation —+p.

Tl s’agit d'une relation de réécriture conditionnelle recursive dans le sens oti les conditions des

régles sont évaluées par réécriture avant de réécrire les termes.

Définition 4.3 Forme normale d’un terme

Un terme t est réductible par rapport & un systéme de réécriture R si et seulement si il existe

un terme t tel quet —>at'. Une forme normale de t par rapport 4 R, notét |p, est un terme

irréductible tel que t pt’.

2.2 Réécriture conditionnelle sur les a_termes

Par analogie & la preuve de validité des équations simples qui consiste & calculer les formes

normales de chacune de ses composantes, nous allons suivre la méme démarche. Tout d’abord

nous allons définir les composantes d'une aéquation. Il s’agit des deux termes de la partie

conclusion accompagnés chacun par la partie assertion.

Définition 4.4 Terme avec assertion

Un terme avec assertion ou un aterme noté ({a1,...,@n},t) est constitué d’un ensemble

d’équations closes sur T(2UX) : {a1,...,@n}, appelé partie assertion, et d’un terme t clos de

T(EUX).

Rappelons que dans la convention 5, les composantes d'une a_équation sont considérées comme

des formules close. II s’agira de méme pour les a_termes.

Cette notion de a_terme est différente de la notion de terme contextuel noté c :: t et qui a

été étudié dans [Zha84] et recement dans [Bou88b]. En effet un contexte cest une conjonction

de termes booléens, alors que la partie assertion d’un a_terme peut contenir indifféremment des

équations booléennes ou des équations quelconques.

Maintenant pour pouvoir calculer les formes normales d’un a_terme nous allons définir Ja relation

de réécriture utilisée.

Cette relation de réécriture entre lea a.termes permet, en plus de la relation de réécriture entre

les termes, de faire du raisonnement par cas et de réécrire avec une assertion. Le raisonnement

par cas est possible quand la condition d’une régle si-alors-sinon ne peut étre évaluée ni & vraz

nia fauz. Dans ce cas, nous générons deux nouveaux a.termes qui ont en plus des assertions

initiales , pour le premier la condition supposée vrai et pour le deuxiéme la condition supposée

fausse. Cela est justifié par la propriété de complétude par rapport aux booléens qui assure que

si ces conditions étaient des termes clos de 7'(Z) soo, elle se seraient réduites 4 vrai ou & fauz.

Définition 4.5 Réécriture de la partie terme dans un a_terme

Sort R un systéme de réécriture, et soient ({a1,...,4n},t) et ({b1,...,bm}, 8) deur a.termes.

({a1,...,@n}, t) se réécrit en ({b),...,bm}, 8), et nous le notons ({a1,...,an};t) —a—r ({bi,--

si et seulement si
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« réécriture conditionnelle simple

tops, et ({b1,---,bm},8) = ({a1,...,¢n}, 5),
ou

e Raisonnement par cas

il existe une régle Aight. n|Pi == Pi > 9 —* (dy, dp), une occurrence u de t, une substitution

o telle que

ty, = 0(g) et pour tout i de [1..n] (o(pi) La=p"i, (p # pi) et (pi # —P"s)
et ({b1,.--,bm).8) est Uun des atermes suivant :

({a1,--.5@n, (7(pi) == Pike. np (PY ==Piiepn} } tu — 0(d1)))

{{@1 5 4n, 0(p1) == “PL PL == pi}, tu — o(d2)]) ,

an, 0(Pn) == “Pro Pu == Pa} tu — o(d2)]),
1" == pl peut étre omise si p! = pi

ou

« Réduction avec une assertion

il existe uni de (1..n], tel que a = (ty == t2)

et il existe une occurrence u de t telle que

tyy = ty et ({1y+-5bm}s8) = ({a1,..., dn}, tu — ty}).

Normalement lors du raisonnement par cas, il n’y a que deux a-équations générées avec les

formules équationnelles Aiefi.njai et ~(Asel1, ni) qui sout ajoutées aux assertions. Mais aprés

la décomposition de ces deux a.équations nous obtenons les a_équations vues dans la définitions

précédentes.

Remarque 4.1

Les variables dans les assertions sont des variables fizées: constantes. Ce gui empéche de

faire du filtrage entre les termes de ces assertions et le terme @ réduire. C'est pourquoi la

réduction avec une assertion consiste seulement a faire un remplacement de termes.

Exemple 4.1

Reprenons l’ezemple 3.8.

Et soit ({estvide(X) == faur, estvide(union(X, a)) == faux, min(X) < maz(X) == vrai},

min(union(X,a)) < maz(union(X,a)) == vrai) une aéquation obtenue lors de la décomposi-

tion de la formule résultat de l’induction structurelle. Cette a.équation se décompose en deur

a.termes:

({estvide(X) == faux, estvide(union(X,a)) == faux, min(X) < maz(X) == vrai},

min(union(X,a)) < maz(union(X,a))) et

({estuide(X) == fauz, estvide(union(X,a)) == fauz, min(X) < maz(X) == vrai},

vrai)

Une réécriture simple du premier aterme avec la régle

maz(union(E,z)) + sup(z,maz(E)) @ pour résultat le aterme

{{estuide(X) == faus, estvide(unton(X,a)) == faux, min(X) < maz(X) == vrai},

man(union({X,a)) < sup(a,max(X))),

En essayant de réduire ce dernier avec la régle conditionnelle (y < x) == vrai > sup(z,y) +
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(z,y). La condition ne s'évalue ni @ vrai ni @ faux. Nous allons appliquer un raisonnement

par cas, et nous obtenons les deur atermes:

({estvide(X) == fauz, estvide(union(X,a)) == faux, min(X) < maz(X) == vrai,

maz(X) < a == vrai}, min(union(X,a)) <a). La derniére assertion étant la condition sup-

posée d vrai.

et le a_terme

({estvide(X) == fauc, estvide(union(X, a)) == fauz, min(X) < maz(X) == vrai,

maz(X) <a== fauz}, min(union(X,a)) < maz(X)) La derniére assertion étant la condition

supposée a fauz.

Contrairement & ce qui se passe pour la relation de réécriture simple, la relation de réécriture

entre les a_termes admet plusieurs formes normales pour un méme a-terme a cause du raisonne-

ment par cas. Par conséquent, un a-terme n’a pas une forme normale unique, mais un ensemble

fini de formes normales.

Définition 4.6 Forme normale d’un aterme

La forme normale d’un aterme ({a},...,@n},t) est un aterme ({b,,...,bm},t’) tel que

{{@1,..+,4n},t) —a— 4p ({b1,-.., bm}, t) et ({b1,...,bm},t) est irréductible.

L’ensemble de formes normales d’un a_terme est noté EFN A(({a1,...,¢n},t)).

2.3 Comparaison avec la réécriture contextuelle

La réécriture contextuelle a été proposée pour la premiere fois dans (BDJ79]. Elle est définie

sur les termes contextuels. Il s'agit d'ajouter la condition de la régle si-alors, sans qu'elle

soit évaluée, dans le contexte du terme contextuel a réécrire. Elle a ensuite été utilisée dans

[Rem82] dans le cadre des spécifications hiérarchiques. Nous la retrouvons aussi dans [Zha84] qui

Putilise comme une base du systtme REVEUR4. Les travaux actuels dans [BR87a], [Bou88b]

utilisent aussi la réécriture contextuelle pour étudier la confluence close des systémes de réécriture

conditionnelle. La premitre différence c'est que nous utilisons les deux formes de régles de

réécriture: La forme si-alors réservée aux opérations partiellement définies et aux préconditions

sur les opérations. Et la forme si-alors-sinon utilisé pour définir les opérations dans des contextes

exhaustifs. Cette deuxiéme forme a lavantage de permettre la génération automatique de cas

lors de la réduction d’un aterme en créant deux nouveaux a_termes qui ont respectivement en

plus des anciennes assertions la conditions de la ragle et sa négation. Ces nouvelles assertions

peuvent étre utilisées comme des régles de réécritures pour les prochaines étapes.

Une deuxiéme différence c’est que nous évaluons les conditions avant de réécrire avec les régles

conditionnelles, Cela est obligatoire pour pouvoir réécrire avec les régles de la forme si — alors.

Pour les régles si—alors—sinon nous évaluons aussi les conditions pour ne pas avoir une explosion

combinatoire de cas. Cette évaluation de la condition peut entrainer la non terminaison de la

réécriture. Mais nous allons définir dans les paragraphes suivants les conditions pour que cela

ne se produise pas.

2.4 Réduction d’une a_équation

Les définitions ci-dessous seront utilisées pour simplifier celles de la section suivante.

Notation 4.1
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Soient {a,,...,@n} et {b1,..., bm} deux ensembles d’équations closes.

{a1,...,@n} W{bi,..., bm} est la réunion entre ces deur ensembles. Sachant que deur équations

t) == t{ et tg == th sont égales si et seulement sit, = tp et t = th.

Définition 4.7 Réduction de la partie conclusion d’une a_équation

Soit R un systéme de réécriture. Une a équation ({a),...,@n},t == s) se réduit d lo

a_équation ({by,...,bg},t’ == s'), et nous notons ({a1,...,@n},t == 8) +p ({b1,... be}, tf ==

s') si et seulement si il existe:

© une forme normale ({ai,...,a/,},t'), du aterme ({a1,..-;an},2)

et

© une forme normale ({a”1,...,0"1},8"), du a.terme ({a1,...,¢n},8)

telles que {bi,...,be} = {0hs---s0ln} Wfaf,.--27}

3 Validité d’une a_équation

3.1 Réduction de la partie assertion dans une a_équation

Réduire une assertion c’est calculer les formes normales de ses deux composantes en utilisant

le systéme de réécriture initial augmenté avec les autres assertions qui |’accompagnent. Pour

accomplir cette tache nous allons définir la réduction d’une assertion comme la réduction de la

aéquation composée de assertion @ réduire dans la partie conclusion et des autres assertions

dans la partie assertion.

Définition 4.8 Réduction d’une assertion

Soient R un systéme de réécriture. Une aéquation ({a1,...,@n},€) se réduit en une a_équation

({b1,...,bm},e) avec une réduction d’une assertion a; et nous notons :

{{01,..-,@n}i€) ap ({1,---,bm},e) si et seulement si:

© ({01,.+.,Gin1, Gitts +s On} ai) Re ({e1,.-., cr}, 5)
et

© (b1,..-5bm} {a1,..., dn} Wher, -.. cr} W{O}.

Les deux a.termes qui correspondent & l'assertion 4 réduire peuvent avoir plusieurs formes nor-

males. Done, la réduction d’une assertion peut générer plusieurs a_équations, Or ce travail doit

étre fait pour chaque assertion d'une a_équation donnée. Nous serons donc amené & composer les

résultats de ces différentes réductions pour calculer l’ensemble des dérivées d'une a_équations.

Cet ensemble sera calculé par approximations successives comme nous allons le voir dans la

définition suivante.

Définition 4.9 Ensemble des dérivées d’une a_équation

Sotent R un systéme de réécriture et ({a1,...,an},e) une a_équation. L’ensemble des déri-

vées de cette a_équation noté par DERIV(({a),...,an},€)) est défini par:

© DERIV, = {({bi,.-.,dm}se), telle que ({a1,...,4n},e) ag {brs bmfse)}
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© DERIVig1 = {({e1,-+-01}s6), telle que 5 ({01,..-44n01,---s0m,}s€) € DERIV, et

(Lt. @ny Bis +++ sme}, €) Map ({e1y---+ C1}, €)}-

© DERIV ({{a1,...,@n},e)) = DERIV,. n est le nombre d’assertions.

Exemple 4.2

Reprenons la a_équation de l’eremple4.1:

({estvide(X) == fauz, estvide(union(X, a)) == faux, min(X) < maz(X) == vrai},

min(union(X, a)) < maz(union(X,a)) == vrai) .

Avant de commencer la réduction de la partie conclusion il faut réduire les assertions, ou en

d'autres termes calculer ensemble des dérivées de cette a_équation. Pour cela nous devons ré-

duire les trois a_équations

({estvide(union(X, a)) == faux, min(X) < maz(X) == vrai}, estuide(X) fauz),

({estuide(X) == faux, min(X) < maz(X) == vrai}, estvide(union(X,a)) == fauz)

et ({estuide(X) == faux, estuide(union(X,a)) == faux}, min(X) < maz(X) == vrai)

La réduction de la premiére et de la troisiéme a_équation ne change pas le résultat, car estuide(X)

et vrai sont irréductibles, ainsi que min(X) et max(X). La réduction de la deuiéme donne

comme résultat la a_équation ({estvide(X) == faux, min(X) < maz(X) == vrai}, faux ==

fauz). Et puisque cette aéquation est une aéquation triviale Vensemble des dérivées

DERIV ({{estvide(X) == faux, estvide(union(X,a)) == faux, min(X) < maz(X) ==

vrai}, min(union(X,a)) < maz(union(X, a) vrai)) =

{({estvide(X) == fauc, estvide(union(X,e)) == fauz, min(X) < maz(X) == vrai},

min(union(X,a)) < maz(union(X, a)) == vrai)}.

Les motivations de la réduction des assertions sont multiples:

Elle permet de détecter les inconsistances dans les assertions. Par exemple, il se peut

qu'une hypothése soit toujours vraie, ce qui sera confirmé per la réduction, alors que dans

une étape de la décomposition, nous l’avons supposée fausse,

Elle permet aussi de calculer les formes normales des assertions qui pourront elles aussi

&tre utilisées dans la réduction de la partie conclusion qui les accompagne.

Le raisonnement par cas au moment de la réduction des assertions permet de générer des

assertions supplémentaires. Ce sont les conditions des régles utilisées lors de ce raisonne-

ment par cas. Ces nouvelles assertions pourront alors étre utilisées pour réduire la partie

conclusion. Cela constitue une anticipation sur la génération de cas pour la réduction de

la partie conclusion.

3.2 Validité d’une a_équation

Définition 4.10 Inconsistance d’une a_équation

Une a équation ({a1,...,an},e) est inconsistante si et seulement si il existe un i de [1..n]

tel que a; = (vrai == fauz) ou a; = (faux == vrai).

Exemple 4.3

Reprenons Veremple 3.8.

Et soit ({estvide(ensvide) == vrai}, min(ensvide) < max(ensvide) == vrai) une aéquation

obtenue lors de la décomposition de la formule résultat de l'induction structurelle. L’ensemble
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La partie conclusion de ces quatre atermes se reduit @ vrai. Donc

EFNA(({estuide(X) == fauz, estvide(union(X,a)) == fauz,

min(X) < maz(X) == vrai}, min(union(X,a)) < maz(union(X,a)))) =

{({estuide(X) == fauz, estvide(union(X,a)) == faux, min(X) < maz(X) == vrai,

maz(X) <a== vrai, a < min(X) == vrai}, vrai)

({estvide(X) == fauz, estvide(union(X,a)) == faus, min(X) < maz(X) == vrai,

max(X) <a == vrai, min(X) <a == vrai}, vrai)

({estvide(X) == faua, estvide(union(X,a)) == fauc, min(X) < max(X) == vrai,

a < mez(X) == vrai, a < min(X) == vrai}, vrai)

({estvide(X) ‘auz, estvide(union(X,a)) == faux, min(X) < maz(X) == vrai,
a < maz(X) == vrai, a < min(X) == faux, min(X) < a== vrai}, vrat)}

EFNA(({estvide(X) == fauz, estvide(union(X,a)) ==

min(X) < maz(X) == vrai}, vrai)) =

({estvide(X) == fauz, estvide(union(X,a)) == faux, min(X) < maz(X) == vrai}, vrai)

fauz,

La composition des deuz ensembles de formes normales est égale 4

{({estuide(X) == fauz, estvide(union(X,a)) == fauz, min(X) < maz(X) == vrai,

mar(X) <== vrai, a < min(X) == vrai}, vrai == vrai)

({estvide(X) fauz, estvide(union(X, a) faux, min(X) < maz(X) == vrai,

maz(X) <a vrai, min(X) <a == vrai}, vrai == vrai)

({estuide(X) == fauz, estvide(union(X,a)) == fauz, min(X) < max(X) == vrai,

a < maz(X) == rai, a <min(X) == vrai}, vrai == vrai)

‘auz, estvide(union(X,a)) == fauz, min(X) < maz(X)

a $ maz(X) == vrai, a < min(X) == faux, min(X) < a == vrai}, vrai == vrai)}

Toutes ces a_éqguations ont leur partie conclusion qui contient vrai rar, donc vérifie

la deuziéme condition de la définition 4.13. On peut conclure que la a_équation

({estvide(X) == fauz, estvide(union(X,a)) == fauz, min(X) < maz(X) == vrei},

min(union(X,a)) < maz(union(X,a)) == vrai)

est un théoréme équationnel.

= urat,({estvide(X)

Correction de la réécriture sur les a_équations

L'objectif de cette section est de prouver que chaque étape de la réécriture dans une a équation

ne change rien & la validité de celle-ci. Ces preuves seront un intermédiaire pour prouver des

propriétés plus générales sur la validité. Ces propriétés concernent Ja relation entre la validité

d'une a.équation et la validité de l'ensemble de ses dérivées, puis la relation entre la validité

opérationnelle que nous avons vu dans la définition 4.13. et la validité formelle d'une a équation.

4.1 Correction des étapes intermédiaires

Les étapes de la réécriture dans les a_¢quations seront formulées & l'aide de régles d'inférences.

Le dénominateur contient Ia 2-équation initiale et le numérateur contient la ou les a-équations

obtenues aprés l'application de la réécriture. Une telle ragle d’inférence peut étre ue de la

facon suivante: la partie dénominateur est valide si et seulement si la partie numérateur est

aussi. Cette nouvelle présentation des relations de réécriture sous forme de régles d'inférence
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des dérivées de cette a.équation est égal a {({estvide(ensvide) == vrei, faur == vrai},

min(ensvide) < maz(ensvide) == vrai)} qui est une a.équation inconsistante.

Définition 4.11 Composition de deux ensemble de a_termes

Soient {({4iyy-.-s4inJrtiy 1 ET} et {UBjur---sPimhs Sis FE J} deur ensembles de

atermes. La composition de ces deur ensembles est un ensemble de a_équations défini par

(leis 8%, Orns abn he

Définition 4.12 Equivalence de deux ensembles de formes normales de a_termes

Soient {({ai,,-.,4in,}rte), TEL} et {({bjry---sBim, }s 83)) F € J} deur ensemble de formes

normales respectives des a.termes ({a1,...,@n},t) et ({bi,...,m},s), et

{({Ckis++ +k, ste == 8x), k € K} leur composition.

Ces deux ensembles de formes normales sont équivalents si et seulement si pour tout k de K :

y), 761, FET}

ot =a

ou

© ({chrs+++5 Ck, }s te == Sk) est une aéquation inconsistante.

Définition 4.13 Théoréme équationnel

Une a équation ({a,...,@n},t, == ta) est est un théoréme équationnel si et seulement si

pour toute a.équation ({bi,...,8mbs $i == $2) de DERIV(({a1,...,4n}, th == t2)),
EFNA(({by,...,bm},81)) et EFNA(({b1,.--, bm}; $2)) sont équivalents.

Exemple 4.4

© La a.équation ({estvide(ensvide) == vrai}, min(ensvide) < maz(ensvide) == vrai)

de Veremple 4.3 est un théoréme équationnel car son ensemble de dérivées est égal &

{({estuide(ensvide) == vrai, faux == vrai}, min(ensvide) < maz(ensvide) == vrai)}

qui est une a équation inconsistante.

Reprenons la aéquation

({estvide(X) == faux, estvide(union(X,a)) == fauz, min(X) < maz(X) == vrai},

min(union(X, a)) < maz(union(X,a)) == vrai) de Vecemple 4.1. D’aprés Vezemple 4.2,

Vensemble des dérivées est réduit & la a.équation elle méme.

La réduction du a_terme

({estvide(X) == fauz, estvide(union(X,a)) == faux, min(X) < maz(X) == vrai),

min(union(X,a)) < maz(union(X,a)))

donne les quatre a_termes suivants :

x ({estvide(X) == faus, estvide(union(X,a)) == faux, min(X) < maz(X) == vrai,

maz(X) <a == vrai, a< min(X) == vrai}, a <a)

* ({estvide(X” faux, estvide(union(X,a)) == faux, min(X) < maz(X) == vrai,

maz(X) <a == vrai, min(X) < a == vrat}, min(X) < a)

* ({estuade(X’ fauz, estvide(union(X,a)) == faux, min(X) < maz(X) == vrai,

a<¢maz(X) == vrai, a < min(X) == vrai}, a < maz(X))

« ({estuide(X) == fauz, estuide(union(X,a)) == fauz, min(X) < maz(X) == vrai,

a <maz(X) == vrat, a< min(X) == fauz, min(X) <a == vrar},

min(X) < max(X))
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permettra de bien comprendre les définitions de ces relations [Laz9Qa]. Pour la preuve de

correction nous allons utiliser la sémantique donnée aux régles d’inférences dans la définition 2.3.

Nous commengons d’abord par la correction de la réécriture sur les termes.

Soit F un ensemble d’équations et R le systéme de réécriture associé.

Lemme 4.1 Réduction simple d’un terme

Soient t et t! deux termes.

tort! => t==1' est valide dans M(B)

Preuve:

Pour prouver ce lemme il faut prouver que pour toute algebre A de M(E), A valide

t==it!

Supposons le contraire, alors il existe une algbre A de M(E) et un homomorphisme

vl : T(F.X) — A, telle que v'(t) # v(t).

t —+pz t’ implique qu'il existe une équation e de E, une occurrence u de ¢ et une

substitution @ qui vérifient les conditions de la définition 4.1.

Or l’équation e peut avoir trois formes:

ee = (9 == d), qui est valide dans toute alggbre de M(E). En particulier

dans A. Done pour tout homomorphisme » : T(F,X) —+ A, 0(g) = v(d) et

par conséquent »(0(g)) = v(@(d)). Ce qui implique que v(t) = v(t’). Ce qui

contredit le fait que A ne valide pas t == ¢’.

© ¢ = (Aic{i.n|Pi == Pl) = 9 == d, qui est valide dans toute algdbre de M(E) et

en particulier dans A. Or d’aprés la définition de t +p t, ¥ i € [1.-n], 6(p;) =

pi donc v(6(p;)) = v(pi), ce qui implique que v(@(g)) = v(6(d)) et par conséquent

que v(t) = v(t’) ce qui contredit I’hypothése initiale.

© ¢ = (AietunjPi == Pi) = 9 == (di, dz). Deux cas peuvent se présenter:

~ Vi € [Ln], 6(p:) = pf donc v(8(p,)) = v(p!), ce qui implique que v(6(9)) =

»(6(d;)) et par conséquent que v(t) = v(t") ce qui contredit ’hypothése

initiale.

— Fi € [L..n] tel que 6(p;) = =pl. Done v(6(p;) = -w(p!). Ce qui implique

que v(8(9)) = ((de)) et par conséquent que v(t) = v(t’) ce qui contredit

Phypothese initiale.

Lemme 4.2

La régle d'inférence

({1- +5 @ny (Pi == Pi)ie{tml}s €)

({a1,..-,@n, Pi == Pi}, €)

({01,-+s@nPm == “Pah e)

({a1,...,@n},e}

est correcte.

On suppose que pour tout i € [1..n], pr =

que que p, = vrai ou p, = four,

pi, est une equation booléenne close sur T() telle
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Preuve:

Nl s'agit de montrer que ({@1,...,0n, (Pi == Piicp.mf}se)y ({a1)---:anP1 ==
“Pi },e) «-. ({41,.--,@nsPm == pi, },€) sont valides dans une algebre A si et seu-

lement si ({ai,...,@q},¢) est valide dans A.

({01,.-+5@ns (Be 1 Jielamj},€), ({@1,---, Qn, pi == Pi fee)... ({41,..6, Ons Pm ==
“pln},€) sont valides dans A si et seulement si

Ax (Aigi.nj@i Aiefm] Pi == pi) => A Fee A
AEs (Avet.njai APi == 771) => ARE eA

ABs (Aei.nj@i A Pn == -P,) => A Fre
Ce qui est équivalent &

(A Fe (Aien.njai) AA Fe Aigtt.mjpi == Pt) => Ane A
(A Fe (Aiep.njt) AA Fs pi == pi) => AR eA

(A Fs (Aiefinjti) AA Fr Pn == 7Pp) => A Fee
Ce qui est équivalent &

(A Fs (Aiefnjai)A(A Fe Avep. mpi == PVA Fe pi == 7p, V...VA Fs Pa ==
mpl.) => Ar e (lemme 2.3 et distributivité du A par rapport au V).

Ce qui équivalent &

A Fx (Aig njas) A (Aveta mjPt = pl Ve. V n=
Ce qui est équivalent &

A Fx (Aie(tnjti) A (Aigpi.mpps
Ce qui est équivalent &

AEs (Aiejinjti) => AEs e

Ce qui est équivalent &

ABs ({ai,.--,@n},e).

Lemme 4.3

Soient a,b et c trois propositions.

Ph) = AneVEL

yi) => A FrePV >(Aig{i pps

(((aA 6) ==> c) A (a ==> b)) => (2 => c)

Lemme 4.4

(((a => b) =» (a = c)) => ((aAb) => c)

Proposition 4.1 réduction simple

La régle d’inférence

({a1y--+y@n}s ty

({01, 14m} tr

avec ty —+p th

est correcte

Preuve:

It s’agit de montrer que ({@1,...,@n},t, == ¢) est valide dans une algebre A

si et seulement si ({a),...,@,}, t1 == ta)
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=

Supposons que ({a1,--.;4n},ti == t2) ne soit pas valide dans A. Ce qui

implique qu’il existe une valuation 9, telle que pour tout i de [1..n], v(a;) = vrai

et u(t) # v(t). Or d’aprés le lemme 4.1, t2 == th est valide dans A, ce qui

implique que v(t2) = v(t). Or ({@1,....4n}st th) est valide dans A

et v(a;) = vrai implique que v(t:) = v(t). Et par transitivité de légalité

u(ty) = v(t). Ce qui contredit Paypothese.

© <= Méme démarche

Proposition 4.2 Raisonnement par cas

La régle d'inférence

(fats. @ns (Pi == Pep} b
({a1,..-,@nPL == Pi} A

({01.-+-s4nsPm == Pra) ==

({a1,.-6+4n}s tr == ta)

telle que il existe une régle Aig{s.mPi == Pi = 9 —* (di, d2) de R, une occurrence u de tz et une

substitution o telle que

* be, =o(9),

© pour tout i de [1..m}, (o(p:) Le=p", (pi # py) et (Pi F-Pt)
et

© th = thlu — o(d,)] et tH = tu — o(h)}-

est correcte.

Preuve:

Il s’agit de montrer que les a.équations ({a1,..., Piet ami}sth

({@1,-..:dnpr == Pi} tr ==), 4 (far. “Pith =
valides dans une algdbre A si et seulement si ({a1,..-,dn},ti == #2) est valide dans

A,

({a1,---,@n}st1 == t2) est valide si et seulement 3i

{lan On, ( (ol) == Piel. omi}s ty == te), ({a1y.--,@n7(P1) == Pi} ==
fa), vo ({@1y 204 0(Prm) == 7Pin}s ti == ta) sont valides (lemme 4.2).

Or

© (015 .+-1 ns (2(i) == Pectin} th == ta) est valide si et seulement si

({a1,-.-,4ns (9(Pi) == Pi)iejt-m|}stt == %) est valide (proposition 4.1),

avec tg —*p ty en utilisant la reégle Aye mip = ale = g > (dy, da) et la

substitution o et telle que pour tout i de [1..n], o(p;) =
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© pour tout j de [1

({a1,---,@n, O(p; my Hho ty ) est valide si et seulement si

({a1,-- 5am, OP; pith est valide, (proposition 4.1),
avec t2 —+p ty en utilisant la regle Aighi.mjPi == Pi => 9 > (did), la

substitution ¢ et telle que (pj) = —p}.

Proposition 4.3 Réduction avec une assertion

La régle d’inférence

({a,..-,@n},t1 == th)

({a1,---)@n}, t == te)

telle qu’ il existe une assertion a; = (g == d), une occurrence u de tz telle que tz,, = 9 et

4% =hlue dj
est correcte

Preuve:

Ii s'agit de montrer que ({a1,..., an}, t: == t) est valide dans une algdbre A si et

seulement si ({a1,...,0n},t; == tg) est valide dans A.

=

Supposons le contraire, done il existe une valuation », telle que v(a;) = vrai

pour tout 9 € [..n] et v(t) # v(t2). Em particulier v(a;) = vrai. Done

v(g) = v(d), ce qui implique que v(tz) = v(th). Or t == ty est valide dans A

ce qui implique que v(t) = o(t4). Et par transitivité de légalité v(t1) = v(t2).

Ce qui contredit l'hypothése initiale.

© <= Méme démarche.

Proposition 4.4 Réduction simple d’une assertion

La régle d’inférence

Gn, ti tahe)({1, 06, Git, == t

((01 0-51-45 ti, == thy Bitty --+5 On}, e)

avec ti, —R ti,

est correcte,

Preuve

Il s’agit de montrer que ({a1,...,0;-1, ti == tips @i41)-.-y@nst, == ti },e) est

valide dans une algébre A si et seulement si ({a1,...,@)-1, ti

est valide dans A,

=

Ax ({a1,.--.@n.ti: == tt, },e) est équivalent &

AEs (Ace{t.nj@i Ati, == t,) => A Fre. Ce qui est équivalent &

tags Qitay--+1@n},€)
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(AF AcinaiAAbs ti, ==t,)—-AFre (1)

Or A Fe ti, == ti, => Ap ti, == tl, ce qui implique que

AEs Nefnjti = A Fe ti, == t, (2)

(1) et (2) => (AEs (Aietnjti) => A Fr e). (lemme 4.3)

Ce qui implique

Abr ({a1,---,@n}s€)
=

Aker ({a1,...,4n},e) est équivalent &

a)—>AFre. (1)

=t, => Afr ty, == tl, Ce qui implique que

Jai => Ar ty, ==, (2)

(1) et (2) => ((A Fe Aietnti) AA ee ty =
équivalent & ; . .

ABE Mefi.nfti Ati i, => Are. Ce qui est équivalent &

Abs {01-1 dusty == fhe).

t,) => Afr e. Ce qui est

Proposition 4.5 Réduction d’une assertion avec une assertion

La régle d’inférence

(fai, 006: @i-1stiy == tig, O41, Ons ty == th}, e)

({a1,. 1,ty ia ity ++; @n}se)

telle qu’ il existe une assertion a; = (g == d), une occurrence u de t,, telle que tone =g et

#, =talue dj

Preuve:

Méme démonstration que la proposition précédente.

Proposition 4.6 Raisonnement par cas dans une assertion

La régle d’inférence

== By (Pi == Hemi)Gar Qty esr Ons ty

tpi == 7p}, e)
(far... 50; -15 8

({aiy---1Q 1th Bar Qp41s--- Ansty

(Cary. 62s Opty ty =H bias Opty Gaal, == thy Pm == Pin) €)

({ai,---s4n}se)

telle que il existe une régle Aig{t.m|Pi == Pi = 9 + (di,d2) de R, une occurrence u de t,, et

une substitution o telle que

* ta, =9(9),

© pour tout i de (1..m], (o(p:) Lr=p" (pi # DY) et (vi # >Pf))

et
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© #, = tale o(d)] et tf, = tylu — o(d2)].

est correcte

Preuve:

Tl s’agit de montrer que les aéquations

({ty jay thy == tay Ojaty soon thy
(far... ,0j-1 by Ha jt tye o+ Ansty
se Qi Oia thy == a O41 - nyt, == O,.Pm == pln}, €) sont valides
dans une algébre A si et seulement si ({a,,...,aq},¢) est Valide dans A.

Ea (Pi == Pidiefr.mp}se)s
é PL == 9 vo

({a1,-.-,@n},€) est valide si et seulement si ({a;,...,an, (o(pi)

€)s (faa, -++5 Ons (Pr) == ~pt}s €)s -- (far, (Pm)
valides (lemme 4.2),

Or

© ({01,..., ja, tyy
seulement si

(fai)... aj-1, 8, tir Qty Anyty == &,,(0(P:) == pi)iefrmj}, €) est
valide (proposition4.4),

avec tj, —R by en utilisant la régle Nelt.mjPi =
substitution ¢ et telles que pour tout 1 de [1..m], o(p:)

Pidie.m] hs
= Pm} €) sont

= tia, Qjp1y--+1 Ons (O(Pi) == Pi)ieti mj}, €) est valide si et

{=> 9 —» (di,d2), Ia
i

© pour tout é de [1..m],

({a1,-.-,0j-1, b),
ment si

(Cons... 0-1, ty == tyes Qy41,--.,@n,0(pi) == pl, ty, == t, }.e) est valide

(Proposition 4.4),

avec ty, —+g tf, en utilisant la régle Aicit.mjPi == pl > 9 — (di,dp), la

substitution o et telles que o(p,) = =p}.

ty) j41,--+,4n,0(p:) == pi}, e) est valide si et seule-

Remarque 4.2

Dans les propositions ci-dessus nous avons prouvé la correction des régles d’inférence dans
lesquelles nous ne réécrivons que le terme gauche d'une équation. La réécriture du terme droit
donnera des régles d’inférence semblables. Et la preuve de correction et la méme.

4.2 Correction de la stratégie globale

Les deux propositions suivantes nous permettront de prouver la correction de la stratégie de
preuve de validité d’une a_équation.

Proposition 4.7

Une a_équation ({a1,...,dn},e) est Equationnellement velide si toute a équation de
DERIV (({a1, ..., an}, €)) est Equationnellement valide.

Preuve:

La preuve de cette propriété passe par la preuve des propositions 4.4, 4.5 et 4.6
car chacune des étapes du calcul de l’ensemble des dérivées utilise l'une de ces régles

d'inférence
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Proposition 4.8

Si une a_équation est un théoréme équationnel alors elle est équationnellement valide.

Preuve:

Ils’agit de prouver que la définition 4.13 implique les conditions du théoréme 2.4.

Soit ({a1,...,@n},€) une aéquation dont nous voulons prouver la validité équation-

nelle. Supposons que pour toute aéquation ({b1,...,Pm},t == t2) de

DERIV(({ay,...,@n}s€))s BFNA(({b1,.+-,Om}sti)) et BPN A(({b1y..-)bm},t2) sont

Equivalents. Soit {({Ck,,---s¢kr, }y tk, == thy), # € K} Vensemble composition de ces

deux ensembles de formes normales. Pour chaque aéquation ({ck,,...,k,, }itir ==

ty,) de cet ensemble et d’aprés la définition de I’équivalence, P'un des deux cas est

possible:

© tk, = th, et dans ce cas nous avons t;, == ti, est valide dans M(BU {Chis +++ Chey b>

Ce qui vérifie la deuxiéme condition du théoreme 2.4

ou

© ({Ckys-++s 0k boty == tha) est inconsistante, done il existe un j € [1..Ary] tel

que ¢ = (vrai == faux) qui est une équation qui n’est valide dans aucun

algébre. Ce qui vérifie la premiére condition du théoréme 2.4.

Ces aéquations de l'ensemble {({ck,-++sCke, } tir == ben), # € K} qui sont toute

équationnellement valides ont été obtenues en utilisant les régles d’inférences des pro-

positions 4.1, 4.2 et 4.3. Ce qui implique que ({b1,...,bm},t1 == ta) est équation-

nellement valide, Or cela est vrai pour chaque a.équation de DERIV (({a1,.--,n}s€));

done d’aprés la proposition 4.7, ({a;,...,@n},é)) est équationnellement valide.

5 Calcul des ensembles de formes normales

5.1 Stratégie de calcul des formes normales

Définir une grande spécification est une tache difficile. La notion de hiérarchie dans la

construction des spécifications (Rem82] permet de réduire cette difficulté, en manipulant des

spécifications plus petites et plus compréhensibles. Nous pouvons voir cette hiérarchie quand
une composante d'une spécification est définie 4 partir d’autres composantes. Par exemple, pour

définir la spécification du type table (cf exemple 4.5 ci-dessous) nous avons besoin de définir le

support du domaine de la table (Le type ensemble). Nous pouvons voir aussi la hiérarchie quand

une opération est définie & partir d’une autre. Par exemple pour définir l’opération d’union de

deux ensembles, il faut définir ’opération d’appartenance d’un élément & un ensemble.

Notre objectif est d’utiliser cette hiérarchie dans la définition des différentes composantes d’une

spécification pour la réduction des termes. Normalement, pour réduire un terme nous devons

parcourir toutes les régles du aystéme de réécriture, jusqu’a en trouver une qui réécrit se terme.

Or pourquoi chercher & réduire un terme sur Je type table avec des régles qui correspondent aux

axiomes qui définissent le type ensemble. Ce que nous voulons c'est chercher la forme normale

d'un terme sur le type table, avec les régles qui définissent ce type, ensuite chercher la forme

normale de ce résultat avec les régles du type ensemble.

En résumé, cette hiérarchie permet 2 l'utilisateur de décomposer la spécification d’un probleme

en des ensembles disjoints d’équations. Chaque ensemble donne une définition compléte d’une

composante du probléme. Mais il n’est pas contraint faire cette partition, il peut donner

sa spécification en un seul ensemble. Cependant, nous ne supposons aucune contrainte sur la
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maniére de construction des équations.

Cette notion de hiérarchie différe de celle proposée dans [Rem82] et [BR87a], ou la hiérarchie
intervient dans la construction des équations conditionnelles. En effet si une équation appartient
4 un niveau 7 alors la condition doit appartenir au niveau précédent. Pour se différencier nous

parlerons de spécification par partie.

Définition 4.14 spécification par partie

; Une spécification par partie d (n+1) niveaur (SPo, SP,,...,SP,) est un n+1 uplet de spé-
cifications, tel que pour chaque spécification SP, = (5;, Fi, E,) i € [0..n — 1]

SiC Sit, KC Fyi et BN Ey =O.
Un systéme de réécriture par partie R = (RoU...U Rn) est le systime de rééeriture associé &

la spécification par partie (SPp,...,5Pn).

Définition 4.15 Forme normale par partie

Sotent SP une spécification par partie avec p composantes SP,,...,5Pp,

R= RX U .1. U Rp le systéme de réécriture associé, Soit t un terme de la i*"* composante
de la spécification. ie t € T(F;, X) —T(Fi-1,X).

On définit la forme normale par partie du terme t selon le systéme de réécriture R par

tla= (.-( LR) laa) da)

Remarque 4.3

Dans le cas d’un systéme de réécriture convergent, la forme normale d’un terme ne dépend

pas de la maniére dont elle est calculée. Dans ce cas la forme normale par partie est équivalente
4 la forme normale.

Exemple 4.5

Pour définir la spécification du type table nous aurons besoin de définir le support du domaine

d'une table gui est le type ensemble ordonné(cf exemple 1.13).

Type ensemble

So = {ens_ord, entier, bool}

Fo = {ens.vide, union, dif ference, estuide, min, maz, =, <}

avec les profils définis dans exemple 1.13.

axiomes

difference (ensvide,zi) == ensvide
(vi = yi) == vrai => difference (union(zE,zi),yi) ==

/ (difference(zB, yi), union(difference (zE, yi), 7i))

appartienta(ensvide,ri) == faur

(ci = yi) == vrai = appartienta(union(zE,zi), yi) == (vrai, appartienta(zE,

estvide(ensvide) == vrai _ For ane SE
estvide(union(zE,zi)) =

card(ensvide)

card(union(2B,zi)) == (card(zE) +1)

min(ensvide) == 1000

min(union(tE,zi)) == inf(zi , min(zB))
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maz(ensvide} == 0

maz(union(zE,zi)) == sup( zi , max(xk))

(xi < yt) == vrai => inf(xi, yi) == (xi, yi)

(xi > yt) = sup(zi, yi) == (zi, y2)

f-axiomes

Type table

S; = (table, ens_ord, entter, bool}

F, = {tablevide, mettre, enlever, acces, domaine, mazimum, minimum, ens.vide, unton,

dif ference, estvide, min, maz, =, <} avec les profils des nouvelles fonctions suivant :

tablevide : —> table

mettre : table x ELM — table

enlever : table x entier —> table

acces : table x entier —> ELM

domaine : table —> ens_ord

mazimum : table —> entier

minimum : table > entrer

E,=

axiomes

enlever(tablevide,zi) == tablevide

(ti = 2j) == vrai => enlever (mettre(xt,ri,x),7]) ==

(enlever(zt,1), mettre(énlever(xt, xj }),vi,z))

acces(tablevide,y) == w

(vi = aj) == vrai => acces(mettre(xt,i,x),13) == (2, acces(xt,7y))

domaine(tablevide) == ensvide

domaine(mettre(zt,zi,z)) == union(domaine(at),21)

mazimum(t) == max(domaine(t))

minimum(t) == min(domaine(t))

f-axiomes

Pour calculer la forme normale du terme *mazimum(mettre(st, ci, v))” Nous cherchons d’abord

la forme normale dans le type table. C'est le terme >max(unron(domaine(zt), 22)”. La forme

normale de ce dernier terme dans le type ensemble est égale a lus méme.

Cette stratégie de calcul de la forme normale d’un terme, permet de gagner du temps
 et

d’améliorer l’efficacité du systéme de preuve. Ainsi pour un systeme de réécriture divisé en

p blocs de n régles de réécriture en moyenne, nous gagnons n +p? tests par rapport 4 la stratégie

de réduction normale. Pour cela nous supposons que deux passages sont nécessaires dans chaque

bloc: une fois pour réduire le terme et un autre passage pour vérifier qu'il n’existe pas d'autres

régles qui réduisent le résultat.

5.2 Calculabilité de la forme normale

La calculabilité de la forme normale d'un terme n’est pas toujours garantie pour tous les

systémes de réécriture conditionnelle.

Exemple 4.6

Soit R un systéme de réécriture défini par: R = {ry : st f(f(z)) =0 alors f(z) =0}.
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Calculons f(0)

f(0) = st f(f(0)) = 0 alors 0

t

st f(f(f(0))) = 0 alors 0

J

si fOFECF (0)))) = 0 alors 0
t

st f.-H(0)...) =6 alors ...

Nous remarquons que le calcul de £(0) diverge, car le la taille de la condition augmente indéfini-

ment. Nous pouvons l’expliquer par le fait que dans la définition de la régle r, le terme f(f(x))
était plus grand que f(x). En d’autres termes la condition est plus grande que la conclusion.
Si nous nous restreignons au systémes de réécriture qui n'ont que des régles avec des conditions
plus petites que leurs conclusions, nous pouvons démontrer que la forme normale d’un terme est

calculable. Définissons formellement un ordre sur les termes pour pouvoir les comparer.

Définition 4.16 Précédence par partie

Soit R = Ri U...URy un systéme de réécriture par partie et soit pour tout i € [1.n] <;
une relation d’ordre appelée précédence définte sur Fi; — F;. La relation d’ordre < égale &

<i t...+ <n est définie par :

pour tout f € F; — F,_ et pour tout g € Fy — Fy, :

© sit=j alors f <g> f<g

e sit1<3 alors f <q.

Définition 4.17 Compatibilité avec le partitionnement

Sout R= aie -. UR, un systéme de réécriture par partie et soit < un ordre sur les termes

< est compatible avec le partitionnement si pour tous termes s, t tels que s € T(F,,X) -—

T(F,-1,X) et t€ T(F,-1, X) et tel que var(t) C ver(s) alors t < 2 Bn)
Définition 4.18 Ordre de réduction

Un ordre < sut T(F, X) est un ordre de réduction, si et seulement si il posséde les propriétés

survantes :

© < est bien fondé (il n’existe pas de chaine infini de termes ...,t2 < ty),

© (propriété de compatibihté): t) < tz => f(...,ti,...) < fC.., ta...)

© (propriété de stabilité par instanciation) Pour toute substitution c,

i<t> a(t) < o(te)

Définition 4.19 Syatéme de réécriture bien ordonné

Un systéme de réécriture conditionnelle R= R,U...UR, est bien ordonné si est seulement

si il existe un ordre de réduction < sur T(F,X) compatible avec le partitionnement tel que pour

toute régle r de R
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er=g—d, alorsd<g

* r= Aref njPi == Pi => 9 4, alors pj <g pour touti€ [ln] et d<g

© 7 = Nie njPi == Pi => 9 — (di,d2), alors pi <g pour touti € [l..n],

dy<getdg<g

Tl existe plusieurs méthodes syntaxiques pour tester si deux termes sont comparables avec un

ordre de réduction donné. Il existe plusieurs catégories d’ordres, toutes sont des extensions d’un

ordre sur les symboles de fonctions, appelé précédence. Parmis ces catégories nous pouvons citer

Jes ordres de type SPO (Subterm Path Ordering) [Pla78], les ordres qui utilisent l'ordre récursif

sur les chemins RPO (Recursive Path ordering) [Der82], les ordres qui utilisent ordre récursif

de décomposition RDO (Recursive Decomposition Ordering) [JLR82], [Rus85}.

Nous pouvons donc adopter facilement une de ces méthodes pour assurer la calculabilité des

formes normales.

Théoreme 4.1

Soit R un systéme de réécriture bien ordonné, alors la forme normale de chaque terme est

calculable.

Ce théoréme peut étre prouvé si nous donnons la procédure du calcul de la forme normale, puis

nous vérifions que cette procédure termine et qu’elle calcule bien la forme normale.

Soit R= R,U...UR,UTh, le systéme de réécriture qui correspond une spécification donnée.

Th-r est un ensemble de régles de réécriture qui sera utilisé avec chaque Rj. Il contient les régles

qui sont susceptibles d’étre utilisées & n'importe quelle étape de la réduction. E_terme est

l'ensemble des termes & réduire. Re est le systéme de réécriture courant, il contient l'ensemble

des théorémes plus la partie du systéme de réécriture concernant cette étape.

1: Fonction PN(t, Rj U...U Rp)

2: Bterme « {t}

3: résultat — {}

4: Pouride pa 1 faire

5 tant.que non vide de E_terme faire

6 Ree Thruk

7 trouve — four

8: tant.que non trouve faire

9: r & premier(Re)

10: Re — décapiter(Re)

u: trouve + (3 u occurrence de t et Ao tel que ty, = o(g))

% 9 est le membre gauche de la régle r

12: fin.tant_que

13: si trouve alors

14: cas T=

15: + gd alors B.terme — B-terme ~ {t} U{t[u — o(4)]}

16: + Aigin) Pi == Pi god
17: Soient p! = FN(o(p,), Ri U...U Rp) pour tout ¢ € [1..n]

18: si pour tout { de [1..n] p! = pf

19: Eterme — E_terme — {t} U {t{u — o(d)]}
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* Nefin) Pi == Pi > 9 > (di, dz)
Soient p! = FN(o(p;),RiU...U Rp) pour tout ¢ € [1..n]

si pour tout i de [1..n] p” =p) alors

E-terme — B-terme ~ {t} U{t{u — o(d1)]}

sinon

si il existe un i de [1..n] tel que p” =p!

alors E_terme + E_terme — {t} U {t[u — o(d2)]}

finsi

fin-si

fincas

sinon résultat — résultat U {t}

fin_si

fin-tant.que

E.terme — résultat

résultat — {}

: fin_pour

: FN | E.terme

37: fin

Proposition 4.9

Si R est un systéme de réécriture bien ordonné alors

1. FN(t) termine

2. FN(t) calcule bien la forme normale de t

Preuve

1. Soit < ordre de réduction utilisé pour prouver que R est bien ordonné.

Si nous prouvons que chaque étape de calcule de la forme normale, pour chaque

AR, termine alors alors l’algorithme global termine.

Supposons maintenant que nous nous situons & une étape i de l’algorithme.

Si < est bien fondé, alors pour chaque terme il existe un nombre fini de termes

t,...,tn tel que

(*) th<te<..<thet

A chaque terme ¢ nous associons un entier n défini par n = poids(t), qui est la

Iongueur de Ja plus grande suite de termes (*).

FN(t) peut ne pas terminer dans deux cas:

E terme n’est jamais vide

FN est appelé récursivement.

Pour monter que FN termine il faut montrer que ces deux cas sont impossibles.

Dans le premier cas ce sont seulement les lignes 15, 19, 23, 26 qui peuvent

ajouter un terme de la forme t{u — o(d)] & E-terme. Puisque d< g et tu —

o(d)] < t (propriétés de compatibilité et de stabilité par substitution de <),

poids(t{u — o(d)]) < poids(t). Or nous ne pouvons ajouter & E-terme que

poide(t) termes. Donc un nombre fini. Dans les lignes 15, 19, 23, 26 nous

enlevons & chaque passage un élément de B.terme, qui doit étre vide au bout

d’un nombre fini de passages.
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dans le deuxiéme cas p < g, donc poids(p) < poids(g) < poids(a(g)) <

poids(t,,) < poids(tiu — a(d)]). "Poids" est donc strictement décroissant dans

chaque appel récursif. Il ne peut donc exister une infinité d’appels récursifs.

2. les ligne 7...33 sont une implantation de la définition de la réduction, ce qui

implique que la correction de la procédure est immédiate.

5.3 Algorithme de calcul de l’ensemble de formes normales d’un a_terme

Soit R = R,U...U Ry le systéme de réécriture correspondant 4 une spécification donnée.

Soit Thr l'ensemble des régles de réécriture susceptibles d’étre utilisées dans n'importe quelle

étape de réécriture.

Soit ({a,,...,@n}.t} un a.terme, avec t un terme quelconque.

Soient Eaterme l'ensemble des atermes & réduire et Re le systeme de réécriture courant. Il

contient pour chaque a_terme l'ensemble des assertions de celui ci, Pensemble Thr plus la partie

du systéme de réécriture concernant cette étape.

Pe PoOWnap wwe RPO...

RWONMWN NNW NM Ye ere Pee OWA AP ONE SBeEeA Hoh wd

: Fonction EFNA({({a1,...,@n},t}}, Ri U...U Rp)

: résultat — {}

: Eaterme — {({a1,...,4n},2)}

: Pour i de p @ 1 faire

tant.que non vide de Fa.terme faire

Re — Ovienter({a1,..-,@n})UTAr U R;

trouve — four

tant_que non trouve faire

r — premier( Rc)

Re ~ décapiter(Rc)

trouve « (Au occurrence de t et Ao tel que thy = a(g))

% g est le membre gauche de la régle chotsie

fin_tant_que

si trouve alors

cas r=

«g— dalors Baterme — EatermeU {{{a1,-- ,an}, tu — o(d)])}

* Nefion] Pi == poagod
soient p! = FN(o(p:), RiU...U Rp) pour tout i de [1..n]

si pour tout i de [1..n} (p/ = p\) alors

Ea_terme — Eaterme U {({a1,..-,¢n}, tu — o(4)))}

* Aiehn) Pi == Pig (4), d2)
soient p” = FN(o(p;), Ri U...U Rp) pour tout i de (1..n]

si pour tout i de [1..n] (pf = p;jalors

Ea_terme — Eaterme U{({a1,-..,@n}, tu o(di)]})}

sinon

ai il existe un i de (1..n] (p? = =p})

alors Ea_terme — Ea-terme U {({e1,...,4n},tlu — (d2)]}}

sinon

Ea.terme + Eaterme U

{ (diy. --:@n} U {(o(p:) == Pictin (PE == Pret np} te o(4,)]),
({a1,--..dn} U {a(pi) == 79(p)). PY == Pi} Hu = o(d2)))}
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({a1,...50,}U {a(pn) == “ph 0! == ~pl,}, tlw — o(ds)))}
29: fin_cas

30: Ea_terme — Ea.terme — {({a1,-.-,0n},t)}

31: sinon résultat — résultat U {({a1,...,@n},t)}

32: fin_si

33: fin_tant_que

34: Ea-terme — résultat

35: résultat — {}

36 :fin_pour

37 :EFN < résultat

38 :fin

Remarque 4.4

© Sur la ligne 6, les assertions sont utilisées sans distinction, comme des régles de réécriture

supplémentaires, pour la réduction du terme qui les accompagne.

e La fonction orienter prend un ensemble d’équations et rend un ensemble de régles de

réécriture, obtenue par orientation de chaque équation de gauche 4 droite.

Proposition 4.10

Si R est un systéme de réécriture bien ordonné alors

1, EFNA(({ay,...,@n},t)) termine et

2. EFNA(({a1,.-.,4n},t)) calcule bien Vensemble des formes normales de ({a1,..-,@n}, 4).

La preuve de cette proposition ressemble 4 celle de la proposition 4.9, car la correction de BF NA

découle de la correction de FN.

6 Algorithmes pour la décision de validité d’une a_équation

6.1 Calcul de ensemble des dérivées d’une a_équation

Soit ({a1,...,@n},e) un aéquation quelconque

0: Fonction Reduct_assert({{@),...,@n},e), 2)

1: Résultat_final — {}

2: Pouride 1 an faire

3: a, =(4 == tz)

% Une assertion est toujours de la forme t; == to. tz peut étre égale a vrat

% ou’ faut ou un autre terme de méme sorte que ty

4: Soit Ay = EFNA(({at,...,@:-1,@i41, +++) @n}s ta), R)

% Nous calculons ensemble des formes normales de t, sans Vassertion a;
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5: soit Ag = EFNA(({a1,..., 0-1, 041).--,@n},t2), R)

% Nous calculons Vensemble des formes normales de tz sans Vassertion a;

6: A = composer(=, Ar, Az)
7: Résultat — {}

8: pour chaque a.terme ({b1,...,dm}, 81 = Sg) de A faire

% {b1,-..,bm} contient les anciennes assertions plus éventuellement des nouvelles

% ajoutées au moment de la réduction de ty ou de tz

9: cas

10: + (8) = 8) alors
1: Résultat — Résultat U {({a1,...,¢n} W{br,-.- bm}, e)}

% Si le résultat de la réduction de l’assertion est équivalent & vrai

% alors nous ajoutons & l'ensemble des assertions initiales

% les éventuelles assertions crées pendant la réduction

12: + (61 == 62) = vrei == faur ou four == vrai alors

13: Résultat — Résultat U {({a1,...,@n} W{b1, +. 5 bm}, trivial) }

% Si se résultat est équivalent a fauz, c'est que lassertion était invalide,

% le aterme devient donc un a.terme trivial

4: x sinon Résultat — Résultat U {({a1,..-5@n} W{b1,---sPm} Ws: == s2},€)}

% Sinon nous ajoutons la nouvelle assertion aur anciennes aprés

% avoir tester si elle n'introduit pas d’inconsistance

15: fincas

16: fin_pour

17: Résultat. final — uniontistes(Résultat_final, Résultat)

% Le résultat final contient la réunion des assertions résultantes de la réduction

% de chaque assertion, quand celle-ci n’ & pas donné d’inconsistence

18: fin.pour

19: Reduct.assert — Résultat_final

1: Fonction Unionlistes(liste,, liste.)

2: si vide(liste,) alors {)

3: sinon

4: ({ary.s.sdn}se) — début(leste,)
5: sie = trivial alors

6 {({a1,-.-,4n}, trivial) } U union.tistes(reste(liste;), listen)

7 sinon

union.terme(|, liste) U uniontistes(reste(lister), tester)

9: fin.si

10: fin si

11: fin

1: Fonction Union-terme(({a1,...,¢n},e),léste)
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2: si vide(liste) alors {}

3 sinon

4: ({b1,---:5m},e1) — début(liste)

5: si e = trivial alors

6: {({a1,...,n}, trivial) }U union terme(({a1,..., @n},e), reste(liste))

7 sinon

a : {({a1,---2n} W{bi,---, bm} €)} U union.terme(({as,...,dn},e),reste(liste))

: n.si

10: fin-si

11: fin

6.2 Algorithme de décision de validité d’une a_équation

Soit ({@1,...,an},e) un aéquation quelconque

1: Fonction Reduct.theo(({a1,...,an},e), R)

2: E.candidat — reduct-assert(({a,,...,@n},e), R)

3: pour chaque a-équation ({b,...,5m)},¢1) de E-candidat faire

4: cas

5 ¥ e, = trivial :

6 imprimer("a_équation valide par suite d’hypothéses inconsistantes”)

9 seat aah,

% Nous cherchons ensemble de formes normales

% de chaque aterme puis nous composeons les deur résultats

10: Ai = EFNA(({bi,...,bm}, tl), R)
lL: A = EPNA(({by,..., bm}, 12), R)

: A = Composer (==, Ai, Az)

Pour chaque aterme ({¢,...,c},71 == 12) de A

cas

+ 71 = 12 alors imprimer(”a équation valide ”)

+ (r1== 12) = (vrai == fauz) ou fauz == vrai alors

imprimer("aéquation non valide”)

tmprimer({{er,..-, 1}, (71 == 72))
fin.cas

fin_pour

7 conclusion

Laconclusion de ce chapitre portera sur deux axes: Le premier consiste & rappeler

les conséquences de la méthode que nous avons développée sur la validité des formules

équationnelles. Le second concerne les limites de cette méthode et les remédes aces

limites.
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Dans ce chapitre nous avons donné une méthode informatique pour prouver la

validité équationnelle d’une a_équation. Or, dans le chapitre sur la décomposition

nous avons vu que certaines formules équationnelles pouvaient étre décomposées en

un ensemble de a_équations et que la validité de ces formules était équivalente & celle

des a.équations correspondantes. Par conséquence la validité d’une formule consiste

a regrouper les solutions obtenues pour chacune des a_équations correspondantes.

La premiére limite concerne les propriétés qui ue peuvent pas étre exprimées

sous forme de régles de réécriture, et par conséquence ne peuvent pas étre utilisées

pour simplifier les termes. Dans le chapitre suivant nous allons étudier l'une de

ces propriétés les plus utilisées dans les spécifications équationuelles. Il s’agit de la

propriété de transitivité des relations d'ordre.

La deuxiéme limite concerne la complétude de la méthode de réécriture. En ef-

fet, nous avons vu dans la proposition 4.8 que si une a_équation est un théoréme

équationnel alors elle équationnellement valide. Nous aurions aimé que la réciproque

soit aussi vraie. Cela est possible lorsque, en plus de la terminaison que nous avons

montré, la confluence du systéme de réécriture associé 4 l'ensemble des équations

initial augmenté des assertions, est garantie. Or, dans nos objectifs, nous n’avons

pas voulu imposer de propriétés globales sur les spécifications initiales. Cela a des

conséquences sur la réduction des termes et sur le calcul des formes normales. En

effet, ne pas exiger ou ne pas démontrer la confluence d’un systéme de réécriture

associé & une spécification donnée a pour conséquence de ne pas garantir l’unicité

de la forme normale d’un terme. Autrement dit, l'ordre d'utilisation des régles de

réécriture aura une influence sur le résultat obtenu a la fin. Cependant, la réduc-

tion des assertions permet de combler ce vide et permet de détecter les éventuelles

inconsistances ou d’augmenter l’ensemble des équations initial avec des nouvelles as-

sertions. Ainsi, le fait de ne pas pouvoir prouver qu'une a_équation est un théoréme

équationnel ne veut pas dire qu'elle n'est pas équationnellement valide. Mais peut

étre en complétant le systéme de réécriture avec une nouvelle régle ou bien en mo-

difiant l'ordre des régles initiales, le résultat pourrait changer. Cette possibilité de

complétion ou de modification dépend de la convivialité du systéme de preuve qui

implémente les algorithmes présentés dans les paragraphes précédents. Le chapitre

consacré au systéme PAUSE aura comme objectif de présenter les qualités de ce

systéme qui permettront de réaliser ces modifications.
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Chapitre 5

Chainage transitif

1 Introduction

Nous avons vu dans le chapitre précédent que les techniques de réécriture per-

mettaient de calculer les formes normales des termes ou des a_termes, & partir d’un

ensemble de régles de réécriture. Cea formes normales sont ensuite comparées afin

de décider la validité d’une équation ou d’une aéquation. Nous avons vu aussi que

ces régles de réécriture étaient des équations qui définissaient des propriétés relatives

aux fonctions de la spécification. Or il existe certaines propriétés que nous ne pou-

vons pas exprimer sous forme d’équations. Et méme si nous arrivions & le faire, ces

propriétés perdent toutes leurs puissances. C’est le cas de la propriété de transiti-

vité des relations d’ordre: z < yety <z => a < z. L’impossibilité d’exprimer

ces propriétés sous forme d’équations, empéche de prouver beaucoup d’autres pro-

priétés relatives aux relations d’ordre, en utilisant la réécriture. Ainsi, ce que nous

proposons ici, c’est d’utiliser cette propriété de transitivité comme une base d’une

méthode de déduction, et non pas seulement comme une régle de réécriture. Cette

méthode de déduction sera utilisée dans le cas oi la réécriture n’a pas permis de

décider la validité d’une équation. Elle sera appliquée sur des équations qui sont soit

la conclusion ou une assertion d’une a_équation, soit une équation parmi les condi-

tions d'une régle conditionnelle. En résumé, ce mode de raisonnement est utilisé en

présence d’équations qui contiennent des relations d’ordre. Il est basé sur la réfuta-

tion (déduction de faux a partir d'un ensemble d’équations contradictoires) et sur la

transitivité des relations d’ordre.

2 Exemple

L’exemple suivant a pour objectif de dégager les principes généraux de notre approche.

Exemple 5.1

Nous voulons prouver la validité de l'équation max(A) < mazx(B) +p == vrai en utilisant les

équations suivantes :

maz(A) < maz(C) +1 == vrat

maz(C) < maz(B) == vrat

ety <@r+e2S=y<cz

etp<l== faur
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C'est impossible en utihsant seulement les techniques de la réécriture. Par contre, si nous

considérons la négation de maz(A) < maz(B) +p, qui est maz(B) +p < maz(A) et si nous

appliquons dessus la relation de transitivité de < avec maz(A) < maz(C) +1, nous obtenons

moz(B) + p < maz(C) +1. Si nous appliquons la transitivité sur cette formule résultat et la

formule maz(C) < mazx(B), nous obtenons maz(B) +p < maz(B)+1, en remplagant maz(C)

par max(B) . Avec une simplification de cette derniére formule en utilisant la régle c+ y <

Z+z—4y <2, nous obtenons p <1. Une autre simplification avec la régle p < 1 == faux

nous donne faur. Nous pouvons conclure, alors que max(A) < maz(B) +p == vrai est une

équation valide puisque nous avons commencé notre raisonnement avec sa négation.

Dans cet exemple, nous pouvons remarquer qu'il y a deux types de raisonnement qui caractérisent

ce mécanisme de déduction, ce sont le chainage transitif (utilisation de la transitivité pour

remplacer un sous terme par un autre terme plus petit), puis la simplification (utilisation des

régles de réécriture pour simplifier le résultat du chainage transitif précédent). La suite de ce

chapitre sera consacrée a la définition de ces deux types de raisonnement puis a’ la stratégie

utilisée pour les appliquer.

3 Chainage transitif

Intuitivement le chainage trausitif consiste 4 remplacer dans la partie droite d’un terme

contenant une relation d’ordre < ou <, un sous terme par un terme plus petit. C’est ’équivalent

du remplacement d’égaux par égaux dans le cas du raisonnement équationnel.

Définition 5.1 Chainage transitif simple

Soient 105; vrai, tgQ2s2 == vrai et t3@3sy3 == vrai trois équations telles que

(@1, @2,@s) € {<, <,}*.
t3@3s3 est le résultat du chainage transitif simple entre t}Q)s; et tzQ@zs2 si et seulement si il

existe une occurrence u de s1 et un unificateur principal tel que o(s1,,) = (ta), dans ce cas

© t3 =0(t),

# 83 =0(si)[(w)ier — 2(52)}, avec (v:)ier la famille des occurrences de s; telles que s, ,, =

Sipe

© @3 = tr(@,, Gp) avec tr(@,,@) = si @, = < ov @y = < alors < sinon<s

tg@zs2 == vrai est appelée ta résolvante.

Exemple 5.2 Chainage transitif simple

Soit ’équation x+y < (z+(axa))+y == vrai, sur laquelle nous allons appliguer le chainage

transitif en utilisant U’équation (2+2)-+y < z+y == vrai. L’unificateur principal est o(z) = +2

et o(y) =a%a. Nous obtenons alors (xz) -+(a*a) < ((z*2)+(a*a)) * (axa) == vrai

La résolvante peut étre une équation conditionnelle, dans ce cas, avant d’appliquer le chainage

transitif, il faut tester si la condition est vérifiée,

Définition 5.2 Chainage transitif conditionnel

Soient R un systéme de réécriture, t}@,s; == vrai, t3@gs3 == vrar, deux équations simples

et Aref njPi pi => (te@2s2 == vrai) une équation conditionnelle, avec (@,,@2,@3) € {<
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1s
tz@gs3 est le résultat du chainage transitif conditionnel entre t;Q,5, et tgQ252 si et seulement

si il existe une occurrence u de 1 et un unificateur principal o tel que o(s1,,) = o(t2) et pour

touti € [l..n],o(p:) |r= pj, dans ce cas

« t3 =o(t),

# 53 = 0(s1)[(r)ier o(s2)], avec (vi)ier la famille des occurrences de s; telles que ti, =

Stywr

© G3 = tr(@,, G2) avec tr(G), G2) = si @; = < ou Q2 = < alors < sinon <.

Exemple 5.3 Chainage transitif conditionnel

Soient l’équation max(A) < maz(B) + p == vrai de Vexemple 5.1 avec les équations

rai1. vide(A) == faux A vide(C) == faur > maz(A) < max(C) +maz(C) +1

2 maz(C) < mez(B) == vrai

Ruty<r+zssycz

4. p<l== fauz

5. vide(A) == faux

6. vide(C) == faur

Le chainage transitif de maz(B) +p < max(A) == vrai avec V'équation 1 donne, aprés la

réduction de la condition, l’équation maz(B) + p < maz(C) + maz(C) +1 == vrai. Qui a

son tour donne, avec la résolvante maz(C) < maz(B) == vrai, l’équation maz(B) +p <

maz(B) + maz(B) +1 == vrei

Remarque 5.1

Le chainage transitif ne peut pas étre appliqué 4 toutes les Equations contenant des relations

d’ordre. En effet, si nous remplagons max(C) par p dans maz(A) < maz(B) — maz(C),

en utilisant la résoluante max(C) < p == vrai, nous obtenons max(A) < max(B) —p. Cette

inéquation n’est pas correcte par rapport 4l’inéquation initiale. Cela vient du fait que la fonction

”.” est décroissante. Donc, une condition nécessaire pour appliquer le chainage transitif est que

les fonctions englobant les occurrences 4 remplacer soient des fonctions croissantes.

Dans le cas de la fonction "-", nous pouvons résoudre ce probleme en amenant la partie droite

de la fonction de l'autre cété de la relation d’ordre. Ainsi maz(A) < maz(B) —maz(C) devient

maz(A) + maz(C) < maz(B).

4 Chainage transitif avec simplification

Sur l’exemple 5.1, nous pouvons voir qu’il est impossible de déduire fauz en utilisant seule-

ment le chainage transitif. Cela vient du fait que le chainage fait seulement le remplacement dea

sous termes, mais ne teste pas si les deux sous termes résultats sont en relation ou non. Il nous

faut donc un autre mécanisme de raisonnement pour pouvoir réaliser ce test. Cela est possible

si nous utilisons les régles de réécriture, relatives 4 la relation d’ordre utilisée, pour simplifier le

terme résultat du chainage. Cette simplification consiste 4 calculer la forme normale du terme
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contenant le symbole de relation d’ordre. Ainsi si cette simplification donne fauz le chainage

est terminé, sinon nous aurons obtenu un terme plus compact et plus simple sur lequel sera

appliquée la prochaine étape de chainage.

Définition 5.3 Simplification

Soit R un systéme de réécriture contenant les régles qui définissent les relations d’ordre

{<,<}. Une équation t == vrai est le résultat de simplification de l’équation t;@tz == vrai,

avec @ € {<,<}, si et seulement sit = (t,Qta) Ia.

Exemple 5.4

Le résultat final de Vezemple 5.3, maz(B) +p < maz(B)+maz(B) +1, pourra étre simplifié en

utilisant la régle correspondante 4 Véquation 3, z+y <2+z == y < z, pour donner l’équation

p< mez(B) +1 == vrai.

5 Stratégie de chainage

Daas l’exemple 5.1, nous avons commencé par calculer la négation de |’équation & prouver,

puis nous lui avons appliqué une étape de chainage transitif. Sur le résultat de cette étape, nous

avons appliqué le méme mécanisme, et ainsi de suite jusqu’a obtenir l’équation contradictoire

faux == vrai ou explorer toutes les possibilités de chainage. Cette stratégie de raisonnement

est une stratégie linéaire. Elle utilise toujours l’équation résultante de l’étape précédente comme

équation d’entrée pour I’étape suivante. Cette stratégie a été initialement introduite par (Lov70]

et [KK70] pour faire de la résolution linéaire dans le cadre de la logique de premier ordre. Nous

allons suivre une stratégie similaire que nous appelons Le chainage linéaire.

5.1 Chainage linéaire avec simplification

Définition 5.4 Chainage linéaire avec simplification

Soient $ un ensemble d’équations de la forme t@s == vrai ou Aie{s..n)(Pi == pl) => 1@s ==

vrai, avec @ € {<,<} , et Ep une équation de S. Une équation E,, de S est un chainage linéaire

4 partir de S avec Ey comme équation de départ si et seulement si:

pour tout i € (0,n— 1], Bigi est le résultat de la simplification du chatnage transitif entre E;

(équation centrale) et Bi (équation latérale). Les B, peuvent étre des équations de S, comme

elles peuvent étre des équations centrales des étapes précédentes. La figure 5.1 est un chainage

linéaire de En.

5.2 Algorithme de chainage linéaire avec simplification

Ce paragraphe sera consacré 4 l’implantation du chainage linéaire avec simplification. En

effet, nous pouvons espérer qu'il soit complet, mais encore faut il trouver un algorithme qui

termine et qui soit efficace pour l’implanter.

Soit Eo l’équation du début. Nous devons chercher toutes les équations latérales qui peuvent

tre des résolvantes pour Ey. Aprés le chainage de Eo avec ces équations latérales puis la sim-

plification, nous obtenons des résultats Rj,..., Rn. Chaque Rj peut étre une équation centrale

qui peut donner une preuve. S'il existe un i tel que R; = (faur == vrai) la preuve est ter-

minée, sinon nous recommengons le méme processus pour chaque Rj jusqu'a trouver |’équation

four == vrai.
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[4 :
Ey

En-1, Bn-1

Figure 5.1: Chainage linéaire

Il est clair que ce type de recherche d’un chainage linéaire est un probléme d’arbre de re-

cherche classique que nous pouvons trouver par exemple dans (Sla71] et (Nil71}. La stratégie en

largeur d’abord est une des stratégies les plus utilisées dans ce domaine. Elle consiste 4 faire une

recherche de gauche & droite en consultant les fréres d’un nceud avant de consulter ses fils. Cette

stratégie permet toujours de trouver une solution quand elle existe. Cependant, elle peut générer

beaucoup d’équations inutiles avant de trouver l’inconsistance. Une autre stratégie de recherche

possible est la stratégie en profondeur d’abord. Il s’agit de faire une recherche de haut en bas en

consultant les fils d’un nceud avant de consulter ses fréres, Cette stratégie n’a pas l’inconvénient

de générer beaucoup d’équations inutiles, mais elle risque de générer des boucles incontrélables

et de ce fait ne pas terminer. C'est la stratégie que nous avons choisi pour implanter le chainage

linéaire avec simplification. Et pour contréler les boucles nous avons choisi de fixer le nombre

de fois ob une équation est utiliaée comme équation latérale.

L’algorithme que nous allona présenter implante le chainage linéaire. Il utilise une stratégie

en profondeur d’abord avec retour arriére. Une résolvante est choisie lorsqu’elle satisfait les

conditions de la définition 5.1 ou la définition 5.2 et lorsqu’elle n’a pas été utilisée plus de d fois.

d est le nombre d’utilisation autorisées d’une équation comme résolvante. Le retour arriére se

fait lorsqu’il n’y a plus de résolvante applicable sur l'équation courante; ou bien lorsque aprés

simplification nous trouvons I’équation vrai == vrai. Dans ces deux cas l’algorithme revient &

Péquation centrale précédente. L’algorithme s’arréte lorequ’il a généré l’équation faur == vrai.

Dans ce cas, la négation de I’équation initiale est valide. Il peut s’arréter aussi lorsque aucune

résolvante ne peut convenir pour effectuer un chainage sur l’équation centrale courante. Dans

ce cas, nous ne pouvons pas décider de la validité de l’équation initiale.

Cet algorithme prend en entrée une équation booléenne du type t@s

}. Et Il utilise les ensembles suivants:

= vrai, avec @ E {<

E-résolvante contient les équations qui vont servir comme résolvantes (équations laté-

rales),

© Rordre eat ensemble des régles qui vont étre utilisées comme des régles de simplification,

et

© Rest le systéme de réécriture associé & la spécification dans laquelle nous voulons effectuer
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la preuve.

Fonction chainlinéaire(e, F_résolvante)

résolu — faur

pilere

tant.que non vide(pile) et non résolu faire

(e:@.e, == vrai) ~ téte(pile)

pile — dépiler(pile)

trouve + faux

: tant_que non trouve et non vide (E-résovate) faire

: 1 — premier(E-résolvante)

E-résolvante — décapiter(E_résolvante)

trouve — (4 une occurrence u de ez

et Jo tel que o(€2,,) = o(r1))

et nombre d’utilisation de r est inférieur a d.

fin_tant.que

si trouve alors

cast =

#7, @,ry == vrai alors

res; — o(e1)

resq + o(¢2)[(vi)ier — o(r2)] avec vj tel que €2,,, = €2),

Gres + tr(@.,@,)

+ Aietion) Pi == Pi > (T1@r72) alors
si pour tout é [1.n], o(p:) La= pf alors

res; + o(e1)

res — eol(vi)igfinj — 2(r2)] avec v tel que €2,,, = €2/,

Qyes + tr(@.,Q,)
fin si

fin_cas

Tes (r€51Qree7€S2) | Rorre

si (res = vrai) alors

écrire(” Retour arriére”)

sinon si (res = fauz)

alors résolu — vrai

sinon pile — empiler(pile,res == vrai)

fin-si

fin.si

fin.si

sinon écrire(” Retour arriére ")

fin tant.que

Si résolu alors chainlinéaire — (faut =

: fin

La fonction ¢r calcul le symbole de la relation d’ordre résultat
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Fonction tr(@;,@2)

si (@: = ” <”) ou (@2= " <”) alors tro” <”

sinon tr —" <”

finsi : fin

6 Validité des équations contenant des relations d’ordre

Maintenant que nous avons donné !’algorithme du chainage linéaire, il faut définir comment

nous allons l’utiliser pour prouver la validité des équations booléennes contenant des relations

dordre. Pour cela il faut définir la forme des équations qui vont servir comme équations latérales,

ainsi que la forme de l’équation initiale.

6.1 Equations résolvantes

Diaprés les définitions 5.1 et 5.2, les équations centrales comme les équations latérales ont

toutes une forme standard, (Os == vrai ou Aje(1 njPs P, => t@s vrai, avec @ € {<

,<}. Or les équations contenant des relations d’ordre n’ont pas toutes initialement une de ces

formes. Elles sont généralement de la forme t@s == p ou Ajej1..n|Pi == P, = t@s == p, avec

@E {<,<,>,2} et p = vrai ou p = fauz. Il faut donc les ramener sous la forme standard
correspondante, Cela est possible grace aux régles classiques de définition des relations d’ordre,

et qui sont les suivantes:

et>s p => s<t==p, avec p= vrai ou p= fauz;

et>s==p > s>t==p,avecp= vrai oup = fauz;

et<s== four > s<t==vrat;

et<s==faur => s<t==vrai.

Nous avons vu aussi dans l'exemple 5.1 que le mécanisme de chainage transitif est basé sur la

réfutation. Il faut donc calculer la négation de I’équation initiale. Cela est possible grace aux

regles suivantes :

en(t<s== vrai) <=> s<t== vrai;

en(t<s==vrai) => s<t== vrai.

Remarque 5.2

Les quatre derniéres transformations ne sont pas réalisables dans un ordre partiel. En effet, pour

que ces transformation soient valides, il faut que tous les éléments manipulés soient comparables

(e <y ouy > 2). HM faut, done que les relations d’ordre utilisées soient des relations d’ordre

total.

Ces quatre régles de transformation jouent le réle de Variome de comparabilité comme le

chainage transitif qui joue le réle de Variome de transitivite.

La question qui se pose maintenant, c’est comment déterminer les équatious résolvantes parmi

les équations d’une spécification?. Les critéres de choix sont ceux que nous avons vu au cours

des définitions et des exemples précédents. Nous pouvons les résumer par:
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© Une équation résolvante doit étre une équation booléenne,

son membre ganche doit contenir un des symboles de relations d’ordre {<, <,>,>}.

Ces équations seront choisies parmi les assertions qui correspondent & l’équation & prouver et

parmi les parties théoréme de la spécification.

6.2 Régles de simplification

Les régles de simplification correspondent aux équations qui définissent la relation d’ordre

utilisée, ainsi que son environnement. Dans le cas des relations d’ordre sur les entiers, la spé-

cification de l’annexe A est une spécification complete des entiers avec les relations d’ordre <

et <. Cet ensemble de régle de simplification peut contenir aussi les assertions et les théorémes

non booléens.

6.3 Test de validité

Nombreux sont les cas ot nous voulons savoir si un terme booléen t est équivalent, modulo un

ensemble d’équations E, a vrai ou & fauc. Cela pourrait étre utilisé, par exemple, pour évaluer

la condition d’une régle conditionnelle, ou bien pour calculer Ja valeur de vérité d’une proposition

représentée par ce terme. Les mécanismes de réécriture permettent de calculer la forme normale

de ce terme. Cette forme normale peut étre égale 4 vrai ou & fauz, dans ce cas nous avons

atteint notre objectif. Mais elle peut étre égale & un autre terme irréductible. Lorsque ce terme

irréductible est de la forme t;@tz avec @ € {<,<,>,>}, nous pourrons utiliser le chainage

transitif. La premiére étape consiste & mettre ce terme sous une forme équivalente t,@’t, avec
@ € {<,<}. Puis a calculer sa négation t7@"tY avec @” € {<, <}. Puis & appliquer l’algorithme

du chainage linéaire sur t/@"th == vrai . Si cet algorithme termine avec faus == vrai comme

résultat alors nous pouvons conclure que t, @tz == vrai est une conséquence logique de E. Sinon

et pour voir si ce terme est équivalent 4 fauz, on applique l’algorithme de chainage linéaire sur

Léquation t,@'t, vrai. S'il termine, nous pouvons conclure que t}@tz == faux est une

conséquence logique de l'ensemble d’équations B.

L’algorithme snivant illustre ce que nous avons dit

fonction chainage (t,Qtz vrai, E)

E-résolvante + Choiz-résolvante(E)

HOt, — >(t,@t2)
res — chain.linéaire(t) @'th

si res = (faux tai) alors écrire(”t; tz

sinon

res — chainJinéaire(t, @tz == vrai, E_résolvante)

si res = (faux == vrai) alors écrire("t;@tp == fauz est valide”)

= vrai, B-résolvante)

vrai est valide”)

Choiz-resolvante est une fonction qui parcourt l’ensemble des équations associées 4 une spéci-

fication pour déterminer les équations résolvantes selon les critéres définis ci-dessus.

Exemple 5.5

Cet exemple a pour objectif de montrer Vutilisation du chainage transitif pour évaluer une condi-

tion d’une régle conditionnelle
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Soient A, B et C trois objets du type ensemble ordonné tels qu'il est défini dans l’eremple 4.5.

Ni s’agit de réduire le terme inf(maz(A) + 1,min(B)) avec la régle conditionnelle x < y

vrai => inf(z,y) — (x,y). Pour cela il faut évaluer la condition maz(A)-+1 < min(B) == vrai.

Nous supposons que la forme normale de cette condition est égale 4 elle méme. Nous sommes,

donc, obligé d’utiliser le chainage transitif. Les équations résolvantes que nous allons utiliser

sont:

maz(A)+1<p+min(B) vrai,

estuide(X) == fauz => min(X) < maz(X) == vrai,

maz(C) < maz(A) == vrai.

La régle de simplification en plus des régles associées 4 la spécification des entiers de Vanneze 1,

est:

maz(B) — maz(C),

0 <p vrai

Nous commencons par catculer la négation de l’équation initiale. C’est: min(B) < maz(A) +

1 vrai. Le chainage transitif entre cette Equation et la premiére équation résolvante, donne

min(B) <p +min(B) == vrai. La simplification de cette équation avec la réglex <y +z —

0 < y puis avec la régle 0 < p —+ vrai donne vrai == vrai. Nous sommes donc obligé de

recommencer le processus du chainage transitif avec l’équation max(A) + 1 < min(B) == vrai.

Le chainage transitif de cette équation avec la deuziéme équation résolvante donne, en supposant

que la condition est vérifié, maz(A) +1 < maz(B) == vrai. Aprés simplification avec la régle

maz(B) — maz(C), nous obtenons maz(A)+1 < maz(C) == vrai. Le chainage transitif entre

cette derniére équation et la troisiéme équation résoluante donne maz(A) +1 < maz(A) =

vrai. Elle sera simplifiée avec la régle x+y <2 —+y <0, pour donner 1 <0 == vrai. Quid

son tour, aprés simplification avec la régle z <0 — fauz, donnera faux == vrai.

Nous pouvons conelure, done, que moz(A) +1 < mez(B) == faux est valide et nous

pouvons réécrire inf(maz(A) + 1,maz(B)) en maz(B).

7 Comparaison avec les travaux similaires

Dans le domaine de la preuve automatique, l'impossibilité de prouver certains théorémes est

souvent diie 4 l'impossibilité d’inclure certains axiomes d’une théorie donnée dans un mécanisme

de raisonnement ou & l’inefficacité d’un mécanisme en présence de certains axiomes. Pour

contourner ce probléme J. R. Slagle [Sla72] avait présenté l’idée de remplacer ces axiomes,

dans le cas de quelque théorie spéciale et dans le cadre des techniques de résolution appliquées

aux formules du premier ordre, par des régles de déduction qui soient équivalentes, efficaces et

complétes. Ainsi la paramodulation remplace les axiomes d’égalité d’un ensemble de clauses.

Les autres théories présentées par I’auteur sont la théorie des ordres partiels et la théorie des

ensembles. Cette idée & été reprise par J. R. Slagle et L. Norton [SN73b] pour réaliser un systeme

de preuve automatique pour les formules du premier ordre contenant des relations d’ordre partiel.

Ils utilisaient les techniques de résolution et de paramodulation plus les régles de déduction qui

simulent les axiomes d’ordre partiel. Is l’ont ensuite amélioré, dans {SN73a], pour prendre en

compte les relations d’ordre total, en ajoutant les régles de déduction qui simulent cet ordre.

La méme idée & été utilisée par W. Bledsoe, K. Kunen et R. Shotak [BKS85], pour exprimer les

relations d’ordre sur les réels qui sont des relations d'ordre total, dense et sans point de fin. Son

but était de prouver des propriétés sur le calcul élémentaire dans les -réels, exprimées avec des

formules du premier ordre.

Cependant, toute relation d’ordre est une relation irreflexive, antisymétrique et transitive.
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Done parmi les régles de déduction de ces différents articles se trouvait une régle qui simulait

cette propriété. C'est la régle de chainage transitif, La différence fondamentale entre notre

chainage et le leur, c'est que dans le cas des fonctions croissantes, nous pouvons remplacer des

sous termes du membre droit de la relations d’ordre, alors que eux remplacent le terme tout

entier.

Une autre différence se manifeste dans le fait que ces auteurs transforment toutes les proprié-

tés des relations d’ordre qu’ils manipulent (irreflexivité, transitivité, comparabilité, ...), alors

que nous n’avons transformé que la propriété de transitivité que nous ne pouvons pas exprimer

sous forme de ragle de réécriture. L’irreflexivité de < ou la reflexivité de < peuvent étre déduites

& partir du chainage transitif d’une équation avec elle méme, puis la simplification du résultat

avec une des régles x << o> faur our < z= drat.

Si nous comparons le cadre d'utilisation, nous pouvons constater que tous ces auteurs eXpri-

ment les propriétés & prouver avec des formules de la logique du premier ordre, alors que nous

nous restreignons aux formules de la logique équationnelle. Notre utilisation des formules de

la logique équationnelle n'est pas explicite. En effet le passage par Vétape de décomposition,

nous permet de ne manipuler que des équations simples. Et de ce fait de n’appliquer le chai-

nage transitif que sur des équations simples. Cela permet de réduire la complexité des formules

utilisées, comme nous l’avons signalé dans le chapitre 2. Le fait de se placer dans le cadre de la

logique équationnelle a un autre avantage, c’est la possibilité d‘utiliser l’induction pour prouver

certaines propriétés contenant des relations d’ordre. Cela n’est pas possible avec les techniques

de résolution appliquées sur des formules de la logique du premier ordre. L’utilisation des régles

de simplification aprés le chainage transitif est un autre avantage de la logique équationnelle.
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Chapitre 6

Le systéme de preuve PAUSE

1 Description sommaire

PAUSE'(Laz90b] est un systéme de preuve fondé sur les concepts définis dans les chapitres

précédents & savoir la décomposition, l’induction structurelle, la réécriture, le raisonnement par

cas et le chainage transitif. Il est destiné & prouver des formules équationnelles dans le cadre

des spécifications équationnelles en utilisant une série de transformations fondées sur les notions

précédentes.

Le noyau de ce systéme est écrit en Lelisp tandis que la partie interface est écrite en C.

est opérationnel sur SUN3 et utilise les facilités de fenétrage de cette machine.

1.1 Définition de Penvironnement de la preuve

La premiére étape dans le processus de preuve est la définition de l'environnement dans lequel

sera effectuée cette preuve. Pour cela il faut fournir 4 l'utilisateur un langage de spécification

qui lui permettra de formaliser son probléme sans rentrer dans les détails d’implantations. Il

s'agit du langage des types abstraits algébriques [Fin79]. Ainsi l'utilisateur doit formaliser son

probleme avec un ensemble d'équations telles qu’elles sont définies dans le chapitre 1. Le chapitre

suivant donnera un exemple concrét du processus de définition de l'environnement de la preuve.

Pour des raisons de simplicité d’utilisation et de lisibilité, la forme externe des équations sera

différente de celle vue dans les chapitres précédents. Cette différence apparait dans le cas

e des équations booléennes ¢ == vrai qui peuvent étre notées par le prédicat ¢.

© des équatious conditionnelles Aje(1njPi == pi => g == d qui seront notées par

g == st etietny Pi == pi alors d fsi.

« des équations conditionnelles Ajep.njPi == 2, > 9 == (di, d2) qui seront notées par

g == 81 ebigh in) Pi == ph alors d, sinon dz fsi.

Ces équations sont ensuite transformées sous forme de régles de réécriture dont les représen-

tations internes respectent les définitions du chapitre 4.

Loraqu’il s'agit d’une spécification composée de plusieurs types, l'utilisateur doit donner

Vordre d'utilisation des régles de ces différentes parties lors de la réduction (cf chapitre 4).
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1.2 Définition de la propriété élémentaire

La deuxidme étape dans le processus de preuve est la formalisation de la propriété élémentaire

& prouver sous forme d'une formule équationnelle.

1.3. Déroulement de la preuve

Une fois l'environnement de la preuve défini et la propriété élémentaire & prouver formalisée,
il ne reste plus qu’& lancer la preuve. Deux cas sont alors & distinguer:

© Une preuve équationnelle suffit pour tester la validité de cette propriété.

Une preuve par induction est nécessaire; dans ce cas ou bien le schéma d’induction pourrait

atre généré automatiquement & partir des constructeurs et des variables d'induction; ou

bien c'est Dutilisateur qui doit le fournir, Une nouvelle formule équationnelle est alors

générée en eubstituant dans le echéma d'induction la formule initiale.

L’étape suivante pour les deux cas est I’étape de décomposition: il s’agit de transformer la

formule en un ensemble de a_équations.

Pour chaque a équation résultante de cette étape, le systéme va essayer de réduire les assertions

pour détecter les inconsistances et calculer les formes normales. Ces assertions avec leurs formes

normales seront ensuite utilisées & cdté du systéme de réécriture initial pour réduire la partie

conclusion.

Apres cette étape, si la partie conclusion n’est ni prouvée ni inconsistante et dans le cas oi elle

est de la forme a@b == p avec @ € {<,<,>,>} et p € {vrai, faur}, le systéme essaiera le

chainage transitif.

Si aprés tout, la preuve a abouti & un probléme ouvert, Lutilisateur, aprés visualisation des traces

de la preuve, pourra s'il le juge nécessaire ajouter des lemmes pour corriger 6 formalisation du

probléme puis relancer la preuve ou bien refaire une autre induction sur d’autres variables.

Remarque 6.1

Aprés cette présentation générale de la stratégie de preuve utilisée par notre systéme PAUSE,

nous voudrions reppeler qu’elle est consistante car nous avons montré dans les chapitres 2, 3

et 4 que chaque composante l’est. Pour la complétude, autrement dit, est ce que tout théoréme

valide peut étre prouvé par cette stratégie ? La réponse est :

© Cette stratégie ne peut pas assurer que Wutilisateur donne le bon schéma d’induction pour

assurer la validité inductive.

© Pour que la réécriture d’un a_terme ({01,...,4n},t) soit compléte et permette ainsi l'existence

d’un ensemble de formes normales unique, il faut que le systéme de réécriture associé &

EU {aj,...,@n} soit canonique.

1.4 Visualisation de la preuve

Il peut arriver plus souvent qu'on peut l’espérer qu’un systéme de preuve ne permette pas

de prouver une propriété du premier coup. Cela peut venir d'une mauvaise formalisation du

probléme avec une mauvaise définition de certaines opérations, ou d'une mauvaise formalisation

de la propriété & prouver. Seule dans ce cas une bonne visualisation des différentes étapes de

la preuve pourrait aider l'utilisateur & reformuler sa propriété ou & corriger ou compléter sa
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spécification en ajoutant les lemmes nécessaires.

Or, nous avons vu dans les chapitres précédents que la preuve d’une formule équationnelle est

constituée d’une succession de a_formules obtenues les unes & partir des autres par des applica-

tions de certaines régles d’inférence. La visualisation de la preuve consiste donc & visualiser les

aformules des différentes étapes de la preuve et & visualiser comment le systéme & pu passer

d’une aformule & une autre. Nous avons choisi de représenter cette succession de a_formules par

un arbre. Chaque nceud de cette arbre va représenter une a formule. Chaque nceud contient en

plus de la partie assertion et de la partie conclusion de la a formule correspondante, un numéro

hiérarchisé qui va indiquer sa profondeur dans l’arbre. Par exemple la racine est numérotée par

0. les nceuds qui y sont directement dérivés sont numérotés par 1,2,.... Les noeuds dérivés d'un

nceud numéro x sont numéroté par 71,x2,.... La racine de cet arbre sera constituée du neeud

numéro 0, d’une partie assertion vide et de la formule a prouver.

Pour ne pas trop encombrer cet arbre , seules les a_formules correspondantes aux étapes si-

gnificatives de la preuve y seront représentées: la a formule initiale, la a formule obtenue par

application d’un schéma d’induction, les a_équations obtenues par le processus de décomposition.

et les a.équations obtenues par un raisonnement par cas. Les autres étapes (réduction, chainage

transitif) seront visualisées avec les termes sur lesquels ils opérent.

Pour visualiser la preuve, l’utilisateur a deux choix de trace:

e Le premier niveau de trace est un niveau de débogage. II permet de visualiser toutes les

étapes de la preuve, avec toutes les réductions des termes et des sous termes, tous les

chainages transitifs, avec tous les retours arriéres possibles. Cela permet 4 l'utilisateur de

comprendre sa preuve et dans le cas oii elle échoue de pouvoir détecter pourquoi.

Le deuxiéme niveau de trace permet de visualiser seulement les différents noeuds de l’arbre

au fur et & mesure de leur construction

L’annexe C contient un exemple d’arbre de preuve.

2 Interface utilisateur

L’interface du systéme PAUSE est réalisé avec Suntools un environnement de programmation

d’applications interactives construit au dessus de C' et UNIX.

La principale composante de ce systéme est la fenétre; elle peut étre composée de sous-fenétres

de type panel, texte ou tty. Un panel peut contenir des libellés, des boutons, des menus, ....

Une sous fenétre de type texte contient du texte, une fenétre de type tty contient les commandes

UNIX.

Dans notre cas, et comme signalé dans le figure 6.1, l'utilisateur dispose de la fenétre princi-

pale PAUSE, plus d’autres fenétres pour les commandes UNIX et en particulier pour l’éditeur

EMACS avec lequel il pourra composer ou modifier la spécification et les propriétés & prouver.

Sur la fenétre initiale PAUSE, la sous-fenétre tecte contient la description de chaque commande

disponible dans le systéme; la sous- fenétre panel contient les cases correspondantes & chacune

d’elles; et la sous-fenétre tty contient l'environnement Lisp composé des différente fonctions qui

réalisent la preuve.

Quand Vutilisateur clique sur une case, la sous fenétre texte change pour lui donner plus de

détails sur la commande concernée.

La suite de ce paragraphe sera consacrée a la description des fonctionalités de chacune de

ces commandes.
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opérateur — IDENTIFICATEUR

(un opérateur peut étre un tdentificateur quelconque)

¥ . a. 4a 4] . a8 5 TR A 2.1 Création de l’environnement de la preuve
a & n y 9 8 i ay wee 2 S 8 gs Lo. . .
5 zy 2,3 3 3 Oy 5 ae a 8 FA La création de l'environnement de la preuve se fait en deux étapes:

ay ee ous oF &E ck 2 eH CB
° " zm Ja: rT : ie 3
E gro & 4 ® oo a ¢ : ) e la définition des différents types qui composent la spécification.

5 RE 2 TE PE CAoe nA Oy be

m6 OB 2s 3 - a. ree > e La définition de l’ordre d'utilisation de ces types pendant la réduction.
ra wn ry uy ~

2 = 3 oe fey MS
Ot pe

“3 “aa3 oe neo Lecture d’un type
a e haN “~ gE
“a i bd 5 IS) = -~ Ww
- 3 ~ nee BS LECT_TYPE Figure 6.2

& * ~ 3 3 8 Cette directive permet de lire un type qui se trouve dans le fichier spécifié en paramétre, et de

zB S RL transformer seg équations en réglea de réécriture en reapectant les définitions et les conditions
TIT sa o8.ee Soe vues dans le chapitre 4.

Cc BRAERG wo om — \ .
Uae oe & 9292 Syntaxe: La description de cette syntaxe est donnée par une grammaire & contexte libre. Les

‘ .2es A Sgt g, se non-terminaux sont écrits en majuscules. la notation X||Y désigne une alternative entre X et
= 3 a. z 5 # a 4 ek Y. La notation {X}* désigne une répétition 0 ou 7 fois de la clause X.
e mt . om mM !

a7 73 u8 a Bie
@l «ai r bd

* 3 sao
i no foo type — OPERATEURS l-opérateurs8 P Pp

e 4 a ahi § AXIOMES |-axiomes

i 5 atl ° FAXIOMES

4 - E my THEOREMES
4 2 & - Lthéorémes

z . EB e Fr FTHEO

i e ® ah l-opérateurs — opérateur {, opérateur}*4 s oh P P P

my >|) B =|

Z "ey
» ij
5 iS

ce 7
. Es
ES ‘sanesd eT ep TT ep ep neeark ‘WY @We10q3 28;UISP eT mz sanead wT sp ywuewsorey Rta3sc09 sop st3.2ed @ moTQoNpUT,p sueqos np enbyyewoyne uoyyessUeH © IOV Ozu euro; ea w zeanosd B sme700G3 UN,P ZO WwErOZSUEIyZ 7H 9.NQDeT :

l-axiomes — axiome {axiome}*

axiome — NATUREL : mg == md

mg — expression

md — expression2 odf3 on,p uozzey{{dmos 48 eamyoe1 : || St l-cond ALORS expression FSI

|| SE l-cond ALORS expression SINON expression

l-cond ~ cond {ET cond}”
cond — expression-bool

|| expreasion-bool == VRAI

|| expression-bool == FAUX

I-théorémes -+ théoreme {théoréme}*

théoreme — expression {connect expression }*

connect — ET jj OU || IMPLIQUE || EQUIVALENT

: ae) CAVUZV1euszeda np BOTISTTTIN, 1 MZ BTTBIeP ep anid secucp ep yemzed : SUISYUF BwI0Z BSORTTONSTs BUSMer;UIEP pneed st ma sanesd w{ r9e00PTe2 ep zeured pnece un,p 27320d @ canoud eb] op e2qsH,{ 2es;[eNSys Bp 2emIEed wopqonpes ey ep queue ne sediz sep ucTyes;TT4N.P Szpze,T 3TTqw3z La partie théoréme d’un type contient des théoréme triviaux ou supposés vrai et qui pourront

étre démontrés aprés.

L'ordre dans lequel sera donnée la liste des opérateurs de la spécification sera utilisé pour

orienter les régles dans les cas litigieux.
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Stratégie d'utilisation des types

STRATEGIE Figure 6.3

Cette directive permet dans le cas ob la spécification est composée de plusieurs types, de définir

Vordre dans le quel seront utilisés ces types pendant la réduction. Les parties théorémes de tous

les types seront regroupées pour étre utilisées dans chaque étape de réduction. Cela permet,

comme nous avons vu dans le chapitre 4 de réduire le temps d’exécution au moment de la

réécriture des termes.

2.2 Définition de la propriété élémentaire & prouver

LECT_THEO Figure 6.4

Cette directive permet de lire la formule équationnelle & prouver qui se trouve dans le fichier

donné en paramétre.

Si la preuve de cette formule nécessite une induction et si le schéma d’induction ne peut pas

atre généré automatiquement, l'utilisateur doit utiliser ce méme fichier pour donner le schéma

d induction.

Syntaxe

théoréme {schéma}°/!

schéma — SCHEMA P(|-var-induc) <= |-prop FSCHEMA .

lvar-indue — IDENTIFICATEUR {, IDENTIFICATEUR}*

(liste des variable de la formule @ prouver sur les quelles se fera Vinduction}

l-prop -+ prop {connect prop}*

prop — expression || P(l-param)

l-param —+ param {, param}*

param — opérateur(IDENTIFICATEUR {, IDENTIFICATEUR}"*)

(Ces identificateurs doivent étre différents des variables d'induction)

SCHEMA-AUT Figute 6.5

Cette directive permet de générer automatiquement le schéma d’induction & partir des variables

d’induction et des constructeurs associés aux sortes de chacune d’elles. Les fonctions de cette

directive sont une implantation des définitions du chapitre 3.

2.3 Visualisation de la preuve

Niveau de trace

NIVEAU_TRACE

Pour visualiser la preuve. l’utilisateur a deux choix de trace:

« Le premier niveau de trace est un niveau de débogage, permet de visualiser toutes les

étapes de la preuves, avec toutes les réductions des termes et des sous termes, tous les

chainages transitifs, avec tous les retours arriéres possibles. Cela permet & l'utilisateur de

comprendre sa preuve et dans le cas oi elle échoue de pouvoir détecter pourquoi.

e Le deuxiame niveau de trace permet de visualiser seulement les différents noeuds de l’arbre

au fur et A mesure de leur construction
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Positionnement sur un noeud

VISUALISER

Cette directive permet de se positionner et de visualiser le noeud dont le numéro est donné par

lutilisateur

Exécution sur un fichier

FICHIER

L’exécution se fait par défaut sur l’écran; mais si l'utilisateur le désire il peut la diriger sur un

fichier, Ii doit alors donner le nom de celui-ci.

2.4 Lancement de la preuve

PREUVE Figure 6.6

Cette directive permet de lancer la preuve sur le dernier théoréme lu. Si ce théoréme était

accompagné d’un schéma d’induction ou si ce schéma a été généré automatiquement alors la

preuve se fait par induction; sinon ¢a sera une preuve équationnelle.

RE-PROUVER

Aprés s’étre positionné sur un neeud, cette directive permet de relancer la preuve sur ce neeud.

Cela peut se faire lors d’une nouvelle induction sur d’autres variables, ou aprés modification de

la spécification.

2.5 Aide A lutilisateur

MANUEL

Cette directive permet de visualiser sur une fenétre un manuel contenant plus de détail sur

chaque commande.
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3 Comparaison avec les systémes de preuve existants

Avant de faire la comparaison entre notre systéme et les systémes de preuve existants, nous

allons donner trois exemples de trois catégories de systémes de preuve. Il ne s’agit pas d’une

étude détail mais seulement d’un résumé pour donner une idée sur ces systémes.

3.1 Les systéme de preuve génériques

Isabelle [Pau87] et [Pau88] est un systéme de preuve interactif, écrit en ML [CPH*85], qui

supporte une variété de logique comme la théorie des types de Martin-Lof [Mar73}, la logique

classique, la logique intuitionniste [Lau70] ou la théorie des ensembles de Zermelo-Fraenkel. Pour

pouvoir raisonner sur ces différentes logiques objets, ce systéme posséde sa propre méta-logique

fondée sur la logique d’ordre supérieur (heigher-order logic) construite & partir du \-calcul typé

[HS86] et des régles de méta-inférence.

Pour faire une preuve l'utilisateur doit commencer par définir sa logique objet. Pour cela il

doit donner sa syntaxe sous forme de )-termes ainsi que son ensemble de régles d’inférence et

d’axiomes (un axiome est une régle d’inférence sans premises).

Avec Isabelle, une étape de preuve est une instance du méme objet qu’une régle d’inférence

(c'est une preuve & la Gentzen (Gen55}); et seul la nomenclature permet de ne pas confondre

les deux concepts. Ainsi pour une étape de preuve, il s’agira du but et des sous-buts tandis que

pour une régle d’inférence il s’agira de conclusion et de prémisses.

La déduction se fait par chainage arriére & partir des buts en respectant les étapes suivantes :

¢ Le sous-but & réduire est unifié avec la conclusion de la régle d’inférence choisie;

e Les premisses de cette régles sont instanciées avec la substitution résultante;

Le sous-but est remplacé par les prémisses instanciées.

Puisque les expressions manipulées sont des A-termes l’unification utilisée est une unification

Wordre supérieur telle qu'elle est décrite dans [Hue73] ou dans [Pau86}.

Durant le déroulement de la preuve, il se peut que l'utilisateur soit obligé d’appliquer

la méme régle d’inférence plusieurs fois; la définition des tactiques peut faciliter cette tache.

L’environnement de programmation ML [CPH*85] permet de définir des structures de contréles

sur Papplication des tactiques comme des conditionnelles, des répétitions, des recherches en

profondeur, ...

3.2 Environnements de spécification

OASIS [Pau85] est un environnement d’aide au développement des spécifications algébrique.

Le but de ce systéme est de fournir 4'utilisateur un laboratoire de apécification avec un ensemble

d'outils qui lui permettent de construire et de valider ses spécifications.

Parmi les outils disponibles dans OASIS on trouve: un compilateur de types algébrique, un

évaluateur symbolique de termes, un évaluateur de représeatation des types, une bibliothéque

des types les plus utilisés et un prouveur de théoréme. Nous allons nous intéresser plus particu-

ligrement & ce prouveur de théoreme. I] s’agit d’un éditeur de preuve fondé essentiellement sur

Vinduction structurelle, la réécriture et le raisonnement par cas manuel. La preuve est dirigée

par Lutilisateur en fournissant chaque fois les commandes et les données nécessaires pour la

poursuite de la preuve.
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3.3 Environnements de réécriture conditionnelle

Reveur4 [Zha84] et [BR87b] est un environnement de réécriture conditionnelle dont le but

est de tester la consistance des spécifications algébriques et de prouver la validité des équations

conditionnelles, Il est fondé sur le concept de la réécriture hiérarchique & deux niveaux appelé

aussi la rééeriture contextuelle [Rem82] et dont nous avous parlé dans le chapitre 4 lors de la

comparaison avec la réécriture entre les a-termea. La spécification initiale est composée de deux

parties :

o la partie primitives, qui définit les opérations primitives et les prédicats. Elle ne contient

pas d’équations conditionnelles.

La partie supérieure contient la définition des nouveaux opérateurs. les équations de

cette partie peuvent étre des équations conditionnelles. Les conditions sont des équations

booléennes qui ne doivent contenir que des opérateurs primitives.

Cette spécification doit étre suffisament compléte par rapport aux booléens et doit verifier une
condition de bon recouvrement qui dit que la conjonction des conditions qui correspondent & un

méme terme gauche d’une équation doit étre égale & rat. .

Dans ce cas le aystéme utilise une extension de la procédure de Knuth et Bendix & In théorie

conditionnelle [ZR85] et [Bou88b] pour prouver la confluence close du systéme de réécriture

associé & la spécification.

La preuve de validité inductive d’une équation conditionnelle se fait par la méthode de

induction sans induction: dans le cas d’un systéme de réécriture confluent sur les termes clos,

l'équation & prouver est ajoutée au systéme et la procédure de complétion est rappelée.

3.4 Critique

Remarque 6.2

Nous voulons tout d’abord signaler que la conception de notre systéme de preuve PAUSE a

été influencé par

© Le systéme OASIS; Cela vient du fait que celui-ci est un éditeur de preuve, ce qui est

un de ses avantages, car il permet a l'utilisateur de diriger la preuve lui méme et por

suite de voir les raisonnements qui sont automatisables et ceuz qui manguent. Il nous a

permis de découvrir que la réduction des assertions est nécessaire dans de nombreuz cas,

que Vutilisation des équations conditionnelles de la forme st — alors — sinon permmetivatt

d’automatiser le raisonnement par cas. Il nous a permis aussi de constater la nécessité du

chainage transitif en présence de termes contenant des relations d'ordre.

« Le systéme Reveur4 qui nous a permis de bien comprendre les mécanismes de la réécriture

Nous n’allons pas faire cette critique pour dire qu’un systéme est le meilleur, car chacun de ces

systéme a été congu pour des buts différents et chacun d’eux posséde ses avantages dans son

domaine,

Les systémes de preuves génériques ont l’avantage de supporter Plusieurs logiques objets et
permettent ainsi la preuve d'une large classe de propriétés appartenant a ces différentes logiques.

Mais cela n'est pas sans peine pour l'utilisateur car il lui faut pour chaque logique objet et pour
chaque classe de propriétés écrire les tactiques nécessaires pour la preuve. Dans [Nip§8] l’auteur
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avait proposé les tactiques nécessaires pour le raisonnement équationnel en utilisant [sabelle et il
aconclu son article par: I est clair qu'il y a un probléme évident :c’est le probléme de l’efficacité.

Les tactiques écrites avec Isabelle sont cent fois moins rapides que les systémes spécialisés dans
le raisonnement équationnel. D’ou le probleme éternel du choix entre la généricité et V’efficacité.

Le méme probléme d’efficacité se pose dans le cas de l'utilisation des éditeure de preuves
tel que OASIS, surtout quand Putilisateur est amené & raisonner sur des spécifications avec un
grand nombre d’équations. Dans ce cas il ne pourra faire confiance qu’& un systéme qui fait
cette preuve automatiquement.

Le systéme Reveur4 est un bon outil pour tester la consistance des spécifications hiérar-
chiques & deux niveaux. Et nous avons signalé dans le chapitre 4 que des études théoriques sont
entamés dans [Bou88b] pour l’étendre aux spécifications hiérarchiques & plusieurs niveaux. Tan-
dis que pour le cas de la validité inductive, nous avons montré dans le chapitre 3 les avantages
de l'induction structurelle sur l'induction sans induction.

Il existe d'autres syst8mes de preuve, tel que LP [GG89] qui est une extension du systéme
Reve [Les83]. Le systtme LP fournit & l'utilisateur un nombre important de techniques de
preuves dans le cadre du raisonnement équationnel; mais cela seulement dans le cas des spécifi-

cations non conditionnelles.

Pour conclure cette critique, nous voudrions signaler que chaque systéme de preuve admet
des avantages et des limites; et qu'il peut étre acceptable qu’un systéme soit incapable de
prouver certains théorémes dans certaines théories, 4 condition que celui-ci puisse le faire d’une
manitre efficace pour d’autres théortmes qui intéressent l'utilisateur. Autrement dit, il peut
étre acceptable qu’un systéme soit incomplet mais efficace.

3.5 Comparaison

Dans [Laz89] nous avons fait une premiére comparaison entre notre systéme PAUSE et les
autres systémes de preuves existants. Cette comparaison avait pour objectif de montrer quelques
raisons qui nous ont amener & concevoir un nouveau systéme de preuve. Elle portait sur quatre
points:

¢ La forme des équations dans les spécifications: Alors que la plupart des systémes de
preuve existants utilisent des spécifications avec seulement des équations inconditionnelles

ou des équations conditionnelles de la forme si—alors; nous autorisons en plus l'utilisation
des équations de la forme si — alors — sinon. Cela n’a pas d’influence directe sur la
sémantique des spécifications, mais il présente plus d’avantages puisqu’il permet de définir
les opérations d'une maniére exhaustive, et de faire des raisonnements par cas automatique.

La forme des propriétés élémentaires & prouver: Les systémes de preuves existants per-
mettent de prouver des propriétés sous forme d’équations simples ou de clauses de Horn
équatioanelles. Notre objectif est de pouvoir prouver une classe plus grande de formules
équationnelles telle que nous l’avons définie dans le chapitre 2.

La supposition de propriétés globales sur la spécification: Nous avons choisi la méthode

fondée sur l’induction structurelle pour prouver les théorémes inductifs. Et nous avons

montré dans les chapitre 3 et 4 que cette méthode ne nécessite que la terminaison comme

propriété globale sur les spécifications initiales. Ce qui n’est pas le cas pour les méthodes

fondées sur l’induction sans induction.
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« Le degré d'interaction avec l'utilisateur: Le fait qu'il y ait beaucoup d’interaction présente

un grand inconvénient d’efficacité en présence des spécifications avec un grand nombre

d’équations; et l'utilisateur risque de ne plus pouvoir gérer sa preuve. Ainsi nous avons

voulu réduire cette interaction au minimum telle que la donnée du schéma d’induction ou

Vadjonction d’équations et la relance de la preuve,
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Chapitre 7

Vérification de propriétés de

programmes paralléles

1. Introduction

Le domaine d’application des prouveurs de théorémes est trés varié. Is sont

utilisés dans presque tous les domaines qui touchent & Vinformatique, comme la

validation des circuits VLSI [Gor87], [SBGP87] et [GGS88], ou la validation des
protocoles de communication [STE*82].

Nous avons choisi comme domaine d’application le cadre des programmes paralléles
car la tendance actuelle est de concevoir des programmes qui peuvent s’exécuter sur
des machines paralléles.

L’objectif de ce chapitre est de présenter un langage intermédiaire dans la concep-

tion des programmes paralléles; puis‘de montrer comment vérifier qu’un programme

est "plus asynchrone” qu’un autre.

Ce langage d’expression de programmes paralléles a été défini dans {Per85]. 0

a été concu pour étre un outil de construction méthodologique et de validation de

programme paralléle.

Le parallélisme introduit au moment de la résolution d’un probléme est un pa-
rallélisme dit de résolution ou de conception. Il a été introduit pour des raisons

d’efficacité du programme obtenu.

Contrairement aux travaux qui s’intéressent au parallélisme du point de yu syn-

chronisation entre processus [Sif79,Mil83], nous nous sommes basés pour exprimer
le parallélisme sur la communication entre des processus non déterministes indé-

pendants. De ces relations de communication sont déduites les synchronisations

des proceasus nécessaires & leur réalisation. Ces communications sont réalisées par

Vintermédiaire de ports typés par des types de communication. Cette notion de type

de communication permet de séparer entre les relations de calcul et les relations de

communication. Cette indépendance permet de jouer sur le degré de aynchronisation

des processus communicants, et par conséquence sur l’efficacité des programmes.

Notre contribution dans ce chapitre se situe dans

e l’expression des types de communication sous forme d’une spécification équa-

tionnelle,
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« Ja formalisation de certaines relations entre les types de communication ainsi

que leur preuve automatique,

© puis la présentation sur un exemple des conséquences sur la modification des

programmes paralléles.

2 Type de Communication

Comme nous l’avons signalé dans l'introduction de ce chapitre, la méthode proposée permet

d’exprimer le parallélisme en s’appuyant sur la communication entre les processus. Ces commu-

nications sont définies en terme de relations entre les valeurs de données échangées. En effet,

dans un univers paralléle, deux types de relation sont distinguées

© Une relation statique, appelée relation de calcul, entre les suites de données et les suites

de résultats.

¢ Une relation, appelée relation de communication [JP85], qui transforme généralement le

nombre d’occurrences et l’ordre des termes des suites sans en modifier les valeurs.

Une relation de communication exprime le choix du processus consommateur de la valeur &

consommer parmi les valeurs émises par le processus producteur. Elle permet aussi d’indiquer

comment doit étre modifié cet ensemble aprés cette consommation. Par exemple une relation de

communication égalité spécifie un systéme com posé d’un processus producteur et d’un processus

consommateur, tel que & tout instant de communication, la valeur utilisée par le processus

consommateur est la plus ancienne valeur émise par le producteur et non encore consommée.

Cette valeur doit disparaitre de l'ensemble des valeurs émises aprés la consommation.

Ces relations de communication sont exprimées dans un premier temps en terme de relations

entre des suites temporelles (Laz86] et (Mar89]. En effet, il s'agit d’établir les relations entre les

suites de données échangées. La nature méme de ces relations sous-entend l’expression du temps

& travers expressions comme "2 tout instant”, “plus ancienne”, Ensuite la notion de type de

communication permet de donner une représentation algébrique et constructive de ces relations.

La preuve de représentation d'une relation de communication par un type de communication

est étudiée dans [Laz86] et [Mar89].

Nous n’allons pas donner plus de détails sur les relations de communication entre les suites

temporelles. Par contre nous allons nous intéresser aux types de communication.

2.1 Définition

L'élément essentiel d’un type de communication est cet ensemble de valeurs émises par

le processus producteur et dont dispose le processus consommateur. Cet ensemble sera appelé

ensemble consommable. L'ensemble des valeurs émises sera appelé ensemble produtt et l'ensemble

des valeurs recues sera appelé ensemble consommé.

Formellement un objet tc d’un type de communication TY PCOM est un triplet d’objets,

chacun d’eux étant de type table, noté tc =< EP, A, EC >:

« EP: Ensemble produit,

« A: Ensemble consommable,
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« EC: Ensemble consommé.

Un type de communication est muni de trois opérations pour manipuler les données:

© init_com: Initialiser la communication entre les processus.

© produire: Emettre une donnée, Tout processus qui active cette opération est appelé

producteur.

© consommer : Recevoir une donnée communiquée. Tout processus qui active cette opéra-

tion est appelé consommateur.

Ce sont les constructeurs d’un type de communication.

Un type de communication est muni aussi de trois projections:

© ens_prod: pour accéder & l’ensemble produit.

@ ens_cons: pour accéder l'ensemble consommé.

* consommable: pour accéder a l'ensemble consommable.

Les quatre derniéres opérations permettent de constater |’évolution d'un type de communication:

© pre.cons: Précondition sur la consommation. Elle restreint le domaine de définition de

Vopération de consommation du processus consommateur.

© post_cons: Post-condition de la consommation, Elle définit l’état de l'ensemble consom-

mable, résultant d’une opération de consommation.

val.cons: Permet de déterminer la valeur de la donnée communiquée prise en compte par

Vopération de consommation,

ind_cons: Permet de donner l’indice dans l'ensemble consommable de cette valeur com-

muniquée prise en compte par l’opération de consommation.

e

indice: Permet de donner dans le cas d'une production l’indice dans l'ensemble produit

de la valeur produite; et dans le cas d’une consommation |’indice dans l’ensemble consom-

mable de la valeur consommée (ind-cons).

Le profil de ces opérations est le suivant:

init.com : — TYPCOM

produire :TYPCOMxELT —+TYPCOM

consommer : TYPCOM —+TYPCOM

ens_prod : TYPCOM —> table

ens.cons : TYPCOM — table

consommable: TY PCOM — table

indice : TYPCOM — entier

pre.cons : TYPCOM — bool
post.cons : TYPCOM — table

ind_cons : TYPCOM — entier

val.cons : TY PCOM — ELT
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Remarque 7.1

Les quatre derniéres opérations sont caractéristiques d’un type de communication. En effet,

pour choisir la valeur @ consommer parmi l'ensemble des valeurs émises par le processus produc-

teur, nous utilisons les opérations pre_cons, val_cons et ind_cons; et pour déterminer comment

doit étre modifié cet ensemble, nous utilisons lopération post-cons.

2.2 Equations communes & tous les types de communication

Les équations communes aux définitions de tous les types de communication sont les sui-

vantes :

tc: TYPCOM

v: BLT

1: consommable(init.com) tablevide

2: ens_prod(init.com) tablevide

ns.cons(init.com) tablevide
4: consommable(produire(te,v))

mettre(consommable(te), maximum(ens-prod(tc)) +1, v)

: ens.prod(produire(tc, v)) mettre(ens-prod(tc), maximum(ens-pr od(te)) + 1,v)

: ens.cons(produire(te, v)) ens.cons(te)

onsommable(consommer (te))== post-cons(te)

ns_prod(consommer(tc)) ens-prod(te)
+ ens.cons(consommer(tc))

mettre(ens_cons(te), maximum(ens.cons(te)) + 1, valcons(tc))

10: indice(init_com)

11: indice(produire(te, v))

12: indice(consommer(te))

13: val_cons(tc)

mazimum(ens.prod(te)) + 1

ind_cons(tc)

== acces(consomimable(te), ind_cons(te))

Précondition:

La précondition de Vopération consommer (te) est pre.cons(tc).

Pour que la spécification d'un type de communication ait la forme générale d’une spécifica-

tion définie dans le chapitre 1, nous allons intégrer la précondition de consommation dans les

équations. Nous obtenons alors les équations suivantes:
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1: consommable(init_com) == tablevide

2: ens_prod{init.com) tablevide

3: ens_cons(initcom) tablevide

4: consommable(produire(te,v)) ==

mettre(consommable(tc),mazimum(ens-prod(tc)) + 1,v)

5: ens.prod(produire(tc,v)) == mettre(ens-prod(tc), mazimum4(ens-prod{(tc)) +1, v)

6: ens.cons(produire(tc, v)) ens.cons(tc)

7: consommable(consommer(tc))== si pre-cons(tc) alors post.cons(te)

8: ens_prod(consommer(tc)) == si pre_cons(tc) alors ens_prod(tc)

9: ens.cons(consommer (te) == si pre_cons(tc) alors

10: indice(init_com)

Ll: indice(produire(te, v))

12: indice(consommer(tc))

0

mazimum(ensprod(tc)) +1

i pre.cons(tc) alors

ind_cons(te)

== acces(consommable(tc), ind_cons(tc))13: val_cons(tc)

mettre(ens_cons(tc), maximum(ens_cons(tc)) + 1, val_cons(tc))

Les opérations mettre, tablevide, acces, mazimum, minimum, domaine sont des opérations im-

portées du type table (exemple 4.5).

2.3 Equations caractéristiques d’un type de communication

Ces équations caractérisent la stratégie de communication d’un type donné.

Exemple 7.1

Le type de communication égalité est caractérisé par le fait que toute valeur émise est regue

une et une seule fois, et Vordre des réceptions est identique d Vordre des émissions. Les équations

caractéristiques de ce type sont les suivantes :

© pre.cons(tc) == non(estvide(domaine(consommable(tc))))

@ ind_cons(tc) == minimum (consommable(tc))

# post-cons(te) == enlever(consommable(tc), minimum(consommable(te)))

Exemple 7.2

Le type de communication aléatoire est caractérisé par le fait que chaque valeur recue est la

derniére émise @ cet instant, certaines valeurs ne sont pas recues et d’autres pennent Vétre plu-

sieurs fois, selon le rythme aléatoire des processus producteur ou consommateur. Les équations

caractéristiques de ce type sont les suivantes :

© pre.cons(tc) == non(estvide(domaine(consommable(tc)))).

© ind.cons(te) == mazimum(consommable(tc))

© post.cons(tc) == mettre(tablevide, ind.cons(tc), valcons(tc))
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Exemple 7.3

Le type de communication égalité-presque-partout est caractérisé par le fait que toute valeur

émise est regue une fois et une seule dans le cas o8 la production survient assez tot. En d'autres

termes le i2TM* élément produit est remplacé par w dans le suite consommée, si la production de

cet élément est en retard sur la consommation. Les équations caractéristiques de ce type sont

les suivantes :

© pre-cons(tc) == vrai

« ind cons(tc) == si cardinal(ensprod(tc)) < cardinal(ens.cons(te)) == vrai

alors w

sinon minimum(consommable(tc))

« post.cons(tc) == si cardinal(ens-prod(tc)) < cardinal(ens.cons(tc)) == vrai

alors tablevide

sinon enlever(consommeable(tc), minimum(consommable(tc)))

Remarque 7.2

Dans [Per85], les types de communication ont été défints avec une spécification algébrique

en pre-post. Nous avons choisi une présentation équationnelle dans un but de faciliter la ma-

nipulation des opérations et des termes, cur notre but, rappelons le, est d’automatiser la preuve

de relations entre les types de communication.

2.4 Automate associé & un type de communication

Pour modéliser d’un systéme paralléle réduit & ses opérations de production et de consomma-

tion eur un port donné, nous associons & chaque type de communication un automate figuré par

tun graphe orienté représentant les transitions possibles. Les noeuds de ce graphe représentent

les états du aystéme. Les arcs sont étiquetés par l'opération sur la donnée communiquée:

© p: correspond & une production.

¢: correspond & une consommation.

Ce graphe doit respecter les conditions suivantes:

e Une opération de consommation c est activable si et seulement si la précondition de consom-

mation pre.cons est vérifiée.

© A chaque étiquette p ou c d’un arc est associée un indice tel que:

— Pour une opération de production p, cet indice est égal & Pindice dans l'ensemble

produit de I’élément résultant de loccurrence de production associée.

— Pour une opération de consommation ¢, cet indice, s'il existe, est égal &

+ indice dans l'ensemble consommable de 1’élément résultant de l’occurrence de

consommation associée (ind-cons)

ou

* w, si w est la valeur indéfinie résultat de cette opération.

« Les productions sont étiquetées dans l'ordre croissant des indices.
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Automate associé au type de communication égalité

3 Langage d’expression du parallélisme

Aprés avoir introduit les types de communication qui sont les éléments de base, nous allons

donner un apergu général sur les autres concepts de ce langage.

Le langage présenté dans (Per85] ne prétend pas étre un langage de plus pour la program-

mation des systémes paralléles, mais il a été congu pour étre utilisé comme un outil de construc-

tion méthodologique et de validation de programmes paralléles. Le passage aux autres langage

@expression du parallélisme a été étudié dans [KFJP88] pour le langage ADA ou dans (EJ89]

pour le langage OCCAM.

L’expression du parallélisme dans ce langage est fondée sur la coopération de processus non

déterministes définis de maniére statique qui communiquent de maniére asynchrone par des

ports. L’utilisation des types de communication permet de séparer dés le début de la conception

les relations de calcul et les relations de communication. Cela permet aussi de définir les rela-

tions de communication entre processus indépendemment de tout souci de synchronisation. Ce

concept constitue Je principal apport par rapport aux langages contemporains d’expression du

parallélisme qui sont fondées sur la communication tels que CSP [Hoa78], ADA [Ada80], LCS

{Ber85] ou LC® [LC86]. ,

3.1 Programme paralléle

Un programme ou systéme paralléle est constitué d’un ensemble hiérarchique de proces-

sus communicants. Les données communiquées circulent via des ports typés par des types de

communication.
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Exemple 7.5

PROD-CONS processus englobant

... déclaration du type de communication “égalité” et du port p

PROD processus P CONS processus

interne interne

sortie x vets p entrée y via p

wo égalité

1 * y . Ss
produire(x) - “consommer(y)

Ce schéma visualise un exemple simple de systéme paralléle (producteur consommateur).

Dans cette hiérarchie nous pouvons distinguer deux types de processus:

¢ Les processus élémentaires (feuilles de la hiérarchie) sont des processus séquentiels clas-

siques non déterministes qui utilisent des constructions proches des processus C'S P ou des

taches ADA: séquence d’énoncés, choix et itération non déterministes).

e Les processus composés obtenus par composition paralléle d’autres processus.(en utilisant

un type de communication)

En régle générale un processus communicant élémentaire ou composé a la structure suivante:
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entrée: Définition des données communiquées :

1. Nom et type de la donnée, port utilisé

sortie: pour transmettre les valeurs de cette donnée

Déclaration d’objets locaux au processus (variables, fonctions, ...) ou
2 . *

des processus internes et des ports associés

corps Définition des actions du processus s'il est séquentiel

ou

composition Mise en composition paralléle des processus internes,

s'il s’agit d'un processus composé.

e La partie (1) constitue linterface du processus. Dans le cas du processus racine cette

partie est vide.

e Dans le cas d’un processus composé communicant, la partie (2) définit les processus in-

ternes et décrit leurs relations de communication par la déclaration:

— des ports de communication utilisés:

* nom du port,

* type du port: type de communication utilisé.

~ des types de communication associés et non prédéfinis, s’ils n’ont pas été déja déclarés

dans un processus englobant.

e La partie (1) des processus internes définit l'utilisation des ports déclarés au niveau du

processus englobant. Cette définition est réalisée par les clauses enirée ou sortie qui

déclarent les données communiquées.

e L’activation en paralléle des processus internes déclarés dans la partie (2) d’un processus

composé est définie de manitre statique; la partie (3) est alors réduite a l’opérateur de

composition //.

@ L’activation des opérations produire ou consommer réalise la communication.

3.2 Les principales constructions du langage

Dans ce paragraphe nous allons nous contenter de donner la sémantique intuitive des princi-

pales constructions de ce langage. La syntaxe concréte de celui-ci est décrite dans l’annexe B par
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une grammaire & contexte libre. Notons que la syntaxe de la partie séquentielle du langage est

un sous ensemble de Pascal. La sémantique des différentes constructions est donnée en détail

dans {Per85] en utilisant des compositions d’automates, ou dans [Mar89] of auteur combine

cette derniére notion avec les formalismes proposés dans [Bou87].

1, typcom TC(ELT),

permet la déclaration du type de communication TC en donnant la définition algébrique

des ses opérations caractéristiques (pre.cons, post_cons, ind_cons).

. port p: TC(ELT),

permet la création d’un port p de type TC, résultat de l’opération init.com associé & ce

type.

Le port p est local au processus oi il est déclaré, ce qui permet d’encapsuler les commu-

nications d’un sous systéme 4 l’intérieur d’un systéme composé.

. entrée y: t via p,

permet de déclarer une donnée communiquée dans une liste d’entrées d’un processus

consommateur et de créer ainsi une variable y de type ¢ locale a celui-ci. Cette déclara-

tion permet aussi d’associer la variable au port de communication p dans l’objectif d’une

éventuelle consommation.

. sortie x: t vers pi,...,Dn;

permet de déclarer une donnée communiquée dans une liste de sorties d'un processus

producteur et de créer ainsi une variable x de type ¢ locale & ce processus. Cette déclaration

permet aussi d’associer la variable aux ports p,,...,p, dans Vobjectif d’une éventuelle

production.

- Dans le contexte de !’énoncé 4, l’instruction produire(x) permet l’activation de Vopération

produtre définie dans lea types de communication des ports p,,...,Dn-

. Dans le contexte de l’énoncé 3, l’instruction consommer(y) permet l’activation de l’opération

consommer définie dans le type de communication associé au port p. Selon que la précon-

dition de consommation est vraie ou fausse deux cas sont & envisager:

® pre_cons(p) est égale & vrat au moment de l’activation de cette instruction, dans ce

cas l’opération consommer est activée.

© pre.cons(p) est égale & faux au moment de l'activation de cette instruction, dans ce

cas le processus consommateur est mis en attente jusqu’au moment ol pre_cons(p)

devient vrai.

Si plusieurs processus consommateurs liés & un méme port sont en attente, ils seront acti-

vés dans un ordre arbitraire, un seul pouvant a la fois accéder 4 ce port.

Dans le cas ott plusieurs processus veulent accéder simultanément 4 un port de commu-

nication, les accés scront séquentiaksés selon un ordre arbitraire avec une priorité des

opérations de production sur les opérations de consommation.

. Le choix non-déterministe :

select

g1 — énoncé,
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ou

ou

gn — énoncé,

fin select

Les gardes g, sont des expressions booléennes

Cette instruction a pour signification :

e d’évaluer simultanément toutes les gardes,

e a’il existe une garde g; égale & vrai, alors activer les instructions de énoncé,,

e si plusieurs gardea sont égaux & vrai, alors choisir l'une d’elles au hasard,

¢ si aucune garde n'est égale 4 vraz, alors l'état résultant est un état d’erreur.

. composition,

permet d’activer en paralléle des processus fils qui ont été déclarés dans un processus

englobant. La communication entre ces processus se fait & travers les ports déclarés dans

la partie déclaration via les entrées et les sorties correspondantes dans chaque processus.

Nous avons vu que ces processus fils peuvent étre soit des processus élémentaires, soit eux

aussi composés de processus communicants. Cela implique qu’un systéme paralléle peut

avoir plusieurs schémas de composition suivant des hiérarchisations plus ou moins compli-

quées. L’exemple 7.5 montre une situation simple de communication bi-point. Cependant,

plusieurs autres situations peuvent étre considérées; citons par exemple:

e Les situations de diffusion dans les quelles un processus producteur communique avec

h processus consommateurs via n ports typés soit avec le méme type de communica-

tion soit avec des types de communication différents.

Les situations de divergence dans les quelles un processus producteur communique

avec un processus consommateur via un seul port. Mais le processus consomma-

teur est composée de plusieurs processus, chacun d’eux est susceptible d’activer une

opération de consommation.

Les situations de convergence différent des situations de divergence par le fait que

c'est le processus producteur qui est composé avec plusieurs processus, chacun d’eux

est susceptible d’activer une opération de production.

Exemple 7.6

Ce programme paralléle est un exemple qui présente un systéme producteur consommateur

avec un producteur qui communique avec deux consommateurs (diffusion des données commu-

niqué) via deux ports associés & deux types de communication égalité.

programme prod.conss::

typcom égalitéfentier)

définition du type de communication égahté

port p1,p2: égalité

processus prod::

sortie z entier vers p), p2;
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corps

e=1;

répéter « < 100 —

produire (z);

risttl

fin répéter

fin prod

processus consi;

entrée y: entier via p,;

fonction pair(z:entier):boolean;

~ déterminer si un entier x est un nombre pair -

fin pair;

corps

répéter consommer(y)

si poir(y) alors écrire(y) fsi

fin répéter

fin cons;

processus cons:

entrée z: entier via p2;

fonction premier(z:entier):boolean;

~ déterminer si un entier x est un nombre premier ~

fin premier;

corps

répéter consommer(z)

si premier(z) alors écrire(z) foi

fin répéter

fin cons

composition

prod//cons;//cons,

fin prod.conss

4 Relation entre les types de communication

Nous avons vu que lexpression du parallélisme retenue dans le langage présenté dans les

paragraphes précédents est fondée sur la communication entre processus. Nous avons vu aussi

que la notion de type de communication permettait de séparer les relations de calcul des relations

de communication et que les seules synchronisations entre les processus sont dues aux contraintes

d’accts en exclusion mutuelle aux ports de communication ou aux attentes d’un processus prét

& réaliser une opération de consommation alors que la précondition n'est pas satisfaite. Dans ce

contexte, établir des relations d’ordre entre l'ensemble des types de communication permettra

de jouer sur la synchronisation entre les processus d'un systéme paralléle. Cela est di au

fait que ce sont ces types de communication qui gérent la communication et par conséquence

régulent la synchronisation. Ces relations sont telles que si pour une donnée communiquée, nous

substitutions un type de communication TC 4 un type de communication TC, tel que TC soit
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en relation avec TC), le systéme devient plus asynchrone dans le sens que nous préciserons ci

dessous.

Définition 7.1 Ensemble des termes définis associé & un type de communication

L’ensemble des termes définis associé & un type de communication TC, noté DEF (TC) est

un sous ensemble de Uensemble des termes clos sur les constructeurs T(C), oi: C = {init-com,

produire, consommer}. Il est défini par:

© initcom € DEF(TC)

e soitt € DEF(TC) alors

~ produire(t,v) € DEF(TC),

— sila précondition de consommation pre-cons(t) est vérifié alors

consommer(t) € DEF(TC).

Cet ensemble représente l’évolution d’un aystéme paralléle réduit & ses opérations de production

et de consommation sur un port de communication, En effet, chaque terme représente une

séquence d’exécution possible de ce systéme.

Remarque 7.3

Lrensemble des termes définis associé 4 un type de communication TC est isomorphe 4

Vensemble des chemins du graphe associé & celui-ci par V'homomorphisme suivant :

© f(A) = init.com, A est le chemin vide.

© f(ch.pi) = produire(f(ch), v).

© f(ch.c;) = consommer(f(ch)). ch est un chemin du graphe et le point définit la concaté-

nation d’un are d un chemin,

Nous allons maintenant donner la définition des relations entre les types de communication en

utilisant leur ensemble de termes définis respectifa.

Définition 7.2 Relation d’asynchronisme

Soient TC, et TC deur types de communication et F, et F ensemble des opérateurs associé

tels que F, = {init_com,, produire;, consommer;, consommable;,

ens_prod;,ens-cons,,ind_cons,,val_cons;}. Soient Xro,, Xtc, et Xexp trois ensembles de

variables de sorte respectif TC, TC2, et ELT Soit h un homomorphisme entre T(F,,Xrc, U

Xecr) et T(Fo,Xrc, UX gir) tel que h(op;) = ope ot op; représente chacun dee opérateurs de

Le type de communication TC) est dit plus asynchrone que TC; si et seulement si:

© la restriction de h @ DEF(TC)) est un homomorphisme

et

© h(DEF(TC;)) C DEF(TC2).

Remarque 7.4

© L'introduction d’un homomorphismne dans la définition des relations entre deux types de

communication signifie que nous nous intéressons qu’aur séquences d’exécution équiva-

lentes.
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© Cet asynchronisme vient du fait gue l’ensemble des séquences d’erécutions possibles associé

& TC, est inclus dans celui de TC. Cela n’est possible que parce que les préconditions

sur les opérations de TC sont plus faibles que celles sur TC. Cela a pour conséquence

de réduire le temps d’attente des processus pendant les communications.

Le concept de type de communication a été créé pour s’occuper plus de la gestion des com-

munication que de la synchronisation entre les processus; c'est pour cela que nous allons nous

intéresser plus aux relations qui font intervenir, en plus de la relation d’asynchronisme, des

relations entre les positions des valeurs des données communiquées.

Définition 7.3 Relation d’asynchronisme avec perte des valeurs

Soient TC; et TCp deux types de communication. TCz est dit plus asynchrone que TC; avec

possibilité de perte de valeurs; noté TC, as< TC» si et seulement si:

© TC» est plus asynchrone que TC

et

© pour chaque couple de termes (t,t2) de DEF(TC,) x DEF(TC2) tel que h(ty) = ta,

indice,(ti) < indicea(t,)

Cette relation as< est une relation d’ordre partiel sur l'ensemble des types de communication.

Exemple 7.7

egalité ase

Définition 7.4 Relation d’asynchronisme avec respect des valeurs

Soient TC, et TCz deus types de communication. TC. est dit plus asynchrone que TC, en

respectant les valeurs; noté TC, op< TCz si et seulement si:

© TC; est plus asynchrone que TC,

et

© pour chaque couple de termes (ti,t2) de DEF(TC;) x DEF(TCr) tel que h(t) = ta,

indice,(t)) = indices (tz)
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Proposition 7.1

La relation op < est une relation d’ordre partiel sur Vensemble des types de communication

telle que:

Exemple 7.8

égalite op< égalitt-presque-pariout

5 Formalisation des relations entre les types de communication

Pour pouvoir automatiser la preuve des relations as < et op < entre les types de commmunica-

tion, nous allons les reformuler sous forme de relations entre les termes qui leurs sont associés.

5.1 Formalisation de la relation d’asynchronisme

Soit (t), t2) un couple de termes de DEF(T(C1)) x DEF(T(C2)) tels que h(t) = tr.

Il est clair que le nombre d'opérations de production dans t; est égal au nombre d’opérations

de production dans ty. Nous pouvons constater la méme chose pour le nombre d’opérations de

consommation. nous pouvons donc déduire les hypothéses suivantes :

1,

cardinal(ens.prod,(t))) = cardinal(ens.prodp(t2))

et

cardinal(ens.cons,(t:)) = cardinal(ens.consa(t2))

Nous pouvons en déduire que:
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mazimum(ens-prod) (t1)) = mazimum(ens.prods(t2))

et

mazimum(ens_cons; (t)) = mazimum(ens.conso(t2))

car cardinal(A) = mazimum(A) — minimum(A) +1 et

minimum(ens-prod(t;)) = minimum(ens.cons(t,)) = 1

Maintenant pour savoir si un type de communication TC) est plus asynchrone qu’un autre type

TC), il faut tester si l'image homomorphe d'un terme défini de T(Cj) est un terme défini de

T(C). En d’autres termes il faut montrer que si les préconditions sont vérifiées sur un terme ty

de T(C;) alors elles sont vérifiées sur son image homomorphe ty = h(t). Or la seule précondition

qui existe sur les types de communication est celle sur les opérations de consommation (pre_cons).

La relation d’asynchronisme entre deux types de communication se définit alors comme suit:

Proposition 7.2

Un type de communication TC est plus asynchrone qu'un type de communication TO, si et

seulement si:

pour tout couple de termes définis (t1, ta) de DEF(T(Ci)) x DEF(T(C2)) tel que h(ts) = te

pre.cons,(t}) == vrai D preconse(tg) == vrai

5.2 Formalisation de la relation d’asynchronisme avec perte des valeurs

Il reste maintenant & formaliser la relation entre les indices.

© L’indice associé & un terme avec une opération de production en téte est égal al’indice dans

Pensemble produit ens_prod de élément résultant de Poccurrence de production associée,

Or d’aprés l’équation 11 de la définition d’un type de communication cet indice est égal &

mazimum(ens-prod(tc)) +1.

Soit maintenant (t;,t2) un couple de termes définis de DEF(T(Ci)) x DEF(T(C2)) tels

que tp = h(t)) et ty = produtre(t,,,v).

Pour comparer les indices de ces deux termes il faut comparer

mazimum(ens-prod,(t;)) et mazimum(ens-proda(t2))

qui sont toujours égaux d’aprés hypothése 2 ci-dessus.

L'indice associé & un terme avec une opération de consommation en téte est égal a l’indice

dans l’ensemble consommable de 1’élément résultant de l’occurrence de consommation

associée. Qui est par définition égal & ind cons(tc).

Soit maintenant (t;, tz) un couple de termes définis de DEF(T(C,)) x DEF(T(C2)) tels

que ta = h(t)) et t) = consommer(t}).

pour comparer les indices sur ces deux termes quand les consommations sont définies il

faut comparer

»

ind.consy(t) et ind.consy(t2)
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La propositions suivante permet de donner une définition formelle de la relation as < entre
deux types de communication.

Proposition 7.3

Un type de communication TC, est plus asynchrone qu'un type de communication TC, avec
possibilité de perte de valeurs (TC, as< TC2) si et seulement si:

pour tout couple de termes définis (tc1, tex) de DEF(T(C1)) x DEF (T(C2)) tel que h(te1) = tea,

pre-cons,(tey) vrai > pre_consa(te2) == vrai

pre.cons) (tc) vrai A pre_conse(tc2) == vrai

D ind_cons1 (te) < ind_cons(te) == vrai

5.3 Formalisation de la relation d’asynchronisme avec respect des valeurs

Par analogie avec ce qui a été fait dans le paragraphe précédent, la proposition suivante

permet de donner une définition formelle de la relation op < entre deux types de communication.

Proposition 7.4

Un type de communication TCp est plus asynchrone qu’un type de communication TC avec

respect des valeurs (TC; op< TC) si et seulement si:

pour tout couple de termes définis (tc, tez) de T(Ci) x T(C2) tel que h(te1) = ter ,

pre.cons,(tey) == vrai D pre.consa(te) == vrai

A

pre.cons, (te) == vrai A pre_conse(tc2) == vrai

D ind_cons1(tc1) == ind_cons(te2)

Remarque 7.5

Sil y avait des precondition sur les productions que nous aurions notée pre-prod, la propriété

quiil faudrait vérifier pour que TCjop< TC, est:

pour tout couple de termes définis (te1, tea) de T(C,) x T(Co) tel que h(tey) = teg

pre.cons;(tc1) == vrai > pre.consa(te,) == vrai

pre.prod,(tc,) == vrai > pre_prode(tey) == vrai

pre-cons,(te, Tai A pre.conse(tc2) == vrai

D ind_cons1 (te) == ind_cons(tce)
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6 Preuve des relations d’asynchronisme

6.1 Environnement de la preuve

Nous avons vu dans le paragraphe 2 que les types de communication peuvent étre spécifiés

par un ensemble d’équations ce qui implique qu’ils peuvent s’adapter aux techniques de preuve

que nous avons définies dans les chapitres précédents.

L’eavironnement de la preuve d'une relation d'asynchronisme entre deux types de communication

sera donc constitué:

de la spécification des deux types,

© dela spécification des types Table et Ensemble ordonné, définis dans l’exemple 4.5, puisque

la spécification des types de communication importe certaines de leurs opérations

et

© de la spécification des types Entier et booléen.

Le paragraphe précédent a permis de calculer la formule équationnelle correspondante & chaque

relation d’asynchronisme.

6.2 Schéma d’induction

Il est clair que nous aurons besoin d’une induction pour prouver ces formules équation-

nelles. Nous allons donc faire une récurrence sur les constructeurs respectifs des types de

communication TC, et TC2; et qui sont, rappelons le, {init_com;,produire;, consommer,}

et {init_comz, produires, consommers}.

Pour calculer le schéma d’induction associé & cette récurrence nous allons faire appel aux notions

que nous avons vu dans le chapitre 3 sur les principes de l’induction structurelle.

Ainsi pour calculer un schéma d’induction associé & une liste de sortes ou de types il faut calculer

V'ensembles des termes générateurs associés : c'est l'ensemble de toutes les combinaisons dans

Vordre de tous les constructeurs associés & chaque type; puis calculer ensembles des prédéces-

seurs de chacun d’eux.

Le schéma d’induction associé 4 deux types de communication ne peut pas étre généré automa-

tiquement & cause de certaines contraintes que nous allons découvrir. Cependant nous allons

suivre la méme démarche que le processus de génération automatique.

Les termes générateurs associés 4 ces ensembles de constructeurs sont:

1, init.com,, init_com,

2. init_comy, produirea(ter, v),

s init.com,, consommers(tc2),

a . produire, (te, v), init-come,

5. produire,(te1,v), produirea(tco, v),

2 . produires(tey, v), consommers(tc2),

7. consommer; (tc), init.come,
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8. consommer; (tc), produiren(tca, v),

9. consornmer (te1), consommers tea).

Mais il faut que chaque terme générateur ty, tz vérifie la condition h(t) = tz. Cela n'est pas

possible pour les termes 2, 3,4,6,7, 8

Donc les termes générateurs restants sont:

@ init.comy, init.coma,

© produires (ter, v), produires (ter, v),

© consommer, (tc)), consommers(tcg).

Les prédécesseurs du terme consommery(te,), consommera(tcp). sont :

1. te, t; ot t et um terme de type TC2. Mais il faut que la condition h(tc,) = t soit vérifiée.

Ce qui implique que ¢ = tcz et que le prédécesseur est tc, tea.

2. consommer; (tc), tez qui ne peut pas vérifier la condition h(consommer; tc1)) = te sera

donc exclu.

La méme chose pour les prédécesseurs de produire;(tc1,v),produireo(tcg, v). En plus il faut

aussi que ces termes soit définis; donc pour le terme générateur

consommer (te), consommera(tcz) il faut supposer les préconditions

pre.cons(tc1) == vrai A pre-cons(tc2) == vrai. Nous obtenons donc le schéma d’induction

suivant:

P(init-comy ,init.coma) A

P(te1, tex) D P(produire, (te,,u), produirea(ten,v)) A

(P(ter, tea) A pre-consy(te) A pre-consa(tea)) > P(consommeri (tes), consommera(ter))

P(ti,ta)

Remarque 7.6

Ce schéma d’induction est en accord avec le but pour le quel a été introduit vhomomorphisme

entre les termes définis respectives de TC; et de TCo; c’est d dire que ne nous intéressons qu’auz

séquences d’ezécutions équivalentes, Bn effet, Vinduction de base se fait sur deur séquences

équivalentes init.com, et init.com,. Et si nous supposons que tc; et tcz sont des séquences

équivalentes alors produire;(tci,v) et produirea(tca,v) le sont aussi. La méme chose pour

consommer(te) et consommer (tcp)

6.3 Déroulement de la preuve

Le déroulement de la preuve se fait normalement comme nous l’avons décrit dans le chapitre

précédent, & savoir la substitution dans le schéma d’induction de la formule & prouver, la décom-

position de la formule obtenue en un ensemble de a équations, la réduction des assertions puis

la réduction de la conclusion pour chacune de ces a.équations puis si c'est nécessaire utilisation

du chainage transitif.
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Exemple 7.9

L’anneze C contient Varbre de preuve de la relation d'asynchronisme avec perte des valeurs

entre le type de communication égalité et aléatoire : égalité as < aléatoire.

7 Application 4 la modification des programmes paralléles

Rappelons que le parallélisme que nous voulons introduire au moment de la résolution d’un

probléme est un parallélisme de conception qui a été introduit pour des raisons d’efficacité du

programme obtenu. Ce parallélisme se traduit par des processus indépendants qui comm uniquent

entre eux en utilisant la notion de types de communication. Cela implique qu’un moyen de

réduire le temps d’exécution d'un tel programme est de réduire le temps d’attente des processus

communicants. En d'autres termes il faut que l’exécution soit le plus asynchrone possible au

sens des relations d’ordre ci-dessus.

Dans ce contexte, vouloir modifier un programme donné en un autre programme plus asyn-

chrone revient a agir sur les communications entre les processus de celui-ci en remplacant un

type de communication par un autre tels qu’ils vérifient une des relations précédemment définies.

Cette modification va entrainer une modification des séquences d’opérations exécutées par ces

programmes. Le programme obtenu peut avoir une sémantique différente du programme initial.

Il ne s’agit donc pas des techniques habituelles de transformation de programme préservant la

sémantique (fusion, pliage, dépliage, ...). Nous parlerons donc de modification des programmes.

7.1 Modification utilisant la relation as <

Dans un programme et pour une donnée communiquée, lorsque nous remplacons un type de

communication TC, par un autre type de communication TC, tel que TC; as< TCo, sans

changer les opérations dans les processus, nous obtenons un programme plus asynchrone dans

le sens ot

toutes les valeurs produites ne sont pas consommées (les indices de consommation dans

TC, sont inférieurs & ceux dans TC2),

© Les situations d’attente du processus consommateurs sont plus rares (la précondition de

consommation dans T'Cy est plus faible que celle dans TCi).

Le programme ainsi obtenu n’est plus défini sur les méme données. C’est pourquoi il faut faire

attention lors de cette modification que la post-condition du programme reste vérifiée.

Le passage des communications synchrones & des communications plus asynchrones a été

aussi étudié dans [Gri88].

Exemple 7.10 Calcul de factorielle

Soit n un entier strictement positif. Le nombre n! peut étre calculé de deux maniéres diffé-

rentes :

© Il peut étre considéré comme le terme de rang n de la suite f définie par:

fo=l

fin =fx +H Vi>0
Le terme de rang est tel que f, =%! pour tout i supérieur ou égal a0.
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© Il peut étre considéré comme le terme de rang n de la suite g définie par:

gn

G41 = Gi X(N -1) VE >0
Le terme de rang i est tel que 91'= nl/(n~4)| pour tout i supérieur ou égal 40.

Nous pouvons utiliser ces deux modes de calcul pour construire une solution paralléle constituée

de deux processus indépendants qui calculent respectivement les termes des deux suites f et g

sur deux intervalles complémentaires, Le résultat est le produit des résultats des deux processus.

La répartition des calculs entre ces deur processus doit se faire de telle sorte que

© Le premier calcule les termes de la suite f jusqu’é n/2°TM terme. Le résultat de ce

processus est (n/2)!,

e Le deuriéme calcule les termes de la suite g jusqu'a n/2'*TM terme. Le résultat de ce

processus est n!/(n —n/2)!.

Le résultat final est (n/2)! x n!/(n—n/2)! qui est égal 4 ni.

Cet algorithme peut étre généralisé de la maniére suivante :

© Le premier processus pi, calcule les termes de la suite f dans un intervalle (0..n;].

© Le deuziéme processus pi, calcule les termes de la suite g dans un intervalle [0..n9]. La

condition d'arrét est ny > n—np.

Pour évaluer cette condition d’arrét, il faut que ces deur processus P, et Pz échangent les valeurs

successives de n et nz. Supposons que n, est la suite des valeurs produites par P, et susceptibles

d’étre consommées par Pz et inversement pour nz. La relation de communication qui vient

immédiatement 4 l’esprit est celle qui consiste d ce que chaque processus consomme chaque

valeur produite par l'autre et dans cet ordre de production. Cette relation correspond au type de

communication égalité. Nous obtenons donc une solution synchrone définie par le programme

suivant :

Programme fact ::

port nj), ng : égalité;

fay fa + égalité;
processus P, ::

entrée z: entier via no;

sortie 21: entier vers n;,

fi: entier vers fi;

corps

f=) =1;

produire(z; ); consommer (22);

répéter

21 < (nm) f= f xa;
qa 4+1;

produire(z,); consommer(z2);

fin répéter;

produire(f)

fin P,

processus P -:
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entrée 11: entier via n,;

sortiex2: entier vers n2,

g: entier vers fo;

corps

gi= Nn; tg := 1;

produire (x2); consommer (z, );

répéter

L, <(m— 22) —> gg x (n— 49);
tq:= 24941;

produire(z2);

consommer (z);

fin répéter;

produire(g)

fin Py

processus résultat::

entrée x: entier via n,,

tq: entier via no,

f: entier via fi,

g: entier via fo;

res: entier;

corps

consommer(f); consommer(g);

consommer(z;); consommer(z2);

select

fps Iq —resi=afxgxezy;

ou

Z,>zq —res:= f xg;

fin select

fin Py,

composition

P,//Pof/résultat

fin fact

Le schéma suivant permet de bien visualiser les communications dans ce programme.
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La post condition de ce programme est:

(1) fHamletg=nl/(n — x9)! et (n- 22) <2) <(n- 2241)

Ce programme donne une solution paralléle synchrone du calcul du factorielle, dans le sens

ou toutes les valeurs produites sont consommeées avec les attentes que ¢a peut engendrer. Or

chacun des processus P, ou P, n’a pas besoin dans son calcul de toutes les valeurs produites par

Vautre. En effet pour évaluer la condition d’arrét chacun des deux processus n’a besoin que de la

derniére valeur émise par l'autre. Les autres valeurs peuvent étre ignorées sans incidence sur les

calculs. Le type de communication aléatoire satisfait bien cette relation de communication. Et

comme égalité <as aléatoire, nous pouvons remplacer le premier type par le deuziéme dans le

programme ci-dessus pour obtenir une solution plus asynchrone. Pour cela il suffit de remplacer

les déclarations :

en: égalité par n, : aléatoire

et

@ no: égalité par ng : aléatoire

On montre dans [JP85] que le programme obtenu satisfatt la post condition (1).

8 Conclusion

L’objectif de ce chapitre était de montrer un exemple de l’utilité de notre systéme

de preuve dans un environnement de conception de programmes paralléles. Il faut

signaler que les qualités de cet environnement, tel que la modularité, ont permis &

notre systéme de preuve de jouer un réle important dans les étapes de la concep-

tion. En effet, i] coutribue & cété du systeme COMEDIE (JM86] et COMEDIE-ADA

(KF JP88] 4 la conception d’une bibliothéque de types de communication en établis-

sant les relations d’ordre qui peuvent exister entre eux. Le réle de notre systéme

sera de localiser la place d'un nouveau type de communication dans le treillis formé

par les types déja ordonnés. Cette bibhothéque sera ensuite utilisée pour modifier

les programmes.

Cet outil de preuve automatique peut aussi étre utilisé pour prouver d’autres pro-

priétés sur ces programmes, comme par exemple le fait qu'un type de communication

est un organe passif qui ue modifie pas les valeurs des données communiquées.
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Conclusion

Tout au long de ce travail, nous nous sommes efforcé d’utiliser des techniques simples com-

binées entre elles pour pouvoir étendre la classe de propriétés élémentaires que nous pouvons

prouver.

Nous avons vu tout d’abord que les définitions formelles de validité peuvent @tre étendues

sans probléme aux cas des forroules équationnelles.

La méthode de preuve par induction nous a permis de donner une solution pratique au

probléme de validité inductive. Nous avons vu que les schémas d’induction pouvaient étre générés

automatiquement dans le cas oi les propriétés & prouver ne contenaient que des opérations

définies recursivement & partir des constructeurs.

Nous avons vu que pour étendre le mécanisme de remplacement de termes par leurs égaux

aux formules équationnelles, il fallait choisir quelques équations représentatives telles que leur

validité soient équivalente a celle de la formule associée. Pour pouvoir effectuer ce choix, il fallait

décomposer la formule équationnelle en un ensemble de a_équations. Les équations représen-

tatives sont constituées 4 partir des parties conclusion respectives de chaque a_équation. Cela

vient du fait que la validité d’une aéquation dans un ensemble d’équations est équivalente a la

validité de sa partie conclusion dans l'ensemble d’équations initial plus "ensemble des assertions.

Selon ce critére de décomposition en un ensemble de a_équations, nous avons pu déterminer la

classe de formules équationnelles susceptibles d’étre prouvées en utilisant cette méthode.

Pour la mise en ceuvre de cette approche nous avons défini la réécriture conditionnelle sur

les a_termes, ainsi que le raisonnement par cas en présence des équations conditionnelles de la

forme si-alors-sinon.

Nous avons vu que dans ce contexte, la seule propriété globale exigible pour l'utilisation de

la réécriture, était la propriété de terminaison. C'est 4 la fois un avantage et un inconvénient.

C’est un avantage puisque lutilisateur n’a pas beaucoup de restrictions lors de la définition

de sa spécification, et puisque jusqu’A maintenant il n’existe pas de méthode générale pour

prouver la confluence ou la complétude sans faire de restriction sur les spécifications. C'est

un inconvénient car pour que la méthode soit compléte, il faut que pour chaque a_équation,

l'ensemble des équations initial plus l'ensemble des assertions forment un systéme de réécriture

confluent. Pour contourner cet inconvénient, la réduction des assertions permet de détecter les

inconsistances quand elles existent, sinon leurs formes normales sont utilisées, elles aussi, pour

réduire la partie conclusion.

Par ailleurs, nous avons vu que le chainage transitif, simple ou conditionnel, avec simplifica-

tion, était un outil en plus de la réécriture pour prouver la validité des équations contenant des

relations d’ordre.

Tous les résultats ci-dessus ont été implantés dans le systéme de preuve PAUSE. Nous

nous sommes efforcé de lui donner une interface agréable pour permettre & Putilisateur de
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comprendre le déroulement de la preuve; et dans le cas ou elle échoue de lui fournir les outils

pour lui permettre de voir pourquoi et de corriger sa spécification ou de reformuler sa propriété

@ prouver.

Pour appliquer notre méthode de preuve 4 un probléme donné, qu'il soit séqueatiel ou paral-

léle, il faut regarder si un tel probléme peut étre modélisé par une spécification algébrique, ensuite

il faut regarder si la propriété & prouver peut étre modéliser avec une formule équationnelle. Le

chapitre 7 a permis de donner un exemple d’application dans le cadre de la programmation

paralléle.

II s’agissait de prouver des relations d’asynchronisme entre les modules qui s’occupent de la

communication dans un systéme paralléle. Nous avons vu que ces relations sont utilisées pour

appliquer certaines modifications sur les systémes paralléles.

Une perspective envisageable 4 ce travail est d’étendre plus la classe de formules prouvables.

En effet, nous avons vu dans le chapitre 2 que la contrainte principale & cette extension est la

présence de négations d’équations dans une a.équation.

Pour lever cette contrainte il faut essayer de donner une sémantique aux spécifications contenant

des négations d’équations, puis une méthode de preuve associée; cela nous permettra de résoudre

le probléme de présence d’une négation d'une équation dans la partie assertion. Nous devons

aussi trouver une méthode générale pour prouver la validité de la négation d’une équation dans

une spécification; cela nous permettra de résoudre probléme de présence d’une négation d'une

équation dans la partie conclusion. L’extension des travaux sur l’unification et la disunifica-

tion modulo un ensemble d’équations quelconque (CL88,Bur88] est une solution possible & ce

probléme.

Nous pourrons aussi envisager d’étudier les propriétés d’autres programmes paralléles écrits

en d’autres langages d’expression du parallélisme et de la communication qui pourront s’adapter

au raisonnement équationnel
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Annexe A

Spécification des entiers

OMNYMRH RANE
1X =x == vrai.

ix <x == faux.

2x =< x == vrai.

+ O+x sex,

ix+0 ss x,

pet Cy +z )) == (ety +z).

> (x + y) +z) == (x ty tz).
2 ((x- y) +z) == (x +2z- y).

> ((x + y) - 2) == (x+y -z).

: et Cy -2)) == (x+y - 2).

: e- (y-z)) ee (x tz-y).

: (x > (y + 2)) == Ge -y-z).
> (x+y +x) = (xt xt y).

rx<(y+x) = O<y.

txty<y +x == faux.

rxty<z+xesyez.

rxtytzek+y sxe zek,

rxty<ztytk==x<ztk.

i (xty-y) =x,

> (x- x+y) == y.

: (x+y-x) sy,

:G@+tytz-k-y) == (xtz2-k).

: (x+y) =< (z+ y - k) == x =< z =k.

2 (x~y) <z==x< (z+y),

i (@-ytz) <k==(x+z)<(k+y).

: (x - y) =z == x =< (z + y).

> (x-ytz) =< k == (x +z) =< (k+y) .

i(m-ytz) = @+ez-y).
rx<(y-z) ss (xtz) cy.

px (y-z) == (x tz) acy.

2x <0 == faux

> (x+y) =< (x +z) ee y =< z,

pes (y+x)=ssORcy.

rxty+z<k+y=xt+ze¢k,
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35 :xty<ztytk se x<2teE.

36: (x+y - y) == xX.

37: (x - x+y) B= y.

38: (xt y- x) Fey.

39: (xt yt2z-k-y) t= (e+ z- kk),

40: (x+y) =< (2 ty - k) a= x =< Zz ck.

41: (x-y) <ze=x< (zty).

42: (x-y+2)<k== (x+2z) < (k+y).

43: (x- y) sz e= x =< (2 + y).

44: (x-yta) «kk == (x +z) =< (k+y).

45: (x-yt+z) ss (x+z-y).

47: x< (y-z) == (xt+z)<y.

48: x =< (y - z) == (x tz) Ky.

49 : x < 0 == faux.

50: (x + y) #< (x + z) Bs y 8¢ Zz.

SL: (x+y) = (a+ y) xz.

52: (x+y) < (x +z) sey sz.

53: (y + x) =< (tx) sey Zz.

64: (y +x) < (2+ x) == y <z.

55: «x < (x + y) == vrai.

57: (x + y) > x == vrai.

58 : (x + y) >= y == vrai .

59: (y + x) >= y == vrai .

60 : x =< (y + x) == vrai.

61: x =< (x + y) == vrai.

62: (x - y) < x == vrai.

63: (x - y) =< x == vrai.

64: (x - x) =2 0.

65: xtyeezt+xezey ez.

66: x<(ytx) ss O¢y.

67 : (x+y) =< x =e y =< 0.

68: (x+y) <xezy sO.

69: (y+x)<xss=x<0.

70: 0 =< x == vrai.

7i i: x <0 == faux.

72: x >= 0 == vrai.

73: 0>x == faux.

74: 1000 > x == vrai.

75 : x >= 1000 == faux.

76: x < 1000 == vrai.

77 : 1000 =< x == faux

faxomes
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Annexe B

Syntaxe concréte du langage

d’expression du parallélisme

La déscription de cette syntaxe est donnée par une grammaire & contexte libre. L’axiome initial est

SYSTEME; les non terminaux sont en majuscules, les mots clés du langage sont en gras. La notation

X||Y désigne une alternance entre X et Y. La notation {X}* désigne une répétition de 0 ou x fois. Les

autres symboles sont des symboles du langage.

SYSTEME — programme IDENT :: SYST

IDENT est le nom du programme

SYST — {COMMUNICATION}* PROC-COMMIC

{PROC-COMMUNIC}* COMPOSITION

PROC-COMMUNIC— processus IDENT :: PROCESS

{| modéle processus IDENT L-PARAM"/! :: PROCESS

déclaration d’un processus ou d'un modéle (éventuellement paramétré)

de processus. Toutes les instances de processus sont activé

simultanément de maniére statique dans la partie composition

COMMUNICATION— {typcom ID-TYPCOM(elt) :: DESCR-TYPCOM}*

port LISTE-PORTS; {LISTE-PORTS;}"

ID-TYPCOM est le nom du type de communication

elt est le type de la donnée communiqué

DESCR-TYPCOM est la définitson algébrique d’un type de communication

PROCESS — + PROC-SEQ || SYST

PROC-SEQ — INTERFACE DECLARATION CORPS

COMPOSITION — composition (ID-PROC)”! {// {ID-PROC |] VECT-ID-PROC}}*

fin IDENT;

création et activation paralléle de processus ou d’un vecteur

dinstances d'un modéle de processus précédemment défini

exemple : Pi//P2//(i:1..3,C; scons)

Cf fi: 1..5P, : PROD(p,))

pi est le nom de port précédemment déclaré

L-PARAM + (PARAM {, PARAM}*)

PARAM — ID-PARAM : ID-TYPE
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ID-PROC

VECT-ID-PROC

L-ARGT

INTERFACE

CORPS

ENTREE

SORTIE

LISTE-PORTS

LISTE-ID-PORTS

LISTE-ENTREES

LISTE-SORTIES

DECLARATION

ENONCES

ENONCE

VIDE

AFFECTATION
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ID-PARAM est le nom du paramétre formel

ID-TYPE est le type du paramétre

—— IDENT || IDENT1 :: IDENT2 L-ARGT*/?

IDENT est le nom d'un processus précédemment défini

IDENTI est le nom d’un processus instance du modéle

IDENT2 pour les parameétres effectifa contenus dans L-ARGT

ezemple PROD

C :: CONS(z,y) ot z et y sont des noms de port

— indice: 1 .. nb, IDENTindice :: IDENT2(L-ARGT)/1

vecteur de nb processus de modéle IDENT®

exemple (//i: 1.3, Pi :: PP)

— (ID {,ID}’)

ID est le nom de variable ou de port ou constante

— ENTREE || SORTIE || ENTREE SORTIE

—— corps ENONCES FIN ident;

~~ entrée LISTE-ENTREES;

— sortie LISTE-SORTIES;

~~» LISTE-ID-PORT : ID-TYPCOM(ID-TYPE);

ID-PORT est le nom de port

ID-TYPE est le nom du type des données communiquées par le port

— ID-PORT{,{ID-PORT}* || {ID-PORTindice, indice 1.. nb}}*

— ID-DONNEE : TYPE via ID-PORT;

{ID-DONNEE :TYPE via ID-PORT;}*

ID-DONNEE est le nom de donnée communiquée

— ID-DONNEE : TYPE vers LISTE-ID-PORTS;

{{D-DONNEE :TYPE vers LISTE-ID-PORTS;}*

une donnée peut étre produite vers plusieurs ports

les liste d’entrées et de sorties sont disjointes

— déclaration classique de types, variables simples, structures ...

~~» ENONCE ; {ENONCE}*

mise en séguence d’énoncés par ;

—~ VIDE || AFFECTATION || OP-COMMUNICAT ||

CHOIX-INDETER |j conditionnelle et itérations classiques

—

— ID := EXP

OP-COMMUNICAT — produire(ID-DONNEE) || consommer(ID-DONNEE)

CHOIX-INDETER — select GARDE —+ ENONCES

ANNEXE B. SYNTAXE CONCRETE DU LANGAGE D’EXPRESSION DU PARALLELISME

{OU GARDE —+ ENONCES}* fin select
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GARDE — EXP-BOOL
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ANNEXE B. SYNTAXE CONCRETE DU LANGAGE D'EXPRESSION DU PARALLELISME

Annexe C

Exemple de preuve de relation entre

les types de communication

Tl s’agit de démontrer que égahité as < aléatoire.

Les opérations du type égalité sont términées par _e, ceux du type aléatoire sont terminées par

a,

Theoreme a demontre par induction :

¢

¢

pre_cons_e(tci)

=>

pre_cons_a(tc2)

)

et

¢

¢
pre_cons_e(tc1)

ot

pre_cons_a(tc2)

)
=>

(ind_cons_e(tc1) =< ind_cons_a(tc2))

)

)

Le schema d’induction est

¢

P( init_com_e, init_com_a )

et

¢

¢

P( tc3, tc4 )

=>

P( produire_e(tc3 , v), produire_a(tc4 , v) )

)

et

¢
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¢

P( tc3, tc4 )

et

¢

pre_cons_e(tc3)

et

pre_cons_a(tc4)

)

=>

P( consommer_e(tc3), consommer_a(tc4) )

)

)

>

Generation de noeuds :

4e* noeud numero 0

*** assertions

*** ~~ conclusion

¢

¢

pre_cons_e(tc1)

=>

pre.cons_a(tc2)

et

¢

pre_cons_e(tc1)

et

pre_cons_a(tc2)

)

=>

(ind_cons_e(te1) =< ind_cons_a(tc2))

*#* noeud numero 1

*** assertions

*** ~~ conclusion

¢

pre_cons_e(tc1)

=>

pre_cons_a(tc2)

>

*** noeud numero 1

*4#* assertions

ANNEXE C. EXEMPLE DE PREUVE DE RELATION ENTRE LES TYPES DE COMMUNICATION
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4&4 =~ conclusion

¢

¢

pre_cons_e(init_com_e)

=>

pre_cons_a(init_com_a)

)

et

K

¢

¢

pre_cons_e(tc3)

=>

pre_cons_a(tc4)

)

=>

¢

pre_cons_e(produire_e(tc3 , v))

=>

pre_cons_a(produire_a(tc4 , v))

pre_cons_e(tc3)

=>

pre_cons_a(tc4)

)

et

€

pre_cons_e(tc3)

et

pre_cons_a(tc4)

)

=>

¢

pre_cons_e(consommer_e(tc3))

=>

pre_cons_a(consommer_a(tc4))

)

)

)

)

**# =~ noeud numero 2

*** = assertions

**#* ~~ conclusion

¢

¢

pre_cons_e(tc1)
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et

pre_cons_a(tc2)

)

=>

Cind_cons_e(tc1) =< ind_cons_a(t¢2))

*** noeud numero 2

eae assertions

*4# = conclusion

pre_cons_e(init_com_e)

et

pre_cons_a(init_com_a)

)

=>

(ind cons_e(init_com_e) =< ind_cons_a(init_com_a))

)

et

¢

¢

¢

¢

pre_cons_e(tc3)

et

pre_cons_a(tc4)

)

=>

(ind cons e(tc3) =< ind_cons_a(tc4))

pre.cons_e(produire_e(tc3 , v))

et

pre_cons_a(produire_a(tc4 , v))

)

=>

(ind_cons_e(produire.e(tc3 , v)} =< ind_cons_a(produire_a(tc4 , v)))

)

)

¢

¢

¢

G

pre_cons_e(tc3)

et

pre_cons_a(tc4)

)

=>
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(ind_cons_e(tc3) =< ind_cons_a(tc4))

)

et

¢

pre_cons_e(tc3)

et

pre_cons_a(tc4)

pre_cons_e(consommer_a(tc3))

et

pre_cons_a(consommer_a(tc4))

)

=>

(ind_cons_e(consommer_e(tc3)) =< ind_cons_a(consommer_a(tc4)))

)

)

)

)

Debut de la preuve

+** noeud numero 11

*** assertions

pre_cons_e(init_com_e) =

*ee = conclusion

pre_cons_a(init_com_a)

t vrai

**e =~ noeud numero 111

wee assertions

pre_cons_e(init_com_e) == vrai

pre_cons_e(init_com_e) == faux

*** conclusion

Theoreme demontre par suite d’hypotheses incoherentes

*** noeud numero 12

*** = assertions

pre_cons_e(produire_e(tc3 , v)) == vrai

pre_cona_e(tc3) == vrai

pre_cons_a(tc4) == vrai

*** =~ conclusion

pre_cons_a(produire_a(tc4 , v))

*** noeud numero 121

*e% = assertions

pre_cons_a(tc4) == vrai

pre_cons_e(tc3) == vrai

pre_cons_e(produire_e(tc3 , v)) == vrai
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estvide(domaine(consommable_e(tc3))) == faux

non(estvide(domaine(congommable_e(tc3)))) == vrai

non(estvide(domaine(consommable_a(tc4)))} == vrai

estvide(domaine(consommable_a(tc4))) == faux

#e* ~~ conclusion

Le theoreme est demontre dans ce cas

*** noeud numero 13

#%e% =©6assertions

pre_cons_e(produire_e(tc3 , v}) == vrai

pre_cons_e(tc3) == faux

*** =~ conclusion

pre_cons_a(produire_a(tc4 , v))

*ee noeud numero 131

**# = =©6assertions

pre.cons_e(te3) == faux

pre_cons_e(produire_e(tc3 , v)) == vrai

non(estvide(domaine(consommable_e(tc3)))) == faux

estvide(domaine(consommable_e(tc3))) == vrai

non(vrai) == faux

*** conclusion

Le theoreme est demontre dans ce cas

a%* noeud numero 14

*#* assertions

pre_cons_e(consommer_e(tc3}) == vrai

pre_cons_e(tc3) == vrai

pre_cons_a(tc4) == vrai

**e ~~ conclusion

pre_cons_a(consommer_a(tc4))

*** noeud numero i4i

**% assertions

pre_cons_a(tc4) == vrai

pre_cons_e(te3) == vrai

pre_cons_e(consommer_e(tc3)) == vrai

estvide(domaine(enlever(consommable_e(tc3),

nin(domaine(consommable_e({tc3))))}) == faux

non(esatvide(domaine(enlever(consommable_e(tc3),

min(domaine(consommable_e(tc3)}))))) == vrai

estvide(domaine(congommable_e(tc3))) == faux

non(estvide(domaine(consommable_e(tc3)})) <= vrai

non (estvide (domaine (consommable_a(tc4)})) == vrai

eastvide(domaine(consommable_a(tc4}))} == faux

axe conclusion

Le theoreme est demontre dans ce cas

** Le noeud 1 est entierement prouve
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wee = =noeud numero 21

ae*% assertions

pre_cons_e(init_com_¢) == vrai

pre_cons_a(init_com_a) == vrai

*** ~~ conclusion

(ind_cons_e(init_com_e) =< ind_cons_a(init_com_a))

aes ~~ pnoeud numero 211

*** = assertions

pre_cons_a(init_com_a) == vrai

pre_cons_e(init_com_e) == vrai

pre_cons_e(init_com_e) == faux

*** conclusion

Theoreme demontre par suite d’hypotheses incoherentes

*e*% noeud numero 22

wae assertiona

pre_cons_a(produire_a(tc4 , v)) == vrai

pre_cons_e(produire_e(tc3 , v)) == vrai

pre_cons_a(tc4) == vrai

pre_cons_e(tc3) == vrai

ind_cons_e(tc3) =< ind_cons_a(tc4) == vrai

*a* = conclusion

Cind_cons_e(produire_e(tc3 , v)) =< ind_cons_a(produire_a(tc4 , v)})

**e = =noeud numero 221

see = assertions

ind_cons_e(tc3) =< ind_cons_a(tc4) == vrai

pre_cons_e(tc3) == vrai

pre_cons_a(tc4) == vrai

pre_cons_e(produire_e(tc3 , v}) == vrai

pre_cona_a(produire_a(tc4 , v)} == vrai

estvide(domaine(consommable_a(ic4))) == faux

non(estvide(domaine(consommable_a(tc4}}}} == vrai

estvide(domaine(consommable_e(tc3)}) == faux

non(estvide(domaine(consommable_e(tc3)))) == vrai

min (domaine (consommable_e(tc3))} =< max(domaine(ensprod_a(tc4))) == vrai

*ee == conclusion

Le theoreme est demontre dans ce cas

*** noeud numero 23

axe assertions

pre_cons_a(produire_a(tc4 » v)) == vrai

pre_cons._é(produire_e(tc3 , v)) == vrai

pre_cons_e(tc3) == faux

exe conclusion

(ind_cons_e(produire_e(tc3 , v)) =< ind_cons_a(produire_a(tc4 , v)}))

eee = noeud numero 231
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#e* © assertions

pre_cons_e(tc3) == faux

pre_cons_e(produire_e(te3 , v)) == vrai

pre.cona_a(produire_a(tc4 , v)) == vrai

non(estvide(domaine(consommable_e(tc3)))) == faux

estvide(domaine(consommable_e(tc3))) == vrai

non(vrai) == faux

*** = conclusion

Le theoreme est demontre dans ce cas

*** noeud numero 24

*** assertions

pre_cons_a(produire_a(tc4 , v)) == vrai

pre_cons_e(produire_e(tc3 , v)) s= vrai

pre_cons_a(tc4) == faux

*e* = =conclusion

(ind_cons_e(produire_e(tc3 , v)} =< ind_cons_a(produire_a(tc4 , v)))

*** noeud numero 241

*** =~ assertions

max(domaine(ensprod_a(tc4))) + 1 < min(domaine(consommable_e(tc3))) =

max (domaine(ensprod_e(tc3))) + 1 < min(domaine(consommable_e(tc3))) ==

pre_cons_a(tc4) == faux

pre_cons_e(produire_e(tc3 , v)} = vrai

pre_cons_a(produire_a(tc4 , v)) == vrai

non(estvide(domaine(consommable_a(tc4)))) == faux

estvide(domaine(consommable_a(tc4))}) == vrai

non(vrai) == faux

#** =~ conclusion

Le theareme est demontre dans ce cas

*** noeud numero 242

*** = assertions

min(domaine(consommable_e(tc3))) =< max(domaine(ensprod_a(tc4))) + 1 ==

min(domaine(consommable_e(tc3))) =< max(domaine(ensprod_e(tc3))) + 1 ==

pre_cons_a(tc4) == faux

pre_cons_e(produire_e(tc3 , v)) == vrai

pre_cons_a(produire_a(tc4 , v)) == vrai

non(estvide(domaine(consommable_a(tc4)})) == faux

estvide(domaine(consommable_a(tc4))) == vrai

non(vrai) == faux

**% conclusion

Le theoreme est demontre dans ce cas

*%* noeud numero 25

*¥e% = assertions

pre_cons_a(consommer_a(tc4)) == vrai

pre_cons_e(consommer_e(tc3)) == vrai

ind_cons_e(tc3) =< ind_cons_a(tc4) == vrai

pre_cons_e(tc3) == vrai

pre.cons_a(tc4) == vrai
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*** =~ conclusion

(ind_cons_e(consommer_e(tc3)) =< ind_cons_a(consommer_a(tc4)))

*** noeud numero 251

“ee = assertions

pre_cons_a(tc4) == vrai

pre_cons_e(tc3) == vrai

ind_cons_e(t¢3) =< ind_cons_a(tc4) == vrai

pre_cons_e(consommer_e(tc3)) == vrai

pre_cons_a(consommer_a(tc4)) == vrai

estvide (domaine (enlever(consommable_e(tc3),

min(domaine(consommable_e(tc3)))}))) == faux

non(estvide (domaine(enlever(consommable_e(tc3),

min (domaine (consommable_e(tc3))}))))) s= vrai

min(domaine(consommable_e(tc3))) =< max(domaine(enaprod_a(tc4))) == vrai

estvide(domaine(consommable_e(tc3))) == faux

non(estvide(domaine(consommable_e(tc3)})) == vrai

non(estvide(domaine(consommable_a(tc4)))) == vrai

estvide(domaine(consommable_a(tc4))) == faux

*** = conclusion

Le theoreme est demontre dans ce cas

** Le noeud 2 est entierement prouve
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Notre objectif dans cette thése est de vérifier la validité d’une formule équationnelle

dans une spécification algébrique axiomatisée par un ensemble d’équations.

Une formule équationnelle est une formule universellement quantifiée d’un langage

du premier ordre dont les formules atomiques sont des équations simples.

Nous proposons de généraliser et d’adapter les méthodes utilisées dans le cas des

équations simples pour prouver la validité des formules équationnelles. Ainsi, dans

le cas de la validité inductive nous avons utilisé l’induction structurelle basée sur

la récurrence classique. Nous avons proposé une méthode pour la génération au-

tomatique des schémas d’induction dans certains cas particuliers. Dans le cas de

la validité équationnelle nous avons proposé une méthode basée sur la transfor-

mation et la décomposition de la formule initiale pour déterminer un ensemble

représentatif d’équations simples. La validité équationnelle de ces équations est

équivalente a celle de la formule initiale.

Un autre mécanisme de raisonnement appelé le chainage transitif est proposé pour

tester la validité des équations contenant des relations d’ordre.

L’étude théorique des principes proposés dans cette thése a abouti a la réalisation

du systéme de preuve PAUSE que nous avons utilisé pour vérifier certaines re-

lations d’asynchronisme entre les composantes qui gérent la communication dans

un systeme parallele.

Mots-clés :

Preuve automatique, formule équationnelle, induction structurelle, décomposition, ré-

écriture, raisonnement par cas, chainage transitif, communication.


