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Verification of algebraic specifications N .
Application to some properties of parallel programs e,

Abstract

Our aim in this thesis is to prove the validity of equational formulas in an algebraic speci-
fication axiomatized by a set of equations. An equational formula is universally quantified
formula of a first order language whose atomic formulas are simple equations.

We propose to extend the classical methods used in simple equations case, in order to

prove the validity of equational formulas. So, to prove the inductive validity of an equational
formula we use structural induction and we propose an automatic method in order to generate
induction schemas in some particular cases.
Our method for proving equational validity of an equational formula is baged on transforming
and decomposing it into a set of simple equations such that the equational validity of those
equations is equivalent to the equational validity of the initial formula. We could then use
rewriting techniques.

We also propose transitive chaining in order to prove validity of equations containing
ordering relations.

Theoretical studies of the principles proposed in this thesis have leaded to the theorem
prover PAUSE which is used in order to prove some asynchronous relations between compo-
nents which deal with communications in parallel programs

Résumé

Notre objectif dans cette these est de vérifier la validité d’une formule équationnelle dans une
spécification algébrique axiomatisée par un ensemble d’équations.

Une formule équationnelle est une formule universellement quantifiée d’un langage du
premier ordre dont les formules atomiques sont des équations simples.

Nous proposons de généraliser et d’adapter les méthodes utilisées dans le cas des équations
simples pour prouver la validité des formules équationnelles. Ainsi, dans le cas de la validité
induetive nous avons utilisé I'induction structurelle basée sur la récurrence classique. Nous
avons proposé une méthode pour la génération automatique des schémas d’induction dans
certains cas particuliers, Dans le cas de la validité équationnelle nous avons proposé une
méthode basée sur la transformation et la décomposition de la formule initiale pour déterminer
un ensemble représentatif d’équations simples. La validité équationnelle de ces équations est
équivalente & celle de la formule initiale.

Un autre mécanisme de raisonnement appelé le chainage transitif est proposé pour tester
1a validité des équations contenant des relations d’ordre.

L'étude théorique des principes proposés dans cette thése a abouti & la réalisation du sys-
teme de preuve PAUSE que nous avons utilisé pour vérifier certaines relations d’asynchronisme
entre les composantes qui gérent la communication dans un systéme paralléle.

Mots-clés :
Preuve automatique, formule équationnelle, induction structurelle, décomposition, réécriture,
raisonnement par cas, chainage transitif, commurication.
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introduction

1 Contexte de notre travail

Devant P'importance accrue des taches confiées & I'lnformatique, disposer de programames
prouvés est désormais une nécessité. De nombreux travaux d’Informatique sont consacrés &
cette question. Mais le probléme tel qu'il est posé parait insurmontable: Comment en effet
assurer la correction de programmes écrits dans des langages de programmation qui ne sont pas
eux méme batis sur des principes logiques rendant le comportement du programme transparent?
Les solutions & ce probléme, proposées par le monde de la recherche, peuvent étre classées en
deux catégories:

e La premiére consiste a choisir les mathématiques comme des langages de programmation;
L’écriture d’un programme satisfaisant certaines spécifications, revient donc & écrire une
démonstration d’un énoncé exprimant ces spécifications. La correction d'un programme
ne serait plus un probléme et pourrait étre vérifiée automatiquement. Cependant pour
construire un langage de programmation il faut caractériser les démonstrations qui possé-
dent un contenu algorithmique puis savoir les transformer en de véritables programmes.
Ces questions ont été déja traitées avec succés dans les travaux concernant la logique
intuitioniste [Lau70] et le A_calcul [HS86].

L'autre catégorie de solutions, la plus fréquente, consiste & construire une "logique des
programmes” sur des principes ad hoc décrivant de maniére externe leur comportement.
L’étude des propriétés des programmes reviendrait donc & I’étude de ces propriétés sur
la description de leur comportement. Cependant Le langage de description de compor-
tement doit étre suffisament proche du programmeur pour lui faciliter la construction de
ses spécifications; il doit étre assez formel pour pouvoir établir et vérifier des mécanismes
de raisonnement pour étudier les propriétés des spécifications. Ce langage doit étre assez
rigoureux pour étre compris par la machine et permettre l’automatisation des mécanismes
de raisonnement.

Pour répondre A ces exigences, les types abstraits algébriques sont connus par leur facilité
d’expression [Fin79], par leur formalismes [GTW78] et par leur adaptation & la mécanisa-
tion des raisonnements [Gut78].

Nous avons adopté, nous aussi, cette deuxiéme solution & c6té des innombrables recherches
dans ce domaine; et nous allons utiliser ces qualités des types abstraits pour contribuer & la
vérification des programmes.

Un type abstrait est une collection d’objets appelée domaine, plus un ensemble d’opérations
sur ces domaines. Ces opérations et ces domaines sont indépendants-de la représentation.
L’algébre universelle constitue le fondement théorique des types abstraits. En effet, les al-
gébres et en particulier I'algébre initiale et I'algébre libre, sont les domaines d'interprétation des
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termes d'un types abstrait.

Une spécification algébrique d'un type abstrait est une algébre décrite par un ensemble de sortes
et un ensemble d’opérations, plus un ensemble d’équations qui décrivent le comportement de ces
opérations.

Ces équations sont utilisées pour définir une congruence sur les termes. Ces congruences sont
le 'fond.ement théorique du remplacement de termes par leurs égaux qui constitue le principal
mécanisme de raisonnement dans la logique équationpelle. En plus si ces équations sont orien-
tablfas, alors elle peuvent définir un systéme de réécriture qui avec quelques propriétés constitue
la pierre de base pour I'automatisation du mécanisme de remplacement d'égaux par des égaux.

Les propriétés & vérifier sur une spécification peuvent étre décomposées en deux catégories :

o Des propriétés globales comme 1'existence de 'algébre initiale associée & cette spécification

- N . ’

la co’qlplletude ou la consistance de celle ci, ou la terminaison ou la confluence du systéme
de réécriture qui lui est associé.

o Des propriétés élémentaires qui concernent le caleul ou le comportement de certaines opé-
rations.

2 Objectif
Notre objectif dans cette thése est de répondre & Ia question : étant données

¢ un ensemble d’équations qui constituent une axiomatisation d'une spécification algébrique
et

® une propriété élémentaire,

est ce que cette propriété élémentaire décrit un comportement correct vis a vis de cette spécifi-
cat.‘xon Autrement dx.t, est ce que nous pouvons prouver que cette propriété est une conséquence
logique de cette spécification; et cela indépendemment des propriétés globales que peut vérifier
ou non cette derniére,

P(ZuF rép.ondre a cette question beaucoup de travaux ont été faits dans des cas particuliers
de spécifications et de propriétés élémentaires.

Notre contribution consiste & ntiliser et a étendre ces travaux pour pouvoir prouver une
classe plus grande de propriétés élémentaires dans des spécifications moins restreintes.

2.1 Contexte de la preuve
L'ensemble des équations associées & une spécification est composé de deux catégories:
e des équations inconditionnelles dites également des équations simples,

o des équations conditionnelles de la forme si-alors ou de la forme si-alors-sinon. Le fait
d'introduire cette deuxiéme forme n'a pas d'influence directe sur la sémantique d’une
spécification, mais il permet plus de controle au moment de la spécification en définissant les
opérations d'une maniére exhaustive, il présente aussi un avantage pour 'automatisation
de la preuve.

Pour pouvoir modéliser la classe de propriétés élémentaires susceptibles d’étre prouvées, nous
sllons représenter ces propriété par des formules équationnelles. Une formule équationnelle est
une formule universellement quantifiée d’un langage du premier ordre dont la formule atomique
est I’équation simple.

2.2 La preuve de validité

Dans le cadre de la logique équationnelle, une propriété élémentaire est une conséquence
logique d'une spécification si et seulement si elle est valide dans l'algébre initiale associée & cette
spécification. Deux catégories de propriétés élémentaires sont a distinguer:

o Les propriétés qui nécessitent une récurrence sur certaines de leurs variables pour étre
prouvées; nous parlerons alors de la validité mductive. Pour prouver cette validité nous
utiliserons le principe de I'induction structurelle.

o Les autres propriétés qui peuvent étre prouvées par les mécanismes de déduction de base;
nous parlerons alors de la validité équationnelle.

Or dans le cas des propriétés élémentaires exprimées avec des équations simples, le remplacement
d’égaux par des égaux suffisait pour prouver leur validité équationnelle; ce n’est plus le cas pour
les formules équationnelles.

Dans [LPF89], nous avons développé les principes de base d'une solution & ce probléme.
Notre approche consiste & appliquer sur ces formules une série de transformations jusqu’a ob-
tenir un ensemble d’équations représentatives sur lesquelles nous pouvons appliquer les mémes
mécanismes de raisonnement que dans le cas des équations simples. Pour cela nous propo-
sons de décomposer de telles formules en un ensemble de a_éguations (équation avec asser-
tions) ({a1,...,an},€} tels que la validité équationnelle d’une formule soit équivalente & celle
des a_équations associées. Et pour passer de la validité d’une a_équation & celle d’une équa-
tion, nous utilisons le théoréme suivant qui dit que la validité équationnelle d'une a-équation
{{a1, ..., 0}, €) dans un ensemble d’équations E est équivalente & celle de e dans EU{ay, ..., an}.

Pour automatiger cette approche nous définissons le mécanisme de réécriture sur les a.équations
plus le raisonnement par cas en présence des régles de réécriture de la forme si-alors-sinon. Mais
avant d’ajouter les assertions & I’ensemble des équations initiales, nous essayons de les réduire
pour détecter celles qui introduisent des inconsistances, sinon dans le cas contraire utiliser aussi
leurs formes normales pour prouver la validité de la partie conclusion e.

Dans cette approche nous avons utilisé un autre mécanisme de déduction, il s’agit du chainage
transitif appliqué en présence d’équations contenant des relations d’ordre. L'utilisation de ce
mécanisme est nécessaire puisque la propriété de transitivité perd toute sa puissance quand elle
est exprimée sous forme d’équation.

Les études théoriques de ces principes proposés dans cette theése ont abouti & la réalisation
du systéme de preuve PAUSE.

2.3 Application

Ce travail a été réalisé dans le cadre du projet COM ETE (COMmunication Et TEmps)
développé au CRIN & Nancy et au LIB & Besancon et soutenu par le projet CNRS (8
Ce projet se préoccupe de méthodologie de construction de programmes paralléles. La notion
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de communication proposée dans [Per85] constitue I'outil de base de la démarche proposée.
Cette démarche consiste & concevoir un systéme paralléle comme un ensemble de processus
indépendants qui communiquent entre eux par des modules intermédiaires appelés ”Types de
communication”. Cette notion de type de communication caractérise la relation qui existe entre
les suites des valeurs échangées entre ces processus. :

Cet aspect modulaire favorise la modification du systéme obtenu pour qu’il s'adapte A certaines
contraintes. En effet, dans un systéme et pour un point de communication donné, il est possible
de remplacer un type de communication par un autre pour obtenir un systéme plus "asynchrone”
dans le seus oll les valeurs produites ne sont pas toutes consommées et les Processus consomma-
teurs sont de moins en moins dans des situations d’attente.

Ces modifications sont réalisables chaque fois qu'il est possible de montrer qu'il existe une rela-
tion d’ordre "d’asynchronisme” entre le type de communication de départ et celui avec lequel il
sera remplacé.

Notre contribution dans ce projet consiste & vérifier certaines propriétés des types de communi-
cation et plus particuliérement & prouver ces relations d’asynchronisme.

3 Plan de cette thése
Aprés ce bref exposé informel de nos propositions, nous allons donner le plan de cette thése:

o Dans le premier chapitre nous définissons le cadre formel sur lequel est fondé notre travail,
ainsi que les bases théoriques et les notations qui vont servir dans les autres chapitres. Nous
rappelons tout d’abord les principes de base des algebres & plusieurs sortes et Pensemble
des termes associés & une signature. Ensuite, nous traitons le probléeme de validité dans
le cas des équations simples et des équations conditionnelles. Nous terminons ce chapitre
par quelques rappels sur le calcul des prédicats du premier ordre, ce qui nous permettra
de définir la notion de formule équationnelle, puis de définir sa validité.

Dans le deuxiéme chapitre nous décrivons le processus de passage de la validité équation-
nelle d'une formule & la validité de certaines équations qui la composent. Pour cela nous
commengons par établir le principe utilisé souvent dans la logique du premier ordre et qui
dit que pour prouver une formule universellement quantifiée, il suffit de fixer ses variables
puis d’effectuer la preuve sur la formule résultante. Nous définissons ensuite, la notion de
a-équation, puis nous présentons notre stratégie de décomposition en utilisant des regles
d’inférence. Ces régles d'inférence nous faciliteront la tiche de preuve de correction de
cette stratégie. Ensuite, nous déterminons la classe de formules qui peuvent &tre traitées
par cette stratégie, et par suite qui pourront &tre prouvées. Nous terminons par le passage
de la validité d'une a_équation & celle de sa partie conclusion. Et nous terminons par
donner les algorithmes de décomposition.

Le troisiéme chapitre traite la validité inductive. Aprés un rappel sur le principe de preuve
par induction sans induction, ses avantages et ses inconvénients, nous introduisons les
principes de la méthode que nous avons utilisée et qui est fondée sur 'induction structurelle.
Nous introduisons aussi les principes d’une méthode pour la génération automatique des
schémas d'induction.

Le quatriéme chapitre est une mise en ceuvre, 3 I'aide des techniques de la réécriture, des
résultats obtenus dans le deuxiéme chapitre. Nous commencgons par définir la réécriture
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conditionnelle sur les a_équations, puis la stratégie pour tester leur validité. Nous &tablis-
sons ensuite, la correction de cette stratégie. Nous donnons ensuite, la méthode utilisée
pour calculer I'ensemble des formes normales des composantes d'une a_équation. Et nous
terminons par donner les algorithmes qui décrivent ces stratégies.

Le cinquiéme chapitre concerne le chainage transitif. Nous commengons par donner les dé-
finitions du chainage transitif simple et conditionnel puis du chainage transitif en présence
de régles de simplification. Nous donnons ensuite, la stratégie de chainage, puis comment
tester la validité des équations contenant des relations d’ordre.

Le sixiéme chapitre est consacré au systéme de preuve PAUSE. Nous commengons par une
description sommaire de ce systéme avec ces différentes fonctionnalités et nous terminons
par une étude comparative avec les systémes de preuve existants.

Le dernier chapitre est une application des stratégies décrites dans les chapitres précédents
pour prouver certaines propriétés des systémes paralléles. Nous commengons par définir
les types de communication qui sont I'outil de base du langage d’expression du parallélisme
proposé dans [Per85]. Nous donnens ensuite, les autres principes de ce langage. Nous es-
sayons ensuite de définir et de formaliser les relations d’asynchronisme entre les types de
communication. Le paragraphe qui suit montre comment appliquer les différentes straté-
gies vues dans les chapitres précédents pour prouver ces relations. Enfin, nous terminons
par une application de ces relations d’asynchronisme & la modification des programmes
paralléles.
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Partie I

Etude formelle
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Chapitre 1

Etude formelle du probléeme de
validité

1

Introduction

L’objectif de ce chapitre est de définir le cadre formel sur lequel est fondé notre
travail, ainsi que les basea théoriques et les notations qui vont servir dans la suite
de cette thése. Nous commencerons par décrire la notion d’algebre qui est la re-
présentation formelle des spécifications algébriques. Ensuite, pour formaliser notre
objectif, qui est de prouver qu'une propriété est une conséquence logique d'une spé-
cification, nous verrons que cela veut dire qu’il faut prouver que cette propriété est
valide dans des classes particuliéres d'algébres qui représentent cette spécification.
Nous serons donc obligé de définir la notion de validité d’une propriété dans une
algébre. Nous commencerons par la validité des équations simples. Nous verrons
aussi que les algeébres qui représentent une spécification sont toutes les algebres qui
valident toutes les équations de la spécification. Nous supposerons au début que
tous ces équations sont des équations simples. Nous donnerons ensuite deux repré-
sentants importants, avec leurs conditions d’existence, de cette classe d’algébres qui
sont I'algébre libre et l'algébre initiale. Ensuite partant du fait que la définition de
validité est une définition formelle qui ne peut étre automatisable, nous essaierons de
donner une définition syntaxique équivalente en utilisant la notion de E_égalité, ot
E est 'ensemble des équations de la spécification donnée. Pour cela, nous définirons
la notion de congruence et d'algébre quotient. Le théoréme de Birkhoff permettra
de passer de la validité formelle & la validité syntaxique. Nous essaierons ensuite de
suivre la méme démarche pour les spécifications contenant des équations ceaditicn
nelles. Un rappel sur la logique du premier ordre permettera de définir la notion de
formule équationnelle utilisée pour exprimer les propriétés élémentaires des spécifi-
cations. Nous terminerons par définir la validité de ces formules équationnelles.

Les sections 1, 2, 3 et 4 de ce chapitre sont largement inspirées de (EM85], [Gal86],
[Hulg0], [HO80], [Mar86], {Rem82| et [Kap84].
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2 Algebre a plusieurs sortes

La notion d’algébre constitue un cadre formel pour étudier plusieurs domaines de l'informa-
tique et en particulier les types abstraits de données. La formalisation de ces types abstraits
nécessite I'utilisation des algébres & domaines et opérations dans différents types (ou sortes). Ceci
nous améne & introduire la notion d’algebre multi-sortes (ou hétérogénes). Chaque domaine est
nommé par un symbole appelé sorte, de méme que chaque opération est une application & zéro,
un ou plusieurs arguments de sortes différentes.

Dans la suite le symbole S sera cousidéré comme un ensemble non vide de sortes.

Définition 1.1 Alphabet profilé

Un alphabet profilé par S est un couple (F,r) formé d’un ensemble de symboles F et une
fonctionr : F — §* x S, qui associe d chaque symbole f de F un profil (u,s) noté aussi par
U — S,

Soit f un symbole de profil (»,s). La longueur de la suite u est appelé arité de f. Si v =
8$1...8n, (n > 1) le symbole f est interprété comme une opération dont le %™ argument est
de sorte s; et qui a un résultat de sorte s. Dans ce cas, nous disons que f est de sorte s. Siu
est égale & la liste vide alors le symbole f est un symbole de constante. Pour la simplicité de
notation un alphabet (F,7) profilé par S sera noté par F.

Définition 1.2 Signature
Une signature & = (S, F) est la donnée d’un ensemble de sortes S et d’un alphabet F profilé
par S.

Exemple 1.1

Soit ENTIER une signature définie par:
S = {entier}
F = {0, succ,add} avee les profils suivants :
0: — entier
succ ! entier —— entier
add : entier,entier — entier

Exemple 1.2
Soit ENS_.ORD une signature définie par:
S = {ens.ord, entrer},
F = {ens_vide, union, mez, min} avec les profils suivants :
ens.vde : — ens.ord,
union :ens.ord X entier — ens_ord,
mar : ens_ord — entier,
man : ens_ord — entier,

Définition 1.3 T_algébre

Soit T = (S, F) une signature. Une L_algébre A est un couple (D4, Fa) avec Dg = (Dy,)ses
une fomille indezée par S d'ensembles non vides; chaque Dy est appelé domaine de sorte s et
Fy = (F,)ses une fomille indexée par S d'opérations sur Dy. Il exziste une fonction I appelé
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interprétation qui & chaque élément f de F de profil w — s avec u = sy...5,, associe une
opération de Fa: I(f) = fa : Dg, X ... x Dp,, — Da,. Les constantes de F de profil — s
sont interprétés comme des éléments de Dy, .

Nous parlerons de classe d'algébres lorsqu’il s’agit d'un ensemble d’algébres sur une méme si-
gnature.

Exemple 1.3

Soit ENTIER la signature de l'ezemple 1.2. L’ensemble des entiers naturels et U'ensemble
des entiers relatifs peuvent étre munis d’'une structure de ENTIER_algébre tel que :
entier_naturel = ({IN}, {0,+1,+}); et
entier_relatif = ({Z}, {0, +1,4}).
avec +1 comme la fonction successeur et + laddition habituelle sur les entiers

Exemple 1.4

Soit ENS.ORD la signature de Uezemple 1.2. L’ensemble des parties finies et ordonnées
d’entiers peut étre muni d’une structure de ENS_ORD_algébre :
({ens.ordy, N}, {ens_videy, uniony, mazy,miny}). enswvidey définit Uensemble vide habi-
tuel, uniony définit U'adjonction d’un entier dans un ensemble, mazy définit le mazimum d'un
ensemble et miny définit le minimum d’un ensemble. I

Notation 1.1

Soit w = s ...s, une suite de sortes. DY désignera le produit cartésien DA,1 X ...x% Da,,

Soit h = (hs)ses une famille indezée par S de fonctions hy : Dy, — Dp,, la fonction
k* . DY — DY est définie par: pour tout (ay,...an) appertenant & DY, h¥(ay,...,0n) =
(hsy(@1), s hog (an))-

2.1 Opérations sur les algébres

Définition 1.4 Morphisme
Sotent A et B deuz L_algébre. Une famille h = (hy)ses de fonctions b, : Dy, — Dp, est
un morphisme si et seulement si elle vérifie la propriété suivante :
Pour tout symbole de fonction f de profil (u,s) avec w = si,...,5q et pour tout (01,...,8,) de
Dy
h&(fA(al" - 1a")) = fﬂ(h-ﬂ(”‘l)a o ’hsn(a‘ﬂ)) = fB(h“(all e 10‘1!))

Cette condition peut &tre représentée par le diagramme suivant:

Si, de plus, k est bijectif, alors & est un isomorphisme de A vers B.
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Exemple 1.5

Soient entier_naturel = ({IN},{0,+1,+}) et entier_relatif = ({Z},{0,+1,+}) les deuz
ENTIER_algébres définies dans Uezemnple 1.3. Ol

L'application f : entier_naturel — entier_relatif tel que f(0) = 0, f(+1(z)) =
X = = +1(f(z)) et
flz+y) = f(z) + f(y) est un morphisme d’alpébres. ) e
Définition 1.5 Sous algébre
Soient A = (Dy, Fa) et B = (Dp, Fg) deuz X_algébres. B est une sous algébre de A si et

seulement si

o Chaque Dp, est un sous ensemble de Dy, pour toute sorte s de S
et

© pour tout symbole de fonction f de profilu — 5 avecu = sy,...,5n, fp : % — Dp, est
une restriction de fa : DY — Dy, . ’
Exemple 1.6

.Saz'ent entier_naturel et entier.relatif les deur ENTIER_algébre de | ‘exemple 1.5. Il est
clair que entier_naturel et une sous-algébre de entier_relatif,

Définition 1.6 Produit d’algébre

Sait:‘ Ai = (Da;, Fa,)ier une famille de T_algébres indezées par un ensemble I. Le produit de
ces algébres noté A = (Da, Fy) est une E_algébre définie par:

® Dy, =[Iier Da,, : produit cartésien,

o pour tout symbole de fonction de profilu — s avecu = s1,...,5, et pour tout (%15 %n)
f,e (Iier Da)*, IL(fai(@rs -, 20)) = fai([li(1), .., ILi(a)), 0t I; est la i*™ projec-
iomn.

2.2 Algébre libre et algébre initiale

Définition 1.7 Algeébre libre

Soit C une classe de T_algébres et X = (X;),es une famille indezée d'ensembles. Nous
appelons X_algébre C_kbre engendrée par X (ou sur X ) toute ©_algébre A = (Da, Fa) telle que -

s AeC,
* X;C Dy,
& pour tout L_algébre B = (Dp, Fp) de C et toute famille h : X — Dg d'application

hs : Xy — Dp,, il eziste un unique homomorphisme de A vers B qut prolonge h sur D 4.

Les définitions suivantes nous permettrons de donner une définition constructive de Palgébre
libre.

Définition 1.8 Plus petite sous-algébre

Soient A une S_algébre, et X = (X,),es une famille indesée, avec X, C Dg,. La plus petite
sous-algebre de A contenant X et notée [X| est caractérisée par son domaine Dix) = (Dix,))ses
qui est défini récursivement par: )
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* Dix,p = X, U {ca | ¢ est une constante de sorte s},

¢ Dixis = Dixay U {famr, - 2a) | 7(f) = u = s et (31,...,2n) € (Dix},)*}, avec
U= 81y..4,8n.

Le domaine de sorte s de l'algébre [X] est UinoDix,|,-

Hypothése 1

Dans tout ce qui suit, nous supposons que pour chague sorte s, X, U F, est non vide. Cela
nous permettra de garantir que Dix,), est non vide, et par suite que Dyx), est non vide aussi.

Définition 1.9 Sous algébre libre

La sous algébre X] définie précédemment est un sous algébre libre générée par X dans A si
et seulement si les conditions suivantes sont vérifiées :

o Pour toute fonction f de profilu — s (non constante), la restriction de
fa: DYy — Dy, 4[X]" est une fonction injective.

o Pour tout fa : DYy — Dg, et go : DYy — Da,,, si f # g alors FUXT) # 9((X]°).

o Pour tout f4 : D} — Dy, et pour tout (%1,...,Za) € DrX],fA(-'l'lw--:z'n) ¢ Xs.

Théoréme 1.1 Extension homomorphe unique/Gal86]

Sotent A et B deuz E_algébres, X = (X,)scs une famille indezée de sous ensembles de A,
et [ X] Ualgébre libre engendrée par X sur A.
Pour toute famille indezée par s, h : X — Dp de fonction hy : X, — Dp, d eziste un
morphisme unique h : [X] — B tel que:

o pour tout z de X,, hy(z) = hy(z) pour toute sorte s de §
et

o pour chaque symbole de fonction f de profil u — s avec u = sy,...,5, et pour toul
(z1,...,2a) de Di‘x]
ho(fa(1,- . 5n) = FBlha (1), .-, Ray (@)

X . [X]

B

En utilisant le théoréme précédent nous pouvons démontrer que 1'algébre libre engendrée par
X dans une classe d’algtbres C, si elle existe, est unique & un isomorphisme prés. Le théoréme
suivant nous donne les cas ol cette algébre libre existe.

Théoréme 1.2 [Bir85]
Soient C une classe de _algébres stables par produit et par sous algébre et X = (X;)ses une
famille indezée d’ensembles. La T_algébre C_libre sur X eziste.
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Convention 1

Nous parlerons d’algébre libre sur X ¢ la place d’algébre C_libre sur X quand il n'y aura pas
d’embiguité sur la classe C.
Définition 1.10 Algébre initiale

L'algebre imitiale associée d une classe d’algébres C est | ‘algébre C_libre sur §.

2.3 Termes, arbres étiquetés

) Soient £ = (5, F) une signature et X = (X,),cs une famille indexée d’ensembles. Les
éléments de X, sont appelés des variables de sorte s. Soit C la classe de toutes les L _algébres.
La E_algebre libre sur X existe et elle sera notée par T(F,X). L'algébre initiale sera notée par
I(F)
Définition 1.11 Terme

Nous appelons termes les éléments de T(F, X).

Les termes dont la racine est une fonction ou une variable de sorte s sont dits des termes de
sorte s. L’ensemble des termes de sorte s sera noté T(F, X),. Les éléments de I"algébre initiale
sont appelés des termes clos.

Exemple 1.7

Soient ENS_ORD la signature de Uezemple 1.9, et X = (Xens_ords Xentier),
ave¢ Xeng ora = ({E1, ..., En,...} €t Xentier = (TR S 1
Les ezpressions suivantes sont des termes, éléments de T(ENS.ORD,X): Ey,z4, ens_vide,
union(Ey, z4), maz(union(union(ens vide,z,), min(E1)), 24).

Cette forme fonctionnelle des termes n'est pas facile & manipuler, ¢’est pourquoi nous allons
définir une image isomorphe & celle-ci. 11 s’agit de I'arbre étiqueté représentant un terme.
Définition 1.12 Arbre étiqueté

Soient une applcation t de N} dans F U X et O(t) son domaine de définition. Alorst est
un arbre étiqueté sur F'U X si et seulement si:

e Le mot vide € appartient ¢ O(t),

¢ siu appartient 4 O(t) elors u.i appartient ¢ O(1) si et seulement si i est compris entre 1
et Uarité de t(u). (On suppose que le point désigne la concaténation entre une suite et un
élément. Il sera indifféremment utilis€ & gauche ou & droite).

Exemple 1.8

Soit le terme t = maz(union(union{ens vide, 1), min(E;)), z4),
O(t) = {¢,1,11,111,112,12,121,2}. Sa représentation arborescente est:

max
7 N
unon T4
7 N
union min
"4 N
ens.-vide 2 E,
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Lemme 1.1
L’ensemble des arbres étiquetés sur F U X est une L_algébre libre engendrée par X

Comme toutes les I_algébres libres sont isomorphes, alors T'(F,X) et 'ensemble des arbres
étiquetés le sont aussi. Terme et arbre correspondent donc 4 la méme notion. Dans la suite nous
utiliserons indifféremment ces deux notions.

Les éléments de O(t) sont appelés des occurrences de ¢. Elles représentent les différents chemins
d’accés dans 'arborescence de t.

Définition 1.13 Sous terme
Soient t un terme et u une occurrence de t. Le sous terme det a Uoccurrence u noté iy, est
défini par:

. t/c =t,
e f(ty. o ta)jin =ty

Définition 1.14 Remplacement dans un terme
Soient t et t' deuz termes et u une occurrence de t. Le terme issu de t par remplacement de
son sous terme & l'occurrence u par t' noté tju «— t'] est défini par:

o tle—t]=t,
o flty,...,ta)iu —t]= flt,... . tifu —¢],...,t).

Lorsque nous avons une famille d’occurrence (vi)igr & remplacer par le méme terme t', nous
notons t[(v;)ier — t']-

Définition 1.15 Variables d’un terme
Soit t un terme de T(F,X). L'ensemble des variables de t noté var(t) est défini par var(t) =
{zeX |FueO(t)ett), =1}

Exemple 1.9

Soient t = maz(union(union(ens-vide, T1), min(Ey)) et t' = min(B).
t' est un sous terme de t & l'occurrence 12.
" = 1[112 «— t] = maz(union(union(ens_vide, min(E)), min(E1)).
var(t) = {z1, B, }

Définition 1.16 Substitution

Une substitution o est une epplication de X dans T(F,X). Son domaine noté dom{o) est
égal & Uensemble des variables telle que o(z) # z. Le prolongement de o ¢ T(F, X) est un
endomorphisme. Il vérifie donc pour toute fonction f de profil u — s qvec 2 = 51,...,8,, €
pour tout (b1 ... t,) de T(F, X)", o(f(t1,...,ta)) = flo(t1),...,0(t)). La composition des
substitutions est la composition classique des applicetions (0f)z = o(B(z)).
Une substitution o est appelée substitution close lorsqu’elle est une application de X vers T(F).

Définition 1.17 Filtrage
Sotent t et t' deus termes de T(F, X), nous disons que ¢ est une wnstance de t’ (ou ¢’ filtre
t) 8'il existe une substitution o telle que o(t') = t. La substitution o s’appelle filtre de t’ vers ¢ .
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Définition 1.18 Unification

Deuz termes s et t sont unifiables s'il existe une substitution o, appelé unificateur, telle que
a(s)=o(t).

Proposition 1.1

S deuz termes s et t sont unifiables, il eziste un unificateur o, tel que pour tout autre
unificateur 3, nous puissions trouver une substitution o vérifiant f = oo

o est appelé unificateur principal de s et ¢, il est unique & un renommage prés des variables.
Plusieurs algorithmes ont été proposés pour trouver un unificateur principal et notamment dans
[Rob65) et [Hue76].

2.4 Type abstrait et spécification équationnelle

La notion de type abstrait, [GTW78), [Fin79], permet de décrire les objets en séparant com-
plétement la description des aspects apparents du comportement, (définition d’un type et de son
comportement) de la description des aspects qui peuvent &tre cachés (détail de I'implantation).
Cette propriété parmi d'autres fait des types abstraits un bon outil de spécification. Ea effet,
la description de leurs aspects apparents peut se faire d’une manitre syntaxique a l'aide de
spécifications équationnelles.

Définition 1.19 Equation simple

Une équation simple est un couple de termes (ty, 1) de T(F,V)?, ot s est une sorte appar-
tenent ¢ S, elle sera noté t; == ty.

Définition 1.20 Spécification équationnelle

Une spécification équationnelle (S, F, E) est la donnée d’une signature T = (S, F) et d'une
famille E = (Ey),es d’ensembles d’équations. Nous la noterons eussi (Z, E) quand il n'y a pas
d’ambiguité sur la signature.

Dans une spécification équationnelle la signature représente la description des objets manipulés
par le type abstrait, tandis que les équations décrivent son comportement.

Exemple 1.10

Dans cet exemple nous allons donner la spécification des booléens avec seulement la négation
~ et la conjonction et comme opérations de base. Cette spécification sera utilisée dans la suite
pour définir les spécifications conditionnelles.

Sorte bool.
opérations :
vras : —+ bool
fauz : — bool
= : bool — bool
et : bool, bool ~ bool

axiomes :
—wrer == fauzr
~fauz == vrai
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—v(—vb) ==

b et vrai ==

b et fauz == fauz
f-axiomes

L’algébre des booléens A_LBOOL sera définie par:
A_BOOL = ({vrai, fauzr},{vrai, fauz, et, -})

Exemple 1.11
On considére la spécification algébrique des entiers:

sorte entier.
opérations:
0: — entier
s . enlier — entier
entier + entier — entier
axiomes :
z + 0 ==
z + s(y) == s(z+y)
f-axiomes

Le comportement d'un type abstrait peut étre décrit en précisant les propriétés des opérations
associées. Parmi ces opérations se distinguent des opérations que nous appelons des construc-
teurs: ce sont les opérations & partir des quelles tous les objets du types abstrait peuvent étre
exprimés ou engendrés. Les autres opérations sont appelés des opérations définies.
Dans I'exemple précédent 0 et s sont les constructeurs et + est une opération définie.

Quand nous aurons besoin de distinguer ces deux types d’opérations dans une spécification
nous la noterons par (S,CUD, E}. C désignera|'ensemble des constructeurs . D désignera celui
des opérations définies.

Définition 1.21 Sémantique d’une équation simple

Soient A une T_algébre. L’équation t; == ty est valide dans A, ou A est un modéle de
t) == 1y, et nous notons A =g t; == 3, si et seulement si pour toute application
v 1 var(t) Uvar(la) — Dy, v(ty) = v(tz).

L'application v peut étre étendue & un morphisme @ entre T(F, X) et D,y. La condition de
validité s’écrira alors 7(t;) = #(t).

Une L.algébre A est un modéle d’'un ensemble d’équations E si et seulement si A est un
modele de chaque élément de E.

Une classe de T_algébres C' valide une équation si et seulement si chaque algébre de C valide
cette équation.

La sémantique d'un type abstrait associé & une spécification (S, F, £} est donnée par une
sous classe de I'ensemble des (S, F')_algébres validant E et qui sont isomorphes. Chaque algébre
de cette sous classe est une représentation des données du type.

La construction d'une spécification peut se faire avec des enrichissements et des extensions
successives. Beaucoup de travaux ont été effectués dans ce domaine. Pour plus de détails voir
[GTW78], [Fin79] [Rem82] et [TW82] dans lesquelles on peut trouver les différentes sémantiques
associées aux spécifications. Par contre nous allons nous attaquer au probléme de validité d’une
équation dans une spécification équationnelle.
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3 Probléme de validité

Maintenant que nous avons défini les pierres de base, nous allons nous intéresser au problémes
de validité. Il existe deux types de validité d’une équation dans une spécification: La validité
équationnelle et la validité inductive. La premidre consiste & utiliser des remplacements de termes
par leurs égaux jusqu'a trouver une égalité entre les termes. La deuxi®me consiste 2 utiliser une
récurrence sur certaines variables. Pour ces deux types de validité nous allons commencer par
leur aspect formel pour retrouver 4 la fin leur aspect syntaxique.

Exemple 1.12

On considére la spécification des entiers de l'ezemple 1.11. L'équationz + s(0) == s(z) est
équationnellement valide, tandis que les équations = + y == y +z et Uéquationz+(y+2) ==
(z+y) + z nécessitent une récurrence. Elles sont inductivement valides.

3.1 Validité équationnelle

Une équation est équationnellement valide dans une spécification si est seulement si elle est
valide dans tous les modeles de celle ci. La notion de variété équationnelle regroupe ensemble
de ces modeles,

Définition 1.22 Variété équationnelle d’algébres
%

Soit E un ensemble d’équations d’une spécification (S, F, E). Une variété équationnelle
d'algébres engendrées par E, noté par M(E) est la classe de toutes les algébres vahidant E.

Définition 1.23 Validité équationnelle d’une équation simple

Soient SP = (X, E) une spécification équationnelle et ty, ty deuz termes de T(F,X). Léquation
ty ==ty est équationnellement valide dans SP si et seulement si elle est valide dans chagque
algébre de M(E). Nous la notons par SP =5 t; ==t, ou E =gt == tp.

Pour pouvoir automatiser cette définition sémantique de Ja validité, nous voudrions Ini donner
un aspect syntaxique. Pour cela nous allons nous intéresser & la congruence engendrée par
I'ensemble d’équations de la spécification. Et le probleme de validité d’une équation se résumera
a tester si celle-ci appartient & une classe d'équivalence de cette congruence.

Définition 1.24 Congruence
Soit A = (Dga, Fp) une S_algébre. Une congruence o~ sur A est une famille indezée (),

12

de relations telle que chaque relation ~, est une relation d €quivalence sur Dy qui vérifie la
condition suivante :

¢ Pour chaque symbole de fonetion f de profil u — s avec u = S1y--+,5n €t pour tout
(1, 20) €t (y1,...,9m) de DY
5t T; 02y, 4, pour tout 1 de [1.n) alors fa(zi, ... ) =, falni, .. vn)

La classe d’équivalence de = modulo ~, sera notée par [2]s-

Définition 1.25 Algébre quotient

Soient A une D_algébre et > une congruence sur A. L’algébre quotient Ay est définie par
DA/= = (DA'/ﬁ‘_),Eg comme domaine, et Fy,. comme ensemble d’opérations. Ces opérations
vérifient la condition suivante :
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o Pour tout symbole de fonction f de profily — s avecu = s1,..., S, pour tout ([a1],,, .. ., [an)s,)
élément de DY,
fA/g([al]SIS' <oy [anls,) = [falay, ..., an)ls.

La famille indexée hay = (hu,)ses avec hu, : Da, — Dy, ot tel que hw, (z) = [2],, est un
morphisme de A vers A/,
Appliquons maintenant cette notion de congruence sur les équations.

Définition 1.26 Congruence engendrée par un ensemble d’équations simples

Soit E un ensemble d’équations sur T(F,X). La plus petite congruence sur T(F,.X ) conte-
nant tous les couples (7(t1),0(t2)) ot t; ==ty est une équation de E et o une substitution, est
appelée la congruence engendrée par E ou lo E_égalité et notée =p.

Définition 1.27 Théorie équationnelle
La théorie équationnelle engendrée par un ensemble d’équations E est égale & l'ensemble des
équations qui sont valides dans tous les algébres de M(E).

Lorsque E est l'ensemble vide nous parlons de la théorie équationnelle vide qui correspond &
T(F, X).

Théoréme 1.3 [EM35]
L’algébre libre associée & la variété équationnelle M(E) d’algébres engendrées par un en-
semble d’équations E est égale 6 (T(F, X) =y, F).

Ce théoréme a pour conséquence de transformer la preuve de la validité d’une éqt}ation t,l ==

dans M(E) en une preuve dans (T(F, X)=,, F). Cela est suffisant car d’aprés la de‘ﬁmtxon
de P’algébre libre il existe toujours un morphisme de (T'(F,X)/=, F) vers c.haqu’e algebrg ‘de
M(E). Mieux encore la preuve de la validité dans (T(F, X),=, F') peut se faire d uze maniére
syntaxique en utilisant la relation =g . Cela est une conséquence du Théoréme de Birkhoff qui

est la base de la logique équationnelle.

Théoréme 1.4 [Bir§5] _ .
Soit E un ensemble d’équations. Une équation t| == ty est valide dans la variété M(E) si

et seulement si ty =g ta.

La relation =g peut étre définie comme la fermeture reflexive symétrique et transitive de la

| relation de E_égalité en une étape noté par H-g.

Définition 1.28 E_égalité en une étape
| Soient E un ensemble d’équations et ty et tp deuz termes. t; est E_égale i tp en une étape,

noté par ty F-g ty, si et seulement si: o
il existe une équation g == d de E, une occurrence u de t) et une substitution o tels que

: tiu = 0(g) (o resp tiy, = (@) ety = ti[u — o(d)] (ou resp = tu = o{g)]).

Ainsi pour deux termes ¢ et ¢, t =g t' si et seulement si il existe (t3,...,tn) de T(F, X)"

|I tels que

.i=t1
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® t; gty pour tout ¢ de [1..n)
oty = ¢

Maintenant pour prouver qu'une équation t, == t, est valide dans la variété M. (E) d’algébres
engendrées par un ensemble d’équations £, il faut et il suffit d'utiliser un nombre fini de fois la
relation g qui consiste A faire des remplacements des termes par leurs égaux. Nous disons dans
ce cas que t) == {; est une conséquence équationnelle de E et nous la notons par E + ¢; == 178

3.2 Validité inductive

L'autre aspect de validité des équations dans une spécification est celui de la validité induc-
tive. Il g'agit des équations qui nécessitent une récurrence pour étre prouvées. Cette récurrence
utilise comme support I'ensemble des constructeurs de la spécification dans laquelle va se dé-
rouler la preuve. Il s’agit donc d’une validité inductive relative 3 cet ensemble de constructeurs
{Zha88,GG8S]. Intuitivement, la validité inductive d'une équation est définie comme la validité
de celle ci dans les algébres associées i la spécification donnée qui sont image homomorphe de
L’algébre des termes clos sur les constructeurs.

Convention 2

Dans la suite, nous supposons donnée une spécification (S,CUD,E) avece F = CUD et
CND=8. Nous supposons aussi que U'ensemble des constructeurs est non vide.

Définition 1.29 Algébre C_finiment engendrée

Une algébre A = (Da, Fa) est une algébre finiment engendrée en respectant les constructeurs
si la restriction du morphisme hy de T(F) a¢ A sur T(C) est surjective. Nous dirons aussi gue
A est une algébre C_finiment engendrée.

Intuitivement, une algébre C_finiment engendrée est une algébre qui est image homomorphe de
T(C) qui est I'algébre des termies clos sur les constructeurs.

Définition 1.30 Validié inductive d’une équation

Une éguationt; == t; est inductivement valide dans une spécification (S, F, E) en respectant
les constructeurs si est seulement si elle est valide dans toute algebre C_finiment engendrée de
M(E). Nous la notons SP fpt) ==1 ou EEs t; ==t5. Avec & = (S, F).

Comme dans le cas de la validité équationnelle, nous allons donner un aspect syntaxique a cette
définition formelle de validité inductive. Pour cela nous allons définir la congruence engendrée
par I'ensemble d’équations E sur 'algébre 7'(C).

Proposition 1.2

Soit (S, F, E) une spécification équationnelle. La plus petite congruence contenant tous les
couple (a(t1),0(t2)) ottty ==ty est une équation de E et o une substitution de X vers T(C)
est égale d la restriction de la congruence =g sur T(C).

Proposition 1.3
L'algébre quotient (T'(C) )=, F) appelée algébre des constructeurs est égele ¢ Ualgébre initiale

de la classe d’algébres de M(E) qui sont Cfiniment engendrées.
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Preuve:
Nous pouvons facilement constater que (T(C) =, F') est C_finiment engendrée. Mais
il reste & montrer que pour toute algébre A Cfiniment engendrée il existe un homo-
morphisme hy/p : T(C)y=p — Da.
Soit A une ¥_algébre C_finiment engendrée, alors il existe un homomorphisme sur-
jectif kg : T(C) — Dy. Cet homomorphisme définit une congruence =4 sur T'(C)
telle que t =4 t' si et seulement si h4(t) = ha(t).
Or, =g est la plus petite congruence sur T(C), donc =g C =, et par conséquent
[t] EC [t] A
En d’autres termes pour tout terme ¢’ € [t]=,, ¥ € [t]=, et par conséquent ha(t) =
ha(t'). L’homomorphisme h /g est alors défini par hyyp({t]<;) = ha(t).

Cette proposition a pour conséquence de ramener la preuve de validité inductive de la preuve
dans toutes les algébres C_finiment engendrées de M(E) 2la preuve de validité dans (T'(C) =, F)
qui est l'algebre initiale de cette classe. Or pour prouver la validité d’une équation dans cette
algebre il faut et il suffit de prouver que toute instance close dans les constructeurs de cette
équation est équationnellement valide :

Théoréme 1.5
Une équation t; ==ty est inductivement valide en respectant les constructeurs si et seule-
ment si pour toute substitution close sur les constructeurs o : X — T(C), o(t)) =g o(ta).

En résumé, pour prouver qu'une équation est inductivement valide dans une spécification, il
suffit prouver que les résultats du remplacement de ses variables par toutes les instances closes
sur les constructeurs possibles sont équationnellement valides. II est clair que le recencement
de toutes les instances closes possibles construites a partir des constructeurs ne peut pas étre
automatisable. Dans le chapitre 3 nous allons utiliser une méthode pour contourner ce probleme.

3.3 Spécification conditionnelle

Dans le paragraphe précédent nous avons défini les spécifications équationnelles avec seule-
ment des équations simples. Or, comme nous pouvons le voir plus formellement dans [TW82],
ces spécifications ne sont pas assez puissantes pour exprimer certains problémes informatiques.
D’oli 'introduction des équations avec des préconditions ou autrement dit des équations condi-
tionnelles.

Dans cette étude, nous allons nous intéresser & une catégorie particuliére d’équations condi-
tionnelles dont les préconditions sont de sorte booléenne. Ainsi, dans tout ce qui suit, nous
considérons une signature £ = (S, F) avec une sorte spéciale bool. A cette sorte correspond
un ensemble de symboles de fonction Fiun contenant seulement deux constantes vrac et fouz.
Fyo01 peut contenir d’autres fonctions d’arité supérieure 4 0. Les T.algébres contiennent donc
une sous-algébre isomorphe & I’algébre des booléens définie dans I'exemple 1.10. Rappelons
aussi, qu'un terme booléen est un élément de T'(F, X }pool; autrement dit c’est un terme dont la
racine est une fonction ou une variable de sorte bool.

Définition 1.31 Equation booléenne
Une équationt ==p est une équation booléenne si et seulement si t est un terme booléen de

T(F, X )soot me contenant pas de connecteur logique et p une constante booléenne vrat ou fauz.
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Définition 1.32 f]quation conditionnelle
Une équation conditionnelle peut avoir l'une des deux formes suivantes :

® Agltnjpi == p, = g ==d,

o Ngpnpi ==l = g == (d1,da).

avec p; == p} sont des équations booléennes.
Une spécification (S, F, E) est dite conditionnelle si E contient des équations conditionnelles

Intuitivement, la premiére forme signifie que si p, = p{ et ... et p, = p/, alors g = d.
La deuxiéme signifie que si p; = p} et ... et p, = pl, alors g = d; sinon g = dy.

Exemple 1.13

La spécificetion du type ensemble ordonné peut étre définie par (ENS_ORD, E), o ENS_.ORD
est lo signature définie par: ({ens_ord, entier, bool}, {ens_vide, union, difference, estvide, min,
max, =, <}).
Avec le profil suivant des opérations :
ens_vide :
union :ens.ord X entier —+ ens.ord,
dif ference : ens.ord X entier — ens_ord,
estvide : ens_ord — bool,
maz :ens_ord — entier,
min : ens.ord — entier,
_=_ : entier X entier — bool
. <. :entier x entier ~— bool

— ens_ord,

axiomes :
difference(ensvide,z1) == ensnde
(zi = yi) == vrei = difference(union(zE,zi),yi) ==
(difference(zE,yi), union(differeince(zE,yi),zi))
appartiente(ensvide,zi} == fauz
(wi = yi) == vrai = appartienta(union(zB,ci),yi) == (vrai, appartienta(zE,yi))
estvide(ensvide) == vrai
estuide(union(zE,5i)) == fauz
min(ensvide) == INFINI
minfunion(zkE,xi)) == inf(zi , min(zE))
maz(ensvide) ==
maz(union(zE,z1)} == sup( zi , maz(zE) )

(zi < yi) == vrar = mf(ri, 1) == (zi, yi)
(y < i) == vrai = sup(zi,yi) == (74, yi)
faxiomes

theoremes

estvide(E) == vrei = (card(E) = () == vra1
estvide(E) == fauz = min(E) < maz(E) == vrai
ftheo.

CHAPITRE 1. ETUDE FORMELLE DU PROBLEME DE VALIDITE

et (i

29

Avant de définir formellement la sémantique de ces équations conditionnelles, nous allons donner
un apergu sur les différents travaux qui abordent les spécifications conditionnelles.

Différentes approches des spécifications conditionnelles

Les travaux sur les spécifications conditionnelles et leurs propriétés globales ont connu ces der-
niéres années une expansion considérable. Leurs objectifs est de pouvoir utiliser les mémes résul-
tats obtenus dans le cas des spécifications avec des équations simples. Une diversité d’approches
qui se distinguent par des formes syntaxiques différentes des équations conditionnelles, a été
alors proposée. Parmi cette diversité nous pouvons en distinguer trois.

La premiére approche utilise des équations conditionnelles qui ne contiennent pas & priori
d’équations booléennes, En effet, les conditions sont des conjonctions d’équations quelconques
avec des termes de méme sortes. Cette approche a été utilisée dans [Kap84]. L’auteur montre
que les résultats obtenus dans le cas des équations simples peuvent étre prolongés au cas des
équations conditionnelles. II garantit l'existence de I'algébre initiale et I'algébre libre pour de
nombreuses spécifications. Ces idées ont été ensuite améliorées dans [Kap87] et [Gan87). Nous
pouvons retrouver cette méme forme d’équations conditionnelles, sous le nom de clause de Horn
équationnelle, dans [KR87b] qui utilisent d’autres méthodes pour prouver la complétude des
systémes de réécriture conditionnelle.

Une deuxiéme approche utilisée dans [Nav87], consideére les spécifications conditionnelles
comme des extensions de la spécification des booléens. Les préconditions sont des formules
propositionnelles. L'auteur fournit un systéme de déduction qui permet de compléter de telles
spécifications.

La troisiéme approche que nous pouvons trouver dans [BR88| utilise des équations condi-
tionnelles avec des équations booléennes dans les conditions. Les auteurs ont défini le compor-
tement de ces spécifications par rapport aux booléens (consistance et complétude par rapport
aux booléens). Dans ces conditions l'existence de I’algébre initiale est garantie dans le cas des
spécifications hiérarchiques.

L’approche que nous avons adoptée utilise la méme forme de préconditions que dans [BR88].
Mais comme nous 'avons signalé dans I'introductions nous nous sommes penchés sur la preuve
de propriétés élémentaires plutét que sur la preuve des propriétés globales des spécifications.
Toutefois, il faut signaler aussi que nous avons utilisé deux formes différentes d’équations condi-
tionnelles: la forme si-alors et la forme si-alors-sinon. Les équations qui sont de la premidre
forme seront réservées pour exprimer les opérations partiellement définies ainsi que les pré-
conditions sur les opérations. Les équations de la deuxiéme forme seront utilisées pour exprimer
les opérations complétement définies. Cette derniére forme permet de bien contréler la définition
des opérations dans le sens ol elle les définit de maniéres exhaustives. Par ailleurs, nous verrons
dans le chapitre 4 que cette forme permet de générer automatiquement des cas dans le but de
faciliter la réduction des termes.

Il faut signaler aussi que cette forme de conditions que nous avons choisi n’est pas une
restriction sur l'expressivité des spécifications. En effet, toute forme particuliere d'équation
conditionnelle peut étre transformée sous forme d’équations telles qu'elles sont définies dans
la définition1.32 en ajoutant éventuellement d’autres équations. Par exemple, une équation
conditionnelle de la forme p V...V p, = g == d peut se transformer en plusieurs équations
n=g—d .., pa=rg—=d
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Validité dans une spécification conditionnelle

Définition 1.33 Sémantique d’une équation conditionnelle
Soit A une ©_algébre et e une équation conditionnelle, si e est de le forme:

® Aigjr.mpi == P} = g == d alors e est valide dans A et nous notons A =g e si et
seulement si pour tout application v : X — Dy, si pour tout i de [1..n] v(p:) = v(p})
alors v(g) = v(d).

® NiglnjPi == P, = g == (d1,d2) alors e est valide dans A et nous notons A =g € si et
seulement si pour toute application v : X — Dy

— si pour tout i de [1..n) v(pi) = v(p]) alors v(g) = v(d1),
— si il eziste un i de [1..m] tel que v(p;) = v(—p}) alors v(g) = v(dz).

Soit e une équation conditionnelle qui peut avoir une des deux formes précédemment décrites,
alors e est valide dans une classe d’algébre si et seulement si elle est valide dans chaque algébre
de celle-ci.

Convention 3

Une équation simple peut étre considérée comme une équation conditionnelle de la premiére
forme avecn = 0.
Quand nous parlerons dans lo suste d’un ensemble d’équations E il sera sous entendu qu’il
contiendra aussi bien des équations simples que des équations conditionnelles.

Comme dans le cas des spécifications avec des équations simples, la validité équationnelle d’une
équation est définie par la validité dans la variété d’algebres engendrées par l'ensemble des
équations de cette spécification. Afin de proposer une méthode syntaxique pour prouver cette
validité, comme ce qui a été fait dans [Rem82] et [Kap84], nous allons étendre les résultats obte-
nus dans le cas des équations simples. Cela se traduit par le calcul de la congruence engendrée
par un ensemble d’équations conditionnelles, puis par une extension du théoréme de Birkhoff.

Définition 1.34 Congruence engendrée par un ensemble d’équations conditionnelles

Soit E un ensemble d’équations conditionnelles. La congruence =g engendrée par E est
définie par approzimation successive comme suit:

=g est la plus petite congruence contenant tout les couples (o(t1),0(t2)), pour toute équa-
tion t; ==ty appartenant ¢ F et pour toute substitution o.

=41 est la plus petite congruence contenant les couples (ty,t2) tels que ty =; tz ou il existe

une équation conditionnelle :

— Aeflnps == p; = g == d et une substitution o telles que pour tout 3 € [l.nj,
olp;) =i pj, L =0(g) et t2 = o(d).
= Nellalpy; == p; = g == (dy, ds) et une substitution o telles que :
% pour tout j € [L.n], o(p;)} =i p;, h = 0(g) et t2=0(d)
ou
x il eziste un § € [1.n] tel que o(p;) =i ~p, et pour toutk # j et k € [1..n],0(pi) =
eph, t1 = 0(g) et ty = o(da). € est égale & — ou le mot vide.
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=g est alors égale @ Ujpo{=:}

L’existence de cette congruence peut étre prouvé en utilisant la théorie de point fixe comme
dans [Rem82], [Kap84] ou [Bou88a]. Mais pour garantir que la congruence soit non triviale et
par suite garantir l'existence d’une algbre initiale correcte, il faut faire attention au traitement
des préconditions booléennes. L'exemple suivant montre que la partie booléenne de 'algébre
initiale peut &tre non conforme & ce qui est attendu.

Exemple 1.14 [KR87a]
Soit SP = (S, F, E) la spécification suivante:

1. § = {bool},
2. F = {true, false, p, ¢ : — bool},
3. E = {p == false = q == true}

=g est Videntité et le support de Ualgébre initiale de la spécification SP est U'ensemble {p, q,
true, false} o p, q, true, false sont les valeurs respectives des constantes p, g, true et false.
Cependant, la partie booléenne de cette algébre initiale n’est pas isomorphe & l'ensemble {true,
false}.

Pour cela nous allons supposer que les spécifications conditionnelles utilisées vérifient deux pro-
priétés qui définissent le bon comportement de ces spécifications par rapport aux booléens. Ces
propriétés sont la complétude et la consistance par rapport aux booléens.

Définition 1.35 Complétude par rapport aux booléens [BR8S]

Soit SP = (X, E) une spécification conditionnelle,
SP est compléte par rapport auz booléens si ¢t seulement si pour chagque terme booléen clos t,
t=g vrai out =g faur.

Cette propriété assure que chaque terme booléen clos ne peut se réduire qu’ & vrat ou fauz

Définition 1.36 Consistance par rapport aux booléens [BR88/
Soit SP = (Z, E) une spécification conditionnelle,
SP est consistante par rapport auz booléens si et seulement 51 ~wrai =gp fouz.
Comme conséquence de la consistance par rapport auz booléens, pour chague terme booléen clos
i, sit =g vrai alors t #g fauzx.

Comme dans le cas des équations simples, la théorie équationnelle engendrée par un ensemble
d’équations conditionnelles est égale & (T'(F, X) =, F), qui est aussila T_algébre libre associée
4 la variété d'algébres M (E) engendrée par E. D'autre part, le théoreme de Birkhoff peut étre
prolongé aux équations conditionnelles. Cela veut dire que la méthode syntaxique qui consiste
4 remplacer des termes par leur égaux reste valable dans le cas des équations conditionnelles.
La validité inductive est définie de la méme maniére que dans le cas des spécifications avec des

équations simples.

Théoréme 1.6  [Rem82]
Soit E un ensemble d’équations conditionnelles.
t; ==ty est valide dans M(E) st et seulement sit) =g t2.
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4 Calcul des prédicats du premier ordre

Dans les paragraphes précédents nous avons défini la validité d'une équation simple dans
des spécifications simples puis conditionnelles. Pour étendre la classe de propriétés élémentaires
& prouvées nous allons définir la notion de formule équationnelle. Dans ce paragraphe nous
rappelons les concepts essentiels de la logique du premier ordre {Sho67]. Ces concepts seront
utilisés ensuite pour définir la validité d’une formule équationnelle. Nous les utiliserons aussi
dans le chapitre consacré & la décomposition pour pouvoir prouver la correction de nos régles
d'inférences. Nous allons surtout parler de la logique du premier ordre multi-sortes puisque nous
utilisons des équations dont les membres sont des termes qui peuvent avoir plusieurs sortes.

4.1 Syntaxe de la logique du premier ordre multi-sortes

Définition 1.37 Langage de la logique du premier ordre
Un langage L de la logique du premier ordre est composé :
o d’une signature T = (S Ubool, FSU PS) telle que :

~ bool est la sorte des booléens;

~ L'ensemble des symboles de prédicats PS est caractérisé par lo fonction de profil
r : PS — 8" x {bool} qui associe & chaque symbole de prédicat P un profil
7(P) = u — bool. La longueur de la suite u est l'arité du prédicat P. Siu est vide P
est un symbole de proposition;

—~ L’ensemble FS est l'ensemble de symboles de fonctions et de constantes non boo-
leennes,

o d’une famille X = (X,)ses de variables,

o des connecteurs logiques A (et), V (ou), D (implication), & (€équivalence) qui ont un profil
(bool, bool — bool} et = (non) gui a un profil (bool — bool),

o des quantificateurs : pour toute sorte s de SV, (pour tout) et 3, (il existe),

o et des symboles auziliaires (" et ’)".
X, FS, PS sont supposé étre digjoints.
Les termes sont les éléments de T((S, F'S), X).

Définition 1.38 Atome

Soient P un symbole de prédicat de PS de profilu — bool, avec w =s1,...,5, €t {t1,...,1,)
un élément de T((S, FS), X)* (1, est un terme de sorte 5,). Nous appelons atome tout terme de
lo forme

P(ty,...t;).
L’ensemble des atomes est noté par A(SF,SP, X}

Définition 1.38 Formule du premier ordre

Une formule du premaer ordre est définie par:

o Tout atome est une formule,
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o soient f) et f deus formules alors (fy A f2), (fiV f2), (fi D f2), (f1 & fo) et =fy sont
des formules.

e pour toute variable z de sorte s et pour toute formule f1, Vszfi et I, f) sont des formules.

Pour la simplicité de notations, nous écrirons Vzf; et 3z f1 & la place de V,zf) et J,zf1.

Remarque 1.1
h bole 3 au lieu du symbole =, pour différencier les

Nous avons noté l'imp
formules équationnelles des équations conditionnelles. Cela & pour but de différencier les deuz
concepts, mais il est clair que les équations conditionnelles de la forme si-alors sont des formules

équationnelles.

tion par le sy

Définition 1.40 Variables libres et variables liées

Soit fi une formule. L’ensembles des variables libres de fi noté FV(f1) et l'ensemble des
variables liées de f noté BV (f1) sont définis par:

o Soit f un atome alors BV(fi) =0 et FV(f1) =0

o Soient fy et fp deuz formules alors BV(fi * f2) = BV(fi) UBV(fy) et FV(fi* fa) =
FV(fl) UFV(f'Z) avee * € {VrAa 319}'

® BV(=fi) = BV(f1) et FV(=fi) = FV(f1),
e BV(¥zfi) = BV(fi)U{z} et FV(¥zfi) = FV(fi) - {z},
e BV(3zf)) = BV(fy)U{z} et FV(3zf1) = FV(f1) - {z}.

Une formule f; est dite close si BV (f1) = var(f1).

4.2 Sémantique de la logique du premier ordre

Définition 1.41 Interprétation
Une interprétation I d'un langage du premier ordre sur une signature £ = (SUbool, SFUSP)
est une X_algébre multi-sortes I = (D, F1 U Ry) :

o Dy est le domane d’interprétation avec Doy = BOOL = {vret, fauz},

o F est un ensemble d’applications dans Dy associé & Uensemble de symboles de fonction
FS tel que & chaque symbole f profilé par u — s, nous associons la fonction I(f) = fi :
D} — Dy,

o R; est Uensemble d’applications de Dy vers BOOL (ou de relations) associés auz prédicats
de PS8, tel que & chague prédicat P de PS profilé par u — bool nous associons la relation
P; : D} — BOOL.

Une interprétation permet de donner un sens i une formule en donnant aux counecteurs logiques
leur signification habituelle.

Définition 1.42 Valuation

Une valuationv : X — Dy d’une interprétation I est une famille indezée (v,)scs d’applications
vyt X, — Dy,
Cette valuation peut éire étendue sur T((S,SF),X) et A(SF,SP,X) par morphisme :
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¢ Y EFS, v(f(t,- - ta)) = L(FH0(te), .. v(ta)),
e VP € PS, u(P(ty,...,tm)) = I(P)(v(t1), ..., 9(tm))).
L'ensemble de ces valuations sere noté par (X — Dy).

Une valuation v permet d’associer & un terme ¢ de T'((S, SF), X)) une valeur (I,v)(t) dans D;
et & chaque atome o une valeur booléenne (1,v)(a) dans {vrai, fauz}. Elle peut atre étendue &
une formule en appliquant les régles suivantes:

soient fy, fo deux formules, alors

* (I!v)(fl *f?) - (I,‘U)(fl) o (I,’U)(fz) avec * € {V'A 3)“}
¢ (L,0)(~fi) ==L, v)(f1).

Définition 1.43 Valeur d’une formule

La valeur d'une formule f) dans une interprétation I noté par valj(fy) est Vensemble des
valuations v de [X — Dy] telles que (I,v)(f;) = vras.
valy(f1) peut étre calculé par récurrence sur la forme de f, : soient f1 et f, deus formules alors :

o valj(fiLV fa) = vali(f1) Uvali(fz)

e vali(fi A f2) = valy(fi) Nvalr(f2)

e val;(=f1) — complément de val;(f1) par rapport & [X — Dy].

o vali{Vozfi) = {v € [X — Df] | W' € [X — Dy] si vyo(s) = Yx—(c} lors ¥ €
vali(f1)}

o valy(3ozfi) = {v € [X — Di] | 3v' € [X — Dy telle que vix_(z) = Vixop) €tV €
valy(f1)}

Définition 1.44 Validité d’une formule

Une formule f est valide dans une interprétation I si et seulement si val;(f1) = [X — Dy).
Nous la notons par I |= fi. '

Théoréme 1.7

Soit fy une formule avec un ensemble de variables libres FV(fi) = {z1,...,2,}, la cléture
universelle de A est une formule A' =Vz),... Yz, 4, alors A est valide dans une interprétation
I si et seulement si A est valide dans I.

5 Application aux formules équationnelles

Etant données une signature & = (S, F) et une famille indexée d’ensembles de variables
X = (X;)ses, notre objectif est de définir une formule équationnelle comme une formule d’un
langage du premier ordre LE dont I'ensemble des atomes A(F, PS, X) est égale & 1'ensemble
des équations simples. Or, une équation simple est un couple de termes reliés par le symbole
d’équation "=='". L'ensemble des prédicats PS sera donc égal & {==}. Cette appellation n’est
pas nouvelle parce que nous avons trouvé chez plusieurs auteurs la notion de clause de Horn
équationnelle, notamment chez [Kap84,Rus87,Coms88).

Nous allons nous intéresser & un ensemble particulier de formules de ce langage du premier

ordre LE.
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Définition 1.45 Formule équationnelle
Une formule équationnelle est une formule du langage du premier ordre LE, telle que toutes
ses variables sont supposées universellement quentifiées.

Puisque les termes des formules équationnelles sont des éléments de T'(F, X}, nous parlerons de
formules équationnelles sur T'(F, X).

Exemple 1.15

Un ezemple de propriété élémentaire que nous pouvons prouver sur la spécification des en-
sembles ordonnés de Uezemple 1.13, peut étre exprimée par la formule équationnelle

estvide( E) == fauz D min(EF) < maz(E) == vrai

5.1 Validité d’une formule équationnelle

Nous allons définir la validité d’une formule équationnelle comme un prolongement de la vali-
dité d’une équation dans une algébre. Pour cela nous allons nous intéresser a des interprétations
particuli¢res que nous allons construire & partir d’une algébre donnée.

Proposition 1.4

Soit A une X_algébre, que nous pouvons considérer aussi comme une interprétation du lan-
gage du premier ordre LE. Une équation i, ==ty est valide dans la L_algébre A si et seulement
st elle valide dans Uinterprétation A.

Preuve:

Signalons d’abord que l'interprétation du ==, A(==) est égale & = et que toute
application v : X — D4 peut étre prolongée & une valuation o' : X — Dy
telle que o'(f; == t;) = (v(t;) = v(t2)). Cette preuve consiste & montrer que les
définitions des deux validités sont équivalentes:

t; == t; est valide dans la T_algébre A si et seulement si, pour toute application
v : X — Dja, »(t) = v(tz). Ce qui est la méme chose que (v(t;) = v(t2)) =
vrai. Ce qui est équivalent & (v/(t;) A(==)v'(t2)}) = vrai. Qui est la définition de
la validité de ¢, == t, dans A.

Cette proposition nous montre I’équivalence entre la validité d'une équation considérée comme
un couple de termes et la validité de celle ci considérée comme un atome du langage du premier
ordre LE. Cela nous permettra, en utilisant la définition 1.43, de définir la validité d’une formule
équationnelle dans une algébre comme un prolongement de la validité d’une équation.

Définition 1.46 Validité d’une formule dans une algébre

Sotent f une formule équationnelle et A = (Dg,F4) une ¥i_algébre. Nous disons que f est
valide dans A si et seulement si pour toute valuation v : X — D4 U BOOL, v(f) = vraz.
Nous la notons par A =3 f.

De la méme maniére qu'une équation, une formule f est valide dans une classe d'algébres C si
et seulement si elle est valide dans chaque algebre de C.

Définition 1.47 Validité équationnelle d’une formule
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Une formule f est équationnellement valide dans une spécification SP = (S, F,E) si et
seulement si elle est valide dans chague algébre de lo variété M(E). Nous powvons dire aussi
que f est une conséquence équationnelle de SP ou de E, et nous la notons respectivement par

SPlys f et By f.

Définition 1.48 Validité inductive d’une formule équationnelle

Une formule f est inductivement valide dans une spécification SP = (S,C U D, E) en res-
pectant les constructeurs C' si et seulement si elle est valide dans chague algébre C.finiment
engendrée de M(E). Nous la notons SP =5, f ou E Py, f.

Comme dans le cas d’une équation simple pour prouver la validité inductive d’une formule il
suffit de prouver la validité de celle ci dans 1'algébre des comstructeurs (T(C)y=p, F) qui est
I'algébre initiale de la classe des alg‘bres C_finiment engendrées. Pour prouver cette validité il
faut et il suffit de prouver que toutes instance closes sur les constructeurs de cette formule soit
équationnellement valide:

Proposition 1.5

Une formule équationnelle f est inductivement valide dans une spécification SP = (S,C'U
D, E) si et seulement si pour toute substitution close sur les constructeurs o : X — T(C),
o(f) est équationnellement valide dans SP.

6 Conclusion

Dans ce chapitre nous avons essayé de donner progressivement une sémantique formelle au
probléme de validité d’une propriété élémentaire dans une spécification. Ainsi, nous avons défini
la validité équationnelle et inductive des équations simples dans des spécifications simples puis
conditionnelles. Nous avons vu que cette validité formelle pourrait se transformer & une validité
syntaxique. Nous avons terminé par les définitions formelles de la validité équationnelle et
inductive d'une formule équationnelle. La question qui se pose maintenant est: est ce que ces
systémes de déduction que nous avons définies pour les équations simples peuvent se prolonger
aux formules équationnelles? Les chapitre 2 et 3 auront comme objectif respectif de répondre a
cette question dans le cas de la validité équationnelle et de la validité inductive.
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Chapitre 2

Décomposition et validité
équationnelle

1 Introduction

Dans le chapitre 1 nous avons défini une méthode syntaxique pour tester la
validité d’une équation dans une variété d'algébres engendrées par un emsemble
d’équations. La question que nous nous posons ici, est de savoir si il existe une
méthode similaire pour tester la validité d’une formule équationnelle. Les travaux
qui existent actuellement répondent 2 cette question dans des cas particuliers de
formules sous forme d’implication ey D ez, comme dans, par exemple, LP [GG89].
Des formes plus générales de formules équationnelles sont traitées dans [Gog88].

Ce que nous allons proposer daus ce chapitre, ¢’est une méthode plus générale
pour traiter une classe plus grande de formules. Cette classe sera déterminée par la
possibilité on nor d’appliquer cette méthode & une formule équationnelle donnée et
par la possibilité d'utiliser des régles de déduction simple pour prouver sa validité.
Cette méthode consiste & essayer de ramener la preuve de validité d’une formule &
la preuve de validité de certaines équations qui la composent. Pour cela nous allons
essayer de transformer la formule & prouver sous une forme la moins complexe et
la plus maniable possible, sur laquelle nous pourrons appliquer la méme méthode
de preuve que dans le cas d'une équation simple. La validité équationnelle d'une
formule va donc se ramener & la validité équationnelle de certaines équations qui la
composent. Les autres équations vont servir comme hypothéses pour cette preuve.

L'objectif de ce chapitre est de décrire la stratégie qui nous permettra de passer
d'une formule donnée & un ensemble d'équations tel que la preuve de validité de
ces équations soit suffisante pour réaliser la preuve de validité de la formule. Cette
stratégie est basée sur deux principes. Le premier, souvent utilisé dans la logique
du premier ordre, qui dit que pour prouver une formule universellement quantifiée il
suffit de fixer ses variables et les considérer comme de nouvelles constantes, puis de
prouver la formule résultante. Le deuxiéme que chacun d’entre nous emploie chaque
fois qu'il est confronté & un probléme complexe. Il s'agit de la décomposition. Cela
consiste & diviser le probléme initial en plusieurs sous problémes avec des contextes
différents, tels que le regroupement des solutions de ces sous problémes soit équivalent
a la solution du probléme initial.
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Dans ce cadre nous allons définir une structure qui va étre le support de cette
stratégie de décomposition. Nous donnerons ensuite une sémantique & cette struc-
ture. Puis mous décrirons cette stratégie sous forme de régles d'inférences et de
tactiques. La preuve de correction de ces régles d'inférences nous permettra de prou-
ver la consistance de cette méthode. Nous donnerons ensuite la classe de formules
sur lesquelles nous pourrons appliquer cette méthode. Enfin nous verrons comment
se ramener & la validité équationnelle de quelques équations seulement.

2 Passage d’une formule avec variables & une formule close

Nous avons signalé qu'une formule équationnelle est une formule supposée étre universelle-
ment quantifiée. Or en logique du premier ordre, nous savons que la cléture universelle d'une
formule est valide si et seulement si cette formule est valide. Cela veut dire que les variables
libres de cette formule sont considérées cormme de nouvelles constantes. L'objectif de ce para-
graphe est de pouvoir étendre ce raisonnement aux formules équationnelles. Autrement dit, nous
voulons prouver la validité équationnelle d’une formule équationnelle nouvelle en considérant ses
variables comme de nouvelles constantes.

Convention 4
Soit & = (8, F) une signature et V un ensemble de constantes de sorte dans S, alors UV
désignera la signature (S,FUV).

Commengons d’abord par établir ce résultat dans le cas des équations simples.

Théoréme 2.1
Soient SP = (S, F, E) une spécification équationnelle, t; == t; une équation simple et V
Uensemble des variables de t; == ty. Alors

E [=x ty ==ty i et seulement si E Exyv £ == 1.

Out; == { est "équation close obtenue & partir de t; == ty en considérant ses variables comme
de nouvelles constantes.

Ce théoréme a été initialement établi dans le cas de la logique équationnelle dans [Gog88 . Pour
faciliter sa preuve nous avons besoin de quelques remarques.

Remarque 2.1

e Les termes de T(X, V') peuvent étre considérés comme des termes clos de (L U V).

o Soient A = (D4, Fa) une Y algébre et h : V. — D4 une interprétation des variables de
V dans Dy, alors

— A peut étre considérée comme une (XN UV )_algébre en utilisant Uapphcation b pour
prolonger la fonction d’interprétation I de A,

— il eziste une extension unigue de h & un (SUV)-homomorphisme b : T(ZUV) —
Dy .
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Preuve:
Ex prenant compte les remarques précédentes, les deux conditions du théorémes sont
équivalentes & la condition suivante:
Pour toute (XU V).algébre A validant E et pour toute fonction b : V —— Dy,
R(t1) = h(t2), ot h est I'unique homomorphisme prolongeant h.

Ce théoréme peut facilement étre prolongé aux formules équationnelles en utilisant la proposi-
tion 1.4 et la définition 1.46.

Théoréme 2.2

Soient SP = (S, F, E) une spécification équationnelle, f une formule équationnelle et V
Uensemble des variables de f. Alors _ _
E [ex f si et seulement si B =syy f. Ot f est la formule équationnelle close obtenue & partir
de f en considérant ses variables comme de nouvelles constantes et & = (S, F).

Remarque 2.2

Ce passage des formules équationnelle avec variables aux formules closes n'est utilisable,
comme il est signalé dans le théoreme précédent, que dans le cas de lo validité équationnelle.
Cette technique va dans le sens contraire de la signification de la validité inductive. En effet
cette derniére consiste & tester la validité pour toutes les instances des variables et non pas les
congidérer comme des constantes.

3 Formule avec assertion

Dane ce paragraphe, il s’agit de définir la structure qui sera le support de la stratégie de
décomposition.

Définition 2.1 Formule avec assertion

Soient ay,...,ay et f des formules éguationnelles closes. Une formule avec assertion, ap-
pelée dans la suite de cette thése a_formule et notée ({ay,...,an}, f), est constituée d’une partie
assertion {ai,...,an} et d’une partie conclusion f.
Nous parlerons de a_équation dans le cas ot ay,...,a, et f sont des équations simples.

Exemple 2.1
On considére la spécification du type ensemble ordonné de Uexemple 1.13.
{{estvide(E) == fouz}, min(E) < maz(E) == vras) est une a.équation.
La sémantique intuitive d’une aformule ({a1,...,a,}, f) est que {a,...,@,} sont des hypo-

théses et que f est la conclusion & prouver en utilisant ces hypothéses.

Définition 2.2 Sémantique d’une a_formule

Soient A une _algébre et ({a1,...,an}, f) une aformule. ({ai,...,a,},f) est valide dans
A et nous notons A =y ({a1,...,aq}, f), si et seulement si la formule équationnelle (Aig1..n)2:)
est valide dans A implique f est valide dans A.
AlEs ({a1,-..,8a), f) st et seulement si A = (Aigp.jei) implique A [=s f.

La proposition suivante nous permet de passer d’une formule close 3 la a_formule associée.
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Proposition 2.1
Soit E un ensemble d’équations et f une formule éguationnelle. f est valide dans la variété
d’algébres M (E) engendrées par E si et seulement si la a_formule ({}, f) est valide dans M (E).

Preuve:
{{}, f) est valide dans une algébre A si et seulement si vrai est valide dans A implique
f est valide dans A. Ce qui est équivalent & f est valide dans A.

Maintenant que nous avons donné la définition et la sémantique d’une a_formule, nous allons
décrire la stratégie de décomposition qui permet de passer d'une formule close & un ensemble de
a_équations équivalentes. La proposition précédente amorce ce processus en transformant une
formule donnée en une a_formule avec un ensemble d’assertions vide.

4 Décomposition

La décomposition des formules logiques dans un but de les prouver ou de les falsifier a été
utilisée depuis longtemps. Ainsi, Gentzen [Gen55] avait proposé un systeme de déduction basé
sur des régles d’inférences qui permettent de décomposer les formules logiques et de construire
leur arbre de preuve ou leur arbre de contre exemple. Nous pouvons retrouver ces idées aussi
chez plusieurs auteurs qui ont adopté la démarche de Gentzen, comme par exemple [Gal86].
Cette démarche est appelée aussi la méthode des tableaux ou des séquents.

Pour décrire notre stratégie de décomposition, nous allons nous aussi utiliser des régles
d'inférences similaires mais adaptées i notre structure de a formule et & notre contexte qui
est la preuve dans le cadre équationnel. La description de cette stratégie devient ainsi trés
facile parce que ces reégles reflétent clairement la sémantique des connecteurs logiques. Elles
permettent aussi la visualisation de la décomposition étape par étape. La preuve de correction
de la stratégie se réduit a la preuve de correction de chacune d’elles.

Ces régles d’inférences qui manipulent des a_formules, peuvent étre classées en deux caté-
gories. Les premiéres opérent sur la partie conclusion des a_formules. Les autres opérent sur
la partie assertion. Pour chaque régle, le dénominateur ou la conclusion de la régle est une
conséquence logique du numérateur. Le dénominateur contient une seule a_formule, tandis que
le numérateur peut contenir plusieurs a_formules. La définition suivante permet de donner une
sémantique & ces régles d'inférences. En plus elle définit la notion de correction qui sera utilisée
dans le paragraphe suivant.

Définition 2.8 Sémantique d’une régle d’inférence de décomposition
Sout {({ﬂl,,..A,al,,.l},fl),--.,({an+11,...,aﬂ+1m"+l},f,‘+1)} un ensemble de a_formules.

o La régle d'inférence

({ahl"'v"‘lm]}vfl)

({amw . |'anm,, }, fn)

({ens1y s Bnpty, b frnr)
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est correcte si et seulement si pour toute L_algébre A,
{@nt11 s 0ntim,,, } fagn) est valide dans A si et seulement si ({a,,...,a1,,, }, fi) et
oo et {{@n,,. ., @n, }, fr) sont toutes valides dans A.

e La régle d’inférence

({a'ln'“ranml}vfl) ({aﬂll"'ia'"mn}!fn>

V..V

{ong1rsee 1 8ntim, b Frss) ({ans11y-+ s 0nt1,, b Fas1)

est correcte si et seulement si pour toute ¥_algébre A,
{{ant15s-- ,,an,,.lm“l},f,.“) est valide dans A si et seulement si il exviste un i tel que
{({8irs- -G, }, fi) est valide dans A.

Le "si et seulement si” permet d’assurer que si la formule initiale est valide alors les a_équations
résultats le seront aussi.

4.1 Décomposition de la partie conclusion

Comme nous ['avons signalé dans l'introduction de ce chapitre, notre objectif est de pouvoir
réduire la preuve d'une formule équationnelle & la preuve de certaines équations qui la compo-
sent. Pour cela nous allons utiliser les régles d’'inférences de la figure 1 pour décomposer les
formules de la partie conclusion jusqu’a ce que nous obtenons des équations simples.

L {{a1;.- en} fi)
{a1,---,ea}, f2)

(o, vand i A fo)
({a'lv""aﬂ}sfl) ({ala-v-y“ﬂ}uf?)
({ah"'raﬂ}xfl ¥ f2) ({all"'ya"n})fl v fl)

3. ({a1,-.y0n, 1} fo
({ah-'wan}yfl b f2)

Vv

Figure 1: Décomposition de la partie conclusion

Ces régles de décomposition peuvent étre lu de la maniére suivante:

1. Pour prouver la formule close fi A fo sous les hypothéses closes {@,-..,a,} il faut et il
suffit de prouver la formule f; sous les hypotheéses {ay,...,a.} et de prouver f; sous les
mémes hypothéses.
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2. Pour prouver la formule close f; V f, sous les hypothéses closes {a,...,a,} il faut et il
suffit de prouver la formule f; sous les hypothéses {a;,..., @} ou de prouver f; sous les
mémes hypothéses. Cela n’est valable bien siir que pour les formules closes.

3. Pour prouver la formule close fi D f sous les hypothéses closes {a1,...,a,} il faut et il
suffit de prouver la formule f, sous les hypothéses {e1,...,an} plus la formule f;.

4.2 Décomposition de la partie assertion

Au moment de la décomposition d'une formule de la partie conclusion il y a certaines parties
de celle ci qui passent dans la partie assertions. C'est le cas quand nous utilisons la troisieme
régle de la figure 1. Ces parties vont donc étre utilisées comme des hypothéses pour prouver
la partie conclusion. Or, comme nous allons le voir dans le paragraphe 7 et dans les chapitres
suivants, pour pouvoir exploiter ces hypothéses il faut les transformer sous forme d’équations
simples. Cette transformation est illustrée par les régles de décomposition de la figure 2.

1. {{a1,...,00,a,b}, f)

({al»---;ama/\b}‘f)
2. {{a1,...,an,a}, f)
({a'la-u.amb}‘f)

{{a1,...,an,a V b}, 1)
3. {{as,...,a0,ma}, f)
{as,---,an,a,0}, )

({a1,...,en,a Db}, f)

Figure 2: Décomposition de la partie assertion

Ces régles de décomposition de la partie assertion peuvent étre lues:

1. Pour prouver la validité d'une formule équationnelle close f sous les hypothéses closes
{a1,...,@n,a A b} il faut et il suffit de la prouver sous les hypotheses {aj,...,0n,0,b}.

2. Pour prouver la validité d’une formule équationunelle close f sous les hypothéses closes
{a,...,an,a Vv b} il faut et il suffit de la prouver sous les hypotheses {ay..... .0}, puis
de la prouver sous les hypothéses {ay,...,anq,b}.

3. Pour prouver la validité d'une formule équationnelle close f sous les hypothéses closes

{a1,..,6n,a D b} il faut et il suffit de la prouver sous les hypothéses {ei,...,an,-a},
puis de la prouver sous les hypothéses {ai,...,a4,4,b}.

Remarque 2.3
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Prouver une formule f sous une hypothése a D b est équivalent & la prouver sous Uhypothése
7-a” puis sous Ukypothése "b”. Mais notre objectif est d’avoir le mazimum d’hypothéses possible.
C'est pourquoi sur la troisiéme régle de décomposition de la partie assertion, nous avons ajouter
Uhypothése "a” & coté de Uhypothése "b” dans la partie premisse de la premiére a_formule de
cette régle. Cela n’a pas d’influence sur la correction de la régle comme nous allons le voir dans
le paragraphe suivant.

4.3 Forme normale négative

D’aprés la définition d’une formule équationnelle, celle-ci peut contenir I'opérateur de né-
gation —. Donc, nous serons amené & décomposer de telles formules. Et cela peut concerner
indifféremment la partie assertion ou la partie conclusion d’une a_formule. Ainsi, au lieu de faire
des régles de décomposition pour les assertions et d’autres pour les conclusions qui contiennent
des opérateurs de négation en racine, il est préférable de regrouper cela sous forme de régles qui
seront utilisées pour les deux parties. Le but est de propager I'opérateur de négation de la racine
vers les feuilles de telle sorte qu’il ne porte & la fin que sur des équations simples. La formule
résultat est dite sous forme normale négative. Ce processus sera appliqué chaque fois que nous
serons amené a décomposer une a_formule conterant une formule avec le symbole de négation
comme symbole de racine. Cela peut concerner la formule initiale ou une formule résultat de
Pétape de décomposition précédente.

Définition 2.4 Forme normale négative

La forme normale négative (FNN) d’une formule peut étre définie par:

e Si E est une équation, alors E et —~F sont sous forme normale négative.

o Si A et B sont deuz formules sous forme normale négative alors (AV B) et (AA B) sont
sous forme normale négative,

Pour calculer cette forme normale négative nous utilisons récursivement les régles d’inférence
appropriées de la figure 3. Ces régles d’inférence qui manipulent des formules sont la traduction
naturelle des régles de Morgan auxquelles nous ajoutons deux régles pour traiter les équations
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booléennes.
L (nfir=f2) 2. (fiv—fa)
(f1V f2) =(fiAf2)
3. (fin=fa) 4 fi
~(fi= fa) -fi
5. t ==wrat 6. t== fauz
-(t == fauzx) =(t == vrai)
Figure & ¢
Forine normale négative
4.4 Algorithme de décomposition
Procédure decomp_cone({{a,, ..., axn}, f})
cas f = (t1 —— lz)
alors ({a1,...,ea}, f)
f=-h
alors decomp_cone({{e1,...,an}, FNN(f)}),
f=hnhf
alors noeud_et(decomp_conc({{a1,. .., e}, f1}), decomp_conc({{ay,...,an}, f2)}),
f=hHVf
alors noeud_ou(decomp-conc({{a1, ..., e}, fi}), decomp.conc({{a1,...,ax}, f2})),
f=H2f
alors decomposer_al fi, decomp_conc({{a1,...,an}, f2)))-
fin_cas
fin

Procédure decomposer_a(fy,!)
1 est une formule équationnelle et | est un arbre et — ou de a_formules

cas i ={{a1,...,8a}, f)
alors decomp-assert(({a1,...,an, f1}, f})
| = noeud_et(ly,l3)
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.a(f1,h1), decompser_(f1,12))

alors noeud.et(d. P
1 = noeud_ou(ly,l3)
alors noeud_ou(decomposer_a(f1,h), decompser_( f1,12))
fin_cas
fin

Procédure decomp_assert({{ai,...,¢en, f}, f'})

cas f = (t] ==1y)
alors ({a1,...,eq, f}, f)

f=-h

alors decomp_assert(({a1,...,an, FNN(f1)}, f')
f=hnt

alors decomposer_a(fy, decomp_assert({{ay,...,an, f2}, f)})
f=hHV ]

alors noeud._et(decomp_assert({{a1,...,an, fi}, F'}),

decomp_assert({{e1,...,an, fz}, f'))

f=hH2Ff

alors noeud_et(decomp_assert({{ai,...,en, FNN(f1)}, f'}),

a“mf!./\fZ}afl))

decomp_assert({{ay,. ..
fin_cas
fin

Procedure FNN(f)
f est une formule équationnelle

cas f = (t == vraz)
alors t == faur

f = (t == fauz)
alors t == vrat
f=finfa
alors FNN(f1)VFNN(f2)
f=hHV
alors FNN(fi) A FNN(f2)
f=hH2f
alors fi AFNN(f2)
autres
alors f
fin_cas
fin

4.5 Exemple de décomposition

Soit @, b, ¢, d et e quatre équations closes, et (((b Ac) D d) D (a Ae)) une formule a
prouver. Nous commengons la décomposition avec la a_formule {{},(((6 A c} D d) D (aAe))).
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L’application de la régle d'inférence 3 de la figure 1 donne: ({((bAc) D d)},(aAe)).
L’application de la régle 3 de la figure 2 donne: ({~(bAc)}, (e Ae)) et ({(BAc),d}, (aAe))
L’application de la régle 1 de la figure 2 sur la premiére a_formule donne: ({=b},(a Ae)} et

({_'C}a (ah e))
L’application de la régle 2 sur ({(b A ¢),d}, (a Ae)) donne: {{b,c,d},(aAe)).
L’application de la régle 1 de la figure 2 sur les trois a_formules résultats donne:

({-b}, a), {{-c},e), {{-D}, €} ({=c},a), ({b,c,d},a) et {{b,c,d}, €).
Donc prouver la validité de la a_formule initiale revient a prouver indépendamment la validité
de ces six a-équations.

5 Correction des régles de décomposition

Cette preuve de correction des régles d'inférence a pour objectif d’assurer la consistance
et le bon fondement de notre stratégie de décomposition. Ainsi nous pouvons conclure que si
une formule équationnelle close est décomposable en un ensemble de a_équations alors si cette
formule est valide dans une algébre A alors toutes les a_équations associées sont valides dans
A et téciproquement si toutes les a_équations sont valides dans A alors la formule initiale l'est
ausst. Toutefois il faudrait signaler que cette décomposition n'est applicable que sur la classe de
formules que nous allons voir dans le paragraphe 6.

Nous allons commencer par énoncer quelques lemmes du calcul des propositions qui seront
utilisés pour prouver la correction des régles de décomposition.

Convention 5

Dans toute la suite de cette thése, lorsque nous parlerons d'une e_formule ou d’une a_équation
({a1,...,an}, f), les formules ou les équations a,,. .., an, f seront considérées comme des for-
mules closes. La signature ¥ contiendra éventuellement leurs varwables fizées.

5.1 Lemmes de calcul des propositions
Lemme 2.1 Soient a, b, ¢ et d quatre propositions.

ad(bAc) e (aDdb)A(eDe)
Lemme 2.2

ad(bDc)s{eab)De

Lemme 2.3

favb)Dee(@ade)a(dDe
Lemme 2.4

(eA(bDc)) & (aA-b)A(aAbAC)

Lemme 2.5

(@D (bve) & ((adb)vieDdc)
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5.2 Preuve de correction des régles d’inférences
preuve de correction des régles de décomposition de la partie conclusion

Proposition 2.2 La régle d’inférence :

({ery...,an}, fi)
({al)"'uaﬂ}rfz)

{{er,...,an}, fi A f2)

est correcte.

Preuve: Soit A une I_algébre.
Aks ({ar,...,8:}, fi A f2)
= Aks (Nepno)) = Az (A fa),
> Az (Agpnt) = AFs hAARE: f2),
= Al (Mgnnajai) => Az fi A
A s (MNigpt.m)ai) = A s fo (Lemme 2.1)
= A P=2 ({alv .. wan},fl) AA #E ({a'll nes )aﬂ}va)

Proposition 2.3 La régle d’inférence:
{{as,-- - an}, fi)
({ar,...,oa} fr V f2)

{{ar,---, 8}, fo)
({a1,...,a. 1, L V fa)

\

est correcte.

Preuve:

Soit A une I_algébre.
Ak ({a,. 0}, i V o)

= A s (Ngpnja) = Az (L V f2),
= AFs (Nepnja) = (AFs i VAES fo)
= (A Fx (Mep.na:) = Az f1) ou
(A g (Aigpi.njai) = A k=5 fi) (Lemme 2.5)
= AFs ({o1, .. aa}, i) ou Ay ({a1,- . a0}, fo)-

Proposition 2.4 La régle d’inférence :

{{e1,..,en, i}, fo)

({a’lv"'va’ﬂ}vfl D fa)

est correcte.
Preuve:
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Soit A une Z_algébre. A =g ({a1,...,a:}, f1 D fo)

= Az (Aze[l“n]a‘t) = AFz (i D fa)

= AFs (MgLne) = (A s i => A s fa),

= (Als (hgunm) AA s i) = A=z fr (Lemme 2.2),
= (AFEs (Ngn.nai A fi)) = AEs fo

< AFs ({al,..-,eq, f1}, f2)

Correction des régles de décomposition de la partie assertion
Proposition 2.5 La régle d'inférence:

{{a1,...,6n,0,b}, f)

({a1,-..,an,aAB}, f)
est correcte.
Preuve: évidente

Proposition 2.6 La régle d'inférence:

({alx"'ia‘ﬂ)a},f)
({als"':a‘mb}xf)

{ar,--- 60,0 V B}, )

est correcte.

Preuve:
Aks ({a1,- 0, an,8 Vb))

= AFs (Ngna Ae V 8)) = Afs f,
< AEx (Migrnj@ AG) V (Nigpnjai A D))
= A |=p f (Distributivité du A par rapport & V),
= (A Fz (Ngnai Aa) V AEs (Mign.njai AY)) = Az |,
= (A (Nqumjei Aa) = A s f) A
(A k=5 (Aign.njai Ab) = A b=x f) (Lemme 2.3),
= Ay ({an,. . en,a}, f) et Ax ({ai,. .., @0, b}, f)

Proposition 2.7 La régle dinférence.

{{a1,...,an,na}, f}
<{al,~--,ﬂ«",ﬂ,b},f)

{{a1,...,an,a Db}, f)

est correcte.
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Preuve:

Soit A une X_algébre. 4 =5 ({a1,...,0n,e Db}, f)

= AFs MNefinaiA(@Db) = Az f
= AEs ((Agir.nai A a) V (Aigpr.njai Aa A b)) = A oz f (Lemme 2.4)
= (AEs (M@ A-0) VA Es (Ngnnj@i AGAb) => A=y f
= (AFs (Mg A-e) = A s [V
(A s (Mgp.njai Aanb) = Afsy f) (Lemme 2.3)
<= AFs ({o1,...,8q,7a}, f) et A =x ({01, ., an,0,b}, f).

6 Classe de formules décomposables

Daus le paragraphe précédent nous avons établi la correction des régles d’inférence, ce qui
nous a permis d’assurer la consistance de cette méthode de décomposition. Maintenant, nous
allons essayer de déterminer la classe de formules décomposables et par coneéquent suscep-
tibles d’étre prouvées. Le premier critére pour déterminer cette classe concerne la possibilité
d’appliquer les régles de décompositions que nous avons définies précédemment. Pour répondre
a ce critére il suffit de respecter les formes des formules utilisées dans les régles de décomposition.
Le deuxiéme critére concerne le résultat de cette décomposition et la possibilité d’utiliser des
reégles de déduction simples pour pouvoir prouver la validité de ce résultat. En effet, le résultat
que nous voulons obtenir est un ensemble de a_équations, car, comme nous allons le voir dans le
paragraphe suivant, la validité de ces a_équations est équivalente & celle de leur partie conclusion.
Mais il se peut qu'a la fin de la décomposition, nous obtenions des a_formules qui peuvent contenir
une négation sur une équation, comme par exemple les a_formules {{a,...,an,~(t, ==t2)},¢€)
ou {{ay,...,a8,},7(t; == t3)}. Or, les méthodes existantes de résolution de diséquation (né-
gation d’équation) dans un ensemble d'équations, {Com88,CL88,Bur88], se restreignent & des
classes particuliéres d’ensembles d’équations. Pour remédier a ce probléme nous allons res-
treindre les formules qui peuvent donner de tels résultats aux formules booléennes. Cela vient
du fait que la négation d'une équation booléenne est bien définie (cf figure 3).

Nous allons tout d’abord définir des ensembles intermédiaires de formules qui seront utilisés
pour définir la classe de formules décomposables.

Définition 2.5 Formule conjonctive
L’ensemble des formules conjonctives C est défini par:

1. Soientt; et ty deuz termes de T(Z, X) alors t; == t; appartient 4 C,

2. Soient fy et f deux formules de C alors fi A fy appartient d C.

Définition 2.6 Formule disjonctive
L'ensemble des formules disjonctives D est défini par:

1. Soit f une formule conjonctive de C alors f appartient & D,

2. Soient fy et fo deus formules de D alors f) V fp appartient & D.

Définition 2.7 Formule booléenne
L’ensemble des formules booléennes B est défini par:

CHAPITRE 2. DECOMPOSITION ET VALIDITE EQUATIONNELLE




50

1. Sotent t un terme booléen de T{E, X) et p une constante booléenne vrai ou fauz, alors
t == p appartient & B,

2. Soient fi et fo deuz formules de B alors les formules —f1, fiA fa, iV o et i D fa
appartiennent ¢ B.

Définition 2.8 Formule implicative

L’ensemble des formules implicatives IM P est défini par:

1. Soient fi une formule booléenne de B et fo une formule conjonctive de Calors f D f2
appartient & IMP,

2. Soent fi une formule booléenne de B et fy une formule disjonctive de D alors fi D f
appartient a IMP,

3. Soient (f1, f2) € IMP? alors fi A fa et fi V fa appartiennent ¢ IMP.
Définition 2.9 Formule décomposable

L’ensemble des formules décomposables DECOM P est défini par:

1. Soient t; et t deuz termes de T(Z, X) alors t; == t, appartient 4 DECOMP,

2. Soit f une formule booléenne de B alors f appartient ¢ DECOMP,

3. Soient fy et fo deuz formules de DECOMP alors fy A f2 appartient d DECOMP,

4. Soient fy et fy deur formules de DECOMP alors f1 V fo appertient ¢ DECOMP,
5.

. Soient fi une formule conjonctive de C et f une formule de DECOMP alors fy D f2
appartient & DECOMP,

6. Soient f; une formule disjonctive de D et fo une formule de DECOMP dlors fi D fa
appartient 8 DECOMP,

7. Soient f, une formule booléenne de B et f, une formule de DECOMP alors fi O f2
appartient &« DECOMP.

8. Soient f, une formule implicative de IMP et f; une formule de DECOMP alors f1 D fo
appartient a DECOMP.

Remarque 2.4
Soit f une formule de DECOMP alors f peut étre de l'une des forme sutvante :

oty ==t gvecitr ) €M, 0,
e ~fi avec f1 € B,

o fLA fo avec (fi, f2) € DECOMP?,

o f1V f2 avec (f1, fa) € DECOMP?,

o fi D f2 avec (f1, fa) € B?,

o fi D f2avec fL€ B et fye DECOMP,
o f1 D fyavec fy € D et fo e DECOMP,
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® f1D f2avec f € IMP et f, € DECOMP.

Remarque 2.5

Soit (fi D f2) D fa la formule close associce & une formule de DECOMP. La décompo-
sition superficielle de cette formule nous donne les deur a_formules suivanites: ({~fi}, fs) et
({1, f2}, f3}. Supposons que fi ne soit pas une formule de B. Dans ce cas sa forme normale
négative contient des formules du type —(t) == ;). Ce qui implique qu’d la fin de la décom-
position nous allons obtenir des a_formules du type ({a1,...,an, =(t; == t5)},€) et qui ne sont
pas des a.équations. C'est pour cela que nous avons erigé dans la définition de DECOMP que
la partie gauche d'une implication soit ou bien une conjonction, une disjonction ou bien une
formule booléenne de B ou bien une formule implicative de IMP.

Définition 2.10 Taille d’une formule

La taille d'une formule est égale au nombre d’équations qui la composent. Nous pouvons la
définir récursivement par:

o taille(t; ==t3) =1,
o taille(~f) = taille(f),
o taille(fi * f2) = taille(fi) + taille(f3), avec » € {A,V,D}

Théoréme 2.3

Toute formule équationnelle close associée & une formule qui appartient ¢ DECOMP est
décomposable en un ensemble de a_équations.

La preuve de ce théoréme nécessite une récurrence sur la taille de la formule 4 décomposer.

Preuve:
Soit f la formule close associée & une formule de DECOMP. Rappelons que la
proposition 2.1, permet de transformer f en une a_formule ({}, f).
Maintenant nous allons prouver par récurrence sur la taille de f; que la a_formule
({}, f) peut se décomposer en un ensemble de a.équations.

o Supposons que la taille de f soit égale & 1, donc f est une équation simple que
nous pouvons transformer en une a_équation.

o Supposons maintenant que toute formule de taille inférieure & n soit décom-
posable en un ensemble de a_équations. Et soit f une formule contenant n
opérateurs.

f peut étre de la forme:

- fi A fo. La aformule correspondante {{}, fi A f2) peut se décomposer en
appliquant la premitre régle de la figure 1 aux deux a.formules ({}, f1} et
{{}. f2}. Or la tailles de f; et de f, sont chacune inférieure & n. Nous
pouvons donc appliquer ’hypothése de récurrence et conclure que f est
décomposable.

= fiV fz. La aformule correspondante ({}, fi V fo) peut se décomposer en
utilisant la deuxiéme régle de la figure 1 aux deux a_formules {{}, fi} ou
{{}, f2). Or la taille respective de fi et de f; est inférieure 3 n. Nous
pouvons donc appliquer 'hypothése de récurrence et conclure que f est
décomposable.
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— =f]. Avant de décomposer cette formule, il faut calculer sa forme normale
négative en utilisant une des régles de la figure 3. Nous obtenons unpe
formule de type f' A " ou f'V f qui nous fera revenir sur I'un des cas
précédents,

~ f1 O fo. La aformule correspondante ({}, fi O fo) peut se décomposer en
utilisant la troisieme régle de la figure 1 & la aformule {{f1}, f2). Or la
taille de f; est inférieure & n, ce qui implique que nous pouvons appliquer
I’hypothese de récurrence. Mais maintenant il faut faire une récurrence sur
fi.

* Supposons que fi soit de taille 1, donc fi est une équation. Et nous
pouvons conclure que ({f1}, fo} est décomposable.

% Supposons maintenant que toute a_formule ({f]}, fo) telle que f] est de
taille inférieure & m, soit décomposable en un ensemble de a_équations.

Bt soit ({f1}, f2) une a_formule telle que la taille de f soit égale & m.

f1 peut étre de la forme:

- f1, A f1,, nous appliquons alors la premiére régle de décomposition
de la figare 2 pour obtenir la a_formule ({f1,, f1,}, f2). Or puisque la
taille respective de fy, et de fi, est inférieure & m, alors nous pouvons
appliquer ’hypothése de récurrence et conclure que {{f1, A fi,}, fo)
est décomposable.

- fuV fi,, nous appliquons alors la deuxiéme régle de décomposition de
la figure 2 pour obtenir les deux aformules {{f1,}, f2) et ({f1,}, f2)-
Or puisque la taille respective de fi, et de fi, est inférieure & m,
alors nous pouvons appliquer '’hypothese de récurrence et conclure
que ({f1, V fi,}, f2) est décomposable.

- —f1,, nous pouvons alors appliquer I'une des régles de transforma-
tions en forme normale négative pour obtenir une formule du type
f'Af" ou f'V f" qui nous fera revenir sur I'un des deux cas précédents.

< fu D fi, avec fi, et fi, deux éléments de B. Nous appliquons
alors la troisiéme régle de décomposition de la figure 2 pour obtenir
les deux aformules {{=f1,}, f2) et {({f1,, f12}, fo}). —f1, est décom-
posable puisque f;, est une formule booléene. Or puisque la taille
respective de fi, et de fj, est inférieure & m, nous pouvons appli-
quer I'hypothése de récurrence et conclure que {{fi, D fi,}, f2) est
décomposable.

- f1, O f1, € IMP. Nous appliquons alors la troisi¢me régle de décom-
position de la figure 2 pour obtenir les deux a_formules ({-f1,}, f2)
et {{fi., fiz}, f2). —f1, est décomposable puisque fi, est une for-
mule booléenee. Or puisque la taille respective de fi, et de fj, est
inférieure & m, nous pouvons appliquer I'hypothése de récurrence et
conclure que {{f1, D fi,}, f2) est décomposable.

Remarque 2.6

L'dée de tester la vahdité des formules équationnelles a été proposée dans [Gog88], mais sur
une classe de formule plus restreinte. En effet, cette classe peut élre déterminée par les régles
1, 2 et § de la défimition 2.9 et peut se résumer auz formules conjonctives et auz implications
ne contenant que des conjonctions dans leur partie gauche.
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7 Conséquence de la décomposition sur la validité d’une for-
mule

Dans l'introduction de ce chapitre nous avons prétendu que nous allons ramener la validité
équationnelle d'une formule & la validité équationnelle de certaines équations qui la composent.
L'objectif de ce paragraphe est d’éclaircir ce point en précisant quelles sont ces équations, puis
de prouver le bon fondement de cette affirmation.

7.1 Conséquence sur la validité équationnelle

La décomposition d’une formule a permis d’aboutir & un ensemble de a_équations. Donc, la
validité équationnelle de celle ci doit passer par la validité de chacune des a_équations corres-
pondantes.

Définition 2.11 Validité équationnelle d’une a_équation

Soit B un ensemble d’équations. Une a_formule {{a1,...,an}, f} est valide dans la variété
d’algébres M(E) si et seulement si elle est valide dans chaque algébre de M(E). Nous dirons
ausst que ({a,...,aq}, f) est équationnellement valide dans E.

Nous pouvons remarquer que la définition de validité d’une a_équation est aussi difficile que
celle d’une formule. Heureusement le théoréme suivant nous permettra de passer de la validité
équationnelle d’une a_équation 4 la validité équationnelle de 1’équation de la partie conclusion.
En effet, pour qu'une a_équation soit valide dans la variété d’algébres M(E), il faut et il suffit
que la conclusion soit valide dans la variété d’algébres engendrées par 'ensemble d’équations E
augmenté de I'ensemble des assertions.

Théoréme 2.4

Sotent E un ensemble d'équations associé & une spécification (S, F, E).
Une a_équation ({a,...,an},€) est valide dans lo variété d’algébres M (E) engendrée per E si
et seulement s

o VA € M(E) (3t € [L..n] tel que a, nest pas valide dans A},
ou

o ¢ est vahde dans la variété d’algébre M(E'U {ay,...,as}).

Preuve:
Rappelons que A € M(F) «<=Vec E,Af=x e

e == par l'absurde
Supposons qu’il existe une algébre non triviale A telle que pour tout ¢ € {1..n],
a, est valide dans A. Cela implique que M(EU {a,,...,2,}) contient au moins
une algebre non triviale, car elle contient au moins cette algébre A.
Supposons aussi que e n’est pas valide dans M(EU {a,...,a,}).
Cela veut dire qu'il existe une algébre A telle que A € M(E U {a;,...,an}) et
A [y e. Cela veut dire que A valide chaque équation de E, valide a4, ..., a, et
ne valide pas e. Autrement dit, Aigy. n; est valide dans A et e n'est pas valide
dans A. Ce qui contredit le fait que ({a1,...,a,}, e} est valide dans M(E).
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o =
Nous devons prouver ici que les deux tranches impliquent séparément que
({e1,...,an}, €} est valide dans M (E).

— supposons que Y A € M(FE) (3 € [1..n] tel que a; n’est pas valide dans
A). Cela implique (¥ A € M(E)(Ajgpr.njo: est non valide dans 4). Cela
implique (V A € M(E)(Aic[1..n)a: est valide dans A) implique e est valide
dans A) est toujours vrai. Ce qui implique que ({a1,...,an},€) est valide
dans M(E).

— Supposons que e est valide dans M(FU{e1,...,an}). Ce qui est équivalent
& dire que pour toute algébre A, Si A valide toutes les équations de E et A
valide tous les a; 7 € [1..n] alors 4 valide e.

Soit A une algébre de M(F) deux cas peuvent se présenter :
* il existe un ¢ € [1..n} tel que A ne valide pas a;. Dans ce cas A ne valide
pas Aigji.nje et donc A valide ({a,...,a5},¢€),
* A valide tous les ¢; pour 7 € [L.n]. Et puisque A valide aussi toutes
les équations de E alors elle valide e. Dans ce cas aussi A valide

({a1,...,8a},€).

Ce théoréme nous a permis de passer de la preuve de validité équationnelle d'une a.équation
3 la preuve de validité équationnelle d'une équation. Or dans le chapitre précédent nous avons
vu que la validité d’une équation peut se faire d’une maniére syntaxique en utilisant des rer-
placements des termes par des égaux en utilisant la relation de E_égalité en une étape. Ainsi
cette méthode syntaxique sera prolongée aux cas des a_équations.

Le processus de preuve de validité équationnelle d’une formule peut se résumer ainsi: Nous
commengons par décomposer la formule close associée en un ensemble de a_équations. Puis pour
chaque a.équation s'il n'existe pas d'assertion qui n'est pas valide, alors nous entamozs la preuve
de validité de la partie conclusion dans I'ensemble des équations initiales plus les équations de
la partie assertion.

8 conclusion

Dans ce chapitre, nous avons vu comment prolonger la validité syntaxique définie
dans le cas des équations simples aun cas des formules équationnelles. Il 8’agissait seu-
lement de la validité équationnelle. En effet, le passage d’une formule équationnelle &
la formule close associée n’est valable que dans ce cas et les régles de décomposition
ne sont correctes que dans le cas des formules closes. Par conséquence, la classe de
formules que nous avons donnée ne concerne que la validité équationnelle. Cela cons-
titue une restriction sur les classes de propriétés que nous pouvons prouver dans une
spécification, car il peut exister des formules qui nécessitent la preuve pour toutes
les valeurs possibles affectées & leurs variables. Nous ne pouvons donc pas passer a
la validité des formules closes associées. Par contre il existe des méthodes de preuve
par induction pour éviter de recenser toutes ces valeurs possibles des variables et qui
rameéne la preuve & la validité équationnelle. Le chapitre suivant sera consacré a ce

sujet.
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Chapitre 3

La preuve par induction

1 Introduction

Daus le chapitre 1 nous avons vu qu'il existe deux aspects de preuve de validi-
té d'une propriété élémentaire. Le premier aspect qui est la validité équationnelle
concerne une partie limitée de ces propriétés car la preuve se restreint aux formules
closes. Le deuxiéme aspect qui est la validité inductive concerne la majeur partie
de ces propriétés et nécessite la preuve de validité pour toutes les valeurs possibles
affectées a leurs différentes variables. La preuve par induction consiste & exprimer
d’une maniére finie ce nombre infini de calculs.

Exemple 3.1
On considére la spécification algébrigue des entiers: ({N} {0, s, 1, +, *}, E). E est
un enrichissement des aziomes de Peano:

1.z 4+ 0 ==

2.z + s(y) == s(z+y)

3.1 == s5(0)

{2 %0 ==

5z %s(y) == (z*y +2
Léquation z + s(0) == s(z) est un théoréme équationnel que nous pouvons
prouver & partir des équation 2 puis 1. Tandis que Uéquationz + y == y +z et
Véquation © + (y + z) == (¢ +y) + 2z nécessilent une preuve par induction.

Dans ce chapitre nous allons nous intéresser aux méthodes d’automatisation des
preuves par induction. Deux grandes tendances se distinguent par leur systéme
formel et par leurs stratégies de preuve. La premiére utilise la récurrence classique,
est appelé l'induction structurelle [Aub79] [BM79]. La deuxidme utilise la notion
de consistance, est appelée 'induction sens induction ou la preuve par consistance
[HH82].

La méthode que nous avons adopté utilise I'induction structurelle. Mais pour étre
complet, nous allons donner un apergu sur la méthode de preuve par consistance,
son domaine d’application ses avantages et ses inconvénients.
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2 L’induction sans induction

L’induction sans induction est basée sur la notion de preuve par consistance utilisée dans
la logique de premier ordre. Dans la logique équationnelle cette consistance est difficile & dé-
finir. Par conséquent, la définition de consistance de la logique de premier ordre devient donc
inutilisable. Algébriquement un ensemble d’équations est consistant si est seulement si il admet
un modéle non trivial; autrement dit son modele initial a plus d"un élément. Cette notion de
consistance est difficile & tester. C'est pour cela que plusieurs méthodes de preuve par induction
utilisent en plus de cette notion de consistance d’autres contraintes sur les spécifications. Ce qui
réduit le nombre de théorémes inductifs qu’ils peuvent prouver.

L'origine de cette méthode de preuve par consistance est le travail de D. Musser [Mus80]. Son
but était d’utiliser les techniques développées autour de la réécriture pour proposer une méthode
totalement automatique. Cette méthode consiste & utiliser un raisonnement équationnel pour
démontrer la validité d'une équation dans I'algébre initiale. En d’autres termes, il faut ajouter
Iéquation & démontrer & l'ensemble d’équations initiales et regarder si le résultat reste consistant.
Le sens de la consistance dépend des restrictions faites sur I'ensemble des équations initiales. La
stratégie de preuve repose sur I'algorithme de complétion de Knuth et Bendix [KB70], adapté a
la notion de consistance choisie.

Plusieurs améliorations de cette méthode ont été proposées depuis:

o G. Huet et J-M. Hullot [HH82], sous les hypothéses de complétude suffisante des opérateurs
définis par rapport aux constructeurs, et de constructeurs libres (pas de relation entre
les constructeurs), ont proposé un algorithme basé sur une extension de la procédure de
complétion de Knuth et Bendix. Le systéme d’équations finales est inconsistant 8'il contient
une équation qui met en relation des constructeurs. Cet algorithme avait subi plusieurs
améliorations notamment celle de L. Fribourg [Fri86), qui avait proposé une méthode pour
ne calculer que les Paires critiques utiles & la démonstration. (La notion de paire critique
est la base de l'algerithme de complétion de Knuth et Bendix. Elle consiste & superposer
deux équations)

L ]

E. Paul [Pau84] avait proposé une autre approche dans le cas des spécifications contenant
des relations entre les constructeurs, mais en plus de la complétude suffisante il faut que
Iensemble des équations exprimant ces relations soit inductivement complet. (Une spéci-
fication (S, F, E) est inductivement compléte si et seulement si tout théoreme inductif est
un théoréme équationnel). L'inconsistance se manifeste ici dans le cas de la génération
d’une nouvelle relation entre les constructeurs qui n'était pas valide avant.

Une troisieme approche proposé par Jouannaud et Kounalis [JK86], présume ne pas
supposer d’hypothése sur ensemble d’équations initiales. Ils utilisent la propriété de
quasi_réductibilité des membres gauches des équations. Un terme t est quasi.réductible
(inductivement_R. réductible) par rapport a un systeme de réécriture R si et seulement si
toute instance close de t est réductible par rapport & R. En d'autres termes ces instances
closes peuvent &tre réécrites au moins une fois. Le systéme est inconsistant s'il génére une
équation qui a le membre gauche non quasi_réductible.

La stratégie de preuve de ces trois méthodes se compose en deux étapes. La premiére consiste S
prouver que le systéme de réécriture de base posséde la propriété de confluence close. Autrement
dit, qu’il termine et que l'ordre de la réécriture des termes clos n’a pas d'influence sur le résultats.

CHAPITRE 3. LA PREUVE PAR INDUCTION

57

Cette preuve est réalisable & I’aide de la procédure de complétion de Knuth et Bendix. Elle prend
comme donnée ’ensemble des équations de base. Si cette pracédure termine alors on peut dire
que le systéme est convergent. La deuxiéme étape consiste & ajouter 'équation & démontrer au
systéme résultat puis de rappeler la procédure de complétion. Si cette procédure échoue alors
I’équation n’est pas un théoréme inductif. Si elle réussit alors c’est un théoréme inductif. Dans
le cas ou elle ne termine pas, on ne peut pas décider si 1'équation est un théoréme inductif ou
non.

2.1 Inconvénients de la méthode

La difficulté commune aux deux premidres méthodes réside dans la preuve de la complétude

suffisante qui est indécidable en général. T. Nipkow et G. Weikum [NW83] ont montré sa
décidabilité dans le cas des systémes de réécriture linéaires gauches. Plusieurs méthodes plus ou
moins efficaces ont été proposées, chacune d’entre elle impose des restrictions sur la spécification
initiale; citons celles de G. Huet et J. M. Hullot, Bidoit, et celle de J. J. Thiel améliorée et
prouvée dans [LLT86).
Pour la deuxiéme méthode le test de la complétude inductive reste un probléme ouvert. Aucune
méthode automatique n'a été proposée. J. Heering [Hee86], E. Paul ont étudié cette propriété
sur des exemples de spécifications. A. Lazrek [Laz88] a relevé les problémes qu'il faut étudier
pour aboutir & un systéme automatique qui peut tester cette propriété, appelé la w_complétude.
Le probléme majeur de la méthode proposée par Jouannaud et Kounalis est de trouver un
algorithme de décidabilité de la réductibilité inductive. Plusieurs algorithmes ont été proposés
pour tester si un terme vérifie cette propriété dans le cas des systémes de réécriture linéaires a
gauche. Dans le cas non linéaire & gauche plusieurs algorithmes ont été proposés dans (KNZ87,
Com88].

L’extension de ces méthodes aux spécifications conditionnelles n'a pas été suffisamment étu-
diée. Ainsi, il n’existe pas de méthode automatique pour prouver la complétude suffisante des
spécifications conditionnelles. En ce qui concerne la confiuence close, on ne peut la décider que
dans un cas particulier des systémes de réécriture conditionnelle [Rem82} [RZ84]. L’extension
au cas général a été récemment abordée par [BR87a] et [Gan87)].

2.2 Avantage de la méthode

La méthode de preuve par consistance est une méthode totalement automatique. Elle est
applicable sur des équations simples chaque fois qu’on peut supposer la complétude suffisante
du systéme de réécriture de base, ou bien supposer les autres hypothéses faites par les autres
approches. Elle donne des résultats satisfaisants dans le cas des systémes de réécriture simples
qui ne contiennent ni regle conditionnelle ni équation non orientable [Laz88].

3 L’induction structurelle

Rappelons d’abord que nos objectifs n’appartiennent pas au domaine d’application de l'induction
sans induction. En effet, nous voudrions utiliser des spécifications avec des équations condition-
nelles, alors qu'il n’existe pas actuellement de systéme basé sur l'induction sans iduction qui
puisse travailler dans un tel environnement sans faire de restrictions. Nous voudrions ne pas
supposer de propriétés globales sur les spécifications, telle que la complétude suffisante ou la
complétude close, alors que ces propriétés sont la base de cette méthode. Nous voudrions enfin
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prouver des propriétés élémentaires non seulement sous forme d'équations simples, mais sous une
forme plus générale représentée par la notion de formule équationnelle que nous avons définie
dans le chapitre précédent. Ces exigences nous ont amené & choisir I'utilisation de la méthode
classique de la preuve par induction. 1l s'agit de faire une récurrence en utilisant les opérateurs
avec lesquels tout objet du type abstrait peut &tre généré; ce sont les constructeurs. Avant de
développer en détail le principe de Vinduction structurelle, nous allons rappeler la sémantique
algébrique de la validité inductive d’une formule équationnelle.

3.1 Validité Inductive

Définition 3.1 Validité inductive d’une formule équationnelle

Soit SP = (S,C U D, E) une spécification. Une formule équationnelle f est inductivement
valide dans SP en respectant les constructeurs si et seulement s1, pour toute substitution close
sur les constructeurs ¢ : X — T(C), o(f) est équationnellement valide. Nous dirons aussi
que f est un théoréme inductif de SP ou de E, ou une conséquence inductive de E, et nous la
notons E F f.

Nous rappellerons aussi deux propriétés intéressantes que nous allons utiliser dans la suite et
qui mettent en évidence la relation entre la validité équationnelle et la validité inductive.

Proposition 3.1
Si une formule est équationnellement valide dans une spécification (S,C'U D, E) alors elle
est inductivement valide en respectant les constructeurs C'.

Preuve: trivial.

Proposition 3.2
Une formule équationnelle close est équationnellement valide dans une spécification (5,CU
D, E) si et seulement si elle est inductivement valide en respectant les constructeurs C'.

Preuve: trivial

3.2 Les principes de l'induction structurelle

L'induction structurelle a été initialement utilisée dans [Bur69] et dans [BM79] pour prouver
les programmes écrits en Lisp. Nous la retrouvons aussi dans [ZKK88] et {GG88], qui I'utilisent
pour prouver certaines propriétés élémentaires sous forme d’équations simples dans le cadre des
spécifications équationnelles. Elle est basée sur la notion de récurrence classique utilisée souvent
pour prouver des propriétés relatives aux entiers naturels, ou aux ensembles inductifs. En effet,
pour réaliser la coudition de la définition 3.1, il faut tester la validité de la propriété pour tous
les termes de T(C). Ce calcul infini peut étre remplacé par une récurrence sur les termes de

T(C).

Exemple

Nous reprenons la spécification des entiers de ’exemple 3.1. Pour prouver la validité inductive
d'une propriété comme l'associativité de +, il suffit de la prouver pour 0. Puis supposer qu'elle

CHAPITRE 3. LA PREUVE PAR INDUCTION

59

valide pour un entier n et montrer qu’elle reste valide pour le successeur de . Cela vient du fait
que tout entier élément de T'({0,s}) est une formule bien formée & 'aide des opérateurs 0 et s.

Dans ce cas on peut exprimer la récurrence sur les entiers avec la formule de second ordre :
R =VP[(P(0) et Vz[P(z) = P(s(z})]) = VzP(z)]

Cependant nous voudrions écrire cette formule R sous une forme plus opérationnelle. Et

puisqu'il 8’agit d’une méta régle de déduction, la maniére la plus adéquate serait de la représenter
sous forme de régle d'inférence. La régle la plus évidente nous permettra de déduire P(z) & partir
de cette infinité de propositions: P(0), P(s(0)),...,..-
Cependant en plus du fait que cette régle n’est pas efficace car elle a une infinité de prémisses,
on ne peut pas I'exprimer d'une maniére formelle. D'ou la régle suivante connue sous le nom
de schéma d’induction [Bur69], qui nous permet de prouver une classe importante de propriétés
inductives sur les entiers.

E+; P(0) et EU{P(c)} i P(s(c))
E v, Vz P(z)

¢ est une variable qui n'apparait ni dans F ni dans P.

Cas général

Le probléme qui se pose dans le cas général est 'existence d'une méthode qui permettrait
de calculer automatiquement le schéma d'induction & partir d’une spécification et de la formule
équationnelle & prouver. Cependant il faut signaler qu’il n’existe aucune méthode applicable &
tous les théorémes inductifs, et qui permettrait ainsi de les prouver. Il faut donc se contenter
de méthodes applicables & des classes de théorémes plus ou moins grandes.

La méthode que nous allons exposer est basée sur les travaux de R. Aubin [Aub79]. Elle
permet de générer automatiquement les schémas d'induction pour prouver une classe importante
de théoreémes inductifs qui sont des propriétés relatives & des fonctions qui ont été définis & partir
des constructeurs.

Avant d'exposer cette méthode, rappelons quelques définitions utiles.

On considére une spécification (S, CUD, E) d'un type abstrait quelconque. A chaque fonction f
de F = CUD est associé un profil  — s, ot u est une suite de sortes et s une sorte quelconque.
C' est ensemble des constructeurs: ce sont les opérateurs & partir desquels tous les objets
du types abstrait de données peuvent étre exprimés ou engendrés. Parmi ces constructeurs se
distinguent ceux qui n'ont aucune sorte dans leur domaine de départ (u est une liste vide). On
les appelle les constructeurs de base ou les constantes. D est 'ensemble des opérateurs définis.

Exemple 3.2

Soit la spécification des entiers précédemment définte par:

(N}, {0, 5 1, 4,4}, A)
1. Le constructeur de base est (
2. Les constructeurs sont 0, s

3. Les fonctions défintes sont 1, +, *
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Pour généraliser cette notion de schéma d’induction, nous allons construire les termes sur les-
quels sera basée la récurrence. Ces termes seront appelés des termes générateurs. Il s'agit d’'un
ensemble fini de termes avec lesquels nous pouvons exprimer tous les termes clos sur les cons-
tructeurs. Ces termes générateurs nous permettront de transformer la preuve par induction
d’une preuve sur une infinité de terme en une preuve sur un ensemble fini de termes. Ces der-
niers dépendent de l'ordonnencement de la suite des variables sur lesquelles sera appliquée la
récurrence. Nous allons ensuite construire pour chaque terme générateur la liste des termes qui
le précédent (dans l'exemple le terme ¢ précéde le terme s(c)). Ces prédécesseurs seront utilisés
pour définir les hypotheéses de récurrence.

Définition 3.2 Variable d'induction

Soit P la propriété d prouver par induction. Nous appelons veriables d'induction la suite des
variables z* de P sur lesquelles sera apphquée la récurrence. Dans la suite nous noterons P(z*)
pour dire qu’il faut prouver la propriété P avec une récurrence sur les variables z*.

Le choix de ces variables d'induction n'est généralement pas automatisable. Nous allons en
discuter dans les paragraphes suivants.

Définition $.3 Ensemble de termes générateurs

Soient P(z*) une propriété & prouver par induction dens une spécification (S, F, E), s1,...,5n
la suite des sortes respectives des variables de la suite z* et EG un ensemble de n_uplets de
T(C,X)sy % ... XT(C, X)s,. La fonction ¥ de EG vers U'ensemble des parties de T(C)y, X ... %
T(C)s, est une fonction génératrice si et seulement si:

1. Pour tout n_uplet (t1,...,1,) de T(C)y; X ... x T(C)s, d eziste un n_uplet (¢],...,1) de

EG et une substitution o tel que:
o (t1,. . ta) € U(th, ... 1)
et
o pour tout i € [L.n], () =1,

2 (..., 8) # 0, V(t,,..., &) € BG,
3. (th,...,t,) dans (1) est unique.

Si lensemble EG posséde une fonction génératrice alors il est appelé ensemble de termes géné-
rateurs.

1l existe plusieurs ensembles de termes générateurs possibles pour une suite de sortes donnée.
Nous en avons choisi un qui est le plus général et qui est facilement calculable. Il s’agit de
I’ensemble des n_uplets de termes obtenus en combinant les constructeurs des sortes sy,...,n
dans 'ordre dans lequel ils occurrent. Plus formellement:

Proposition 3.3
Soit sy,...,sn une suite de sorte. L'ensemble EG défint par:
EG = {(filzi)s- s Em s fal@1n, o Zm,)) tel que fEC et fi i 51,0,
une verieble de sorte s, }
est un ensemble de termes générateurs pour la suite de sortes sq,...,Sq.

Sm; — Siet Zy;
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Preuve:
La fonction ¥ entre EG et T(C),, x ... X T(C);, est définie pour tout n-uplet
(fl(xlll"‘vzmx)v"‘yf"(zln:"'1z‘mn)) par :
Y(filzr, B Sa(@rae 0 Bma)) = (il tmy)see oy faltins -1 Bma )
avec t;; € T(C),i,.
Les autres conditions sur ¥ sont faciles & vérifier.

Exemple 3.3

Les termes générateurs pour une propriété P(z) sur les entiers, avec une seule variable
d’induction z, sont les termes 0 et s(c) avec ¢ une variable quelcongue.
Pour une propriété P(z,y) qui utilise deuz variables d’induction, les termes générateurs sont
les suites de termes 0,0; 0,5(n); s(m),0; s(m),s(n). Avec m et n des variables de sorte entier
quelconques.

Nous allons maintenant calculer les prédécesseurs de ces termes générateurs pour les utiliser
dans la définition des hypothéses de récurrence. Pour cela nous aurons besoin de définir un
ordre sur les termes.

Définition 3.4 Ordre de réduction
Un ordre < sur T(F,X) est un ordre de réduction, si et seulement si il posséde les propriétés
suwvantes :

o < est bien fondé (il n'eziste pas de chaine infinie de termes ... 13 < 1),
o (propriété de compatibilité): t1 <tz = f(...,t1,...) < f(...,t2,...)
o (propriété de stabilité par instanciation): Pour toute substitution o,

t) <ty = o(ty) < o(ty)

Définition 3.5 Terme A argument récursif

Un terme f(t1,...,tn) de T(F,X), est dit & argument récursif si il existe un v € {1..n] tel
que t; est de sorte s. Le terme t; est alors appelé un argument de récursivité.

Exemple 3.4
Le terme s(m) est un terme & argument récursif. Le terme m est Uergument de récursivité.

Convention 6
Tout les termes de T'(C) qui ne sont pas des constantes sont des termes & argument récursif,

Définition 3.6 Prédécesseur

Un prédécesseur d’un terme généroteur (t,...,t,) est un n_uplet de termes (t),...,t,) tel
qu’l existe un i € [1..n] tel que:

.t :tg pour tout 3 € [1..i —1] et

© ¢t est un sous terme de t; avec t. < t; ett, est un argument de récursivité dans t;. (< est

Vordre de réduction sur les termes).
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Un prédécesseur de la liste des termes ¢y (2}),...,¢q(2},) est une liste de termes:

c(z), o cima(zih Tigabigls-- s ta.
avec zj; un argument de récursivité de c,(z]) et t (¢ +1 < k < n) des termes quelconques.

Exemple 3.5
La liste des termes 0, 0 n'a pas de prédécesseur.
La hste 0, s(n) a comme prédécesseur la liste 0, n.
La liste s(n), 0 a comme prédécesseur la liste n, t. t est un terme quelconque.
La liste s(m), s(n) a deuz prédécesseurs: la liste m, t et la liste s(m), n.

Définition 3.7 Théoréme inductif

Soit P(z*) lo propriété & prouver par induction & partir d'un ensemble d’eziomes E. Cette
propriété est exprimée sous forme d’une formule équationnelle,
Soit i1 (zh), .-, Cinla},) avect € [L.7], les termes générateurs associés d cette propriété. Soient
pi 1 € [L.7] des implications de la forme

P(t5) Ao A Pltin) D Plea(zh),- -, em(zl))
avec tj; j € [1.m,] sont les prédécesseurs de cii(a}), ..., CinlTi,)- .
Alors P(z*) est un théoréme inductif si on peut le déduire & partir de lo régle d’inférence sui-

vante :

Eb,ptA O A Dy
EF; P(z")

Exemple 3.6
Pour ezprimer une double induction sur les entiers on utilise la régle d’inférence suivante :

E+, P(0,0)
(P(0,n) > P(0,5(n)))
(P(m,) 5 P(s(m),0))
((P(m,t) A P(s(m},n)) D P(s(m),s(n)))

Et; P(z,y)

En effet, les constructeurs sont 0 et s. Hs donnent quatre combinaisons de deuz (deuz va-
riables d'induction) : (0,0),(0,9),(s,0), (s, s). Les prédécesseurs de ces couples sont donnés dans
Vezemple précédent. D'ot la régle d'inférence ci-dessus. Les prémaisses de cette régle peuvent
étre calculée d la main en faisant une induction sur T puis sur y.

Proposition 3.4
Sotent (S,C U D, E) une spécification équationnelle et f une formule éguationnelle.
Si f est un théoréme inductif alors f est inductivement valide.

Preuve:
11 s"agit de prouver que si la formule f a été prouvé en utilisant un schéma d'induction

de la définition 3.7 alors f vérifie les conditions de la définition 3.1, Autrement dit
toute instance close sur les constructeurs de f est équationnellement valide.
Nous allons faire la preuve pour le cas d'une seule variable d'induction z. Le cas de
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plusieurs variables d’'induction sera une généralisation de celle ci.

Nous allons faire une preuve par I’absurde, pour cela supposons qu'il existe une
substitution close sur les constructeurs ¢ : X —— TY(C) telle que E 5 o(f), avec
E=(S,CuD).

Soit o telle que ¢ = (z) soit minimal par 'ordre de réduction < sur les termes.

t est un élément de 7'(C) donc il existe un terme générateur ¢; et une substitution §
tel que t = 8(t;).

Soit ¢, un prédécesseur de ?;. Puisque f est un théoréme inductif alors d’aprés la
définition 3.7 nous pouvons dire que:

EF; flz 1) D flz — 1]

=

Et: flz — 0(t2)] D flz « 0(t,)]

et puisque f[z « 8(t2)] O f[z «— 6(t1)] est une formule close, nous pouvons dire que
(proposition 3.2)

E s flz — 8(t2)] D flz — 8(11)]

BN

Bl flz — 6(t2)] = E =g flo — 6(t1)]

Or E by flo — 8(t1)] car t = 8(t)) donc

E 5 flz — 0(ty)]

et puisque 6(t2) < 6(11) = ¢ cela contredit le fait que ¢ est minimal.

Exemple 3.7

Soit la propriété P(y,z) = ¢4y ==y +z. L'ordre des variables z et y dans la propriété P
d une influence sur la preuve, comme nous allons le voir dans le paragraphe suivant.
Le schéma d'induction suivant permet de prouver la commutativité de Uaddition

EF0+0==0+0
n+0==0+nDs(n)+0==0+s(n)
t+m==m+1tD0+4s(m)==s(m)+0
(t+m==m+t A a+s(m)==s(m)+n) D s(n)+ s(m) == s(m) + s(n)

Eriz+y==y+a

Les quatres prémisses peuvent étre prouvées seulement par un reisonnement équationnel.

3.3 Application aux formules équationnelles
Décomposition et validité inductive

La question qui se pose dans ce cadre consiste 4 se demander pourquoi ne pas appliquer
des régles de décomposition, comme dans le cas de la validité équationnelle, pour faciliter
la preuve par induction. Malheureusement la plupart des régels de décomposiiivy du cha-
pitre précédent ne sont correctes que parce que nous avons considéré les variables des formules
commes des constantes. Ce n'est plus le cas pour les formules & prouver par induction, car
nous avons besoin de tester leurs validité pour chaque instance de leurs variables. La seule
régle de décomposition correcte et qui a un intéret pratique est celle qui transforme la validi-
té inductive d'une conjonction de formules en la conjonction des validités de chaque formule:
EPr finf2<= E g fiAE B fa. La correction de cette régle vient du fait que pour toute
Lalgtbre A, Als infaess Al ANAFS fo
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Déroulement de la preuve par induction

Soient f une formule équationnelle et z* la liste des variables sur lesquelles va étre appliquée
Iinduction. La définition 3.7 nous permet de générer un schéma d'induction adapté & notre
formule et 3 nos variables d’induction. En appliquant ce schéma sur f nous obtenons une
conjonction de formules fy A... A fr avec chaque f; de la forme f(th} A... A fiths) B
Flea(ah),- ., cn(z,)). Or d'aprés la propriété 3.1, si nous arrivons & prouver la validité
équationnelle d'une formule alors nous pouvons déduire qu'elle est inductivement valide. Et
d’aprés le théoréme 2.2 pour prouver la validité équationnelle de cette formule il suffit de prouver
Ia validité de la formule close associée. Or, pour prouver une formule d’une telle complexité nous
aurons besoin de faire appel & la décomposition; ce qui nous permettra de la transformer en un
ensemble de a_équations et de réduire ainsi sa preuve & la preuve de ces a_équations. Si cette
preuve réussit nous pouvons conclure que la formule initiale est inductivement valide, sinon si
cela est nécessaire, une autre induction sur d’autres variables pourra étre proposée.

Exemple 3.8

On considére la formule éguationnelle estvide(e) == fauz D min(e) < maz(e) == vrat.
Pour la prouver nous avons besoin de faire une induction. Reppelons que la spécification dans
laquelle nous voulons fawre cette preuve est celle des ensembles ordonnés de l'ezemple 1.13. Le
constructeur de base est "ensvide”. L’autre constructeur est lopérateur "union”.

La variable d’induction est e. Le schéma d’induction associé est:

E +, P(ensvide) A (P(X) D P(umon(X, a)))
EF; P(X)

En appliquant ce schéma sur notre formule nous obtenons la formule suivante :

(estvide (ensvide) == fauz D min(ensvide) < maz(ensvide) == vrai) A
( (estvide(X) == fauz D min(X) £ max(X) == vrai)
> (estvide(union(X,a)) == fouz
3 man(union(X, ¢)) < maz{union(X,a)) == vrai) ).

La décomposition de cette formule nous donne Uensemble de o_équations suivant:

{{{estvide(ensvide) == fauz}, min(ensvide) < maz(ensvide) == vrai),
({estvide(X) == vrai, estvide(union(X,a)) == fauc},
min(union(X, a)} < maz(unon(X, a)) == vraz),

({estvide(X) == fouz, min(X) < maz(X) == vra1, estvide(union(X,a)) == fouz},
min(union(X, ¢)) < maz(union(X,a)) == vrei)}.

Il reste & prouver séparément la validité équationnelle de chaque a-équation.

Classe de formules prouvable par induction

Lorsque nous avons déterminé la classe de formules sur lesquelles nous pouvons appliquer
notre méthode de preuve équationnelle, le critére de choix était de savoir si ces formules sont dé-
composables ou non. Dans le cas de la validité inductive, la décomposition n’intervient qu'aprés
avoir appliqué le schéma d'induction. Or, nous ne pouvons savoir & priori ni la forme du schéma
d’induction ni la forme de la formule résultat. Mais si nous supposons que la partie premisse
d'un schéma est généralement de la forme E i piA ... A Py décrite dans la définition 3.7
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avec p; = P(t}) A... A P(t},) D Plca{zh),..., in(z},)), nous pouvons déterminer une
classe de formules sur lesquelles I'application de tel schéma d’induction donnerait des formules
décomposablea. Cette classe sera celle des formules susceptibles d’étre prouvées par induction.

Proposition 3.5

Sous Uhypothése que la forme générale des schémas d’induction est celle de la définition 3.7.
La classe de formules susceptibles d'étre prouvées par induction C_INT est définie par:

1. Soit f une formule conjonctive de C alors f appartient & C_INT,
2. soit f une formule disjonctive de D alors f appartient & CINT,
3. soit f une formule booléenne de B alors f appartient & C.INT,
4

soient f| une formule booléenne de B et fo une formule de CU D alors f; O f2 appartient
é C_INT.

Preuve:
Il faut prouver que la formule obtenue par l'application d’un schéma d’induction sur
une formule de C_INT, est une formule décomposable appartenant 3 DECOM P
(cf définition 2.9).

e Soit f une formule conjonctive. La formule générée par le schéma d’induction
est de la forme p1 A ... Ap, avec p; = fi, A... A fy,. Cette forme est une forme
décomposable d’aprés la clause 3 de la définition 2.9.

e Méme démarche pour les formules disjonctives et booléennes.

e Soit f une formule de la forme f O g avec f € B et gC UD. La formule
générée par le schéma d'induction est de la forme p1 A... Apr avec p; = ((f1 D
Q) A - A(fn D 9m)) O (fm41 D gmy1), €t fi € B et g, € CU D. Cette forme
est décomposable d’aprés les clauses 8 puis 3 de la définition 2.9.

3.4 Comparaison avec les autres approches

Il existe une autre méthode de génération automatique de schéma d’induction. Elle a été
proposée dans [ZKK88] et [Zha88], elle est fondée sur I'idée de chercher un ensemble de termes qui

" représentent ensemble des termes clos sur les constructeurs. Cet ensemble est appelé ensemble

de recouvrement. La différence entre I’ensemble des termes générateurs est que ce dernier ne
peut contenir que des éléments de T'(C, X) alors que I'ensemble de recouvrement peut contenir
des termes de T(C U D, X) avec des opérateurs définis. C’est une méthode plus générale que
la ndtre dans le sens ot elle permet de prouver des théorémes inductifs avec des opérateurs qui
n'ont pas été définis & partir des constructeurs. Par exemple V'opération plus grand commun
diviseur ged est définie par les équations:
ged(0,z) ==z  gcd(z,0) ==z
ged(z +y,y) == ged(z,y)  ged(z,z +y) == ged(2,3)
Si nous voulons prouver la commutativité de ged, Pensemble de termes générateurs que nous
pourrons proposer est {(0,0), (0, sue(z)), (suc(z),0), (suc(z), suc(y))}. Le schéma d’induction
qui en résultera ne permettra pas de prouver cette commutativité. Tandis que les auteurs dans
[ZKK88] proposent I'ensemble de recouvrement suivant: {(0,3),(z,0), (z +y,9),(z,2 +y)}. Le
schéma d’induction:

B+, P(0,y) A P(z,0) A (P(z,9) D Plz +v,9)) A (P(z,9) D Pz, 2 +3))

Et; Pa,b)
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permet de montrer que le ged est commutatif,

Cette méthode nécessite des techniques plus compliquées pour la mise en ceuvre. Ainsi, pour
générer cet ensemble de recouvrement, des tests doivent étre effectués sur la complétude suffi-
sante des opérateurs définis. En plus, pour déterminer 1'équivalent de nos termes prédécesseurs
les auteurs utilisent un ordre plus compliqué appelé !'inéquivalence inductive. Ces difficultés
compliquent 'implémentation de cette méthode.

Mais il y a des cas oil cette méthode ne peut pas générer le bon ensemble de recouvrement,
comme le montre 'exemple suivant:

Exemple 3.9
§ = {entier}, C = {0, suc}, D = {+}
E = {suc(suc(t)) == =, Les autres équations pour défiir +}.
Notre objectif est de prouver que Véquation suc(z) + suc(y) == z +y est un théoréme inductif.

L’ensemble de recouvrement proposé & l'aide de la méthode de Zhang est (suc(z), suc(y)). Les
couples de termes susceptibles d’étre inférieurs & (suc(x), suc(y)) sont (z,1) et (suc(z),y). Or
ces couples ne sont pas inductivement inéquivalent & (suc(z), suc(y)); ce qui implique qu'avec la
méthode d'ensemble de recouvrement l'auteur ne peut pas générer automatiquement de schéma

dinduction.
Cependant, avec notre méthode, Uensemble des termes générateurs est celui proposé pour une

induction sur deuz variables: {(0,0),(0, suc(z)), (suc(z), 0}, (suc(z), suc(y))}. Ce qui permet
de générer le schéma d’induction habituel et de prouver que notre équation est un théoréme
inductif.

3.5 Sélection des variables d’induction

L’inconvénient de la méthode de preuve par induction structurelle, est qu’elle n'est totale-
ment automatisable. En effet, il n'existe pas de méthode générale pour désigner les variables
d'inductions. R. Aubin et R.S. Boyer ont proposé des heuristiques pour résoudre ce probléme
dans des cas particuliers, comme le traitement des listes ou bien la preuve de propriétés sur les
programmes Lisp. Mais plusieurs questions se posent dans le cas général: sur quels critéres doit
on faire le choix des variables d'induction? Et dans le cas ol nous devons faire une induction
sur plusieurs variables, selon quel ordre devons nous I'appliquer?

La réponse & ces questions varie d’'un domaine  un autre. Ainsi pour répondre a la premiére
question nous pouvons dire qu’il faut faire une induction sur chaque variable de récursivité. Or
cela est parfois inutile. Par exemple pour prouver (z + y) + 2 == = + (y + z), une
récurrence sur une seule variable = ou z suffit, alors que pour prouver z + y == y + z il
faut une double récurrence sur z et y.

La réponse & la deuxiéme question est plus délicate. Sur I’exemple précédent et en utilisant les
équations z + s(y) == s(z +y) et  + 0 == z, si on commence par une induction sur z puis
sur y, la réduction s’arrétera avec une forme irréductible qui n'est ni vraie ni fausse. Alors que
si on commence par une induction sur y puis sur z, le résultat est immédiat. Si on prend les
équations s(z) + y == s(z + y) et 0+ 2 == z alors il faut commencer par une induction sur
2 puis sur y. A partir de cet exemple on peut dire qu'il faut commencer par la variable qui
correspond A 1'argument avec lequel on définit I'opération +.

Ainsi la seule tactique applicable d’une manitre générale, est d'appliquer l'induction sur une
seule variable, puis sur une autre, dans le cas olt la premiére n'a pas permis de faire aboutir la

preuve.
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La méthode proposé par [ZKK88] ne permet pas non plus de contourner ce probléme de
choix de variables d’induction.

3.6 Comparaison entre la preuve par consistance et Pinduction structurelle

La méthode de preuve par induction structurelle est une méthode généralement applicable
3 toutes les spécifications algébriques, dont les sortes sont générées par une famille de cons-
tructeurs, et dont les opérateurs sont complétement définis par un ensemble d’axiomes. Elle
est applicable & condition de trouver le bon schéma d'induction, soit automatiquement soit
par lintermédiaire de I'utilisateur. Son domaine d'application recouvre celui de la méthode
d’induction sans induction. En effet, aucune propriété globale n'est supposée, et elle est utili-

sable indifféremment dans les spécifications conditionnelles et inconditionnelles.

Ce probléeme de choix des variables d'induction et de schéma d'induction ne se pose pas
dans la méthode d’induction sans induction. C’est le mécanisme de paires critiques qui est la
base de 'algorithme de complétion de Knuth et Bendix qui génére les instances nécessaires i
I'induction. Cette génération se fait en orientant I’équation & démontrer en une régle de réécri-
ture, et en superposant ces régles entre elles. Cet algorithme génére des paires critiques autres
que celles nécessaires a 'induction, car il fait toutes les superpositions possibles. Les risques de
cet algorithme c’est qu'il peut générer indéfiniment des paires critiques, ce qui entrainerait la
non terminaison de la preuve. Il risque aussi de générer des paires qui sont non orientables, ce
qui entrainerait |'échec de la preuve.

Urn autre inconvénient de la méthode basée sur I'induction sans induction, est que ’algori-
thme de Knuth et Bendix n’est pas déductif, ce qui implique une difficulté de suivre et de
comprendre la preuve; et par conséquent de voir pourquoi la preuve a échoué, ou quel lemme
ajouter pour relancer la preuve. Par contre avec I'induction structurelle chaque étape est déduite
de I'étape précédente par un raisonnement simple, tel que calculer la forme normale d'un terme,
ou bien faire une décomposition par cas. Ce qui rend la preuve plusisible et plus compréhensible.
Et dans le cas d'un échec, la preuve s’arréte sur une forme irréductible, qui donnerait une idée sur
le lemme & ajouter pour faire converger la preuve. Ce lemme est assez souvent une généralisation
de la forme irréductible.

Exemple 3.10 [GG88]
Soit Uensemble d’équations swivant:

estvide(ensvide) = vrai

estvide(singleton(e)) = fauz

estvide(union(sl, s2)) = estvide(s1) et estvide(s2)

sousens(ensvide ,s5) = vrai

sousens(s, ensvide) = estvide(s)

sousens(singleton(el), singleton(e2)) = (el = e2)

sousens(singleton(e), union(sl, s2)) = sousens(singleton(e), s1) ou
sousens(singleton(e), s2)

sousens(union(sl, s2), 88) = sousens(sl, s3) et sousens(s2, s3)

Pour prouver la reflexivité de Uinclusion sousens(z,x) avec ce systéme d’équations, on obtient
la forme irréductible
sousens(z,union(z,y)) et sousens(y, union(z,y))
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Cette équation suggére le lemme sousens(s, union(s , s1)) = vrai, qui est une généralisation
de la forme irréductible. Ce lemme peut étre prouvé par induction et permetira de compléter la
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preuve.

4

Conclusion

Dans ce chapitre nous avons présenté les deux tendances actuelles de la preuve

par induction qui sont la preuve par consistance ou l'induction sans induction et
I'induction structurelle. Une comparaison entre ces deux méthodes puis une confron-
tation avec nos objectifs nous a permis de choisir la méthode basée sur l'induction
structurelle. Ensuite nous avons essayé de déterminer la clagse de formules suscep-
tibles d’étre prouvées par cette méthode d’induction.
Nous avons vu que l'inconvénient de I'induction structurelle est qu'elle n'est pas to-
talement automatique. En effet, elle exige la donnée des variables sur lesquelles sera
appliquées I'induction pour pouvoir générer le schéma d’induction nécessaire. Nous
avons donné une méthode pour générer automatiquement ce schéma d’induction.
Mais en général, il existe des schémas qui ne peuvent pas étre générés automati-
quement. En plus, I'expérience a montré qu'il existe aussi beaucoup de théorémes
inductifs qui nécessitent des schémas d'induction particuliers.
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Chapitre 4

Réécriture et raisonnement par cas

1 Introduction

Dans le chapitre 1 nous avons vu comment transformer le probléme sémantique
de validité d'une équation dans la variété d’algébres engendrées par un ensemble
d'équations E, en un probléme syntaxique de E_égalité =g. L'idée de base de ceite
méthode syntaxique, consiste & déterminer pour chaque classe d'équivalence, de la
congruence =g, un représentant canonique. Ce qui ramene le probleme de E_égalité
de deux termes t; et tp & celui de I'identité de leur représentant canonique. Ces
représentants canoniques peuvent &tre obtenus en utilisant la relation de E_égalité
en une étape g autant de fois qu’il est nécessaire.

Ce résultat mathématique du probiéme de validité n’est pas suffisant pour donner
une bonne solution informatique. En effet la E_égalité en une étape ou le rempla-
cement d'égaux par égaux nécessite de nombreux retours en arriére. Ce qui risque
d’engendrer des boucles incontrélables et de ce fait rendre la méthode inefficace.
D’'ot I'idée d'une méthode visant non pas & supprimer les choix, mais  faire en sorte
qu'ils fournissent tous le méme résultat. C'est la base de la méthode de réécriture,
qui consiste tout d’abord & choisir-un sens d’utilisation des équations pour donner
des régles de réécriture. L’ensemble de ces équations ainsi orientées forme un systéme
de réécriture R. La E_égalité F-g devient la relation de réécriture — p associée a
R. Cette méthode impose Vexistence d'une forme normale pour chaque terme, ce
qui est exprimé par la propriété de termineison. D'autre propriétés ont été étudiées
par de nombreux auteurs et particuliérement [Hue80] pour la réécriture simple et
[Rem82] pour la réécriture conditionnelle.

Dans le chapitre 2 nous avons vu que pour pouvoir appliquer cette méthode syn-
taxique de F_égalité sur des formules équationnelles, il fallait les décomposer sous
forme de'a_équations. Nous avons vu aussi que la preuve de validité de ces a_équations
revient & trouver une inconsistance entre leurs assertions ou bien & prouver Ja validité
de leur partie conclusion dans l'ensemble d’équations initial augmenté avec les agser-
tions. Ce chapitre a pour objectif de mettre en cenvre ces idées théoriques  I'aide
des techniques de réécritures afin d’obtenir une solution informatique, et de décider
ainsi la validité des a_équations. Nous allons suivre la méme démarche que dans
le cas des équations simples dans le sens olt la preuve de validité d’une a_équation
se raménera & tester 'équivalence des formes normales de chacun de ses a_termes
(un a.terme est constitué d'un ensemble d’assertions plus un terme). Nous commen-
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cerons par définir la relation de réécriture entre les termes puis entre les a_termes.
Ces définitions seront ensuite utilisées pour tester l'inconsistence des assertions puis
de définir la validité d'une a_équation. Nous terminerons en donnant les différents
algorithmes de calcul de formes normales ainsi que leurs conditions de terminaison.

2 Réécriture conditionnelle

Définition 4.1 Systéme de réécriture conditionnelle

Soit (S, F,E) une spécification équationnelle. Le systéme de réécriture conditionnelle as-
socié & cette spécification est un triplet (S, F, R) ot R est un ensemble de régles obtenues par
orientation des équations de E tel que :

o a une équation du type g == d, nous associons la régle g — d,

o & une équation du type Ny npi == p, = g == d, nous associons la régle Aigf1.nj
pi==p,=>g—d

e et 4 une équation du type Ai.n)Pi == p. = g == (d1,d2), nous associons la régle
Aigjrnjps == pl = g — (d1,d2)

On suppose que var(p;),var(p)), var(d), ver(ds) et var(dz) sont inclus dans var(g). Dans la
sutte un systéme de réécriture sera représenté seulement par son ensemble de régles R.

L'orientation des équations se fait de telle sorte qu’elle doit assurer la terminaison de la réécriture.
Nous allons reprendre ce sujet plus en détail dans le paragraphe 5.

Hypothése 2
Nous supposons que la spécification (S, F,E) est consistante et compléte par rapport euz
booléens et que les constantes vrai et fauz sont irréductibles dans le systéme de réécriture R

associé d cette spécification.

2.1 Réécriture conditionnelle récursive sur les termes

Définition 4.2 Relation de réécriture conditionnelle récursive entre les termes

Soient R un systéme de réécriture, t et t' deuz termes. Un termet se rééerit en t' et noté
t — g t', dans U'un des trois cas:

o il eziste une régle g — d, une occurrence u de t et une substitution o telle que
tu=o0(g) et =t — o(d))]
ou

o une régle Aigpy njps == pl = g — d, une occurrence u de t et une substitution o
telle que t;, = o(g), pour tout i de [1.n] a(p) g P!, ett =tu—o(d)]

ou

o une régle Ajgpn npi == P = g — (d,dz), une occurrence u de ¢, une substitution o telle
que
tu=o0(g) et
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pour tout i de [1..n] o(p;) g pl, ett =tlu— o(d))
ou

— il existe un i de [1..n] tel que o(p;) ——g —p! et ¥ = t[u — a(dy)].

Les notations —+p et —g représentent respectivement les fermetures transitive et reflexive-
transitive de la relation —p.

I s’agit d’une relation de réécriture conditionnelle recursive dans le sens ot les conditions des
régles sont €valuées par réécriture avant de réécrire les termes.

Définition 4.3 Forme normale d’un terme

Un terme t est réductible par rapport ¢ un systéme de réécriture R si et seulement si il existe
un terme ¢ tel que t — g t'. Une forme normale de t par rapport & R, noté t g, est un terme
irréductible t' tel que t ——pt'.

2.2 Réécriture conditionnelle sur les a_termes

Par analogie & la preuve de validité des équations simples qui consiste & calculer les formes
normales de chacune de ses composantes, nous allons suivre la méme démarche. Tout d’abord
nous allons définir les composantes d’une a_équation. Il g’agit des deux termes de la partie
conclusion accompagnés chacun par la partie assertion.

Définition 4.4 Terme avec assertion

Un terme avec assertion ow un aterme noté ({aj,...,a,},t) est constitué d'un ensemble
d’équations closes sur T(Z U X) : {ay,...,8n}, appelé partie assertion, et d’un terme t clos de
T(ZUX).

Rappelons que dans la convention 5, les composantes d'une a_équation sont considérées comme
des formules close. 1l s’agira de méme pour les a_termes.

Cette notion de a_terme est différente de la notion de terme contextuel noté ¢ :: ¢t et qui &
été étudié dans [Zha84] et recement dans [Bou88b]. En effet un contexte ¢ est une conjonction
de termes booléens, alors que la partie assertion d’un a_terme peut contenir indifféremment des
équations booléennes ou des équations quelconques.

Maintenant pour pouvoir calculer les formes normales d’un a_terme nous allons définir la relation
de rééceriture utilisée.

Cette relation de réécriture entre les a_termes permet, en plus de la relation de réécriture entre
les termes, de faire du raisonnement par cas et de réécrire avec une assertion. Le raisonnement
par cas est possible quand la condition d’une régle si-alors-sinon ne peut étre évaluée ni 2 vraz
ni & fauz. Dans ce cas, nous générons deux nouveaux a.termes qui ont en plus des assertions
initiales , pour le premier la condition supposée vrai et pour le deuxiéme la condition supposée
fausse, Cela est justifié¢ par la propriété de complétude par rapport aux booléens qui assure que
si ces conditions étaient des termes clos de 7'(X)po0, €lle se seraient réduites & vra: ou a fauz.

Définition 4.5 Réécriture de la partie terme dans un a_terme
Soit R un systéme de réécriture, et soient ({a1,...,an},t) et {{b1,...,bn},s) deuc a.termes.

{{e1,...,a}, 1) se rééeriten ({by,...,bn}, ), et nous le notons ({ay,...,an};8) —a—p ({b1,-..,bm}, 8},

si et seulement si
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e réécriture conditionnelle simple
t—ps, et ({b,...,bm},8) = {{a1,...,8.},5),
ou

e Raisonnement par cas
il eziste une régle Ay mpi == 1, = g — (dy, d3), une occurrence u de t, une substitution

o telle que
Yy = a(g) et pour tout i de [1..n] (o(p;) Lp=1p";, (p{ # p"i) et (_p: # ")
et ({b1,...,bm}.s) est l'un des a_termes svivant :

({1, an, (0(@2) == Plhigrn)s (B == Pligprnps b tlw — o (d1)])

{{a1,- -, an,0(p1) == 91, p] == pi},tlu — o(d2)) ,

({a1,...,0n,0(pn) == Py, P == w1, tlu — o (da)]),
p!! ==pl peut étre omise si p = p!

ou

Réduction avec une assertion

i eziste un ¢ de [1..n], tel que a; = (t; == 1)

et il eziste une occurrence u de t telle que

tu=t1 et {{br, .., bm}ys) = ({ar, ... en}, t[u — ta]).

Normalement lors du raisonnement par cas, il n’y a que deux a_équations générées avec les
formules équationnelles Aig1.n)2i et ﬂ(A,e“‘_,,IaJ qui sont ajoutées aux assertions. Mais aprés
la décomposition de ces deux a_équations nous obtenons les a_équations vues dans la définitions
précédentes.

Remarque 4.1

Les variables dans les assertions sont des vardables fizées: constantes. Ce qui empéche de
faire du filirage entre les termes de ces assertions et le terme & réduire. C'est pourquoi la
réduction avec une assertion consiste seulement & faire un remplacement de termes.

Exemple 4.1

Reprenons Uezemple 3.8.
Et soit ({estvide(X) == fauz, estvide(umion(X, o)) == fauz, min(X) < maz(X) == vrai},
min(union(X,a)) < mazr(union(X, a)) == vrai} une a_équation obtenue lors de la décomposi-
tion de la formule résultat de Uinduction structurelle. Cette a_équation se décompose en deur
a.termes :
({estvide(X) == fauz, estvide(umion(X, a)) == fouz, min(X) < maz(X) == vra},
min(union(X, a)) < maz(union(X,a))) et
({estvide(X) == fauz, estnide(union(X,a)) == fauz, min(X) < mez(X) == vrai},
vrai)
Une réécriture simple du premier a_terme avec la régle
maz(union(E, z)) — sup(z,maz(E)) a pour résultat le a_terme
({estvide(X) == fauz, esturde(union(X, a)) == fauz, min(X) < maz(X) == vrai},
man(union(X, a)) < sup(a, maz(X))),
En essayant de réduire ce dernier avec la régle conditronnelle (y < £) == vrai = sup(z,y) —

CHAPITRE 4. REECRITURE ET RAISONNEMENT PAR CAS

75

(z,y). La condition ne s'évalue ni ¢ vrai ni & fauz. Nous allons eppliquer un reisonnement
par cas, et nous obtenons les deur a_termes:

({estvide(X) == fauz, estvide(union(X, a)) == fauz, min(X) < maz(X) == vrai,
maz(X) < a == vrai}, min(union(X,e)) < a). La derniére assertion étant lo condition sup-
posée & vrei.

et le a_terme

({estvide(X) == fauz, estvide(union(X, a)) == fauvz, min(X) < maz(X) == vrai,
maz(X) < e == fauz}, min(union(X,e)) < maz(X)) La derniére assertion étant la condition
supposée & fouz.

Contrairement i ce qui se passe pour la relation de réécriture simple, la relation de réécriture
entre les a_termes admet plusieurs formes normales pour un méme a_terme & cause du raisonne-
ment par cas. Par conséquent, un a_terme n'a pas une forme normale unique, mais un ensemble
fini de formes normales.

Définition 4.6 Forme normale d'un a_terme

La forme normale d'un aterme ({ay,...,an},t) est un aterme ({by,...,byn},t"} tel que
({a1,.. ., e}ty —a—p {{br,.. ., b}, t') €t ({b1,...,bm}, ¥} est irréductible.
L’ensemble de formes normales d’un a_terme est noté EFNA({{e1,...,e.},1)).

2.3 Comparaison avec la réécriture contextuelle

La réécriture contextuelle a été proposée pour la premiére fois dans [BDJ79]. Elle est définie

sur les termes contextuels. Il s'agit d'ajouter la condition de la régle si-alors, sans qu'elle
soit évaluée, dans le contexte du terme contextuel & réécrire. Elle a ensuite été utilisée dans
[Rem82] dans le cadre des spécifications hiérarchiques. Nous la retrouvons aussi dans [Zha84] qui
I'utilise comme une base du systéme REV EURA. Les travaux actuels dans [BR87a], [Bou88b)
utilisent aussi la réécriture contextuelle pour étudier la confluence close des systémes de réécriture
conditionnelle. La premitre différence c’est que nous utilisons les deux formes de régles de
réécriture: La forme si-alors réservée aux opérations partiellement définies et aux préconditions
sur les opérations. Et la forme si-alors-sinon utilisé pour définir les opérations dans des contextes
exhaustifs. Cette deuxiéme forme a l'avantage de permettre la génération automatique de cas
lors de la réduction d’un a_terme en créant deux nouveaux a_termes qui ont respectivement en
plus des anciennes assertions la conditions de la régle et sa négation. Ces nouvelles assertions
peuvent &tre utilisées comme des régles de réécritures pour les prochaines étapes.
Une deuxi¢me différence c’est que nous évaluons les conditions avant de réécrire avec les régles
conditionnelles. Cela est obligatoire pour pouvoir réécrire avec les régles de la forme si — alors.
Pour les régles si—alors—sinon nous évaluons aussi les conditions pour ne pas avoir une explosion
combinatoire de cas. Cette évaluation de la condition peut entrainer la non terminaison de la
réécriture. Mais nous allons définir dans les paragraphes suivants les conditions pour que cela
ne se produise pas.

2.4 Réduction d’une a_équation
Les définitions ci-dessous seront utilisées pour simplifier celles de la section suivante.

Notation 4.1
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Soient {ay,...,an} €t {by,..., b} deuz ensembles d’éguations closes.
{a1,... 8.} W{by,..., bm} estla réunion entre ces deuz ensembles. Sachant que deuz équations
t) ==1] etty ==1, sont égales si et seulement sity = ¥p et | = 1).

Définition 4.7 Réduction de la partie conclusion d’une a_équation

Soit R un systéme de réécriture. Une o_équation ({a1,...,e,},1 == s) se réduit & la
a-équation ({by,...,bp},t' == ), et nous notons ({ay,...,an},t == s)~p ({by,... ,be},¥ ==
s} si et seulement si il existe:

e une forme normale ({d},...,al,},t), du a_terme {{a1,...,an},1)
et

o une forme normale {{a”1,...,0"},5'), du a_terme {{a1,...,a5},5)

telles que {by,...,b¢} = {a),..., .} W{a],...,q]'}

3 Validité d’une a_équation

3.1 Réduction de la partie assertion dans une a_équation

Réduire une assertion c’est calculer les formes normales de ses deux composantes en utilisant
le systéme de réécriture initial augmenté avec les autres assertions qui 'accompagnent. Pour
accomplir cette tiche nous allons définir la réduction d’une assertion comme la réduction de la
a_équation composée de 'assertion 4 réduire dans la partie conclusion et des autres assertions
dans la partie assertion.

Définition 4.8 Réduction d’une assertion

Soient R un systéme de réécriture. Une a_équation {{ay,...,an},€) se réduit en une a_€quation
({b1,...,bm}, €} avec une réduction d’une assertion a; et nous notons :
{81, an},€) Sap {{b1,...,bm}, €} si et seulement si:
o {{e1,...,@im1, 0041, .. an},ai) ~p ({on,. .}, B)
et

o (b, ba}={a1,...,ax} Wfcr, ..., } W{b}.

Les deux a.termes qui correspondent & I'assertion & réduire peuvent avoir plusieurs formes nor-
males. Donc, la réduction d'une assertion peut générer plusieurs a_équations. Or ce travail doit
étre fait pour chaque assertion d’'une a_équation donnée. Nous serons donc amené & composer les
résultats de ces différentes réductions pour calculer I’ensemble des dérivées d'une a_équations.
Cet ensemble sera calculé par approximations successives comme nous allons le voir dans la

définition suivante.

Définition 4.9 Ensemble des dérivées d’une a_équation

Sotent R un systéme de réécriture et ({ay,...,an},€) une a_équation. L'ensemble des déri-
vées de celte a_équation noté par DERIV ({{ey,...,a,},€)) est défin: par:

o DERIV; = {({by,...,bn}.€), telle que {{ay,...,a,},€) '\I»QR ({b1,. .. bm . e)}.
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e DERIViy, = {({cl,...,c,},q), telle que 3 ({a1,...,0n,b1,...,bm, },€) € DERIV; et
({81, @ny b1y bimg )y €) rap ({1, e}, €))

e DERIV({{ai1,...,8n},€)) = DERIV,. n est le nombre d’assertions.

Exemple 4.2

Reprenons le a_équation de 'ezemplef.1:
({estvide(X) == fauz, estvide(union(X, a)) == fouz, min(X) < maz(X) == vrai},
min(union(X, ¢)) < maz(union(X, a)) == vrai) .
Avant de commencer la réduction de la partie conclusion il faut réduire les assertions, ou en
d’autres termes calculer Uensemble des dérivées de cette a_équation. Pour cela nous devons ré-
duire les trois a_équations
({estvide(union(X,a)) == feuz, min(X) < maz(X) == vrai},estvide(X) == fauz),
({estvide(X) == fauz, min(X) < maz(X) == vrai},estvide(union(X, a)) == fauz)
et ({estvide(X) == fouz, estvide(union(X,e)) == fauz}, min(X) < maz(X) == vrai)
La réduction de la premiére et de la troisiéme a_équation ne change pas le résultat, car estvide(X)
et vrai sont irréductibles, ainsi que min(X) et maz(X). La réduction de lo deuciéme donne
comme résultat lo a_équation ({estvide(X) == fauz, min(X) < maz(X) == vrar}, fous ==
fauz). Et puisque cette a_éguation est une a_équation triviale l'ensemble des dérivées
DERIV ({{estvide(X) == fouz, estvide(union(X,a)) == fauz, min(X) < mez(X) ==
vrai}, min(union(X, ¢)) < mez(union(X, o)) == vrai)) =
{{{estvide(X) == fauz, estvide(union(X,a)) == fauz, min(X) < maz(X) ==vrai},
min(union(X, a)) < maz(union(X, a)) == vrai)}.

Les motivations de la réduction des assertions sont multiples:

e Elle permet de détecter les inconsistances dans les assertions. Par exemple, il se peut
qu'une hypothése soit toujours vraie, ce qui sera coufirmé par la réduction, alors que dans
une étape de la décomposition, nous 'avons supposée fausse.

Elle permet aussi de calculer les formes normales des assertions qui pourront elles aussi
étre utilisées dans la réduction de la partie conclusion qui les accompagne.

Le raisonnement par cas au moment de la réduction des assertions permet de générer des
assertions supplémentaires. Ce sont les conditions des régles utilisées lors de ce raisonne-
ment par cas. Ces nouvelles assertions pourront alors &tre utilisées pour réduire la partie
conclusion. Cela constitue une anticipation sur la génération de cas pour la réduction de
la partie conclusion.

3.2 Validité d’une a_équation

Définition 4.10 Inconsistance d’une a_équation
Une a_équation ({a1,...,80},¢€) est inconsistante si et seulement si il eziste un i de [1..n]
tel que o; = (vrai == fauz) ou ¢; = (faur == vrar).

Exemple 4.3

Reprenons l'ezemple 3.8.
Et soit {{estvide(ensvide) == vrai}, min(ensvide) < maz(ensvide) == vrai) une a.équation
obtenue lors de la décomposition de la formule résultat de Uinduction structurelle. L’ensemble
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La partie conclusion de ces quatre a_termes se reduit & vrai. Donc

EFNA({{estvide(X) == fouz, estvide(union(X,a)} == fauz,

min(X) < maz(X) == vrai}, min(union(X,a)) < maz(union(X,a}))) =
{{{estvide(X) == faug, estvide(union(X,a)) == faux, mn(X) < maz(X) == vras,
maz(X) < a == vraz, a < min(X) == vrai}, vrai)

{{estvide(X) == fauz, estvide(union(X,a)) == fauz, min(X) < maz(X) == vrai,
maz(X) < a == vrai, min(X) < a == vrai}, vrai)

{{estvide(X) == fauz, estuide(union(X,a)) == fauz, min(X) < maz(X) == vraz,
a < maz(X) == vrai, e < min(X) == vrai}, vrei)

({estvide(X) == fauz, estvide(union(X,a)) == fouz, min(X) < maz(X) == vrai,
o < max(X) ==vrai, a <mn(X) == fouz, min(X) < a ==vrai}, vrai)}

EFNA({{estvide(X) == fauz, estvide(vnion(X,a)} == fouz,
min(X) < maz(X) ==vrai}, vrai)) =

({estvide(X) == faug, estvide(union(X,a)) == fauz, min(X) < maz(X) == vrai}, vrai)

La composition des deuz ensembles de formes normales est égale d

{{{estvide(X) == fauz, estvide(union(X, a)) == fauz, min(X) < maz(X) == vray,
maz(X) < @ == vrai, a < min(X) == vrai}, vrai == vrai)

({estvide(X) == fauz, estvide(union(X,e)) == feuz, min(X) < maz(X) == vrai,
maz(X) < @ == vrai, min(X) < a == vrai}, vrai == vrai)

{{estvide(X) == fauz, estvide(union(X,a)) == fauz, min(X) < maz(X) == vrai,
e < maz{X) == vrai, @ < min(X)==vrai}, vrai == vrai)

({estvide(X) == fauz, estvide(union(X,e)) == fauz, min(X) < maz(X) == vras,
a € maz(X) == vrai, o < min(X) == fauz, min(X) < a == vrat}, vrai == vrai)}
Toutes ces a_équations ont leur pertie conclusion qui contient vrar == vraz, donc vérifie
la deuziéme condition de la définition 4.13. On peut conclure que la e_équation
{{estvide(X) == fauz, estvide(union(X,e)) == fouz, min(X) < mez(X) == vrat},
man(union(X, a)) < maz(union(X,e)) == vrai)

est un théoréme équationnel.

4 Correction de la réécriture sur les a_équations

L’objectif de cette section est de prouver que chaque étape de la réécriture dans une a_équation
ne change rien & la validité de celle-ci. Ces preuves seront un intermédiaire pour prouver des
propriétés plus générales sur la validité. Ces propriétés concernent la relation entre la validité
d'une a_équation et la validité de I'ensemble de ses dérivées, puis la relation entre la validité
opérationnelle que nous avons vu dans la définition 4.13. et la validité formelle d'une a_équation.

4.1 Correction des étapes intermédiaires

Les étapes de la réécriture dans les a_équations seront formulées a 'aide de régles d’inférences.
Le dénominateur contient la a.équation initiale et le numérateur contient la ou les a_équations
obtenues aprés 1'application de la réécriture. Une telle régle d'inférence peut étre lue de la
fagon suivante: la partie dénominateur est valide si et seulement si la partie numérateur lest
aussi. Cette nouvelle présentation des relations de réécriture sous forme de régles d'inférence
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des dérivées de cette a_équation est égal & {({estvide(ensvide) == wvrai, four —— wvrai},
man{ensvide) < maz(ensvide) == vrai)} gui est une a_équation inconsistante.

Définition 4.11 Composition de deux ensemble de a_termes
Sotent {({ai),...,ai, 1, 4), i € I} et {{djr,-- - bin, 1y 85), G € J} deuz ensembles de
a.termes. La composition de ces deuz ensembles est un ensemble de a_équations défini par

(Ui 00, Y, B b, ti==5)), i €1, j €T}

Définition 4.12 Equivalence de deux ensembles de formes normales de a_termes
Sotent {({ai,, ..., 0, }, ), i €I} et {{{bj1,---, b5, }, 5}, J € J} deuz ensemble de formes

normales respectives des a_termes {{ey,...,an},t) et ({b1,...,bn},5), et

{{{ckys sk, btk == sk}, k € K} leur composition.

Ces deuz ensembles de formes normales sont équivalents si et seulement st pour tout k de K :

e i =35
oy

o ({Ckis-- s Chy, b T == k) est une a_équation inconsistante.

Définition 4.13 Théoréme équationnel

Une a_éguation ({a1,...,en},t1 == t2) est est un théoréme équati | 51 et seul t st
pour toute a_équation ({by,...,bm}, 81 == s3) de DERIV({{ay,...,a.}, t, ==13}),
EFNA({{b1,...,bm},s1}) et EFNA({{b1,...,bm},52)) sont équivalents.

Exemple 4.4
o La a.équation {{estvide(ensvide) == vrai}, min(ensvide) < maz(ensvide) == vrai)
de Uezemple 4.3 est un théoréme équationnel car son ensemble de dérivées est égal a
{{{estvide(ensvide) == vrai, fous == vrai}, min(ensvide) < maz(ensvide) == vrai)}

qui est une a_équation inconsistante.

e Reprenons la a_équation
{{estvede(X) == fauz, estvide(unton(X,a})) == fauz, min(X) < max(X) == vrai},
min(union(X,a)) < maz(union(X, o)) == vrai} de l'ezemple 4.1. D’aprés 'ezemple 4.2,
Vensemble des dérivées est réduit a la a_équation elle méme.
La réduction du a_terme
{{estvide(X) == fauz, estvide(union(X,a)) == fouzr, min(X)} < maz(X) == vraz},
min(union(X, a)) < maz(union(X,a)))
donne les guatre a_termes suivanis:
« {{estvide(X) == fauz, estvide(umon(X,e)) == fauz, min(X) < moz(X) == vraz,
mez(X) < a == vrai, a < min(X) == vrai}, a < a)
* ({estvide(X) == fauz, estvide(union(X,a)) == fauz, min(X) < maz(X) == vrai,
maz(X) < a == vrai, min(X) < o == vrai}, min(X) < a)
* ({estvide(X) == fauz, estvide(union(X,a)) == fauz, mn(X) < maz(X) == vras,
a < maz(X) ==vrai, e < min(X)==vrai}, e < maz(X))
* ({estvide(X) == fauz, estvide(union(X,a)) == fauz, min(X) < mez(X) == vray,
a < maz(X) ==vrai, a < man(X) == fauz, mn(X) < o == vrai},
min(X) < maz(X))
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permettra de bien comprendre les définitions de ces relations [Laz90a]. Pour la preuve de
correction nous allons utiliser la sémantique donnée aux régles d'inférences dans la définition 2.3.
Nous commengons d'abord par la correction de la réécriture sur les termes.

Soit E un ensemble d'équations et R le systéme de réécriture associé.

Lemme 4.1 Réduction simple d’un terme
Soient t et t' deuz termes.

t—pt == t==1t"est valide dans M(FE)

Preuve:
Pour prouver ce lemme il faut prouver que pour toute algébre A de M(E), A valide

t==t.

Supposons le contraire, alors il existe une algébre A de M(E) et un homomorphisme
v I T(F,X) — A4, telle que ¥/(t) # o/(¢').

t —g t' implique qu'il existe une équation e de E, une occurrence u de ¢ et une
substitution § qui vérifient les conditions de la définition 4.1.

Or I'équation e peut avoir trois formes:

e ¢ = (g == d), qui est valide dans toute algébre de M(E). En particulier
dans A. Donc pour tout homomorphisme v : T(F,X) — A4, v(g) = v(d) et
par conséquent v(6(g)) = v(8(d)). Ce qui implique que v(2) = v(t'). Ce qui
contredit le fait que A ne valide pas t == ¢t/.

o e = (Aigf1.a[pi == P}) = g == d, qui est valide dans toute algébre de M(E) et
en particulier dans A. Or d’aprés la définition de t — g t',V i € [1.2],8(p;) =
P! donc v(8(p)) = v(p)), ce qui implique que v(6(g)) = v(8(d)) et par conséquent
que v(t) = v(t'} ce qui contredit I'hypothése initiale.

e = (A;e[l__n]pg ==yp}) = g == (d1,dy). Deux cas peuvent se présenter:

- Vi € (1.0, 6(p:) = p donc v(8(p;)) = v(p}), ce qui implique que v((g)) =
2(8(d1)) et par conséquent que v(t}) = v(t') ce qui contredit I'hypothése
initiale.

— 3 € (L.m] tel que 8(p;) = —p}. Donc v(8(p:}) = —w(p}). Ce qui implique
que v(8(g)) = v(8(dz)) et par conséquent que v(t) = v(t') ce qui contredit
I’hypotheése initiale.

Lemme 4.2
La régle d'inférence

({aly- eeyQn, (P:' :=P:):6[L.mJ}a E)
{{a1,...,an,p1 == -1}, €)

({ay, . an,pm == i, },€)

({a1,...,an}, €}

est correcte.
On suppose que pour tout 1 € (L.n], p, == p) est une équation booléenne close sur T(L) telle

gue que p, = vrar ou p} = fouz,
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Preuve:
Il s’agit de montrer que ({a1,...,en, (1 == plliep.m} ), {{a1,... 00,1 ==
-pi},e) ... {{a1,..., 80, pm == -p}.},€) sont valides dans une algtbre A si et seu-
lement si ({a1,...,¢,},€) est valide dans A.
({alv' -y, (pi == P:)'e[l..m]},e)’ ({e1, ..., 0n,p1 == —q)i},&) ais s ({ah coorln, Pm ==
-t }, €} sont valides dans A si et seulement si
AFs (Ngj.n)ai Aigm Pi ==pl) => Az e A
AEs (Nep.njgi Apr==p}) => Az eA

Aps (Nepnjei Apn==-pp) == AFxe

Ce qui est équivalent &

(AFz (Ne.m@) AA Fx Aigjtmpps ==pi) => Alm e A
(A (MNepm@) NAspr==p)) = AFzneA

(AEs (Mgpm@i) ANA s pr==p,)=> AfFzr e

Ce qui est équivalent &

(AEs (Nienn@) A(A Fs Aghmppi ==p{VAFEp1=="1V...VA g po ==
—pp) => A |=x e (lemme 2.3 et distributivité du A par rapport au V).

Ce qui équivalent a

Az (Nginjoi) A (ANgimips == piVp1 == P V...Vppo==-p) = A fre
Ce qui est équivalent &

Az (Agnja) A (Nigh.mps == pi V ~(Aign.mpi == )} => Az e

Ce qui est équivalent &

AFx (/\-ep.,n]ﬂu) = AFse
Ce qui est équivalent &

Az (a1, .. a0} ).

Lemme 4.3
Sotent a,b et ¢ trois propositions.

(((eAb)y=c)A(a== b)) = (a = ¢)
Lemme 4.4
(((a=b)=(a=c)) = ((aAb) =)

Proposition 4.1 réduction simple

La régle d’inférence
Hay, - en} 1 == 1))
({a.l, vae ,an},t; == tg)

avec ty —ip th
est correcte
Preuve:

1l sagit de montrer que ({e1,...,@n}, {y == t5) est valide dans une algtbre A
si et seulement si ({a1,...,a.}, 8 == t3)
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.=
Supposons que {{al,...,ar},t1 == tz) ne soit pas valide dans A. Ce qui
implique qu'il existe une valuation v, telle que pour tout ide [L.n], v(a;) = vrai
et u(ty) # v(tz). Or d'aprés le lemme 4.1, tz == t, est valide dans A, ce qui
implique que v(tz) = v(ty). Or ({a1,.-.,an}, 1 == t5) est valide dans A
et v(a;) = vrei implique que v(t;) = u(ty). Et par transitivité de Pégalité
u(t)) = v(tz). Ce qui contredit 'hypothése.

o <= Méme démarche

Proposition 4.2 Raisonnement par cas

La régle d'inférence

({a1,- -1 n, (pi == PG)iE[I.‘m]}ytl =T t’z)
({ar, .-+ 2n,p1 == pi}, 0 == 13)

{{a1,. . Cnypm == _'plrn}xtl ==t}

{{a1,...,an}, ty == ta)

telle que il eziste une régle Ajepy mPr == pl = g — (dy,dp) de R, une occurrence v de ty et une
substitution o telle que

4 tz/u = G(g),
o pour tout 1 de [1..m], (o(p.) lr=9", (gL # 27 et (p} # —pl))
et

o th=1tolu — o(d))] et t§ = ta[u  o(da)].
est correcte.

Preuve:
1l s’agit de montrer que les a_équations ({ay,...,¢n, (pi == Pichmirti == t5),
({als sy OnyPL T p'p’l})tl == t’?’)l cen ({a‘lv' o1 Ony P = _‘p’m}vtl == tIZI) sont
valides dans une algebre A si et seulement si {{ay,... ,@n},t1 == t3) est valide dans
A.

({aiy. .., e}, t1 == tz} est valide si et seulement si
({ll], ceealny (0(]7‘) = P:):e[l..ml}, t == tZ), ({al) B n,0(p1) == _'pll}: ty ==
to), ..., ({e1,.. . Cn, 0 (pm) == —p'.}, 11 == tp) sont valides (lemme 4.2).

Or
o ({as, ., @n, (0(p3) == B)igp1m)}, t1 == tz) est valide si et seulement si
({a1,..,8n, (0(pi) == Pigtml )t == t,) est valide (proposition 4.1},
avec ty —p 1) en utilisant la régle A mps == Pl = 9 = (d1,ds) et la

substitution o et telle que pour tout i de [L.n], ¢(pi) = 7.
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o pour tout j de [1..m]
{{e1,...,n,0(p;) == p}},t1 ==t} est valide si et seulement si
({a1,. .., an,0(p;) == —p}}, 11 == t) est valide, (proposition 4.1),
avec By — g 5 en utilisant la régle Aigp.mpe == §} = ¢ — (d1,d2), la
substitution o et telle que o(p;) = -p}.

Proposition 4.3 Réduction avec une assertion
La régle d’inférence

({a1,. .. en} t1==1t5)

({al) LR 1an}1 t == tZ)

telle qu’ il existe une assertion a; = (g == d), une occurrence u de tp telle que ty, = g et
th = tlu —d
est correcte

Preuve:
1 sagit de montrer que ({ay,...,8a,},t; == th) est valide dans une algébre A si et
seulement si {{a1,...,an},t1 == t3) est valide dans A.
¢ =
Supposons le contraire, donc il existe une valuation v, telle que v(a;) = wvrai
pour tout 3 € [l.n] et v(t;)} # w(tz). En particulier v(a;) = wrei. Donc
v(g) = v(d), ce qui implique que v(tz) = v(th). Or ) == t} est valide dans A
ce qui implique que v(t) = v(ty). Et par transitivité de I'égalité v(t1) = v(t2).
Ce qui contredit ’hypothése initiale.

e <= Méme démarche.

Proposition 4.4 Réduction simple d’une assertion

La régle d’inférence

a8ty == i, Gigty oy By by == tiz}l 6)
({al» cens@iogy by ==y, Qi ,a,,},e)
avec t;; —p ti,
est correcte.
Preuve
1 s’agit de montrer que ({e1,...,8i-1,%; == ty,,0i41,..., 80, ti, == U, },€) est
valide dans une algébre A si et seulement st ({a1,...,8-1,t;, == t;,, @41,...,an},€)
est valide dans A.
. =

Aks ({61, .. 00,1y, == 1}, €) est équivalent &
Aks (Mg Aty ==t,) == A=z e. Ce qui est équivalent &
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(AFs AgnnsiAA s t, ==t )= Akge (1)
Or A s &, == ti, = A [=x t;;, ==t}, ce qui implique que
Afs Agpnei = A e t, ==t (2)
(1) et (2) = (A Ex (Aig.nj) = A Fx €). (lemme 4.3)
Ce qui implique
Az ({ay,. .. e} €)
. =
Aks ({ay,. .. an},€) est équivalent &
Als (Nep i) = AfEze. (1) o
Or A g ti, ==ti, = A s t, ==t},. Ce qui implique que
AEs Ngnai = A i, == 1, (2) .
(1) et (2) = ((A ks (Aign@) AA s 8y, ==1,) = A [=5 e. Ce qui est
équivalent a ) .
A s Nefinjei Ati, ==, = A [F5 e Ce qui est équivalent &
A }:E ({a'lv"')ﬂ"mtn == tllz})e)'

Proposition 4.5 Réduction d’une assertion avec une assertion

La régle d’inférence

<{ﬂ1,.. . 1ai—l|tix ==y, il - - Ony ti'x == t:g}xe)
({“h" 8-ty == 1, Gt .,en},€)
telle qu’ il eziste une assertion a; = (g == d), une occurrence u de t, telle que t"/u =g et
t:z =t,[u—d]
Preuve:

Méme démonstration que la proposition précédente.

Proposition 4.8 Raisonnement par cas dans une assertion

La régle d'inférence

!
({a1, .- G0 -1yly == 1,040, 80, ) == ’3327(,13- :=P:)i6[ll- m]},e)
({a1,- -, 0)-1,t), == 155, 0541, -, Gny 25, == 120 P1 == L} e)
’ _ !
({a1, oy Gty by == 15,8541, -, 0n b == t;’z»Pm == Pn} €

({a‘ll"'i“ﬂ})e)

telle que il eziste une régle A1 mpi == P, = g — (di,d2) de R, une occurrence u de t); et
une substitution o telle que

& tJ'z/u :0(9),

o pour tout i de [1.m), (o(p:) Lr=p" (0} # 7)) et (0] # ~»!))
et
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ot =thlu—o(d)] et t = t;,[u - o(dy)).

est correcte

Preuve:
11 s’agit de montrer que les a_équations
{{ayy... VOi—1, by == 15,8541, 0, G, tj, == t;“v (i == P:'):E(l..m]}r e}
{{ei,... Vi-ny by ==, 0540, ) @ny by == jlzlpl == —-p’l},e),
oo e 0im0, 8 == 4,050, 00,8, == . pm == —p,}, ) sont valides
dans une algébre A si et seulement si ({ay,...,a,}, ) est valide dans A.

{{a1,-.,8n},€) est valide si et seulement si ({ay,...,ap, (@) == Pigpr.m}s

&), {{or, s an, o(p1) == —pi}, €}, .., ({a1, .-+, @n, 0(pm) == pl,}, €) sont
valides (lemme 4.2).

Or

o ({a1,.. 851,85, == t;,a541,...,en, (0(p;) == Ph)igf1.mj}> €) est valide si et
seulement si
({a’ly s Gl ==t a4, 1 Ony by, == t;z, (o(p) == p:')ie[l..m}}v €) est
valide (proposition4.4),
avec tj, —p t;, en utilisant la régle Ay mpi == pi = g — (d1,dg), la
substitution ¢ et telles que pour tout ¢ de [1..m], o(p;) = p}

e pour tout ¢ de [1..m],
({a1,-. 0 8j-1, == t,0541,...,8n,0(p;) == —pl},e) est valide si et seule-
ment si
(o1, 051ty == tj5, 0541, ., 0, 0(p;) == —pl, 1), == t7.},€) est valide
(Proposition 4.4},
avec t;, —p ¢! en utilisant la régle Aglt.mps == p} = g — (dy,dy), la
substitution ¢ et telles que o(p;) = —p!.

Remarque 4.2

Dans les propositions ci-dessus nous avons prouvé la correction des régles d inférence dans
lesquelles nous ne réécrivons que le terme gauche d'une équation. La rééeriture du terme droit
donnera des régles d’inférence semblables. Et la prewve de correction et la méme.

4.2 Correction de la stratégie globale

Les deux propositions suivantes nous permettront de prouver la correction de la stratégie de
preuve de validité d'une a_équation.

Proposition 4.7

Une aéquation ({ay,...,an},e) est équationnellement velide si toute a_équation de
DERIV({{ai, ..., an}, €)) est équationnellement valide.

Preuve:
La preuve de cette propriété passe par la preuve des propositions 4.4, 4.5 et 4.6
car chacune des étapes du calcul de 'ensemble des dérivées utilise I'une de ces régles
d'inférence
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Proposition 4.8
Si une a_équation est un théoréme équationnel alors elle est équationnellement valide.

Preuve:
T s’agit de prouver que la définition 4.13 implique les conditions du théoréme 2.4.
Soit {{a1,...,aa},€) une a_équation dont nous voulons prouver la validité équation-
nelle. Supposons que pour toute a_équation ({b1,.-rbm} t ==1t3) de
DERIV({{ey,....an} €)), EFNA({{b1, ... bm}, 1)) et EFNA(({bs; ..., bm}, t2) sont
équivalents. Soit {({ck,,---+Ckey 1ty == tin) K € K} 'ensemble composition de ces
deux ensembles de formes normales. Pour chaque a_équation ({ck,, ..., Ck, }str, ==
1k,} de cet ensemble et d’aprés la définition de I'équivalence, I'un des deux cas est

possible:
o ty, = b, et dans ce cas nous avons y, == b, est valide dans M(BU{ck;,- ke, 1)-
Ce qui vérifie la deuxidme condition du théoréme 2.4
ou
. ({ckll""ckrk}lt“) == t;,) est inconsistante, donc il existe un j € [1.k,] tel

que ¢; = (vrai == fauz) qui est une équation qui n’est valide dans aucun
algebre. Ce qui vérifie la premiére condition du théoréme 2.4.

Ces a_équations de I'ensemble {({ck,,...,ck, Jth == t,), k € K} qui sont toute
équationnellement valides ont été obtenues en utilisant les régles d'inférences des pro-
positions 4.1, 4.2 et 4.3. Ce qui implique que ({b1,... b}, 81 == t2) est équation-
nellement valide. Or cela est vrai pour chaque a_équation de DERIV ({{a1, ..., e}, )},
donc d’apres la proposition 4.7, ({a1,..., @z}, €}) est équationnellement valide.

5 Calcul des ensembles de formes normales

5.1 Stratégie de calcul des formes normales

Définir une grande spécification est une tache difficile. La notion de hiérarchie dans la
construction des spécifications [Rem82] permet de réduire cette difficulté, en manipulant des
spécifications plus petites et plus compréhensibles. Nous pouvons voir cette hiérarchie quand
une composante d'une spécification est définie 2 partir d’autres composantes. Par exemple, pour
définir la spécification du type table (cf exemple 4.5 ci-dessous) nous avons besoin de définir le
support du domaine de la table (Le type ensemble). Nous pouvons voir aussi la hiérarchie quand
une opération est définie & partir d'une autre. Par exemple pour définir V'opération d'union de
deux enserables, il faut définir 'opération d’appartenance d’'un élément & un ensemble.

Notre objectif est d’utiliser cette hiérarchie dans la définition des différentes composantes d’une
spécification pour la réduction des termes. Normalement, pour réduire un terme nous devons
parcourir toutes les régles du systéme de réécriture, jusqu’a en trouver une qui rééerit se terme.
Or pourquol chercher & réduire un terme sur le type table avec des régles qui correspondent aux
axiomes qui définissent le type ensemble. Ce que nous voulons c'est chercher la forme normale
d’un terme sur le type table, avec les régles qui définissent ce type, ensuite chercher la forme
normale de ce résultat avec les régles du type ensemble.

En résumé, cette hiérarchie permet & l'utilisateur de décomposer la spécification d’un probléme
en des ensembles disjoints d’équations. Chaque ensemble donne une définition compléte d'une
composante du probléme. Mais il n'est pas contraint & faire cette partition, il peut donner
sa spécification en un seul ensemble. Cependant, nous ne supposons aucune contrainte sur la
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maniére de construction des équations.

.Cette notion de hiérarchie différe de celle proposée dans [Rem82] et [BR87a], ot la hiérarchie
{ntervi:ent dans la construction des équations conditionnelles. En effet si une équation appartient
4 un niveau ¢ alors la condition doit appartenir au niveau précédent. Pour se différencier nous
parlerons de spécification par partie.

Définition 4.14 spécification par partie

) Un'e spécification par partie & (n+1) niveauz (SPs,SP,,...,5P,) est un n+1 uplet de spé-
cifications, tel que pour chaque spécification SP; = (S;, F;, E\) i € [0.n ~ 1]
SiC S, FiC Ry et EENEy =0.
Un sysfeme de réécriture par partie R = (RoU...UR,) est le systéme de rééeriture associé
la spécification par partie (SPp,...,SP,).

Définition 4.15 Forme normale par partie
Soient SP une spécification par partie avec p composantes SP, ..., SF,,
R = Rf U...UR le systéme de réécriture associé, Soit t un terme de lo 1¥™ composante
de la spécification. et € T(F,, X) — T(Fi_1, X).
On définit la forme normale par partie du terme t selon le systéme de réécriture R par

tle= (..((tIr) lRiy) - LRY)-

Remarque 4.3

Dans le cas d’un systéme de réécriture convergent, la forme normale d’un terme ne dépend
pas de la maniére dont elle est calculée. Dans ce cas la forme normale par partie est équivalente
@ la forme normale.

Exemple 4.5

2 Pa;:rballéﬁm'r la spécification du type tabl(f nous aurons besoin de définir le support du domaine
une table qui est le type ensemble ordonné (cf exemple 1.13).

Type ensemble
So = {ens_ord, entier, bool}
Fy = {ens.vide,union, dif ference, estnide, min, maz, =, <}
avec les profils définis dans Uezemple 1.13.
Fy=
axiomes

difference(ensvide,zi) == ensvide
(7t = yi) == vrai = difference (union(zE,zi),yi) ==
' ) (difference(zE,yi), union(difference(zE,yi),zi))
appertiente(ensvide, ;) == four
(zi = yi) == vrai => eppartienta(union(zE,zi),yi) == : 1 ]
estvide(ﬁnsvide} == vrzf ( (o) (3, PR
estvide(union(zB,11)) == faus
card(ensvide) ==
card(union(zE,zi)) == (cerd(zE)+1)
min(ensvide) == 1000
min(union(zE,zi)) == inf(zi , min(zE))
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maz(ensvide} ==

maz(union(zE,11)) == sup( zi , maz(zE))
(zi < yi) == vrai = inf(zi, yi) == (T, i)
(z1 > yi) = sup(si, yi) == (zi, y1)
f-axiomes

Type table
8, = {table, ens_ord, entier, bool}
F) = {tablevide, mettre, enlever, acces, domaine, magimum, minimum, ens-vide, union,
dif ference, estvide, min, maz, =, <} avec les profils des nouvelles fonctions suivant :
tablevide : — table
mettre : table x ELM — table
enlever : table x entier — table
acces : table x entier — ELM
domaine : table — ens_ord
mazimum : table — entier
minimum : table -— entier
E =

axiomes

enlever(tablevide,z1) == tablevide
(zi = zj) == vrai = enlever (mettre(at,oi,z),2]) ==
(enlever(zt,zj), mettre(enlever(zt,zf),7i,z))
acces(tablevide,y) == w
(z1 = zj) == vrai = acces(mettre(zt,zi,z),z7) == (=, acces(zt,zj))
domaine(tablevide) == ensvide
domaine(mettre(zt,zi,z)) == union{domaine(zt),z1)
magzimum(l) == maz(domaine(t))
minimum(t) == min(domaine(t))

f-axiomes

Pour calculer la forme normale du terme "mazimum(metire(st,zi,v))” Nous cherchons d’abord
la forme normale dans le type table. C'est le terme »maz(union(domaine(zt), zi))”. La forme
normale de ce dernier terme dans le type ensemble est égale @ luy méme.

Cette stratégie de calcul de la forme normale d'un terme, permet de gagner du temps et
d’améliorer efficacité du systéme de preuve. Ainsi pour un systéme de réécriture divisé en
p bloes de n régles de réécriture en moyenne, DOUS gaguons n #p? tests par rapport a la stratégie
de réduction normale. Pour cela nous suppasons que deux passages sont nécessaires dans chaque
bloc: une fois pour réduire le terme et un autre passage pour vérifier qu'il n’existe pas d'autres
régles qui réduisent le résultat.

5.2 Calculabilité de la forme normale

La calculabilité de la forme normale d’un terme n'est pas toujours garantie pour tous les

systémes de rééeriture conditionnelle.

Exemple 4.6
Soit R un systéme de réécriture défini par: R = {r1: st f(f(z)) =0 alors flz) = 0}.
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Calculons f(0)

£(0) = si f(f(0)) = 0 alors 0
]
s f(f(f(0))) = 0 alors 0
!
si f(f(f(f (0)))) — 0 alors 0
Il

si f(f(0)) =0 alors ...

Nous remarquons que le calcul de f(0) diverge, car le la taille de la condition augmente indéfini-
{:neflt‘ Nous pouvons I'expliquer par le fait que dans la définition de la régle 71 le terme f(f(x))
e?mt plus grand que f(x). En d’autres termes la condition est plus grande que la conclusion.
Si nous Lous restreignons au systémes de réécriture qui n'ont que des régles avec des conditions
plus petites que leurs conclusions, nous pouvons démontrer que la forme normale d’un terme est
calculable. Définissons formellement un ordre sur les termes pour pouvoir les comparer.
Définition 4.16 Précédence par partie

Soit R = }?1 U...U Ry un systéme de réécriture par partie et soit pour tout ¢ € [l.n] <;
une relation d’ordre appelée précédence définie sur F;_y — Fi. La relation d’ordre < égale &
<y +...+ <5 est définie par :
pour tout f € F; — F,_) et pour tout g € F; — F;_, :

o siisjalors f <ig=f<g

e 31i< j alors f <g.

Définition 4.17 Compatibilité avec le partitionnement
Soit R = EJ U...UR, un systéme de réécriture par partie et soit < un ordre sur les termes.
< est compatible avec le partitionnement si pour tous termes s, t tels que s € T(F,, X) —
T(Fi-1,X) et t € T(Fi-1,X) et tel que var(t) C var(s) alors t < s. '
Définition 4.18 Ordre de réduction
. Un ordre < sut T(F, X) est un ordre de réduction, si et seulement si il posséde les propriétés
suivantes

¢ < est bien fondé (il n’eziste pas de chaine infini de termes ...ty < t;),
o (propriété de compatibihté): ty <tz = f(...,t1,...) < f(... ta,...)
e (propriété de stabilité par instanciation) Pour toute substitution o,

<ty =>o(t) <o(ty)

Définition 4.19 Systéme de réécriture bien ordonné

N Un'systéme de réécriture conditionnelle R = Ry U...UR,, est bien ordonné si est seulement
si il existe un ordre de réduction < sur T(F, X)) compatible avec le partitionnement tel que pour
toute régle r de R
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er=g-—d aorsd<g
o 7= Agpn)pi ==p. =9 —d, alors p; < g pourtoutz €[l.n| et d<g

o 7= Aiglnjps == P, = § — (di,da), elors p, < g pour tout i € [L.n],
d] <g et dy < g

Il existe plusieurs méthodes syntaxiques pour tester si deux termes sont comparables avec un
ordre de réduction donné. Il existe plusieurs catégories d’ordres, toutes sont des extensions d'un
ordre sur les symboles de fonctions, appelé précédence. Parmis ces catégories nous pouvons citer
les ordres de type SPO (Subterm Path Ordering) [Pla78], les ordres qui utilisent 'ordre récursif
sur les chemins RPO (Recursive Path ordering) [Der82), les ordres qui utilisent Pordre récursif
de décomposition RDO (Recursive Decomposition Ordering) [JLR82], [Rus85}.

Nous pouvons donc adopter facilement une de ces méthodes pour assurer la calculabilité des
formes normales.

Théoréme 4.1
Soit R un systéme de réécriture bien ordonné, alors la forme normale de chaque terme est
colculable.

Ce théoréme peut dtre prouvé si nous donnons la procédure du calcul de la forme normale, puis
nous vérifions que cette procédure termine et qu’elle calcule bien la forme normale.

Soit R= Ry U...UR,UTh, le systéme de réécriture qui correspond & une spécification donnée.
Th_r est un ensemble de régles de réécriture qui sera utilisé avec chaque R;. Il contient les régles
qui sont susceptibles d’étre utilisées & n'importe quelle étape de la réduction. E_terme est
'ensemble des termes & réduire. Re est le systéme de réécriture courant, il contient ’ensemble
des théorémes plus la partie du systéme de réécriture concernant cette étape.

1: Fonction FN(t, R U...UR,)
2: Eterme — {t}
3: résultat — {}
4: Pouridepal faire
5: tant_que non vide de E_terme faire
6: Rc—ThrUR,
7: trouve «— fauz
8: tant.que non trouve faire
9: 7« premier(Rc)
10: Rc «— décapiter(Rc)
11 trouve « (3 u occurrence de t et 3 o tel que ty, = o(g))
% g est le membre gauche de la régle r
12, fin_tant_que
13: si trouve alors
14 : cas r=
15: * g — d alors E_terme — E_terme — {t} U {t[u «— o(d)]}
16 : * NglLmDi==pi=>g—d
17 & Soient p = FN(o(p.}), R U...U R,) pour tout i € [1..n]
18: si pour tout 1 de [1..0} p! = p}
19: E_terme — E_terme — {t} U {t{u «— o(d)]}
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20 * Ale{l..n] == P: =g (dludz)

21: Soient p} = FN(c(p:), RiU...UR,) pour tout i € [1..n]
22 : si pour tout i de [1..n] p| = p} alors

23: E_terme — E_terme — {t} U {t[z — o(d1)]}

24 : sinon

25: 8i il existe un i de [1..n] tel que p!/ = —p!

26 : alors E_terme — E_terme — {t} U {tfu « o(d2)]}
27 fin_si

28 : fin_si

29: fin.cas

30: sinon résultat « résultat U {t}

31: fin_si

32: fin_tant_que

33: E_terme — résultat

34 résultat — {}

35 : fin_pour

36: FN «— E_terme

37: fin

Proposition 4.9
Si R est un systéme de réécriture bien ordonné alors

1. FN(t) termine
2. FN(t) calcule bien la forme normale de t

Preuve

1. Soit < l'ordre de réduction utilisé pour prouver que R est bien ordonné.

Si nous prouvons que chaque étape de calcule de la forme normale, pour chaque
R; termine alors alors I'algorithme global termine.
Supposons maintenant que nous nous situons & une étape 7 de l'algorithme.
Si < est bien fondé, alors pour chaque terme il existe un nombre fini de termes
t1,...,tq tel que

(*) ti<ta<...<tp =1

A chaque terme ¢ nous associons un entier n défini par n = poids(t), qui est la
longueur de la plus grande suite de termes (x).
FN(t) peut ne pas terminer dans deux cas:

e E_terme n’est jamais vide

o FN est appelé récursivement.
Pour monter que FN termine il faut montrer que ces deux cas sont impossibles.
Dans le premier cas ce sont seulement les lignes 15, 19, 23, 26 qui peuvent
sjouter un terme de la forme t[u «— o(d)] & F_terme. Puisque d < g et t[u —
o(d)] < t (propriétés de compatibilité et de stabilité par substitution de <),
poids(t{u — o(d})]} < poids(t). Or nous ne pouvons ajouter & E_terme que
poide(t) termes. Donc un nombre fini. Dens les lignes 15, 19, 23, 26 nous
enlevons & chaque passage un élément de E.terme, qui doit étre vide au bout
d'un nombre fini de passages.
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dans le deuxieme cas p < g, donc poids(p) < poids(g) < pouds(a(g)) <
poids(?;,) < poids(tlu — a(d)]). "Poids” est donc strictement décroissant dans
chaque appel récursif. Il ne peut donc exister une infinité d’appels récursifs.

2. les ligne 7...33 sont une implantation de la définition de la réduction, ce qui
implique que la correction de la procédure est immédiate.

5.3 Algorithme de calcul de ensemble de formes normales d’un a_terme

Soit R = RyU...U R, le systéme de réécriture correspondant & une spécification donnée.
Soit Thr l'enserble des régles de réécriture susceptibles d’étre utilisées dans n'importe quelle
étape de réécriture.

Soit ({ay,...,0n).t} nn aterme, avec t un terme quelconque.

Soient Ea_terme lensemble des a_termes A réduire et Re le systéme de réécriture courant. Il
contient pour chaque a_terme l'ensemble des assertions de celui ci, Pensemble Thr plus la partie
du systéme de réécriture concernant cette étape.

1: Fonction EFNA({{{a1,...,ex}, )}, R1U...URy)
2 : résultat — (}
3: Eaterme — {{{o1,...,an},t}}
4: Pouridepal faire
5: tant_que non vide de Fa.terme faire
6: Re — Orienter({ay,...,en}) UThr UR;
e trouve «— fouzr
8: tant_que non trouve faire
gh r « premier(Rc)
10: Rc + décapiter(Rc)
sy [ trouve « (3 v occurrence de t et 3o tel que ty, = a(g))
% g est le membre gauche de la régle choisie
124 fin_tant_que
13: si trouve alors
14: casr =
15: + g — d alors Ea.terme — Baterme U {{{ar,... yan}, tlu — o(d)))}
16 * Mg P ==Pi=>g—d
17: soient p! = FN(o(pi), RiU...UR,) pour tout i de [1..n}
18: si pour tout i de (1.0} (p} = p}) alors
19: Ea_terme — Eaterme U {{{a1,..-,en},te < o(d})}
20: * Nigl.n)Pi == P, = g — (d1,42)
21: soient p” = FN(o(pi), RiU...URp) pour tout i de [1..n]
22 si pour tout i de [1..0] (p} = p;)alors
23: Fa_terme — Eaterme U {{{a1,...,en}, tlu — o(d)]D}
24 : sinon
25: si il existe un i de [L.n] (p¥ = —p})
26 : alors Eaterme — Ea-terme U {{{e1,...,aa}, tlu — o (d2)]}}
27: sinon
28 : Ea_terme «+— FEa_terme U

{ {a1,- - ea}U {{o(p)) == pi)tell-.n]v (7 == plx)le(l .,,]},t[u —a(d)]),
{ar,....an} U {o(p) == ~0(p)).p{ == -7}, tlu — o(d)]}}
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((a1r- 6} U {0(pn) == s == 0}, tlu — (@)}

29 : fin_cas

30 : Ea_terme « Ea_terme — {{{a1,..-, 2.}, 1)}
31: sinon résultat — résultat U {({e1,...,an},t)}
32: fin_si

33: fin_tant_que

34: Ea_terme « résultat

35: résultat — {}

36 fin_pour

37 :EFN « résultat

38 :fin

Remarque 4.4

o Sur la ligne 6, les assertions sont utilisées sans distinction, comme des régles de réécriture
supplémentaires, pour la réduction du terme qui les accompagne.

o La fonction orienter prend un ensemble d’équations et rend un ensemble de régles de
réécriture, obtenue par orientation de chaque équation de gauche a droite.

Proposition 4.10
Si R est un systéme de réécriture bien ordonné alors

1. EFNA({{a1,...,e:},1)) termine et
2. EFNA{{{a1,...,an},t)) calcule bien U'ensemble des formes normales de ({a1,...,an}, t).

La preuve de cette proposition ressemble a celle de la proposition 4.9, car la correction de EFN A
découle de la correction de FN.

6 Algorithmes pour la décision de validité d’une a_équation

6.1 Calcul de 'ensemble des dérivées d’une a_équation

Soit ({a1,...,@s},€) un aéquation quelconque

0: Fonction Reduct_assert({{a1,...,an},€), R)

1: Résultatfinal — {}

2: Pouridel &n faire

3: a; = (t1 == tz)
% Une assertion est toujours de la forme t; == ty. t; peut étre égale & vrar
% ov & fauz ou un autre terme de méme sorte que ¢

4: Soit Ay = EFNA({{a1,...,8ic1,@i41,. -, 8a} 01}, R)

% Nous calculons ensemble des formes normales de t; sans l'assertion a;
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soit A, = EFNA({{e1,...,8i-1,8141,...,0n}, 2}, R)
% Nous calculons l'ensemble des formes normales de iy sans l'assertion a,

A = composer(=, Ay, A3)

Résultat — {}

pour chaque a_terme ({by,...,bn},s; = so) de A faire

% {b1,...,bm} contient les anciennes assertions plus éventuellement des nouvelles
% ajoutées au moment de la réduction de t) ou de t3

cas
* (81 = sg) alors
Résultat — Résultat U {({a1,...,e} (b1, ..bm}, 1)}
% Si le résultat de lo véduction de lassertion est équivalent & vrai
% alors nous ajoutons o ensemble des assertions initiales
% les éventuelles assertions crées pendant la réduction

x (s; == s7) = wrei == fauz ou feuzr == vras alors

Résultat — Résultat U {({e1,...,en}W{b1,...,bn}, trivial)}
% Si se résultat est équivalent & faux, c’est que l'assertion était invahde,
% le a_terme devient donc un a_terme trivial

* sinon Résultat — Résultat U {{{a1,... e} W{b1,.... b} {51 == s2},€}}
% Sinon nous ajoutons la nouvelle assertion auzr anciennes apres
% avoir tester si elle n'introduit pas d’inconsistance

fin_cas
fin_pour
Résultat_final — union_listes( Résultat_final, Résultat)
% Le résultat final contient la réunion des assertions résultantes de la réduction
% de chaque assertion, quand celle-ci n’ ¢ pes donné d'inconsistance
fin_pour
Reduct_assert — Résultai_final

Fonction Union listes(liste;, listeg)
si vide(liste,) alors {}
sinon
{{a1,...,an}, €} + début(liste;)
si e = trivial alors
{({61, ..., aa}, trivial)} Uunnion_ listes(reste(liste; ), listen)

sinon
union_terme(ly, listeg) U union_listes(reste(liste; ), listes)
fin_si
¢ finst
¢ fin
Fonction Union_terme(({ay,...,a.}, e}, leste)
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2: sivide(liste) alors {}
31 sinon
4 ({b1,.. ., bm}, 1) & début(liste)
5% si e; = trwial alors
6: {{{a1,--.,an}, trivial)}U union_terme({{ay,. .., an}, €}, reste(liste))
7: sinon
8: {{{on,-y0n} W{b1, ..., b}, €)} Uunion.terme({{ay,. .., an}, ), reste(liste))
9: fin_si
10 : fin_si
11: fin

6.2 Algorithme de décision de validité d’une a_équation

Soit {{a1,...,a,},€) un a_équation quelconque

: Fonction Reduct_theo({{ai,...,a,},€),R)

E_candidat «— reduct_assert({{ai,...,an},€), R)
pour chaque a_équation ({b1,...,bn},€,) de E_candidat faire
cas

% e = trivial :
imprimer(”a_équation valide par suite d’hypothéses inconsistantes”)
* €] = 1) ==1y,
% Nous cherchons l'ensemble de formes normales
% de chaque a_terme puis nous composeons les deus résultats

Ay = EFNA({{b1,...,bm},t1},R)
Ay = EFNA({{by,...,bn}, 12}, R)
A = Composer (==, A, Ap)
Pour chaque a_terme {{ci,...,a},r ==1;) de A
cas
* 71 = 17 alors imprimer(”a.équation valide ")
* (rp ==13) = (vrai == fauz) ou fouz == vrai alors
imprimer(”a_équation non valide”)
imprimer({{cy,...,a}, (r ==ry))
fin_cas
fin_pour
fin_cas

: fin_pour
: fin

conclusion

La conclusion de ce chapitre portera sur deux axes: Le premier consiste & rappeler

les conséquences de la méthode que nous avons développée sur la validité des formules
équationnelles. Le second concerne les limites de cette méthode et les remédes A ces
limites.
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Dans ce chapitre nous avons donné une méthode informatique pour prouver la
validité équationnelle d'une a_équation. Or, dans le chapitre sur la décomposition
nous avons vu que certaines formules équationnelles pouvalent étre décomposées en
un ensemble de a_équations et que la validité de ces formules était équivalente A celle
des a_équations correspondantes. Par conséquence la validité d’une formule consiste
A regrouper les solutions obtenues pour chacune des a_équations correspondantes.

La premiére limite concerne les propriétés qui ne peuvent pas étre exprimées
sous forme de régles de réécriture, et par conséquence ne peuvent pas étre utilisées
pour simplifier les termes. Dans le chapitre suivant nous allons étudier I'une de
ces propriétés les plus utilisées dans les spécifications équationnelles. Il s'agit de la
propriété de transitivité des relations d'ordre.

La deuxiéme limite concerne la complétude de la méthode de réécriture. En ef-
fet, nous avons vu dans la proposition 4.8 que si une a_équation est un théoréme
équationnel alors elle équationnellement valide. Nous aurions aimé que la réciproque
soit aussi vrale. Cela est possible lorsque, en plug de la terminaison que nous avons
montré, la confluence du systéme de réécriture associé & I'ensemble des équations
initial augmenté des assertions, est garantie. Or, dans nos objectifs, nous n’avons
pas voulu imposer de propriétés globales sur les spécifications initiales. Cela a des
conséquences sur la réduction des termes et sur le calcul des formes normales. En
effet, ne pas exiger ou ne pas démontrer la confluence d’un systéme de réécriture
associé 4 une spécification donnée a pour conséquence de ne pas garantir I'unicité
de la forme normale d'un terme. Autrement dit, I'ordre d’utilisation des régles de
réécriture aura une influence sur le résultat obtenu & la fin. Cependant, la réduc-
tion des assertions permet de combler ce vide et permet de détecter les éventuelles
inconsistances ou d'augmenter I'ensemble des équations initial avec des nouvelles as-
sertions. Ains, le fait de ne pas pouvoir prouver qu’une a_équation est un théoréme
équationnel ne veut pas dire qu’elle n'est pas équationnellement valide. Mais peut
étre en complétant le systéme de réécriture avec une nouvelle régle ou bien en mo-
difiant P'ordre des régles initiales, le résultat pourrait changer. Cette possibilité de
complétion ou de modification dépend de la convivialité du systéme de preuve qui
implémente les algorithmes présentés dans les paragraphes précédents. Le chapitre
consacré au systéme PAUSE aura comme objectif de présenter les qualités de ce
systéme qui permettront de réaliser ces modifications.
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Chapitre 5

Chainage transitif

1 Introduction

Nous avons vu dans le chapitre précédent que les techniques de réécriture per-
mettaient de calculer les formes normales des termes ou des a_termes, & partir d’un
ensemble de régles de réécriture. Ces formes normales sont ensuite comparées afin
de décider la validité d'une équation ou d’une a_équation. Nous avons vu aussi que
ces régles de réécriture étaient des équations qui définissaient des propriétés relatives
aux fonctions de la spécification. Or il existe certaines propriétés que nous ne pou-
vons pas exprimer sous forme d’équations. Et méme si nous arrivions & le faire, ces
propriétés perdent toutes leurs puissances. C’est le cas de la propriété de transiti-
vité des relations d’ordre: z < y et y < 2z = z < z. L'impossibilité d’exprimer
ces propriétés sous forme d'équations, empéche de prouver beaucoup d’autres pro-
priétés relatives aux relations d'ordre, en utilisant la réécriture. Ainsi, ce que nous
proposons ici, c’est d'utiliser cette propriété de transitivité comme une base d’une
méthode de déduction, et non pas seulement comme une régle de réécriture. Cette
méthode de déduction sera utilisée dans le cas ol la réécriture n'a pas permis de
décider la validité d'une équation. Elle sera appliquée sur des équations qui sont soit
la conclusion ou une assertion d’une a_équation, soit une équation parmi les condi-
tions d'une régle conditionnelle. En résumé, ce mode de raisonnement est utilisé en
présence d’équations qui contiennent des relations d’ordre. Il est baaé sur la réfuta-
tion (déduction de faux & partir d'un ensemble d'équations contradictoires) et sur la
transitivité des relations d’ordre.

2 Exemple
L’exemple suivant a pour objectif de dégager les principes généraux de notre approche.

Exemple 5.1
Nous voulons prouver lo velidité de I'égquation maz(A) < maz(B) +p == vrai en utilisant les
€quations sutvantes :
maz(4) < maz(C) + 1 == vraz
mez(C) < maz(B) == vrai
r+y<rzt+z==y <z
etp < 1== faur
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Cest impossible en utihsant seulement les techniques de la réécriture. Par contre, si nous
considérons la négation de maz(A) < maz(B) + p, qui est maz(B) + p < maz(A) et si nous
appliquons dessus la relation de transitivité de < evec maz(A) < mez(C) + 1, nous obtenons
maz(B) + p < maz(C) + 1. Si nous appliquons la transitivité sur cette formule résultat et la
formule maz(C) < maz(B), nous obtenons maz(B) +p < maz(B)+1, en remplagcant maz(C)
par max(B) . Avec une simplification de cette dermiére formule en utilisant la régle z +y <
T+ 2z — y < z, nous obtenons p < 1. Une autre simplification avec la régle p < 1 == fauz
nous donne fauxz. Nous pouvons conclure, alors que maz(A) < maz(B) +p == vrai est une
équation valide puisque nous avons commencé notre raisonnement avec sa négation.

Dans cet exemple, nous pouvons remarquer qu'il y a deux types de raisonnement qui caractérisent
ce mécanisme de déduction, ce sont le chainage transitsf (utilisation de la transitivité pour
remplacer un sous terme par un autre terme plus petit), puis le simplification (utilisation des
régles de réécriture pour simplifier le résultat du chainage transitif précédent). La suite de ce
chapitre sera consacrée a la définition de ces deux types de raisonnement puis a' la stratégie
utilisée pour les appliquer.

3 Chainage transitif

Intuitivement le chainage transitif consiste & remplacer dans la partie droite d'un terme
contenant une relation d’ordre < ou <, un sous terme par un terme plus petit. C'est I’équivalent
du remplacement d’égaux par égaux dans le cas du raisonnement équationnel.

Définition 5.1 Chainage transitif simple
Soient 1,@ys, == vrai, t,Q@ys; == wvrai et t3Q@3s5 == vrai trois équations telles que

(@1,@5,@3) € {<, <,}°
t3@3s;3 est le résultat du chainage transitif simple entre t,@,5; et 12@ys, si et seulement si 4l
existe une occurrence u de 51 et un unificateur principal o tel que o(s1,, ) = o(t2), dans ce cas

e t3=0(t),

o s3=o(s1)[(v)ier — o(s2)], avec (v;)ier la famille des occurrences de s, telles que 81, =
Sy

o @ = tr(@y,@s) avec tr(@;,@;) = 5i @; = < ou @y = < elors < sinon <.

ta@q59 == wrai est appelée la résolvante.

Exemple 5.2 Chainage transitif simple

Soit l'équation s+y < (2+ (e*a))*y == vrai, sur laguelle nous allons eppliquer le chainage
transitif en utilisant 'équation (2+2)+y < z+y == vras. L unificateur principal est 0(z) = zxz
et o(y) = a x a. Nous obtenons alors (zxz)+ (a*a) < ({z*x)+ (a*a)) x (a*a) ==vra

La résolvante peut étre une équation conditionnelle, dans ce cas, avant d’appliquer le chainage
transitif, il faut tester si la condition est vérifiée,

Définition 5.2 Chainage transitif conditionnel
Soient R un systéme de réécriture, @, s, == vrar, t3Q@3s3 == vrar, deuz équations simples
et Agp.mpr == pl = (228252 == vrai) une équation conditionnelle. avec (@1,@,,@3) € {<
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t3@gsy est le résultat du chainage transitif conditionnel entre t;Qysy et t2@g52 si et seulement
s1 il existe une occurrence u de s1 et un unificateur principal o tel que o(s1,,) = o(t2) et pour
touti € [l.n),0(p:) |r=pl, dans ce cas

o i3 =0(t1),

o s3=0(s1)[(vi)ies — 0(s2)], avec (vi)ies la famille des occurrences de s telles que t1, =

i
S1s
o @3 = tr(@),@y) avec ir(@),@;) = 51 Q; = < ou @ = < alors < sinon <.

Exemple 5.3 Chainage transitif conditionnel
Soient I'équation mez(A) < maz(B) + p == vrai de U'exemple 5.1 avec les équations
1. vide(A) == fauz A vide(C) == fauz = maz(A) < maz(C) + maz(C) + 1 == vrai
2. mez(C) < maz(B) == vrai
3 rxty<ztz==y<z
4. p<1== fauz
5. vide(A) == fauz
6. vide(C) == faux

Le chainage transitif de maz(B) + p < max(A) == vrai avec I’équation 1 donne, aprés la
réduction de la condition, I’équation maz(B) + p < maz(C) + maz(C) + 1 == vrai. Qui d
son tour donne, avec la résolvante maz(C) < maz(B) == vrai, 'équation maz(B) +p <
maz(B) + maz(B) + 1 == vrai

Remarque 5.1

Le chainage transitif ne peut pas étre appligué & toutes les équations contenant des relations
d'ordre. En effet, si nous remplagons mez(C) par p dans maz(A) < maz(B) — maz(C),
en utilisant la résolvante max(C) < p == vrai, nous obtenons maxr(A) < maz(B) —p. Celte
inéquation n’est pas correcte par rapport & l'inéquation initiale. Cela vient du fait que la fonction
".” est décroissante. Donc, une condition nécessaire pour appliguer le chainage transitif est que
les fonctions englobant les occurrences i remplacer soient des fonctions croissantes.

Dans le cas de la fonction -", nous pouvons résoudre ce probléme en amenant la partie droite
de la fonction de l'autre cté de lo relation d’ordre. Ainsi maz(A) < mez(B) —meaz(C) devient
maz({A) + maz(C) < maz(B).

4 Chainage transitif avec simplification

Sur 'exemple 5.1, nous pouvons voir qu’il est impossible de déduire fauz en utilisant seule-
ment le chainage transitif. Cela vient du fait que le chainage fait seulement le remplacement des
sous termes, mais ne teste pas gi les deux sous termes résultats sont en relation ou non. Il nous
faut donc un autre mécanisme de raisonnement pour pouvoir réaliser ce test. Cela est possible
sl nous utilisons les régles de réécriture, relatives & la relation d’ordre utilisée, pour simplifier le
terme résultat du chainage. Cette simplification consiste & calculer la forme normale du terme
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contenant le symbole de relation d’ordre. Ainsi si cette simplification donne fauz le chainage
est terminé, sinon nous aurons obtenu un terme plus compact et plus simple sur lequel sera
appliquée la prochaine étape de chalnage.

Définition 5.3 Simplification

Soit R un systéme de réécriture contenant les régles qui définissent les relations d’ordre
{<,<}. Une éguation t == vrai est le résultat de simplification de I'équation t, @ty == wvrai,
avec @ € {<, <}, si et seulement sit = (t;Qty) |g.

Exemple 5.4

Le résultat final de ezemple 5.3, maz(B) +p < maz(B) +max(B) +1, pourra étre simplifié en
utilisant la régle correspondente & U'équation 3, x+y < £+ z == y < z, pour donner l'égquation
p < mez(B)+ 1 ==vrai.

5 Stratégie de chainage

Dans V'exemple 5.1, nous avons commencé par calculer la négation de I’équation & prouver,
puis nous lui avons appliqué une étape de chainage transitif. Sur le résultat de cette étape, nous
avons appliqué le méme mécanisme, et ainsi de suite jusqu’a obtenir I"équation contradictoire
fauz == vrai ou explorer toutes les possibilités de chainage. Cette stratégie de raisonnement
est une stratégie linéaire. Elle utilise toujours 'équation résultante de 'étape précédente comme
équation d’entrée pour I'étape suivante. Cette atratégie a été initialement introduite par [Lov70)
et [KK70] pour faire de la résolution linéaire dans le cadre de la logique de premier ordre. Nous
allons suivre une stratégie similaire que nous appelons Le chainage linéaire.

5.1 Chainage linéaire avec simplification

Définition 5.4 Chainage linéaire avec simplification

Soient S un ensemble d'égquations de la forme t@s == vrai ou Agpy n)(pi == p}) = 1@s ==
vrai, avec @ € {<, <}, et By une équation de §. Une équation Ey, de S est un chainege linéaire
d partir de S avec Ey comme équation de départ si et seulement st:
pour tout i € [0,n — 1], Eiy1 est le résultat de lo simplification du chainege transitif entre E;
(équation centrale) et B; (équation latérale). Les B, peuvent étre des équations de S, comme
elles peuvent étre des équations centrales des étapes précédentes. Le figure 5.1 est un chainage
hnéaire de E,.

5.2 Algorithme de chainage linéaire avec simplification

Ce paragraphe gera consacré & I'implantation du chainage linéaire avec simplification. En

effet, nous pouvons espérer qu'il soit complet, mais encore faut il trouver un algorithme qui
termine et qui soit efficace pour 'implanter.
Soit Ey équation du début. Nous devons chercher toutes les équations latérales qui peuvent
atre des résolvantes pour Ey. Apreés le chainage de Fy avec ces équations latérales puis la sim-
plification, nous obtenons des résultats R),..., R,. Chaque R; peut étre une équation centrale
qui peut donner une preuve. S'il existe un i tel que R; = (fauz == wrai) la preuve est ter-
minée, sinon nous recommengons le méme processus pour chaque R; jusqu'a trouver I’équation
fouz == yrai.
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Figure 5.1: Chainage linéaire

11 est clair que ce type de recherche d’un chainage linéaire est un probléme d’arbre de re-
cherche classique que nous pouvons trouver par exemple dans [Sla71] et [Nil71]. La stratégie en
largeur d'abord est une des stratégies les plus utilisées dans ce domaine. Elle consiste 4 faire une
recherche de gauche & droite en consultant les fréres d'un nceud avant de consulter ses fils. Cette
stratégie permet toujours de trouver une solution quand elle existe. Cependant, elle peut générer
beaucoup d’équations inutiles avant de trouver I'inconsistance. Une autre stratégie de recherche
possible est la stratégie en profondeur d’abord. Il s’agit de faire une recherche de haut en bas en
consultant les fils d’un nceud avant de consulter ses fréres. Cette stratégie n’a pas I'inconvénient
de générer beaucoup d'équations inutiles, mais elle risque de générer des boucles incontrélables
et de ce fait ne pas terminer. C’est la stratégie que nous avons choisi pour implanter le chainage
linéaire avec simplification. Et pour contréler les boucles nous avons choisi de fixer le nombre
de fois ol une équation est utilisée comme équation latérale.

L’algorithme que nous allons présenter implante le chainage linéaire. Il utilise une stratégie
en profondeur d’abord avec retour arriére. Une résolvante est choisie lorsqu'elle satisfait les
conditions de la définition 5.1 on la définition 5.2 et lorsqu’elle n’a pas été utilisée plus de d fois.
d est le nombre d’utilisation autorisées d’une équation comme résolvante. Le retour arriére se
fait lorsqu'il n'y a plus de résolvante applicable sur l'équation courante; ou bien lorsque apres
simplification nous trouvons 'équation vrai == vraei. Dans ces deux cas l'algorithme revient &
Péquation centrale précédente. L’algorithme a’arréte lorsqu’il a généré I'équation fauz == vrai.
Dans ce cas, la négation de I'équation initiale est valide. Il peut s’arréter aussi lorsque aucune
résolvante ne peut convenir pour effectuer un chainage sur 'équation centrale courante. Dans
ce cas, nous ne pouvons pas décider de la validité de I'équation initiale.

Cet algorithme prend en entrée une éguation booléenne du type t@s == vrai, avec @ € {<
,<}. Et 1l utilise les ensembles suivants:

e E_résolvante contient les équations qui vont servir comme résolvantes (équations laté-
rales),

o R_ordre est 'ensemble des régles qui vont étre utilisées comme des régles de simphfication,
et

e R est le systéme de réécriture associé & la spécification dans laquelle nous voulons effectuer

CHAPITRE 5. CHAINAGE TRANSITIF




102

la preuve.

Fonction chain linéaire(e, E.résolvante)
résolu — feux
;o pile—e
:  tant.que non vide(pile) et non résolu faire
(e1Q@,eq == vrai) « téte(pile)
pile — dépiler(pile)
trouve — fauz
tant_que non trouve et non vide (E_résovate) faire
r — premier(E_résolvante)
E _résolvante — décapiter(E_résolvante)
trouve «— (3 une occurrence u de e
et Jo tel que o(ez,,) = a(ry))
et nombre d'utilisation de 7 est inférieur a d.
fin_tant.que
si trouve alors
cas r =
* 7y @pry == vra: alors
resy «— a(er)
resy «— o{e2)[(vi)ier — 0(r2)] avec v; tel que €2, = €2,
@yeq +— t7(@e, @;)
* AJE[I. P ==P§ = (Tl@rr2) alors
si pour tout ¢ [L.n}, o(p;) [g=p! alors
resy +— o{er)
resz — e2[(vi)igl1n} — o(rg)] avec v, tel que €2, = €2,
Qs & 17(Q,, @y}
fin si
fin_cas
res  (re51QreTes2) LRyryre
si (res = vraz) alors
écrire(” Retour arriére”)
sinon si (res = fauz)
alors résolu « vrai
sinon pile — empiler(pile,res == vraz)
fin_si
fin.si
fin.si
sinon écrire(” Retour arriére ")
fin_tant_que
Si résolu alors chain linéaire — (four == vraz)
: fin

La fonction ¢r calcul le symbole de la relation d'ordre résultat
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Fonction tr{@;, @)

8 (@ ="<")ou(@="<")alostr <" <"
sinon tr < " <7

fin si fin

6 Validité des équations contenant des relations d’ordre

Maintenant que nous avons donné ’algorithme du chainage linéaire, il faut définir comment
nous allons I'utiliser pour prouver la validité des équations booléennes contenant des relations
d’ordre. Pour cela il faut définir la forme des équations qui vont servir comme équations latérales,
ainsi que la forme de I’équation initiale.

6.1 Egquations résolvantes

D’aprés les définitions 5.1 et 5.2, les équations centrales comme les équations latérales ont
toutes une forme standard, {@s == vrai ou Agpp np == pl = Qs == vrar, avec @ € {<
,<}. Or les équations contenant des relations d'ordre n’ont pas toutes initialement une de ces
formes. Elles sont généralement de la forme t@s == p ou Aigjy nps == p} = t@s == p, avec
@ € {<,&,>, 2>} et p = vrai ou p = feuz. 1 faut donc les ramener sous la forme standard
correspondante, Cela est possible grace aux régles classiques de définition des relations d’ordre,
et qui sont les suivantes:

et>s==p ¢ s<t==p,avecp=vraioup= fauz
e t>s==p 4= s>t==p,avecp=vreioup = fouz;
o t < s== faur < s <t==vrai;
o t < s== faur & s<t==vrai.
Nous avons vu aussi dans 'exemple 5.1 que le mécanisme de chainage tranpsitif est basé sur la

réfutation. Il faut donc calculer la négation de I'équation initiale. Cela est possible grice aux
régles suivantes:

o ot < s==wral) &= s <t==uvrag

e ot < s==uwrai) < s<t==vrai.

Remarque 5.2
Les quatre derniéres transformations ne sont pas réalisables dans un ordre partiel. En effet, pour
que ces transformation soient valides, il faut que tous les éléments manipulés soient comparables
(x <y ouy > z). Il faut, donc que les relations d’ordre utilisées soient des relations d'ordre
total.

Ces quatre régles de transformation jouent le role de Uaziome de comparabilité comme le
chainage transitif qui joue le réle de Uaziome de trensitivité.

La question qui se pose maintenant, c'est comment déterminer les équations résolvantes parmi
les équations d’une spécification?. Les critéres de choix sont ceux que nous avons vu au cours
des définitions et des exemples précédents. Nous pouvons les résumer par:
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o Une équation résolvante doit étre une équation booléenne,
¢ son membre gauche doit contenir un des symboles de relations d’ordre {<, <, >, >}.

Ces équations seront choisies parmi les assertions qui correspondent & ’équation & prouver et
parmi les parties théoréme de la spécification.

6.2 Regles de simplification

Les régles de simplification correspondent aux équations qui définissent la relation d’ordre
utilisée, ainsi que son environnement. Dans le cas des relations d’ordre sur les entiers, la spé-
cification de I'annexe A est une spécification compléte des entiers avec les relations d’ordre <
et <. Cet ensemble de régle de simplification peut contenir aussi les assertions et les théorémes
non booléens.

6.3 Test de validité

Nombreux sont les cas ol nous voulons savoir si un terme booléen ¢ est équivalent, modulo un
ensemble d’équations E, & vrai ou & four. Cela pourrait étre utilisé, par exemple, pour évaluer
la condition d’une régle conditionnelle, ou bien pour calculer la valeur de vérité d’une proposition
représentée par ce terme. Les mécanismes de réécriture permettent de calculer la forme normale
de ce terme. Cette forme normale peut &tre égale & vrai ou & fauz, dans ce cas nous avons
atteint notre objectif. Mais elle peut étre égale & un autre terme irréductible. Lorsque ce terme
irréductible est de la forme t;@¢; avec @ € {<,<,>,>}, nous pourrons utiliser le chainage
transitif. La premiére étape consiste 3 mettre ce terme sous une forme équivalente #;@'t; avec
@ € {<,<}. Puis i calculer sa négation ¢{@"} avec @” € {<,<}. Puis & appliquer I'algorithme
du chainage linéaire sur t{@"tj == vrai . Si cet algorithme termine avec fouz == vrai comme
résultat alors nous pouvons conclure que t; @t; == vrai est une conséquence logique de E. Sinon
et pour voir si ce terme est équivalent & fauz, on applique l'algorithme de chainage linéaire sur
l'équation t)@'th == vrai. S'il termine, nous pouvons conclure que t; @ty == fauz est une
conséquence logique de I'ensemble d’équations E.

L’algorithme suivant illustre ce que nous avons dit

fonction chainage (1, @ty == vrai, E)

E _résolvante — Choiz_résolvante(E)

@' — (t,@ty)

res «— chain linéaire(t} @'t == vrai, E_résolvante)

si res = (faux == vrai) alors écrire(”t;@t; == vrai est valide”)
sinon
res — chaindinéaire(ty @ty == vrai, E_résolvante)

si res = (fauz == vrat) alors écrire("t; @ty == fauz est valide”)
Choiz_resolvante est une fonction qui parcourt 'ensemble des équations associées a une spéci-
fication pour déterminer les équations résolvantes selon les critéres définis ci-dessus.

Exemple 5.5
Cet exemple a pour objectif de montrer l'utilisation du cheinage transitif pour évaluer une condi-

tion d'une régle conditionnelle.
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Soient A, B et C trois objets du type ensemble ordonné tels qu’il est défini dans I’ezemple 4.5.
Il s’agit de réduire le terme inf(maz(A) + 1, min(B)) avec la régle conditionnelle © < y ——
vrat = inf(z,y) — (z,y). Pour cela il faut évaluer la condition maz(A)+1 < min(B) == vrai.
Nous supposons que la forme normele de cette condition est égale ¢ elle méme. Nous sommes,
donc, obligé d’utihser le chainage transitif. Les équations résolvantes que nous allons utiliser
sont:
maz(A) +1 < p + min(B) == vrai,
estvide(X) == fauz = min(X) < maz(X) == vrai,
maz(C) < maz(A) == vrai.
La régle de simplification en plus des régles associées 4 la spécification des entiers de anneze 1,
est:
maz(B) — maz(C),
0<p— vrai
Nous commengons par calculer la négation de Uéquation initiale. C’est: min(B) < maz(A) +
1 == vrai. Le chainage transitif entre celte équation et la premiére équation résolvante, donne
min(B) < p + min(B) == vrat. La simplification de cette équation avec la réglex < y+z —
0 < y puis avec la régle 0 < p — vrar donne vrai == vrai. Nous sommes donc obligé de
recommencer le processus du chainage transitif avec U'équation maz(A) + 1 < main(B) == vrai.
Le chainage transitif de cette équation avec la deuziéme équation résolvante donne, en supposant
que la condition est vérifié, maz(A) + 1 < maz(B) == vrai. Apreés simplification avec la régle
maz(B) — maz(C), nous obtenons max(A)+1 < maz(C) == vrai. Le chainage transitif entre
cette derniére équation et la troisiéme équation résolvante donne maz(A4) +1 < maz(A) ==
vrat. Elle sera simplifiée avec la régle x +y <  — y < 0, pour donner 1 < 0 == vrai. Qui ¢
son tour, aprés simplification avec la régle T < 0 — fauz, donnere fauzs == vrai.

Nous pouvons conclure, donc, gque maz(A) + 1 < maz(B) == faux est valide et nous
pouvons réécrire inf(maz(A) + 1, mez(B)) en maz(B).

7 Comparaison avec les travaux similaires

Dans le domaine de la preuve automatique, I'impossibilité de prouver certains théorémes est
souvent diie & I'impossibilité d’inclure certains axiomes d’une théorie donnée dans un mécanisme
de raisonnement ou & l'inefficacité d’'un mécanisme en présence de certains axiomes. Pour
contourner ce probléeme J. R. Slagle [SIa72] avait présenté I'idée de remplacer ces axiomes,
dans le cas de quelque théorie spéciale et dans le cadre des techniques de résolution appliquées
aux formules du premier ordre, par des régles de déduction qui soient équivalentes, efficaces et
complétes. Ainsi la paramodulation remplace les axiomes d’égalité d’un ensemble de clauses.
Les autres théories présentées par I'auteur sont la théorie des ordres partiels et la théorie des
ensembles. Cette idée & été reprise par J. R. Slagle et L. Norton [SN73b] pour réaliser un systéme
de preuve automatique pour les formules du premier ordre contenant des relations d’ordre partiel.
Ils utilisaient les techriques de résolution et de paramodulation plus les régles de déduction qui
simulent les axiomes d’ordre partiel. Ils I'ont ensuite amélioré, dans [SN73a], pour prendre en
compte les relations d'ordre total, en ajoutant les régles de déduction qui simulent cet ordre.
La méme idée & été utilisée par W. Bledsoe, K. Kunen et R. Shotak [BKS85], pour exprimer les
relations d'ordre aur les réels qui sont dea relations d'ordre total, dense et sans point de fin. Son
but était de prouver des propriétés sur le calcul élémentaire dans les réels, exprimées avec des
formules du premier ordre.

Cependant, toute relation d’ordre est une relation irreflexive, antisymétrique et transitive.
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Donc parmi les régles de déduction de ces différents articles se trouvait une régle qui simulait
cette propriété. C'est la régle de chainage transitif. La différence fondamentale entre notre
chainage et le leur, c’est que dans le cas des fonctions croissantes, nous pauvons remplacer des
sous termes du membre droit de la relations d’ordre, alors que eux remplacent le terme tout
entier.

Une autre différence se manifeste dans le fait que ces auteurs transforment toutes les proprié-
tés des relations d’ordre qu'ils manipulent (irreflexivité, transitivité, comparabilité, ...), alors
que nous n'avons transformé que la propriété de transitivité que nous ne pouvons pas exprimer
gous forme de régle de rééeriture. L'irreflexivité de < ou la reflexivité de < peuvent étre déduites
4 partir du chainage transitif d’une équation avec elle méme, puis la simplification du résultat
avec une des régles z < z — feurouz <z — vrat.

Si nous comparons le cadre d’utilisation, nous pouvons constater que tous ces auteurs expri-
ment les propriétés & prouver avec des formules de la logique du premier ordre, alors que nous
nous restreignons aux formules de la logique équationnelle. Notre utilisation des formules de
la logique équationnelle n’est pas explicite. En effet le passage par I'étape de décomposition,
nous permet de ne manipuler que des équations simples. Et de ce fait de n’appliquer le chai-
nage transitif que sur des équations simples. Cela permet de réduire la complexité des formules
utilisées, comme nous I'avons signalé dans le chapitre 2. Le fait de se placer dans le cadre de la
logique équationnelle a un autre avantage, c'est la possibilité d'utiliser I'induction pour prouver
certaines propriétés contenant des relations d’ordre. Cela n’est pas possible avec les techniques
de résolution appliquées sur des formules de la logique du premier ordre. L'utilisation des régles
de simplification aprés le chainage trausitif est un autre avantage de la logique équationnelle.
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Chapitre 6

Le systéme de preuve PAUSE

1 Description sommaire

PAUSE"|Laz90b] est un systéme de preuve fondé sur lea concepts définis dans les chapitres
précédents & savoir la décomposition, I'induction structurelle, la réécriture, le raisonnement par
cas et le chainage transitif. Il est destiné & prouver des formules équationnelles dans le cadre
des spécifications équationnelles en utilisant une série de transformations fondées sur les notions
précédentes.

Le noyau de ce systéme est écrit en Lelisp tandis que la partie interface est écrite en C. Il
est opérationnel sur SUN3 et utilise les facilités de fenétrage de cette machine.

1.1 Définition de environnement de la preuve

La premidre étape dans le processus de preuve est la définition deVenvironnement dans lequel
sera effectuée cette preuve. Pour cela il faut fournir & I'utilisateur un langage de spécification
qui lui permettra de formaliser son probléme sans rentrer dans les détails d’implantations. Il
'agit du langage des types abstraits algébriques {Fin79]. Ainsi I'utilisateur doit formaliser son
probléme avec un ensemble d'équations telles qu'elles sont définies dans le chapitre 1. Le chapitre
suivant donnera un exemple concrét du processus de définition de I'environnement de la preuve.

Pour des raisons de simplicité d'utilisation et de lisibilité, la forme externe des équations sera
différente de celle vue dans les chapitres précédents. Cette différence apparait dans le cas

o des équations booléennes ¢ == vrai qui peuvent étre notées par le prédicat t.
o des équations conditionnelles Aje(1.njpi == pt =» g == d qui seront notées par
g == sietign| Pi == P alors d fsi.
o des équations conditionnelles Ay njpi == p; = § == (d1,d2) qui seront notées par
g== sielep o P == 7. alors dy sinon dy fsi.
Ces équations sont ensuite transformées sous forme de régles de rééeriture dont les représen-

tations internes respectent les définitions du chapitre 4.

Lorsqu'il s'agit d’une spécification composée de plusieurs types, Iutilisateur doit donner
Pordre d'utilisation des régles de ces différentes parties lors de la réduction (cf chapitre 4).

!Preuve AUtomatique dans les Spécifications Equationnelles
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1.2 Définition de la propriété élémentaire

La deuxiéme étape dans le processus de preuve est la formalisation de la propriété élémentaire
A prouver sous forme d'une formule équationnelle.

1.3 Déroulement de la preuve

Une fois I'environnement de la preuve défini et la propriété élémentaire 3 prouver formalisée,
il ne reste plus qu'a lancer la preuve. Deux cas sont alors a distinguer:

o Une preuve équationnelle suffit pour tester la validité de cette propriété.

o Une preuve par induction est nécessaire; dans ce cas ou bien le schéma d'induction pourrait
8tre généré automatiquement & partir des constructeurs et des variables d'induction; ou
bien clest l'utilisateur qui doit le fournir. Une nouvelle formule équationnelle est alors
générée en substituant dans le schéma d'induction la formule initiale.

L’étape suivante pour les deux cas est I'étape de décomposition: il s'agit de transformer la
formule en un ensemble de a_équations.

Pour chaque a équation résultante de cette étape, le systéme va essayer de réduire les assertions
pour détecter les inconsistances et calculer les formes normales. Ces assertions avec leurs formes
normales seront ensuite utilisées a coté du systéme de réécriture initial pour réduire la partie
conclusion.

Aprés cette étape, si la partie conclusion n’est ni prouvée ni inconsistante et dans le cas ol elle
est de la forme a@b == p avec @ € {<, <, >, 2} et p € {vrat, fauz}, le systéme essaiera le
chainage transitif.

Si aprés tout, la preuve a abouti & un probleme ouvert, I'utilisateur, aprés visualisation des traces
de la preuve, pourra s'il le juge nécessaire ajouter des lemmes pour corriger sa formalisation du
probléme puis relancer la preuve ou bien refaire une autre induction sur d'autres variables.

Remarque 6.1

Aprés cette présentation générale de la stratégie de preuve utilisée par notre systéme PAUSE,
nous voudrions reppeler qu'elle est consistante car nous avons montré dans les chapitres 2, 3
et {4 que chaque composante l'est. Pour lu complétude, autrement dit, est ce que tout théoréme
valde peut étre prouvé par cette stratégie ? La réponse est:

o Cette stratégie ne peut pas assurer que lutilisateur donne le bon schéma d’induction pour
assurer la validité inductive.

o Pour que la réécriture d’un a_terme ({a1,...,an},t) s0it compléte et permetie ainsi l'ezistence
d’un ensemble de formes normales unique, il faut que le systéme de réécriture associé &
Eu{ay,...,an} 80it canonigue.

1.4 Visualisation de la preuve

1l peut arriver plus souvent qu'on peut I'espérer qu'un systéme de preuve ne permette pas
de prouver une propriété du premier coup. Cela peut venir d’une mauvaise formalisa,tionldu
probléme avec une mauvaise définition de certaines opérations, ou d'une mauvaise formalisation
de la propriété & prouver. Seule dans ce cas une bonne visualisation des différentes étapes de
la preuve pourrait aider l'utilisateur & reformuler sa propriété ou A corriger ou compléter sa
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spécification en ajoutant les lemmes nécessaires.

Or, nous avons vu dans les chapitres précédents que la preuve d'une formule équationnelle est
constituée d'une succession de a_formules obtenues les unes & partir des autres par des applica-
tions de certaines régles d’inférence. La visualisation de la preuve consiste donc 3 visualiser les
a_formules des différentes étapes de la preuve et & visualiser comment le systéme 3 pu passer
d’une aformule & une autre. Nous avons choisi de représenter cette succession de a_formules par
un arbre. Chaque nceud de cette arbre va représenter ure a_formule. Chaque neeud contient en
plus de la partie assertion et de la partie conclusion de la aformule correspondante, un numéro
hiérarchisé qui va indiquer sa profondeur dans I’arbre. Par exemple la racine est numérotée par
0. les nceuds qui y sont directement dérivés sont numérotés par 1,2,.... Les nceuds dérivés d'un
nceud numéro z sont numéroté par 21,z 2,.... La racine de cet arbre sera constituée du nceud
numéro 0, d’une partie assertion vide et de la formule & prouver.

Pour ne pas trop encombrer cet arbre , seules les a_formules correspondantes aux étapes si-
guificatives de la preuve y seront représentées: la a_formule initiale, la a_formule obtenue par
application d’un schéma d’induction, les a_équations obtenues par le processus de décomposition
et les a_équations obtenues par un raisonnement par cas. Les autres étapes (réduction, chainage
transitif) seront visualisées avec les termes sur lesquels ils opérent.

Pour visualiser la preuve, l'utilisateur a deux choix de trace:

e Le premier niveau de trace est un niveau de débogage. Il permet de visualiser toutes les
étapes de la preuve, avec toutes les réductions des termes et des sous termes, tous les
chainages transitifs, avec tous les retours arriéres possibles. Cela permet & 'utilisateur de
comprendre sa preuve et dans le cas ot elle échoue de pouvoir détecter pourquoi.

¢ Le deuxiéme niveau de trace permet de visualiser seulement les différents nceuds de 'arbre
au fur et & mesure de leur construction

L’annexe C contient un exemple d’arbre de preuve.

2 Interface utilisateur

L'interface du systéme PAUSE est réalisé avec Suntools un environnement de programmation

d’applications interactives construit au dessus de C' et UNIX.
La principale composante de ce systéme est la fenétre; elle peut &tre composée de sous-fenétres
de type panel, texte ou tty. Un panel peut contenir des libellés, des boutons, des menus, ....
Une sous fenétre de type tezie contient du texte, une fenétre de type tty contient les commandes
UNIX.

Dans notre cas, et comme signalé dans le figure 6.1, I'utilisateur dispose de la fenétre princi-
pale PAUSE, plus d’autres fenétres pour les commandes UNIX et en particulier pour 1’éditeur
EM ACS avec lequel il pourra composer ou modifier la spécification et les propriétés & prouver.
Sur la fenétre initiale PAUSE, la sous-fenétre texte contient la description de chagque commande
disponible dans le systéme; la sous- fenétre panel contient les cases correspondantes & chacune
d’elles; et la sous-fenétre tty contient environnement Lisp composé des différente fonctions qui
réalisent la preuve.

Quand I'utilisateur clique sur une case, la sous fenétre texte change pour lui donner plus de
détails sur la commande concernée.

La suite de ce paragraphe sera consacrée a la description des fonctionalités de chacune de
ces commandes.

CHAPITRE 6. LE SYSTEME DE PREUVE PAUSE




110 111

T " TR ~ W ; e g

{ - =3 4 g f." A0 - & 2 2.1 Création de ’environnement de la preuve
| ~ ~ ~ 4 L 2 g : =’ 'g )
i ~ - ~ v g o I .~ =3 s = 8 o . . ,
T ST 1 [ E E 0 4 E*g 9 E § La création de I'environnement de la preuve se fait en deux étapes:
B 88 o o 2vs & H TR o~ Raec ]

o nea E B . [ g~ 5 Z°GH " P iy 5 P 3

g g*s kR 2 an B 7 3 v ¢ la définition des différents types qui composent la spécification.

~ v

2 B o8 a7 8 s" o =

. A A o a & L g 3 o i

288 SRR 1 ~ g mpe ER e La définition de I'ordre d'utilisation de ces types pendant la réduction.

~ N e

8 L 5 2 8%y =
»g 28
.E P neo Lecture d’un type
" e »anN ~ E
A [ o+ Bavw
g o - - N "

- 8 - A ms 5 ’g‘ LECT_TYPE Figure 6.2

E- :.’. ~ ‘g E ~ Cette directive permet de lire un type qui se trouve dans le fichier spécifié en paramétre, et de

& ° = transformer ses équations en régles de réécriture en respectant les définitions et les conditions

M EEEEEEEEEERE

vues dans le chapitre 4.

opérateur ~ — IDENTIFICATEUR
(un opérateur peut étre un identificateur quelcongue)
l-axiomes ~ — axiome {axiome}*

WASTTVOSTA
(ov” vecEEOS |

)
LR R N =
[om] E - g E g § g E 5 g 5 _é' :E Syntaxe: La description de cette syntaxe est donnée par une grammaire 3 contexte libre. Les
. B 5,3 SBEBEHCc g H M non-terminaux sont écrits en majuscules. la notation X||Y désigne une alternative entre X et
] g - g H oo E a E ] g ek Y. La notation {X}* désigne une répétition 0 ou n fois de la clause X.
4| K3 ] - 4 oMM E
1 7*Suin ]
5. .59 4
- n - S n :l
& . ol type — OPERATEURS l-opérateurs
chEl < . i : AXIOMES l-axiomes
. g <H - FAXIOMES
i o !
£ & H° THEOREMES
» " Y IS I-théorémes
y g . E FTHEO
. s % " l-opérateurs — opérateur {, opérateur}”
H =
g "B
- =
4 5
-
o
)

‘cansad ®1 sp TIWIep 8P nwSAIN
‘ny aWeJoQ}l JNFUISP 81 JnE sansxd w1 sp FusWsOURT

13339000 80P I73Jed @ TWOF3ONPU,p PUSHOS np enbijumoine WOTINIUSH | LAV VKIHOS

fojuy smiog v2 v Jeanosd w sWEIOOWS UM, P UOFIPWICISURI] 38 SIMIDET
@ odly un,p woyzwiidwmon 3® aunjoeq :

F - axiome — NATUREL : mg == md
2 = mg — expression
E md — expression

|} SI l-cond ALORS expression FSI
|| 8Il-cond ALORS expression SINON expression
l-cond — cond {ET cond}*
cond — expression-bool
|| expression-bool == VRAI
|| expression-bool == FAUX
l-théorémes — théoréme {théoréme}*
théoréme — expression {connect expression}”
connect — ET || OU || IMPLIQUE || EQUIVALENT

CAVHZVTL

B

ki

(]

SHIIENSTL JUEESITRILP PNect 31 Jnz sanead vy JeduwTal ep JemIRd

ome3E£d NP UOCTIESITITIN,1 M= STIWIep op anyd Jsguop ep jemied : 1
SR3IPIV] 2WIOZ W

preow wn,p 23359d ® cancid Wy ep eiqIw,| JesTIEnSTa Bp jJeWied

La partie théoréme d’un type contient des théoréme triviaux ou supposés vrai et qui pourront
étre démontrés aprés.

L'ordre dans lequel sera donnée la liste des opérateurs de la spécification sera utilisé pour
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Stratégie d’utilisation des types

STRATEGIE Figure 6.3
Cette directive permet dans le cas olt la spécification est composée de plusieurs types, de définir
Vordre dans le quel seront utilisés ces types pendant la réduction. Les parties théorémes de tous
les types seront regroupées pour &tre utilisées dans chaque étape de réduction. Cela permet,
comme nous avons vu dans le chapitre 4 de réduire le temps d’exécution au moment de la

réécriture des termes.

2.2 Définition de la propriété élémentaire & prouver

LECT_THEO Figure 6.4
Cette directive permet de lire la formule équationnelle & prouver qui se trouve dans le fichier

donné en paramétre.
Si la preuve de cette formule nécessite une induction et si le schéma d’induction ne peut pas

étre généré automatiquement, l'utilisateur doit utiliser ce méme fichier pour donner le schéma

d’induction.
Syntaxe

théoteme {schéma}®/!

schéma — SCHEMA P(l-var-induc) <= l-prop FSCHEMA .
l-var<induc  — IDENTIFICATEUR {, IDENTIFICATEUR}*

(liste des variable de la formule & prouver sur les quelles se fera l'induction)
l-prop — prop {connect prop}*

prop — expression || P(l-param}

l-param —+ param {, param}*

param — opérateur(IDENTIFICATEUR {, IDENTIFICATEUR}")

(Ces identificateurs doivent étre différents des variables d'induction)

SCHEMA-AUT Figure 6.5
Cette directive permet de générer automatiquement le schéma d’induction & partir des variables

d’induction et des constructeurs associés aux sortes de chacune d’elles. Les fonctions de cette
directive sont une implantation des définitions du chapitre 3.

2.3 Visualisation de la preuve

Niveau de trace

NIVEAU_TRACE
Pour visualiser la preuve. l'utilisateur a deux choix de trace:

o Le premier niveau de trace est un niveau de débogage, permet de visualiser toutes les
étapes de la preuves, avec toutes les réductions des termes et des sous termes, tous les
chainages transitifs, avec tous les retours arriéres possibles. Cela permet & l'utilisateur de
comprendre sa preuve et dans le cas ol elle échoue de pouvoir détecter pourquoi.

s Le deuxiéme niveau de trace permet de visualiser seulement les différents nceuds de I'arbre
au fur et & mesure de leur construction
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Positionnement sur un noeud

VISUALISER
Cette directive permet de se positionner et de visualiser le neeud dont le numéro est donné par
I'utilisateur

Exécution sur un fichier

FICHIER
L’exécution se fait par défaut sur I’écran; mais si I'utilisateur le désire il peut la diriger sur un
fichier. Ii doit alors donner le nom de celui-ci.

2.4 Lancement de la preuve

PREUVE Figure 6.6
Cette directive permet de lancer la preuve sur le dernier théoréme lu. Si ce théoréme était
accompagné d'un schéma d'induction ou si ce schéma a été généré antomatiquement alors la
preuve se fait par induction; sinon ¢a sera une preuve équationnelle.

RE-PROUVER

Aprés s’étre positionné sur un nceud, cette directive permet de relancer la preuve sur ce neeud.
Cela peut se faire lors d’une nouvelle induction sur d’autres variables, ou aprés modification de
la spécification.

2.5 Aide & D'utilisateur

MANUEL
Cette directive permet de visualiser sur une fenétre un manuel contenant plus de détail sur
chaque commande.
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implique
]
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)
ffschema
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(
preconzi(tcl)
=>
precons2(tc2)
)
et
(

(

(

preconsi(tcl)
et
precons2(tc2)
)
=
(indconsl (tcl)

Figure 6.3
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de leur utilisation pour la reduction des termes
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: Permet de visualiser le menu initial

] (SCEZMA_AUT) (LECI-THEO)
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MENU

CmadA p—
LECT-TYPE) (STRATEOIE) (SCEBWA AUT) (LECT-m0) (FREUVE) (WIVERU_TRACE
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(LECT_TYPE)
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3 Comparaison avec les systémes de preuve existants

Avant de faire la comparaison entre notre systéme et les systémes de preuve existants, nous
allons donner trois exemples de trois catégories de systémes de preuve. Il ne s’agit pas d’une
étude détaillée, mais seulement d’'un résumé pour donner une idée sur ces systémes.

3.1 Les systéeme de preuve génériques

Tsabelle [Pau87] et [Pau88] est un systéme de preuve interactif, écrit en ML [CPH*85], qui
supporte une variété de logique comme la théorie des types de Martin-Lof [Mar73], la logique
classique, la logique intuitionniste [Lau70] ou la théorie des ensembles de Zermelo-Fraenkel. Pour
pouvoir raisonner sur ces différentes logiques objets, ce systéme posséde sa propre méta-logique
fondée sur la logique d’ordre supérieur (heigher-order logic) construite & partir du A-calcul typé
[HS86] et des régles de méta-inférence.

Pour faire une preuve I'utilisateur doit commencer par définir sa logique objet. Pour cela il
doit donner sa syntaxe sous forme de A-termes ainsi que son ensemble de régles d’inférence et
d’axiomes (un axiome est une régle d’inférence sans premisses).

Avec Isabelle, une étape de preuve est une instance du méme objet qu'une régle d’inférence
(c’est une preuve & la Gentzen [Gen55)); et seul la nomenclature permet de ne pas confondre
les deux concepts. Ainsi pour une étape de preuve, il s’agira du but et des sous-buts tandis que
pour une régle d’inférence il s’agira de conclusion et de prémisses.

La déduction se fait par chainage arriére & partir des buts en respectant les étapes suivantes:

¢ Le sous-but & réduire est unifié avec la conclusion de la régle d’inférence choisie;
o Les premisses de cette régles sont instanciées avec la substitution résultante;
e Le sous-but est remplacé par les prémisses instanciées.

Puisque les expressions manipulées sont des A-termes l'unification utilisée est une unification
d’ordre supérieur telle qu'elle est décrite dans [Hue73] ou dans [Pau86].

Durant le déroulement de la preuve, il se peut que l'utilisateur soit obligé d'appliquer
la méme régle d’inférence plusieurs fois; la définition des tactiques peut faciliter cette tache.
L'environnement de programmation ML [CPH*85] permet de définir des structures de contréles
sur l'application des tactiques comme des conditionnelles, des répétitions, des recherches en
profondeur, ...

3.2 Environnements de spécification

OASIS [Pau85, est un environnement d'aide au développement des spécifications algébrique.
Le but de ce systéme est de fournir & 'utilisateur un laboratoire de spécification avec un ensemble
d'outils qui lui permettent de construire et de valider ses spécifications.

Parmi les outils disponibles dans OASIS on trouve: un compilateur de types algébrique, un
évaluateur symbolique de termes, un évaluateur de représentation des types, une bibliotheque
des types les plus utilisés et un prouveur de théoréme. Nous allons nous intéresser plus particu-
litrement & ce prouveur de théoreme. Il s’agit d’un éditeur de preuve fondé essentiellement sur
Iinduction structurelle, la réécriture et le raisonnement par cas manuel. La preuve est dirigée
par l'utilisateur en fournissant chaque fois les commandes et les données nécessaires pour la
poursuite de la preuve.
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3.3 Environnements de réécriture conditionnelle

Reveur{ [Zha84] et [BR87b] est un environnement de réécriture conditio.nfxe’lle doPt le .but
est de tester la consistance des spécifications algébriques et de prouver la validité des équations
conditionnelles. Il est fondé sur le concept de la réécriture hiérarchique & deux niveaux appelé
aussi la rééeriture contextuelle [Rem82] et dont nous avons parlé dans le chapitre 4’lors de la
comparaison avec la réécriture entre les a_termes. La spécification initiale est composée de deux

parties:

o la partie primitives, qui définit les opérations primitives et les prédicats. Elle ne contient
pas d’équations conditionnelles.

e La partie supérieure contient la définition des nouveaux opérateurs. les equatxons. de
cette partie peuvent étre des équations conditionnelles. Les conditions sont des équations
booléennes qui ne doivent contenir que des opérateurs primitives.

Cette spécification doit étre suffisament compléte par rapport aux booléenfa et doit vériﬁer\une
condition de bon recouvrement qui dit que la conjonction des conditions qui correspondent & un
méme terme gauche d’une équation doit &tre égale & vras. o .
Dans ce cas le systéme utilise une extension de la procédure de Knuth et Btmdu( a la: lthfeone
conditionnelle [ZR85] et [Bou88b] pour prouver la confluence close du systeme de réécriture
associé & la spécification.

La preuve de validité inductive d’une équation conditionuelle se fait par la méthode de
Pinduction sans induction : dans le cas d’un systéme de réécriture confluent sur les termes clos,
Péquation & prouver est ajoutée au systéme et la procédure de complétion est rappelée.

3.4 Critique

Remarque 6.2
Nous voulons tout d’ebord signaler que la conception de notre systéme de prevve PAUSE a

été influencé par

e Le systéme OASIS; Cela vient du fait que celut-ci est un éditeur de preuve, ce qui est
un de ses avantages, car il permet & Vutilisateur de diriger lo preuve lui méme et por
suite de voir les raisonnements qui sont automatisables et ceuz qui manguent. Il nous a
permis de découvrir que la réduction des assertions est nécelssaire dans d,.e nombreus cas,
que l'utilisation des équations conditionnelles de lo forme si — alors — sinon p’eme.ttlmzt
d’automatiser le reisonnement par cas. Il nous ¢ permis aussi de constater le nécessité du
chainage transitif en présence de termes contenant des relations d'ordre.

o Le systéme Reveurd qui nous a permis de bien comprendre les mécanismes de la réécriture.

Nous n'allons pas faire cette critique pour dire qu'un systéme est le fneilleur, car chacun de ces
systéme a 6té congu pour des buts différents et chacun d’eux posséde ses avantages dans son
domaine.

Les systémes de preuves génériques ont I'avantage de supporter plgsieumllo'giques obj.ets et
permettent ainsi la preuve d’une large classe de propriéiés appartenant a ces d{ﬂerente{s logiques.
Mais cela n'est pas sans peine pour l'utilisateur car il lui faut pour chaque logique })bJet :at pour
chaque classe de propriétés écrire les tactiques nécessaires pour la preuve, Dans [Nip88| I'auteur
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avait proposé les tactiques nécessaires pour le raisonnement équationnel en utilisant I'sabelle et il
a conclu son article par: Il est clair qu’il y a un probléme évident :c'est le probleme de Uefficacité.
Les tactiques écrites avec I'sabelle sont cent fois moins rapides que les systémes spécialisés dans
le raisonnement équationnel. D’ot: le probléme éternel du choiz entre la généricité et Vefficacité.

Le méme probléme d'efficacité se pose dans le cas de l'utilisation des éditeurs de preuves
tel que OASIS, surtout quand Iutilisateur est amené & raisonner sur des spécifications avec un
grand nombre d’équations. Dans ce cas il ne pourra faire confiance qu'a un systéme qui fait
cette preuve automatiquement,.

Le systéme Reveur4 est un bon outil pour tester la consistance des spécifications hiérar-
chiques & deux niveaux. Et nous avons signalé dans le chapitre 4 que des études théoriques sont
entamés dans [Bou88b] pour P’étendre aux spécifications hiérarchiques & plusieurs niveaux. Tan-
dis que pour le cas de la validité inductive, nous avons montré dans le chapitre 3 les avantages
de I'induction structurelle sur l'induction sans induction.

1l existe d’autres systdmes de preuve, tel que LP [GG89] qui est une extension du systéme
Reve [Les83]. Le systéme LP fournit & I'utilisateur un nombre important de techniques de
preuves dans le cadre du raisonnement équationnel; mais cela seulement dans le cas des spécifi-
cations non conditionnelles.

Pour conclure cette critique, nous voudrions signaler que chaque systéme de preuve admet
des avantages et des limites; et qu'il peut étre acceptable qu'un systéme soit incapable de
prouver certaing théorémes dans certaines théories, 4 condition que celui ci puisse le faire d’une
maniére efficace pour d’antres théorémes qui intéressent l'utilisateur. Autrement dit, il peut
étre acceptable qu'un systéme soit incomplet mais efficace.

3.5 Comparaison

Daxs [Laz89] nous avons fait une premiére comparaison entre natre systéme PAUSE et les
autres systémes de preuves existants. Cette comparaison avait pour objectif de montrer quelques
raisons qui nous out amener & concevoir un nouveau systéme de preuve. Elle portait sur quatre
points:

e La forme des équations dans les spécifications: Alors que la plupart des systémes de
preuve existants utilisent des spécifications avec seulement des équations inconditionnelles
ou des équations conditionnelles de la forme si— alors; nous autorisons en plus 'utilisation
des équations de la forme si — alors — sinon. Cela n’a pas d'influence directe sur la
sémantique des spécifications, mais il présente plus d’avantages puisqu’il permet de définir
les opérations d’une maniére exhaustive, et de faire des raisonnements par cas automatique.

La forme des propriétés élémentaires & prouver: Les systémes de preuves existants per-
mettent de prouver des propriétés sous forme d'équations simples ou de clauses de Horn
¢quationnelles. Notre objectif est de pouvoir prouver une classe plus grande de formules
équationnelles telle que nous I'avons définie dans le chapitre 2.

La supposition de propriétés globales sur la spécification: Nous avons choisi la méthode
fondée sur I'induction structurelle pour prouver les théorémes inductifs. Et nous avons
montré dans les chapitre 3 et 4 que cette méthode ne nécessite que la terminaison comme
propriété globale sur les spécifications initiales. Ce qui n’est pas le cas pour les méthodes
fondées sur l'induction sans induction.
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o Le degré d’interaction avec l'utilisateur: Le fait qu'il y ait beaucoup d’interaction présente
un grand inconvénient d'efficacité en présence des spécifications avec un grand nombre
d’équations; et l'utilisateur risque de ne plus pouvoir gérer sa preuve. Ainsi nous avons
voulu réduire cette interaction au minimum telle que la donnée du schéma d’induction ou
I’adjonction d'équations et la relance de la preuve.
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Chapitre 7

Vérification de propriétés de
programmes paralléles

1 Introduction

Le domaine d'application des prouveurs de théordmes est trés varié. Is sont
utilisés dans presque tous les domaines qui touchent & 'informatique, comme la
validation des circuits VLSI [Gor87), [SBGP87] et [GGS88], ou la validation des
protocoles de communication [STE*82].

Nous avons choisi comme domaine d’application le cadre des programmes paralléles
car la tendance actuelle est de concevoir des programmes qui peuvent s’exécuter sur
des machines paralléles.

L’objectif de ce chapitre est de présenter un langage intermédiaire dans la concep-
tion des programmes paralléles; puis'de montrer comment vérifier qu'un programme
est "plus asynchrone” qu’un autre.

Ce langage d’expression de programmes paralléles a été défini dans [Per85]. Tl
a été congu pour étre un outil de construction méthodologique et de validation de
programine paralléle.

Le parallélisme introduit au moment de la résolution d’un probléme est un pa-
rallélisme dit de résolution ou de conception. Il a été introduit pour des raisons
d'efficacité du programme obtenu.

Contrairement aux traveux qui s'intéressent au parallélisme du point de vu syn-
chronisation entre processus [Sif79,Mil83], nous nous sommes basés pour exprimer
le parallélisme sur la communication entre des processus non déterministes indé-
pendants. De ces relations de communication sont déduites les synchronisations
des processus nécessaires & leur réalisation. Ces communications sont réalisées par
I'intermédiaire de ports typés par des types de communication. Cette notion de type
de communication permet de séparer entre les relations de calcul et les relations de
communication. Cette indépendance permet de jouer sur le degré de synchronisation
des processus communicants, et par conséquence sur Pefficacité des programmes.

Notre contribution dans ce chapitre se situe dans

o l'expression des types de communication sous forme d’une spécification équa-
tionnelle,
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o la formalisation de certaines relations entre les types de communication ainsi
que leur preuve automatique,

e puis la présentation sur un exemple des conséquences sur la modification des
programmes paralléles.

2 Type de Communication

Comme nous [’avons signalé dans l'introduction de ce chapitre, la méthode proposée permet
d’exprimer le parallélisme en s’appuyant sur la communication entre les processus. Ces commu-
nications sont définies en terme de relations entre les valeurs de données échangées. En effet,
dans un univers paralléle, deux types de relation sont distinguées

o Une relation statique, appelée relation de calcul, entre les suites de données et les suites
de résultats.

o Une relation, appelée relation de communication [JP85], qui transforme généralement le
nombre d’occurrences et l'ordre des termes des suites sans en modifier les valeurs.

Une relation de communication exprime le choix du processus consommateur de la valeur &
consommer parmi les valeurs émises par le processus producteur. Elle permet aussi d'indiquer
comment doit étre modifié cet ensemble aprés cette consommation. Par exemple une relation de
communication égalité spécifie un systéme composé d'un processus producteur et d’un processus
consommateur, tel que i tout instant de communication, la valeur utilisée par le processus
consommateur est la plus ancienne valeur émise par le producteur et non encore consommeée.
Cette valeur doit disparaitre de 'ensemble des valeurs émises aprés la consommation.

Ces relations de communication sont exprimées dans un premier temps en terme de relations
entre des suites temporelles [Laz86] et [Mar89]. En effet, il s'agit d'établir les relations entre les
suites de données échangées. La nature méme de ces relations sous-entend Pexpression du temps
& travers expressions comme " tout instant”, " plus ancienne”, .... Ensuite la notion de type de
commaunication permet de donner une représentation algébrique et constructive de ces relations.
La preuve de représentation d’une relation de communication par un type de communication
est étudiée dans [Laz86] et [Mar8g].

Nous n’allons pas donner plus de détails sur les relations de communication entre les suites
temporelles. Par contre nous allons nous intéresser aux types de communication.

2.1 Définition

L'élément essentiel d’un type de communication est cet ensemble de valeurs émises par
le processus producteur et dont dispose le processus consommateur. Cet ensemble sera appelé
ensemble consommable. L'ensemble des valeurs émises sera appelé ensemble produrt et I'ensemble
des valeurs reques sera appelé ensemble consommé.

Formellement un objet tc d'un type de communication TY PCOM est un triplet d’objets,
chacun d'eux étant de type table, noté tc =< EP, A, EC >:

e EP: Ensemble produit,
o A : Ensemble consommable,
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e EC: Ensemble consommé.
Un type de communication est muni de trois opérations pour manipuler les données:
e init_com: Initialiser la communication entre les processus.

e produire: Emettre une donnée. Tout processus qui active cette opération est appelé
producteur.

o consommer: Recevoir une donnée communiquée. Tout processus qui active cette opéra-
tion est appelé consommateur.

Ce sont les constructeurs d’un type de communication.

Un type de communication est muni aussi de trois projections:
e ens_prod: pour accéder & I’ensemble produit.
e ens_cons: pour accéder a 'ensemble consommé.

o consommable: pour accéder & l'ensemble consommable.
Les quatre derniéres opérations permettent de constater 1'évolution d'un type de communication:

e pre_cons: Précondition sur la consommation. Elle restreint le domaine de définition de
P'opération de consommation du processus consommateur.

o post_cons: Post.condition de la consommation. Elle définit I'état de 1'ensemble consom-
mable, résultant d’une opération de consommation.

e val.cons: Permet de déterminer la valeur de la donnée communiquée prise en compte par
I'opération de consommation.

e ind_cons: Permet de donner l'indice dans I'ensemble consommable de cette valeur com-
muniquée prise en compte par I'opération de consommation.

o indice: Permet de donner dans le cas d'une production 'indice dans I'ensemble produit
de la valeur produite; et dans le cas d’une consommation I'indice dans I’ensemble consom-
mable de la valeur consommée (ind_cons).

Le profil de ces opérations est le suivant:

init_com 3 — TY PCOM
produire : TYPCOM x ELT — TYPCOM
consommer : TYPCOM — TYPCOM
ens_prod 1 TYPCOM — table
ens.cons : TYPCOM — table
consommable: TY PCOM — table
indice : TYPCOM — entier
pre_cons : TYPCOM — bool
post_cons : TYPCOM — table
ind_cons : TYPCOM — entier
val_cons : TYPCOM — ELT
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Remarque 7.1

Les quatre derniéres opérations sont caractéristiques d’un type de communication. En effet,
pour choisir le veleur d consommer parmi Uensemble des valeurs émises par le processus produc-
teur, nous utilisons les opérations pre_cons, val_cons et ind_cons; et pour déterminer comment
doit étre modifié cet ensemble, nous utilisons l'opération post_cons.

2.2 Equations communes a tous les types de communication

Les équations communes aux définitions de tous les types de communication sont les sui-
vantes:

tc : TYPCOM

v : ELT

1: consommable(init.com) == tablevide
2 : ens_prod(init.com) tablevide
3: ens.cons(init.com) == teblevide
4 : consommable(produire(te,v)) ==

mettre(consommable(te), mazimuni{ens.prod(te)) + 1, v)

5 : ens.prod(produire(tc,v)) == mettre(ens_prod(tc), mazimum{ens_prod(te)) + 1,v)
6 : ens_cons(produire(tc,v)) == ens.cons(te)

7 : consommable(consommer(tc))== post_cons(lc)

8 : ens_prod(consommer(tc)) == ensprod(tc)

9 : ens_cons(consommer(tc)) ==

mettre(ens_cons(tc), mazimum{ens _cons(te)) + 1,valcons(te))
10: indice(init_com)
11: indice(produtre(tc,v))
12: indice(consommer(tc))
13: val_cons(tc)

mazimiutn|ensprod(te)) + 1
ind_cons(tc)
== gcces{eonsomimuble{te), ind_cons(te))

Précondition
La précondition de P'opération consommer(tc) est pre.cons(tc).

Pour que la spécification d’un type de communication ait la forme générale d’une spécifica-
tion définie dans le chapitre 1, nous allons intégrer la précondition de consommation dans les
équations. Nous obtenons alors les équations suivantes:
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1: consommable(init_com) == tablevide
2 : ens_prod(init_com) tablevide
3: ens_cons(initcom) tablevide
4 : consommable(produire(tc,v)) ==
mettre(consommable(tc), mazimum(ens.prod(te)) +1,v)
5: ens.prod(produire(ic,v)) == mettre(ens_prod(ic), mazimum(ens_prod(tc)) + 1,v)
6 : ens.cons(produire(ic,v)) ens-cons(tc)
7 : consommable(consommer(tc))== si pre_cons(tc) alors post_cons(tc)
8: ens_prod(consommer(tc)) == si pre_cons(tc) alors ens_prod(tc)
9: ens_cons(consommer(tc) == i pre_cons(tc) alors

10: wndice(init_com) ==

11: indice(produire(tc, v)) == mazimum(ens_prod(tc)) + 1
12: indice(consommer(ic)) == si pre_cons(tc) alors
ind_cons(tc)
13: val_cons(tc) == acces(consommable(tc), ind_cons(ic))

mettre(ens_cons(ic), mazimum (ens_cons(tc)) + 1,val_cons(tc))

Les opérations mettre, tablevide, acces, mazimum, minimum, domaine sont des opérations im-
portées du type table (exemple 4.5).

2.3 Equations caractéristiques d’un type de communication
Ces équations caractérisent la stratégie de communication d’un type donné.

Exemple 7.1

Le type de communication égalité est caractérisé par le fait que toute valeur émise est regue
une et une seule fois, et Uordre des réceptions est identique & l'ordre des émissions. Les équations
caractéristiques de ce type sont les suivantes :

s pre_cons(tc) == non(estvide(domaine(consommable(tc))))
e ind_cons(tc) == minimum(consommable(ic))

¢ post_cons(tc) == enlever(consommable(te), minimum(consommable(ic)))

Exemple 7.2

Le type de communication aléatoire est caractérisé par le fait que chague valeur regue est la
derniére émise & cet instant, certaines valeurs ne sont pas regues et d’antres peuvent 'étre plu-
sieurs fois, selon le rythme aléatoire des processus producteur ou consommateur. Les équations
caractéristiques de ce type sont les suivantes:

o pre_cons(tc) == non(estvide(domaine(consommable(tc)))).
e ind_cons(tc) == mazimum(consommable(tc))

¢ post_cons(ic) == mettre(tablevide, ind_cons(tc), val_cons(tc))
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Exemple 7.3

Le type de commaunication égalité-presque-partout est caractérisé par le fait que toute valeur
émise est reque une fois et une seule dans le cas o la production survient assez tot. En d’autres
termes le i¥™¢ élément produit est remplacé par w dans la suite consommée, si la production de
cet élément est en retard sur la consommation. Les équations caractéristiques de ce type sont

les suivantes:

o pre_cons(tc) == vrai
o ind_cons(tc) == si cardinal(ens_prod(tc)) < cardinal(ens_cons(tc)) == vrai
alors w

sinon minimum(consommable(tc))

o post_cons(tc) == si cardinal(ens_prod(tc)) < cardinal(ens_cons(tc)) == vraz
alors tablevide
sinon enlever(consommable(tc), minimum(consommable(tc)))

Remarque 7.2

Dans [Per85], les types de communication ont été définis avec une spécification algébrigue
en pre_post. Nous avons choisi une présentation équationnelle dans un but de faciliter la ma-
nipulation des opérations et des termes, car notre but, rappelons le, est d’automatiser la preuve
de relations entre les types de communication.

2.4 Automate associé 4 un type de communication

Pour modéliser d’un systéme paralléle réduit & ses opérations de production et de consomma-
tion sur un port donné, nous associons 2 chaque type de communication un automate figuré par
un graphe orienté représentant les transitions possibles. Les nceuds de ce graphe représentent
les états du systéme. Les arcs sont étiquetés par I'opération sur la. donnée communiquée :

e p: correspond & une production.

e ¢: correspond & une consommation.

Ce graphe doit respecter les conditions suivantes:

e Une opération de consommation ¢ est activable si et seulement si la précondition de consom-

mation pre_cons est vérifie.
e A chaque étiquette p ou ¢ d’un arc est associée un indice tel que:
Pour une opération de production p, cet indice est égal & lindice dans I'ensemble
produit de 'élément résultant de occurrence de production associée.
~ Pour une opération de consommation ¢, cet indice, 8'il existe, est égal a
+ l'indice dans 'ensemble consommable de 1'élément résultant de l'occurrence de

consommation associée (ind_cons)

ou
* w, si w est la valeur indéfinie résultat de cette opération.

o Les productions sont étiquetées dans l'ordre croissant des indices.
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Exemple 7.4

Automate associ€ au type de communication égalité

3 Langage d’expression du parallélisme

Aprés avoir introduit les types de communication qui sont les éléments de base, nous allons
donner un apercu général sur les autres concepts de ce langage.

Le langage présenté dans [Per85) ne prétend pas étre un langage de plus pour la program-
mation des systémes paralléles, mais il a été congu pour étre utilisé comme un outil de construc-
tion méthodologique et de validation de programmes paralléles. Le passage aux autres langage
d’expression du parallélisme a été étudié dans [KFJP88] pour le langage ADA ou dans [EJ89]
pour le langage OCCAM.

L'expression du parallélisme dans ce langage est fondée sur la coopération de processus non
déterministes définis de maniére statique qui communiquent de maniére asynchrone par des
ports. L'utilisation des types de communication permet de séparer dés le début de la conception
les relations de calcul et les relations de communication. Cela permet aussi de définir les rela-
tions de communication entre processus indépendemment de tout souci de synchronisation. Ce
concept constitue le principal apport par rapport aux langages contemporains d’expression du
parallélisme qui sont fondées sur la communication tels que CSP [Hoa78], ADA [Ada80], LCS
(Ber85] ou LC® [LCSH]. ’

3.1 Programme paralléle

Un programme ou systéme paralltle est constitué d'un ensemble hiérarchique de proces-
sus communicants. Les données communiquées circulent via des ports typés par des types de
communication.

CHAPITRE 7. VERIFICATION DE PROPRIETES DE PROGRAMMES PARALLELES




132

Exemple 7.5

PROD-CONS processus englobant
... déclaration du type de communication "égalité” et du port p

PROD processus P CONS processus
interne interne
SOrUE X vers p entrée y viap
g égalité
P b
. v y A
produire(x) Nconsommer(y)

Ce schéma visualise un exzemple simple de systéme paralléle (producteur consommateur).

Dans cette hiérarchie nous pouvons distinguer deux types de processus:

o Les processus élémentaires (feuilles de la hiérarchie) sont des processus séquentiels clas-
siques non déterministes qui utilisent des constructions proches des processus CSP ou des
taches ADA: séquence d'énoncés, choix et 1tération non déterministes).

o Les processus composés obtenus par composition paralléle d’autres processus.(en utilisant
un type de communication)

En régle générale un processus communicant élémentaire ou composé a la structure suivante:
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entrée: Définition des données communiquées:
1. Nom et type de la donnée, port utilisé
sortie: pour transmettre les valeurs de cette donnée

Déclaration d'objets locaux au processus (variables, fonctions, ...) ou

2. . =
des processus internes et des ports associés
corps Définition des actions du processus s'il est séquentie}
3 ou
"| composition Mise en composition paralléle des processus internes,
8'il 8’agit d'un processus composé.

e La partie (1) constitue l'interface du processus. Dans le cas du processus racine cette
partie est vide.

e Dans le cas d’un processus composé communicant, la partie (2) définit les processus in-
ternes et décrit leurs relations de communication par la déclaration:

— des ports de communication utilisés:
* nom du port,
* type du port: type de communication utilisé.
— des types de communication associés et non prédéfinis, s'ils n’ont pas été déja déclarés
dans un processus englobant.
e La partie (1) des processus internes définit 1'utilisation des ports déclarés au niveau du

processus englobant. Cette définition est réalisée par les clauses enirée ou sortie qui
déclarent les données communiquées.

o L’activation en paralléle des processus internes déclarés dans la partie (2) d’un processus
composé est définie de maniére statique; la partie (3) est alors réduite & Popérateur de
composition //.

o L’activation des opérations produire ou consommer réalise la communication.

3.2 Les principales constructions du langage

Dans ce paragraphe nous allons nous contenter de donrer la sémantique intuitive des princi-
pales constructions de ce langage. La syntaxe concréte de celui-ci est décrite dans I'annexe B par
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une grammaire & contexte libre. Notons que la syntaxe de la partie séquentielle du langage est
un sous ensemble de Pascal. La sémantique des différentes constructions est donnée en détail
dans [Per85] en utilisant des compositions d’automates, ou dans [Mar89] o auteur combine
cette derniére notion avec les formalismes proposés dans [Bou87).

1. typcom TC(ELT),
permet la déclaration du type de communication TC en donnant la définition algébrique
des ses opérations caractéristiques (pre.cons, post_cons, ind_cons).

2. port p: TC(ELT),
permet la création d'un port p de type T'C, résultat de I'opération init.com associé & ce
type.
Le port p est local au processus ol il est déclaré, ce qui permet d’encapsuler les commu-
nications d’un sous systdme & l'intérieur d’un systéme composé.

W

. entrée y: t via p,
permet de déclarer une donnée communiquée dans une liste d’entrées d’un processus
consommateur et de créer ainsi une variable y de type ¢ locale & celui-ci. Cette déclara-
tion permet aussi d’associer la variable au port de communication p dans I'objectif d’une
éventuelle consommation.

4. sortie z: t vers py,...,pn,
permet de déclarer une donnée communiquée dans une liste de sorties d'un processus
producteur et de créer ainsi une variable 2 de type ¢ locale & ce processus. Cette déclaration
permet aussi d’associer la variable aux ports p),...,p, dans P'objectif d’une éventuelle
production.

5. Dans le contexte de I'énoncé 4, l'instruction produire(x) permet 'activation de 'opération
produire définie dans les types de communication des ports pi,...,p,.

6. Dans le contexte de I'énoncé 3, I'instruction consommer(y) permet I'activation de 'opération
consommer définie dans le type de communication associé au port p. Selon que la précon-
dition de consommation est vraie ou fansse deux cas sont i envisager:

o pre_cons(p) est égale & vrei au moment de I'activation de cette instruction, dans ce
cas l'opération consommer est activée.

e pre_cons(p) est égale & four au moment de l'activation de cette instruction, dans ce
cas le processus consommateur est mis en attente jusqu'au moment ol pre_cons(p)
devient vrai.

Si plusieurs processus consommateurs liés & un méme port sont en attente, ils seront acti-
vés dans un ordre arbitraire, un seul pouvant 4 la fois accéder & ce port.

Dans le cas ol plusieurs processus veulent accéder simultanément & un port de commu-
nication, les acces scront séquentialisés selon un ordre arbitraire avec ume priorité des
opérations de production sur les opérations de consommation.

7. Le choix non-déterministe :

select
g1 — €noncé,

CHAPITRE 7. VERIFICATION DE PROPRIETES DE PROGRAMMES PARALLELES

135
ou

ou
gn — énoncé,
fin select

Les gardes g, sont des expressions booléennes

Cette instruction a pour signification:
o d’évaluer simultanément toutes les gardes,
o &'il existe une garde g; égale & vrai, alors activer les instructions de énoncé;,
e si plusieurs gardes sont égaux & vras, alors choisir 'une d’elles au hasard,

e si aucune garde n'est égale & vraz, alors I'état résultant est un état d’erreur.

8. composition,

permet d’activer en paralléle des processus fils qui ont été déclarés dans un processus
englobant. La communication entre ces processus se fait A travers les ports déclarés dans
la partie déclaration via les entrées et les sorties correspondantes dans chaque processus.

Nous avons vu que ces processus fils peuvent étre soit des processus élémentaires, soit eux
aussi composés de processus communicants. Cela implique qu’un systéme paralléle peut
avoir plusieurs schémas de composition suivant des hiérarchisations plus ou moins compli-
quées. L'exemple 7.5 montre une situation simple de communication bi-point. Cependant,
plusieurs autres situations peuvent étre considérées; citons par exemple:

o Les situations de diffusion dans les quelles un processus producteur communigue avec
n processus consommateurs via n ports typés soit avec le méme type de communica-
tion soit avec des types de communication différents.

Les situations de divergence dans les quelles un processus producteur communique

avec un processus consommateur via un seul port. Mais le processus consomma-
teur est composée de plusieurs processus, chacun d’eux est susceptible d’activer une

opération de consommation.

Les situations de convergence different des situations de divergence par le fait que
c’est le processus producteur qui est composé avec plusieurs processus, chacun d’eux
est susceptible d’activer une opération de production.

Exemple 7.6

Ce programme paralléle est un exemple qui présente un systéme producteur consommateur

avec un producteur qui communique avec deur consommateurs (diffusion des données commu-
nigué) via deuz ports associés ¢ deuw types de communication égalité.

programme prod_conss::

typcom égalité(entier)
définition du type de communication égalité
port p;,p2 : égalité

processus prod::
sortie z entier vers p,p2;
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corps
=1;
répéter z < 100 —
produire(z);
r:=z+1
fin répéter
fin prod;

Processus cons;
entrée y : entier via p;;
fonction pair(z:entier):boolean;
- déterminer si un entier © est un nombre pair -
fin pair;
corps
répéter consommer(y)
si pair(y) alors écrire(y) fsi
fin répéter
fin cons;

processus consy::
entrée z : entier via p;;
fonction premier(z:entier):boolean;
— déterminer si un entier = est un nombre premier -
fin premier;
corps
répéter consommer(z)
si premier(z) alors écrire(z) fsi
fin répéter
fin consy

composition
prod/[cons [ [cons,
fin prod.conss

4 Relation entre les types de communication

Nous avons vu que 'expression du parallélisme retenue dans le langage présenté dans les
paragraphes précédents est fondée sur la communication entre processus. Nous avons vu aussi
que la notion de type de commurication permettait de séparer les relations de calcul des relations
de communication et que les seules synchronisations entre les processus sont dues aux contraintes
d’accés en exclusion mutuelle aux ports de communication ou aux attentes d’un processus prét
4 réaliser une opération de consommation alors que la précondition n'est pas satisfaite. Dans ce
contexte, établir des relations d’ordre entre l'ensemble des types de communication permettra
de jouer sur la synchronisation entre les processus d'un systéme parallele. Cela est di au
fait que ce sont ces types de communication qui gérent la communication et par conséquence
régulent la synchronisation. Ces relations sont telles que si pour une donnée communiquée, nous
substitutions un type de communication T'Cy & un type de communication T'Cy tel que T'Cy soit
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en relation avec T'Cy. le systéme devient plus asynchrone dans le sens que nous préciserons ci
dessous.

Définition 7.1 Ensemble des termes définis associé & un type de communication

L’ensemble des termes définis associé & un type de communication TC, noté DEF(TC) est
un sous ensemble de l'ensemble des termes clos sur les constructeurs T(C), ot C = {init-com,
produire, consommer}. Il est défini par:

¢ init_com € DEF(TC)
e soitt € DEF(TC) alors

~ produire(t,v) € DEF(TC),
— si la précondition de consommation pre_cons(t) est vérifié alors
consommer(ty € DEF(TC).

Cet ensemble représente I'évolution d’un systéme paralléle réduit & ses opérations de production
et de consommation sur un port de communication, En effet, chaque terme représente une
séquence d’exécution possible de ce systéme.

Remarque 7.3

L'ensemble des termes définis associé d un type de communication TC est isomorphe a
Uensemble des chemins du graphe associé & celui-ci par 'homomorphisme suivant :

o f(A) =init.com. A est le chemin vide.
o f(ch.pi) = produire(f(ch),v).

o f(ch.c;) = consommer(f(ch)). ch est un chemin du graphe et le point définit la concaté-
nation d’un arc d un chemin.

Nous allons maintenant donner la définition des relations entre les types de communication en
utilisant leur ensemble de termes définis respectifs.

Définition 7.2 Relation d’asynchronisme

Soient T'C, et T'Cy deus types de communication et Fy et F, Uensemble des opérateurs associé
tels que F, = {init_com,, produire;, consommer;, consommable;,
ens_prod,, ens_cons,,ind_cons;, val_cons;}. Soient Xgc,, Xrc, et Xprr trois ensembles de
variables de sorte respectif TCy TCy, et ELT Soit h un homomorphisme entre T(Fy, Xr¢, U
Xerr) et T(Fo, Xro, UXEprr) tel que hiop1) = opa o op; représente chacun des opérateurs de
F;.
Le type de communication TCy est dit plus asynchrone que TC si et seulement si:

e la restriction de h @ DEF(TC)) est un komomorphisme
et

e h(DEF(TC,)) C DEF(TCy).
Remarque 7.4

e L'introduction d’un homomorphisme dans lo définition des relations entre deuz types de
communication signifie que nous nous intéressons qu’euz ségquences d’ezécution équiva-
lentes.
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o (et asynchronisme vient du fait que Uensemble des séquences d’exécutions possibles associ€
4 TCy est inclus dans celus de TCy. Cela n'est possible que parce que les préconditions
sur les opérations de TCy sont plus faibles que celles sur TCy. Cela a pour conséquence
de téduire le temps d’attente des processus pendant les communications.

Le concept de type de communication a été créé pour s’occuper plus de la gestion des com-
munication que de la synchronisation entre les processus; c'est pour cela que nous allons nous
intéresser plus aux relations qui font intervenir, en plus de la relation d'asynchronisme, des
relations entre les positions des valeurs des données communiquées.

Définition 7.3 Relation d’asynchronisme avec perte des valeurs

Soient TCy et TCy deuz types de communication. TCy est dit plus asynchrone que TCy avec
possibilité de perte de valeurs; noté TCy as< TCqy si et seulement si:

o TCy est plus asynchrone que TC)
et

o pour chagque couple de termes (t1,t;) de DEF(TC)) x DEF(TCy) tel que h(t1) = ta,
indice; (1) < indicea(t2)

Cette relation as< est une relation d’ordre partiel sur 'ensemble des types de communication.

Exemple 7.7

aléatoire

egalité as<

Définition 7.4 Relation d’asynchronisme avec respect des valeurs

Soient TC, et TC, deuz types de communication. TCy est dit plus asynchrone que TCy en
respectant les valeurs; noté TCy op< TCy st et seulement s1:

o TC, est plus asynchrone que TC)
et

o pour chague couple de termes (t1,t2) de DEF(TCy) x DEF(TCa) tel que h(ty) = ty,
wndice; (t1) = ndiceg(f2)
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Proposition 7.1
La relation op< est une relation d’ordre partiel sur Uensemble des types de communication
telle que:

TC, op< TCyp == TCy as< TC,

Exemple 7.8

égalité op< £égalité-presque-pariout

5 Formalisation des relations entre les types de communication

Pour pouvoir automatiser la preuve des relations as < et op < entre les types de communica-
tion, nous allons les reformuler sous forme de relations entre les termes qui leurs sont associés.

5.1 Formalisation de la relation d’asynchronisme

Soit (£, t2) un couple de termes de DEF(T(Ct)) x DEF(T(Cz)) tels que hit)) = ta.
1l est clair que le nombre d'opérations de production dans t; est égal au nombre d’opérations
de production dans t;. Nous pouvons constater la méme chose pour le nombre d'opérations de
consommation. nous pouvons donc déduire les hypothéses suivantes:

cardinal(ens_prody (t1)) = cardinal(ens_proda(t2))
et
cardinal(ens.cons; (1)) = cardinal(ens_cons(l2))

Nous pouvons en déduire que:
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mazimum(ens_prod, (t,}) = mazimum(ens_prody(ta))
et
mazimumiens_consi(t1)) = marimum(ens_consy(tz))

car cerdinal(A) = mazrimum(A) — minimum(A) + 1 et
minimum(ens_prod(t;}) = minamum(ens_cons(t;)) =1

Maintenant pour savoir si un type de communication 7'Cy est plus asynchrone qu’un autre type
TCY, il faut tester si I'image homomorphe d'un terme défini de T'(C;) est un terme défini de
T(C2). En d’autres termes il faut montrer que si les préconditions sont vérifiées sur un terme #;
de T'(C)) alors elles sont vérifiées sur son image homomorphe t; = h(t;). Or la seule précondition
qui existe sur les types de communication est celle sur les opérations de consommation (pre_cons).
La relation d’asynchronisme entre deux types de communication se définit alors comme suit:

Proposition 7.2
Un type de communication TCy est plus asynchrone qu'un type de communication TC) si et

seulement si:
pour tout couple de termes définis (t1,t2) de DEF(T(Cy)) x DEF(T(C5)) tel que h{t)) =t2

pre_cons)(t)) == vrai D pre-consy(ly) == vrai

5.2 Formalisation de la relation d’asynchronisme avec perte des valeurs
1l reste maintenant & formaliser la relation entre les indices.

e L'indice associé & un terme avec une opération de production en téte est égal & I'indice dans
’ensemble produit ens_prod de 1'élément résultant de I'occurrence de production associée.
Or d’aprés I'équation 11 de la définition d’un type de communication cet indice est égal &

mazimum(ens_prod(tc)) + 1.

Soit maintenant (¢;,t;) un couple de termes définis de DEF(T(Cy)) x DEF(T(Cy)) tels
que tp = h(t|) et t; = produire(t],v).
Pour comparer les indices de ces deux termes il faut comparer

mazimum(ens.prod)(t;)) et mazimum(ens_proda(tz))
qui sont toujours égaux d’aprés 'hypothése 2 ci-dessus.

L'indice associé & un terme avec une opération de consommation en téte est égal & I'indice
dans I’ensemble consommable de I'élément résultant de l'occurrence de consommation
associée. Qui est par définition égal & ind_cons(ic).

Soit maintenant (t;,t3) un couple de termes définis de DEF(T(Cy)) x DEF(T(C3)) tels
que tp = h(t)) et t; = consommer(1}).

pour comparer les indices sur ces deux termes quand les consommations sont définies il
faut comparer

»

ind_cons(t) et ind_consy(ty)
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La propositions suivante permet de donner une définition formelle de la relation as < entre
deux types de communication.

Proposition 7.3

Un type de communication TCy est plus asynchrone qu’un type de communication TC, avec
possibilité de perte de valeurs (TCy as< TCy) si et seulement si:
pour tout couple de termes définis (ic1,tco) de DEF(T(Cy)) x DEF(T(Cy)) tel que h{ter) = teq,

pre_cons;(tey) == vrai D pre.consy(tes) == vrai
A
pre.consi(tc1) == vrai A pre_consy(icy) == vrai
D ind_consl(tc;) < ind_cons(te) == vrai

5.3 Formalisation de la relation d’asynchronisme avec respect des valeurs

Par analogie avec ce qui a été fait dans le paragraphe précédent, la proposition suivante
permet de donner une définition formelle de la relation op < entre deux types de communication.

Proposition 7.4

Un type de communication TCy est plus asynchrone gu’un type de communication TC, avec
respect des valeurs (TC) op< TC,) si et seulement si:
pour tout couple de termes définis (tcy, tez) de T(Cy) x T(Ca) tel que h{tc;) = tc |

pre-cons,(tc1} == vrai D pre_consy(tey) == vrai
A
pre.consi(te1) == vrai A pre_consa(ics) == vrai
D wnd.consl(tc;) == ind_cons(tey)

Remarque 7.5

S’il y avait des precondition sur les productions que nous aurions notée pre_prod, la propriété
qu’il foudrait vérifier pour que TCiop< TCy est:
pour tout couple de termes définis (tcy, tcy) de T(Cy) x T(Cy) tel que h(te;) = tey

precons)(tc1) == wrer D pre_consy(tc;) == vrai
A
pre.prod)(te;) == vrai D pre_prody(icy) == vraz
A
pre_consy(tey) == vrai A pre_consy(tcp) == vrai
D ind_consl(te;) == ind_cons(tes)
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6 Preuve des relations d’asynchronisme

6.1 Environnement de la preuve

Nous avons vu dans le paragraphe 2 que les types de communication peuvent étre spécifiés
par un ensemble d’équations ce qui implique qu'ils peuvent s’adapter aux techniques de preuve
que nous avons définies dans les chapitres précédents.

L'environnement de la preuve d’une relation d'asynchronisme entre deux types de communication
sera donc constitué:

o de la spécification des deux types,

e de la spécification des types Table et Ensemble ordonné, définis dans 1'exemple 4.5, puisque
la spécification des types de communication importe certaines de leurs opérations
et

o de la spécification des types Entier et booléen.

Le paragraphe précédent a permis de calculer la formule équationnelle correspondante 4 chaque
relation d'asynchronisme.

6.2 Schéma d’induction

Il est clair que nous aurons besoin d'une induction pour prouver ces formules équation-
nelles. Nous allons donc faire une récurrence sur les constructeurs respectifs des types de
communication T'Cy et T'Cy; et qui sont, rappelons le, {indt_com;,produire,,consommer;}
et {init_comy, produires, consornmery}.

Pour calculer le schéma d'induction associé & cette récurrence nous allons faire appel aux notions
que nous avons vu dans le chapitre 3 sur les principes de 'induction structurelle,

Ainsi pour calculer un schéma d’induction associé & une liste de sortes ou de types il faut calculer
I'ensembles des termes générateurs associés : c'est I'ensemble de toutes les combinaisons dans
l'ordre de tous les constructeurs associés & chaque type; puis calculer 'ensembles des prédéces-
seurs de chacun d’eux.

Le schéma d’induction associé & deux types de communication ne peut pas étre généré automa-
tiquement & cause de certaines contraintes que nous allons découvrir. Cependant nous allons
suivre la méme démarche que le processus de génération automatique.

Les termes générateurs associés a ces ensembles de constructeurs sont:

1. wnit.com,,init_coms,
2. tnit_com, produires(tes, v),

3. wmit_comy, consommers(tcz),

'S

. produire;(tcy,v), init_coms,

o

. produire)(tcy,v), produirez(tca, v),

o

. produire;{tcy, v), consommery(ics),

7. consommer(tc,),nit.coms,
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8. consommer(tcy), produires(tcy, v),
9. consommer (te1), consommers(tcy).

Mais il faut que chaque terme générateur ¢,y vérifie la condition h(ty) = ;. Cela n'est pas
possible pour les termes 2,3,4,6,7,8.
Donc les termes générateurs restants sont:

e init_comy,nit_coms,
o produire;(tcy,v), produirey(tey,v),
o consommer (tc; )}, consommery(icy).
Les prédécesseurs du terme consommer (tcy ), consommera(tcy). sont:

1. tcy, t; ol t et un terme de type T'Cy. Mais il faut que la condition h(tc;) = ¢ soit vénfiée.
Ce qui implique que ¢ = tcy et que le prédécesseur est tcy, tep.

2. consommer; (i1}, tcg qui ne peut pas vérifier la condition h{consommery(tc;)) = tc, sera
donc exclu.

La méme chose pour les prédécesseurs de produire;(ic,v), produirea(tca,v). En plus il faut
aussi que ces termes soit définis; donc pour le terme générateur
consommer (tc, ), consommers(tcg) il faut supposer les préconditions

pre-cons(te;) == vrai A pre_cons(tcz) == wrai. Nous obtenons donc le schéma d'induction

suivant :

Plinit_comy ,init_comz) A
P(teg, tes) D Pproduire (tey, v), produties(tes, v)) A
(P(tey, teg) A precconsy (ter) A pre_censp(tea)) D Pleonsommer, (te;), consommera(tez))

P(ty,12)

Remarque 7.6

Ce schéma d’induction est en accord avec le but pour le quel a été introduit ’homomorphisme
entre les termes définis respectives de TCy et de T'Cy; c’est 4 dire que ne nous intéressons qu’aus
séquences d’ezécutions équivalentes. En effet, linduction de base se fait sur deuz séquences
équivalentes init_com, et init.comz. Et #i nous supposons gue tc; et tc; sont des séquences
équivalentes alors produire;(tcy,v) et produires(tce,v) le sont aussi. La méme chose pour
consommer(tc;) et consommer(tcs)

6.3 Déroulement de la preuve

Le déroulement de la preuve se fait normalement comme nous ’avons décrit dans le chapitre
précédent, & savoir la substitution dans le schéma d'induction de la formule & prouver, la décom-
position de la formule obtenue en un ensemble de a_équations, la réduction des assertions puis
la réduction de la conclusion pour chacune de ces a_équations puis si ¢’est nécessaire |'utilisation
du chainage transitif.
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Exemple 7.9

L’anneze C contient l'arbre de preuve de la relation d'asynchronisme avec perte des valeurs
entre le type de communication égalité et aléatoire : égalité as < aléatoire.

7 Application a la modification des programmes paralléles

Rappelons que le parallélisme que nous voulons introduire au moment de la résolution d’un
probléme est un parallélisme de conception qui a été introduit pour des raisons d’efficacité du
programme obtenu. Ce parallélisme se traduit par des processus indépendants qui communiquent
entre eux en utilisant la notion de types de communication. Cela implique qu’un moyen de
réduire le temps d’exécution d'un tel programme est de réduire le temps d’attente des processus
communicants. En d'autres termes il faut que I'exécution soit le plus asynchrone possible au
sens des relations d’ordre ci-dessus.

Dans ce contexte, vouloir modifier un programme donné en un autre programme plus asyn-
chrone revient & agir sur les communications entre les processus de celui-ci en remplagant un
type de communication par un autre tels qu'ils vérifient une des relations précédemment définies.

Cette modification va entrainer une modification des séquences d’opérations exécutées par ces
programines. Le programme obtenu peut avoir une sémantique différente du programme initial.
11 ne s’agit donc pas des techniques habituelles de transformation de programme préservant la
sémantique (fusion, pliage, dépliage, ...). Nous parlerons donc de modification des programmes.

7.1 Modification utilisant la relation as<

Dans un programme et pour une donnée communiquée, lorsque nous remplagons un type de
communication TC) par un autre type de communication TC; tel que TC; as < TCy, sans
changer les opérations dans les processus, nous obtenons un programme plus asynchrone dans
le sens ol

o toutes les valeurs produites ne sort pas consommées (les indices de consommation dans
TC, sont inférieurs & ceux dans TCy),

e Les situations d'attente du processus consommateurs sont plus rares (la précondition de
consommation dans T'C est plus faible que celle dans T'C}).

Le programune ainsi obtenu n’est plus défini sur les méme données. C'est pourquoi il faut faire
attention lors de cette modification que la post-condition du programme reste vérifiée.

Le passage des communications synchrones & des communications plus asynchrones a été
aussi étudié dans [Gri88].

Exemple 7.10 Calcul de factorielle
Soit n un entier strictement positif. Le nombre n! peut étre calculé de deuz maniéres diffé-
rentes :

o Il peut étre considéré comme le terme de rang n de la suite f définie par:

fo=1
fir=fx@+1)Vi>0
Le terme de rang 1 est tel que f, =l pour tout ¢ supérieur ou égal ¢ 0.
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s Il peut étre considéré comme le terme de rang n de la suite g définie par:
go=n
Gisr=gx(n—1) Ve >0
Le terme de rang i est tel que g; = n!/(n —1)! pour tout i supérieur ou égal 4 0.

Nous pouvons utiliser ces deuz modes de calcul pour construire une solution paralléle constituée
de deuz processus indépendants qui calculent respectivement les termes des deuz suites f et g
sur deuz intervalles complémentaires. Le résultat est le produit des résultats des deuz processus.

La répartition des calculs entre ces deut processus doit se faire de telle sorte que

o Le premier calcule les termes de la suite f jusqu'a n/2°™¢ terme. Le résultat de ce
processus est (n/2)!.

e Le deuriéme calcule les termes de la suite g jusqu’a n/2%™ terme. Le résultat de ce
processus est nl/(n — n/2)!.

Le résultat final est (n/2)! x n!/(n— n/2)! qui est égal & n!.
Cet algorithme peut étre généralisé de la maniére suivante :

o Le premier processus p1, calcule les termes de la suite f dans un intervalle [0..n1].

e Le deuziéme processus p1, calcule les termes de la suite g dans un intervalle [0.n;). La
condition d’arrét est ny > n— no.

Pour évaluer cetie condition d’arrét, il faut que ces deuz processus Py et Py échangent les valeurs
successives de ny et ny. Supposons que ny est la suite des valeurs produites par Py et susceptibles
d’étre consommées par P et inversement pour ny. La relation de communication qui vient
immédiatement & l'esprit est celle qui consiste & ce que chague processus consomme chaque
valeur produite par l'autre et dans cet ordre de production. Cette relation correspond au type de
communication égalité. Nous obtenons donc une solution synchrone définie par le programme

suivant :

Programme fact ::
port ny, ng : égalité;
fi, f2 ¢ égalite;
processus Py
entrée zo: entier via ny;
sortie z;: entier vers n,,
f: entier vers fi;

corps
f=Lz:=1
produire(z; ); consommer (23 );
répéter
B <(rn-xz9) —fi=fxm;
Ty =21+ 1;
produire(z; ); consommer(z; );
fin répéter,
produire( f)
fin P1

processus P, -
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Programme fact::;
port n1, n2 , f1, f2: égalité;

Processus P1::
entrée x2: entier via n2;
sortie x1: entier vers ni
f: entler vers f1;
corps
fi=1; x1:= 1;
produire(x1); consommer(x2)
répéter x1 : égalité
X1 < (N -x2) ~> f:=t * x1; i
X:i=x1+1; Processus résultat::
produire(x1); entrés x1: entier via ni;
consommer(x2); x2: entler viz n2;
tin répéter; {: entler via {1;
produire(f) g: entier via 12;
fin P1 res: entier;
5 corps
= consommer(f); consommes(g);
consommer(x1); consommer(x2);
[Processus p2: select
entrée x1: entler via n1; xi= %2 —> res := f'g "xi;
sortie x2: vers n2; ou
g: entler vers 12; x> X2 —s 1E3 = 1'g;
corps fin seiect;
g:= n; x2:= 1; résultat
produire(x2); consommer(x1);
répéter
X1 < (n - x2) —> g:= g *(n -x2);
x2:= x2 + 1;
produire(x2);
consommer(x1); : égalité
fin répéter; a1 -
produire(g);
Jin P2
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Le post condition de ce programme est:
(1) f=zmletg=nlf(n-z)let (n—x3) <z <(n—22+1)

Ce programme donne une solution paralléle synchrone du calcul du factorielle, dans le sens
ot toutes les valeurs produites sont consommées avec les attentes que ¢a peut engendrer. Or
chacun des processus Py ou Py n'a pas besoin dans son calcul de toutes les valeurs produites par
Vautre. En effet pour évaluer la condition d’arrét chacun des deuz processus n'a besoin que de le
derniére valeur émise par Uautre. Les autres valeurs peuvent étre ignorées sans incidence sur les
calculs. Le type de communication aléatoire satisfait bien cette relation de communication. Et
comme égalité < as aléatoire, nous pouvons remplacer le premier type par le deuziéme dans le
programme ci-dessus pour obtenir une solution plus asynchrone. Pour cela il suffit de remplacer
les déclarations :

o ny: égalité par ny : aléatoire
et

e ny: égalité par ng : aléatoire
On montre dans [JP85] que le programme obtenu satisfeit la post condition (1).

8 Conclusion

L'objectif de ce chapitre était de montrer un exemple de I'utilité de notre systéme
de preuve dans un environnement de conception de programmes paralidles. Il faut
signaler que les qualités de cet environnement, tel que la modularité, ont permis &
notre systéme de preuve de jouer un réle important dans les étapes de la concep-
tion. En effet, il contribue & c6té du systéme COMEDIE [JM86] et COMEDIE-ADA
[KFJP88] & la conception d’une bibliothéque de types de communrication en établis-
sant les relations d'ordre qui peuvent exister entre eux. Le role de notre systéme
sera de localiser la place d'un nouveau type de communication dans le treillis formé
par les types déja ordonnés. Cette bibliothéque sera ensuite utilisée pour modifier
les programmes.

Cet outil de preuve automatique peut aussi étre utilisé pour prouver d'autres pro-
priétés sur ces programmes, comme par exemple le fait qu'un type de communication
est un organe passif qui ne modifie pas les valeurs des données communiquées.
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Conclusion

Tout au long de ce travail, nous nous sommes efforcé d’utiliser des techniques simples com-
binées entre elles pour pouvoir étendre la classe de propriétés élémentaires que nous pouvons
prouver.

Nous avons vu tout d'abord que les définitions formelles de validité peuvent étre étendues
sans probléme aux cas des formules équationnelles.

La méthode de preuve par induction nous a permis de donner une solution pratique au
probléme de validité inductive. Nous avons vu que les schémas d’induction pouvaient étre générés
automatiquement dans le cas ol les propriétés & prouver ne contenaient que des opérations
définies recursivement & partir des constructeurs.

Nous avons vu que pour étendre le mécanisme de remplacement de termes par leurs égaux
aux formules équationnelles, il fallait choisir quelques équations représentatives telles que leur
validité soient équivalente a celle de la formule associée. Pour pouvoir effectuer ce choix, il fallait
décomposer la formule équationnelle en un ensemble de a_équations. Les équations représen-
tatives sont comstituées & partir des parties conclusion respectives de chaque a_équation. Cela
vient du fait que la validité d'une a_équation dans un ensemble d’équations est équivalente 4 la
validité de sa partie conclusion dans 'ensemble d'équations initial plus I’ensemble des assertions.
Selon ce critére de décomposition en un ensemble de a_équations, nous avons pu déterminer la
classe de formules équationnelles susceptibles d’étre prouvées en utilisant cette méthode.

Pour la mise en ceuvre de cette approche nous avons défini la réécriture conditionnelle sur
les a_termes, ainsi que le raisonnement par cas en présence des équations conditionuelles de la
forme si-alors-sinon.

Nous avons vu que dans ce contexte, la seule propriété globale exigible pour l'utilisation de
la réécriture, était la propriété de terminaison. C'est & la fois un avantage et un inconvénient.
C’est un avantage puisque l'utilisateur n’a pas beaucoup de restrictions lors de la définition
de sa spécification, et puisque jusqu'a maintenant il n’existe pas de méthode générale pour
prouver la confluence ou la complétude sans faire de restriction sur les spécifications. Clest
un inconvénient car pour que la méthode soit compléte, il faut que pour chaque a_équation,
'ensemble des équations initial plus l'ensemble des assertions forment un systéme de réécriture
confluent. Pour contourner cet inconvénient, la réduction des assertions permet de détecter les
inconsistances quand elles existent, sinon leurs formes normales sont utilisées, elles aussi, pour
réduire la partie conclusion.

Par ailleurs, nous avons vu que le chainage transitif, simple ou conditionnel, avec simplifica-
tion, était un outil en plus de la réécriture pour prouver la validité des équations contenant des
relations d’ordre.

Tous les résultats ci-dessus ont été implantés dans le systéme de preuve PAUSE. Nous
nous sommes efforcé de lui donner une interface agréable pour permettre & l'utilisateur de
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comprendre le déroulement de la preuve; et dans le cas ou elle échoue de lui fournir les outils
pour lui permettre de voir pourquoi et de corriger sa spécification ou de reformuler sa propriété
4 prouver,

Pour appliquer notre méthode de preuve & un probléme donné, qu'il soit séqueatiel ou paral-
léle, il faut regarder si un tel probléme peut étre modélisé par une spécification algébrique, ensuite
il faut regarder si la propriété & prouver peut étre modéliser avec une formule équationnelle. Le
chapitre 7 a permis de donner un exemple d’application dans le cadre de la programmation
paralléle.

Il s’agissait de prouver des relations d’asynchronisme entre les modules qui s’occupent de la
communication dans un systéme paralléle. Nous avons vu que ces relations sont utilisées pour
appliquer certaines modifications sur les systémes paralléles.

Une perspective envisageable 4 ce travail est d'étendre plus la classe de formules prouvables.

En effet, nous avons vu dans le chapitre 2 que la contrainte principale & cette extension est la
présence de négations d’équations dans une a équation.
Pour lever cette contrainte il faut essayer de donner une sémantique aux spécifications contenant
des négations d'équations, puis une méthode de preuve associée; cela nous permetira de résoudre
le probléme de présence d’une négation d'une équation dans la partie assertion. Nous devons
aussi trouver une méthode générale pour prouver la validité de la négation d’une équation dans
une spécification; cela nous permettra de résoudre probléme de présence d’une négation d’une
équation dans la partie conclusion. L'extension des travaux sur 'umification et la disunifica-
tion modulo un ensemble d’équations quelconque [CL88,Bur88] est une solution possible & ce
probléme.

Nous pourrons aussi envisager d’étudier les propriétés d’autres programmes paralléles écrits
en d’autres langages d’expression du parallélisme et de la communication qui pourront s’adapter
au raisonnement équationnel.

CHAPITRE 7. VERIFICATION DE PROPRIETES DE PROGRAMMES PARALLELES

Partie IV

Annexes
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Annexe A

<ot e Shalbiny s i 1 SR

Spécification des entiers

= x == vrai.

< x == faux,

»< x == yrai.

+ X =y,

X 40 ==x.

t(x e (y+z))==(x+y+2z).
P ((x+y)+z)==(x+y+2z).

T (x-y)+z)==(x+z-y).
91((x+y)-z)==(x+y—z),
10: x+(y-2))==(x+7y-2).
H:x-(G-2)=(x+z-y) .
12 (x=(y+2) = (z=y-3) .
1B: (x+y+x)==(x+x+y).

O M X X

O NO! WA

e 3 14 : x<(y+x)==0<y .
1R 15 : x+y<y+x==faux .
.“H, 16 i x+y<z+x==y<z.
%J 17 :x+y+z<k+y==x+2z<k.

18 :x+y<z+y+k==x<z+k
19 : (x+y-y) ==
'{.' 20 x-x+y) ==y.
ol 2 (x+y-x) ==y,
2: (x+y+z-k-y)==(x+2z-k).
23 : (x+y) =< (z+y-k)==x=<z-k.
2% : (x~y)<z=x<(z+y).
2B (x-y+z)<k==(x+2)<(k+y) .
26 : (x -y) =<z ==x3=< (2 + y).
4 27 : (x -y +2z ) =K k== (x+2) =< (k + .
] 28:(@x-yt+tz)==(x+z-y) .
28t x<(y-2z)==(x4+2)<y.
30 : x =< (y-2)==(x+2) =<y.
31 @ x <0 == faux
32 (x+y) =< (x+2z) ==y =2,
3B:x=(y+x)==0=¢y,
34 :x+y+z<k+y==x+z<k.
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3B :x+y<z+yt+thk==x<z+k
36 : (x +y-y) =X,

37 : (x-x+y) ==y.

38 : (x+y=-x)==y.

39 : (x+y+z-k-y)==(x+2z-k).
40 : (x +y) =< (2+ 7y~ k) == x =<z k.
41 (x-y) <z ==x< (z+y)

42 : (x-y+z)Y<k==(x+2)<(k+y)
431 (x-y) =z==x=<(z+y).
44 : (x ~y+z)=<k==(x+2z)=<(k+
45 : (x-y+2)=(x+z-y) .

47 : x < (y-2z) == (x+2z) <y .

48 : x =< (y -~ z) == (x + 2z) =<y .
49 : x < 0 == faux.

50 : (x+y) =< (x +2) ==y =<z,
Bl : (x+y)=(z+y) ==x=a2z.

52 : (x+y) < (x+z)==y<z.

53 : (y+x)=<(z+x)==y=<2z.
54 1 (y+x) < (z+x)==y<z.

55 : x < (x + y) == vrai.

57 : (x +y) > x == vrai.

58 : (x +y) >= y == vrai .

59 : (y + x) >= y == vrai .

60 : x =< (y + x) == vrai.

61 : x =< (x + y) == vrai.

62 : (x - y) < x == vrai.

63 : (x - y) =< x == vrai.

64 : (x - x) == 0 .

65 : X + ymC z 4+ x==yacz,

66 : x < (y+x) ==0<y.

67 : (x +y) =< x ==y =<0.

68 : (x+y) <x==y<0.

69 : (y+x) <x==x<0.

70 : 0 =< x == vrai.

71 : x € 0 == faux.

72 : x >= 0 == yrai.

73 ¢ 0 > x == faux.

74 : 1000 > x == vrai.

75 : x >= 1000 == faux.

76 : x < 1000 == vrai.

77 : 1000 =< x == faux

faxomes

v .
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Annexe B

Syntaxe concrete du langage
d’expression du parallélisme

La déscription de cette syntaxe est donnée par une grammaire 4 contexte libre. L'axiome initial est
SYSTEME; les non terminaux sont en majuscules, les mots clés du langage sont en gras. La notation
X||Y désigne une alternance entre X et Y. La notation {X}* désigne une répétition de 0 ou = fois. Les
autres symboles sont des symboles du langage.

SYSTEME — programme IDENT :: SYST
IDENT est le nom du programme

SYST — {COMMUNICATION}* PROC-COMMIC
{PROC-COMMUNIC}* COMPOSITION

PROC-COMMUNIC— processus IDENT :: PROCESS
|| modele processus IDENT L-PARAM®/! :: PROCESS
déclaration d’un processus ou d'un modéle (éventuellement paramétré)
de processus. Toutes les instances de processus sont activé
simultanément de maniére statique dans la partie composition

COMMUNICATION-— {typcom ID-TYPCOM(elt) :: DESCR-TYPCOM}*
port LISTE-PORTS; {LISTE-PORTS;}*
ID-TYPCOM est le nom du type de communication
elt est le type de la donnée communiqué
DESCR-TYPCOM est la définition algébrique d’un type de communication
PROCESS — PROC-SEQ || SYST

PROC-SEQ —+ INTERFACE DECLARATION CORPS

COMPOSITION ~ — composition (ID-PROC)*/ {// {ID-PROC || VECT-ID-PROC}}*
fin IDENT;
création et activation paralléle de processus ou d’un vecteur
d’instances d’un modéle de processus précédemment défini
ezemple : P/[Py/[(i:1..3,C; :: cons)
C//{3:1..5F; : PROD(p.))
pi est le nom de port précédemment déclaré

L-PARAM — (PARAM {, PARAM}*)

PARAM — ID-PARAM : ID-TYPE
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ID-PROC

VECT-ID-PROC

L-ARGT

INTERFACE
CORPS
ENTREE
SORTIE

LISTE-PORTS

LISTE-ID-PORTS

LISTE-ENTREES

LISTE-SORTIES

DECLARATION

ENONCES

ENONCE

VIDE

AFFECTATION
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ID-PARAM est le nom du paramétre formel
ID-TYPE est le type du paramétre

— IDENT || IDENT! :: IDENT2 L-ARGT®/!

IDENT est le nom d'un processus précédemment défini
IDENTI est le nom d’un processus instance du modéle
IDENT?2 pour les paramétres effectifs contenus dans L-ARGT
ezemple PROD

C :: CONS(z,y) ot 7 et y sont des noms de port

— indice: 1 .. nb, IDENTindice :: IDENT2(L-ARGT)*/!
vecteur de nb processus de modéle IDENT2

ezemple (//i: 1.3, Pi:: PP)

— (ID {ID}*)

ID est le nom de variable ou de port ou constante

— ENTREE || SORTIE || ENTREE SORTIE
— corps ENONCES FIN ident;

—+ entrée LISTE-ENTREES;

— sortie LISTE-SORTIES;

—+ LISTE-ID-PORT : ID-TYPCOM(ID-TYPE);
ID-PORT est le nom de port
ID-TYPE est le nom du type des données communiquées par le port

~— ID-PORT{,{ID-PORT}* || {ID-PORTindice, indice 1.. nb}}*

-+ ID-DONNEE : TYPE via ID-PORT;
{ID-DONNEE :TYPE via ID-PORT;}*
ID-DONNEE est le nom de donnée communiquée

— ID-DONNEE : TYPE vers LISTE-ID-PORTS;
{ID-DONNEE :TYPE vers LISTE-ID-PORTS;}*

une donnée peut étre produite vers plusieurs ports

les liste d’entrées et de sorties sont disjointes

— déclaration classique de types, variables simples, structures ...

— ENONCE ; {ENONCE}*

mise en séguence d 'énoncés par;

— VIDE || AFFECTATION || OP-COMMUNICAT ||
CHOIX-INDETER || conditionnelle et itérations classiques

—_—

— ID := EXP

OP-COMMUNICAT — produire(ID-DONNEE}) || consommer(ID-DONNEE)

CHOIX-INDETER — select GARDE — ENONCES

{OU GARDE -~— ENONCES}* fin select

ANNEXE B. SYNTAXE CONCRETE DU LANGAGE D’EXPRESSION DU PARALLELISME
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GARDE — EXP-BOOL

ANNEXE B. SYNTAXE CONCRETE DU LANGAGE D’EXPRESSION DU PARALLELISME




158

ANNEXE B. SYNTAXE CONCRETE DU LANGAGE D'EXPRESSION DU PARALLELISME

Annexe C

Exemple de preuve de relation entre
les types de communication

11 s’agit de démontrer que égalité as < aléatoire.
Les opérations du type égalaté sont términées par _e, ceux du type aléatoire sont terminées par
-a.

Theoreme a demontre par induction :
(
(
pre_cons_e(tcl)
=
pre_cons_a(tc2)
)
et
(
(
pre_cons_e(tcl)
et
pre_cons_a(tc2)
)
=
(ind_cons_e(tcl) =< ind_cons_a(tc2))
)
)

Le schema d’induction est

«
P( init_com_e, init_com_a )
et
(
(
P( tc3, tcd )

=>
P( produire_e(tc3 , v), produire_a(tc4 , v) )
)
et
(
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( | *#%  conclusion
P( tcd, tcd ) J (
et (
( | pre_cons_e(init_com_e)
pre_cons_e(tc3) \ =>
et ,' pre_cons_a(init_com_a)
pre_cons_a(tc4) | )]
) et
) | (
=> (
P( consommer_e(tc3), consommer_a{tc4) ) (
)] pre_cons_e(tc3)
3) =2
) pre_cons_a(tc4)
)
=>
Generation de noeuds : (
I pre_cons_e(produire_e(tc3 , v))
=
pre_cons_a(produire_a(tc4 , v))
*** noeud numeroc 0 ] )
#%x  asgsertions )
**x  conclusion et
( (
( (
pre_cons_e(tcl) (
=> pre_cons_e(tc3)
pre_cons_a(tc2) =
) pre_cons_a(tc4)
et )
( et
( (
pre_cons_e(tcl) pre_cons_e(tc3)
et et
pre_cons_a(tc2) pre_cons_a(tc4)
) )
= )
(ind_cons_e(tc1) =< ind_cons_a(tc2)) =>
) (
) pre_cons_e(consomnmer_e(tc3))
=>
pre_cons_a(congsommer_a(tc4))
*++ noeud numero 1 )
% assertions | )
***  conclusion | )
( )
pre_cons_e(tcl)
=>
pre_cons_a(tc2) %%  noeud numero 2
] ***  assertions
*+#%  conclusion
(
*%%x  noeud numero 1 ¢
*%%  assertions pre_cons_e(tcl)
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et
pre_cons_a(tc2)
)
=>
(ind_cons_e(tc1) =< ind_cons_a(tc2))

)

*%*  qpoeud numerc 2
*xx  assertions
*++  conclusion
(
(
(
pre_cons_e(init_com_e)
et
pre_cons_a(init_com_a)
)
=>
(ind_cons_e(init_com_e) =< ind_cons_a(init_com_a))
)
et
(
(
(
(
pre_cons_e(tc3)
et
pre_cons_a(tc4)
)
=
(ind_cons_e(tc3) =< ind_cons_a(tc4))

pre_cons_e(produire_e(tc3 , v))
et
pre_cons_a(produire_a(tcsd , v))
)
=3
(ind_cons_e(produire_e(tc3 , v)) =< ind_cons_a(produire_a(tc4 , v)))
)
)
et
(
(
(
(¢
pre_cons_e(tc3)
et
pre_cons_a(tc4)
)

=
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(ind_cons_e(tc3) =< ind_cons_a(tc4))
)
et
(
pre_cons_e(tc3)
et
pre_cons_a(tc4)

pre_cons_e(consommer_e(tc3))
et

pre_cons_a(consomner_a(tc4d))

)
=>

(ind_cons_e(consommer_e(tc3)) =< ind_cons_a(consommer_a(tc4)))

)
)
]
)

Debut de la preuve

#*¥%  noeud numero 11
*x*  assertions
pre_cons_e(init_com_e) =
#s»  conclusion
pre_cons_a(init_com_a)

[}

vrai

*+*  noeud numero 111

**x  agsertions

pre_cons_e(init_com_e) == vrai
pre_cons_e(init_com_e) == faux

*+x  conclusion

Theoreme demontre par suite d’hypotheses incoherentes

*** noeud numero 12

*%%  assertions
pre_cons_e(produire_e(tc3 , v)) == vrai
pre_cons_e(tc3) == vrai

pre_cons_a(tc4) == vrai

***  concluseion
pre_cons_a(produire_a(tcd , v))

**x  noeud numero 121

**x  agsertions

pre_cons_a(tc4) == vrai

pre_cons_e(tc3) == vrai
pre_cons_e(produire_e(tc3 , v)) == vrai
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estvide(domaine(consommable_e(tc3))) == faux
non(estvide(domaine (congommable_e(tc3)))) == vrai
non(estvide(domaine(consommable_a(tc4)))) == vrai

estvide(domaine(consommable_a(tc4))) == faux
#*x  conclusion
Le theoreme est demontre dans ce cas

*¥+  noeud numero 13

*##*  assertions
pre_cons_e(produire_e(tcd , v}) == vrai
pre_cons_e(tc3d) == faux

*+#  conclusion
pre_cons_a(produire_a(tc4 , v))

#*+¢ noeud numero 131

#*+  assertions

pre.cona_e(tc3) == faux
pre_cons_e(produire_e(tc3 , v)) == vrai
non(estvide(domaine(consonmable_e(tc3)))) == faux
estvide(domaine(consommable_e(tc3))) == vrai
non(vrai) == faux

**x  conclusion

Le theoreme est demontre dans ce cas

*#**  qnoeud numeroc 14

***  agsertions
pre_cons_e(consommer_e(tc3)) == vrai
pre_cons_e(tc3) == vrai
pre_cons_a(tc4) == vrai

***x  conclusion
pre_cons_a(consommer_a(tc4))

*+x noeud numero i4i
*#%  agsertions
pre_cons_a(tc4) == vrai

pre_cons_e{tc3) == vrai
pre_cons_e(consommer_e(tc3)) == vrai
estvide(domaine{enlever(consommable_e(tc3),
min(domaine{consommable_e(tc3)))))) == faux
non(eatvide(domaine{enlever(consommable, _e{tc3),
min(domaine(consommable_e(tc3)}))))) vrai
estvide (domaine (consommable_e(tc3))) == faux
non(estvide(domaine(consommable_e(tc3)))) == vrai
non(estvide(domaine(consommable_a(tc4)})) == vrai
estvide(domaine(consommable_a(tc4))) == faux

*x+  conclusion
Le theoreme est demontre dans ce cas

*+ Le noeud 1 est entierement prouve
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#xx  noeud numero 21
*¥%  assertions
pre_cons_e(init_com_e) =
pre_cons_a(init_com_a) =
***  conclusion
(ind_cons_e(init_com_e) =< ind_cons_a(init_com_a))

vrai
vrai

#x#  noeud numero 211

*#%%  agsertions
pre_cons_a(init_com_a) vrai
pre_cons_e(init_com_e) vrai
pre_cons_e(init_com_e) == faux
#%*%  conclusiocn

Theoreme demontre par suite d’hypotheses incoherentes

*#x  noeud numerc 22
«**  assertions

pre_cons_a(produire_a(tc4 , v)) == vrai
pre_cons_e(produire_e(tc3 , v)) == vrai
pre_cons_a(tc4) == vrai

pre_cons_e(tc3) == vrai

ind_cons_e(tc¢3) =< ind_cons_a(tc4) == vrai

#2%  conclusion

(ind_cons_e(produire_e(tc3 , v)) =< ind_cons_a(produire_a(tcd , v)))

#%%  pnoeud numero 221

s*»x aggertions

ind_cons_e(tc3) =< ind_cons_a(tc4) == vrai
pre_cons_e(tc3) == vrai

pre_cons_a(tc4) vrai
pre_cons_e(produire_e(tc3 , v)) == vrai
pre_cons_a(produire_a(tc4 , v)} == vrai
estvide(domaine(consommable_a(tc4))) == faux
non(estvide(domaine(consommable_a(tcd)})}) == vrai
estvide(domaine{consommable_e(tc3))) == faux
non{estvide(domaine(consonmable_e(tc3)))) == vrai

min(domaine(consommable_e(tc3))) =< max(domaine(ensprod_a(tc4))) ==

*#x  conclusion
Le theoreme est demontre dans ce cas

*+%  poeud numero 23
%%  assertions

pre_cons_a(produire_a(tc4 , v)) == vrai
pre_cons_e(produire_e(tc3 , v)) == vrai
pre_cons_e(tc3) == faux

*xx  conclusion

(ind_cons_e(produire_e(tc3 , v)) =< ind_cons_a(produire_a(tcd , v)))

#x* noeud numero 231
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#*+  assgertions
pre_cons_e(tc3) == faux
pre_cons_e(produire_e(tc3 , v)) == vrai
pre_cons_a(produire_a(tc4 , v)) == vrai
non(estvide(donaine(consomnable_e(tc3)))) == faux
estvide(domaine (consommable _e(tc3))) == wvrai
non(vrai) == faux

*+x  conclusion
Le theoreme est demontre dans ce cas

***  poeud numero 24

*x%  agsertions

pre_cons_a(produire_a(tc4 , v)) == vrai

pre_cons_e(produire_e(tc3 , v)) == vrai

pre_cons_a(tc4) == faux

**x  conclusion

(ind_cons_e(produire_e(tc3 , v))} =< ind_cons_a(produire_a(tcd , v)))

#** poeud numero 241

*¥¥  assertions

nax(domaine(ensprod_a(tc4))) + 1 < min(domaine(consommable_e(tc3))) == vrai
nax(domaine(ensprod_e(tc3))) + 1 < min(domaine(consommable_e(tc3))) == vrai
pre_cons_a(tc4) == faux

pre_cons_e(produire_e(tc3 , v)) == vrai

pre_cons_a(produire_a(tc4 , v)) == vrai
non{estvide(domaine(consommable_a(tc4)))) == faux
estvide(domaine{consommable_a(tc4))) == vrai

non(vrai) == faux

*x¥  conclusion

Le theoreme est demontre dans ce cas

***  poeud numerc 242
*#%%  assertions

min(doraine(consommable_e(tc3))) =< max(domaine(ensprod_a(tc4))) + 1 == vrai
min(domaine(consommable_e(tc3))) =< nax(domaine (ensprod_e(tc3))) + 1 == vrai
pre_cons_a(tc4) == faux

pre_cons_e(produire_e(tc3 , v)) == vrai

pre_cons_a(produire_a(tc4 , v)) == vrai
non(estvide(domaine{consommable_a(tc4)})) == faux
estvide(domaine(consommable _a(tc4))) == vrai

non(vrai) == faux

#x¢  conclusion
Le theoreme est demontre dans ce cas

*+%  noeud numero 25
**¥  asgertions

pre_cons_a(consommer_a(tc4)) == vrai
pre_cons_e(consommer_e(tc3)) == vrai
ind_cons_e(tc3) =< ind_cons_a(tc4) == vrai
pre_cons_e(tc3) == vrai

pre_cons_a(tc4) == vrai
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#**  conclusion
(ind_cons_e(consomrer_e(tc3)) =< ind_cons_a(consommer_a(tcd)))

**x qnoeud numero 251
*+x  aagertions

pre_cons_a(tc4) == vrai
pre_cons_e{tc3) == vrai

ind_cons_e(t¢3) =< ind_cons_a(tc4) == vrai
pre_cons_e(consommer_e{tc3)) == vrai
pre_cons_a(consommer_a(tc4)) == vrai
estvide(domaine(enlever(consommable_e(tc3),
nin(doraine(consommable_e(tc3)))))) == faux
non(estvide(domaine(enlever(consommable_e{tc3),
min(domaine(consommable_e(tc3))))))) == vrai
min(domaine(congommable_e(tc3))) =< max(domaine(ensprod_a(tc4))) == vrai
estvide(domaine(consommable_e(tc3))) == faux
non(estvide(domaine(consommable_e(tc3)))) == vrai
non(estvide(domaine(consommable_a(tc4)))) == wvrai

estvide(domaine(consommable a(tc4))) == faux
#+x  conclusion
Le theoreme est demontre dans ce cas

** Le noeud 2 est entierement prouve
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Notre objectif dans cette thése est de vérifier la validité d’une formule équationnelle
dans une spécification algébrique axiomatisée par un ensemble d’équations.

Une formule équationnelle est une formule universellement quantifiée d’un langage
du premier ordre dont les formules atomiques sont des équations simples.

Nous proposons de généraliser et d’adapter les méthodes utilisées dans le cas des
équations simples pour prouver la validité des formules équationnelles. Ainsi, dans
le cas de la validité inductive nous avons utilisé I'induction structurelle basée sur
la récurrence classique. Nous avons proposé une méthode pour la génération au-
tomatique des schémas d’induction dans certains cas particuliers. Dans le cas de
la validité équationnelle nous avons proposé une méthode basée sur la transfor-
mation et la décomposition de la formule initiale pour déterminer un ensemble
représentatif d’équations simples. La validité équationnelle de ces équations est
équivalente a celle de la formule initiale.

Un autre mécanisme de raisonnement appelé le chainage transitif est proposé pour
tester la validité des équations contenant des relations d’ordre.

L’étude théorique des principes proposés dans cette these a abouti a la réalisation
du systeme de preuve PAUSE que nous avons utilisé pour vérifier certaines re-
lations d’asynchronisme entre les composantes qui gérent la communication dans
un systeme paralléle.

Mots-clés : ;
Preuve automatique, formule équationnelle, induction structurelle, décomposition, ré-
écriture, raisonnement par cas, chainage transitif, communication.




