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Nous nous intéressons dans cette thése 4 différentes méthodes permettant

de résoudre des @quations dans l“ensemble des termes construits sur un ensemble

de symboles de fonctions F et un ensemble de variables V.

Dans la lignée des travaux de R.Boyer et J.Moore [B&M,77], JP.Jouannaud et

Y.Kodratoff [J&K,79], les @quations qui nous intéressent sont celles qui nont

pas de solution par la méthode d°unification habituelle, par exemple 1“équation

£(x,a)=b, ot f est un symbole binaire, a et b des constantes et x une variable.

Leur méthode consistait 4 m@éler filtrage (ou umification) et généralisa-

tion; celle que nous développons est tout autre: elle consiste & construire

l°ensemble des arbres signés, qui est une extension conservative de la F-

algébre libre engendrée par V, et le processus de résolution utilise des

transformations algébriques sur les équations, permises par l“introduction dun

nouveau symbole de fonction "-" et d“un ensemble d“axiomes A.

Par exemple, si F est réduit 4 un unique symbole de fonction binaire f et

a4 un ensemble dénombrable de constantes, on munit les arbres binaires signés,

c°est-a-dire les termes construits sur f, -, les constantes et les variables,

des axiomes suivants:

wx = x 500 -£OK,y) = Eryx) 3) E(-y,f(y,x)) = x 5) £(ECx,y),-y) = x

en vue de pouvoir écrire

f(x,a) = b <=> £(£(x,a),-a) = f£(b,-a) <=> x = £(b,-a)

et d°obtenir ainsi une solution de 1“équation initiale modulo les axiomes A.

Dans le cas de plusieurs symboles de fonctions d“arité quelconque, les

axiomes se généralisent aisément et notre premier objectif a été 1“étude de la

théorie des arbres signés. Nous présentons dans cette thése les résultats
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* La théorie est décidable. Nous utilisons la méthode de Knuth et Bendix

consistant 4 construire un systéme de réetriture canonique @équivalent aux

axiomes.

Cet algorithme de complétion engendrant un ensemble infini de régles, un

nouveau concept, celui de "méta-régle" est introduit, afin de décrire, de

facon finie, un ensemble infini de régles, et est utilisé pour faciliter

les preuves de confluence.

* Les @équations linéaires (dans lesquelles une variable au moins n°apparait

qu’une seule fois) ont une solution minimale unique a4 un isomorphisme

prés; elle se calcule par transformations d”équations en équations

équivalentes. De plus certaines @équations non linéaires se réduisent en

une @équation linéaire équivalente, et sont donc résolubles par la méme

méthode.

A partir de 18, se pose le probléme de résoudre les équations non

linéaires. Plut6t que de chercher un algorithme de A-unification propre aux

arbres signés, nous nous sommes intéressés 4 la résolution d°équations en

général et aux travaux déja réalisés dans ce domaine.

Nous avons tout d’abord essayé, sans succés, d°étendre la congruence engendrée

par les axiomes de la théorie des arbres signés 4 l”algébre des arbres infinis,

en tentant de suivre les travaux de B.Courcelle [COU,79], de A. Arnold et M.

Nivat [A&N,80].

Nous avons ensuite exploré, cette fois avec succés, une seconde voie, en

essayant d°appliquer 4 notre théorie les résultats obtenus par J.-M. Hullot sur

la surréduction, A la suite de M. Fay et D.S. Lankford. Mais le processus de

surréduction d“un terme ne termine pas, en général, dans la théorie des arbres

signés. Pour contourner cette difficulté, nous avons alors généralisé la notion

de surréduction et cela nous a amenés 4 construire un algorithme d”unification
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La seconde partie de la thése a donc deux péles d“intérét général:

* Une généralisation de l°algorithme de Martelli et Montanari, proposée par

ses auteurs comme un algorithme d”“unification dans l”ensemble des termes

sans axiomes, A notre théorie é@quationnelle. Une extension de leur

méthode basée sur la décomposition dune équation en un systéme

d*équations @équivalentes, permet de générer des ensembles minimaux

complets d“unificateurs. Nous verrons que la méthode que nous proposons

e est généralisable, et, si elle ne fournit pas toujours un ensemble

complet d“unificateurs, elle permet dans tous les cas de simplifier

1°équation initiale.

* Une méthode générale d”unification incrémentale: utilisant la connaissan-

ce d“un algorithme de FE-unification, nous donnons une méthode pour

construire un algorithme de A-unification, A @tant obtenu en rajoutant

aux axiomes de E un ensemble d°axiomes R orientés en régles de réécritu-

re. La méthode utilisée est la R,E-surréduction, notion deja proposée par

D.S.Lankford et A.M.Ballantyne pour des théories associatives et commuta-

tives et qui constitue une généralisation des travaux de J.M.Hullot sur la

surréduction. L°algorithme de résolution d”une équation (t=t”) consiste 4

construire l°arbre de toutes les suites de R,E-surréductions possibles

faites en paralléle sur les deux termes t et t”. Nous donnons un moyen de

se restreindre 4 certaines R,E-surréductions, dites basiques, permettant

d°obtenir la terminaison finie du processus dans certains cas.

La théorie des arbres signés devient alors un exemple non trivial

d°application de cette méthode et en illustre la progression.

@ * C”“est ce que nous montrons dans une deuxiéme étude de la théorie des

arbres signés oG nous particularisons un sous~ensemble E des axiomes.

Dans le cas binaire, E est constitué des axiomes

--x = x et f(x,y) = f£(-y,-x)

et R des régles
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* Nous montrons alors que =, est décidable et construisons des algori-

thmes de E-filtrage et de E-unification complets, ce dernier étant un

exemple de la généralisation de l”algorithme de Martelli et Montanari. En

général, une équation a une infinité de E-solutions minimales.

Lorsqu“il existe de tels ensembles infinis de E-solutions, l°algorithme de

A-unification par R,E-surréduction ne termine pas. Pour lever cette difficulté,

dans l”ensemble des arbres signés, nous schématisons l”ensemble infini de E-

solutions 4a l“aide de variables distinguées appelées méta-variables et en

déduisons une schématisation d“un arbre de R,E-surréductions ayant une infinité

de branches; nous obtenons ainsi un algorithme fini de A-unification dans les

arbres signés, permettant de générer un ensemble complet de solutions

éventuellement infini.

Nous développons enfin une application des algébres signées a

1l’inférence de séquences de termes. Le probléme étudié consiste 4 trouver des

relations de récurrence sur une suite de termes, afin d°inférer une description

finie de cette suite. Cette méthode a des applications en synthése et

transformation automatique de programme.

Les prolongements de ce travail sont développés dans la conclusion de la
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PLAN DE LECTURE
PRE RO Te a td at at ie et ak

Les chapitres un et quatre de cette thése présentent des résultats tout-a-

fait généraux.

* Le chapitre un résume les différentes notions utilisées et fixe les

notations. Le lecteur familier avec les travaux de G.Huet et J.M.Hullot

[H&0,80], [HUL,80] peut en omettre la lecture.

* Le chapitre quatre est consacré 4 la résolution d“équations par

surréduction. Une premiére partie non originale traite le cas ot il

existe un systéme de réécriture canonique, puis une deuxiéme partie

généralise ces résultats 4 des théories @équationnelles définies par un

ensemble d°“axiomes E et un systéme de réécriture R, et présente une étude

de la R,E~surréduction.

Les chapitres deux et trois d”une part, cing, six, sept d”autre part, sont

davantage tournés vers 1°étude de la théorie des arbres signés, dont le chapitre

huit donne un exemple d”application.

* Le chapitre deux contient la définition des arbres signés et une premiére

étude de la théorie. I1 présente en outre un concept important, celui de

“méta-régle”, dont nous donnons une formalisation et un exemple

d“utilisation dans 1°étude de la confluence du systéme de réécriture

infini associé aux axiomes.

* Le chapitre trois est consacré da une axiomatisation partielle de la

relation d“équivalence entre équations, 4 la simplification d“équations en

équations équivalentes et 4 la résolution d“équations linéaires ou
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Le chapitre cinq donne des algorithmes de E-filtrage puis de E=

unification; nous dégageons une idée importante qui est la généralisation

de l’algorithme de Martelli et Montanari 4 des théories équationnelles.

Le chapitre six est une deuxiéme étude de la théorie des arbres signés en

utilisant un systéme de réécriture E-canonique R.

Le chapitre sept montre comment appliquer les résultats concernant la R,E-

surréduction dans les arbres signés. Nous y formalisons des notions de

méta-E-unification et de méta-R,E-surréduction.

Enfin le chapitre huit est un exemple d°application de la théorie des



CHAPITRE 1

NOTIONS FONDAMENTALES: THEORIE EQUATIONNELLE ET SYSTEME DE REECRITURE
OR EE ER IE EPP DOP ON PP PE ND IE Hat PP IOS ODE PD BOD PDD DPD PD Ped OP PAD Ot PD Pad PP PP DDD OD Pt PD Pd at Pet Pb PD OD TNE I OD OD OO Ot tt Pad Pt Ot tt ad Pt

Nous donnons dans ce chapitre les bases théoriques préliminaires aux

thémes abordés dans cette thése. Nous y introduisons les termes du premier

ordre et donnons divers résultats classiques obtenus en munissant cet ensemble

de la structure de F-algébre.

Nous nous sommes autorisés de nombreux emprunts aux travaux de G. Huet et

D.Oppen [H&0,80], M. Bidoit [BID,81], B.Courcelle [COU,81}, L.Kott [KOT,80]

J.M.Hullot [HUL,80] et renvoyons 4 ces références le lecteur intéressé par les

preuves des résultats cités.

Ce chapitre a également pour but de fixer les notations et la terminologie

utilisées dans cette thése, inspirées de celles de G.Huet et D.Oppen, ainsi que

de J.M.Hullot.

1.1- THEORIES EQUATIONNELLES SUR DES ALGEBRES LIBRES
PP OD ad RD RD Ct OB OD RP BPD Pt PD DPD PD PE PRD PD OP PE PD EB EP OD tt Peat ad Pd rat Pat Pp tat Pat Pah gh Pah Bead Pk DPD ED OE PD Et

PR RE OD RB EP RT EE EE EP EE EE PD TN ae EE DS

Soit F un ensemble dénombrable de symboles de fonctions; 4 chaque symbole

£f de F est associé un entier appelé arité de f et noté ar(f). On partitionne F

en une réunion de sous~ensembles Fy, ou Fy est l°ensemble des symboles de
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CONVENTION: Les symboles de fonctions d“arité 0 sont appelés constantes et

notés a,b,c... Ceux d“arité non nulle sont désignés par les lettres f, g, h...

DEFINITION 1.1: Une F-algébre est un couple M=(Dy Fy) ot Dy est un ensemble non

vide appelé domaine de M, et Fy une famille d°opérations sur Dy indexées par

l”ensemble des symboles de fonctions de F. On notera Py = {fy / € appartient 4 F}.

EXEMPLE : Soit F = {0,8,+}. Choisissons pour domaine 1”ensemble N des entiers

naturels et pour opérations : On qui est l”entier 0, Sy qui est la fonction

successeur, +. qui est l° addition usuelle.

Le couple (N, {0 ,Systy}) est une F-algébre.

DEFINITION 1.2: Soient M=(Dy Fy) et M=(Dy-,Fy-) deux F-algébres. Un

homomorphisme h de M dans M” est une application de D, dans Dur telle que pour
M

tout symbole de fonction f d°arité n dans F et pour tous éléments d, do,ee,

ds dans Dy, on ait : h(fy(dy,d9,---,d,)) = fue (h( dy), h(dy),---,h(d,))-

Un homomorphisme d“une F-algébre dans elle méme est appelé endomorphisme.

Si de plus il est bijectif, il est appelé isomorphisme.

DEFINITION 1.3: Soit A une classe quelconque de F-algébres et V un ensemble. On

appelle F-algébre A-libre engendrée par V (on dit aussi sur V) toute F-algébre

M=(D_,F,,) tel que
MM’

1) M appartient a A

2) Dy contient 1i”“ensemble V

3) pour toute F-algébre N=(D) Fy) de A et toute application ho de V dans Dy il

existe un unique homomorphisme h de M dans N dont la restriction 4 V soit égale

ah0°

NOTATION : Les @léments de V sont appelés variables et notés dans la suite x,
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Si M, et My sont deux F-algébres A-libres sur V, il est facile de montrer

qu“il existe un isomorphisme unique entre M, et M, qui est l°identité sur V. On
1

peut donc sans ambiguité parler de la F-algébre A-libre engendrée par V.

Le résultat suivant, cas particulier dun théoréme di a Birkhoff, nous

permet de définir l°ensemble des termes.

THEOREME 1.1 [BIR,35]: Soit A la classe de toutes les F-algébres pour F fixé et

Vo un ensemble dont les éléments sont appelés variables. On supposera toujours

que soit V soit l”ensemble des constantes est non vide. Alors la F-algébre A-

libre (ou plus simplement la F-algebre libre) engendrée par V existe.

DEFINITION 1.4: Dans les conditions du théoréme précédent, on appelle ensemble

des termes du premier ordre, ou plus simplement termes, les éléments de la F-

algébre A-libre engendrée par V.

EXEMPLE : Si A est l”ensemble des groupes, on obtient la définition du groupe

libre engendré par un ensemble V.

-

NOTATION : Les termes seront désignés dans la suite par u, v, w, t, t”,e5+4, @,

djs...

Cette définition des termes @étant particuliérement peu explicite et peu

parlante 4 notre intuition, nous allons en donner une représentation dans le

paragraphe suivant.

1.1.2- L° ENSEMBLE DES ARBRES ETIQUETES
PRE RE EE DT RT ORD ODD PRE ID Pt DD OD PP OD INE a OP OD PDD PD OD OO ED taal ad Ob me TO me

1.1.2.1- ARBRS, OCCURRENCES, SOUS-ARBRES.

*

Soit Ny l“ensemble des entiers , Ny le monoide libre engendré et
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*

DEFINITION 1.5 : Soit une application t de Ny dans FUV et dom(t) son

domaine de définition, c”est-a-dire l°“ensemble des m appartenant 4a N,

tels que t(m) soit défini. Alors t est un arbre sur FUV si et seulement si

l1)e est @lément de dom(t)

2) dom(t) est clos par préfixe i.e.: m appartient 4 dom(t) si m.m” appartient 4

dom(t).

3) pour tout m dans dom(t), m.i appartient 4 dom(t) si et seulement si i est

compris entre 1 et l°arité de t(m).

NOTATIONS : Le domaine d“un arbre t est aussi appelé ensemble des occurrences de

t. Il sera noté dom(t). Les @léments de dom(t) sont les noeuds de l”arbre,

le noeud ¢ est la racine et m.i est le i-éme fils du noeud mn.

Nous ne considérerons dans cette thése que des arbres fitis, c’est-a-dire

tels que leurs domaines soient des ensembles finis.

EXEMPLE : Soit F = {f,g,h,a} avec ar(f) = 2, ar(g) = ar(h) = 1 et ar(a) = 0 et

v = {x,y}. L’application t d&éfinie sur {e€ ,1,2,11,21,22,221} par:

t(e)=f , t(Dah , t(2)=£ , tAley , t(2l)-a , t(22)=h , t(221)=x

est un arbre que l“on representera graphiquement ainsi:

£

/\

h £

| / \

ya '

x

et qui correspond au terme bien forme f(h(y), f(a, h(x))).

DEFINITION 1.6: Soit t un arbre et m un élément de dom(t). Le sous-arbre de t a

1l“ocecurrence m, noté tlm est l°arbre t” défini par t”(m”)=t(m.m") pour tout
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EXEMPLE : Dans l’arbre t de l”exemple précédent, le sous-arbre issu du noeud

22 est l°arbre h.

x

DEFINITION 1.7: Pour tout sous-arbre u de l’arbre t, & Seay est l”ensemble

des occurrences de u dans t, noté O(u,t). Quand cet ensemble est fini, son

cardinal est noté #(u,t).

EXEMPLE : L”ensemble des occurrences de x dans i°arbre t de l°exemple ci-dessus

est réduit a {221}.

-

DEFINITION 1.8: Deux noeuds met om sont disjoints si et seulement si il

*

n°’existe pas de m"” dans Ny tels que m=m~.m" ou m°=m.m".

EXEMPLE : Toujours pour le méme arbre t, les noeuds 22 et 21 sont disjoints,

tandis que 22 et 221 ne le sont pas.

Nous désignerons par M(F,V) l”°ensemble des arbres construits sur 1”ensemble

des symboles F et des variables V.

1.1.2.2- STRUCTURE DE M(F,V)

LEMME 1.1: MCF,V) peut @tre muni d“une structure de F-algébre, et c”est la

F-aleebre libre engendrée par V.

Nous parlerons donc maintenant indifférement de termes ou d’arbres.

Afin de pouvoir faire des preuves par récurrence structurelle dans M(F,V),

nous allons voir qu“il est possible de construire cet ensemble de facon inducti-

ve de la facon suivante:

Soit MCEV) la famille de parties définies par:

~— M)(FV) = VU {c | ¢ appartient 4 Fo}

x

-- M4 (FV) = MCE) u {£ (tyss++5t,) tel que £ appartient a FE et
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LEMME 1.2: M(F,V) est la réunion pour tous les n positifs ou nul des M_(F,V).
n

Ce résultat permet de prouver dans M(F,V) des propriétés de la forme:

“Pour tout t appartenant a M(F,V), P(t)” par induction sur la structure de t.

Il met en évidence le lien existant entre les raisonnements par récurrence

structurelle et par récurrence sur les entiers.

Un autre exemple de son utilisation est la définition suivante que 1on

peut donner de la taille d”un arbre:

DEFINITION 1.9: La taille d“un arbre t, notée |tl, est définie par:

-- si t appartient 4 VUF, alors lt 1=0

-- si t= bas alts, |.sit f(t,, »ty) alors |tl=l+y iz, .. kt!

1.1.2.3-— OPERATIONS SUR LES ARBRES

~

Outre les opérations de la F-alge~bre et celle qui 4 un arbre et a une

occurrence de son domaine m associe le sous-arbre issu du noeud m, nous en

utiliserons une autre qui est le remplacement d“un sous-arbre par un arbre.

DEFINITION 1.10: Soient t et t~ deux arbres et m un noeud de t. Remplacer dans

t le sous~arbre thn par t°, c°est définir un nouvel arbre t" noté t[m <- t7]

tel que

dom(t") = dom(t) - dom(t) + m.dom(t”)

t"(m’)=t(m*) si m” appartient 4 dom(t )-dom(t _)

=t°(m") si m°=m.m"

t et m 6tant donnés, on notera th l“application de l1”ensemble des arbres dans
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EXEMPLE : si t= £ et ty = g : t, [21 <- g] = €£

/ \ | | iN

g ¢£ a a g €

| /\ | /\
ax y a ; ¥

a

1.1.2.4- ENDOMORPHISMES DE M(F,V)

DEFINITION 1.11: L’ensemble V(t) des variables d°un arbre t est défini inducti-

vement par:

-~ si t est une constante alors V(t) = @

-- si t est une variable x alors V(t) = {x}

--sit= E(t, ,ee+sty) alors V(t) = V(t,) U ... U vty)

C”est l”ensemble des variables ayant au moins une occurrence dans l”arbre.

NOTATION : Nous désignerons par O(t) l°ensemble des occurrences de t ayant une

image dans F, c”°est-a-dire l°ensemble des occurrences de non variables.

EXEMPLE : si t = £ V(t) = { x, y } O(t) = {€,1,11,112,12,2}

/ \

f ¢g

/\ |

£ y
ZN

x a “~ —aO

DEFINITION 1.12 : Une substitution est une application 0 de V dans M(F,V)

telle que g(x)=x presque partout, c”est-d-dire sauf sur un sous-ensemble fini

de V appelé le domaine deo et noté D(o).

D(a) = { xlo(x) # x }

L*ensemble des variables indroduites par 0 est noté I(0), il est défini par:

Ito) =U V(o(x))
x€D(o )

Le caractére libre de la F-algébre permet de dire quune telle

application se prolonge de facon unique en un endomorphisme de M(F,V).

Il vérifiera donc pour tout f d°arité k de F, pour tous posers ty de M(F,V):
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NOTATION : Les substitutions seront désormais désignées par les lettres qa, B ,

GQ, «+. et représentées par leurs graphes, c”est~a-dire par des ensembles de

couples {(x,0(x)) pour x dans le domaine de Oo}, ou bien sous la forme

(x-7>0 (x)).

DEFINITION 1.13 : La composée de deux substitutions 0 et od est la

substitution notée p oO et définie pour toute variable x par

9 0 (x) = pC O(x))

DEFINITION 1.14: La restriction d”“une substitution 0 4 un sous-ensemble U de V

est notée oy et définie par

O,0x) = O(x) si x appartient a U

o(x) = x sinon.

1.1.3- THEORIE EQUATIONNELLE
Pe ED BD RE Fat PE Oat OE ED ad PD ed md Pd

1.1.3.1- EQUATIONS

DEFINITION 1.15: Une @équation est une paire de termes {t,,t,} notée (t,= ty)

DEFINITION 1.16: Une F-algébre M = (Dy Fy valide l“équation (ty = ty)

si et seulement si pour tout homomorphisme h de M(F,V) dans Duy h(t, ) = h(t,)-

On dit aussi que 1°équation (ty = t,) est valide dans M, et l”on note

M Ss =mM | (t; = ty).

Pour déterminer h il suffit de se donner sa restriction ho aux variables

de V. De plus, comme on ne s“int@éresse qu’aux termes ty et ty, il suffit

0
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DEFINITION 1.17: Une variété de F-algébres définie é@quationnellement est une

classe de F-algébres H pour laquelle il existe un ensemble d”équations A tel

que H soit la classe de toutes les algebres validant les équations de A. H est

aussi appelée classe des modéles de A et est notée M(A).

G.Birkhoff [BIR,35] a prouvé que si une classe de F-algébres est une

variété, alors la F-algébre M(A)-libre engendré par V existe pour tout ensemble

V.

1.1.3.2- PROBLEME DE VALIDITE . PROBLEME DES MOTS

Etant donné un ensemble d“équations A, le probléme consistant 4 décider si

une @quation (t,=t,) est valide dans toute F-algébre de M(A) est appelé

probléme de validité dans M(A) ou probléme des mots pour la F-algébre M(A)-

libre. Nous allons voir que ce probléme peut s”énoncer en termes de _ théorie

équationnelle.

1.1.3.3- THEORLE EQUATIONNELLE

DEFINITION 1.18: Soit M=(D, Fy) une F-algébre. Une relation R sur Dy est

une congruence sur M si et seulement si pour tout symbole de fonction f dans F

-

d“arité n et pour tous éléments ty» sees ts tv y> ree OOD dans Dy
n

ty Rt serey tL Rt => F(t,,+++,t) R f(t peretet ~

Les opérations de F, passent au quotient et on peut ainsi définir une
M

algébre quotient dont le domaine est DR et dont les opérations s” identi-

fient 4 celle de Pare

DEFINITION 1.19: Soit A un ensemble d°équations. La plus petite congruence’ sur

M(F,V) contenant toutes les paires { a(t,) > o(ty)}, ou (ty =t») est une

Equation quelconque de A et oO une substitution, est appelée A-égalité ou
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Deux termes tels que ty =A t, sont dit A-égaux.

On parlera aussi de la théorie @écuationnelle engendrée par A pour désigner

l°’algébre quotient M” = (M(F,V)/=,, F ).

1.1.3.4- THEOREME DE COMPLETUDE

THEOREME 1.2 [BIR,35] : Etant donné un ensemble d”@équations A, une équation

Ct, = ty) est valide dans la variété M(A) si et seulement si ty =, ty:

Ce théoréme dii a G.Birkhoff permet d“étudier le probléme de la validité

dans la variété M(A) de maniére purement syntaxique par l”intermédiaire de la

relation =At

1.1.4- RESOLUTION D° EQUATIONS DANS UNE THEORIE EQUATIONNELLE

Nous allons nous poser maintenant un probléme dual du précédent: étant

donnés deux termes t, et ty dans M(F,V) et une algébre M, existe~t-il un

homomorphisme h de M(F,V) dans Dy vérifiant h(t, )=h(t,)? On dira alors que

1°équation (t,=t,) est satisfiable dans Il“algébre M. Comme précédemment il

suffit de trouver une application h de v(t, ) U V(ty) dans D
0 M

vérifiant la condition requise. De plus, on se restreindra ici au cas of M est

l’algébre M(A)-libre sur V, A étant un ensemble d°équations.

Pour pouvoir décrire l“ensemble des homomorphismes répondant 4 la

question, nous allons définir un systéme générateur minimal de cet ensemble;

cela nécéssite Il“utilisation dun préordre sur les termes et sur les

substitutions, obtenu grace 4 la notion de filtrage.

1.1.4.1- FILTRE ET PREORDRE DE FILTRAGE
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*iSa tg

si et seulement si il existe une substitution O telle que o(t,) =, toe

Si O existe, oO restreinte 4 v(t, ) est appelé A-filtre de t, vers ty-

La relation SA est un préordre sur M(F,V), compatible avec la congruence =,a°

NOTATION : Dans le cas oG A est vide, on notera le préordre de filtrage par <.

Dans le cas ot A est vide, si t 4 t, on dira que ty généralise ty

Le filtre de t, vers ty, s°“il existe, est alors unique et peut é6tre

trouvé par un algorithme récursif simple (voir par exemple [HUE,76]).

EXEMPLE : avec A vide, le terme t,=£(£(x«),y) généralise le terme to=f(f£(g(a),e(x)),

le filtre de t, vers ty étant la substitution de graphe {(x,g(x)) , (y,g(a)) }.
1

Un préordre et une relation d°équivalence sur les substitutions se dédui-

sent de la relation < généralisant les définitions données par G.Huet
—A’?

dans le cas ot A est vide [HUE,76].

DEFINITION 1.21: Soient X un ensemble de variables, o et pu deux substitutions.

oS, uw [X]

si et seulement si il existe une substitution po telle que pour tout x

appartenant 4X, (p(o(x)) =, U(x).
A

o =, WH [X] si et seulement si oO Su et HL, Oo.

EXEMPLE : dans le cas of A est vide et ot X = {x}

o = { (x,f(a,f(y,b))) } < uw = { (x, f(a,f(a,b))) } en premantp = { (y,a) }

et Oo “3 a = { (x, f(a, f(a,z))) be

Si A = { f(a,f(a,x)) = x } et si X = {x}
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1.1.4.2- UNIFICATEURS DANS UNE THEORIE EQUATIONNELLE

DEFINITION 1.22: Un A-unificateur de deux termes ty et ty est une

substitution 90 telle que o (ty) oa o (ty). Si o existe, t, et ty, sont

dits A-unifiables et oO est ume solution de 1”équation (t, = ty).

On note UCt,,t l“ensemble des A-unificateurs de t; et ty. Un
2? 2

A-unificateur de ¢ et ¢t sera aussi appelé A-solution de (ty = ty)-
L 2

EXEMPLE : supposons que A = { f =z }

Ay

a f£

/\

a 2z

et que ty = €F et ty = f

/\ / \
b £ x x

/\

a y

La substitution {(x,b),(€y, £ )} est un A-unificateur de t, et ty.

a b

1.1.4.3- ENSEMBLE MINIMAL COMPLET DE A-UNIFICATEURS

La relation de préordre Ss permet de définir une “base” de 1°ensemble

U(t, sty), c’est-A-dire un ensemble minimal de A-unificateurs 4 partir

desquels peuvent se déduire tous les autres, par instanciation. Plus précisé-

ment:

DEFINITION 1.23: Soient t, et t, deux termes, X = V¢t,) U V(ty) et W
1 2

un ensemble fini de variables contenant X. Un ensemble de substitutions est

un ensemble complet de A-unificateurs de t et t en dehors de W si
1 2

seulement si:

1)¥ og € £ Dio) ec X et Ca) NW = go

2) Ig UC, »ts)
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La condition 2 traduit la cohérence, la condition 3 la complétude. La

condition 1 n’est qu“une condition technique. Elle permet d°éviter les

conflits entre les “anciennes” variables et les variables introduites par o .

Nous l“utiliserons uniquement lorsqu“elle apporte de réelles facilités dans les

raisonnements.

Si de plus on souhaite que l’ensemble soit minimal, on introduit la

condition supplémentaire suivante:

4) pour toutes O et P appartenant 42 , 0 #P implique 0 hy p [xX].

NOTATION : Un ensemble complet de A-unificateurs de ty et ty sera noté

ECU, (t,t ). Si de plus il est minimal, on le notera ECMU (ty sty)
2

REMARQUE : -- Pour deux termes donnés, un ECMU quand il existe, n”est pas
A?

unique: ainsi deux A-unificateurs oO et © appartenant 4 des ECU, et

vérifiant o =A O [X] n°appartiennent pas au méme ensemble minimal complet

de A-unificateurs.

Rappelons quelques résultats. Dans le cas ot A est réduit a l°axiome

d°associativité pour un symbole de fonction f et F=if}, G.Plotkin [PLO,72] a

décrit un algorithme permettant d°engendrer un ensemble complet minimal de A-

unificateurs pour tous termes t et t”. ME.Stickel [STI,81] a donné un algorithme

construisant un ensemble minimal complet de A-unificateurs dans le cas ot A est

constitué des axiomes de commutativité et d”associativité pour un seul symbole

de fonction f et pour F={f}. J.Siekmann [SIE,78] a traité le cas de F quelconque,

A étant composé des axiomes de commutativité pour un nombre fini de symboles de

fonctions. Dans d“autres cas, par exemple pour la structure de groupe abélien

[LAN,79], on sait calculer un ensemble complet et fini de A-unificateurs. Nous

développerons dans la suite une méthode générale, initialement due a DS.Lankford
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[HUL,80], pour construire des ensembles complets de A-unificateurs dans

certaines théories @équationnelles. En général ces ensembles ne seront pas

minimaux.

1.1.4.4- UNIFICATION DANS L° ENSEMBLE DES TERMES

Le cas particulier ot il n’y a pas déquations sur les termes est

particuliérement important: en effet dans ce cas, soit les deux termes donnés

ne sont pas unifiables, soit il existe un ensemble complet minimal

d’unificateurs réduit A un seul élément. Nous allons maintenant donner dans ce

cas quelques résultats supplémentaires.

Considérons tout d’abord la relation notée = définie par:

t, =t, <> t, <t1 2 1 ett, <t
2 1 2°

Nous pouvons remarquer qu’alors ty et t, sont @gaux A un renommage de

leurs variables prés.

EXEMPLE : t, = f & t, = f

/ \ / \
x £ A £

/ \ /\
a y a ou

Le théoréme fondamental dont la preuve peut étre trouvée dans [HUE ,76],

est alors le suivant ;:

THEOREME 1.3: Soit Q l’ensemble quotient de l”“ensemble des termes par la

relation d“équivalence =, complété par un élément maximum; alors Q est un

treillis complet sans chaine infinie descendante.

On en déduit alors:

PROPOSITION 1.1: Si deux termes t, et tl 2 sont unifiables, ils admettent un

unificateur minimal pour le préordre de filtrage < sur les substitutions,
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EXEMPLE ?: £ et f

/\ /\

g oh g 2
/\ | /\

a xy g

/\

ay

ont pour unificateur minimum 0 = { (x, g ),(y,a),(z,h) }
/\
aoa a

De nombreux algorithmes d“unification ont été décrits pour trouver cet

unificateur minimum. Citons entre autre ceux de JA.Robinson [ROB,65], G.Huet

[HUE,76], A.Martelli et U.Montanari [M&M,79], MS.Paterson et MN.Wegmann [P&W,78].

Dans sa thése, JM.Hullot donne une comparaison de ces différents algorithmes

[HUL,80].

1.1.4.5- ENSEMBLE MINIMAL COMPLET DE A-FILTRES

De méme que nous avons défini une notion de base de IJ’ensemble des A-

unificateurs de deux termes donnés, nous allons définir, pour deux termes ty

et t, et l“ensemble que nous noterons F(t, sty) de tous les filtres de

t, vers t une notion analogue.
1 2?

DEFINITION 1.24: Soient t, et t1 deux termes et X=V(t,)- Un ensemble de
2

substitutions X est un ensemble complet de filtres de t, vers t si et
1 2

seulement si:

1) ¥ o € ©, Dlo) CX

2) E est inclus dans F(t, ,t,)

3) ¥ 9 € F(t,,t do € £ tel que o Sa po [X]»)

Si de plus = vérifie la condition suivante, on dira que c”est un ensemble

complet minimal de filtres de ty vers ty-
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1.1.4.6- EQUATIONS EQUIVALENTES

Nous allons faire dans cette thease de nombreux raisonnements purement

équationnels et manipuler des équations; une notion importante est celle

d“équations A-équivalentes, c”est~a-dire ayant méme ensemble de A-solutions.

DEFINITION 1.25: Deux @quations (t =t,) et (t7 =t" 4) sont A-@équivalentes si

et seulement si elles ont des ensembles de A-unificateurs identiques:

-

U(t, ty) = U(t",,t75)

Tout naturellement se pose alors la question suivante: quelle relation

existe-t-il entre des ensembles complet minimaux de A-unificateurs de t,, t, et

-

t 1?
=

2 en supposant qu“ils existent?

PROPOSITION 1.2: Soient (t,=t,) et (t7,=t">) deux équations, S un ensemble

minimal complet de A-unificateurs des termes ty et ty, X=V(t,) U V(t),

Y=v(t",) U v(t") et g7={ a = telle que O appartienne 4 S }.Oo

XNY

Alors les deux @quations (t,=t») et (t" =t7 4) sont A-&équivalentes si et

seulement si $* est un ensemble minimal complet dunificateurs A la fois de

t et ty d“une part et de ty et t"5 d“autre part.

Preuve : il est clair que deux @équations ayant un ensemble minimal

complet de A-unificateurs commun sont A-équivalentes.

Il faut done prouver que si les deux équations sont A-équivalentes, S”

vérifie la condition requise.

Puisque (S°)” ={a telle que & appartienne 4 S” }, il suffit de
xNy

prouver que S* est un ensemble minimal complet de A-unificateurs de ay

-

t t ye
wre

Remaquons d’abord que si O est un A-unificateur de t, et ty» il

en est de méme pour oy qui appartient donc aussi a

uct yt 9)* Done o KAY appartient U(t yet >) et par

conséquent aussi 4 U(t, »ty)- Le méme raisonnement est valable en

2
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De cette remarque on déduit aisément que S” est inclus dans

UCtTM),t75) ce qui est la premiére condition A remplir pour un

ensemble minimal complet de A~unificateurs de ty et t" 5+

Prouvons maintenant la complétude de l’ensemble: si 9 est un

A-unificateur de t”, et tos 8l appartient 4a U(t,,t,)-
x Oy

Il existe donc O dans S telle que Oy Sa o, Ay

Say Sa Gy Sx Bay Sa 8

ce qui implique:

&% = 6 ais a 8,En posant x fy omen déduit que y Sa y

La condition de minimalité résulte du raisonnement suivant:

-

posons &= et &° = o avec 0 et O°” appartenant 4a
og e

XNyY XNy

S et supposons que ay ky a “y* Comme Q et GQ” sont égales a4 leurs

restrictions sur X et sur Y, nous avons aussi l”inégalité

ay Sa O “ys et de plus, par définition de a

Q7 2 @7 = 07 < o7.,
xX XNY —A xX

Il nous reste 4 prouver que Cy Sa Oy pour obtenir la chaine:

Co a a? o7x Sa x Sa x Sa x*

Ceci vient du fait que, puisque © appartient 4 S, a appartient 4

Ut, ty) et donc il existe 6 dans S$ tel que By Sa Oy

d“ot fu@.< O Xs Gy

S étant minimal, 96 et o lui appartenant toutes les deux, elles sont

égales. Nous avons ainsi prouvé que

et que o, <, a”
x X —A x

Puisque de méme o et oO” appartiennent 4 S, elles sont @égales, ce qui

implique 1°égalité de a et a”. []

En supposant que lon soit capable de calculer et de comparer les

ensembles S* de deux @équations, ce résultat fournit une procédure de décision

pour leur équivalence. Il montre surtout que la définition d”équations

équivalentes aurait pu @tre basée sur le concept d°”ensemble minimal complet

d’unificateurs, ce qui n°apparait pas de maniére @évidente dans la définition
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1.2- SYSTEMES DE REECRITURE

Le probléme de 1“égalité dans une théorie équationnelle est en général

indécidable : cependant nous allons développer maintenant une méthode

permettant de résoudre ce probléme dans le cas d“un grand nombre de théories

classiques.

L’égalité dans une théorie équationnelle étant définie par la congruence

* engendrée par l“ensemble A déquations, on cherche 4 déterminer pour

chaque classe d“équivalence un représentant canonique et A ramener le probléme

de la A-@égalité de deux termes t et ¢t a celui de l“identité de leurs
1 2

représentants canoniques. Le processus est le suivant: on oriente les équations

de A, ce qui revient 4 remplacer la congruence =, par une relation de réduc-

tion ---> qui n’est plus symétrique. Les équations orientées constituent alors

un systéme de réécriture de termes. La premiére condition a imposer est la

terminaison du processus, ce qui assure l”existence pour chaque terme t d“ une

forme normale, c”’est-a-dire d°un terme qui n’est plus réductible par ---> et

qui s“obtienne 4 partir de t par un nombre fini d°’applications de la _ relation

de réduction. La deuxiéme condition 4 exiger pour que cette forme normale soit

canonique, est que deux termes équivalents dans la théorie aient méme forme

normale. Cette condition est connue sous le nom de propriété de Church-Rosser

et se visualise de la facon suivante

t = i.A t

\, Ps
#

£

~ x s > ss ”
ou ---> désigne un nombre éventuellement nul d°applications de la relation

-~--> . Nous étudions en détail ces deux conditions dans ce paragraphe.

Dans te cas ot la relation de réduction n’a pas la propriété de

terminaison finie, cette méthode ne s“applique plus. Ainsi, il est impossible
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systéme de réécriture. Pour contourner cette difficulté, il faut considérer des

réductions agissant non plus sur des termes mais sur des classes d”équivalence

de termes. Ce sera le sujet d°un paragraphe ultérieur.

1.2.1- SYSTEMES DE REECRITURE DE TERMES
Dt PE OD EE EO ON OP PR OO Cit Pt Ot Pat PDE TOE ETD ONE Ot ed Oa wt OND Pe tm net

DEFINITION 1.26: On appelle systéme de réécriture de termes tout ensemble R de

couples de termes (g,d) tels que V(d) soit inclus dans V(g). Les @léments de R

sont appelés régles de réécriture et notés : g ---> d

~ wee 7 i R
A un systéme de réécriture R, on associe une relation binaire ~-->

appelée relation de réduction de la facon suivante:

ooDEFINITION 1.27: Soient ty et ty deux termes; t, se réduit en ty

l“ocecurrence m de ty si et seulement si il existe:

-- une régle (g--->d) de R,

-- une occurrence m dans D(t,)

-- une substitution O telle que O(g) = Cty

et que to=t,[m <- o (d)].-

On note alors t a t, et on dit que t, est réductible ou que ty
1

se réécrit en ty:

Ainsi un terme est réductible si 1l”un de ses sous-termes est l°image par

une certaine substitution d”un membre gauche de régle. Le terme réduit est

obtenu en remplacant le sous-terme en question par Il°“image dans la méme

substitution du membre droit de la régle.

NOTATIONS : ** Dans la suite on notera ---> au lieu de ==55 quand il n’y
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kk ---> désignera la fermeture transitive de la relation --->,

xk ---> ga fermeture réflexive transitive et

kK <---> sa fermeture symétrique.

EXEMPLE : Soit R = { f --->b , h---> f£ }

/N\ | /\
x x x x x

Le terme t =f se réduit en ba l”occurrence€.

/ \
h h

a a

Mais il se réduit aussi en f£ a l”“occurrence l.

/ \
£ h

/\ |
a aa

DEFINITION 1.28: Un terme t est dit en forme normale ou irréductible si et

= om may - R - Ba a .
seulement si il n’existe pas de terme t~ tel que t ---> t”, c”est-a-dire si

t ne peut plus se réécrire dans R.

DEFINITION 1.29: Si t et t~ sont deux termes tels que t” soit irréductible et

k

t 3 t*, t° est appelé une forme normale de t et on la note FN(t).

EXEMPLE : en reprenant 1“exemple précédent, b est une forme normale de t.

Sans l1“hypothése de terminaison finie du processus de réécriture,

l’existence d’une forme normale n’est en aucun cas assurée: par exemple si

R= { £ ---> f }, ona f ---—> £ ---> i Toe

/ \ /\ / \ /\ / \
x y y x a Zz z a a Zz

D’autre part, si un terme a une forme normale, elie n’est pas en général
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par exemple si R = { f£ --> y } Ile terme

/\
£ £

/\/\N
x yy 2

17 se réécrit 4 L”occurrence 1 en f irréductible,

/ \ é
£ f b £

{\ /\ /\
£ f f d £ d

/\ 4X FTN /\
a bb cb c b c

mais aussi 4 l”occurrence © en f également irréductible.

fi A
b c

Nous définissons aussi une notion de forme normale sur les substitutions:

DEFINITION 1.30: Une substitution o est normalisée si et seulement si pour

toute variable x de son domaine D(o), o (x) est en forme normale.

1.2.2—- TERMINAISON D°UN SYSTEME DE REECRITURE
FRO DE RE PP PP OE PO POD A Lt PD PD PD Tt PGP PD PE PB TOP TP ONE PD OD TOR PE ERD ET OO OO Bt Pm Os ID Ot Dad Pad Drab Prd

DEFINITION 1.31: Un systéme de réécriture R est noethérien si et seulement si

pour tout terme t, il n°existe pas de dérivation infinie t = to ~--> ty ===> Es

On dit aussi dans ce cas que la relation ---> a la propriété de terminaison

finite.

Rappelons que quand un systéme est noethérien, tout terme a au moins une

forme normale.

Nous ne nous @étendrons pas sur les diverses méthodes proposées pour

prouver la terminaison des systémes de réécriture, mais nous allons expliciter

celle que nous emploierons dans la suite et qui est due a N.Dershowitz [DER,/79]

Citons par ailleurs les travaux de P.Lescanne, F.Reinig, J.P.Jouannaud et

H.Kirchner, S.Kamin et J.J.Levy, G.Choque, sur le sujet ([LES,81], [REI,81],
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DEFINITION 1.32: Un ordre partiel strict < sur l°ensemble des termes est un

ordre de simplification si et seulement si il posséde les trois propriétés

suivantes:

pour tout symbole de fonction f dans F, pour tous termes t et ty,

1) t > t° implique f(...t...) > f£(...t~..-)

2) £(...t-e.-) >t

3) £(.--t..-) > FC... «eed

Les points de suspension signifient que les autres sous-termes' restent

inchangés.

La condition 1 est la propriété de compatibilité avec la structure des

termes,la condition 2 est appelée propriété des sous-termes, la condition 3 est

une propriété d“effacement utile si certains opérateurs n“ont pas une arité

fixe, et nous ne l“utiliserons pas dans la suite.

Un exemple particuliérement important dordre de simplification est

l’ordre de plongement défini de la facon suivante:

DEFINITION 1.33: On dit que le terme t=f£(t,,--+,t.) est plongé dans le

terme te=g(t7),++-5t7 5) et on note t A t”, si et seulement si l“une des

conditions suivantes est verifiée:

1) il existe i tel que t soit plongé dans ty

2) f=g et pour tout i , t, est plongé dans tv,

EXEMPLE : le terme £ est plongé dans le terme f

&

/\ 4
a xy

L* importance de l“ordre de plongement vient d@une part du fait que tout
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PROOSITION 1.3 : Tout ordre de simplification < contient l”ordre de plongement.

*

e@ ¥t, t EM(F,V), tAt” => t<et

Et d’autre part cet ordre intervient de facon déterminante dans

1l“&tablissement d”une condition suffisante de terminaison dun systéme de

@

réécriture:

PROPOSITION 1.4: Soit R un systéme de réécriture de termes tel que le nombre de

e@

symboles de fonctions apparaissant dans R soit fini. Alors R termine si il

existe un ordre de simplification < sur M(F,V) tel que, pour toute substitution 6

et pour toute régle g--->d dans R, on aito (g) > oO (d).

e@

La preuve de ce résultat s°appuie sur les propriétés du plongement et sur

le théor€me de Kruskal [KRU,60]. Elle est assez complexe et peut 6tre trouvée

@ dans [DER,79].

Pour construire un ordre de simplification sur les termes, nous utiliserons

@ l’ordre récursif sur les chemins ("recursive path ordering”), qui est construit

& partir dun ordre partiel sur les symboles de fonctions. Cette méthode a

été décrite par D. Plaisted [PLA,78], reprise et améliorée par N. Dershowitz

@ [DER,79].

Pour définir l’ordre récursif sur les chemins nous utiliserons la notion

de multi-ensemble sur un ensemble P et l’extension naturelle dun ordre sur

e@
P aux multi-ensembles sur P (voir [JLR,82]).

DEFINITION 1.34: Un multi-ensemble S sur un ensemble P est une application de P

@
dans l“ensemble des entiers naturels N.

EXEMPLE : {1,3,3,5,5,5} est un multi-ensemble sur N correspondant a l”applica-

@
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DEFINITION 1.35: Etant donné un ordre strict <p sur P, on lui associe 1lordre

<<p sur les multi-ensembles sur P de la facon suivante:

Ss “ S°“ si et seulement si S est différent de S” et

pour tout élément x de P, si S(x) < S”(x) alors

il existe un autre élément y de P tel que

x S y et S(y) < S*(y).

De facon plus intuitive, si un élément x a plus d’occurrences dans S que dans

S°, il existe un élément y plus grand que x, ayant plus doccurrences dans S”

que dans S$.

EXEMPLE : {1,3,3,5,5,5} “a {1,1,3,6} puisque par exemple $(5)=3 mais 5<6 et

$(6)=0 est strictement inférieur 4 S°(6)=l. Il suffit de faire le méme raison-

nement pour 3 et de remarquer que S(1) < S*(1).

DEFINITION 1.36: Etant donné un ordre partiel < sur l”ensemble des symboles de

fonctions F, l’ordre récursif sur les chemins est ainsi défini sur 1”ensemble

des termes:

k

s=f£(.-+,8,,+++) < t=g(--+-,ty,-++)

si et seulement si l“une des conditions suivantes est verifiée:

aK

1) £=g et {asesSyaeee} << Leeestyyeeed

*

2) £<g et pour tout i, 5 <t

3) ffg et il existe j tel que s < t, ou s = is

Le résultat fondamental prouvé par N.Dershowitz est le suivant:

*

PROPOSITION 1.5 [DER,79]: < est un ordre de simplification.

La preuve en est longue et technique. Montrons sur un exemple comment comparer
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EXEMPLE : supposons que F={f, g, h} et que g<h<f.

Montrons que les termes

Ly

t= £ et t= £ vérifient t <t

*

En effet t < t” <=> (par le cas 1, puisque les symboles de fonctions a

l’occurrence € sont les mémes)

{ hh, g } & » y }
/\ | i

y g x £

| /\
x x y

Puisque g est plongé dans Z ,» il est nécessaire et suffisant de prouver

x £

/\

x y

*

que h < g

iN |

y 8 f
| / \
x x oY

<=> (par le cas 3, puisque h>g implique h ¢ g)

*

h < f£

/\ / \

y & x ¥

<=> (par le cas 2, puisque h<f)

y é f£ ce qui est clair car y est plongé dans £
/\ / \

x sy x sy

et *

g < £

| /\
x x sy

<=> (par le cas 2, puisque g<f)
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Un intérét fondamental de l”ordre récursif sur les chemins é déduit de

l“ordre < est qu’au lieu de vérifier, pour toute régle g-~-->d de R et pour

toute substitution 0 , que Oo (d) é O (g), il suffit de montrer que d é g pour

toute régle de R. Cela résulte du théoréme suivant montrant que lordre

récursif sur les chemins est stable par instanciation.

PROPOSITION 1.6: Etant donné un ordre < sur F, quels que soient le termes t et

* P

t*, sit < t*, alors pour toute substitution 0, o(t) < a(t”).

1.2.3- CONFLUENCE D°UN SYSTEME DE REECRITURE
Pet PE PD RD EE Pt Po PE PE POD OR PED EOE PD OD OD PD A PD CE OD I TD TE ID COD Da OD POD Pah Ped Pat OE I TD Pa

1.2.3.1- CONFLUENCE

DEFINITION 1.37: Un systé@me de réécriture est confluent si et seulement si pour

* *

tous termes t, t,, ty tels que t --~> t, ett a to» il existe un terme t”

* ” * ”
tel que ty “---> t” et ty ---> t”.

On l*exprime par le diagramme suivant:

REMARQUES : -- Il est facile de prouver que la confluence et la propriété de

Church-Rosser sont des propriétés @équivalentes.

-- Quand un systéme de réécriture est confluent, tout terme a au

plus une forme normale.

La confluence d’un systéme de réécriture est en général indécidable. Mais

ce n’est pas le cas pour des systémes noethériens, comme nous allons le voir
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1.2.3.2- LOCALE CONFLUENCE ET LEMME DU LOSANGE

DEFINITION 1.38: Un systéme de réécriture est localement confluent si et seule-

ment si pour tous termes t, ths ty» tels que t ---> ty et t ---—> ty,

* *

il existe un terme t~ tel que t) ---> t” et ty --—> t”.

Cette propriété, dite propriété du losange, se visualise par le diagramme:

LEMME DU LOSANGE 1.3 : Un systéme de ré@écriture noethérien est confluent si et

seulement si il est localement confluent.

%

Ce lemme, di 4 M.Newmann [NEW,42], doit son importance au fait qu“il existe

un moyen simple de tester la confluence locale d“un systéme de réécriture. Ce

test, que nous allons décrire maintenant, est di 4 D.Knuth et P.Bendix.

1.2.3.3- PAIRES CRITIQUES ET THEOREME DE KNUTH-BENDIX

Nous supposerons dans toute la suite que deux régles g--->d et g°--->d" de

R vérifient V(g)NV(g") = @, condition qui peut toujours étre réalisée par

un renommage des variables.

DEFINITION 1.39: Soient (g,d) et (g°,d~) deux couples de termes. Supposons qu“il

existe un sous-terme non variable de g unifiable avec 2g”. Soient m l”occurrence

de ce sous-terme et oO l”unificateur minimum de 8) im et de g”.

Alors la paire { o(g[m <- d7]), o(d) } est appelée paire critique, obtenue
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DEFINITION 1.40: On appelle paire critique de R, toute paire critique obtenue

par superposition de (g°,d~) sur (g,d) pour tout choix possible des régles

(g--->d) et (g°--->d~) dans R.

On n’a pas supposé dans cette définition les deux régles distinctes; on

peut en effet superposer une régle sur elle-méme, en remarquant toutefois que la

superposition 4 l”occurrence € fournit une paire critique trivialement

conf luente.

EXEMPLE : en superposant la régle f =>. £
/\ /\

x 8 x y

|

y

sur la régle £ ->z & 1” occurrence € , on obtient la paire critique:

/\
a Zz

C €£ , gs )

/\ |

a ¥ y

L’intérét des paires critiques vient du théoréme suivant:

THEOREME DE KNUTH-BENDIX 1.4: Un systéme de réécriture de termes R est locale-

ment confluent si et seulement si pour toute paire critique (t, t”) de R, il

* *

existe t" tel que t -~-> t" et t”---> t”.

Ce théoréme a tout d“abord été prouvé par D.Knuth et P.Bendix [K&B,70], en

utilisant l“hypothése de terminaison finie de la relation de ré@écriture. G.Huet

[HUE,80] en a donné une preuve sans cette hypothése.

Dans le cas ou le systéme R est fini et noethérien, ce résultat donne une

procédure de décision pour la confluence de R: comme il n’existe qu”un nombre

fini de paires critiques, il suffit pour chacune d”“elles de calculer les formes
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1.2.3.4- SYSTEME COMPLET OU CANONIQUE

DEFINITION 1.41: Un syst@me de réécriture 4 la fois noethérien et confluent est

dit systéme complet ou canonique.

Si R est un systéme complet, tout terme t admet une unique forme normale.

En notant =p la fermeture réflexive symétrique transitive de la relation de

réduction sate il est équivalent de prouver pour deux termes t et t”, t =p t7

et FN(t) = FN(t”).

La question que nous nous proposons d“étudier maintenant est de trouver,

quand c“est possible, un systéme de réécriture complet déduit dun ensemble

d“ @quations A, tel que les congruences =, et =, coincident. Ainsi

l’identité des formes normales fournira un processus de décision de la A-

égalité.

1.2.3.5—- ALGORITHME DE COMPLETION

Considérons un ensemble d°axiomes A et supposons qu°il existe un ordre de

simplification <, tel que, pour toute équation (g=d) dans A, on ait soit g<d,

soit d<g.

A toute équation g=d, on associe alors la régle de réécriture

g--—>> d si gd

d---> g si d>g.

Soit Rl le systéme de réécriture ainsi obtenu: si Rl est complet, c”est-a-dire

si toute paire critique (t, t”) de Rl vérifie FN(t)=FN(t~), alors les
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Dans le cas contraire, désignons par Al i”ensemble des paires (FN(t), FN(t~))

telles que (t, t~) soit une paire critique de Rl dont les formes normales des

deux membres soient différentes. On va tenter de rendre Rl localement confluent

en introduisant les @équations de Al comme nouvelles régles de réécriture, tout

en gardant la propriété de terminaison finie, de maniére a garantir le calcul

des formes normales et la confluence éventuelle du nouveau systéme.

Ce processus est di 4 D.Knuth et P.Bendix (K&B,70]. La preuve de la correc

tion de l’algorithme a été donnée par G.Huet [HUE,82]. Dans sa thése, J.M.Hullot

[HUL,80] reprend cet algorithme et en donne plusieurs versions. Il en a d*autre

part fait une implémentation en VLISP, qui remaniée et complétée constitue une

partie du systéme FORMEL, réalisé sur le systéme MULTICS par G.Huet et son

équipe 4a 1° INRIA.

En nous inspirant du travail de J.M.Hullot, nous donnons maintenant deux

versions structurées de l’algorithme de complétion. La premiére est trés proche
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Premiére version de l”algorithme de complétion

- Initialisation: R <- 9, E < A, E” <- @.
TANT QUE vrai FAIRE

Réduction des paires:

in E*<= {(FN(t), FN(G7)) / (t, t*) appartient 4 E et FN(t)#FN(t~) }
SI E” est vide ALORS arrét succés FSI

R°<- @

©
TANT QUE E~ est non vide FAIRE

choix d“une équation (FN(t)=FN(t”)) dans E”:

E*<~ E°-{(FN(t), FN(t7))}

®
orientation de cette équation:

SI FN(t) et FN(t~) non comparables pour <, ALORS arrét échec

SINON

&
SI FN(t) > FN(t~) ALORS g <- FN(t), d <~ FN(t”)

SINON 2g <— FN(t7), d <- FN(t)

FIN SI

. R°<- R* U {g--> d}

FIN SI

FIN TANT QUE

e Ajouter les nouvelles régies:

R <- RU R’

Calcul des paires critiques:

° — <- { paires critiques calculées par superposition des régles de R”

sur celles de R d“une part, et par superposition des régles de R” entre

elles d“autre part }

e FIN TANT QUE

®
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Faisons d’abord quelques commentaires sur cette premiére version.

Trois situations peuvent se produre:

* soit le processus s“arréte avec succés, au bout d“un nombre fini d°étapes,

en retournant un systéme R canonique. Mais rien ne dit que ce soit le seul

possible.

* soit il s’arréte en échec, car l“ordre < choisi ne permet pas d°orienter

toutes les @équations de A. Cependant, cela ne signifie pas qu“il nexiste pas

de systéme complet.

* soit il ne s’arréte jamais, générant un systéme infini de régles. Méme dans

ce cas, il se peut qu un systéme complet existe, nous en verrons un exemple

dans la suite de cette thése.

De plus, ce processus n’est pas satisfaisant d“un autre point de vue. En

effet, lors de l“introduction de nouvelles régles, des réductions peuvent appa-

raitre entre les différentes régles du nouveau systéme.

Dans une version améliorée par G.Huet de cet algorithme, on garde toujours

les régles en forme normale les unes par rapport aux autres; aussi n°aura-t-on

plus en général 1”inclusion des systémes de réécriture successifs construits

par l“algorithme, puisque certaines régles pourront é&tre supprimées lors de

l’adjonction de nouvelles régles.

Pour mettre en oeuvre ce nouvel algorithme, il faut:

* numéroter les régles dans leur ordre d°apparition. On notera By dy. la

régle de numéro k.

* les marquer chaque fois que l’on a calculé toutes les paires critiques de la
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Deuxi@éme version de l“algorithme de complétion

Initialisation: R<- $, p<- 0, E<X- A.

TANT QUE vrai FAIRE

TANT QUE E est non vide FAIRE

Réduction des équations:

Choisir une équation (t=t~) dans E

Calcul de FN(t) et FN(t”~) dans R

Orientation de (FN(t), FN(t~)):

CAS * FN(t) et FN(t~) incomparables pour < ALORS arrét échec

* FN(t)=FN(t7 ) ALORS E<- E-{(t=t~)}

* SINON SI FN(t) > FN(t~) ALORS g<- FN(t), d<- FN(t”)

SINON g<= FN(t~), d<- FN(t)

FSI

Ajout d“une nouvelle régle:

calculer K={k / &,--->d, appartient 4 R et g,

se réduit en Be par la régle g--->d }

E<- E-{(t=t7)} U {(g7,=47)) / k appartient a K et

dy se réduit en ay par la régle g--->d }

p <- ptl

R <- {gyp-->d7| / k n’appartenant pas 4 K} U {g--->d}

la nouvelle régle k est marquée si l°ancienne 1était;

la régle g--->d est numérotée p et non marquée.

FIN CAS
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Calcul des paires critiques:

SI toutes les régles de R sont marquées

ALORS arrét succés

SINON choisir une régle non marquée de numéro k;

E <- {paires critiques de la régle numéro k avec les

régles de numéro k* inférieur ou égal 4 k};

marquer la régle k

FSI

FIN TANT QUE

J.M.Hullot décrit dans sa thése de nombreux exemples d”utilisation de cet

algorithme. Le lecteur peu familier avec cette technique peut sy référer
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1.3- ETUDE D°EXTENSIONS DE LA NOTION DE SYSTEME DE REECRITURE DE TERME
Re ne ee en re ree ~we ered ~~ Nw ee

~~ ee oe

Nous allons rappeler dans ce paragraphe trois techniques permettant

d“étendre la notion de réécriture de termes 4 des théories que la _ notion

classique de réécriture ne permet pas d°étudier. C”est en particulier le cas

dans les théories comportant des axiomes de commutativité ou plus généralement

de type permutatif. En effet, on ne sait pas orienter ces axiomes de telle sorte

que le systéme de réécriture associé soit 4 terminaison finie. Cela peut aussi

étre le cas lorsque certains axiomes perturbent 1°étude dun processus

particulier comme par exemple la résolution d°équations. Nous aurons l”occasion

d“y revenir et d“illustrer ce dernier fait.

L’idée centrale de toutes les extensions est de partitionner l”’ensemble des

axiomes A en deux ensembles E et R, tels que l°on puisse traiter R comme un

systéme de réécriture de termes ayant de “bonnes” propriétés par rapport a E.

D’autre part, on exigera des deux membres des @quations (g=d) de E de faire

intervenir les mémes ensembles de variables: V(d)=V(g).

La théorie des groupes abéliens constitue un exemple classique dans lequel

l’ensemble des équations consiste en la réunion des ensembles E et R, tels que,

en notant la loi de composition interne * :

{ ( x*y = y*x ) , ( x*(y*z) = Cxty)*z ) IE

R= { ( x¥l=x ) , ( x¥x7 = 1) 3

De méme que précédemment, nous souhaitons disposer d”une notion de

représentant canonique d“une classe d°équivalence de =a Mais ici il nous

faudra travailler modulo les @équations de E, c°est-a-dire que nous

déterminerons une classe modulo E représentant canoniquement une classe modulo

Ae

Dans tout ce qui suit, nous noterons -~~> la relation de réduction associée
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1.3.1- CONFLUENCE MODULO UN ENSEMBLE D° EQUATIONS.
PRE RE PN RDP PDE PE Pd OA PO NE OD OE I PD ON DD PED ED rnd ed tO tt td at Ph Pad at Pad

Cette méthode est due 4 G.Huet [HUE,80]. Sa caractéristique essentielle est

de ne pas requérir la connaissance d°un algorithme de E-unification. Cependant

on ne pourra considérer que des systémes de réécriture linéaires a gauche,

c’est-a-dire tels que dans chaque membre gauche de régle toute variable

n° apparaisse qu“une seule fois.

1.3.1.1- DEFINITIONS

Nous introduisons tout d“abord une nouvelle notion de confluence.

DEFINITION 1.42: Un systéme de réécriture de termes R est dit confluent modulo E

-

si et seulement si pour tous termes u, v, u”, v’ ona

x * * *

u=_v et u--—>u” et v--—>v” => du” et v" tel que u%--->u” et v7--->v" et u"=LVv"
E E

ce qui peut s°exprimer par le diagramme suivant:

u = Vv

LO \
u ve

“XN wv

‘ a

Ry *&

M. ke
u" = Vv

E

Notons que cette propriété n’est pas la confluence de ---> dans l”ensemble des

classes, puisqu’on ne s“autorise pas de =, le long des branches descendantes
E

du diagramme, c”“est-a-dire au cours des dérivations.

Afin d“étendre le théoréme de Knuth et Bendix, il nous faut définir une

nouvelle notion de paire critique:

DEFINITION 1.43: * On appelle paire critique de R/E toute paire critique obtenue

par superposition d“une équation sur une régle, c”est~a-dire par superposition

du couple (g,d) avec (g=d) € E ou (d=g) € E
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* On appelle paire critique de E/R toute paire critique obtenue

e par superposition d“une régle sur une équation, c”est-a-dire par superposition

du couple (g°,d*) avee (g7--->d") ER

sur le couple (g,d) avec (g=d) € E ou (d=g) € E.

- 1.3.1.2-— LE THEOREME DE HUET

Nous pouvons maintenant énoncer le théoréme @étendant le résultat de Knuth

2 et Bendix. Pour le montrer, on est amené 4 localiser, d°une part la réécriture

--->, mais aussi la E-égalité “pe Sa preuve peut étre trouvée dans [HUE,80].

® THEOREME 1.5: Soit =, une théorie équationnelle dont l”ensemble des axiomes A

peut @tre partitionné en deux ensembles E et R tels que:

*k*k R est un systéme de réécriture de termes linéaire a gauche;

e *kk pour toute @quation (g=d) de E, on a V(d)=V(g);

RaK WTOP = a la propriété de terminaison finie.

Alors, en notant FN, (t) la fore normale d“un terme t pour --->, R est

e confluent modulo E si et seulement si pour toutes les paires critiques (u,v) de

R, de R/E, de E/R, on a FN, (u) ts FN, (v)-

Dans ce cas, pour tous termes u et v, on au = v si et seulement si

© FN, Cu) =p FN, (v)-

REMARQUES : -- La condition V(g)=V(d) pour toute équation de E découle de la

= condition de terminaison finie de eat

-- Il n’est pas nécessaire de tester les paires critiques de FE sur E.

-- Dans le cas of R et E sont finis et satisfont les hypothéses du

s théoréme et lorsque la E-@égalité est décidable, ce théoréme fournit une

procédure de décision pour la confluence modulo E, puisque le nombre de paires

critiques est alors fini.

@
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~~ La condition de linéarité des membres gauches des régles de R est en

pratique trés restrictive.

On déduit de ce théoréme un algorithme de complétion. On pourra consulter

A ce sujet [HUL,81], pour sa description et des exemples d“utilisation.

1.3.2- CONFLUENCE DANS LA STRUCTURE QUOTIENT

Comme nous venons de le voir, la méthode précédente, bien que ne

nécessitant pas la connaissance d°un algorithme de E-unification, est assez

limitative du fait de I”hypothése de linéarité a gauche faite sur le systéme de

réécriture R. Nous allons ici donner une seconde approche qui permettra, en

supposant la connaissance d°un algorithme de E-unification, de se passer de

l*hypothése de linéarité 4 gauche du systéme R.

1.3.2.1- GENERALITES

__-yR/E
On définit une nouvelle relation notée sur l’ensemble des

termes par

E

/EUn terme réductible par xan sera dit R/E-réductible.

Cette approche est trés différente de la précédente puisqu’on sautorise

des @tapes de E-égalité au cours des réductions.

DEFINITION 1.44: Le systéme de réécriture R est dit E-confluent si et seulement

si pour tous termes u, v, w, la propriété suivante est vérifiée:

* *

si ou _*_yR/E vet ou ~*_yR/E w

-
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ce qui peut s°exprimer graphiquement par le diagramme suivant:

u

* *

Kien.
Vv WwW

\ R/E R/E /’
R, x

ss /f

NLU
Vv =_wW

E

Un systéme de réécriture de termes R sera dit E-noethérien si et seulement si la

relation ~—=>R/E a la propriété de terminaison finie, il sera dit E-canonique

si et seulement si il est 4 la fois E-confluent et E-~noethérien.

REMARQUE: La E~confluence de R n’est autre que la confluence de la relation --->

/E
dans la structure quotient M(F,V)/=,. Mais ce n°est pas la confluence de a

puisqu“une derniére étape de E-égalité est autorisée.

Si le systéme de réécriture R est E-canonique, en désignant par

FN p(t) une forme normale pour la relation —--pR/E on a

u=, Vv <=> ENR jg 6¥) “2 FN /p6v)

Pour pouvoir travailler avec la relation --->R/E | il faut pouvoir en

particulier décider la R/E-réductibilité d°un terme. Cela est possible de facon

claire si les classes d“équivalences modulo E sont finies. En général, on est

amené 4 introduire la notion de E-uniformité:

DEFINITION 1.45: Une relation =2=> sur Il’ensemble des termes M(F,V) sera

dite E-uniforme si et seulement si, pour tous termes u et v tels que u ~-->R/E v,

il existe un terme w tel que u ===> w.

Ainsi pour une relation E-uniforme, les notions de réductibilité pour

—-=pR/E
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Une premiére méthode pour tester si un systéme de réécriture est E-

confluent a été étudiée par G.Huet. Elle est sommairement exposée dans [HUL,81].

Mais, comme dans le cas de la confluence modulo E, si la connaissance dun

algorithme de E-unification n’est pas requis, il faut ici encore supposer le

systéme de réécriture R linéaire 4 gauche, pour donner un analogue du théoréme

de Knuth et Bendix.

Nous allons maintenant développer une seconde méthode due a G.E.Peterson

et M.E.Stickel [P&S,81].

1.3.2.2- UTILISATION D°UN ALGORITHME DE E-UNIFICATION

/E; * . R . .
Dans cette partie, pour étudier la relation --—> » nous introduisons

une nouvelle relation de réduction @étendant --->.

DEFINITION 1.46: Un terme u est R,E~réductible en un terme v a l” occurrence n,

E : Bog 7 x
R, v, si et seulement si il existe une régle g--->d deet nous noterons u --->

de R et une substitution O telles que

“in = o(g) et v= ulm <- o(d)]
E

REMARQUE : On a--—>> ¢ --->R,E gana E

La R,E-réductibilité est décidable lorsque R est fini (ce que nous supposerons

toujours), si le E-filtrage est décidable. Cela sera le cas en particulier pour

des axiomes de commutativité, d“associativité ou encore de commutativité et

d’associativité pour le méme symbole de fonction, puisqu°il existe dans ces

situations un algorithme complet et fini de E-~filtrage.

Il est facile de vérifier les propriétés suivantes de la relation ===pisl

qui seront utilisées ultérieurement:

* Soient trois termes u, v, t et m une occurrence de dom(t).
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* Pour toute substitution g et tous termes t et t”,

ERsit ate E t”, alors o(t) ---> ” oft”).

1.3.2.2el- LA E-COMPATIBILITE

Pour étudier la relation ~-->R/E a l’aice de =e nous sommes amenés

a introduire une condition beaucoup plus forte que la E-uniformité, qui est la

propriété de E-compatibilité définie par G.E.Peterson et M.E.Stickel.

[P&S,81].

DEFINITION 1.47: Nous dirons qu“un systéme de réécriture de termes R est E-

compatible si et seulement si, pour tous termes u et v tels que u aise Vv,

il existe des termes u” et v” tels que

R,E - /E _. - .* OR
u c--> uy et v --—> v° etu =. ¥

ce que l*on peut exprimer graphiquement par le diagramme suivant:

R/E

REMARQUE : Si R est E-compatible, alors la relation —s-yPst est E-uniforme et

la R/E-réductibilité se réduit 4 la R,E-réductibilité.

Afin d’obtenir une condition effectivement testable pour déterminer si un

systéme de réécriture de termes R est E-compatible, on va introduire une

nouvelle notion de paire critique associée 4 la R,E-réécriture.

1.3.2.2.2~- PAIRES E-CRITIQUES

Le mécauisme que nous décrivons ci-dessous sera appelé algorithme de E-
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DEFINITION 1.48: Soient (g,d) et (g”,d°) deux couples de termes tels que

V(g)N V(g7)=@. Supposons qu il existe un sous terme non variable de g

d“occurrence m qui soit E-unifiable avec g” et désignons par un ensemble

complet de E-unificateurs de Bm et g° en dehors de V(g)UV(g”). Alors toutes

les paires

{o(g[m <- d7]), o(d)} avec o € FE

sont appelées paires E-critiques obtenues par E-superposition de (g”,d”) sur

(g,d). On dit qu’elles forment un ensemble complet de paires E-critiques de

(g°,d°) sur (g,d) 4 l”occurrence nm.

NOTATIONS : On dit que PC est un ensemble complet de paires E-critiques de R,

si et seulement si PC contient un ensemble complet de paires E-critiques de

(g°,d°) sur (g,d) 4 l*occurrence m, pour tout choix de m, occurrence de non

variable dans g, et pour tout choix possible de deux régles (g°--->dTM) et

(g--->d) de R.

De la m€éme facon que nous avons introduit précédemment les notions de

paires critiques de R/E et de E/R, nous allons maintenant définir la notion de

paire E-critique de R/E. Cependant on ne superposera pas ici les @quations sur

les régles:

en effet, la superposition d“une équation (g°=d~) de E sur une régle g--->d de

R, donne la paire E-critique { o(g{[m <- d“]), o(d)}. Mais comme

o(d°) =, o(g7) =, o(8),), on a o(g{m < d7]) =, oCg),

et par conséquent la partie gauche de cette paire critique est R,E-réductible

en sa partie droite. Pour cette raison, nous n°’avons pas 4 considérer de telles
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DEFINITION 1.49: On appelle paire E-critique de R/E toute paire E~critique

obtenue par l’algorithme de E-superposition appliqué aux couples (g,d) et

(g7,d°) tels que (g=d) ou (d=g) soit @lément de E et (g°--->d~) appartienne 4

R. On dit que PC est un ensemble complet de paires E-critiques de R/E si et

seulement si PC contient un ensemble complet de paires E-critiques de (g”,d7)

sur (g,d) pour tout choix d7une occurrence m de non variable de g, et pour tout

choix d“une équation (g=d) ou (d=g) dans E et dune régle (g°--->d”) dans R.

1.3.2.2.3~ UNE CONDITION SUFFISANTE DE E-CONFLUENCE

Nous sommes alors en mesure de donner une condition suffisante de E-

compatibilité.

LEMME 1.4: Soit E un ensemble d”équations (g=d) telles que g et d_ soient

linéaires et tels que V(g)=V(d). Alors si pour toute paire E-critique (u,v) de

R/E, 11 existe un terme w tel que

we uyR/E R,E
u w et Vow w

alors R est E-compatible.

Ce que l°on peut exprimer par le diagramme suivant:

Les seules théories pour lesquelles on savait toujours assurer les

conditions du lemme précédent étaient, jusqu”°a maintenant, des théories dans

lesquelles E exprimait l°associativité et la commutativité pour un nombre fini

de symboles de fonctions. Nous @tudierons dans la suite de cette thése une autre

théorie pour laquelle ces conditions sont également verifiées.

Pour @noncer une condition suffisante de E-confluence, nous avons encore
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DEFINITION 1.50: Un systéme de réécriture R sera dit E-clos si et seulement si

il posséde un ensemble complet de paires E-critiques PC tel que pour toute paire

(u,v) dans PC, il existe u” et v” tels que

* R/E - *

u ---> u“ et v ~X_yR/E vo et u =i, Vv.

Ce qui se visualise par le diagramme suivant:

u Vv
. ,

* * 1 *, R/E R/E ,
\ /

ML = h
u E Vv

Le théoré€me de Peterson et Stickel peut alors s“énoncer ainsi:

THEOREME 1.6: Si un systéme de réécriture R est 4 la fois E-noethérien et E-

compatible, alors il est E-confluent si et seulement si il est E-clos.

Ce résultat est la base d“un algorithme de complétion qui généralise celui

de Knuth et Bendix A des systémes de réécriture E-canoniques. Sa description

dans le cas d’axiomes commutatifs et associatifs est donnée dans [HUL,80].

Nous venons de rappeler deux des principales méthodes permettant d“étendre

les résultats de Knuth et Bendix. Dans la suite de notre thése, nous

n’utiliserons que l’extension due a G.E.Peterson et M.E.Stickel, car la

théorie que nous étudierons n’a pas la propriété de linéarité a gauche du

systéme de réécriture de termes R. Il nous a parut néanmoins intéressant de

donner un bref rappel des différentes techniques utilisables dans le contexte
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LES ARBRES SIGNES
ee eee ee ne ee ee

ew ne me ne ee ee

A partir d“une signature donnée, nous construisons une nouvelle signature

F obtenue en rajoutant un certain nombre de symboles de fonctions, parmi

lesquels le symbole "-". L*ensemble des arbres signés AS est la F-algébre libre

engendrée par un ensemble de variables V. On se donne sur AS un_ ensemble

d’axiomes A traduisant les propriétés de ces symboles de fonctions. Une algébre

signée est un élément de la variété des F-algébres définies équationnellement

par A. Le probléme de la validité d°une @quation dans une algébre signée se

raméne donc 4 1“étude de la théorie équationnelle =A dans la F-algébre libre

M(F,V).

Nous faisons cette étude en utilisant l“algorithme de complétion de Knuth

et Bendix, que nous avons présenté dans le chapitre un. Cette théorie

équationnelle est un exemple dans lequel 1°algorithme de Knuth et Bendix ne

termine pas, les axiomes générant, par complétion, un ensemble infini de régles

de réécriture. Néanmoins, nous formalisons un concept nouveau, celui de méta-

régle, chacune schématisant un ensemble infini de régles. L”ensemble des méta-

régles nous permet alors de décrire finiment le systéme infini de régles de

réécriture, et de prouver sa locale confluence.

Nous 6tudions successivement dans ce chapitre

* 1l“ensemble A des axiomes et le systéme de réécriture ER associé, en
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* la complétion du systéme de réécriture ER, en montrant que

l’algorithme de complétion de Knuth et Bendix ne termine pas et engendre une

infinité de régles.

* la formalisation du concept de méta-régle permettant de décrire

l’ensemble infini de régles théoriquement engendré par complétion.

* un systéme de réécriture ECR ayant une infinité de résles, en

prouvant que toute régle de ECR provient dune paire critique générée par

l’algorithme de Knuth et Bendix 4 partir de ER.

* la terminaison finie et la confluence de ECR, en décrivant pour

terminer un algorithme performant de mise en forme normale dun terme

quelconque.

2.1- L°ENSEMBLE DES ARBRES SIGNES

DEFINITION 2.1: L*ensemble des arbres signés AS est la F-algébre libre M(F,V)

engendrée par V ot

* V est un ensemble dénombrable de symboles de variables.

* pour tout entier i positif ou nul, Fy est un ensemble fini de

symboles de fonctions d“arité i-

ez FY est un ensemble fini de symboles de fonctions unaires dont

chaque élément noté f# est tel que f appartient a Fy

* "—" est un symbole de fonction unaire.

* F est la réunion finie de tous les Fi, de FY et de {-}.

Les lettres w, x, y, z désignent dans la suite des variables, tandis que

les symboles de fonctions O-aires, encore appelés constantes, sont désignés par

les lettres a, b, c, d; les lettres f£, g, h, k sont réservées aux autres

symboles de fonctions. Enfin s, t, u, v sont toujours des arbres signés.
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EXEMPLES :

_ g k f sont des arbres signés.

| f * | /i\
x -” Zz = Zz # -

| | /\ to]
a k# x an~ g

| | /\
x yr b

|
a

Informellement, le nouveau symbole - est introduit pour construire

1“"opposé" -t d“un terme t et les symboles de F” peuvent @étre vus comme les

inverses de chaque symbole de Fy:

2.2- LES AXIOMES ET LE SYSTEME DE REECRITURE ASSOCIE
PRE RE AA Pt POP OD PD Pal OE OE AD UD TED DD MD POD OND PD PP IND PD It Pad PP ID PD Pach PPD LOE DD OE CUD ED OE PD Tt I Om Oe Om re

(Al) = { --x =x }

(A2) = { A > J\ pour tout f d“arité m0 }

X,.2eX - -

ae | |
Ker Ky

(A3) = { f =x pour tout f d’arité 1 }

|
f#

|
x

(A°3) = { f£# = x pour tout f d’arité 1 }

|
£

|
x

(A4) = { | Sk

=X, = oe o= xX, |f) =X eae x.
i-l am n itl

3 egg x Serene See

pour tout f d“arité n>1l et pour tout i compris entre 1 et n }

Intuitivement les axiomes de {(A4) vont permettre de "“simplifier” des

termes et d“"isoler" le iéme fils d“un terme en le composant avec les “opposés”
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Les axiomes (A3) et (A°3) traduisent le fait que chaque symbole unaire est

inversible et permettent également d°isoler son fils.

L’axiome (Al) peut s”interpréter par le fait que le symbole - est son

propre inverse; associé aux axiomes de (A2), il va permettre de ne pas garder

de signe - A un noeud qui n’est pas une feuille.

Faisons tout d°abord une remarque sur le choix de ces axiomes:

REMARQUE 2.1: supposons que lon se soit donné les axiomes suivants:

£ =Ad 5 £ =y 3 £ =21 5 —-u =u.

/1\ /1\ /1\
f -y -z -K £ ~Z -x -y f

/\\ / | \ / | \
x y Zz KX y 2 KX y z

On en déduit les régles:

f ---> x 3 f ==) yy & £ ———> Zz 350 cou nD uu

/|l|\ a /\\ b /\\ ¢ d
f -y -z -x ff ~-z -x ~y €£

/1\ /1\ /1\
x y Zz x y @ x y Zz

En cherchant les paires critiques, on trouve en superposant a dans b

A l“occurrence 2 la régle ab:

f ---> -y

/ | \ ab

-f£ x z

/1\
x y 2

Puis en superposant ab dans a 4 l”occurrence 1 on obtient:

=f ---> f£

/ 1 \ /\1\
x y Z “y -zZ -Xx

De méme, on obtient en superposant c dans b a l”occurrence 2, puis la

régle résultante dans c 4 l“occurrence 3, la régle:

~£ ---> f

/\\ /\\
x y 2 —-K -Z -y

On obtient donc la paire critique ( f 3 f£ ), ce qui

/1\ /1\
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revient 4 ajouter des axiomes permutatifs. L°étude de telles théories

équationelles est délicate et les résultats connus ne sont pas assez généraux

pour @tre appliqués ici [HUE,81].

REMARQUE 2.2: On peut prouver, dans le cas ot l”arité des symboles de fonctions

est au plus trois, que les deux premiers axiomes sont une conséquence des

axiomes de (A4). C’est certainement vrai dans le cas général, mais la preuve

est techniquement trés complexe: nous n’avons pas pu la faire, meme a l”aide du

systeme FORMEL qui, déja dans le cas de symboles d“arité trois, génére plus de

deux cent régles.

Nous orientons les axiomes précédents de gauche 4 droite, pour obtenir le

systéme de réécriture ER suivant:

== S==P! 2

(1)

-f --—> f pour f d“arité supérieure ou égale a4 1

NX OB UN
Kp osee KL WK see TX]

f --—> x pour f d’arité 1

| (3,£)
ft

|
x

fit ---> x pour f d°’arité 1

| ¢3°,£)
£

|
x

£ ---> x ou n>l est l’arité de f et
ee (4,£,i) pour tout i = 1,...,n.

ee TK PK ay

Xe Xi * Xp ok,

NOTATIONS: Nous noterons E l“ensemble des axiomes (Al) U (A2) et désignerons

aussi par E le systéme de réécriture composé des ensembles de régles (1) et

(2,£) pour chaque f appartenant 4 F.

Nous allons tout d’abord prouver que E est un systéme de réécriture
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2.3- ETUDE DU SYSTEME DE REECRITURE E
eet PNP RD EP RE EO PD IP RE RN EOE Hh ED PD IRE RE mat Pat DOOD CD Pat POD re at Pall at ome it TD Oar at

Afin de prouver la confluence de E, nous étudierons successivement sa ®

terminaison finie, puis sa locale confluence.

LEMME 2.1: E est 4a terminaison finie.
&

Preuve: Nous utilisons la méthode due 4 [DER,/79] et rappelée dans le

chapitre un. On définit l°ordre partiel suivant:

pour tout f£ appartenant 4 F, fc-.
®

Tl induit un “ordre récursif sur les chemins” sur l°ensemble des termes,

*

qui est un ordre de simplification noté <. L’ordre sur les multi-

ensembles déduit de < est noté <<. On va alors vérifier

te e

que, pour toute régle (g--—>d), on a d<g.

En effet:

x =
1) x < --x car x est plongé dans --x .

x ©

2) £¢ Kyser 7X,) < HECK ee Kp), car -~O> f

aK .

et {-x, yee X, }<« { ~£ (XK, ae e eX) } puisque

“x, est plongé dans ~£(K,,-+++,%) pour tout i=l,...,n. []
&

LEMME 2.2: E est localement confluent.

Preuve: Il suffit de calculer les paires critiques, et le seul cas

®

possible est de superposer une régle de (2) sur la régle de (1) a

l’oceurrence 1. Nous utilisons une notation arborescente pour une

meilleure lisibilité.

®

*

ae --~> Jn ---> Yn ---> /

XpeeeX, -X ree TX TAK OK, Xp ores X

x x1%
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COROLLALIRE 2.1: E est confluent.

DEFINITION 2.3: Un terme t est dit en pré-forme normale s“il est en forme

normale pour les régles de E. On notera pfn(t) la pré-forme normale du terme t.

EXEMPLE : Les pré-formes normales des termes

~Z et k sont respectivement g et k

/\ | /\ |
g -x -f x zg £

fi /1\ / \ /1\
y x k# x -a -x -y a-x k#

| |
y ~y

2.4- COMPLETION DU SYSTEME DE REECRITURE ER ASSOCIE AUX AXIOMES
EO a EP LR ae RE PE Od MDD hE ODD OD IND Pd PD RD PDD PRD RE FOO tg ORT nt IE PN OD TD PE PB PD OD Pact DD PD PD OE ONE I TS PD OD Gael a nt

Il est facile de constater que le systéme de réécriture ER nest pas

confluent, comme le prouve l”exemple suivant.

Soient f, g, h trois symboles de fonctions d°arités respectives 3, 2, 1 et

les régles correspondantes.

La superposition de la régle (2,g) sur la régle (4,f,1) a l°occurrence 3

donne:

£ --—> £

/1\ (2,8) /1\
f-z <-g £ -z g

/I\ FN /\1\ TN
K g ZY WwW KX g z2r-w-y

/\ /\

y Ww y w

1(4,£,1)

v
x

En orientant par plongement la paire critique obtenue,on obtient la régle

@1, qui est rajoutée au systéme de réécriture; on peut alors superposer la

régle (2,h) sur le membre gauche de @l @ l’occurrence 32 et en déduire la
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f£ ---> x

/1\ @2

f =z gz

/I1\ FN
xX g z2-w ih

/\ |
h w -y

Un tel processus peut se poursuivre indéfiniment 4 cause des régles (2,f).

Un ensemble infini de régles d“une complexité croissante est alors engendré,

pour chaque symbole de fonction d°arité supérieure al.

Il est légitime de se demander alors si une autre orientation des axiomes

peut conduire 4 une situation différente. Seul le second axiome peut étre

orienté autrement sans enlever de facon évidente au systéme de réécriture la

propriété de terminaison finie. Mais le systéme obtenu en remplacant chaque

régle (2,f) par la régle

£(-K y+ ++ 7X1) ---> ~£(K) ++ +X)

n’est pas complet et l“algorithmede complétion de Knuth et Bendix engendre

encore une fois une infinité de régles. Dans la premiére orientation, que nous

avons choisie, un terme en forme normale a tous ses symboles - portés par ses

feuilles.

Au vu des régles engendrées, on constate que 1l“on obtient ainsi des

familles de régles ayant dans leur membre gauche le méme squelette, par exemple

dans le cas ci-dessus

et dont les autres sous-termes présentent une certaine symétrie, comme c’est le

cas pour -Z et Zz

8g et &



PAGE: 065

2.5- INTRODUCTION DES META-REGLES
were

wee wwe

Intuitivement, une méta-régle est un schéma de régles permettant de

décrire une famille infinie de régles. Plus précisément, le membre gauche dune

méta-régle est fabriqué 4 l”aide d°un squelette, commun 4 cette famille infinie

de régles, et de sous-termes ayant des liens entre eux; ces liens seront

matérialisés par un symbole fonctionnel, ici note m. Lorsqu”on voudra passer de

la méta-régle Aa une régle, il suffira d°instancier certaines variables par des

termes appelés structures, puis de calculer, 4 l”aide de l”opérateur m, et ce

jusqu’a ce qu“il disparaisse; m devra donc vérifier un principe de définition.

C’est cette idée que nous allons préciser dans ce paragraphe.

2.5.1- LES STRUCTURES DE AS
FRE OE OE A AD OO PE RD ND Tah IE OD PE PD OE PD ER SD HN A Pah ct Pad Prd Oh

Tout d“abord nous définissons un sous~ensemble particulier de termes de AS,

appelés structures, qui sont des arbres dont toutes les feuilles sont des

variables distinctes et of tous les signes "-" sont portés par des feuilles; de

facon plus précise:

DEFINITION 2.4: L”ensemble ST des structures est défini inductivement par:

* V est inclus dans ST

* si x appartient aV, alors -x appartient 4 ST

* si Sys sey S) sont des structures telles que pour tout couple

d’entiers distincts i et j compris entre l et n, V(s,) et Wi8y) sont disjoints,

alors £(s,,+++58_) est une structure, quel que soit f d°arité n.

est une structure.
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g et g ne sont pas des structres.

/\ /\

-g ob &
/\ /N\

a xX x y

x

Remarquons qu’une structure est un terme en pré-forme normale.

2.5.2- LE PRINCIPE DE DEFINITION
PR EE Re OR ENE EE ORD DOD TE PE PM I ON ad ad ct Ot at

Nous proposons ici un principe de définition analogue 4 celui énoncé par

Huet et Hullot [H&H,80] dans le cadre de l’algébre initiale, et que nous

appliquons a des F-algébres libres.

Soit F un ensemble de symboles de fonctions avec arités, M(F,V) la F-

algébre libre engendrée par un ensemble dénombrable de variables V, H un

ensemble fini de symboles de fonctions et M(FUH,V) la FUH-algébre libre

engendrée par V.

PRINCIPE DE DEFINITION:

Soit M un ensemble d“équations sur M(FUH,V) et Mi la congruence engendrée.

On dit que M définit H sur F si et seulement si, pour tout t appartenant a

M(FUH,V), il existe t~ unique appartenant 4 M(F,V) tel que t 7 t" .

Il est facile de voir que cette condition est @équivalente aux suivantes:

* pour tout t dans M(FUH,V), il existe t°© dans M(F,V) tel que t "ei t".

* pour tous t et t~ de M(F,V), t =M t° implique t = t”.

2.5.3- DEFINITION DE LA FONCTION m
RE te ED DO RE ENE PO Te ON PD Pt ED Pd PRB A PS ER ORD I PD PO at PDP PMD TD OD

Nous allons définir un nouvel opérateur dans AS, note m, et dont la

signification intuitive est d°exprimer la symétrie de certains sous~termes dans

les régles engendrées par l”algorithme de complétion.

Soit m un symbole de fonction unaire et AS© la FU{m}-algébre libre
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Désignons par M l“ensemble des équations suivantes dans AS® ;

* pour tout x appartenant 4 F,UV, m(x) = -x et m(-x) = x

* pour tout f£ d°arité n, distinct de - et de o,

m(£(x),+--.x,)) = £(m(x_),+-+-,m(x,))

m(~(£(x,,+-+,x))) = £(m(-x, ),--+,m(-x_))

* m(~(-x)) = m(x).

PROPOSITION 2.1: M dé@éfinit m sur F.

Preuve: soit Ry le systéme de réécriture obtenu 4 partir de M en

orientant les axiomes de gauche 4 droite.

* Ry termine car une dérivation issue d°un terme t a une longueur

bornée par la taille de t.

* On prouve facilement, par récurrence structurelle, que la forme

normale d’un terme de AS° est unique pour le systéme de réécriture

Rue

Pour chaque terme t, nous noterons t”= M-FN(t) son unique Ry forme

normale. Il est clair que t” appartient 4 AS, puisque le symbole m

n’apparait plus dans t”.

Enfin, puisque chaque membre gauche de régle dans Ry a pour symbole

de téte m, un terme de AS est forcément irréductible et égal a sa

M-forme normale. []

On définit alors sur AS l°opérateur m,.

DEFINITION 2.5: L°opérateur m, de AS dans AS associe 4 un terme t tle terme

m,(t) défini par

m,(t) = M-FN(m(t))

Muni de cette nouvelle opération, AS est une FU{m}-algébre. Par la suite,

nous noterons encore m l“opérateur m, dans AS et nous dirons que m(t) est le
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EXEMPLE : si t est le terme » m(t) est le terme

TM oo —rh -

f£

/\\
g x

/\ / \

a

o— )x — | fo

“lsqe]
REMARQUE: Il est facile de constater, et nous le prouvons dans le paragraphe

suivant, que m calcule la pré-forme normale de -t. Il aurait été possible de

définir directement m ainsi dans AS. Mais nous avons préféré utiliser ce

formalisme, en vue de pouvoir ensuite proposer une définition générale d“une

méta~régle.

2.5.4- PROPRIETES DE L°OPERATEUR m DANS AS
PRE eR re tO RD PE EE TRS Pt Te Oe RE ND OD Phd PD Pt OS FOB TD POD Pat Ta a Cat Od Prat Pcs Pd

La définition de m que nous avons donnée est peu utilisable dans les

preuves et nous allons caractériser autrement m(t), en précisant le lien

existant entre l”“opérateur m et les axiomes de E.

* LE
LEMME 2.3: Soit t un terme de AS; alors -t --->° m(t)

Preuve: par récurrence structurelle sur t:

* Site Fo UV, c’est clair.

* Si =f = a) f£(- iite: (tyes tl), t (rt sees 7ty) qui se

réécrit en utilisant l“hypothése de récurrence en £(m(t_ )-.-m(t,))

lui méme 6gal, par définition de m, 4 m(t).

* Si t=-u, alors soit u=-v et -t=---v ~==># —~v qui se réécrit par

hypothése de récurrence en m(v)=m(t).

soit u= E(u, ,-++5u ) et -t se réécrit en
n

£(--u,,++-,77u,), puis, par hypothése de récurrence, chaque

sous-terme ——u, se réécrit en m(-u,)- Donec ~t se réécrit en



PAGE: 069

PROPOSITION 2.2: Pour tout terme t appartenant a AS, m(t) = pfn(-t)

Preuve: elle résulte du fait que m(t) est irréductible pour les régles

de E et de l“unicité de la E-forme normale det. {[]

Une autre propriété importante de l”opérateur mest qu il est idempotent

sur les termes en pré-forme normale; cette propriété est utile dans les preuves

de confluence que nous ferons ensuite.

*

LEMME 2.4: Pour tout terme t appartenant 4 AS, t yt m(m(t)).

Preuve: m(m(t)) = pfn(-(pfn(-t))) = pfn(--t) = pfn(t). []

PROPOSITION 2.3: Si t est un terme de AS en pré-forme normale, t = m(m(t)).

Preuve: elle est immédiate 4 partir du lemme précédent et du fait que

t et m(m(t)) sont tous les deux en pré-forme normale. []

Enfin nous avons besoin, pour la suite, de préciser le comportement de

l’opérateur m par rapport aux substitutions.

LEMME 2.5: Soient O une substitution dont l”image de chaque variable est en

pré~forme normale et t un terme;

; Ef Ve : * Eo.
si o(t) ---> t%,t° en pré-forme normale, alors o (m(t)) --->° m(t ).

ce qui s°exprime encore par:

si t“=pfn(o(t) alors m(t~)=pfn( o (m(t))

Preuve: par récurrence structurelle sur t:

* t=y ou -y, yeéV et y ¢ D(g), alors la conclusion est évidente.

*

* t=x, xeV et x € D(o): 0 (x) 58 t” dou

* OE - * CE - - ~
O (-x)=-0 (x) --->° -t7 --->° m(t”) d’aprés le lemme 2.3.

k

* t=-x, x6V et x € D(o ) avec o (x)=u: o (t)=o (-x)=-u mpl m(u)

par application du lemme 2.3. D°autre part o (m(t))= o (x) =u=m(m(u))
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x * LE \-
t= £(t,,++-,t,), o (t)= £(o (t,),---,0(t,)) --->" tS

donc t~ est de la forme

*

1 i

Alors o (m(t))= o (£(m(t_),---,m(t,)) = £Co (m(t,)),---, o Cm(t,)))

*

E(t" peeegt”) oi pour i=l,...,n, o(t,) —n-yE t

se réécrit en £(m(t7,),+--,m(t7)) par hypothése de récurrence.

Dood (m(t)) —-—>= m(E(t 7 yeeeyt7)) = m(t*)

Hee£(t set), 0 (t) = Elo (ty yeeey 0 (E,)) >” tr

Done t~ est de la forme E(t" sere sty), avec

* 5
o (-+t,) --->" t°, pour i=l,...,n.

Alors o (m(t))= f(g (m(-t,)),+-+, 0 (m(-t))) se réécrit, par

hypothése de récurrence, en f(m(t",),+++,m(t”_)) =mt~). []

2.5.5- DEFINITION DES META-REGLES DANS AS
FRO OR Re AD PD POD ER ED TE PA ID DD PRD POD ON ND POD PRE OND Ped PP OD DPD EE INE RD et Ot OOD Pt Peed Pt

Nous proposons tout d°“abord une définition générale dune méta-régle que

nous particulariserons ensuite aux arbres signés.

DEFINITION 2.6: Une méta-régle est définie par la donnée

* d’un ensemble H de symboles vérifiant le principe de définition

* d°une régle G--->D dans M(FUH,V)

* d’un sous-ensemble de ses variables, dont Jl“instanciation par des

structures permet de calculer les régles sur M(F,V) associées.

Pour simplifier, on appellera méta-régle la régle G--->D.

Dans AS, considérons l”ensemble des méta-régles suivantes:

eee
moe. ot =; ares
rll ee xy Rye Rly x Rael OK x see Xray

pour chaque f de F d“arité n strictement supérieure 4 1 et pour chaque i
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La méta-régle précédente sera appelée méta-régle [4,f,i].

Nous lui assccions le sous-ensemble W de ses variables qui figurent sous une

occurrence quelconque du symbole m. Ici, W = {Ky eee 5 Xs 7p oXpgq eee eK}

Remarquons que, puisque m vérifie le principe de définition, nous venons

bien de définir des méta-régles sur AS.

Il est alors possible de proposer une relation de "méta-réécriture” en

précisant ce que l’on entend par appliquer une méta-régle sur un terme de AS:

DEFINITION 2.7: Un terme t en pré-forme normale se réécrit a l”occurrence p avec

la m&éta-régle G--->D en un terme t~ si et seulement si

il existe une substitution O telle que

ls = M-FN( 6 (G))

et t” = t[p<- M-FN(o (D))].

M .
On notera alors t --—> t”.

REMARQUE: Sans imposer 4 t d“@étre en pré-forme normale, on peut donner une

définition analogue en posant:

M-FN(O (G)) et t” = t[p<- M-FN(o (D))}.-t —

lp E

Cette définition ne donne pas une procédure de décision de la méta-

réductibilité. [1 faut donc la compléter par un autre résultat:

PROPOSITION 2.4: Dans AS, la méta-réductibilité est décidable.

Preuve: une procédure de décision pour l”application de la méta-régle

{4,f,i] A l“oceurrence p dans le terme t est fournie par le procédé

suivant:

* on calcule la pré-forme normale de t, notée t”.

* on cherche un filtre o de Cys vers Cl pei

* s“il existe, on vérifie que

pour tout entier j compris entre 1 et i-l,

-

t ) et
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pour tout entier j compris entre itl et n,

Oia. ge | pei. (ntiti-3)° (

M
EXEMPLE : f ---> a

/ \

£ 8g

/ \ /\

a g «x -

/ \ |
a o- a

x

en utilisant 4 l’occurrence € la méta-régle f ---> x
/ \

£ m

/\ |
x KX,

avec la substitution (x-—>a) Cx -—> g ).

/\ i
a -

2.5.6- ENSEMBLE DE REGLES ASSOCIE A UNE META-REGLE
PERL RE Re AP Tt POS POD RD PRO ED ER ME EE Pk ES ON Ek I ct Ct ED ON Pe I PL EN Pt OO PD mt OD ad Pa PA ED at rm ND OO Cd AP

Nous allons maintenant préciser comment une méta-régle décrit une infinité

de régles. Pour cela nous utiliserons un ensemble d“applications de V_ dans

l’ensemble ST des structures. Une telle application se prolonge de facon unique

en un endomorphisme de As®.

DEFINITION 2.8: A la méta~régle G--->D et 4 l”ensemble W de variables correspon-

dant de la définition 2.6, on associe l’ensemble de toutes les régles

M-FN(C a (G)) ---> D telle que @ soit une application de W dans ST .

Nous noterons [IV,f,i] l“ensemble de régles correspondant a la méta-régle

[4,f,i]-

REMARQUES: On aurait pu écrire l”ensemble des régles associées 4 la méta-régle

C--=>D sous la forme M-FN(@(G)) ---> M-FN( &(D)) puisque, avec la définition
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D’autre part, il faut noter que Il’ensemble [IV,f,i] est dénombrable,

puisque l”ensemble des applications a lest.

Pour relier toutes ces notions entre elles, il faut Gétablir le résultat

suivant:

PROPOSITION 2.5: Soit t um terme de AS en pré-forme normale. La méta-régle

[4,£,i] s°applique 4 l“occurrence p dans le terme t pour obtenir le terme t” si

et seulement si il existe une régle de l”ensemble [IV,f,i] qui réduit t en t” 4a

l” occurrence p.

Preuve: pour plus de clarté, nous supposerons que p=e€ .

* si t--->t”, il existe des substitutions og” et q telles que

t“= o “(M-FN( a (G)))

M-FN(C o~ a(G)) et il suffit de prendre o = o” q pour obtenir:

t —-->" o(p)= 07 a(D)= 07 (D)=t’.

& st ¢ ——>M t~, il existe otelle que O (G6), )=t),-

done pour chaque variable x4 appartenant 4 W, il existe une

structure J de ST et une substitution o “a valeurs dans FOvv,

telles que oie =) = Ong). On pose alors

pour tout jfi # Ge) =s.
J

et il est facile de vérifier ensuite que

Cisi oO eat) et

thy = o (M-FNC a (G) 5))) pour tout j = 1,...,i-l,itl,...n.

Done t = ov (M-FNC (G)) et t---> O° (D)=t*. []

Cette dualité permet donc de travailler avec 1“une ou Il’autre des deux

réécritures. Mais prouver la confluence du systéme avec méta-régles nécessite

de développer des outils appropriés, par exemple une généralisation de la

méthode de Knuth et Bendix 4 des méta-régles. Ce ne sera pas notre but dans

cette thése et nous n°“utiliserons les méta-régles qu°en temps que description

finie d“ensembles infinis de régles, ce qui permettra en outre dalléger
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2.6- LE SYSTEME DE REECRITURE CANONIQUE
PP RR RP AL RO A Om NP ED PD Pt ED Pat Pat PB PE PRE POP OD PP rt Pe PE RP OD FOE TD TD OD Ime IRD Pd Ph mat Pat

Dans tout ce paragraphe, nous utiliserons fréquemment la notation

arborescente pour assurer une meilleure lisibilité.

DEFINITION 2.9: Nous noterons ECR l”“ensemble des régles de réécriture definies

sur AS et réunion des ensembles suivants:

(1) = { --x--~>x }

(2) = { -f ---> fs | £€ FF) }

Lo, Ln

(3) = { fap | fee |

£#

|
x

(3°) = { fH-—->x | fer, }

|
f

x

(4) = { [Iv,f,t} |! f£€ F_, m1, i=l,-.+,n }

(1), (2), (3) et (3°) sont des ensembles finis de régles mais (4) @tant un

ensemble infini (dénombrable), nous avons donc ici un systéme infini de régles

de réécriture. Aussi devons nous nous assurer, avant de poursuivre l17étude de

ECR, que:

LEMME 2.6: Il est possible de décider si un terme est en forme normale pour ECR.

Preuve: Un terme t @tant donné, le nombre de régles dont le membre de

gauche est plus petit ou égal 4 la taille de t est fini puisque le

nombre de symboles d“arité non nulle est fini. Le nombre de régles

applicables 4 t est donc fini. []

REMARQUE: Avec la notion de méta-réécriture, ce résultat devient évident et
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Montrons tout d’abord que ce systéme ne contient que des _ régles

6 théoriquement engendrées par l°algoritnme de complétion a partir des axiomes.

LEMME 2.7: Chaque régle de (4) vient dune paire critique générée par

l“algorithme de Knuth et Bendix appliqué a ER.

e

Preuve: par récurrence sur la somme p des tailles des structures

substituées aux variables des méta-régles, pour f fixé.

@ * p=0. Il s*agit de la régle

Pi —---> x
a

Se - Sn GL

e oy x oe

et c”est l”une des régles initiales.

* Supposons le résultat démontré jusqu”’a p et montrons le pour ptl.

e Considérons une régle de [IV,f,i] dont le membre de gauche est donc

de taille 2*(ptl)+2.

---—> x

@
m( a Cw, ))+--me CO 5) ) me wind acw, )). pecs a(wi))

a (Gate) anal, 4) x a (Wry dees a Cw)
Alors il existe a Cw, ) ayant au moins un sous terme u de taille l.

e@
u est de la forme

a avec g appartenant 4 F, ou de la forme -x, x @tant dans V.

Kp ocee

° Remplacons u dans q (ws) par z, z n°étant pas une variable de

a Cw): on obtient ainsi une structure de taille p notée s.

: Comme le miroir de a (ws) apparait aussi dans le membre gauche de la

= régle de [IV,f,i] considérée, remplacons m(u) par ~—z;

Si g” est la substitution (z-->u), on a alors: o"(s) = aw 5) et

o“(m(s)) a2_5F m( aw 5)) par le lemme 2.5.

@
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Considérons donc la régle

---> x

|

m¢ 0 (ws D+ + -m(s)-- sme aw, )) F m a(wi))---mC afwy4)))

awyy ee s wee (wy) x awe) +22 awe)

qui par hypothése de récurrence provient d°une paire critique engendrée

par l’algorithme de Knuth et Bendix. Comme -z appartient au membre

gauche de cette régle, on peut superposer la régle

ou la régle —-x --—> x

sur -z pour obtenir, aprés application du lemme 2.3, les membres gauche

et droit de la régle considérée au départ.

Ce qui termine la preuve de ce lemme. []

Nous nous proposons maintenant d“étudier la confluence de ECR.

LEMME 2.8: ECR est a terminaison finie.

Preuve: La méthode et l”ordre sont les mémes que précédemment. Les régles

*

de (3), (37) et (4) vérifient trivialement d < g puisque d est sous~

terme de g. []

La confluence de E étant prouvée, il reste 4A superposer les régles de E

sur celles de (3)U(37)U(4) et ces derniéres entre elles, afin de prouver par le

théoréme de Knuth et Bendix que ECR est localement confluent.

LEMME 2.9: La superposition des régles de E avec celles de (3)U(37)U(4) ne

génére pas de nouvelles régles.

Preuve: les seules superpositions possibles sont

* la superposition dune régle de (3) dans une régle de (2) ayant méme
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7 -—-> ‘ ---> : ---> =x

ft fH ft

| | |
x x —-x

4
et la paire critique est trivialement confluente.

* la superposition d“une régle de (3°) avec une régle de (2) qui se

traite de facon similaire.

* la superposition de la régle (1) dans une régle de (4).

Soit O l“unificateur principal du sous-terme TM~; dans la structure

t, avec --x.
J e

* *

oO (t4) =F t°” en pré-forme normale, et o (m(t 5)) —=% m(t” )

par le lemme 2.5. Dou

£ -———>

mt Gale ))e amet) £ mE povom(t, 42)qeDi 79 j se em(ty ) oe em(t yyy

——— eee / ——
ty eee t; eee ty x Ce4y eee to

|
*YE

; -—-> x

m(t,_))e-- m(t~) -+-m(t,) f m(t) wee m(t,,,)

th eee to wee ty x Coad . co

* la superposition d“une régle de (2) dans une régle de (4).

Soit o l“unificateur principal de “wy dans une structure ts avec

“BCX, +++ 5X) et en conséquence

*

a(t) -=->® t- en pré-forme normale
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f ---> x
—_—— —

m(t,_1)ee o(m(t 5) )++-m(t,) £ mt, )+--m(ts 4) .

ee eee t \ Lou t1 eee 5 eee 3-1 * itl ase n

|
* PE

---> x e

m(t,_4)- --m(t”).. -m(t,) f m(t)- --m(ty41)

tle. oe tei ¥ try cee ty

»

Aucune régle nouvelle n’est donc engendrée par ces superpositions. {)

LEMME 2.10: La superposition de deux régles de (3)UC37)UC4) n’engendre pas
@

de nouvelle régle.

Preuve: Il est facile de voir, en utilisant le lemme 2.5, que la

superposition d°“une régle de (3) ou de (3°) dans une régle de (4) @

ne génére pas de nouvelle régle.

Il reste donc a superposer de toutes les facons possibles les régles

de (4) entre elles. ®

Donnons nous les deux régles suivantes:

--—-> x et

(a)

m(t,_,)---m(t,) £ m(t ).--m(ts44) @

ee, t t
poet faan * Satn ott fn

-——> y

(b) se

mpd m(v,,)++-m(v 544)

Vp ce Fay Vy Psy oe Vi

Comme conséquence du lemme 2.5, il est clair que, si on unifie ‘A e

avec le membre gauche de (a), on n’engendre pas de nouvelle régle, quand

f est différent de g.

Le seul cas restant est celui résultant de la superposition des régles e
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a envisager.

* Soit on superpose (a) sur elie-méme 4 l”occurrence i, auquel cas

l“unificateur o de

2 u,

avec le membre gauche t de (a) unifie

) .-. u,et m(t i-1u et m(t,)
l i-l

Zz et £

t eee ty, x t

u et mt) cee UL et m(t.41)

D* ot o(t) ==»

\ Co) ee
£ =u par la proposition 2.3.

ne
m(m(t)))..-m¢(m(t, _ 1? x m(m(t . 412) ee -mCm(t ))

* Soit on superpose la régle

“-—> Zz

(c)
m(u,)..-m(u,_,)_£ muy 4) )---m(u,)

1 A wo ose Ut]

a l”occurrence i dans la régle (a).

Vea .

En supposant par exemple que k<i et 8 OP

treeetsiy X tyyyeeety

s“unifie avec le membre gauche t~ de la régle (c), l°“unificateur

unifie

ty et m(u, ) eee they et m(u,_4)

t, et
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x et m(u,), t et m(u,4,) ree tl et m(u)-
itl

En tenant compte du fait que la fonction m est idempotente sur les

structures, on obtient

a(t") ---? ~--> m(u,)

| (c) — [> ) *
y q-1°' UK m¢ ) Upper dy 2 UL Uy yy

m(u, ) Upepors4y 2 yee Uy

car £ est 4 l”occurrence i-k dans t”

|
mu 4, )---m(u,) z m(u,)---m(uy 4) )

* la superposition de (a) dans (c) a l°occurrence € est impossible, car

l“unificateur des membres gauches de ces deux régles devrait alors

unifier

d7une part n(u,) et

d°autre part f et m(t

ke Pn 2% Bare Ba tL

et il est aisé de se convaincre que cela est impossible.

Ce qui termine la preuve. []

Les lemmes qui précédent permettent d“énoncer le résultat suivant:

COROLLALRE 2.2: ECR est localement confluent.

PROPOSITION 2.6: ECR est confluent et 4 terminaison finie.

Sachant déja qu“il est possible de décider si un terme est en forme

normale, et sinon den calculer la forme normale par réécriture, nous décrivons

maintenant un algorithme de calcul efficace. Il calcule la forme normale dun

terme déja en pré-forme normaie, et qui est donc

soit un atome signé (constante ou variable éventuellement précédée du signe - );
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PROPOSITION 2.7: L’algorithme suivant calcule la forme normale de tout terme t

e en pré-forme normale.

FN(t) <-- SI t est un atome signé ALORS t

SINON t = F(t),-+-,t))

e ty < FN(t,)

t n < EN(t)

CAS . une régle de (3) ou (3°) s°applique
e@

ALORS fils de tw

- une régle de [IV,f,i] s°applique

ALORS i-iéme fils de t’,
e i

- SINON f(t peeteet w

FIN CAS

FIN SI

e

Preuve: par induction structurelle sur t.

* Si t est un atome signé, il est irréductible d“ot la conclusion.

= *
* Sit= F(ty,+--,t), alors t ---> t” = £(t7y-+0,t7))

avec ty = FN(t,) par hypothése de récurrence. Il suffit alors de

e tester si une régle s“applique 4 l”occurrence €.

C”est exactement ce que fait l°’algorithme. []

EXEMPLE : FNC £ )= h

e / | \ / \
h Zz a x

/ 1 \ /\
gZ ~-z h -z -a

/\ /\
k g a Zz

e 1 /\
yk h

1 /\
“ya x

@
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Disons quelques mots au sujet du cot de cet algorithme; nous allons

prouver que, si n est la taille de l°arbre t, le coit c(n) est majoré par une

fonction quadratique de n.

Désignons par N l“arité maximale des symboles de fonctions de t.

Le coat du calcul des formes normales de chaque fils est majoré par

sont tels que £,n, = n-l.e(n,) ou les n, ina

D’autre part, le coiit du test d°application d”une régle est , dans le pire

cas ou f est un symbole d’arité maximale N, majoré par N¥n, n @tant un majorant

du nombre de tests faits pour vérifier que les sous-termes sont miroirs.

(On pourrait en fait prendre n-2).

Nous obtenons donc, K étant une constante:

eO < z e(n,) + n¥N + K

n,| 2.n,=n-1 *
i ii

Prouvons par récurrence sur n que c(n) < (MR) * 7

* pour n=l, il est clair que l°algorithme est appelé au plus N fois et

qu’aucune régle ne s“applique, donc c(1) = N4K.

* si l”on suppose que e(n,) < (NK) * ny pour chacun des fils de f,

e(n) < z (N+K) * ny + n¥N + K < (NtK) * (n-1)* + n¥N + K
n, | 2 ayanel

1

1 1

Done c(n) < (eK) an? - N*¥(n-1) -— 2*K*(n-1) < (MK) *n2 pour ml.

2 2
i tees eee eee .puisque n +A < (n+ +a) pour n,, He 2 0

Dans le cas d’arbres binaires, il est possible d°estimer les coiits des

tests de miroirs de facon plus précise que dans le cas général et de prouver



CHAPITRE TROIS

RESOLUTION D“ EQUATIONS LINEAIRES DANS LES ARBRES SIGNES
PR RES PE ED EEE OOD FOB TE PE TED Pt PN tt ed RD Pt Pied OOD Pt Pt OD PRS OOO IE ONE ENE UE OND TNE OE OE OR INCE ONS POO OO ONE FD a an

INTRODUCTION
Re OE Te re one Te te ed

La théorie équationnelle définie sur les arbres signés a pour but de

permettre des transformations de type algébrique sur les équations: en

composant les deux membres de 1”équation par le méme opérateur et avec le méme

terme, on obtient une équation équivalente; par ce procédé, il est possible

d“isoler n’importe quel sous-terme. Ce chapitre a pour but de justifier les

suites d°équivalences du type suivant:

£ = f£ <=> £ = a <=> £ = £ <=> x = £

/\ /\ /\ A /\ /\
a £ a a £ b x oy a —-b f y

/\ /\ /\
£ b x cry a —b

/\

x “y

oa la premiére étape est une simplification d“équation, et ot les autres étapes

permettent d°isoler la variable x; la derniére équation fournit la plus petite

solution de 1”@équation de départ.

Nous allons successivement

* justifier les transformations d“équations, en montrant quelles

conservent l”ensemble des unificateurs,

* définir une méthode de simplification d“équations, permettant de
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* résoudre les @équations linéaires et donc toutes les équations

simplifiables en une équation linéaire,

* envisager le probléme du filtrage qui revient aussi a résoudre une

@quation mais en ne s“autorisant a instancier que le premier membre.

3.1- EQUATIONS EQUIVALENTES
EE PR PD On Pe PD Om Tn TD

Dans ce paragraphe nous allons étudier des transformations conservant

l“ensemble des solutions d“une @équation, dans le but de nous donner des outils

permettant dans la suite de simplifier des @équations sans modifier 1° ensemble

des solutions.

Rappelons que deux 6quations (t=t~) et (u=u") sont @quivalentes si et

seulement si elles ont le méme ensemble de solutions.

Notons également que nous ne considérons pas comme équivalentes deux

équations qui ne différent que par un renommage de leurs variables.

LEMME 3.1: Si t= ,u et t7=,u", alors les deux équations (t=t~) et (u=u7 )sont

équivalentes.

Preuve: si t=,u et tv=,u", alors pour toute substitution o

ot) =, o(t”) si et seulement si o(u) =A o(u*). []

En conséquence,

COROLLAIRE 3.1: t et t* 6tant deux termes de AS Il1équation (t=t”) est

équivalente 4 1°“équation (FN(t)=FN(t~)).
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LEMME 3.2: Pour tout symbole f d°arité n non nulle, et pour tous termes

vd

tyyeeestys ty 7:

t=,t7 <=> £ = £
A A

tpeeetyiy © thar ty tyeeety iy OT type eet,

pour tout i = 1,...,n.

Preuve: L” implication directe est claire, car = est une congruence.
A

Prouvons la réciproque:

* Si f est un symbole d’arité 1, appartenant par exemple 4 Fi>

f =, £ => fi# # en utilisant l“implication directe.

| |
t t

-

‘

rh rh en
=a ;

if

|
t

Les cas ou f est le symbole —- et ot f appartient 4 Fy se traitent de

maniére identique.

* Sinon, pour un i fixé,

£ =A £ implique

Eyeeetyiy © fyyyee ety fpeeetyiy 7 Cae ty

en utilisant l°implication directe:

=A £

m(t,_,)---m(t,) £ m(t )---m(ts41) m(t,_,)---m(t,) £ m(t )---m(t, 11)

treeets iy t Cee 7 Ey Lj tens & Be Ct a

d7ot t =, tt”. []

PROPOSITION 3.1: Pour tout symbole f d°arité n non nulle, et pour tous termes

t, » serot, , t, t”, les équations

Cyeeeti iy t Cis c tty Cyeeety ly t Cape ety

sont @quivalentes pour tout i = 1,...,n.
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a(t)=, o(t7) <>

Sy f <=>

a(t, )-+- oft, _)) oft) es Ee oft, )-+-o€ts 1) oft") oft

a aeoe ae —
perry ‘ vec n perrty i L’*t tn

s41) 771008)

- CO]

Ces manipulations sur les équations permettent “d”isoler” un sous arbre

quelconque dans une équation donnée, comme le résultat suivant le montre de

facon constructive:

PROPOSITION 3.2: Pour tous termes t et t”, pour tout sous-terme u de tt, il

existe un terme v tel que l1“équation (t = t”) soit équivalente 4 1”équation

(u =v).

Preuve: par récurrence structurelle sur t.

* Si t appartient 4 Fy UV, alors t=uetve=t’.

fur* Site= f(t,) avec f appartenant 4 F, par exemple, 1°équation (t=t”)

est équivalente 4 1l”équation (f# f#) done a 1°équation (ti= f#).

| | |
t t

- -

=

Comme u est sous arbre de t, par hypothése, cette derniére équation

est 6équivalente 4 une équation (u = v).

Il est clair qu’un raisonnement analogue est valable si f est le

symbole - ou si f appartient 4 Pie

* Sit = £(t,,+--,t.) avec par exemple u sous-terme de ty» alors les

équations (t=t~) et (t. = f ) sont équivalentes

mCt ---m(t,) t7 m(t )++-m(t )i-vD itl

par la proposition 3.1 et en appliquant l”hypothése de récurrence, cette

derniére est @équivalente 4 une équation (u=v). []

Remarquons que cette preuve est constructive et fournit donc un algorithme
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EXEMPLE : Dans 1°équation 2 = £ (1) “isolons” h

/ \ /\\ Ax
k £ a bee a x

1 /1\
ha beg

/ \ /\
a x y Zz

(1) <=> k = g <=> h = k#

/ \ / \ |
h f = a x g

/\ /\\ | / \
a x a bee £ £ a

/1\ /1\ |
a b g a bee £

fx /1\
y Zz a b g

/\
y Zz

Avec la méme preuve, mais en utilisant le lemme 3.2 A la place de la

proposition 3.1, on obtient:

COROLLAIRE 3.2: Pour tous termes t et t~ et pour tout sous-terme u de t, il

= ”

existe un terme v tel que t a t si et seulement si u =, ve

REMARQUE: Si m est l“occurrence du sous-terme u dans t, il est facile de

vérifier que t~ est le sous-terme de v ayant la méme occurrence m. Ainsi peut-

on @crire v sous la forme vibe D>

(Rappelons que v, est une application de AS dans AS, définte par:

pour tout u’, vou) = v(m<- u”] ).

Montrons alors que vn est l°inverse de th modulo les axiomes.

* en effet, pour tout terme u” de AS, t cur) = t fu") si

et seulement si u” a Vinh tt ))> a cause du corollaire 3.2.

* d’autre part, pour tout terme u” de AS, tiv fe)) =, un

équivaut 4 v fu) = v fa) toujours a cause du méme corollaire.
A

Cette remarque justifie la notation suivante:

NOTATION: Dans la proposition 3.2, on notera (u = t*(t7)) l°équation
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3.2~- SIMPLIFICATION D7 EQUATIONS
PP DD DPT PEE DD RD LD OD Pat Cd Ped cd OD OE OND DD Pt Pt

On étudie dans ce paragraphe l°ersemble des @équations sur les termes de

AS. L’objectif est de donner une méthode de simplification (simplifier une

équation @tant diminuer sa taille comme nous allons le préciser plus loin), afin

de permettre éventuellement une résolution plus facile.

En effet, des équations assez complexes peuvent @tres équivalentes 4

d“autres beaucoup plus simples, comme dans 1l”exemple suivant:

zg = a <=> h = g

{/ \ / \ i\

h —b h =V a b

{/ \ / \

h ay g k#
/ \ /\ |

g k# a b £

/\ / | \
a b £ =z -x £

/1\ / | \
-Z -x f x g k

/1\ /\ |
x g k x y y

/\ |

x yy

<=> h = h <=> k# = y

/ oN / \ |
g k# g y £

/\ | /\ / | \
a b £ a b “Zz x £

/ iN / {i \
-Z “x f£ as 8 IS

foi & /\ |
x g k x y y

/\ |
x y y

<=> £ = k <=> £ = £ <=> g =2Zz

/ {t \ | / | \ / | \ f N
“Zz “Xx f y x g k x Zz k x y

/ t \ /\ I |

x g k x oy y y

/\ |

x y y
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obtient n’est pas unique; en effet:

g = 2 <=> x = g <=> y = g

f % /\ /\
x Zz -y “xX Zz

3.2.1-— AXIOMATISATION PARTIELLE DE LA NOTION D° EQUATIONS EQUIVALENTES
PRO Pd Pak PD PO OD OU PRE RE ORD ERD A PO ENE PRE OND TO NE ut PE PB RD OE ON PO OM EMD IR PD PS PD OP ED EOD PP PND ON ORE ENE PE BEE TOE ON PO POD EE INP OR OE TED PD PD DD OL OP OND I I OD PO

Pour axiomatiser partiellement 1°équivalence entre @quations, nous allons

raisonner dans la FU{=}-algebre libre engendrée par V et y définir deux

relations de réécriture:

|---> simplifie une équation en une équation équivalente de taille

inférieure

[=> ré€crit une @équation en une équation @quivalente dont la taille du

membre gauche a diminué, et celle du membre droit augmenté.

DEFINITION 3.1: Soit Eq l”’ensemble des @quations (t)=t,) avec ty et ty éléments

de AS. Les éléments de Eq sont appelés termes équationnels.

Nous noterons m(t,=t,) le terme équationnel (m(t,)=m(t,))-

Sie est 1”°équation (t,=ty), VCe) désigne V(t) U V(t,)-

Pour toute variable x, le nombre d“occurrences de x dans e, noté #(x,e),

est @égal a #(x,t,) + #(x,t,).

DEFINITION 3.2: A chaque symbole f de F d”arité n non nulle, on associe les

N régles de réécriture:

( le-p (y =z).f ) Be ¢ £ )
a ee gi

Kye eK ly Y Xpgp eX, Kee eX 2 Kye Xy

On ajoute la régle (x = x) I-5-> g, of @ est 1“éuation trivialement vérifiée.

Le nombre de régles est donc LE, I+... +k*lF, [+...tn¥/F [+1, si nest l’arité

la plus grande de symboles de F et [F,| ie nombre d“éléments de Fy.
i
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f£ = f j=> x, = f£

oN KS ae TTT mtn,) ae oRKp ke Yer, mx, _))+som VAS i xa e

Yyeore¥,

pour chaque symbole f d°arité n non nulle et pour tout i = 1,...,n.

Soit |=| la fermeture réflexive de |=> et <=| l“inverse de |=>. e

|2| désignera n applications de la relation |=|.

Par exemple g = k |=» «k = g

y\ | | /\ e

k y k x k cy

| | |
x x k

x

e

Quelques lemmes techniques sont nécessaires pour dégager deux propriétés

de la relation |=> utiles par la suite.

LEMME 3.3: Si (t,=t,) l=> (t7,=t~,) <=l (t",=t",) alors =
. 1 2 1 2 1 2

soit (t")=t",) = (t,=t,) soit (t",=t",) [=| m(t,=t,)

Preuve: en supposant que ty = £ on a done ty = J\ e

ay = at Up ieee

Par conséquent on a to su, et t> = ef

mu, _,)++-m(u,) ty m(u)-+-mCu,41) e

ainsi que t )=u j et t’, = dt eee

m(u jer au D t", m(u weremte yD

* i =i =" =y" =Si i=], alors u.=u") et V=V"), pour tout k l,»-,n et e

tot", donc t ith:

* Si i#j, par exemple i < j, on doit alors avoir

m(u,_,) = mu je ©

m(u, ) = m(u jet

nu j-w> = ty e

m(u jei-v? m(u_)
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mu" 541) = mus 44)

Dou (t",=t",) l=> Cu <4 =

men em
m(u” je -y-poo mca") mu" )...m(u” j- “it?

soit: (mt, ) = £ )

[
mu d-+-m(u, sito? mu sti41? nC fag aa?

= (m(t, )=m(t, )) = m(t,=t.)- []

LEMME 3.4: Si (t,=t,) [2 | (t"=t"5)] alors m(t,=t,) (EI m(t”)=t"»)-

Preuve: par récurrence sur n.

* Pour n = 0, le résultat est clair.

* Le cas n= 1 résulte de la définition de met de |=|.

(Ce cas est utilisé ensuite).

* Prouvons le pour ntl, sachant que cela est vrai jusqu’d n.

1 on ea n eo A
(e,at,) lel (e"y=t",) ft) Get wn

et on applique deux fois l”hypothése de récurrence. []

3.2,2- CARACTERISATION DES EQUATIONS SIMPLIFIABLES
GRO IP RE PR PO PRE OB PD OP IED OD BPD DO DD OLD PD OOD PED BIND Put OD PP Cad Ot DD ORE OD DONO OOD Pt OS ON OD et Doel Ot Pm Pat Pt

On note R l’ensemble des termes @équationnels réductibles pour |--->

dont chaque membre est en forme normale.

DEFINITION 3.3: Un terme équationnel e sera dit simplifiable si et seulement

il existe une suite de termes équationneis tels que:

= (eat 9) Ja lt = P_.Pe = (t)=t,) l=> (ty tyes! ® (uy =e

et

si
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LEMME 3.5: La suite définissant un terme simplifiable est unique.

Preuve: par récurrence sur la longueur de la suite.

- i - - -
* Si (t= ” {=> e”, e” € R avec e” de la forme suivante

Say q as jt gee 45
alors (nts) « est de la forme
¢ £ = uy )

m(uy ++ -muy - m(u pM) m(t~) mu, ape muy 7) ®

Up es Uy t Use Un

Soit e" une autre équation telle que (ty=t,) j=> e”.

-- sie“ a pour membre de gauche m(t~) alors son membre de droite nest ®

pas en forme normale puisque c”est:

Myen ta aed Behl a1 e

m(u,)---m(u 5.1) m(t) m(u 5))-+-mCuy)

-- si par contre le membre de gauche de e” est m(u,), 1°équation

e" = (t7)=t75) vérifie alors It“ | < It- | ©

puisque It] = [m(u,)I et que t”, a pour sous-terme u,-

On obtient donc encore une contradiction.

En conclusion, il n’y a qu“une possibilité: e” =e”. @

* Si (t,=t,) est simplifiable en ntl @étapes:

e = (t,=t,) Ib (r= 05) 1D (enthartthy =e7, e” ER. °

Soit e |=> (t7)=t75) l=> ... => e,, ep ER

une autre suite simplifiant e.

Si les deux suites sont distinctes, alors -

. si la deuxiéme suite est de longueur 1:

(t"\= t“,) est réductible; auquel cas, d’aprés la

premiére partie de la preuve, la suite est unique et n = 0. ies
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- sinon t, est de la forme BC..-, Uses) avec u = th:

Toute application de ls relation |=> 4 (t,=t,) ne

donnant pas (ty=t5) rendra une équation

(t y=t’,) telle que it i! qle ol

En effet tout fils de g différent de u est de taille inférieure

a u car [ey > Ito 1s or, puisque la seconde suite

est de longueur supérieure 41, on a [es] > It“a 1, ce

qui fournit une contradiction.

lol, _ eo
Donc (ty ty) = (t it 2°

1En appliquant l“hypothése de récurrence 4 (ty=ty)s on obtient

le résultat. []

Nous sommes alors en mesure de caractériser une équation simplifiable
%

comme @tant @équivalente 4 une é@équation de R. Ce résultat est A la base du

processus de simplification dune équation que nous donnons par la suite.

PROPOSITION 3.3: Soient ty et ty des termes en forme normale de AS tels

que lt | > It, |.

*

Alors 1°équation (t,=t») est équivalente (au sens |/=|) 4 une &équation

e appartenant 4 R si et seulement si il existe une suite unique de termes

équationnels :

= 2 be L P,P P.,P(t, ty) [=> (ty tyes! > (ty t,) avec (ty ty) @R

et pour tout i compris entre 0 et p-l, ts | > Its.

Preuve: La réciproque &tant @évidente, la seule difficulté est de

construire une telle suite.

Soit T la suite cherchée. Son unicité découle du lemme 3.5 et i1

suffit donc de prouver son existence. Considérons pour cela la suite S:

(t; = t)) * (s$ Z 85) |=| (s; = sy )eeel=l (sP = sy) =e.
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* Si n= 0, le résultat est clair.

* Supposons le résultat prouvé avec n et posons:

1 1 il
(ty = ty) |=] (s} = 85) || e, e ER

** CAS 1: (t, = ty) <I (s} = 55) IFl e, ee R.

1
hs

1

L* hypothése It, | > It, | implique Is}

donc par hypothése de récurrence, il existe une suite

Cok 85) l=> (el = ty = P . +P1 2 «2+ [=> (ty) ty)

dont le dernier terme appartient 4 R.

Supposons que (ty = ty) = ( £ = g ) et par conséquent

CN KN

)
itl 1 m i-l

u . NN,
1 n

donc .soit (ty = ty) = ( f = g ) et on a trouvé une

\ ITM
seed) ViceeV

Wy 1 m

suite répondant 4 la question,

1 ly. =-soit (ty t,) (nCv, ) '

ceeV £ Vyeee¥v eeeV
f+ i jr

m(u_) aan mu, )

ce qui est impossible car, en revenant aux définitions de t, et de Vas

t, ne serait pas un terme en forme normale.

**k CAS 2: (ty = ty) |=> (s} = 85) [2] e, e€R.

5

Nous avons a nouveau trois cas:

* Soit il existe i tel que S soit de la forme:

_ => (shee). ..i> (ot bast > (etecty cel ceittegitt
(t,=t,) I=> (s)=8,)---i=> (s) = 1) |= (s 1789) < | (sy (=85 7)

Or, par le lemme 3.4, soit (sy at ay = (s ih si?) et (t,=to) j=
soit coi 85" 1, j4 n(si'=s57') et (t,=t,) 12] mCe).
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* Soit S est la suite :

e 1 if n n n n
(t, = ty) l=> (8, = 85)++-1=> Ss; = 8,) avec Is)! > Isol

alors pour tout i compris entre 0 et n, Is; | > Is5| et il suffit

de prendre dans ce cas T = S.

@

* Soit S est la suite

» 1_o = n_ 1 n n
(t, = ty) |=> (s} = s5)-+-1 > (s) 85) avec Is, | < Iso |.

e Supposons par exemple que

‘s vs B) " a bos aa a,
preety pet Up By G41 n

e Alors,

-soit (sy a) = ( =t” )

mega) sma) m(u_)---mCu3 4)

e UpeeUs_y t Uigpee dy

et c’est impossible car st doit @tre en forme normale.

n~1l_ st _ =

soit (s} S85 »)= ¢ [-—__ = 4, )

e mur yee seme )---mCu, ) f m(u,)-+-m(us.))

Up Uy it Way ty

et T = S car Is} ray > Iss 1 et donc pour tout i de 0 an,

i
4 Istl > Ish

Ce qui termine la preuve . []

e 3. 2.3- _ EAE IRREDUCTLBLE OBTENUE PAR SIMPLIFICATION

Nous allons maintenant préciser ce que nous entendons par simplifier une

équation.

e

@
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DEFINITION 3.4: Etant donnée une équation e = (t,=t,) avec t, et t, en

forme normale pour ECR, on note C(e) l”ensemble des équations équivalentes

Be modulo 1”équivalence engendrée par |---> et |=>:

. . * * kk Ok

Ce) = {e7 @ Eq | e” ( |--->.<---|-]=>-<=1) ee I.

Une équation e est minimale ou irréductible si et seulement si il n”existe

- . * e+

pas d“équation e“~ telle que e (l!=|.|--->.l=1)" e”.

Simplifier e , c“est trouver dans C(e) une @équation minimale, qui sera

évidemment plus facile 4 résoudre que e.

Pour simplifier une équation e, nous disposons dun processus

algorithmique dont le principe est basé sur le résultat de la proposition 313i

On échange éventuellement les membres de 1“équation e de maniére &@ ce que la

taille du membre gauche soit supérieure ou égale 4 celle du membre droit, puis

on réécrit 1“équation en lui appliquant la relation J=>, jusqu’a obtenir

- soit une équation réductible de R, que l“on réduit par la relation

|---> en e” sur laquelle on réitére le procédé,

- soit une équation dont le membre gauche est strictement inférieur en

taille au membre droit, auquel cas 1“équation e est irréductible.

PROPOSITION 3.4: Etant donnée une équation e = (t,=t,) avec I|t,| > Its!

t, ett1 2 en forme normale pour ECR, l“algorithme REDUIRE suivant calcule
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REDUIRE (t,=t,)

@ CAS (0) t, est un atome et t,=t, ALORS @

(1) e est de la forme

} eo ee portYy go Yn
ALORS REDUIRE Cu, =u, )

(2) e est de la forme

£ =v,® ( ye we ete, ) bw J )

mv sy) --mvi 41) muy) MD) I RSH)
Vy eV YY Figg te SU

@
ou

=v.j )

mae mv )-+-m(vs44) m(uy ) mv Joe CW sg)

e@ Vp rey o%G U) Vea YD

ALORS SI lu, | > |u| ALORS REDUIRE (u, = m(u,))

SINON REDUIRE (m(u, ) = u,)

2s
FSI

(3) It, | K lt, | ALORS (t,=t,) est le résultat

(4) t, = if avec Iv] ee lv] pour tout j de 1,...,n différent de i

e VvVee Vyge ev,

ALORS REDUIRE (vy = et )

m(v,_,)++-m(v,) Lace Deity =)
° FIN CAS

Preuve: REDUIRE termine puisque la taille du terme de gauche est

e strictement décroissante 4 chaque appel.

On va prouver que le résultat (t",=t",) est minimal dans C(e).

Tout d°abord il est clair que Ct" )=t7,) est dans C(e); supposons

© qu°il soit réductible. Puisque It) | K je le
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* soit It“, l=lt7,| > 1- La seule simplification possible dans ce

cas exige que ty = ®

ees “| gee %_ Ve YE n qn
ce qui est impossible car cela a été vérifié par 1"étape (1).

* soit ty et i) sont des atomes et ty=t" 5, ce qui est impossible 6

=

car cela a 6té vérifié a4 l”étape (0).

”

* soit [t7,] < It g!- Alors 1°&tape précédente est une étape (4) dont
1

1°équation Ct" =t"») avec len)! > Ie", est réductible si e

(tj st 5) est réductible.

Done (t")=t",) [2] e, e € R et d’aprés la proposition 3.3,

il existe une suite de termes équationnels unique T: s

P i iCt y7t » |=> (ey =ty Ly f= Ct r=th) avec It > It5 |

pour tout i de 1,...,p-l et (tP=ty) appartenant 4 R.

Puisque (t")=t”1 >) |=> Ct" ,=t",) et 4 cause de l”unicité de T, r

on a donc

a = ~7e =
Ct 17t » = Ct) = t,)-

Si p>l, alors |=*,! > [t*l 5} , ce qui est impossible par hypothése, donc e

p=l; mais alors (t7,=t » appartient a4 R, ce qui est impossible1

puisque les tapes (1) et (2) ont @té faites avant (3). {]

e

Pour terminer 1”étude de cet algorithme, nous allons donner maintenant une

évaluation de son cofit et montrer qu°il est proportionnel au carré de la taille

de l°équation. 6

Soient ep, eos ep: Coser e> eT la suite

d°équations apparaissant durant 1°évaluation de l”“algorithme suivant le schéma

e
suivant:

e
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n étapes }

i.

. ee ee e, ID ev,
J | J

e “it °
fH H jtl

ti
se ee ee |=> en

| |
n

Ei. étapes |=>

jal J

Pour passer de 2) a e" 5; il faut 1, étapes |=> et donc le sous terme

simplifié au cours de 1°étape de

(ale 0%Donc jt! < le, | 2¥i.
J

D’autre part, supposons que e, |

Comme e”, = (t”
j 1

ltl < ter / 2

l“équation au cours des étapes |

=t",) vérifie It

lel y» Org

réduction sera de taille supérieure 4 is.

)

1 > dr"

>e".>
J

1 gis
puisqu’on ne diminue pas la taille de

>.

De plus, le nombre de sous-termes transférés de gauche 4 droite, c”est~-a-dire

le nombre d“étapes |=>, est inférieur 4 le", +1.

Donec le, | > 2ele"o, ce qui implique le | > ani. - 1. (b)

En combinant les relations (a) et (b) on obtient:

ei -1 < 2%} 2k i2¥i-1 < lel < le 4! 2*i iy See legi-2* 5 a,

n

Dod 2* F

j=0

i, < le ltl.

n-1

joo J
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étape réduit d’au moins deux le nombre de symboles de fonctions de 1°équation.

Le cofit c(e@y) de l“algorithme étant proportionnel au nombre d“étapes |--->

et |=>, on aura

n

c(ey) = aro < k*(leg|/2 + ley! /2 + 1/2) = k*(leo| + 1/2)

oi k est le cofit maximal des étapes j---> et |=>.

Le coat des tests des étapes (1),(2) ou (4) de l’algorithme est borné par

N*le.|, si N est l’arité maximale des symboles de fonctions de €q°
0

A 1 2
Par conséquent, c(e,) est majoré par leg! .

3.2.4- RELATION ENTRE LES EQUATIONS IRREDUCTIBLES OBTENUES PAR SIMPLIFICATION
PRP ee ae at nt tt OD PD PE OM Pt OO MED DB PL ED RD LID DD PD PD RP EOE END PD OE MD RB PE PE ND PND IRD 8 OE PO OD ND ND RD PD POD PD OD PN TN mt PO wat OO Ct tat Pts at Pd Pact Pat Tet Tw Po Pa md ee

A partir dune équation e, nous avons déja remarqué qu°il existe

plusieures équations réduites dans C(e). Il est facile de voir qu’elles sont

= 2 *
&quivalentes au sens |=|.

En effet, soient e, et e, deux équations irréductibles de C(e).
1 2

Il existe donc une suite finie de termes équationnels

Qe >--> e 1 >——> 226 Om? 5 >--> ey

ot >-=> est soit |---> soit <---| soit |=> soit <=|.

|---> alors e) est réductible.* S“il1 existe un entier i tel que >-->

* S*il existe un entier j tel que >-—> = <---] alors e, est réductible.

Dans les deux cas c“est impossible par hypothése et par conséquent, pour

*

tout i, >--> est une étape I=> ou <=; donc e =| e2°

De ce fait, on déduit:

COROLLAIRE 3.3: Pour toutes équations irréductibles e, et e, de Ce),

VCe,) = V(e,) et, pour toute variable x, #(x,e)) = #(x,e5)-

REMARQUE: Il est A noter que l”’algorithme de simplification d@une équation que
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* oe ” *
modulo |=| pour le systéme de réécriture |~-->, qui a la propriété de j=|-

confluence.

3.3- EQUATIONS LINEAIRES

DEFINITION 3.5: Nous dirons qu“un terme en forme normale t est linéaire en la

variable x si et seulement si #(x,t) = 1.

De méme une équation e sera linéaire en x si et seulement si #(x,e) = 1.

D’aprés le paragraphe précédent, une équation non linéaire peut étre

équivalente A une équation linéaire. La notion de linéarité d°une équation peut

donc @tre @&tendue A l”ensemble C(e) tout entier.

DEFINITION 3.6: Une équation e étant donnée, on dira que C(e) est linéaire en

la variable x si et seulement si un élément irréductible de C(e) est linéaire

en X.-

Remarquons que le corollaire 3.3 assure la cohérence de cette définition

puisque, si une équation irréductible est linéaire, alors toutes les autres

équations irréductibles sont aussi linéaires en les mémes variables.

PROPOSITION 3.5: Soit (t=t~) une @quation linéaire en une variable 4

d’occurrence m dans t par exemple, et (x = to h(t7)) l“équation équivalente.

Alors { o = (x -—-> t*(t7))} est un ensemble minimal complet de A-unificateurs

de t et t”.

Preuve : Vérifions les trois conditions de la définition d”“un ensemble

minimal complet de A-unificateurs.

* og unifie x et te), donc t et t”.

* toute substitution o ~ unifiant t et t~ dans AS unifie également

x et b(t"). Pour toute variable z de V(t) U V(t7)
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oC o(z)) =, o°(z) : en effet

7 eee ey) = -
oC o(x)) = o7(t Ct" )) =, o” (x)

et si z est différent de x, oO°( o(z)) = oO°(z).

* la troisiéme condition de la définition d°un ensemble minimal complet

de A-unificateurs est trivialement vérifiée. []

Il est clair qu“il existe autant d”ensemble minimaux complets de A-

unificateurs que de variables de Il1équation (t=t~) nayant qu“une_ seule

occurrence dans cette @équation. Le résultat précédent permet de prouver que si

Oo, et oO, sont les uniques éléments de deux tels ensembles,
1 2

oy Sa Ty et Dy Sa 6, sur VCtjUuv(t7), donc oy = or [V(t)UV(t~ )]

EXEMPLES : (1)- Reprenons un exemple déja vu.

L” équation g = a se réduit en g =2

/ \ /\

h -b x y

/ \

h ~y

/ \

2g k#

/\ |
a b £

/\1\
~Z xk £

/\\
x g k

/\ |

x yy

équation linéaire en x, y, z et qui a donc pour ensembles complets minimaux

de A-unificateurs:

foy=(2 --> gE 3 foge(x -—> og OT fag=(y > g )} -
/ \ /\ / \

x y Z y -x %,

Il est facile de vérifier que o, * sur X={x,y,z}
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(2)- L’équation if = i

a pour plus petite solution dans 1l”ensemble des arbres non signés:

Oo, = (x -> k )(2 --> g )
7 | ag

y ¥ y

qui n°est pas minimale dans AS, l”ensemble complet minimal de A-unificateurs

étant alors, puisque l1”°équation est linéaire en x:

t O,=(x --> f )}.
jf | x

£ Zg mz

/1\ /\
k 2 Z7-y -y

|

y

Il est facile de se convaincre que oy et ) ne sont pas =, ~équivalents.

REMARQUE : Partant dune @quation linéaire (t=t”) dont les deux membres

appartiennent 4 M(F,V) et sont unifiables, le processus de résolution décrit ci-

-

dessus ne donne pas, en général, l°unificateur minimum o de t et t dans

M(F,V). Néanmoins, si oO, est le A-unificateur trouvé, on a O71 Sy oO.
1

Il est légitime de se demander si cette remarque ne permet pas dobtenir un

algorithme d“unification nouveau et performant dans M(F,V).

Une méthode possible est de construire, 4 partir de 5, (x) un unificande

qui serait dans le deuxiéme exemple ci-dessus:

{ (z, m(-z)), (z, m( g- )) }

i\

-y o-y

Mais ce procédé ne semble pas conduire 4 un algorithme performant et nous
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3 .4- FILTRAGE DANS LES ARBRES SIGNES

Le probléme du filtrage d°un terme t vers un terme t” est également un

probléme de résolution déquations, puisqu“il s“agit de trouver une

instanciation de t permettant d°obtenir un terme @égal 4 t~ dans la théorie.

Quand t est un terme linéaire en une variable x d°occurrence m, les

résultats prouvés dans le cas de l”unification permettent de trouver un A-filtre

de t vers t~: il suffit de renommer toutes les variables de t” par une

application bijective —& , de telle sorte que V(t) et V(€& (t7)) soient

disjoints. Il existe alors un A-unificateur o = (x -~—> tg (t7))) et

Eo est un A-filtre de t vers t~. Mais il ne constitue pas en général un

ensemble complet, comme on peut le voir sur 1”°exemple suivant:

Sit = £ et t” = £ » cette méthode permet de trouver le

/\ / \
x y f f

/\ F¢N
x x y y

A-filtre Oo = (x -—> £ ) qui n”est pas comparable avec le filtre

/ \

fF -y
/ \

£ £

/\ FN

x xy y

AQ=(x--> £ )\(y-->> ££ »).

fh / \

Nous allons chercher 4 déterminer dans quels cas il existe un ensemble

minimal complet de A-filtres réduit 4 un seul élément.

3.4.1- FILTRAGE ET TRANSFORMATIONS D” EQUATIONS
ED REP EP RE EP ODD ED PEED ROD PDD EOE PD PD DOD ID OD Ct Pad Od OO PD OD ed OD Prd

Les transformations d“€quations décrites dans la section 3.1 conservent

l’ensemble des A-unificateurs. Nous allons voir qu’il n°en est pas de méme pour
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LEMME 3.6: Soit o une substitution, f un symbole de fonction d“arité n,

k un efitier compris entre l et n, et t” , tyoreest des termes

quelconques vérifiant, pour tout i=l,...,n et différent de k, one may:

Alors O@ est un A-filtre de t, vers t”, si et seulement si oO est un
k k

A-filtre de

a, ee vos e ; ep ,
Be Kei ty Seep: 28a ey ee t k apy rE

Preuve: oO (t,) =, ty <=>

£ =

a A ee

OT ”
o(t,)-+-o(t, 1) oft.) oft ys ssoft) a(t, )+--o(ty_y) t oft 4 )+--a0ft)

Ququi par définition de o est équivalent

a
O(t))e--0 (tp o (ty) O(ty dee: a(t ) a a

<=> oft) =. t”. []

Ce lemme peut s’appliquer dans le cas dun symbole f d°arité 1; en

particulier, pour le symbole ~, on obtient:

oO est un A-filtre de t vers t” si et seulement si O est un A-filtre de -t

vers ~t”.

LEMME 3.7: Soient tystyrt yt 5 des termes tels que les équations (t,=t»)

et (t" =t" 4) soient @quivalentes et g une substitution dont le domaine

D( o) est disjoint de V(t) et de V(t", ).

Alors o est un A~filtre de ty vers ty si et seulement si o est un A-filtre de

-

: vers t”,.
S 2

Preuve: o étant dans ces conditions un A-unificateur de ty et ty
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Par conséquent, pour deux termes t, et ty:

* Certains A-filtres sont perdus au cours des manipulations. 6

* Dans le cas d“un terme ty linéaire en une variable x, cette variable

n°apparait dans aucun des sous-termes de ty transférés du membre

gauche de 1”équation dans le membre droit au cours des transformations e

isolant x. Done le premier lemme s“applique 4 chaque étape et si

(x=t) est 1l°équation équivalente 4 (ty=ty), (x --> t) est un A-filtre

de ty vers tos ®

* Enfin quand ty est linéaire en x n°apparaissant pas dans tos

1°équation (t,=t,) est équivalente 4 (x=t) et les hypothéses du

lemme 3.6 sont vérifiées. Ainsi la substitution (x --> t) est le seul e

A-filtre de ty vers ty.

Ici encore des hypothéses de linéarité permettent d“obtenir des résultats -

simples sur l“existence de A-filtres. Nous allons maintenant @tudier dans ce

cas les ensembles complets et minimaux de A-filtres.

®

3.4.2- FILTRAGE DANS LE CAS DE TERMES LINEAIRES

Sous certaines conditions, on peut prouver l“existence d“un_ ensemble

minimal complet de A-filtres réduit 4 un seul élément. @

PROPOSITION 3.6: Soient t et t” deux termes, t @6tant linéaire en x, m

l“ocecurrence de x dans t, et (x = to (e7)) 1°équation équivalente e

a 1“équation (t = t*).

Si V(t)N V(t?) est inclus dans {x}, alors {g = Gxt (t7)} est un

ensemble minimal complet de A-filtres de t vers t”.

@

Preuve: Vérifions les trois conditions de la définition d°un ensemble

minimal complet de A-filtres.

®
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* o est dans F(t,t~), d°aprés les remarques ci-dessus.

* pour tout A-filtre o ~ de t vers t”,puisque o “(t) =, t",

a a 5 2 at

o (tb Ct = Co (t)) Co) at:

z - =,
Done go (x) a Co (t)) (t7).

Posons alors o" = OT lycty\(x}

et prouvons que pour toute variable z dans V(t), a “Co (z)) =A o~(z).

kk si z est différent de x, Oo "(0 (z)) = o"(z) = o7(z2).

ee siz =x, 0"(a(x)) = O"(t (t7)) et

O-(x) =, COTE) (EM) = CoN(t) ep” Cort) = oH)

Drod =o So (V(t) ].

* la condition de minimalité est trivialement vérifiée. []

PROPOSITION 3.7: Soient t et t© deux termes linéaires en x, m l”occurrence de x

dans t et (x = t*(t7)) 1l*équation équivalente 4 l°“équation (t = t”).

Alors {0 = (x -—>> t*(t7))} est un ensemble minimal complet de A-filtres

de t vers t”.

Preuve: elle est semblable a celle de la proposition précédente,

excepté en ce qui concerne le deuxiéme point de la définition, pour

lequel il faut faire le raisonnement suivant:

pour tout A-filtre o” de t vers t”, cherchons une substitution o”

vérifiant

quel que soit z dans V(t), o “(o (z)) =. oO “(z).

** si zest différent de x, o “(z) =, Oo ~(z)

te siz =x, 6 "(t(t7)) = g(x).

Il est possible de résoudre ce probléme, puisqu’on peut isoler le sous-

terme o"(x) qui apparait a l°occurrence m dans t= oe (e7)).

En posant o (x) = (ty) aC o”(x)), la substitution o” est
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On peut remarquer que les hypothéses des deux propositions précédentes sont

indispensables ainsi que le prouve l”exemple suivant:

t= £ et t7 = f£ ne vérifient pas ces hypothéses et
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TRANSITION
we emery

Dans le but de résoudre des équations non linéaires sur les arbres signés,

nous avons pensé utiliser le processus général de la surréduction qui fournit,

dans un bon nombre de théories, un ensemble complet dunificateurs. Néanmoins

dans le cas des arbres signés, l“algorithme qui en est issu ne termine pas, 4

cause des régles issues des axiomes de (A2). Une idée naturelle, déja& utilisée

avec profit dans d“autres cadres, est alors de travailler modulo ces axiomes.

Cela nous aménera A introduire une nouvelle notion de surréduction. Dans cette

deuxiéme partie de notre travail, nous nous sommes tout d“abord attachés 4

décrire cet outil général, la R,E-surréduction, en paralléle avec les

propriétés connues de la surréduction. Pour pouvoir l“utiliser, il faut

disposer:

d“un algorithme de E-unification complet

d“un systéme de réécriture R qui soit E-canonique

d“une propriété supplémentaire de E-commutation.

Notre but est donc maintenant de trouver un ensemble d°“axiomes E et un

systéme de réécriture R qui soit E-canonique, 4 partir de l”ensemble A _ réunion

des ensembles d“axiomes suivants, dans la F-algébre des arbres signés AS:

(Al)= { --x = x }

(A2)= {-£(x) ,+-+,%)) = £(-K 504+ 5X) pour chaque f de F U Fy}

(A3)= { £CFR(K)) = x pour chaque symbole unaire f }

(A37)= { £#CE(K)) = x pour chaque symbole unaire f }

4)= _ — — —_ =(A4)= { £¢ Ke lpocees Xs E(X) sees Xa x, Kegpo cee o¥,)s Kyte X44) x | f
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Les choix de E et R sont motivés par les constatations suivantes:

- l’apparition d“une infinité de régles dans l“algorithme de complétion

de Knuth et Bendix est due 4 l“existence des axiomes de (A2), comme nous 1” avons

remarqué dans le chapitre deux.

~ le processus de surréduction peut ne pas terminer dans certains cas

a cause de ces mémes axiomes, comme nous le verrons par la suite dans le

chapitre sept.

- d’autre part, le systéme de réécriture associé aux axiomes (A1)U(A2)

est confluent, ce qui permet de décider de la congruence engendrée par ce sous—

ensemble des axiomes.

Le choix naturel est alors de partitionner

l’ensemble A en E = (Al)U(A2) et R = (A3)U(A3°)U(A4). Les axiomes de E

engendrent une théorie équationnelle décidable notée =p les axiomes de R

sont orientés de gauche 4 droite pour constituer un systéme de réécriture que

nous désignerons encore par R. L*égalité dans la théorie, notée =, nest

autre que ( =, U (-=cny U ck? *

Cela motive

kk “extension de l’algorithme de Martelli et Montanari que nous

présentons dans le chapitre cinq, pour pouvoir construire un ensemble complet

de E-unificateurs.

*k une deuxiéme étude de la théorie équationnelle engendrée par

l’ensemble d“axiomes A dans AS, qui est exposée dans le chapitre six.

L’application de ces résultats 4 l°algébre des arbres signés sera
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UNE METHODE INCREMENTALE D“ UNIFICATION
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INTRODUCTION
PO Re ett et a Pa aD ed

Nous nous intéressons dans ce chapitre 4 un processus général de

résolution d”équations dans une théorie @quationnelle A, décrit initialement

par M.Fay [FAY,79] et amélioré par D.S.Lankford et A.M.Ballantyne [L&B,79],

puis J.M.Hullot [HUL,80].

S“il existe un systéme de réécriture canonique associé 4 A, ce processus

permet de construire un ensemble complet de A-unificateurs de deux termes. Un

résultat analogue a @t@ trouvé par G.Huet dans le cas du tJlambda-calcul typé

{HUE,75]. L°algorithme décrit par M.Fay ne donne pas, en général, une procédure

de décision de la A-@égalité, car sa terminaison n”est pas assurée. Néanmoins on

peut en déduire une procédure de semi-décision en ce sens que, si deux termes

sont A-unifiables, alors une solution sera trouvée en un temps fini. J.M. Hullot

a repris ces résultats en dégageant précisément les propriétés dune relation

appelée surréduction, qui est 4 la base de la construction de M.Fay. Il a

supprimé de l°algorithme décrit par M.Fay certaines redondances et a donné une

condition suffisante de sa terminaison [HUL,80].

Nous généralisons ici les résultats obtenus par J.M.Hullot a4 1”extension de

la notion de systéme de réécriture, dans le cas of la théorie @quationnelle A

se décompose en un ensemble d°axiomes E et un systéme de réécriture R. Nous

reprenons la définition, proposée par D.S.Lankford et A.M.Ballantyne, puis par
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la R,E-réduction. Ensuite, nous donnons un théoréme général permettant de

construire un ensemble complet de A-unificateurs par un algorithme non

déterministe dont la terminaison nest pas assurée. Nous montrons ensuite

comment @liminer certaines redondances et obtenir également une condition

suffisante de terminaison.

4.1~ LA SURREDUCTION: uN) OUTIL POUR LA RESOLUTION D” EQUATIONS DANS LES THEORIES

Ce paragraphe contient les définitions et les résultats utilisés dans la

suite, concernant la surréduction. Nous les avons empruntés A la thése de

J.M.Hullot et nous y renvoyons le lecteur intéressé par les preuves que nous ne

donnos pas.

. R
Dans toute cette section, nous abrégeons ---> en -—->.

4.1.1- DEFINITION DE LA SURREDUCTION

Informellement, surréduire un terme c”’est lui appliquer une substitution

faisant apparaitre l’application d“une réduction. Nous allons définir tout

d’abord la relation de surréduction que nous noterons -V-~->.

Nous noterons 0(t) l’ensemble des occurrences m appartenant 4 dom(t) telles

que a ne soit pas une variable. Nous dirons parfois que mest une occurrence

de non variable de t.

DEFINITION 4.1: Soit t un terme et W un ensemble fini de variables contenant

v(t). Si Bd est une régle de R, il est toujours possible de renommer

les variables de 8, de telle sorte que l“intersection de V(g,) et de W

soit vide et nous supposerons toujours cette condition réalisée. Désignons par

la réunion de V(g,) et de W.
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Nous dirons que t se surréduit en t~ 4 l”occurrence m de O(t), avec la

régle k et la substitution O et nous noterons

. aay, oO] e
si et seulement si

* Ein. et gy sont unifiables et o est l°unificateur minimum

de ces deux termes en dehors de We :

* t” =o (t[m<-d,])

La substitution og sera dite surréductrice.

Nous appellerons surdérivation toute suite de surréductions issue d“un terme.

Il est clair que tout terme réductible par une régle de R est surréductible

avec cette méme régle.

EXEMPLE : Considérons le systéme canonique de réécriture de termes:

R = { £(x,a) ---—> x }

ou f et a sont des symboles de fonctions.

Le terme f(f(y,z),z) est surréductible 4 l”occurrence € en f(y,a) avec la

substitution go =(x-~f(y,a))(z-—>a)

et A l“occurrence 1 en f(y,a) également, avec la sustitution o =(x-~>y)(z-->a).

L°idée fondamentale de ce qui suit est la suivante: résoudre Il”équation

(t=t~) dans la théorie A, c”est trouver une substitution Oo normalisée vérifiant

o (t)=, o(t”) ou de facon équivalente FN(o (t)) = FN(O (t”)). Supposons quune

telle substitution existe: soit elle unifie t et t”, auquel cas on peut la

trouver par un algurithme d“unification classique, soit elle ne les unifie pas

et l”un des deux termes o (t) ou O (t”) est alors réductible, faute de quoi il

serait impossible d’avoir l°égalité de leur formes normales. Cela revient 4
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4.1.2- CORRESPONDANCE ENTRE SURREDUCTION ET REDUCTION
PRP Re RE RD PE FRE POE RD EE OOD ND PRD DD I Pd PD ed PRB ERD PD PR RE OE ORE PE PD PO OD EO IRD A PD ND Dt PRD Ot Pat Dl Pt Pd an Oe Oa rar et

8

Le théoréme fondamental suivant précise la remarque précédente en montrant

que sur une dérivation issue de yn (t) (of n est une substitution normalisée)

on peut “calquer” une surdérivation issue de t et réciproquement. Nous donnons

®

entiérement la démonstration, volontairement détaillée, de ce résultat di 4

J.M.Hullot [HUL,80].

THEOREME 4.1: Soient u un terme, W un ensemble fini de variables contenant V(u), ®

T une substitution normalisée telle que D(n ) soit inclus dans V(u).

A toute dérivation (1) issue de n (u), on peut associer une surdérivation issue

de u: @

nN (uj=#v, ---> v Ms [6 ---> v (1)
0 [m5 sky] 1 [m1 apie n

No " "nh e

u=u. -V---> U, eee *Vo--> u (2)
0 [my Kp» dg] 1 [mK on-1) n

telle que, pour tout i compris entre 0 et n, il existe une substitution ny

®
et un ensemble de variables vy vérifiant:

a) D(n D> est inclus dans Vv;

b) n i est normalisée

> nyynd Yj et 1(@,) est inclus dans V ©ec} n Iwo nN ,? i lw e i est inclus dans i

ou 6 4 est défini par récurrence par

8 oid et 6 i+t17 a; 9 y Pour i compris entre 0 et n-1.

@
d) VCu, ) est inclus dans V5 et nu) = Vv;

Réciproquement, A toute surdérivation (2) issue de u et 4 toute

substitutiony vérifiant, avec les notations précédentes, oF <n [W] ©

est associée une dérivation (1) issue de nu).

Preuve: Démontrons la premiére partie du théoréme par récurrence sur

8
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* pour i=0, le résultat est clair en prenant No= 1

Vo =WUD(n) =W

1185) =9

* supposons maintenant a,b,c,d vrais pour i.

Comme v5 == il existe une substitution O telleEm, ,k,) Viti?
ivi

que “OIm, = 0 (8 et Van Vg lm Oo CA OT

Rappelons que nous imposons 4 1”ensemble Vg. ) des variables de By

i i

d°étre disjoint de Vis ce qu°il est toujours possible d°obtenir par

un renommage des variables.

Puisque, par hypothése, n ppm, et que qj i est normalisée,

m appartient 4 OCu,) et par conséquent

ny y= Oni, = OPpy = oC, ):
i i i i

Ny et go étant 4 supports disjoints, on peut considérer la

substitution p = n,v Oo qui unifie Cutan et g d°aprés ce qui

i i

précéde.

Il existe done un unificateur minimum oy vérifiant

0, < p IV,UV(e, )]

et u, “Vk, o.) Yate o,(u,{m<-d, ]).

i’? i’? “i i

D°autre part, il existe une substitution 7” telle que

noo, — — (VUV(a, 9]

Définissons alors Via et Na+ de la facon suivante:

Vier = (BU ICo,)) \ DC a,) ,

=

Nig. 7 1 Vos

et vérifions a,b,c,d pour itl:

a) DCn 544? est inclus dans Vig, Par définition de N41

b) N54, est normalisée. En effet, pour toute variable x

de V
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* soit x appartient 4 I(¢ o 4) et il existe alors une variable y

y appartenant 4 Vv, et 4 D( o;) telle que o , (y)=x. @

n p41) =n o go) =n im qui est irréductible puisque
i+l

Nj estnormalisée par hypothése.

* soit x n°appartient pas a I( 9 ;) et © , (x)=x. e@

= oO = 5 § eon
Donec n p41 "41 4 n Cx) qui est irréductible.

¢) montrons que yn Iw = On g4y 8 aD Iw . °

Par hypothése de récurrence, n lwo Cn i 8 Dw .

Or ny * (Min PD Iv,"

Puisque I( 6.) est inclus dans V
i iL

IC 6 i+ = Co, 8;) © I(o D> U C6 > est inclus dans

I(o > U v5 lui-méme inclus dans Vint?

On obtient donc:

e@

My Og Dy Ow an 8D Iw

= 7 548 aD we

d) Dans le but de montrer que yn go 4D? = Vaay> e

prouvons d°abord que Vu, 4) est inclus dans Vind

VCuy4y) est inclus dans V(u,) U I¢o D> par définition de Uy41

et du fait que V(o 4 Ody )) est inclus dans I(o,)- e

i

Donec V(us 41) est inclus dans vy U Ilo D> = Via

On a alors:

T gar pa.) = 9 G41 pfeil Sa e

= On p47 Cag) myn 5470 fh 2

Or VC 7564? est inclus dans Vint ear o 4 OF ) est un

sous-arbre de Usyy et done e

N 441 9, (dy d= noo Cd, = o (4, ).
i i A:

De plus 9 = n.U oest égal 4 o sur 4. puisque V(d, ) est

5 i Ky
inclus dans va et est donc disjoint de Vi> e



PAGE: 117

et N 54, G4 est égal a4 n _ sur Vi. On en déduit:

= » I =

= v, (a, <- ota, 1 = Vouy-

La premiére partie du théoréme est donc prouvée.

Réciproquement, supposons données une surdérivation issue du

terme u et une substitution n vérifiant a. < n [W]

ou 6, désigne la composition de toutes les substitutions O;

surréductrices faites au cours de la surdérivation.

Il existe donc une substitution p telle que op oo on {W].

Définissons nyt Pe

Ne = Nyy, Fy Pour i compris entre 0 et ml,

et v, = n,Cu,) pour i compris entre 0 et n-l.

Montrons par récurrence sur i que

n (uj=v <=) v vee ---> Vv
0 [my sky] Ll fm jk 4] n

* pour i=0, le résultat est clair.

* supposons le pour i;

= Mat Tie? 7 nC? et donc

Vv, est réductible 4 1”occurrence m, avec la régle k, ‘

D°autre part:

Veen Tae Ma? = 7 it TMA, D

afte, fay <a ol)
i

= Cy ES Oy]

= vz lagen gO 7]

et donc v5 Em ky] Vout?

Enfin, ¥G = 1 9 (Yq) aa Ny) = ny Pgh)

0 8 fu) = nu) puisque Vu) est inclus dans W.
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4.1.3- RELATION ENTRE SURREDUCTION ET UNIFICATION

Nous allons maintenant montrer comment combiner l“unification ordinaire et

le processus de surréduction pour construire des A-unificateurs de deux termes

t et t°. Nous aurons a itérer le processus sur les deux termes en paralléle et

pour cela, nous introduisons un symbole de fonction * n“appartenant pas 4

l’ensemble des symboles de fonction de Ilalgébre, et nous commencons

l“itération sur le terme *(t,t~).

LEMME 4.1: Considérons une surdérivation issue de *(t,t”)

u=*(t,t7 =u, -V---> uy =*(t) ot y) .6. “VH--> u_ =*(t_ tt?)
1 n n n

telle que uh et tL soient unifiables par une substitution py .

Alors UW on est un A-unificateur de t et t”. (Rappelons que 8 a est la

composition des substitutions surréductrices faites au cours de la

surdérivation).

Montrons maintenant que tout A-unificateur peut @tre atteint de cette

maniére. Cela résulte du lemme suivant:

LEMME 4.2: Soient t et t” deux termes A-unifiables, p un A-unificateur

quelconque et W un ensemble de variables contenant V(t)UV(t”).

Alors il existe une surdérivation issue de u=*(t,t”)

ua*(t,t7 )=uy -V-——> uy=*(t),t7)) +++ “Wo? uia*(t lt”)

-

telle que toler ty. soient unifiables. Si wp est leur unificateur minimun,

uO, s oe [W]-

De plus on peut choisir cette surdérivation de telle sorte que, pour tout i

compris entre 0 et n, ( 8a tw soit normalisée.

Nous déduisons de ces deux lemmes la construction dun ensemble complet de
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THEOREME 4.2: Soit E l1”ensemble des substitutions oO vérifiant:

il existe une surdérivation issue de u=*(t,t”)

u=*(t,t7) uy “Vv > uy (ty ,t D se. “V--—> uy (tat ~

telle que tet tO soient unifiables, ( 8 n |W soit normalisée,

et o = 6 7 ou wu est l*unificateur minimum de t et t”.

Alors ~ est un ensemble complet de A-unificateurs en dehors de W.

Un algorithme non déterministe de A-unification de t et t” consiste 4a

énumérer les @léments de Y en construisant 1larbre de toutes les

surdérivations issues de *(t,t~). M.Fay décrit un algorithme analogue [FAY,79] a

ceci prés qu“il normalise les termes 4 chaque étape, ce qui n’est pas le cas

ici. L’ensemble complet de A-unificateurs énuméré nest pas minimal et en

général contient plusieures fois le méme A-unificateur. J.M.Hullot montre

comment @liminer certaines redondances en se restreignant 4 des surdérivations

particuliéres. Il en déduit de plus une condition suffisante de terminaison de

l’algorithme pour un type particulier de systémes canoniques de réécriture

[HUL,80].

4.1.4- SURREDUCTION BASIQUE
RO Ae at at PR POD RE Aad OD PE ED PD PRE EE Ot Pt Nk et PP Pt PD It as Pe Pd Pd

Définissons d’abord les dérivations et les surdérivations basées sur un

ensemble d”occurrences.

DEFINITION 4.2: Soient u et v deux termes tels que v=n (u) et U=0(u).

Une dérivation issue de v

vBV, ——-> se08 TODVv Vv
0 [m ko] 1 [m1 ky-1] n

ou une surdérivation issue de u

eee “V---> u
k o -1!

usu, -V--->

[mat Kn-1?0 [m kg, Gg] “1
est bas@e sur U si et seulement si

n
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telle que Uy =U

U,ia, 7 (U, \ (p ev, | my, < p}) U {mp | pe OCdy

* @ chaque étape m, é€ Uy

Intuitivement, la suite des Us c°est-a-dire l°ensemble des occurrences ot

l’on s’autorise une réduction ou une surréduction 4 1”étape i, se construit en

ne prenant que les occurrences de sous-termes qui ne sont pas apportés par une

substitution réductrice ou surréductrice précédente.

L’existence de dérivations basées est assurée par le lemme suivant, qui

nécessite tout d°abord une définition.

DEFINITION 4.3: Une dérivation suit une stratégie de 1°intérieur vers

l’extérieur si, 4 chaque @tape de réduction u, “Em, ky] Yay?

la substitution o telle que u‘+1 u, (a, < oO Ae est normalisée.

LEMME 4.3: Soit v=n (u) avec n normalisée. Toute dérivation issue de v et

suivant une stratégie de l“intérieur vers l“extérieur est basée sur O(u).

On en déduit:

LEMME 4.4: Soit v=n (u) avec n normalisée. Il existe une dérivation issue de v

>

et allant A FN(v) qui est basée sur O(u).

Considérons maintenant les surdérivations associées:

DEFINITION 4.4: Une surdérivation issue de u est basique si et seulement si elle

est basée sur O(u).

THEOREME 4.3: Les conclusions de théoréme 4.1 restent vraies si on considére

uniquement les surdérivations basiques.-

L“intérét de ce résultat est de donner une condition suffisante de
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PROPOSITION 4.1: Soit R un systéme de réécriture canonique tel que toute

surdérivation basique issue d°un membre gauche de régle termine. Alors toute

surdérivation basique issue dun terme quelconque termine.

Ce résultat s“applique en particulier si les é@équations définissant la

théorie équationnelle n’ont pas de variables, auquel cas la surréduction

fournit une méthode générale de résolution d“une équation quelconque. Mais il

s’applique aussi quand toutes les parties droites des régles du systéme de

réécriture canonique sont des variables. C”est le cas si le systéme est réduit

a la régle f(x,x)--->x, ainsi que pour la théorie des quasi-groupes, exemple

développé dans [HUL,80].

Malheureusement, de nombreux systémes de réécriture ne vérifient pas cette

condition. C’est par exemple le cas des arbres signés. Les résultats que nous

présentons dans la section suivante permettent de travailler avec des systémes

de réécriture ne vérifiant pas les hypothéses de la proposition 4.1, soit parce

qu’ils n’ont pas la propriété de terminaison finie ou de confluence, soit parce

qu’une surdérivation issue d°un membre gauche de régle ne termine pas. Dans les

deux cas, le principe adopté est de considérer une partition des axiomes en

régles et en équations. Le choix des axiomes 4 conserver sous forme d”équations

semble @tre naturellement guidé par la détermination des axiomes qui empéchent

un processus de terminer, que ce soit, suivant les cas, une dérivation, une
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4.2- LAR »E-SURREDUCTION: UN PROCESSUS D° UNIFICATION INCREMENTAL
RF I RO ED Pt Pat ND OP ON ED PB TE OND Pad OT Oe Pt PD PD OE ORD Cat PRE ID ORD ON EOE IE ORE ERD OND EP PD RE PD OD EME PD PAD Pd IRD DEAD ODD Et ED OR ONE aD Ot Pt Bt Poe

Nous allons maintenant @étudier la notion de R,E-surréduction. Elle étend

la notion de surréduction aux systémes de réécriture R qui sont E-canoniques.

L°étude de tels systémes a été présentée dans le premier chapitre. Moyennant

des hypothéses appropriées, nous donnons une généralisation des résultats

obtenus au paragraphe précédent.

Dans tout ce paragraphe, nous supposerons que E est un ensemble d”axiomes

C84 eet een tels que V(g, J=V Cd, ) et pour lequel on connait un algorithme

complet de E-unification.

4,2.1- DEFINITION DE LA R,E-SURREDUCTION
PRP RD FY DD LD CD ON OO DD RD AE ER EE ED PD DD OD ID Pach at Pad ad Pad Pad Pach ead Peet at ad Prat Pact Prat

Cette définition est tout-a-fait analogue 4 celle donnée au paragraphe 4.1

mais en utilisant la E-unification au lieu de l”“unification.

DEFINITION 4.5: Soit t un terme et W un ensemble fini de variables contenant les

variables de t. S°il existe

* ume occurrence m de non variable dans t

* une régle Bd dont les variables ont été renommées de

telle sorte que W AV(g, =

* un E-unificateur de &, et thn en dehors de Whe We étant

un ensemble fini de variables contenant W et V(B.)>

alors chaque élément de l”ensemble complet de E-unificateurs fF de ae et

8, en dehors de We est appellé substitution R,E-surréductrice.

Si t” est le terme g (t[m<~d, }) ou oO est une substitution

R,E-surréductrice, on dira que t est R,E-surréductible en t” a4 l“occurrence m

en utilisant la régle k. Ce que nous noterons

tv a wy ot
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l”ensemble des termes.

La correspondance établie par le théoréme 4.1 entre surréduction et

réduction ne se généralise pas sans hypothése supplémentaire au cas de la

R,E-surréduction et de la R,E-réduction. Supposons par exemple que

R contienne la régle k

£(£(y~,-x7),x7) > oy”

et E 1l”axiome

~£(x",y7) = £(-y”,-x”)-

Il est facile de se convaincre tout d°abord qu“il n’est plus possible d’avoir,

avec les notations du théoréme 4.1, n 404) =v, a chaque étape:

R,E
f --—>>7? £

/\ [1k] /\
£ = _ -

/ \ | |
= a f c f

iN /\
f a c a c

/\ =

a c a

tN

Noz (> 1 ) N= Cyc)

£

/\

a c

R,E
£ aye f

/ \ [l,k, %9) / \

£ x y £
/ \ /\

x a y =

avec Oy = (x -> £ ).

/\

y -a

D’autre part, en supposant qua chaque étape N, Cu, d=,v;> on ne

peut plus “calquer” les occurrences et les régles appliquées dans la R,E-
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R,E
- net 7 -b

£

/\
f a

/\
b -

|
a

“E

N= (x--> £f )

° / \

an)

|

a

£ qui n’est pas R,E~surréductible 4 l“occurrence 1

/\
od x par la régle k.

|
a

La condition supplémentaire 4 imposer est la propriété de E-commutation du

systéme de réécriture R, que nous allons @étudier maintenant. Elle va nous

permettre d°utiliser une R,E-dérivation intermédiaire dans laquelle, 4 chaque

étape, l”occurrence et la régle utilisées seront les mémes dans la R,E-

réduction et la R,E-surréduction.

4.2.2- LA PROPRIETE DE E-COMMUTATION

DEFINITION 4.6: Une relation ---> est E-commutante si et seulement si, pour tous

- -

et t, tels que t7 =, t --—-> t,, il existe tt"termes t, t E
1

tel que t” ---> ty et aa =, ty: Cette propriété se visualise

t---> ty

“EOE

t°---> t”
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Avant d“utiliser cette propriété dans le cadre de la R,E-surréduction,

nous allons nous intéresser 4 sa décidabilité.

Dans le cas ot les axiomes de E permettent de définir une relation de

réécriture aE nous allons d°abord localiser cette propriété de la facon

suivante:

DEFINITION 4.7: Une relation ~--> est localement E~commutante si et seulement si

” cz E
pour tous termes t, t” et t, tels que t” <---> t-->t il existe un

1 1?

terme t tel que t” ---> ty et ty =p ty): Ce qui se visualise par

le diagramme:

t ---> ty

EOL<---> =H

tr -==D if 1

PROPOSITION 4.2: Une relation ---> est E-commutante si et seulement si elle est

localement E-commutante.

Preuve: la condition suffisante se prouve en notant que =F est

n .E 7 -
<-"->° et en faisant une récurrence sur n. []

Notre but @étant maintenant d°étudier la E-commutation de =-~>RE il faut

tout d°’abord remarquer que, dans la définition de la E-commutation de eo GE 7

/E,.
ou par gata 1on peut remplacer Il” hypothése p~-=pRoE, par re,

1 1

et obtenir des définitions équivalentes 4 la premiére.

D’autre part, il serait agréable de pouvoir caractériser cette propriété

sur les régles de réécriture de R et les axiomes de E, en utilisant la notion

de paires E-critiques de R/E. C”est ce que nous allons faire maintenant.

PROPOSITION 4.3: Soit E un ensemble d”axiomes eg=d tels que g et d_ soient

linéaires et que V(g)=V(d). Soit [ un ensemble complet de paires E-~critiques
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E* Si la relation --->®> est localement E-commutante, alors toute

paire E-critique (u, v) de R/E dans I vérifie v aap ROE ye =p u ®

* Si toute paire E-critique (u,v) de I vérifie:

=v =O (d) —-->R5E u” a ume occurrence de det u~ =,u,

alors la relation =p est localement E-commutante. ®

Preuve: elle s“inspire de la preuve du théoréme de Knuth et Bendix

donnée par Huet [HUE,81].

®

* Supposons la relation --->RE localement E-commutante.

Soit alors (u,v) une paire E-critique de R/E dans T :

il existe alors un axiome g=d dans EVE !, une régle g”--->d~ °

dans R, une occurrence m de g et une substitution 0 tels que

u=0 (g{m<-d~]) et v=o (d). Il est clair que le terme o (g) vérifie

R,E : -
o (g) --->"?" u , puisque Oo (g))_ = o (g7), et o (g) =, ve

lm E E e

En appliquant 1l”hypothése de locale E-commutation,

wu->R,E oe L
v > uv =, ue

* Supposons maintenant la propriété vraie sur les paires e

E-critiques de IT et considérons des termes t, t~ et t) vérifiant:

R,E E,- ne . - .
t ---> t, et t<--->"t”. Désignons par m, l“occurrence d”application

dans t de l”axiome g=d, et par n, l°occurrence d“application dans t e

de la régle g°--->d“. Trois cas sont a distinguer:

** m et n sont des occurrences disjointes.

R,E E ~ - ®Dans ce cas, ---> ’” et <--->” commutent de maniére évidente.

** n est préfixe de m ou m=n.

Posons thn = @ (g) e

et tia =5 B (g7)

Ona t~=t(m<-a (d)] ry

et tyat[n<- B (d~)]
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Il est clair que th =e tin *E 8 (g7) et donc

ty —-—>ReE 4- . t*[n<-B (d7)]= t[n<-B (d7)]= t, -1

R,E .
On a donc dans ce cas : t ~--> ti > les deux R,E-réductions

t 7)
E we R,E
ee

utilisant la méme régle et le méme E-filtre B.

** m est préfixe de n.

Pour simplifier les uotations, nous supposerons que m=€ .

Deux sous-cas sont 4 nouveau 4 examiner:

*kK n est ume occurrence de O(g).

a= ta t = & (g)

t ) tine ® Ce)
oH / : RE t =o (g)In<- 8 (47)]

tig & fd)

aet 8 ayant des domaines disjoints, on montre facilement que

la substitution aU 8 E-unifie Bin et 9”

ttaU Bg) ) = 4 (ey) = a (By, =, B (g*) = aUB (g*).

Il existe donc une substitution g appartenant 4 un ensemble complet de

E-unificateurs de Elin et de g” en dehors de V(g)UV(g~) tel que

o < au B® [VCg)}UV(g*)], done une substitution po vérifiant:

po =, aU B [V(g)UV(g")]-

u=g (g[n<-d*7]) et v=o (d) constituent alors une paire E-critique de

-

R/E dans T vérifiant de plus p (u) =z ty SE BP ‘y) =, t%
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v= 0 (4) =F ue so (g[n<-d7]) = u

p p e

o od) 0 o(g)[n<- p o(d7)]

“E “E

a (d)=t* a (g)[n<-B (d7)] = ty
@

Désignons par n° l”occurrence d“application de la R,E-réduction dans

O (d), par g"--->d" la régle appliquée et par UM un E-filtre de g” vers

oO (dd) 0-3 n°” &tant une occurrence de d par hypothése,

e

a (d)ji- = a (dj -) =, 9 o (dy -) =20 LCs”)

R,E - ” -
done @ (d) ---> 7" & (d)[n7<-P HU (d")] me P (O (d)[n*<--M (d")]) = P Cu’)

Nous obtenons d”autre part:

oe

t, = a (g)[n<-g (47)] =, po (g)[n<- p o(47)] = p Cu) =, p (ur).

**k n n°est pas une occurrence de 0(g).

t,= t = a (g) ®

t, =, B (g7)5 In E

R,E t,=a (g)[n<- B (d")]

t°= @ (d) @

t"=

. . e
Il existe donc une variable x a4 une occurrence n° dans g telle que

a (x) contienne le sous-terme tia a l”occurrence n”.

Définissons la substitution pw sur V(g) par:

z - 6
u (x) = a Cx) [n"B (d7)]

u Cy) = a (Cy) pour toute variable différente de x.

Puisque a (x) —= 9a u (x) et que d est linéaire en x,

@
t= a Cd) —-—>BoF cay.

D°autre part, yp (g)=a (g)[n°<-u (x) ]=0 (g) [na (x) [n"< 8 Cd7))]

=a (g)[n<-B (4)] = ty

e
et t= u (g) ¢--=> yw Cd).
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régle et le méme E-filtre B que la R,E-réduction sur t.

ee _ R,E
Nous avons ainsi prouvé que la relation ---> est localement

E-commutante. []

REMARQUE: Dans le cas ot 1”on utilise les E-paires critiques de R/E, il

apparait clairement dans la preuve que o (d) doit se R,E-réécrire 4 une

occurrence appartenant 4 dom(d). Cette hypothése est indispensable dans le cas

général, mais peut-étre est il possible de l°affaiblir pour certains axiomes

particuliers. Cette question reste ouverte.

L*hypothése de linéarité des axiomes est essentielle dans la derniére

partie de la preuve et il est facile de construire un contre~exemple dans

lequel la violation de cette condition empéche la E-commutation:

En prenant E réduit 4 1°axiome £(x,f(y,x)) f£(x,f(€x,y))

et R réduit a la régle f(z,a) -->D a

il est facile de constater que, en appliquant l°axiome 4 l”occurrence € et la

régle 4 l”occurrence 22:

E£(f£(u,a), f(b, f(u,a))) aan f(f(u,a),f(b,a))
=

E

£(£(u,a),£(£(u,a),b)) —-—->*® f(f(u,a),f(a,b))

ces deux derniers termes n°étant pas E-@égaux.

Cette condition sur E ne permet pas de considérer des axiomes tels qu“une

loi d°idempotence pour un symbole de fonction f, f(x,x) = x, ou Ilexistence

d°un inverse, f(x,-x) =e, mais de toute facon, quel que soit le systéme de

régles R et les autres axiomes associés, ces deux axiomes conduisent a des

relations w-=>R/E qui n’ont pas la propriété de terminaison finie et “€étude
R,E

de la théorie ne pourra pas se faire en utilisant la relation ---> et la
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Nous pouvons maintenant donner une généralisation du théoréme 4.1.

THEOREME 4.4: Soit R un systéme de ré@écriture, E un ensemble d“axiomes tel

qu’on connaisse un algorithme de E-unification complet. On suppose de plus que

R,E
la relation ---> est E-commutante.

Soit u un terme, W un ensemble fini de variables contenant V({u), 1 une

substitution R,E-normalisée avec D(N ) contenu dans V(u).

Alors pour toute R,E-dérivation (1) issue de v= n(u), il existe une

R,E-surdérivation associée (2) issue de u:

__-5R,E R,E
n (u)=_v v <=> eee. -=-))2 v. (1)

a: 0 [My sky] “1 (m_jok 1] “n

WE, AE

No | Ny Na
R,E R,E

u=u.-V--—> PS - U,—-Vo——> we VDD - u_ (2)

a [m ork os Fo] t ee ap Oy gel

et, pour tout i compris entre O et n, une substitution n, et un ensemble de

variables Vy tels que:

a) D¢ n4) est inclus dans V,

b) ny est R,E-normalisée

c) Ny = ( Ns 8 iw et I¢ 65) est inclus dans V5

ou 8; est définie récursivement par

8,=Id et

8 =O; 8, pour i compris entre 0 et n-l.
itl

d) V(u,) est inclus dans V, et n,(4,) =p

Réciproquement, A chaque R,E-surdérivation (2) et A chaque substitution y

telle que 0, Se n [W] est associée une R,E-dérivation (1).

Preuve: Une R,E-dérivation étant donnée, la preuve de l”existence dune
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récurrence sur l°entier i:

* pour i=0, le résultat est clair en prenant n o7n

I(N,) = 6

Vo=wuDCn =W.

* supposons maintenant la R,E-surdérivation construite jusqu”au rang i

et vérifiant a,b,c,d pour i.

Nous allons alors construire le diagramme suivant:

v —~=>B.E v* 
i+i [m,,k,] itl

“E “E
___\R; -

n,(u,) tm’ vk] Vo oa

AN a _ A

"4 41
R,E

u -V---> - u
i {m As i O,] {+1

** Montrons tout d”°abord que u,; est R,E-surréductible:

utilisant le fait que, par hypothése de récurrence, n,(u,) =e YG

: R,E aon - oe
et que la relation --->”’” est E-commutante, on en déduit 1l”existence

d“une occurrence ms de dom( n, (4), d°une régle kK, et dune

substitution oO” telles que

B (B-? “rE "OD ar,
R,E tO ble

nt) tm sk] Wig 7 1m os (4-1

et 1°on supposera que les variables de 8, ont été renommées de

i

telle sorte que D( o”) soit d°intersection vide avec V,- La propriété

de E-commutation permet en outre d°affirmer que

nN, &tant R,E-normalisée par hypothése de récurrence, mm appartient
i

a Ou, ) et done:
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Puisque D( n> est inclus dans V nN i et OO” ont des domaines
j?

disjoints et la substitution n,U O” est parfaitement définie. Elle

E-unifie Cupiar. et aK et il existe alors une

substitution Oo, appartenant 4 un ensemble complet de E-unificateurs

de Im et de B,- en dehors de V,UV(E,- ) vérifiant

i i

oO, S 1,90" ate

On en déduit l”existence d”une substitution mn” telle que

N° oO, =, n,U om Mathes

et de la R,E-surréduction de u,

R,E >

44 oO Em kG o,] “itt AV°° Mitt © o, (uj {m ao Ben

*k* Définissons maintenant Nn et V, en posant
i+l itl

Vier 7 ¥y U TCO) \ PC oy) et n gay = Nive?
Remarquons que ces définitions impliquent:

d“une part que Ny 7 Cn i+1 9 Div
i

itl

d”autre part que V(u 4.) est inclus dans Veqd si 1°on suppose

puisque Ni 7z Cn “O gly et que Io ;) est inclus dans V

i

VCu,) inclus dans V ce qui est vrai pour i=0.
{?

**k Vérifions alors la condition d) pour itl, c”est-a-dire:

Neer G4.) “EB Yaar

Par la construction faite précédemment:

Neer pay) = T4416 ie a a

= OM sy, Fy Cay Em SH Nay 05 0¢ye

“ O44 puisque

0564? est un sous~terme de Us 41

Or Nyay 05 (dye? =n

~ f No= x - Ll oe ~

Done Tagg? “Ee ON gay 8 Cu Im yo Cape vt
=. Cn, @, It yoo (dye 9) OV a

car ong “ge 6 Midd oD Iv,"
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Dot Ma a) AE Mae WE Yad

**k Vérifions enfin les conditions a,b,c pour itl:

a) DC Nya? est inclus dans V par définition de n i+1
i+l

b) on est R,E-normalisée car
itl

- si x est une variable de V,\D(9 |) alors

N41 9, (x) = N40) =F n,@) et comme n, (x) est

R,E-irréductible par hypothése, (x) l’est également, la relationNat

moat tet étant E-uniforme.

- si x est une variable de I( Oy)s il existe une variable y de

DC o,) AV, telle que o,Cy)=x.

Done ny4i(8) = Nay, 9,0) =, Ny) et lon conclut

comme dans le cas précédent.

Co Ny =e ONge Spa yy car

Tw “E Cn fi Oy par hypothése de récurrence

*e (nati oD Iv, 64) Iw

Ii est facile de prouver par récurrence que I( 8.) est inclus dans

Vv; et on peut alors écrire

= o. 8Cn, 8 ig me OMe Pe OD I

=e ¢ a4. Oa lw par hypothése de récurrence.

Nous avons ainsi terminé la preuve de la premiére partie du théoréme.

** Prouvons maintenant qua chaque R,E-surdérivation issue de

u, on peut associer une R,E-dérivation issue dun terme E-égal 4

n (u), n &tant une substitution vérifiant Oo & n [W].

Soit PO une substitution telle que (p 9 nwiw oe” Iw
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Nous allons construire par récurrence une R,E-dérivation

R,E R,E
nNCu) =2 Yo Tag kg] v7 > om =-=> Vv

{nm kn-1’ n-1! n
Pour i quelconque compris entre 0 et n-l,

u, -v---> BoE u
i oOi [m,,k,, 1! itl

| "4 | "hat
v5 Vet

* Montrons que v, est R,E-réductible en v,
i i+]

“iIm, = ( Nye = Thay CD Im? par définition des n, et de m,-

Comme CC fm) eB? Om, “EM GE, ?

Donec v —->R>E v,(m,<-n .- O,(g, )]
i [m,,k,] i itl i ky

ny Cu im Ny Shey 2
Nay OH Emp Ny yy 4 See

N46 9,0, fy Nay Oh 2?

= 7 = Vv par construction.itn “g41? itl

* Montrons enfin que v nu):
0 7E

YQ = Ng) = Nyt) = ny 59 (u) = .ee

= 1, Fee Pg) = 1, Ou) =P 8 (a)

*) N{u) car V(u) est inclus dans W.

Ceci termine donc la preuve de cette proposition, mais nous allons la

compléter par la remarque suivante, utile par la suite: dans la

démonstration de la réciproque, nous avons construit la R,E-dérivation

de telle sorte que ncu) =2 Vo

et pour tout i compris entre 1 et n, n,(u,) = Vy

Mais il est possible de construire une R,E-dérivation issue de n (u)

cette fois-ci et vérifiant n, (4) =, V, pour tout i compris

entre 1 et n. En effet, la relation --->
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R,E

“Tg ky] “1Yo

E

nu)

implique que n(u) est R,E~réductible en va =. % * n,(u,) et

en réitérant ce raisonnement, on construit la R,E-dérivation

R,E R,E -
nu) 77> 7's - VO, woo eee me - Vv

{m gk o} 1 {m n-1?* n-1! n

n,u,) nD

Ceci nous permet d“affirmer que le théoréme reste vrai si lon

considére des R,E-dérivations issues de Vy = N(u)- {]

4.2.4- A-UNIFICATION ET R,E-SURREDUCTION
FO PD AD DO PRD Pid OD PRD PD RD PRE RE PRE TE NO Pt AD PD ED ID Pad POD PD PD PD OO OE ONE TT ED Om at Poe Oat Pl Ot

Comme précédemment, nous allons établir deux lemmes permettant de préciser

le lien entre unification et R,E-surréduction; cela nous permettra de donner un

algorithme de A-unification avec A=RUE.

De méme que dans le cas d“une théorie ot le systéme de réécriture associé

*

est canonique, on va R,E-surréduire les deux termes t et t” dont on souhaite

trouver un ensemble complet de A-unificateurs, simultanément et jusqu”A ce que

les termes th et to obtenus soient E-unifiables.

Pour itérer ces surréductions en paralléle sur les deux termes, nous R,E-

surréduisons le terme *(t,t~).

Dans tout ce paragraphe nous garderons les mémes notations que dans ce qui

précéde, en particulier celles du théoréme 4.4.

Nous commencons par montrer comment, en combinant la E-unification et la
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LEMME 4.5: Considérons la R,E-surdérivation issue de *(t,t”)

@

_ wy R,E _ - R,E R,E -
u = *(t,t°) = Uo -V--->>? u, = *(t),t D -V--->"? eee CVRD? ui = a(t t ~

telle que tet ty soient E-unifiables par p3

6
alors ue est un Av-unificateur de t et t”, ot oo est la composition des

substitutions surréductrices faites au cours de la R,E-surdérivation.

Preuve: On utilise la réciproque du théoréme 4.4 avec y = oy 5 s

On associe donc a la R,E-surdérivation donnée la R,E-dérivation:

= ___yR,E ___yR,E ___I ___yR,E =: -
8 tu) Vo > vy > V5 > see > vy, * (ss wD

k k

et donc 8 (t)--—p> RE s et 8 (a= )--— Eg: ®
n n n n

mais ici nous avons nN ywzid et par conséquent

-

S =, t_ ets =. &
”

n E on n £E n

or pO (t=, u(t =, HCE Hy HOE) .

donc HO (t=, ve (t*). []

Un second lemme va maintenant prouver que tout A-unificateur peut étre
©

atteint par ce procédé.

LEMME 4.6: Soient t et t~ deux termes A-unifiables par p et W un ensemble fini

de variables contenant V(t)UV(t”). ©

Alors il existe une R,E-surdérivation issue de u=*(t,t~)

R,E R,E
= * a = — =—_—— > — _—— ad — ? = * °u (t,t) Uy V > uy V > wees Vv > UL (tit ze

€

telle que th et tT soient E-unifiables. De plus:

-- d“une part, en posant Woev(e uve"), il existe , élément de

© ensemble complet de E-unificateurs de to et tT en dehors de WuW tel que e

yO 1S, 8 [W)

-~- d’autre part, on peut se restreindre aux R,E-surdérivations telles que pour

tout entier i, O<i<n, (4.) est R,E-normalisée.
= i’ |W 6
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Preuve: Nous avons P (t)=, P{t~} et en prenant 1 =R,E-FN(P ) (i.e. on
A

6 R,E-normalise p ) ona Nn (t)=, (t7).

Soit s et s*~ les R,E-formes ncrmales de n (t) et n (t”) respectivement.

Il existe donc une R,E-dérivation:

e n (wu) = *(n Ct), (t7)) = vq PE, HF y= #(s,57)

La R,E-surdérivation associée 4 cette R,E-dérivation par le théoréme

4.4 est telle que:

e n Cu) = *Cn ((e).n 4(t7,)) =y vy, = *Cs,87)

Or s=,s” donc n nee ED alt @t par conséquent

-

n est un E-unificateur de t_ et t 5
n n n

@ y @étant un ensemble complet de E-unificateurs de tiet ty en

dehors de WUW | il existe u dans Y tel que

u Sn, [wow]
= n

e et il existe p telle que

vos np E = (WUW J

ce qui @quivaut 4

® (ou > | wow, = &n n) WOW,
Brod (COW Dhue C8 Jy? Me CO www C8 wd?

mais par construction I(9§ » est inclus dans Wo done

e fou iw “Ez (nn OW Iw
Done wy 0, Sse Na oy [W] et comme (n | ow = Niwa © tw

on a u 6 a SK oO [W]

6 De plus les (8 iw sont R,E-normalisées puisque

(n n OD lw =2 71 lw et que N est R,E-normalisée. []

Nous pouvons donc maintenant énoncer le résultat @tablissant le lien entre



PAGE: 138

THEOREME 4.5: Soit A une théorie équationnelle définie par A=RUE ou

. Rest un systéme de réécriture E-canonique tel que =—=phLE soit E-commutante

. E est un ensemble d’équations pour lesquelles un algorithme de E-

unification complet est connu.

Soient t et t~ deux termes, u=*(t,t~) of * est un “nouveau” symbole et W un

ensemble fini de variables contenant V(u). Soit © l”ensemble des substitutions

O vérifiant: il existe une ,E-surdérivation

u = *(t,t7) Veanapy tol uy ay —- BoE oF as anal ui = *(t,t” )

-

telle que les termes th et t a soient E-unifiables,

9 nh soit R,E-normalisée

et O= 6
BS a

od UW est un élément d“un ensemble complet de E-unificateurs de t, et tt

en dehors de WOW > We étant un ensemble fini de variables contenant Vtu,)-

Alors Z est un ensemble complet de A-unificateurs de t et t” en dehors de W.

La preuve résulte des deux lemmes précédents. []

L’algorithme découlant de ce résultat consiste donc en l’exploration

systématique de l“arbre des R,E-surdérivations issues de u=*(t,t7). Un tel

processus ne terminera pas si, par exemple, les ensembles de E-unificateurs

peuvent @tre infinis ou si une R,E-surdérivation ne termine pas. Nous allons

nous attacher maintenant 4 diminuer l“ensemble des R,E-surréductions

“intéressantes", c”est-d-dire nécessaires 4 la construction dun ensemble

complet de A-unificateurs.

4.2.5- LA R,E-SURREDUCTION BASTQUE
PO A EE EN NE NER POD OND BPD TD ID et orate DS Pond ad ad ret Pt Prat

Dans cette partie, nous allons donner une généralisation de la notion de

surréduction basique vue précédemment. Le théoréme justifiant 1°utilisation de la
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que R est E-commutante. [1 nous faudra renforcer cette hypothése, de facon 4A ce

ER ee ie :
ue, siu =, v---> ’ wet que la R,E-réécriture se fait par une substitutionq E P

R,E-normalisée, alors la R,E-réécriture issue de u se fasse également par une

substitution R,E-normalisée. Sous cette hypothése, que nous appellerons stricte

R,E zs tank -
E-commutation de --->’ , les résultats de la partie précédente s”étendent

sans peine.

La définition d’une R,E-dérivation basée sur un ensemble doccurrences U

est exactement semblable 4 celle donnée plus haut, dune dérivation basée sur U.

Montrons tout d’abord que la classe des R,E-dérivations basées contient les

dérivations suivant une stratégie de l“intérieur vers 1°extérieur.

DEFINITION 4.8: Une R,E-dérivation suit une stratégie de lintérieur vers

aa->RE
l’extérieur si et seulement si, pour toute étape uy [am, ye, JOLH1?

la substitution go telle que a,417 vu, (ac oe. est R,E-normalisée.

LEMME 4.7: Soit v=n(u), avec n R,E-normalisée. Toute R,E-dérivation issue de v

suivant une stratégie de l“intérieur vers l“extérieur est basée sur O(u).

Preuve: Les substitutions étant toutes R,E-normalisées, une R,E-

dérivation est basée sur O({u) par définition. []

LEMME 4.8: Soit v=n(u) o& n est une substitution R,E-normalisée. Il existe une

R,E-dérivation issue de v vers la forme normale de v qui est basée sur O(u)-

Preuve: Le systéme de réécriture étant E-canonique, il existe une R,E-

dérivation issue de v vers la forme normale de v, qui suit une stratégie

de l“intérieur vers l“extérieur. Il suffit d°appliquer alors le lemme

précédent. []

REMARQUE: La terminaison finie du systéme de ré€écriture est ici superflue: il

suffit qu’il existe des formes normales et de bonnes stratégies de calcul. Par

contre, la E-confluence est indispensable. Le processus de R,E-surréduction

basique peut donc étre utilisé avec des systémes de réécriture non canoniques
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DEFINITION 4.9: Une R,E-surdérivation est dite basique si et seulement si elle

est basée sur O(u).

Cette définition est tout-a-fait identique a celle donnée dans le cas des

surdérivations. Mais l*analogie s“arréte 1a, car on ne peut plus, comme dans le

cas de la surréduction, calquer les occurrences d”application des R,E-

surréductions sur celles des R,E-réductions dans une R,E-surdérivation et une

R,E-dérivation associées , comme le prouve le théoréme 4.4. Pour étendre les

résultats, il nous faut faire une hypothése plus forte que la E-commutation,

que nous appellerons propriété de stricte E-commutation.

DEFINITION 4.10: La relation =-apP 8 sera dite strictement E-commutante si et

seulement si pour tous termes u, v, w tels que

R,E
u =, vet v --~>,’ avec O R,E-normalisée,W

E [m,k, o]

il existe un terme u~ tel que

R,E - - z

ue =_ wetu >,’ 2 oo. _-, u” avec oO” R,E-normalisée.
E [m°,k”, 07] ;

Le théoréme 4.4 permet, une R,E-dérivation @tant donnée, de trouver une

une R,E-surdérivation et une R,E-dérivation telles que l’on ait le schéma:

Yo =a lk Vimo eee Vang Ta ska) ve Ql)

“E “E “E “E

WS maar Vino ners Vy aCe I ve (2)

No Ny Mam My

BY Lae ee og} “V--> seeee Ba fae ak ots (3)

Sous Il*hypothése de stricte E-commutation de la relation == SRE si la

R,E-réduction (1) se fait de l’intérieur vers l’extérieur, il en sera de méme

de la R,E-réduction (2). Par conséquent, puisque Ng est R,E-normalisée et que

les occurrences d’applications des régles sont les mémes dans (2) et (3), dune

part la R,E-dérivation (2) est basée sur Muy), d“autre part la R,E-

surdérivation (3) est également basée sur O(uy)- Cela va nous permettre de
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LEMME 4.9: t et t’ @étant deux termes A-unifiables par la substitution p= et

&tant un ensemble fini de variables covtenant V(t)UV(t~), il existe une R,E-

surdérivation basique issue de u=*(t,c7)

R,E R,E
= * -) = ~y--—>*> -y--->? = * -

u (t,t) Uy V > Up ores Uy Vv > u (tot ~

telle que tet tT soient E-unifiables. Soit t! un élément dun ensemble

complet de E-unificateurs de to et tT nous avons alors:

vuoi © IW]

On peut de plus se restreindre aux R,E-surdérivations telles que pour tout

entier i compris entre 0 et n, on ait (0 aw R,E-normalisée.

Preuve: Dans la preuve du lemme 4.6, la R,E-surdérivation utilisée est

celle allant de n(u) a la forme normale de ce terme. On peut donc

considérer une R,E-dérivation suivant une stratégie de l”intérieur vers

l’extérieur. Le lemme 4.7 et la remarque ci-dessus permettent de

conclure. {]

On peut donc en d&duire une spécialisation du théoréme 4.5 aux R,E-

surdérivations basiques:

THEOREME 4.6: Les conclusions du théoréme 4.5 restent vraies si on considére

uniquement les R,E-surdérivations basiques.

L’algorithme de A-unification issu de ce théoréme termine si, par exemple,

on peut montrer que toute R,E-surréduction diminue strictement le nombre

d’occurrences basiques, c”est-a-dire le cardinal de l”ensemble d°occurrences

Uy décrit plus haut, et que d°autre part, Jl°algorithme de E-unification est

fini. On peut trouver une condition plus générale permettant d°affirmer que

toute R,E-surdérivation est de longueur finie, puisque nous allons voir que la

condition suffisante de terminaison donnée dans la cas de la surréduction

W
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PROPOSITION 4.4: Soit R un systéme E-canonique de réécriture de termes tel que

toute R,E-surdérivation basique issue d”un quelconque des membres droits de

régles de R termine. Alors toute R,E-surdérivation basique issue d“un terme

quelconque termine.

s

Preuve: Elle est tout-a-fait semblable a celle que donne J.M. Hullot

(HUL,80] dans le cas d“un systéme de réécriture canonique.

L*idée de base de la preuve est la suivante: 4 chaque étape de la R,E-

surdérivation, soit l”“occurrence provient de O(u) et une telle occurrence

ne peut @tre utilisée qu’une seule fois, soit cette étape de R,E-

+

surdérivation “fait partie” d“une R,E-surdérivation issue dun membre

gauche de régle. []

COROLLAIRE 4.1: Si l’algorithme de E-unification est fini, sous les hypothéses

de la proposition précédente, le processus décrit dans le théoréme 4.6 permet de

construire un algorithme de A-unification fini et complet.

Preuve: Elle découle des résultats précédents. []

CONCLUSION
Te nes

Le résultat essentiel de ce chapitre est constitué par le théoréme 4.5.

En effet il ouvre de nouvelles perspectives dans la construction des

algorithmes de A-unification, oi A est décomposable en deux ensembles daxiomes

Ret E tels qu“il existe un algorithme de E-unification complet et que l°on

puisse orienter R, de facon 4 obtenir un systéme de réécriture qui soit E-

canonique. La connaissance de l°algorithme de E-unification permet alors de

construire (sous de bonnes hypothéses) un algorithme de A-unification. Mais le

procédé est en quelque sorte incrémental puisque lon peut alors le réitérer, en

se donnant une nouvelle théorie A” contenant A, dans laquelle le réle du E

précédent sera joué par A. Il faudra alors vérifier, par exemple en utilisant

les travaux de Peterson et Stickel [P&S,81] que le systéme constitué des
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On peut également voir ce mécanisme comme un algorithme de complétion

incrémental, puisque la donnée de E et de son algorithme de E-unification

complet permet de compléter R, en utilisant les résultats de Peterson et

Stickel. Puis un algorithme de A-unification complet étant fourni par le

processus de R,E-surréduction, on peut réitérer en ajoutant de nouvelles

régles.

Nous montrons, dans un chapitre ultérieur, que ces résultats s°appliquent

avec succés dans les arbres signés, et nous pensons qu’ils devraient permettre





CHAPITRE CINQ

CONSTRUCTION D° UN ALGORITHME DE E-UNIFICATION DANS LES ARBRES SIGNES:
a a ome ~~ we PE PE OEE DPD OD DPD PED Pa Pat a

Une extension de l”algorithme de Martelli et Montanari

INTRODUCTION
ee ne ee ee Bo ee

Nous avons vu dans le chapitre 1 que, parmi les méthodes permettant de

traiter séparément un ensemble particulier d°axiomes d°une théorie

équationnelle, seule celle due 4 Peterson et Stickel permet de considérer des

régles dont les membres gauches ne sont pas nécessairement linéaires.

Nous avons étudié dans le chapitre précédent une méthode permettant de

calculer, sous de “bonnes” hypothéses un ensemble complet de A-solutions dune

équation: la R,E-surréduction. Nous prendrons ici E = (A, UCAS) (cf chapitre 2).

Afin d’appliquer ces résultats A la théorie des algébres signées et en

particulier pour donner une méthode de résolution d°équations dans AS, il nous

faut préalablement connaitre un algorithme de E-unification complet ainsi qu “un

algorithme de E-filtrage. Ce chapitre est consacré 4 la résolution de ces deux

problémes.

Le premier, trouver un algorithme de E-filtrage, qui plus est complet et

minimal, est simple. Le second est plus compliqué car, outre la difficulté de

travailler dans la théorie @quationnelle, nous verrons que les ensembles
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Une autre particularité de cette recherche d°un algorithme de E-unifica-

tion complet dans AS est la méthode utilisée. En effet nous avons été amenés 4

wegénéraliser l°algorithme d7unification de Martelli et Montanari [M&M,79},

notre théorie équationnelle.

Rappelons briévement que Martelli et Montanari ont décrit un algorithme

d“unification dans l°ensemble des termes dont la conception est basée sur les

deux principes suivants:

* D’une part la décomposition d“un systéme d”équations S en un _ systéme

S° €quivalent (i.e. ayant méme ensemble de solutions) mais plus simple, au sens

ou les équations de S° sont plus faciles 4 résoudre que celles de S.

* D’autre part la forme des solutions des @équations simplifiées n° est

demandée qua la fin.

De facon plus précise, rappelons la démarche utilisée et décrite en détail

dans [M&M,/79].

-Tout d°’abord on introduit la notion de multiéquation e comme étant la donnée

d“un ensemble de variables V(e) et d“un multiensemble de termes (définition

1.34) note T(e). Initialement, si 1l°équation 4 résoudre est (t=t~), on prendra

e=(t=t*). On notera e=(V(e)=T(e)); par exemple e,=(x=y=f(a,z)=f(a, f(a,b)))

ou a et b sont des constantes, f un symbole d’arité 2 et x, y, z des

variables.

-Pour se ramener 4 un systéme d“équations plus simple a4 résoudre que le

systéme initial (t=t~), on décompose le systéme S$ de multiéquations en

remarquant que pour une multiéquation e de S, tous les termes de T(e) doivent

avoir un squelette (on pourrait dire une structure) commun et que le _ systéme

de multiéquations aux différences issue des “différences” des termes de T(e)

doit @galement @tre résolu.

Par exemple pour 1°équation e) donnée plus haut, le squelette de T(e,) est
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On peut donner une définition formelle du squelette sq(M) et du systéme de

multiéquations aux différences EqD(M) d@un multiensemble de termes M de la

facon suivante:

SI il existe dans M un terme réduit a une variable x

ALORS sq(M) = x et EqD(M) <- EqD(M) U (la multiéquation issue de M)

SINON SI tous les symboles de téte des termes de M sont égaux a f

ALORS SI f est un symbole de constante

ALORS sq(M) = f£

SINON les p termes de M sont tous de la forme ete#l, aseqt B

pour j compris entre 1 et p. Pour i compris entre 1 et n,

soit M, le multiensemble des t}.

SI pour tout i compris entre 1 et no, sq(M, ) existe

ALORS sq(M) = £(sq(M) ,---,M,))

EqD(M) = Usiy 1, nEaD(M,)

SINON échec

FSI

FSI

SINON échec

FSI

FSI

-Il est alors nécessaire, pour construire une congruence d° unification

cohérente, de regrouper toutes les multiéquations qui ont des ensembles de

variables non disjoints. On définit donc la fusion de deux multiéquations e et

e” telles que V(e)NV(e~) # O par la multiéquation

e” = ( V(e)UV(e”) = TCe)UT(e”) )

~L’algorithme consiste alors 4 itérer les phases de décomposition et de

fusion. Mais il faut encore tenir compte de l”apparition de cycles dans la

substitution solution. Ici encore une solution originale et élégante donnée

par A.Martelli et U.Montanari consiste a tester au cours des phases de
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d°ordre notée < sur les multiéquations, introduite 4 l“origine par G. Huet

{HUE,76] pour des équations. On pose
e

e; < e; si et seulement si,

il existe une variable de V(e,) qui apparait dans un des termes de T(e;)-

On prouve alors que la fermeture transitive z de < est un ordre partiel e

sur les multiéquations de S, si le systéme S a une solution.

-Afin de faciliter l°expression de l°algorithme, on structure le multiensemble

des équations S en un couple (T,R), of T est une suite de multiéquations

telle que: .
- TUR = S et TNR= 6

-¥eeT, #V(e) = 1

e

-¥e., e; eT, i<j =e, g e5

T constitue en quelque sorte l“ensemble des multiéquations dont on connait la

solution. Si R = ¢, T détermine de facon évidente une solution du systéme S.

-En définitive, on obtient l“algorithme d”unification de deux termes suivant: °

UNIFICATION

REPETER * Sélectionner une multiéquation de e de R maximale pour z. si es

une telle équation n“existe pas, alors échec (il y a un cycle).

* SI Tle) =¢

ALORS transférer e de R 4 la fin de T e

SINON calculer le squelette et le systéme de multiéquations aux

différences de T(e)

SI le squelette n°“existe pas ALORS échec (par collision de @

symboles de fonctions)

SINON transférer la multiéquation V(e) = sq(T(e)) de RAT

et fusionner R U EqD(T(e)) a

FSI

FSI

JUSQU“-A R= @ e
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Nous allons done généraliser cette démarche au cas de notre théorie

équationnelle. Mais comme nous le verrons, cette généralisation sétend

certainement 4 d“autres théories.

Le fil d“Ariane de ce chapitre est donc de parvenir a appliquer une

démarche analogue 4 celle de Martelli et Montanari, 4 une théorie équationnelle

RUE telle qu“il existe un systéme de réécriture confluent et a terminaison

finie associé a E. Nous allons donc tout d“abord montrer qu°il est nécessaire

et suffisant de savoir résoudre des équations dont les termes sont en E-forme

normale. Puis nous donnerons des ensembles complets de E-unificateurs des

équations (x = t) avec x@ V(t) et (x =-x). Enfin nous développerons un

formalisme fortement inspiré de celui rappelé ci-dessus, pour donner un

algorithme complet minimal de E~-unification.

5.1- UN ALGORITHME DE E-FILTRAGE DANS AS
oe POR A REE RE BND ND Pn ENE ENS a I I i

Rappelons que, dans toute la suite, E désigne l“ensemble des axiomes de

(AL)UCA2).

Il est possible de déduire l”existence dun algorithme de E-~filtrage 4

partir de l“existence dun algorithme de E-unification, mais nous préférons le

construire explicitement, d’autant plus qu“il est particuliérement simple dans

ce cas.

L’orientation des axiomes de E de gauche 4 droite permet de construire

un systéme de réécriture confluent et noethérien, comme nous l”avons vu au

chapitre précédent. Ce fait va permettre de raisonner sur des termes en E~forme

normale (ou pré-forme normale notée pfn), en s“appuyant sur le résultat suivant:

LEMME 5.1: Pour tous termes t et t~ de AS et toute substitution o définie sur

l“ensemble V(t) des variables de t, g est un E-filtre de t vers t” si et

seulement si go est un E-filtre de pfn(t) vers pfn(tTM).

Preuve: t = pfn(t) et t7 = pfn(t”) impliquent:
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Sur des termes en E-forme normale, il est alors trés simple de détecter

les cas d”échec du filtrage:

LEMME 5.2 : Soient t et t” deux termes de AS en E-forme normale.

Si t=£(t),---,t)) avec f différent du symbole - et to=g(t yp ,---,t° 1),

alors

* si f et g sont distincts, il n”existe pas de E-filtre de t vers t”

* sinon tout E-filtre de t vers t” est un E-filtre de t; vers t 1ectee

et de t_ vers t*_.
n n

Preuve: elle est @évidente en remarquant que si O est un E-filtre de t

vers t°, o (t) = flo (t,),+++,0 (ti) =p BCt y,++-,t7)-[]

Dés lors, un algorithme de descente récursive dans les deux termes permet

de tester l°existence d°un E~filtre. On s’arréte en arrivant sur une variable

ou une variable précédée du signe - dans t.

LEMME 5.3 : Si x est une variable, il existe un ensemble minimal complet de E-

filtres de x vers t ou de -x vers t réduit 4 un seul élément.

Preuve: cet ensemble est réduit a la substitution (x-->t) dans le

premier cas, et 4 la substitution (x-->m(t)) dans le second. La

vérification de la complétude et de la minimalité sont triviales. []

Un ensemble minimal complet de E-filtres d“un terme t vers un terme t” est

ainsi toujours réduit A un unique élément o qui peut étre choisi E-

normalisé, c”°est-d-dire tel que pour tout x dans son domaine D( 0), o(x) est en

E-forme normale.

PROPOSITION 5.1: L”algorithme suivant calcule l”unique élément dun ensemble

minimal complet de E-filtres d”un terme t vers un terme t”.

V=V(t) ; pour tout x dans V faire o (x)=x.
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E-FILTRE (t,t~)

CAS * t=x, x appartient 4 V et O(x)=x ALORS O(x):=t

* t=-x, X appartient 4 Vet o(x)=x ALORS o(x):=m(t)

* t-f£(t,,.-.,t,) et to=£(t7),---,t 7)

ALORS E-FILTRE(t, ,t~,)

E-FILTRE(t. ,t7_)

* SINON @échec

FIN CAS

Preuve: elle résulte des lemmes précédents.

Le coat de l’“algorithme est proportionnel 4 la taille de t. []

REMARQUE : Cet algorithme utilise le fait que la propriété de cohérence sur les

termes en E-forme normale peut @tre assurée par une méthode de descente

récursive. On retrouvera le méme phénoméne pour l“unification.

EXEMPLE : Soient t = £ et t =

/\ |
a ba

Un ensemble complet de E-filtre de t et t” est { o = ((y->-a),(x-> g ),(z2->b)}
/\

-b a

comme on peut le vérifier facilement.

5.2- UN ALGORITHME DE E-UNIFICATION DANS AS
PO Od RE EE EEO EE OD DD PD PB DD PD DD OSD DD SP Rt Pa PD POD Pat OD POD OOD PD TOE PO et Ot Poet

5.2.1- GENERALITES
RO AE PE RD PD POD LP PD LOE ID TT OE OOD Dt Oa Pre uP

Deux termes t et t* &tant donnés, on cherche a résoudre 1°équation (t=t~)

dans AS modulo E, c”est A dire trouver les substitutions o telles que
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Comme nous l’avons annoncé dans Jlintroduction a4 ce chapitre, nous allons

donner un formalisme analogue A celui développé par Martelli et Montanari

[M&M,79]. Pour cela, comme on sait associer un systéme de réécriture canonique

a E, la premiére idée est de transformer une équation donnée en une €équation

canonique équivalente sur laquelle on va travailler.

DEFINITION 5.1: Deux équations e et e” sont E-équivalentes si et seulement si

elles ont méme ensemble de E-solutions.

NOTATION: Nous appellerons { -x | xeV } 1l”ensemble des variables signées et

nous le noterons V .

LEMME 5.4 : L*équation (t=t~) est E-équivalente 4 1“équation (pfn(t) = pfn(t~)).

Preuve: On a t=) pfn(t) et donc

¥ 0 ,O(t) =, o (t~) <=> Oo (pfn(t)) =, o (pfn(t~)). []

Nous ne considérerons donc maintenant que des @équations dont les termes

sont en forme normale pour E.

Il est naturel de chercher 4 décomposer une équation donnée en un systéme

d“équations plus faciles 4 résoudre séparément.

DEFINITIONS 5.2 :On appelle systéme d“équations S_ tout multi-ensemble

}d“équations. On appelle E-solution dun systéme d“équations S={(t st," )say =
,°° 9

toute substitution o E-solution de chacune des équations de S. On dira que les

systémes d“équations S et S° sont E~équivalents si et seulement ils ont méme

ensemble de E-solutions.

LEMME DE COHERENCE 5.5 : Soit £ un symbole d“arité k non nul, f#-. L”équation

E(t, eee st aE (ty yee ty) n’a pas de solution si f est différent de f~ et
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Preuve: pour toute substitution Oo :

GO (£(ty,.--,t,)) =p 9 (£(ty7,--+,t,))

<=> £0 (ty),...,90 (t,)) =p FCO (ty7),---, ty)

<=> pfin(£(o (t,),...,9 (t,))) = pin(£(o (ty7),---, 0 (ty )))

<=> £(pin(o (t,)),---,pfin(O (t,))) = f(pin(g (ty )),--+-,¢pinCo (t,7)))

<=> ¥ i 1<i<k => O (t,) =, 9 (t,”)

<=> oO est solution du systéme (Ce, = ney Yizt,..,k)s 1]

Par conséquent en itérant ce processus on peut décomposer une équation

donnée en un systéme E~équivalent d°équations telles que

~soit l“une au moins des @quations du systéme est de la forme (x,=t,)

avec x, eVUV

-soit une équation n’est pas décomposable et alors l”équation (t=t~) na pas

de solutions.

On est donc amené 4 déterminer l”ensemble des solutions des @équations du

type (x,=t,) avec x, EVUV et ty élément de AS.

LEMME 5.6 :Soit (x=t) une @quation telle que x€V et t@AS\{-x}. Elle a un ensemble

complet minimal de E-unificateurs (on notera ECMU,,) x

-~ © =@ si x € V(t)

- 2 {(x-->t)} sinon.

Preuve: elle est @évidente. []

Il reste a étudier les équations du type (x=-x) of x est une variable, qui

ont clairement pour solutions tous les termes t qui sont E-égaux a leur propre

miroir, c“est-a-dire tels que m(t)=,t. C”est pourquoi nous allons maintenant

étudier cet ensemble.

DEFINITION 5.3: On note Mir(F) l’ensemble des termes de AS qui sont E-égaux a

leur miroir.
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EXEMPLE: Si F={cons, car, cdr} les arbres suivants sont elements de Mir(F).

car cons

| / \
edr u -u

|
cons

/ \

car car

| |
cons cons

/\ /\

Vv 7u u Vv

REMARQUES : ** Aucune variable signée ou non, nest dans Mir(F).

** Si F ne comporte que des symboles d“arité impaire alors Mir(F)=6.

En effet, dans ce cas si t € Mir(F) alors t est fini et non variable, donc il

existe u€D(t) tel que

ty = E(x] 066% p41) avec ¥i 1<i<2ptl => x, @ VuV et Cy ytem(t

ce qui est impossible car mt te xy

** Si F comporte au moins un symbole d°arité paire et un symbole

d’arité impaire alors Mir(F) est infini.

En effet si fo et £9 tl sont ces symboles

i
{Cfo 541) Cp eee Ky Eg pore Rgay eX gad ot 7X1) TX pep see eH) | i€N}c Mir(F)

Dans la suite nous considérerons F partitionné en l“ensemble des symboles

d’arité paire noté FP et en l“ensemble des symboles d’arité impaire noté FI:

F=FPUFI.

Afin de pouvoir décrire un ensemble minimal complet de E-unificateurs de

l’équation (x=-x) nous allons introduire des sous-ensembles minimaux de Mir(F)

notés Mir (F,X), ou X désigne un sous-ensemble de I1”ensemble des

variables V. Mir(F,X) va permettre d“obtenir les autres termes de Mir(F) par
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DEFINITION 5.4 : Soit K l°’arité maximale des symboles de F, X un sous’ ensemble

de V et V, le sous ensemble de X suivant:

Voatxd | jen, 1<i<k, et xJex}

on pose

s 1 = = I 1 1 1 1
Mirj(F,X)={t | teMir(F) et |t]=1 et teE CR], ++ 9X p27 oR hoy 9 +6 Hy) avec féFP.}

Mirt(F,xX)={t | temMir(F) et [tl=n et t=£(x},++,x> yj 5¢
- sox pee TxD) avec f€FI et

temic? 1 (F,x)}

+ — - n
Miro(F,X)= Ujen Mir, (FX)

LEMME 5.7 : L°équation (x=-x) a un ensemble minimal complet de E-unificateurs

XL ={0 |0 =(x--->t) avec teMir (F,X)}

Preuve: ** Si Mir(F) est vide c”est clair.

** sinon vérifions que 2% est bien un ECMU,, de x et -x.

ajyic U,(x,-x) car Mir (F,X) © Mir(F)

b) Pour prouver la complétude, il faut montrer que

¥a € U(x,-x), Joe Ztel quo G o [ix}]

Pour cela on va chercher a tronquer le terme t=q@ (x) de telle sorte

le terme obtenu soit plus petit que t. C”est ce que réalise la

fonction C de Mir(F) sur Mir (F,X) par:

C(£(t,,..-,t.)) = SI £EF 9 +1

ALORS SI Ic(t) l=k

kt+11ALORS (xk poe XETTC(EL) aa KET em kt1
x} )

1SINON (£€F, ,) ERY s+ oy Thy eee XL) FSI

Soit t=a (x), t7=C(t) et p tel que p (t7~)=t (la définition dep

découle de celle de C); on a alors, en prenant 3 =(x--—>t”)

o (o (x))=a (x) donc oS 0 {{x}].

c) La minimalité découle de la définition de Mir (F,X)- []

Par conséquent une @quation (t=t~) aura en général un ECMU, infini dont
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L’équation (x=-x) ayant une infinité de solutions principales, cela ne

permet pas de concevoir un algorithme dunification “brutal” consistant 4

travailler par systémes équivalents en substituant dans toutes les équations du

systéme la solution de l“une d’entre elles.

Nous sommes donc amenés 4 envisager une approche plus fine dans laquelle,

en particulier, la forme des substitutions solutions de l“équation (x=-x) ne

sera demandée que pour terminer.

5.2.2- MULTIEQUATIONS
Oe ne oe re ee nt ee en an one ne

L“idée reprise ici est celle de l°algorithme d°unification de Martelli et

Montanari [M&M,79]. L°étude qui suit constitue en quelque sorte une ge-

néralisation de leur algorithme 4 un type bien précis de E-unification. Une

telle généralisation semble tout-a-fait possible pour des théories ayant les

mémes caractéristiques que la nétre, en particulier l”existence d°un systéme de

réécriture canonique associé 4 E et la conservation des E-solutions dune

équation par les transformations que nous allons décrire. Nous reviendrons sur

ce point dans la conclusion de ce chapitre.

DEFINITION 5.5 :Nous appellerons multiéquation e la donnée

-- d“un sous-ensemble fini de V noté V(e)

~- d’un sous-ensemble fini de V. noté V (e)

-- d’un multiensemble de termes non variables c°est-a-dire éléments de

AS\(VUV ), noté T(e).

La multiéquation e sera aussi notée (V(e)=V (e)=T(e)) ou bien encore si

VCe)={x, 00 .%,F , V (e)={-K py yee 7k }, Tle)H{t,,---,t, }
P q

e: Gays. =x, = Tp pare ROK Rty Fee =tQ)
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DEFINITIONS 5.6: ** On appelle systéme S de multiéquations tout multiensemble de

multiéquations. On notera V(S) l”ensemble des variables apparaissant dans S.

** On appelle E-solution dune multiéquation e toute

substitution o telle que pour tous éléments x, y, t de V(e), V (e) et Te)

respectivement on ait 0 (x)=, O(y)=, O(t).

** Des systémes de multiéquations sont dit E-équivalents s“ils

ont méme ensemble de E-solutions.

Nous allons maintenant étudier des transformations de systémes de

multiéquations qui simplifient 1°expression du systéme tout en conservant

l“ensemble des E-solutions.

5.2.3- DECOMPOSITION D°UN SYSTEME DE MULTIEQUATIONS
nee ee ee ~~

L’idée de base, une mutiéquation e étant donnée, est que si les

termes de e sont E-unifiables, alors ils possédent un squelette commun et un

systéme de multiéquations aux différences définis de la facon suivante.

NOTATIONS : Nous noterons MUL(VUV ) la classe des multiensembles dont les

éléments sont les éléments de VUV . Lorsqu“il y a possibilité de confusion

avec un ensemble, un multiensemble sera noté “ Multi{ ... } TM.

DEFINITION 5.7: Un multiensemble ME = {t,,.--,t)} de termes de AS @tant

donné, on définit simultanément

-- une application SQ, d’un domaine d’arbres DCSQ rej) dans FUMUL(VUV )
ME |

appelée squelette de ME,

~~ un systéme de multiéquations EqD appelé systéme de multiéquations aux
[ME]

différences,

de la facon suivante:

a) D(SQ imp}? =" reac DCEQ)

b) ¥mED(SQ ie) [¥i, 1<i<n, t,(m) € vuv J

=> SQ ve | (TM) est le multiensemble des t,(m) tels que t, (mevuv

et e={t,(m) lt, (mev}={e,(m) It, (m) ev }=Multi{ oats { t, (m) é@ vuv. }

appartient a EqD
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c) ¥me DCSQ aay) [¥i, l<icn, t,(m)=£ € F\{-}] => SQiuey(m=£

d) s°il existe un élément m de D(t,) tel que

(¥i, 1<i<n => t, (m) € F) et (3 (i,j), 1<€i,j)<n et t, (m#t 5(m))

alors SQ et EqD n”existent pas pour ME.

Cette définition technique correspond a une intuition trés simple que

nous allons illustrer maintenant

EXEMPLE : Si ME est réduit aux trois arbres suivants:

t = £ t" = f£ a £

/ \ /\ /\
h gz —Z 2g h g

| / \ /\ | /\
ax y “WwW 1 wa '

a Ww

alors SQ ive] = j £ \

{-z} g
/ \

{x,-w} ty}

et Eq? ve] = {(-z i = He (x= -w = a), (y = ' = ») }

a Ww a WwW

REMARQUES : Le squelette peut trés bien ne pas exister au cas ou deux symboles

de fonctions ne coincident pas. C”est ce qu°exprime la condition b ci-dessus.

D’autre part, il est plus simple de considérer un squelette comme étant un terme;

c”’est ce que nous faisons en considérant en quelque sorte un représentant de SQ

de la facon suivante:

A l’application SQ ve]? on associe un terme noté Sdiyp] encore appelé

squelette, défini par

a) DCSq rye] )=DCSQ ape)

b) ¥mED(S4 pny) > SQ yp} (MEF => S4 yp] (2) =SQ ype CM)

c) ¥ m € D(saryey) SQ rye] EMUL(VUV )

=> S4 yey (MSI 7 xEV NM SQ apps (TM) ALORS x

SINON un 6lément quelconque de SQ ive] (TM
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Intuitivement, on conserve donc dans les squelettes les variables non

sign@ées, quand c’est possible.

Remarquons que la donnée de sq ne détermine pas SQ, mais il est clair que

pour tout multiensemble ME d’éléments de AS, la donnée du couple

(SQ) ee} E 4D ae) est @quivalente a celle de (sdtyp]>EqD (wey)

Enfin notons que l*on aurait pu définir également le squelette et le systéme de

multiéquations aux différences de facon inductive.

EXEMPLE : En reprenant l“exemple qui précéde, on obtient:

sq = £
[ME] / \

-z g

/\

x y

LEMME 5.8 : La multiéquation e : (V(e)=V (e)=T(e)) est E-équivalente au systéme

de multiégquations noté Eclat(e) et défini par:

Eclat =Multi{(V(e)=V_ =at(e)=Multi{(V(e)=V (e) Sd r(e))} U EqDia(e)y St 84 t(e)] existe,

sinon e n’a pas de E-solution.

Preuve: C’est clair par définition de Eclat(e). []

DEFINITION 5.8: On appelle développement ou décomposition dun systéme de

multiéquations S l’opération consistant 4 remplacer dans S une multiéquation e

par Eclat(e) (s”il existe); on obtient done ainsi un systéme S” tel que

S* (S\{e}) U (Eclat(e)) ou encore

Ss” (s\fe}) U Multi{(V(e)=V"(e)=sar4¢4)))} U Eq ite) ]

Le lemme précédent permet de prouver:

COROLLAIRE 5.1 : Si S* est un développement de S alors §S et S$” sont E~

équivalents. Si S n’est pas développable (i.e. pour une multiéquation e de 5§
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5.2.4- FUSION D°UN SYSTEME DE MULTIEQUATIONS
PO A A PD A DOD RED ER PE OE PD PD OD BE PD OD OE PRB TRE OR TOE MED PDP OP OE TE ND TE OD OD

Comme Martelli et Montanari, il faut alors regrouper les multiéquations

d“un systéme qui ont des ensembles de variables non disjoints. C“est ce que

nous allons décrire maintenant. On notera m(ME) = Multi{ m(t) lt @ ME }

DEFINITION 5.9: On appelle fusionnement de deux multiéquations e et e” telles

que ((V(e)Um(V (e)))) N(V(e~*)Um(V (e*)))#6 la multiéquation Fus(e,e”) définie par:

-- Si Vie) NV(e”)#H ou V (e) NV (e~)#6 alors

V(Fus(e,e” ) )=V(e)UV(e” )

Vv (Fus(e,e”))=V (e)UV (e7)

T(Fus(e,e” ))=T(e)UT(e” )

-- sinon par le fusionnement de e et m(e~) qui satisfont alors la

condition précédente.

REMARQUE : Une équation e et son miroir m(e) sont clairement E-équivalentes.

C’est ce qui permet de remplacer e” par m(e”) dans la deuxiéme partie de la

d@éfinition ci~dessus.

EXEMPLE : Soient e=(x=y=-x=t), e°=(x=-z=t~), e"=(-y=t").

On a alors Fus(e,e” )=(x=y="x=-z=t=t”) et Fus(e,e”)=(x=y=—-x=t=m(t")), et on ne

peut pas fusionner e” et e” puisque leurs ensembles de variables sont disjoints.

Prouvons que le fusionnement de deux équations ne change pas 1° ensemble

de leurs solutions.

LEMME 5.9 : Soient e et e” deux multiéquations telles que

((V(e)Um(V (e)))) ACV(e” )Um(V (e*)) 40,

le systéme d“équations { e,e” } est E-équivalent 4 la multiéquation Fus(e,e’).

Preuve: Compte tenu de la remarque précédente, on ne va étudier que le

cas of e et e” sont telles que soit V(e)N Vie )#4, soit V (e)N Vv (e7)#6.

Si ce n’est pas le cas, on s“y raméne en étudiant le systéme { e,m(e”) }
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~~ Soit o une E-solution de e et e” et z un élément de V(e) NV(e~)

ou V (eae) AV (e7),

¥x € Ve), ¥(-y) € V Ce), ¥e € Tle), o(z)=, o(-y)=, o(t)

et ¥x° € Ve"), ¥(-y”) @ V (e”), ¥t” € Tle’), O(z2)=, O(-y")=—_ F(t7)

donc par transitivité de la E-égalité

¥x € V(e)UV(e”), ¥(-y) € V (e)UV (e%), ¥t € T(e)UT(e”)

6 (z=, 0 (x)=, F (-y)=, F(t)

donc O est E-solution de Fus(e,e”).

-- La réciproque est tout aussi immédiate par définition de Fus(e,e~).{]

DEFINITION 5.10: On appelle fusion d°un systéme de multiéquations S$ et on note

Fus(S) l°ensemble des multi@équations obtenu en remplacant dans $ tous les

couples (e,e”) de multiéquations telles que ((V(e)Um(V (e))) N (V(e” Um(V (e7))) #6

par leur fusionnement Fus(e,e”). Fus(S) est dit fusionné.

COROLLAIRE 5.2 : Pour tout systéme S de multiéquations S$ et Fus(S) sont

E-équivalents

5.2.5- ETUDE DES MULTIEQUATIONS TELLES QUE V(e) Nm(V (e))#¢
ED LD RT RS PO INE DD OB RD PP OO PO END PO PD DD PD POD PD PD OD ID PD Pt PP ODD at ad OO ED Ed OP POD PD ODD OB Pt PE PD OD PR Pd Pt OD Pd Od

L°objectif du présent paragraphe consiste a étudier une expression

particuliére des multiéquations sur AS, qui nous permettra d“intégrer dans le

formalisme de résolution les solutions des équations (x=-x). Considérons la

multiéquation suivante.

EXEMPLE 5.5.1: ( x®z=-x= cons ) (1)

/ \

a £

/ \

a vy

Elle est E-équivalente, comme nous allons le montrer, A celle qui suit dont

l”avantage est de permettre la poursuite du processus de décomposition-fusion:

( x=zZ= cons = cons ) (2)

/ \ / \
a £ f -a

iN /\
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LEMME 5.10 : Si e est ume multiéquation telle que V(e)Nm(V (e))#6 et Tle)#d

alors e est E-équivalente 4 e” telle que

*k V(e~) = V(e)

** m(V (e7)) = mV (e))\(V(e) Nm(V (e)))

** T(e”) = T(e)Um(T(e))

On a donc V(e~)NV (e”) = G.

Preuve: Soit SO une E-solution de e alors comme il existe x dans

V(e)AV (e), et que T(e)#4, on a

¥t € Tle) 5 (x)=, 0 (x)=, 9 (t)

<=> 0 (x)=,m( 9 (x)=, o (t)

<=> 9 (x)=, 0 (t)=,mCo (t))=, o (m(t))

donc o est solution de e”.

Réciproquement si o est solution de e”, alors pour tout x dans

V(e"), tout -y dans V (e”) et tout t dans T(e”) ona

Oo (x)=, 0 (-y)=, 0 (t)=, 5 (m(t)) par conséquent

si x est élément de V(e)Nm(V (e)), alors

oO (-x)=,mC 0 (x) )=,mC 0 (t))=, 9 (t), done oO est E-solution de e.[{]

5.2.6- LA DETECTION DES CYCLES
POD OOD EDD BD OD PB PD DD POD Ot Pet POD PORT ORD Cat ad Cat Pat Pt

Comme précédemment, on peut introduire une relation d°ordre notée < entre

multiéquations afin de détecter les cycles apparaissant dans les substitutions,

pendant le processus de décomposition-fusion plutét qu’a postériori.

DEFINITION 5.11 : Pour deux multiéquations e et e”

e<e” <=> dx @ V(e)Um(V (e)) At € Tle”) tel que x € V(t).

L’intérét d“un tel ordre tient 4 la propriété suivante:

LEMME 5.11 : Soit S un ensemble de multiéquations fusionné. Si S a une solution
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*

Preuve: Il faut montrer que ¥e € S$, e<e est faux. Nous noterons s.t

”

® la relation de sous-terme: t s.% t” si et seulement si t est sous-terme

”

strict de t

*

S°il existe e € S tel que e<e alors il existe une suite de multi-

r équations Cepaet,...yn telle que e=e, <e9< -+» Se,ze (1) avec e,€S.

par conséquent il existe des suites ae et (tiger so in

telles que

e - %, é VCe, Um(V Ce,))

-t, € Te)

. i=l,...,n-l => x, € V(ty4y)

e Done si oO est une solution de S$ on aura ,pour i=l,...,n-l:

xk Si =i x, e V(e,) alors o (x,) Eo (t,) et o (x, )s.to(t,,,)

oO =donc (t,) Eo (x, )s.t9 (t544)

e Donec puisque pour tous termes t et t”TM de AS ona

t=, t° => Icl =lt7l> (oa It]~ désigne le nombre de symboles

de fonctions de t distincts de -)

lo (t, 1 <lo Cty4y) |~
e

kk ; a = =Si x, @ m(V (e,)) alorso ( x,) pott;) et o(x, )s.t oCt; 44)

donc lo(-x, ) | =loce,)I =lo(x,)| <loce, 44)

° D’ou encore: loct, )| < locts 4)! :

Par conséquent dans tous les cas la relation (1) implique

lo(x, )1<lo(ty) 17 <2 eS LoGe i < Lote, | (2)

© Mais puisque o est solution de S: loCx, 17 = lo(t 1

ce qui est en contradiction avec (2).

Par conséquent, 2 ne peut pas avoir de cycle. []

e Dans ce qui suit nous aurons également besoin de structurer un ensemble de

multiéquations de la facon suivante:

®@
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DEFINITION 5.12: Soit S un ensemble de multiéquations fusionné. On lui associe

le couple (T,R) défini par

** T est une suite finie de multiéquations (ep)s21 k telles que
ao)

a) ¥i,j 1<i<j<k => (V(e, um(V (e,)))N V(TCe 5) )=6

(i.e. les variables de Ve, um(v (e,)) peuvent seulement

apparaitre dans les multiéquations précédant strictement e,; dans T)

b) ¥i, #(TCe,)) <1

*x* R = S\{eleeT}

(T,R) est appelé ensemble ordonné de multiéquations.

REMARQUE : T est en fait le début de la substitution E-solution de S, R ce qui

reste A résoudre. Par définition, il ne peut y avoir de cycles dans T. Le lemme

5.11, associé 4 la définition précédente, donne une stratégie permettant d“itérer

le processus de décomposition~-fusion.

COROLLAIRE 5.3 :Si l’ensemble ordonné de multiéquations S=(T,R) a une E~solution

et si R n’est pas vide, alors il existe une multiéquation e de R telle que les

variables de e n’apparaissent nulle part ailleurs dans R.

*

Preuve: < €étant un ordre partiel sur R (qui est fini), il existe

- ral 2 * - -
au moins un élément maximal pour < dans R. Soit e cet élément.

Puisque S est fusionné et par définition de <, les variables de

V(e)Um(V (e)) n’apparaissent nulle part ailleurs dans R. []

5.2.7- NORMALISATION D° UNE MULTIEQUATION
RPP RW RE TE RP OER PO OD RD PE DDD TODD OR DD Pt TD OD PD OD Pt FB at PB IE OND Pat OO ak OD

Pour parvenir 4 répéter les phases de décomposition-fusion jusqu’a

l’apparition de multiéquations e telles que #T(e)=1, on va maintenant fixer une

forme particuliére des multiéquations, puis des systémes de multiéquations que
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DEFINITION 5.13: Une multiéquation e est dite normalisée si et seulement si elle

vérifie l”une des trois conditions suivantes:

** V"(e)=6

kk V (e)#6 et *** soit V(e) NV (e)=G4 et Vie)#O

kKK soit V(e) NV (e)#6 et T(e)=6

Le lemme suivant permettra au lecteur de se convaincre, en le combinant

avec le lemme 5.10, que toute multiéquation est E-~&équivalente a une

multiéquation normalisée.

LEMME 5.12 : Toute multiéquation e telle que V(e)=@ est E-&équivalente 4 une

multiéquation e” telle que V (e7)=¢.

Preuve: Soit e=[V (e)=T(e))] cette multiéquation. On a nécessairement

V (e)#6. Posons e”=[m(V (e))=m(T(e)]; e et e” sont

E-équivalentes et e” satisfait la condition demandée. []

EXEMPLES : La multiéquation (1) de 1l”exemple 5.5.1 n°est pas normalisée alors

que (2) l’est.

(-x=-y= cons) nest pas normalisée tandis que (x=y= cons ) l’est et

/ \ / \
a b -b a

lui est E-&équivalente. Enfin,(x=y=~x=-z)est normalisée.

DEFINITION 5.14: Un systéme de multiéquations S est dit normalisé si et seulement

si: ~~ il est fusionné

-- tous ses éléments sont normalisés.

PROPOSITION 5.2: Tout systéme de multiéquations S peut se mettre sous la forme

d°un systéme normalisé E-équivalent S$” noté Nor(S) obtenu en fusionnant 5S _ puis

en normalisant chaque équation de l”ensemble ainsi obtenu.

Preuve: S et 5S” sont E-équivalents puisque cette propriété est
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DESCRIPTION DE L” ALGORITHME.

Soit S$ un ensemble normalisé et ordonné de multiéquations S=(T,R).

Pratiquement on initialisera S 4 {(O=#={t,t~})} pour trouver un ECUM, de t et

t“, Ta@et RAS.

Tout d“abord on va répéter les phases de développement et de normalisation

en mettant dans T les multiéquations qui sont résolues; plus formellement:

DEC-NOR(T,R):

TANT QUE R#@ FAIRE

SI il existe e@€R maximale pour z (choix de e)

ALORS CAS (1) T(e)=6 ALORS T<-T+{el} (ajouter e en queue de T)

R<-R\{e} (Cenlever e de R)

(2) sq(T(e)) n°existe pas ALORS ARRET (collision de symboles )

(3) SINON R<-R\{e}UEqD(e) (ajouter 4 R les équations

R<-Nor(R) aux différences et normaliser)

T<-T+(V(e)=V (e)=sq(T(e))) (ajouter en queue de T)

FCAS

SINON ARRET (€chec par cycle) FSI

FIN TANT QUE

A l“issue de cette procédure, on sait que 2 l“ensemble des E-solutions

cherchées est soit vide (détection dun cycle, collision de symboles de

fonctions) soit déterminé par T. I1 suffit de prendre les multi-équations de T

dans l”ordre et de composer leurs solutions. En effet si C1 Careers en

sont les multi-équations de Tet si o,, 06),..., 9, sont des solutions de

ces multi-équations, la composée O,O,-+++0, sera solution de T et par

conséquent de S.
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Soit W l’ensemble des variables de (t = t”) (ou du systéme de départ en général).

On considére une suite de sous ensembles dénombrables de V, (X53) jen>

tous disjoints les uns des autres et de W, qui intervient pour des raisons

techniques de renommage.

SUBST(T): (on a ici R=@ et T=(e,) 521 )
see ,n

(si Te, on note t, son unique élément)
i

(on notera o la composition des substitutions)

i <-{1d} 4<-0

POUR i=l A n FAIRE

CAS (1) T(e,)=6 et V(e,)N m(V (e,))=6 ALORS (Soit yeV(e,)##)>

Z<- vu [ 0 (xy) 0 (2-—>-y)]o9o

oe 2 x€V(e,), x#y zém(V (e,))

(2) T(e,)=6 et V(e,)N mV (e,))#0 ALORS

x <- U ( U [ oO (x-->t) Joo)

teMir,(F,X5) oe = xeV(e, Um(V (e,;))

j<-jtl

(3) SINON (Te, )## et V(e,)M m(V Ce, ))=d)

L <- U [ oO (xt ) OL Cy-—>m(t, ))] oo

coef x€V(e,) yem(V Ce;))

FIN CAS

FIN POUR

Avant de voir sur un exemple comment fonctionne cet algorithme nous allons

prouver sa correction.

-

THEOREME 5.1 : Les termes t et t* €Gétant donnés les algorithmes ci-dessus

appliqués 4 S={(d=6={{t=t~}})} terminent et retournent un ECUM, = de t et t”.

Preuve: terminaison -- SUBST termine de facon évidente.

-- DEC-NOR termine car la taille des membres droits

des multiéquations est strictement décroissante.
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multiéquations par définition des opérations de décomposition et de

normalisation. Par conséquent DEC-NOR fournit un résultat qui est soit
@

échec soit un ensemble ordonné de multiéquations (T,6) E-équivalent 4

celui de départ. Il reste a montrer que SUBST fournit bien 4 partir de T

un ECMU,, de t et tTM e

Montrons tout d“abord que tout élément oO de 2 est un E-unificateur de

tet t”.

Si on suppose que T(Osnd eon alors tout élément 0 de 2 e

peut s“écrire par définition comme le produit des n substitutions o,

Go, +++, OG, o§ chaque 9, est solution de la multiéquation e,.

Il faut encore remarquer que le domaine de chacune de ces substitutions .

Oo; étant contenu dans V(e, UV Ce,), (on a 1”égalité dans les

cas (2) et (3) de SUBST), leurs domaines sont disjoints.

Puisque T est E-@équivalent au systéme de départ, il suffit de montrer .

que oO est E-solution de T; e, étant une multiéquation quelconque de T

il faut calculer pour tout Kes Wy de V(e,) et v (e,) respectivement:

Ores 04 0%,)s Ouse 04 (-y,)3 Outee O1(t,)- .

Or, par définition de T, les variables de t, ne peuvent apparaitre que

dans les multiéquations a telles que i<j<n, donc les expressions

ci-dessus sont égales au suivantes

@

Oneee 0, (x); O eee Gs (-y4)3 O eee O,(t,)

qui sont E-égales par définition de 3,3; ce qui prouve que toute

substitution de © est un E-unificateur de T donc de t et t”.

@

Montrons maintenant la complétude. Nous nous référerons aux différentes

parties de l°algorithme SUBST en les désignant par "cas (1)” (2) ou (3).

Soit & un E-unificateur de t et t”, c”est donc un E-unificateur de T. @

Nous allons montrer par récurrence sur la longueur n de la suite T que

pour tout E-unificateur @ de T il existe o élément de 2 tel que

oO © a [W] (*) @
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Dans les cas (1) et (3) le lemme 5.6 permet de conclure.

Dans le cas (2): si x € Ve, nv Ce,) alors le lemme 5.7 donne

la conclusion; sinon soit z un élément de Ve) nv Ce); il

existe P tel que po (z)=,, a(z) et par conséquent

0 0 (x)= ep oz) car o E-unifie ey

=po (z)

= 50 (x) car @ E~unifie ey)

On a donc également (*) dans ce cas.

Supposons maintenant que la propriété soit vraie lorsque T a n-l

éléments. Nous noterons Wy 1°ensemble Ve, Um(V (e,))UV(T(e,))

Si T an @léments et si x est un E-unificateur de T, alors q E-unifie

e, et par conséquent il existe o tel que
1

P oy, @ [Wy]

Nous allons prolonger cette relation de facon 4 montrer que p est un

E-unificateur des autres équations de T, c”°est-d-dire de Oy, 000 ee
n

*k Si oO. est déterminé par le cas (1) alors
1

xe Si 0, est déterminé par le cas (3) alors

Dans ces deux cas on peut prolonger sans ambiguité op de la facon

suivante: p = G [V\W, ] et puisque D(O ,) CW, ona p O=,a.

Par conséquent, & E-unifiant T et D(o 1) AW, étant vide par définition,

O est également un E-unificateur de Cn yee r@ye On peut donc

appliquer l“hypothése de récurrence:

3o” tel que p—” Ouree On=p P [WoU.-.UW,] donc

PX Ose Op Typ O [W,U...UW, }

** I] nous reste donc a montrer qu’une telle relation est vraie si o 1

est déterminé par le cas (2).

Dans ce cas, remarquons que par définition de Mir (F,X)); on a toujours:

I¢ 31) n (W,U.. .UW, )=6 et par conséquent si on pose
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Un raisonnement identique au précédent montre alors que 9 est également

un E-unificateur de Cooere,@, et par conséquent dans tous les cas

on a O eee 1S a [W,U...UW], ce qui achéve la

preuve de complétude.

La minimalité découle de la définition des ensembles Mir (F,X5), comme on peut

le vérifier facilement. []

Montrons sur un exemple comment fonctionne cet algorithme:

EXEMPLE : Soient t = £ et t7 = £ a E-unifier.
/ \ / \

x = k £

| ae / \
£ ay zor =

Zz % | |
= x £

| | /\
£ x a _

/\ |
£ z -

/\ |
a = Z

{
b

On commence par normaliser t et t”

pfn(t) = £ pfn(t”) = £

/ \ / \
x £ k £

/\ /1\ /\
x f a y zo £

/\ 1 /\
£ z x ~ =

/ \ | |
a i z a

b

R est initialisé 4 { (pfn(t)=pfn(t7)) } et T a @.
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x= k x= k = k

/\\ /\\ / 1 \
a y z a y Zz - - =

| | |

x="-x Zz y a

qui se normalise en zZ=7a

2=-a

-z°= €£ z= £

é Xx /\
a = b =

|

b a

La troisiéme et la premiére multiéquations sont maximales pour é dot le

nouveau systéme:

T=((z7= £ ),(x= k )) et R={(z = - = - = -),(y=-y)}

/\ /\\

bo = ¥

a Zz

Zz a a a

Enfin on obtient:

T=((z°= £ ),Cx= k

/\ /1N\

bo = wi

), (z= 72s bynry)) et R=¢

~

L’application de SUBST A T fournit alors l”ensemble de E-unificateurs

suivant:

Lr={o lo = (y->t)(z-->-a)(x-—> )(z"--> £ ) avec teM (F)}k

/1\ /\

y“Zz z b a

CONCLUSION

Une démarche analogue a celle de A.Martelli et U.Montanari nous a

permis de résoudre le probléme de la E-unification dans la théorie des arbres

signés. Il faut remarquer que nous avons utilisé pour cela les mémes principes

que pour résoudre les équations linéaires dans AS, 4 savoir la transformation
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Les ensembles complets d”unificateurs obtenus pouvant @&tre infinis, il

nous faudra dans la suite en donner un moyen de description finie afin de

pouvoir les utiliser. Ceci en particulier dans le but de donner un algorithme

complet de A-unification, lorsque A est l”ensemble des axiomes tout entier des

algébres signées.

La méthode que nous avons utilisée peut se généraliser 4 d°autres théories:

il suffit pour cela

* d“une part que lon puisse définir un squelette et un systéme de

multiéquations aux différences modulo l”ensemble des axiomes E de la théorie, 4

savoir en reprenant la définition 5.7:

a) D(SQ i we} est la plus grande partie def 1<i<nP (ty)

contenant €, close par préfixe, et dont tout élément a par SQ ve] une image

qui n’est pas le symbole de téte d”un axiome de E. Cette premiére condition

permettra de montrer un lemme de cohérence.

b) Les noeuds de ce squelette seront @étiquetés par le symbole commun

a tous les ty, (si ce symbole n’est pas commun, le squelette n”existe pas)

et ses feuilles d“occurrence m seront constituées du multiensemble des t,(m).

Au systéme de multiéquations aux différences, il faudra alors ajouter les

multiéquations suivantes:

e={t, (m) lt, (mev}=Multitt, t, (m) est le symbole de téte pourIn !
un i (1<i<n) d°un axiome de E}

* d“autre part de donner une méthode appropriée de résolution ou de

transformation des multiéquations qu°on ne peut plus décomposer. Par exemple

dans notre, cas nous avons donné une transformation (la normalisation)

conservant l”°ensemble des solutions et permettant de poursuivre le processus de

décomposition-fusion. On peut envisager dans d°autres situations d”utiliser une

technique de résolution des multiéquations non décomposables telle la



CHAPITRE 31X

UNE DEUXIEME ETUDE DES ARBRES SIGNES
PN PD PD PRP EP PE RE ERD NE EERE ORB RE EERE BONE ORE DE EE PRED OE DTD Pd Ok Td od Pat

INTRODUCTION
ee ee rn ere ne

Dans ce chapitre, nous présentons une deuxiéme étude de la _ théorie

€équationnelle engendrée par l”“ensemble d°axiomes A= RUE, dans la F-algébre

libre engendrée par V des arbres signés. Notre but est de vérifier les

hypothéses nécessaires pour faire de la R,E-surréduction. Pour @étudier la R/E-

_--5R,E
réductibilité, nous utilisons la relation de réécriture qui posséde

la propriété de E-commutation. Nous vérifions enfin que R est un systéme de

réécriture E-canonique.

6.1- ETUDE DE LA REDUCTIBILITE DANS L° ENSEMBLE QUOTIENT
PRE RP PRE RO A Ae Oat Ct POD ERE DO Tad OD PD PE PD OEE DEP TE PD PE POS PE Pt PO PDD OD ON NE ONE ON LD OD OD Prat at OD TD rh ae wt omar

Travailler modulo les axiomes de E suppose la définition d”une relation de

e@ —-->R/E
réécriture dans l”“ensemble quotient noté et définie comme la composée

de =, et de --->®, une R/E-réduction est une @éventuelle @tape de

E-égalité suivie d°une R-réduction (voir définition 1.32).

Dans les arbres signés, par exemple

f aaapR/E = puisque £ a f ==> -
/\ | / \

= a b = a £ a b

Pour pouvoir en pratique étudier la R/E-réductibilité, il faut disposer
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Or, dans AS, la relation 2p obtenue en orientant de gauche 4 droite les

axiomes de (A3), (A37) et (A4) ne vérifie pas la propriété d”E-uniformité,

puisque:

f£ --->R/E = » mais nest pas R-réductible.

Il faut done introduire une nouvelle relation de réécriture, déja utilisée

par Peterson et Stickel [P&S,81], notée --->R>E et définie dans le chapitre un

(d@éfinition 1.46).

Rappelons que la R,E-réductibilité est décidable si l”ensemble de régles R

est fini ou décrit finiment et si le E-filtrage est décidable, ce qui est le

cas dans AS.

R,E ae
Par exemple fe ---> - a l”occurrence €

/ \ |
- a b

|
if

/ \

a b

Nous allons maintenant prouver que la relation --->RsE est E-commutante.

Cette propriété est essentielle pour la poursuite de 1”°étude de la théorie, d°un

double point de vue: dune part, elle va permettre de prouver la E-

compatibilité du systéme de réécriture R et done la E-confluence, d”autre part,

elle intervient aussi dans la construction dun algorithme complet de A-

unification, comme nous l”“avons vu dans le chapitre précédent.

6.2- E-COMMUTATION DANS LES ARBRES SIGNES
Teor dean deka akan demalen Rosdaearcbardeadtencatadaeda da addenda dadadautaetatnukantietertetaataetoketaed

La proposition 4.3 prouve que la propriété de E-commutation peut se tester
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Nous allons maintenant appliquer ce résultat dans AS.

Pour une meilisure lisibilité, nous utiliserons dans le calcul des paires

E-critiques la notarion arborescente.

Désignons les axiomes et les régies de la facon suivante:

(A) --x = x (A2£) ~£(2,,---,2)) = F(Z 50+ + 572)

(A3f) FCE#CyY)) ---> y (A°3£) £#(£(y)) --—> y

(ASE, i) £(-X,_ 1 eee xy, ECxy yee eax dni? Yo Xpppoce oy) TXyo eee Xy4z) “OO y

en différenciant volontairement les variables des axiomes et des régles.

Le membre gauche de l“axiome (Ai) sera noté g(Ai) et son membre droit d(Ai).

PROPOSITION 6.1: Dans AS, la relation ~-->®>E est localement E-commutante.

Preuve: la vérification se fait sur un ensemble complet de paires

E-critiques de R/E. Une telle paire peut provenir des superpositions

suivantes:

* la régle (A4f,i) se superpose dans g(Al) 4 l“occurrence 1, en donnant:

~--yR,E =-— £ ~-y

IN,
K gare +x a fx yee i-l

- - - -

TX eK G4, Ty 7x gee ey

<--->F

oo
Gt yp A$ peek Gy

qui se R,E-réduit en ~y~ en utilisant la

x7

TK note Gey TY TE gape Ey

régle (A4f,n-i).
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“f -- 8B Lye

f#

|
-

=

for

<--—>F
f£ qui se R,E-réduit en —-y” =p ~---y~

Le cas de la régle (A°3f) se traite de la méme maniére.

* La régle (A4f,i) se superpose 4 l”occurrence 1 dans g(A2f):

eo ~ "-x i-1° eT X F
e

Kee eK Gy yTM Kee Xp

<-->>* R,E

ine - ao-"-x oe etek SE mK ee OK gy

que le deuxiéme @lément de la paire critique obtenue est E-unifiable

avec le membre gauche de la régle (A4f,n-i).

* La régle (A4f,i) se superpose 4 l“occurrence € dans d(A2f):
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le membre gauche de la régle(A4éf£,r-i) 4 1” occurrence 1, et qui se R,E-

- -

réduit en --v EY:

* la régle {A4f,i) se peo dans d(A2f) 4 une quelconque occurrence

j comprise entre 1 et n en donnant:

f --->RE £

er Te ane
oe 2" jaye 2 - “pte E gen yo W272]

PN
sere A Kee eK Gy

“tee G41 y~ Kg-yeee xy

<--->=

=f dont le sous terme 4 l”occurrence 1j

ao
Boye e2y -1 fz ft 7m

oT
agp J fx yee x i-1

- - - - -

TH ee Gay TY TX gee * 1

s” E-unifie avec le membre gauche de la régle (A4f,n-i) et se R,E-

réduit ve en

=. aN ee
Zz pees jr z feist 32 nee f+ y 2 qr Zz at

* (A3f£) se superpose sur g(A2f) a 1l”occurrence 1:

_52,E Ly
-f ~x

|
fi

|
-

x

<--->

£ qui est R,E-réductible en -x” 4 l”occurrence € .
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* (A3f) se superpose sur d(A2f) 4 l’occurrence € :

£ —-->R Exe

=f R,E-réductible en --x” = x” a l”occurrence 1

|

(A°3£) ne se superpose pas sur d(A2f) a l“occurrence e.

* (A3f) se superpose sur d(A2f) 4 l’occurrence 1:

£ --->R.E ¢
| |

-f x”

|
f#

|
-x

<--->®

-f qui est R,E-réductible en 1 "2 f a l“occurrence 11.

f -x" x

|
ff

|
-x

La superposition de la régle (A°3f) sur d(A2f) A l“occurrence 1 se

traite de la méme maniére.

Ayant ainsi vérifié la propriété de E-commutation sur un ensemble

complet de paires E-critiques de R/E, nous pouvons en conclure que

-=+>RE est localement E-commutante donc E-commutante. {[]

6.3- LA E-CONFLUENCE

La E-confluence de la relation --->R va résulter de la conjonction des
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6.3.1- E-CLOTURE
Re Oe Oe ns ee POP IAS

Rappelons que ia preuve de cette propriété consiste 4 vérifier sur un

ensemble complet de paires E-critiques de R que pour toute paire {u,v}

u Vv

* \R/E ase/ *
g
”

WoW

E

PROPOSITION 6.2: Dans AS, R est E-clos.

Preuve:

Un E-unificateur O de deux membres gauches g et g” de régles devant

vérifier la condition technique:

I( 9) N (V(g) U V(g")) = b

nous utiliserons des variables primées dans les paires critiques.

* La régle (A3f) se superpose sur (A°3f) 4 l°occurrence 1, mais donne

une paire E-critique triviale. Il en est de méme pour la superposition

de (A°3f) dans (A3£) a l”occurrence 1.

* La régle (A4f£,i) se superpose dans la régle (A4f,j) a l°“occurrence j:

la paire E-critique qui en est issue est

Sa see

- ” * - ra

ie da ~ _--: a
wees gaa Yo 8 gare * a

Le premier membre est E-égal au terme obtenu en y remplacant y” par -—-y~

se : Es — 44 -—y”et se réécrit dans R par la régle (A4f,n-jtitl) en -x n=jtitl’

* La régle (A4f£,i) se superpose dans la régle (A4f,j) 4 une occurrence

k comprise entre 1 et l”arité n de f et différente de j, en donnant
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> z)

jruet* -y” k+l y° -y" k-1°°* -y” i f -y~_...-y”

y ree net Wap j-1 Zz Yr In

|
x oo eX” “eee XGgant yp fe TM

TKO ee OK gy TY TE gp OY

En remplacant les a par les termes E-égaux --x~., on peutj’

appliquer la régle (A4f,n~-i) 4 l°occurrence jk. Le terme obtenu

oS
Ye “Wy YW yee eV ry need f+

Pope H ey WH Wty 5 2 jean

est E-égal au terme obtenu en remplacant y” par --y”, ce dernier étant

alors réductible dans R par la régle (A4f,j) en z”.

* La régle (A4f,i) se superpose dans la régle (A4f,j) 4 l°occurrence € :

si o est 1°E-unificateur des deux membres gauches de ces régles,

il est facile de voir qu°il doit vérifier o(y) =e OCs),

o (z) -e 5 (x5) mais aussi 5 (y;) =p o (x5). La paire E-critique

engendrée (o(y), 0(z)) vérifie donc bien la propriété demandée.

Ayant ainsi envisagé tous les cas possibles de E-superposition, nous

pouvons en conclure que R est E-clos. []

Remarquons que les termes 4 E-unifier ne conduisent jamais A un ensemble

complet de E-unificateurs infini. Chacun est réduit 4 un seul élément et tous

les ensembles complets de paires E-critiques sont donc finis.

D’autre part, un algorithme de complétion de Knuth et Bendix généralisé ne

générerait pas ici une infinité de régles, puisque toutes les paires E-
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6.3.2— E-COMMUTATION ET E-COMPATIBILITE

LEMME 6.1: Si la relation —-=>RsE ose E-~commutante, alors R est E-compatible.

Preuve: soient deux termes t et ty tels que t aay tae ti

alors il existe un terme t” tel que t =, t7 aay t)-

La relation --->® tant incluse dans --->RE la propriété de

E-commutation permet d”écrire:

- __.\R
t > ty

t ===> RE

On a alors trivialement le schéma de E-compatibilité:

__-yR/E ¢

R,E *t#<--+- <r
6.3.3- TERMINAISON FINIE

RO EE ERE DE LR OP DD Ot OD Pad POD Pad PD Od TD

--->R/EIl est alors immédiat que la _ relation a la propriété de

terminaison finie.

PROPOSITION 6.3: Dans AS, R est E-noethérien.

Preuve: cette propriété résulte clairement du fait qu“une R/E~réduction

fait décroitre strictement la taille d”un terme. []

6.3.4- E-CONFLUENCE

=

Nous utiliserons pour conclure le théoréme suivant di 4 G.E.Peterson et

M.E.Stickel et dont la démonstration peut @tre trouvée dans [P&S,81]:

PROPOSITION 6.4: Si R est un systéme de réécriture E-noethérien et E-compatible,
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Jusqu’a présent, cette condition suffisante (mais non nécessaire) de E-

confluence a été appliquée a des théories comportant un nombre fini de symboles

de fonctions commutatifs et associatifs. L”ensemble des arbres signés en

fournit un nouvel exemple d° application.

La conclusion de cette étude se résume de la maniére suivante:

PROPOSITION 6.5:Dans AS, le systéme de réécriture R est E-canonique.

CONCLUSION

Plusieures questions sont suscitées par la double étude de l°ensemble des

arbres signés que nous venons de présenter. En effet, a partir de 1°ensemble

d°axiomes A, l“algorithme de complétion de Knuth et Bendix a généré un ensemble

infini de régles. Une premiére solution étudiée a @t@ l°introduction de “méta-

régles” et nous avons montré dans le chapitre deux l”utilité et l”efficacité de

ce nouveau concept. Mais l“apparition d°un nombre infini de régles était 1lié

dans AS 4 l”existence des axiomes de E et la deuxiéme méthode développée dans

ce chapitre a 6té d“étudier la congruence engendrée par E, puis la confluence

des régles issues des axiomes restants dans l°ensemble quotient. On peut alors

se demander s“il est possible de relier l°apparition des méta-régles 4

l’existence d“un tel sous-ensemble des axiomes qui “provoque” Jl”infinité de

régles engendrées. Dans l”affirmative, obtient-on ainsi une nouvelle méthode

pour traiter certains systémes de réécriture infinis, qui sont des cas de

divergence de l“algorithme de Knuth et Bendix?

Enfin, E est 4 l’origine d“un autre probléme, celui de l”existence dun

ensemble infini de E-unificateurs pour certaines équations. La encore, existe-t-
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INTRODUCTION

Nous avons présenté dans le chapitre précédent le processus de

surréduction permettant de trouver, s°il existe, un ensemble complet de A-

unificateurs de deux termes dans une théorie équationnelle A dé@finie par un

systéme de réécriture canonique. Nous avons étendu ces résultats 4 des théories

dans lesquelles l”ensemble des équations initiales est scindé en deux parties:

l“une dont toutes les @équations (g=d) vérifient V(g)=V(d), l°autre dont les

€quations sont orientées pour constituer un systéme de réécriture R. Nous nous

proposons maintenant d°appliquer ces résultats théoriques dans l”ensemble des

arbres signés muni de l”“ensemble d°axiomes A. Disposant de deux facons de

décider de la A-égalité, nous nous trouvons devant les deux possibilités

suivantes:

-- utiliser le systéme infini de régles ECR engendré par les méta~régles pour

faire de la surréduction,

-- ou partitionner l”ensemble des axiomes en E et R, comme nous l”avons fait

dans le chapitre six, et faire de la R,E-surréduction.

Examinons de plus prés la premiére éventualité. En utilisant la surréduction

dans ECR, nous nous heurtons au probléme de la terminaison d°une_ surdérivation,

méme en se limitant aux surréductions basiques. Ce probléme vient de

l’existence des régles sur le symbole -, comme on peut le voir sur un exemple
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la résolution de l°équation (-x=a) (a @étant une constante), en utilisant la

surréduction basique, conduit 4 remarquer que l’ensémble des occurrences

basiques, réduit 4 l”occurrence 1 dans le terme initial, croit indéfiniment

dans la surdérivation suivante, ou f est un symbole d“arité 2:

* -V---> * Wi===> * af

/\ /\ /\
- a u={1} f oa u={11,12} f£ a U={111,112,12}

| /\ / \
x ~~ = £ =-

| | /\ |
x x = ~— xX
1 *2 | | 2

*3 %y

Une idée naturelle, lorsqu’on a identifié les axiomes qui “provoquentTM ce

processus infini, est de faire de la surréduction dans l”’ensemble des termes

quotienté par la congruence qu°ils engendrent. Chronologiquement, c”est cette

idée qui nous a conduit 4 1°étude présentée au chapitre six.

Rappelons que faire de la R,E-surréduction suppose:

* 1°existence d°un algorithme complet de E-unification

* la preuve que R est E-canonique (c”est-d-dire E-confluent et E-~

noethérien)

* la preuve que la relation =-->8;E qui permet d°étudier la réductibi-

lité dans l”ensemble des termes quotienté par =,» est E-commutante.

Toutes ces conditions ont été verifiées aux chapitres cinq et six, dans

l“ensemble des arbres signés.

Remarquons enfin qu’en faisant de la R,E-surréduction, notre exemple de

surdérivation infinie est trivialement réglé, puisque les deux termes -x et a

sont E-unifiables.

La question se pose alors de savoir si toute R,E-surdérivation termine, ce

qui sera le cas si on peut se restreindre a des surréductions basiques; en
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basiques va décroitre strictement 4 chaque étape de R,E-surréduction. I1 faudra,

~-->R > E
our justifier cette restriction, srouver ue la relation est

P p q

strictement E-commucante.

Nous n’aurons pas pour autant prouvé la terminaison de 1lalgorithme,

puisque, dans l“arbre de toutes les surdérivations possibles issues des deux

termes A unifier, ume infinité de branches peut partir d7un noeud, un _ ensemble

complet de E-unificateurs pouvant étre infini. Nous verrons néanmoins qu°il est

toujours possible de donner une description finie d°“un ensemble complet de A-

unificateurs. Ce phénoméne est la cause des preuves délicates et techniques de

ce chapitre. Il nous semble que des outils appropriés et généraux devraient

exister et permettre de simplifier nos preuves. Ce probléme n“a pas été abordé.

Enfin nous envisagerons une amélioration possible de cet algorithme en

utilisant les résultats obtenus sur les équations linéaires.

7.1- LA R,E~SURREDUCTION DANS LES ARBRES SIGNES
FRI RO PA Pat POD ER I NO PE PR TE PE RD OR EE PO Pt PP AD OD OD OP POP OD ND PE OD IS PD IR TOE PD OAD Pal nD Pa Prt Pt OD Coat ae Pat tat

PRP ee OO Te Een Pre poe ee one oad

Rappelons que E désigne 1”ensemble des axiomes suivants:

(AL) { --x =x }

(A2) {-£ (x x)= £(-x,,++-+,7*,) pour tout f de F }qos se

et R l*“ensemble de régles:

tt(A3) { £(C£#(x)) ---—> x pour tout f de Fy U FY, }

(A°3) = { f#(£(x)) ---> x pour tout f de F, UF, }

(A4) = L£(HKy yee eX, £(Xy eee Kyo eee sky), “Kye cee hg pT Xy
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Donnons quelques exemples dans AS de R,E-réduction et de R,E-surréduction.

EXEMPLE : E

1 asap 1 a l“occurrence 1, par la régle

f - (4,£,2)

/ \ |
£ a h

/\ | |
a b £ x

/\

h £

| /\
xa b

R,E or _
f£ -V--->"? - & l’occurrence €, avec X = {x,y}

i |
1 a y et oy = (x --> a) et la régle

£ (4,£,1)

/\

x y

Donnons également un exemple de R,E-surdérivation:

EXEMPLE : soit X = {x, y, z}

R,E
£ y--->h> £ v [2 (ASE,1),04] xy

[11,(A4#,2),9 .]

Cette R,E-surdérivation est basique, puisque 4 chaque @étape les ensembles

d“occurrences basiques sont les suivants:

Up={e,1,11} Uy=te,L} U,=0

Dans cet exemple, nous avons pris:

Oj= (x-->x, ) (y--> f£ ) =(x,—-~>x,)(z--> =f )) 1 ry GEC 2 1 \
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7.1.2- LA PROPRIETE DE STRICTE E-COMMUTATION
~ ne

Afin de justitier le fait de se limiter aux R,E-surréductions basiques, il

R,E
--—->”? est strictement E-nous faut prouver que dans AS, la relation

commutante, c”°est-a-~dire:

si t --—>®F t avec une substitution 8 R,E-normalisée et sit =, tTM, alors
1

il existe un terme ty et une substitution g” R,E-normalisée permettant de

R,E-réduire t” tels que

+ uyRLE y-
t t le f1

La preuve se fait en considérant =, comme <-B->E et en faisant une

récurrence sur n; le raisonnement ne pose un probléme que lorsqu’il y a

superposition de la régle avec l°axiome appliqués sur t. Ce sont alors des

considérations sur le systéme de réécriture R qui permettent de conclure. Aussi

quelques lemmes techniques préalables, spécifiques 4 la théorie des arbres

signés, sont~ils nécessaires:

LEMME 7.1: Soit g°--->d“ une régle de R avec Vg" )={x",, i=l,...,n}.

Alors il existe une régle g”--->d" de R avec V(g")={x",, i=l,...,n} et une

substitution U qui est un produit de substitutions Cx" (79-7 5) pour i

et j compris entre l et n, telles que U (g”) =, mg”).

Preuve: Posons g° = £

3 | =
~x wae nee * G41

Rope eK Ry Kage

m(g~) = £

nn 5
x pape e® mF KopeeeX gay

eee

x nee Xx itl “X 7 7x i-le° * 1
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oe EK...
wie ~—xk

eee .
n-i-1 * n-i * n-itl'*** 7

et la substitution

u= (x" a> x7 yee (x" pT OTK gee CK" mx) []n n-i a

LEMME 7.2: Un terme t est R,E-réductible si et seulement si son miroir m(t) est

R,E~réductible.
e

Preuve: supposons t R,E-réductible par la régle g”--->d” 4 l”occurrence

n avec la substitution @: te “5 O(g”)}. Il existe alors une

occurrence n° dans m(t) telle que m(t))- = m(t),) =) m(o(g” )) ©

o (m(g”)) =p ou tg") pour un certain membre gauche g” de régle

de R, 4 cause du lemme précédent. Donec m(t) est R,E-réductible par la

régle g"--->d" a l”occurrence n’. ®

La réciproque est immédiate en remarquant que m(m(t)) Sq 6 5 sen

appliquant ce qui précéde, m(m(t)) est R,E~réductible et la relation

==->RE grant E-uniforme, t est donc R,E-réductible. [] ®@

LEMME 7.3: Si B est une substitution R,E-normalisée et si 1 est un produit de

substitutions Cx" 77> x7 5) ou les xy et ai sont des variables, °
alors Bu est R,E-normalisée.

Preuve: il suffit de vérifier que pour toute variable x, Bu(x) est @

R,E-irréductible. En effet:

soit Bu(x) = x et c”est évident.

soit Bu(x) = U(x) = es et x" @ D(B); le résultat est clair. es

soit Bu(x) = B(x) qui est R,E-irréductible par hypothése.

soit Bu(x) = B(-x" 5) et x € DCB). Dans ce cas,

mB Cx" 5)) est R,E~irréductible par le lemme précédent, r
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et Bulx) 5 mC B(x" 5)) lest ayssi a cause de la propriété de

e E-uniformir% de --—>RF, []

Nous sommes alors en mesure de prouver le résultat suivant:

. PROPOSITION 7.1: Dans AS, la relation --->®> = est strictement E-commutante.

Preuve: rappelons que l”on souhaite obtenir le diagramme:

e t ERLE ty avec B et 8” R,E-normalisées

"E “E

© t7 ~ SRE ty)

On décompose alors =, en n étapes <= >® et on fait une récurrence

sur n:

e * pour n=O, le résultat est clair.

* pour n=l, on suit de trés prés la preuve de la proposition 4.3,

testant la locale E-commutation sur les paires E-critiques de R/E.

e Soit m l”occurrence d°application dans t de l“axiome g=d

n l°occurrence d°application dans t de la régle g°--->d“.

** soit met n sont disjoints: les substitutions Bet B” sont

les mémes.
e@

** il en est de méme si n < m, comme on peut le vérifier

aisément dans la démonstration de la proposition 4.3.

** soit m <n et n=m.m
@

Dans le cas o m” n“est pas une occurrence de 0(g), les substitutions

utilisées B et 8” de la proposition 4.3 sont les mémes.

. Il ne reste donc que le cas ot m” est une occurrence de non variable

de g différente de €. Il existe alors une substitution oa vérifiant

a8) y-) =, BCs”)

. Considérons alors les différentes possibilités suivantes dans AS:
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RRR si 8] qo77X avec x@€V

a (-x) =, 8 (g7) implique a(x) =, B(m(g*)) et le lemme 7.1

permet de trouver une régle g"--->d" et une substitution y telles que

a (x) =, Bug"). Le lemme 7.3 prouve que B“= GByest alors

R,E-normalisée.

*** sinon le seul cas possible, au vu des axiomes et

des régles dans AS, est celui ot Blq° = £(x,,+++,%))-

Remarquons alors que mg | ,-=d. Dea(8ia-) =5 6(g~), on

déduit a (m(g)-)) =, 8 (m(g”)), puisa(d) =, Bu(g") pour

un certain membre gauche de régle g”. Donca(d) est R,E-réductible

a l”occurrence € par la régle g”--->d" avec la substitution 8p

qui est bien R,E-normalisée si B lest.

* Il est ensuite évident de vérifier que si le résultat est vrai pour

net pour 1, il est vrai pour ntl. []

REMARQUE: Il est clair que lon aurait pu définir une notion de locale stricte

E-commutation et utiliser le fait que cette propriété locale est @équivalente 4

la stricte E-commutation.

La méthode d“unification utilisant la R,E~surréduction basique étant

justifiée, toute surdérivation issue de *(t,t~), ou (t=t~) est l1°équation 4

résoudre, a une longueur finie. Néanmoins , il reste le probléme des ensembles

infinis de E-unificateurs, illustré par l°exemple suivant:

f = x se R,E~surréduit 4 l“occurrence €, avec la régle

/\
x £ £(-x" ,£(x" ,y”))--—>y” et tout E-unificateur

/\
x f O = (x-—>t) ot t est un terme quelconque de

/\
a y Mir (F,X).
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7.2- LA META-R,E-SURREDUCTION
RO PD PD BP OP TAD RE MO I Pt IOP OP Pd PR Pa I IP POP ED PS ID Prat PI TS OAD

Notre but est saintenant de sch&matiser l’arbre des R,E-surdérivations

issues d°une équation 4 résoudre, en utilisant un processus de méta-E-

unification basé sur 1l”idée suivante: quand deux termes ont une infinité de E-

unificateurs, tous ont au moins une composante commune du type (x-~>t) ot ¢t

appartient 4 Mir (F,X)- On peut alors schématiser tous ces E-unificateurs en

remplacant les composantes de ce type par une composante (x-->z) of z est une

"méta-variable”", c”est-a-dire une variable qui ne pourra étre instanciée quen

un terme de Mir (F,X) 4 un renommage des variables prés.

7.2.1- DEFINITIONS

Soit Z un ensemble dénombrable de variables { z Zz oes Zoy ese f1? 2? ’ n?

disjoint de V et dont les éléments sont appelés des méta-variables. Pour des

raisons techniques de renommage, nous sommes conduits A considérer des

ensembles dénombrables de variables Xx, tous disjoints et inclus dans V.

DEFINITION 7.1: * Un méta~terme est un terme construit sur F et sur VUZ dont

aucun sous-terme n°appartient 4 un Mir (F,X;).

* Une méta-équation est un couple de méta-termes.

* Une méta-instanciation est une application de 2Z dans 1”ensemble des

termes de AS miroirs d”eux-memes.

* Une méta-instanciation mest principale si et seulement si, pour tout z

appartenant 4 D(p), il existe un ensemble X, tel que (z) appartienne 4

Mir (F,X,), les X; étant choisis distincts pour chaque z de D(®): donc

V(plz,))n Volz 5)) = si Z5 # Z 5°

* Une méta-instanciation Pest totale sur un méta-terme t si et seulement

si yf{t) ne contient plus de méta-variable.

NOTATION: Nous désignerons par ITP(t) (respectivement ITP(u,v)) l”ensemble des

méta-instanciations principales totales sur t (respectivement sur les deux méta—
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Nous utiliserons dans la suite une propriété technique de ces

instanciations principales totales sur t qui justifie l“introduction des

ensembles x, et qui est la suivante:

LEMME 7.4: Pour toute méta-instanciation totale sur le méta-terme t et non

principale, il existe un élément © de ITP(t) et une substitution 1: de domaine

inclus dans la réunion des X,, tels que

u® =, VY [znvc(t)].

>

Preuve: pour tout z appartenant 4 ZNV(t), p(z) est un terme de Mir(F)

miroir de lui-méme. Le b) du lemme 5.7 prouve que pour un tel z

il existe des substitutions U et telles que

uO =, wl{zh]

(z) appartient 4 Mir (F,X;) pour un X, fixé.

En réitérant pour chaque z dans ZNV(t) et en prenant chaque fois les

X, disjoints, on définit bien y et » vérifiant

uO =, wiv(t) Zz). []

7.2.2- LA META-E-UNIFICATION

Afin de pouvoir résoudre des méta-équations, il faut disposer dun

algorithme de méta~E-unification, calqué sur l”algorithme de E-unification mais

avec la contrainte supplémentaire de se “souvenir” qu“une méta-variable z est

solution de l“équation (z=-z). Nous utiliserons dans ce paragraphe les mémes

notations que celles utilisées dans le paragraphe 5.2.8.

7.2.2.1- L°ALGORITHME DE META-E-UNIFICATION

Dans le but de faire ensuite de la R,E-surréduction, nous allons E-unifier

des méta-termes u et ven dehors dun ensemble de variables W contenant
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le méta-E-unificateur de u et v. Pour désigner le terme t” obtenu a partir dun

terme t par un renommage de toutes les variables en dehors de W, nous écrirons

RENOM(t).

Si u et v sont deux méta-termes, le processus de méta-E-unification est

décrit par l°algorithme M-E-UNIF suivant:

M-E-UNIF (u,v)

s <- { (u=v), { (z,=-z,) | ¥ z, € ZKV(u)UV(v)) }

DEC-NOR (6,S)

M-SUBST(T)

dans lequel DEC-NOR est l“algorithme deja décrit au paragraphe 5.2.8,

T=(e,)sa1,..n St le résultat de DEC-NOR($,S) et M-SUBST l°algorithme:

M-SUBST (T)

O<- Id, W°<- W contenant V(u)UV(v)

POUR i=l 4 n FALRE

cAS (1) T(e,)= et V(e, mv (e,))=8 ALORS

(soit y ¢ W’)

o << oOo (x-—>y) ° (z-->y) 00
xeV(e,) zem(V (e,)))

w<- weuty}

(2) Tle, )=6 et V(e,)nm(Vv (e,))#6 ALORS

(soit 2,€Z\w7)

o <- oO _ (x-~z 5) oo

xeV(e, Um(V (e,))

we<- wutz,}

(3) SINON (Tle, #8, t, € T(e,) et

vie, nm(v (e;))=6 )

o <- 0 (x-~>RENOM(t,)) o _ (y-—>m(RENOM(t; ))) oO
xeV(e,) yem(V (e;))

Wo<- W°UV(RENOM(t, ))
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DEFINITION 7.2: On appelle méta-E-unificateur des deux méta-termes u et v

l“unique substitution 0 retournée par M-E-UNIF(u,v).

On notera oO = M-E-UNIF(u,v).

Remarquons que one E-unifie pas en général u et v.

EXEMPLE: L*équation (x=-x) a pour méta-E-unificateur o= (x-->z, ) qui ne

vérifie pas o (x) =,U-x)-

Néanmoins:

uLEMME 7.5: L’ensemble 2 = {9°O | O = M-E-UNIF(u,v) et ©” @ ITP(O(u),O(v)) }

est un ensemble minimal complet de E-unificateurs du systéme d”“équations

I= { (u=v), { (z,=-z;) | ¥ z,; @ 20(V(u)UV(v)) } }

Preuve: E-UNIF appliqué a4 I retourne exactement 2. []

7.2.2.2- E~UNIFICATION ET META-E-UNIFICATION

Nous allons maintenant préciser le lien entre E-unification et méta-E-

unification. Les deux lemmes suivants explicitent comment déduire un E-

unificateur dun méta-E-unificateur et réciproquement. Leur preuves, trés

techniques, peuvent étre omises en premiére lecture et les résultats se

résument par le diagramme:

(u,v) Co Cu) so Cv) )

0 00)

E

(ou) ov) )—>—$» ( (07 (uu) ) , (97 (WV) ))

dans lequel ~ € ITP(u,v), 0 = M-E-UNIF(u,v), & € ITP(O(u),O(v)) et
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LEMME 7.6: Soient u et v deux méta-termes. Si g = M-E-UNIF(u,v), alors pour

toute instanciatior principale totale ©” de ofu), of(v)

~~ polus =, pat)

~~ il existe M€ ITP(u,v) et o” € ECUM, & (u) Cv) ) tel que

oOo” p=, 0° o [V(u)UV(v)].

Preuve: On veut réaliser le diagramme précédent en partant de

oO

Cas) ‘-====--+ > (olu),o(v))

* ¥o" € ITP(a(u),o(v)), po appartient a l”ensemble minimal

complet de E~unificateurs de u et v retourné par E-UNIF appliqué au

systéme u=Vv

(z, = -z;) pour z, € (V(u)UV(v) NZ

donc p“o E-unifie u et v.

* = AC

Posons ¥= ®° 97 (y(uyuv(v))
~ est une méta-instanciation totale mais non nécessairement principale

de u et v.

Par le lemme 7.4, il existe ¢ appartenant 4 ITP(u,v) et U telles que

Lez, ¥ [zKV(uUV(v))]

- s : 7 = aol

Definissons ensuite oO =) VACV(u)UV(v)) ° u

Vérifions que oY “7 go” oO [VCu)UV(V)]:

* si z @ 2ZNC(VCu)UV(y)),

POZI= Oy ACyCuyuv(v) )HM2? “E Sy neu cuyuv cv) 6

= vacycuyuv(v)) ® "2NvCuyuvv)) 62) =O" Kz)-

* si x € VACV(u)UV(v)), UP (x)=x et CO O(x)= W Ox).

* Montrons enfin que O° appartient 4 un ensemble minimal complet de E-

unificateurs de p(u) et (vy):

Tout d°abord o” E-unifie bien qu) et Wv) puisque

ou) =, wou) =, Wolv) =, o My).

Donec il existe O, appartenant a un ensemble minimal complet de E-
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0) <p o [V(OCu) UVCO(V) )]

dot 018 < op [VCu)UV(v)]

et a0 & Wo [VCu)Uv(v)]. =

Comme o,)~ est clairement une E-solution du systéme I et que yO

appartient a un ensemble minimal complet de E-unificateurs de I,

on obtient o,¢ =, Oo [VCu)UV(v) J 2

oY [VCu)UV(V)]Oo,” ee

et l7on en déduit, p(x) étant toujours un terme en E-forme normale,

% =, 0 [V(@(u) UV(Mv))]. °

En conclusion, o appartient bien 4 un ensemble minimal complet de

E-unificateurs de gy(u) et fv). []

6

Un deuxiéme lemme constitue en quelque sorte la réciproque.

LEMME 7.7: Soient u et v deux méta-termes, ~ une méta-instanciation principale @

totale de u et v telle que g(u) et gv) soient E-unifiables eto” un

élément d7un ensemble minimal complet de E-unificateurs de gu) et gv).

Alors ry

-- u et v sont méta-E-unifiables par le méta-E-unificateur 0.

-- jl existe une instanciation principale totale gy deO(u) et O(v),

@ o=,o 7p [V¥(u)UV(v)]. e

Preuve: Il est clair que u et v sont méta-E-unifiables puisque 57

est une solution de I. D’autre part, il existeq~ appartenant 4

®

ITP(g (u) oo (v)) telle que ao S O*met donc une substitution

u vérifiant yao =F O"M [VCu)UV(V) ].

Mais d“apr&és le lemme 7.6, g et a étant donnés, il existe o

appartenant 4 ITP(u,v) et a” appartenant 4 un ensemble minimal complet °

de E-unificateurs de a(u) et a(v) telles que

ao = o"a [VCu)UV(v)}.

o
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On peut schématiser la situation par le diagramme suivant:

® (ayy) wee > Cv)
1a al!
ly o +|

gy, Stee > 1
Ife il
+! oO” ve

. (ity ym) S===—-——— > (a yov7y)

*q et ® étant deux méta-instanciations principales vérifiant

ae “FP uo" sont forcément comparables sur ZACVCu)UV(v)), done

onag *F @® [ZN(V(u)UV(v)] et il existe alors une bijection E

telle que Ep =, Ol [ZNCVCu)UV(v))].

* Comme o"a <, om [V(u)UV(V)],
2 —E

o"E oS 07 [V(u)UV(v) ]

done ONE <9" [V(@(u) UVCO(v) ) 1 -

. Mais o"E E-unifie p(u) et w(v) et o° appartient a un ensemble

minimal complet de E-unificateurs de ces deux termes, donc

OE =, 07 [VCp(u) UV(O(v) )]

et il existe une bijection 8 vérifiant

@

o"E =, Bom [V(@(a) UV(O(v) ) I] -

* De oD “5 yo"a [V(u)UV(v)] et des résultats précédents, on

k déduit 8 'o"Ep =, uo"EP [V(u)UV(v)], puis U =z et,

u €tant donc une bijection, ya” est une instanciation principale

totale de O(u) et o(v); en posant ~ = Ha", on obtient bien

gpao=, oH [VCu)UVCv)]- []

@

7.2.3~- LA META-R,E-SURREDUCTION BASIQUE DANS AS

@

Dans le processus de R,E-surréduction basique, aucune R,E-surréduction

n’est faite sur des termes de Mir (F,X,), puisque ceux-ci sont forcément

@ apportés par une substitution. Cette remarque permet d°introduire la méta~R,E-
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7.2.3.1- DEFINITION DE LA META-R,E~SURREDUCTION

DEFINITION 7.3: * Un méta-terme t est méta-R,E-surréductible en t” 4a

l“occurrence m, avec la régle k et le méta-E-unificateur o si et seulement si

~~ ty, est méta-E-unifiable avec By

-- O= META-E-UNIF(t) 48)

== tt" = o(t[m<-d, ])

et l’on note t -vV--->>E a
[m,k,o] ©

* Une méta-R,E-surdérivation est une suite de méta-R,E-surréductions

issues d“un méta-terme.

* A une méta-R,E-surdérivation issue de *(t,t~)

R,E- R,E
aCe " =V=ee>> > (t,t om ~Y-——pP F(t yt7, [my kg yg) Stree? [mK Sey) “Stwe

telle que to et th soient méta-E-unifiables par Lu, on associe la

substitution po _).-.9)% appelée méta-solution de la méta-équation(t=t7).

NOTATION: Quand l”occurrence ou la régle utilisées dans une R,E~surréduction ou

une méta-R,E-surréduction seront sans importance dans les raisonnements, nous

noterons simplement Ve gy ou Vr IG]

Nous nous proposons maintenant de prouver que l”’ensemble des méta-

solutions permet de trouver un ensemble complet de A-solutions de 1”équation

(t=t~) si t et t” sont des termes de AS.

Un premier lemme important est nécessaire pour montrer comment, 4 partir

d“une méta-solution, on retrouve des A-solutions; il permet de construire une

€étape de R,E-surréduction 4 partir d°une @tape de méta-R,E-surréduction,

conforméement au diagramme suivant:

—~y—--—-y»>R 5t V rm, k, 0] t

| | we7)
| y
| t"

¥ "5

R,E -
ty kg) Fl
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LEMME 7.8: Si t est un méta-terme qui se méta-surréduit en t” a l’occurrence ao

avec la yégle 4} et le métaw~E~unificateur g, et si m” est une méta-

instanciation principale totale de t” , alors il existe une méta-

instanciation @ principale totale de t telle que p(t) soit R,E-surréductible

A l“occurrence m, avec la régle k et la substitution 96° enun terme E-égal 4

p(t").

Preuve: on cherche 4 réaliser le diagramme précédent 4 partir de

R,E
t -V--->>6? t*

im, k,o] |

|
-

p(t")

Puisque Cin et g, sont méta-E-unifiables par o, d°aprés le

lemme 7.6, il existe ~ appartenant a TTP(t ys 8) et o”

appartenant 4 un ensemble minimal complet de E-unificateurs de p(t) .)

et de o (8, )=8, telles que

o Op oo [V(t] )UVCE,) I

Il est toujours possible de prolonger ¢ en une méta-instanciation

principale totale sur t, encore désignée par »-

Alors o(t) -v--->2F 0 opt) [m<d, ])
[m,k,o° ] k

= c(t) [mo (4,)]

“5 poate) [m<-p*o(d, J] = or Ce). []

7.2.3.2- LA CORRECTION DE LA META-R,E-SURREDUCTION

La proposition suivante prouve la correction du processus de méta-R,E-

surréduction.

PROPOSITION 7.2: Soient t et t” deux termes de AS et g une méta-soluticn de

l*équation (t=t~). Alors pour toute méta-instanciation g principale totale
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Preuve: la méta~solution go provient d°une méta-R,E-surdérivation:

* -) -y--->> * a -y--->> * -(t,t*) -V--->> (ty, yD otee TVom=>> (tot ~ &

Les méta-termes tet th étant méta-E-unifiables par iu, d“aprés

le lemme 7.6, pour toute @ appartenant 4 ITP(U(t) u(t" )),

out.) =F euct”)) et il existe @, appartenant a e

ITP(t ,t7 1) et wu” appartenant 4 un ensemble minimal complet de

E-unificateurs de oC.) et (te ) tels que

u®, =, Ou [V(t,) U v(t"). e

Le lemme 7.8 permet alors de construire par récurrence le diagrammme:

- R,E > - R,E a*(t,t7) I *(ty,t7)) ee. M(t y,t7 27) VTS en a

© Se
n

ra -
Pn-4 (usu n)

Q, =

1 E
z —y__yRE =

Cs sl ed Ce OL e

*(u, ,u7))

“E

e(e,t7) -v-->RE ayy yey °
[o ~o] 1 1

Montrons alors que, pour toute instanciation principale totale g~ de

o(t) et g(t”), Oo est une A-solution de l°équation (t=t”).
@

En effet, il est facile de vérifier, en utilisant le fait que, pour tout

i compris entre 1 et n, O54 =p O54 95-1 et 0g = Id,

Po Wp Galt) =p UO paps + +O g(t). Puis: e

WO gaps QCE) Ay WO gy (Vy)

=F WoO pep 9 O71 (uz) = oe. = p07) (u_))

“A wy) Fg uo (ug) AE wu) @
=A HO pe-y-+Oo(t”) par un raisonnement analogue sur t*. []

@
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7.2.3.3- LA COMPLETUDE DE LA META~2 ,E~SURREDUCTION

Afin de prouver que teute A~solution dune équation (t=t~) se déduit dune

méta-solution de (t=t~), nous démontrons un nouveau lemme important, qui

permetde faire correspondre une étape de méta-R,E-surréduction a une étape de

R,E-surréduction basique conformément au diagramme suivant:

R,E
t -v--->>B> tr?

m,k,o -{m, ] \ a

e 7 (t’)

“E

Vv ve

“E “E
R,E~-V--- ’ -

a Tm, k,o7] &

dans lequelg et m” sont des instanciations principales totales.

La preuve de ce lemme peut @tre omise en premiére lecture.

LEMME 7.9: Soient t un méta-terme, u un terme de AS, @ une méta-instanciation

principale totale sur t telle que g(t) =, u et B oun sous~ensemble

d’oceurrences clos par préfixe de dom(t)Ndom(u) vérifiant les deux conditions

suivantes:

1) ¥ b @ B, t(b) = ud).

2) aucune occurrence de dom(t) au dessous d“un symbole - n°appartient 4

B, c’est-a-dire: si b @ B et t(b) = — , alors b.1 @ B.

Si u est R,E-surréductible 4 une occurrence m appartenant 4 B en un terme u’,

par la régle k et avec la substitution R,E-surréductrice 0°,

alors t est méta-R,E-surréductible en un méta-terme t” et il existe une

instanciation Q” principale totale de t” telle que Y(t”) =, u’. De plus,

B= B\{plpeBet p>m} vérifie par rapport 4 u” et t” les conditions
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Preuve: u étant R,E-surréductible en u’, o (uy) “ of (a,)-

Les propriétés 1 et 2 impliquent que, pour toute occurrence b de B,

Vin Belt), Done o M(t) ,)) =p o (8,)-

Ce qui prouve que (ty) est E-unifiable avec g,

par la substitution o°. Le lemme 7.7 permet alors de prouver que

Cl est méta-E-unifiable avec &, par un méta-E-unificateur 0

et qu’il existe p~ appartenant 4 ITPCo(t) .),0(8,)) telle que

Qo =p o OLV(ty,) U VCg,)]-

On en déduit sans peine que

R,E-y--->>*? -= O —t -V---> [m,k,o] t Ct[m< 41)

et

Rayanap RE . _
lt) vB G07 (CE) [mend 1).

La propriété 1 permet encore d°écrire que

g(t) [m<-d, ] =E u[m<-d, ] et donc que

O° @(t)[m<-d,]) =, uv’.

Enfin @ peut étre étendue en une instanciation principale totale sur

o(t) encore notée @ et lon obtient:

y(t*) = @ (o(t{m<-d, })) = 9 (Mt [m<-d_])) =, ues

Cette construction se visualise de la facon suivante:

t “VTE ] t7= o(t[m<-d, ])

C

© p (t7) = Po(t{m<-d, ])

“E

CE) “Vm >H TE | ov p(t lm<—d})

a =r

u -y--—> RoE 7
[m,k,o7] ©

Pour terminer, il est clair, par construction de B”, que les conditions
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Nous sommes alors en mesure de prouver la complétude du processus de

@ méta-R,E~surréductioa.

PROPOSITION 7.3: Pour toute A-solution ade l“équation (t=t”), od t et t” sont

e deux termes de AS, il existe une méta~solution Oet une méta-instanciation ~~

principale totale de o(t) et o(t”) telles que

go S, o [V(t)UV(t7)].

Preuve: nous savons que pour toute A-solution q de (t=t"), il existe

une R,E-surdérivation basique issue de t qui fournit une A-solution

o” telle que Oo” kyo [vCt)uVvCt7 )]

(et) VRP ku yu) wee -y--->®F &(u ju)

A partir de cette R,E-surdérivation basique, nous allons construire

@ une méta-R,E-surdérivation associée

= R,E R,E
* syess > * v1 SS > * °
(t,t7) -V--->> (t,,t D see “V—-77>> (t,t n*

en utilisant le lemme précédent et en prenant pour B, 4 chaque étape,

e@ l’ensemble des occurrences basiques de la R,E-surdérivation précédente.

En posant By = o(*(t,t”)), on obtient, par une application immédiate

du lemme 7.9, les méta-termes t, et t"1> une instanciation 9

principale totale de *(t,,t7)) vérifiant

oy CF (ty t74)) =g *Cuz 7)

et un ensemble B, = By \ {p€ Bo et p>? m } qui est

l“ensemble des occurrences basiques de *(u, ,u7))-

En itérant cette construction, on construit une méta-R,E-surdérivation

conformément au schema:

n-1
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En appliquant le lemme 7.7, u,et wn étant E-unifiables par une

substitution u", On étant une instanciation principale totale eS

telle que OCACt t7)) =F *(Cu,u i), on en déduit

que t et to sont méta-E-unifiables par y et qu“il existe une

instanciation @” principale totale de uct.) et u(t") vérifiant e

Hoe, =p PH [v(t ) U V(t wl

Comme, pour tout i compris entre 1 et n,

0, G1 “FR O” 5-194-4 [V(t;) U v(t", )], et que 9) = Id, 6

on obtient, sur V(t) U V(t"):

n° 09 AE UP On 2%"ud

He HOO P1229 %0 ot AE Opes Ke e

Puisque o° = WoO yee 0% Ky, & [V(t) U V(t7)], on a bien

Q"o Sa ae []

S

7.2.4- DESCRIPTION FINIE D° UN ENSEMBLE COMPLET DE A-SOLUTIONS D“ UNE EQUATION

L°arbre de toutes les méta-R,E-surdérivations issues de l1°équation (t=t”~)

a résoudre est fini et nous savons construire un ensemble complet de A- ©

solutions 4 partir des méta-solutions obtenues. La méta-R,E-surréduction dans

les arbres signés fournit donc un processus fini, permettant d”engendrer

éventuellement un ensemble infini de solutions. ©

Les résultats précédents se résument ainsi:

THEOREME 7.1: Soient t et t” deux termes de AS et HE Il’ensemble des °

substitutions otelles que

* i1 existe une méta-Rk,E-surdérivation

*(t,t7) 105 *(ty,t7y) ee. “TTY *(ti sty) e

avec t, et t° méta-E-unifiables par

ko = HO -1°+°%

Alors EY est un ensemble fini et és

-

mr” ={o°7 | o7 =@’o avec ” € ITP(O(t),O%(t”)) }
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Preuve: elle découle des propositions 7.2 et 7.3. []

Nous obtenons ainsi un algorithme de A-unification consistant A engendrer

l’ensemble de toutes les méta-solutions de 1°équation donnée et qui cette fois-

ci termine.

REMARQUES: * L*ensemble des solutions de l°€équation (t=t~) est fini si et

seulement si toutes les méta-R,E-surdérivations issues de *(t,t”) sont des R,E-

surdérivations.

* L’ensemble de A-unificateurs obtenu nest pas en général minimal

et nous verrons dans le paragraphe suivant une amélioration possible utilisant

les résultats obtenus sur les équations linéaires.

Auparavant, nous allons développer un exemple de méta-R,E-surdérivation en

montrant une R,E-surdérivation associée.

EXEMPLE: f et g désignent des symboles de fonctions, x, y et z des variables,

Z, sont des méta-variables.



se méta-R,E-surréduit a lL”occurrence 1

avec la régle (f£(-x" , f(x" ,y7))--—>y”

et le méta-E-unificateur

(x-~>z,) (x°=->z, ) Cy" )
- “1 /t\

Zyz

en

g = f£
/1\ /\

Zz ¥y 2 f zy

ah

-Z

1 /Fy
yz~y

se méta-R,E-surréduit 4 l”occurrence 2

avec la régle f(f(y” ,x”),-x” )--~y”

et le méta-E-unificateur

(z-->z,)(z,-—> )

_- an
Y 2 ~¥

(x=-> gg )y"-> g )

/\N\ /\\

YZ -y Y 2% ~y

en

& = g

/\\ /1\

72 ¥ 29 y 22 ~¥

qui sont méta-E-unifiables par
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se R,E-surréduit a la méme

occurrence, avec la méme régle

et par exemple le E-unificateur

OB DOT BOT 8?
x) t°-x) xy tox) Zyz

ou t” € Mir (F,X).

en

g = f

/\1\ / \

z

7" py fy
Ay AEE

Ky) t°-x y z-y

se R,E-surréduit a la méme

occurrence, avec la méme régle

et le E-unificateur

(x,y) (2-t7) (x7 gd

. /ty
y t°-y

(y"--> g )

/\\

y t°-y

en

g = g

/\1\ /1\

toy t* y t° -y

qui sont E~unifiables par

(y-—>t7)
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ev mere ne

7 .3-AMELIORATION DANS LE CAS LINEAIRE

Il est intéressant de tester a chaque étape si IJl”équation obtenue est

linéaire en une variable; auquel cas, il est inutile de poursuivre la _ branche

correspondante dans l’arbre des R,E-surdérivations, car tout autre A-

unificateur obtenu par la suite est supérieur 4 celui de 1”°équation linéaire.

En effet, si

a ar 5 ar = xm mn

(t,t) -V 154] *(t),t D aoe —V 19.) *(t,,t D> eee 7V TOs] A(t_,t7_)

avec *(t,,t7,) linéaire et YW l°unificateur minimal de t, et t”,,

t. et ta E-unifiables par HW”, il est clair que HO yee Oy A-unifie
n

t, et t”,, donc U Sab Ona1° Fy [v(t,) U v(t", DI,

et HO y_4++ 5G Sy UO n-1°° 0 [V(t) U V¢t7)]

puisque ICG, yee G ) est inclus dans v(t,) U vct",)-

Pour intégrer cette remarque au processus de méta-R,E-surréduction, il ne

faut bien entendu tester la linéarité que par rapport 4 des variables de V et

non par rapport aux méta-variables.

Cette amélioration permet d“éliminer certaines redondances, mais nassure

pas que l”ensemble de A-solutions trouvées soit minimal. [1 est certainement

possible d“introduire d°autres améliorations telles celles exposées par F.Fages

[FAG,81] mais nous ne les développerons pas ici.

Pour terminer ce chapitre, nous allons donner un exemple de recherche de

solutions d“une équation dans les arbres binaires signés ot f est lunique

symbole de fonction d°arité 2, a une constante et x et y des variables. Nous ne

représentons que deux branches significatives de l°arbre des R,E~

surdérivations, afin de ne pas alourdir inutilement cet exemple. Dans ce cas

précis, R,E-surréduction et méta-R,E-surréduction se confondent.

Nous n“indiquons 4 chaque étape que l“occurrence de la R,E~-surréduction et
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£ = £

if \ iy
-£ £ a x

/\ /\ ©
“x a x f£

/\

~y wy

équation qui se R,E-surréduit
©

a l°occurrence 2 du deuxiéme terme a 1”occurrence 2 du premier terme

avec la substitution (x--> £ ) avec la substitution (x-->y)

/\

-a x”

en en ®

£ = x” f = £

/ \ / \ /\
-f £ -f -y ay

/ \ / \ /\
-f a f f£ -y a @
a /\ IX

-a x” ~-a x"-y -y

qui se R,E-surréduit

a l“occurrence 22 du premier terme qui se R,E-réduit e@

avec la substitution (y--> f )

/\ en

-a x

en

6

f = x" -a = f

/ \ /\
-f -f a y

/\ FX

-f a-a x”

/ \ 6

-a x”

qui se R,E-réduit en -a = x” Cette équation est linéaire et

Ces deux termes sont E-unifiables a pour solution (y--> f ).
/\ e

par (x°~->-a). -a ra

Nous obtenons ainsi deux fois la A~solution de 1”équation de départ:

o= (x-—> fF ) yo £ ). 6
/\

-a -a -a -a

En essayant de R,E-surréduire aux autres occurrences basiques, on aboutit

a un échec. { 9 } est done un ensemble complet de Arcunificateurs des deux e



CHAPITRE HUIT

APPLICATION DE LA THEORIE DES ARBRES SIGNES A L° INFERENCE DE SEQUENCE DE TERMES
RRR Re rm eeEE OD Da nee ne wee

Dans ce chapitre, nous allons donner un exemple d“utilisation de la théorie

des arbres signés. Les questions suscitées par cette application sont

nombreuses. Ce sera l”“un des objectifs de ce chapitre de les poser.

8.1- INTRODUCTION
POO ee Ine ne Inn ne tre rae an Oe re rae oe

La théorie des arbres signés a été initialement introduite pour permettre

d’étendre des méthodes développées en synthése de programme 4 partir d°exemples

ou en transformation de programmes. Les’ techniques connues jusqu’ alors

utilisaient soit la résolution des équations au sens du filtrage ou de

l’unification, soit l“utilisation du processus de généralisation-filtrage

décrit en particulier par R.S. Boyer, J.-S. Moore, B. Wegbreit [B&M,75],

[WEG,76], J.P. Jouannaud et Y.Kodratoff [J&K,81].-

En synthése de programme 4 partir d°exemples ou de traces, on cherchera par

exemple A construire le programme qui, aux entrées

(a), € Caddy), CC Cadd)IE)

associe les sorties

(a),CaCb)),CaCbCe))).

Le lecteur intéressé pourra trouver dans [KOD,79] un développement complet de

cet exemple, et se référer aux travaux sur le sujet de A.W. Bierman, P.D.

Summer, J.P. Jouannaud, Y. Kodratoff: [BIE,/1], [SUM,75], [SUM,77], [J&K,81],
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On retrouve ce méme probleme d“inférence si, par exemple, 4 partir de la

suite finie suivante:

u, = f£ u, = £ u, = f

1 oN 2 71\ 3 7 \
a b a £ a £

/\ /\
a b a £

/*%

a b

on cherche 4 inférer u, = f
af

/\
a £

f

fs

a b

Une autre application récente de ce type d“inférence est constitué par la

recherche de schéma de régles ( ce que nous avons appelé méta-régle dans le

chapitre deux), lorsque 1°algorithme de Knuth et Bendix engendre une infinité de

régles (la théorie des arbres signés en est un exemple). On peut, comme la

suggéré Dershowitz [communication personnelle] et comme l1”a montré Y. Kodratoff

[KOD,82] essayer de fabriquer la méta-régle par inférence.

Notons que de telles séquences infinies de termes s“introduisent également,

comme on a pu le voir dans cette thése, au cours de processus dunification.

Plus généralement, chaque fois que l“on veut décrire un ensemble infini de

termes par un mécanisme fini, en connaissant une partie finie de cet ensemble,

ce genre de mécanisme d“inférence peut étre utile.

Notons enfin que comme dans les méthodes rappelées ci-dessus, la détermina-

tion de la classe des programmes synthétisables en utilisant la théorie des

arbres signés est un probléme ouvert dans le cas général. Pour 1°étude de cas

particuliers, le lecteur intéressé pourra se référer 4 [J&K,/9] ainsi qua
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puissance d°expression strictement plus forte. Mais nous allons montrer sur un

exemple la facilité d’expression et d°utilisation qui découle de l”utilisation

des arbres signés.

8.2 UN EXEMPLE
OE Re ta a an mn

Considérons la suite des termes suivants, of f et g sont des symboles

d“arité 2 et 1 respectivement, et les x, des symboles de variables.

u,= f u, = £ u, = £ u, = £ u. = £

Pyy = Fy SEN * oN > LN
Xo f£ h fe h f h of h f£

PY, | /\ | 4\ | g\ | (5\
x g x, & f X, Bg f£ xX, & f£ xX, & f

My Ob rN OT TN OT 7 \ oT 7\
x x, x g x, x £ x, x f x, xX f

; rey “ING = oN TN
& xX, 8 x £ x f

| | I\, /\
X5 Xo Xx, & x £

| I\.
Xo Xe ;

x

Trouver une relation de récurrence sur la suite commencant par les termes

Up» Up» Ug, Up,» Ugs © est trouver une substitution permettant de calculer Usay

a partir de Us» ceci pour i=1,2,3,4. Si elle existe, on en déduit par inférence

la relation entre deux éléments consécutifs de la suite permettant de

construire de proche en proche tous les termes.

La méthode utilisée est le filtrage de u, vers uj.) on essaie tout

d’abord de filtrer au sens habituel, puis, en cas d°échec, on cherche un filtre

dans les arbres signés.

Nous allons déterminer ci-dessous les différentes substitutions permettant

de passer d“un terme de la suite au suivant, en cherchant les images de chacune

des variables x Xys Xoo Xge
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* Remarquons tout d°“abord que pour tous les termes de la suite:

¢ Xo --> h); nous noterons cette substitution a,

x

0

et (x3 --> x) que nous noterons 8 7

* Pour la variable x, on a respectivement, pour passer de
1

uy a Uy de Uy a a3

oF = x77? . = x77 e etc...

4 41

Le filtrage n°’est pas constant, mais il est immédiat d’en déduire que:

Os 41%) = (x) --> i ) a,¢ x) pour i=1,2,3,4.

a.

i _ _ itl
Done O 44%) (x, > ; ) a, (x,) = (x, > e )

x x

Ce que lon suppose donc vrai pour i quelconque.

* Les substitutions Fi permettant de filtrer u, vers uj,, et les 6; ayant

pour domaine {x, } ont respectivement comme image:

_ _ 2 _ 3 _ 4
t, > af ty = (gi) t3 = (ef) t, = (ef)

£ £ f £

/\ 2 /\ 3 /\ 4 /\ 5

3 *3 f 3 ; *3 f

*o * * *

Ici la relation n’est plus évidente 4 priori et nous allons 4 nouveau

chercher une relation de récurrence entre t et c°est-a-dire entrei Siar

6%) et 5 41 6%q)>

On obtient comme séquence de filtres de t, vers tii) de domaine {x}
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1 : x,-—~ f @, :? x --> £ MQ, ? x -—->> €£

a ON a3 /\ ge 8 Ps
gf - gt - gt -

| | | | | |
f£ ee £ a f e
i ist \ a \ 5!

3 7 °2 3 °2 3 i 2

a) Xo 5

Enfin pour tout i=l, 2, 3, 4, le filtre de ®, (x3) vers P41 %) est

9 7? 8 )

a)

Pour déterminer le filtre de t. vers tj,,, on obtient la relation de

récurrence suivante:

_ a_i = ——« iD541 (¥3) = (x,--> ' ) ®, (x3) (x77? ; ) (x3)

X> yw

Puis, pour déterminer la relation de récurrence entre les filtres S55

on peut écrire:

8 sp %q) T= tyyy OC 8yCRDD) ee Dy ore Oy OGD)
_ _s i-l _ i-2 =!

8 544 Oy) = (x5 > ; ) ® (x, > ; } Q wee (x, > : ) ®, P, 8, (x,)-

» * a)

Par consequent un filtre Oo, de u, vers Uj, pour i=2,3,4 peut s°écrire:

ao,= 6,+ a,+ B+ a
i i i

ce qui, compte tenu des relations trouvées plus haut, donne:

o, = 6, + =e) + Ot4 i (x; 6 ) B

41

Ce que l’on étend 4 i entier naturel supérieur 4 1 et qui permet d“inférer la

suite en entier.

Nous allons maintenant montrer sur un exemple comment la relation de

récurrence obtenue permet d“obtenir une suite d°arbres signés dont les formes
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63 (¥3) = f

La forme normale de ce terme est précisément u,, comme on peut s°en

convaincre facilement en effectuant les réductions.

Terminons en remarquant que 1”on peut prouver dans ce cas que tous les

termes de cette suite, obtenus par la relation de récurrence décrite ci-dessus,

sont des éléments de l’algébre des arbres signés dont la forme normale est un

arbre non signé.

En général: le processus d“inférence d’une suite de termes, dont nous

venons de donner un exemple, construit-il une suite de termes signés dont la

forme normale (non signée) est la suite recherchée? Cette question est encore
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CONCLUSION

Il est possible de dégager de cette thése plusieurs types d“apports:

* dans le domaine de la résolution d“équations dans les algébres

libres, puisque nous avons dégagé trois nouvelles méthodes d°unification:

-- l’une permise par 1°introduction des algébres signées et

utilisant des transformations de type algébrique sur les équations.

-- une autre généralisant l“algorithme d°unification de Martel-

li et Montanari, basée sur une décomposition des équations en

systémes d“équations équivalents.

-- la troisidme enfin donnant une méthode incrémentale de

construction d’algorithmes d“unification fondée sur le processus de

R,E-surréduction.

* dans les différentes manipulations d“ensembles infinis de termes,

intervenant en tant qu’ensembles complets d“unificateurs ou dans des ensembles

confluents de régles de réécriture. Dans les deux cas, sous le vocable "méta"TM

(méta-régle, méta-unification), nous avons montré comment décrire finiment et

manipuler ces ensembles infinis de termes. Il est clair que les méthodes

utilisées sont générales et peuvent s”appliquer dans d’autres théories. La

théorie des algébres signées s”est donc révélée particuliérement fructueuse

par les questions que son étude a suscitées.

* dans 17étude des systémes de réécriture R pour lesquels l°algorithme

de Knuth et Bendix diverge. Nous donnons un exemple de démarche qui parait

s’avérer fructueuse: partant d“un systéme d’axiomes A, la localisation des

axiomes provoquant la divergence permet de scinder A en R et E tel que

. R soit E-noethérien,

. Emcommutant et
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En appliquant le théoréme de Peterson et Stickel, 1”°étude de la E-confluence se

réduit A 1°étude des paires E-critiques. On dispose en outre d“un algorithme de

A-unification complet donné par le processus de R,E-surréduction.

Beaucoup de problémes restent encore ouverts. Citons-en quelques-uns:

* Des améliorations sont peut-étre 4 apporter en ce qui concerne par

exemple la R,E-surréduction: peut-on affaiblir I1°hypothése de R,E-commutation

que nous avons introduite?

* Les méta-régles, au lieu d°étre uniquement un moyen de description

d“un ensemble infini de régles, pourraient sans doute @étre utilisées dans un

algorithme de complétion approprié. Pour cela, il faut en particulier savoir

superposer des méta-régles et donc développer des techniques particuliéres.

* Un autre probléme, concernant le phénoméne de divergence de _ 1’algo-

rithme de complétion de Knuth et Bendix, est la détection d°ensembles infinis de

régles schématisables par une méta-régle et la génération automatique de celle-

ci. Nous avons vu dans le dernier chapitre que la théorie des arbres signés

pouvait permettait d°“inférer de facon simple de telles séquences de termes.

* Dans la théorie des arbres signés, l°apparition des méta-régles est

liée 4 l“existence d“un sous-ensemble particulier d°axiomes E, dont on a étudié

les propriétés. Peut-on en général relier l“existence d°une infinité de régles

a un tel ensemble d°axiomes? Dans quelle mesure la méthode présent@ée dans ce
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UN EDITEUR INTERACTIF DE TERMES SOUS FORME D“ ARBRES
PR PE RP a ae OD ERE Ot DDD PD OD ME OER RS ED Pt AD Dab TD OOD IRE OO OD OE PL PD th BPD EOD FOO ED PO Pat Ot at Pt PD ut

1- INTRODUCTION

Ce travail a été motivé par la constatation qu“un terme (c”est~a-dire un

élément dune F-algébre libre engendrée par un ensemble de variables) se

visualise et se manipule intellectuellement plus facilement sous la forme dun

arbre étiqueté que sous celle dune formule linéaire parenthésée, que ce soit

sous forme préfixée, postfixée ou autre.

L’éditeur permet done de visualiser sur l“écran le terme

( phi (h(a) ) ( gamma x (a) ) ( gamma (hy )ChCa))))

ou phi, gamma, h, a sont des symboles de fonctions d“arités respectives 3, 2, l,

0, et x, y des variables, sous la forme

phi

/ | \
h gamma gamma

| /\ i ®
a x a h h

| |
y a

L’éditeur permet également de construire interactivement un terme, en le

visualisant au fur et a mesure de sa construction, et de modifier un terme déja

existant.

L’ensemble est @crit en LISP, ce qui lui confére souplesse et portabilité

d“une part, et lui permet d°autre part d’exploiter 1°environnement de

l’utilisateur. C’est ainsi que nous avons implémenté et visualisé par exemple

les transformations d*équations permettant de calculer la solution minimale



PAGE: 218

2— PRINCIPE DE L” EDITION
OE NO TD RE ED EPO PE ED ON OD Poet ad ND Pat OD Pk

Nous allons décrire briévement les structures de données utilisées ainsi

que les principes suivant lesquels est construit ‘1° éditeur.

2.1- LE REPERAGE

L’idée directrice est de considérer l1°écran de visualisation comme une

fenétre que l“on déplace sur l“arbre, ceci afin de ne pas) @tre limité par la

taille de l°arbre.

On associe 4 l“arbre un repére qui permettra de calculer les coordonnées de

chacun des noeuds ainsi que la position de la fenétre (i.e. de I1°écran), donc

de connaitre a un instant donné l1”ensemble des noeuds a4 visualiser.

|
| |position initiale

2.2- LES STRUCTURES DE DONNEES

Nous manipulons trois représentations des arbres:

* La représentation sur l”écran, qui est la représentation sous forme

d“un arbre étiqueté, dont nous avons donné un exemple plus haut.

* La représentation LISP du terme sous la forme dune liste.

* La représentation graphique, dans laquelle on va placer l°information

relative A la visualisation sur l”écran, de facon 4 ne pas la recalculer 4
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Par exemple au terme t dont la représentation sous forme de liste est

(£ (a) Ch x))

on associe le terme

((£ (x Y_) ep occ.) ((a (x, Y,) ey oce,)) (Ch Cx, Yy) ey occ, ) (x (x, 1) e, occ, )))

obtenu en remplacant chaque symbole par la liste constituée de

- la liste de ses coordonnées dans le repére associé 4 l”arbre:

par exemple (x, Y_) pour f.

- son encombrement, c”’est-a-dire la largeur du sous~arbre dont le symbole est

la téte: par exemple ici €, pour f.

- son occurrence dans 1”arbre: occ, pour f.

3- DESCRIPTION DES COMMANDES DISPONIBLES

3.1 APPEL DE L°EDITEUR

On appelle 1°éditeur en précisant en argument un identificateur que nous

désignerons dans la suite par id. Si id est le nom d“un terme déja connu, c”est

ce terme qui sera visualisé, sinon cet identificateur servira A désigner le

terme construit par 1°éditeur au cours de cette session.

exemple: (ed bel-arbre)

* Si le terme est complet, la racine de sa représentation arborescente est

visualisée (la fenétre est positionnée dans la position initiale indiquée sur

la figure ci-dessus) et 1°éditeur attend un ordre de l“utilisateur.

* si le terme est incomplet (ceci résultant par exemple d”une session non

terminée de l’editeur) et en particulier si on crée un terme, le curseur se
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3.2 DEPLACEMENTS DU CURSEUR ET DE LA FENETRE

L’utilisateur peut déplacer le curseur dans toutes les directions sur

l’écran. Si le curseur est au bord de 1lécran, il “pousse” Jl”écran dans la

direction demandée. Un contréle est effectué, permettant de maintenir

constamment la fenétre sur une partie de l’arbre.

-> : déplace le curseur d“un caractére vers la droite

<- : méme chose vers la gauche

: vers le haut

| : vers le bas

shift ->: déplace le curseur de 80 caractéres vers la droite

shift <-: déplace le curseur de 80 caractéres vers la gauche

Tshift : d@éplace le curseur de 24 lignes vers le haut

shift |: déplace le curseur de 24 lignes vers le bas

3.3- COMMANDES DE MODIFICATION

Toutes ces commandes sont préfixées par le caractére "ctrl"; si le curseur

est mal placé, un commentaire est donné sur la 25eme ligne ou bien le terminal

sonne.

ctrl C : Change le nom d“un symbole dans tout l”arbre. Le symbole 4 modifier et

celui qui le remplacera sont demandés sur la 25eme ligne.

x

ctrl D : Détruit toute la branche de l’arbre 4 partir de l’endroit of se situe

le curseur. Il est clair qu°il faut se situer a un noeud.

ctrl N : Permet de nommer un sous-arbre de l“arbre @édité. Le sous-arbre dont

la racine est pointée par le curseur aura dans la suite le nom donné.

ctrl R : Permet de changer l“identificateur du noeud pointé. Cet identificateur
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3.4-

ctrl

etrl

ctrl

3.5-

ctrl

3.6
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S : Implémente la notion de substitution variable par variable. Un arbre

donné déja construit peut 6tre substitué 4 la variable pointée par le

curseur. Toutes les occurrences de la variable pointée seront

instanciées. Le nom du sous-arbre 4 substituer est demandé sur la

25eme ligne.

POUR AVOIR DES INFORMATIONS

A : Donne l’arité d°un symbole, si celui-ci est connu.

H : Imprime une bréve documentation en ligne.

O : Donne l’ocecurrence du noeud pointé par le curseur.

POUR SE RETROUVER SOUS LISP

Permet de sortir de 1”°@éditeur. Varbre 4&dité est retourné en valeurol

sous sa forme LISP.

COMMANDES D7” INSERTIONS

Elles seront toutes données lorsque le curseur est 4 un noeud. Dans ce cas

1°€éditeur accepte les chaines de caractéres; elles se terminent par un

"retour a la ligne” (CR)

Si cette chaine est l”°identificateur d°“un symbole de fonction déja connu,

alors son arité étant connue, l’arbre est complét@ par le noeud et les

branches vers les fils correspondant 4 son arité. Le curseur pointe alors

sur le prochain noeud 4 compléter.

Si cette chaine est l“identificateur d“un terme, alors sa représentation

arborescente (compléte ou non) est concaténée a l”arbre édité, a

l”’emplacement du noeud pointé par le curseur. Le curseur pointe ensuite sur

le prochain noeud 4 compléter.
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* Si l°identificateur est inconnu, son arité est demandée:

-- les symboles de fonctions peuvent @étre d“arité quelconque.

-- l’arité d°une variable sera désignée par: “v".

4- LA VERSION DISPONIBLE SUR H89 MUNI D°UNE INTERFACE GRAPHIQUE

L°éditeur tourne actuellement sur micro-ordinateur H89, 64K octets de

mémoire centrale et pourvu dune interface graphique (résolution 512x256). Le

LISP utilisé est LELISP réalisé par J. Chailloux [CHA,79] qui fonctionne sous

le systéme CP/M 2.2.

Des fonctions LISP permettant d“interfacer 1°écran graphique (accés au

point, tracé de segments) ont été écrites en assembleur 280. Le lecteur

intéressé par les algorithmes mis en oeuvre pourra consulter [BRE,65],
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RESUME

Nous nous intéressons dans cette thése 4 différentes méthodes permettant

de résoudre des équations dans l“ensemble des termes construits sur un ensemble

de symboles de fonctions F et un ensemble de variables V.

La premiére méthode consiste 4 construire l°ensemble des arbres signés,

qui est une extension de la F-algébre libre engendrée par V, et le processus de

résolution d’une équation linéaire utilise des transformations algébriques sur

les équations, permises par 1°introduction d°un nouveau symbole de fonction ae

et d’un ensemble d’axiomes A. Nous présentons en outre le concept important de

méta-régle qui permet ici d“étudier le systéme d°axiomes A.

La seconde généralise la notion de surréduction 4 des théories équationnel-

les définies par un ensemble d“axiomes E et un systéme de réécriture R.

Une généralisation de l“algorithme d“unification de Martelli et Montanari

permet de résoudre le probléme de la E-unification.

L’application des deux méthodes précédentes a la théorie des arbres signés

et la formalisation des notions de méta-E-unification et de méta-R,E-surréduc—

tion nous permet alors de résoudre des équations quelconques dans les arbres

signés.

Nous présentons enfin un exemple d°application de la théorie des arbres

signés a l“inférence de séquences de termes.

MOTS-CLES: réécriture, arbres, confluence, terminaison finie, méta-régles,

théorie équationnelle, @équations, multiéquations, unification, filtrage, sur-

réduction, E-commutation, méta-E-unification, méta-R,E-surréduction, inférence.
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