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INTRODUCTION

s st e s o et s

Nous nous intéressons dans cette thése 3 différentes méthodes permettant
de résoudre des gquations dans 1 ensemble des termes construits sur un ensemble

de symboles de fonctions F et un ensemble de variables V.

Dans la lignée des travaux de R.Boyer et J.Moore [B&M,77], JP.Jouannaud et
Y.Kodratoff [J&K,79], les &quations qui nous intéressent sont celles qui n”ont
pas de solution par la méthode d”unification habituelle, par exemple 17 &quation

f(x,a)=b, ot f est un symbole binaire, a et b des constantes et x une variable.

Leur méthode consistait a méler filtrage (ou unification) et généralisa-
tion; celle que nous développons est tout autre: elle consiste 3 construire
1”ensemble des arbres signés, qui est une extension conservative de 1la F-
algébre libre engendrée par V, et le processus de résolution utilise des
transformations algébriques sur les équations, permises par 1 introduction d~ un

oW

nouveau symbole de fonction "-" et d"un ensemble d”axiomes A.

Par exemple, si F est réduit 3 un unique symbole de fonction binaire f et
34 un ensemble dénombrable de constantes, on munit les arbres binaires signés,
c“est-3~dire les termes comstruits sur f, -, les constantes et les variables,
des axiomes suivants:
—x =x ; -f(x,y) = f(~y,~x) ; f(-y,f(y,x)) = x ; f£(£(x,y),-y) = x
en vue de pouvoir écrire
f(x,a) = b <=> f(f(x,a),-a) = f(b,-a) <=> x = f(b,-a)

et d"obtenir ainsi une solution de 17&quation initiale modulo les axiomes A.

Dans le cas de plusieurs symboles de fonctions d7arité quelconque, les
axiomes se généralisent ais@ment et notre premier objectif a &té 1”&tude de 1la

théorie des arbres signés. Nous présentons dans cette thése les résultats

suivants:
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* La théorie est décidable. Nous utilisons la méthode de Knuth et Bendix
consistant 3 construire un systéme de rée€riture canonique &quivalent aux
axiomes.
Cet algorithme de complétion engendrant un ensemble infini de régles, un
nouveau concept, celui de "méta-régle” est introduit, afin de décrire, de

facon finie, un ensemble infini de régles, et est utilis& pour faciliter

les preuves de confluence.

* Les équations linéaires (dans lesquelles une variable au moins n"apparait
qu”une seule fois) ont une solution minimale wunique & wun isomorphisme
prés; elle se calcule par transformations d“&quations en &quations
8quivalentes. De plus certaines équations non linaires se réduisent en
une équation lingaire &quivalente, et sont donc ré&solubles par 1la méme

méthode.

A partir de 13, se pose le probléme de résoudre les &quations non

linéaires. Plutdt que de chercher un algorithme de A-unification propre aux
arbres signés, nous nous sommes intéressés & la résolution d"équations en
général et aux travaux déja réalisés dans ce domaine.
Nous avons tout d”abord essayé, sans succés, d"étendre la congruence engendrée
par les axiomes de la théorie des arbres signés 3 1"algébre des arbres infinis,
en tentant de suivre les travaux de B.Courcelle [COU,79], de A. Arnold et M.
Nivat [A&N,80].

Nous avons ensuite exploré, cette fois avec succés, une seconde voie, en
essayant d”appliquer 3 notre théorie les résultats obtenus par J.M. Hullot sur
la surréduction, 3 la suite de M. Fay et D.S. Lankford. Mais 1le processus de
surréduction d”un terme ne termine pas, en général, dans la théorie des arbres
signés. Pour contourner cette difficult@, nous avons alors généralisé la notion

-

de surréduction et cela nous a amenés 3 construire un algorithme d“unification

pour un sous—ensemble des axiomes considérés.
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La seconde partie de la thése a dornc deux pdles d”intéré&t général:

* Une généralisation de 17algorithme de Martelli et Montanari, proposée par
ses auteurs comme un algorithme d”unification dans 1 "ensemble des termes
sans axiomes, a4 notre théorie &quationnelle. Une extension de leur
méthode basée sur la décomposition d“une &quation en un systéme
d”“équations &quivalentes, permet de générer des ensembles minimaux
complets d“unificateurs. Nous verrons que la méthode que nous proposons

® est généralisable, et, si elle ne fournit pas toujours un ensemble

complet d”unificateurs, elle permet dans tous les cas de simplifier

1"&quation initiale.

* Une méthode générale d unification incrémentale: utilisant la connaissan-
ce d"un algorithme de E-unification, nous donnons une méthode pour
construire un algorithme de A-unification, A @&tant obtenu en rajoutant
aux axiomes de E un ensemble d”axiomes R orientés en régles de réécritu—
re. La méthode utilisée est la R,E-surréduction, notion dejd proposée par
D.S.Lankford et A.M.Ballantyne pour des théories associatives et commuta-
tives et qui constitue une généralisation des travaux de J.M.Hullot sur 1la
surréduction. L algorithme de résolution d"une &quation (t=t”) consiste 3
construire 17arbre de toutes les suites de R,E-surréductions possibles
faites en paralléle sur les deux termes t et t”. Nous donnons un moyen de
se restreindre 3 certaines R,E—surréductions, dites basiques, permettant

d”obtenir la terminaison finie du processus dans certains cas.

La théorie des arbres signés devient alors un exemple non trivial
d”application de cette méthode et en illustre la progression.
@ * C”est ce que nous montrons dans une deuxiéme @€tude de la théorie des

arbres signés ol nous particularisons un sous—ensemble E des axiomes.

Dans le cas binaire, E est constitué& des axiomes
——x = x et —f(x,y) = £(-y,~x)

et R des régles

f(~y,f(y,x)) ——> x et f(f(x,y),-y) —=> x.
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* Nous montrons alors que =g est décidable et construisons des algori-
thmes de E-filtrage et de E-unification complets, ce dernier é&tant un

exemple de la généralisation de 17algorithme de Martelli et Montanari. En

général, une équation a une infinité de E-solutions minimales.

Lorsqu”il existe de tels ensembles infinis de E-solutions, l17algorithme de
A-unification par R,E-surréduction ne termine pas. Pour lever cette difficulté,
dans 1 ensemble des arbres signés, nous schématisons 17ensemble infini de E-
solutions 3 17aide de variables distinguées appelées méta-variables et en
déduisons une schématisation d”un arbre de R,E-surré&ductions ayant une infinité
de branches; nous obtenons ainsi un algorithme fini de A-unification dans les
arbres signés, permettant de générer un ensemble complet de solutions

&ventuellement infini.

Nous développons enfin une application des algébres signées a
1" inférence de séquences de termes. Le probldme &tudié& consiste & trouver des
relations de récurrence sur une suite de termes, afin d”inférer une description
finie de cette suite. Cette méthode a des applications en synthése et

transformation automatique de programme.

Les prolongements de ce travail sont développés dans la conclusion de la

thése.
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PLAN DE LECTURE

Les chapitres un et quatre de cette thése présentent des résultats tout—a-

fait généraux.

* Le chapitre un résume les différentes notions utilisées et fixe les
notations. Le lecteur familier avec les travaux de G.Huet et J.M.Hullot

[H&0,80], [HUL,80] peut en omettre la lecture.

* Le chapitre quatre est consacré ad la résolution d7&quations par
surréduction. Une premiére partie non originale traite le cas oud il
existe un systéme de réécriture canonique, puis une deuxiéme partie
généralise ces résultats 3 des théories &quationnelles dé&finies par un
ensemble d”axiomes E et un systéme de réécriture R, et présente une &tude

de la R,E-surréduction.

Les chapitres deux et trois d"une part, cinq, six, sept d”autre part, sont
davantage tournés vers 17étude de la théorie des arbres signés, dont le chapitre

huit donne un exemple d”application.

* Le chapitre deux contient la définition des arbres signés et une premiére
étude de la théorie. I1 présente en outre un concept important, celui de
"méta-régle”, dont nous donnons une formalisation et un exemple
d“utilisation dans 1"&tude de 1la confluence du systéme de réécriture

infini associ& aux axiomes.

* Le chapitre trois est consacré 4 une axiomatisation partielle de 1la
relation d"&quivalence entre &quations, 3 la simplification d”équations en

équations équivalentes et & la résolution d 8quations linéaires ou

lin&arisables.
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Le chapitre cing donne des algorithmes de E-filtrage puis de E-
unification; nous dégageons une idée importante qui est la généralisation

de 17algorithme de Martelli et Montanari 3 des théories &quationnelles.

Le chapitre six est une deuxidme &tude de la th@orie des arbres signés en

utilisant un syst@me de réécriture E-canonique R.

Le chapitre sept montre comment appliquer les résultats concernant la R,E-
surréduction dans les arbres signés. Nous y formalisons des notions de

méta-E~unification et de méta—-R,E-surréduction.

Enfin le chapitre huit est un exemple d”application de 1la théorie des

arbres signés i 17inférence de séquences de termes.




CHAPITRE 1

NOTIONS FONDAMENTALES: THEORIE EQUATIONNELLE ET SYSTEME DE REECRITURE

et o A s s e ot 1t et ot ot 0 Pt

e ot Bl s st o et et P P P P Pt Pt S P P D D I S o P

Nous donnons dans ce chapitre les bases théoriques préliminaires aux
thémes abordés dans cette thése. Nous y introduisons les termes du premier
ordre et donnons divers résultats classiques obtenus en munissant cet ensemble
de la structure de F-algébre.

Nous nous sommes autorisés de nombreux emprunts aux travaux de G. Huet et
D.Oppen [H&0,80], M. Bidoit [BID,81], B.Courcelle {[COU,81}, L.Kott [KOT,80]
J.M.Hullot [HUL,80] et renvoyons & ces références le lecteur intdressé par les
preuves des résultats cités.

Ce chapitre a &galement pour but de fixer les notations et la terminologie
utilisées dans cette thése, inspirées de celles de G.Huet et D.Oppen, ainsi que

de J.M.Hullot.

1.1- THEORIES EQUATIONNELLES SUR DES ALGEBRES LIBRES
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Soit F un ensemble dénombrable de symboles de fonctions; 3 chaque symbole
f de F est associé un entier appelé arité de f et noté ar(f). On partitionne F

en une réunion de sous—ensembles Fi’ ol Fi est 17ensemble des symboles de

fonctions d7 arité i.
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CONVENTION: Les symboles de fonctions d7arité O sont appelés constantes et

notés a,b,c... Ceux d”arité@ non nulle sont désignés par les lettres f, g, h ...

o
DEFINITION 1.1: Une F-algébre est un couple M=(DM’FM) ol Dy est un ensemble non
vide appelé domaine de M, et FM une famille d”opérations sur Dy index@es par ®
1“ensemble des symboles de fonctions de F. On notera FM = {fM / f appartient 3 F}.
EXEMPLE : Soit F = {0,S,+}. Choisissons pour domaine 1“ensemble N des entiers
&
naturels et pour opérations : ON qui est 17entier O, Sy qui est la fonction
successeur, +, qui est 17addition usuelle.
Le couple (N,{0. ,s.,+y}) est une F-algébre.
N*°N*'N ®
DEFINITION 1.2: Soient M=(DM,FM) et M’=(DM,,FM,) deux F-algdbres. Un
homomorphisme h de M dans M~ est une application de DM dans Dy- telle que pour
o
tout symbole de fonction f d”arité n dans F et pour tous &léments dl’ dy,eene,
d ~dans Dy, on ait : h(fy(dy,dy,...,d )) = f-(h(dy),h(dy),... ,h(d )).
Un homomorphisme d”une F-algdbre dans elle méme est appelé endomorphisme.
®
Si de plus il est bijectif, 11 est appelé isomorphisme.
DEFINITION 1.3: Soit A une classe quelconque de F-algébres et V un ensemble. On
appelle F-algdébre A-libre engendrée par V (on dit aussi sur V) toute F-algeébre ®
M=(DM’FM) tel que
1) M appartient 3 A
2) D"l contient 17ensemble V )
3) pour toute F-algébre N=(DN,FN) de A et toute application h0 de V dans DN’ il
existe un unique homomorphisme h de M dans N dont la restriction & V soit &gale
a ho. ®
NOTATION : Les éléments de V sont appelés variables et notés dans la suite x,
Y, 2. ®
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Si M1 et M2 sont deux F-algébres A—libres sur V, il est facile de montrer

qu”il existe un isomorphisme unique entre M, et M2 qui est 17identit& sur V. On

1
peut donc sans ambiguité parler de la F-algébre A-libre engendrée par V.

Le résultat suivant, cas particulier d“un théoréme dG ad Birkhoff, nous

permet de définir 1”ensemble des termes.

THEOREME 1.1 [BIR,35]: Soit A la classe de toutes les F-algébres pour F fixé et
V un ensemble dont les éléments sont appelés variables. On supposera toujours
que soit V soit l17ensemble des constantes est non vide. Alors la F-algébre A-

libre (ou plus simplement la F-algebre libre) engendrée par V existe.

DEFINITION l.4: Dans les conditions du thé&oréme précédent, on appelle ensemble
des termes du premier ordre, ou plus simplement termes, les &€léments de 1la F-

algdbre A-libre engendrée par V.

EXEMPLE : Si A est 1”ensemble des groupes, on obtient la définition du groupe

libre engendré par un ensemble V.

-

NOTATION : Les termes seront désigné&s dans la suite par u, v, w, t, t7,..., g,

3ol "

Cette définition des termes &tant particuliérement peu explicite et peu
parlante 3 notre intuition, nous allons en donner wune représentation dans le

paragraphe suivant.

1.1.2- L"ENSEMBLE DES ARBRES ETIQUETES
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1.1.2.1- ARBRS, OCCURRENCES, SOUS—ARBRES.

*
Soit N+ 1"ensemble des entiers , N+ le monoide libre engendré et

€ le mot vide et . 1”opération de concaténation.
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*
DEFINITION 1.5 : Soit une application t de N+ dans FUV et dom(t) son

domaine de définition, c”est-d-dire 1”ensemble des m appartenant 3 N:

tels que t(m) soit défini. Alors t est un arbre sur FUV si et seulement si

1) e est élément de dom(t)

2) dom(t) est clos par préfixe i.e.: m appartient 3 dom(t) si m.m” appartient A&
dom(t).

3) pour tout m dans dom(t), m.i appartient 4 dom(t) si et seulement si 1 est

compris entre 1 et 17arité de t(m).

NOTATIONS : Le domaine d”un arbre t est aussi appelé ensemble des occurrences de
t. Il sera noté dom(t). Les &léments de dom(t) sont les noeuds de l7arbre,

le noeud ¢ est la racine et m.i est le i-éme fils du noeud m.

Nous ne considérerons dans cette thése que des arbres fidls, c est-d-dire

tels que leurs domaines soient des ensembles finis.

EXEMPLE : Soit F = {f,g,h,a} avec ar(f) = 2, ar(g) = ar(h) = 1 et ar(a) =0 et
v = {x,y}. L application t définie sur {e,1,2,11,21,22,221} par:
t(eg)=f , t(1)=h , t(2)=f , t(1l)=y , t(2l)=a , t(22)=h , t(221)=x
est un arbre que 17on representera graphiquement ainsi:

f

/' \
h £
b7\
y a T

X

et qui correspond au terme bien forme f(h(y),£f(a,h(x))).

DEFINITION 1.6: Soit t un arbre et m un élément de dom(t). Le sous—arbre de t a

1“occurrence m, noté tlm est 17arbre t~ défini par t”"(m”)=t(m.m”) pour tout

*
m” appartenant & N, .
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EXEMPLE : Dans 17arbre t de 17exemple précédent, le sous—arbre issu du noeud

22 est 17arbre h .

X

DEFINITION 1.7: Pour tout sous—arbre u de 17arbre t, tnl(u) est 1 ensemble

des occurrences de u dans t, noté O(u,t). Quand cet ensemble est fini, son

cardinal est noté #(u,t).

EXEMPLE : L”ensemble des occurrences de x dans l17arbre t de 1 exemple ci-dessus

est réduit a {221}.

DEFINITION 1.8: Deux noeuds m et m”~ sont disjoints si et seulement si il

*
n“existe pas de m" dans N, tels que o=n".m"” ou m =m.m".

EXEMPLE : Toujours pour le méme arbre t, les noeuds 22 et 21 sont disjoints,

tandis que 22 et 221 ne le sont pas.

Nous désignerons par M(F,V) 1l7ensemble des arbres construits sur l17ensemble

des symboles F et des variables V.

1.1.2.2- STRUCTURE DE M(F,V)

LEMME 1.1: M(F,V) peut &tre muni d”ume structure de F-algdbre, et c“est 1la

F-algebre libre engendrée par V.

Nous parlerons donc maintenant indifférement de termes ou d arbres.

Afin de pouvoir faire des preuves par récurrence structurelle dans M(F,V),
nous allons voir qu”il est possible de construire cet ensemble de facon inducti-
ve de la facon suivante:

Soit Mn(F,V) la famille de parties définies par:
- MO(F,V) =V U {c* | ¢ appartient 3 FO}

*
- Mn+l(F’V) = Mn(F,V) U {f (tl,...,tk) tel que f appartient A F et

tl""’tk appartiennent a Mn(F,V) }
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LEMME 1.2: M(F,V) est la réunion pour tous les n positifs ou nul des M_(F,V).
n

Ce résultat permet de prouver dans M(F,V) des propriétés de la forme:
"Pour tout t appartenant a M(F,V), P(t)"” par induction sur la structure de t.
11 met en évidence le lien existant entre 1les raisonnements par récurrence
structurelle et par récurrence sur les entiers.

Un autre exemple de son utilisation est la définition suivante que 17on

peut donner de la taille d”un arbre:

DEFINITION 1.9: La taille d”un arbre t, notée |tl, est définie par:
-= si t appartient 3 VUF, alors |ti{=0

-- si t=f(t1,...,tk) alors |t|=1+y% ,

=1, Bl

1.1.2.3- OPERATIONS SUR LES ARBRES

~

Outre les opérations de la F-alge bre et celle qui & un arbre et & une
occurrence de son domaine m associe le sous—arbre 1issu du noeud m, nous en

utiliserons une autre qui est le remplacement d”un sous—arbre par un arbre.

DEFINITION 1.10: Soient t et t”~ deux arbres et m un noeud de t. Remplacer dans
t le sous—arbre t|y Par t”, c”est définir un nouvel arbre t" mnoté t[m <- t7]
tel que
dom(t") = dom(t) -— dom(t|m) + m.dom(t”)
t"(m”)=t(m”) si m” appartient & dom(t)—dom(t'm)
=t"(m"”) si m"=m.m"

t et m étant donnés, on notera tm 17application de 17ensemble des arbres dans

lui-méme, qui 3 un arbre t~ associe 1l7arbre tm(t') = t[m<-t"].
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EXEMPLE : si t1= f et t2 =g s tl[Zl <-gl= f£
/ N\ | | 7 N
g f E a g f
VAR VA
a x vy a % y
a

1.1.2.4~ ENDOMORPHISMES DE M(F,V)

DEFINITION 1.11: L ensemble V(t) des variables d”un arbre t est défini inducti-
vement par:

-- si t est une constante alors V(t) = @

—— s5i t est une variable x alors V(t) = {x}

-—-sit= f(tl,...,tk) alors V(t) = V(tl) U ... U V(tk)

C”est 1”7ensemble des variables ayant au moins une occurrence dans 1l arbre.

NOTATICN : Nous désignerons par O(t) l”"ensemble des occurrences de t ayant une

image dans F, c est—-d-dire 1l ensemble des occurrences de non variables.

EXEMPLE : si t = f v(t) = { x, vy } o(t) = {g1,11,112,12,2}

DEFINITION 1.12 : Une substitution est une application ¢ de V dans M(F,V)
telle que g(x)=x presque partout, c est-d-dire sauf sur un sous—-ensemble fini
de V appelé le domaine de ¢ et not& D(0).

D(r) = { xlo(x) # x }
L”ensemble des variables indroduites par O est not& I(0), il est défini par:

I(c) = U V(o(x))

x€D(0)

Le caractdre libre de la F-algdbre permet de dire qu une telle
application se prolonge de facon unique en un endomorphisme de M(F,V).

I1 vérifiera donc pour tout f d”arité k de F, pour tous Epseeesty de M(F,V):

O(E(E ,eee,t)) = £(O(E)),een, 0t )
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NOTATION : Les substitutions seront désormais désignées par les lettres g, B

o, s+ et représentées par leurs graphes, ¢ est—d~dire par des ensembles de

®
couples {(x,0(x)) pour x dans le domaine de O}, ou bien sous la forme
(x==>0(x)).
®
DEFINITION 1.13 : La composge de deux substitutions p et O est la
substitution notée p 0 et définie pour toute variable x par
p o (x) =p (o(x))
(]
DEFINITION 1.14: La restriction d”une substitution 0 & un sous—ensemble U de V
est notée O, et définie par
U ®

OU(x) = 0O(x) si x appartient 3 U

o(x) = x sinon.

®
1.1.3—- THEORIE EQUATIONNELLE
1.1.3.1- EQUATIONS ®
DEFINITION 1.15: Une &quation est une paire de termes {tl’tz} notée (tl= tz)
DEFINITION 1.16: Une F-algébre M = (DM,FM) valide 1“équation (t1 = tz) [
si et seulement si pour tout homomorphisme h de M(F,V) dans DM’ h(tl) = h(tz).
On dit aussi que 17équation (t1 = t2) est valide dans M, et 17on note
M |= = .
| (t1 t2) ®
Pour déterminer h il suffit de se donner sa restriction hO aux variables
de V. De plus, comme on ne s intéresse qu’aux termes t; et ty, il suffit
o
de se donner h0 sur V(tl) U V(tz).
®
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DEFINITION 1.17: Une variété de F—algébres définie é&quationnellement est une
classe de F-algdbres U pour laquelle il existe un ensemble d7&quations A tel
que H soit la classe de toutes les alg-bres validant les &quations de A. H est
aussi appeléde classe des modéles de A et est notée M(A).
G.Birkhoff [BIR,35] a prouvé que si une classe de F-algébres est une

variétd, alors la F-algdbre M(A)-libre engendré par V existe pour tout ensemble

V.

1.1.3.2— PROBLEME DE VALIDITE . PROBLEME DES MOTS

Etant donné un ensemble d"&quations A, le probléme consistant 3 décider si
une équation (t1=t2) est valide dans toute F—algébre de M(A) est appelé
problédme de validité dans M(A) ou probléme des mots pour la F-algébre M(A)—-
libre. Nous allons voir que ce probléme peut s énoncer en :ermes de théorie

équationnelle.

1.1.3.3- THEORIE EQUATIONNELLE

DEFINITION 1.18: Soit M=(DM,FM) une F-algébre. Une relation R sur DM est

une congruence sur M si et seulement si pour tout symbole de fonction f dans F

d”arité n et pour tous &léments By eves o, t’l, . .5, t’n dans D :

n M

t. R t~7 . t Rt~ => f(t

1 L oreres B = 1,...,tn) R f(t Lreeest n).

Les opérations de F_, passent au quotient et on peut ainsi définir une

M
algébre quotient dont le domaine est DM/R et dont les opérations s identi-
fient d celle de FM'

DEFINITION 1.19: Soit A un ensemble d"équations. La plus petite congruence sur

M(F,V) contenant toutes les paires { O(tl) , o(tz)}, ou (tl=t2) est une

8quation quelconque de A et O wune substitution, est appelée A-&galité ou

congruence engendrée par A et est notée =A.
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Deux termes tels que t1 =\ t, sont dit A-égaux.
On parlera aussi de la théorie &cuationnelle engendrée par A pour désigner

17algébre quotient M~ = (M(F,V)/=A, F ).

1.1.3.4— THEOREME DE COMPLETUDE

THEOREME 1.2 [BIR,35] : Etant donn& un ensemble d”"&quations A, une &quation

(tl = tz) est valide dans la variété M(A) si et seulement si ty =, tye

Ce théordme di 3 G.Birkhoff permet d”étudier le probléme de 1la validité
dans la variétéd M(A) de manidre purement syntaxique par 1 intermédiaire de la
relation =

A”

1.1.4~ RESOLUTION D"EQUATIONS DANS UNE THEORIE EQUATIONNELLE

Nous allons nous poser maintenant un probléme dual du précédent: &tant
donnés deux termes t, et t, dans M(F,V) et une algébre M, existe-t-il un
homomorphisme h de M(F,V) dans DM vérifiant h(t1)=h(t2)? On dira alors que
17&quation (t1=t2) est satisfiable dans 17algébre M. Comme précédemment il

suffit de trouver une application h de V(tl) U V(tz) dans D

0 M

vérifiant la condition requise. De plus, on se restreindra ici au cas oi M est

1”7algdbre M(A)-libre sur V, A &tant un ensemble d"&quations.

Pour pouvoir décrire 1 ensemble des homomorphismes répondant 3 1la
question, nous allons définir un systéme générateur minimal de cet ensemble;
cela nécéssite 17utilisation d7un préordre sur les termes et sur les

substitutions, obtenu grice 3 la notion de filtrage.

1.1.4.1- FILTRE ET PREORDRE DE FILTRAGE

DEFINITION 1.20: La relation SA est définie sur les termes de M(F,V) par:
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t
154 &2
si et seulement si il existe wune substitution O telle que O(tl) =5 Epe

Si O existe, O restreinte a V(tl) est appelé A-filtre de ty vers t,.
La relation SA est un préordre sur M(F,V), compatible avec la congruence =A"
NOTATION : Dans le cas ol A est vide, on notera le préordre de filtrage par <.

Dans le cas ou A est vide, si t o3 t, on dira que ty généralise t,-

Le filtre de t. vers t s“il existe, est alors wunique et peut &tre

1 22

trouvé par un algorithme ré&cursif simple (voir par exemple [HUE,76]).

EXEMPLE : avec A vide, le terme tl=f(f(x),y) généralise le terme t2=f(f(g(a),g(x)),

le filtre de t, vers ty étant la substitution de graphe {(x,g(x)) , (y,g(a)) }.

1

Un préordre et une relation d”"&quivalence sur les substitutions se dé&dui-
sent de la relation SA’ généralisant les définitions données par G.Huet
dans le cas ol A est vide [HUE,76].

DEFINITION 1.21: Soient X un ensemble de variables, ¢ et u deux substitutions.
o £, H [X]
si et seulement si il existe wune substitution p telle que pour tout <X

appartenant 3 X, (p(o(x)) =, u(x).

A
o} A H [X] si et seulement si O SA_U et M SA, o .

EXEMPLE : dans le cas ol A est vide et od X = {x}
o = { (x,f(a,f(y,b))) } < u = { (x,f(a,f(a,b))) } en prenant p = { (y,a) }
et o =¢ a = { (x,f(a,f(a,2))) }.

si A ={ f(a,f(a,x)) = x } et si X = {x}

g = { (x,f(a,f(y,b))) } SA]J= { (x,b) } en prenant p = {(y,a)}.
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1.1.4.2- UNIFICATEURS DANS UNE THEORIE EQUATIONNELLE

DEFINITION 1.22: Un A-unificateur de deux termes tl et t, est une
substitution ¢ telle que 0'(t1) = ci(tz). Si ¢ existe, t, et t, sont
dits A-unifiables et O est une solution de 17équation (t1 = t2).
On note U<t1’t2) 1"ensemble des A-unificateurs de tl et t2' Un
- A-unificateur de t, et t, sera aussi appelé A-solution de (t1 = tz).
EXEMPLE : supposons que A = { i3 =z }
/\
a b3
/\
a z
et que t1 = f et t2 = f
/\ / A\
b f X x
/\
a y

La substitution {(x,b),(y, f )} est un A-unificateur de £, et ty.

a b

1.1.4.3—- ENSEMBLE MINIMAL COMPLET DE A-UNIFICATEURS

La relation de préordre SA permet de définir une “"base” de 1"ensemble
U(tl,tz), c”est-i-dire un ensemble minimal de A-unificateurs & partir
desquels peuvent se déduire tous les autres, par instanciation. Plus précisé-

ment:

DEFINITION 1.23: Soient tl et t2 deux termes, X = V(tl) U V(tz) et W

un ensemble fini de variables contenant X. Un ensemble de substitutions I est
un ensemble complet de A-unificateurs de t1 et t2 en dehors de W si
seulement si:

1)¥ g€ ¢ D(g) « XetI(o)NWw =249

2) & U(1't2)

3) pour tout A-unificateur u, il existe o dans I tel que O© SA u[X]
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La condition 2 traduit la cohérence, la condition 3 la complétude. La
® condition 1 n“est qu une conditior technique. Elle permet d7éviter les
conflits entre les "anciennes"” variables et les variables introduites par o .
Nous 17utiliserons uniquement lorsqu”elle apporte de réelles facilités dans les

® raisonnements.

Si de plus on souhaite que 17ensemble soit minimal, on introduit 1la
condition supplémentaire suivante:

4) pour toutes O et P appartenant 3 £ , O # 0 implique O -’EA P (X1,

NOTATION : Un ensemble complet de A—unificateurs de t, et t, sera noté

ECUA(tl,tZ). Si de plus il est minimal, on le notera ECMUA(tl’tZ)'

REMARQUE : -- Pour deux termes donnés, un ECMUA, quand 1l existe, n"est pas
unique: ainsi deux A-unificateurs O et p appartenant 3 des ECUA et
vérifiant © :A P [X] n"appartiennent pas au méme ensemble minimal complet

de A-unificateurs.

Rappelons quelques résultats. Dans le cas od A est réduit & 17axiome
d”associativité pour un symbole de fonction f et F={f}, G.Plotkin [PLO,72] a

o décrit un algorithme permettant d engendrer un ensemble complet wminimal de A-
unificateurs pour tous termes t et t”. ME.Stickel [STI,81] a donné un algorithme
construisant un ensemble minimal complet de A-unificateurs dans le cas ol A est

® constitué des axiomes de commutativité et d"associativité pour un seul symbole
de fonction f et pour F={f}. J.Siekmann [SIE,78] a traité le cas de F quelconque,

A &tant composé des axiomes de commutativité pour un nombre fini de symboles de

® fonctions. Dans d”autres cas, par exemple pour la structure de groupe abélien
[LAN,79], on sait calculer un ensemble complet et fini de A-unificateurs. Nous

développerons dans la suite une méthode générale, initialement due & DS.Lankford

® [LAN,75], reprise par M.Fay [FAY,78], [FAY,79] et améliorée par JM.Hullot
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[HUL,80], pour construire des ensembles complets de A-unificateurs dans
certaines théories &quationnelles. En général ces ensembles ne seront pas

minimaux.

1.1.4.4— UNIFICATION DANS L"ENSEMBLE DES TERMES

Le cas particulier oa il n”y a pas d“équations sur les termes est
particulidrement important: en effet dans ce cas, soit les deux termes donnés
ne sont pas unifiables, soit 1l existe wun ensemble complet minimal
d“unificateurs réduit 3 un seul &lément. Nous allons maintenant donner dans ce

cas quelques résultats supplémentaires.

Considérons tout d”abord la relation notée = définie par:

6, T, <=t Lt

1 2 et t, <t

2 1 2°
Nous pouvons remarquer qu”alors t1 et t2 sont &gaux 4 un renommage de

leurs variables prés.

EXEMPLE : t, = £ = £, = f
7\ /\

X £ z £
/\ /\
a W a u

Le théordme fondamental dont la preuve peut &tre trouvée dans [HUE,76],

est alors le suivant :

THEOREME 1.3: Soit Q l”ensemble quotient de 1”ensemble des termes par la
relation d”équivalence =, complété par un &lément maximum; alors Q est un

treillis complet sans chaine infinie descendante.
On en déduit alors:

PROPOSITION 1.1: Si deux termes t. et t

1 2 sont unifiables, ils admettent un

unificateur minimal pour le préordre de filtrage < sur les substitutions,

unique modulo 1”8quivalence =, et appelé unificateur minimum.
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EXEMPLE : £ et &
/' \ /\
g h & z
/N /\
a Xy g
/\
a y
ont pour unificateur minimum ¢ = { (x, g ),(y,a),(z,h) }
/ N\
a a a

(1A}

De nombreux algorithmes d unification ont té décrits pour trouver cet

unificateur minimum. Citons entre autre ceux de JA.Robinson [ROB,65], G.Huet
[HUE,76], A.Martelli et U.Montanari [M&M,79], MS.Paterson et MN.Wegmann [P&W,78].
Dans sa thdse, JM.Hullot donne une comparaison de ces différents algorithmes

[HUL,80].

1.1.4.5~ ENSEMBLE MINIMAL COMPLET DE A-FILTRES

De méme que nous avons défini une notion de base de 1 ensemble des A-
unificateurs de deux termes donnés, nous allons définir, pour deux termes ty

et t, et 1"ensemble que nous noterons F(tl’t2> de tous les filtres de

t, vers tz, une notion analogue.

1

DEFINITION 1.24: Soient t, et t

1 deux termes et X=V(tl). Un ensemble de

2

vers t si et

substitutions £ est un ensemble complet de filtres de tl

2
seulement si:

1)¥ o€ %, (o) <X

2) ¥ est inclus dans F(tl’tZ)

3) ¥ p € F(tl,t 30 € % tel que ¢ ,SA p [X]

2)
Si de plus I vérifie la condition suivante, on dira que c”est un ensemble

complet minimal de filtres de tl vers t,.

)Y ¥ g, o € F(tl,tz), si 0 # g7, alors ¢ fA o [X].




PAGE: 028

1.1.4.6— EQUATIONS EQUIVALENTES

Nous allons faire dans cette thiése de nombreux raisonnements purement
&quationnels et manipuler des &quations; une notion importante est celle

d”équations A-&quivalentes, c’est—d-dire ayant méme ensemble de A-solutions.

DEFINITION 1.25: Deux équations (t1=t2) et (t'1=t’2) sont A-équivalentes si

et seulement si elles ont des ensembles de A-unificateurs identiques:

U(tl’tz) = U(t7;,t7,)

Tout naturellement se pose alors la question suivante: quelle relation

existe—t-il entre des ensembles complet minimaux de A-unificateurs de tl’ t, et

-

t 1°

t’2 en supposant qu”ils existent?

PROPOSITION 1.2: Soient (t1=t2) et (t’1=t’2) deux équations, S un ensemble
minimal complet de A-unificateurs des termes t, et t,, X=V(tl) U V(tz),

Y=v(t~,) U v(t",) et S7={ & = O telle que O appartienne & S }.
1 2 Xny
Alors les deux &quations (t1=t2) et (t’1=t'2) sont A-équivalentes si et

seulement si S~ est un ensemble minimal complet d”unificateurs 3 la fois de

| - - - rt.
tl et t2 d“une part et de t 1 et t7, d"autre pa

Preuve : il est clair que deux &quations ayant un ensemble minimal
complet de A-unificateurs commun sont A-équivalentes.

11 faut donc prouver que si les deux &quations sont A-&quivalentes, S~
vérifie la condition requise.

Puisque (S7)7 ={a telle que O appartienne 3 S” }, il suffit de

XNy

prouver que S” est un ensemble minimal complet de A-unificateurs de t'l

Remaquons d”abord que si O est un A-unificateur de t, et t,, il

en est de méme pour O’X qui appartient donc aussi a

-

Ut 1ot 2). Done @ %0y appartient U(t 10t 2) et par

conséquent aussi 3 U(tl’tZ)' Le méme raisonnement est valable en

partant d”une substitution appartenant a U(t’l,t’ ).

2
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De cette remarque on déduit aisément que S~ est inclus dans
U(t'l,t’z) ce qui est la premidre condition 3 remplir pour un
ensemble minimal complet de A-unificateurs de t’l et t’z.

Prouvons maintenant la complétude de 1 7ensemble: si 6 est un

A-unificateur de t7. et t’z, 6

1 appartient a U(tl’tz)'

XNy

Il existe donc O dans S telle que o <, 6

x Ja x Nys ©€ qui implique:

OXﬂYiA oxﬁA exﬂYiA eY

on en déduit que 2 <, O

o .
En posant v Sa ¥

“xny»
La condition de minimalité résulte du raisonnement suivant:

-

posons O = et 07 = o avec U0 et O~ appartenant a

g -
Xny XNy

S et supposons que %y SA a ’Y' Comme ¢ et O~ sont é&gales 3 leurs

restrictions sur X et sur Y, nous avons aussi 1”7inégalité

oy SA o Tgs et de plus, par définition de «
= g4 < O- .
X Ny —A X

I1 nous reste 8 prouver que OX _<_A OLX pour obtenir la chaine:

(o] o (e @
XSA XSA XS-A X*

Ceci vient du fait que, puisque O appartient & S, « appartient 3
U(tl,tz) et donc il existe 6 dans S tel que BX iA Oys
d7ou 6y <) ay <, Og-

S étant minimal, 6 et ¢ lui appartenant toutes les deux, elles sont
égales. Nous avons ainsi prouvé que

et que o, £, ¢~

X —A X

Puisque de méme 0 et o~ appartiennent 3@ S, elles sont égales, ce qui

implique 17égalité de o et a”. []

En supposant que 17on soit capable de calculer et de comparer les
ensembles S° de deux équations, ce résultat fournit une procédure de décision
pour leur &quivalence. Il montre surtout gque la dé&finition d“&quations
8quivalentes aurait pu &tre basée sur le concept d ensemble minimal complet

d“unificateurs, ce qui n”apparait pas de manidre &vidente dans la définition

d“un tel ensemble.
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1.2- SYSTEMES DE REECRITURE
Le probléme de 17égalité dans une théorie &quationnelle est en général
indécidable : cependant nous allons développer maintenant une méthode
permettant de résoudre ce probléme dans le cas d“un grand nombre de théories

classiques.

L-8galité dans une théorie équationnelle &tant définie par 1la congruence
A engendrée par 17ensemble A d“équations, on cherche i déterminer pour

chaque classe d”équivalence un représentant canonique et i ramener le probléme

de la A-égalité de deux termes ¢t et t i celui de 17identité de leurs

1 2
représentants canoniques. Le processus est le suivant: on oriente les &quations
de A, ce qui revient 3 remplacer la congruence =, par une relation de réduc-
tion ——=> qui n”est plus sym@trique. Les &quations orientées constituent alors
un systdme de réécriture de termes. La premiére condition 34 imposer est la
terminaison du processus, ce qui assure l17existence pour chaque terme t d7une
forme normale, c”est-i-dire d”un terme qui n”est plus réductible par --——> et
qui s obtienne 3 partir de t par un nombre fini d”applications de 1la relation
de réduction. La deuxidme condition 3 exiger pour que cette forme normale soit
canonique, est que deux termes équivalents dans la théorie aient méme forme

normale. Cette condition est connue sous le nom de propriété de Church-Rosser

et se visualise de la facon suivante
t =a t”
N2
t
ol —t—> désigne un nombre &ventuellement nul d”applications de la relation

—~==> . Nous &tudions en dé&tail ces deux conditions dans ce paragraphe.

Dans le cas oii la relation de réduction n”a pas la propriété de

terminaison finie, cette méthode ne s”applique plus. Ainsi, 11 est impossible

d“orienter des axiomes de commutativité tout en ayant la terminaison finie du
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systdme de réécriture. Pour contourner cette difficulté, il faut considérer des
réductions agissant non plus sur des termes mais sur des classes d“&quivalence

de termes. Ce sera le sujet d”un paragraphe ultérieur.

1.2.1- SYSTEMES DE REECRITURE DE TERMES

i~ st e e ~~ P e

DEFINITION 1.26: On appelle systéme de réécriture de termes tout ensemble R de
couples de termes (g,d) tels que V(d) soit inclus dans V(g). Les &€léments de R

sont appelés régles de réécriture et notés : g ——> d

A un systéme de réécriture R, on associe une relation binaire ~--=>

appelée relation de réduction de la facon suivante:

[

DEFINITION 1.27: Soient t1 et t, deux termes; t1 se réduit en t2
1”occurrence m de t si et seulement si il existe:
-- une rédgle (g—-—->d) de R,
—-- une occurrence m dans D(tl)
~— une substitution O telle que O (g) = (tl))m
et que t2=tl[m K- o (d)].
On note alors ty ———>R t, et on dit que t; est réductible ou que ty

se réécrit en t2.

Ainsi un terme est réductible si 17un de ses sous-termes est 17image par
une certaine substitution d”un membre gauche de régle. Le terme réduit est
obtenu en remplacant le sous—terme en question par 17image dans la méme

substitution du membre droit de la régle.

NOTATIONS : ** Dans la suite on notera ———> au lieu de —atpB quand i1 n7y

a pas d”ambiguité sur le systéme de réécriture R.
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*% ——-> désignera la fermeture transitive de la relation --->,
%% ——-> ga fermeture réflexive transitive et

*% {~=--> sa fermeture symétrique.

EXEMPLE : Soit R={ £ --—>b , h -—=> £ }
/\ 1 /\
X X x X x
Le terme t = f se réduit en b 3 17occurrence€ .
/ \
h h
| I
a a
Mais il se r&duit aussi en f d 17occurrence 1.
7/ \
f h
/N
a a &

DEFINITION 1.28: Un terme t est dit en forme normale ou irréductible si et

o e g - R - 5 i1 .
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