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A Claude, Florent, Johanxe, Franz

La maniére de démontrer est double:

Vune se fait par l’analyse ou résolution,

et l’autre par la synthése ou composition.

L’analyse montre la vraie voie par laquelle

une chose a été méthodiquement inventée, et

fait voir comment les effets dépendent des causes.

Descartes
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INTRODUCTION

L’objet de cette thése est 1’étude des systémes de réécriture et de

leur procédures de complétion. Elle fournit en cela ces outils puissants

pour la pragrammation logique et la démonstration autometique.

Un certain nombre de résultats sur les systémes ce réécriture sont

connus, la plupart depuis longtemps. En 1967, Knuth et Bendix, s’appuyant

sur les travaux précurseurs de Evans, ont mis en évidence comment

réécriture et complétion permettent de résoudre le probléme du mot en

algébre universelle, c’est-d-dire de décider si une équation est valide

dans une classe d’algébres [Knuth1970].

@ Les systémes de réécriture sont un outil permettant de prouver dans

une théorie équationnelle, des égalités universellement quantifiées du type

tyetos ou th et t, sont des termes du premier ordre avec variables. Un

systéme de réécriture est un ensemble de régles, ou paires de termes

orientées, notées g->d. L’opération de réécriture, appliquée 4 un terme,

consiste a remplacer, dans ce terme, une instance d’un membre gauche de

régle q par la méme instance de son membre droit d. La preuve d’un

théoréme équationnel bist, dans la théorie, consiste 4 vérifier que t, et1°

ty se réécrivent en un méme terme, & l’aide de l’ensemble des régles. Pour

cela le systéme de réécriture doit satisfaire deux propriétés: il doit étre

bien fondé (ou noethérien), pour assurer qu’un terme ne peut pas se

réécrire une infinité de fois, et confluent, pour que le résultat d’un cal-

cul ne dépende pas du chemin suivi.

@ La complétion des systémes de réécriture a été introduite par Knuth
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et Bendix dans le but de déduire d’un ensemble d’axiomes équationnels, un

systéme de réécriture confluent et noethérien équivalent, c’est-a-dire

ayant la méme puissance de déduction. Les deux mécanismes de base sont la

normalisation et la superposition. La normalisation d’un terme consiste a

calculer une forme irréductible, c’est-a-dire un terme dérivé par

réécriture et que 1’on ne peut plus réécrire. La superposition est une

opération définie sur les régles de réécriture: superposer une régle

9-4) sur une régle 9)->dy consiste 4 unifier a) et un sous-terme de o>

avec une substitution o, puis a réécrire le terme (gy) en deux termes qui

constituent une paire critique. L’intérét des paires critiques est qu’elles

constituent en un certain sens, les cas les plus simples od un méme terme

peut se réécrire de deux facons différentes. De plus, assurer la propriété

de confluence sur les paires critiques suffit 4 1’ assurer pour des termes

quelcanques.

La procédure de complétion consiste a orienter les équations 4 l’aide

d’un ordre bien fondé sur les termes, puis 4 calculer les paires critiques

entre les régles obtenues. Si une paire critique se normalise en deux

termes différents, la propriété de confluence est mise en défaut et il faut

alors compléter le systéme. La paire critique normalisée devient une

nouvelle paire a orienter et le processus s’applique récursivement.

I] est remarquable que la notion de superposition soit aussi 4 la base

de deux autres approches dans des domaines trés différents de l’algébre

universelle: celui de la théorie des idéaux de polynémes, développée autour

de Buchberger [Buchberger1976], ainsi que la preuve automatique de

théorémes par résolution, qui trouve son origine en 1965 dans les travaux

de Robinson[Robinson1965]. Ces approches ont donné lieu depuis a de
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nombreuses recherches, dont certaines visent a unifier ces différents

domaines.

Parmi les nombreuses applications de la procédure de complétion, cette

thése en privilégie trois.

® La procédure de complétion a été adaptée pour prouver la validité

d’un théoréme dans l’ensemble des termes sans variables vérifiant les

axiomes de la théorie. Le raisonnement équationnel n’est pas toujours suf-

fisant dans ce cas et la preuve d’un tel théoréme peut par exemple

nécessiter une récurrence structurelle sur les termes sans variables. De

telles preuves sont cependant encore réalisées automatiquement par cette

adaptation de la procédure de complétion appelée complétion inductive

@ Les mémes mécanismes de superposition et normalisation sont 4 la

base d’une méthode générale permettant de trouver de fason automatique, des

ensembles complets d’unificateurs, dans une théorie équationnelle 4

laquelle on peut associer un systéme de réécriture confluent et noethérien.

Fay en 1979 a proposé le concept de superréduction (narrowing en anglais)

combinant superposition et normalisation, ainsi qu’une arocédure implantant

cette méthode. Ce concept a été par ailleurs utilisé oour la preuve de

théorémes par résolution dans d’autres travaux.

@ Une autre application importante des systémes de réécriture est de

fournir un interpréte de langaqes de programmation qui combinent les avan-

tages de la programmation fonctionnelle et ceux de la programmation

logique. En effet les programmes peuvent étre écrits comme un ensemble

d’équations entre formules ou d’équivalences entre des propositions

logiques, puis exécutés a l’aide d’un prouveur de théorémes spécifique qui
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dérive des conséquences a partir des formules données, jusqu’aé ce que les

: 

. 

.aleurs désirées soient obtenues. Cette derniére forme de calcul est simi-

laire 4 celle utilisée en PROLOG. Le mécanisme de base est encore celui de

superposition, la normalisation permettant d’améliorer le processus.

Ces différents résultats conduisent 4 dégager le concept de preuve par

Complétion. Une preuve par complétion est réalisée a l’aide de deux régles

d’inférence qui sont la Superposition et la normalisation. A partir d’un

ensemble d’équations, ces deux régles permettent d’engendrer soit des

conséquences équationnelles (dans la pracédure de complétion standard),

soit des conséquences inductives (dans la procédure de complétion induc-

tive), soit des systémes d’équations équivalents (dans la procédure de

Superréduction). Les résultats obtenus dans chaque cas peuvent étre vus

comme des résultats de complétude de ces tégles d’inférence pour le

probléme considéré. Cependant, la puissance et la généralité des preuves

par complétion sont contrebalancées par le fait qu’elles peuvent ne pas

terminer ou au i *arré écontraire s’arréter en échec sans que 1’on puisse conclure.

L 

5 
,e but de cette thése est d’étendre le champ d’application de ces

preuves par complétion, ceci en poursuivant deux objectifs différents.

® Le premier objectif est l’accroissement de la puissance de la

procédure de complétion, afin qu’elle puisse s’appliquer 4 une classe plus

large de théories. Les recherches’ ont été entreprises dans deux directions
,

chacune d’elles correspondant 4 un probléme soulevé par les limites de la

procédure de Knuth et Bendix.

> Le premier probléme est celui de l’arrét de la procédure sur une

-5-

équation non orientable. C’est la motivation de 1l’introdiction des systémes

de réécriture équationnelle. Ils permettent de prend-e en compte des

équations qui, si elles étaient orientées en régles, provoqueraient des

chaines infinies de réécriture. La présentation d2 la réécriture

équationnelle sur les termes donnée ici, unifie toutes les définitions

proposées jusqu’a présent. De méme la procédure de complition équationnelle

décrite généralise toutes les précédentes et ouvre la voie a de nouvelles

applications.

+ Le deuxiéme probléme est de proposer des solutions lorsque la procédure

de complétion ne termine pas en succés ou en échec, mais diverge en engen-

drant des familles infinies de régles. Il est alors souvent possible de

schématiser chaque famille infinie par une méta-régle. Le but poursuivi est

de donner des outils pour assurer que les méta-régles ont la méme puissance

de déduction que l'ensemble infini de régles théoriquement engendré.

@ Lc deuxiéme objectif est d’étudier les types de problémes auxquels

s'appliquent ces preuves par complétion. Deux d’entre eux sont étudiées

dans cette thése et un traisiéme y est évoqué.

> ta complétion des systémes de réécriture est connue pour étre un outil

de certification dans les types abstraits algébriques. Elle permet de

faire des preuves par consistance. Rappelons en briévement le principe:

pour prouver qu’une équation e est valide dans l’alcébre initiale d’une

spécification définie par un ensemble d’équations A, il s’agit de prouver

que l’adjonction de e ne modifie pas la congruence engendrée par A sur les

termes de l’algébre initiale. Nous présentons et prouvons une version de la

procédure de complétion équationnelle, adaptée aux preuves par consistance
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dans des spécifications construites de fagon structurée. Cette procédure de

complétion inductive hiérarchique exploite la construction de la

spécification pour structurer ses preuves. Elle compléte ainsi la

spécification par des conséquences inductives qui apparaissent comme des

lemmes dans les sous-spécifications, permettant de prouver le théoréme

donné, Cette pracédure est aussi utilisée pour valider l’ajout dans une

spécification hiérarchique d’un ou plusieurs nouveaux opérateurs et des

axiomes les définissant.

~ La procédure de complétion équationnelle nécessite 1’ existence pour la

théorie £, d’un algorithme de filtrage et d’un algorithme d’ unification

complet (i.e. retournant un ensemble générateur de l’ensemble des unifi-

cateurs). Ce probléme a motivé la description et 1’étude d’une méthode

générale et incrémentale de construction d’algorithmes d’unification dans

les théories équationnelles. la méthode de Fay, basée sur la

superréduction est généralisée aux théories possédant un systéme de

réécriture équationnelle (R,E) associé. La technique obtenue est puis-

sante, puisqu’elle permet de construire des algorithmes d’unification de

facon incrémentale: elle utilise un algorithme complet d’unification dans

la thécrie E pour construire un algorithme complet dans la théorie E£

augmentée des régles de R. Malheureusement elle présente aussi le sérieux

inconvénient de ne pas terminer dans de nombreux cas. Cela conduit 4

étudier des améliorations de la procédure de superréduction. Celles qui

sont proposées consistent 4

- se limiter 4 certaines superpositions,

- éliminer certaines branches dans l’arbre de recherche des solutions,

~ détecter les bouclages,

- schématiser certaines familles de superréductions.

La procédure de superréduction entre dans le cadre des preuves par

complétion, puisqu’elle permet, quand elle termine, de prauver la satisfia-

bilité d’une équation. Elle est présentée comme une rastriction de la

complétion, en ce sens qu’on peut l’implanter comme une procédure de

complétion qui se limite 4 certaines superpositions. Cette implantation est

décrite et prouvée.

— Enfin les preuves par complétion trouvent également des perspectives

d’ application en programmation Iogique. La programmation logique est née de

lidée d’utiliser la logique des prédicats du premier ordre comme un

language de programmation. Le terme “langage de programmation logique”

désigne tout langage possédant une sémantique basée sur un systéme Logique,

que ce soit la logique des prédicats du premier ordre, la logique

équationnelle, la logique des clauses de Horn ou la logique des clauses de

Horn avec égalité. En logique équationnelle, la superréduction est une res-

triction de la complétion analogue 4 la résolution linéaire qui permet de

satisfaire des requétes exprimées a I’aide d’équations. La conclusion

évoque en quoi les preuves par complétion constituent des outils

intéressants dans un language de programmation logique.
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CHAPITRE 1:

RAPPELS D’ALGEBRE UNIVERSELLE



CHAPITRE 1: RAPPELS D’ALGEBRE UNIVERSI:LLE

Nous donnons dans ce chapitre les bases théorique: préliminaires aux

thémes ubordés dans cette thése, Nous y introduisons es termes du premier

ordre et donnons divers résultats classiques obtenus en munissant cet

ensemble de la structure d’algébre. Nous nous sommes autorisés de nombreux

emprunts aux travaux de G. Huet et D.Oppen [Huet1980a], J.M.Hullot

[Hulloti980a}], 3.Goguen et J.Meseguer [Meseguer1983] et renvoyons a ces

références le lecteur intéressé par les preuves des résultats cités. Nous

citons également plusieurs résultats dus a Birkhoff qui peuvent étre

trouvés dans [Birkhoff1935]. Ce chapitre a également pour but de fixer les

notations et la terminologie utilisées dans cette thése.

1. Algébres homogénes

Nous définissons dans un premier temps les algébres homogénes. C’est

le cadre dans lequel se place la plus grande partie de cette thése.

l.l. F-algébres ou algébres de type F

Soit F un ensemble dénombrable de symboles de fonctions; A chaque sym-

bole f de F est associé un entier appelé arité de f et noté ar(f). On par-

titionne F en une réunion de sous-ensembles Fis ou Fe est l’ensemble des

symboles de fonctions d’arité i. Par convention, les symboles de fonctions

d’arité 0 sont appelés constantes et notés a,b,c... Ceux d’arité non nulle

sont désignés par les lettres f,g,h...

Définition 1 : Une F-algébre est un couple M=(Dy5Fy) ou Dy est un ensemble

non vide appelé domaine de M, et Pat une famille d’opérations sur Dy,

indexées par l’ensemble des symboles de fonctions de F. Il existe une

application de F dans Fy qui a f associe fue Si ar(f)=k, fy est une
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application de Of dans Dy. On notera Fy = {fy | f appartient aF}. 0

Exemple 1 : Soit F = {0, S, +}. Choisissons pour domaine l’ensemble N des

entiers naturels et pour opérations: % qui est l’entier 0, Sn qui est la

fonction successeur, y qui est J’addition usuelle. Le couple

(N,fOy,Syoty}) est une F-algébre.

1.2. Variétés d’algébres

Définissons tout d’abord un certain nombre d’opérations sur les

algébres. Celles qui respectent la structure de F-algébre sont les homomo-

phisnes.

Défi on 2 : Soient M=(DyrFy) et N=(Dy»Fy) deux F-algébres. Un homomor-

Phisme h de M dans N est une application de D, dans 0, telle que pour tout

symbole de fonction f d’arité n dans F et pour tous éléments 4

dans Dy, on ait :

HC Fy(G rdoyeeerd)) = Fy(h(d)) h(d,),+.phCd, )).

Un homomorphisme d’une F-algébre dans elle méme est appelé endomorphisne.

Si de plus il est bijectif, il est appelé isomorphisne,

Une algébre N=(D,,,Fy) est une sous-algébre de N=(Dy,Fy) si et seulement si

Dy est inclus dans 0, et si pour tout f de F, la restriction de fy & Oy

coincide avec fy .

Le produit d’une famille (Mi Dy Fy) de F-algébres est 1’ algébre
ici

N=(D,,Fy) telle que

- oy est le produit ensembliste des oy

i

- pour tout f de F d’arité k, pour tous Apres era dans oy

1 (Fyl@yr essay) = Fy ale oro())

ot m, est l’application ieme projection. O

“lle

in 3: Une classe K non vide d’algébres est un: variété si et

seulement si elle est fermée pour les opérations de sois-algébres, image

homomarphe et produit. O

1.3. Algébre Libre

Définition 4 : Soit K une classe quelconque de F-algébres et X un ensemble.

On appelle F-algébre K-libre engendrée par X (on dit aussi sur X) toute F-

algébre M=(Dy5Fy) telle que

1) M appartient a K

2) oy contient 1’ensemble X

3) pour toute F-algébre N=(Dy,F,) de K et toute application hy de X dans

oN, il existe un unique homomorphisme h de M dans N dont la restriction 4 X

soit égale a hy: oO

Si My et My sont deux F-algébres K-libres sur X, i] est facile de

montrer qu'il existe un isomorphisme unique entre MN et My qui est

l’identité sur X. On peut donc sans ambiguité parler de la F-algébre K-

libre engendrée par X,

Théoréme } : (Birkhoff)

Sik est une classe de F-algébres stable par produit et sous-algébre,

J’algébre K-libre existe pour tout ensemble xX,

Notation : Par la suite, les éléments de X sont appelés variables et notés

XYsZeee

Le résultat suivant, cas particulier du précédent théoréme de Sirkh-

off, nous permet de définir l’ensemble des termes,
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Théoréme 2 : Soit K la classe de toutes les F-algébres pour F fixé et X un

ensemble de variables. On supposera toujours que soit X soit 1’ ensemble

des constantes est non vide. Alors la F-algébre K-libre (ou plus simplement

la F-algébre libre) engendrée par X existe. Elle est notée T(F,X).

Définition 2: Dans les conditions du théoréme précédent, on appelle ensem-

ble des termes du premier ordre, ou plus simplement termes, les éléments de

la F-algébre libre engendrée par X. O

Exemple 2 : Si K est l'ensemble des groupes, on obtient la définition du

groupe libre engendré par un ensemble X. V

Notation : Les termes seront désignés dans la suite par les lettres

t,t’,..,g, d,..

Cette définition des termes étant particuliérement peu explicite et

peu parlante a notre intuition, nous allons en donner une représentation

sous forme d’arbres étiquetés.

Sait Ny l’ensemble des entiers strictement positifs , N le monoide

libre engendré, ¢ le mot vide et . l’opération de concaténation (parfois

omise quand il n'y a pas qd’ ambiguité).

Définition 6 : Soit une application t de nN dans FUX et dom(t) son domaine

de définition, c’est-a-dire 1’ensemble des u appartenant a Nt tels que t(u)

soit défini. Alors t est un arbre sur FUX si et seulement si

1) ¢ est élément de dom(t)

2) dom(t) est clos par préfixe i.e.: u appartient & dom(t) si u.v’ appar-

tient a dom(t).

«]3-

3) pour tout u dans dom(t), u.i appartient a dom(t) si el seulement si i

est compris entre 1 et i’arité de t(u). O

Notation : Le domaine d’un arbre t est aussi appelé ensemble des

occurrences de t. Il sera noté dom(t). Les éléments ce dom(t) sont les

noeuds de l’arbre, le noeud ¢ est la racine (ou sommet) et u.i est le i-éme

fils du noeud u.

Exemple 3 : Soit F = {f, g, h, a} avec ar(f) = 2, ar(g) = ar(h) = 1 et

ar(a) = QO et X = {x,y}. L’application t définie sur {¢,1,2,11,21,22,221}

par:

tCe)ef , t(L)ch , t(2)=f , t(ll)sy , t(2l)sa , t(22)sh , t(221)=x

est un arbre que 1’on représentera graphiquement ainsi:

fF

h f

| /\
y aeo=h

|
x

et qui correspond au terme bien formé f(h(y},f(a,h(x))}). 9

Des occurrence_ sont disjointes si elles ne sont pas préfixes l’une de

L’autre:

Définition 7 : Deux occurrences u et u’ sont disjointes si et seulement si

a Fy *
il n’existe pas de u” dans Ny tels que usu’.u” ou u’su.u”. O

Nous désignerons aussi par T(F,X) l’ensemble des arbres construits sur

l’ensemble des symboles fF et des variables X. Cela se justifie par le lemme

suivant:
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Lemme 1 : L’ensemble des arbres canstruits sur FUX peut étre muni dune

structure de F-algébre, et c’est la F-algébre libre engendrée par X.

Nous pa j indif fé
Parlerons donc maintenant indifférement de termes ou d’arbres,

Gutre les opérations de la Fealgébre, nous utiliserons deux opérations

sur les termes qui sont Vopération de sous-terme et le remplacement d’un

sous-terme par un terme.

Définition 8 : Soit t un terme et u un élément de dom(t). Le sous-terme de

t a l’occurrence u, noté at est le terme t’ défini par t’(u’)=t(u.u’) pour

tout u’ appartenant a N. Oo

Définition 9 : Soient t et t’ deux termes et u une occurrence de t,

L’opération de remplacement dans t du sous-terme th par t’, consiste a

définir un nouveau terme t” noté t{uet?] tel que

dom(t”) = dom(t) - damit ty + u.dom(t?)

t'(u?) = tu’) si u’ appartient 4 domtt) <domGe )
u

tr t’(u) si u’=u.u* ©

Définition 10 : L’ensemble V(t) des variables d’un terme t est défini

inductivement par:

- si t est une constante alors Vit) sg

~ Sit est une variable x alors V(t) = {x}

-~sit= Flti yee sty) alors V(t) = v(t,) Uw... U V(t). 0

Notation : Nous désignerons par G(t) l’ensemble des occurrences de t ayant
une i 

tact—a_diimage dans F, c’est~d-dire l’ensemble des occurrences de non variables.

Exemple 4: sit = F(F(F(x,a),g(TM)) gly), v(t) = {x, y} et G(t) =

{e,1,11,112,12,2}. ¥
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Les endomorphismes de l’ensemble des termes sont les substitutions.

Définition 11 : Une substitution est une application o de X dans T(F,X).

Le domaine de co, noté O(c), est le sous-ensemble de X défini par

D(a) = {x | of(x) # x}

L’ensemble des variables introduites par o est noté I{c), il est défini

par:

I(a)= Ui VW{alx))

x€D(o)

|

|

Le caractére libre de la F-algébre permet de dire qu’une telle appli-

cation se prolonge de facon unique en un endomorphisne de T(F,X). Il

vérifiera donc pour tout f d’arité k de F, pour tous tyreee ety de T(F,X) :

OC F(t yee gt )) = Flo(t)),...,0(t))).k

Notation : Les substitutions seront désormais désignées par les lettres a,

B, y,... et représentées par leurs graphes, c’est-a-dire par des ensembles

de couples {(x,o(x))} pour x dans le domaine de co, ou bien sous la forme

(xo(x)).

Définition 12 : La composée de deux substitutions a et B est la substitu-

tion notée a.f et définie pour toute variable x par

a.Blx) = a(B(x)) ©

Définition 13 : La restriction d’une substitution o 4 un sous-ensemble V de

X est notée %y et définie par ;

o(x) si x appartient a Voy (x) )
xX sinon.
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1.4. Algébre initiale

On a vu que l’algébre libre sur un ensemble de variables X est unique

& un isomorphisme prés. Mais on peut d’autre part faire varier X et prendre

en particulier X = 9. On obtient alors la notion d’algébre initiale,

Définition 14 : Si K est la classe de toutes les F-algébres, l’algébre k-

libre sur l’ensemble @ est appelée algébre initiale et notée I(F).

ensemble des termes T(F,@) sans variables est appelé ensemble des termes

clos et noté T(F). O

1.5, Equations et variété équationnelle d’algébres

Définition 15 : Une équation est une paire de termes {t),t,} notée (tysty).

°

Definition 16 : Une F-algébre M = (Dy Fy) satisfait 1’équation (ty = t)) si

et seulement si pour tout homomorphisme h de T(F,X) dans Oy, W(t)) = h(t).

On dit aussi que 1’équation (ty = t,) est valide dans M, et l’on note

Pour déterminer h il suffit de se donner sa restriction by aux vari-

ables de X. De plus, comme on ne s’intéresse qu’aux termes t) et to il

suffit de se donner hy sur v(ty) U V(to).

Oéfinition 17 : Une variété équationnelle de F-algébres est une classe K de

F-algébres pour laquelle il existe un ensemble d’équations A tel que K soit

la classe de toutes les algébres validant les équations de A. K est aussi

appelée classe des modéles de A et notée M(A). O

al7-

G.Birkhoff a prouvé que si une classe de F-algébres est une variété,

alors la F-algébre M(A)-libre engendrée par X existe pour tout ensemble X.

Nous allons maintenant montrer comment construire cette f-algébre N(A)-

libre a partir de l’ensemble des termes et de la congruence engendrée par

A.

Définition 18 : Soit Me (Dy, Fy) une F-algébre. Une relation F sur Oo, est une

congruence sur M si et seulement si pour tout symbole de fonction f dans F

t,t?darité n et pour tous éléments t,,..., t. peoceey bY, dens Dy:

ty Rt, seep ER? implique F(t),...jt,) RFE, st?)

Les opérations de Fy passent au quotient et on peut ainsi définir une

algébre quotient dont le domaine est l’ensemble quotient O,/R et dont les

opérations s’identifient a celle de Fy ©

1.6. Probléme de validité dans une théorie équationnelle

Etant donné un ensemble d’équations A, le probléme consistant

décider si une équation (t,=t,) est valide dans toute F-algébre de M(A) est

appelé probléme de validité dans (A). Nous allons voir que ce probléme

peut s’énoncer en termes de théorie équationnelle.

Definition 19 : Soit A un ensemble d’équations. La plus petite congruence

sur T(F,X) contenant toutes les paires folt,),o(t,)}, ou (ty=t,) est une

équation quelconque de A et o une substitution, est appelée A-égalité ou

congruence engendrée par A et notée ~".

Deux termes tels que t) oA t, sont dit A-égaux.
2

On notera t, [-|A t, une étape de A-égalité, appelée aussi un remplacement

en une étape.
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On parlera aussi de la théorie équationnelle engendrée par A pour désigner

teyos A A
Valgébre quotient (T(F,x)/~", F) et par abus de langage la congruence

elle-méme. Lorsque A est l’ensemble vide, on parlera parfois de la théorie

vide. O

Théoréme 3 La F-algébre M(A)-libre sur X est J’algébre quotient

HE) FD,

Le théoréme suivant est le fondement de la logique équationnelle. I1

raméne le probléme sémantique de la validité d’une équation dans une

variété équationnelle au probléme syntaxique de la A-égalité, c’est-a-dire

a un raisonnement équationnel.

Théoréme 4 : Théoréme de complétude du raisonnement équationnel (Birkhoff)

Etant donné un ensemble d’équations A, une équation (ty = t)) est valide

Adans la variété M(A) si et seulement si ty — tos

Reprenons le cas particulier important o¥ X est l’ensemble vide.

Définition 20 : Si A est un ensemble d’équations, l’algébre M(A)-libre sur

® est lalgébre initiale de la variété équationnelle engendrée par A. On

la notera I(F,A). Son domaine est l’ensemble quotient T(F)/~*. O

En appliquant la définition 16 a l’algébre initiale, on obtient:

Définition 21 : Une équation est valide dans Valgébre initiale I(F)

(resp.I(F,A)) si et seulement si pour toute substitution close o (c’est-a-

dire & valeurs dans T(F)), a(t) = o(t’) (resp. o(t) ~ oft’), 0
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1.7. Satisfiabilité dans une théorie équationnelle

Nous allons nous poser maintenant le probléme dual du probléme de

validité: étant donnes deux termes t, et t, dans T(F,x) vt une algébre M,

existe-t-il un homomorphisme h de T(F,X) dans D, vérifiant h(t,)=h(t,)? On

dira alors que 1’équation (t)=t)) est satisfiable dans l’nlgébre H. Comme

précédemment il suffit de trouver une application hy de V(.,) U V(t,) dans

Dy vérifiant 1a condition requise. De plus, on se restreindra ici au cas

od M est l’algébre M(A)~libre sur X, A étant un ensemble d’ équations.

Pour pouvoir décrire l’ensemble des homomorphismes répondant a la

question, nous allons définir un systéme générateur minimal de cet ensem-

ble; cela nécessite l’utilisation d’un préordre sur les termes et sur les

substitutions, obtenu en utilisant la notion de filtrage.

1.2.1. Filtre et préordre de filtrage

on 22 : La relation S, est définie sur les termes de T(F,X) par:

t) s, ty siet seulement si il existe une substituticn o telle que

a(t) A toe Sig existe, o restreinte a v(t) est appelé A-filtre ou fil-

tre modulo A de ty vers toe oO

La relation S, est un préordre sur T(F,X).

Dans le cas ol A est vide, on notera le préordre de filtrage par Ss,

ene 7 Fe Fortis .

Sit) <) t, on dira que t, généralise t,. Dans ce cas, le filtre de ty

vers s’il existe, est unique et peut étre trouvé par un algorithmetos

récursif simple [Huet1976].

Un préordre et une relation d’équivalence sur les substitutions se

déduisent de la relation Sy
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Définition 23 : Soit ¥ un ensemble de variables, o et » deux substitutions.

oS # [Vv]

si et seulement si il existe une substitution p telle que pour tout x

appartenant & V, p(o(x)) a u(x).

On note co =, [V] si et seulement si o S, petoS psurvV. O

Exemple 5 : Dans le cas oll A est vide et ot V = {x},

o = {(xFla,fly,b)))} Sp = ((x-Fla,F(a,b)))} en prenant p = {(ya)} et

o = a= {(xtF(a,fla,z)))}.

Si A = {fla,f(a,x)) = x} et si V= {x},

o = {(x F(a, f(y,b)))} S$, n= {(xtb)} en prenant p = {(yea)}. V

Contrairement a ce qui se passe dans la théorie vide, il n’y ai pas

unicité du A-filtre d’un terme bo vers un terme ty quand il existe. On

cherche alors & engendrer cet ensemble, noté FA(tp ty) éventuellement

infini, par une partie génératrice que nous définissons maintenant.

Définition 24 : Seient t, et t, deux termes et V = V(t). Un ensemble com-

plet de A-filtres t vers t, est un ensemble de substitutions S$ tel que

1) pour toute o € S, D(c) est inclus dans V,

2) S est inclus dans Faltpts)s

3) pour toute a € Fat ty), il existe o € S tel que o S, a {¥]

On dira que S est un ensemble complet minimal de A-filtres de ty vers t

s’il vérifie de plus la condition suivante:

4) pour toutes substitutions g,o’ €S, si a Sy o’ [v], alors

oso’. O
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1.7.2. Unificateurs dans une théorie équationnelle

Le probléme de la satisfiabilité d’une équation est celui de la

recherche de ses solutions.

Définition 25 : Un A-unificateur ou unificateur modulo A de deux termes ty

et ty est une substitution o telle que oft, ) A o(t,). Si o existe, ty et

t, sont dits A-unifiables et o est une A-solution de 1’ équation (ty fe ty).

On note SU, (Ct) t5) l’ensemble des A-unificateurs de tb et ty: oO

Exemple 6 : Soit A l'ensemble d’équations {x+x = x}. Les termes (aty) et z

admettent pour A-unificateurs les substitutions

o=(ztaty) et o’=(yt-a)(zea). V

1.7.3. Ensemble minimal complet de A-unificateurs

La relation de préordre S, permet de définir des parties génératrices
oA

de 1l’ensemble SU,(t, 5b), c’est-d-dire un ensemble éventuellement minimal

de A-unificateurs a partir desquels peuvent se déduire tous les autres.

Plus ,.ccisément:

Oéfinition 26 : Soient t, et t, deux termes, V = (ty) U v(t) et W oun
2

ensemble fini de variables contenant V. Un ensemble complet de A-

unificateurs de ty et ty en dehors de W est un ensemble de substitutions S

tel que:

1) pour toute o € S, D(a) est inclus dans V et I(co) NW=@

2) S est inclus dans SU, Ct yt )
2

3) pour tout A-unificateur a, il existe o dans $ tel que o Sy a [¥]}.

On dira que S est un ensemble complet minimal de A-unificateurs de ty et ty

s’il .ctifie de plus la condition suivante:
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4) pour toutes o et p appartenant a S,o S p [V] impliquea=p. O

La condition 2 traduit la cohérence, la condition 3 la complétude. La

Condition 1 n'est qu’une condition technique. Elle permet d’éviter les

conflits entre les ”anciennes” variables et les variables introduites par

o.

Notation : Un ensemble complet de A-unificateurs de ty et ty sera noté

ECU, (ty t)). Si de plus il est minimal, on le notera ECUM, (t,t).

Remarque : Pour deux termes donnés, un ECUM, quand il existe, n’est pas

unique (voir par exemple [Fages1983a].)

Rappelons quelques résultats. Dans le cas od A est réduit a 1’axiome

d’associativité pour un symbole de fonction f et F={f}, [Plotkin1972]

décrit un algorithme permettant d’engendrer un ensemble complet minimal de

A-unificateurs pour tous termes t et t’, [Stickel1981] donne un algorithme

construisant un ensemble minimal complet de A-unificateurs dans le cas ot A

est constitué des axiomes de commutativité et d’associativité pour un seul

symbole de fonction f et pour F={f}. [Siekmannl976] traite le cas de F

quelconque, A étant composé des axiomes de commutativité pour un nombre

fini de symboles de fonctions. Dans d'autres cas, par exemple pour la

structure de groupe abélien [Lankford1979], on sait calculer un ensemble

complet et fini de A-unificateurs. Nous développerons dans un chapitre

ultérieur une méthode générale, étudiée précédemment dans

{LankFford1979a,Fay1979,Hullot1980], pour construire des ensembles complets

de A-unificateurs dans certaines théories équationnelles. En général ces

ensembles ne seront pas minimaux
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le cas particulier od il n’y a pas d’équations sur es termes est

particuliérement important: en effet dans ce cas, soit les deux termes

donnés ne sont pas unifiables, soit il existe un ensemble complet minimal

d’unificateurs réduit 4 un seul élément appelé unificateur riinimum ou quel-

quefois principal. De nombreux algorithmes ont été écrits pour trouver cet

unificateur minimum. Citens entre autres

(Robinson1965 , Huet 1976 ,Marte11il982,Paterson1978,Corbin1983..

L’état de l’art sur le sujet de l’unification dans les théories

équationnelles est présenté dans [Kirchnerl985].

2. Algébres hétérogénes

L’étude des types abstraits algébriques nécessite 1’ introduction

d’algébres hétérogénes, c’est-a-dire d’algébres dont le domaine est une

réunion d’ensembles distincts [Birkhoff1970].

2.1. Définition des algébres hétérogénes

Soit S un ensemble de noms de domaines appelés sortes. On lui associe

un language $* qui est Lensemble des mots construits sur S. Un mot

S,....8..5 sera noté $ Si n=O ou S,,...,8 35 sinon.
n 1 i)

Définition 27 : Une signature E sur S$ est la donnée d’un ensemble F de noms

d’opérateurs et d’une fonction a de F dans S* qui a f associe

a(f)=s)....5,35. a(f) est le profil de f, 5 le codomaine, ri l’arité de f.

Un opérateur d’arité 0 est une constante.

E,.5 désigne la signature composée de l’ensemble des opérateurs de profil

WS avec w appartenant a$*. O

Définition 28 ; Une L-algébre M est définie par une famille indexée par S
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d’ensembles non vides (Oy), et une famille indexée par ¥ de fonctions notée

Fi vérifiant la condition suivante pour tout opérateur f de F:

)
- si a(f) = s alors fy appartient a (Dy S

- si aF}=s) 5.6455 55 alors fy Ps ey) > (O,) 5:

On note

Dye U (Oy).
O 

sés

Les fonctions qui préservent la structure de Z-algébre sont les Z-

homomorphismes.

Définition 29 : Soient M=(DyF 4) et N=(Dy FA) deux %-algébres. Un I-

homomorphisme h de M dans N est une application indexée par S de Dy dans Dy

tulle que pour tout symbole de fonction F dans F de profil Sy rS,58 et

pour tous éléments dyreeey qd. dans (Oy, x... x(Dy) , on ait ;

1 n

Ae (Fyldys+eesd)) = Tule Aydeereah, (¢,)). O

La notion de variété de F-algébres s’étend facilement au cas des Y~

algébres (voir par exemple [Mesequer1983].)

2.2. Algébre initiale et algébre libre

La construction de l’algébre libre et de Valgébre initiale de la

classe de toutes les Z-algébres peut se faire comme dans le paragraphe

précédent. Nous en présentons Cependant une autre, trés classique elle

aussi, qui consiste 4 construire Valgébre libre 4 partir de Valgébre ini-

tiale.

Définition 30 : Sait K une classe de Z-algébres. Une S-algébre M=(Dy.F,)

=25=

est initiale dans K si et seulement si

1) M appartient a K

2) pour toute Y-algébre N=(D,5F 4) de K il existe un unique L-homomorphisme

h de M dans N. O

Rappelons que si K la classe de toutes les }-algébres, K passéde une

algébre initiale notée I(). Son domaine est noté T() et ses éléments sont

appelés termes clos. Le domaine est une réunion d’ensembles appelés ensem-

bles des termes clos de sorte s.

T(L)=2U (T(2)) |
ses

Afin d’étendre la notion d’algébre libre, il faut introduire la notion

de variable typée.

Néfinition 31 : Un ensemble de variables typées est une famille indexée par

5, Xe{X. | s€S} d’ensembles disjoints.

Etant donnée une signature © et un ensemble de variables tyoées X disjoint

de X, on définit £(X) par

E(X) = ES U X,

LOX) ig = Zyig Pour wee, wes”.

La Y-algébre libre engendrée par l’ensemble X, notée I(Z,X) est la y-

algébre I(2(X)). Son domaine, noté T(Z,X) est l’ensemble des termes T(Z(X))

et est la réunion des termes de sorte s pour toute s dans 5.

T(Z,X)= U (T(E(X)) 5

ses
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2,3. Equations et variétés équationnelles

Pour définir correctement la notion de validité d’une équation, il est

important dans un premier temps de quantifier explicitement les équations

en introduisant des ensembles de variables,

Définition 32 : Une X-équation est un triplet (X,t,t’) od X est un ensemble

de variables, t et t’ deux termes de TOD), pour une sorte s de S. On la

notern (X)(t=t’).

Si X=V(t)UV(t’), la référence a l’ensemble X peut étre omise sans ambiguité

et nous uliliserons la forme non quantifiée t=t’. ©

DéFinition 33 : Une E-équation (X)(t=t’) est valide dans une = algébre M si

et seulement si toute application h:XM s’étend en un Z-homomorphisme hf

de T(Z,X) dans M tel que hé(t)=h#(t’), On dit aussi que M satisfait

Véquation (t=t’). O

La notion de variété équationnelle de %-algébres satisfaisant un

ensemble de X-équations A, est alors définie comme dans le cas homogéne.

réme 5 : Si K est une variété équationnelle de %-algébres satisfaisant

un ensemble d’@quations A, K posséde une algébre initiale notée I(Z,A). Son

domaine est l’ensemble quotient ua,

2.4. Déduction équationnelle dans le: algébres hétérogénes

La généralisation aux algébres hétérogénes du théoréme 4 (théoréme de

complétude du raisonnement équationnel de Birkhoff) nécessite quelques

précautions. Un exemple de déduction non valide est présenté

dans[Goguenl982], La correction et a complétude du raisonnement

équationnel dans le cadre des algébres hétérogénes y sont également
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étudiées. Des conditions suffisantes sont proposées pour pouvoir utiliser

les régles de déduction équationnelle standard (réflexivité, symétrie,

transitivité, stabilité par substitution). €n particulier, il suffit de

supposer que toute sorte s considérée est non vide, c’2st-a-dire qu’il

existe au moins soit une constante de sorte s, soit une opsration de profil

Sy S58 telle que SprereyS, ne soient pas toutes des sortes vides. Plus

briévement la sorte s est non vide si et seulement si il existe au moins un

terme de cette sorte. Une telle hypothése peut paraitre trop restrictive

quand on définit par exemple des types abstraits paramétrés. C’est pourquoi

une autre approche a été développée dans{Goguenl985]. En se plagant dans

le cadre des systémes de réécriture équationnels, ils donnent des condi-

tions suffisantes simples garantissant la complétude du raisonnement

équationnel dans les classes d’algébres hétérogénes.

Cependant dans la mesure a dans cette thése, nous ne considérons pas

de spécifications paramétrées, nous supposons simplement que les algébres

hétérogénes considérées ont toutes leur sortes non vides.

3. Induction multi-ensemble

Pour terminer ce chapitre sur les généralités, nous allons préciser

une technique de preuve largement utilisée par la suite, la preuve par

induction noethérienhe sur les multi-ensembles ou plus briévement preuve

par induction multi-ensemble.

Rappelons d’abord briévement le principe d’ induction noethérienne

[Cohni965}. tant donnée une relation noethérienne sur un ensemble H (i.e.

une relation de préordre sans chaine infinie décroissante), la propriété P

est vraie sur H si pour tout t dans H, P(t) sc déduit de 1’hypothése que P
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est vraie sur tous les éléments de HK qui sont des fils stricts de t pour la

relation noethérienne donnée.

Définition 34 : Un multi-ensemble sur un ensemble H est une collection

d’éléments de H avec répétitions éventuelles. ©

Toute relation — sur H s’étend en une relation > mult sur 1’ensemble

M(H) des multi-ensembles de H, de la fagon suivante:

Définition 35 : Pour tous multi-ensembles M et N de M(H), M ult N si et

seulement si N est obtenu a partir de M en enlevant l’un de ses éléments t

et en ajoutant un nombre fini d’ éléments t’, éventuellement nul et avec

répétitions, tels quet — t’. O

Par application du lemme de Koenig, la relation Tatilt est

noethérienne si et seulement si > l’est [Dershowitz1979]. Une preuve par

induction aulti-ensemble sur — est une preuve par induction noethérienne

sur 7 ult’ Pour plus de détails, nous renvoyons le lecteur a

[Dershowitz1979] et [Jouannaud1982].

CHAPITRE 2:

COMPLETION EQUATIONNELLE
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CHAPITRE 2: COMPLETION EQUATIONNELLE

i. Introduction

A l’origine, la procédure de complétian de Knuth et Bendix a pour but

de calculer un systéme de réécriture R qui engendre la méme équivalence sur

les termes qu’un ensemble donné d’axiomes A. De plus le systéme résultant a

la propriété de Church-Rosser, qui permet de décider de 1’égalité de deux

termes 4 1’aide de réécritures uniquement, A condition que Ja relation de

réécciture soit noethérienne. Une méthode de preuve de la A-égalité de

deux termes consiste alors 4 calculer leurs formes irrécuctibles et a

vérifier leur identité syntaxiquement.

Cette méthode a été étendue au cas at certains axiomes de A ne sont

pas orientables en régles de réécriture sous peine de produire des chaines

infinies de réécritures. C’est le cas d’axiomes permutatifs tel celui

exprimant la commutativité d’un symbole de fonction, ou encore le cas, trés

important en pratique, de théories comportant des symboles associatifs et

commutatifs.

L’idée est alors de chercher un systéme de réécriture équationnelle

(c’est-d-dire un couple (R,E) d’un ensemble de régles R et d’un ensemble

d’équations £) ayant la méme puissance de déduction que A. Citons quelques

approches particuliéres de ce probléme: celle de Huet [Huet1980], res-

treinte & des ensembles de régles linéaires 4 gauche, celle de Peterson et

Stickel [Peterson1981], pour laquelle 1’ensemble des axiones non orient-

ables £ doit étre composé d’équations linéaires, enfin celle de Jouannaud

(Jouannaud1983] qui permet de s’affranchir de toutes ces conditions de

linéarité, généralisant par 14 les deux approches précédentes qui en
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deviennent des cas particuliers. Néanmoins ces trois méthodes différent par

la définition de la réécriture de termes utilisée. Ainsi Huet utilise la

réécriture Stickel définissent lastandard, tandis que Peterson et

réécriture modulo £ basée sur le E-filtrage. Jouannaud autorise 1’emploi

des deux types de réécriture précédents. Une autre approche a été intro-

duite récemment par Pedersen [Pedersenl985]: les restrictions apparaissent

non pas dans le type de régles ou d’équations, mais dans la relation de

filtrage utilisée.

Ces quatre approches ont en commun de ne pas travailler sur les

classes d’équivalence engendrées par les axiomes non orientables E, mais

plutét sur les termes. Plus précisément, au lieu de définir une relation de

réécriture sur les classes d’équivalence de termes modulo E, comme le font

Lankford et Ballantyne [Lankford1977,Lankford1977a,Lankford1977b], on

définit une réécriture sur les termes tenant compte des équations de E.

Nous proposons dans ce chapitre une vision unifiée de ces différentes

réécritures sur les termes, qui permet d’exprimer des résultats trés

généraux. Une propriété de Church-Rosser modulo E, paramétrée par la rela-

tion de réécriture, est définie. Elle s’énonce de la fagon suivante: deux

termes sont égaux modulo A si et seulement si ils se réécrivent avec la

relation paramétre, en deux termes égaux modulo E. L’assurance que la

réécriture sur les termes simule bien celle induite par l’ensemble de

régles sur les classes d’équivalence modulo E, se traduit par le fait que

pour un terme t d’une classe T, toutes ses formes irréductibles tl appar-

tiennent a la méme classe Tl; celle-ci est justement celle obtenue par

réécriture dans les classes, 4 condition que celle-ci termine.

ot

=gi=

Cette assurance est donnée dés que deux propriétés abstraites de la

relation de réécriture, la cohérence et la confluence modulo E, sont

prouvées, Une procédure de complétion équationnelle a >0ur objectif de cal-

culer un systéme de régles possédant ces deux propriités et ayant la méme

puissance de déduction que l’ensemble des axiomes A.

Huet d’une part, Peterson et Stickel d’autre part avaient proposé des

procédures de complétion adaptées aux théories associatives et commuta-

tives. Une procédure de complétion équationnelle généralisant leurs travaux

est décrite et prouvée, Pour une notion donnée de réécriture sur les

termes, elle permet d’engendrer a partir d’un ensemble d’équations E et

d'un ensemble de paires de termes, un systéme de réécriture équationnelle

possédant la propriété de Church-Rosser associée a la relation de

réécriture choisie. REVEUR-3 est 1’implantation de cette procédure de

complétion généralisée dont toutes les précédentes (ceJle de Knuth et Ben-

dix, de Huet, de Peterson et Stickel) sont des instances. Les deux

caractéristiques essentielles de ce systéme sont les suivantes:

- On autorise des symboles de fonctions possédant des propriétés définies

par des équations non orientables £, condition de disposer d’algorithmes

de E-égalité, de E-filtrage et de E-unification. L’ensemble de ces algor-

ithmes et des équations E constitue une théorie prédéfinie de REVEUR-3.

~ Le systéme permet de faire des expérimentations, en ce sens qu’une

complétion est paramétrée par le type de réécriture choisi par

l'utilisateur. Celui-ci peut done essayer de compléter sa théorie en util-

isant 4 son gré la méthode de Knuth et Bendix, de duet, de Peterson et

Stickel ou de Jouannaud. Outre la relation de réécriture, deux autres

paramétres ont été introduits: l’un porte sur la fagon d’assurer la



-32-

propriété de cohérence mentionnée plus haut: il est possible soit d’ajouter

des extensions de régles systématiquement, évitant ainsi certains calculs

de paires critiques, soit de les ajouter uniquement en cas de nécessité.

L’autre paramétre porte sur l’ordre dans lequel on choisit de superposer

deux régles entre elles et permet par exemple de traiter les plus petites

d’abord.

Ce chapitre présente les fondements de la réécriture équationnelle et

la procédure de complétion équationnelle. En partie 4 cause de la complex-

ité du sujet, il est trés dense et trés technique. Néanmoins, il nous a

paru essentiel d’y inclure les détails des preuves et les précisions tech-

niques, afin de servir de référence aux travaux ultérieurs sur le sujet.

~ La premiére partie de ce chapitre est constituée d’un article accepté 4

la revue SIAM Journal of Computing et écrit en collaboration avec Jean-

Pierre Jouannaud. La théorie de la réécriture équationnelle et de la

complétion équationnelle y est présentée en détail. La relation de

réécriture équationnelle utilisée prend en compte la linéarité des membres

gauches de régles, pour des raisons d’efficacité, Les preuves des résultats

énoncés sont données in extenso.

~ La deuxiéme partie est constituée d’un article écrit en collaboration

avec Claude Kirchner et qui décrit l'implantation de la procédure de

complétion équationnelle dans le systéme REVEUR-3, Conjointement a la

présentation du systéme, quelques expérimentations sont décrites pour met-

tre en évidence J’ importance du choix de la réécriture, 4 la fois pour la

terminaison de la procédure de complétion et pour la rapidité de celle-ci.

~ La troisiés. partie du chapitre est une généralisation récente de la

premigre, qui permet de prendre en compte des mélanges de réécritures,
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FTRS, Huct’s results are easily obtained as well as a more general version of Peterson and
5 we 7 _ Stickel’s ones: nonlinear equational theories can be handled, which was known as a hardTerm Rewriting Systems (TRS for short) are known to be a major tool for expres hrohlem of the theory of ETRS.

nondeterministic computations, because they are based on directed equalities, with no exp

control. In addition, they have a very simple semantics, whenever the result of a computali M , waa A a —does not depend on the choice of the rules to be applied (the so-called Confluence proper In this paper, we refine our abstract approach and provide simpler definitions. In addition to

When a TRS is not confluent, it may be transformed into an equivalent confluent one, waite iclassieal Church-Rosser and Confluence notions using E-congruence classes, we also introduce

Knuth and Bendix Completion Procedure [49]. This procedure can be seen as a way to compl Charch-Rossor, {Pontiuencs and adie motions, "Which, are Parameterized by ha; sfmnge ie in : 5 | eduction relation +" used to reduce terms. This allows us to deal with efficient reductionequational specifications into confluent sets of rules, providing Rewrite Programs, which cant R/E 7 m4. . :used in a similar way as PROLOG ones [11]. jtelations, whereas +"/", the reduction relation induced by the rules in E-congruence classes,

‘Toquires that one searches the congruence class for a reducible term. As in {37], the Coherence

During the past several years, confluent TRS and the Knuth and Bendix completion procedig Property is the necessary and sufficient condition for a and & tare the ame normalwere shown to be a major tool for a wide class of problems, mainly the word problem goons We then study a very general reduction relation, which is a mixture of the usual
universal algebra [15, 16, 49, 3, 5,74, 46], the word problem for finitely presented algo! /Feiluetion relation for linear rules and the Peterson and Stickel’s reduction relation using

2, 4, 54], equivalence proofs of sets of axioms in algebra [55, 56], unification in equation Matching modulo Dior the others: a = already dong m [37] and allows ug igvoid beliestheories [20] [35] [75] [42], software validation [26], inductive proofs in data _Computations of complete scts of E-critical pairs when left linear rules are involved. This is a

[62, 23, 32, 48], theorem proving in various logics [66, 27, 28, 22], program synthesis ‘najor improvement in practice, because using E-unification or E-matching algorithms (such as, 23, 32, 48], » 27, 28,

specification [29, 11], computing with rewrite programs [11] or with Horn clauses with equ lic associative-cominutative ones of {76} and {34)) Suknowa i be time consuming, On the[24], describing PROLOG?s semantics (8], constructing initial algebras and executing equati other hand, the more powerful the rewriting relation, the weaker the associated Church-Rosser
specifications as in OBJ [25], inferring types in the presence of polymorphism (61), cop Property, and therefore the easier to ensure. As a consequence, given a sct E of equations, the
optimization in compilers (1] or even code generation thought of as tree rewriting [73]. “Sime set R of rules can be Church-Rosser for some reduction relation and not for a weaker one.

1 Introduction

The Knuth and Bendix completion procedure is based on using Equations as Rewrite Rules alkor handling our definitions, a new powerful proof technique is required, based on Multiset
computing Critical Pairs when left hand sides of rules overlap. If a critical pair has distiy itttetion, whieh permits us to Prove our Church-Rosser results in a very elegant way. In
drreducible Forms, a new rule must be added and the procedure recursively applies until Mlition, this new Proof technique allows usta solve a last open Problem of [67] and [37]:
maybe stops. This procedure requires the Termination property of the set of rules, which caenime that the reduction relation induced in E-congruence classes is terminating. Then the
be proved by various tools, such as the recursive path ordering [9], the generalized recunift Hureh-Rosser property is shown equivalent to the E-equality of normal forms of all critical
path ordering [44], the recursive decomposition ordering [43] or the recursive decompositia its and is thus decidable when these pairs are finitely many, which is the case for finite

ordering with status [57]. A full implementation of these techniques is described in {55]. parRs. Such i Tesult was already known when R’ is the usual rewriting elation, assuming theules are left linear [30]. We prove it here for the case where R’ is the mixed rewriting relation,
P 7 95 assuining a complete and finite unification algorithm is known for E, whose congruence classesTh i ‘ + .ae was oxtended 7 Saree hien etm eat ioe Rewriting Sst (Rg also be finite. Our proof holds for the particular case of the Peterson and Stickel’s
_ : th nea i A elfexioms £p aa oe ae aie an se trae encl Be commutativigat riting relation, without any linearity hypothesis on rules or on equations. However, the case
Fe I eae ee cane Bowe, geioms ae ee ‘of infinite congruence classes remains as the last open problem of the theory of ETRS.that cannot be used as rules without loosing the termination property. A first approach}

[51, 50, 52) handles the case of commutative or more generally permutative axioms thy . 3 £ . cp .generate finite E-congruence classes. The case of infinite B-congruence classes is studied MeTM completion procedure is then derived from these Church-Rosser results. It is written in a
(67, 30, 37]. Huet’s approach is restricted to sets R of left linear rules, while Peterson a olegant recursive form, which makes both understanding and proof easier. This procedure

Stickel's one is restricted to linear theories E for which a finite and complete unificat ‘Improves and generalizes Peterson and Stickel’s one for associative commutative theories. Two
algorithm is known. Both [52] and (67] results yield an efficient associative-commutati ids of critical pairs are to be distinguished: Con fluence Pairs are processed in a classical way
completion procedure, with a few more restrictions needed for applying the first. The comp Whereas Coherence Pairs are processed in a more complex way. In addition, Extended Rules
unification algorithm is required to compute complete sets of E-overlappings, provide” sometimes used instead of coherente pairs to ensure the Coherence property. ‘These tules

complete sets of E-critical pairs. These results are unified in [37] by describing at a generalize to an arbitrary theory E the so called Associative-Commutative Extensions of [67].abstract level the underlying model of computation used in both approaches: it makes cl ts {31}, a complete proof of Our algorithm is then given using multiset induction. The
that two properties, namely Con fluence and Coherence, are necessary and sufficient conditia TM Where the algorithm stops without adding any rule provides in addition another proof offor Church-Rosser properties of this model, assuming the so called E-Termination property lu" Church-Rosser results. We finally define complete sets of reductions in normal form, i.e.,

the rewriting relation modulo the set of equations. In addition to Confluence, Coherenteiettel-Rosser sets of rules which have a normal form property and show how to transform a
required to enable computations in E-congruence classes. Applying then this abstract model ae Church-Rosser set of rules into a complete set of rules in normal form. These normal



F

- 36 - -37-'

|

|

{

forms can be used to check whether two specifications are actually different presentationsd that 4 t. As an easy consequence of Koenig's lemma, the transitive closure of rut 8
same theory. 

‘noctherian iff + is noetherian (see [12] for a precise proof, and [38] for a discussion about

Imultiset orderings). What we call Multiset Induction on — is simply aoetherian induction on
the transitive closure of mutt: All our proofs are based on this technique that will appear to be

‘the well-suited one for proving Church-Rosser properties. a

2 Abstract Church-Rosser Results

The presentation of this section is strongly influenced by that in [30]: we deal with bin
relations on an arbitrary set S. As in [30], most of our proofs will use the powerful noethen .
induction principle (See [6} for a precise introduction): Given a noetherian relation on 5, i&2 Charch-Rosser Definitions

relation without any infinite decreasing chain, we prove a property Pon S by showing tha fe now begin studying the Church-Rosser property for such reductions on $. Our goal is toany t in S, At) follows from the assumption that P is true for all elements in S which Te PMifocide A-equality of two terms t and t' by computing their normal formis using some reductionsons of t for the given noetherian relation. We use here what we call Multiset Inductitt rnrion related to +” and ~®, then checking these normal forms {or E-equality (that we

Particular case of noetherian induction, that we introduce in the following. implicitly assume decidable for practical use). A very natural idea is to compute in the quotient
tof $ by ~®, thus to use —+"/F as the reduction relation. Let us recall what the Church-

2.1 Preliminary Definitions and Notations Rosser and Confluence properties are in the context of E-equivalence classes on $:

. . : . wes Defi ition 1:Let H® be a symmetric relation on S and ~* its reflexive transitive closure, called E-equaie A R/E 4 Rays . i - 2 ee ; 5 Ras <I i ~ . /Ewhich is obviously an equivalence relation. For simplicity, the E subscript will sometime Chureh-Rosser modulo £ iff Vt,,t, t, ty Sth ty, SMP tt aad ty SP t
omitted if no ambiguity arises. tis confluent modulo E iff Vbyty sty t sR/E t, and t RIE t, => at’ t B/E t and
Let + (R for short) be any relation on S, called reduction, -5® and -#® its transitive a, 4° 4, a
reflexive transitive closures respectively, and —+®/© (p/z for short) the relation woot

which simulates the relation induced by -* in E-equivalence classes. Phese two properties are nothing but the classical Church-Rosser and Confluence properties inLet }1* be the union of +4 with the symmetric closure of +*, that is the smallest symm ie quotient set of $ by ~£ and are known to be equivalent.
relation containing }4° and —*. Let ~ be the reflexive <transitive closure of Hr « wever, R/E-reducibility may be undecidable if E-equivalence classes are infinite and is at leastA-equality, which is an equivalence relation. The A superscript will never be omitted in \wery inefficient if large classes must be traversed to find a reducible term. This problem can benotations. . yercome by choosing an element for representing each equivalence class, as in OBJ [25]. ThisIn the following, t (with maybe a subscript or a superscript) denotes an arbitrary element be done in a canonical way for many practical cases of reductions on terms moduloand — an arbitrary reduction a $. a (Soriativity and commutativity. A more general idea, the key one actually, is to computeWe say that t is +-reducible iff tot for some . Else t is said to be +-irreducible. jsing another relation +". This yields R’-dependent definitions that have to be linked withnormal form of t, denoted tl, is an irreducible term t’ such that t » t’. We write t|R pe using R/E by introducing a new property called Coherence. As a matter of fact, thewant to make the reduction relation +” precise. i point of view is an instance of the second: starting from an element of S, we first computeThe relation R is terminating modulo & or E-terminating iff the relation canonical form and then reduce it. This is clearly a reduction on $. As the second point ofnoetherian, i.e., there is no sequence of the form ty we ty wk tet, af th ak tii > ~ Hew allows better understanding and more general results, we adopt it here.
simply said to be terminating or noetherian or well-founded if E is empty. Our partic,
interest in terminating relations is twofold: first, they provide normal forms for every elemfundamental Assumption: In the following, +” (— or R' can also 9e used for short if nosecond, they allow proofs by noetherian induction. piisnily arises) is any reduction that satisfies: SC FC ARE,

Multiset Induction: A multiset on $ is an unordered collection of elements of S, p i ition a a F . tewith repetitions. For instance, {1 2 1 3 15 15} is a multiset on W, the set of natural numiet pair (t),t,) is R'-confluent modulo E, written tiLt, iff St .ty {-
Operations on sets extend in a natural way to multisets, also called bags. Specificaly ~ ¢), For R'=R/E, we can assume t = th
removing an element from a multiset amounts to removing one of its occurrences in Wits. 2 Amultiset. In the same way, adding an element to a multiset increases by one its numba? 8 R-Chureh-Rosser modulo E iff Wet hw ths tLe,
occurrences. We can extend any relation + on $ to a relation mutt On M(S), the set ol R'is confluent modulo E iff Vtyty ty tsk t, and toPt, > tyLt,.

multisets on S, in the following way: ve tex . | ‘fis locally confluent modulo E with R iff Vt,t,Given two multisets M and N in M(S), M mutt N iff N is obtained from M by removing one). Fa coh oki - £ a
: 

: 

= 
: 

,its elements, say t, and adding a finite number of clements t’ (possibly with repetitions) si? PS coherent modulo & iff Vtstyty t and t t= St tp t, and tL

t,t) SP th and

ty toF ty and t 8 t= tL t,.

2
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i

6. R' is locally coherent modulo E iff Vbjtyty t oF t, and t He t= at, ty a tye Compatibility Property in [67] by allowing t, to be reduced into t\. This will permit a
t Le. t more powerful result stating an equivalence between Church-Rosser and both Confluenceme { and Coherence. It differs also from the Comrautation property in [39] by allowing t, to
Our main definitions are pictured below. Full arrows denote universal hypotheses while dash» be reduced to t}. Handling Coherence, however, requires a more powerful termination
arrows deriote existential conclusions: fe property than handling commutation. Note finally, that property P1 in [72] is a common

ancestor to all of these definitions.
t ~* ty t t {~~ t He Be
i j RY” AR’ R/\R R'+ ir R’ rf The first + step required in the Coherence definition plays a crucial role: If t is in| ! ” St t t, t t t. ta R-normal form, then any t’ E-equal to t must also be in R’-normal form else a R'-stepte RY UR ae hs rt ih. Re es Rt would apply to t by Coherence. For the same reason, t is also in R/E-normal form, else‘ gE i y, EY ¥ BY lk EY, Ye hl t~*%t" for some t’ and t* and the same applies. Therefore the two sets of normal1 ~ Mg how how ty oe ty ui~ forms with respect to >” and -+®/© must be the same. This remark will be used freely in

. 

f the rest of the paper.Re con fluence local con fis- coherence local coher. f ‘This first reduction step arises in a very natural way: If we don’t require it, then we canChurch-Rosser modulo E ence modulo E modulo E ence modulok have the following cyele for the relation ~F/€:
Modulo E of R' R withR of R of R . ~ ha ; \ 3 =. if of Raa f f t, ~F 4 aR t PtP t,, therefore t, P/F t, which contradicts the E-termination

. . property of R that is required anyway in the following.Figure 1: Main Definitions

¢It is even possible to give a slightly different form to our definitions (without changing atBefore developing our results, let us emphasize some important points: ) all either the results or the proofs) by using the relation R/E itself o compute from t, and© Since +® C FC RE, the relations ~£o—® oe, by RoE and —R/P are i t, in cach of our definitions, except for coherence and local coherence where a first R’ stepsame relation.
| from t, to t is required for having a nonvacuous definition. This was actually done in

[37], despite some tedious proofs stemming from a proof technique that was not so¢ Church-Rosser modulo E and R'-Church-Rosser modulo £ are two different properties iff powerful as the one used here. The confluence step from the pairs (tysty) oF (t,,th) of theand R/E are different. R’-Church-Rosser is actually a stronger one as shown by th
following example: Let top Rt. As a matter of fact, t’ and t, are in R'-norm
form, however not E-equal; therefore the R’-Church-Rosser property is not satisfir
although the R/E-Church-Rosser one is. }
The R'-Church-Rosser property is actually monotonic with respect to the inclusion?
relations: this is a straightforward consequence of its definition. Therefor 2.3 Role of Cohcrence
R-Church-Rosser =} R'-Church-Rosser =} R/E-Church-Rosser, this last property big
precisely the intrinsic Church-Rosser property first defined. Choosing the adequate We now show that coherence of R’ modulo E is the property that enables one to compute in
will thus be a relevant practical problem. 

Fecungruence classes with the relation R'. This was already the case with the definitions of {37],

which are actually equivalent to ours, provided R is E-terminating.

definitions can even be performed with an arbitrary reduction provided it contains R’ and
is contained in R/E. This last remark is very important in practice, as we will see in
sections 3 and 4.

e Different R’-normal forms of a term are E-equal, by the E-confluence property. W:Proposition 3: Assume R is E-terminating and R’ is confluent modulo k. Then t]R/E ae t|R’therefore will refer to the R'-normal form of a term. “MAY is coherent modulo BE.

. Proof: - Let us first prove the only if part.© (Local) Confluence and (local) Coherence are two instances of the same general concofi Assume t, ~£ t S® ¢ and let ¢ {R’ be any R-normal form of t,, which is also an
2 1 1 v

which that t different] ions h; di : te . neexpresses that two (maybe different) relations have a diamond Property R/E-normal form of t, as it was already remarked, thus also of ty. Using the hypothesis, it
¢ Local Confluence involves both R and R’. Using only R would give a too weak relatiat, follows that t,[R’ wt t IR. As R is E-terminating, to{R’ is different from t,, otherwisei Fr is icati f s" :
On the other hand, using only R’ gives one that is too strong for application to ETRS. t, we AR {IR mo t, and there is a cycle for R/E. Therefore, t, aR t,|R’ and we are

¢ Coherence and Local Coherence differ from the corresponding definitions in [30] % done. . ok . R/Ereplacing R by R’, which is a key point for applications, and by requiring a first R’ ste ~ Let us now prove the if part by noetherian induction ono .from t, in the Coherence definition, which will be justified next. It differs from th Let t be any clement of A First, the result is, true if t is in R/E normal form, thus in

i _ R-normal form. Else t ~* t, ®t, V8 type and t +” typ’.
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By the coherence property applied to (t, t{R’, t), Stites ¢, ap and t) ak tt wf We
very

Note that t? must be in R'-normal form since it is E-equal to a normal form. {

By the confluence property applied to (ty, tf, ty), ate ty ak ty ne ty and t must ‘

R’-normal form, thus it is 2 R'-normal form of tp. We can now finish the proof!)
'

|

noetherian induction applied to t, which is a proper son of t for RE,

Note that we could assume R locally R’-confluent with R modulo E instead of R'-conflu
modulo E: a simple extra induction step is to be added to the proof for that.

This result states that we can use R’-computations instead of R/E-computations, if we

interested in normal forms of terms and not in the intermediate steps of computation. This
usually the case in practice. Therefore coherence is exactly the property needed. |
As a consequence, confluence and coherence modulo E are both needed to compute with R’, thi
is to decide the A-equality by computing R'-normal forms and checking for their E-equality.

2.4 The Abstract Church-Rosser Theorem |

We see now that Confluence and Coherence modulo E can be restricted together to their low
properties, that generalizes the theorem of [63] which corresponds to the case where E is
empty set, since both coherence and local coherence become vacuous in that case. By the wa

we also use normal form computations, since normal forms are the link betwee

R’-computations and R/E-computations.

Theorem 4: If R is E-terminating, the following properties are equivalent:
(1) R is R'-Church-Rosser modulo E.

(2) R' is confluent modulo & and R’ is coherent modulo E.
(3) R’ is locally confluent with R modulo E and locally coherent modulo E.

(4) Vt) t~At tie <6 e jp.

Proof: Note that property (4) asserts that the R'-Church-Rosser property of R modulo i
true when computing R’-normal forms of t and t’, provided R is E-terminating. This!
perfectly similar with the usual case of an empty set E of equations: In that case th
Church-Rosser property can be checked on normal forms, provided R is terminating.
(2) = (8) and (4) => (1) are straightforward.

(1) = (2): the confluence proof is straightforward, but the coherence proof requires th
use of E-termination to exhibit the first R'-step from t, in the definition of coherence.

‘This counterexample is based on contradicting the Coherence property. We could also
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eb ae t,: Since t,| is a R’-normal form of t, the vesult follows from the

induction hypothesis apptied to the multiset M-{t
n+l!

net

et, HE t,,! The result follows from either the induction hypothesis applied to the

multiset M-{t, 4} if t,, thus t,4p 18 R’-irreducible, or else it. follows from the local

coherence of R' and from the induction hypothesis applied to the multiset

{ty ve ty th th tad which is strictly smaller than M, since its terms are all

proper sons of t, | | for FE The second case is shown on the left part of Figure 2,

where cireled numbers stand for successive steps in the proof.

ot, ak t.4,: We first apply the induction hypothesis to the multiset M-{t,4)}. As

t, is reducible by R (therefore by R’) we can apply local confluence modulo E of R’

with R. We end the proof by applying the induction hypothesis to the multiset

{t)] te. th. that: bagi} 2s shown on the right part of Figure 2:

E A R

4 ~e {tag to ~ oo tage
7 Oo | ® r ® |

loc. +R’ loc. *R’

t* coh. Ind. ts confl.
a a

ae @ NR R! RNR
Ny wet 1 Ne et

a n+1 n ot]

Ind. | @

sR Ind. +R!
: v é étol ~ fart tl ot! ~ total

Figure 2: Church-Rosser Proof using Multiset Induction

o

“Theorem 4 is false if termination of R' is assumed in place of E-terminaiion of R, as proved by
the examples of Figure 3, where local properties are true but global ones are not. Note that
these examples are similar to [30], yet more complex in order to contradict our more
sophisticated cohcrence property.

Let t 4F t, and t wf t,. Then ty ~A t, and by R’-Church-Rosser property, Be fontadic the Confluence property by adding new arrows to Figure 3:
Ro gs

toe th,

t ~F ty = ty Ft SPs, 8’ tt and thus t} °/" 1 which contradicts B-termination i
(3) = (4): That the right part of the equivalence implies the left is straightforward. Lett:
prove the converse by multiset induction on >®/®,

straightforward) s.t. t = ty Hit, .. Hi“ t,,, = t'. The basic case being obvious, ¥

bg and GF Aste sow tat mG Ta Hg eb dn by dog ew dent nd reli tes sp
alternative is to add these two arrows from s to ty and ty
Por the infinite chain case, we can expand this new diagram as previously. We can also add

‘ two arrows in the previous diagram from ty to t; and from t, to t,, but no more.Let M={ty, ty, ti} be a multiset of at least two elements (the one element casei

indicated in [72], abstract Church-Rosser results like these apply in a wide Tange of areas in
consider the general one. Three cases are to be distinguished according to the lag Computer Science as well as in Mathematics. An interesting example dealing with cyclic

iequality step t, HH* tar
k
Te



cycle case:

HoH oh

|
t. ty

Figure 3:
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infinite chain case (obtained by folding the cycle):

ty HH t,

Crucial role of E-termination
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8 Application to Equational Term Rewriting Systems

‘This section is devoted to the study of Church-Rosser results for ETRS, i.e., mixed sets of

| axioms E and R on a Term Algebra, such that axioms in E are used as equations and define an

wjuational theory ~", whereas axioms in R are used as rules and define a Rewriting Relation
+" However, rewriting with rules in presence of equations is somewhat more complicated than

rewriting with rules only: we will introduce other rewriting relations that will play the role of

the reduction relation R’ of Section 2.

In practice, E contains those axioms that cannot be directed without loosing the termination

\ property for the rewriting relation. It can also contain other axioms causing the divergence of

the completion process when used as rules.

The notation used in this Section is consistent with that of Section 2 and will not be

telutroduced. This section is divided into two different parts: the first one recalls the more or

vss classical background on TRS (see [33] for a more complete presentation); the second states

covering matrices is given in [72]. A more complex example in formal language theory ist Beagres our Chureh-Rosser result.
in [60}. In the following we are interested in those applications which deal with terms andl.
rewriting systems for which we give decision procedures for testing for the Church 3,1 Terms
property.

Definition 5: Given a set X of variables and a graded sct ¥ of function symbols, 1 %,X) or T

forsimplicity denotes the free algebra over X also called the Term Algebra. Variables have

arily 0 by convention. Elements of 7%), called terms, are viewed as !abelled trees in the

following way: A term t is a partial application of M into ¥ UX such that its domain D(t)
salisfios; the empty word « EX{t), and vi ED(t) iff v € H(t) and i E[L,arity(t(v))].

Ai) is the set of occurrences of t, 9[t) the subset of ground occurrences (i.e. t(u) is not a
variable for vu EG(t}), Wt) the set of variables of t, t/v the subterm of t at occurrence vu said to

he strict if v 34 c, t —v[strict) subterm +> tho yelation t’ is a (strict) subterm of t, t[u+t’] the term
ablained by replacing t/u by t’ in t and #{x,t} the number of occurrences in t of x EX. A term

bis linear iff #{x,t) =1 for any x in V(t). q

In the following, i, j, k denote natural numbers, x, y, z denote variable symbols, a, b, ¢ and e
denole constant symbols, f and h denote function symbols, s and t denote terms, v, v, w, o and 7

denote cceurrences, « denotes the empty occurrence, and vy denotes the concatenation of

occurrences v and v.

_ Example:

Lich t==(x-+e)-+x. Thon D(t)={e,1,11,12,2}, tht and t(12)=e, G(t)={c,1,12} and #(x,t)=2.
|

'Aterm with top function symbol f will often be written f{... t ...) indicating that we are
interested in its first level subterm t. By convention, t and t’ occur at the same place in

fl. t..jand f(.. 0...

Definition 6: A relation ¢ on 7{7X) is compatible iff Vt,t’ € ZX) and Wi € Ff,
tel = ff...) 0 f(.. t’..). A compatible equivalence on (FX) is called a Congruence.

Compatibility can easily be extended by induction to the case where t and t’ are plugged into
the same arbitrary context (a term having a free place to be filled). This remark will be used

implicitly in the rest of the paper.

1
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3.2 Substitutions, Axioms, Unifiers

A E-unifier (or simply unifier) of two terms t and t’ is a substitution o such

hat oft) ~® oft’). If E is empty there exists a most general unifier, c:lled mgu, for any pair
domain Mo) = {x | o{x) x}. We denote by » the set of substitutions on TFX) and by ole ‘of torms that has unifiers: all other unifiers of these two terms are actually instances of the
a(t) the result of applying the substitution o to the term t. Composition of substitutions o ay mgu. IPE is not empty, a basis for generating the set of unifiers by instentiation, whenever one
is simply written or. If t'=ct (resp. ror), we say that t (resp. 1) is more general than| exists, is called a complete set of unifiers. A complete unificatior: algorithm computes
(resp. 7’), that t’ (resp. 7’) is an instance of t (resp. 7), and that o is the match from t lo such a basis for any two given terms. The algorithm is said finite if the basis is finite and
(resp. r to r’). The subsumption preordering < on T (resp. 2) is defined by: txt’ (resp. 4) ‘minimal if any two unifiers in the basis do not compare using the E-subsumption preordering.
iff t’ is an instance of t (resp. 1’ of 7). We writer <r [V| if it holds for the restrictions of +
7 to asubset Vof X. The equivalence associated with this preordering is variable renamin”

ie. bijection between two sets of variables. ( Standard unification is known to be solvable in linear time {65] but non linear algorithms are
> susually more efficient for many practical applications [7] [17]. Unification in equational theories

a much more difficult problem and the complexity of usual algorithms is not precisely known
{or most of them. However, complete and finite unification algorithms are known for a lot of

| practical theories including commutativity [70], associativity and commutativity [76] [58] [18],
_ permutalivity [36] and minus theory [45]. Some of these are not minimal. However, given such
| a complete sct of unifiers that is finite, a minimal one with respect to the subsumption
‘ reordering can always be computed by eliminating those that are instances of others. Minimal

Definition 8: We call an axiom or equation any pair (t,t’) of terms and write it t=t’. Ili sels are usually prefered for matter of efficiency. Most of our results however carry over to
said to be linear if both t and t’ are linear. | complete sets of unifiers that are infinite, except the decidability results. This enables us to
Given a set E of equations, the one step E-equality is defined by: { apply some of our results to the associative case, since a complete but not finite algorithm is
t Heol] 0 with v € Dit), o € Land lar € £ iff t/v=ol and t'=t[veor] or t/u=or af known [70].
Pat, utal]. “Finally, we remark that the E-subsumption ordering is well founded for all theories of practical
Any of these subscripts may be omitted for the sake of simplicity without any ambiguity, si “ interest that have a complete finite unification algorithm. For the theory given in {19}, the
different notations range over disjoint sets of characters. We write lr (resp. r—+l) if we wos, E-subsumption preordering is not well founded, but the unification problem in this theory is not

Definition 7: | Substitutions o are defined to be endomorphisms of AFX) with a file

Remember that substitutions are homomorphisms: we will make intensive (and implicit) us
homomorphic properties of substitutions that are often given as lemmas in the literature.
will also use the fact that the strict ordering associated with the subsumption preordering|
well founded [70].

In the following, greek letters c, 9 and r denote substitutions and (x\t, y\t, ..) is
substitution ¢ such that Do)={x,y,...} and ox=t, cyt’, ....

to make precise that the equation I=r is used from left to right (resp. right to left). & finite.

The reflexive-transitive closure of +4", denoted ~®, is called E-equality or equational theory
E. We write SU(t,t’), mgu(t,t’), SU(t,t’,c), CSU(t,t’,E) for (respectively) the set of unifiers of

| band , their most general unifier, the set of E-unifiers of t and t’ and a complete set of unifiers
.oftand t’. This last notation can be abbreviated as CSU(t,t') if no ambiguity arises.

Note that |4" is actually the smallest relation on T which is symmetric, compatible, clos
under instantiation and contains all pairs (I,r) for every =r EE. Asa consequence, ~? is th
smallest congruence relation on T closed under instantiation and containing all pairs (1,r). / Example:

| lel t=(x+y}+z and t=(e+x’). Then mgu(t,t’}=@, but CSU(t,t’, (x+y=y+x}) = (x'\x+y, z\e).
All our definitions concerning matching extend straightforwardly to the case of an equation:
theory ~®. For instance, an E-match from t to t’ is a substitution o such that t) W® oh 3.3 Rewrite Rules
Note that the E-subsumption preorderings defined on Tand 5 as previously are not alwa
well founded if E is not empty [19]. Their associated equivalence is the composition of ~® wij Many theorical problems arise in equational theories that can be approached by the use ofvariable renaming. This will be used in section 4. _ rewrite rules i.e. directed equations, or more generally by the use of mized sets of rules R and

equations E.

Example: t' = e+(y+z) is an instance of t = x+x’ with the match ¢ = (x\e, x"\y-+2). Ith:
contains a cominutativity axiom for +, then o' = (x\z-+y, x\e) is an E-match from t tol
These two matches do not compare using <. Now o” = (x\y+z, x’\e) is another E-match any
a ~® ot. Note that Ko) = D(a’) = Not) = {x,x’}. f

‘Definition 10: A rewrite rule is a pair of terms, denoted |r, such that V(r) is a subset of
‘W), The rewriting relation —+"" (or more simply +* if E is empty) is defined as follows:

451 iff there exist an occurrence uv of G(t), a rule lor of the set R of rewrite rules and a
| substitution © such that t/y ~® ol and t’ = t{utor]. t/v is called a redex. We write
Bor] if we want to make precise the occurrence, the substitution and the rule involved in
the rewriting: Any of these subscripts may be omitted for simplicity.

EME (resp, SRF) denotes the reflexive transitive (resp. transitive) closure of +®” and is
called the derivation relation. o

Our next definitions, handle the general case of a non empty set E of equations and 1
specialized for the standard empty case. anya as7

re
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allowed. [owever, they will not be considered in this framework where the main interest is in
~ decidability results that do not hold if axioms like g=x can be used as equations.

Example: Let (¢+x')-x’ be a rule and x+y=y+x be an equation. Then x+(yte) is
R-normal form, but x+(y+e) iP x+y.

au

As previously, ~+" is the smallest relation which is compatible, closed under instantiation a Let SCP(I.R), SCP(E,R) and SCP(R.E) be the sets of non trivial critical pairs for respectively;
contains all pairs (I,r) for every +r € R. * and -5* are in addition transitive, and -* isa). — all lor and g+d belonging both to R, all +r and rl for l==r in E on all g—+d in R, all or inreflexive. But they are generally not symmetric. In the following we will be interested in the Ron all gd and dg for g=d in E. Note that top critical pairs, ic. critical pairs comingthat are well founded. 

» from an overlapping at occurrence ¢, are not to be considered for SCP(R,E) since they already

| belong to SCP(E,R).

1) Let also CSECP(R.R) and CSECP(R,£) be the complete sets of non trivial B-critical pairs for
theory E. This is always the case if the theory E is empty. When the theory E is not empty, y) | Tespectively all Ir in R on all ged in R, and all Ir in R on all gd and dg for g=d ink.will either use the relation +" or the relation +8. We will speak about rewritings for) 4S previously, but for a slightly different reason that will become clear later, top critical pairs

re ne : | are not to be considered for CSECP(R,6).and E-rewritings for 3%". 
-
The notations SCP(Ir,g+d) and CSECP(I-+r,g-+d) will also be used to make the rules or
equations precise.

(eno
Notice that R,E-reducibility is decidable whenever the matching problem is decidable in lh

It must be well understood that the two relations +P and Po are different: If t ah i
at occurrence v, the E-equality steps may apply in t only at occurrences that are suffixes of Example:
If t ~PoF ¢’, then the E-equality steps may apply at any place in t. The two relations Lot (xty)+2—x+(y-+2) and (e+x"}ox’ be rules and (y’-+e}=y" be an equation. ‘Then:
therefore the same only if +® rewrites at the top. § ep=cty+z),q=y+z> is a critical pair of the second rule on the first at occurrence 1,

eiated with the overlapped term (e+y)+z. Note that pq.Example: Let + be a binary infix operator with the properties: _ Sp=et(e+z),q=2> is a E-critical pair of the second rule on the first at occurrence e¢,associativity used as an equation: (x+y)-+z = x+(y+z), left identity used as a rule: e+x—x. “/ wsociated with the E-overlapped term (ete)+z ~P e+2. Note that peg.Let us now consider the term t = (y+e)+z. By associativity, t ~” y+(e-+z) and this last te <p=xt{y+e),q=x+y> is a critical pair of the equation on the first rule at occurrence &rewrites to y+z. However, t is in normal form for >TM® because its subterm (y-+e) is obvious associated with the overlapped term (x+y)+e. Note that p ~® q.in normal form and the whole term t itself cannot be matched with the left member of the ri <p=s+(y+2),q==((xt+y)+e)+2> is a variable critical pair of the equation on the first rule atusing associativity since neither (y-+e)+z nor y+(e+z) are instances of e+x. | ‘oceurrence 1, associated with the overlapped term (x+y)+z. Now q reduces to p in two
© different ways: q 3" x+ly+(e+2))

R RE

~ paactx'ox'] POT cty) ene (y-tn)} P-3.4 Critical Pairs

| In the following, we us R-reductions as well as R,E-reductions or more generally combinations
of both of them. As a consequence, we will have critical pairs as well as complete sets of
critical pairs, according to the kind of reduction associated with each rule.
N-reductions yield critical pairs as indicated by the critical pairs lemma:

Two reductions applied to a same term can sometimes overlap, yielding critical pairs:

Definition 11: A non variable term t’ E-overlaps a term t at occurrence v in G(t) with
complete set 6 of E-overlappings iff @ is 2 CSU(t/v,t’,B ). The classical overlappisy
associated with mgu(t/v,t’) is obtained for E empty. Given two rules gd and Ir such thi z B RV(g)NV(l) = @ and I overlaps g at occurrence v with the complete set of E-overlappings 6, tl gevitical pairs lemma: [30] Assume t “Tea,tr] OF & Afe,o,l-1] {, and t 7 v.08] ty ortthe set {<p,q> | p=ed and q=0(g[u+r]) for any ¢ in 6} is called a complete set of E-crith Moa] t, with v in O(l). Then there exists a critical pair <p=0r,q==6(I[-+d])> of the rule orpairs of the rule Ir on the rule g—+d at occurrence v (a trivial one if u=«, J=g and r=} (he equation gd on the rule or the equation |-+r at occurrence v and a substitution r such thatThe complete set of critical pairs is simply a critical pair if E is empty. With @=mgu(I/v,g) and =r [WUg)UV(I)], therefore t; =p and ty = 7q. a(E-)overlapping @ is associated the (E)-overlapped term 4g which produces the (E-)critical pai
<p=0d,q=0(g{urr])» by rewriting with the rules gd and lr. 1 Note that we use the same substitution ¢ for both redexes t and t/v. This is legal, since we can. 

; a — 
"always assume that VUNNUMg)=6 without lost of generality: just rename the variables whenNotice that lr and g-+d do not play symmetric roles in this definition. teeded. Although it was given for standard critical pairs, the lemma remains true for the caseLet us point out that a term t may be considered as a variable overlapping of any variable! of variable ones with the same proof. The verification is left to the reader.

such that #(x,t}=0 on itself at any occurrence v€G(t), use, with the mgu o =(x\ t/v). Sud
overlappings produce variable critical pairs of an equation g=x on the rule lor
overlapping the variable x with any non variable strict-subterm of I. These critical pairs a
needed to handle linear rules together with equations of the form g=x. We want to point I §-Critical pairs lemma: [37]
that they allow a generalization of results in [30] and [37] to the case where such equations * i

bs

Re-reductions yield complete sets of E-critical pairs:
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Assume t of

exists a critical pair <p=sr,q==4(I[>+d])> in a complete set of E-critical pairs of the rule g
on the rule lr at occurrence v and a substitution r such that ¢ € CSU(I/v,g.E) and
o~® 0 [Ug)UWg)], therefore t ~" ip and ty ~ iq,

Note that we overlap R,E-reductions with R-reductions or with a one step E-equality. No
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[eal] t, ort Heater t, and t eed] t, with v in O(l) and v4. Then “Since MURMLE is included in RE the RIURnI,-Church-Rosser modulo E property implies the
RE-Church-Rosser modulo E property. As already noticed before, we must be aware of the fact
‘that R can be R,E-Church-Rosser modulo E and not RluRnI,E-Church-Rosser modulo E for a non
“tinpty set RI of left linear rules. Examples will be given at the end of the section.

basic tool of the proof is multiset induction on the eduction relationease has to be considered, as shown by a careful examination of our two local definitions salle (y strict-subterm/E denoted ++ in the following. The termination of + is simply basedcoherence and confluence given in section 2. In addition, we don’t consider the case where first on the fact that +®/® and ~ssttict-subterm are both noetherian and second on the followingapplies at an occurrence v and —TM" at occurrence «: the E-critical pairs lemma would be | commutation lemmas, whose use as many times as needed permits to the transformation of afor such cases!

lemma.

The E-critical pairs lemma is proved in a way similar to Huet’s, but we need to make prea pine 12:
where E-equality steps can take place from t, to rp: since t==or and rp=ror, they actually

place in the substitution part of t, and not in G(l). This remark is essential for carrying out ll

proofs in [67] and in [37]. Here we will only need to assume that it does not take place at
top of t,, thanks to multiset induction. |

|

3.5 Decidability of the R’-Church-Rosser Property for ETRS j

Our next goal is to restrict local confluence modulo & of +®’ with +® and local cohere

for a suitable relation 3®’,

modulo B of 4®’ to a convergence check on a finite number of critical pairs or E-critical ¥

The two cases where +® = 4" or GR’ — 4P© are already studied in [37]. The ne
requires R to be left linear and yields Huet’s classical results on confluence modulo, while

yields a generalized version of Peterson and Stickel’s results.

We will see in our main theorem how to treat this case without using | derivation into a +*/®. derivation followed by a ~sstrict-subterm derivation, as stated in the
“next corollary.

g -2)Strict-subterm/e t SREP Ss 3s’ € Tsuch that 5 GIVE g? -«,strict-subterm t.

Proof: By induction on the number n of —*trict-subterm_,oductions,
‘The basic n=0 case is straightforward.
Dse, let g -Striet-subterm/c. s, —Striet-subterm/e £ 4R/E t By definition, spt? € Touch

_,Strict-subterm te AEE AR/E t’, therefore s. we st _;Strict-subterm te AR/E t.

strict-subterm

that s, ~E ge
1

Since + can be performed after the reductions instead of before, we get
5 awe st AR/E 8 _4Strict-subterm t' for some sh, therefore 5, ne st _,Strict-subterm t’.

second requires the computation of E-critical pairs using a complete 8-unification algorithin _ chains can thus occur iff strict-subterm/E is not well-founded.

A first subgoal is to generalize these two cases by splitting the set R of rules into disjoint sets
and Rn! with left linear rules only in RI and use for -+*’ the relation ~®!URTMLE gotined to

MU+ROLE The relation —sRIUROLE was introduced and also studied in [37], with a

The result is then achieved by applying the induction hypothesis to
8 2, Strict-subterm/E 5 ARE si . oO

rollary % == IVE 4 4,strict-subterm . _,strict-subterm/e a

B13: | —~iricksublerm/E 5 3p such that t LPL» —ystrictsubterm
Proof: Straightforward induction on the number of derivations. ais

is consequence of these lemmas, we get the following termination result:

position 14: Assume R is E-terminating and E-conguence classes are finite. Then ++ ispowerful proof technique however, yielding more restrictive results. Note that linear rules rel founded.
be in Rnl which allows us to consider +® and +5 as two particular cases of —FlU!
Making RI=@ yields the classical Peterson and Stickel relation and Rnl=@, provided all we
are linear, yields the standard rewriting relation ®.

In the following, R’ is used instead of the full notation RIURnI,E for simplicity.

A second subgoal is to- prove the decidability of the R'-Church-Rosser property modulo
provided R is E-terminating. This is done by proving that the R'-Church-Rosser modulo
Property is equivalent to checking that the normal forms of finitely many critical pairs
E-equal. Such a result was already known for the case where Rul is empty and rules in R are

left linear. We will prove it for RURAL provided the theory E has a complete and fink
Jat tis now munification algorithm, and also finite congruence classes if Rul is not empty.

Proof; After the previous corollary, we have to prove that strict-subterm/E is well
founded. From the previous lemma, this must be the case if E-congruence classes are

> finite, since the size of the terms in a given congruence class becomes bounded. a

ote that the problem of deciding whether a set of equations generates finite congruence classes
ily is undecidable in general {71]. On the other hand, many theories of interest have this
toperly. Some interesting ones do not however, like equipotency --x = x or even identity.
hese kind of axioms do not fall into the scope of our decision results.

ake some comments about the termination of R/F : Assume that E contains an
walion g=d which is erasing i.e. there exists a variable x of Ve) which is not in Wd). Let
tbe a rule of R, o and o’ substitutions such that o{xj=1 and o'(x)=r. Then
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d=od wf og SR o'g ~£ o'd=d and the E-termination property is not satisfied. Therefore
will assume in the following that equations in E are non erasing ie. Wg) = Vd) for wee
equation g=d in E. ei

Assume now that E contains an equation t=x where x has at least two occurrences in t. Nt
that such an equation makes strict-subterm/E non well-founded: The same is true for Rf

we now see: Let Ir be any rule. Then | is E-equal to a term with several occurrences of I. %

can rewrite one of them and start the process again with another occurrence of |. For instan
in the case of the idempotency equation X = xX+x, for any rule lor: Ge:

1né HIP rq A! rpg oP t+r+l.... The same problem actually arises with any instar
of such an axiom where x is replaced by any, term with variables. As a consequence, the ot
allowed axioms of the form g=x, with respect to E-termination of R, satisfy #(x,g)=1. Not.
however that these axioms are forbidden for strict-subterm/E to be well: founded, at least ity
not x itself. ,

Let us now give our main result:

Theorem 15: Let R = RIURnl be an E-terminating set of rules such that Rl is left liner
complete and finite unification algorithm exists for the theory wt , and E-congruence classes a
finite. Then R is RIURnI,E-Church-Rosser modulo E iff:

All confluence pairs <p,q> in SCP(RI,RI) U SCP(RLRnl) U CSECP(Rnl,Rnl) U cswortmtt
are R/E-confluent modulo E.

For any coherence pair <p,q> in SCP(RI,E) U CSECP(Rnl,E), Jp’ such that pop’ and
pair (p’,q) is R/E-confluent modulo £.

For any coherence pair <p,q> in SCP(E,RI), 3q’ such that q—*'q’ and the pair (eal
R/E-confluent modulo E.

Proof: i
For the only if part, we use theorem 4 to show that local properties are satisfied, thus 4
satisfied for the particular case of critical pairs. Since. these pairs are R'-confluent modd

E, they are R/E-confluent modulo E by inclusion of +®' into +®/E.

The if part starts as the proof of theorem 4 (part (3) = (4)) and we assume it done (noli

that it implies the use of theorem 4 because we prove statement (4) instead of statemy
(1) of this theorem). The difference is that we have to prove the two properties of ton
coherence and local confluence using the sets of critical pairs. This is done by multi
induction on ++. Notations are the same as in theorem 4. In particular, t, is theo)

introduced in its proof ,

modulo E.

Let us first prove local peolierences specifically:

Vi,tt® such that t, ~* t, tf og a) and t Progen] #Y St, such that t? 9 ty a

tLeMi in the critical pairs lemmas, we use the same substitution for both redexes. Note
that we prove a slightly more general local coherence property than the one needed in i

proof of theorem 4, because it will be needed in the rest of the proof. (3

Let us now discuss different cases according to the respective positions of v and v:
© case 1: v and v are disjomt occurrences. Then the +’ and He steps commute,

t| is a R’-normal form of t and p L q iff (p,q) is R’-conflua,
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e case 2: For the remaining cases, one occurrence is a prefix of the other. The result is

now straightforward if this occurrence (assume it is v) is not the empty occurrence ¢,

since we can apply multiset induction to the multiset {t'/u 1/u t"/v}, yielding

t/ul ~8 t"/ul, with t'/o > t'/ul, since R is E-terminating. By the way, this is

exactly the coherence property and it can be now easily lifted to (t’, t, t") by adding

the missing context.

We therefore assume in the following that the prefix occurrence is «.

© case 3: v is a prefix of v, therefore we assume v==e, with |r in Rnl.

It follows that t’ }H® t , thus t’ aie t". This is the reason why critical pairs of

equations on cules of Rnl are not to be considered.

ecase 4: v is a prefix of vu, therefore we assume y=e with lor in RI, and v ¢ G(I).

Then the result follows in the same way as in case 6 below.

case 5: v is a prefix of vu, therefore we assume v=«, with lor in RI, and uv € G(l).

Then the result follows classically from the critical pairs lemma, using a critical pair

of SCP(E,RI). Note that g=d can be the reflexivity axiom and that no critical pair

is needed for this particular case.

© case G: vis a prefix of v, therefore we assume v=, and v ¢ G(g), thus vze.

Because no overlapping occurs in this case, there exists an occurrence w which is a
prefix of v==wv’ and such that g(w) is a variable x. Let us now define substitution ¢

such that é(y) == o{y) for any y distinct from x and 6(x} = o(x)[v’ « or]. As equations

are non erasing, x occurs at least once in d. It is then casy to check that t'-3®' od

and (* -6® ag which ends this case, since g=d € E. Note that our definition for
coherence allows rewriting from t*, which was not allowed by Peterson and

Stickel’s, and this was the reason why equations were required to be linear in their

work,

*case 7: v is a strict prefix of v, therefore we assume v=«, vxc, and v € G{g) with

ler in RL Then the result follows classically from the critical pair lemma, using a

critical pair of SCP(RI,E). Top critical pairs are useless here since »4«.

case 8: v is a strict prefix of v, therefore we assume v=c, and xc and v € G(g) with

lr in Rn. As a consequence, 9(g) # 0.

Once more, there will be no need of top critical pairs since uc.

By the E-critical pairs lemma, there is a pair <p=sd, q=é(g[-+ér|)>

CSECP(Ral,E) and a substitution r such that ¢ ~ [Vg)U VA], therefore t” ~ ap

with E-equality steps taking place out of G(d) and t® we x. By hypothesis,
P hl p’ and the pair (p’,q) is R/E-confluent modulo F, therefore 7p ~ 7p’ and the

pair (rp',7q) is R/E-confluent modulo E, which implies 7p’ ~* rq with a proof

containing terms that are all smaller than rp’ or rq for ++. This is step 1 on Figure

4.

Since the multiset {t" ... rq... p' sp ... t’} contains terms like 7 and t’ which are not

smaller than t for ++, the induction hypothesis cannot be applied to this multiset.
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To overcome this difficulty, we now show that t' is R’-reducible to some ti, relald

rp’ by a multiset of A-equal terms all smaller than t: t HP eo Ee PE Et
As already noted, we know from the E-critical pairs lemma that the equality sh . "
between 7p and t’ take place out of G(d), thus at some occurrences Oy oH loc. 'R’ local R" loc.
different from «. As a consequence, we may apply the already proved | Rid coh. coherence j confi, “& Id
coherence property (cases 1 to 6), starting from (rp’ mp t,) until we reach t’. ‘Th a L Ya L ; L te L
are steps 2 and 3 on Figure 4. 

Sse ? @ 1 _
The conclusion then follows by applying the induction hypothesis to the mull ~ Ind y ie
{69 oq one tpl an HR. UY. i ey ma zi

t
Figure 5: Local Confluence Proof, case 4

These are steps I and 2 on Figure 5.

Since the R-reduction applies now at the top of t, we can apply the already proved

cas¢ 3 to close the diagram, thus t? | t’. This is step 3 on Figure 5. The proof is1

critical pair lemma E [eed]

i hE Ee
i |

wae R'| @ F ® {R | then completed by using the Church-Rosser property applied to the multiset
th AE ag ie o ‘a L = L t? : ft"... tt... U}. This is step 4 on Figure 5.
SQ @ : _c 2 The reader is encouraged to check that the critical pairs used all along the proof are

sats Ind agr i exactly those defined previously. a
Atay ~wE t’ te i ; ; ; ;

2 The proof makes clear why left linear rules are easier to handle: what happens at a variable
place in an instance of rule happens once which makes the coherence diagrams commute by
simple rewriting. This is not the case for non left linear rules: If an equality is applied at a

Let now prove local con fluence, spect fically: Variable place, the first rewriting needed in the coherence property must incorporate the same
For any t’ and t® such that t —®’ tandt —® t". ¢? L tTM, As before) Siiliality at the other variable places (of the same variable of course), since an equality step is. y . a [v2.84] ge 2 Lyalr] * "not allowed here.discuss by cases according to the respective positions of v and v.

© case {:v and y are disjoint. Then the diagram commutes and we are done.

Figure 4: Local Coherence Proof, case 8

A Woaker result was given in [37], where it was shown that the R’-Church-Iosser property was
e case 2: neither v nor vis ¢. This case works as case 2 in the proof of local coherevp Irie under the stronger assumption that coherence pairs of rules in Rul on equations have the

property that p is always reducible to p’ at an occurrence in $(d). As a matter of fact, this
¢ case 3: y =. The subcase where there is no overlapping works as usual. The oy Test does not require the equational theory E to have finite congruence classes. The reason is

.. that we do not nced any induction with strict-subterm/E in this case, since case 8 in the proofand by the E-crili

. sys . . R': RI

subcase 8 proved by tive gaitical pairs aaa oe te oo, . of local coherence becomes vacuous and cases 2 in both local proofs are used only forpairs lemma if +" is +"""", followed (in both cases) by multiset induction. 1
will use, in the first case a critical pair in SCP(RLRI) or SCP(RIRnil), and in!
second case an E-critical pair in CSECP(Ral,Rnl) or CSECP(Raul,RI). Note that}

critical pairs are needed here.

convenience. On the other hand, the requirement on these critical pairs forbids an equivalence
fsull, because this strong assumption on the way the coherence pairs become convergent
cannot be a consequence of the R’-Church-Rosser property. The question arises now whether
our equivalence result is true for those theories that have infinite congruence classes. We
conjecture it is. A way to prove it would be to show that we do not need the full power of the
felation + in the proof, ie. the infinite subterm/E-chains cannot occur. For doing that, a
tefl assumption could be that the critical pairs are of minimal size, which can be achieved by
choosing an adequate E-unification algorithm. Note that such an algorithm can always be
obtained from a standard complete one by checking each unifier for minimality with respect to

that t, ~" t Teg t’. On the other hand, t, aah ior] t. We therefore can apts size.

local coherence n times starting from t, until we reach t with the following situalit

t* fl " L me L ty t oe urand t ged] t’. tie a corollary of the previous result we can decide the R’-Church-Rosser property of a set R of
Nw
ee

@case 4: v = ¢ and vy #.«. The subcase without overlapping works as usual, 7

other subcase is proved using the critical pair lemma if 3” is ~®! Jp —F jg 4
the E-critical pair lemma does not apply and we need the use of the already prow
local coherence property. Since t ot therefore t. —+RVE + there exists t su
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rules modulo a set E of equations by checking for E-equality the R*-normal forms of the pti
(p,q) or (p’,q) or (p,q’)
R’ and R/E.

Theorem 16: Let R = RluRnl be an E-terminating set of rules such that RI is left linea,/
complete and finite unification algorithm exists for the theory ws and E-congruence classesar
finite. Then the R'-Church-Rosser property is decidable.

Proof: As a matter of fact, the E-equality of the previous confluence and coherence
implies the R-Church-Rosser property. Conversely, the R'-Church-Rosser property im)
the desired property with R’-normal forms instead of R*-normal forms.
theorem 3 that R/E-normal forms and R’-normal forms are the same, th
too, since ~+*" is included in +®/© and contains a q

We want to emphasize that we allow normal forms of critical pairs to be computed with ayy
reduction relation +®* ranging between +" and */F instead of ®'. This is very importaal

~~ This arises in a natural way in many practical cases:
commutative (AC) critical pairs for instance,

For computing associatiy-
flattened terms can be used to make th

and z stand for (maybe empty) vectors of variables, for any AC-symbol f, whose arity is nov
varying. This can result in modifications of the starting terms within a AC-equivalence clas.

of the previous theorem, for any reduction relation R" ranging betwer

i With the unifier (y\0, x’\z).

pli commutativity. Checking the other rules is left to the reader or her Knuth and Bendix

:But we know from ; . : 7: . .
us R*-normal form Notice that only commutativity was used in this example: the question arises whether ouri
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It can be verified (using a Knuth and Bendix implementation, for example the FORMEL system
of G. HUET at INRIA or the REVE system (55, 47]) that this set of rules is R,E-Church-Rosser.
As these rules are all left linear, they can all be dropped to RI. In that case, the set of rules is
not Church-Rosser anymore. Moreover, its completion generates an infinite set of Tules, as we
will see in the next section. Which rules do we really need to have in Rnl? First of all, we need
the first rule in Rnl to make the following coherence E-critical pair convergent:
¢p=(x+0)+2,q=x+z» obtained from the superposition of 0+x’ on x+(y+z) at occurrence 1

Then p reduces to q using the rule 0+x’ > x’ modulo

implementation.

| tesults can be extended to the case where each rule lr has an associated subset E' of E that
can be used for rewriting with the relation !¢h®’, Clearly, the framework used here is
powerful enough to solve this problem and see what are exactly the critical pairs to be
computed for such a rewrite relation. In that case, a linear rule can be considered to have both

in practice, because it allows E-equality steps to be performed during the reduction Process by _ ton-linear and linear status according to the respective sets &’ and E-E’. Non linear status will
“fequite the computation of complete sets of critical pairs whereas linear status will require the
computation of classical critical pairs. In this case, we need complete sets of unifiers for aunification process easier. Flattening results in applying the rule f(x,f(y),2)f(«,y,2), where af subtheory E' of the whole theory E. For the last example, the subtheory is the commutative

one. However a theory can have a complete and finite unification algorithm whereas at the
amo time one of its subtheories does not have one. For instance, the AC-theory has oneiOur result proves that it does not alter the soundness of the whole process. Of course, this it allhough the associative one does not have a finite one. This remark limits the practical

not completely true for coherence pairs, since a first R’
be flattened!

efficiency of computations? Clearly, the more rules there are in Rnl
rewritings are. On the other hand, the more rules there are in Rul, the more powerful th.
tewriting. We therefore want to find the most efficient rewriting relation +*’ that provides:
R'-Church-Rosser ETRS.

The previous proof makes clear that the relation R’ is linked to the rules that are used to reduce
P to p’ or q to q’ for the coherence pairs (p,q). As a consequence, if a linear rule of Ral is neve iN
used with the full power of the relation —®2© (recall that ®"! C FALE) to reduce such ap
or a q, it can maybe be dropped to RI. But this is only a hint: new critical pairs of the
equations on this rule have to be computed now and they must be confluent modulo BE.
This discussion suggests that all rules should be first in Ral, trying then to construct an Rl
indicated. Clearly, some work will be needed to find good stategies for that. Let us nov
consider an example.

Example?: Let 0, 1, -1 be constants and + a binary infix operator.
Let 0+ x’ x’, 1+-1 + 0 and (x’ + 1) +-1-+ x’ be the rules of R
and (x+y)+z = x+(y+z) and x+y = y+x the equations of E.

SThis example is due to Etienne Paul, CNET, Issy-les-Moulineaux, FRANCE, who pointed out the previon
problem.

I

f

Let us now come back to a main practical problem: which relation R' is the best one fy, Example: . se 2 . z, the more inefficient the, operator - and a binary infix operator + with the following properties:

step is needed here: only then can term aa of such a method. It can however be interesting for speeding up reductions in some

Let us consider an interesting algebraic theory having constants, a unary prefix

=x, (+ y) = -y tx, K+ (K+ y) = y and (y +x) + -x ==y.
These axioms can be used as rules. Applying then the standard Knuth and Bendix completion
| procedure carries on a divergence for any possible orientation of the generated rules. However,
the infinite set of rules can be described with a finite set of meta rules (41, 46]. On the other
hand, we can try to use as equations those rules causing the divergence of the process. Let us
“Assume that the two first axioms are used as equations and the two others as rules. The
_ quational theory associated with the first two axioms has a finite and complete unification
| algorithm [45]. Checking the sct of rules shows that it has the R,E-Church-Rosser property [46].
This is a good example of an ETRS that does not fall into the scope of our decidability results

_ since the congruence class of x is infinite, whereas it can be worked out using the results of [37],
where sufficient conditions are given for testing for the Church-Rosser property.

| Before ending this section, let us point out that little is known about E-termination. A theorical
_ study of the problem may be found in [39] and some effective, yet complex, methods in {14] and
(63.
On the other hand, some progress has also been made recently for checking the Church-Rosserbprperty using a weaker termination property than E-termination, namely the termination of
“the used reduction relation. Two different approaches can be used, one is reported in [64] and
- [M0], the other in [30]. ‘The properties used in place of coherence in these works are much

E
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stronger and involve many restrictions in practice. The second approach, however, is wW

suited to some equational theories like the associative commutative one.

|

= y
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4 The E-completion Procedure

Given a set of axioms, the E-completion procedure attempts to obtain a confluent and coherent
set of rules that are as far tnter-reduced as possible. Completely interrecuced sets of rules can
he expected to have a normal form property, Le. they depend upon the equational theory ~4
rather than upon a particular presentation of it. Although this goal is casily achieved for the
standard completion algorithm [59], it turns out to be one of the main di‘ficulties in the design
of the general E-~completion procedure. As a consequence, we will discuss several variants of our
algorithm, with only one of them having the property. On the other hand, we will see how to

_ gel_a completely interreduced set of rules from a given Church-Rosser set of rules that does not
haye the property. An second expected property of a completion algorithm is its use for testing
for the Church-Rosser property of a given set of rules. This can be achieved by using a very
simple trick: to avoid the starting rules to be reduced, they can be protected during an

jnitialization phase. Another way to achieve this goal is to apply the previous preprocessing on
- Iiie-starting sct in order to start E-completion with a set of interreduced rules. Finally, our

algorithm can be used as a semi-decision procedure for A-equality as usual.

‘

_ 4.1 A Very General Completion Procedure for ETRS

As a main feature of our algorithm, coherence is dynamically ensured, unlike in Peterson and
Slickel’s AC-completion algorithm, where coherence is ensured by systematically adding the so

veilled AC-erlended rules E(1(x,1,),1,}+f(x,r) with x€ V1, JUV), to those rules {(l,l,)-r having
_ an AC-top function symbol f [67].

The E-completion procedure works on a set P of pairs, a set R of rewrite rules, a constant set E
Of equations and a well founded E-reduction ordering, ie. a compatible quasi ordering >
such that its associated equivalence ~ contains ~ and its associated strict ordering > is well
founded. See [10] for an introduction to termination proof methods and [39] for an introduction
lo f-termination proof methods.

There are two ways of using the E-completion procedure, that differ upon initialization:
To built an R-Church-Rosser set of rules from a given set of axioms. In that case, it starts
with an empty set R of rules and a set P of pairs initialized with those axioms that are not in E.
*To check the R-Church-Rosser property of an ETRS made up from a set E of equations and
an E-terminating set R of rules. In that case, it starts with an empty set P of pairs and the set
Rilself, whose rules must be protected, else some of them could be removed if they are reducible
by:some other rules as explained next. If the Church-Rosser property is not satisfied, the set of
tules may then be completed as before.

During the completion process, P is updated by picking a pair at a time in order to make a new
' tule and dropping in, on the one hand those rules whose left-hand side becomes reducible by a
fiewly introduced rule, and on the other hand the newly computed critical pairs. Pairs in P are
further compared using the E-reduction ordering >, producing rules for R.
_ The rewriting system R is divided into a set RI of left-linear rules and a set Rn! of non-left-linear
rules, Each rule Ir is:

| dabelled by an integer n and denoted n:l—r, 71, or simply n. The label tells us when the
tlle Was created.
Sa
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rules have been computed. " toherence pair. Actually, the problem is the same: we want some reducibility property to

_ remain after some rules have been deleted.

emarked as soon as all its critical pairs with the axioms of E and with the previously : ~ Node the links between the definition of simpli fiability of a rule and of top-reducibility of a

In addition, two particular features have been added in order to ensure the coherence propel PROCEDURE E-COMPLETION (P, R, E, >, n) |pate rules a einen. - s= bn a ocesue/ule)} be the a ‘WF Pis not empty
critical pairs of a linear or nonlinear rule n:l-+r on an equation gd of B at occurrent!) os) choose a pair (p,q) in P ; p’ = pl; q’ = ql;*Remember that the left member, p, of any of these E-critical pairs in $ has to be R'-reducibly A, Pi iP ad = 3 Zensure ‘ctherenee. me y p CASE p' ~~" q! THEN R = E-COMPLETION (P-{(p,q)}, R, E, >, n) ‘cursive call 2

‘og 5 a: — J .eAssume first that p is R’-reducible, but only at the top by a non-left-linear rule kr, a) p’> q’ THEN Ip’; rq); (P,R) = SIMPLIFICATION (P-{(p,q)}, R, rr);
i > A 5 recursive call 2that p is an E-instance of 1, and not simply an instance. In that case, p is said to “sop! THEN eps PR) P, Rufatt} felon Ir)

i i “the q>p r==p; (PR) = “UPd, R, Hitop-! f . ithe, . .
p-reducible by the non linear rule k and k protected for coherence of n. Withr R = E-COMPLETION (P, RU{n:}or}, B,>, n-t1) Fecursive call 2protection, such a coherence critical pair <p,q> could satisfy the required property at ° 6

step of the completion and not at a further step if the left hand side of the previous non ELSE STOP with FAILURE
linear rule k has become reducible and the rule be dropped into P. As long as a rule END CASES
protected, its left hand side is not checked for reduction and the rule cannot be removed fre HSE JF all rules in R are marked
the current rewriting system. Note that o rule can be protected for coherence of several rules TIN RETURN R; STOP with SUCCESS . . .
eAssume now that the rule n is not in RI and there exists in § an E-critical pair <p,q> whe ELSE Choose an unmarked rule m:l-+r w.r.t. fairness selection hypothesis;
left member is R'-irreducible. Then an extended rule for n is added to Rnl, obtained from4_ {n,P,R) = CRITICAL-PAIRS (m:l—r, R, E,n); Mark the rule m:lor in 2;

extended pair <g[v+l],g{ver]> which must be directed from left to right, since lr and >) ‘OMPLETION (P, R, E, >, n) Kaihteratsiucicalll@
compatible. As Peterson and Stickel’s associative commutative ones, extended rules redutse.

top all left members of E-critical pairs in S, since p is an instance of g[v+l] modulo WF,

p= od ~* og = ofglutg/v) = oglvrolg/v)] ~® og[ueal] = o(g[vel]), using the homomor
properties of substitutions. :
As a consequence, no protection is needed for the other coherence pairs of lr on g—ls) Note the clegant form of this tail recursive procedure, making easy its understanding, its proof
occurrence v. Note in addition that an extended rule is a particular case of a rule int and its transformation into an efficient iterative procedure.
reducing p at the top. They are therefore implicitly protected. ‘The SIMPLIFICATION procedure transforms a set of rules into a quasi interreduced one. Rules

where only the left hand side is simplifiable must become new pairs, since their orientation
A similar problem arises with coherence pairs coming from the superposition of a rule in Rl we may change. On the other hand, rules whose right hand side only is reducible remain as rules,
an equation. Under the same previous circumstances, non left linear rules will be protected: Silee ‘heir orientation does not change. Note that simplifiability is a particular case of R’-
extensions added. However, the extensions are much simpler here: It is the rule pq or ia teducibility, but that some R'-reducible rules are not simplifiable: the reason is that some |

according to which set SCP(RI,E) or SCP(E,RI) the coherence pair <p,q> belongs to (the rig R+reducible rules cannot be removed without loosing the coherence property. This will be clear |
side of the coherence pair must be reducible). These extensions may belong to RI and/or tow fromthe proof. As a consequence, the resulting set of rules will not be fully interreduced,

IND E-COMPLETION

bs do not need any protection, since they reduce p (or q) without using any E-equality step PROCEDURE SIMPLIFICATION(®, R, Ir)
efore.

kin R| k is simpli fiable by or};

t {k in K | k is not an extension rule};
Let Ext(n) be the set of those rules added by the procedure for coherence of n or of a rule poopy (Un) [KEK hy oR};
Ext{n). When the left hand side of rule n becomes reducible, rule n and all the non protede cae kU [ak
tules in Ext(n) are removed from the current rewriting system, which may require a compk
data structure. More generally, when a new rule lr is introduced by the process, the othe

rules are checked for simplification. A rule I’—1’ is called simplifiable by Ir iff: \
l’ is a true instance of | (and not an E-instance) or a strict subterm of I’ is an instance of |

an E-instance if l+r € Rnl). In other words, I’ is reducible at the top or one of its sti
subterms is E-reducible. {
elt can be protected (an extended rule is a particular case of a protected rule), but only o. : . .
coherence of rules simplifiable by Ir. 

if ‘Asindicated in [49], some cases can be solved by adding new function symbols.

i
i]

1

R= fl-ory | rR, kEK, ny HEU | a ny

‘the normal forms of p and q can be computed with any relation R* ranging between R° and R/B.

5As might be expected, I-rr must be unmarked and unprotected.

“Marked and/or protected rules remain marked and/or protected after reduction.
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RETURN (P,R)

END SIMPLIFICATION

An efficient implemention of this procedure is not straightforward: It requires a carelil ;
computation of both sets K and K’. Note that extended rules disappear when they becom

simpli fiable.

The Procedure CRITICAL-PAIRS computes critical pairs, sets protections or adds extension mil

if necessary and returns a new set P of pairs of terms.

PROCEDURE CRITICAL-PAIRS(m:1—r, R, E,n)

F m:lor € RI

THEN P = em PgexSOP(m, k) U k<m PceniSOP(k, m)} Uy <m NkennlCSECP(k, m);
FOR any <p,q> € SCP(l~r1,E) (resp. SCP(E,Ir))

DO IF p (resp. q) is irreducible THEN I'=p; r'=q]; (resp. l’=q; r’=p];)

(P,R) = SIMPLIFICATION (P,R,I’—>1');

R=RU {nl'—r'}§ n=nt1

yi
i

ELSE pj p's P= PU {p'ahs (resp. aff as P= PU {p.a'}s)
IF p len, q) is top-reducible by | THEN Protect j for coherence of m ENDIF

END IF tr

END DO 
we

ELSE P= Mpeg OSEOP(MK) U pci peg SCP(Kitn)} Uc: Yeennl OSECP (km); i

FOR any gd€E, vENKg), ve such that U=CSU(L,¢/v,E) 40

DO IF 3c€U such that ed is irreducible f

THEN |’=g[vel]; r' =elerr]; (P,R) = SIMPLIFICATION(P,R,I’->r');

R=RU {ni Pr'}9;
ELSE FOR every o in U

DO pad +f) phy P= PU {P',ofg[ver])}
IF p is top-reducible by j} THEN Protect j for coherence of m END IF

END DO

END IF

END DO

END IF;

RETURN (n,P,R)

END CRITICAL-PAIRS

n=n+1 \

The E-completion procedure can stop with failure, stop with success or loop forever. In the fn)

case, all what may be said is that every pair or rewrite rule generated so far is an equation)

consequence of the axioms. It is possible that trying again with another ordering would bring) .

success. We are interested in the two remaining cases, when all pairs considered in P at eve)

recursive call, can be compared by >, no matter whether the algorithm stops or loops fortiti)_

yielding then a semi-decision procedure for A-equality. These two cases are considered in tht

forthcoming subsection in a way similar to [30].

8r'he extension I'—+r" must be unmarked and unprotected. It can be added to Rl or Ral.

The extension must be unmarked, added to Rnl and protected.

i sl’, and R; denote the values of arguments P and R at the ith recursive call.

> the tait recursive call n.

= =

4.2 A Complete Proof of Correctness

Lol us introduce the following notations, consistent with those of [31]:

Since the recursive

calls of the completion procedure are tail recursive, proving properties of the procedure will be
easy by induction: Assuming a property is true at the ith recursive call, we will prove it for the

uext recursive call by checking what happens along each path from the beginning to a tail
rectrsive call. We will use the notation case n to indicate that we are interested in the path to

Since the two recursive calls 2 and 2’ are almost the same, we will

always make the proof for case 2 only.

R= YR i is the set of all rules generated during the process. R is split into left linear rules Rl
— ani non left linear ones Rnl.

Re = {lor in R | Fi ¥j>i, lor is in R.}. In other words, Reo is the set of those rules which

ate never reduced, neither on their left hand side nor on their right hané side by other rules. If
the completion procedure stops, Reo is its result and is finite. If it does not stop, Roo is infinite
and is the limit of R. Reo is also split into a set of left linear rules and a set of non left linear
ones. Since these subsets are the limits of RI and Rnl, they are respectively denoted by Rleo and

Ril.

Rig Rly RabeAccording to these different sets, we consider two reduction nleton ak

and +8 is 48 Ly Rtlet Notice that + is included into +%, —"#/® is included into
Pre is included into +*', Since R is E-terminating, so is Roo.

Asin ay the first part of the proof consists of stating that R and E generate the equational
f theory ~4

lemma 17: Vi>0, (a) ~Tit1 C ~PIURYE and — (b) ~Pidt C URE,

Proof: By case analysis, according to the possible tail recursive calls in E-COMPLETION.
case 1 Pi) = Pr{(p,q)} and Ri; = R; and both (a) and (b) are obvious, since

normalization i isa particular case of equational deduction.
cuse Sand 2° (Pi LR, igs) = SIMPLIFICATION(P -{(p, Q)}R;, Ir). Therefore,

=P A\trd} U (on) | kin KY} and Rey = Can | KEK} U {lr}.
ir é ~Riet t', then t Ph VE t', since 1 ~PURLE > ong \, RUE r, and thus
1 PERLE

Int ~Pi4rt’, then t SPURLE t, sinee whulor 1, and thus I PURE h
case 3: (P ra 41) = ORITICAL-PAIRS(m,R,,E).

Then ~Pit1 C ~FIURUE since critical pairs are computed with respect to rules of
equational deduction.

As new rules in Ri, are extended pairs that are also computed with respect to rules of

equational deduction, ~Rit1 C ~PIURUE, 
m

i

Corollary: ~FUE CWA

Proof: Easy consequence of Lemma 17. d
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Note that the converse requires a precise proof, since some rules may have been deleted duti
the completion process. \
The next two lemmas are an important point of the proof. They assert that the R/E-conflutay

modulo E of any pair put in P is ensured. i Refore stating and proving the Church-Rosser property of Roo, we need to prove the well
Lemma 18: Vi>0 V(p,q) € Pi, (p,q) will be selected at some recursive call j>i. bi foundedness of the reduction relation used in the prot nee ++ be the relation

Proof: This is equivalent to prove that there exists k>i such that P, is empty. To at) +" uy Strict-subterm/e (j _,striet-subsumption/E whore —Strietsu sumption/E is the strict ordering
recursive call i, let us associate the multiset of terms denoted {P, Rj} built from the li} associated with the following preordering: s —+SUbsumption/é ¢ itt 35° t) such thats ~ s', t ~" ¢!

and right hand sides of all pairs of terms in P, and R,. The numbers of axioms in P, ul and s' = ot? for some substitution o. First, —sStrict-subsumption/® wit) be supposed well founded.

Combined with lemma 19, this will enable us to prove confluence of coafluence and coherence

pairs.

rules in R, are denoted by |P,| and |R,| respectively. Let us now consider the followi “As already noted, this is usually the case as soon as the theory E has a finite unification
ordering on these multisets: | algorithm. The rest of the termination proof is based on additional commutation lemmas.

{PR} > &P; R} iff lexicographically: | Lemma 21: s ere ‘ ats =
a. [PHIR| > IPIHIR, b. Pi} > (Pil ©. {PLR} > imap (Pj | B’€ Touch that 5 SF/E g' »,strict-subsumption ¢,

where >, is the multiset extension of the E-reduction ordering > used in the Procedit, Proof: The proof is similar to that of lemma 12 and is left to the reader. Q
E-COMPLETION. Lemma 22: 5 -sftrict-subterm/c 4 4,strict-subsumption/E 4s _,

. tt
Since the definition is lexicographic, it is sufficient to prove that each case is well founda Bis" € Touch that s -2Sttict-subsumption/e 5» _F .u _4,strict-subterm jy
which is straightforward. Is
Let us now prove that {PR} > Pia} by case analysis:

j is obvious. If t=t’, the result comes from lemma 13.case 1: P, 41 = Pi {(p,q)} and BR, es R. He ee > |P; ahi outa Else 5 -Stfict-subterm/E 5, —tttiebsubterm/e 4 __striet-subsomption/e ty -seStict-subsumption/e
sag dion ee Pint = Pi {(pig)} U (or) | ke K'} and Ri = flor | hE KU thi By definition, 3 t, € T and ¢ € £ which is not a renaming modulo E such thatIf X’ is a strict subset of K, IPI+IR > IP, fH1R,, 41 j

Proof: The proof is by induction on the length of the entire derivation. If s=t, the result

i E strict-subsumption E E strict-sull ti ATRSK, IPR I=IP,gg/HIR4y/- IX is empty, |; > [Pjyyl, else K has at leastog 1 ~ oly PNNSSMPNO 6, 8 ty, therefore t ~P ot, —irersubsumption ¢, Since theelement which is 2 R’-reducible term of {PR,} and in this case {PR} > walt Pig il same process works with the strict-subterm relation as already noticed in lemma 13, we
¢

. ’ mas ; tee] strict-subterm strict-subsumption .since each rule in R’ has been checked for termination with >. te! ts, Spe ot, ty. We can now make strict-subterm

Lemma 19: Vi20, V(p,q)€ P,, 3p’,q’ such that p P/E Pq 4, R/E q’ and p'~®q’, and striet-subsumption commute. By definition, Ju such that s,/v = ot. Assume
ed . 4 . without lost of generality that Utg) A Vso) = @, therefore D{o) 9 V(sy) = @ (else, weProof: From previous lemma, we know that any pair (p,q) in P; is selected ata must perform a variable renaming on t,, which eventually renames the variables of t’ at

the end). Now, sy = ofs,[vet,]) and thus sy Strict subsumption Salita] sStriet-aubterm ty.
Tho result is finally obtained by pushing the strict-subterm reduction to the end using a
first application of the induction hypothesis from Sqluety] to t' and then by a second
application of the induction hypothesis to the whole derivation except the last strict-
sublerm reduction. a

recursive call j. It satisfies the claimed property since either p[RX ~& qik*, ®
p|R*+q|R* (resp. q/R*>p|R") € Rap §

We are now able to state the first part of the proof of the completion procedure:

Proposition 20: ~A = —~UE

Proof: From the previous lemma applied with i=0, therefore Po=R, it follows that on

q Corollary:
bee RIE -s,Strict-subsumption | -2,5trict-subsumption/e _4, 5trict-subterm o -4,Strict-subterm/E

:

therefore ~4, is included into ~*U®_ The result then follows from the last corollary.

The second part of the proof consists of proving the Church-Rosser property for Roo. It wi Proof: follows from lemmas 12, 21 and 22. a
follow from the fact that the critical pairs of R satisfy the properties of Theorem 15.
To be sure that a rule cannot be ignored indefinitely in the selection process of the ELSE brantl Ax a consequence of this corollary, the relation ++ is well founded under almost the same
of the THEN main branch of the procedure E-COMPLETION, a fairness selection hypothesisit, liypotheses as in the previous section, since the strict-subsumption relation is well founded and
required for the choice of an unmarked rule in R: For any rule labelled k, there exislsy {he strict-subsumption/E relation is well founded by the added hypothesis.
recursive call such that:

eeither rule k is reduced by the newly introduced rule and removed from the current sel
rules,

+ or rule k is selected and CRITICAL-PAIRS(k, R, E,n) is computed.

Theorem 23: Let R = RIURn! be an E-terminating set of rules such that the rules in RI are
efi linear, 2 complete and finite unification algorithm exist for the theory E, E-congruence
chases are finite and the E-subsumption preordering is well founded.



Then Roo is Rto-Church-Rosser modulo E provided that the fairness selection hypothesh!

satisfied. F
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Proof: Let us denote by t| the Ré-normal form of t, and write sLt iff Js’,t? such i

shot Rt ands! ~P 4’, ands [?/° ¢ iff 3s’ such thats 6/8 5’ and t + R/Be|

Since ~A is the same as RUE, we may actually prove i
ty PU ts ae tol L tyyyl Let Matty, atyit ,,} such that Vie[0..n] t, HEU
The proof is very similar to that of the Church-Rosser Theorem 15, and works by milli)”

induction on ++. Three cases have to be distinguished as usual. [ach one uss

particular local property defined next thanks to the following notation: 89 ls, if

HyRUE 8, HIRUE Sy HyPUE Sy py Such that 3j ViE[1..n] t 4s s, As a consequence, ;
whole multiset {sy ... 8,41} is strictly smaller than {ti}, thus smaller than M. This

enable us to apply multiset induction easily on {8 Say Note in addition that | .

and s’ are proper sons of t for +.

et, HE taaa! Hf t, is Rooirreducible, then so is tia, by the local coherence prop

that we redefine next using the previous notations and the result follows fr

induction hypothesis applied to the multiset {ty sty}. Else, locat coher

applied first as shown on the left part of Figure 6 and then induction to the milli,

{ty t, th. that which is strictly smaller than M, since the terms between 4

th41 are all proper sons of toy) fore by definition of L This is step 2 on thes

figure.

eta ak t,: the result follows from reducibility of R by Reo, which then allows wi
apply the induction hypothesis to the multiset {ty ee bse that whose terms arej

smaller than t.41 for++. This is shown on the right part of Figure 6. :

RUE E RUE
° ~ 4 0 et (° ~ a

| nial loc. coh. Rb. | 4
| teebet |

a nD

| @® tna. | | @® Ind.
{Roo pe Rio

A ~ fal al ~

et, aF ta We apply first the induction hypothesis on the multisct {ty oe
Since t, is not in R-normal form, it is not in R‘o-normal form by the reducibi

property, making clear step 1 in Figure 7. The proof then follows from k

confluence (step 2} and induction on the multiset {th L tra (step 3).
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R R
ty oe o> baad
| ro! @
| floc. confl. .” |

i © Sirsa kL |
| Inde! \
prs je Ind. Rs

ol PLP td

Figure 7: Church-Rosser Proof using local confluence

We are now left with proving the three properties of reducibility, local coherence and local

confluence, assuming the Church-Rosser induction hypothesis on multisets strictly smaller

than M.

Tet us first prove reducibility, specifically:

E R > R 1 RSVt such that t ~/ toy, andt eok:l—r] tort osteo kl] 6, Jt such that +" t,

and tf th,

Note that standard matching is required here for reduction of t ai the top, but not for
reduction of a strict subterm of t.

ecase 1: Assume v7e. Then t/v is a proper son of t for ++ and the induction

hypothesis may be applied to the multiset {t/v t,/v} yielding t/u] we ti/v]. Since

Ris rminating, t must be different from t!. The property is then easily lifted to
(t,}) yielding the result.

© case 2; Assume v=e and that ¢ is not a variable renaming. Then | is a proper son of

t for ++ and the same reasoning as in case 1 applies.

For the remainder of the proof, v can be supposed to be ¢ and ¢ to be a variable
renaming, hence t=ol and t}=or.

case 3: Some rule labelled k belongs to Reo, say +r’ with r -*’ 1’, therefore

bE icter] Op = or" and t 6" ty, hence till ty,

case 4: The left-hand side | of the rule k has been reduced by another rule 1"r",

therefore I/y ~© 1* for some occurrence ve and substitution r or Ve = al", since
left members of rules are not reduced at the top modulo B. Let!’ = I[ver*]. Since

(1) has been dropped to P, by Lemma 19, the pair (I',r) has become convergent at

some further recursive call, therefore Vir.

Let t Ponte] tf. Since t) = or and tf = t[orr*] = o(I[v+rr"]), we have
4 L tf. We are therefore left with proving the reducibility of the pair (t tt).
Let us suppose that r is a variable renaming and v is ¢. Then I" is an instance of |
and the rule I"-+r" would never have been generated. Therefore ve or r is not a

variable renaming, we can apply the already proved cases 1 and 2 and we are done.
Note the crucial fact of | being an instance (and not an E-instance) of !* when 1" reduces |
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.

at the top. Else, it would have been necessary to use the (not yet proved} local coherat
property to lift the reducibility of 7" to 1 in case 2, where the induction uses

E-subsumption ordering (and by transitivity in case 4). ;

Let us now prove local conereee, specifically:

Vt,tt" such that t, ~* t, Ht og-aa] ! and t By tt, 3th such that eR tia

ty fits.
The cases to be now discussed according to the respective positions of v and v =i
same as in Theorem 15. Only cases 5, 7 and 8 differ. Numbering and notation ra

exactly the same: I

¢case 5: By fairness hypothesis, the critical pairs of l+r and g—d_ have be.

computed at some iteration j. By the critical pairs lemma, there exist a critical px’

of <p,q> in SCP(E, RI) and a substitution 7 such that t’=7p, t"==rq. as is steyy

in Figure 8. From the procedure CRITICAL-PAIRS, we know that p +®

The rule I'r’ can be the added rule pq] and in that case q|=p’|, or ‘oi

ae has been dropped into P. In this last case, we know from Lemma 19
FRE,

step 2 in Figure 8. The rest of the proof is now split into three cases:

@ case 5.a: we. In that case, the induction hypothesis is applied to the multiset {i}!

rp'/w}. Since R is E-terminating, there must exist a term t such that sp/w -

and 7p'/w L t. As a consequence, the pair (t’,rp’) satisfies the same property. Ti
is step 3 on the left side of Figure 8.

ioo pair E [esd] Pas am B lead Mi
lemma lemma, |

Mapl ba In Fae 19, 'Rnoos
Li ry F

we 19 ws 19
Figure 8: Local Coherence Proof, cases 5.a (left) and 5.b (right)

case 5.6: w==e and p is not an instance of I’ but an E-instance. Then I'r’ € Rolin

has been protected (it may be an extended rule). Since Ir is in Rlo, a rule k':l'~1)

must be in Rnko with r -%*' r* therefore mp = or BP sort,

= pv sal le ror®. This is step 3 on the right side of Figure 8,

© case 5.c: w=e and I’-+r’ € Rl or |’-+r’ € Ral and p is a true instance of I’. Then

conclude from the already proved reducibility property that t’ +®* ti, Ly

we are done.

fi ake]

q, therefore p La As a consequence, in both cases, we have rq L mp’. This
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case 7: similar reasoning as in case 5.

ecase 8 By fairness hypothesis and the E-critical pairs lemma, there exists an

iteration j, a pair <p=ed, q=o(g|er])> in CSECP(Ral;,E) ard a substitution 7 such

that o ~8 9 (VUg}UV)], therefore t’ ~ ap with E-equality steps taking place

outside of G(d) and t* ~ 1g, From the CRITICAL PAIRS procedure, we know that

Pp fiona] p’ and, as in case 5, zp’ L 7q. This is step 1 in Figure 9.

‘The next step in the proof allows us to transform the R’-rewriting from sp to 7p’ into

a Roo-rewriting from rp to some t related to rp’. Two cases sre to be distinguished:

Tf w==e, k':’r'ERnl and p’ is not a true instance of |’, then k’ has been protected.

Since Jor is in Rnko, a rule k’:l’-+r" must be in Rolo with r -*' r#, Let now

tg = er. Then rp ete tes and rp’ = ror’ 5?" tg, therefore 7p’ L tg.

{f k’ applies at occurrence ee or p’ is a true instance of |’, then the already proved
reducibility property applies and yields sp Ree ty for some tj and 7p’ L ty.
This is step 2 in Figure 9. The remainder of the proof is then very similar to the

corresponding one in Theorem 15, applying the already proved local coherence

property until t’ is reached, since no equality step from rp to t’ takes place at

occurrence ¢.

t

®
critical pair lemma

yp HP ty HP .. |

on, 2 ln @ Irie @ {Ris
vPahe Lib eh.o it

Figure 9: Local Coherence Proof, case 8

t, HP HP. HP t

local Moc.

Rio | coh. [Reo coherence & confl>

Lye be db. be b

Figure 10: Local Confluence Proof, case 4

let us now prove Hocal confluence, specifically: For any t’ and t" such that

4 galt’ and Ther * sede.We only al out what iffers from the proof of Theorem 15. Cases 1 and 2 are the same.
Case 3 is the same when there is no overlapping, else the fairness selection hypothesis and
Lemma 19 are used as in the local coherence proof, Case 4 uses a first reducibility step to
make appear a Reo-reduction from t, instead of a R-reduction, the rest of the proof is

entirely similar. Oo



~ 68 -

As a corollary of Theorem 23 and Proposition 20, we obtain:

Theorem 24:

Roo is Réo-convergent modulo E.

oR is R'-convergent modulo E.

RUE ang ~RooUEThe congruences ~4, ~ are equal.

As in theorem 15, we conjecture that some hypotheses could be removed, precisely the |

hypotheses about the finiteness of the E-congruence classes and the well foundedness of |

E-subsumption preordering. p

Let us finally prove that the E-completion algorithm can always be considered as a

decision procedure for ~*, assuming that a decision procedure for ~£ is known. As in
standard completion algorithm, if the two terms to be checked for A-equality are not in

same congruence class, then the semi-decision procedure will loop for ever if the E-compldi

procedure loops forever. !

Proposition 25: s ~4 t iff there exists a recursive call i such that s IR: st IR: Cm

s' ~" t! for some s’ and t’. E

Proof: It follows the lines of the proof of the corresponding result in {31} obtained for!
case of an empty E. £

We

This result can be extended in a straightforward way to semi-decide that two sets of axi R
(R,E) and (R,€) generate the same equational theory, provided the hypotheses of theorem 234
satisfied: We can start the procedure E-COMPLETION to check that all axioms in ae
equational consequences of RUE. If this is the case, the process will stop after a finite num

of calls, even if the E-COMPLETION procedure loops forever. Then we can start the sy immed
check. However, this process of checking two sets of axioms for equivalence is time consul

and we will see in section 4.4 an efficient and elegant way of achieving the same goal when
E-COMPLETION procedure provides a R’-Church-Rosser sets of rules after a finite null

steps. i
ke

4.3 Protection versus Inter-Irreducibility

Let us now discuss some issues regarding our Completion Procedure, especially the trad
between protecting rules for coherence and reducing rules for the gencrated set of rules to

a normal form property as in the standard case [59].

Compared to the other known completion algorithms [49, 50, 52, 67, 30, 36], the main

difficulty here arises from the coherence property of the rewriting relation ®". In the cl:

completion algorithm of Knuth and Bendix, proved in [31], E is empty and of course)
coherence property is necded. The completion algorithm modulo E£, designed in [30], w

standard rewritings with left linear rules only. Our proof makes clear that we do not novi!

protect any rule if Rn! is empty. On the other hand, Peterson and Stickel systematitd

introduce for each rule that has an associative commutative top function symbol its associal)

commutative extensions that are implicitly protected and thus enforce the coherence property
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\ senna .
) Various strategies to deal with the problem of coherence can be imagined. Let us discuss some

of them with their respective drawbacks and advantages:

elu the previous method, our aim was to avoid introducing extensions of rules if the

coherence property was ensured by an already existing rule. The lack of power of the

=" relation compelled us to protect some non left linear rules. Once protected, a rule

cannot be removed from the rewriting system, even if its left hand side becomes reducible,

wiless the rule it was protecting has disappeared. Of course, the resulting rewriting

system may not be entirely inter-reduced.

¢ llowever, systematically adding extensions can be very interesting for some cases: assume

that whenever a non left linear rule E-overlaps an equation at occurrence v, the adequate

extension of this rule is added. We do not need computing a complete set of

E-overlappings, since this extension automatically reduces all the corresponding E-critical

pairs of this rule on the equation at occurrence u: we only need to know that E-unification

is possible at this occurrence. In many cases this strategy will speed up the completion

process. Notice also that in this case, we do not need to protect any rule, except of course

the extensions, since we are no longer interested in finding an existing rule which reduces

(he adequate member of the coherence pairs. As a main drawback of this method,

extensions can be many and redundant, and cannot be reduced.

Another approach consists in modifying the E-COMPLETION procedure by protecting both

left linear and non linear rules that reduce a coherence pair at tiie top under the same

conditions as previously. This allows local coherence proofs without the use of

reducibility, case 5.c of the local coherence proof becoming similar to case 5.b which

makes no use of reducibility. As a consequence, the reducibility proof can now be

performed after the local coherence proof and make use of it. As noticed at the end of

case 4 of that proof, reducibility becomes now satisfied even if left members of rules are

reduced modulo E in the SIMPLIFICATION procedure, provided the rule ]-+r is added to

Rul. This will yield a set Roo of rules that can be expected to be more interreduced than

previously.

+A fourth method can even be designed that yields a set Reo of completely interreduced

rules. This can be done by another modification of the SIMPLIFICATION Procedure: if the

left-hand side of a rule k, protected for coherence of a rule k’ with an equation g=d,

becomes reducible, then k is removed from the rewriting system and the E-critical pairs of

k with g=d are computed again. If the process terminates, we are sure that all the critical

pairs have been computed, and thus the coherence of k’ is ensured. But this strategy does

not satisfy the fairness assumption hypothesis when the procedure loops and the infinite

set Reo is no longer garanteed to be Réc-Church-Rosser modulo &:. However, we could

modify the fairness selection hypothesis to take into account the fact that some rule would

have to be chosen infinitely many times and some others only finitely many times with

respect to a generalized fairness selection hypothesis. Such algorithms already exist that

were designed for the purpose of implementing concurrent procedures.

> Finally, let us emphasize that all our results remain true, except the decidability results, if the
theory E has a complete unification algorithm that may sometimes return an infinite set of

_ tnifiers, provided it returns a finite one at each call. For this case, we might want the
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E-unification procedure to be called only when it is really needed, in order to minimize |b!

possibility of starting an infinite computation because of the E-unification process. Thi}

suggests use of the variant that adds extensions in a systematic way. Note in addition that wt}

might require that the E-unifiers are computed a finite number at a time if there are infinitih

many, in order to respect the fairness assumption hypothesis and still have a semi-decisiw

procedure.

4.4 Complete sets of rules in normal form

As seen in the last section, the completion procedure may give as a result a Church-Rosser si

of rules that are not fully interreduced. As a consequence, we cannot expect such a set to haw)

a normal form property as in the standard case (13, 59, 53]: the result of the completiay

procedure will depend upon a particular presentation of the theory as well as upon th!

implementation of the choice functions used in the procedure. Our goal here is twofold:

eFirst, to define precisely what kind of normal forms can be expected for a Church-Rosser set «|

rules.

Second, to give an algorithm to transform any Church-Rosser set of rules into its normal fort

Let us say that two sets R and R of rules are E-equivalent, or simply equivalent whenever Ei

known from the context, iff they generate the same theory ~* where A is the whole set |

axioms of both E on one hand, and R or R on the other hand.

Assume we are now given a given E-reduction ordering > whose associated strict ordering 4
well-founded. This ordering can be thought of as the ordering used in the E-COMPLETIO\

procedure: its role is to prove the E-termination property of the set R of rules. We will say thal)

R is compatible with > if this is the case.

problem for two Church-Rosser sets of rules compatible with the same E-reduction ordering}

is decidable. As a practical consequence, the fact that the resulting Church-Rosser set of rubs!

produced by the E-COMPLETION procedure is not completely interreduced is not a seven)

drawback anymore: just apply the adequate normalization postprocessing. i

i

We now define what it means for a Church-Rosser set of rules to be in normal form:

Definition 26:

the following properties:

(1) R is E-terminating and R’-Church-Rosser for some R’.

(2) The left members of rules are R’-irreducible.

(3) The right members of rules are R'-irreducible.

introduce a useful technical lemma:

An E-complete set of normalized reductions R is a set of rules that hi!

We now show that such sets of reductions have a normal form property. To do so, we fin! 2
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Weare now ready for the main theorem of E-complete sets of normalized reductions:

Theorem 28: Let R and R be two E-complete sets of normalized reductions compatible with

_ thesame E-reduction ordering >, and generating (with the help of the equations in E) the same

¢quational theory ~“. Then R and R are identical up to E-equality.

Proof: We prove that for any rule lr in R, there exists a (unique) rule l’>r' in R such

that] ~"T andr ~® r’, Since R and R (with the help of E) present the same equational
theory and R is R’-Church-Rosser and r is R’-irreducible, thus R'-irreducible by lemma 27,

1S oF p. Since Lis R'-reducible thus R’-reducible by lemma 27 and strict subterms of |
are R’-irreducible thus R’-irreducible by the same lemma, | leav—rene Te

Assume now that ¢ is not E-equivalent to.a variable renaming. The same reasoning shows

that! is R'-reducible at the top by a rule I*-+r® of R which cannoi be the rule Ir, since

ois nut E-cquivalent to a variable renaming. Now, since the second reduction applies at

the top of I’, | becomes reducible by "+r", which is impossible by the hypothesis that the

rules of R are interreduced. Therefore a is a variable renaming and) ~* I’. Since r’ and

rare supposed to be irreducible, we finally get r' ~® r by the Church-Rosser property and

we are done. The uniqueness of the rule l’—+r’ then follows from the inter-irreducibility of

the rules in R. o

A similar result had already been obtained by [53], precisely for the case where R’ = R/E.

; According to our thesis that an "abstract" rewriting relation R’ must be used for sake of

gunerality, our result is therefore more general and applies for sects of rules that are

Wl-Charch-Rosser. This will be used in the following.

‘The next three lemmas show how to transform an R'-Church-Rosser set of E-terminating rules

into an E-complete sct of normalized reductions. This will be done by three different kinds of

z 5 . f . _ Ininsformations applied to the starting set, each one preserving a Church-Rosser property. The

As a consequence, whenever the previous goal is achieved, it follows that the E-equivalenc) two first transformations preserve the R’-Church-Rosser property, while the last one only
_ preserves the R/E-Church-Rosser property. As a consequence, the two first transformations can

“be usefully applied to the R'-Church-Rosser set of rules given by the procedure E-COMPLETION.

Actually, only the second one is useful, since right members of rules are fully simplified in the

_ procedure SIMPLIFICATION.

Lemma 29: Assume R is an E-terminating and R'-Church-Rosser sct of rules.

let R= {lor} | lor © R}. Then 2 is equivalent to R and R’-Church-Rosser modulo E.

Proof: R is clearly E-terminating since R is so. In order to prove the result, we just prove

that any term has the same normal forms for both rewriting relations. First, they define

the same sets of normal forms, since left members of rules are the same and are used with

the same matching algorithm (which is implicit in our definition of R). Let now t ek tl.
Then t -S® t{ since R is R’-Church-Rosser and the R’-normal form of t is in
R'-normal form. a

lemma 30: Assume R is an E-terminating and R'-Church-Rosser set of rules. Let R be
bained from R by removing any rule from Rl whose left member is R'-reducible, or any rule

Lemma 27: Assume R is R'-Church-Rosser modulo E and compatible with >. Then a term!) from rnl whose left member is R'-reducible on top by another rule of Rnl. Then R is equivalent

is R’-irreducible iff it is minimal for > in its A-congruence class.

Proof: If t is R-irreducible, then for any t’ ~4 t, t? %F' #'| ~® t] = t. Hence, t’ >{)

Conversely, if t is R’-reducible to s, then t > s. oS

lol and is R’-Church-Rosser modulo E.

Proof: R is clearly E-terminating since R is. As previously, we now prove that any term



= 72 -

induction on the relation ++ defined in Section 4.2. Let t fied BP tL If ute th :

result is easily obtained by induction on t/v.

If lr is in R, the result is easily obtained by induction on t’ .

For the remaining cases, u=e, therefore t=ol, and I+r has been removed, {hi ;

ib , with sr’ in R.

If lor € RI, then t=ol ak t"=ol[u'+o'r’'] and the result is obtained by the inductiy
hypothesis applied to t", together with the R'-Church-Rosser property of R that forces!)

and t" to have E-equal R’-normal forms.

If lor € Ral, then t ~© ol =’ t*=<l[u'+o'r'], since v'== in this case by definition ofl -
and I'+r’ € Ral, and the result is obtained by induction hypothesis applied to t" and

R’-Church-Rosser property as before.

IS iear

Reducing the starting set of rules as long as possible using lemmas 29 and 30 clearly yields aw t
of rules R satisfying requirements (1) and (3) of definition 26. Moreover, it will also satisfy th

part of requirement (2) concerning left members of rules in RI. Now, cither the whole set dl)

rules satisfies requirement (2), i.e. left members of rules in Rnl are also R’-irreducible and lh ;
resulting set of rules R is an E-complete set of R’-normalized reductions equivalent to th)

starting one, or it does not and we need to apply as many times as necessary the thinly
transformation studied in the next lemma. If this is the case, we will get an E-complete wld
R/E-normalized reductions. ki

Lemma 31: Assume R is an E-terminating and R’-Church-Rosser set of rules. Let Rb)
obtained from R by removing any rule in Rn} whose left member is R'-reducible on a strich
subterm or Rl-reducible on the top. Then R is equivalent to R and R/E-Church-Rosser. k

Proof: Note first that the new set of rules is still E-terminating. We prove now the lw”
other properties by induction on ++ as in the proof of Lemma 30. The two first cases an!
the same and the case where v=e and Ir has been removed from R requires ming
changes: Since the E-equality step between t and ol can not be absorbed anymore by thy)
E-matching step used in the R’ reduction relation it is absorbed here by the E-equality step)

used in the R/E reduction relation. This explains why we only get a R/E-Church-Rosw_
property. 0

Applying this last lemma results in an E-complete set of R/E-normalized reductions thal i)
unique up to E-equality by Theorem 28, allowing us to check for equivalence two different sil ;
of axioms expected to be presentations of a same theory. But the complete set of normalize)
reductions can be used for this purpose only, since it is not R’-Church-Rosser anymore: Fy

computing in the theory ~‘, we will use the R’-Church-Rosser set of rules obtained bh
applying the first two transformations to the set of rules given by the E-COMPLETION
procedure, since the rewriting relation associated with it is more efficient. P

5 Conclusion

Let us emphasize that splitting the set of rules into left linear rules and non left linear rile)
allows to compute less complete sets of E-unifiers, since E-unification is only needed for non lel)
linear rules. On the other hand, by using a set Rl of linear rules one gets sometimes into!

L.
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(livergent process, that would otherwise converge with all the rules considered to be in Rnl. Let

lis recall the example of Section 3 of a set of rules which is R,E-Church-Rosser modulo E but not

RIURal,i-Church-Rosser modulo E:

"© Let 0, 1, -1 be constant function symbols and + a binary infix symbol which is associative and

commutative.

Lot R be the set of linear rules: (1) 0+x +x, (2)1+-1—0, (8) (x+1) 4+ -14x.

Then R is R.E-Church-Rosser modulo associativity and commutativity.

However, using our algorithm with RI = R, the procedure generates an infinite set of linear

tiles (all supposed to be in Rnl) among which are the following:

(4) x+0 - x, by overlapping rule 1 and axiom of commutativity on top.

(5)-1 + (x+1) + x, by overlapping rule 3 and axiom of commutativity on top.

(6) (14x) + -1 — x, by overlapping rule 5 and axiom of commutativity on top.

(7)-1 + (L+x) + x, by overlapping axiom of commutativity into rule 5 at occurrence 2.

(8} (x+(y+1)) + -1 + x+y, by overlapping the associativity axiom into rule 3 at occurrence 1.

is example shows that performing E-unification is costly but also powerful.

[et us now point out some interesting research directions for future work.
First, the last open problem of infinite congruence classes should be addressed, since many
interesting cases such as equipotency and identity fall in this category. Also the
requirement that the E-subsumption preordering is well founded should be studied in
detail: it may be possible that the property is true as soon as a minimal and complete
unification algorithm exists for the theory E.

Second, particular instances of our algorithm should be studied carefully as it was done
for associativity and commutativity [67]. We believe that various kinds of permutative

axioms have similar properties. This would allow an improvement over previous
algorithms (50, 36]. Making various experiments should help a lot for studying such
improvements. We are actually starting such experiments with the REVE system (55, 47].

Third, we believe that our completion procedure can be improved: we conjecture that the
transformation expressed in Lemma 30 could be incorporated into the algorithm (the one
expressed in lemma 29 is already achieved in the algorithm). This is not straightforward,

since the set R of rules becomes R'-Church-Rosser at the end, but does not have the
property during the run of the algorithm. However, a rule can be considered to be
Church-Rosser as soon as its critical pairs have been computed. As a consequence,
dropping such rules into P when they become reducible in the sense of Lemma 30 could be
sound, but this has to be proved.

Last, we can imagine interesting rewriting relation other than those studied here: In OBJ
25], David Plaisted has implemented a very efficient reduction relation for the case of

associative commutative operators (and even for associative commutative idempotent
operators having an identity): Before applying an associative commutative matching
algorithm to find a redex, the term to be reduced is sorted in a lexicographic way. This
technique allows one to use a much more efficient associative commutative matching
algorithm which makes the reductions much faster [69]. This technique should be studied
carefully and, possibly extended to other cases.
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ABSTRACT

This paper describes a software which presents an unified point of view
of several known completion procedures. It allows working with built-in
theories and strategies and is aimed to perform praofs and experiments
in term rewriting systems.

1, INTRODUCTION

The Knuth and Bendix’s completion procedure [Knuth1970] originally
computes a term rewriting system R which generates the same equivalence on terms
as a given set of equations A, Moreover R is proved to have the so-called
Church-Rosser property, which allows deciding equality of two terms by using
rewritings only, provided R satisfies uniform termination. A proof method for
A-equality is derived which consists of computing irreducible forms of the two
members of an equational theorem and checking for their identity.

This method was extended to handle the case of an equational term
rewriting system, that is a pair composed of a set of rules R and a set of
axioms E, A first approach due to Lankford and Ballantyne [Lankfordi977]} handles
the case of permutative axioms that generate finite E-congruence classes. The
case of infinite E-congruence classes is studied in
[Huet 1980, Peterson1981, Jouannaud1983]. Huet’s approach is restricted to sets R
of left linear rules, while Peterson and Stickel’s one is restricted to theories

(+) This research was partly supported by the GRECO of programmation and by
ADI under Grant 82/767.
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E defined by left and right linear axioms and for which a finite and comple

unification algorithm is known. These results were unified by Jouannaud wi

described the underlying computations used in both approaches. Moreover

results allowed dropping all the previous linearity conditions. Based on

ideas, a very general completion procedure was described in [Jouannaudi9si)|

that subsumes ali known completion algorithms. The purpose of this paper is

describe an implementation of all these algorithms, perform experiments and cc)

pare them. Our experimental version is hereafter called REVEUR-3 since it fa

been designed as an extension of the REVE software, written in CLU [Liskovl96l|

REVE is a rewrite rule laboratory, that is a generator of term rewriting systes|

based on the Knuth and Bendix’s completion procedure. Among many interest!

features, it provides automatic or semi-automatic proofs of termination of

generated rewriting system. Two previous versions of REVE are REVE-1 [ls

cannel983] and REVE-2 [Forgaard1984] which is currently the distributed vers:

of REVE.

After a review of the theoretical framework in section 2, we emphasil

the last section.

2. THEORETICAL FRAMEWORK

This paper is aimed at readers who are familiar with the basic notin

of term rewriting systems and completion procedure, including ters

occurrences, substitutions, equational equality generated by a set of axioms

denoted ~£, rewriting rule, rewriting system, normal form of a term t denote
hereafter tl, critical pair. Definitions of these concepts can be gleaned fir
[Huet 1980a}.

All the theoretical bases of this section can be found ii -

[Jouannaud1984]. We only remind here the main concepts.

2.1. Equational rewriting

The main originality of REVEUR-3 is to allow equational rewriting thi,

is to use mixed sets of rules and equations. This need comes from the fact thi
some permutative equations like commutativity cannot be oriented into reurit ’

rules without compromising the finite termination of the rewriting process.

order to take into account such equations, the first idea is to work o)

equivalence classes of terms. Thus if £ is the set of (non directed) axioms,

set of terms is quotiented by the equivalence relation ~£. A set of rewritiy

rules R induces then a reduction relation on equivalence classes:

T -> T? iff there exists t in T and t’ in T’ such that t ->R t’

where ->R is the standard rewriting relation on terms defined by :

t ->R t’? iff there exist a subterm tl of t at occurrence u

a substitution o

and aruleg->d inR

such that tl = o(g) and t’ = t{u \ o(d)] (which denotes the term t
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tl has been replaced by o(d)).

The reduction relation on E-equivalence classes of terms cannot be effi-
ciently implemented except perhaps in some particular cas2s. Moreover it can be
undecidable when E-equivalence classes are infinite. Thus different attempts
have been made in order to define a rewriting relation on terms which simulates
the reduction relation ->.

Peterson and Stickel proposed a second typ2 of term
called rewriting modulo E, which needs an E-matching algorithm:

rewriting,

t ->R,E t’ iff there exist a subterm tl of t at occurrenc2 u,

a substitution o

and a rule g-> d in R

such that tl ~E o(g) and t’ = t[u \ o(d)]

Obviously the standard rewriting relation is a particular case of the
second one but it is conceptually simpler than the other and computa-
tionally more efficient.

Another term rewriting relation has been imagined by Jouannaud, which
combines these two ones. Splitting the set of rules into two parts, left linear
rules Rl and non left linear ones Rnl, he defines ~>(RLURn1,E) as either a
Tewriting using a rule of Rl or a rewriting modulo E using a rule of Rnl. This
ides allowed him to generalize previous results of Huet and Peterson and
Stickel.

For any binary relation ->, let us denote by (->!-1 the symmetric rela-
tion, -+-> its transitive closure, -*-> its reflexive transitive closure and
<-#-> the equivalence relation generated by ->.

We are now ready to define several Church-Rosser properties.

The reduction relation -> on E-equivalence classes of terms is said
Church-Rosser iff

T <-*-> T’? implies there exists T” such that T -*-> T” <-#- T?,

In Huet’s, Peterson and Stickel’s and Jouannaud’s approaches,
Church-Rosser properties are used. They are defined on terms and no more on E-
equivalence classes of terms. All of them imply the Church-Rosser pro-
perty on E-equivalence classes of terms.

other

2.2, Correspondence between rewriting relation and Church-Rosser property.

Let us denote by ~(RUE) the equivalence
transitive closure of (~>R U (->R)-1 U ~E).

The following table shows, for each previously mentionned approach, the

relation which is the

correspondence between the rewriting relation and the Church-Rosser pro-
perty.

Knuth and Bendix’s method:

€ empty, R all rules t ~(RUE) t?
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~>R iff there exists t” s.t. t -¥->R t” ROH

Huet’s method:

E non empty, t ~(RUE) t? F
R left linear rules iff there exists t’l, t”2

ai! s.t, t -¥->R t¥1 ~E £2 Ré-#- t’, A

Peterson and Stickel’s method:

E linear axioms, t ~(RUE) t?

R rules iff there exists tl, t72
-OR,E s.t. t -#->R,E t?1 ~£ t72 R,E<—a- thf

Jouannaud’s method:

any E non empty, t ~(RUE) t?

Rl left linear rules

Rnl non left linear rules

~>(R1URn1,E)

iff there exists tl, t’2 s.t. f

t -¥->(RIURn1,E) tl ~£ t%2 (RLURn1,E)<-#- t!,

Let us emphasize that these Church-Rosser properties are actually sini)
lar up to the rewriting relation used. If ->R’ is this rewriting relation, thi
corresponding Church-Rosser property is:

t ~(RUE) t’? iff there exists tl, t”2

such that t -#->R’ t"1 ~£ t"2 R’<-x- t?.

In the following, we denote this property as the "R’-Church-Rosser property")
As soon as it is satisfied and ->R’ terminates, we get a decision procedure fi)
(RUE)-equality by computing the R’-normal forms of t and t’ and testing thei
E-equality. Thus to each choice of a ->R? rewriting relation, corresponds:
theorem proving method. But notice the increasing power of the rewriting reli
tions: f

->R1 included into ->(R1 U Rn1,£) included into ~->(R1 U Rn1),£.
Thus we get corresponding sorted Church-Rosser properties and a classificatin)
of the different equational proof methads when there are axioms. For exar,
ple, we can say that in general Huet’s rewriting method is less powerfull!
than Jouannaud’s in the following sense: any equational theorem that can by
proved with ->Rl as rewriting method can also be proved with ->(R1URn1,E). Thish
last rewriting method is itself less powerful than Peterson and Stickel!
one. Nevertheless let us already mention that the implementation of a rewritt

tule laboratory providing the different possibilities allowed us to compart
these methods with respect to other criteria, as described in the last section,

2.3. A general completion procedure. j

The aim of a completion procedure is to compute from a set of equat iors)
P and a set of axioms E, a set of rewrite rules R such that ~(RUE) is equal t
~(PUE) and such that a Church-Rosser property is satisfied.

We give here a recursive form of the general completion procedure imple|’
mented in REVEUR-3. It works with a set of rules R, a set of equations P andi

possibly empty set E of axioms. Axioms af E can be seen as defining a theory wt
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as defining properties of operators. For example, E can d:fine an associative
commutative theory, that is more precisely one or more operators opl, op2, ..

opi,... satisfying the following axioms:

(x opi y) = (y opi x)

((x opi y) opi z) = (x opi Cy opi z))

“y

Contrary to the fixed set E, P is a set of equations which evolves during the
completion process. It is the set of equations which have to be directed into
tules. In addition a well-founded reduction ordering > is provided for this
purpose, which must be compatible with the E-equivalence classes (i.e. t ~E t?

implies t 2 t’ and t’ 2 t).

This procedure is said general because any known completion procedure
can be expressed as a particular instance of it, using parameterization at dif-
ferent levels. First the procedure can be parameterized by the set of axioms E£.
Second, the four main operations in a completion procedure are:
- normalization of terms,

- orientation of equations into rules,

- Simplification of other rules and equations using the new added rules,
~ computation of critical pairs between rules and between rules and axioms.

For each of them, changing some parameters leads to a different behaviour of the
completion process. For example, the choice of the rewriting relation used in

PROCEDURE E-COMPLETION(P, R, E, >)

IF P is not empty

THEN choose a pair (p, q) in P

p? = pt; q’ = qt
CASE p’ ~E q’ THEN E-COMPLETION(P-{(p, q)}, R, E, >)

p’ > q’ THEN (P, R) = SIMPLIFICATION(P-{(p, q)}, R, p’~>q’)

E-COMPLETION(P, RU{p’~>q’}, E, >)
q’ > p’ THEN (P, R) = SIMPLIFICATION(P-{(p, q)}, R, q’->p’)

E-COMPLETION(P, RU{q’->p’}, E, >)
ELSE STOP with FAILURE

END CASE

ELSE IF all rules in R are marked

THEN STOP with SUCCESS

ELSE Choose an unmarked rule 1l->r

(P, R) = CREITICAL-PAIRS(1->r, R, E)

Mark the rule Il->r in R

E-COMPLETION(P, R, £, >)

END IF

END IF

END E-COMPLETION



the normalization implies a specific Church-Rosser property and thus a new proil
method for deciding equational equality. Thus parameterization can also
introduced at the level of these basic operations.

Before developing this idea which appears as the originality of REVEUR-),
Jet us first point out some theoretical problems which are introduced by th!”
fact to work with axioms. 

.

2.4, Theoretical problems

From the theoretical study of the problem, it is made clear that tw!
properties, namely confluence and coherence are necessary and sufficient condj-—
tions for Church-Rosser properties, assuming the termination of the reducticy
relation on E-equivalence classes -> and provided these classes are finite.
In addition to confluence, coherence is required to enable computations in \
equivalence classes; more precisely coherence is the necessary and sufficien|
Condition for -> and ->R’ to have the same normal forms. F

Coherence and confluence can be checked on an adapted notion of critical
pairs. Thus when working modulo a set of axioms E, critical pairs must be com
puted both between rules (confluence critical Pairs) and between rules api)
axioms (coherence critical pairs). The first ones must satisfy the confluence
property, the second ones the coherence property depicted below: .

For any confluence critical pair (p,q) :

Pp -*-> p’ ~E q’ <-x- q (confluence property)

For any coherence critical pair (p,q) :

P -#-> p’ ~E q’ <-#- ql <- q (coherence property)

Notice that coherence needs to reduce at least once the Tight hand sid}
of a coherence critical pair obtained for instance by overlapping a rule 1-y
into an axiom g=d at occurrence u. This term qis an instance of d, denotet)
o(d). The difficulty comes from the fact that the rule which is used to perfor}
the reduction of q at some step of the completion process, can be later removed
and replaced by a new one, during the SIMPLIFICATION procedure. Thus to ensure)
coherence, it can be necessary to protect an existing rule which reduces a right)
hand side of a coherence critical pair. When no such rule exists, it is neces’
sary to introduce a new rule q -> p/ or an extension. The extension introduced)
for anon left linear rule l->r is defined as glu\l]->glu\r]!. Notice that this
definition generalizes Peterson and Stickel’s extensions and that such a rulé
reduces the right hand side of the corresponding coherence critical pair becaus’
a(d) ~E o(g) ~E o(glu\1J). Except when the rule l->r is deleted, neither exten
sions nor protected rules are allowed to be deleted from the rewriting system!
since this would compromise the Church-Rosser property.

Up to now two methods have been proposed in
coherence:

~ the first one consists of testing reducibility of the right hand sid
of coherence critical pairs with already existing rules. This method avoid
introducing useless éxtensions but needs to protect some rules.

~ the second method consists of automatically adding extensions for any

order to ensure the)
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tule in the system. The form and the number of extensions can be deduced from

the axioms and the rule itself. In the associative commuta:ive theory case, it
is proved that it is not necessary to introduce extensions of extensions. But
in general, this method possibly leads to add infinitely matty extensions.

The second theoretical problem arises when trying tu work with theories
E with non finite equivalence classes. Putting in £ an axiom like idempotency
(x#x = x), or involution -(-x) = x, leads to this situation. The tools
developed in this case are yet more complex and up to now, we only got a suffi-
cient condition to ensure the Church-Rosser property, which seems a little too
strong.

As a third problem, let us point out that orientation of equations into
tules is also more difficult in the equational case. More precisely, what we
want to get is the termination of the reduction relation -> on E-equivalence
classes, called E-termination property. Little is known about this property, A
theoretical study of the problem can be found in [Jouannaucll984a] and effec-
tive, yet complex methods for associative commutative theories in
[Dershowitz1983]. More recent results in this last case are given in [Bach-
mairl985).

3. ORIGINALITY OF REVEUR-3

Our main objective was to implement a general completion procedure which
allows both built-in equational theories E and experimentation of the different
completion processes mentionned before. This aim implies the modularity of the
system in order to allow easy changes and enrichments.

Thus from the user external point of view the software provides dif-
ferent functionalities and seems to have different behaviours. In this way it is
a rewrite rule laboratory in the same vein as its predecessors REVE-1 and
REVE-2, On the contrary, from the designer internal point of view, it appears as
a general and unified procedure. Let us detail and specify more precisely these
ideas.

3.1. Built-in equational theories.

The parameterization of the general completion procedure by the set of
axioms £ involves generalizations of three basic operations: equality decision,
matching and unification. All of them have to take into account the existence of
equational properties on some function symbols. For example, a symbol + may be
associative and commutative, another distributive on +, a third one may have no
property. To each property corresponds a set of axioms which is explicitely
used in the completion procedure to compute coherence critical pairs. On the

other hand, equality decision, matching and unification use the properties of
operators and work on terms which are built from all these symbols, In
[Kirchner1984], it is shown that such a unification procedure can be designed in
avery general way. Briefly, it is based on three operations: decomposition of

equations (which determines their common part and their sets of disagreements),
merging all the conditions on the same variable, and normalization (which
teplaces a no longer decomposable equation, say (t=t’), by a system of equations
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whose solutions are also solutions of (t=t’))}. Normalization works on equations
(t=t’) where the top symbols of t and t’ have the same equational property ani
thus is based on specific processes in the built-in equational theories,

——

Thus working with built-in theories together means to attach equational
properties to function symbols, to introduce explicit axioms and to desig)
specific processes used for equality decision, matching and unification. In)
KEVEUR-3 a built-in equational theory has been implemented as a module composed!
of axioms and of special procedures: equality, matching, unification. The nan
of the theory is attached to the operators satisfying the axioms. Up to nov
the empty theory (E is the empty set of axioms) and the associative-commutativ)theory are implemented. |

t

3.2. Strategies.

\

A strategy is a set of parameters which determine a particular behaviour’
of the completion process. We have grouped together under this concept several!
more or less original ideas.

- From our theoretical study of E-completion, the idea arises to design a sys-
tem which works with different rewritings and use different methods to test the
coherence property, 

h
~ The state of art about automatic orientation compelled us to introduce at

least an interactive way to orient them. The introduction of a possible choice
between a manual and an automatic orientation has been conforted by some other
experiments with REVE.

~ In the same vein, we have been convinced that it can be useful to choose a}.
particular superposition strategy between rules either for efficiency reasons of
in order to perform experiments.

In REVEUR-3, different parameters of a completion pracess may be set
according to the user’s choices and according to them, the system has a dif-
ferent behaviour. We review in this section three kinds of choices which ar
effectively implemented. Of course a lot of other ones could be added.

3.2.1. Choice of the rewriting relation.

Let us explain more precisely how we have implemented the choice of the!
rewriting relations. The completion procedure always works with two sets of
rules named Rl and R2. In general, standard rewriting is performed using rules
of R1, while rewriting modulo the axioms E is performed using rules of R2. Now,
according to the different Church-Rosser properties the user may choose, the!
sets of rules are built as follows.

¥

ese
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Knuth and Bendix’s method:

E empty, R all rules all rules are put in Rl

Huet’s method:

E non empty,

R left linear rules

only left linear rules are allowed and

put in Rl

Peterson and Stickel’s method:

E linear axioms,

R rules

all rules are put in RZ

Jouannaud’s method:

any E non empty,

RL left linear rules

Rnl non Left linear rules

left linear rules are put in Rl

non left linear rules are put in R2

The choice of the rewriting relation is thus enticely implemented only
by the way to introduce rules in Rl or R2.

3.2.2. Choice of coherence check.

According to the rewriting relation chosen by the user, a strategy for

ensuring the coherence may be proposed. The choice arises in the way to add

extensions. Of course, with an empty set of axioms E or Huet’s method, there is
no need to add extensions. But with other methods the user can choose between

checking the coherence with already existing rules, or systematically adding
exLensions for the rules of R2. As mentionned before, this last method, actu-

ally chosen by Peterson and Stickel, is valid with associative commutative
theories. Thus the user who wants to make experiments in associative commuta-
tive theories may choose between the two possibilities and the completion pro-
cess will use the corresponding procedure for coherence critical pairs.

3.2.3. Choice of superposition strategy.

Two superposition strategies are provided in order to overlap rules:
each rule with all the previously introduced (or alder) ones, or each rule with
smaller ones. Since each rule is superposed with all rules which are before it

in the list of rules, changing the superposition strategy is equivalent to
change the way to classify rules when they are introduced in the list. If the
list is sorted in decreasing order according to the age of the tule, the super-
positions will be made with all the previously introduced rules. Whereas if the

list is sorted by increasing order with respect of the size of the rules, each
tule will be superposed with smaller ones.

3.3. A general completion procedure.

Beyond the design of general procedures for equality decision, matching
and unification working with built-in theories, some other generalizations are

required for the general completion procedure we propose.

Problems are due to the complexity of the f£-completion process: some
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procedures,

ings associated with a first subset of rules and rewritings modulo E associatel
with an other subset. Thus the reduction process itself is parameterized by th
type of matching, which can be either usual matching, or E-matching.

sometimes in the empty theory, sometimes in the E theory.

On the other hand, let us mention that a complex implementation of 4
Tewriting system was needed because checking the coherence property needs to ai
extensions and to protect some rules. Accordingly the simplification process of
the rewriting system by the new introduced rules becomes much more complex an
needs access to extensions and to protected rules.

4. EXPERIMENTS.

We present in this section some examples which allow comparisons between
different strategies. From experiments the following idea arises: according to
the strategies used in REVEUR-3, the same starting set of equations can be cam
pleted using different methods which are more or less powerful with respect to
some criteria. A first criterion is the termination of the completion pracess:
a strategy which allows finding a Finite rewriting system R such that (RUE) ls
equivalent to the starting equational theory can be considered as more interest-
ing than a strategy with which the completion process fails with a non orient-)
able equation or generates an infinite set of rewrite rules. A second criterion
illustrated in our examples is the time consumed by the completion process. This
time is strongly related to the efficiency of the rewriting relation which cen|
be considered as a third criterion: it is clear that rewriting modulo € is very
expensive and less it is used, more efficient is the rewriting. Thus according
to the efficiency criterion, we can say that ->(R1 UJ Rn1,£) is more efficient
than ~>(R1 U Rnl),E.

We now study on three examples the
ing strategy on the generated set of rules.

effect of changing the rewrit-

23+ Abelian groups.

For abelian groups, Lankford and Ballantyne together with Peterson and
Stickel have found a term rewriting system satisfying the R,£-Church-Rosser pro-
perty. The same experiment was performed with REVEUR-3. Our
was initialized with the rewriting

axioms and equations:

relation ->R,E and the following sets of

You are currently working modulo the following axioms:

((x + y) +z) s= (x + (y + z))

(x + y) s= (y + x)

User equations:

Ae (x + 0) s= x

especially normalization and simplification, need standard rewrit-)

The sen!
feature appears at the critical pairs level, where unification must be per formyl)

completion process |
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2: (x + i(x)) s+ 0

No critical pair equations.

Ne rewrite rule in Rl.

No rewrite rule in R2.

REVEUR-3 terminates with the message:

You are currently working modulo the following axioms:

((x + y) +z) ss (x + (y + 2))

(x + y) == (y + x)

No rewrite rule in Rl.

Rewrite rules in R2:

l. i(0) -> 0

2, (x +0) -> x

Which has for extensions:

3, (z + (0 4+ 0)) -> (z + x)

4, i€i(x)) -> x

5. (x + i(x)) - 0

Which has for extensions:

6, (z + (x + i(x)}) ->z

7. i€(x # z)) -> (i(z) + ifx))

Your system is complete!

Using now the rewriting relation ~>(R1 U Rnl,é),

with the message:

You are currently working modulo the following axioms:

((x + y) +2) == (x + (y + z))

(x + y) == (y + x)

Rewrite rules in Rl:

i i(0) -> 0

(x + 0) -> x

(0 +x) +> x

i(i(z)) -> z
i((z + x)) => (i(z} + iG)ww Nr

Rewrite rules in R2:

REVEUR-3 terminates
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6. (x + i{x)) 0

Which has for extensions:
7. (C(x + i(x)) +z) > 2z

Your system is complete!

Notice that now the rule 0 +x -> x is needed to insure
between -> and ->(R1 U Rn1,£)-reducibility. The second completion
faster than the first one. It is due to the fact that less associative
commutative unification and matching are used in the second case. This
result is new in the following sense: it provides a rewriting relation (here
~>(RL U R2,E)) which allows deciding equality in abelian groups and which is
more efficient than the previous one proposed by Peterson and Stickel.

equivalence

is twice

3-1. Commutative monoid with two generators and identity

Let us now consider the set of equations:

0

a

+X == x

+b == 0

(x +a) 4b sxx

and assume the associativity and commutativity of the + symbol. Using ->R,E as
rewriting relation, REVEUR-3 terminates with the message:

You are currently working modulo the following axioms:

((x + y) +z) == (x ® (y + z))
(x + y) == (y + x)

No rewrite rule in Rl.

Rewrite rules in R2:

lL (0 +x) -> x

Which has for extensions:
2. (z + (0 + x)) -> (z + x)

3. (a+b) ->0

Which has for extensions:
4, (z + (a+b)) -> 2

5. ((x +a) +b) -> x

Which has for extensions:

6. (z + ((x +a) +b)) -> (z + x)

Your system is complete!

ae eee ma
=p

SET
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But using ->R1 or ->(R1 U Rnl,E) as rewriting relation, we get an infinite set
of rules whose first ones are described in the following message:

You are currently warking modulo the following axioms:

((x + y) +z) = (x + (y + z))
(x + y) s= (y +x

Rewrite rules in RL:

ARs (0 +x) -> x

2. (x +0) -> x

3. (a+b) ->0

4. (b+a)->0

5. ((x +a) + 6) -> x

6. (a+ (b+2)) +z

7. (b+ (a +2z)) ->z

8. ((x +b) +a) -> x

9. (b+ (x +a}) > x

10. ((a + x) 4b) -> x
ll. ((b +z) +a} ->2z

12, (a+ (ly +b)) > y

3.0 ((x + a) + (b + z}) -> (x + 2)

14, (fx + Cy + a)) +b) -> (x + y)

15. (a + ((b +z) + z1)) -> (z + zl)

37. C(x + a) + ((b + 2) # zh)) -> C(x + z) + zl)

5B. (fx + fy + a)) + (b + 2)) => ((x + y) +z)
47. ((xl + b) + ((x + a) + 2z)) -> (xl + (x + 7z))

No rewrite rule in R2.

This last completion method is thus less interesting than the previous
one, since it does not terminate. This example illustrates the difference
of power between the two completion methods.

3.2. Arithmetic theory.

This third

be usefully chosen.

Let + and » be addition and multiplication declared as associative and
commutative, s be the successor function and #* the exponentiation func-
tion. Stickel proposed a rewriting system which has the Church-Rosser pro-
perty;

example is again a case where ->(Rl U RrJ,£) rewriting can
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(0 +x) -> x

(0 * x) > 0

(s(x) + y) -> s((x + y))

(s(x) * y) -> ((x * y) + y)

(x # (y +.z)) -> (C(x wy) + (x ¥ 2))
(x #* 0) ~> 5(0)
(s(0) #* x) -> s(0)

(x ¥# s(y)) -> (x ® (x ¥# y))

(x we (y + 2)) -> (Cx ee y) * (x ee z))
Coc Hey) (2 HH y)) => Cx #2) He y)

REVEUR-3 with the rewriting strategy ->(RIURn1,E) terminates with th
message:

You are currently working modulo the following axioms:

((x + y) +z) z= (x + (y + z))

(x + y) == (y + x)
C(x * y) * z) se (x * (y * z))
(x * y) s= (y * x)

Rewrite rules in Rl:

(0 +x) ->1. x

2. (O* x) ->0

3. (x +0) -> x

4, (x #0) > 0

5. (x #* 0) -> s(0)

6. (8(0) #* x) -> (0)
7. (s(x) + y) -> s((x + y))

8. (y + s(x)) -> s((x + y))
9. (s(x) # y) -> (Cx # y) + y)

10. (y * s(x)) -> C(x # y) + y)

dl. (x ## S(y)) => (x * (x He y))

12, (x # (y + 2)) -> ((x * y) + (x # z))
13. 0 (fy # z) # x) => (C(x # y) + (x # z))

14, (x #e Cy + z)) -> (Cx wey) & (x ¥¥ z))

Rewrite rules in R2:

15. (Cx ee y) # (ze y)) -> C(x # z) HH y)

Which has for extensions:

16. (C(x #* y) % (zl ¥® y)) # Zz) => (C(x * zl) xe y) ¥ 2)

Your system is complete!

FS

lie
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6. CONCLUSION.

The first main idea that can be extracted from this work is that there

is not an unique method to complete a set of equations as soon as there is a

built-in theory. The originality of the REVEUR-3 system is based upon this idea.

As a consequence, REVEUR-3 needs interaction with the user who chooses his

method. But let us also emphasize that the underlying theoretical approach both

unifies different known completion processes and increases their power, in the

sense that the general completion algorithm implemented in REVEUR~3 is able to

deal with a larger class of equational theories: all the linearity conditions

introduced by Huet or by Peterson and Stickel have been dropped in our approach.

The power af the REVEUR-3 system is due to this fact.

Up to now our experiments have been performed with associative commuta-

tive built-in theories and thus do not provide unknown results about decidabil-

ity of equational theories. Nevertheless our contribution was to provide a more

efficient rewriting method for example for abelian groups and arithmetic

theories. In this way our results can be seen as improving previous ones. In

addition, REVEUR-3 has been designed in order to support any built-in theory for

which algorithms for equality decision, matching and unification are known. The

next developments of REVE will include such implementations. Among them let us

mention for instance the minus theory [Kirchner1984] defined by the following

axioms:

-(-x) = x

-(flx,y)) = fl-y, -«)

and the permutative theory [Jeanrond1980,Kirchneri984a] defined by:

F(F(x, y) ,z) = FCF(x, Zz}, y).
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4, Généralisation 4 des unions de réécritures

Toute notion de réécriture sur les termes est basée sur ine notion de

filtrage adaptée. Habituellement un filtre est défini comme une substitu-

tion appliquant un terme sur un autre. Un point de vue diffécent, élaboré

en collaboration avec Claude Kirchner, est adopté ici: on d3finit le fil-

trage comme une application qui a deux termes fait correspondre un ensem-

ble, éventuellement vide, de substitutions. L’intérét de c2 point de vue

est de pouvoir ensuite faire varier la méthode de filtrage en fonction des

termes considérés. Cela permet de traiter de fason uniforme toute

réécriture équationnelle définie comme ume union de réécritures utilisant

des méthodes de filtrage différentes. Une premiére approche de ce type de

réécriture est étudiée dans la premiére partie de ce chapitre ad l’on

mélunge la réécriture standard par des régles linéaires 4 gauche et la

réécriture modulo &. Une présentation analogue de l’unification en tant

qu’application qui 4 deux termes fait correspondre un ensemble de substitu-

tions, permet de décider de la propriété de Church-Rosser pou> ce type trés

général de réécriture équationnelle.

4.1. Filtrage dans une théorie équationnelle

On désigne par Subst l'ensemble des substitutions de [(F,X) et par

P(Subst) l’ensemble des parties de Subst.

Définition 36 : Soit E un ensemble d’axiomes. Une opération de filtrage

dans la théorie équationnelle on est une application Filtre, de

T(F,X)xT(F,X) a valeur dans P(Subst) telle que

* pour toute substitution o appartenant 4 Filtre, (t,t’), a(t) at t?

* Filtre (t,t’) est inclus dans Filtre,.

Toute substitution o appartenant a Filtre.(t,t’) est u» filtre modulo E ou
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E-filtre de t vers t’. O

Exemple 7 :

1) On retrouve la notion habituelle de filtrage lorsque Filtre, est

l’application qui a deux termes t et t? associe soit le filtre de t vers t!

dans la théorie vide, soit 1’ensemble vide lorsque t ne filtre pas vers t’.

On notera Fe cette application.

2) De méme la notion habituelle de E-filtrage est obtenue en prenant pour

Filtre, (t,t?) l’application qui a deux termes t et t’ associe 1’ ensemble

des filtres de t vers t’ dans la théorie E. On notera Fe cette applica-

tion,

3) De fagon plus générale, on peut par exemple définir Filtre, (t,t”) comme

étant Ffest?) si t est linéaire et F(t, t?) si ce n’esl pas le cas.

4) A la suite de Pedersen (loc.cit.), on peut prendre pour valeur de

Filtre.(t,t") ensemble des substitutions o telle que o(t) = t’, les

axiomes de E n’étant appliqués, dans la E-égalité précédente, qu’en dessous

d’une occurrence de variable de t. Avec les notations de Pedersen, t appar-

tient 4 to, (t)}, ou fo, (t)} désigne l'ensemble des termes obtenus a partir

de a(t) en effectuant des étapes de E-égalités en dessous des variables de

tr

5) On peut aussi définir dans ce formalisme la notion de filtrage con-

traint, dans lequel on exige que, pour toute variable x du domaine de g,

a(x) appartienne a un ensemble de termes donné.

6) On peut également faire varier les axiomes avec lesquels on filtre

suivant un critére sur les termes, ce qui généralise le troisiéme exemple,

Vv

ara
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Ce formalisme permet donc d’inclure dans l’opératior de filtrage

toutes les conditions restrictives que 1’on souhaite imposer a la notion

habituelle de filtrage dans une théorie équationnelle. L’ application

Filtre, peut tre vue comme un algorithme qui prend deux termes en entrée

et retourne un ensemble de filtres. Cet algorithme peut retourner son

résultat en tenant compte de certaines propriétés du terme qui filtre vers

l’autre: dans la pratique, pour discriminer le résultat, on utilisera

- soit un critére de linéarité du terme t,

~ soit un critére d’appartenance de t A un sous-ensemble de termes.

Cette notion de filtrage permet de définir un préordre sur les termes.

Définition 37 : On appelle préordre de filtrage associé A Filtre et onFE?

note S, le préordre défini sur T(F,X)xT(F,X) par

t $t’ si et seulement si Filtre, (t,t?) est non vide.

Notation : t St’ si et seulement si ii existe une substitution o appar-

tenant a Filtre. (t,t’). Lorsqu’il sera utile de préciser la substitution o

utilisée pour comparer t et t’, on notera t <tr.

Ce préordre est compris entre le préardre de filtrage dans la théorie

vide noté s, et défini par

t s, t’ si et seulement si il existe o telle que o(t) = t?

et le préordre de E-filtrage défini par

t $, t’ si et seulement si il existe o telle que o(t) “ae t’.
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Ce préordre s’étend aux substitutions de fagon classique:

Définition 38 : Soit V un ensemble de variables inclus dans X. On définit

sur SubstxSubst le préordre S$ [V] par

aS fv]

Si et seulement si il existe une substitution y telle que pour tout terme t

tel que V(t) soit inclus dans ¥, y appartient a Filtre, (a(t), p(t)). O

Définition 39 : Le préordre S$ est conservé sur les sous-teraes si et seule-

ment si t <° t? implique:

pour toute occurrence u appartenant A -dom(t), ly < oie o

Exemple 8 :

- Le préordre de filtrage dans la théorie vide s, est conservé sur les

sous-termes, alors que le préordre de E-filtrage & ne l’est pas.

~ Le préordre défini par

t St’ si et seulement si t’ appartient a fo, (t)}

est conservé sur les sous-termes. V

4.2. Réécriture équationnelle

Cette notion de. filtrage. permet d’introduire de fagon abstraite la

notion de réécriture. Cela nous permettra en particulier de traiter de

maniére unifiée les différentes réécritures sur les termes connues 4 ce

jour.

Définition 40 : Un systéme de réécriture équationnelle est un couple (R,E)

_constitué d’un ensemble de régles R et d’un ensemble d’équations E tels que

a li cheng

Ser

ie
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- pour toute équation g=d de £, V(g)=V(d). Une telle équation est dite non

effagante

~ toute régle de réécriture notée g->d vérifie V(d) inclus dans V(q).

La RE-réécriture notée ->RE est la réécriture associée 4 R et a Filtre, et

définie par :

t ->RE[u,o,g->d] ¢t?

si et seulement si - g->d appartient a R

- o appartient a Filtre, (g,t),)

- et t’ = tlu@a(d)]. Oo

Notation : Si on suppose que les régles de R sont numérotées, et si la

régle g->d porte le numéro k alors t ->RE[o,u,g->d] t’ est aussi noté

t ->RE[u,o,k] t’.

Définition 41 : On appelle congruence engendrée par ->RE la fermeture

réflexive symétrique et transitive de cette relation, notée <-x->RE. La

fermeture symétrique transitive de ->RE est notée <-+-2RE. ©

On dira qu’un ensemble d’axiomes A est équivalent a RUE, lorsque

l’égalité engendrée par A, notée nA coincide avec <-*->RE.

béfinition 42 : On appelle RE-dérivation toute suite de RE-réécritures. On

dit qué t est RE-irréductible ou qu’il est en RE-forme noraale ou encore

qu'il est RE~normalisé s’il n’existe pas de terme t’ tel que t se RE-

réécrive en t’,

De méme on dit qu’une substitution o est RE-normalisée si pour tout élément

x de son domaine, a(x) est RE-normalisé. O
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Notation : On notera tee ou simplement tt une forme normale de t pour la

relation ->RE.

Exemple 9 : En reprenant dans l’ordre les cas de l’exemple précédent, on

retrouve

1) la réécriture habituelle notée ->R associée 4 ‘

2) la réécriture de Peterson et Stickel, qui est notée ->R,E et qui est

associée 4 Fee

3) la réécriture ~>(R UR,» ,E) introduite dans [Jouannaud1983] qui consiste

a utiliser un filtre de F, pour réécrire par une régle linéaire & gauche,

et utiliser un E-filtre de Fe pour réécrire par une régle non linéaire &

gauche.

4) la réécriture de Pedersen définie par

t ->RE[u,o,g->d] t’

si et seulement si thy appartient & {o,(g)} et t? = tluto(d)].

5) la réécriture contrainte avec un ensemble de méta-régles, définie dans

le chapitre 3.

6) la réécriture avec un ensemble R union disjointe d’ensembles Ro a

Chaque R, étant associé un sous-ensemble E, d’axiomes de E et une méthode

de filtrage. V

Certaines approches de la réécriture équationnelle, telle celle

décrite par Lankford et Ballantyne (loc.cit), utilisent la réécriture notée

->R/E et définie par one, Cette relation simule la réécriture

induite par R dans les classes d’équivalence modulo £ et n’est pas décrite

par le formalisme précédent. Ce n’est pas un hasard, puisqu’on cherche a

-105-

formaliser ici les diverses réécritures sur les termes et non sur les

classes d’équivalence de termes. On a bien sir, pour tout: théorie A =

(RUE), 1’ inclusion des relations:

=>R-S ->RE S =>R,E S ->R/E

Définition 43: la relation ->RE est E-noethérienne ou noethérienne

modulo E si et seulement si ->R/E est noethérienne. O

On dira aussi par abus de langage, R est E-noethérien ou noethérien

modulo E,

Notation : Pour une paire de termes (t),t,), on note

~ ty Saye ty» si et seulement si il existe un terme t tel cue

ty HOR/E t et ty -#-DR/E t.

~ t, }t) si et seulement si il existe des termes t’, ett’, tels que

Ety ~#-DRE t ty ~#-DRE t 2 et t i” t 2

La notion de réécriture est étroitement liée a celle du préordre

induit par le filtrage utilisé pour réécrire. En effet, si t est réductible

par la régle g->d et le filtre o & Loccurrence u, g <7 tig: Pour

généraliser les résultats obtenus dans [Jouannaud1984] et présentés dans la

premiére partie de ce chapitre, il est nécessaire d’introduire deux

propriétés de la réécriture par rapport au préordre <.

Définition 44 : La RE-réécriture est compatible avec le préordre S$ sur le

couple de termes (t,t’) si et seulement si
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tS” t? et t RE-réductible en ty

implique

’ bets , ’t’ RE-réductible en t 1 et t i Nave a{t,).

oO

t a(t) t?

RE RE TRE
fi Vv

1

4 ot) Faye Uy

Fig 1. Compatibilité de ->RE et $

Définition 45 +; La RE-réécriture est compatible au sommet avec le préordre

S sur le couple de termes (t,t’) si et seulement si

tse ett RE-réductible en t, a l’occurrence ¢

implique

, -TAé ; , ’t? RE-réductible en t 1 et t 1 Taye a(t).

Exemple 10 :

1) ->R est compatible avec le préordre de filtrage standard sy pour tout

couple de termes.

2) ->R,E n’est pas compatible avec s en général, mais il est compatible

au sommet avec Se pour tout couple de termes.

50) ~>(RjUR 5 E) est compatible avec le préordre associé sur tous les cou-

ples de termes (t,t?) tels que Filtre, (t,t’) = Fyvtst?). ~>(R URE) est

compatible au sommet avec le préordre associé sur tous les couples de

termes (t,t’) tels que Filtre_(t,t’) = Fe(t,t”).
E

ets
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4) La réécriture de Pedersen est compatible avec le préordie associé 4 sa

méthode de filtrage. En effet, sit <¢ t’, t? appartient a {up (t)t. Ce qui

signifie que t’ = y’(t) avec py’ (x) ae u(x) pour toute variable x de t. Sit

est réductible par g, il existe une occurrence u et une substitution o

telles que thy appartient 4 {o,.(g)}. De la méme fagon, tty = o’(g) avec

a’ (x) a: a(x) pour toute variable x deg. On en déduit que BPE) =

w (ty) = p’.o'(g) et p’.a? (x) ae y’.o(x) pour toute variable x de g. Donc

t? est réductible par g->d en ty = t’futp’.o(d)] = p’(tluto(d)] =

H(t). D’autre part H(t) appartient 4 He (t,) puisque V(t) est inclus

dans V(t).

5) Toutes les relations de réécriture équationnelle précédentes sont com-

patibles avec S pour tout couple de termes. V
a

La proprieté de compatibilité est A rapprocher de celle de cohérence

définie dans la premiére partie de ce chapitre. En affet si la RE~

réécriture est compatible avec S sur le couple de termes (t,t’), la rela-

tion ->R/E vérifie la propriété de cohérence sur le couple (a(t),t’).

Remarque : Il est facile de prouver que si S est conservé sur les sous-

termes et vérifie :

ts By <" t? implique t $°°°

alors ->RE est compatible avec S sur tout couple de termes (c,t’). C’est le

t’

caS pour ->R et la réécriture de Pedersen.

4.3. Propriété de Church-Rosser modulo E

Reprenons briévement les définitions de confluence et cohérence

données dans la premiére partie du chapitre, en les adaptant 4 la relation
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->RE.

Définition 46 : Saient (R,£) un systéme de réécriture équationnelle, A =

(RUE) et ->RE la relation de réécriture équationnelle.

->RE cst Church-Rosser modulo E si et seulement si pour tous termes tpt

A 5 a
t ~ t, implique t, + t,

->RE est confluente modulo E si et seulement si pour tous termes tty rts

t -w->RE t) et t -¥->RE t, implique t, J t

->RE est cohérente modulo E si et seulement si pour tous termes tytirty,

t -+RE ty et t te implique
2

il existe terme ty) tel que

t, -RE t’, et t) Lt, 0

La relation entre ces propriétés s’énonce de la fagon suivante:

Théoréme 6 : (Théoréme de Church-Rosser )

Si ->RE est E-noethérienne, les propriétés suivantes sont équivalentes:

(1) ->RE est Church-Rosser modulo &

(2) ->RE est confluente modulo E et cohérente modulo E

. E,,(3) pour tous termes t,t’, t ~\ t? si et seulement si tha ~* t’toe.

Preuve: Elle est donnée dans la premiére partie de ce chapitre pour ue

relation de réécriture notée R’. O

Définition 47 ; Le systéme de réécriture équationnelle (R,E) est convergent

si et sculement si il existe une relation de réécriture ->RE qui est E |

noethérienne et posséde la propriété de Church-Rosser modulo £. O
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Remarque : Si (R,£) est convergent, alors la relation ->R/E est E-

noethérienne et vérifie elle aussi la propriété de Church-ltosser suivante:

pour tous termes t A tpty ty 2 implique ty ty j_ ty.

Afin maintenant de pouvoir décider de la propriété ile Church-Rosser

modulo £— a partir de l’ensemble des régles R et des équations E, il faut

introduire la notion de paire critique et auparavant celle d’unification.

4.4. Unification

Définition 48 : Soit E un ensemble d’axiomes et UNIF une application de

T(F,a)xT(F,X) & valeur dans P(Subst) telle que pour tous termes t et t’,

+ pour toute o dans UNIF,(t,t"), a(t) ~® a(t?)

* pour tous termes t et t’ tels que V(t) et V(t?) soient disjoints,

Filtre,(t,t?) est inclus dans UNIF,(t,e?).

* pour toute substitution p, pour tous termes g, t et t? tels que p appar-

Uienne & Filtre,(t,t’) et tels que D(p) et V(g) soient disjoints, si y

appartient a UNIF,(g,t”), alors y.p appartient a UNIF,(g,t). ©

Remarque : La deuxiéme condition assure la cohérence entre le filtre util-

isé et lL’unification. La troisiéme condition permet de s’assurer que

ensemble des unificateurs est suffisamment stable pour que 1’on puisse

retrouver les propriétés classiques.

Exeaple 11 ; Nous suivons toujours l’ordre des exemples précédents.

1) On retrouve la notion d’unification dans la théorie vide lorsque UNIF

est l’application qui a deux termes t et t’ associe l’ensemble des unifi-

cateurs de t et t’ dans la théorie vide. On notera ue cett2 application.

2) De méme la notion habituelle de E-unification est obtenue en prenant.
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pour UNIF (t,t?) l’application qui a deux termes t et t’ associe 1’ ensemble

des unificateurs de t et t’ dans la théorie £. On notera Up cette appli-

cation.

3) De fagon plus générale, on peut par exemple définir UNIF.(t,t?) comme

étant Ut, t?) si t est linéaire et U-(t,t?) si ce n’est pas le cas.

4) On peut également restreindre UNIF (t,t?) 4 l’ensemble des £-

unificateurs o de t et t’ tels que o(t) er o{t’), les axiomes de E n’étant

appliqués qu’en dessous des occurrences de variables de D(a)M(V(t)UV(t’)).

5) On peut aussi définir dans ce formalisme la notion d'unification con-

trainte, dans laquelle on exige que, pour toute variable x du domaine de a,

a(x) appartienne 4 un ensemble de termes donné.

on unifie6) On peut également faire varier les axiomes avec lesquels

suivant un critére sur les termes. V

A cette notion générale d’unification, on associe la notion adaptée

d’ensemble générateur, c’est & dire d’ensemble complet relatif a UNIFE.

Définition 49 : Soit E un ensemble d’axiomes et unif, une application de

T(F,X)xT(F,X) a valeur dans P(Subst) telle que pour tous termes t et t’,

(1) pour toute o dans Unif,. (t,t), Dic) est inclus dans V(t)UV(t’) et I(o)

est choisi d’intersection vide avec W, o W est un ensemble de variables

qui contient V(t )UV(t’).

(2) Unif,(t,t”) est inclus dans UNIF,(t,t?).

(3) pour toute a’ dans UNIF (t,t’), il existe o dans Unif, (t,t") tel que

a Soa’ [V(t)Uv(t*)].

Unif (t,t?) est appelé ensemble complet d’unificateurs relativement & Unif,

et a Filtre,.

~lli-

Tl est souvent intéressant pour des raisons d’efficacité d’imposer la con-

dition de minimalité suivante:

(4) pour toutes o et p appartenant a Unif,,

o Sp [V] implique o = p.

L’ ensemble alors dit ensemble ainimalUnif, (t,t?) est camplet

d@unificateurs, ©

Il est important de noter que le préordre utilisé pous comparer les

substitutions de UNIF..(t,t?) est le préordre induit par Filtre (t,t’).

L’application Unif_ dépend donc des termes t et t? uniquement et est
E

étroitement reliée a la valeur de Filtre, en (t,t’). L’intérét de cette

définition est la encore de pc.ivoir faire varier éventuellement la méthode

d'unification suivant un critére sur les termes. L’application Unif_ peut
E

étre vue comme un algorithme qui prend deux termes t et t’ en entrée et

retourne un ensemble d’unificateurs complet par rapport a UNTF (t,t?) eta

Filtre. Cet algorithme peut retourner son résultat en tenant compte de

certaines propriétés des deux termes a unifier, comme pour le filtrage.

Notation :

I) On notera UPa lV’application Unif,- qui associe 4 tous termes t et t?

soit leur unificateur principal (ou minimal) dans la théorie vide, soit

Vensemble vide lorsque t ne s’unifie pas avec t’,

2) On notera ECUE Ll’ application Unif, qui a deux termes t et t’ associe
E

soit un ensemble complet d’unificateurs dans la théorie E, soit Ll’ ensemble

vide lorsque t ne s’unifie pas avec t’ dans la théorie £.

4.5. Paires critiques

A cette notion d’unification correspond une notion adaptée de paires



~112-

critiques.

Définition 350 : Un terme t mon réduit & une variable se Unif, ~superpose

dans un terme t’ & une occurrence u de G(t’) avec un ensemble complet © de

superpositions si et seulement si 0 = Uni, (t,t?) D+

Etant données deux paires de termes (g,d) et (1,r) telles que V(g) et V(1)

soient disjoints, et que 1 se superpose dans g a4 l’occurrence u avec

l’ensemble complet de superpositions 8, alors 1’ensemble

{(p,q) | p20(d), qe@(gluer]) pour tout @ dans 6}

est un ensemble complet de paires critiques de la paire (1,r) dans la paire

(g,d) a l’occurrence u. A chaque superposition @ de @ est associé le terme

superposé 6(g). ©

Exemple 12 :

1) On retrouve la notion de paire critique définie par Knuth et Bendix en

prenant Unif, z UP. sur tous les termes.

2) On retrouve la notion de E-paire critique définie par Peterson et

Stickel en prenant Unif, = ECU, sur tous les termes.

3) Mais on peut également choisir pour Uni, (t,t”)

- si t est un membre gauche de régle:

# ecu. (t,t?) sit n’est pas linéaire

* UP (tt?) quand t est linéaire.

- sit est un membre gauche ou droit d’équation et t’ un membre gauche de

régle linéaire:

¥ UP (t,t”).

On obtient alors la notion de paire critique adaptée 4 la réécriture

~>€R UR, ED.

1a bod

TEST
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4) On peut également restreindre Unif (t,t?) a

- sit et t’ sont des membres gauches de régle:

Vensemble des E-unificateurs o de t et t’ tels que o(t) af a(t’), les

axiomes de E n’étant appliqués qu’en dessous des occurrences de variables

de D(o) M (VCEJUV(t?)).

- sit (ou symétriquement t’) est un membre gauche d’équation:

E
l’ensemble des E-unificateurs a de t et t’ tels que oft) ~ a(t’), les

axiomes de E n’étant appliqués qu’en dessous des occurrences de variables

de D(a) M V(t’) (symétriquement V(t)).

On définit ainsi une notion de paire critique adaptée 4 la réécriture de

Pedersen. V

Définition 51 : Une paire critique de confluence est obtenue par superposi-

tion de deux régles entre elles. Une paire critique de cohérence est obte-

fue par superposition d’une régle avec une équation de E. O

Le fait que l’on puisse ramener le probléme de confluence a 1’étude de

la convergence de paires critiques repose sur le lemme des paires critiques

qui s’énonce de la facon suivante:

Lemme 2 : Supposons que

- soit t ->R[e,c,1->r] ty et t ~>RE[u,o,g->d] ty

- soit t |-[Ele,c,1->r] t, et t ~>RE[u,o,q->d] ty

soit t ->RE[e,o,l->r] t, et t |-[ELu,o,g->d] t
1 2

ol u est une occurrence de non variable dans dom(1), différente de « dans

le troisiéme cas. Supposans de plus que, dans la derniére éventualité, le

préordre associé a ->RE est conservé sur les sous-termes.
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Alors il existe une paire critique (p,q) dans un ensemble complet de paires

critiques de g->d dans l->r a l’occurrence u, telle que p $ ty et qs ty

ou S est le préordre associé a la méthode de filtrage utilisée dans

l'application de ->RE,

Preuve: Dans les deux premiers cas, o appartient a Filtre,(g,t),) et t =

o(1). Donc, par les deux derniéres conditions de la définition de

UNIFE o appartient a& UNTF CQ, 1) ,)» Il existe alors a appartenant 4

Unife(G.d)) tel que a So [V¥] od V = V(1) UV(g). Il existe une

substitution y telle que pour tout terme s tel que V(s) soit inclus

dans V, y appartient a Filtre-(a(s),o(s)). (p,q)=(a(r),a(1[ued]))

est une paire critique de g->d dans 1->r 4 l’occurrence u. De plus

par définition de y, y appartient a Filtre, (p,t)) et a

Filtre. (qt).

Dans le dernier cas, o appartient a Filtre, (1,t) et o appartient a

Filtre; (g,t),.). Puisque le préordre est conservé sur les sous-

termes, o appartient a Filtre: (1) st Donc o appartient 4wt

UNTF-(g,1)) et on conclut comme dans le cas précédent. O

exemple 13:

1) Si on choisit pour ->RE la relation ->R, (p,q) satisfait la condition

suivante: il existe une substitution o telle que o(p)=t, et a(q)=t,.

2) Si on choisit pour ->RE la relation ->R,E£, (p,q) satisfait la condition

suivante: il existe une substitution o telle que o(p) a t, et o(q) oan’
1 2)

3. Si on choisit pour ->RE la réécriture de Pedersen, (p,q) satisfait la

condition suivante: il existe une substitution o telle que ty est dans

{o,(p)} et t, est dans {o,(q)}. v
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4.6. Théoréme de décidabilité de la propriété de Church-Rosser

Dans ce formalisme, le théoréme de décidabilité de la propriété de

Church-Rosser pour les systémes de réécriture équationnelle 3’énonce ainsi:

Th me 7; Soit R un ensemble de régles E-noethérien, et = une théorie

telle que Unit, existe et que les classes d’équivalence madulo 3s soient

finies. Supposons que ->RE soit une réunion d’un nombre fini n de relations

de réécriture équationnelle ~>RiE telles que

* pour tout i = 1,...k, >>RE est compatible sur T(F,X)xT(F,X) avec le

préordre associé 3 qui est conservé sur les sous-termes,

* pour tout i = k+l,...n, WORSE compatible au sommet avec le préordre

associé si sur T(F,X)xT(F,X).

Alors ->RE est Church-Rosser modulo E si et seulement si

- toutes les paires critiques de confluence (p,q) vérifient p tere a

- toutes les paires critiques de cohérence (p,q) obtenues par superposi-

tion d’une régle dans une équation satisfont

il existe p’ tel que p ->RE p’ et p’ 4
B/E o

- toutes les paires critiques de cohérence (p,q) obtenues par superposi-

k

tion d’une équation dans une régle de U Ro satisfont

isl

i j , = 7 ,il existe q’ tel que q ->RE q’ et p ‘are q’.

Preuve: La preuve s’obtient facilement a partir de la preuve du théoréme 15

k

de la premiére partie du chapitre en prenant U ORE a la place de

isl

n

Ry et U —R.E a la place de ->R_,,£. Les cas 4 et 5 de la
ickel 7 al

preuve se généralisent en utilisant la propriété de compatibilité

de RSE avec <* pour i=l,...k. O
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Exemple 14 : Il est donc possible de mélanger la réécriture standard, la

réécriture de Pedersen et celle de Peterson et Stickel en définissant

k

U RE comme la réunion de la réécriture standard avec un ensemble de

i=l

régles Ry et de la réécriture 4 la Pedersen avec un ensemble différent de

régles R,. En effet ces deux types de réécriture ont les mémes propriétés

de compatibilité avec leur préordre associé qui est conservé sur les sous-

n

U —R.E est réduit 4 la réécriture de Peterson et Stickel avec

i=k+1

termes.

un ensemble de régles R Vv3°

4.7. Procédure de complétion équationnelle

La procédure de complétion équationnelle a pour arguments un ensemble

P de paires de termes, un ensemble R de régles de réécriture, un ensemble

constant d’équations E et un ordre de E-réduction noethérien (c’est-a-dire

un préordre compatible avec la structure de F-algébre tel que 1’ équivalence

Fe 5 E . ae A
associée contienne ~ et tel que l’ordre strict associé soit noethérien).

La procédure de complétion est décrite de fagon détaillée dans la

premiére partie du chapitre dans le cas de la réécriture ->(R UR EE). Les
nl’

notions de régles protégées et d’extensions introduites dans cette partie

se généralisent en remplagant la distinction entre R

k n

discrimination sur U REE et U RE. la procédure PAIRES-CRITIQUES

isl isk+1

1 et Ray par une

calcule ies paires critiques de confluence et cohérence, et ajoute des pro-

tections ou des extensions si c’est nécessaire. Rappelons briévement

qu’une régle est marquée lorsque ses paires critiques de cohérence et de

canfluence avec les régles précédemment introduites ont été calculées.

os
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Une hypothése d’équité est nécessaire pour assurer qu’nucune régle ne

sera indéfiniment ignorée dans le processus de sélection pour le calcul des

paires critiques:

pour toute régle engendrée par la procédure, il existe un appel récursif

tel que

- soit la régle est simplifiée par une nouvelle régle introduite

~ soit la régle est choisie et ses paires critiques sont calculées.

soit R+ l’ensemble de toutes les régles engendrées par la procédure.

la notion de simplifiabilité, utilisée par la procédure SIMPLIFICATION pour

supprimer des régles de R+, se définit maintenant de la fagon suivante:

Definition 52 : Posons € = si, Poor’ est Simplifiable par l->r si et

n

isl

seulement si les deux conditions suivantes sont satisfaites:

1. - ou bien il existe une occurrence u appartenant A dom(1’), différente

dec, et 1S 1?
Ju

- ou bien 1 S* 1? et ->R+E est compatible avec S* sur le couple (1,1’).

2. l'->r’ n’est protégée que par des régles elle-mémes simplifiables. ©

En d’autres termes, ou bien 1’ est R+£-réductible par l->r 4 une occurrence

différente de ce, ou bien 1’ est R+E-réductible au sommet par l->r avec une

opération de filtrage induisant un préordre compatible avec la réécriture

équationnelle. Une fagon de réaliser cette condition est de ne réduire les

régles au sommet qu’avec la réécriture ->R.
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PROCEDURE E-COMPLETION(P,R,E,>)

SI P n’est pas vide

ALORS choisir une paire (p,q) dans P; p*=p; q’=qh;

CAS p’ # q’ ALORS R = E-COMPLETION(P-{(p,q)},R,E,>)
p’ >q’ ALORS 1 = p’, r = Qq’;

(P,R) = SIMPLIFICATION(P-{(p,q)},R,E,1->r)
R = E-COMPLETION(P,RU{1->r},E,>} ~

q’ > p’ ALORS 1 = q’, r = p’;

(P,R} = SIMPLIFICATION(P-{(p,q)},R,£,1->r)
R = E-COMPLETION(P,RU{1->r},£,>)

SINON ARRET en ECHEC

FIN CAS

SINON SI toutes les régles de R sont marquées

ALORS RETOURNER R; ARRET en SUCCES

SINON choisir une régle non marquée (1->r) en respectant

l’hypothése d’équité

(P,R)=PAIRES-CRITIQUES(1->r,R,E);

marquer la régle 1->r dans R

R=E-COMPLETION(P,R,E,>)

FIN SI

FIN SI

FIN E-COMPLETION

les preuves données dans la premiére partie du chapitre, dans le cas

de la 1éécriture >(RIUR ¥E) se généralisent aisément en remplagant la

k

distinction entre Ry et Ral par une discrimination sur U REE et

j=l

n

Uo R.E

izk+l

Considérons alors le systéme de régles Reo engendré par la procédure.

Théoréme @ : Soit (R,£) un systéme de réécriture équationnelle tel que

UnifE existe, que les classes de congruence modulo £ soient finies et que

le préordre de E-filtrage S soit noethérien. Alors ->Rof est Church-Rosser

modulo €.

Preuve: Elle se calque aisément sur la preuve du Théoréme 23 de la premiére

partie du chapitre. La réécriture ->R+E£ est la réunion d’un nombre

I
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Fini n de relations de réécriture équationelle wR telles que

* pour tout i = 1,...k, ~ >Re E est compatible sur T(F,X)xT(F,X)

avec le préordre associé a qui est conservé sur les sous-termes,

* pour tout i = k+l,...n, ~OR+ E est compatible au sommet avec le

préordre associé < sur T(F,X)xTCF,X).

La réductibilité de R+ par Ro se définit de la fagon suivante:

pour tous termes t, ty et taal tels que

~t of tal
E

=e Cael

et t ->R+E[vte,a,l->r] ty au

et t ->R+E[e,a,l->r] ty

11 existe un terme t’, tel que t ->RooE t’, et ty équivalent a t’
2 2

par l’équivalence engendrée par R+UE.

Le cas 5.b de la preuve de cohérence locale utilise le fait que

pour i compris entre k+l et n, “ORY E est compatible au sommet avec

. ve ed
le préordre associé S. O

Il est important de noter que pour un méme ensemble initial

d’équations, des partitions différentes des ensembles de régles engendrées

Cuduisent A des stratégies de complétion différentes et plus ou moins

puissantes. Cette remarque a été développée en détail dans la deuxiéme

partie du chapitre, dans le cas de la réécriture ->R URE.
1

Remarque : Lorsque les classes d’équivalence modulo E ne sont pas finies,

{l est possible de donner une condition suffisante 4 tester sur les paires

critiques de cohérence pour assurer la propriété de Church-Rosser (voir la

premiére partie du chapitre).

Tl est intéressant de noter également le résultat d’unicité suivant:
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étant donné un ordre de E-réduction et une théorie équationnelle A, il

existe un unique systéme de réécriture équationnelle tel que

- RUE est équivalent aA

- R est E-noethérien

R est. R/E-Church-Rosser (i.e. t A t’? si et seulement si t tare t’)

- les régles de R sont interréduites.

Un tel systéme est obtenu en normalisant par la relation ->R/E le systéme

de réécriture retourné par la procédure de complétion équationnelle.

4.8. Travaux reliég

Un certain nombre d’autres travaux ont été menés autour de la

procédure de complétion de Knuth et Bendix, c’est-d-dire dans le cas ou £

est vide. Notons d’abord une idée de Kapur permettant de réduire le nombre

de paires 4 réduire et orienter: si @ est une superposition et qu’il existe

une variable x de D(8) telle que 6({x) soit réductible, la paire critique

correspondant a 6 est convergente. La preuve de cette propriété est facile

en utilisant une induction noethérienne et s’incorpore simplement dans nos

preuves.

Citons d’autre part les travaux de Winkler et Buchberger

{Winkler1983], prolongés par ceux de Kuchlin [Kuchlin1985]. Dans le premier

article, un critére permettant de prédire la convergence de _ certaines

paires critiques est donné. Ce critére permet ainsi de diminuer le nombre

de paires critiques 4 considérer et donc d’éliminer certaines réductions

superflues. Il permet également de diminuer la taille de 1’ensemble des

paires critiques en attente, ainsi que le nombre de paires de termes 4

orienter. Le deuxiéme article améliore ces résultats en donnant un critére

plus facilement implantable et montre que l’efficacité de la procédure de

complétion en est considérablement

d’étudier l’extension de

équationrelle générale.

leurs

-lal-

critéres a

améliorée.

la

Il sera.t

procédure de

intéressant

complétion
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CHAPITRE 3:

PROBLEMES DE DIVERGENCE

ET META—REGLES



i. Introduction

L’intérét des preuves par complétion est souvent limilé en pratique

par le fait que le processus de complétion engendre une infinité de paires

critiques toutes orientables en régles de réécriture. De plus L’unicité du

systéme de réécriture engendré par la procédure de comp]étion, un ordre

étant donné, permet d’affirmer que s’il y a divergence pour cet ordre, il

n’existe pas d’autre complétion permettant de n’engendrer qu’un nombre fini

de régles. Il peut se produire deux types de divergence, er. profondeur et

en largeur.

~ La divergence en profondeur est par exemple provoquée par l’existence

d’une régle g->d qui se superpose successivement sur une régle 97>) puis

sur la régle 99-4, obtenue 4 partir de cette superposition et ainsi de

suite. Ce phénoméne apparait lorsqu’il existe un sous-terme commun a d et

a % qui s’unifie avec g, Si o est l’unificateur de ce sous-terme avec Q;

ja régle engendrée par superposition aura comme membre gauche la forme nor-

male de o(g))- Si dans celle-ci apparait 4 nouveau le sous-terme de d, le

processus se réitére et les membres gauches des régles engendrées sont les

formes normales de o(g1), olo(g,)), He (OG )evedene L’exemple typique

est celui de la régle d’associativité d’un symbole f qui peut produire une

divergence dés qu’il existe une autre régle contenant un sous-terme du type

F(x,t).

- La divergence en largeur n’apparait que dans la complétion équationnelle

et résulte de l’existence, pour certaines équations, d’un ensemble complet

infini d’unificateurs dans la théorie E.
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U’apparition de l’un de ces deux types de divergence souléve des

problémes & la fois d’ordre pratique et théorique. En effet, la preuve de

la procédure de complétion reste valide lorsque le systéme de régles,

engendré 4 partir d’un nombre fini d’axiomes d’une théorie équationnelle,

posséde. une infinité de régles. Ce systéme infini permet encore,

théoriquement, de semi-décider l’égalité de deux termes finis dans le

théorie équationnelle initiale. Si les deux termes sont égaux, il est en

effet possible de trouver une itération de la procédure, done un systéme de

régles fini, telle que les deux termes se réduisent en une méme forme nor-

male (ou en des formes normales E-égales s’il s’agit de réécriture

équationnelle). Néanmois la procédure de complétion ne permet pas de

prouver que deux termes ne sont pas égaux et, en ce sens, ne fournit alors

qu’une procédure de semi-décision. De méme lorsque, en superposant modulo £

deux membres gauches de régles, 1l’algorithme d’unification modulo E

retourne un ensemble complet infini de €E-unificateurs, la procédure de

complétion doit théoriquement assurer la convergence d’une infinité de

paires critiques associées a ces deux régles en ajoutant en général une

infinité de régles.

Dans la pratique, il est exclu de considérer des ensembles infinis de

régles, Une premiére approche a été proposée par J.Y.Cras dans [Cras1983]

pour traiter ce probléme: une extension de REVE qui détecte un certain type

de divergence de la procédure de complétion, a été implantée. Les régles

engendrées par le processus de complétion sont réparties de fagon dynamique

en un certain nombre de suites "réguliéres”. Deux critéres de régularité

sont envisagés: le premier est l’existence d’une relation de récurrence

explicite, mais cela pose des problémes de détection qui ne sont pas
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résolus dans cette approche. Le deuxiéme est l’existence d’ une relation de

filiation, c’est-a-dire que les régles sont classées d’apr3s leur origine.

Plus précisément une régle appartient 4 une famille donné2 si elle est

obtenue par superposition d’une méme régle dans une régle arécédente de la

famille. Quand le systéme détecte une suite de termes réjuliére et que

celle-ci atteint une certaine longueur, en pratique trés faible, il

considére celle-ci comme infinie et cherche 4 définir des lemmes qui la

réduiront, Dans la plupart des cas, le lemme doit tre fourni par

Vutilisateur et bien sir prouvé par lui.

Le probléme de la détection des suites réguliéres rejoint celui de

l'inférence d’une relation de récurrence sur une famille de termes, utilisé

dans la synthése de programme a partir d’exemples [Jouannaud1981]. L’outil

des arbres signés est également proposé dans [Kirchner1982] pour aider a la

découverte de relations de récurrence. Cependant ce probléme ne sera pas

abordé dans le cadre de cette thése. Noua avons plutét cherché dans ce

chapitre 4 débroussailler un probleme difficile et les résuitats que nous

donnons ne prétendent pas constituer un traitement exhaustif du probléme.

Nous nous sommes fixés les trois objectifs suivants:

1) Le premier est de proposer une notion de schématisation et a mettre en

évidence les conditions qu’il faut vérifier pour que cette schématisation

soit possible. Le but poursuivi dans la schématisation d’un ensemble infini

de régles de réécriture est de trouver un systéme fini de mecu-régles qui

permettront de décider de l’égalité dans la théorie équationnelle

correspondante. Soulignans que, contrairement 4 d’autres approches util-

isant 1’ introduction de lemmes valides pour faire une preuve, telle celle

de Boyer et Moore [Boyer1977], nous nous placons ici dans l’algébre libre
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et non dans l’algébre initiale de la théorie équationnelle. De fagon

informelle, une méta-régle est une régle possédant des méta-variables,

c’est-a-dire des variables qui ne peuvent prendre leurs valeurs que dans un

domaine donné. Pour construire une méta-régle, il faut d’abord déterminer

une famille de régles dont les membres gauches ont un squelette commun. Ce

squelette est défini comme le plus grand terme G tel qu’il existe un filtre

modulo une relation d’équivalence décidable, notée ~, de ce terme vers

chaque terme de la méme famille. Dans les cas de divergence en profondeur

que nous considérons, cette équivalence est engendrée par un sous-ensenble

i de l’ensemble infini de régles. Dans le cas d’une divergence en largeur,

cette équivalence est engendrée par les équations de E. Des méta-variables

s’introduisent 14 o% 1’on applique le filtre. Les structures sont les

images des méta-variables par le filtre et engendrent leur domaine. On

infére alors une méta-régle G->D dont le membre gauche est le squelette de

la famille infinie. Pour réduire un terme avec une méta-régle, on définit

une ré€écriture contrainte notée -->>. La schématisation est correcte si

l'ensemble des méta-régles ainsi déterminées posséde la propriété que la

congruence engendrée par la relation -->>> (définie comme -->> suivie de ~)

Coincide avec celle de la théorie équationnelle de départ. Plusieurs condi-

tions permettant d’assurer la correction d’une schématisation sont.

Proposées. Une fois trouvée une schématisation correcte, il est valide

dutiliser les méta-régles pour prouver un théoréme équationnel, ou pour

résoudre des équations, comme nous le verrons dans un chapitre ultérieur.

2) Le deuxiéme probléme est de proposer une méthode permettant de prouver

que la relation de réécriture -->>> est convergente, afin a la fois de

prouver la correction et d’obtenir une procédure de décision de la théorie

équationnelle de départ. Au lieu de travailler directement sur la notion de
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réécriture contrainte, on élargit le probléme en 1’étendant a 1’ensemble

des méta-termes. Pour cela, une opération de méta-réduction est définie sur

cet ensemble. La méta-réduction est une extension conservative de

J’opération de réduction contrainte sur les termes. Il est alors possible

de donner des conditions nécessaires et suffisantes pour que la méta-

téduction posséde 1a propriété de convergence dans l'ensemble des méta~

termes. Celle-ci implique la convergence de la réécriture contrainte dans

Vensemble des termes,

3) Enfin le dernier probléme est de faire le lien avec la complétion

équationnelle. Dans certains cas de divergence en profondeur que nous

caractérisons, compléter un ensemble de méta-régles se raméne a une

complétion modulo 1’équivalence ~.

2. Position du probléme

Afin de cerner mieux le probléme, il s’agit d’abord de répondre 4 la

question: quels types de systémes de réécriture infinis veut-on représenter

par des méta-régles? Donnons quelques exemples simples mais significatifs

des problémes qui se posent.

Exemple 15 : Les arbres binaires signés:

le systéme de réécriture considéré est

-(-(«)) => x

~(F(x,y)) => F(-(y),-(x))
F(-x,F(x,y)) -> y

f(fly,x),-x) -> y

A partir de ces régles, la procédure de complétion diverge en engendrant

deux familles infinies de régles:
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F(-x, F(x,y))->y,

FCFC=9 9X) CPO) 9X5) YI -DY

FCC) 9x FCP(-x) 1X, oy) ->y

PCE CR yxy) FCF OG 5X5) ,¥)=>y

FEC PC =x 5x5) 5-4) FCO 9 FOX, 95 )) 4) =P¥

et

F(Fly,x),-x) -> y

PCECY FC) 9 X5)) 5 F(-x, y=x dy

PCE CY F(x) 4X5) F(x, 1x) ))->y

FCECY Fx) s-Xy)) FOX, 9) Dy

FCECYs FO] Fe 9 %5))) PCP -X3 9-9) =x) =

Vv

Exemple 16 : Associativité et idempotence: les équations

F(f(x,y),z) = F(x, fly,z))
f(x,x) = x

orientées de gauche 4 droite, engendrent les deux familles de régles:

ERMC EREREAG, VERA COEEERTIAC OC OEEEED)
> F(x, Flxy, ee ey Fx, Zz...)et 

L 2' , k

PFO gee Fe FOr FOR mee) o a ad

- KF r ees POQ eM dees

Exemple 17 : Un deuxiéme exemple assez proche du précédent est celui des
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axiomes de distributivité et associativité, lorsque la distcibutivité est

orientée de maniére 4 factoriser les expressions. Les axiome:s

((xxy)¥z) = (x«(yxz))
(x#z)+(y#z) = (x+y )¥z

orientés de gauche 4 droite, engendrent la famille de régles:

(x aC. eCx ez). Jey, eC... (yl #z)...) >

" : : PCO #6 et Dee a (ypit ee eayy Does DDa2

Exemple 18 : Un autre exemple dd a F.Bellegarde montre que l’on peut avoir

des cas plus complexes:

les équations

(xty)4z = x4 (y+z)

(xty}4z = (x#z) + (yxz)

(x+a).z = (xez) + 8

sont supposées orientées de gauche a droite et engendrent alors

(xp tlre. Ox ta)... )).z -> (Op az (Org #2406 tC (xy 2) + a)...)

Exemple 19 : Une seule régle réussit parfois 4 engendrer une famille

infinie, Prenons l’exemple (di A M.Ardis [Ardis1980] et cité par

N.Dershowitz dans [Dershowitz1992]) de la régle

F(g(f(x)))=>g(F(x))

Elle engendre la famille de régles:

F(g*(F(x))) => gi(F(x))
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Exemple 20 : Cet exemple décrit un type de représentation des entiers. Il

est emprunté a J.¥.Cras et dG 4M.C. Gaudel. La fonction rn associe a

Ventier i sa représentation rn(i). Les fonctions pred et succ portent sur

les entiers et decr sur les représentations.

Les régles

test(rn(x),rn(succ(x))) => 1t

rn(pred(x)) -> decr(rn(x))

engendrent

test(rn(x) ,en(suce(x))) -> 1t

test (decr(rn(x)),rn(suce(pred(x)))) -> lt

test (decr(decr(rn(x})),rn(suce(pred(pred(x))))) -> 1t

Exemple 21 : Montrons aussi un exemple de divergence en largeur: il est

emprunté 4 la résolution par complétion de l’équation

F(x, f(x, Fla,y)) ex

dans la théorie des arbres signés avec un symbole binaire f et un symbole

unaire h. La théorie est décrite par le systéme de réécriture équationnelle

Eo: -(~{x)) a x

-(fOqy)) = FC-Cy),-(x))
-h(x) = h(-x)

Ri: f(-x,f(x,y)) -> y

F(Fly,x) ,-x) -> y

Par superposition modulo E des régles:
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RES( f(x, F(x, fla,y))),x) -> SOL(x,y)

et f(-x,f(x,y)) -> y

on obtient la famille infinie de régles:

RES(F(a,y), F(x, »-x))) ay SOL( F(x, y-x)) sy)

RES(F(a,y) WC F(X) ,-x)))) -> SOL (HC F(x) y-x))) sy)

RES(Fa,y) ,h(h( F(x, ,-x))))) -> SOL(CHCH(FCx, =x) ))) sy)

RES(Fla,y) sh(WChC F(x) -x))))) ~> SOLCh(h(in( F(x, =x) ))) I ,y)
tae

dde au fait que l’unification modulo E de f(x,f(x,fla,y))) et f(-x,f(x,y))

retourne un ensemble complet infini d’unificateurs modulo E

U(x Fx) =x),

(x WCF OK x1),

Cxeh(HC F(X) =x)

(xh (h(WCF (x, =x) ))) seed

solution, de l’équation x=-x. V

Dans toute la suite, Ry est un systéme de réécriture confluent et

neethérien et E un ensemble d’équations pour lequel il existe un algorithme

complet de E-unification.

Pour avoir un formalisme unifié permettant de traiter 4 la fois les

cas de divergence en profondeur et en largeur, nous introduisons une rela-

tion d’équivalence ~ que neous supposerons décidable. Dans le cas d’une

divergence en profondeur de la procédure standard de Knuth-Bendix, ~ doit

étre interprétée comme la congruence engendrée par un systéme de réécriture

convergent Ry dont le réle et la détermination seront précisés dans le
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paragraphe suivant. Dans le cas de divergence en profondeur de la procédure

de complétion équationnelle, ~ est la congruence engendrée par un systéme

de réécriture équationnelle (Ra sE) supposé aussi convergent. Dans le cas

d’une divergence en largeur de la procédure de complétion équationnelle, ~

doit étre interprétée comme 1’équivalence engendrée par E.

D’autre part, <-¥->Ro désigne dans toute la suite la congruence

engendrée sur les termes par le systéme de réécriture (éventuellement

équationnelle) Reo (ou (Reo,E)).

3. Schématisation

Le but de ce paragraphe est de proposer une notion de schématisation

et de caractériser les systémes de réécriture infinis schématisables en ce

sens. Intuitivement il y a deux idées dans le concept de schématisation

proposé ici: la premiére est de remplacer un ensemble infini de régle” par

un nombre fini de méta-régles. Ainsi la condition pour qu’un systéme de

réécriture soit schématisable est que l’on puisse trouver des sous-

ensembles de régles dont les membres gauches présentent une certaine

régularité que nous formaliserons. A chacun de ces sous-ensembles est alors

associée une méta-régle. La deuxiéme idée, contenue dans le concept de

schématisation correcte, est que l’ensemble des méta-régles ainsi obtenu

doit permettre de décider de la théorie équationnelle.

Dans tout ce paragraphe, les techniques d’inférence jouent un réle

primordial dans la découverte des méta-régles. Nous avons tenté de les

localiser le plus précisément possible, en sachant qu’elles sont encore peu

satisfaisantes.
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3.1. Suite généralisable de termes

Dans un premier temps, il s’agit de caractériser les suites infinies

'e termes é6tudiées. Intuitivement une suite de termes esi: généralisable

s’il existe un squelette commun a tous les termes de la suite et des

branches, c’est-a-dire des ensembles de termes pour lesquels il existe un

relation deprocessus de formation descriptible, par exemple une

récurrence.

Définition 53 : Une suite de termes (a) admet un généralisé modulo ~ si et

seulement si il existe un terme g tel que pour tout Ge il existe une sub-

stitution oy telle que o,(g) ~ Ope 0

Cette notion étend la notion de géiiicalisé dans l’ensemtle des termes

présentée par exemple dans [Huet1976].

Exemple 22 : Cas d’une divergence en profondeur:

Les équations

FCF(x,y),z) = Flx,fly,z))

F(x,x} = x

orientées de gauche 4 droite, engendrent une premiére familie de régles:

Fxy sf Oxy ,2)) -> FOZ)

FCK) » FCx5 Fxg Fx, ,2)))) => FO Fx, 22)

F(x, yF(Xy pee eg FOX SFO ye veg FOE pz) eves)
an et 4 => FO PUK yee OQ Zz) 0)

Considérons la suite (gq) de leur membres gauches et le systéme de

réécriture:

Ro > FCF(x,y),z) -> Flx, Fly,z))

La suite de termes (g) admet un généralisé modulo Ry puisqu’il existe un
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terme g = f(x,f(x,z)) tel que pour tout Qs il existe une substitution g
k

telle que o,(g) HORA a

Les oy sont:

(xx),

OF),

(xP OR) F0%5 x3),

Suc SERA OENAC STL ODE DEREE

Exemple 23 : Cas d’une divergence en largeur:

Dans la théorie es arbres signés ot

E : +-(-(x)) =x

-(fOay)) = f(-(y),-(2))
-h(x) = h(-x)

Ri: f(-x,f(x,y)) -> y

F(Fly,x),-x) > y ‘

RES( f(x, f(x, fla,y))),x) -> SOL(x,y)

considérons la suite (9) des membres gauches des régles suivantes:

RES(F(a,y), f(x, 5-x))) > SOL(F(x, 4-x,),y)

RES(F(a,y) sh( F(x, 5-x, ))) -> SOL(HC FO) yx, )),y)

RES(F(a,y) znChCFCx) yx) )))) >» SOL (nCh( F(x, 5-x,))) sy)

RES(F(a,y)W(h(hC Fx, 5x, ))))) > SOL (RCH Oh( F(x, 9x, ))) sy)

La suite de termes (9) admet un généralisé modulo £ puisqu’il il existe un

terme g = RES(f(a,y),x) tel que pour tout qe il existe une substitution 5,

E
telle que a (g) Op

les oy sont:
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(x FOG =x),

Cx HCF OG =X),

(x h(HC FC 5x1),

Cx h(n F(x, =x) yee

Considérons l’ensemble des généralisés modulu ~ d’une suite (g,). Cet

ensemble de termes est non vide puisqu’il contient les variables. Il est

partiellement ordonné par le préordre de filtrage.

Définition 54 : Un plus grand généralisé de la suite de termes (g,) quand

il existe, est un élément maximal (paur le préordre de filtrege) non réduit

dune variable, dans l’ensemble des généralisés. O

Exemple 24 : Dans les deux exemples précédents, g est un plus grand

généralisé, V

Lorsque ~ est simplement 1’égalité syntaxique sur les termes, le plus

grand généralisé existe toujours, car c'est la borne inférieure de

l’ensemble des termes de la suite dans l’inf-demi-treillis bien fondé

(T(F,X)/Ren,S), oG Ren est la relation de renommage des variables et S$

Vordre induit par le préordre de Filtrage Ss,

Le réle du plus grand généralisé est de représenter la plus grande

partie commune a tous les termes d’une méme famille. Le choisir maximal

permet de mieux localiser les sous-termes qui grossissent et de trouver le

processus de formuiion de ces sous-termes. C’est ce que nous allons
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formaliser maintenant avec les notions de branche et de domaine engendré

par une branche,

Définition 55 : Etant donnée une suite de termes (9) admettant un plus

grand généralisé noté g, pour toute variable x de g, on définit Bx =

fo, (x)}. On appellera branche de la suite (g,) tout ensemble Bx non réduit

a une variable. O

Nous allons imposer de plus que chaque branche soit un ensemble

générateur de termes que 1’on peut reconnaitre. Cela nécessite d’ introduire

quelques définitions supplémentaires.

Définition 56 : Le domaine engendré par la branche Bx={o, (x)} est

l’ensemble des termes

{t } t ~ yoy (x)) pour toute substitution y}, O

Exemple 25 : Reprenons l’exemple 8. Le domaine engendré par Bx = ix),

,FO aX) Fx) Fxg 9%) Fx) Fx, PKK) ood est l’ensemble des

termes tout entier. Ce sera toujours le cas pour les exemples de diver-

gence en profondeur dans lesquels Bx contient une variable. V

Exemple 26 : Considérons la suite de régles:

F(g'(F(x))) -> g (FOX)

Ry est ici l’ensemble @ et le généralisé des membres gauches est le terme

f(g(x)). La branche

Bx = {f(x)), g(F(x,)), g(a(F(x)))),.+4

engendre l’ensemble des termes dont le symbole de téte est f oug. V
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Exemple 27 : Reprenons l’exemple 9 de divergence en largeu: le domaine

engendré par Bx = LF(xys-*)), G(X 9 FCX) sy -K ay) HC G(X5 Fy =X )y-%Q))5

G05 190% FOX) =X] ) XQ) -Xs Dae ed est l’ensemble des solutions modulo E de

Véquation (x=-x). Notons que Bx est un ensemble complet de [-solutions. VY

Remarquons qu’un méme terme du domaine peut en général Gtre obtenu par

substitution a partir de plusieurs termes de la branche. Cependant il est

possible d’en trouver un de taille maximale dans les exemples précédents.

Nous aurons besoin dans la suite de reconnaitre les termes du domaine.

C'est pourquoi nous allons imposer qu’un domaine soit un ensemble récursif.

Rappelons tout d’abord cette notion [Shoenfield1967].

t_,...} estDéfinition 57 : On dit qu’un ensemble de termes {tystorenes P

récursif si il existe un algorithme permettant de décider si un terme

appartient & cet ensemble. O

La propriété pour un ensemble a'étre récursif est indécidable en

général. Pourtant il est possible de donner des conditions suffisantes

assurant cette propriété. Ce sera le cas en particulier s’il existe une

grammaire engendrant ce langage ou un automate le reconneissant. Un cas

particulier, important pour l’étude des divergences en largeur, est celui

at DOM est l’ensemble des termes satisfaisant modulo £ une équation donnée

avec une seule variable x. Pour décider de l’appartenance d’un terme t a

Vensemble, il suffit dans ce cas de substituer t a la variable x dans e et

de tester la E-égalité des termes obtenus.

Exemple 28 : Dans les trois exemples précédents, DOM est récursif. V
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Nous sommes maintenant en mesure de définir une suite généralisable:

Définition 58 : Une suite de termes (g) est généralisable si et seulement

Si elle admet un plus grand généralisé et des branches qui engendrent des

ensembles récursifs, O

Remarquons que, pour une suite, la propriété d’étre généralisable est

indécidable, du fait que, pour un ensemble, la propriété d’étre récursif

l’est.

3.2. Méta-terme et instanciations associées a une suite généralisable

A la suite généralisable (gq) est associé un terme contenant une

nouvelle sorte de variables, avec des contraintes sur les valeurs qui peu-

vent leur étre affectées.

Définition 59 : On appelle ensemble de variables contraintes un couple

(MX,DOM) composé d’un ensemble MX de nouvelles variables et de leur domaine

DuM qui est un ensemble récursif.

Les variables de MX sont appelées méta-variables et notées Ky Vilar ©

A des branches distinctes sont en général associés des domaines

différents. Il faudra alors introduire autant d’ensembles de méta-variables

que de domaines. Pour ne pas alourdir la formalisation, nous supposerons

que les branches engendrent toutes le méme domaine DOM et nous

n’introduirons qu’un seul ensemble de méta-variables. C’est d’ailleurs le

cas dans tous les exemples que nous traitons ici.

Définition 60 : On appellera méta-terme tout terme de la F-algébre libre

engendrée par XUMX et notée T(F,XUMX).

Si | est un méta-terme, MV(T) désigne l’ensemble de ses variables et méta-

-139-

variables.

Une méta-régle est un couple de méta-termes noté G->D tel que MV(G) conti-~

enne MV(D). ©

Notation Les méta-termes seront notés par des lettres capitales

T,U,6,D...

Dans tout ce qui suit, nous supposerons la congruence ~ étendue aux

méta-teri.s de la fagon suivante: ~ est la plus petite congruence sur

T(F,XUMX) contenant toutes les paires (a(g),a(d)), pour toute équation g=d

définissant ~, et pour toute substitution o de T(F,XUMX).

Définition 61 :

- On appelle squelette de la suite généralisable (g.) le plus grand

généralisé dans lequel toute variable z telle que Bz n’est pas réduit a une

variable est remplacée par une méta-variable Z.

- l'ensemble des structures S associé 4 une méta~variable Z est 1’ ensemble

8z. Le domaine d’une méta-variable Z de MX a laquelle est associé

Vensemble de structures S est l'ensemble de termes DOM engendré par S.

- Qn dira alors que (gy) est schématisable par ce méta-terme G et le

domaine DOM. O

Précisons tout de suite un cas important o0 une suite de régles est

schématisable: supposons qu’il existe une relation de récurrence module un

systéme de réécriture confluent et noethérien entre les (g,->d,), c’est-a-

dire que pour tout k>l, J, et dy puissent s’exprimer en fonction de Sy} et

ay Tespectivement, 4 l’aide d’un méme filtre o En d’autres termes,
k-1°

a” fo lg) et dy. ~ Coy Cd)

Alors pour tout k>1, G74), peut s’exprimer en fonction de 9,724)!
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g.->4, ~ (a(g))) >) (a, (d))).

ou a = pipe gees La méta-régle est alors la régle 9,->4d) dans

laquelle les variables x appartenant au domaine de la substitution ay sont

templacées par des méta-variables. Les branches s’écrivent sous la forme

{ay (x)}. De telles relations de récurrence peuvent étre détectées automa-

tiquement par une technique de filtrage en téte appliquée récursivement

d’abord sur les termes de la suite, puis sur les filtres obtenus jusqu’a

obtenir un filtre constant. Pour plus de détails sur cette technique

utilisée en synthése automatique de programmes & partir d’exemples, nous

renvoyons le lecteur 4 [Jouannaudi981].

Définition 62 : Une instanciation des wéta-variables est une application 4

de l’ensemble des méta-variables MX dans leur domaine DOM. Une instancia-

tion principale des méta-variables est une application | de l’ensemble des

méta~variables MX dans l*ensemble des structures. O

Les hypothéses faites sur les structures permettent de décomposer

toute instanciation des méta-variables en une substitution de T(F,X) et une

instanciation principale, modulo 1’équivalence ~.

Lemme 3 : Pour tout méta~terme T et pour toute instanciation 6 des méta-

variables de T, il existe une substitution y de T(F,X) et ume instancia-

tion principale ) des méta-variables de T telles que $ ~ y.& [MV(T)].

Preuve: Sait $ une instanciation des méta-variables de T. Pour toute méta-

variable 7Z, il existe une structure s et une substitution y telles

que y(s) ~ $(Z). En posant 4(Z) = s, on obtient ¢~ y. [MV(T)]. O
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Il faut neter que cette décomposition nécessite de renonmer les vari-

ables des structures associées quand il y a plusieurs métu-variables, ce

que nous ferons implicitement.

Exemple 29 : Prenons le cas of ~ est 1’égalité syntaxique, ot l’ensemble

des structures contient f(x) et engendre l’ensemble des termes commengant

par f ou g. Soit T le méta-terme g(F(X),f(Y)), et PREF (EYE F(ED)) ou

ty et t, sont des termes quelconques. On choisira alors:

= (Xe | ee2 (X Fx WEF (x, )) et ye(x mt) (x, t,) v

Cette décomposition se généralise 4 toute application de XUMX dans

TF ,X)s

Corallaire 1 : Pour tout méta-terme T et toute application o de XUMX dans

T(F,X), il existe une substitution 6 de T(F,X) et une instanciation princi-

pale | des méta-variables de T telles que o ~ &.p [MV(T)].

Preuve: Soit o une application de XUMX dans M(F,XUMX). o se décompose en a

définie sur les variables de T et B définie sur les méta-variables

de T. D’aprés le lemme 1, il existe alors y et % telles que y.4 ~ 8

(M¥(T)]. Dn en déduit que:

a.y.d ~o [MV(T)], d’od le résultat en posant S=a.y. 0

Exemple 30 : Dans l’exemple précédent, considérons T = g(qg(X,Y),x) et

= e - -os (KH FEY © F(t, (x & ty).

On choisit alors:

be(X & Fx DY - F(x) et S=(x) a tix, - to dtx —t,). V
3
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Définissons maintenant un systéme de régles schématisable par un

ensemble de méta-régles.

Définition 63 : Un systéme de réécriture infini Re est schématisable par un

ensemble de méta-régles MR et un ensemble de structures S si et seulement

si pour toute méta-régle G->D de MR et toute instanciation principale p de

ses méta-variables, (G) est ~-équivalent au membre gauche d’une régle de

Ro. O

Remarquons qu’une régle (sans méta-variable) est aussi une méta-régle.

Dans la suite, quand nous parlerons de régles, nous ferons référence au

systéme de réécriture Re» obtenu par complétion, et nous parlerons de méta-

régles pour le systéme MR obtenu par schématisation, qui peut bien sGr con-

tenir des méta-régles sans méta-variables.

Dire que le membre gauche d’une méta-régle G est aprés instanciation

principale ~-équivalent au membre gauche d’une Tégle de Rw, traduit le fait

que G est le plus grand généralisé modulo ~ d’une suite (gs tous les 4,

sont alors -->> auréductibles par sommet par la méta-réqle de membre

gauche G. Si l’an n’ impose pas cette restriction, on pourrait obtenir la

situation suivante:

Exemple 31 : Les régles

f(xte) -> F(x)

(xty)4z -> x+(y4z)

engendrent

f(x+e) -> F(x)

F(xt(yte)) -> flxty)

F(x+(yt(zte)) -> F(xt(y+z))

wae
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Dans la suite des membres gauches de ces réoles, les sous-termes a

l’occurrence 1 forment une suite

xte, x+(yte), xe(y+(z4e)}) 2.

généralisable par le méta-terme X+e et le domaine DOM engendré var

Sz {x, xty, x+(y+z) ...}.

De méme, dans la suite des membres droits, les sous-termes 4 l’sccurrence 1

se généralisent par X. Cependant 1l’introduction de la régla (X+e) -> X

modifierait complétement la théorie équationnelle. Par contre la

définition que nous donnans conduit a4 la méta-régle f(X+e)->F(X). V

Pour schématiser un ensemble infini de régles, la méthode proposée ici

est la suivante: a partir de 1’ ensemble RS des régles 4 une itération i de

la procédure de complétion, on détermine une cengruence ~ incluse dans

(-#->Ro, On infére des méta-régles dont les membres gauches genéralisent,

modulo ~, les premiéres régles engendrées, ainsi que le domaine DOM et son

ensemble de structures S. On vérifie alors 1’hypothése que toute la suite

de termes que généralise le membre gauche de la méta-régle est bien

engendrée par complétion. Ceci peut se faire dans tous les exemples que

nous considérons, par un raisonnement par récurrence du type suivant:

- $y (6) est ~-équivalent au membre gauche Ig d’une régle de Reo

- si 9,66) est ~-équivalent au membre gauche a5 d’une régle de Re, alors

v.66) est ~-équivalent au membre gauche Gi,, dune régle de Re, en

prouvant que 9; Se superpose avec une autre régle pour donner une nouvelle

tégle dont le membre gauche est ~-équivalent A $468).

Nous avons vu apparaitre dans l’exemple 31, la nécessité d’assurer la

torrection de la schématisation. Schématiser correctement un systéme de
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réécriture Ro consiste 4 trouver un nombre fini de méta-régles permettant

de décider de <-#->Re. Pour cela il faut auparavant préciser ce que 1’on

entend par réécrire avec un tel systéme.

3.3. Définition de la réécriture contrainte sur les termes

En général, la notion habituelle de réduction, méme modulo

l’équivalence ~, ne convient pas.

Exemple 32 : Reprenons l’exemple de la régle

F(g( F(x) ))->gCF(x)).

Elle engendre la suite de régles:

f(g (f(x))) -> g (F(x)

qui admet pour squelette le méta~terme f(qg(X}) -> g(X) et il parait judi-

cleux de choisir cette méta-régle pour représenter la famille de régles

considérée. La branche

Bx = (F(x), glFCx))), Cal F(x, ))),-..}

engendre l’ensemble des termes dont le symbole de téte est f ou g. Les

termes f(g(a}) et gla) satisfont f(g(a)) -> g(a). Pourtant f(g(a)) et g(a)

ne sont pas équivalents dans la théorie initiale et ne sont donc jamais

Rw-équivalents. V

La raison qui empéche d’avoir la réciproque apparait clairement sur

cet exemple: on a "oublié” la contrainte sur les méta-variables en filtrant

f(g{X)) vers f(g(a)). En effet la valeur X->a n’est pas une valeur

autorisée pour la méta-variable X car elle n’appartient pas 4 son domaine.

On va donc définir une autré relation de réécriture, que nous appelons

-145-

réécriture contrainte, qui tient compte du domaine des méta-variables.

Notation : Soit MR un ensemble de méta-régles notées G->D.

Définition 64 : Soit Filtre-contraint 1’ application de T(F,XUMX)xT(F,XUMX)

dans l’ensemble des parties de l’ensemble des substituticns de T CF, XUMX }

qui a un couple (T,T’) assacie

- l'ensemble des substitutions o” satisfaisant:

-- a est un filtre modulo ~ de T vers T’

-- pour toute méta-variable Z de MV(T), o°(Z) appartient 4 DOM,

si T est un méta-terme et T’ un terme,

- l'ensemble vide sinon. ©

Remarque : L’ application Filtre-contraint est une Opération de filtrage

dans la théorie équationnelle ~, dans le sens od noug l’avons définie au

chapitre 2, lorsqu’on suppose que la congruence ~ est étendue a TCF,XUMX).

Il faut noter qu’en fait Filtre-contraint n’a besoin d’étre définie que sur

TUF, XUMX)xT(F,X). Sa valeur sur T(F,XUMX)xT(F,XUMX) tout entier ne nous

intéresse pas dans la mesure ot l'on ne réduit que des termes.

Reprenons les trois exemples précédents:

Exemple 33 : Associativité et idempotence:

A l’ensemble infini de régles engendré par les équations

FCF(x,y),z) = F(x, Fly,z))
F(x,x} = x

on associe

Rot F(f(¥,y),2) -> Flx, fly,z)).

L’ensemble des structures



-146- 
~147-

Ss {x F(x) 5%), F(x) FCx5)%3)), FOX) FUxy 9 FOX 9X4) 0d engendre Filtre-contraint est dans ce cas l’application qui au couple (T,T’), tel

ensemble des termes tout entier. filtre-contraint est dans ce cas que T’ soit un terme de T(F,X), associe le filtre o” de T vers T’ si pour
1 application qui au couple (T,T?), tel que T’ soit dans T(F,X), associe tout Z, o (Z) commence par le symbole f, ou bien l’ensemble vide sinon. V

l’ensemble des filtres modulo Ry de T vers T’. V

Exemple 35 : Cas d’une divergence en largeur:

Cet exemple se généralise car dans la pratique, il est fréquent que Dans la théorie des arbres signés ou

l’ensemble des structures contienne une variable.

E : -(-(x)) = x

~(F(x,y)) = F(-Cy),-(4))
Définition 65 : On dira qu’une méta-régle est sans contraintes si et seule- h(x) = h(-x)

ment si l'ensemble des structures associé A l’ensemble des méta-variables

Ri: F(-x,f(x,y)) -> y

F(F(y,x),-x) -> y
RES( f(x, f(x, f(a,y))),x) -> SOL(x,y)

contient une variable.

Qn dira qu’un ensemble de méta-régles est sans contraintes si et seulement

pour la suite de régles
si chacune de ses méta-régles est sans contraintes. O

e

RES(Flasy), F(x) ,-x))) -> SOL( F(x, 5-*)),y)
Dans ce cas, nous avons déja remarqué que DOM est alors l’ensemble de, J aed i RES(Fla,y) sn( F(x) ,-x)))) -> SOL(HCF(X) =x) )),y)tous les termes. De plus, les méta-régles sont, 4 un renommage prés des 

J

plus, g , ge p r RES(Fla,y) WCAC F(x, »-x,)))) -> SOLCH(H( F(x, =x) ))) 59) veeméta-variables par des variables, des régles de Re.

on choisit l’ensemble de structures

Corollaire 2 : Si MR est un ensemble de méta-régles sans contraintes h
aE 

g 
' } 5 = {FOX 5-%,), G(X) 9 F(X) 9-1) y-Xy)s (Gx FOX] 9X4) 4-XQ))sFiltre-contraint(T,T’), lorsque T’ appartient 4 T(F,X), est l’ensemble des

BOX 0X5 9 FLL 9-1 9-XQ)o- Kg) edfiltres modulo ~ de T vers T’. 

7 fqui engendre l’ensemble des solutions modulo £€ de 1’équation (x=-x).

Exemple 34 : Considérons la suite de régles: Filtre-contraint est dans ce cas l’application qui au couple (T,T’), tel

que T’ soit dans T(F,X), associe un filtre modulo — o”, de T vers T’ sii i
F(g-(F(x))) -> g (F(x 

. : 5° oir) pour tout Z, ao (Z) est solution de (x=-x), ou bien l’ensemble vide s’il
R, est ici L’ensemble vide. L’ensemble des structures 

pea pe hs° nexiste aucun filtre modulo — vérifiant cette condition. V
S = {F(x)), g(F(x))), G6GC F(x, ))), 64]

engendre l’ensemble des termes dont le symbole de téte est f ou gq
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Ce dernier exemple révéle une difficulté non résolue du filtrage con-

traint. En effet il ne suffit pas de disposer d’un algorithme de filtrage

modulo ~ calculant un filtre modulo ~ (ou méme un ensemble complet de fil-

tres modulo ~), pour savoir faire du Filtrage contraint. Il se peut en

effet que le ou les filtres retournés ne satisfassent pas les conditions du

domaine, alors qu’il en existe d’autres les satisfaisant.

A la notion de filtrage contraint et a l’ensemble de méta-régles MR

correspond la notion de réécriture contrainte. i

Définition 66 : La relation de réécriture contrainte -->> avec 1’ ensemble Tr
de méta-régles MR est définie sur les termes par:

t -->>[u,07,G->D} t’

si et seulement si

- G->D appartient a MR

- o appartient 4 fal tne:-conenain’ (0,0) ))

~ t? = tlueo(D)J. O

Définissons également la relation -->>> par:

t -->>> t’ si et seulement si t -->> t et t’? ~ t’F-

En d'autres termes -->>> = -->>.~

définir la notion deNous sommes maintenant en mesure de

schématisation correcte.

3.4. Correction de la schématisation

Une schématisation est correcte si l’ensemble des méta-régles obtenues
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permet de décider de l’égalité dans la théorie A initiale. |
|

Définition 67 : La schématisation de Re par MR est correcte si et seulement

Si <~*->Roo coincide avec <<<-#->>>. OO

Puisque la preuve de la procédure de complétion permetRemarque :

daffirmer que “A coincide avec <-¥->Re, il est écuivalent de dire a coin-

cide avec <<<-¥->>> dans la définition précédente. Notons d’autre part que

(<-4#->>> sera facilement décidable si -->>> est convergente, c’est-d-dire

Si -->>> est noethérienne et posséde la propriété de Church-Rosser:

t <<<-#->>> t’ si et seulement si il existe t” tel que

£ -#->>> t” et t? -#->>> t”,

Notre but est maintenant de caractériser une schématisation correcte.

Proposition 1 : La schématisation de Re est correcte si et seulement si

(a) pour toute équation g=d de A, g <<<-%->>> d.

(b) pour toute méta-régle G->D et toute instanciation orincipale 4,

(G) <-*->Ros y(D)

(c) ~ est incluse dans <-*->Re.

Preuve: @ Maontrons d’abord que les deux propositions sJivantes sont

équivalentes:

(1) Si t <-%->Ro t?, alors t <<<-¥->>> t’,

(a) pour toute équation g=d de A, g <<<-#->>> d.

(1) => (a) est évident.

(a) => (1) : On a dans ce cas t = t? et donc t <<<-x->>> t’.

@ Montrons ensuite que

(2) Si t <<<-¥->>> t’ alors t <-*->Re t?
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est équivalente a la conjonction de:

(b) pour toute méta-régle G->D et toute instanciation principale

$, CG) <-#->Roe 4(D)

(c) ~ est incluse dans <-#->Roo.

.(2) => (b) et (c) est évident.

(b) et (c) => (2): il suffit de vérifier que t -->>> t’ implique

{ <-¥->Reo t?. Si t n’est pas équivalent modulo ~ 4 t’, t est

réductible par une régle de KR avec -->>,

Posons t -->>[(u,o7,G->D] ty ~t’. Ona o(G) ~ Chee D’aprés le

corollaire 1, il existe alors & et } telles que 6.) ~ o [MV(G)].

On en déduit que:

6.(G) ~ a (G) ~ th et 6.$(D) ~ o (BD) ~ t
lju’

Or CG) <-*->Roo y(D) implique 8(W(G))) <-#->Reo S($(D)). Par

conséquent, thy <-%=>Roo thy et t <~#->Res ty <-#->Re tb’. 0

Vérifier la correction d’une schématisation est un probléme difficile

dans la mesure of il faut tester la propriété (b} sur toutes les instancia-

tions principales. Nous proposans dans le paragraphe suivant des conditions

suffisantes permettant de prouver la correction.

4. Conditions suffisantes de correction

Examinons tout d’abord les conditions (a), (b) et (c) équivalentes 4

la correction,

La condition (a) est facile a tester si -->>> est convergente. Nous revien-

drens sur ce probléme par la suite.

La condition (c) est automatiquement satisfaite dans le cas d’une_ diver-
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gence en largeur, car dans ce cas <~#->Ro est 1’équivalence engendrée par

(Ro UE) qui contient bien 1’ équivalence engendrée par E. Dans le cas d’une

divergence en profondeur, la condition (c) est remplie de fagon évidente si

Ry est inclus dans Ro.

Des conditions suffisantes pour assurer la condition (b) peuvent étre

données:

- si l’ensemble des structures contient une variable, (b) equivaut a:

(b)) pour toute méta-régle G->D, G <-#->Re D.

- si toute instanciation principale § s’écrit We ot Yo est une instancia-

tion principale, (b) est équivalent a:

(b,) pour toute méta-régle G->D, ¥y(G) £-#->Roo by (D).

fela résulte de la stabilité de la congruence ¢~¥->Re par substitutions.

~ de maniére plus gén’rale encore, si toute instanciation principale Ny}

s’écrit Fd), ou F est un contexte et 4g une instanciation principale,

(b) est équivalent a:

(by) pour toute méta-régle G->D, ¥o 6G) <-#=>Roo $y iB).

Cela résulte de la stabilité de la congruence <-*->Re par contexte.

Remarquons qu’en tout état de cause, cette condition (b) ne fait intervenir

que des instanciations principales et non quelconques: cela permet de tenir

compte de la forme des structures pour la prouver.

Voyons un premier cas simple oU 1’on peut prouver la correction. La

premiére idée qui vient 4 l’esprit est de considérer -> comme un symbole de

fonction binaire et de supposer que la suite infinie de régles engendrées

(g,->d ) est une suite généralisable de termes de symbole de téte ->. Lak

méta-régle associée a une telle suite est son squelette.

Proposition 2 : Supposons que ~ est incluse dans <-*->Ro et que la suite de
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régles engendrée par la procédure de complétion est schématisable par le

méta-terme G->D et le domaine DOM. Alors la schématisation de Row par {G->D}

est correcte.

Preuve: - Pour toute régle 9-4). de Ro, il existe » telle que w(G) ~ a,

et $(D) ~ qd. Donec <-#->Roo (qui coincide avec oy est incluse dans

<<<-¥->>> et la condition (a) de la proposition 1 est satisfaite.

~ Pour toute instanciation , W{G) ~ oy et y(D) ~ dy ati 774, est

une régle de Ro. La condition (b) est bien satisfaite.

~ La condition (c) est remplie par hypothése. O

Ce formalisme permet de traiter les exemples simples que mous avons

déja considérés. Examinons quelles méta-régles leur correspondent.

Exemple 36 : les arbres binaires signés

A partir des équations

-(-(x)) = x

~(F(x,y)) = F(-(y),-(x))

f(-x,f(x,y)) = y

F(FCy,x),~x) ¥Aft

orientées de gauche 4 droite, la procédure de complétion diverge en engen-

drant deux familles infinies de régles:

F(-x, Flx,y))->y,

FOP Cm x5 9m), FCPCy XQ) Y)-P¥

FCE(—x 5 9X1) 9 FUP (-xy 9 Xq) sy) =P

FCF X) 1m) FCF Oy 9X YY

FCF CEC =x 9-0) 9-1) 9 POPC,» FU x5) Y)->¥
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La congruence ~ est celle engendrée par le systéme de réécriture

Ry t 7 f-O0)) -> x

-CFOxy)) => F(-Cy),-(x))

Les méta-regles sont:

F(-X,f(X,y)) -> y

FCF(y,X),-X) -> y

ta famille des structures est l’ensemble des R.-forme normale
c

dont toutes les feuilles sont des variables distinctes, par exemple:

arbres en

x, =, FOyy), Fl-x,y), flx,-y), P(-x,-y), FOG fly,z)), Fl-x, Flyyz))..
FCF (x,y), FOx’ sy’ ))...

Associativité et distributivitéExemple 37 :

Les axiomes

(Cxey )¥z) = (x«(y*z))

(x#z)+(yez) = (x+y )*z

orientés de gauche 4 droite, engendrent la famille de régles:

Cx eC. Ce HZ). Cy eC. HCY HZ). =D

" a " Tn CX eee ely #(.. Hy). Jez
nore’) « 1

L'ensemble des structures est l’ensemble des peignes construits avec # et a

variables toutes distinctes:

Xi (xp #x5)5 (xy #05 9%3)), Cpe lcgengerg))) +

et engendre l’ensemble des termes. L’équivalence ~ est Végalité syntax-

ique. La méta-régle est alors:

(Yuz)4(X¥z) -> (¥+X) ez
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Exemple 38 : Les équations

(xty)+z = x+(yez)

(xty)¥z = (xz) + (y#z)
(xta).z = (xez) + a

orientées de gauche a droite, engendrent les régles:

(xpFcgte tx tadees)).z > (xp eze(xpazt. «+(x xz + a))}).

L’ensemble des structures est

Xr Xe, Hy +(x, 4x3) anf

Si l'on choisit pour Ry le systéme de réécriture:

(xty)4+z => x4+(y+z)
(xty)#h => (x+h)«(yth)

La suite de régles admet pour généralisé la méta-régle:

(Xta).h -> Xeh +a

Exemple 39 : Considérons la suite de régles:

F(gh(F(x)}) -> gh CF(x))

La congruence ~ est ]’égalité syntaxique. L’ensemble des structures

Ss (f(x), g(f(x))), glg(F(x)))),.+6}

engendre l'ensemble des termes dont le symbole de téte est f ou g.

On a alors une méta-régle :
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F(g(X)) => g(X).

Exemple 40 : type abstrait

Les régles

test(rn(x},rn(succ(x))) ~> lt

ta(pred(x)) -> decr(rn(x))}

engendrent

test(rn(x),rn(suce(x))) => it

test (decr(rn(x)),rn(succ(pred(x)))) -> It

test (decr (decr(rn(x)))},rn(suce(pred(pred(x))))) -> 1t

L’ensemble des structures

S = {x, pred(x), pred(pred(x)}, ...}

engendre tous ies termes de T(F,X). La congruence ~ est celle engendrée

par

Ry ¢ En(pred(x)) -> decr(rn(x))

La méta-régle est alors

test(rn(X), rn(suce(X))) -> 1t.

fxemple 41 : divergence en largeur

Dans la théorie es arbres signés ou
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Eo: -(-(x)) =x

~(fOay)) = Fl-(y),-G))
~h(x) = h(-x)

Ri: f(-x,f(x,y)) -> y

FCFCy,x) +x) > y
RES(F(x, F(x, Fla,y))),x) => SOL(x,y)

la suite de régles

RES(Fla,y), Fx) y-x,)) -> SOL (F(x) 5-1) ,y)

RES(F(a,y)sh(F(x, ,-x)))) -> SOL(h( F(x, 4-x))),y)

RES(F(a,y) sh(h(F(x, y-x,)))) -> SOL (CHC F(x, »-x)))) sy)

RESCF(a,y)sh(hCWCFCx, yx) ))))) =) SOLChCh(hC F(x, ,-x,)))) 2)

L’ensemble des structures est l'ensemble des solutions minimales de

l’équation x=-x modulo la théorie E des arbres signés.

La méta-régle est alors

RES(f(a,y),X) -> SOL(X,y)

La proposition 2 se généralise au cas oll Ro est réunion d’un nombre

Fini de suites de régles schématisables. Illustrons ce cas par 1’ exemple

des axiomes d’associativité et idempotence.

Exemple 42 : Associativité et idempotence

Les équations

F(f(x,y},z) = Flx,Fly,z))
f(x,x) = x

orientées de gauche 4 droite, engendrent deux familles de régles:
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F(x) F(x) 42) -> F(x, +z)

Fx) Fx, P(x) FOX, 92)))) > F (xq sf (x, 52)

F(x, sfx, Flx, Fle ,... Fle yz)..ee)al 2 k 1 k > Fx F(X ses FOX Z) eo)

F(x) xy) ~> x

FOR FOX) FOG XI) ~> Fxg aX)

FOR PUK yee FO FOG ree FOG eo)
Lk

Les deux familles sont schématisées respectivement par les méta~-régles

F(X, F(X, z) => F(X, z)

F(X,X) -> X

en posant

Ro 3 F(F(x,y),z) -> Flx,fly,z))

L’ensemble des structures est 1’ensemble:

Se (x), F(x) sX5)s Fx) 5 0% Xd)» Fxg FC%, FOX) ed

Le domaine engendré par S est l’ensemble des termes tout entier.

Si l'on considére uniquement la méta-régle

F(X,X) -> X

qui schématise la deuxiéme famille, on s’apergoit que celle-ci réduit, 4

loccurrence 1, par réécriture contrainte toutes les régles de la premiére

famille, puisque:

Fx Fae ee es POL PO yee Fly Zeno) ~

FORCE CK OK pe MDa ed POR s PK py ee De Dz)

Cet exemple met en évidence qu’il n’est pas nécessaire de trouver une

- F(x f(xy, vo PUK eX dene
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méta-régle pour chaque famille de régles. Nous verrons plus loin que la

complétion de méta~régles permet de retrouver que la premiére méta-régle

est redondante. V

Cependant les hypothéses faites dans le proposition 2 sont peu satis-

faisantes pour plusieurs raisons:

- on fait une hypothése d’inférence sur la “forme” de Ro tout entier,

alors que dans la pratique, on arrétera le processus de complétion qui bou-

cle en cours de route. Il n’est jamais possible en pratique de s’assurer

que la procédure a amorcé toutes les suites infinies possibles au moment oi

on l’arréte,

~ la schématisation en téte d’une suite de régles est en général trep res-

trictive. Reprenons pour le voir Vexemple 18.

Exemple 43 : Les équations

(xty)+z = x+(y4z)

(x+y )¥z = (xez} + (y#z)
(xta).z = (xz) + a

orientées de gauche a droite, engendrent les régles:

(x4 cyte Oy ta). )).2 > (xpaze(xgezt. (a, #2 + a)))

L’ensemble des structures est

Xs Ky %s x +(x, 4x5) airs

Supposons que 1’on choisisse pour Ro la seule régle

(xty)4z -> x+(yez).

Il est facile de voir que si l’on schématise séparément les membres gauches

et les membres droits des régles, on obtient des méta-termes (X+a).h et
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(x#z + Y) qui ne peuvent constituer une méta-régle.

Qutre la condition syntaxique que les variables et méta-varinbles du membre

droit doivent étre aussi dans le membre gauche, le choix de ce dernier est

aussi limité par le fait que l’on veut pouvoir utiliser les méta-régles

pour pouvoir décider de la théorie équationnelle.

Ces considérations conduisent 4 choisir pour systéme de régles et méta-

régles:

(Xta).h -> Xeh + a

(x+y )#h <-> (xth)e(yth)

Elles vérifient

pour tout gp ~ #(G), oy -¥->>> dq, -

C’est pour donner cette plus grande latitude de choix que, dans la

définition d’un systéme Reo schématisable, on a imposé seulement que la

suite des membres gauches soit schématisable. Cependant, comme le met en

évidence L’exemple précédent, un inconvénient majeur est alors que le choix

du membre droit reléve essentiellement de l’intuition, méme s’il est limité

par l’exigence de correction.

Notons encore que des exemples plus complexes que les nétres

nécessitent plusieurs méta-régles pour réduire les membres gauches et

éventuellement aussi les membres droits des régles de Ro. De tels exemples

sont présentés dans [Bellegardel985].

Pour remédier 4 ces problémes, nous allons faire maintenant des

hypothéses un peu plus fortes sur les relations mises en jeu. Nous allons
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exiger, d’une part la convergence de -->>>, d’autre part l’existence d’une

relation d’ordre noethérienne contenant a4 la fois ->Re et -->>>. Ces

hypothéses vont permettre

- de ne pas avoir a tester toutes les régles engendrées comme dans le

paragraphe précédent: on se limitera au test de convergence suivant sur les

équations de départ:

pour toute équation g=d de A, il existe un terme t tel que

g -*¥->>> t et d -x->>> t

- de tenir compte de simplifications possibles des membres droits des

régles par des méta-régles,

~ de tenir compte de réductions des membres gauches de régles par des

méta-régles 4 des occurrences quelconques,

- de ne pas faire d’hypothése d’inférence sur la forme de Ro.

Définition 68 : Soit S$ une relation d’ordre, = léquivalence associée

définie par

t = t’ si et seulement sit St’ et t’ St

et < l’ordre strict associé. < est un ordre de réduction contrainte associé

& Ro, MR et ~ si et seulement si

* > est stable par les opérations de l’algébre et les substitutions i.e.

vérifie pour tous termes ty) et to:

si t < ty» alors tluet] < tluet,] pour tout terme t et toute

occurrence u dans dom(t)

si t < ts alors a(t, ) < of{t,) pour toute substitution o.

* pour tous termes t et t’ non ~-équivalents tels que t ->Re t’, t > t’.

% -~>>> est incluse dans >

* ~ est incluse dans =. O

——
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Dans l'ensemble des arbres binaires censidérons la
Exemple 44 + signés,

telation définie par:

t $t’ si et seulement si ltl, g lt’l.

oti Ith, désigne le nombre d’occurrences du symbole f dans t.

Cest bien évidemment un ordre sur les termes, stable par substitution et

par contexte. Soit < l’ordre strict associé. L’équivalence associée = est

définie par:

t= t’ si et seulement si ltl, = [t’|,

Toute régle gy > qd de Reo-Ry vérifie oy > qe Toute régle de Ry vérifie

ged. Les deux méta-régles vérifient G > D. On en déduit que > est un

ordre de réduction contraint. O

Remarque :

- Dans le cas d’une divergence en largeur, l’ordre utilisé pour orienter

fe est un ordre de E-réduction (voir chapitre 2). Comme dans ce cas ~ est

Véquivalence a la seule condition qui reste a assurer est que -->>> est

incluse dans >.

- Dans le cas d’une divergence en profondeur, notens R_ le0 sous~ensemble

dss régles de Ro qui engendre l’équivalence ~. Soit > la relation d@’ordre

utilisée par la procédure de complétion pour orienter les régles de Ro.

flle vérifie

sit ~+->Re t’ alors t > t’.

Cette relation est stable par les opérations de l’algébre et par substitu-

tion, Comme Ro est inclus dans Rw, toute régle g->d de Ro vérifie g 2d.

Pour que > soit un ordre de réduction contrainte, il reste a vérifier que:

* toute régle g->d de R, vérifie g $d,
0
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* pour toute méta-régle G->D et toute instanciation principale b

(G) > Y(D). > vérifie alors: si t -4->>> t’ alors t > t’.

Proposition 3: Soit — = (> U ~strict-sous-terme). Si l’ordre de

réduction contraint > est noethérien, — est noethérienne.

Preuve: Cela résulte du fait que les deux relations sont noethériennes et

que t —*strict-sous-terme t’ > t” implique:

il existe ty tel que t > ty —strict-sous-terme t”.

Proposition 4 : Soient A une théorie équationnelle, Ro un systéme de

réécriture infini équivalent 4 A et schématisable par un ensemble de méta-

régles MR. Si

* pour toute équation g=d de A, g <<<-%->>> d

% =-~>>> est convergente

* l’ordre de réduction contrainte associé est noethérien

* ~ est incluse dans <-#->Ro,

alors la schématisation de Ro par l’ensemble MR de méta-régles est

correcte,

Preuve: @ La condition (a) de la proposition 1, satisfaite par hypothése,

implique pour tous termes t et t’,

Sit <-#->Ro t’ alors t <<<~-#->>> t',

® Montrons ensuite que

(2) pour tous termes t et t’, si t <<<-#->>> t’ alors t <-«->Re t?,

Par hypothése de convergence de -->>>, (2) est équivalente a

(2?) Si t -#->>> t. et t’ -x->>> tos alors t <-*%->Ro t’,
0

ce qui se prouve par induction multi~ensemble avec la relation
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noethérienne > = (> U —strict-sous-terme). Cunsidérons le

multi-ensemble {{t...to...t?}}. Sit ~ t* alors c est terminé.

Sinon, supposons par exemple que t -=->>> t”, «autre cas se

traitant de fagon symétrique. Par induction multi-ensemble,

t” <-¥->Ro t’ et il suffit de prouver que t -->>> t” implique

t <-#->Re t”. Si t n’est pas équivalent modulo ~ ii t”, t est

réductible par une régle de MR avec -->>.

Pasons t -~>>[u,a7 ,G->D] t ~t”. On aa (G)~ t, et par le corol-
Ju

laire 1, hs ~ 6.4(G). Par hypothése $(G) est ~-écuivalent a un

membre gauche d’une régle g->d de Re. Donc th ~ 8&(g) et

&(g) -->> o°(D).

@ Cas 1: Si u #e, on peut appliquer l’hypathése d’induction au

multi-ensemble {fey ty puisque t > thy et t -> tw Danc

Su <~#-> Roo Sg? cé qui implique par stabilité de cette congruence

par substitution, inclusion de ~ dans <~#->Roo, et stabilité de

<-#->Reo par contexte, t <~%->Ro t”.

@ Cas 2: 11 reste & prouver le cas o6 uze.

Commu t ~ &(g) ->Ro S(d), t <-¥->Ro &(d) et done t af 6(d), puis

par hypothése, t <<<-x->>> &(d).

Comme d’autre part t -->> o°(D) = tis t, <<<-%->>> 6(d). Par con-
1

vergence de -->>>, il existe te tel que

ty -#->>> 7 et 8(d) -*->>> to.

On peut alors appliquer I’hypothése d’induction noethérienne au

multi-~ensemble des termes {itp s--.stys+--8(d)}} dont tous les

éléments sont des fils stricts de t pour la relation —. On

obtient alors t) <~¥-+>Roo S(d), puis
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t ~ &€g) ->Rod(d) <~#->Roo t-

La preuve est illustrée par la figure ci-dessous. []

t a &(g)

“ls
ty = Ny &(d)

ae: +

Preuve de t -->> ty => t <-#->Roo t (cas 2)

Avant de terminer ce paragraphe, notons une voie de _ recherche

i

que nous n’avons pas explorée. On pourrait chercher A vérifier pour toute

Remarque :

régle (g, ~> qd) de Roo:

- pour tout k>1, I, -~>>{G->D} (0) tg) 4-24 }d
k+l" “k

- 9) ~->>{G-5D} (0) ~ dy

Ce qui danne par récurrence

pour tout k, g, ~+->>{G->D} -*->>> dy.

et donc implique la condition oy. KKK k= DDD qd, donnée précédemment.

Le probléme qui se pose maintenant consiste a vérifier que -->>> est:

convergente, afin de prouver la correction de la schématisation. De plus,

la propriété de convergence permettra d’utiliser dans la pratique la rele-

tion -->>> pour faire des preuves dans la théorie équationnelle At Nous

devons pour cela avoir un moyen de tester la convergence de -->>> suf

Vensemble de méta-régles, et éventuellement de compléter celui-ci pour
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obtenir la convergence. Une telle procédure de complétion dcit bien sir

travailler dans L’ensemble des méta-termes. Nous allons done définir sur

cet ensemble la relation de méta~réécriture et la méta-unification. Cela

va permettre de définir un ensemble de méta-régles convergent et de donner

des conditions nécessaires et suffisantes de convergence. Dane le cas ow

Vensemble de méta-régles MR est sans contraintes, nous proposerons une

procédure de complétion assurant la convergence de la relation de méta-

réécriture sur T(F,XUMX). Nous verrons ensuite que cette convergence

implique celle de -->>> sur T(F,X).

On va maintenant définir directement des opérations de réduction et de

superposition sur les méta-termes. Cela exige de définir au préalable

égalité, filtrage et unification de méta-termes.

3.1. Méta-égalité

la méta-égalité est la congruence définie sur T(F,XUMX) de la fagon

suivante:

Definition 69 : Deux méta-termes TY et T, sont méta-Ggaux et 1’on notera
2

Vet, si et seulement si pour toute instanciation $ de leur méta-

variables, $(T)) ~ $(T,). oO

Tl est facile de voir que restreinte aux termes sans méta-variables,

la méta-égalité coincide avec l’égalité engendrée par ~.

- lemme 4: Deux méta-termes T, et T, sont méta-~égaux, si et seulement si
1 2

pour toute instanciation principale de leur méta-variables,

Hp) = 9).
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Preuve: - Il est clair que si tN P Tos pour toute instanciation principale

b, (7) = ¥(T,), puisque p est une instanciation particuliére.

- La réciproque est due au toutefait que instanciation 4 se

décompose en y.) modulo ~, d’aprés le lemme 3. O

Remarquons qu’il est possible d’établir un rapport entre la_ méta-

égalité et l’égalité dans une algébre terminale qui est ici l’algébre des

méta-termes. Soit T(FUX) Ll’algébre initiale construite sur F et xX, les

variables étant considérées comme des constantes. On enrichit cette algébre

en ajoutant une nouvelle sorte méta~terme, de nouvelles constantes de la

nouvelle sorte, les méta-variables, et des opérateurs définis de la facon

suivante: on définit d’abord une application de lL’ensemble des méte-

variables dans les

étend en une application de l’ensemble des méta-termes dans T(FUX). Soit §

une telle fonction. Puisque son domaine est la nouvelle sorte et que ses

valeurs sont dans la sorte primitive, c’est ce qu’on appelle un observateur

dans la terminalogie des types abstraits. Considérons alors l’algébre ter-":

minale associée a la spécification de sortes {terme » méta-terme},

d’opérateurs FUXUMXU{y} et d’équations Ry ou E. L’égalité dans 1l’algébre’

terminale est caractérisée de la fac¢on suivante:

T sterm T’ si et seulement si pour tout observateur ¥, (T) et p(T’) sont

égaux dans l’algébre initiale T(F,X). Ici p(T) ~ w(T’), puisque L’égalité

sur T(FUX) est l’équivalence engendrée par R. ou €E.
0

méta~termes est en fait l’égalité dans cette algébre terminale. Cette

Temarque rejoint les idées développées par L.Puel dans[Puel-Cormier1983].

structures (i.e. un sous-ensemble de T(FUX)) que Vor,

L’égalité de deux’:
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4. V

Proposition 6 : Quand toute instanciation principale 4

est un contexte et Yq une instanciation principale, Ty = i)

si Y(t) ~ $y(T,).

Preuve: Cela résulte du fait que ~ est stable par contexte. (J

Exemple 46 : Cette proposition s’applique aux exemples 39 et 41. V

Dans les exemples étudiés, les deux résultats suivants »ermettent de

décider la méta-égalité.

Proposition 3 : Quand 1l’ensemble des structures contient une variable,

vy = 1, si et seulement si "7 ~ To:

Preuve: - si i = Ty pour toute instanciation principale 4,

$7) ~ H(T,). Puisqu’il existe une interprétation ty qui envoie

| chaque méta-variable de Th et Ty sur une variable de X,

b(t) ~ Yg(T,) implique T, ~ T,.

~ Réciproquement, suppasons que T ~ qT. Pour toute instanciation

principale y, ¥(T)) = H(T,). im

Exemple 45 : Cette proposition s’applique aux exemples 36,37,38,40,42 et

s'écrit F'(y) ou F

s3. et seulement
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3.2. Méta-filtrage

La notion de méta-filtrage que nous Proposons, étend la notion de fil-

trage dans une théorie équationnelle proposée dans le chapitre 2. Ici la

congruence équationnelle est remplacée par la méta-égalité.

DéFinition 20 : Soit Méta-Filtre 1’ application de T(F,XUMX)xT(F,XUMX) dans

l’ensemble des parties de l’ensemble des substitutions de T(F,XUMX) quia

un couple (T,T') associe l’ensemble des substitutions o” satisfaisant:

-@ (1) =T et

- pour toute méta~variable Z du domaine de o, pour toute instanciation

$, #(o"(Z)) appartient a DOM.

Un élément de Méta-Filtre(T,T’) est appelé un méta-filtre de T vers 1’. 0

I1 faut noter qu’un filtre de T vers T’ n’est pas toujours un méta-

filtre.

Exemple 47 : Reprenons 1’exemple ot l’on schématise la suite de régles:

F(g*(F(x))) -> g¥CF(x))

La congruence ~ est 1’ égalité syntaxique. L’ensemble des structures

Ss {f(x)), g(F(x))), (gl F(x) ))),.+.3

engendre l’ensemble des termes dont le symbole de téte est f.

On a alors une méta-régle :

F(g(X)) -> g{X).

Tl n’existe pas de méta-filtre du méta-terme Z vers le méta-terme a a cause

de la définition du domaine des méta-variables. V
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Cependant si l’ensemble des méta~régles est sans contraintes, tout

filtre modulo Ry est un méta-filtre. I1 peut donc exister un méta-filtre

de T vers T’ sans qu’il existe de filtre ct il n’y a pas en général unicité

du méta~filtre,

Dans le cas de méta-régles avec contraintes, la conception d’un algor-

ithme calculant le résultat de Méta-Filtre souléve la méme difficulté que

pour le filtrage contraint, et il ne suffit pas de disposer d’un algorithme

de filtrage modulo ~, pour savoir faire du méta-filtrage.

Qn peut établir le lemme suivant:

Lemme 5 : Soient T et T’ deux méta-termes et o un méta-filtre de T vers

V. Pour toute instanciation principale »’ de T’, il existe une instancia-

substitution o telles que W’.o ~ ongtion plaicipale » de Tet une

(Hv(T)I.

Preuve: Par définition d’un méta-filtre, pour toute instanciation princi-

pale wy’, p’(a°(T)) ~ W(T’), Notons ¢ la substitution Wa. 6

est une application de XUMX dans T(F,X), et par le corollaire 1, il

existe une substitution o de T(F,X) et une instanciation principale

b des méta-variables de T telles que ¢ ~ o.) [MV(T)]. Gn peut alors

écrire p’.o°(Z)) ~ o.(Z) pour tout Z de MV(T). O

Le résultat suivant met en évidence le lien existant entre Méta-Filtre

et Filtre-contraint: a4 tout méta-filtre correspond une infinité de filtres

contraints.

Proposition 7 : Soit t’ un terme et JT un méta-terme, Soit o” appartenant a



-170-

Méta-Filtre(T,t). Pour toute instanciation principale ’ de o(T), Wo

appartient a Filtre-contraint(T,t).

Preuve: Puisque o°(T) =t’, pour toute instanciation principale ’ de

a (T), p’.o°(T) ~ t’. De plus d’aprés le lemme 5, p’.0° (Z) ~ o.H(2)

et donc ’.0°(Z) ~ o.4(Z) appartient a DOM. On en déduit que Wig

appartient 4 Filtre-contraint(T,t’). ©

5.3. Méta-réduction

La relation de méta-réduction est la relation de réécriture associée @

l’application Méta-Filtre.

Définition di: La relation de méta-réduction ==> avec un ensemble de

méta-régles MR, est définie sur T(F,XUMX) par:

T =2>[u,a°,G->0] Tv

si et seulement si

- G->D appartient a MR,

~ o” appartient a Méta-Filtre(G,T) )

- 1 = Tluto(D)J. oO

A toute méta-réduction, il est possible d'associer une infinité de

réductions de la fagon suivante:

Lemme 6 : Si un méta-terme T se méta-réduit par une méta-régle G->D avec le

méta-filtre o” en 1’, alors pour toute instanciation principale ’ de T,

W7(T) -->>> p(T’), Plus précisément §’(T) -->> t? ~ w(t’),
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Preuve: Posans Diy =o°(G). Par le lemme 5, pour toute instanciation W de

T, il existe une instanciation ¥ de o (G) et une substitution o

telle que ~’.o° ~ co. [MV(G)].

On en déduit que o.p(G) ~ W.o7(G) ~ Pong Si WD.

Done o.f est un filtre modulo ~ de G vers vy, tel que pour

toute méta-variable Z de G, o.$(Z) ~ §'.c°(Z) appartient a DOM.

p(T) est réductible pour -->> 4 l’occurrence u par la méta-régle

G->D en t’ = p’(T)[uto.b(D)]. De plus

T? = Tluto"(D)] et w?(T?) = wr (T)Luew.o7(D)] ~ tr,

QO

Notation : Notons ==>> la relation ==>.= définie sur les méta-termes par

T ==>> T’

si et seulement si il existe v tel que T ==> un =T’,

Proposition 8 : Si t et t’ appartient a T(F,X), t s=>> t’ si et seulement

sit -->>> t’.

Preuve:

*t =>> t? implique t -->>> t’:

Cela résulte directement de la proposition précédente et du fait

que la méta-égalité restreinte aux méta-termes coincide avec ~,

* t -~>>> t’ implique t ==>> t’:

t -->> ty ~ t’. Remarquons d’abord que ty St’. Sit -->» to: il

existe une méta-régle de MR, disons G->D, et un filtre contraint o°

tel que o (G) ~ Cua Pour toute w’, p’(o7(G}) ~ v7 (ty) et donc
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o(G) = Pan o est un méta-filtre de G vers be

Denc t ==> tluto(D}] = to: O

Corollaire 3 : L’équivalence engendrée par la relation ==>> sur les méta-

termes, notée <<=x=>>, étend l’équivalence <<<-x->>> sur les termes.

En conséquence, pour tous termes t et t?, t <<K-#->>> t?) quivaut 2

t <<se=>> t?. S’il existe un méta-terme T” tel que t =%=>> I” et

t’ =#=>> T’, T? est dans ce cas un terme t” tel que t -x->>> t” et

t? -*->>> t". Pour prouver la convergence de -->>> sur les termes, on va

d’abord établir un théoréme de Church-Rosser pour la relation ==>> sur les

méta~termes,

3-4. Théoréme de Church-Rosser pour la méta-réécriture

Les opérations sur les méta~termes qui viennent d’étre définies per-

mettent de définir un ensemble de méta-régles convergent et de donner des

conditions nécessaires et suffisantes pour que la méta-réécriture posséde

la propriété de Church-Rosser.

Définition 72 : Un ensemble de méta-régles MR est convergent si et seule-

ment si la relation ==>> est noethérienne et posséde la propriété de

Church-Rosser:

pour tous méta-termes T et T’ tels que T <<=¥=>> T’, il existe un méta-

terme T” tel que T =¥=>> T” et T? =x=>> T?, O

Dans le cas ob L’ ensemble des méta-régles est sans contraintes, la

relation ==> coincide avec la réécriture équationnelle madulo ~.

Proposition 9 : Désignons par E l’ensemble d’équations engendrant
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Véquivalence ~. Si le systéme de réécriture équationnelle (MF ,E) est con-

vergent, l’ensemble de méta-régles sans contraintes MR est convergent.

Preuve: La convergence de (MR,E) implique la propriété de Church-Rosser:

pour tous méta-termes T et T’ tels que T <-~»->MR,E 1’, il existe

des méta-termes Ty et Vy, tels que JT -%->MR,E Ths T’ -%->MR,E T’

E
et un ~ re Comme <-#%->MR,E coincide avec <<=#=>> (car elles

ds

coincident toutes les deux avec la congruence engendrée par MRUE

sur les méta-termes), cela implique la convergence de l’ensemble de

méta-régles MR.

Nous pouvons alors appliquer les résultats obtenus dans le chapitre 2.

Corollaire 4 : Pour les ensembles de méta-régles sans contraintes, si la

congruence ~ est engendrée par un ensemble d’équations non effasantes E,

telles que les classes d’équivalence modulo F saient finies, que le

préordre de E-filtrage soit noethérien et telles qu’il existe un algorithme

complet et fini de E-unification, la procédure de complétion équationneile

retourne un ensemble de méta-régles convergent.

Dans le cas général de méta-régles avec contraintes, on peut pousser

un peu plus loin 1l’étude de la convergence, en praposant des propriétés

locales qui lui sont équivalentes.

Notation : Notans --> la relation de méta-réécriture sans méta-égalité

finie par T -->[u,o°,G~>D] T’ si et seulement si

+ pour toute méta-variable Z de D(o”) et toute instanciation principale y,

Yio (Z)) appartient a DOM.
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- ai = a” (G)

- T = Tlu@o7(D)].

Définition 7:

==> est localement confluente si et seulement si pour tous méta-termes

TTT, tels que T --> et T ==> Tos il existe T’ tel que T =¥=>> T’ et

i, s#=>> T’,

=3> est cohérente avec = si et seulement si pour tous méta~termes TTT,

Nl 4tels que T et T ==> Tl ? 
=+=>> T’ et

il existe 1T’ tel que T

1, Be=2> T’. OO

La propriété de Church-Rosser se caractérise par ces deux propriétés.

Théoréme 9 + Supposons que ==>> soit noethérienne. ==>> est Church-Rosset

Si et seulement si

1) ==> est localement confluente

2) ==> est cohérente avec =,

Preuve: La preuve se fait par induction noethérienne sur les multi-

ensembles avec ==>>. Soient T <<=*%=>> T’ et {{T, T . TH} dev ly:
multi-ensemble des méta-termes apparaissant dans cette preuve,

Comme le multi-ensemble {{T,,T)...17H} est plus petit que

{{T,T),T55...77H, on peut lui appliquer l’hypothése d? induction:

=¥- y ~ye=¥=>> Ty et T’ =x=>> 1:

~ Si T =s>> Ty c’est terminé.

- Si T <<s= ts

-- soit T’ <*=>> Y et la preuve est terminée,

-- sait TY ==> T?) S.2¥=>> T. et T’ =*=>> TQ,1 Qo 0

Supposons que yy ==>[u,o7,G->0] T. Alors T = o°(G). — Posons
lfu

ee
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mo -—,7 = ’ ; " i =T get tu o (G)}. 1 = T 2 et puisque T, est réductible par ==>,

é leee = ro Le ry Wye + ' ~-y¥-par cohérence de ==> avec =, T 2 ==> T 5 n#=>> T 4 et T 1 =#=>>

1 ,. Supposons que r, ==>[v,a~,L->R] Ts. Comme d’actre part, Pr,

->[u,o7,G->D] T, la confluence locale de ==> permet de dire qu'il

; , ~y- , Faye , 5existe T Q tel que que T =*=>> T 0 et T 3 =¥=>> T 0 Il reste 4

appliquer l’hypothése d’ induction au multi-ensemble

LUT grees Te yreeeeT yseeee Tp peeeeTg dle La preuve est représentée

sur la figure suivante:

ee , = ’T< T 2 ty T

\ a T= N /
ON ¥ "Sg f

T’

Qa

3.39. Méta-unification

La notion de méta-unification est, comme le méta-filtrage, une exten-

sion de la notion d’unification dans une théorie équationnelle.

Définition 74 : Soit Méta~UNIF l’application de T(E, XUMX)xT(F,XUMX) dans

Vensemble des parties de l’ensemble des substitutions de T(F,XUMX) qui a

un couple (T,1T’) assecie l’ensemble des substitutions o” satisfaisant:

~o@(T) Bo (T’) et

instanciation
- pour toute méta-variable Z du domaine de o”, pour toute

4, o(o°(Z)) appartient a DOM. Toute substitution appartenant a Méta-

UIF(T,T’) est appelée un méta-unificateur de T et T’. O
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L’ application Méta-Unif associe a tout couple de méta-termes T et T!

un ensemble générateur de Méta-UNIF(T,T’). Plus précisément

Définition 75 Soit Méta-Unif une application définie sur

TCF,XUMX)xT(F, XUMX), qui a deux méta-termes T et T’ associe 1’ ensemble

Méta-Unif(T,T’) des substitutions de T(F,XUMX) telles que

(1) pour toute o” dans Méta-Unif(T,T’), D(o7) est inclus dans MV(T)UMV(T")

et I(a") est choisi d’intersection vide avec W, o& W est un sous-ensemble

de XUMX qui contient MV(T)UMV(T’).

(2) Méta-Unif(T,T’) est inclus dans Méta-UNIF(T,T’).

(3) pour toute a” dans Méta-UNIF(T,T’), il existe o” dans Méta-Unif(T,T’)

tel que o” Sa” [MV(T)UMV(T’)] of S est le préordre associé a Méta-Filtre

comme dans le chapitre 2.

Méta-Unif(T,T’) est appelé ensemble complet de @éta-unificateurs de T et

TT’. O

Lorsque l’ensemble des structures contient une variable, un méta-

unificateur est un unificateur modulo Ro: Il n’y a donc pas en général uni-

cité de l’unificateur minimal. Dans ce cas particulier, wun algorithme de

méta-unification est connu dés qu’un algorithme de R.-unification est
0

connu. Ce n’est pourtant pas le cas en général. La conception d’un algor-

ithme calculant le résultat de Méta-Unif souléve des difficultés. L’une

d’entre elles apparait lorsqu’il y a plusieurs ensembles de méta-variables

avec des domaines distincts. L’unification de deux méta-variables dans des

ensembles différents doit prendre en compte les domaines.

La notion de méta-unification permet de définir une notion de paire

critique entre deux méta-régles.

i.
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Définition 76 : Soient deux méta-régles G->D et L->® telles que MV(G)CMY(L)

=@, et que © = Meter Wie a soit non vide. L’ ensemble

{(P,Q) | P=@~(D), g=67(Glut-R]) pour tout @” dans 6!

est un ensemble complet de paires critiques de la méta-régle L->R dans la

néta-régle G->D a l’occurrence u.

Une paire critique (P,Q) est confluente si et seulement si

Pzee>> Ret Q sx=>> RR. O

Lemme 7 :

Si y7(G) ==>[u,y~,L->R] T od u est une occurrence dans dom(G) différente de

il existet, alors une paire critique (P,Q) dans un ensemble complet de

paireés critiques de L->R dans G->D a Jl’occurrence u et une méta-

substitution a” telle que a~(P) = y~(D) et a7(Q) =T.

Preuve: Puisque WikG)y, Sy (tl), t et Gy sont méta-unifiables et il existe

alors un méta-unificateur o” appartenant a Mete-Unis GhsG i) et une

méta-substitution a” tels que P = o°(D), Q = ao (Glut-R]), a(P) =

yD) et a(Q=Tt O

A partir de ces résultats, il apparait clairement que pour pouvoir

écrire une procédure de complétion de méta-régles, il faut qu’il soit pos-

sible de tester la cohérence de ==> avec = sur une notion adaptée de paires

critiques. Nous avons vu que dans le cas, en pratique fréquent, de méta-

tégles sans contraintes, la procédure de complétion équationnelle permet de

conciure. Terminons en traitons deux exemples.

Exenple 48 : Associativité et idempotence
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Nous avons vu qu’une schématisation possible de l’ensemble de régles engen-

dré par complétion des deux axiomes d’associativité et idempotence de f,

conduit 4 deux méta-régles

F(X, F(X,2z)) => F(X,z)

F{X,X) -> X

D’autre part, puisque ces méta-régles sont sans contraintes, la complétion

des méta-régles est ici une complétion équationnelle modulo 1’ équation

d’associativité de f. Or la premiére méta-régle est ici simplifiable par la

deuxiéme modulo l’associativité de f. Le systéme de méta-régles permettant

de décider de l’égalité dans la théorie équetionnelle est donc réduit a la

seule méta-régle f(X,X) -> X. Notons que dans ce cas, nous avons pu con-

clure sans utiliser l’unification associative (pour laquelle il existe des

ensembles d’unificateurs infinis). V

Exemple 49 : Dans les arbres binaires signés, la congruence ~ est celle

engendrée par le systéme de réécriture

R, 3 -(-(x)) -> x

-(Fx,y)) -> Fl-Cy),-(x))

Les méta-régles sont:

f(-X, F(X,y)) -> y
FCP ly X),-X) > y

Les méta-régles sont sans contraintes et la complétion des méta-régles est

une procédure de complétion modulo Ro Bien que les classes d’équivalence

modulo Ro ne soient pas finies, il a été possible de tester la convergence

de ces méta-régles [Kirchner1982]. V

|
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6. Conclusion

les résultats de ce chapitre sont loin de réseudre tous ies problémes

la procédure de complétion. {ls permettentposés. par la divergence de

seulement d’ouvrir une bréche dans ce probléme difficile. Nous avons pro-

posé une notion de schématisation adaptée aux preuves dans l’algébre libre

d’une théorie équationnelle. Nous avons donné un certain nombce de cas at

Vutilisation de méta-régles pour décider de l’égalité dans cette théorie

équationnelle est licite. Nous avons également montré qu’il est possible

de compléter un ensemble de méta~régles dans le cas oU elles sont sans con-

traintes et of l’égalité ~ est définie par un ensemble d’Squations non

effagantes pour lesquelles il existe un algorithme complet d’ snification.

De nombreux problémes restent a résoudre:

- la détermination du plus grand généralisé modulo ~. Ce probléme est

relié au choix des équations engendrant ~, choix qui n’est pas évident dans

Je cas d'une divergence en profondeur.

- la conteption d’algorithmes de filtrage contraint. Cela souléve des

problémes que nous avons déja évoqués.

- la décidabilité des opérations de méta-égalité, méta-filtrage et méta-

unificac.on, qui n’est complétement résolue que dans le cadre des méta-

régles sans contraintes.

- l’écriture d’une procédure de complétion de méta-régles. C’est un

probléme ouvert important, qui n’est lui aussi résolu que dans le cas par-

ticulier des méta-régles sans contraintes et d’une congruence ~ engendrée

par des Equations non effagantes. On peut également se poser le probléme de

comparer complétion équationnelle et complétion de méta-régles dans le cas

de méta-régles sans contraintes.
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Mais les idées développées ici ont probablement d’ autres applications, —

En particulier, la notion de schématisation proposée peut étre utilisée )

pour aborder d’autres problémes que celui de la complétion. Nous en donnons i

un autre exemple dans cette thése, qui est le probléme de la résolution

d’équations par surréduction. D’autres utilisations sont proposées part —

F.Bellegarde (loc.cit.).

CHAPITRE 4:

COMPLETION INDUCTIVE



CHAPITRE 4: COMPLETION INDUCTIVE

1, Introduction

Depuis une dizaine d’années sont apparus des langages de programmation

basés sur des structures de données abstraites, tels SIMULA, ALGOL68, HOPE,

CLEAR, CLU, OBJ et 1. Une structure de données abstraite est construite en

groupant dans un module toutes les procédures qui définissent des fonctions

de base manipulant une sorte de données. Les opérations qui implantent une

structure sont clairement séparées des opérations qui 1l’utilisent sans

avoir besoin de connaitre sa représentation, qui est en ce sens cachée. I1

a été largement reconnu depuis que cette approche structurée facilite la

spécification, l’écriture, la lecture, les modifications et les raisonne-

nents sur les programmes. Dans le cadre de tels langages, se posent des

problémes de correction ou d’équivalence de représentations, de preuve de

propriétés du type de données. Pour formaliser et résoudre ce genre de

prabléme, les notions de types de données abstrait et concret ont été

introduites. Un type de données concret est une algébre hétérogéne

[Gogueni977]. Pour définir une algébre associée 4 un type de données con-

cret, on commence par déterminer les différentes sortes de données, puis on

définit les opérations qui permettent de construire des éléments, d’en

' sélectionner certains ou de tester certaines de leurs propriétés. On

obtient ainsi la signature de l’algébre associée au type de données con-

cret. Les relations entre les divers éléments sont décrites par un ensemble

d’équations A et on s’intéresse alors aux algébres qui sont des modéles de

A. Le type de données abstrait standard introduit par le groupe ADJ est

Valgébre initiale des modéles de A. Dans cette approche, 1’ensemble

déquations A seul définit les données sans faire référence a une
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quelconque implantation. Une spécification algébrique du type abstrait est

alors constituée de sa signature et des équations A.

Ce chapitre traite un certain nombre de problémes de logique

équationnelle qui apparaissent dans 1’étude des spécifications algébriques

des types abstraits, Plus précisément, le but est de montrer comment

utiliser systémes de réécriture et procédures de complétion pour répondre a

deux types de questions:

- comment prouver des théorémes dans l’algébre initiale d’une théorie par?
3

des méthodes équationnelles et plus précisement par complétion? :

at

~ comment enrichir une spécification de base avec de nouveaux opérateurs

sans altérer celle-ci?

L’idée d’utiliser la procédure de complétion pour prouver des

théorémes dans 1’algébre initiale est connue depuis longtemps. Elle a été

proposée par Musser en 1980 et a été largement étudiée depuis. Rappelons

en briévement le principe. Pour prouver par induction qu’une équation e est

valide dans l’algébre initiale d’une spécification définie par un ensemble

d’équations A, il s’agit intuitivement de prouver que l’adjonction de e ne

modifie pas la congruence engendrée par A sur les termes sans variables.

Ce type de preuve par complétion entre dans le cadre mathématique des

preuves par consistance dans les systémes de preuve formels {Kapur1984].

Les résultats de ce chapitre prolongent ceux de Musser {[Musser1980],

Goguen [Goguenl980], Huet et Huliot [Huet 1982], Remy [Remy1982] et Paul

[Paul1984]. Tous imposent des restrictions importantes. Musser et Goguen

supposent une spécification compléte de l’égalité et font jouer un réle

essentiel au type booléen. Huet et Hullot supposent que les constructeurs

SI
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sont donnés et qu’il n’y a aucune relation entre eux. Remy et Paul accep-

tent des relations entre les constructeurs a condition qu’elles soient

décrites par un systéme de régles convergent et que le raisonnement

équationnel soit complet dans l’algébre initiale définie par les construc-

teurs. Ces différentes approaches sont briévement passées en revue avant

d'en détailler une plus récente, due 4 Kounalis. Elle est basée sur 1’ idée

que, lorsque les équations d’une spécification constituent un systéme de

téécriture convergent R, l’équation e est valide si elle peut étre orientée

en une régle 1->r telle que 1 posséde la propriété de réductibilité induc-

tive (i.e. toutes les instances closes de 1 sont réductibles) e: telle que

Wil-9r} soit encore convergent. Une procédure de preuve de validité s’en

déduit. Elle consiste 4 tester la réductibilité inductive des membres

gaches de régles au cours de la complétion. Elle est décrite ici dans le

cadte général d’une spécification possédant un systéme de réécriture

equationnelle convergent.

Notre premiére contribution au prabléme de preuve de théorémes dans

Valgébre initiale consiste a montrer comment la construction structurée

d'une spécification s’exploite de fagon intéressante au niveau des preuves.

\'idée est simple: si pour prouver un théoréme dans une spécification qui

est un enrichissement d’une spécification de base, des lemmes cans cette

base sont utiles, ils sont prouvés en ne considérant que le sous-ensemble

irs équations~ qui sont nécessaires 4 la preuve. De pius, la spécification

base possédant un systéme de réécriture équationnelle convergent, la

fine technique de preuve par complétion peut étre employée. Cette idée,

ttoillée d’abord dans le cas d’un seul niveau d’enrichissement est ensuite

woloitée dans le cadre de la construction de spécifications hiérarchiques.
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A une telle construction est associé un graphe de dépendance et un

opérateur mis 4 un noeud ne fait intervenir dans sa définition que les

opérateurs définis a des noeuds descendants. Aux feuilles, on suppose qu’il

est possible de décider de l’égalité inductive, c’est-d-dire de prouver

qu’une équation est valide dans l’algébre initiale de la théorie correspon-

dante. Habituellement une feuille contient les constructeurs et les rela-

tions entre eux, s’il y en a. Si tout est basé sur le type boaléen, comme:

dans l’approche de Musser et Goguen, 1’égalité inducti:> revient a décider

que vrai est différent de faux. S’il n’y a pas de relations entre les con-.

structeurs, 1’égalité inductive coincide avec l’égalité entre termes con-

struits uniquement sur les constructeurs, qui est syntaxiquement décidable.

C’est l’approche de Huet et Hullot. Dans notre cadre général, il suffira de

supposer que toutes les spécifications correspondant aux feuilles possédent

un systéme de réécriture équationnelle convergent, car il sera alors possi-

ble d’utiliser la technique de preuve inductive proposée par E.Kounalis.

Une procédure de complétion adaptée aux preuves par induction dans une

spécification hiérarchique est présentée et prouvée ici. Cet algorithme

travaille de fason hiérarchisée. Supposons que l’on veuille prouver par

induction une propriété qui contient des symboles définis au noeud n. Si en

calculant des superpositions, la procédure engendre une équation qui con-

tient uniquement des symboles définis en dessous du noeud i, i deséendant

den, cette équation doit étre prouvée valide dans la spécification

correspondant au sous-graphe de sommet i. Si i est une feuille, on utilise

la procédure de décision aA cette feuille, sinon Jl’algorithme est:

récursivement appelé au noeud i. La procédure compléte ainsi les

woe ‘ ' * : s : :spécifications par des conséquences inductives qui apparaissent comme des.
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lemmes permettant de prouver le théoréme donné.

Cet algorithme est aussi utilisé pour valider l’ajout dans une

spécification hiérarchique d’un ou plusieurs nouveaux opérateurs et des

axiomes les définissant. La spécification a enrichir, dite de base est

supposée définie par un systéme de réécriture équationnelle convergent sur

Jes termes sans variables. Dans un enrichissement de la spécification de

base, on exige que l’ajout des nouveaux opérateurs et des nouveaux axiomes

ne détruise pas ce qui est déja construit. Cela est assuré par la

propriété de consistance de la nouvelle spécification par rapport 4 la

spécification de base. Si les nouveaux symboles sont définis par des régles

de réécriture et des équations formant un systéme de réécriture

équationnelle noethérien, la complétion de l’ensemble de toutes les régles

en testant des conditions syntaxiques, fournit une spécification consis-

tante par rapport a la spécification de base. Il peut étre intéressant par

ailleurs de s’assurer que, lors d’un enrichissement, les nouveaux termes

créés s’expriment en fonction des anciens. C’est ce qui est assuré par la

propriété de complétude suffisante par rapport A la spécification de base.

Si les nouveaux symboles sont définis de facon compléte par des régles de

réécriture, la complétion de l’ensemble de toutes les régles fournit une

specification compléte et consistante par rapport A la spécification de

base. Le systéme de réécriture total posséde aussi la propriété de Church-

Rosser sur les termes sans variables et on peut alors ajouter un noeud au

graphe de la hiérarchie.

L’intérét de cette approche est qu’elle exploite au maximum la con-

struction hiérarchique des spécifications, ce qui est trés important en

pratique pour la validation de spécifications volumineuses. Cette idée de
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structuration des preuves en utilisant la structuration de la construction

apparait par exemple dans le langage i [Hondal979].

Tl faut souligner que dans tout ce qui vient d’étre décrit,

l'utilisation d’axiomes non orientés est autorisée. En effet les procédures

de arsuye inductive décrites apparaissent comme des adaptations de la

procédure de complétion équationnelle implantée dans REVEUR-3. Tout enseni-

ble d’équations E non effagantes pour lesquelles un algorithme de £-

unification est connu est autorisé. Cela généralise par 1a les travaux de

Huet et Hullot qui proposaient d’admettre des opérateurs définis associa-

tifs et commutatifs. C’est la le deuxiéme apport que nous faisons au’:

probléme de preuve dans l’algébre initiale.

2. Notions fondamentales

Ce paragraphe présente les concepts et résultats fondamentaux utilisés

dans la suite de ce chapitre.

2.1. Types de données concret et abstrait

Définition 77 : Un type de données concret de signature X est une Y-algébre:,

hétérogéne.

Une classe d’isomorphisme de I-algébres est une classe d’équivalence de f-;.

algébres pour la relation Isom suivante: M Isom M’ si et seulement si il’

existe un isomorphisme f de M dans M’ tel que F(M} = M’.

Un type de données abstrait de signature X est une classe d’isomorphisme de:

Y-algébres. O

On définit alors, & un isomorphisme prés, un type abstrait comme

l’algébre initiale d’une classe d’algébres.
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féfinition 78 : Une classe K de Z-algébres est fermée par isomorphisme si

et seulement si pour toute X-algébre M de K, si M’ est une Z-algébre iso-

morphe 4 4 alors M’ est élément de K. Si K est une classe de 2-algébres

fermée par isomorphisme et possédant une algébre initiale, alers on appelle

type abstrait associé 4 K la classe des algébres initiales dans K (toutes

{somorphes entre elles). O

Notation : Rappelons les notations adoptées:

- si est la classe de toutes les -algébres, nous noterans I(Z) son

algébre initiale et T(Z) son domaine.

- si K est la classe de toutes les f-algébres satisfaisant un ensemble

d'axiomes A, l'’algébre initiale sera désignée par 1(Z,A). Son domaine est

ensemble quotient rxyA,

Définition 79 : Une spécification est la donnée d’une signature = sur un

ensemble de sortes S et d’un ensemble d’équations A entre les termes

définis par cette signature. O

Une spécification définit une algébre initiale caractérisée par des

domaines et des applications interprétant les opérations. Le type abstrait

associé a une spécification donnée (Z,A) est J'algébre initiale de la

classe des modéles de A.

2.2, Egalité inductive

Puisque dans l’approche type abstrait que nous suivons ici, nous nous

intéressons a l’algébre initiale de la classe des modéles d’un ensemble

d'équations A, nous nous intéressons par la méme aux congruences sur les

termes cles. Nous en définissons deux: la premiére est simplement la res-

triction aux termes clos de la congruence équationneile engendrée par les



Définition 80

t ~ind(A) t’ est définie par:

t ~ind(A) t’ si et seulement si l’équation t=t’ est valide dans 1’algébre

initiale I(Z,A) ou encore si et seulement si pour toute substitution close

cg, oft) al o(t’).

Gn dit aussi que (t = t’) est un théoréme inductif de A. O

Il est clair que si t et t’ sont deux termes non clos tels que

t af t’, alors t ~ind(A) t’, la réciproque étant fausse, puisqu’il suffit

d’exhiber un théoréme dont la preuve nécessite une induction sur la struc-

ture des termes clos. Un exemple classique est celui de l’associativité de

l’addition sur les entiers relatifs.

Exemple 50 :

S = {int}

xX: 0: — int

succ : int ~ int

pred : int > int

plus : int, int > int

A: succ(pred(x)) = x

pred(succ(x)) =

plus(0,y) = y
plus(suce(x),y) = succ(plus(x,y))

plus(pred(x),y) = pred(plus(x,y))
e

Les équations

L’égakité inductive de deux termes t et t’, notée
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plus(x,y) = plus(y,x)

plus(plus(x,y),z) = plus(x,plus(y,z))

sont valides mais ne peuvent &tre prouvées par raisonnement cquationnel a

partir des axiomes précédents. V

Cependant pour comparer les égalités inductives engendrées par deux

ensembles d’équations distincts, il suffit de comparer les restrictions aux

termes clos des congruences équationnelles, et récipraquement:. C’est ce

qu’exprime le lemme suivant:

lemme 8 : ~ind(A) coincide avec ~ind(A) si et seulement si ~* coincide

Ao
avec ~ sur les termes clos.

Preuve:

@ => Sit et t’ sont deux termes clos tels que t af t’,

A

t ~ind(A) t’, done t ~ind(A,) t?, dad t ~ p t’.

@ <= Si t et t’ sont deux termes quelconques tels que

t ~ind(A) t’, pour toute sustitution close o, o(t) af a(t’), donc

A

ate) = © etn) eh ~ind(Ag) t?. 0

2.3. Enrichissement

Un concept fondamental en programmation structurée est celui

@enrichissement, Enrichir une spécification consiste a introduire une

nouvelle sorte, des opérations dont le profil contient 4 la fois les anci-

ennes sortes et la nouvelle, ainsi que des équations définissant ces

opérations. Un cas particulier d’enrichissement est l’ajout sans nouvelle
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sorte d’opérateurs et d’équations. I] est indispensable de s’assurer que

ces nouvelles équations n’ont aucun effet sur les sortes initiales, c’est-

a-dire qu’elles ne changent ni les domaines ni les applications

préalablement définies. Pour cela, on exige que la spécification enrichie,

restreinte aux anciennes sortes et opérations, soit 1’image par un homomor-

phisme injectif de la spécification initiale. En général, on exigera de

plus que cet homomorphisme soit surjectif.

Pour formaliser cela, nous définissons d’abord la Zy-réduite d’une <-

algébre.

Définition 81 : Soient deux signatures ¥ et Xo telles que % est incluse

dans 2. La Xo-réduite d’une Z-algébre M est la )-algébre M’ telle que

- pour toute sorte s de ty les domaines de sorte s coincident, i.e.

(Dy, = (Oy),

~ pour tout érati Bly
p ute opération f de Xo: fue fy o

Exemple 51 : Prenons la sorte entier naturel avec Xo = {0,succ}. 1(Z),6)

admet pour domaine l’ensemble des termes {succ"(0) | n 2 of.

Enrichissons la spécification en ajoutant une nouvelle constante a:

r= Yvta}. I(Z,@) admet maintenant comme domaine {succ"(0) | n 2 0} U

{suceTM(a) | n20}. La To réduite de I(Z,a) est l’algébre admettant pour

domaine {succ(o) | n 20} U {suce"(a) | n 2 0} et pour opérations 0 et

succ définies comme

0: 790

succ : t + suce(t) pour t de la forme suceTM(0) ou suce’ (a).

Il existe un homomorphisme de 1(E,,9) dans la Zo-réduite de I(,e). Mais

me og 
Pena 9 

n 
!ici il n’est pas surjectif car les termes succ (a) ne sont les images
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d'aucun terme de T(Zy). On dit parfois qu’une telle algébre n’est pas fini-

ment engendrée. V

Definition 82 : Etant donné un enrichissement (1,A) de (ZysAq)s soit h

unique XE )-homomorphisme de 1(Z4,A9) dans la ty réduite de I(X,A).

l'enrichissement est dit protégé si et seulement si h est injectif. Il est

dit complétement protégé si et seulement si h est un isomorphisme. O

Cela se traduit par les notions de complétude suffisante et consis-

tance dues 4 Guttag [Guttagi978].

Définition 83 :

- (J,A) est suffisamment compléte par rapport 4 (25 2AQ) si et seulement si

pour tout terme t de T(Z) de sorte initiale, il existe un terme t’ de T(E)

tel que t ai t?,

- (X,A) est consistante par rapport a (Sy sAg) si et seulement si pour tous

Ay
implique t, ~ t,. O

oe A
termes th te de TX) de sorte initiale, t t 1 2

P| 2

Soient (Z,A) et (5A) deux enrichissements de (ZyrAQ) tels que aH est

A

incluse dans ~ '. Alors (Z,A) suffisamment compléte par rapport a {FysAQ)

implique (2,A)) suffisamment compléte par rapport 4 (Zo sg)» (Z,A)) consis-

tante par rapport 4 (Z91Aq) implique (2,A) consistante par rapport a

Edy)

} froposition 10 : (Z,A) est un enrichissement protégé de (25 1AQ) si et

seulement si (Z,A) est consistante par rapport 4 (Za sAQ)-

(Z,A) est un enrichissement complétement protégé de (ZysAy) si et seulement

si (Z,A) est consistante et suffisamment compléte par rapport a (ZgrAg)-
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Preuve: Conwidérons une sorte s initiale et notons simplement T(E) et T(d)

A
les termes de sortes s dans les deux spécifications. Puisque ~

A. A
est incluse dans ~", la classe d’équivalence modulo ~ ~ d’un_ terae

de (24) est incluse dans la classe d’équivalence modulo ah du méme

terme.

Sai , Mo Aait donc h ; Ty )/~ > MX) /~

[t}"A, > [t]“A

- h est surjectif si et seulement si (Z,A) est suffisamment

compléte par rapport 4 (Fy 2AQ)

~ h est injectif si et seulement si (Z,A) est consistante par Tap-

port a (ZpAQ) O

2.4. Validité et consistance

La validité dans l’algébre initiale de théorames qui nécessitent une

preuve par induction est étroitement reliée a la Propriété de consistance,

Nous donnons dans cette section deux lemmes de validité qui sont a4 la base

des méthodes de preuve développées dans la suite.

Le premier lemme de validité exprime simplement que des équations sont

valides dans l’algébre initiale des modéles de A si et seulement si leur

adjonction 4 A ne modifie pas la congruence engendrée sur les termes.

Lemme 9 ; (ler lemme de validité)

Soit aa un ensemble de 2~équations. Les équations de 4 sont valides dans

I(X,A) si et seulement si (Z,AUA,) est consistante par rapport a (Z,A).

Preuve: Si les équations de A. sont valides, pour tous termes clos t. et
1
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A
t t, et t, équivalents modulo gAbay) implique t, ~ t
2? ol 2

Réciproquement soit t=t’ une équation de ae Pour toute substitu-

1 2°

tion o, oft) et oft’) sont égaux modulo i et pai: consistance

a(t) af o(t?). O

Pour pouvoir prendre en compte les spécifications obtenues par enri-

chissement complétement protégé, on raffine un peu ce lemme. Comme on

s'intéresse dans ce cas & la consistance par rapport 4 la spécification de

base, on fait intervenir la propriété de complétude suffisante pour s’y

ramener. Le deuxiéme lemme de validité exprime que deux enrichissements

emboités suffisamment complets d’une méme spécification de base sont con-

sistants en méme temps. Pour prouver la validité d’une équation dans

Valgébre initiale d’une spécification suffisamment compléte, il suffit de

prouver la consistance de la spécification enrichie par 1’équation par rap-

port A. la spécification de base.

Lemme 10 : (2eme lemme de validité)

Soit (Z,A) un enrichissement suffisamment complet par rapport a4 une

spécification de base (Ey sAy) et A’ un ensemble de Y-équations telles que

ph est incluse dans ah! pour les termes de sortes initiales. Alors les

trois propositions suivantes sont équivalentes:

(1) (Z,A’) est consistante par rapport 4 (AQ)

(2) (2,4) est consistante par rapport a (ZAR? et toute équation de A’ de

sorte initiale est valide dans I(%,A)

coincide avec ~(3) (Z,A) est consistante par rapport a (2A) et =

sur l'ensemble des termes clos de sorte s initiale.
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Preuve: ® (1) => (2)

Il est clair que (£,A) est consistante par rapport a Cyhy) }

puisque A est incluse dans al sur les termes de sorte initiale,

O’autre part, supposons qu’il existe une équation tz=t’ de A’ de

sorte initiale qui n’est pas valide dans I(Z,A). On peut done

trouver une substitution close o telle que a(t) et o(t’) ne soient

pas A-équivalents. Comme o(t) et a(t’) sont deux termes de T(Z) de

sorte initiale et que (Z,A) est suffisamment compléte par rapport 2

(ZA), il existe des termes de sorte initiale t) et t?) dans

TH) tels que o(t) a ty et oft?) nA t? y+ Comme ty ett?) ne peu
0

vent pas étre égaux modulo A, ils ne le sont pas modulo AL: Pour-

A 
,

tant puisque ~" est incluse dans ~* sur les termes de sorte ini-
x A’ A’ A’tiale, ty ~ a(t) ~ oft?) ~' to. Les deux termes ty et t?

dans T(E, satisfont ty ~*” tr) et ty nvest pas A,-équivalent a

vo ce qui contredit la consistance de (Z,A') par rapport &

(2 rA,)

@ (2) => (3)

Soient deux termes t et t? de T(E) tels que t ~"’ t?. puisque toute
4

équation de A’ est valide dans 1(Z,A), toute étape de A’-égalité

dans la preuve de t = t? peut étre remplacée par une suite de A-

égalités,

@ (3) => (1) est évident. O

Le premier lemme de validité apparait comme un cas particulier du

deuxiéme puisque si (2, AUA,) est un enrichissement de (Z,A) par des

équations seulement, alors les équations de A, sont valides dans I(Z,A) si
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et seulement si l’enrichissement est consistant. Cela se déduit de

(2)<=>(1) dans le lemme précédent avec CZ rA,=CEA) et A’ =AUA

2.5, Principe d’ induction sans induction

Le principe d’induction sans induction est basé sur l’idée d’utiliser

des techniques purement équationnelles et plus précisément la réécriture

pour prouver la propriété de consistance. Tester la consistance exige de

savoir décider de 1’égalité engendrée par les équations, au aains sur les

termes clos, Ce sera le cas si l’on dispose d’une systéme d2 réécriture

(éventuellement équationnelle) équivalent aux axiomes sur les termes clos.

les deux lemmes de validité se traduisent alors par des propristés sur les

fornes normales des termes clos.

in 84 : Une spécification (Z,A) est dite convergente si et seule-

ment si il existe un systéme de réécriture équationnelle (R,£) convergent

qui engendre sur les termes clos une relation d’équivalence coincidant avec

~\ on notera aussi dans ce cas la spécification (Z,RUE). O

Si (Z,RUE) et (2g RgVE,) sont deux spécifications convergantes telles

que (Z,RUE) est un enrichissement de (Fy »RQUED) » nous supposecons toujours

inmplicitement que Xoo Ry et Ey sont respectivement inclus dans £, R et E,

et que la relation de réécriture équationnelle REQ» utilisée dans

(E,R,UE,), est incluse dans la relation ->RE utilisée dans (Z,RUE). Cette

restriction signifie simplement qu’on ne change pas la méthode de filtrage

associée aux régles de Ry lorsqu’on les considére comme des rages de R.

Considérons tout d’abord le cas d’un enrichissement par des équations

seulement. La consistance de (Z,RUE) par rapport 4 (2, RQUE,) se traduit

par une propriété sur les formes normales des termes de T(E).
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Lemme 11 : Soit (2,R,UED) une spécification convergente et (Z,RUE) un enri-

chissement de (Z,RQUE,) par des Aquations seulement. Supposons de plus que

(Z,RUE) est convergente. Alors (2,RUE) est consistante par rapport 4

(Z,ROUE,), si et seulement si

- tout terme clos de T(Z) a les mémes ensembles de formes normales pour

les deux relations ->RE et “PREG

- les classes d’équivalence de T(X) modulo £ et Eo coincident.

Preuve: - Supposons d’abord (I,RUE) consistante. Soit t un terme de T(X),

to et ty des formes, normales de t pour respectivement ->RE et

~ ROE: Comme t et to sont égaux modulo (RUE), par consistance,

ty et t, sont égaux modulo (RoLED). Par convergence de (Z,RQUE,) et

ott
puisque ty et ty sont deux termes RoEg-irréductibles, t oy

étant RE-irréductible, t, lest aussi.

- Réciproquement, scient deux termes ty et t, de T(X) égaux modulo

(RUE). Cela implique qu’ils ont des formes normales E-égales pour

->PC. Par hypothése, ce sont aussi des formes normales Eq-égales

Z 

fn. 

.pour ->R,EQ. D’od t) et t, sont égaux modula (RQUE,). a

Remarque : Notons que Ihypothése de convergence de (R,E£) n’intervient que
MEMARQuUE! g

dans la preuve de la réciproque.

La procédure dé complétion permet de construire des systémes de

réécriture équationnelle (R,£) et (Rp EQ) convergents. La consistance de

la spécification convergente (Z,RUE) par rapport a la spécification ini-

tiale (2, RQUE,) est satisfaite si les systémes obtenus définissent sur les

termes initiaux les mémes formes normales. Pour faire ume preuve de vali-
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dité, on ajoute les assertions 4 prouver et on compléte l’ensemble. Si le

evstéme crésultant définit les mémes formes normales que le systéme initial,

les équations sont valides.

Supposons maintenant que (Z,RUE) inclus dans (2,R’UE’) sent deux enri-

chissements suffisamment complets par rapport 4 (3, sR LUEL), cue CE, »RLUE, )

et (£,R’UE’) sont convergentes et que (Z,RUE) est consistante par rapport 4

(ER, UE). La consistance de (Z,R’UE’) par rapport a (Z,RUE) se traduit
b’ bb

cette fois par une propriété sur les formes normales des termes de TX)

uniquement. La complétude suffisante de (£,RUE) par rapport 4 (3, RUE, )

permet ici de se passer de la convergence de (Z,RUE).

Lemme 12 : Soient (2, RUE), (Z,RUE) et (Z,R’UE’) des spécifications

telles que:

- (3, RUE) est une spécification convergente,

- (Z,RUE) est consistante par rapport a (3 RUE) et tout terme de T(Z)

contenant un symbole de x - a est RE-réductible,

- les classes d’équivalence de TZ) modulo E et E’ coincident,

- {£,R°UE’) est convergente.

Alors (Z,R’UE’) est consistante par rapport 4 (Z,RUE), si et seulement si

tout terme clos t de ME) a les mémes ensembles de formes normales pour

Jes deux relations ->RE et ->R’E’.

Preuve: - Suppesons (2,R’UE’) consistante par rapport 4 (Z,RUE). Soient t

un terme de Th), t, et to des formes normales de t pour respec-
il

tivement ->RE et ->R’E’. ty et ty étant RE-irréductibles ne peuvent

contenir de symbole de x - ae Ce sont donc deux termes de T(E.)

égaux module (R’UE’). Par consistance de (X,R’UE’) et de (Z,RUE),
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ils sont égaux modulo (RUE) et donc t et to sont égaux modulo Bo

puisqu’ils sont RoE, -irréductibles.

- Réciproquement, soient deux termes ty et ty de T(E) tels que ty

et t, soient égaux modulo (R’UE’). Par complétude suffisante de

b’-b

tels que t, soit égal modulo (RUE) a t’

(Z,RUE) par rapport a (5. ,R VER)» il existe et) et a dans Ta)

~ , r > t1 &t t, at’). Drow t, et

ts sont égaux modulo (R’UE’) et ont des R’E’-formes normales

égales modulo E’. Puisque ce sant aussi des RE-formes normales

égales modulo E par hypothése, t et ty sont égaux modulo (RUE).

QD

C’est cette derniére méthode, utilisant la complétude, qui a été

employée dans les premiéres approches du probléme de preuve par induction-

que nous allons décrire maintenant.

3. Oifférentes approches du probléme

Historiquement deux approches ont été proposées par Musser et Goquen

d’une part, et par Huet et Hullot d’autre part. Nous allons briévement les

rappeler en montrant qu’elles sont en fait des instances du processus que

nous venons de décrire. Contrairement a ces deux approches utilisant la

propriété de complétude suffisante, celle proposée par E£.Kounalis [Jouan-

naud1985] est basée directement sur I’hypothése que les spécifications sont

convergentes.

3-1. Approche de Musser et Goguen

L’ approche de Musser, clarifiée et améliorée ensuite par Goguen, con-

siste & enrichir la spécification par une axiomatisation de l’égalité, en
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introduisant

- une nouvelle sorte newbool avec les constantes vrai et faux,

- un prédicat d’égalité, c’est-ad-dire une opération Es de profil

(s.s;newbool) pour chaque sorte s de la spécification initiale,

-~ de nouvelles équations axiomatisant ces opérations et telles que étant

donné deux termes clos t et t’, on puisse prouver (t= t? )evrai si et seule-

ment si t et t’ peuvent étre prouvés égaux dans la spécification initiale

par les régles de déduction équationnelle. On suppose de plus qu’on ne

peut pas prouver vrai=faux.

Exemple 52 : Les équations

(x = x) = vrai

(0 =" succ(x)) = faux

(suc€(x) =_ 0) = faux

(suce(x) = suce(y)) = (x =. y)

donnent une axiomatisation de l’égalité pour les entiers naturels. V

Cet enrichissement doit bien sir étre complétement protégé et il four-

nit alors ce qu’on appelle un enrichissement égalitaire de la spécification

initiale,

Définition 85 : Soit BOUL la signature de sorte newbool et d’opérateurs

constants vrai et faux. Soit E la réunion de BOOL et d’une signature £

enrichie, pour chaque sorte s différente de newbool, d’une opération Fe de

profil (s.s;newbool). Soit A un ensemble de L-équations. Alors (X" A>)

est un enrichissement égalitaire de (1,A) si et seulement si il satisfait

les conditions suivantes:

(1) Egalité équationnelle:
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pour chaque sorte s différente de newbool dans X~ et pour tous termes clos

t et t’ de sorte s,

a. Ll’équation (t =e t’) = vrai est déductible de A” si et seulement si

(t = t’) est déductible de A.

b. l’équation (t =, t’) = faux est déductible de A~ si et seulement si

(t = t’) n’est pas déductible de A.

(2) Consistance:

(vrai = faux) n’est pas déductible de A> pour la sorte newbool. ©

En d’autres termes, le prédicat d’égalité dans 1’ enrichissement est:

caractérisé par la déduction équationnelle dans la spécification d’origine,

Pour ce type d’enrichissement, il est facile de vérifier que

l’enrichissement est complétement protégé.

Lemme 13 ; Soit (Z,A) un enrichissement de (29 +AQ) tel que:

- il existe une seule sorte Sq dans X - X

- les opérations et les constantes de ¥ - X ont toutes pour codomaine 5g

- les équations de A - Ay ont toutes pour sorte s..

Alors l’enrichissement est complétement protégé.

Preuve: Voir [Mesequerl983].

Les conditions imposées dans la définition d’un enrichissement

égalitaire impliquent a la fois les propriétés de complétude suffisante et

de consistance de (Z°,A~) par rapport a (2,A) et par rapport a l’algébre de

sorte newbool, ceci dés que aA est décidable.

Lemme 14 : Si (27,07) est un enrichissement égalitaire de (X,A) et si aa

-201-

est décidable, alors (ZA) est consistante et compléte .ar rapport a

(2,4) et par rapport 4 (BOOL,g)

Preuve: (Z,A~) est consistante par rapport 4 (BOOL,s) par définition d’un

enrichissement égalitaire. D’autre part, tout terme de T(E) de

sorte newbool peut é6tre soit l’une des constantes vrai ou faux au

un terme (t 25 t’?). Dans ce dernier cas, puisque Ai est décidable,

soit t ah t’ et done (t a t’) = vrai, soit t n’est pas A-

équivalent 4 t’ et donc (t = £’) = faux. Dans tous les cas, tout

terme de sorte newbool est équivalent modulo A a un terme de

T(BOOL}.

La consistance et la complétude par rapport a (Z,A) césultent du

lemme 13.

Le probléme de la validité d’un ensemble d’équations dans une algébre

initiale se réduit & celui de la consistance de l’enrichissement égalitaire

augmenté de ces équations.

Théoréme 10 : Soit (2,A7) un enrichissement égalitaire de (Z,A). Un ensem-

ble A. de Z-équations est valide dans 1(Z,A}) si et seulement si \vraizfaux)

ne se déduit pas de RUA, par les régles de déduction équationnelle.

Preuve: Par application du lemme 10 (Zeme lemme de validité), en prenant

(2, 0A,)=(BOOL,@), (Z,A)=(Z",A") et (Z?,A’)=(5",A"UA,), on obtient:

l’ ensemble A, de Y-équations est valide dans I(Z,A) si et seule-

ment si (vraisfaux) ne se déduit pas de RUA, par les régles de

déduction équationnelle. Par consistance de (= ,A) par rapport 4

(Z,A), 1’ ensemble Bs de Z-équations est valide dans I(r A>) si et
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seulement si 1’ ensemble a de Z-équations est valide dans I(E,A),

Oo

En termes de réécriture, ceci Signifie simplement que les formes nor-

males des termes de base qui sont ici vrai et faux uniquement, sont les

mémes pour les systémes de réécriture associés 4 A et a AUR. la

propriété de complétude suffisante de (ZA) par rapport a BOOL est ici

implicitement utilisée pour se ramener a i’étude des formes normales des

termes de sorte newbool.

On en déduit une méthode de preuve par induction d’un_ ensemble

d’ assertions Aa dans I(Z,A):

(1) Calculer un enrichissement égalitaire (Z°,A") de (Z,A) tel que

Pégalité engendrée par A” soit équivalente a celle engendrée par un

systéme de réécriture équationnelle convergent, en utilisant une procédure

de complétion équationnelle.

(2) Compléter de méme AUR.

(3) Si la complétion termine ou engendre une infinité de régles, et si

avec le systéme résultant vrai et faux ont des formes normales distinctes,

les équations de . sont valides dans I(Z,A)

(4) Si au cours de la complétion, l’équation vrai-cfaux est engendrée, au

moins une des équations de a n’est pas valide dans I(Z,A).

3.2. Approche de Huet et Hullot

Contrairement 4 la précédente, cette méthode ne requiert pas

l’introduction de prédicats d’égalité. Par contre elle utilise 1’ existence

de constructeurs, c’est-a-dire pour chaque sorte s, l’existence d’une
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sous-signature Xy et le fait que (2,A) soit un enrichissement consistant et

suffisamment complet de (E10). Ici encore la complétude suf “isante permet

de se ramener a la comparaison des formes normales sur 12s termes con-

struits uniquement sur les constructeurs. Comme il n’y a a l’origine aucune

relation entre constructeurs, il suffit que l’adjonction des équations a

prouver n’en engendre pas.

On en déduit une méthode de preuve par induction d’un_ ensemble

d'assertions , dans I(Z,A):

(1) Vérifier la complétude suffisante de (Z,A) par rapport 4 (299).

(2) Appliquer la procédure de complétion a en:

(3) Si la complétion termine ou engendre une infinité de régles, et si les

termes clos de TZ) sont irréductibles, les équations de a, sont valides

dans I(Z,A)

(4) Si au cours de la complétion, une équation dont les deux membres sont

des termes de Ty) est engendrée, au moins une des équations de AD nvest

pas valide dans I(Z,A).

Le fait qu’il n’y ait pas d’équation sur les constructeurs permet

d'introduire des simplifications sur les équations engendrées. Ainsi,

lorsqu’ une équation e(ty,...,t)) = e7(t?),-..,t? ) est engendrée avec c et

c’ appartenant 4 Xo soit cfc’? et l’algorithme s’arréte en réfutation, soit

esc’ et l’équation est remplacée par les n équations (t,st?,). Ces) sim-

plifications permettent d’améliorer considérablement l’efficacité du pro~

cessus et parfois méme de le faire terminer, alors que la complétion sans

ces simplifications diverge. Remarquons que sur les entiers, avec les con-

structeurs 0 et succ, les simplifications permettent de remplacer toute

équation suec(t) = suce(t’) par l’équation t=t’, tout comme le fait dans la



~204-

démarche de Goguen, l’équation (succ(x) “. Dans cettesucc(y)) = (x =. y).

approche en effet, l’axiomatisation de l'égalité est implicite grace au

Fait qu’il n’y ait pas d’équations entre les constructeurs.

Les limitations de cette méthode qd’ induction sans induction sont

discutées dans [Lankford1981].

3.3. Apprache de Paul

E.Paul propose une généralisation de la méthode de Huet et Hullot au

cas oU il existe des relations entre constructeurs, sous réserve que les

deux conditions suivantes soient vérifiées:

~ on peut construire 4 partir des relations entre constructeurs un systéme

de réécriture convergent éventuellement modulo 1’ associativité et la commu-

tativité de certains constructeurs.

~ l’ensemble de ces relations posséde la propriété dite de complétude

inductive qui traduit le fait que, pour la théorie équationnelle qu’elles

définissent, 1’ égalité équationnelle coincide avec légalité inductive, ou

encore que le raisonnement équationnel est complet. C’est le cas en pra-

tique pour de nombreuses spécifications courantes, en particulier sur les

entiers relatifs sur lesquels on a les relations suivantes entre les con~

structeurs suce et pred: succ(pred(x)) = x et pred(succ(x)) = x.

Un autre apport est d’introduire un procédé de simplification

d’équations généralisant celui de Huet et Hullot. Les simplifications sont

codées sous forme de relation non équationnelles qui ont la forme suivante:

avec

~ soit t et t’ sont des termes construits uniquement sur les constructeurs

ot
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~ soit (t=t’) est l’équation (vrai=faux).

Ces relations doivent étre fournies au départ et @tre valides dans

Vvalgébre initiale I(Z,A). Ainsi sur les entiers naturels or: donne:

succ(x) = succ(y) => x = y

succ(x) = 0 => vrai = faux.

le calcul des paires critiques dans l’algorithme de complétion doit alors

comporter aussi le calcul de paires critiques entre une régle l->r et une

relation de ce type. Une telle paire critique existe si l=r est unifiable

avec byt) et elle est définie comme la paire (o(t)=o(t’)). unification

doit se faire modulo la commutativité du symbole =. Il est & noter que la

pase critique ainsi calculée n’est autre que le résolvant de la clause

op te re ap(Isr :-) avec (t=t? : tyst vs Au

s’arréte en

niveau de l’examen des équations,

l'algorithme réfutation dés la découverte d’une équation

(vraizfaux), Par rapport aux algorithmes précédents, celui-ci a la

propriété de fabriquer des équations qui ne sont pas des conséquences

équationnelles des équations de départ. Elles ne sont donc pas valides dans

tous les modéles des équations de départ, mais elles sant valides dans

Vvalgébre initiale puisque les régles d’inférence utilisées pour les

déduire le sont.

3.4. Approche de Kounalis et Jouannaud

Cette approche toute récente donne un nouvel éclairage au probléme.

Elle montre comment se passer de la complétude suffisante dans le cas de

specifications convergentes, en s’appuyant directement sur le lemme 11. Le

concept fondamental mis en évidence est celui de réductibilité inductive

pour un systéme de réécriture équationnelle (R,£). Nous présentons main-

tenant cette approche, détaillée et prouvée dans la thése de £.Kounalis
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[Kounalis1985], sous une forme légérement plus générale, grace a la notion

de RE-réécriture.

4. Preuve de validité dans une spécification convergente

Le concept de réductibilité inductive (ou quasi-réductibilité dans des

travaux antérieurs de E.Kounalis et JP.Jouannaud) est apparu a lV origin

dans l’étude de la propriété de complétude suffisante. En cherchant des

conditions permettant d’assurer cette propriété, on utilise le fait qu'un

symbole f est défini de fagon compléte si tout terme clos commengant par f

est réductible. Lorsqu’on essaie de faire une telle preuve en examinant les

termes non clos, on s’apergoit qu’il existe des termes non clos

irréductibles dont toutes les instances closes sont réductibles.

4.1, Réductibilité inductive

Définition 66 +: Soit (R,E) un systéme de réécriture équationnelle

noethérien modulo £. Un terme t posséde la propriété de RE-réductibilité

inductive si et seulement si pour toute substitution close o, oft) est RE-

réductible. O

On peut également définir une notion de R/E-réductibilité inductive,

pour la relation de réécriture dans les classes d’équivalence de termes

modulo E. Cependant, nous nous intéressons uniquement ici aux relations de

réécriture définies sur les termes. Dans toute la suite, lorsqu’on parle de

RE-réductibilité inductive dans une spécification convergente (Z,RUE), on

suppose implicitement que ->RE est la relation de réécriture associée au

systéme de réécriture équationnelle (R,E) décrivant la théorie.

Le terme plus(x,y) dans la spécification des entiers relatifs
Exemple 53 :

san ae

@berites ci

dient la
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dessous a la propriété de RE-réductibilité inductive, en

thoisissant par exemple pour ->RE la réécriture ->R,E.

5S = {int}

Xr: 0: 7 int

succ i: int > int

pred : int > int

plus : int, int > int

R: succ(pred(x)) = x

pred(succ(x)) = x

plus(0,y) = ¥

plus(succ(x),y)

plus(pred(x),y)

= succ(plus(x,y))

= pred(plus(x,y))

E: plus(x,y) = plus(y,x)

plus(plus(x,y),z) = plus(x,plus(y,z))

La décidabilité de la RE-réductibilité inductive est étudiée dans

|Jouannaud1985]. Lorsque E est l’ensemble vide et R un ensemble de régles

lingaires 4 gauche, la R-réductibilité inductive est décidable. Il en est

de méme pour certaines théories £, parmi lesquelles les théories permuta-

tives. Le cas général est un probléme encore ouvert.

Cette propricté est directement liée a une propriété concernant les

formes normales d’un terme, qui s’exprime de la fagon suivante:

lemme 15 : Soient (R,E) un systéme de réécriture équationnelle noethérien

tiodulo E, ie un ensemble de régles q->d telles que g a la propriété de RE-

réductibilité inductive, E un ensemble d’équations g=d telles que g et d

propriété de RE-réductibilité inductive. Alors un terme clos t

est en forme normale pour ->RE si et seulement si il est en forme normale

pour ->R’E’ of Penh et oP sEUe
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On en déduit le théoréme suivant:

Théoréme 11 : Soit (Z,RUE) une spécification convergente. Soient Ls on

ensemble de régles g->d telles que g ait la propriété de RE~réductibilité

inductive, Cs un ensemble d’équations g=d telles que g et d aient la

propriété de RE-réductibilité inductive. Si (ROR, s EUE,) est convergent,

alors les équations de RED sont valides dans I(Z,RUE).

La notion de réductibilité inductive permet de donner un théoréme de

validité qui est une adaptation du lemme 9 (ler lemme de validité) aw

systémes de réécriture équationnelle.

Théoréme 12 : Soit (Z,RUE) une spécification convergente. Soient R, un

ensemble de régles g->d telles que g ait la propriété de RE-réductibilité

inductive, 5 un ensemble d’équations g=d telles que g et d aient la

propriété de RE-réductibilité inductive. Posons RPsRUR, et eso S?il.

existe un systéme de réécriture équationnelie (Ro,E?) convergent, tel qu

Pour tout terme clos t, les formes normales de t pour ->RwE’ et pour ->R’E!

coincident, alors les équations de Re sont valides dans

1(Z,RUE)=1(E, RUE).

Preuve: Supposons qu’il existe une régle g->d de a, qui n’est pas valide

dans I(E,RUE). Il existe alors une substitution o telle que o(g) et

a(d) ne sont pas RUE-équivalents. Ce qui implique que olaboe t

o(d) toe ne sont pas E-équivalents. Par le lemme 15, ola) bares et

od) bares ne sont pas non plus £’-équivalents. Donc olay es

n’est pas £’-équivalent a olde ey On contredit ainsi la conflu-

ence de (Ro,E£’). De la méme maniére, s’il existe une équation g=d

de E, qui n’est pas valide dans 1(Z,RUE), on contredit la cohérence
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de (Roo,E’) modula £’. L’identité des algébres initiales résulte du

fait qu’elles sont toutes deux identiques 4 I(Z,R’UE’), la premiére

a cause de la validité des équations de RUE, dans I(Z,RUE), la

deuxiéme a cause de l’identité des congruences engendrées par

(RoE?) et (R’UE’) sur les termes clos de T(E).

Afin de prouver la validité d’une équation dans une spécification con-

vergente, on l’ajoutera donc soit 4 l’ensemble de paires 4 orienter en

régles, soit a l’ensemble d’équations non orientées, et on complétera

l'ensemble en vérifiant que chaque régle ajoutée a un membre gauche ayant

Ja propriété de RE-réductibilité inductive pour le systéme de réécriture

équationnelle en cours.

4.2, Preuve inductive dans une spécification convergente

Comme dans la procédure de complétion équationnelle, la procédure de

preuve inductive a pour arguments un ensemble de paires de termes P, un

ensemble de régles R, un ensemble constant d’équations E et un ordre de E-~

réduction noethérien >.

Chaque régle posséde une étiquette qui permet de retrouver 1’ordre

dans lequel elles ont été introduites. Cela permet d’implanter facilement

I'hypothése d’équité nécessaire au moment du choix d’une régle pour le cal-

cul des paires critiques. Pour ne pas alourdir les notations, les

étiquettes ne sont pas mentionnées dans 1’algorithme. Chaque régle est

également marquée si et seulement si ses paires critiques avec toutes les

tégles d’étiquette inférieure et toutes les équations de E ont été

, calculées.
|
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La procédure PREUVE~INDUCTIVE a pour but de prouver ou

ensemble d’équations RAE, dans une spécification convergente définie par

le systéme de réécriture équationnelle (RoE).

Initialisation:

PzR = =f R Ry Es Ey u Es

PREUVE~INDUCTIVE(P,R,E,>)
SI P n’est pas vide

ALORS choisir une paire (p,q) dans Ps pap}; q’=qt;

SI p’ A q’ ALORS R = PREUVE-INDUCTIVE(P-{(p,q)},R,E,>)
SINON 1->r = ORIENTATION(p’ ,q’,>)

SI NON(IND-REDUCTIBLE(1,R »E,))
ALORS ARRET en REFUTATION® :
FIN SI

(P,R) = SIMPLIFICATION(P-{ (p,q)},R,1->r)
R = PREUVE-INDUCTIVE(P,RU{(1->r}),E,>)

FIN SI

SINON SI toutes les régles de R sont marquées
ALORS RETOURNER R; ARRET en SUCCES
SINON choisir une régle non marquée 1->r

en respectant l’hypothése d’équité

(P,R) = PATRES-CRITIQUES(1->r,R,E);
marquer la régle l->r dans R

R = PREUVE-INDUCTIVE(P,R,E,>)
FIN SI

FIN SI

FIN PREUVE-INDUCTIVE

La procédure ORIENTATION compare les deux termes p’ et q’ donnés avec

7 
. 

. 2 5l’ordre donné et s’arréte en échec si c’est impossible.

ORIENTATION(p,g,>)

CAS p > q ALORS RETOURNER p->q

q > p ALORS RETOURNER q->p

SINON ARRET en ECHEC

FIN CAS

FIN ORIENTATION

La procédure TND-REDUCTIBLE(t ,Ry sEp) teste si le terme t a la

propriété de RoE_~réductibilité inductive, Les procédures SIMPLIFICATION et

PAIRES-CRITIQUES sont les mémes que celles utilisées dans la procédure de

complétion équationnelle.

réfuter un |
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La correction de la procédure de preuve inductive se traduit par le

théaréme suivant:

ihéoréme 13 : Soit (2, RUE 4) une spécification convergente, Rr un ensemble

de régles et 7 un ensemble d’équations (g=d) non effagantes tel qu’un

algorithme complet de Cg anal 2ealtion est cornu et que g et d aient la

propriété de RoE reductibilite inductive. Supposons que ta procédure

PREUVE-INDUCTIVE est initialisée avec les arguments Ree k E jE et <.
p

Cheque équation de ies est valide dans 1(Z,R UES) si et seulement si

0°

PREUVE-INOUCTIVE ne s’arréte pas en échec ou réfutation.

Précisons un peu ce que signifie ce théoréme:

a) Si la procédure ne s’arréte pas en échec ou réfutation, soit Re le

systéme de régles retourné. Alors

- Reo est Church-Rosser modulo (EQUE,) sur les termes clos de T(Z)

- les égalités inductives engendrées par (RooLE QUE.) et (RGUR UE QUE.)

coincident

- chaque équation de has est valide dans T(Z, RUE)

- T(Z,RoUE,) a T(E, RoUR UE QUE) = TS, Raat Ue

b) Si la procédure s’arréte en réfutation, il existe une équation de A

qui n’est pas valide dans 1(Z,RQUEq)

c) Réciproquement si une équation de es nest pas valide dans

I(E,RQUE 4), alors la procédure s’arréte en réfutation ou en échec.

La preuve de ce théoréme s’appuie sur le lemme suivant:

Lemme 16 + Un terme clos est en forme normale pour ~ORGEQ si et seulement

si il est en forme normale pour les systémes de réécriture équationnelle

uitérieurement engendrés par la procédure au cours de la complétion.
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Le probléme de vérifier la consistance d’un enrichissement par rapport

@ une spécification de base se différencie de la preuve de la validité dup i

ensemble d’équations lorsqu’on ajoute de nouveaux symboles. Reprenons un

exemple donné par JP.Jouannaud et £.Kounalis (loc. cit).

Exemple 54 : Soit %, = {0,succ}, Ry = Csuce(suce(0)) -> 0} définissant la —

spécification de base, On l’enrichit avec un nouveau symbole pred et une

équation pred(x) = succ(x). Cet enrichissement est bien consistant et

Lensemble des deux régles

suce(succ(0)) -> 0

pred(x) -> suce(x)

est convergent. Pourtant pred(x) n’a pas la propriété de Ro-réduct ibilité

inductive, et la procédure précédemment décrite termine en réfutation si

l'on choisit un ordre sur les termes tel que pred(x) > succ(x). V

Pour tester la consistance d’un enrichissement, nous proposons dans ce

qui suit un autre point de vue utilisant, dans une situation semblable @

celle présentée dans cet exemple, la structuration de 1’enrichissement.

5. Spécifications structurées

Nous allons maintenant montrer comment exploiter la notion

d’enrichissement d’une spécification dans la procédure de complétion,

Lidge est que quand on enrichit une spécification, on introduit au moins

un nouveau symbole et des équations qui contiennent ce symbole. Lorsque,

pour prouver la consistance de cet enrichissement, on utilise la procédure.

de complétion, il apparait en général des paires critiques qui ne font

intervenir que des symboles de la spécification initiale et il s’agit alors
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de prouver que ces équations sont valides. Comme nous supposerons toujours

que cette spécification est convergente, il est possible d’utiliser la

méthode de preuve inductive que l’an vient de décrire pour cela.

5.1. Spécifications structurées complétes ou convergentes

Le concept de spécification structurée apparait par exemple dans

(Wirsing1982).. Dans le cadre des systémes de réécriture, il est défini par

J.L.Remy dans’ sa thése (loc.cit).

oéfinition 87 : Soit E, UX, une partition de la signature Z. On appelle

- 2, -Equation toute équation g=d dont les deux membres sont des termes de

Wd, sx).

- 2,-Fegle toute Z,~équation orientée g->d telle que V(g) contienne V(d).

- Z-Equation toute équation g=d dont 1l’un des membres est un terme de

TZ,X)-T(E, 4X).

- Zyrégle toute Zy-Equation orientée g->d dont le membre gauche g est un

terme de TCX, X)-T(Z, 4X) tel que V(g) contienne V(d).

Une %,-équation ou une 2 y-équation g=d est non effagante si et seulement si

Wig)=W(d). 0

Il faut noter qu’avec cette définition, une régle x->t avec t dans

T(Z,X) ne peut pas étre une Eyregle.

Définition 88 : Une spécification (Z,A) est une spécification structurée de

base (Z,,A,) si et seulement si d= 2 UL, A= A, UA,

a) Ay est un ensemble de Equations divisé en un ensemble d’équations

non effagantes ey et un ensemble de régles R..

(2) L?équivalence engendrée par Ay est décidable 4 l’aide du systéme de

réécriture équationnelle convergent (RovER)
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(3) Ay est un ensemble de Ey-équations divisé en un ensemble d’équations —

non effagantes Ey et un ensemble de régles Rae

(4) Sotent R=RLUR et E=E,UE |. ~>RE est E-noethérienne.

De plus

(5) Si tout terme t de T(¥) posséde une forme normale tl dans TO) pour

la relation ->RE, la spécification est dite structurée compléte de base

(EA,).

(5’) Si (R,E) est convergent, la spécification est dite structurée conver-

gente de base (ZAR) Oo

Faisons quelques Temarques sur cette définition:

~ Le seul lien exigé entre la relation de réécriture utilisée dans (A)

et celle de (Z,A) est que REL est inclus dans ->RE, ce qui est immédiat

dés que Ry est inclus dans R et a dans E et que la méthode de Filtrage

utilisée pour chaque régle de Re est conservée,

- L’hypothése de terminaison de ->RE implique celle de ~ORLED

- La condition (5) implique la propriété de complétude suffisante de (Z,A)

par rapport 4 (ZAR Si un terme a plusieurs formes normales distinctes,

il est facile de vérifier qu’elles sont toutes dans Th) dés que 1’une

d’entre elles y est: sinon en effet cette forme normale serait elle-méme un

terme de T(Z) et A cause de la condition (5) serait réductible.

La propriété de complétude suffisante étant indécidable, des condi-

tions suffisantes et les tests correspondants ont été proposés par

[Huet1982,Bidoit1981, Thie11984,Kounalis1985a]. Beaucoup d’entre eux sont

batis sur la vérification de la condition suivante équivalente a la condi-

tion (5): tout terme tef(ty,...,t ) tel que f appartient a x4 et tport,

appartiennent 4 TO) est RE-réductible.

-215-

I] est important de noter que si la spécification est coupléte, tout

terme t de T(Z,X)-T(E,,X) a la propriété de R&-réductibili-é inductive.

Sinon il existerait une substitution close o et un terme clos a(t) con-

tenant un symbole de =, qui est RE~irréductible. Ce qui contredit la
d

complétude suffisante.

La notion de spécification structurée est illustrée par l’exemple de

la spécification suivante des entiers relatifs:

Exemple 55 : Les entiers relatifs

S = {int}

olan 0: > int

B succ : int > int
pred : int ~ int

Xo: opp +: int, int ~ int

F plus ; int, int ~ int

Re succ(pred(x)) -> x

pred(succ(x)) => x

BF = 6

Ry} opp(0) -> 0

opp(suce(x)) -> pred(opp(x))

opp(pred(x)) -> succ(opp(x))

plus(0,y) -> y

plus(suce(x),y) -> succ(plus(x,y))

plus(pred(x),y) ~> pred(plus(x,y))

Ey plus(x,y) = plus(y,x)

plus(plus(x,y),z) = plus(x,plus(y,z))
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Il est intéressant de noter tout de suite quelques propriétés simples

qui découlent des conditions syntaxiques imposées aux régles et équations

d’une spécification structurée:

Lemme 17 : Soit (Z,A) une spécification satisfaisant les conditions (1) et

(3) de la définition précédente. Alors pour tous termes t et t’ tels que t

appartient a TK):

a) tet t’ E, equivalents implique t’ appartient a T(E, 5X)

b) t ~#-ORLE, t? implique t’ appartient a T(E, +X)

ce} t ae t’ implique t et t’ E,-équivalents

d) t -¥->RE t? implique t “FOR ES t?.

Preuve: a) se prouve par induction sur la longueur de la plus petite

preuve de E,-équivalence de t et t’,

b) se prouve par induction sur la longueur de la dérivation.

c) et d) se déduisent du fait que si t est dans T(E, 4X) ni les

régles de Ry ni les équations de Ey ne peuvent s’appliquer. [J

La relation qui existe entre une spécification structurée de base

BSPEC et un enrichissement consistant par rapport 4 BSPEC repose sur la

propriété de convergence. C’est ce qu’exprime le théoréme suivant:

Théoreme 14; Soit SPEC=(Z,RUE) une spécification structurée de base

BSPEC=(Z, ,R UE, ) telle que (R,E) soit un systéme de réécriture

équationnelle convergent sur les termes clos de T(Z). Alors SPEC est con-

sistante par rapport 4 BSPEC.

Preuve: Puisque (R,E) est convergent sur les termes clos, pour tous termes
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t et t’. (RUE)-équivalents, il existe des termes ty et ty tels que

t -#-DRE t,, t’ -#->RE ty et t x t?
i’ i

Si t et t’ de plus sont dans 2), d’aprés le lemme pricédent:

“he > Ly. ’ ’ 4 5 .t -* REL th t? -# oR, t 1 et ty et t 1 sont ey équivalents

Donc t et t’ sont (RAUE, )-équivalents, ce qui prouve la consis-

tance. (1

Remarquons que la propriété de consistance d’une spécification

structurée (2,RUE) par rapport a sa base ne nécessite ni la complétude suf-

fisante ni la convergence de (2,RUE).

Dans ce qui suit, nous prendrons toujours en compte a la fois des

specifications complétes et des spécifications convergentes, afin de mettre

en évidence que les approches décrites dans le paragraphe 3 sont des cas

particuliers de la nétre.

32, Preuve de validité et consistance dans une spécification structurée

Nous allons maintenant spécialiser les lemmes 9 et 10 de validité aux

specifications structurées.

Théoréme 15 : (Théoréme de validité) Soient (Z,RUE) une spécification

structurée de base (2, RUE), et cS oeCee un enrichissement sans

nouvelle sorte de (Z,RUE) par un ensemble R, de Lyrégles et un ensemble ep

_ de Ljréquatians non effagantes. Supposons de plus que si RAL est non

Vide, l’une des conditions suivantes est remplie:

(cas 1) (£,RUE) est compléte par rapport a (2, RUE, )

{cas 2) (Z,RUE) est convergente, a, est un ensemble de régles g->d telles

que g ait la propriété de (R,E)-réductibilité inductive, B est un ensemble
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d’équations g=d telles que g et d aient la propriété de (R,E)-réductibilité

inductive.

Si il existe un systéme de réécriture Re tel que

- Ro est Church-Rosser modulo es sur les termes clos de T(¥)

- les égalités engendrées par (ReJEUE, ) et (RUR EVE) coincident sur les

termes clos de T(Z)

- (2, Red JEUE ) est une spécification structurée de base (2, RUE, ).

Alors

a) toute équation de Rees est valide dans I(X,RUE)

b) (Z,RUE) est consistante par rapport a (2, »R LUE)

c) Si (X,RUE) est compléte par rapport a (oak UE, ) alors
bo "b’’

CE, ReUJELIE,) est compléte par rapport & (3, RUE).

Preuve: (cas 1)

Puisque Re est Church-Rosser modulo (ELE), (2, ReUEUE, ) est consis-

tante par rapport 4 (2, RUE, ) par le théoréme 14, et done

(2, RUR UELE,) lest aussi. La spécification structurée (,RUE) de

base (2, 5RL UE.) est suffisamment compléte par rapport a (2, oR UE)

et le lemme 10 (2eme lemme de validité) s’applique a (2, LUE),

(Z,RUE) et (Z,RUR_UEUE).

(cas 2)

a) Par application du théoréme 12 a (Z,RUE), Rs et oy

b) se déduit du théoréme 14.

Le systéme Reo est construit. par complétion en utilisant la procédure:

de complétion équationnelle. La contrainte supplémentaire a prendre en

compte est de type syntaxique: puisque (2, ReLJELE,,) doit étre une
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specification structurée de base (3, RUE), les régles ajoutées dans

(Z,RUE) doivent étre des Tytegles. La procédure d’orientatian d’une paire

critique doit donc prendre en compte cette contrainte.

le probléme suivant est de traiter les équations dont les deux membres

appartiennent A TUX |X). Si une telle équation (t=t’) est valide dans

IE RUE) l’égalité engendrée par RUE Ult=t? I sur T(E.) coincide avec

celle engendrée par RUE. la congruence sur les termes clos de la

spécification de base n’étant pas modifiée, on peut considérer 4 la place

de BSPEC une spécification de base BSPECm dans laquelle on a ajouté des

lemmes, c’est-a-dire des équations valides dans T(E, RUE), nécessaires

pour prouver la validité de es" Il faut donc supposer que la validité

@une Equation est décidable dans la spécification de ase. Jusqu’a

récemment, on considérait que c’était une hypothése trés restrictive, bien

que la plupart des techniques proposées pour faire des preuves de validité

aient supposé des conditions impliquant cette propriété:

@ dans 1’ approche de Musser et Goguen, la définition d’un enrichissement

égalitaire permet de se ramener au cas ol la spécification de base est

toujours le type booléen.

@ dans l’approche de Huet et Hullot, la spécification de base est celle

des constructeurs et puisqu’il n’y a aucune relation entre eux, l’égalité

inductive se raméne 4 un test d’égalité syntaxique.

® dans 1’ approche de Paul, l’égalité inductive est supposée coincider

exactement avec l’égalité équationnelle et donc se teste par des techniques

de réécriture.

Dans le cas général, puisque la spécification de base est convergente, la

méthode décrite précédemment et testant la réductibilité inductive peut
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étre utilisée pour prouver des lemmes dans la spécification de base.

3-3. Complétion inductive dans une spécification structurée

Nous proposons maintenant une procédure de complétion qui, a partir

d’une spécification structurée, compléte ou convergente, (Z,RUE) de base

(2 RLUEL), et d’assertions a prouver ea construit une spécification

structurée convergente.

Nous supposons donc que la signature X est partitionnée en deux signa-

tures 4 et ay L’ensemble d’équations non orientées E est partitionné ‘en

deux ensembles Eh et Ey Nous supposons aussi que pour tout ensemble de

régles R, nous disposons de fonctions B et D telles que B(R) est 1’ ensemble

des 2, regles de R, O(R) est l’ensemble des iy Tégles de R. Il est

nécessaire de définir B et 0 comme des fonctions puisqu’au cours d’une

complétion, l’ensemble des régles peut varier.

Comme dans la procédure de complétion équationnelle, la procédure de

complétion inductive a pour arguments un ensemble de paires de termes P, un

ensemble de régles R, un ensemble constant d’équations E et un ordre de E-

réduction noethérien >. Nous avons ajouté un nouvel argument qui est un

boaléen ir qui indique si l'on doit tester la réductibilité ince bie des

membres gauches des régles introduites. Ce booléen est initialisé a vrai si

l’on fait une preuve de validité et a faux si l’on fait une preuve de con-

sistance.

Chaque régle posséde une &tiquette qui permet de retrouver 1’ordre

dans lequel elles ont été introduites. Cela permet d’implanter facilenent

l’hypothése d’équité nécessaire au moment du choix d’une régle pour le cal-

cul des paires critiques. Il faut supposer ici que B(R) et O(R) ont leur

ees
ae

oe i ae
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régles étiquetées par des ensembles distincts isomorphes a l’ensemble des

entiers naturels. Pour ne pas alourdir les notations, nous ne mentionnerons

pas les étiquettes dans l’algorithme. Chaque régle est également marquée si

et seulement si ses paires critiques avec toutes les réqles d’étiquette

inférieure et toutes les équations de E ont été calculées.

Initialisation:

P= a R= Ro U Ry E= EB U Ey U os

ir = vrai si ies # 8 faux sinon

E-COMPLETION INDUCTIVE(P,R,E,>,ir)

SI P n’est pas vide

ALORS choisir une paire (p,q) dans P; p’=p4; q’=qd;

cAS p’ ~y q’ ALORS R=E-COMPLETION INDUCTIVE (P~{(p,q)},R,E,>, ir)
p’ et q’ sont dans T(E, ,X) ALORS

RES=PREUVE-INOUCTIVE({ (p’ ,q”)},B(R),E, ,>)
SI p’=q’ n’est pas valide dans I(E, ,BRRIUE, )
ALORS ARRET en REFUTATION

FIN SI

R=E-COMPLETION INDUCTIVE(P-{(p,q)},R-B(R)URES,E,>,ir)
SINON 1->r = ORIENTATION(p’,q’,>,ir)

(P,R)=SIMPLIFICATION(P~{(p,q)},R,£,1->r)
R=E-COMPLETION INDUCTIVE(P,RU[(1->r}),£,>,ir)

FIN CAS

SINON SI toutes les régles de O(R) sont marquées
ALORS RETOURNER R; ARRET en SUCCES

SINON choisir une régle non marquée 1->r en respectant

l’hypothése d’équité

(P,R)=PAIRES-CRITIQUES(1->r,R,E);
marquer la régle 1->r dans R

R=E-COMPLETION INDUCTIVE(P,R,E,>,ir)
FIN SI

FIN SI

FIN E~COMPLETION INDUCTIVE

La procédure ORIENTATION tient compte en plus de 1l’ordre donné, des

conditions syntaxiques imposées pour construire une spécification

structurée. De plus elle teste, quand on fait une preuve de validité, si le

membre gauche de la régle 4 ajouter a la propriété de réductibilité induc-

tive dans le systéme de réécriture équationnelle de départ. Ce test rend
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toujours la valeur vrai si la spécification d’origine (EUs »R UR UE UE)
d’ bod bd

est suffisamment compléte par rapport 4 sa base. Il est donc inutile sf

l’on teste la complétude avant de lancer la complétion. Par contre, si l'on

sait que (2, UE» RUR VE, UE) est convergente mais non suffisamment

compléte, le test doit étre fait pour s’assurer que la régle introduite est

valide.

ORIENTATION(p,q,>, ir)

CAS (peT(Z,X)-T(X, ,X) AND geT(Z, x) AND p>q)
ALORS 1 := p, r :=q

(q€T(Z,X)-T(E, ,X) AND peT(Z, ,X) AND q>p)
ALORS 1 := q, r t= p

(p,geT(E,X)-1(2, ,X) AND p>q)
ALORS l t= p, riisq

(p,qeT(Z,X)-T(E, ,X) AND q>p)
ALORS 1 := gq, r r= p

SINON ARRET en ECHEC

FIN CAS

SI ir ALORS

SI NONCIND-REDUCTIBLE(1,R

ALORS ARRET en REFUTATION

FIN SI

FIN SI

RETOURNER 1->r

FIN SI

FIN ORIENTATION

URE UEbod’ b a)?

L’appel de la procédure PREUVE-INDUCTIVE({(p”,q’)},B(R),E, >)

® soit retourne un systéme de réécriture équationnelle (RES,E,) conver-

gent et tel que les égalités inductives engendrées par (RESUE, ) et (RUE)

coincident,

® soit termine en réfutation si l’équation p’=q’ n’est pas valide dans

1(2, ,RLUEL),

®@ soit termine en échec si la procédure de preuve utilisée termine de

cette fagon.

Cette procédure de preuve inductive d’une équation peut étre

@ soit un simple test d’identité syntaxique, comme dans les méthodes de

w
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Huet et Hullot ou de Goguen,

@ soit une preuve d’égalité équationnelle, c’est-a-dire un Lest d’égalité

des formes normales, comme dans la méthode de Paul of 1’on suppose que dans

la spécification de base, l’égalité inductive coincide avec l’égalité

fquationnelle,

@ soit la procédure de preuve inductive que nous avons décrite

précédemmment, puisque la spécification de base est convergente. Dans ce

cas, la similitude des deux procédures conduit A remplacer simplement

V’appel RES = PREUVE-INDUCTIVE({(p’ ,q’)},B(R),E, ,>) par RES = E-COMPLETION

INDUCTIVE ({(p” ,q? )},B(R),E, ,>, vrai), Cette remarque sera plus largement

exploitée dans le paragraphe suivant.

Tl est & noter que l’arrét en échec de la procédure E-COMPLETION

INDUCTIVE peut provenir soit de Jl’arrét en échec de la procédure

d’orientation, soit de l’arrét en échec de la procédure PREUVE-INDUCTIVE

qui sont propagés dans la procédure appelante. La non terminaison de la

procédure E-COMPLETION INDUCTIVE peut aussi provenir de celle de PREUVE-

INDUCTIVE sur les équations de la spécification de base.

Les procédures SIMPLIFICATION et PAIRES-CRITIQUES sont les mémes que

celles utilisées dans la procédure de complétion équationnelle. Elles peu-

vent cependant étre implantées plus efficacement en tenant compte des faits

suivants:

> une zt -régle ne peut pas étre simplifiable par une Z-régle, donc seules

les régles de D(R) sont a simplifier lorsqu’on introduit une i régle.

- une r-régle ne peut pas étre superposée dans une Z-tegle, ni dans une

i -équation de E. La procédure PAIRES-CRITIQUES calculera donc des superpo-

sitions des régles de B(R) et des équations de EB dans la régle considérée,
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ainsi que des superpositions des régles de D(R) et des équations de Ea dans

la régle considérée et réciproquement.

La procédure E-COMPLETION INDUCTIVE peut étre utilisée avec deux

objectifs différents:

'

@ Pour tester la consistance d’une spécification structurée construite en

enrichissant une spécification (REL) par un ensemble de Zy-régles Ry

et un ensemble de 2 j-équations non effacgantes Eye la procédure E-COMPLETION

INDUCTIVE est initialisée avec Ry comme ensemble de régles non marquées, R

comme ensemble de régles marquées, et E=E UE, comme ensemble d’équations.

Si elle ne s’arréte pas en échec ou réfutation, (2,RodE) est une

spécification structurée convergente de base (3), BC Roo )UE, ). De plus les

équivalences engendrées par (B (Roo )UE, ) et (RUE, ) sur TS) coincident et

les équivalences engendrées par (RaUE) et (RUE) sur T(Z) coincident

également. On en déduit donc la consistance de (Z,RUE) par rapport 3

(Z, oR, UE, ) par le théoréme 14.

@ Pour faire des preuves de validité d’un ensemble a d’ équat ions

effagantes ou non, dans Jl’algébre initiale d’une spécification

(2 UE yo RUR UE, UE) structurée de base (RL UEL) on commence par tester

soit la complétude suffisante de (2 ,UE y)RLUR UE, UE) par rapport 4

soit la convergence de (2,UL,,R UR UEUE) et la
bod’ bo dbo d

(RLUR )»E,UE ,)-réductibilité inductive des deux membres de toute Equation de

C5 »R,UE,)

Ey Puis la procédure E-COMPLETION INDUCTIVE est initialisée avec f comme

ensemble de paires, RAR, comme ensemble de régles marquées et E£,UE UE
bd p

comme ensemble d’équations. Si la procédure ne s’arréte échec oupas en

réfutation, les équations de es sont valides dans 1(Z,R UR UE) UE). ql

est 4 noter qu’il n’est pas nécessaire dans ce deuxiéme cas de tester la
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(Z,R, UR UE, UE) mais cettetasistarice de UR jE UE par rapport 4 (2, ,R UE),
bb

propriété est obtenue comme conséquence de la méthode. Remarquons que la

procédure permet de prouver des assertions qui ne sont pas orientables en

fagles de réécriture, par exemple la commutativité d’un opéreteur ou tout

miome permutatif. Il suffit alors d’initialiser a avec cette équation, 4

condition toutefois de disposer d’un algorithme d’unification pour

RE LE

fxemple 56 : Appliquée a la spécification des entiers relatifs dannée dans

Nexemple précédent, la procédure termine, établissant ainsi la consistance

t la spécification. On obtient de plus que (EZ AUE yy R UR UE, UE) est une

specification structurée convergente de base (ERE,

Si on veut prouver dans cette spécification les asserticns:

opp(opp(x)) = x
opp(plus(x,y)) = plus(opp(x),app(y)),

avec ces deux équations. La procédure termine, prouvanton initialise R

pinsi leur validité.

Supposons que l’on veuille enrichir cette spécificaticn en intro-

duisant la multiplication, décrite par l’opérateur mult. Posons maintenant

i, = {0,succ,pred,opp,plus}

{mult} avec mult ; int, int > intMm Wt

Ru: mult(0,x) -> 0

mult(pred(x),y) -> plus(opp(y),mult(x,y))

mult(succ(x),y) -> plus(y,mult(x,y))

mult(plus(x,y),z) -> plus(mult(x,z),mult(y,z))

mult(opp(x),y) -> opp(mult(x,y))

E,: mult (mult(x,y),z) = mult(x,mult(y,z))

muit(x,y) = mult(y,x)
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La procédure de complétion inductive engendre et prouve : (ette régle 4 son tour se superpose avec plus(0,x) -> x pour donver

suce(succ(suce(succ(0)))) -> suce(suce(0)).
applopp(x)) -> x

opp(plus(x,y)) -> plus(opp(x) ,opp(y)) 7] Uette derniére régie n’a pas la propriété de réductibilité inductive, et le
plus(x,opp(x)) -> 0

. . procédure termine donc en réfutation. V
et termine ensuite en succés.

Nous avons ici défini mult de fason compléte sur uO Cependant, on

obtien écifi i 3 i
t une spécification structurée convergente si 1’on se contente de

- . La correction de la procédure est exprimée par le théoréme de suivant:donner comme régles et équations; p p P

a
Ihgoréme 16 : Soit Y= U ZX, une signature, SPEC=(Z,R,UR LE UE,) une

Ry mult(0,x) -> 0 \ b d bo db d

mult (pred(x),y) -> plus(opp(y) ,mult(x,y)) ] spécification structurée de base BSPEC=(Z, ,R,UE,), R_ un ensemble de X,-
mult(suce(x),y) -> plus(y,mult(x,y)) J b’ bb p d

tégles et * un ensemble de Ey equations non effagantes telle qu’un algor-

ithme complet de CE LUE UE )-unification est connu. Supposons de plus que si

Ey mult (mult(x,y),z) = mult(x,mult(y,z))
mult(x,y) = mult(y,x)

Il est ; fUE est non vide, 1’une des conditions suivantes est remplie:
est alors possible de prouver la validité des équations suivantes pp

orientées en régles: {cas 1) (2, R UR UE UE) est compléte par rapport 4 CE, RLUE.)

{cas 2) (2,R,UR UE, UE 4) est convergente, BS est un ensemble de régles g->d

mult (plus(x,y),z) -> plus(mult(x,z),mult( : ceee ea pepeuige’ y,z)) tell de (R ; -mult (opp(x),y) -> opp (mull £59 4) , , elles que g ait la propriété de ( phy E UES) réductibilité inductive, a

og : 7 : ea

Les mémes lemmes sont eagentiée. est un ensemble d’équations g=d telles que g et d aient la propriété de

(RUR | E UE ,)-réductibilité inductive.

Donnons un exemple de preuve de non validité: considérons 1’ équation Supposons enfin que la procédure E~COMPLETION INDUCTIVE est initialisée

orientée en régle: mult(x,x) -> x. Sa superposition avec avec les arguments R , RUR 4s £ Ue UE et <.
p p

mult (suce(x),y) -> plus(y,mult(x,y)) thaque équation de RUE est valide dans I(Z,RQUEq) et SPEC est consistante
roduit

Rbocuutarhes inegite } jar rapport & BSPEC si et seulement si COMPLETION-INDUCTIVE ne s’arréte pas
suce(plus(x,plus(x,x))) -> suce(x), “) tn échec ou réfutation.

C’est une régle de la spécification de base qui se superpose alors avec f
5 5 en J h L

plus(suce(x),y)->succ(plus(x,y)) Il faut noter qu’on cherche a assurer la propriété de Church-Rosser

et produit sur les termes sans variables uniquement, ce qui autorise a ajouter des

suce(suce(succ (suce(plus(x,x))))) 5 Eve use. aeons qui ne sont pas des conséquences équationnelles mais des
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théorémes inductifs. De méme la coincidence des congruences engendrées par

le systéme initial et le systéme final est assurée sur les termes clos.

Reprenons les mémes notations que pour la preuve de la procédure de

complétion équationnelle:

- Ps et Re sont les valeurs des arguments P et R au ieme appel récursif,

~ R+ est la réunion des ensembles Ris c’est-a-dire l’ensemble de toutes

les régles engendrées au cours de la procédure.

Un lemme préliminaire établit un résultat utile sur les arguments de

la procédure au cours des différents appels récursifs. 11 signifie que la

congruence engendrée sur les termes clos par l’ensemble des arguments n’est

pas modifiée,

Lemme 18: Sur les termes clos de T(Z), pour tout i, 1’ équivalence

engendrée par (PSUR, VE) est incluse dans l’équivalence engendrée par

(PUR UE).

Sur les termes clos de TR) pour tout i, les équivalences engendrées par

(BCR, UE.) et (B(R, UE, ) coincident.

Quand on teste la réductibilité inductive, pour tout terme clos t de T(x),

pour tout i, t est en (RLUR E-forme normale si et seulement si il est en

RE-forme normale.

Preuve; En examinant successivement chaque appel récursif de la procédure:

- (1) Peal est inclus dans Po et Re PRy- Le résultat est évident.

~ (2) Pia = Pi {(p,q)} et Riyy = RES U (R. - B(R;)). Les

équivalences engendrées par (RESUE,), (BCR, )U{p, q]UE, ) et

(BCR; UE, ) Coincident puisque p=q est un théoréme inductif de

(BCR, UE) et par hypothése sur la procédure PREUVE-INDUCTIVE.

att

i
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Donc l’équivalence engendrée par (RUE) coincide avec celle

engendrée par (RUE).

D’autre part, BCR, | )=RES et les équivalences engendrées par

(RESUE, ) et (B(R, UE) coincident.

- (3) (P. 41) = SEMPLIFICATION(P,-{(p,q)},R. ,1->r) avec J]->r =ay

ORIENTATION(p’ ,q’,>). La preuve que l’égalité engendrée par

(PUR, | UE) est incluse dans celle engendrée par (PUR UE) est la

méme que dans la preuve de la procédure de complétion

équationnelle. Comme d’autre part la régle 1->r comporte dans ce

caS au moins un symbole de ty elle est ajoutée a DCR,» et B(R, |)

= BCR).

- (4) (Ps py?Ri yy) sPATRES-CRITIQUES(1->r,R, jE). On prouve comme

pour la procédure de complétion équationnelle que 1’ équivalence

engendrée par (Ps UR, UE) est incluse dans celle engendrée par

(P.UR.UE).
i121

D’autre part, les régles ajoutées A cette étape pour assurer

éventuellement la cohérence sont calculées a partir de paires cri-

tiques entre la régle 1l->r de DCR.) et d'autres régles ou

équations. Par construction, les extensions ajoutées sont des a

régles. Donc BCR.) = BCR).

Enfin le résultat sur les formes normales résulte du lemme 16. (

On en déduit que l’équivalence engendrée sur T(Z) par (PUR, UE) est

incluse dans celle engendrée par (PUR UE) = CRUUR UR Ue UE UE) et que sur

} les termes clos de TCE) pour tout i, les équivalences engendrées par

(8(R, UE.) et (RUE, ) coincident.
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Corollaire 5 : Sur T(Z), l’équivalence engendrée par est incluse(RUE)

d 
2 

Sowans celle engendrée par CRLUR UR, UE, UE UE) et sur Th), les équivalences

engendrées par (B(R+)UE, ) et (RUE) coincident.

Si t est un terme clos de T(X), t est en forme normale pour

“> CRLUR GUR, ) (ELUE GUE.) si et seulement si t est en forme normale pour

~>R+CE, UE UE) A

Les lemmes suivants établissent les différents points du théoréme de

correction,

Lemme 19 : Ro est Church-Rosser modulo CE LUE QUE) sur les termes clos de

T(E) et les égalités inductives engendrées par (ReeUE UE SUE De

(RUR JUR, UE, UE UE.) et (RAVE, UE (UE) coincident.

Preuve: On utilise les mémes techniques que dans la preuve de la procédure

de complétion équationnelle. Les identités des égalités inductives

se déduisent de l’identité sur les termes clos des congruences

engendrées par (ReLUE, UE UE), CRLUR (UR, UE UE UE) et (RAUE, UE UE).

o

Corollaire 6 : Sur Th), les égalités engendrées par (B (Roo UE, ) et (Rue)

caincident.

Lemme 20 : (Z,ReWUE) est une spécification structurée convergente de base

(2, RUE). (Z,RoJE) est suffisamment compléte par rapport a (2, RLUE,) si

(ZR) UR UE, UE) est suffisamment compléte par rapport a (2, RUE.)

Preuve: - Par construction, (2,RoUE) satisfait les conditions (1) et (3)

de la définition d’une spécification structurée.

Se

-231-

~ B(Ro) est Church-Rosser modulo EF, sur les termes de TE): en
b

effet si t et t’ sont deux termes de Th) tels que t et t’ sont

égaux modulo (B(Roo)UE, ), alors t et t’ sont égaux modulo (RoE) et

il existe ty et ty E-égaux tels que

{ +*->Rok t
P ay ,1 et t #-DRook t it

Par le lemme 17,

=_yan Y lye y Y Jt -# >B(Reo)E t et t’ -x >B (Roo) E, t 1 et ty et t i sont égaux

modulo Eye

- ->ReE est E-noethérienne

- Supposons de plus que (Z,R UR UE UE} est suffisamment
d bod

Soient t un terme de T(Z), t

compléte

rapport a (2, ,R, UE).bar bb eb y une forme

normale de t pour ~>(RUR 4) (E UE) et t, une forme normale de t

pour ~=>Rok. Puisque SPEC est une spécification structurée, t

appartient a Th). Comme ty est égal 4 t modulo (REUR LE, UE

t est égal 4a ty modulo (RoE) et que l’équivalence engendrée par

d, que

(RLUR ve Ve @

ROR UR, UE, UE UE) ou par (RAE), t

est incluse dans celle engendrée par

1 et t,

(RoE). Par propriété de Church-Rosser, ty ~#~ > Rook. vy a t

sont égaux modulo

2 Par

, 7 oom rsle lemme 10, ty ~#->B (Roo) E t oo t 2 est EB équivalent 4 t, et t,

est dans Th).

- On déduit du fait que les équivalences engendrées par (RUE) et

(B( Roo )UE, ) coincident sur Th), que (Z,ReJE) est une spécification

structurée convergente (éventuellement suffisamment compléte) de

base (RUE). CO

{ume 21 : Si la procédure ne s’arréte pas en échec ou réfutation, alors
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- SPEC=(2,R,UR UE UE |) est consistante par rapport a BSPEC=(3, ,R UE, )

- toute équatioute équation de Aes est valide dans 1(2,RUR UE UE.)

- T(Z,R,UR UE UE.) 7 TCX, Rede UE JUE ) = TCE, R,UR (UR UE UE LUE)

Preuve: On déduit du lemme précédent et du théoréme 15 que SPEC est consis-

tante par rapport a BSPEC et que toute équation de yp est valide

dans TCZ,R,UR (UE, UE |). L’identité des algébres initiales est

Facilement obtenue a partir du lemme 9 (ler lemme de validité). 0

Considérons maintenant le cas d’arrét en réfutation de la procédure.

Lemme 22 : Si la procédure s’arréte en réfutation,

- soit, dans le cas at 1l’on fait une preuve de validité, il existe une-

équation de R UE in’ iq in de ie qui n’est pas valide dans 1(Z,R,UR UE, UE 4),

- soit, si l’on fait une preuve de consistance, SPEC=(2,R UR_UE UE.)
bo db d

n’est pas consistante par rapport a BSPEC=(%, JR UE).

Preuve: Posons SPEC” = (2, RUR UR UE, UE UE) L’arrét en réfutation de la

procédure peut provenir de deux raisons:

- cas 1: arrét en réfutation dans la spécification de base. [1

existe alors une paire (p,q) de Po telle p et q sont tous deux dans

TZ AX) mais ne sont pas E-égaux. De plus, p=q n’est pas valide

dans 1(Z, sR, UE, ). Alors il existe une substitution o a valeurs dans

Th), telle que o(p) n’est pas (BCR, JUE, )-équivalent a o(q), donc

o(p) n'est pas (RUE, )~équivalent ao(q). Les deux termes clos de

To), o(p) et afq), sont donc égaux modulo (P,) et nen égaux

modulo (RUE). Ce qui prouve que SPEC =(Z,P UR UE) n’est pas con-

sistante par rapport a BSPEC.
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Mais d’autre part, sur Th) l’équivalence engendrée par (PUR UE)

pt dE)

d’aprés le lemme 18. Danc si SPEC. n’est pas consistaniie par rap-

est incluse dans celle engendrée par (P UR GUE) = (RLUR URE

port a BSPEC, il est clair que SPEC’ ne l’est pas non plus.

--~ Si Von fait une preuve de consistance, R UE, est vide,

SPEC’=SPEC et SPEC n’est donc pas consistante par rapport a BSPEC.

--- Dans le cas ot 1’on fait une preuve de validité, soit SPEC est

suffisamment compléte par rapport 4 BSPEC et il suffit alors

d’appliquer le lemme 10 (Zeme lemme de validité) a BSPEC, SPEC et

SPEC’, soit SPEC est convergente. Dans ce cas, o{p) et o(q) ne peu-

vent étre équivalents modulo (RUE) sinon ils le sereient modulo

(RUE)

- cas 2: dans le cas of l’on fait une preuve de validité, 1’arrét

en réfutation peut aussi provenir de l’existence d’ure régle l->r

,E UE )-réductibilité
d’-b- d

a, a 2s 
\On déduit du théoréme 13 que C2 > RLUR UR UE UE TUE)

telle que 1 n’a pas la propriété de (REUR

inductive.

n’est pas consistante par rapport a (2,R,UR jUE UE 4). (J

Il reste 4 prouver une réciproque.

lemme 23 : Si, lorsqu’on fait une preuve de validité, une équation de RUE

test pas valide dans 1(Z,R,UR UE, UE |) ou si, lorsqu’on fait une preuve de

consistance, SPEC n’est pas consistante par rapport a BSPEC, alors la

procédure s’arréte en réfutation ou en échec.

‘ LaPreuve: Pasons SPEC =F Ee

- Supposons que l’on fasse une preuve de validité et qu’il existe
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une équation de ap non valide dans 1(Z,R UR UE, UE).de MEY Alors par

application du lemme 9, on obtient que SPEC’ n’est pas consistante

Par rapport a SPEC,

~~ Quand SPEC est convergente, par le théoréme 13, on obtient

que la procédure s’arréte en échec ou réfutation.

-~ Quand SPEC est suffisamment compléte par rapport a BSPEC, en

appliquant le lemme 10 (Zeme lemme de validité) a BSPEC, SPEC et

SPEC’, on obtient que SPEC’ n’est Pas consistante par rapport a

BSPEC.

~ Si l’on fait une preuve de consistance et que SPEC n’est pas

cansistante par rapport a BSPEC, alors SPEC’=SPEC et on est encore

dans la méme situation.

Il existe danc deux termes t et t’ tels que t et t’ soient égaux

modulo (RR UR, UE, Ue QUE, ) et non égaux modulo (RUE). Si le.

procédure termine en succés ou engendre une infinité de régles, il:

existe une itération i et des termes ty et ty tels que

~-h- yoy ’ WE ,t ~-# RE ty te ~# ORE t 0 et to t 0°

Mais comme t et t’ sont dans Th),

£ -¥->B(R.JE t., t! —yYe 
+ 

’ 4
ity to» % >B(R, JE, t 0? to et t o sont égaux module

Ey donc t et t? sont égaux modula (BCR, UE, ) et par le corellaire

5, t et t’ sont égaux modulo (RUE, ce qui conduit 4 une contrad-

iction. Donc la procédure termine en échec ou réfutation.

Tl est & noter que si la procédure s’arréte en échec, aucune conclu-

sion ne peut en étre tirée. Il est possible que 1’une des équations de

os ne soit pas valide, ou que la propriété de consistance ne soit pas

;

eh

te

bee
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satisfaite, ou encore que l’ordre choisi ne soit pas assez puissant pour

grienter l’une des équations.

6, Spécifications hiérarchiques structurées

Le concept de spécification structurée a été introduit a 1l’origine

pour écrire des spécifications complexes 4 partir de plus sitples et ceci

de fagon hiérarchique. Les langages de spécifications algébriques comme 0BJ

[Futatsugil985] ou son prédécesseur CLEAR [Burstall1977] introduisent des

nécanismes de construction de spécifications. Illustrons sur un exemple la

construction hiérarchisée d’une spécification des paires d’ent ers naturels

et booléens.

fxemple 57 : Les spécifications de base sont

Naty

sorte entier

Z: 0, suce

Rz=@

E=a

Nat,

BSPEC :

Zi: plus

R: plus(0,x) -> x

plus(succ(x),y) -> suce(plus(x,y})

E— : plus(x,y) = plus(y,x)

plus(plus(x,y),z) = plus(x,plus(y,z))

: on introduit l’opérateur plus

Nat

Bool
0

sorte bool

xX: vrai, faux

R=@

E=@
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Bool, : on enrichit Bool), avec deux opérateurs non et et

BSPEC : Bool

x: non, et

R: non(vrai) -> faux

non(faux) -> vrai

faux et b -> faux

vrai et b -> b

bet b->b

E: associativité et commutativité de et

Paire,

sorte paire

BSPEC : Nat) U Bool

Zip, 1p .
<3;> : entier, bool -> paire

1: paire -> entier

ro: paire -> bool

R: I(<isb>) -> i

r(<ij;b>) -> b

On peut prouver a ce stade que <l(p);r(p)> -> p.

Paire): on définit +

BSPEC : Paire,

Ti+

+ 3 paire,paire -> paire

Rz <isb> + <isb’> -> <plus(i,i’);b et b’>

La preuve de l’associativité de +, nécessite celle de plus et de et. V

les trois opérations de construction que nous avons utilisées sont

~ l’union qui a partir de deux spécifications en produit une nouvelle dont

les sortes, les opérations, les régles et les équations sont les unions

des sortes, des opérations, des régles et des équations des deux

spécifications initiales. C'est cette opération qui permet de considérer
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comme base de Pairey l’union des spécifications Naty et Bool, . Soulignons

que nous ne considérons pas cette opération comme ine opération

d’enrichissement.

- l’enrichissement sans nouvelle sorte. La spécification enrichie hérite

de toutes les sortes, opérations, régles et équations de la spécification

initiale. C’est l’opération qui permet de construire Nat, sur Nat Bool,0°

Paire, sur Paire,.SUT Bool, 1 0

- Venrichissement avec une nouvelle sorte. La encore, la spécification

enrichie hérite de toutes les sortes, opérations, régles et éguations de la

spécification initiale. Les nouveaux opérateurs introduits ont tous la

nouvelle sorte dans leur profil. C’est l’opération utilisée pour construire

Paire, sur Bool, u Nat. Dans tous les cas, la spécification de base est

une union finie de spécifications structurées.

Arrivé a un certain stade de la construction, il faut faire des

preuves de validité d’une équation dans l’algébre initiale de la

spécification ainsi construite. Nous allons décrire ume procédure de

complétion inductive adaptée a ce type de construction, en ca sens qu’elle

exploite au maximum la structuration de la construction pour étre plus

efficace.

Formalisons tout d’sbord le cadre dans lequel la procédure va tra-

vailler, en définissant de fagon récursive les spécifications hiérarchiques

structurées.

Définition 89 : On appelle spécification hiérarchique structurée une

spécification structurée SPEC de base BSPEC telle que BSPEC soit une union

finie de. spécifications qui sont chacune
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- soit une spécification hiérarchique structurée convergente

~ soit une spécification convergente dite de base. O

A une telle construction est associé un graphe acyclique de dépendance

entre les spécifications, qui est celui de la relation d’ordre stricte

entre les spécifications engendrée par:

SPEC > SPEC’ si et seulement si SPEC’ appartient & la base de SPEC.

Tl est & noter qu’a chaque noeud peut étre associé un ou plusieurs

opérateurs définis a ce neud. Un opérateur mis a un noeud ne fait inter-

venir dans sa définition que les opérateurs définis a des noeuds de la dese.

cendance.

Exemple 58 : Le graphe associé A la spécification Paire, est le suivant:

Paire,

Paire
0
\

Ent, ea

- Enty Bool,

Nous avons vu précédemment que la preuve de validité d’une équation

dans l’algébre initiale d'une spécification structurée compléte ou conver-

gente supposait une procédure de preuve inductive dans la spécification de

base. L’idée est de se dire qu’on peut 4 nouveau utiliser la complétion

inductive pour prouver la validité des équations engendrées dans celle-ci.

Nous supposons donc qu’a chaque noeud du graphe on peut associer une

Signature 2, un ensemble de régles R et un ensemble d’équations E. £ est

L’ ensemble
Partitionnée en deux signatures x et ar d’équations non
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Nous supposonsorientées E est partitionné en deux ensembles EF et Eat

aussi que pour tout ensemble de régles R, nous disposons de functions B et

ftelles que

- B{R) est l'ensemble des XU -regles de R,

- O(R) est l’ensemble des Zy-téegles de R.

(2+ BORIUE, ) est une union finie de spécifications. B (2), BY (R), 8, (E)

désignent respectivement les signatures, les régles et les équations de la

kieme spécification de ( B(R)UE,). Si (Z,RUE) est une feuiile du graphe

de la hiérarchie, on pose B(R)=E, =o, D(R)=R, E yee.

La procédure de complétion inductive a maintenant un parométre de plus

qui est la signature de la spécification sur laquelle elle travaille.
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Initialisation:

P=R = =a R Re U Rye E fF U Ey U Be?

ir = vrai si Re # @ faux sinon

E-COMPLETION INDUCTIVE(Z,P,R,E,>,ir)
SI P n’est pas vide

ALORS choisir une paire (p,q) dans P; p’=pl; q’=qt;

CAS - p? fy q’ ALORS
R=E-COMPLETION INDUCTIVE (Z,P-{(p,q)},R,E,>,ir)

~ (Z,RUE) n’est une feuille de la hiérarchie
ET p’? et q’ sont dans T(B, (Z),X)) ALORS

RES=E-COMPLETION TNDUCTIVE(B, (Z),{(p" ,q’)},8, (R),B, (E),>, vrai)

R=E-COMPLETION INDUCTIVE (Z,P~{(p,q)},R-B, (RJURES,€,>,ir)

- SINON I->r = GRIENTATION(p’ ,q’,>, ir)
(P,R)=SIMPLIFICATION(P-{ (p,q)},R,E,1->r)
R=E-COMPLETION INDUCTIVE(Z,P,RU{(1->r}),£,>,ir)

FIN CAS

SINON SI toutes les régles de D(R) sont marquées
ALORS RETOURNER R; ARRET en SUCCES
SINON choisir une régle non marquée l->r en respectant

l’hypothése d’ équité

(P,R)=PAIRES-CRITIQUES(1->r,R,E);
marquer la régle l->r dans R

R=E-COMPLETION INDUCTIVE(Z,P,R,E,>,ir)
FIN SI

FIN SI

FIN E-COMPLETION INDUCTIVE

On peut comprendre la procédure de deux maniéres différentes:

~ la premiére est de considérer que la procédure travaille sur la

hiérarchie de spécifications structurées et ses arguments sont tous les

attributs associés 4 un noeud de la hiérarchie. Le processus consiste a

Parcourir le graphe depuis son sommet pour découvrir le noeud exact ot doit

se prouver un lemme. Une fois trouvé, on applique le principe dd’ induction

sans induction, puisqu’on ajoute le lemme a ce noeud. Si cet ajout ne per-

turbe pas le sous-graphe issu de ce noeud, le lemme est valide et la

procédure qui l’a engendré peut continuer.

- la deuxiéme fagon de voir est de considérer qu’a chaque noeud de le
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hiégrarchie est associée une procédure de complétion inductive indexée par

la signature. L’appel

£-COMPLETION INDUCTIVE (B, (Z),{(p’,q’)},B, (R),8, (E),>,vrai) est en fait

Vappel d’une procédure de preuve pour la validité de p’=q’ dans la

spécification (8, (2), By (RUB, (E)). A condition que cette procédure ne

modifie pas 1l’algébre initiale 1(B, (2) By (R)UB, (E)), elle peut &tre autre

chase qu’une complétion. Cette remarque est intéressante pour Je cas od

l’on peut disposer de procédures de preuve plus efficaces dans certaines

spécifications.

La correction de la procédure résulte du méme théoréme cue dans le cas

d’une spécification structurée. La preuve en est cependant un peu plus com-

plexe puisqu’elle nécessite en plus un raisonnement par récurrence sur le

graphe acyclique associé 4 la spécification hiérerchique.

Nous allons donc supposer que le théoréme de correction est vérifié

pour toute spécification SPEC’ de la base de SPEC et en déciuire qu’il est

vrai pour SPEC,

Cette fois-ci Ps et Ry désignent les arguments de la procédure au ieme

appel récursif terminal. Seules les preuves des lemmes 18 et 22 sont a

modifier.

- Dans le lemme 18, on utilise l’hypothése de récurrence pour affirmer

que, si RES est le résultat de 1’ appel E~COMPLETION

INDUCTIVE(B, (Z),{(p,q)},B, (R),B, (E),>, vrai), les €quivalences engendrées

par RES, (BCR. )U{p,q}) et (BCR. )) coincident et p=q est un théoréme induc-

tif de (BCR, UE, ).
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- Dans le lemme 22, on utilise l’hypothése de récurrence pour dire que, si

E~COMPLETION INDUCTIVE(B, (Z),{(p,g)},8, (R) ,B, (E),>) termine en réfutation,

P=q n'est pas valide dans 1(B, (5) ,B, (R)UB, (E)).

Cette procédure de complétion hiérarchique et équationnelle n’est pas

encore implantée. Cependant il existe déja dans le logiciel REVE une ver-

Sion de la procédure PREUVE-INDUCTIVE dans le cadre de la réécriture non

équationnelle.

7. Autres approches et perspectives

Pour conclure ce chapitre, citons quelques autres travaux importants

sur des sujets trés voisins.

L.Fribourg [Fribourgl984] étend le principe d’ induction sans induction

a la preuve de clauses équationnelles (i.e. de dis jonctions d’équations et

d’inéquations) dans l’algébre initiale d’une théorie équationnelle. Sa

méthode consiste a transformer le probléme de validité en un probléme de

satisfiabilité pour lequel une procédure de réfutation compléte, basée sur

la superréduction, est utilisée.

L.Puel [Puel-Cormier1983] propose une méthode pour faire des preuves
ott

dans l’algébre terminale. Cette approche est en effet parfois aiea

adaptée au probléme a traiter. £n effet, dans l’approche algébre initials

que nous avons proposée, deux termes sant équivalents si et seulement si on

peut déduire leur égalité des axiomes de A. Or souvent on doit considérer

comme équivalents des termes qui vérifient certaines propriétés,

caractérisées par des fonctions 4 valeur dans un type de référence. Par

exemple, si Jl’on considére le type Ensemble d’entiers, on veut que deux
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ensembles soient égaux s’ils contiennent les mémes éléments. Pour cela, on

ajoute une fonction Appartient a valeur dans le type booléen (qui est dans

re cas le type de référence), ainsi que des équations définissant

Dappartenance d’un élément 4 un ensemble. Deux ensembles ey et ey sont

égaux si pour tout entier n, Appartient(e, ,n)=Appartient(e,,1). Ce sont

alors les notions d’algébre terminale et d’équivalence terminale qui sont

adaptées au probléme. Or pour faire des preuves dans 1l’algébre terminale,

la méthode utilisée est encore une preuve par complétiaon. Plus précisément,

sous les hypothéses de complétude suffisante et de consistance de la

specification SPEC par rapport a une spécification BSPEC du type de

référence, et sous la condition que le type abstrait associé a B8SPEC =

(EAR) est l’algébre initiale des modéles de Aus lalgébre terminale

associée a SPEC existe et l’algorithme de complétion que nous donnons dans

les spécifications structurées permet de faire des preuves de validité dans

cette algébre terminale.

Padawitz développe des techniques de preuve pour les spécifications

paramétrées [Padawitz1985]. Le probléme est en effet beaucoup plus complexe

dans ce cas. Une propriété de persistance remplace alors la consistance.

Une spécification paramétrée PAR est un couple <PSPEC,SPEC> constitué d’une

specification paramétre PSPEC et d’une spécification but SPEC. Un type

abstrait paramétré est une classe d’algébres-but dont chacune est librement

engendrée par une algébre d’une classe K d’algébres paramétres. Le critére

de persistance exprime que chaque algébre du type abstrait paramétré

préserve l’algébre paramétre sur laquelle elle est librement engendrée.

Pour tester la persistance de PAR, Padawitz propose la méthode suivante :

décomposer PAR en BPAR et DPAR telles que BPAR contient les opérations et
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les équations de PAR nécessaire a la construction du type. Puis montrer

que BPAR est persistant et que PAR posséde les propriétés de complétude

suffisante et de consistance par rapport 4 BPAR. Il est clair que les

résultats de ce chapitre peuvent trouver 14 une extension intéressante.

CHAPITRE 5:

LA PROCEDURE DE SUPERREDUCTION:

UNE RESTRICTION DE LA COMPLETION



CHAPITRE 5: LA PROCEDURE DE SUPERREDUCTION, UNE RESTRICTION DE LA COMPLETION

1. Introduction

On étudie dans ce chapitre un premier lien entre complétion et pro-

grammation logique. Comme en programmation logique, on chervhe a résoudre

des requétes exprimées a l’aide d’un prédicat, dans un domaine (ou univers)

décrit par des équations. L’équivalence sur les termes iu domaine est

décrite par un systéme de réécriture équationnelle convergent. On ne

considére que le seul prédicat d’égalité noté == et une requéte est un

terme de la forme (t == t’).

L’interpréte de ce language de programmation logique restreint est un

programme qui, partant du terme d’entrée (t == t’), produit un ensemble de

valeurs a attribuer aux variables de t et de t’ pour que ces deux termes

soient égaux dans la théorie équationnelle décrite par le systéme de

réécriture convergent du domaine. Formellement, 1’interpréte résoud le

probléme de l’unification dans une théorie équationnelle. Cet interpréte

est la procédure de complétion, ou plus exactement une restriction de cette

procédure, compléte pour ce type de probléme, c’est-a-dire trouvant un

ensemble complet de solutions s’il existe. Nous décrivons ici cette res-

triction de la procédure de complétion, appelée NARROWER, qui implante une

généralisation du processus de superréduction ou “narrowing” proposé

par[Fay1979] et [Lankford1979a] permettant de traiter des théories

équationnelles décrites par un systéme de réécriture équationnelle conver-

gent.

La stratégie d’un langage de programmation comme PROLOG est la

résolution linéaire qui présente certaines similitudes avec le processus de

|

|
}
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surréduction intraduit dans [Hulloti980a]. La surréduction est un calcul de

paires critiques entre une régle

termes de l’équation 4 résoudre. La principale différence entre ta

stratégie de PROLOG et celle de NARROWER est que PROLOG fait uniquement de

la surréduction en téte, tandis que NARROWER fait de la surréduction sur

tous les sous-termes suivie d’une étape de normalisation. Une réduction est

une surréduction particuliére, mais, alors que la surréduction est codteuse

car basée sur l’unification, la réduction basée sur le filtrage, l’est en

général beaucoup moins. NARROWER réalise donc une amélioration importante

en réduisant les termes sur lesquels il travaille. La puissance de NARROWER

Tepose sur le fait qu’il combine les caractéristiques de la programmation

logique pour inférer de nouveaux faits a partir d’anciens et les

caractéristiques de la programmation fonctionnelle pour simplifier les

conséquences et les conserver ainsi sous une forme plus efficace. Cette

combinaison des deux stratégies fait d’un language de programmation basé

sur la superréduction un bon candidat pour succéder a4 PROLOG.

Dans une premiére partie, les notions de surréduction et

superréduction sont définies, dans le cadre général des systémes de

réécriture équationnelle. On y Tappelle comment la superréduction permet

d’obtenir une ensemble complet d’unificateurs d’une équation donnée,

Malheureusement le processus a le gros inconvénient de terminer rarement,

c’est pourquoi une deuxiéme partie est consacrée aux amélioraticns possi-

bles. Toutes visent a réduire 1’arbre de recherche des solutions, tout en

gardant la complétude de l'ensemble des unificateurs retourné,

L’ implantation de NARROWER est ensuite décrite, prouvée et illustrée par un

exemple dans la troisiéme partie. Enfin une derniére partie est consacrée a

atu

du systéme de réécriture et l’undes >

beats
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la méta-superréduction, qui applique les idées proposées pour la complétion

de méta-~régles a la résolution d’équations.

2. Surréduction et Superréduction

Dans tout le chapitre, A est un ensemble d’axiomes réunian d’un ensem-

et d’un ensemble de régles R. Substble d’équations E non effagantes

désigne l’ensemble des substitutions de T(F,X) et P(Subst) Jl’ensemble des

parties de Subst. Rappelons qu’a une théorie E, nous avons associé au chap-

itre 2, une application Filtre. qui a deux termes t et t’ de T(F,X) associe
E

un ensemble de filtres modulo E de t et t’.

Pour un ensemble de régles R, la R€-réécriture notée ->RE est la

réécriture associée a R et a Filtre c et définie par :

t ->RE[u,o,g->d] t’

si et seulement si a € Filtre-(9,t),) at t’ = t([uto(d)]).

On dit qu’une substitution o est RE-normalisée si pour tout élément x de

son domaine o(x)} est RE-normalisé.

Parallélement, on définit l’ application UNIF.. qui 4 deux termes t et

t’ de T(F,X) associe un ensemble d’unificateurs modulo E de t et t’, con-

tenant Filtre (t,t?) et vérifiant de plus la condition technique suivante,

indispensable dans les preuves de ce chapitre:

* pour toute substitution p, pour tous termes g, t et t’ tels que p appar-

tient a Filtre, (t,t’) et tels que D(p) et V(g) soient disjoints, si y

appartient 4 UNIF (g,t?), alors y.p appartient a UNIF, (g,t).

Soit Ue l’application qui a (t,t’) associe l’ensemble de leurs unificateurs

dans la théorie E.
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A chaque application UNIF correspond une notion d’ensemble générateury de

UNIF(t,t’), Soit Unif,. une application qui 4 deux termes t et t’ de TCR, X)

et a Filtre,,

de termes

associe un ensemble complet de E-unificateurs relatif a UNIF,

Gn notera ECUL l’ application Unif, associée 4 U_. A tout coupleEt

(t,t?), ECU. associe un ensemble générateur de l'ensemble de tous les uni-

ficateurs de t et t’ dans la théorie £F.

Il est alors possible d’ introduire les notions de surréduction et

superréduction.

2.1. Surréduction

La surréduction est une opération similaire 4 la réduction mais qui

utilise l’unification au lieu du Filtrage.

Définition 90 : Soit (R,E) un systéme de réécriture équationnelle. Les

regles de réécriture de R sont notées g->d. On note -*->RE la surréduction

associée 4 R et a Unif,. définie par :

t -°->RE[u,o,g->d] t?

Si et seulement si o appartient a Unify (ty 49 g) et t’ = oft[uea]).

o s’appelle substitution surréductrice de t vers t’. On nate

Surred(t,R,Unif,) l’ensemble des substitutions surréductrices issues de t

pour la méthode d’ unification Unif, et Ll’ensemble de régles R. R et Unif
E

peuvent étre implicites. O

Notation : On nate -*x-> la fermeture réflexive transitive de ia relation

-"->, et -“+-> sa fermeture transitive.

Notans que si t -*~>RE[u,o,g->d} t’ alors o(t) ->RElu,c,g->d} t’.
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2.2. Superréduction

La RE-surréduction est une relation contenant la relation de RE-

réduction. Il est donc en théorie inutile de combiner les deux. Mais bien

que les étapes de réduction saient des cas particuliers des eétapes de

surréduction, la surréduction basée sur l’unification est plus coGiteuse que

la réduction basée sur le filtrage. En pratique, il est beaucoup plus sim-

ple et efficace de calculer un E-filtre (ou plus généralement un élément de

Filtre, ) que de calculer un ensemble complet de E-unificateurs (respective-

nent Unif,). C’est pourquoi nous introduisens, a la suite de Fay [Fay1974]

la RE-superréduction qui combine une étape de RE-surréduction et la mise en

RE~forme normale du terme surréduit. Formellement,

Définition 91 : Soit (R,E) un systéme de réécriture équationnelle. On note

-""->RE la RE~superréduction associée & R et a Unif_ définie par :
E

t ~°*->RE[u,o,g->d] t’

si et seulement si o appartient 4 Cora tee g) et t’ est la RE-forme nor-

nale de o(t[u¢-d]).

o s’appelle substitution superréductrice de t vers &’. On note

supred(t ,R,Unif,) l’ensemble des substitutions superréductrices issues de t

pour la méthode d’unification Unif. et Unif,et l’ensemble de régles R. R E
E

pourront étre implicites lorsqu’il n’y a pas d’ambiquité, ©

Notation : On note -**°-> la fermeture réflexive transitive de la relation

-“*->, et -"4+°-> sa fermeture transitive.

2.3, Surréduction et unification

Nous allons voir dans ce paragraphe en quel sens la surréduction con-
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serve l’ensemble des A-solutions d’une équation. Les résultats sont SUPERSU (t,t?) = U U,(t, ,t?
aw , iy ACL

o € Supred(ts=t »R,Unif,)

Jia

énoncés sans preuve. Toutes peuvent étre trouvées dans [Kirchner1985] ; ou t et t’. sont tels que
, Ll

)
Le symbole == utilisé pour décrire les équations A résoudre est (text?) -°*-oRE{o] (tysst?)

considéré dans tout ce chapitre comme un symbole de l’algébre des termes |

considérée. On suppose qu’aucun axiome ne fait intervenir ce symbole. Cela Exemple 60 : Sion prend £ = 6, R = {x+x -> x} et ur algorithme

afin de considé é j irré i é ifi i
onsidérer les équations comme des termes irréductibles en téte. dunification standard sur les termes alors

j 
. 

— 
aaDéfinition 92 : 4 SURSU, (y+(x+a) ,a) = U, (xta,a). Cy xa) U Un (yaya). (x a) V

~ S et S’ étant des ensembles de substitutions et a une substitution, J

l’ensemble S.a est défini par S.a = {c.a | o appartient a S}. Le résultat suivant permet de s’assurer que la surréduction ne fait

- Soit A un ensemble d’équations. On dit que S est A-inclus dans S’ si et ) pas sortir de l’ensemble des A-solutions.

seulement si pour tout oa dans 5, il existe a’ dans S’ telle que o = a’

: : y ; at?Whe pile Hette varstable: wile, we) A suchip. 4) bemme 24 SURSU, (t,t ) est inclus dans Unct )

_ ; " : 
— 

.5 et S’ sont A-égaux si et seulement si ils sont A-inclus 1’un dans La preuve de la réciproque nécessite de mettre en évidence le lien

,

Vautre. 0 entre RE-surdérivation et RE-dérivation. Des versions particuliéres de ce

: résultat sont données dans la thése de Hullot [Hullotl980a] pour E = @ etExemple 59 : Si on prend pour A la théorie décrite par les équations iP
ja réécriture standard, [Kirchner1982]. et [Jouannaud1983a] pour la

-(-(«)) =x

~(Fx,y)) =
surréduction associée a la réécriture de Peterson et Stickel.

F(-(y),-(x))

A

on a {(y@x)} ~" {ly -(-« Cy & -(-(-x))))} 7 | Proposition 11 : Soit ty un terme et a une substitution RE-normalisée telle

que

Notation : Une méthode de calcul des E-unificateurs Unif, étant déterminée, a(t.) ->RE[u,g->d] t’
0 , 1

soient

Alors il existe une substitution o et une substitution B telles que :— eSSURSU, (t,t?) = U U(t,,t’,).o : 5A o € Surred(t=:t” ,R,Unif,) Att ty ~7->RELu,o,g->d] t’)

ou ty et t l sont tels que A B(t,) WE ?

|) -o = V(t(tet?) -*->RE[o] (t)s=t’)) ® :
|
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aaat B.o [V(ty)]

Lemme 25 : Si (R,E) est un systéme de réécriture Equationnelle convergent

et si A = (RUE), U,(E,t?) est A-inclus dans UL (t,t?) U SURSU, (t, t”)

Proposition 12 ; Pour les théories A = (RUE) telles que (R,£) soit un

systéme de réécriture équationnelle convergent,

A
Up (t,t?) = Ue (t,t?) U SURSU, (t,t?)

Par conséquent les A-solutions d’une Equation e=(t==t’) sont obtenues

soit comme E-solutions de e soit comme produit d’une A-solution de

l’équation surréduite composée avec la substitution surréductrice.

Ce résultat permet de caractériser la surréduction au niveau des

ensembles de substitutions qu’elle manipule. Le résultat analogue pour la

superréductidn se justifie simplement par le fait que toute relation de

réécriture conserve l’ensemble des A-solutions.

Proposition 13 : Pour les théories A = (RUE) telles que (R,E) soit conver-

gent,

A
U,(t,t”) = Up (t,t?) U SUPERSU, (£,t”)

Tl faut également noter que les résultats précédents restent valides

si on se limite aux substitutions surréductrices (ou superréductrices) ft-

normalisées.

Corollaire 7 : Soit ume théorie A = (RUE) telle que (R,E) soit un systéme

de réécriture équationnelle canvergent. Soit S$ l’ensemble des substitu-
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tions o telles qu’il existe une RE-surdérivation issue de t=:t’

t2=t’ ~*~ >RELo, ] tyes aay ®. m Basa” lle > set?nett ned Reto] “att!

avec t et te E-unifiables,

et B dans ECUL(t, yt no!

Alors S est un ensemble complet de A-unificateurs de t et t’.

Ce résultat permet de construire un algorithme complet de A-

unification pour une équation (t==t’): il suffit en effet de construire

progressivement les surdérivations issues de (t==t’). Chaquz fois qu’une

équation a ses deux membres unifiables dans la théorie E, on obtient une

solution dans la théerie RUE en composant toutes les substitutions

surréductrices effectuées, avec un unificateur modulo E dans un ensemble

complet de E-unificateurs. La puissance de la méthode repose sur le fait

quelle est incrémentale, puisqu’elle permet & partir 1’une procédure

dunification dans une théorie E dobtenir une procédure d’unification dans

la théorie RUE.

La surréduction comme la superréduction permettent de construire de

fagon systématique des algorithmes de A-unification pour des classes de

théories trés large, mais en contre-partie de cette généralité, elles ont

de gros inconvénients: en effet, la procédure de superréduction ne termine

pas nécessairement. Nous en donnons des exemples dans les paragraphes

suivants. Par ailleurs si elle termine, l’ensemble des A-unificateurs

retourné n’est pas forcément minimal et est souvent redondan:.
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3. Améliorations de la procédure de superréduction

Tllustrons par un exemple un premier probléme de divergence qui peut

se poser,

Exemple 61 : Soit R le systéme de réécriture convergent:

~(-x) -> x

~(x + y) -> (-y) + (-x)

etE=g.

Considérons l’équation e=(xs=-y). Un ensemble minimal complet de A-

unificateurs est {(xt--y)}. Par la procédure issue du corollaire 7, on

obtient, outre la solution (x*--y) qui unifie x et (-y), la solution

(y @<- -x) obtenue par

(x ss ~y) -*->RELL, y < -x]} (x se x)

et la solution (xTM (-x, )#(-x )) (y © xy+%) obtenue par

(x s= -y) ~"->RE[2, y — x1%) (x (-xp)#(-x))).

V

Remarque : I] est clair sur cet exemple que la procédure ne s’arréte pas

alors qu’un critére simple d’arrét pourrait étre utilisé: si une

surdérivation débouche sur une équation e dont on connait un ensemble com-

plet de A-unificateurs, s’arréter en retournant cet ensemble composé 4

gauche par le produit des substitutions surréductrices qui ont permis

d’aboutir a e.

Dans J’objectif d’étudier des améliorations de la procédure

précédente, nous allons introduire formellement la notion d’arbre de

surréduction ou de superréduction.

a et

—ze
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Definition 93 : On appelle arbre de surréduction associé 4 un terme t (qui

peut @tre une équation) l’arbre noté Arb-sur(t) défini par

Arb-sur(t)(c) = t

Si Arb-sur(t)(u) = t’ alors Arb-sur(t)(u.i) = t” pour o, dans Surred(t’) et

t ~"->RE[o,] t”.

On définit de fagon analogue un arbre de superréduction en remplagant la

notion de surréduction par celle de superréduction. O

Les noeuds de cet arbre sont étiquetés par les équations surréduites

et les arétes sont étiquetées par les substitutions surréductrices. Aussi

est-il équivalent de se donner l’occurrence d’un noeud e dans Arb-sur (ep)

et la suite des substitutions surréductrices permettant de surréduire Bq en

Les améliorations de la procédure de surréduction visent toutes 4

réduire et/ou factoriser l’arbre de surréduction sans perdre la complétude

du processus: celui-ci doit toujours fournir, s’il termine, un ensemble

complet de A-solutions pour Il’équation considérée. Citons trois

anéliorations qui vant dans ce sens.

® La premiére est la surréduction basique introduite par Hullot

(loc.cit.), qui permet de réduire l’arbre de surréduction en enlevant les

branches qui correspondent en fait a des surréductions sur des sous-termes

provenant de substitutions appliquées & une étape précédente. Elle est

généralisée par C.Kirchner (loc.cit.) dans le cadre de la réécriture

équationnelle et elle n’est pas développée ici.

@ La seconde amélioration est la factorisation de certaines branches

infinies lorsque l’arbre de surréduction est un arbre infini rationnel
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(i.e. @ un nombre fini de sous-arbres distincts). Cela permettra de décrire

finiment des ensembles complets infinis de A-unificateurs.

®@ Enfin, la suppression des branches subsumées de l’arbre de

surréductions c’est-a-dire des branches qui sont, en un certain sens que

nous définissons, instance d’une autre branche, permettra également de

réduire la taille de l’arbre de surréduction sans perdre la complétude des

ensembles de A-solutions.

Toutes ces améliorations sont présentées pour un arbre de surréduction

mais sont valables pour un arbre de superréduction.

3.1. Factorisation de l’arbre de surréduction

Dans ce paragraphe, nous montrons comment factoriser un arbre de

surréduction infini rationnel. L’exemple suivant d’un tel arbre infini est

di a F.Fages et G.Huet [Fages1993a].

On considére le systéme de réécriture R suivant
Exemple 62 :

g(F(x,y)) -> gly)

E = @ et 1’équation e=(g(x) == g(o)). On a par conséquent

e = (g(x) == g(a)) -*->[2, x — F(x) 5x5) ] @) = (g(x,) == glo)

ey est égale 4 € 4 un renommage des variables prés. Arb-sur(e) est donc un

arbre infini rationnel (au renommage des variables prés). V

Nous allons montrer comment décrire finiment 1’ ensemble des A-solutions de

€, correspondant 4 un tel arbre.

causal
—

a a a iy
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3.1.1. Caractérisation des branches infinies rationnelles de J’arbre de

surréduction

Dans ce qui suit nous supposons que nous résolvons 1° équation fy =

(tyzst? ) et que Arb-sur(e,) est un arbre rationel. Neus pouvons donc
0

considérer que les équations dérivées de & par surréduction sont

nunérotées par un entier compris entre 1 et n. Nous appelerons noeuds de

succés de Arb-sur(e,) les noeuds étiquetés par une équation e=(t=-t’) telle

que Eu. (t,t?) ne soit pas vide.

Nous définissons maintenant les objets gui vont nous étre nécessaires

pour décrire finiment l’arbre de surréduction.

- Soit Loap-Eq l’ensemble des équations e de Arb-sur(e,) dant est issue

une boucle :

Loop-Eq = { e | e -*4-> e& et e, -*#-> ef
0

- Soit Fin, l’ensemble des substitutions qui étiquettent un chemin sans

boucle et qui termine sur une équation qui a un ensemble de €-unificateurs

fon vide :

Fin, = {o | il existe une surdérivation

A L z n
e,- ~>fa)] eos >a] e

telle que

* et = (t == t’) avec ECU (t,t”) non vide

* pour tout k dans pressed, ey n’appartient pas a Loop-Eq

*o = y.a....a) avec ¥ € ECU, (t,t? )}
1

Un élément de Fin, est donc un chemin issu du noeud étiqueté par @., ne

passant pas par une équation donnant lieu a une boucle, mais éventuellement

issu d’une telle équation et terminant sur un naeud de succés.
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s- Soit Leap, Vensemble des substitutions obtenues 4 partir d’une boucle

dans une surdérivation issue de e .

Loop, = {a | il existe une surdérivation

kman a 1. aey -7#"-> e, 7 ->fe,] e, eo >to] e, ze
p

telle que

* pour tout i et j dans 1,...,k, i # j implique e # e (pas de bou-

cle)

Os OL ++-o)}

Un élément de foaes, correspond donc & un chemin décrivant une boucle issue

du noeud étiqueté par om appartenant a Loop-Eq.

- Soit Ene l’ensemble des substitutions obtenues dans la premiére partie

d’une surdérivation issue de Gq entre e0 et la premiére équation a de

Loop-Eq rencontrée:

Pnen, = {fo | il existe une surdérivation

2 1. nm-l 4 ney > ->to,] By > ee Oe ->Lo] &%

telle que

*evze
o p

¥ ey € Loop-Eq

* ef! (pas de bou-% pour tous i et j dans 1,...,n, i # j implique & 0

cle)}

Un élément de Boom, correspond donc @ un chemin sans boucle issu de la

racine et arrivant sur un noeud d’ou part une boucle.

~ Pour toutes les équations dont est issue une boucle, Inter=loapy décrit

les substitutions permettant de passer d’une boucle a une autre :

Inter-loop = {o | il existe une surdérivation

aides tk OS

pase. os ~
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B 1,4 a k
a ->Le,] e, wee >a] e,

telle que

k
*¥@ fe

p q

* Es et os appartiennent a Loop-Eq

*p#q

* pour tous i et j dans 1,...,k, i # j implique e # (pas de bou-

cle)}

Un élément de Infer=loop, correspond donc & un chemin ne contenant pas de

boucle et joignant deux noeuds d’ot part une boucle.

Nous pouvons maintenant décrire un ensemble complet de A-solutions de

l’équatian ey:

- Soient 55 les ensembles de substitutions associés 4 chaque équation ori-

gine d’une boucle et qui sont définis récursivement comme suit,

* S, contient Prem.,
il i

* Pour toute substitution $B dans Loop; et a dans Sy) B.a appartient

a 3h

* Pour tout entier j et toutes substitutions y dans IEEE gs et

a dans Sy a.y appartient a 5,

Un élément de 55 correspond donc 4 un chemin possible de la racine de

Varbre de surréduction jusqu’a un noeud étiqueté par a aprés avoir

éventuellement bouclé a des noeuds étiquetés par un ej.

3.1.2. Oéfinition récursive des A-solutions

Soit S ]’ensemble des substitutions défini par:

* S contient Fing,

* pour toute substitution a dans 35 et 8 dans Fin. B.a appartient a
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En d’autres termes un élément de S est ou bien un chemin sans boucle depuis

la racine jusqu’a un noeud de succés, ou bien est composé d’un chemin de la

Tactine jusqu’a un noeud &, d’od part une boucle, suivi d’un_ chemin

débouchant sur un noeud de succés.

Théoréme 17 : S est un ensemble complet de A-solutions de 1’équation &:

Preuve: C’est une conséquence des définitions que nous venons de donner.

- D’une part tout élément o de S est une A-solution de e
0

est le produit de substitutions surréductrices, étiquetant un che-

car a

min menant 4 un noeud de succés e et d’une E-solution de en

- Réciproquement, soit o - Ved eeeee a, une substitution obtenue

par la surdérivation

&y - #->[a)] ep -“*>La ] e,s (t

avec y élément de Unif_(t, ,t? ) et Cyree ese, toutes les équations

de cette surdérivation d’ob est issue une boucle (i.e. éléments de

Loop-Eq). On vérifie facilement que chacune des substitutions a,

appartient 4 l’un des ensembles Prem, , Fin., Loop, ou Inter~Loop

Donc o appartient as. 1

Pour un arbre de surréduction rationnel, la description que nous

venons de donner de S est finie; on peut done modifier la procédure de

surréduction de telle sorte qu’elle termine dans ce cas. Il s’agit de

détecter des boucles éventuelles dans l’arbre de surréduction. Il suffit

pour cela de garder l’histoire de la formation de l’arbre. On obtient ainsi

une procédure qui retourne une définition récursive finie des A-solutions

Se eit see

=)

1
|

|
i

|

|

-261-

de l’équation e,.
0

txemple 63 : Reprenons l’exemple de F.Fages et G.Huet donné au début de ce

paragraphe. L’équation g(x) == q(o} me peut é@tre surrécuite que par

unique régle g(f(x,y))->g(y) et par conséquent

# pour tout entier i, Fin, = Fing = {(x * 0)}

* l'ensemble S des A-solutions de 1’équation trouvé ici sera donc

técursivement défini par

{Oo} S5
si (x t) €S alors (x + fly,t)) € 5S.

v

3.2. Suppression des branches subsumées

L’objectif est ici de montrer comment enlever certaines branches de

Varbre de surréduction qui n’apporteront que des A~solutions instances

d@autres A-solutions.

fxemple 64 : Considérons le systéme de réécriture convergent

X +X -> x

(atx) +(x +a) ->aex

et l’équation (x + y) + (y + x) == t of t est un terme quelconcue.

01 a parmi d’autres superdérivations possibles:

(x+y) + (y + x) z= t -**->ly@x] x == t

(x+y) + (y +x) a= t 7% >[xea] at y ce t -**->ly@al a ee t

la seconde superdérivation est une instance de la premiére en ce sens ov

(azst) est une instance de (x==t) par ila substitution B = (xa) et

Blyx) = (xt-a)(y@a). Les A-solutions trouvées par la premiére
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surperdérivation sont plus générales que celles trouvées par le seconde. I]

est donc inutile de poursuivre la superréduction de a == t. V

L’idée de base est donc qu’il est inutile de calculer les A-solutions

d’une équation qui est instance d’une autre 4 condition que les chemins de

l’arbre de surréduction qui ménent A chacune de ces équations soient

également instances 1’un de l’autre.

Théoréme 18 : Soient &y @)=(t=st’ |) et e,e(tysst’,) trois équations

telle a —" ReS que €, -*# >to, ] e) et ey -"* Lo] e5:

a ‘ E ESi il exist tel ~ =
ste B telle que Ble,) e, et B.o) oy

alors Unt, st? 4).0, est E-inclus dans U, (t t’ ).o
Acc)’ L’

Preuve: Soit a é Ulta tos a(t) e a(t?) d’ou

E A Ea-B(t,) ~ a(t,) ~ a(t’) ~ a.B(t’,)

et par conséquent a.8 est une A-solution de ey) done

Uy (ty st?) 8 c Uy(t,,t?)).

Ce qui, compte tenu de la seconde hypothése, implique

, WE ?Unttost 2) U,(to rt 2) Boy S Unley st?) ).o, O

Une conséquence immédiate de ce résultat est que 1’on peut abandonner

une branche de l’arbre de surréduction instance d’une autre sans perdre la

complétude.

4. Complétion et procédure de superréduction

Soient ty et ty les deux termes 4 unifier et W la réunion de leurs

Outre levariables notées Ixy Xoreeex te prédicat ==, on introduit de me ee
wn
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nouvelles constantes, vrai et boucle_e, ainsi qu’un symbole de fonction

solution dont l’arité dépend de l’équation 4 résoudre. En effet, l’arité de

solution est le cardinal de W.

Définition 94 : Une régle-but (1,r) est une paire de termes orientée telle

que r admet comme symbole de téte le symbole solution et cue 1 soit admet

comme symbole de téte le symbole ==, soit est 1’une des constantes vrai ou

boucle_e. O

La régle-but initiale s’écrit (ty == tos solution(x),...5x,)). Elle

s'interpréte comme la requéte suivante: quelles valeurs faut-il attribuer

aux variables x +X pour que le terme {ty me try) s'évalue en vraiyet

aprés instanciation des variables, & l’aide du systéme de réécriture

équationnelle (R,E)?

Notation : Le membre droit d’une régle-but de la forme solution(t,,..-,t))

sera plus obriévement noté solution(o) of o est la substitution

(x Tt). et).
1

4.1. Procédure de superréduction

Les paramétres de la procédure sont

- un systéme de réécriture équationnelle convergent constant (Ry 5E) ou Ry

est obtenu en ajoutant 4 R la régle (x == x) -> vrai.

- un ensemble de régle-buts C que nous considérerons comme des paires de

termes orientées.

- un ensemble de paires de termes P qui sont des paires critiques obtenues

en superposant les régles de R, dans les paires orientées de C. Ces super-
ab

positions se font avec la méthode d’unification associée & chaque régle de

R. Par contre, la superposition de la régle (x == x) -> vrai dans une
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régle-but se fait toujours modulo £.

Chaque régle-but de C est obtenue en normalisant par ->RE une paire

critique de P. Son membre gauche peut étre interprété comme l’étiquette

d’un noeud de l’arbre de superréduction et son membre droit comme le chemin

qui conduit 4 ce noeud. Une régle-but est marquée si et seulement si toutes

les superpositions des régles de Ry et des équations de E dans son membre

gauche ont été calculées.

Nous supposerons toujours que la stratégie permettant de choisir une

régle-but non marquée de C satisfait I’hypothése d’équité suivante: pour

toute régle-but (1,r), il existe un appel récursif de la procédure tel que

- soit la régle-but (1,r) est une instance de la nouvelle régle-but intro-

duite 4 cet appel

~ soit la régle-but (1,r) est sélectionnée et les superpositions de (1,r)

avec les régles de Ry sont calculées.

Cette hypothése est nécessaire pour assurer la complétude de la procédure.

a at SS
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Initialisation

R = RU {(x ==

ple a
x) -> vrai}, C = {(to ss tos solution(x,,...,x.))}

NARROWER(P, Ry, E, C)

SI P est non vide

ALORS choisir une paire (p,q) dans P

g i= pl, -, dis q
RE RE

C := SIMPLIFICATION(C, (g,d))

NARROWER(P-{(p,q)}, R), E, CUL(g,d)})

SINGN SI toutes les régle-buts de C sont marquées

ALORS ARRET en SUCCES, RETOURNER 3’ensemble des sclutions

SINON choisir une régle-but non marquée (1,r) dans C

en respectant L’hypothése d’équité

P is PAIRES-CRITIQUES((1,r), R,, E)

NARROWER(P, Ris E, C)

FIN SI

FIN SI

FIN NARROWER

La procédure PAIRES-CRITIQUES calcule toutes les paires critiques

obtenues en superposant les régles de Ry dans le membre gauche 1 de la

régle~-but (1,r).

Remarquons que le mode de calcul des paires critiques utilisé dans la

procédure implique un parcours de l’arbre de superréduction en largeur et

non en profondeur d’abord comme le ferait un interpréte PROLOG.

La procédure SIMPLIFICATION implante les factorisations des branches

et la suppression des branches subsumées. Lorsqu’on introduit une nouvelle

régie~but dans C, il est intéressant d’effectuer des simplifications.

Néanmoins toute simplification n’est pas autorisée, sous peine de perdre la

complétude de l’ensemble des solutions.

~ Nous avons vu dans 1’étude théorique précédente que l’on peut supprimer

toute régle-but qui est une instance de la nouvelle régle-but calculée. De

méme si cette derniére est une instance d’une régle-but déjé existante, il
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est inutile de l’intraduire dans 1’ensemble des régles-buts.

~ L’autre type de simplification est la détection des bouclages. Si la

nouvelle régle-but calculée est de la forme

(ty = t? ,solution(c)) et que l’on détecte un bouclage, c’est-a-dire qu’ il

existe déja une régle-but

(t, ss77 t’j»Solution(a)), avec o = 8.4,

on remplace la régle-but calculée par la régle-but

boucle_e ~> solution(f.a).

t’.).
ou boucle_e est une nouvelle canstante associée a l’équation (t.

i i

Cette régle-but correspond a un noeud de l’arbre de surdérivation d’ou part

une boucle. Elle a pour Signification de mémoriser que si une solution est

du type y.a, alors toute substitution y-(B) a est aussi une solution pour

toute valeur de l’entier n.

Remarque : Puisque (R,£) est supposé convergent, (Ry 4) Vest aussi. Ode

plus RF n’est pas modifié par NARROWER.

4.2, Preuve de la procédure

La preuve de la procédure se fait en deux étapes: on prouve d’abord la

correction puis la complétude. La correction s’exprime par le fait que a

chaque régle-but dans C, on peut associer une superdérivation issue de

(tosst” 4), ou encore un noeud de l’arbre de superréduction. La complétude

traduit le fait que réciproquement, chaque équation obtenue a partir de

(toast? 4) par superréduction est le membre gauche d’une régle-but de C;

plus précisément 4 chaque noeud de 1’ arbre de superréduction correspond une

régle-but engendrée par la procédure. Ces deux résultats impliquent que

NARROWER simule correctement la procédure de superréduction.
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Notation : Notons c. la valeur de l’argument C lors du i-eme appel récursif

de NARROWER et soit H la réunion des c.

On définit sur H la relation < par: r <r’ si et seulement si

re Cy re oi i< jet

sur r,r’ est obtenu par superposition d’une régle g->d de Ry puis

| normalisation du résultat.

L’ensemble H est partiellement ordonné par la relation < et posséde un

plus petit élément Ty:

Nous établissons dans un premier temps la bijection entre les noeuds

de l’arbre de superdérivation non factorisé et l’ensemble de régle-buts H.

Dans un deuxiéme temps, nous exprimerons les solutions 4 l’aide de la fac-

torisation de l’arbre de superréduction proposée précédemment.

4.2.1. Correction

Dans la suite, chaque régle-—but a appartenant 4 H est notée e, =

j (bj.05).

Lemme 26 : (Lemme de correction)

Soit Tune régle-but de H distincte de Tp: Il existe une superdérivation

issue de by

by - ~>RELo, | by = ~>RELo,]... - ~>RELo, | bn

_ telle que ou bien

2 : _ a ' =) i yrs écrit bo = (t, sx t nw > solution(c )

ou bien

T s’écrit vrai -> solution(a’ ) et
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t et t’ sont E-unifiables par 1’ unificateur on-l n-l 
a

s navec a ne (OO, preety ae

Preuve: Prouvons par récurrence que Th est de l’une des formes données.

Puisque Ty est distincte de To» elle est issue d’une superposition

d’une régle de RF sur une régle-but Thal de H. Par hypothése de

Tecurrence appliquée a Tel < r,!

- soit Taek s'écrit (vrai, solution(o’ )), ce qui est impossible

car aucune régle de Ry ne peut se superposer sur la constante vrai,

_Ea 
a 

— 
. 3soit rH 8 écrit (te es t nel? solution(a nm)? donc r est

issue d’une superposition d’une régle g->d de Ry sur boy a

l’occurrence u, avec la substitution a 8 est un unificateur de g

et Oth" Cette superposition crée la paire critique

= <— i +(p,q) (o(b, fu d}), solution(o .o ne

Dance boy ~*~RELu,a, ,g->d] peor, est obtenu a partir de (p,q) par

normalisation, puis orientation:

ie i, 1 ,rit (o(b ju 4] )J,_-,solution(o.a nee

= —Done b, = (o,(b,_jlued]}) Nop

, a ,ve (o,.¢ «Re

et by -77-RELo } b

Comme g->d appartient a Ry» on distingue deux cas:

- cas 1: Si g->d appartient a R, puisque bed a pour symbole de

téte ==, u n’est pas l’ocecurrence ge, et Db. peut s’écrire bY =

(test?)

~ cas 2: Sinon g->d est la régle x==x -> vrai. Dans ce cas, u est

l’occurrence ec, et on est un E-unificateur de boy avec x==x. Donc

a est un E-unificateur de t et t’ Th s’écrit:n 
n-1 n-1*

23]

—

Soit une superdérivation issue de by = (ty == "te
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vrai -> solution(s’ ). Oo

4,2.2. Complétude

Lemme 27 : (Lemme de complétude)

0°

b ~**~>RELo, ] b, ~"*-DRE ... ae a. an0 = ~>RELo, bo=(t set n)

alors il existe une régle-but rh de H telle que vO s’écrit

- soit (t. zs ts solution(a’ ))

- sait (vrai, solution(o’ ))

avec 7. = (oie 10) hoe

Preuve: Par récurrence sur la longueur n de la superdérivation. Supposons

le résultat vrai pour toute longueur inférieure 4 n:

xe . et’).

bo = (toy ca ty ~ ~>RELu,o, ,g->d] be 2 (t. 2= ¢ f?

Par hypothése de récurrence, il existe une régle-but Pil de H

s’écrivant (bop solution(o aap?

D’aprés l’hypothése d’équité, il existe un appel récursif j tel que

Cr soit choisi et PAIRES-CRITIQUES(r »R,,E) soit appelée. Comme
nl n-1l’? 1

et g sont unifiables par un E-unificateur o, appartenant 4buy

un ensemble complet de E-unificateurs, la paire critique

(o (blued), solutian(a .o? 1) est engendrée. NARROWER nor-

malise et oriente toutes les paires de P avant d’en engendrer

d’autres, Il existe donc un appel k > j tel que Cy contienne

, . ;re (o,(b, jfued) toe, solution((o, .o ne RE)

dt: a y os .= (b a id en pasant o’ (o, o G .
n=1° RE
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Sig est (xs=x), u est l’occurrence ¢ et le membre gauche de r_ est
n

la constante vrai.

4.2.3. Validité

Puisque l’ensemble des régle-buts de H est en bijection avec les

noeuds de l’arbre de superréduction, nous allons pouvoir donner de

ensemble des solutions trouvées par l’algorithme, une définition

récursive analogue a celle donnée dans le paragraphe précédent. Un noeud

de succés correspond a une régle-but (vrai, solution(c)) et un noeud dant

est issue une boucle correspond 4 une régle-but (boucle_e, solution(c)).

On peut 4 partir de H, définir, comme dans le Paragraphe 3.1.2, un

ensemble S de substitutions.

Définition 95 : On appelle solution de la procédure NARROWER toute substi-

tution o de l’ensemble S construit a partir de H. O

Théoréme 19 : Théoréme de validité: L’ensemble des solutions de la

pracédure NARROWER appliquée a (tg=st? 4) est un ensemble complet de RUE-

unifi ;icateurs de ty et t 0°

Preuve: -~ Soit S l’ensemble des solutions de NARROWER, et soit 06 appar-

tenant 4 S. D’aprés le lemme de correction il existe une

superdérivation issue de by:

b, -"*->RE[ b, -**->RE ... -**- a(t ss
Py 9] ; E >REfo J bis(t ast’)

telle que ty et te soient E-unifiables par o et 6 =

(0.0 44.0) )¥pe- FO, Oy est un RUE-unificateur de to et tos donc
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8 est un RUE-unificateur de ty et to:

- Soit a un RUE-unificateur de ty et to. Par complétude de

la superréduction, il existe une superdérivation

b. - ~>RElo, J b, -*°-2RE ...
nA 

Wf wot?. a ~>RELo. | bos(t est n)

: i -unifi 5 =0.0.,..0, 8 ‘telle que th et t a soient E-unifiables par o et @=0 Gir) Sy

Done aL a. D’aprés le lemme de complétude, Oa. est une solu-s
RE “A

tion de NARROWER. (1

4.3. Comparaison avec la procédure de complétion

Comme la procédure de complétion équationnelle, la procédure de

superréduction est basée sur les deux opérations de superposition et

réduction et fournit une procédure de preuve de la satisfiabilité d’une

équation dans l’algébre libre d’une classe équationnelle d’algébres. En ce

sens elle s’intégre 4 la famille des preuves par complétion srésentées dans

cette thése.

Néanmoins la procédure de superréduction et la procédure de complétion

équationnelle ne sont pas identiques; nous allons passer en revue les

tempsdifférences entre les deux procédures et justifier en méme

l'introduction de ces différences,

Qn introduit ici un ensemble de régle-buts. Leur définition en tant

que paires orientées permet de mettre en évidence le paralléle avec la

superposition entre régles que fait habituellement la procédure de

il faut noter qu’an ne peut pas utiliser les régle-complétion. Cependant

buts comme des régles de réécriture et ceci pour plusieurs raisons:
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~ elles ne peuvent pas étre utilisées pour réduire les paires critiques de

P., En effet cela provoquerait la disparition éventuelle de solutions car

cela reviendrait a abandonner certaines branches. de J’arbre de

superréduction.

- elles ne peuvent pas étre simplifiées sans précaution par une nouvelle

régle-but calculée, toujours sous peine de perdre la complétude de

l'ensemble des solutions.

- elles ne satisfont pas en général la condition que l’ensemble des vari-

ables de leur membre gauche contienne l’ensemble des variables de leur mem-

bre droit. Pour pallier a cette difficulté, une solution praposée par

F.Fages est de remplacer une régle-but

(t, =e vy, solution(u),...,4,)) par la régle

H(t it? Uy yee yu) -> solution(u,,...,u,) ou * est un nouveau symbole

d’arité card(W)+2. L’inconvénient de cette solution est que, pour simuler

correctement la superréduction, il ne faut pas faire de superpositions dans

les saus-termes Uprreegu. On pourrait envisager une implantation dans

laquelle les sous-termes a du membre gauche seraient partagés et

marqués de maniére a4 ne jamais s’autoriser de superposition sur ces sous-

termes, apportés par une substitution surréductrice. Une telle implantation

réaliserait la procédure de superréduction basique.

Parallélement a 1’introduction de l’ensemble de régle-buts, il faut

spécialiser un systéme de réécriture Rye L’ensemble de régles R, est util-
1

isé pour réduire les paires critiques. C’est aussi l’ensemble des régles

qui se superposent dans les régle-buts. Remarquons que les régle-buts ne

S€ Superposent jamais dans les régles a cause de leur symbole de téte =-,
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Pour s’adapter au probléme de la superréduction, les deux procédures

de simplification et d’orientation des régles ont été modifié2s.

- Lorsqu’on introduit une nouvelle régle-but dans C, il est toujours

intéressant d’effectuer certains types de simplifications. C2lies décrites

dans le paragraphe 3.2 sont autorisées.

- La pracédure d’orientatian d’une régle-but consiste simplement ici en un

test syntaxique. Le membre gauche a toujours comme symbole dz téte le sym-

bole solution, Le membre droit peut étre de la forme (t == t’) ou bien 4tre

. er

ja constante vrai ou une constante boucle_e. Remarquons qu’ainsi la

procédure NARROWER ne s’arréte jamais en échec, contrairement aA la

procédure de complétion.

4.4. Un exemple

Pour illustrer la procédure NARROWER, nous donnons un exemple de

probléme de coloriage de carte. C’est un probléme classique en programma-

tion logique. La carte est représentée sur la figure l.

Figure 1: la carte

le probléme posé & NARROWER était de colorier la carte, sachant que la par-

tie 1 est "b”’ et la partie 2 est "j”. L’univers du probléme est présenté
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sous la forme suivante a NARROWER:

4 % les solutions

; 1 
5.

% les opérations sur les booléens | x, — m x, “ 4©| 3 3
xy — b xy -— mx*¥O == 0 
x —- mm x —- wm

O¥x=s0 
2,° a’

l*x 2= x 
i 4 m x Tr

xX * l sz x 
\ _ ;

=z 

xh b 

xy — m

(x * Cy * z)) == (C(x « y) * z) x —o4¢ x r
| 3 5

4 3, 
7.

| x m x r

- — fr x — 6b
% description des couleurs (b,j,m,r toutes distinctes) Xe —- om Xe — ©

|
4. 8next(b, j) s= 1 x & m & &

next(b, m) == 1 
xe a * — obnext(b, r) c= ] 
xo - ra “— fr
5 5

next(m, j) s= 1

next(m, b) s= 1

next(m, r) == 1

next(j, b) == 1 5. Surréduction contrainte et méta-surréductionnext(j, m) == 1 _ See ee eo SS

next(j, r) ss 1 Cette section étend les résultats obtenus sur la complétion de méta-

next(r, j) == 1 _ régles 4 la résolution d’équations. Nous envisageons ici trois types denext(r, m) s= 1

next(r, b) == 1 
problémes:

next(x, x) == 0 © Supposons que la théorie équationnelle dans laquelle on veut résoudre

| des équations posséde un systéme de réécriture convergent infini. La

% description de la carte | surréduction habituelle devient alors impossible, ou du moins elle ne peut

carte(x,, Xa» X39 Xys Xe) se next (x), Xp )unext (x) , x3)* étre utilisée que pour semi-décider de la satisfiabilité d’une équation.

next(x), x, )enext(x,, x3 )anext (x,, x, )enext (x, , x, denext (x,, xy) Encore faut-il adopter une stratégie particuliére, consistant a explorer

» Varbre de surréduction en largeur d’abord, puis en profondeut a partir de

a _ 
la premiére surréduction possible, et éventuellement 4 faire des retours en% le probléme 4 résoudre

arriére en cas d’échec, pour étre sr de trouver une solution s’il encarte(b, j,x,4x, 1X.) zs l

\ existe. Le danger qui subsiste est de partir dans ume branche infinie.

NARROWER trouve 8 solutions possibles: Cependant, s’il est possible de trouver un systéme de méta-régles permet-

tant de décider de la théorie équationnelle, celui-ci peut aussi étre util-
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isé pour faire une forme de surréduction appelée surréduction contrainte.

Nous montrons que ce processus permet de calculer des ensembles complets

d’unificateurs.

® L’autre probléme est A nouveau celui de divergence du processus de

surréduction. Tout comme pour la complétion, il peut se produire deux cas

de divergence, en profondeur et en largeur. La méme notion de

schématisation s’ applique encore, mais il faut noter que cette fois-ci, ce

sont des familles de régles-but qui sont schématisées par des méta-régles.

La surréduction et la superréduction sur des méta-termes sont alors

définies pour un systéme de réécriture équationnelle convergent. Nous mon-~

trons qu’a partir des méta-substitutions calculées par ce processus, il est

possible d’obtenir, par instanciation des méta-variables, un ensemble com-

plet d’unificateurs.

© Un troisiéme cas encore plus complexe est celui ol, disposant d’un

systéme de méta-régles permettant de décider de la théorie équationnelle

aA le processus de surréduction contrainte diverge lui aussi. La méta-
surréduction et la méta-superréduction sur des méta-termes sont alors

définies pour un systéme de méta-régles. Ces deux derniers problémes se

traitent dans un formalisme commun.

3.1. Surréduction contrainte

Supposons donné un ensemble de méta-régles MR qui schématise correcte-

ment un systéme de réécriture infini engendré par complétion d’un ensemble

d’axiomes A. Rappelons que dans ce cas, la relation de réécriture -->>> est

convergente et satisfait <<<-x->>> = = A la notion de réécriture con-

trainte -->> est associée une relation -*->> utilisant de L’ unification

contrainte au lieu du filtrage contraint.

|

‘|

|

1
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L’unification contrainte est de l’unification modulo la congruence ~,

avec vérification des contraintes sur les images des méta-variables.

Définition 96 : Soit UNIF-contraint Jl’application de T(F,XUMX)xT(F,XUMX)

dans l’ensemble des parties de ]’ensemble des substitutions de T(F,XUMX)}

qui a un couple (T,1’) associe

- l'ensemble des substitutions o satisfaisant:

~- o est un unificateur modulo ~ de T et T’

~- pour toute méta-variable Z de MV(T), o@ (Z) appartient 4 DOM

si T est un méta-terme et T’ un terme .

~ ensemble vide sinon.

Tout élément de UNIF-contraint(T,T’) est appelé un unificateur contraint de

Tet T’. O

On définit, comme dans le chapitre 2, la notion d’ensemble générateur

de l’ensemble des unificateurs contraints.

Définition 97 : Soit Unif~contraint l’ application qui associe a tout couple

(1,77) de T(F,XUMX)xT(F,XUMX) un ensemble complet d’unificateurs contraints

i.e. un ensemble d’unificateurs contraints, complet relativenent a UNIF-

contraint et a Filtre-contraint. O

Nous sommes maintenant en mesure de définir la surraduction con-

trainte.

Definition 98 : La relation de surréduction contrainte est définie par:

t ~"~>>[u,07,G->D] t’

si et seulement si
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- o appartient a Unifscontrain tient (9

- t' = t[u<-o7 (D)]. 
y

o” est appelée substitution surréductrice contrainte. O

Remarque : Notons que si o appartient 4 Unif-contraint(T,T’), o(T) et o(T’)

sont des termes de T(F,X). Par conséquent t’ est encore un terme de T(F,X).

Remarque : Il est facile de voir que

sit -*->>[u,o°,G->0] t?, alors o7(t) -->>[u,07,G->D] 07 (t’)

Le processus de surréduction contrainte permet de calculer un ensemble

complet de A-unificateurs de deux termes t et t’.

Théoréme 20 : Soit S l’ensemble des substitutions o telles qu’il existe une

surdérivation contrainte issue de t=st’

=st? -*. s=t’ ares 3 ast’ -"- ==t?’
test >»>Lo,] ty t i >. tia t nel >>Lo,] t t 7

avec o = Beas. ++ .oy

et 8 dans un ensemble complet d’unificateurs modulo ~ de to et ti.

Alors S est un ensemble complet de A-unificateurs de t==t’. }

Preuve: Elle reprend point par point la preuve du résultat du corollaire 7.

@® lere étape: s’assurer que la surréduction contrainte ne fait pas

sortir de l’ensemble des A-solutions. I1 faut montrer que pour

toute substitution surréductrice contrainte o qui surréduit (t==t’)

en (ty==t’)), et tout A-unificateur a de t et tis alors a.o est

une A-solution de t==t’. Or, par définition de ces deux substitu-

tions, on a

a.o(t) -#->> a(t,) WA a(t?) <-#- avo(t?)
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et par canséquent a.c est une A-solution de t==t’ puisque <<<-#->>>

oot A
caincide avec ~ .

® 2eme étape: la preuve de la réciproque nécessite de mettre en

évidence le lien entre surréduction contrainte et réduction con-

trainte. Soit ty un terme et p une substitution normalisée pour

-->>> telle que p(t)) ~->>[u,G->D] tie

Alors il existe des substitutions contraintes o et ) telles que :

x t. -*->>[u,0,6->D] t
0

* H(t) ~ ty)

* D(p) = W(t))

#P~ Lo [V(to)]

Ce qu’on peut schématiser par

ty -*->>[u,o,G->D] ty

p(t)) -->2[u,G-20] —t)

Mantrons d’abord que t. est surréductible pour -*~>>, p{ty) étant
0)

réductible par -->> 4 l’occurrence u par la méta-régle G->D, que

l*on supposera telle que V(G) N V(p(tq)) = @, il existe une substi-

tution y telle que

yé Peibtrereantradilypits ys

Mais p étant normalisée pour ~->>> et V(G) Vip(ty)) = 9,

yé Filtre-contraint(G,p(t,,)) ;

Comme le domaine de p ne contient pas de méta-variables, et que y

et p peuvent étre choisies de telle sorte que leurs domaines soient
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disjoints,

ype UNI SannErEdntsGGpt |

Par conséquent il existe o dans Pndf-conianainitGye, 7) et une sub-

stitution & telles que

b.c ~ yp [MV(G) U V(t.)]

et ty est bien surréductible par -*->>.

ty -*->>[u,a,G->D] ty = a(t ue-D])

Définissons maintenant 4 par be Slee " Le domaine de p ne con-

1

tient donc pas de méta-variable et on a bien

p~ po [V(t,)]

Montrons enfin que u(ty) ~ t’?.. En effet,
1

u(t,) = (h.o)(tyfuep}) = Healt, )[utp.o(D)} ~ p(t. )[uep(D)] ~

ts.

@ 3eme étape: montrons que tout A-unificateur a de t et t’ est

soit un unificateur modulo ~, soit est une A-solution obtenue par

surréduction contrainte & partir de (t==t’). Soit p la normalisée

de a pour -->>>. Puisque <<<-%->>> coincide avec at p est bien

encore une A-solution de (t==t’).

Si p(t) ~ p(t’) la conclusion est claire.

Sinon, il faut montrer que, pour toute A-solution a de t=st’, il

existe une substitution o qui surréduit t==t’ en Eyest’ par -"->>

et une A-solution p de tyes’) telle que a =A p.o.

Puisque p(t) a) p(t?) implique p(t) <<<-*->>> p(t’) et que -->>> a
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la propriété de Church-Rosser, au moins l’un des dvux termes p(t)

ou p(t’) doit étre réductible pour -->>. C’est a dire que

p(t)==p(t’) -->> tyz=t’ 9:

On peut donc appliquer la propriété précédente sur le terme

p(t)=zp(t’). Il existe done une substitution normalisée p telle que

— I ==t?tact >»> tis t 1

avec u(t,) ~ t, et p(t’,) ~ t?, et a al p~u.o. Comume de plusBeye 7 Sg SE BAS) 0

ptt) ~ ty ~* pity ~* per) tr ~ ult)
0 1

pest une A-solution de tjsst’,.

@ 4eme étape: on est maintenant en mesure de prouver le résultat

annoncé.

Sia est un élément de S, il est clair que c’est une A-solution de

test’.

Sia est une A-solution finie de t==t’, montrons par l’absurde que

a s’écrit sous la forme d’un produit fini

A
a~ Big yee

avec $8 unificateur modulo ~ de t et te Si ce n’était pas le

cas, en posant

ao

os Mla,
i

a(t==t’) serait réductible Une amr imate de fois par -->>, ce qui

contredit le fait que -~>>> est noethérien.

Soit p appartenant 4 un ensemble complet d’unificateurs modulo ~ de
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(test np) tel que p $B (V(t ast? )]. On a donc

i, 10.0, SB. aeReape tg SuPg _omedy ey

Ce qui prouve que S est un ensemble complet de A-solutions de

test’.

Exemple 65 : Associativité et idempatence

Reprenons 1’exemple de la théorie définie par les axiomes suivants:

f(F(x,y),z) = f(x, fy,z))
F(x,x) = x

L’équivalence ~ est celle engendrée par le systéme de réécriture

Ro > FCF (x,y),z) <> F(x, Fly,z))

L’ensemble des structures est 1’ ensemble des "peignes” a’ variables toutes

distinctes:

Ss Ox» FOx) Xo), F(x) F(x 9x3) Fx FOxy s Fxg aX) eed

Le systéme de réécriture infini engendré est correctement schématisé par la

méta-régle f(X,X) -> X. Puisque -->>> est convergente, il est donc possi-

ble de résoudre dans cette théorie des équations par surréduction con-

trainte. Ici la surréduction contrainte coincide avec la surréduct ion

modulo Ry puisque la méta-régle est sans contraintes. Malheureusement, il

existe des ensembles minimaux d’unificateurs modulo l’assaciativité qui

sont infinis et suivant le type d’équation que l’on veut résoudre, il est

possible que la procédure d’unification associative engendre de tels ensem-

bles. Il sera donc nécessaire dans de tels cas de schématiser si possible

l’ensemble des solutions.
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Considérons par exemple 1’ équation

F(F{x,y),a) ss F(b,z)

La surréduction contrainte

FCF (x,y),a) == f(b,z) -*->>[(X*-fly,a)) (x@fly,a))} Fly,a) == f(b,z)

conduit a la solution (x*-f(b,a)) (yb) (za).

Une deuxiéme surréduction contrainte

FCF (x,y),a) z= F(b,z) ~*-291(X-y)(xt-y)]} Fly,a) == F(b,z)

conduit a la solution (x*b)(y*-b)(z@"a). V

2.2. Méta~surréduction

Suppasons maintenant que 1’on dispose d’un systéme de réécriture

équationnelle convergent (R,E) équivalent a la théorie x ou d’un systéme

de méta~régles MR schématisant le systéme de réécriture (équationnelle)

engendré par complétion de l’ensemble d’axiomes A. La premiére situation

peut bien évidemment étre considérée commme un cas particulier de la

seconde.

Lorsque la procédure de superréduction engendre une infinité

d’équations (ts==t’) qui se répartissent en un nombre fini de suites

d’équations schématisables, on introduit comme pour la complétion un ou

plusieurs types de méta-variables avec leur domaines associés. Le but de la

méta-surréduction est de schématiser Jl’arbre de surréduction en y

remplagant une infinité d’équations par une méta~équation, i.e. une

équation sur des méta-termes.
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Rappelons que Méta-UNIF(T,T’) est l’ensemble des méta-unificateurs de

T et T’, et que Méta-Unif(T,T’) est un ensemble complet de méta-

unificateurs de T et T’,

Lemme 28 : Soient T et T’ deux méta-termes et o” un méta-unificateur de T

et 1’. Pour toute instanciation principale w’ de o”(T) et ao (T"), il

existe une instanciation principale } de Tet 1’ et une substitution o

telles que co. ~ ’.o7 sur MV(T) U MV(T’).

Preuve: Par définition d’un méta-unificateur, Wa (T)) ~ br (o7(T’)).

Natons 4 la substitution y’.o7. est une instanciation des méta-

variables de Tet T’ et par décomposition d’une instanciation

(chapitre 3, corollaire 1), appliquée au couple (T,T’), il existe

une substitution y de T(F,X) et une instanciation principale » des

méta-variables de T et T’ telles que 6 ~ y.w [MV(T) UMV(T’)]. On

peut alors écrire p’.a°(Z) ~ y.(Z) pour tout Z de MV(T) U MV(T’),

D’od en posant o = y, W.a(Z) ~ o.¥(Z) pour tout Z de

MV(T)UMV(T?).

Comme dans le cas du filtrage, il existe un lien entre Méta-Unif et

UNIF-contraint: a tout méta-unificateur correspond une infinité

d’unificateurs contraints.

Proposition 14 : Soit t un terme et T un méta-terme. Soit o” appartenant 4

Méta-Unif(T,t). Pour toute instanciation principale ’ dea (T), bo”

appartient a UNIF~contraint(T,t).

Preuve: Puisque o°(T) = o7(t), pour toute instanciation principale ’ de
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a (T), W.o7(T) ~ P.o(t). De plus d’aprés 13 lemme du méta-

unificateur, $’.a°(Z) ~ o.(Z) et donc ($’.o°(2)) aaspartient a DOM.

On en déduit que ¥’.o° appartient a UNIF-contraint(f,t). 0

Remarquons que si t et t’ sont tous deux des termes et si o° appar-

tient 4 Méta-Unif(t,t’), alors y.o est un unificateur modulo ~ de t et t’,

Comme dans le cas de la complétion de méta-régles, nous élargissons le

probléme a Jl’ensemble des méta-termes. Ici, ce n’est pas une propriété de

Church-Rosser qui nous intéresse, mais le probléme de l’unification dans la

théorie engendrée par MR sur les méta-termes.

Définition 99 : T J=|MR T’ si et seulement si il existe G=D dans MR

cansidéré comme ensemble d’équations, une occurrence u de dom(T)Mdom(T’) et

une substitution o dans Méta-Filtre(G, Ty), telles que hn =o (G) et Pig

=o0°(D).

On note =MR la fermeture réflexive, symétrique et transitive de |[=[MR. ©

Lemme 29 : Si T =MR 1’, pour toute instanciation principale 4,

yt) * gate),

Preuve: Elle résulte d’une part du fait que pour toute G->D appartenant 4

MR et toute instanciation principale , »(G) ah (dD). O

Définition 100 Une substitution o” de T(F,XUMX) est un MR-méta-

unificateur de T et T’ si et seulement si o°(T) =MR o°(T ) et pour toute

méta-variable Z de D(o”), pour toute instanciation principale y, .07(Z)

appartient 4 DOM,



-286-

On dira aussi que o” est une MR-méta-solution de l’équation T==T’. O

Remarque : Si a” est un MR~méta-unificateur de Tet T’, alors pour toute

instanciation principale p, $.o7 (1) 2 p.o (T’),

On associe 4 la relation de méta-réduction sur les méta-termes une

relation de méta-surréduction dans laquelle les notions d’égalité, filtrage

et unification sont remplacées par celles de méta-égalité, méta-filtrage,

méta-unification.

Définition 101 : La relation de méta-surréduction est définie par:

T =*=>[u,o7,G->D] 1’

si et seulement si

~ o appartient a Méta-Uni&(6,1 )

~ T’ = Tlu<-o7 (D)J. 0

A partir d’une MR-méta-solution d’une équation (ts=t’), of t et t?

sont des termes de T(F,X), on retrouve par instanciation des méta-variables

un ensemble complet de A-solutions de l’équation t = t’.

Théoréme 21 : Scit S l’ensemble des substitutions a” telles qu’il existe

une méta-surdérivation issue de t==t’

=st’ <%=: =sJ’, =*s ="s ==test >to] TyssT’) Ss os =>Lo,] Teel’,

avec T, et re méta-unifiables,

a” dans Méta-Unif(T ==T’ ),
n n

eto =a .¢.....0,.
n 1

Alors ¥(S) u {p.o” pour toute o” dans S et toute instanciation principale
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des méta-variables de I(o~)} est un ensemble complet de A-urificateurs de t

et t’.

. 

u

Preuve: La technique de preuve est encore similaire a celle du résultat du

corollaire 7.

® lere étape: Il faut montrer que pour toute substitution

surréductrice o” qui méta-surréduit (T==T’) en (T)=2T’)), et tout

MR-méta-unificateur a” de in et Ts alors a”’.o” est une MR-méta-

solution de Ts=T’. Or par définition de ces deux substitutions on a

a’ .a°(t) s*=> a°(t,) =MR a~(t?,) <z¥z a7.a7(t’).

D’autre part, pour toute méta-variable Z et pour taute instancia-

tion §, .a~.o°(Z) appartient 4 DOM car p.aTM.07(Z) = .0°(Z) ob

est une instanciation qui, par décomposition d’une instanciation,

peut se mettre sous la forme o.’. Done p.a~.o°(Z) ~ o.$’.o (2)

appartient a DOM. Par censéquent a~.a” est une MR~méta-solution de

TesT’,

® 2eme étape: Soit Ty un méta-terme et p une substitution

normalisée pour ==>>, satisfaisant pour toute méta-variable Z et

toute instanciation principale $, $.p°(Z) appartient a DOM. Si

p(T) ==>[u,G->D)} Ms alors il existe des méta-substitutions co”

et pp” telles que :

¥ Ty ="=>[u,o7 ,G->0] th

* w(t) = Mr

* D(u~) = MY(T,)

*p Spo” [MV(T))]

* p” est mormalisée pour ==>> et satisfait la condition: pour
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toute méta-variable Z et toute instanciation principale , p.p7(Z)

appartient a DOM.

Ce qu’on peut schématiser par

19 ="=>[u,o" ,G->D] [

+

y L
Montrons d’abord que T) est méta-surréductible. p (Ty) étant

méta-réductible a& l’occurrence u par la méta-régle G->D que l'on

p (Tp) ==>[u,G->D]

supposera telle que MV(G) N HV(p"(to)) = @, il existe une substitu-

tion y~ telle que

y€ Méta-Filtre(G,p" (Tq) ().

Mais p” étant normalisée pour ==>> et MV(G) N MV(p"(T))) = BO,

” € Méta-Fi PY éta-Filtre(G,p Toy?

Comme pTM et y” satisfont chacune la condition: pour toute méta-

variable Z, pour toute instanciation principale p, W(p~(Z)) et

$(y"(Z)) appartient 4 DOM, et que y et p” peuvent étre choisies de

telle sorte que leurs domaines soient disjoints,

Yup € Méta-UNIFCG, Toy).

Par conséquent il existe o” dans Méta-Unif(G,T5) ) et une substitu-

tion &” telles que

5.0" = yp” [MV(G) U MV(T)]

De plus & satisfait aussi la condition: pour toute méta-variable Z

4
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}

et toute instanciation principale ~, y(6°(Z)) appartient a DOM. 1

est bien méta-surréductible.

Ty =*=>[u,07 ,G->D] ty = o”(T)fued])

Définissons maintenant yp” par pTM = 6 On obtient
IMV(T, )*

po eyo (MV(T,)] et y° = u.o” [Mv(c)]

Notons que p” est normalisée pour ==>> puisque p” l’est. Montrons

enfin que p(T) = T’.. En effet,V

wT) = (#707) (To[ued]) = 7.0 (1, )futp” 07 (D)]

ttl p (T))Luty" (0) J = TT).

@ 3eme étape: montrons que tout MR-méta-unificateur p” normalisé

pour ==> de T et T’ est soit un méta-unificateur, soit une MR-

méta-solution obtenue par méta~surréduction a partir de (Ts==T’).

Si p(T) = e°(T’), la conclusion est claire.

Sinon, puisque p~(T) =MR p~(T’) et que ==>> a la propriété de

Church-Rosser, au moins 1’un des deux termes p-(T) ou p°{T’} doit

étre méta-réductible. C’est a dire que

- oat , — --7T?p (T)sep"(T’) ==> Tozst Q°

On peut donc appliquer la propriété précédente sur le terme

p (T)s=p"(T’). Il existe donc une méta-substitution normalisée yp”

telle que

Comme de plus
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W°(T)) & Ty SHR pU(T) SMR p(T?) SMR T? | KAT),

yw” est une MR-méta-solution de Tys2T? 15

@ 4eme étape: Si p” est une MR-méta-solution finie de Ts=T’, mon-

trons par l’absurde que a s’écrit sous la forme d’un produit fini

avec B” appartenant 4 Méta-UNIF(T,T? ). Si ce n’était pas le cas,

en posant

co

oz fla.
. i

a(Ts:T’) serait réductible ihe infinité de fois par ==>, ce qui

contredit le fait que ==>> est noethérien.

Soit & un élément de Méta-Unif(T,,T’ ) satisfaisant

6 $B (MVCT. ) U Mv(T? DJ. On a done

So .s nel'**% 9 Spa

@ Seme étape: nous sommes maintenant en mesure de prouver le

résultat annoncé.

Si o” est un élément de ¥, il est clair que c’est une MR-méta-

solution de tz==t’. Donc pour toute instanciation principale 4,

po (t) ~* yror(t?),

Sia est une A-solution finie de t=:t’, soit p la normalisée de a

pour ==>> ou de fagon équivalente pour -->>>. D’aprés ce qui

précéde, p = y.o7 [¥(t) UV(t’)] avec o~ appartenant a S. Donc

pour toute instanciation principale v, a za p af by .o

[v(t) Uv(t?)]. De plus y.y~ est une instanciation des méta-

variables de o(t) et o(t’), et par décomposition d’une
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instanciation, est ~-équivalente a y.’ sur MV(a~(t)) U MV(a7(t?)).

Done a ~A ye.” (V(t) U ¥(t’)], ce qui prouve la complétude de

ws). O

Cette technique a été utilisée avec succés pour résoudre les équations

tons les arbres signés.

kemple 66 : La résolution par surréduction modulo E de 1’équation

f(x, f(x, Fla,y)) Jex

fans la théorie des arbres signés avec

Es: -(~(x)) = x

-(Flx,y)) = F(-C(y),~(x)}

-(h(x)) = h(-(x))

Ri: f(-x,f(x,y)) -> y

F(F(y,x),-x) -> y

mgendre par superposition madulo E de la régle f(-x,f(x,y)}) -> y dans

f(x, f(x, Fla,y))) s= x

la famille infinie d’@quations:

fla,y) s= F(x) -x )
L

-fla,y) == h(F(x, y-x)))

Fla,y) == h(RCFCx, =x, )))

fla,y) == heHCnCF (x) 5-1)

Vensemble des structures est l'ensemble des solutions m:inimales de

\'€quation x=-x modulo la théorie £ des arbres signés. La congruence ~ est

tei l’égalité engendrée par E. Un algorithme de méta-unification a été
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proposé dans [Kirchner1982]. La méta-surréduction

F(x, f(x, flayy))) == x =*=>[(xX)] Fla,y) 22 =*=>[(y-f(-a,z)] z ==

conduit 4 la méta-solution (xX)(z*-X)(yf(-a,z)) qui donne par instanci-

ation principale de X une infinité de A-solutions.

Notons qu’une autre solution est obtenue par

F(x, P(x, Pla,y))) ss x =*=>E(xt--a)] F(-a,y) == -a =*=>E(y—Fla,z)] z <2 -a

C’est la solution (x*--a)(z+-~a)(y*Fla,~a)). V

Donnons un autre exemple, utilisant l’unification associative.

Exemple 67 : Supposons que l’on veuille résoudre des équations dans la

théorie définie par les axiomes suivants:

(x%z)+(axz) = (xta)ez

(x#y)#z = xe(yaz)

ou a est une constante. Orientées de gauche & droite, ces équations engen-

drent un systéme de rééécriture infini, a cause de la superposition de la

régle d’associativité dans la régle de distributivité. Les premiéres régles

sont:

(x#z)4+(axz) -> (xta)ez

(xa(yxz))+(aez) = ((xay)+a)ez

(xe(ye(y’*z)))+(aez) = ((xe(yay’))4a)ez

Les techniques dévéloppées au chapitre 3 permettent de shématiser ce

systéme en prenant pour ~ l’équivalence engendrée par l’associativité, pour

domaine l’ensemble des termes tout entier et pour ensemble de méta-régles

(X#z)+(axz) -> (X+a)az

Comme cet ensemble de méta-régles est sans contraintes, on peut utiliser la
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‘complétion équationnelle (modulo ~) pour prouver sa convergence.

Supposons maintenant que 1l’on veuille résoudre 1’équation

y+(x¥a) == (ata)ax

dans cette théorie. La surréduction contrainte coincide ici avec la

surréduction équationnelle (modulo l’associativité) puisque les méta-régles

sont sans contraintes. En unifiant modulo l’associativité les termes

yt(xea) et (Xxz)4+(axz), on obtient un ensemble complet infini d’ unifi-

cateurs

Lz {(xa)ly@Xea) (za),

(x asa) (y—X* (axa) ) (z@axa),

(xtax(axa)) (y—Xe (ax (axa) ))(z-ax(axa))

On introduit donc un nouvel ensemble de méta-variables MY, dont le domaine

est l’ensemble des solutions de l’équation (x*a == a¥x) modulo

Vassociativité et dont l’ensemble des structures est

S = fa, ava, ax(axa), ax(ax(axa)), ... }.

La méta-surréduction de (y+(x*a) == (ata)ex) fournit alors 1’équation

((X+a)¥Y == (ata)*¥Y) avec la méta-substitution (xY)(yX#¥)(z-Y), Les

deux membres de l’équation se méta-unifient par (X¢-a). On obtient alors la

néta-solution (yt-a¥Y)(xY), qui engendre par instanciations principales

de Y, les solutions

{(y ana) (xa),
(y*-ax(aea) ) (x*axa), :

(y@ax(ax(axa}))(xax(axa) )
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6. Fxtensions

Il est naturel d’envisager l’extension de ce language de programmation

restreint a d’autres prédicats, Il donne alors naissance a ce que

Dershowitz appelle la programmation par "rewrite program”

[Dershowitz1984,Dershawitz1984a]. Un "rewrite program’ est un ensenble

fini de régles de réécriture convergent qui décrit équationnellement

l’univers du probléme. Un tel systéme est utilisé comme un programme

déterministe pour calculer un ensemble de valeurs de sortie qui satisfont

un but donné. Plus précisément, étant donné un prédicat P, on cherche un

ensemble [t] de valeurs (qui sont des termes clos irréductibles) telles

que, pour tout ensemble [s] de valeurs données, P([s],{t]) soit vrai. P est

codé par un symbole fanctionnel p tel que, si P([s],{t]) est vrai, alors

p(Es],[t]) s’évalue en vrai a l’aide du "rewrite program”. Cette propriété

est appelée propriété de correction par Dershowitz. La satisfiabilité de P

pour [s] donné revient 4 trouver les solutions de l’équation p([{s],{z]) =

vrai dans la théorie équationnelle définie par les régles du "rewrite pro-

gram’. Calculer avec un "rewrite program” consiste a appliquer une

procédure de complétion linéaire a ce Programme et €& une régle-but qui

s’écrit p({x],[z]) -> ans({z]), oo p est le terme d’appel contenant les

valeurs d’entrée [x] qui sont des termes clos irréductibles, [z] est un

vecteur de variables de sortie et le symbole de fonction ans est utilisé

pour stocker le résultat, c’est-d-dire les valeurs des variables satis-

faisant le prédicat P. Les régles du programme sont superposées dans la

régle-but et dans celles qui en sant ainsi dérivées. Ni les régles

dérivées, ni les régles du programme ne sont superposées entre elles.

Ces travaux montrent la puissance de la procédure de complétion et son
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intérét pour la construction d’un interpréte d’un langage de programmation

basé sur la logique équationnelle. Cependant le fait d’avoir a coder les

prédicats est souvent un obstacle 4 la compréhension et a l’écriture des

programmes. De plus il faut savoir vérifier la correction du codage ce qui,

en pratique, peut étre difficile. Enfin se posent les problémes de diver-

gence de la complétion qui constituent un obstacle majeur pour un tel lan-

gage. Les diverses solutions que nous avons proposées pour réduire l’arbre

de recherche des solutions, prennent 1a toute leur importance.
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CONCLUSION



CONCLUSION

L’étude des systémes de réécriture a pris ces derniéies années un

essor important et leur champ d’application s’est considérallement élargi,

en particulier dans le domaine de la démonstration autonatique [Buch-

berger1985]. Face 4 cette diversité, il s’agit de faire le bilan de notre

apport personnel et de dégager les perspectives ouvertes par ce travail.

Nous sous sommes restreints, dans cette thése, aux preuves en logique

équationnelle. Notre apport majeur dans ce domaine est d’élargir la classe

des théories équationnelles dans lesquelles les preuves par complétion

| s’appliquent. Cet élargissement s’est fait @ la fois par J’ incorporation

des équations non orientables dans le processus de complétion, et par la

proposition d’outils permettant de traiter les divergences.

Un systéme basé sur la complétion se heurte toujours a deux problémes

majeurs, celui de l’orientation des paires de termes et celui de la non

terminaison du processus.

- Les paires de termes non orientables sont des équations permutatives

_ (possédant les mémes ensembles de variables dans les deux membres). En pra-

i tique, ces équations engendrent le plus souvent des classes d’équivalence

Finies. Dans le cas ot 1’on connait un algorithme complet d’unification, la

complétion équationnelle permet d’incorporer ces équaticns dans les

opérations de filtrage et d’unification. Cela met en évidence 1’ importance

de savoir construire de fagon systématique des algorithmes de filtrage et

unification dans les théories équationnelles. Mais en outre apparait alors

je probléme de la preuve de terminaison de la réécriture équationnelle,

_c’est-a-dire le probléme de trouver un ordre permettant d’orienter les
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régles en tenant compte des équations.

- Dans le cas de la génération d’un ensemble infini de régles, nous avons

tenté une premiére approche pour le résoudre par 1’ introduction de méta-

régles schématisant des familles de régles. Pour découvrir les méta-régles,

nous avons proposé une méthode d’inférence, mais il semble possible d’en

trouver d’autres. Par ailleurs, le probléme de la complétion de méta~régles

reste ouvert dans le cas général. Nous savons le résoudre dans le cas de

méta-régles sans contraintes, of nous avons montré qu’il est équivalent

dans de nombreux cas, a une complétion équationnelle. Cependant il fau-

drait, pour traiter en pratique plus de cas de divergence, prendre en

compte, dans la complétion équationnelle, des équations engendrant des

classes d’équivalence infinies. Soulignons par ailleurs que le traitement

des divergences 4 l’aide de méta-régles permet aussi de travailler avec des

théories dans lesquelles il existe des ensembles complets infinis

d’unificateurs, comme par exemple l’ associativité.

Mais les preuves par complétion ont encore bien des perspectives

intéressantes d’extension:

~ les résultats que nous avons obtenus dans le domaine de la logique

équationnelle ont aussi des répercussions dans le domaine des preuves en

logique du premier ordre.

- un atout majeur des preuves par complétion est qu’elles s’implantent de

maniére uniforme, tout en présentant une grande diversité de

Fonctionnalités.

- @n ce sens, les preuves par complétion constituent des outils

intéressants dans les langages de programmation logique, car leur mécanisme

d’inférence est A la base 4 la fois du prouveur de théorémes et de
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l’interpréte.

@ Extension 4 la preuve en logique du premier ordre

Lorsqu’on veut sortir du cadre assez limité des raisonnements

équationnels, il est naturel de chercher 4 faire des preuves en logique des

prédicats du premier ordre.

Une premiére idée développée par N.Dershowitz[Dershowitz1984], est de

coder les prédicats par des symboles de fonctions 4 valeur booléennes et de

se ramener ainsi a la logique équationnelle. Bien que séduisante pour nous,

cette idée n’est pourtant pas trés réaliste dans le cadre d’un systéme de

preuve interactif, car ce codage exige de l’utilisateur une grande exper-

tise. De plus, pour avoir assez de puissance d’expression, il faut pouvoir

utiliser des équations et des régles conditionnelles [Dershowitz1984b],

dont l'intégration dans un mécanisme de complétion est un probléme encore

mal résolu a ce jour [Remy1984,Kaplanl984].

Par ailleurs, le champ d’application des preuves par complétion a déja

été €étendu a la preuve de théorémes en logique des prédicats du premier

ordre, en s’appuyant sur la procédure de complétion équationnelle. Les

premiers travaux concernant Ll’utilisation des techniques de réécriture en

logique du premier ordre sont dus 4 Sa méthodeJ.Hsiang [Hsiang1983].

procéde par réfutation, en niant la formule a prouver, et en la transfar-

mant en un ensemble de clauses S={C}, puis en un ensemble de régles

{C->vrai}. La preuve de l’inconsistance d’un ensemble de clauses § dans

une thécrie équationnelle définie par un systéme ce réécriture

équationnelle convergent, utilise un systéme de réécriture équationnelle
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convergent pour les algébres booléennes et une stratégie de calcul de

paires critiques dont le but est d’engendrer 1’équation (vraizfaux). Citons

également les travaux de F.Fages [Fages1983] et de L.Fribourg [Fri-

bourgl985] sur le sujet.

La justification de l’utilisation des techniques de réécriture et de

complétion a été clarifiée par ailleurs par un travail de £.Paul

[Paull984a] qui a proposé une nouvelle interprétation du principe de

résolution en termes de preuve par complétion.

La comparaison entre résolution et procédure de complétion dans le but

de mieux utiliser le mécanisme de réduction, a également été poursuivie,

par Kapur et Narendran [Kapur1984a] d’une part et J.Hsiang [Hsiangl985]

d’autre part.

D’autres travaux récents de £.Paul (Paul1985] ont montré comment

résoudre le prabléme de l’égalité dans des théories non équat ionnelles

définies par un ensemble de clauses de Horn, a aide de la procédure de

complétion. Dans le cadre de ces théories, les preuves inductives par

complétion s’étendent a des formules universellement quantifiées en logique

des prédicats. De méme la résolution de requétes par superréduction trouve

dans ce cadre une possibilité d’ extension.

Cependant un inconvénient majeur de la méthode de £.Paul est de ne pas

traiter les égalités non orientables en régles de réécriture apparaissant

par exemple dans des clauses telles : (x=y) => f(x)=f(y).

J.Hsiang (loc.cit) s’inspirant des techniques de Peterson [Peter-

sonl983], propose un résultat encore plus fort dans le cadre général du
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calcul des prédicats du premier ordre avec égalité, montrant par 1a que les

techniques de réécriture ont la méme puissance que paramodulation et

résolution réunies.

Un des grands avantages de ces méthodes est d’utiliser uniquement les

deux régles d’inférence de la procédure de complétion, superposition et

normalisation, pour simuler une quantité de régles d’inférence: résolution

positive unitaire, superréduction, simplification, destructian par subsump-

tion, destruction des tautologies,

I] semble d’autre part que la complétude de ces méthodes soit reliée 4

Vutilisation de la procédure de camplétion en tant qu’algorithme de semi-

décision. C’est la un probléme intéressant, mais encore ouvert 4 i’heure

actuelle.

@ Uniformité de l’ implantation, diversité des fonctionalités:

La deuxiéme idée importante qui se dégage de nos travaux est qu’une

méme procédure, celle de complétion équationnelle, peut présenter une

grande diversité de fonctionalités. Dans les différentes procédures que

nous avons étudiées, les arguments sont toujours un ensemble de paires de

termes et un ensemble de régles. Mais nous avons montré comment jouer sur

ces ensembles pour obtenir des fonctionnalités différentes de la

complétion:

~ dans la complétion équationnelle, les régles peuvent étre réparties en

sous-ensembles correspondant a des types de réécriture équationnelle

différents. Cela permet d’abtenir plus d’efficacité dans la réécriture, par

exemple en n’utilisant filtrage et unification modulo E que lorsque c’est

nécessaire. A l’inverse, utiliser une réécriture plus puissante permet
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d’éviter certains bouclages. REVEUR-3 est une premiére réalisation de cette

idée dans le cadre de la réécriture équationnelle.

- dans la complétion inductive, la construction hiérarchique des

spécifications induit une hiérarchie sur les ensembles de régles et de

paires de termes 4 orienter. Leur subdivision en sous-ensembles correspon-

dant a cette hiérarchie permet d’exploaiter a fond la modularité de le con-

struction d’une spécification. De plus cette modularité transparait alors

naturellement au niveau de la preuve.

~ dans la procédure de superréduction, en différenciant les régle-buts

exprimant les équations a résoudre, des régles du systéme de réécriture

convergent décrivant 1’univers du probléme, on implante les seules superpo-

xsitions nécessaires 4 1l’obtention des solutions. Il faut noter toutefois

que cette restriction n’est possible que parce que l’on dispose d’un

résultat de complétude de la superréduction,

- pour les preuves en logique du premier ordre, les superpositions sont

également orientées vers un but bien précis, qui est d’engendrer 1’équation

vrai=faux. La encore la restriction des superpositions, basée sur les

résultats de complétude des techniques de résolution, doit permettre

l’implantation de stratégies compiétes. C’est a l’heure actuelle un sujet

largement étudié, et il est probable que des résultats ne tarderont pas 4

étre obtenus dans ce domaine.

Tout ceci plaide en faveur d’un systéme élargissant les idées de

REVEUR-3 et s’inspirant du systéme ERIL ({Dick1985] dans lequel

l’utilisateur peut définir ses ensembles de régles et de paires de termes a

orienter en spécifiant quelles superpositions et réductions sent

nécessaires pour chacun.
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@ Preuves par complétion et programmation logique:

Les différentes procédures de complétion décrites dans cette thése ont

été présentées dans une optique de preuve de théorémes dars les théories

équationnelles. Cependant, 1’étude de la superréduction a feit apparaitre

un autre point de vue possible, celui de la programmation logique. Nous

allons développer 1’idée que les travaux présentés ici ccnstituent des

outils intéressants pour les langages de programmation logique.

La programmation logique est née de l’idée d’utiliser le logique des

prédicats du premier ordre comme un language de programmetion. Le terme

"langage de pragrammation logique” désigne tout langage possédant une

sémantique basée sur un systéme logique, que ce soit la logique des

prédicats du premier ordre, la logique équationnelle (0B) [Futatsugil985]),

la logique des clauses de Horn (PROLOG [Kowalskil974]), celle des clauses

de Horn équationnelles (SLOG [Fribourgl984a]}, ou la logique des clauses de

Horn avec égalité (EQLOG [Goguen1984] et autres successeurs de PROLOG). Ce

style de programmation présente de gros avantages: clarté, simplicité

d@utilisation, réutilisation et maintenance faciles, dus en grande partie

au fait que ce sant des langages de trés haut niveau.

Paur concevoir une nouvelle génération de langages de programmation

possédant un fondement logique rigoureux, il apparait nécessaire que la

logique sous~jacente permette de prendre en compte un certain nombre de

caractéristiques des languages de programmation et de spécification:

- Des mécanismes de structuration sont nécessaires dans les applications

réelles pour fournir la possibilité de développer et valider de grands log-

dans desiciels. Ils sont fournis par l’encapsulation de code exécutable
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modules, la possibilité d’importer et d’instancier des modules précédement

développés en utilisant la paramétrisation.

~ les types et la vérification de types sont nécessaires pour détecter

certaines erreurs,

- Fonctions et prédicats doivent étre disponibles dans le langage. Bien

qu’il soit possible de coder toutes les fonctions comme des prédicats ou

tous les prédicats comme des fonctions 4 valeurs booléennes, le langage

gagne en clarté si les deux sont disponibles, Il semble en effet naturel

d’exprimer avec des prédicats les relations entre objets et avec des fonc-

tions leur structure. De méme dans un cadre unifié, on satisfait des

Tequétes sur les prédicats et on résoud des équations sur les fonctions.

Combiner fonctions et prédicats permet en outre de disposer a la fois des

avantages de la programmation fonctionnelle du premier ordre et de ceux de

la programmation logique.

La conception d’un langage de programmation doit tenir compte de ces

exigences. Son implantation nécessite une sémantique opérationnelle précise

permettant la construction d’interprétes.

Un interpréte peut @tre vu comme un programme qui dérive des

conséquences logiques a4 partir d’un ensemble de données en utilisant des

régles d’inférence. I1 est important de savoir prouver des propriétés de

correction et de complétude, assurant la conformité des résultats avec ceux

de la logique sous-jacente. D’autre part, les constructions faites par

Vutilisateur doivent étre validées par des preuves dans la logique

correspondante. Ainsi la conception d’interprétes de langages de programma-

.tion logique est étroitement reliée a celle de prouveur de théorémes.
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En logique équationnelle, la complétion est 4 la fois ur prouveur de

théorémes permettant de décider de l’égalité dans les théories

validerfaire des preuves paréquationnelles, de inddeb ton, de

Venrichissement de théories, et un interpréte qui permet de satisfaire des

requétes exprimées sous forme d’équations. Ce qui est remarquable dans

cette approche, c’est qu’il existe deux régles d’inférence uniquement, la

superposition et la réduction, qui sont 4 la base du prouveur de théorémes

et de l’interpréte. De ce fait, ils s’implantent uniformément par une méme

procédure dont on fait varier les paramétres.

C’est un des apports de cette thése que de mettre en évidence

l’uniformité des procédures permettant de résoudre l’ensemble des problémes

de base d’un langage de programmation logique.
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RESUME

L’objet de cette thése est 1’étude des systémes de réécriture et de

leur procédures de complétion. Elle fournit en cela des outils puissants

pour la programmation logique et la démonstration automatique. Une preuve

par complétion est réalisée a 1’aide de deux régles d’inférence qui sont la

superposition et la normalisation. Cependant, la puissance et la généralité

des preuves par complétion sont contrebalancées par le ‘fait qu’elles peu-

vent ne pas terminer ou au contraire s’arréter en échec sans que 1’on

puisse conclure. Le premier objectif de cette thése est de proposer des

solutions 4 ces deux problémes.

- L’arrét de la procédure sur une équation non orientable motive

l’ introduction et 1’étude des systémes de réécriture équationnels.

- Les cas ou la procédure de complétion diverge en engendrant des familles

infinies de régles sont traités grace a 1’ introduction de méta-régles.

Les preuves par complétion peuvent ainsi s’appliquer 4 une classe plus

large de théories équationnelles.

Le deuxiéme objectif est d’étudier les applications des preuves par

complétion.

- Une procédure de complétion inductive hiérarchique permet de faire des

preuves dans les types abstraits algébriques. Elle exploite la construction

de la spécification pour structurer ses preuves.

- Une méthode générale et incrémentale de construction d’algorithmes

d’unification dans les théories équationnelles et sa réalisation par une

procédure de complétion est étudiée.

- Enfin les preuves par complétion trouvent également des _ perspectives

d’application en programmation logique.
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