95 | 3L 9

- UNIVERSITE DE NANCY 1 CENTRE DE RECHE.;?:CHE EN INFORMATIQUE DE NANCY

PREUVES PAR COMPLETION

DANS LES VARIETES D’ALGEBRES

pm—
E

f% P e L
/&N i
Q 1
=t
EAN
€
\VE.§(
.THESE DE DOCTORAT D’ETA-\T EN INFORMATIQUE
PRESENTEE PAR
” ~ .
Héléne Kirchner
SOUTENUE LE 21 JUIN 1985
DEVANT LA COMMISSION D’EXAMEN
__ PRESIDENT M. NIVAT
' ™\, RAPPORTEURS M.C. GAUDEL
J. HSIANG
J.P. JOUANNAUD
EXAMINATEURS J.P. FINANCE
| G. HUET BIBLIOTHEQUE SCIENCES NANCY 1

P. LESCANNE
G. PLOTKIN

095 147862 4



UNIVERSITE DE NANCY [ CENTRE DE RECHERCHE E ¥ INFORMATIQUE DE NANCY

PREUVES PAR COMPLETION

DANS LES VARIETES D’ALGEBRES

THESE DE DOCTORAT D'ETAT EN INFORMATIQUE
PRESENTEE PAR

Héleéne Kirchner

SOUTENUE LE 2{ JUIN 1985
DEVANT LA COMMISSION D’EXAMEN

PRESIDENT M. NIVAT
RAPPORTEURS M.C. GAUDEL

J. HSIANG

J.P. JOUANNAUD
EXAMINATEURS J.P. FINANCE

G. HUET

P. LESCANNE

G. PLOTKIN




A Claude, Florent, Johan e, Franz

La maniére de démontrer est double:

'une se fait par ’analyse ou résolution,

et I"autre par la synthése ou composition.
L’analyse montre la vraie voie par laquelle

une chose a ét¢ méthodiquement inventée, et

fait voir comment les effets dépendent des causes.

Descartes
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INTRODUCTION

L’objet de cette thése est 1'étude des systémes de réécriture et de
leur procédures de complétion. Elle Fournit en cela ces outils puissants

pour la pragrammation logique et la démonstration automztique.

Un certain nombre de résultats sur les systémes ve réécriture sont
connus, la plupart depuis longtemps. En 1967, Knuth et Bendix, s’appuyant
sur les travaux précurseurs de Evans, ont mis er évidence comment
réécriture et complétion permettent de résoudre 1le probléme du mot en
algébre universelle, c’est-a-dire de décider si une équation est valide

dans une classe d’algébres [Knuthl970].

® Les systémes de réécriture sont un outil permettant de prouver dans
une théorie équationnelle, des égalités universellement quantifiées du type
t1=t2, ol tl et t2 sont des termes du premier ordre avec variables., Un
systéme de réécriture est un ensemble de régles, ou paires de termes
orientées, notées g->d. L’opération de réécriture, appliquée & un terme,
consiste & remplacer, dans ce terme, une instance d’un membre gauche de
régle g par la méme instance de son membre droit d. La preuve d’un
théoréme équationnel tl=t2 dans la théorie, consiste § vérifier que tl et
tz se réécrivent en un méme terme, & 1’aide de l’ensemble des régles. Pour
cela le systéme de réécriture doit satisfaire deux propriétés: il doit étre
bien fondé (ou noethérien), pour assurer qu’un terme ne peut pas se

réécrire une infinité de fois, et confluent, pour que le résultat d’un cal-

cul ne dépende pas du chemin suivi.

® La complétion des systémes de réécriture a été introduite par Knuth
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et Bendix dans le but de déduire d’un ensemble d’axiocmes équationnels, un
systéme de réécriture confluent et noethérien équivalent, c’est-d-dire
ayant la méme puissance de déduction. Les deux mécanismes de base sont la
normalisation et la superposition. La normalisation d’un terme consiste a
calculer une forme irréductible, c’est-a-dire un terme dérivé par
réécriture et que 1’on ne peut plus réécrire. La superposition est une
opération définie sur les régles de réécriture: superposer une régle
gl->dl sur une regle gz—)d2 consiste a unifier 9, et un sous-terme de gz,
avec une substitution o, puis & réécrire le terme U(gz) en deux termes qui
constituent une paire critique. L’intérét des paires critiques est qu’elles
constituent en un certain sens, les cas les plus simples od un méme terme
peut se réécrire de deux fagons différentes. De plus, assurer la propriété
de confluence sur les paires critiques suffit & 1’assurer pour des termes

quelcongues.

La procédure de complétion consiste & orienter les équations & 1’aide
d’un  ordre bien fondé sur les termes, puis & calculer les paires critiques
entre les régles obtenues. Si une paire critique se normalise en deux
termes différents, la propriété de confluence est mise en défaut et il faut
alors compléter le systéme. La paire critique normalisée devient une

nouvelle paire & orienter et le processus s’applique récursivement.

Il est remarquable que la notion de superposition soit aussi & la base
de deux autres approches dans des domaines trés différents de 1’algébre
universelle: celui de la théorie des idéaux de polyndmes, développée autour
de  Buchberger [Buchbergerl976], ainsi que la preuve automatique de
théorémes par résolution, qui trouve son origine en 1965 dans les travaux

de Robinson[Robinson1965]. Ces approches ont donné lieu depuis a de
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nombreuses recherches, dont certaines visent & unifier ces différents

domaines.

Parmi les nombreuses applications de la procédure de complétion, cette

thése en privilégie trois.

® La procédure de complétion a été adaptée pour prouver la validité
d’un théoréme dans 1’ensemble des termes sans variables vérifiant les
axiomes de la théorie. Le raisonnement équationnel n’est pas toujours suf-
fisant dans ce cas et la preuve d'un tel théoréme peut par exemple
nécessiter une récurrence structurelle sur les termes sans variables. De
telles preuves sont cependant encore réalisées automatiquement par cette

adaptation de la procédure de complétion appelée complétion inductive.

® les mémes mécanismes de superposition et normalisation sont 4 la
base d’une méthode générale permettant de trouver de fagon automatique, des
ensembles complets d’unificateurs, dans une théorie équationnelle &
laguelle on peut associer un systéme de réécriture confluent et noethérien.
Fay en 1979 a proposé le concept de superréduction (narrowing en anglais)
combinant superposition et normalisation, ainsi qu’une procédure implantant
cette méthode. Ce concept a été par ailleurs utilisé oour la preuve de

théorémes par résolution dans d’autres travaux.

@® Une autre application importante des systémes de réécriture est de
fournir un interpréte de langanes de programmation qui combinent les avan-
tages de la programmation fonctionnelle et ceux de la programmation
logique. En effet les programmes peuvent &tre écrits comme un ensemble
d’équations entre formules ou d’équivalences entre des propositions

logiques, puis exécutés & 1’aide d’un prouveur de théorémes spécifique qui
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dérive des conséquences & partir des formules données, jusqu’d ce que les
valeurs désirées soient obtenues. Cette derniére forme de calcul est simi-
laire & celle utilisée en PROLOG. Le mécanisme de base est encore celui de

superposition, la normalisation permettant d’améliorer le processus,

Ces différents résultats conduisent a dégager le concept de preuve par
complétion. Une preuve par complétion est réalisée a 1’aide de deux régles
d’inférence qui sont la superposition et la normalisation. A partir d’un
ensemble d’équations, ces deux régles permettent d’engendrer soit des
conséquences équationnelles (dans la procédure de complétion standard),
soit des conséquences inductives (dans la procédure de complétion induc-
tive), soit des systémes d’équations équivalents (dans 1la procédure de
superréduction), Les résultats obtenus dans chaque cas peuvent étre vus
comme des résultats de complétude de ces régles d'inférence pour le
probléme considéré. Cependant, la puissance et la généralité des preuves
par complétion sont contrebalancées par le fait qu’elles peuvent ne pas

terminer ou i ! 2
au contraire s’arréter en échec sans que 1’on puisse conclure.

Le but de cette thése est d’étendre le champ d’application de ces

preuves par complétion, ceci en poursuivant deux objectifs différents.

® Le premier objectif est 1’accroissement de 1la puissance de la
procédure de complétion, afin qu’elle puisse s’appliquer & une classe plus
large de théories. Les recherches ont été entreprises dans deux directions,

chacune d’elles correspondant & un probléme soulevé par les limites de la

procédure de Knuth et Bendix.

= Le premier probléme est celui de 1’arrét de la procédure sur une
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équation non orientable. C’est la motivation de 1’introdiction des systémes
de réécriture équationnelle. 1ls permettent de prend-e en compte des
équations qui, si elles étaient orientées en regles, provoqueraient des
chaines infinies de réécriture. La présentation d» la réécriture
équationnelle sur les termes donnée ici, unifie toutes les définitions
proposées jusqu’a présent. De méme la procédure de complition équationnelle
décrite généralise toutes les précédentes et ouvre la voie & de nouvelles

applications.

— Le deuxiéme probléme est de proposer des solutions larsque la procédure
de complétion ne termine pas en succés ou en échec, mais diverge en engen-
drant des familles infinies de régles. Il est alors souvent possible de
schématiser chaque famille infinie par une méta-régle. Le but poursuivi est
de donner des outils pour assurer que les méta-régles ont la méme puissance

de déduction que 1'ensemble infini de régles théoriquement engendré.

@ L. deuxiéme objectif est d’étudier les types de problémes auxquels
s'appliquent ces preuves par complétion. Deux d’entre eux sont étudiées

dans cette thése et un truoisiéme y est évoqué.

— La complétion des systémes de réécriture est connue pour &tre un outil
de certification dans les types abstraits algébriques. Elle permet de
faire des preuves par consistance. Rappelons en briévement le principe:
pour prouver qu’une équation e est valide dans l’algébre initiale d'une
spécification définie par un ensemble d’équations A, il s’agit de prouver
que 1’adjonction de e ne modifie pas la congruence engendrée par A sur les
termes de 1’algébre initiale. Nous présentons et prouvons une version de la

procédure de complétion équationnelle, adaptée aux preuves par consistance
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dans des spécifications construites de fagon structurée. Cette procédure de
complétion inductive hiérarchique exploite 1la construction de la
spécification pour structurer ses preuves. Elle compléte ainsi la
spécification par des conséquences inductives qui apparaissent comme des
lemmes dans les sous-spécifications, permettant de prouver le théoréme
donné, Cette procédure est aussi utilisée pour valider l’ajout dans une

spécification hiérarchique d’un ou plusieurs nouveaux opérateurs et des

axiomes les définissant.

— La procédure de complétion équationnelle nécessite 1’existence pour la
théorie E, d'un algorithme de filtrage et d’un algorithme d’unification
complet (i.e. retournant un ensemble générateur de 1’ensemble des unifi-
cateurs). Ce probléme a motivé 1la description et 1’étude d’une méthode
générale et incrémentale de construction d’algorithmes d’unification dans
les  théories équationnelles. La méthode de Fay, basée sur la
superréduction est généralisée aux théories possédant un systéme de
réécriture équationnelle (R,E) associé. La technique obtenue est puis-
sante, puisqu’elle permet de construire des algorithmes d’unification de
facon incrémentale: elle utilise un algorithme complet d’unification dans
la théorie £ pour construire un algorithme complet dans la théorie E
augmentée des régles de R. Malheureusement elle présente aussi le sérieux
inconvénient de ne pas terminer dans de nombreux cas. Cela conduit &
étudier des améliorations de la procédure de superréduction. Celles qui
sont proposées consistent &

- se limiter & certaines superpositions,

- éliminer certaines branches dans 1’arbre de recherche des solutions,

- détecter les bouclages,

~7-

- schématiser certaines familles de superréductions.

La procédure de superréduction entre dans le cadre des preuves par
complétion, puisqu’elle permet, quand elle termine, de prouver la satisfia-
bilité d'une équation. Elle est présentée comme une rastriction de la
complétion, en ce sens qu’on peut 1'implanter comme une procédure de
complétion qui se limite & certaines superpositions. Cette implantation est

décrite et prouvée.

— Enfin les preuves par complétion trouvent également des perspectives
d’application en programsation logique. La programmation logique est née de
1’idée d’utiliser la logique des prédicats du premier ordre comme un
language de programmation. Le terme langage de programmation logique”
désigne tout langage possédant une sémantique basée sur un systéme logique,
que ce soit la logique des prédicats du premier ordre, la logique
équationnelle, la logique des clauses de Horn ou la logique des clauses de
Horn avec égalité. En logique équationnelle, la superréduction est une res-
triction de la complétion analogue & la résolution linéaire qui permet de
satisfaire des requétes exprimées & 1’aide d’équations. La conclusion
évoque en quoi les preuves par complétion constitusnt des outils

intéressants dans un language de programmation logique.
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CHAPITRE 1:
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CHAPITRE 1: RAPPELS D’ALGEBRE UNIVERSILLE

Nous donnens dans ce chapitre les bases théoriques préliminaires aux
thémes ubordés dans cette thése. Nous y introduisons _es termes du premier
ordre et donnons divers résultats classiques obtenus en munissant cet
ensemble de la structure d’algébre. Nous nous sommes autorisés de nombreux
emprunts aux travaux de G. Huet et D.Oppen [Huet1980a}, J.M.Hullot
(Hullot1980a), 3.Goguen et J.Mesequer [Meseguerl983] et renvoyons a ces
références le lecteur intéressé par les preuves des résultats citds. Nous
citons également plusieurs résultats dus & Birkhoff qui peuvent étre
trouvés dans [Birkhoffl935]. Ce chapitre a également pour but de fixer les

notations et la terminologie utilisées dans cette thése.

1. Algebres homogénes

Nous définissons dans un premier temps les algébres homogénes. C’est

le cadre dans lequel se place la plus grande partie de cette thése.

1.1. F-algebres ou algébres de type F

Soit F un ensemble dénombrable de symboles de fonctions; a chaque sym-
bole f de F est associé un entier appelé arité de f et noté ar(f). On par-
titionne F en une réunion de sous-ensembles Fi, ol Fi est 1l’ensemble des
symboles de fonctions d’arité i. Par convention, les symboles de fonctions
d’arité O sont appelés constantes et notés a,b,c... Ceux d’arité non nulle

sont désignés par les lettres f,g,h...

Définition 1 : Une F-algdbre est un couple M=(DM,FM) ou DM est un ensemble

non vide appelé domaine de M, et FM une famille d’opérations sur DM

indexées par 1'ensemble des symboles de fonctions de F. 11 existe une

application de F dans FM qui a f associe FM. Si ar(f)=k, fM est une
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application de D: dans D). On notera Fy = {FM | f appartient & F}. O

Exemple 1 : Seit F = {0, S, +}. Choisissons pour domaine 1’ensemble N des

entiers naturels et pour opérations: ON qui est l’entier 0, S, qui est la

fonction successeur, + qui est 1’addition usuelle. Le couple

N
(N'{ON’SN’+N}) est une F-algébre.

1.2. Yariétés d’algsbres
Définissons tout d’abord un certain nombre d’opérations sur les
algébres. Celles qui respectent la structure de F-algébre sont les homomo-

phismes.

Définition 2 : Soient M:(DM,FM) et N:(DN,FN) deux F-algébres. Un homomor-
phisme h de M dans N est une application de DM dans DN telle que pour tout
symbole de fonction f d’arité n dans F et pour tous éléments dl’ d2""’ dn
dans DM’ on ait :

h(FM(dl,dz,...,dn)) = fN(h(dl),h(dz).n-,h(dn)).

Un homomorphisme d’une F-algébre dans elle méme est appelé endomorphisme.
Si de plus il est bijectif, il est appelé isomorphisme.
Une algébre N=(DN,FN) est une sous-algébre de M:(DM,FM) si et seulement si

DN est inclus dans DM et si pour tout f de F, la restriction de FM a DN

coincide avec fN.

Le produit d’une famille (Miz(D ) de F-algébres est 1’algébre

M"FM4
i i
M=(DM,FM) telle que

- DM est le produit ensembliste des DM
i

- pour tout f de F d’arité k, pour tous STERRREL dans DM

ni(fM(al,...,ak)) = fMi(ni(al)""'"i(ak))

ou . est 1’application ieme projection. O
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Définition 3 : Une classe K non vide d’algébres est un: variété si et
seulement si elle est fermée pour les opératicns de sois-algébres, image

homomerphe et produit, O

1.3. Algebre libre

Définition 4 : Soit K une classe quelconque de F-algébres et X un ensemble.
On  appelle F-algébre K-libre engendrée par X (on dit aussi sur X) toute F-
algébre M:(DM,FM) telle que

1} M appartient 4 K

2) D, contient 1’ensemble X

de K et toute application h, de X dans

3) pour toute F-algébre N=(DN,F o

N)
DN, il existe un unique homomorphisme h de M dans N dont la restriction & X

soit égale a ho. 0O

53 M1 et MZ sont deux F-algébres K-libres sur X, i) est facile de
montrer qu’il existe un isomorphisme unique entre Ml et M2 qui est
17identité sur X. On peut donc sans ambiguité parler de la F-algébre K-

libre engendrée par X.

Théoréme 1 : (Birkhof¥f)
5i K est une classe de F-algsbres stable par produit et sous-algébre,

1’algeébre K-libre existe pour tout ensemble X,

Notation : Par la suite, les éléments de X sont appelés variables et notés

Xy YyZoon

Le résultat suivant, cas particulier du précédent théoréme de Birkh-

off, nous permet de définir 1’ensemble des termes.
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Théoréme 2 : Soit K la classe de toutes les F-algébres pour F fixé et X un
ensemble de variables. On supposera toujours que soit X soit 1’ensemble
des constantes est non vide. Alors la F-algébre K-libre (ou plus simplement

la F-algébre libre) engendrée par X existe. Elle est notée T(F,X).

Définition 5 : Dans les conditions du théoréme précédent, on appelle ensem-
ble des termes du premier ordre, ou plus simplement termes, les éléments de

la F-algébre libre engendrée par X, O

Exemple 2 : Si K est 1’ensemble des groupes, on obtient la définition du

groupe libre engendré par un ensemble X. V

Notation : Les termes seront désignés dans la suite par les lettres

t,t’,..,q, d,..

Cette définition des termes étant particuliérement peu explicite et
peu parlante & notre intuition, nous allons en donner une représentation

sous forme d’arbres étiquetés.

Soit N+ 1’ensemble des entiers strictement positifs , N: le monoide
libre engendré, ¢ le mot vide et . 1’opération de concaténation (parfois

omise quand il n'y a pas d’ambiguité).

Définition 6 : Soit une application t de N: dans FUX et dom(t) son domaine
de définition, c’est-a-dire 1’ensemble des u appartenant & N: tels que t(u)
soit défini. Alors t est un arbre sur FUX si et seulement si

1) ¢ est élément de dom(t)

2) dom(t) est clos par préfixe i.e.: u appartient & dom(t) si u.u’ appar-

tient & dom(t).
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3) pour tout u dans dom(t), u.i appartient & dom(t) si el seulement si i

est compris entre 1 et 1’arité de t(u). O

Notation : Le domaine d’un arbre t est aussi appelé ensemble des

occurrences de t. Il sera noté dom{t). Les éléments ce dom(t) sont les
noeuds de 1’arbre, le noeud ¢ est la racine (ou sommet) el u.i est le i-éme

fils du noeud u.

Exemple 3 : Soit F = {f, g, h, a} avec ar(f) = 2, ar(g) ar(h) = 1 et
ar{(a) = 0 et X = {x,y}. L’application t définie sur {¢,1,2,11,21,22,221}

par:
t(e)=f , t(l)=h , t(2)=f , t{1l)=y , t(21)=a , t(22)=h , t(221)=x
est un arbre que 1’on représentera graphiquement ainsi:
f
h \\F

I /\
y a h

|

x
et qui correspond au terme bien formé f(h(y),f(a,h(x))). ¢

Des occurrencet. sont disjointes si elles ne sont pas préfixes 1’une de

1'autre:

Définition 7 : Deux occurrences u et u’ sont disjointes si et seulement si

5 o *
il n’existe pas de u” dans N+ tels que u=u’.u” gu W=u.u”. O

Nous désignerons aussi par T(F,X) l’ensemble des arbres construits sur
1’ensemble des symboles F et des variables X. Cela se justifie par le lemme

suivant:
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Lemme 1 : L’ensemble des arbres construits sur FUX peut &tre muni d’une
structure de F-algébre, et c’est la F-algébre libre engendrée par X.

Nous . R
parlerens donc maintenant indifférement de termes ou d’arbres.

Outre les opérations de la F-algébre, nous utiliserons deux opérations
sur les termes qui sont 1’opération de sous-terme et le remplacement d’un

sous-terme par un terme.

Définition 8 : Soit t un terme et u un éléme~t de dom(t). Le sous—terme de
t & l’occurrence u, noté tlu est le terme t’ défini par t’{(u’}=t(u.u’) pour

tout u’ appartenant a N:. O

Définition 9 : Soient t et t’ deux termes et u une occurrence de t.
L’opération de remplacement dans t du sous-terme tlu par t’, consiste a
définir un nouveau terme t» noté t{uet’] tel que

dom(t”) = dom(t) - dom(tlu) + u.dom(t’)

t7(u’) = t(u') si u’ appartient & dom(t)—dom(tlu)

' (u”) si u'=u.u” O

i

Définition 10 : L’ensemble V(t) des variables d’un terme t est défini

inductivement par:
- si t est une constante alors V(t) = g
- sit est une variable x alors V(t) = {x}

-sit= f(tl,...,tk) alors V(t) = V(tl) U...u V(tk). O

Notation : Nous désignerons par G(t) 1’ensemble des occurrences de t ayant

une i 4 ;|
image dans F, c’est-a-dire 1’ensemble des occurrences de non variables.

Exemple 4 : si t = FIF(F(x,a),q9(x)),qly)), V(t) = {x, y} et G(t) -

{e,1,11,112,12,2}. ¥
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Les endomorphismes de l’ensemble des termes sont les substitutions.

Définition 11 : Une substitution est une application o de X dans T(F,X).

Le domaine de o, noté D(o), est le sous-ensemble de X défini par
D(o) = {x | olx) # x}

L’ensemble des variables introduites par o est noté I{o), il est défini

par:

I{o)= U V{a(x))
x€D (o)

Le caractére libre de la F-algébre permet de dire qu’une telle appli-
cation se prolonge de facon unique en un endomorphisme de T{F,X). Il
vérifiera donc pour tout f d’arité k de F, pour tous tl,...,tk de T(F,X)

o(F(tl,....tk)) = flo(t ), ..ol ).

Notation : Les substitutions seront désormais désignées par les lettres a,
By, Y,... et représentées par leurs graphes, c’est-a-dire par des ensembles
de couples {{(x,o0(x))} pour x dans le domaine de o, ou bien sous la forme

(xto(x)).

Oéfinition 12 : La composée de deux substitutions a et B est la substitu-
tion notée a.p et définie pour toute variable x par

a.p(x) = a(p(x)) ©

Définition 13 : La restriction d’une substitution o & un sous-ensemble V de

X est notée oy et définie par ;

o{x) si x appartient a Vv

cv(x) !
X sinon.
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1.4, Algébre initiale
On a vu que 1’algébre libre sur un ensemble de variables X est unique
& un isomorphisme prés. Mais on peut d’autre part faire varier X et prendre

en particulier X = . On obtient alors la notion d’algébre initisle,

Définition 14 : Si K est la classe de toutes les F-algébres, 1’algébre K-
libre sur l'ensemble o est appelée algébre initiale et notée I(F).

L’ensemble des termes T(F,@) sans variables est appelé ensemble des termes

clos et noté T(F). O

1.5. Equations et variété équationnelle d’algébres

Définition 15 : Une équation est une paire de termes {tl,tz} notée (tl:tz)'

O

Définition 16 : Une F-algébre M = (DM’FM) satisfait 1’équation (tl ] tz) si
et seulement si pour tout homomorphisme h de T(F,X) dans DM’ h(tl) = h(tz).

On dit aussi gque 1’équation (tl = tz) est valide dans M, et 1’on note

M= (t

Pour déterminer h il suffit de se donner sa restriction h0 aux vari-

ables de X. De plus, comme on ne s’intéresse qu’aux termes tl et t., i1

2
suffit de se donner h0 sur V(tl) U V(tz).

Définition 17 : Une variété équatiennelle de fF-algébres est une classe K de
F-algébres pour laquelle il existe un ensemble d’équations A tel que K soit
la classe de toutes les algébres validant les équations de A. K est aussi

appelée classe des modéles de A et notée M(A). O

=17=

G.Birkhoff a prouvé que si une classe de F-algébres est une variété,
alors la F-algébre M(A)-libre engendrée par X existe pour tout ensemble X.
Nous allons maintenant montrer camment construire cette Ff-algébre M(A)-
libre a partir de 1l’ensemble des termes et de la congruence engendrée par

A,

Définition 18 : Soit M:(DM,FM) une F-algébre. Une relation F sur DM est une

congruence sur M si et seulement si pour tout symbole de fcnction f dans F

d’arité n et pour tous éléments tl,..., tn’ 1 - t’n dsns D

o W

tl R t’l PN tn R t’n implique f(tl,...,tn) R F(t’l,...,t’ ).

n

Les opérations de FM passent au quotient et on peut ainsi définir wune
algébre quotient dont le domaine est l’ensemble quotient DM/R et dont les

opérations s’identifient & celle de FM. O

1.6. Probléme de validité dans une théorie équationnelle

Etant donné un ensemble d’équations A, le probléme consistant &
décider si une équation (tl:tz) est valide dans toute F-algébre de M(A) est
appelé probléme de validité dans M(A). Nous allons voir quaz ce probléme

peut s’énoncer en termes de théorie équationnelle.

Définition 19 : Soit A un ensemble d’équations. La plus petite congruence
sur T(f,X) contenant toutes les paires {U(tl),a(tz)], od (tlztz) est une
équation quelconque de A et o une substitution, est appelée A-égalité ou
congruence engendrée par A et notée ~A.

Deux termes tels que tl ot tz sont dit A-égaux.

On notera tl -1 tz une étape de A-égalité, appelée aussi un remplacement

en une étape,
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On parlera aussi de la théorie équationnelle engendrée par A pour désigner
s . A

1’algebre quotient (T(F,X)/~", F) et par abus de langage la congruence

elle-méme. Lorsque A est 1’ensemble vide, on parlera parfois de la théorie

vide. O

Théoréme 3 La F-algébre M(A)-libre sur X est 1’algébre quotient

a0 .

Le théoréme suivant est le fondement de la logique équationnelle. 11
raméne le probléme sémantique de la validité d’une équation dans une
variété équationnelle au probléme syntaxique de la A-égalité, c’est-a-dire

3 un raisonnement équationnel.

Théoréme 4 : Théoréme de complétude du raisonnement équationnel (Birkhoff)

Etant donné un ensemble d’équations A, une équation (t1 = ok

dans la variété M(A) si et seulement si tl A 4

2) est valide

2

Reprenons le cas particulier important ol X est 1’ensemble vide.

Définition 20 : Si A est un ensemble d’équations, 1’algébre M(A)-libre sur
2 est 1’algébre initiale de la variété équationnelle engendrée par A. On

la notera I(F,A). Son domaine est 1’ensemble quotient T(F)/~A. 0
En appliquant la définition 16 & 1’algébre initiale, on obtient:

Définition 21 : Une équation est valide dans 1’algébre initiale I(F)
(resp.I(F,A)) si et seulement si pour toute substitution close o (c’est-a-

dire a valeurs dans T(F)), a(t) = o(t’) (resp. o(t) oA a(t’). O
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1.7. Satisfiabilité dans une théorie équationnelle

Nous allons nous poser maintenant le probléme dual du probléme de
validité: étant donnus deux termes tl et t2 dans T(F,X) ot une algébre M,
existe-t-il un homomorphisme h de T(F,X) dans DM vérifiant h(tl)zh(t2)7 On
dira alors que 1’'équation (tl=t2) est satisfiable dans 1’algebre M. Comme
précédemment 1l suffit de trouver une application h0 de V(tl) U V(tz) dans
DM vérifiant la condition requise. De plus, on se restreindra ici au cas

oG M est 1’algéhre M(A)-libre sur X, A étant un ensemble d équations.

Pour pouvoir décrire l’ensemble des homomorphismes répondant & la
question, nous allons définir un systéme générateur minimal de cet ensem-
ble; cela nécessite l'utilisation d’un préerdre sur les termes et sur les

substitutions, obtenu en utilisant la notion de filtrage.

1.7.1. fFiltre et préordre de filtrage

Définition 22 : La relation §A est définie sur les termes de T(F,X) par:

tl SA t2 si et seulement si il existe une substituticn o telle que
u(tl) & tz. Si o existe, ¢ restreinte a V(tl) est appelé A-filtre ou fil-

tre modulo A de tl vers tz. O

La relation sA est un préordre sur T(F,X).

Dans le cas ol A est vide, on notera le préordre de filtrage par 5@.

. < - 7l S .
Si tl 5 tz on dira que tl généralise t2. Dans ce cas, le filtre de tl

vers s’il existe, est unique et peut &tre trouvé par un algorithme

t2,
récursif simple [Huetl976].

Un préordre et une relation d’équivalence sur les substitutions se

déduisent de la relation §A,
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Définition 23 : Seit V un ensemble de variables, o et p deux substitutions.
USA p [v]

si et seulement si il existe une substitution p telle que pour tout x
appartenant 4 V, p(o(x)) A pix).

On note o S e [V] si et seulement si o SA peto éA usur V. O

Exemple 5 : Dans le cas ol A est vide et ot V = {x},

o= {(x—f(a,f(y,0)))} £ p = {(x—F(a,f(a,b)))} en prenant p = {(y¢-a}} et
o= as= {{xF(a,f(a,2)))]}.

Si A = {f(a,f(a,x)) = x} et si V = {x},

o = {(x=f(a,fly,b)))} §A B = {(x*b)} en prenant p = {(y<a)}. Vv

Contrairement & ce qui se passe dans la théorie vide, il n'y a pas
unicité du A-filtre d’un terme tl vers un terme tz, quand il existe. On
cherche alors & engendrer cet ensemble, noté FA(tl,tz) éventuellement

infini, par une partie génératrice que nous définissons maintenant.

Définition 24 : Soient tl et t, deux termes et V = V(tl). Un ensemble com-
plet de A-filtres tl VEr'S t2 est un ensemble de substitutions S tel que

1) pour toute ¢ € S, D(o) est inclus dans v,

2) S est inclus dans FA(tl’tZ)’

3) pour toute q € FA(tl,tZ), il existe 0 € S tel que o sA a [v]
On dira que S est un ensemble complet minimal de A-filtres de tl vers t
s’il vérifie de plus la condition suivante:

4) pour toutes substitutions o, o’ € S, si o sA o’ [v], alors

g=0’, O

=Pl

1.7.2. Unificateurs dans une théorie équationnelle
Le probléme de la satisfiabilité d’une équation est celui de 1la

recherche de ses solutions.

Définition 25 : Un A-unificateur ou unificateur moduls A de deux termes tl
et tz est une substitution o telle que c(tl) ot c(tz). Si o existe, tl et
t2 sont dits A-unifiables et o est une A-solution de 1’équation (tl e tz).
On note SUA(tl,tz) 1’ensemble des A-unificateurs de tl et tz. o]

Exemple 6 : Soit A 1'ensemble d’équations {x+x = x}. Les termes (aty) et z
admettent pour A-unificateurs les substitutions

o=(z+a+y) et o’=(y*a)(z+-a). V

1.7.3. Ensemble minimal complet de A-unificateurs

La relation de préordre §A permet de définir des parties génératrices
de 1l’ensemble SUA(tl,tz), c’est-d-dire un ensemble éventuellement minimal

de A-unificateurs a partir desquels peuvent se déduire tous les autres.

Plus p.cuisément:

Oéfinition 26 : Soient t, et t, deux termes, V = V(tl) u V(tz) et W un
ensemble fini de variables contenant V. Un ensemble complet de A-
unificateurs de tl et tz en dehors de W est un ensemble de substitutions S
tel que:

1) pour toute o € S, D(o) est inclus dans V et I{(a) N W = @

2} S est inclus dans SUA(tl,tz)

3) pour tout A-unificateur a, il existe o dans S tel que o éA a [Vv].
On dira que S est un ensemble complet minimal de A-unificateurs de tl et t2

s’il .crifie de plus la condition suivante:
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4) pour toutes o et p appartenant & S, o éA p [V] implique o = p. ©

La condition 2 traduit la cohérence, la condition 3 la complétude. La
condition 1 n’est qu’une condition technique. Elle permet d’éviter les

conflits entre les "anciennes” variables et les variables introduites par

a.

Notatian : Un ensemble complet de A-unificateurs de tl et tz sera noté

ECUA(tl’tz)' Si de plus il est minimal, on le notera ECUM (t

A l’tZ)'
Remarque : Pour deux termes donnés, un ECUM, quand il existe, n’est pas

unigue (voir par exemple [Fagesl983a].)

Rappelons quelques résultats. Dans le cas ou A est réduit & 1’axiome
d’associativité pour un symbole de fonction f et F={f}, [Plotkinl972]
décrit un algorithme permettant d’engendrer un ensemble complet minimal de
A-unificateurs pour tous termes t et t’. [Stickell981] donne un algorithme
construisant un ensemble minimal complet de A-unificateurs dans le cas o A
est constitué des axiomes de commutativité et d’associativité pour un seul
symbole de fonction f et pour F={f}. [Siekmannl978] traite le cas de F
quelconque, A étant composé des axiomes de commutativité pour un nombre
fini de symboles de fonctions. Dans d'autres cas, par exemple pour la
structure de groupe abélien [Lankford1979], on sait calculer un ensemble
complet et fini de A-unificateurs. Nous développerons dans un chapitre
ultérieur une méthode générale, étudiée précédemment dans
[Lankfordl9793,Fay1979,Hullotl980], pour construire des ensembles complets

de A-unificateurs dans certaines théories équationnelles. En général ces

ensembles ne seront pas minimaux.

3

le cas particulier ol il n'y a pas d’équations sur _.es termes est
particuliérement important: en effet dans ce cas, soit les deux termes
donnés ne sont pas unifiables, soit il existe un ensemble ¢omplet minimal
d’unificateurs réduit & un seul élément appelé unificateur riinimum ou quel-
quefois principal. De nombreux algorithmes ont été écrits pour trouver cet
minimum. Citons entre autres

unificateur

{Robinson1965,Huet1976,Martel11i1982,Patersonl978,Corbinl983 .

L’état de 1’art sur le sujet de 1’unification dans les théories

équationnelles est présenté dans [Kirchnerl985].

2. Algébres hétérogénes

L’étude des types abstraits algébriques nécessite 1’introduction
d’algébres hétérogénes, c'est-d-dire d’algébres dont le domaine est une

réunion d’ensembles distincts [Birkhoff1970].

2.1. Définition des algébres hétérogénes

Soit S un ensemble de noms de domaines appelés sortes. On lui associe
un language ¥ qui est 1l’ensemble des mots construits sur S. Un mot

s .5 .5 sera noté s si n=0 ou s

e .+2,S 35S sinon.
1 n I

Définition 27 : Une signature I sur S est la donnée d’un ensemble F de noms
d’opérateurs et d’une fonction a de F dans 5" qui. & f associe
u(f):sl....sn;s. a(f) est le profil de f, s le codomaine, r 1’arité de f.
Un opérateur d'arité 0 est une constante.

zw;s désigne la signature composée de l’ensemble des opérateurs de profil

W;s avec w appartenant a s*. o

Définition 28 : Une I-algébre M est définie par une famille indexée par S
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d’ensembles non vides (DM)S et une famille indexée par ¥ de fonctions notée
FM vérifiant la condition suivante pour tout opérateur f de F:
- si a(f) = s alors fy a@ppartient & (DM)S

- si u(F):sl,...,sn;s alors f

8 (DM)s x...x(DM)S —= (DM)s'
1 n
On note
Dy= U (DM)S
o s€S

Les fonctions qui préservent la structure de J-algébre sont les 3-

homomorphismes.

Définition 29 : Soient M:(DM,FM) et N:(DN,FN) deux ZX-algébres. Un 2-
homomorphisme h de M dans N est une application indexée par S de DM dans DN
telle que pour tout symbole de fanction f dans F de profil sl...sn;s et

pour tous éléments dl""’ dn dans (DM)Slx...x(DM)Sn, on ait :

hs(fM(dl,...,dn)) =) fN(hs (dl),...,hs (dn)). o
o n
La notion de variété de F-algebres s’étend facilement au cas des I-

algebres (voir par exemple [Mesequer1983].)

2.2. Algébre initiale et algébre libre

La construction de 1’algébre libre et de 1’algébre initiale de la
classe de toutes les Z-algébres peut se faire comme dans le paragraphe
précédent. Nous en présentons cependant une autre, trés classique elle

aussi, qui consiste & construire 1’algébre libre & partir de 1’algébre ini-

tiale.

Définition 30 : Sait K une classe de I-algébres. Une Z-algébre M:(DM,FM)
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est initiale dans K si et seulement si
1) M appartient & K
2) pour toute ¥-algébre N:(DN,FN) de K il existe un unique I-homomorphisme

h de M dans N. O

Rappelons que si K la classe de toutes les I-algébres, K posséde une
algébre initiale notée I(X). Son domaine est noté T(X) et ses éléments sont
appelés termes clos. Le domaine est une réunion d’ensembles appelés ensem-
bles des termes clos de sorte s.

T(Z)=U (T(Z))5
s€ES

Afin d’étendre la notion d’algébre libre, il faut introduire la notion

de variable typée.

Définition 31 : Un ensemble de variables typées est une famille indexée par
S, X:{XS | s€S} d’ensembles disjoints.
Etant donnée une signature I et un ensemble de variables typées X disjoint

de ¥, on définit Z(X) par

E(X)s = ZS U XS

IO, = o pour we, wes” .
La I-algébre libre engendrée par l’ensemble X, notée I(X,X) est la J-
algébre I(Z(X)). Son domaine, noté T(Z,X) est l’ensemble des termes T(Z(X))
et est la réunion des termes de sorte s pour toute s dans S.

T¢EX)= U (T(X(X))S
s€S
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2.3. Equations et variétés équationnelles

Pour définir correctement la notion de validité d’une équation, il est
important dans un premier temps de quantifier explicitement les équations

en introduisant des ensembles de variables.

Définition 32 : Une I-équation est un triplet (X,t,t’) ou X est un ensemble
de variables, t et t’ deux termes de T(X(X))s pour une sorte s de 5. On la
notera (X)(t=t’),

Si X=V(t)UV(t’), la référence & 1’ensemble X peut étre omise sans ambiguité

et nous uliliserons la forme non quantifiée t=t’. O

Définition 33 : Une I-équation (X)(t=t’) est valide dans une ¥ 1lgébre M si
et seulement si toute application h:X—>M s’étend en un Z-homomorphisme h#f
de T(L,X) dans M tel que h#(t)=h#(t’). On dit aussi que M satisfait

1’équation (t=t’). O

La notion de variété équationnelle de Z-algébres satisfaisant un

ensemble de Z-équations A, est alors définie comme dans le cas homagéne .

Théoréme 5 : Si K est une variété équationnelle de 2-algébres satisfaisant
un ensemble d’équations A, K posséde une algébre initiale notée I(Y,A). Son

domaine est 1’ensemble quotient T(Z)/~A.

2.4. Déduction équationnelle dans lec algébres hétérogénes

La généralisation aux algébres hétérogénes du théoréme 4 (théoréme de
complétude du raisapnement équationnel de Birkhoff) nécessite quelques
précautions. Un exemple de déduction non valide est présenté
dans[Coguen1982]. La correction et la complétude du raisonnement

équationnel dans le cadre des algébres hétérogénes y sont également
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étudiées. Des conditions suffisantes sont proposées pour pouvoir utiliser
les régles de déduction équationnelle standard (réflexivité, symétrie,
transitivité, stabilité par substitution). En particulier, il suffit de
supposer que toute sorte s considérée est non vide, c’:st-d-dire qu’il
existe au moins soit une constante de sorte s, soit une opsration de profil

s ...sn;s telle que s

i +»S, ne soient pas toutes des sories vides. Plus

I
briévement la sorte s est non vide si et seulement si il existe au moins un
terme de cette sorte. Une telle hypothése peut paraitre trop restrictive
quand on définit par exemple des types abstraits paramétrés. C’est pourquoi
une autre approche a été développée dans{Goguenl985]. En se plagant dans
le cadre des systémes de réécriture équationnels, ils donnent des condi-

tions suffisantes simples garantissant la complétude du raisonnement

équationnel dans les classes d’algébres hétérogénes.

Cependant dans la mesure ol dans cette thése, nous ne considérans pas
de spécifications paramétrées, nous supposons simplement que les algeébres

hétérogénes considérées orit toutes leur sortes non vides.

3. Induction multi-ensemble

Pour terminer ce chapitre sur les généralités, nous allons préciser
une technique de preuve largement utilisée par la suite, la preuve par
induction noethérienne sur les multi-ensembles ou plus briévement preuve

par induction multi-ensemble.

Rappelons d'abord briévement le principe d’induction noethérienne
[Cohn1965]. Etant donnée une relation noethérienne sur un ensemble H (i.e.
une relation de préordre sans chaine infinie décroissante), la propriété P

est vraie sur H si pour tout t dans H, P(t) sc déduit de 1’hypothése que P
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est vraie sur tous les éléments de H qui sont des fils stricts de t pour la

relation noethérienne donnée.

Définition 34 : Un multi-ensemble sur un ensemble H est une collection
d’éléments de H avec répétitions éventuelles. O

Toute relation — sur H s’étend en une relation _’mult sur l’ensemble

M(H) des multi-ensembles de H, de la fagon suivante:

Définition 35 : Pour tous multi-ensembles M et N de M(H), M _*mult N si et

seulement si N est obtenu & partir de M en enlevant 1’un de ses éléments t
et en ajoutant un nombre fini d’éléments t’, éventuellement nul et avec
répétitions, tels que t = t’, O

Par application du lemme de Keenig, la relation _*mult est
noethérienne si et seulement si — 1’est [Dershowitz1979]. Une preuve par
induction multi-ensemble sur —* est une preuve par induction noethérienne
sur _+mult' Pour plus de détails, nous renvoyons le lecteur 4

[Dershowitz1979] et [Jouannaudl98z].

yoe=c 2

|

CHAPITRE 2:

COMPLETION EQUATIONNELLE




CHAPTTRE 2: COMPLETION EQUATIONNELLE

1. Introdurtion

A l’origine, la procédure de complétion de Knuth et Bendix a pour but
de calculer un systéme de réécriture R qui engendre la méme équivalence sur
les termes qu’un ensemble donné d’axiomes A. De plus le sysléme résultant a
la propriété de Church-Rosser, qui permet de décider de 1’égalité de deux
termes & 1’aide de réécritures uniquement, & condition que la relation de
réécriture soit noethérienne. Une méthode de preuve de la A-égalité de
deux termes consiste alors 4 calculer leurs formes irrécductibles et &

vérifier leur identité syntaxiquement.

Cette méthode a été étendue au cas ou certains axiomes de A ne sont
pas orientables en régles de réécriture sous peine de produire des chaines
infinies de réécritures. C’est le cas d’axiomes permutatifs tel celui
exprimant la commutativité d’un symbole de fonction, ou encore le cas, trés
important en pratique, de théories comportant des symboles associatifs et

commutatifs,

L’idée est alors de chercher un systéme de réécriture équationnelle
(c’est-a-dire un couple (R,E) d’un ensemble de régles R et d’un ensemble
d’équations E) ayant la méme puissance de déduction que A. Citons quelques
approches particuliéres de ce probléme: celle de Huet [Huetl1980], res-
treinte & des ensembles de régles linéaires i gauche, celle de Peterson et
Stickel [Peterson1981}, pour laquelle l’ensemble des axiowes non orient-
ables £ doit &tre composé d’équations linéaires, enfin celle de Jouannaud
(Jouannaud1983] qui permet de s’affranchir de toutes ces conditions de

linéarité, généralisant par 1& les deux approches précédentes qui en
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deviennent des cas particuliers. Néanmoins ces trois méthades différent par
la définition de la réécriture de termes utilisée. Ainsi Huet wutilise la
réécriture  standard, tandis que Peterson et Stickel définissent la
réécriture modulo £ basée sur le E-filtrage. Jouannaud autorise 1’emploi
des deux types de réécriture précédents. Une autre approche a été intro-
duite récemment par Pedersen [Pedersenl985]: les restrictions apparaissent

non pas dans le type de régles ou d’équations, mais dans la relation de

filtrage utilisée.

Ces quatre approches ont en commun de ne pas travailler sur les
classes d’équivalence engendrées par les axiomes non orientables E, mais
plutdt sur les termes. Plus précisément, au lieu de définir une relation de
réécriture sur les classes d’équivalence de termes modulo E, comme le font
Lankford et Ballantyne [Lankfordl977,lLankfordl977a,lankfordi977b], on
définit une réécriture sur les termes tenant compte des équations de E.
Nous proposons dans ce chapitre une vision unifiée de ces différentes
réécritures sur les termes, qui permet d’exprimer des résultats trés
généraux. Une propriété de Church-Reosser modulo E, paramétrée par la rela-
tion de réécriture, est définie. Elle s’énonce de la fagon suivante: deux
termes sont égaux modulo A si et seulement si ils se réécrivent avec la
relation paramétre, en deux termes égaux modulo E. L’assurance que la
réécriture sur les termes simule bien celle induite par 1’ensemble de
régles sur les classes d’équivalence modulo E, se traduit par le fait que
pour un terme t d’une classe T, toutes ses formes irréductibles tl appar-
tiennent a la méme classe Tl; celle-ci est justement celle obtenue par

réécriture dans les classes, & condition que celle-ci termine.
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Cette assurance est donnée dés que deux propriétés abstraites de la
relation de réécriture, la cohérence et la confluence modulo E, sont
prouvées. Une procédure de complétion équationnelle a sour objectif de cal-
culer un systéme de régles possédant ces deux propristés et ayant la méme

puissance de déduction que 1’ensemble des axiomes A.

Huet d’une part, Peterson et Stickel d’autre part avaient proposé des
procédures de complétion adaptées aux théories associatives et commuta-
tives. Une procédure de complétion équationnelle généralisant leurs travaux
est décrite et prouvée. Pour une naotion donnée de réécriture sur les
termes, elle permet d’engendrer & partir d’un ensemble d’équations E et
d’un ensemble de paires de termes, un systéme de réécriture équationnelle
possédant la propriété de Church-Rosser associée & la relation de
réécriture choisie. REVEUR-3 est 1’implantation de cette procédure de
complétion généralisée dont toutes les précédentes (celle de Knuth et Ben-
dix, de Huet, de Peterson et Stickel) sont des instances. Les deux
caractéristiques essentielles de ce systéme sont les suivantes:

- On autorise des symboles de fonctions possédant des propriétés définies
par des équations non orientables £, i condition de disposer d’algorithmes
de E-égalité, de E-filtrage et de E-unification. L’ensemble de ces algor-
ithmes et des équations E constitue une théorie prédéfinie de REVEUR-3,

- Le systéme permet de faire des expérimentations, en ce sens qu’une
complétion est paramétrée par le type de réécriture choisi par
1’utilisateur. Celui-ci peut donc essayer de compléter sa théorie en util-
isant & son gré la méthode de Knuth et Bendix, de Aduet, de Peterson et
Stickel ou de Jouannaud. Outre la relation de réécriture, deux autres

paramétres ont été introduits: 1'un porte sur la fagon d’assurer la
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propriété de cohérence mentionnée plus haut: il est possible soit d’ajouter
des extensions de régles systématiquement, évitant ainsi certains calculs
de paires critiques, soit de les ajouter uniquement en cas de nécessité.
L'autre paramétre porte sur 1’ordre dans lequel on choisit de superposer

deux régles entre elles et permet par exemple de traiter les plus petites

d’abord.

Ce chapitre présente les fondements de la réécriture équationnelle et
la procédure de complétion équationnelle. En partie & cause de la complex-
ité du sujet, il est trés dense et trés technique. Néanmoins, il nous a
paru essentiel d’y inclure les détails des preuves et les précisions tech-
niques, afin de servir de référence aux travaux ultérieurs sur le sujet.

- La premiére partie de ce chapitre est constituée d’un article accepté &
la revue SIAM Journal

of Computing et écrit en collaboration avec Jean-

Pierre Jouannaud. La théorie de la réécriture équaticnnelle et de la

complétion équationnelle y est présentée La relation de

en détail.
réécriture équationnelle utilisée prend en compte la linéarité des membres
gauches de régles, pour des raisons d’efficacité. Les preuves des résultats

énoncés sont données in extenso.

~ La deuxiéme partie est constituée d’un article &crit en collaboration
avec Claude Kirchner et qui décrit 1'implantation de la procédure de
complétion équationnelle dans le systéme REVEUR-3. Conjointement & la
présentation du systéme, quelques expérimentations sont décrites pour met-
tre en évidence 1’importance du choix de la réécriture, 4 la fois pour la
terminaison de la procédure de complétion et pour la rapidité de celle-ci.

- La troisiéw. partie du chapitre est une généralisation récente de la

premiére, qui permet de prendre en compte des mélanges de réécritures,
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i
1 Introduction L TITRS, Huet's results are easily obtained as well as a more general version of Peterson and

) . . | tickel's ones: nonlinear equational theories can be handled, which was known as a hard
Term Rewriting Systems (TRS for short) are known to be a major tool for expmsﬂ‘,.pmmcm of the theory of ETRS.

nondeterministic computations, because they are based on directed equalities, with no exp';'

control. In addition, they have a very simple semantics, whenever the result of compu'gy In this paper, we refine our abstract approach and provide simpler definitions. In addition to

does not depend on the choice of the rules to be applied (the so-called Con fluence pmpm“:._'rlassicnl Church-Rosser and Confluence notions using E-congruence classes, we also introduce

When a TRS is not confluent, it may be transformed into an equivalent confluent one, using “new Chureh-Rosser, Confluence and Coherence notions which are parameterized by the
Knuth and Bendix Completion Procedure [49]. This procedure can be seen as a way to <:orrrpil-';=-"{'i i lati ;R' 4 to reduce t This allow to deal Pth flicient dy t
equational specifications into confluent sets of rules, providing Rewrite Programs, which ean[lf'0110408 Telation R/Euse Al SCRIEl s 0 €8 JAT! SHTSISILE mecRCHOn
used in a similar way as PROLOG ones [11] ‘relations, whercas =%/ the reduction relation induced by the rules in E-congruence classes,

i‘;lr'm;uires that one searches the congruence class for a reducible term. As in [37], the Coherence
During the past several years, confluent TRS and the Knuth and Bendix completion Procedu:w_up"w Ry sird Entticient condmc?n fer _’.RIE and.—»“' & ba\-'e the sgme ormizl
were shown to be a major tool for a wide class of problems, mainly the word problen Lf.nrm.-a.. e th?n study.a. very general reduction relation, w.hICh,ls 2 rmx}ure af ‘the us_ual
universal algebra 15, 16, 49, 3, 5, 74, 46], the word problem for Baitely presemwed alr;dm:__.|‘.1-tl_u<:t'xon relation for lnear rules an‘d the Peterson ant.i Stickel's reduction relat{on using
(2, 4, 54, equivalence proofs of sets of axioms in algebra [55, 56], unification in equatiab}:f.unm"ng.mOd“lO E for the others. Th'l% was a.llready done in [37] and allows us to avoid qse}ess
theories [20] (35] [75] [42], software validation [26], inductive proofs in data scm‘u:u@aumzs of complete sets of E-critical pairs wh‘e_n le'ft linear rules are 1nvolyed. This is a
(62, 23, 32, 48], theorem proving in various logics [66, 27, 28, 23], program synthesis e ajor mlprqvement in prflctxce, because using E—um.hcatlon or E-matc'hmg a.lgont'hms (such as

o ) . . 3 A - 7 g lhe associative-cominutative ones of [76] and [34]) is known to be time consuming. On the
specification [29, 11], computing with rewrite programs [11] or with Horn clauses with equalt bher hond. th ful th it lation. th ver th iated Church-R
[24], describing PROLOG's semantics [8], constructing initial algebras and executing equatimq_n-' fiiuand, Lae more powerfu che rewriung relation, the weaser the associate e mhosser
specifications as in OBJ [25], inferring types in the presence of polymorphism [61], cd'.l[:ruwrty, and therefore the easier to ensure. As a consequence, given a sct E of equations, the

optimization in compilers [1] or even code generation thought of as tree rewriting [73). isame set R of rules can be Church-Rosser for some reduction relation and rot for a weaker one.

The Knuth and Bendix completion procedure is based on using Equations as Rewrite Rule.q:ziil-"m hnp(lling our dofini.tions, a new powerful proof technique is rt.equired, based on Multiset
computing Critical Pairs when left hand sides of rules overlap. If a critical pair has disli:xi:ﬁ*df"c,ho"’ ‘,Vh"'h permits’us t? prove our Church-Rosser results in a very elegant way. Irf
Irreducible Forms, a new rule must be added and the procedure recursively applics unlii.'rm]d"[on’ this new proof technique allows us to solve a last open problem of [67] and [37]:
maybe Staps Thi; procedure requires the Termination property of the set of rules, which a®¥me that the reduction relation induced in E-congruence classes is terminating. Then the
be proved b;' various tools, such as the recursive path ordering [9], the generalize,d recuwﬂﬁi{urrh-Ro?sor proper'ty I8 BiEwn equiva.lenf; i Wiz .Ef'equality Rl nor.mall bgrms of sl cri't i?al
path ordering [44], the recursive decomposition ordering [43] or the recursive decompasilif:ﬁ;?l";:q“"sd '; 'txh::su(ifc\:vd;blel ::(Ii;nktlheji Eva}':ri ;{eisflfﬁzeiﬁu';ag& rzli;:(;hrésla:i}lo‘arl Cizuﬁfn:iﬁz
: . ‘ : ) it techni isdescriliod i } TS, Such s alr no e » as )
ordering with status [57). A full implementation of these techniques is described in (55] jrules are left lincar [30]. We prove it here for the case where R’ is the mixed rewriting relation,

- . > i iining a complete and finite unification algorithm is known for E, whose congruence classes
s metho.d was-axlended t.o handlg t%:e == .Of an Equational Te"." Rewriting System [E“il_l_mst also be finite. Our proof holds for the particular case of the Poterson and Stickel’s
for short), i.e., a set A of axioms split into & first subset R whose axioms are used as rules and/.

éi'.n'.\rrlting relation, without any linearity hypothesis on rules or on equations. However, the case

second subset E whose axioms are used as elquatlons. Thl's al!ows axioms such as comm“ta"’m%f-inﬁnitc congruence classcs remains as the last open problem of the theory of ETRS.
that cannot be used as rules without loosing the termination property. A first approachl’
[51, 50, 52] handles the case of commutative or more generally permutative axioms tli

gencrate finite B-congruence classes. The case of infinite B-congruence classes is studied bA new completion procedure is then derived from these Church-Rosser results. It is written in a

[67, 30, 37]. Huet's approach is restricted to sets R of left linear rules, while Peterson M{Tm plegant drecursiv;e..forr;, which ma;(e;s .bitl}, under?tanding.an'd jaas! ea,sier.. s p?ocedure
Stickel's one is restricted to linear theories E for which a finite and complete unificatini%mv?s axz [.lgene‘r alzes e:)ersi;n - élcd.ecs on’e or aj,f".c‘““’_e comm\ftat}ve thcon-es.]Two
algorithm is known. Both [52] and [687] results yield an efficient associative-commutuli-_..;h S.D_ ch ’ica P “'";,“:’e o lsmngl:;s. U Gaa uemel S8 arelp rocglss.’e d mEa clajsljaszay
completion procedure, with a few more restrictions needed for applying the first. The compl :PI freas onerence Fairs are processed in a more complex way. In addition, Eztended Rules
unification algorithm is required to compute complete seis of B-overlappings, providil&f_e snrl't.mtlmes used .mstead of coherence pairs to ensure ?he Coherence.property. .These rules
complete sets of E-critical pairs. These results are unified in [37] by describing at a mu%?ﬂ fm,lze to an arbitrary theory E the so called Azssocmtwia-Comn'zutalwe E xte.nswn.'s of [67].
abstract level the underlying model of computation used in both approaches: it makes cler\u'q-l owing [31], a complete proof of our algorithm is then given using multiset induction. The

that two properties, namely Con fluence and Coherence, are necessary and sufficient conditi gase where the algorithm stops without adding any rule provides in addition another proof of

for Church-Rosser properties of this model, assuming the so called E-Termination propertyl-mr('f;llgh'R(’SS('r rc:ultls. Weh.f inally define complete sets of reduclions in normal form, ie.,
the rewriting relation modulo the set of equations. In addition to Confluence, Coherenee‘:ghm -Rosser sets of rules which have a normal form property and show how to transform a

required to enable computations in E-congruence classes. Applying then this abstract modsl ?en Church-Rosser set of rules into a complete set of rules in normal form. These normal
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forms can be used to check whether two specifications are actually different presentations Mif‘;.hgt L= t'. As an easy consequence of Koenig's lemma, the transitive closure of —nult 18

same theory. ‘oelherian iff — is noetherian (see [12] for a precise proof, and [38] for a discussion about
i’?l_;ulf.isel orderings). What we call Multiset Induction on — is simply aoetherian induction on
lho transitive closure of — mule All our proofs are based on this technique that will appear to be
[the well-suited one for proving Church-Rosser properties. o

The presentation of this section is strongly influenced by that in [30]: we deal with bix

2 Abstract Church-Rosser Results

relations on an arbitrary set S. As in [30], most of our proofs will use the powerful noethm .

induction principle (See [6] for a precise introduction): Given a noetherian relation on §, j2:2 Church-Rosser Definitions

r e]atl({n without any infinite decreasing f;ham, we prove a property Pon 5 by Sh‘?w‘"g that _. & fow begin studying the Church-Rosser property for such reductions on §. Qur goal is to

any tin §, At) follows from the assumption that Pis true for all elements in § which 8TC Mianide A-cquality of two terms t and t' by computing their normal forms using some reduction

sonslof t for the given n'oeth‘enan 'relatlon, Wf: use herg what we cz?ll Multiset I"d“d‘”“ﬁ]m{m related to —® and ~F, then checking these pormal forms for E-equality (that we

particular case of noetherian induction, that we introduce in the following. implicitly assume decidable for practical use). A very natural idea is to compute in the quotient
Lof § by ~F thus to use —*/® as the reduction relation. Let us racall what the Church-

2.1 Preliminary Definitions and Notations Russer and Confluence properties are in the context of E-equivalence classes on S:

’ 3 d . L efinition 1:
Let (& be a symmetric relation on § and ~® its reflexive transitive closure, called E—equaipmm % R
| ) . " . N = N ) i o s . ' JE 41 R/E
which is obviously an equivalence relation. For simplicity, the E subscript will sometlmuﬁ‘l-s Church-Rosser modulo E iff th'tﬁ Y ty = 3t by H7 ¢ and ty BT

omitted if no ambiguity arises. Uis confluent modulo E iff Vit)t, ¢t %% ¢ and t M ¢, = 0t AF/E ¢ ang
Let —® (R for short) be any relation on S, called reduction, R and R jts transitivey, wR/E p o
reflexive transitive closures respectively, and —*E (R/E for short) the relation ~Co—sbs’

which simulates the relation induced by —® in E-equivalence classes. Fhose two properties are nothing but the classical Church-Rosser and Confluence properties in

Let }+* be the union of —F with the symmetric closure of —FR_ that is the smallest sy mmeljy, quotient set of S by ~€ and are known to be equivalent.

. P B R . g .
relatlon. contal‘mng" H anc'l —" Let "fA be the reflexive <transitive closure ?[ Hf: tilfowoyer, R/E-reducibility may be undecidable if E-equivalence classes arc infinite and is at least
A-cquality, which is an equivalence relation. The A superscript will never be omitted in thu:ér'y inefficient if Jarge classes must be traversed to find a reducible term. This problem can be

notations. ) . . ) ercome by choosing an element for representing each equivalence class, as in OBJ [25]. This
In the fcllowulxg, t (with rqaybe a subseript or a superscript) denotes an arbitrary element i be done in a canonical way for many practical cases of reductions on terms modulo
and — an arbitrary reduction on $. froviativity and commutativity. A more general idea, the key one actually, is to compute

We say that t is —-reducible If t—t' for some ¢ Else ¢ is said to be —irreducible yiy; onother relation —F. This yields R-dependent definitions that have to be linked with
normal form of t, dencfted t], is an greducijle term ¢’ such that t % t’. We write t|R Lr['{Ifi'nil.ions using R/E by introducing a new property called Coherence. As a matter of fact, the
want to make the reduction relation " precise. ifst point of view is an instance of the second: starting from an element of §, we first compute
The relation R is terminating modulo E or E-terminating iff the relation — ;"lb'muonical form and then reduce it. This is clearly a reduction on S. As the second point of
noetherian, i.e., there is no sequence of the form to ~¢ tb = bty ~¢ tl’] R by - Hfiew allows better understanding and more general results, we adopt it here.

simply said to be terminating or noetherian or well-founded if E is empty. Our partiru.!j'_

interest in terminating relations is twofold: first, they provide normal forms for every elemu?,g};ndunental Assumption: In the following, =% (— or R’ can also e used for short if no
second, they allow proofs by noetherian induction. |}ubiglrity arises) is any reduction that satisfies: St SR C LRE

Multiset Induction: A multiset on $ is an unordered collection of elements of S, possii:':Tnlt,lon c - . . o Rl 0 o
with repetitions. For instance, {1 2 1 8 15 15} is a muitiset on N, the set of natural numbe’ Pair (b,ty) is R'-confluent modulo E, written tlLt2' U 3ttty 5T 6, by "ty and
Operations on sets extend in a natural way to multisets, also called bags. Specilical"t'g'.--..f (;'2_ For R'=R/E, we can assume t'l = |;'2.

Jmoving a f ; ; s i TH .

removing an element from a multiset amounts to removing one of its occurrences in R s B-Church-Rosser modulo E iff Vit woh ty = tlLtZ'

multiset. In the same way, adding an element to a multiset increases by one its numbﬂ'ﬁ-"l
occurrences. We can extend any relation — on § to a relation = ui, ©0 M(S), the set ch'ﬁf}_l'-is confluent modulo E iff LA t-uR t; and t-uR ty = tlth.
multisets on §, in the following way: i is locall £1 i 8 R’ R

\ » 4 : . . : . y confluent modulo E with Riff Vbt ,t, t =%t andt Rt =t ]t
Given two multisets M and N in M(8), M —_ N iff N is obtained from M by removing onek; ) 2 1 2 11‘ 2

o a3 +R' ~& ’ R ,
its elements, say t, and adding a finite number of clements t' (possibly with repetitions) m’,IIB?-m coherent modulo E iff Vitpt, ¢ tyand ¢ by = 3ty £, — t; and tILtZ'

i,
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|
6. R' is locally coherent modulo E iff Vt,t,t, t —® ty and t (H° t, = 3t;, ty =% L’Qn;

t1t,

Our main definitions are pictured below. Full arrows denote universal hypotheses while dashi -

arrows deriote existential conclusions:

t, ~At t t ~B ¢ t b
vl 2 /A N\ 7 ) T 2 ,l_—{ |
i R’y <R R R R+ {R’ R R
[ A\ pAl
¥ N b4 f
| | t t2 tl t2 tl t’2 tl i
Lo v ey " s 1 ti 0 (g |
A2 Rz R R ‘tR R’? R R lf R Rl ]
v v v M
v LB p E 1 ) E 1 3 E 1 E !
i by o~ b~ o~ b~ h
R*- con fluence local con flu- coherence local coher-
Church-Rosser modulo E ence modulo E modulo E ence moduloE.
Modulo E of R’ of R" with R of R’ of R’

Figure 1: Main Definitions
Before developing our results, let us emphasize some important points:
o Since =R ¢ ¥ C --»R/E, the relations ~¢o—R'ort €osR/E

, ~"o—
same relation.

o~et and —R/E are [l

¢ Church-Rosser modulo E and R-Church-Rosser modulo E are two different properties il

and R/E are different.

R-Church-Rosser is actually a stronger one as shown by

following example: Let t—»R't’NEt'l—vn'tI. As a matter of fact, t' and t; are in R-norm_

form, however not E-cqual; therefore the R-Church-Rosser
although the R/E-Church-Rosser one is.

property is not satisfir

The R-Church-Rosser property is actually monotonic with respect to the inclusiont

relations: this is a of its definition.

R-Church-Rosser =

straightforward comsequence
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Compatibility Property in [67] by allowing t; to be reduced into t). This will permit a
more powerful result stating an equivalence between Church-Rosser and both Confluence
and Coherence. 1t differs also from the Commutation property in [39] by allowing ty to
be reduced to t}. Handling Coherence, however, requires a more powerful termination
property than handling commutation. Note finally, that property P1 in [72] is a common
ancestor to all of these definitions.

o The first —® step required in the Coherence definition plays a crucial role: If t is in
“normal form, then any t’ E-equal to t must also be in R-normal form else a R"-step

would apply to t by Coherence. For the same reason, t is also in R/E-normal form, else
t~Ft' 8% for some t' and t* and the same applies. Thercfore the two sets of normal
forms with respect to —% and —*/F must, be the same. This remark will be used freely in
the rest of the paper.
This first reduction step arises in a very natural way: If we don’t require it, then we can
have the following cyele for the relation —*/E;
ty ~F ARy BT t; ~® t,, therefore t, B°/E t, which contradicts the E-termination
property of R that is required anyway in the following.

o It is even possible to give a slightly different form to our definitions (without changing at
all cither the results or the proofs) by using the relation R/E itself to compute from t; and
t, in cach of our definitions, except for coherence and local coherence where a first R’ step
from ty to b} is required for having a nonvacuous definition. This was actually done in
(37], Jospité some tedious proofs stemming from a proof technique that was not so
powerful as the one used here. The confluence step from the pairs {t,tg) or {t};t5) of the

definitions can even be performed with an arbitrary reduction provided it contains R’ and
is contained in R/E. This last remark is very important in practice, as we will see in
seetions 3 and 4.

Therelo 2.3 Role of Cohcrence
R-Church-Rosser = R/E-Church-Rosser, this last property beir

precisely the intrinsic Church-Rosser property first defined. Choosing the adequatef We now show that coherence of R' modulo E is the property that enables one to compute in

will thus be a relevant practical problem.

o Different R-normal forms of a term are E-equal, by the E-confluence property.
therefore will refer to the R-normal form of a term.

Eztongruence classes with the relation R'. This was already the case with the definitions of [37],

[qﬁ_’hich arc actually equivalent to ours, provided R is E-terminating,

\F‘%:Pmposition 3: Assume R is E-terminating and R’ is confluent modulo I.. Then t]R/E ~¢ t|R’

GIFIY s eoherent modulo E.

® (Local) Confluence and (local) Coherence are two instances of the same general concefi!

which expresses that two (maybe different) relations have a diamond property.

® Local Confluence involves both R and R'. Using only R would give a too weak relatial
On the other hand, using only R’ gives one that is too strong for application to ETRS.

e Coherence and Local Coherence differ from the corresponding definitions in [30] !e-
replacing R by R’, which is a key point for applications, and by requiring a first R’ sty
from ¢, in the Coherence definition, which will be justified next. It differs from lllf}'

I

Proof: - Let us first prove the only if part.
Assume t, ~E 4 3R t; and let ¢ IR’ be any R-normal form of t;, which is also an
RfE-normal form of ¢, as it was already remarked, thus also of t,. Using the hypothesis, it

follows that t,|R’ ~Cy IR As R is E-terminating, t,|R’ is different from t , otherwise
2 1 2 2

4y ~Ep A t IR ~f t, and there is a cycle for R/E. Therefore, t, 3% t,|R’ and we are
done.

- Let us now prove the if part by noetherian induction on —®E.

Let t be any clement of S. First, the result is, true if ¢ is in R/E normal form, thus in
R-normal form. Else t ~¢ t, =® t, #ME LIR/E and t S t]R.
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(i
By the coherence property applied to (t, t|R’, t), 3ty tl—»R't’l and t; AR by ~f i ot R t: Since t | is a2 R-normal form of t 4+ the result follows from the
Note that t{ must be in R-normal form since it is E-equal to a normal form. ) induction hypothesis applied to the multiset M-{tn“}.

H [ “ —*&R' M Nf u " E . . . .
5 i ance prope rt?' applied fo (8, t], ty), 363 t, i tl, a‘nd t3 must bef et €t o The result follows from either the induction hypothesis applied to the
R-normal form, thus it is 2 R-normal form of ty. We can now finish the proofi n 7 . - . o

I multiset M-{tn_H} if bt thus t’n+l’ is R™-irreducible, or else ii. follows from the local

noetherian induction applied to t; which is a proper son of t for — 7E. ] coherence of R' and from the induction hypothesis applied to the multiset

Note that we could assume R locally R-confluent with R modulo E instead of R'-conllue

modulo E: a simple extra induction step is to be added to the proof for that.

This result states that we can use R-computations instead of R/E-computations, if we [
interested in normal forms of terms and not in the intermediate steps of computation. Thii

usually the case in practice. Therefore coherence is exactly the property needed.

As a consequence, confluence and coherence modulo E are both needed to compute with R', il

is to decide the A-equality by computing R*-normal forms and checking for their E-equality.

(PR S L O

t

proper sens of ¢, for —

"y
R/E

which is strictly smaller than M, since its terms are all

. The second case is shown on the left part of Figure 2,

where cireled numbers stand for successive steps in the proof.

ot -t SR We first apply the induction hypothesis to the multiset M—{tn+l}. As
t,, is reducible by R (therefore by R') we can apply local confluence modulo E of R’
with R, We end the proof by applying the induction hypothesis to the multiset

{e ottt o

thl} as shown on the right part of Figure 2:

n+l
A E A R

I t ~ t H t £ ~ t — t
2.4 The Abstract Church-Rosser Theorem | g Jf'{ ntl @ ?{, @ Inﬂ
We see now that Confluence and Coherence modulo E can be restricted together to their lon loc.  +R’ Y loc.
properties, that generalizes the theorem of [63] which corresponds to the case where E is i ty  coh. Ind. ty  confl.
empty set, since both coherence and local coherence become vacuous in that case. By the wy Mig @ MR R RLN\R
we also use normal form computations, since normal forms are the link betywe: B / \t’ ~E
R'-computations and R/E-computations. Tnd B |n+1 @n |n+l
Theorem 4: If R is E-terminating, the following properties are equivalent: J I/R' Ind. :VR’
(1) R is R-Church-Rosser modulo E. [l L t, .l t,] ~£ t] ~& t ol

0 a+1 0 n n+1

{2) R' is confluent modulo E and R' is coherent modulo E.
{3) R’ is locally confluent with R modulo E and locally coherent modulo E.
(A Vet t~At = tjR ~E PR

Proof: Note that property (4) asserts that the R-Church-Rosser property of R modulo E

true when computing R*-normal forms of ¢t and t’, provided R is E-terminating. Thiskpy 00
perfectly similar with the usual case of an empty set E of equations: In that case i
Church-Rosser property can be checked on normal forms, provided R is terminating.

Figure 2:

Church-Rosser Proof using Multiset Induction

4 is false if termination of R' is assumed in place of E-terminaiion of R, as proved by

the examples of Figure 3, where local properties are true but global ones are not. Note that

[llitse examples are similar to [30], yet more complex in order to contradict our more

(2) = (3) and (4) = (1) are straighltforwz'x.rd. . #ophisticated coherence property.
(1) = (2): the confluence proof is straightforward, but the coherence proof requires b

use of E~termination to exhibit the first R-step from t, in the definition of coherence. Mhis counterexample is based on contradicting the Coherence property. We could also

Let t 3% ¢ and t ~£ t, Then t; ~* t, and by R-Church-Rosser property, 341 eontradict the Confluence property by adding new arrows to Figure 3:

g i i q ) » I'or the cycle case, this can be done by adding a new clement s and replacing the single step
t, SR 0t wF ¢ oand ¢~ As that t, = t;. Theior the cy ) y adding placing g
i . 1 {2 b ZR’an 1 2+n/E sume. mow baal by 2 Th'."t_l,,.-[—[ ty by t, s H ts, which allows us now to add two new arrows from s to t, and ty. An
b~ =ty ~"t STt AT and thus t) t) which contradicts E-termination. Unlternative is to add these two arrows from s to t, and t,.

(8) = (4): That the right part °_f the e.quivalenc: Pi:mplies the left is straightforward. Let®For the infinite chain case, we can expand this new diagram as previously. We can also add
prove the converse by multiset induction on —*/E;

: ."T_hvo arrows in the previous diagram from ty to t; and from t, Lo ty, but no more.
Let M={ty, t, ..., t,4 1} be a multiset of at least two elements (the one element casel,
straightforward) st. t = t; A by . [ t. 41 = t'. The basic case being obvious, “f:":.ﬂs__indicated in {72], abstract Church-Rosser results like these apply in a wide range of areas in
consider the general one. Three cases are to be distinguished according to the I Computer Science as well as in Mathematics. An interesting example dealing with cyelic
equality step ¢ [ bt |‘"




| thereduction relation R’ of Scetion 2.
" In practice, © contains those axioms that cannot be directed without loosing the termination
E"jar'upcrty for the rewriting relation. It can also contain other axioms causing the divergence of

- 42 - | - 43 -
cycle case: infinite chain case (obtained by folding the cycle): ‘3 Application to Equational Term Rewriting Systems
t H by H ty b ty ty bty .Ll'F.EIiB section is devoted to the study of Church-Rosser results for ETRS, i.e., mixed sets of
| | / \ | ‘axivms E and R on a Term Algebra, such that axioms in E are used as equations and define an
t, ty bty H oty | wuational theory ~E, whereas axioms in R are used as rules and define a Rewriting Relation
/ \ | —" However, rewriting with rules in presence of equations is somewhat more complicated than
bt M | rewriting with rules only: we will introduce other rewriting relations that will play the role of

V%

DN

[

e

t 1 | the completion process when used as rules.
E E ! The notation used in this Secction is consistent with that of Section 2 and will not be
Creintroduced.  This section is divided into two different parts: the first one recalls the more or
Figure 3: Crucial role of E-termination ' iss elassical background on TRS (see [33] for a more complete presentation); the second states

covering matrices is given in [72]. A more complex example in formal language theory isﬁ?ml proves our Church-Rosser result.
in [60]. In the following we are interested in those applications which deal with terms andl
rewriting systems for which we give decision procedures for testing for the Church-li 8,1 Terms
property.
’ \Definition 5: Given a set X of variables and a graded sct 7 of function symbols, A% X) or T
fon simplicity denotes the free algebra over X also called the Term Algebra. Variables have

’afiw 0 by convention. Elements of T[#X), called terms, are viewed as labelled trees in the

following way: A term t is a partial application of N:_ into ¥ UX such that its domain D{t)
salislies:  the emply word ¢ €D{t), and vi €D(t) iff v € I{t) and i €[1,arity(t{v))].

Q1] is the set of occurrences of t, G{t) the subset of ground occurrences (i.e. t(v) is not a
| fariable for v €G(t)), WL) the set of variables of t, t/v the subterm of t at occurrence v said to
estricl if v 5 ¢, ¢ —{tricth sublerm o gho volation £ is a (strict) subterm of ¢, t[ust] the term
“ablained by replacing t/v by t'in t and #{x,t) the number of occurrences in t of x €X. A term
|15 linear iff #(x,t) =1 for any x in Wt). o

||n the following, i, j, k denote natural numbers, x, y, z denote variable symbols, a, b, ¢ and e
(denole constant symbols, [ and h denote function symbols, s and t denote terms, v, v, w, oand
flenote acenrrences, « denotes the empty occurrence, and wv denotes the concatenation of
“aceurrences v and v.

Erample:

ik t=(c+e)+x. Then D{t)={e,1,11,12,2}, t{c)=+ and t(12)=e, §(t)={c,1,12} and #(x,t)=2.

|

' A term with top function symbol f will often be written f(... ¢t ...) indicating that we are
j:'gp_lcrvstod in its first level subterm t. By convention, t and t' occur at the same place in
Ut o) and £ L) ‘

Definition 8: A relation ¢ on T(7X) is compatible if Vt.t' € TZX) and VI € 7,
(= f(.. ..} @ 1(... ' ..). A compatible equivalence on T[% X} is called 2 Congruence. O

f'-(j;gnlpat.ibility can easily be extended by induction to the case where t and t' are plugged into
| the same arbitrary context (a term having a free place to be filled). This remark will be used
"'i,::_i!plicit.ly in the rest of the paper.

|
I
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3.2 Substitutions, Axioms, Unifiers i Definition 9: A E-unifier (or simply unifier) of two terms t and t’ is a substitution o such

Definition 7: Substitutions o are defined to be endomorphisms of T(#X) with a ﬁui‘:v‘ ilyat, oft) ~F o(t"). If E is cmpty there exists a most general unifier, called mgu, for any pair
domain Do) = {x | o(x) 5£ x}. We denote by I the set of substitutions on T(#X) and by sl (o torms that has unifiers: all other unifiers of these two terms are actually instances of the
o{t) the result of applying the substitution o to the term t. Composition of substitutions o 4l gy, Il £ is not empty, a basis for generating the set of unifiers by instzntiation, whenever one
is simply written or. If t'=ot (resp. r'=or), we say that t (resp. 1) is more general than|j exisls, is called a complete set of unifiers. A complete unificatior. algorithm computes
(resp. ), that ' (resp. r') is an instance of t (resp. 7), and that ¢ is the match from ¢ Loll‘;ll stiell a basis for any two given terms. The algorithm is said finite if the basis is finite and
(resp. 7 to '). The subsumption preordering < on T (resp. ) is defined by: t<t’ (resp. 7% ‘minimal if any two unifiers ih the basis do not compare using the E-subsumption preordering,
T ¢ is an instance of t (resp. 7' of 7). We write # <  [V] if it holds for the restrictions of ra! -

7' to a subset Vof X. The equivalence associated with this preordering is variable renamiy’

Le., bijection between two sets of variables. I Standard unification is known to be solvable in linear time [85] but non linear algorithms are

‘ o 8 . o . 5 =P . tsually more efficient for many practical applications [7] [17]. Unification in equational theories
Remember that substitutions are homomorphisms: we will make intensive (and implicit) ust§ ~Isa much more difficult problem and the complexity of usual algorithms is not precisely known
will also use the fact that the strict ordering associated with the subsumption preorderingh for most of them. Ilowever, complete and finite unification algorithms are known for a lot of
well founded [70] 3 [ firagtical theories including commutativity [70], associativity and commutativity [76] [58] [18],
In the following‘ greek letters o, 9 and r denote substitutions and (x\t, y\t, ..) is i Permutativity [36] and minus theory [45]. Some of these are not minimal. However, given such
substitution osuc,h that D(o)={xy’ } and ox=t, oy=t’ ! ! | A complete sct of unifiers that is finite, a minimal one with respect to the subsumption

Ve ; . | preordering can always be computed by eliminating those that are instances of others. Minimal

i 1
Definition 8: We call an axiom or equation any pair (t,¢) of terms and write it t=t". Il séls are usually prefered for matter of efficiency. Most of our results however carry over to

homomorphic properties of substitutions that are often given as lemmas in the literature. Il

said to be linear if both t and t' are linear. i tomplete sets of unificrs that are infinite, except the decidability results. This enables us to
Given a set E of equations, the one step E-equality is defined by: apply some of our results to the associative case, since a complete but not finite algorithm is
t H%al:r] t' with v € Dt), o € I and l=r € E il t/v=0l and t'=t[ueor] or t/v=0r an - known [70].

t’:t&v’{-’a‘l]_ L Finally, we remark that the E-subsumption ordering is well founded for all theories of practical

Any of these subscripts may be omitted for the sake of simplicity without any ambiguity, siig’| interest that have a complete finite unification algorithm. ~ For the theory given in (19], the
different notations range over disjoint sets of characters. We write l—r (resp. r—1) if we wai. E=subsumption preordering is not well founded, but the unification problem in this theory is not

to make precise that the equation I=r is used from left to right (resp. right to left}. finite.
The reflexive-transitive closure of (¥, denoted ~F, is called E-equality or equational theor
E. i We write SU(t,t"), mgu(t,t’), SU(t,t",E), CSU(t,t',E) for (respectively) the set of unifiers of

[ hand ¥, their most general unifier, the set of E-unifiers of t and t’ and a complete set of unifiers
Note that (= is actually the smallest relation on T which is symmetrie, compatible, c|m§;_',tll' tand t'. This last notation can be abbreviated as CSU(t,t') if no ambiguity arises.
under instantiation and contains all pairs (I,r) for every l=r € E. As a consequence, ~F is th
smallest congruence relation on T closed under instantiation and containing all pairs (Lr). Ezample:

Lleb t=(x+y)+2 and t'=(c+x’). Then mgu(t,t"}==p, but CSU(t,t", {x+y=y+x}) = (x'\x+y, z\e).
All our definitions concerning matching extend straightforwardly to the case of an equation
theory ~F. For instance, an E-match‘from t‘to t' is a substitution o« §uch that t' ~F a[&h 9.3 Rewrite Rules
Note that the E-subsumption preorderings defined on T and 5 as previously are not alway )
well founded if E is not empty [19]. Their associated equivalence is the composition of ~F wif\Many theorical problems arise in equational theories that can be approached by the use of
variable renaming. This will be used in section 4. - reurile rules i.e. directed equations, or more generally by the use of mizzd sets of rules R and
equations E.
Ezanfple: v = e+(y-:f—g) is e instance of & = x+x’ with the mat'ch o = (x\e, X'\y+2). “F’f-?Del‘inition 10: A rewrite rule is a pair of terms, denoted 1—r, such that Vr) is a subset of
contains a commutativity axiom for +, then o' = (x\z+y, x’\e} is an E-match from ¢t tol

% . ", . R,E : Rigr: : : )
These iwo matches do not compare using <. Now o" = {(x\y+z, x’\e) is another E-match llﬂi_'—-w]' The rewriting relation —™" (or more simply —"if E is empty) is defined as follows:

o' ~F g%, Note that o) = Do) = Xo') = {xx'}. . L—»":E t" iff there exist an occun;ence v of G(t), a rule l-r of t,he set R of rewrite rules an({ a
L aubdtitution o such that t/v ~F ol and t' = tfovor]. t/v is called a redex. We write
B . . a . d
Our next definitions handle the general case of a non empty set E of equations and "t___.[vﬂ,l.—'}'l if e, e, o difale precise I g e ?ubstllt.utlon SiTd, e T Tivelved i
specialized for the standard empty case. I ithe rewriting. Any of these subscripts may be omitted for simplicity.

‘[,';-'-s“_'g (resp. 3"F) denotes the reflexive transitive (resp. transitive) closure of —®F and is

£ icalled the derivation relation. a]
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Ezample: Let (e+x)—x' be a rule and x+y=y+x be an cquation. Then x+(y+e) isi:l;f.

R-normal form, but x+(y+e) —»ﬁ’]E

it

x+y. o
As previously, —® is the smallest relation which is compatible, closed under instantiation s
contains all pairs (Lr) for every I—+r € R. ® and =® are in addition transitive, and -® lSa|L|:ﬁ
reflexive. But they are generally not symmetrie. In the following we will be interested in e
that are well founded. i
Notice that RE-reducibility is decidable whenever the matching problem is decidable in llg";-"-
theory E. This is always the case if the theory E is empty. When the theory E is not empty, ' '
will either use the relation —" or the relation —®E. We will speak about rewritings for -'u".‘—’ i
and E~-rewritings for —-ME. ki
f
It must be well understood that the two relations —®F and ~Po—® are different: If t —-“'E'I; ;
at occurrence v, the E-equality steps may apply in t only at occurrences that are suffixes of i
If t ~Bo—=R ', then the E-equality steps may apply at any place in t. The two relations -
therefore the same only if —®F rewrites at the top. i
Ezample: Let + be a binary infix operator with the properties: ',
associativity used as an equation: (x+y)+z = x+(y+z), left identity used as a rule: e+x—x.
Let us now consider the term t = (y+e)+z. By associativity, t ~® y+(e+z) and this last o
rewrites to y+z. However, t is in normal form for —®F because its subterm (y+e) is obviou’
in normal form and the whole term ¢ itself cannot be matched with the left member of the il
using associativity since neither (y+e)+z nor y+{e+z) are instances of e+x. ‘

3.4 Critical Pairs

e
it
Two reductions applied to a same term can sometimes overlap, yielding critical pairs: f

Definition 11: A non variable term t' E-overlaps a term t at occurrence v in G(t) withi
complete set 6 of E-overlappings iff 6 is a CSU(t/v,t'"E ). The classical overlappiny,
associated with mgu{t/v,t’) is obtained for E empty. Given two rules g—d and I-r such thi
VeNW1) = & and 1 overlaps g at occurrence v with the complete set of E-overlappings 6, thy
the set {«p,q» | p=¢d and q=6(g[v+r]) for any 8 in 6} is called a complete set of E—critlulzj_i
pairs of the rule I-r on the rule g—d at occurrence v (a trivial one if v=¢, l=g and r={}
The complete set of critical pairs is simply a critical pair if E is empty. With el
(Er)overlapping ¢ is associated the {E)-overlapped term ¢g which produces the (E-)critical pail
<p=td,g=4(g[v*r]):» by rewriting with the rules g—d and l—r. '

Notice that 1—r and g—d do not play symmetric roles in this definition.

P
4
i

‘reurrence 1, associated with the overlapped term (x+y)+z.

- of both of them.
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_:L_[Juwc-(l. [fowever, they will not be considered in this framework where the main interest is in
decidability results that do not hold if axioms like g=x can be used as equations.

Lot SCP(1uR), SCP(ER) and SCP(RE) be the sets of non trivial critical pairs for respectively:
all 1-sr and g—d belonging both to R, all I-r and r—! for I=r in E on all g—d in R, all |>1 in

Won all g—d and d—g for g=d in E. Note that top critical pairs, ie. critical pairs coming

[tom an overlapping at oceurrence ¢, are not to be considered for SCFP(RE) since they already
belong to SCP(ER).

Lol also CSECP(R.R) and CSECP(R,E) be ihe complete sets of non trivial E-critical pairs for
tespectively all I—sr in R on all g—d in R, and all I-r in R on all g—d and d—g for g=d in E.
As previously, but for a slightly different reason that will become clear later, top critical pairs

_ re ot to be considered for CSECP(RE).
| The notations SCP(l-»r,g—d) and CSECP(I—r,g—d) will also be used to make the rules or

efuations precise.

Lxumple:
Liet (x+y)4+2—x-+(y+2) and (e+x’)—x’ be rules and (y'+e)==y" be an equation. Then:

L €p=c+(y+z),q¢=y+2z>» is a critical pair of the second rule on the first at occurrence I,
+ assoefated with the overlapped term (e+y)+z. Note that p—"q.
. &p=c+{c+z)q=7> is a B-critical pair of the second rule on the first at occurrence e,

associated with the Ioverlapped term (e+e)+z ~F e+2. Note that p-»tg
€p=x+{y-+e},q=x+y» is a critical pair of the equation on the first rule at occurrence «,
assciated with the overlapped term (x+y)+-e. Note that p~Pq
EP=X-+(y+2),q=((x+y)+e)+z> is a variable critical pair of the equation on the first rule at
Now ¢ reduces to p in two

+R

different ways: q 5% x4(y+(e-+2)) “*Fzz,wx‘—»x‘] porg

RE
H[e,(x+y)+z—*x+(y+z)] 2

It the following, we use: Re-reductions as well as RE-reductions or more generally combinations
As a consequence, we will have critical pairs as well as complete sets of

|\ writicil pairs, according to the kind of reduction associated with each rule.
Mt-reductions yield eritical pairs as indicated by the critical pairs lemma:

: / ) _ R E R
Critical pairs lemma: [30] Assume ¢ o] b1 O b Hle,o1r) b 27d t “lrogod) bz OF b

’I_-'[FL;O.gﬂdl t, with v in (1). Then there exists a critical pair <p=0r,q=6(l[+d])}» of the rule or
the equation g—d on the rule or the equation |—r at occurrence v and a substitution r such that
t=mgu(l/1,g) and s==r¢ [Wg)UW1)], therefore b, =1p and t, = rq. 8]

B Note that we use the same substitution ¢ for both redexes t and t/v. This is legal, since we can

always assume that V)N Wg)=0 without lost of generality: just rename the variables when
niceded,  Although it was given for standard critical pairs, the lemma remains true for the case

Let us point out that a term t may be considered as a variable overlapping of any variablit of variable ones with the same proof. The verification is left to the reader.

such that #(x,t}=0 on itself at any occurrence vEG(L), vFe, with the mgu o =(x\ t/v).
overlappings produce variable critical pairs of an equation g=x on the rule l—r ||
overlapping the variable x with any non variable strict-subterm of I. These critical pairs &,
needed to handle linear rules together with equations of the form g=x. We want to point ol
that they allow a generalization of results in {30] and [37] to the case where such equations af

Sun?:-m

im-reductions yield complete sets of E-critical pairs:

i-Critical pairs lemma: [37]

Hil,
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- 48 - E - 49 -

i
Assume t _’fte,a,l—»rj toort HIECYU,,_"} t, and ¢ —*ﬁ,';g_,,d] t, with v in §(1) and v54c. Then “ﬂl Siiee —MURLE i included in —™E the RIURnl,E-Church-Rosser modulo E property implies the
exists a critical pair «p=0r,q=6(1|+d])» in a complete set of E-critical pairs of the rule g gli-Church-Rosser modulo E property. As already noticed before, we must be aware of the fact
on the rule -+ at occurrence » and a substitution  such that ¢ € CSU(1/v,g.E) and ihat 1t can be R,E-Church-Rosser modulo E and not RIURRLE-Church-Rosser modulo E for a non
7 ~F 10 [Wg)UWg)], therefore t ~F b and to ~F rq. "‘_ié:g:j)ly set Rl of left linear rules. Examples will be given at the end of the section.

i
Note that we overlap R E-reductions with R-reductions or with a one step E-equality. No oﬂi"ﬂm basic tool of the proof is multiset induction on the reduction relation
case has to be considered, as shown by a careful examination of our two local definitionss JHE _.5""0"'5"1’“‘"“/'3, denoted — in the following. The termination of — is simply based
coherence and confluence given in section 2. In addition, we don’t consider the case where-fﬁ}sl on the fact that —F/B and ~strictsubterm oo b i 1 oethorian and second on the following

applies at an occurrence v and —™F at occurrence ¢ the E-critical pairs lemma would be I ommutation lemmas, whose use as many times as needed permits to the transformation of a
for such cases! We will see in our main theorem how to treat this case without using ﬂ’;‘_l_,--_dvrivat.ion into a —*E derivation followed by a _.,Stricl-subterm_derivatian, as stated in the

lemma. (st corollary.

. ) . L WiEem . 5trict-subterm/E . +R/E ’ HR/E o 4 strict-subterm 3
The E-critical pairs lemma is proved in a way similar to Huet's, but we need to make prm’{!1 Ly 12: & =7t = 35" € Tsuch that s 3425 :

where E-equality steps can take place from t; to rp: since t;=or and rp=ror, they actually ‘.ut% ~ Prooft By induction on the number n of —Strict-subterm_ g 0000 o
place in the substitution part of t; and not in §(I). This remark is essential for carrying oupff, The basic "=? .Cﬂseblts Stfﬁlghtfm:"?:" PR
, L) e sbricl-subter D rict-subterm/E + Thitt
proofs in [67] and in [37). Here we will only need to assume that it does not take place ntlL; Llse, let s = m/ s =° /By ZR/Bp By definition, Ispty € Tsuch

top of tl’ thanks to multiset induction. that 5 1B s;‘ _ strict-subterm tf ~F { ZR/E t', therefore 5, ~E si. _,strict-subterm ti. JRIE ¢

. Since - can be performed after the reductions instead of before, we get
3.5 Decidability of the R’-Church-Rosser Property for ETRS | ~E st AR/E 5 —strict-subterm 4 AR/E s strict-subterm

strict-subterm

for some s}, therefore s
1 1

Our next goal is to restrict local confluence modulo E of —F with —® and local cohcreuré The result is then —achieved by applying the induction hypothesis to

modulo E of =™ to a convergence check on a finite number of critical pairs or E-critical pi = § ytrckiblerm/s 51 HRIE 8- o
for a suitable relation —*', 1] " ,
The two cases where —® = —® or »®' — RE 416 already studied in [37). The first qti[%.m"“y o == HVB o g slricoublerm ; y,strict-sublerm/e i
requires R to be left linear and yields Huet's classical results on con fluence modulo, whilell.
second requires the computation of E-critical pairs using a complete E-unification algorithm alifinile chains can thus occur iff strict-subterm/E is not well-founded.
yvields a generalized version of Peterson and Stickel’s results. Il_:gmma 13: t —Strict-subterm/E 4, = Jt® such that ¢ ~F t» _,Strict-subterm 1

Proof: Straightforward induction on the number of derivations. o

A first subgoal is to generalize these two cases by splitting the set R of rules into disjoint sels |

and Rnl with left linear rules only in Rl and use for —® the relation —®URME gofined foll
Sy ROLE Felatxon -—rRIU““']'E was mtroducgd 'and also studied in [3?], with a roposition 14: Assume R is E-terminating and E-conguence classes are finite. Then ~— is
powerful proof technique however, yielding more restrictive results. Note that linear ruls .| | founded.

be in Rnl which allows us to consider —® and —®® as two particular cases of —F i
Making Rl=¢ yiclds the classical Peterson and Stickel relation and Rnl=@, provided all ril{
are linear, yields the standard rewriting relation —®. &

In the following, R’ is used instead of the full notation RIURNLE for simplicity.

As'3 consequence of these lemmas, we get the following termination result:

Proofi After the previous corollary, we have to prove that strict-subterm/E is well
founded. From the previous lemma, this must be the case if E-congruence classes are
1 [inite, since the size of the terms in a given congruence class becomes bounded. al
. e Note thal the problem of deciding whether a set of equations generates finite congruence classes
A se'cond st{bgoal 18 ‘toprove “.‘e .decxdablhty of t‘he R-Church-Rosser property modulo oily is undecidable in general [71]. On the other Land, many theories of interest have this
provided FI is l?-termmatmg‘ Tl'ns is done by proving that thAe _R'-Church-Ro§§er moflu[". roperly. Some interesting ones do not however, like equipotency --x == X or even identity.
property is equivalent to checking that the normal forms of fqutely many eritical pairs i Kind of axioms do not fall into the scope of our decision results,

E-equal. Such a result was already known for the case where Rl is empty and rules in R are!
left linear. We will prove it for —»RXUR“"E, provided the theory E has a complete and fin
unification algorithm, and also finite congruence classes if Ral is not empty.

Al s now make some comments about the termination of R/F : Assume that E contains an
qalion g=d which is erasing i.e. there exists a variable x of Weg) which is not in Wd). Let
=r be a rule of R, ¢ and o substitutions such that o{x}=1 and o'(x)=r. Then
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d=od ~¢ og 3R o'g ~F s’d=d and the E-termination property is not satisfied. Thercfoma
will assume in the following that equations in E are non erasing ie. Wg) = ) for i
equation g=d in E. &
Assume now that E contains an equation t=x where x has at least two occurrences in t. Nt‘
that such an equation makes strict-subterm/E non well-founded. The same is true for R/ i 16
we now see: Let I—r be any rule. Then | is E-equal to a term with several occurrences of 1.0~
can rewrite one of them and start the process again with another occurrence of 1. For mstm
in the case of the ldempotency equatxon X = x+x, for any rule l-r: '\ )
1~f 141 =R r+l ~ r+l+l —P®rtr4l ... The same problern actually arises with any inswr
of such an axiom where x is replaced by any term with variables. As a consequence, theuL
allowed axioms of the form g=x, with respect to E-termination of R, satisly #(x,g)=1. Noli'*
however that these axioms are forbidden for strict-subterm/E to be well-founded, at least zfg iy
not x itself. iy

Let us now give our main result:

Theorem 15: Let R = RIURn! be an E-terminating set of rules such that Rl is left lmeml
complete and finite unification algorithm exists for the theory ~£, and E-congruence clashesm s
finite. Then R is RIURnL,E-Church-Rosser modulo E iff: .
All con fluence pairs «p,q» in SCP(RLRI) U SCP(RLRnl) U CSECP(Rnl,Rnl) U CSLCP(RnH{.
are R/E-confluent modulo E.

For any coherence pair «p,q» in SCP(RLE) U CSECP(Rnl,E), 3p' such that p—F'p’ and :i
pair (p’,q) is R/E-confluent modulo E. h
For any coherence pair <p,q» in SCP(ERI), 3q' such that q—®q and the pair {(p,a)i
R/E-confluent modulo E. y

Proof:

For the only if part, we use theorem 4 to show that local properties are satisfied, thus II
satisfied for the particular case of critical pairs. Smce these pairs are R'- confluent mudﬂ
E, they are R/E-confluent modulo E by inclusion of —®' into —R/E, ‘
The if part starts as the proof of theorem 4 (part (8) = (4)) and we assume it done (noff
that it implies the use of theorem 4 because we prove staterment (4) instead of statem
(1) of this theorem). The difference is that we have to prove the two properties of lai.
coherence and local confluence using the sets of critical pairs. This is done by multis 1
induction on +. Notations are the same as in theorem 4. In particular, t is the nz:.'

introduced in its proof
modulo E.

Let us first prove local caherence, speci fically:
Vt,t',t" such that t o~ t t H[uag—»d] t and t R

L tll
As in the critical pairs lemmas, we use the same substitution for both redexes. Note tLb! X
that we prove a slightly more general local coherence property than the one needed in ‘li‘ ,'
proof of theorem 4, because it will be needed in the rest of the proof. =
Let us now discuss different cases according to the respective positions of v and v: ;

e case 1. v and v are disjoint occurrences. Then the —& and (¥ steps commute.

, t} is a R™-normal form of ¢ and p L q iff (p,q) is R'-confluclf‘_l',‘_”

[u o l—1] &

, 3t} such that ¢’ e "'l WF‘?'.'..
1§
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o case 2: For the remaining cases, one occurrence is a prefix of the other. The result is
now straightforward if this occurrence (assume it is v) is not the empty occurrence ¢,
since we can apply multiset induction to the multiset {t'/v 1/v t*/v}, yielding
t'fu] ~F t/u], with t'/v £ t'/v|, since R is E-terminating. By the way, this is
cxactly the coherence property and it can be now easily lifted to (', t, t*) by adding
the missing context.

We therefore assume in the following that the prefix occurrence is e.

o case 3 v is a prefix of v, therefore we assume v==¢, with l—r in Rnl.
It follows that t' |4F t , thus t' — R“m] t*. This is the reason why critical pairs of
cquations on rules of Rnl are not to be considered.

e case 4: v is a prefix of v, therefore we agsume p=e¢ with l>r in R, and v & §(l).
Then the result follows in the same way as in case 6 below.

s case 5: v is a prefix of v, therefore we assume v=¢, with l-r in Rl, and v € §(l).
Then the result follows classically from the critical pairs lemma, using a critical pair
of SCP(E,R]}. Note that g==d can be the reflexivity axiom and that no critical pair
is nceded for this particular case.

o case 6: v is a prefix of v, therefore we assume v=¢, and v ¢ §(g), thus vse.

Because no overlapping occurs in this case, there exists an occurrence w which is a
prefix of v==wv' and such that g(w) Is a variable x. Let us now define a substitution ¢
such that 6(y) = o{y) for any y distinct from x and 6(x) = o(x)[’ « o1]. As equations
are non erasing, x occurs at least once in d. It is then easy to check that t'3* od
and " %% gz which ends this case, since g=d € E. Note that our definition for
coherence allows rewriting from t*, which was not allowed by Peterson and
Stickel's, and this was the reason why equations were required to be linear in their
work.

8 case 7: v is a strict prefix of v, therefore we assumne v=¢, v4¢, and v € §(g) with
}-rin Bl Then the result follows classically from the critical pair lemma, using a
critical pair of SCP(RLE). Top critical pairs are useless here since 5%

o case 8 v is a strict prefix of v, therefore we assume v=¢, and v5%£¢ and v € §(g) with
l—r in Rnl. As a conscquence, §(g) # 9.
Once more, there will be no need of top critical pairs since v£e.
By the E-critical pairs lemma, there is a pair <«p=0d, q=d(g[v+or})>
'SECP(RnlE) and a substitution r such that o ~% 1 [V(g)UW1)], therefore t’ ~f P
with E-equality steps taking place out of §(d) and t* ~ . By hypothesis,
p —»F'] p’ and the pair (p’,q) is R/E-confluent modulo E, therefore mp —+F'] p’ and the

pair (1p’,rq) is R/E-confluent modulo E, which implies p’ ~* rq with a proof
containing terms that are all smaller than rp’ or rq for ~+. This is step 1 on Figure
4.

Since the multiset {t" ... 7q ... /p’ rp ... t'} contains terms like 7 and t' which are not
smaller than t for +, the induction hypothesis cannot be applied to this multiset.
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To overcome this difficulty, we now show that t' is R™-reducible to some ty rehi
7p’ by a multiset of A-equal terms all smaller than t: t —E bRt
As already noted, we know from the E-critical pairs lemma that the cquality s @ |
between rp and t' take place out of §{(d), thus at some occurrences op il IFe. =R’ local R"I toc.
different from e As a consequence, we may apply the already proved Rill coh. | coherence ¥ confl, R ¢
coherence property (cases 1 to 6), starting from (rp’ rp t1) until we reach t'. Ti. ; L ‘tl" L to L t
are steps 2 and 3 on Figure 4. S 2 @ 1 ‘o
The conclusion then follows by applying the induction hypothesis to the muli I?’*\ Ind Ut R{
{t* . rq..7p" .. tr .t g E t,lz
t

Figure 6: Local Con fluence Proof, case §

These are steps 1 and 2 on Figure 5.
Since the R-reduction applies now at the top of t, we can apply the already proved

case 3 to close the diagram, thus ty L t. This is step 3 on Figure 5. The proof is

critical pair lemma E leg—d]

E ' E E 4
Pyt

|
Ra @] R’| @ iR‘ @ ‘LR’ ; then completed by using the Church-Rosser property applied to the multiset
£ B g LR/E r;f tn L L, £ = {t* ...t ... t'}. This is step 4 on Figure 5.
\\ ® 1 _- 4 The reader is encouraged to check that the critical pairs used all along the proof are
\R’*\ Ind. - o I exactly those defined previously. a

Atnl ~E tvlk/ ' ) ) )

2 (Fhe proof makes clear why left linear rules are easier to handle: what happens at a variable
.}‘-p_iurl’ in an tnstance of rule happens once which makes the coherence diagrams commute by
I'simple rewriting. This is not the case for non left linear rules: If an equality is applied at a
Let now prove local con fluence, speci Sfically: ‘wariable place, the first rewriting needed in the coherence property must incorporate the same
For any t' and t* such that t, _,f:;”g_’d] ¢ and t, R Lt L £ As beforu,}.‘““““my at the other variable places (of the same variable of course), since an equality step is

tu
|v,o1=1] 1t .
discuss by cases according to the respective positions of v and v. Qiialowed here.

e case I: v and v are disjoint. Then the diagram commutes and we are done.

Figure 4: Local Coherence Proof, case 8

il

A weaker result was given in [37], where it was shown that the R-Church-Rosser property was

* case 2 neither v nor v is «. This case works as case 2 in the proof of local coherent e under the stronger assumption that coherence pairs of rules in Rnl on equations have the
property that p is always reducible to p' at an occurrence in §(d). As a matter of fact, this

¢ case 8: v = c. The subcase where there is no overlapping works as usual. The w;rﬁwif. does not require th? equa?.iona,[. theor?' E to have finlite congruence classes. The reason is

8nd b the E-cri&fmal we do not nced any induction with strict-subterm/E in this case, since case 8 in the proof

. .y . . R' Rl i
sut‘)case is prc:)vedkby the critical pairs lemma if —»® is —® (of local coherence becomes vacuous and cases 2 in both local proofs are used only for
pairs lemma if —

? . B il followed (in bo'th cases) by multiset induction. Mervonionce. On the other hand, the requirement on these critical pairs forbids an equivalence
will use, in the flrs.t‘case o c.ntxca.l pair in SCP(RLRI) or SCP(RLRnl), and m'h(-snll-, because this strong assumption on the way the coherence pairs become convergent
second case an E-critical pair in CSECP(Rnl,Rul) or CSECP(RnL,Rl). Note that wannol be a consequence of the R™-Church-Rosser property. The question arises now whether
critical pairs are needed here. _our equivalence result is true for those theories that have infinite congruence classes. We
: . ‘tonjeclure it is. A way to prove it would be to show that we do not need the full power of the
¢ case §:v = cand v 7% . The subcase without overlapping works as usual, 'n_-",ﬁ'lhliun ~ in the proof, i.e. the infinite subterm/E-chains cannot occur. For doing that, a

. . g . . R' . Rl R' - A e L L. . 3 :
other subcase is proved using the critical pair lemma if »™ is =R, If —®" s iselul assumption could be that the critical pairs are of minimal size, which can be achieved by

the E-critical pair lemma does not 3PP1}’ and we need the use of the already prot A'chmsing an adequate E-unification algorithm. Note that such an algorithm can always be
local coherence property. Since t; —% t', therefore t, =% ', there exists tsl

.;t'tbthiﬁnd from a standard complete one by checking each unifier for minimality with respect to
that t ~®t —»i‘c g—d) t'. On the other hand, t_ ”"ftul—‘r t4. We therefore can -'spd_:!.__ isize,
local coherence n times starting from t, until we reach t with the following situnthif‘. '

. , ‘Axa corollary of the previous result we can decide the R'-Church-Rosser property of a set R of
e Ltel o Lent~"irende g U [

&
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rules modulo & set E of equations by checking for E-equality the Re-normal forms of the pid Il ean be verified (using o Knuth and Bendix implementation, for example the FORMEL system
(p,q) or {p’,q) or (p,q’) of the previous theorem, for any reduction relation R* ranging betwmi of G. IUET at INRIA or the REVE system (55, 47]) that this set of rules is R,E-Church-Rosser.
R’ and R/E. - As these rules are all left linear, they can all be dropped to Rl. In that case, the set of rules is
N . . ol Church-Rosser anymore. Moreover, its completion generates an infinite set of rules, as we
Theorem 18: Let R = RIURn! be an E-terminating set of rules such that Rl is left linear;s will see in the next seztion. Which rule,s do we rially neged to have in Rnl? First of all, \;e need
complete and finite unification algorithm exists for the theory NE, and E-congruence classes the first rule in Rnl to make the following coherence E-critical pair convergent:
finite. Then the R-Church-Rosser property is decidable. | €p=(x+0)+2,q=x+z» obtained from the superposition of 0+x" on x+({y+z) at occurrence 1
with the unifier (y\0, x’\z). Then p reduces to g using the rule 0+x' — x' modulo

Proof: As a matter of fact, the E-equality of the previous confluence and coherence pai g . E, 3 . ;
eommulativity.  Checking the other rules is left to the reader or her Knuth and Bendix

implies the R'-Church-Rosser property. Conversely, the R-Church-Rosser property implisl © .

the desired property with R™-normal forms instead of R*-normal forms. But we know froa mplementation. L . o ) .

theorem 3 that R/E-normal forms and Rnormal forms are the same, thus R*-normal forgel Nolice that only commutativity was used in this example: the question arises whether our

too, since —®" is included in —*E and contains —¥. ’ g fsults can be extended to the case where each rule l—r has an associated subset E' of E that

;- ean be used for rewriting with the relation —!™%E Clearly, the framework used here is

We want to emphasize that we allow normal forms of eritical pairs to be computed with ay powerful enough to solve this problem and see what are exactly the critical pairs to be
i computed for such a rewrite relation. In that case, a linear rule can be ccnsidered to have both

reduction relation —®" ranging between —% and —*/E instead of —®'. This is very imporl.'\nl‘, A . . . \ " Non li il
in practice, because it allows E-equality steps to be performed during the reduction process b fion-linear and linear status according to the respective sets E' and E-E'. Non linear status wi

R' For computing associafiis foquire the computation of complete sets of critical pairs whereas linear status will require the

—". This arises in a natural way in many practical cases: ;s ’ A . : Tor
commutative (AC) critical pairs for instance, flattened ferms can be used to make (i COMPutation of classical critical pairs. In this case, we need complete sets of unifiers for a

unification process easier. Flattening results in applying the rule f(x,f(y),z)—>f(x,y,z), where gl Wihieory B of the whole theory E. For the last example, the subtheory is the commutative
and 7 stand for (maybe empty) vectors of variables, for any AC-symbol f, whose arity is nau[ one. However a theory can have a complete and finite unification algorithm whereas at the

varying. This can result in modifications of the starting terms within a AC-equivalence el ¢ time one of its subtheorics does not have one. For mstance, the AG-theory has one

Our result proves that it does not alter the soundness of the whole process. Of course, this I-!I'._.'nllllmigh the associative one does not have a finite one. This remark limits the practical
’ Jintorest of such a method. It can however be intercsting for speeding up reductions in some

not completely true for coherence pairs, since a first R’ step is needed here: only then can terms,n". )
be flattened! | cases.

;

Let us now come back to a main practical problem: which relation R' is the best one fil Erample:  Let us consider an interesting algebraic theory having constants, a unary prefix

efficiency of computations? Clearly, the more rules there are in Rnl, the more inefficient thi “IeFator - and a binary infix operator + with the following properties:
rewritings are. On the other hand, the more rules there are in Rnl, the more powerful iy 7%= %: :{x tY) =y 4% x4+ (x+y) =Y and (y +x) + x =7y. . .
rewriting. We therefore want to find the most efficient rewriting relation —" that providesil _Th‘"qe prjomsiean be usc.d as rules. Applying Fhen t}_le sta..ndard Knuth and Bendix completion
R-Church-Rosser ETRS. | procedure carries on a divergence for any possible orientation of the generated rules. However,
. lhe infinite set of rules can be described with a finite set of meta rules (41, 46]. On the other
ptop' or q to g’ for the coherence pairs (p,g) As a consequence, if a linear rule of Ral is nem;-_,h'?"d_’ we can try to use as cq'uations those rules causi'ng the divergence of the process. Let us
used with the full power of the relation —R"E (recall that —RM —»R“I'E) to reduce such ajpi j.n?qsun!n that the two ﬁ_r gt yedints BER ‘.ISEd = equ.a.txons Wi t.h? two others e rule.s.‘ ’I"he
or a ¢, it can maybe be dropped to Rl. But this is only a hint: new critical pairs of tllei'.'-'-’t‘.‘|unl:1:=|1al theory assr?cmt.cd with the first two axioms has a finite and complete unification
’ lgorithm [45]. Checking the sct of rules shows that it has the R,E-Church-Rosser property {46].
This is a good example of an ETRS that does not fall into the scope of our decidability results
- since the congruence class of x is infinite, whereas it can be worked out using the results of [37],
. where sulficient conditions are given for testing for the Church-Rosser property.

The previous proof makes clear that the relation R’ is linked to the rules that are used to redu

equations on this rule have to be computed now and they must be confluent modulo E.

This discussion suggests that all rules should be first in Rnl, trying then to construct an Rlu
indicated. Clearly, some work will be needed to find good stategies for that. Let us ndr
consider an example.

_‘-.B_efnre ending this scetion, let us point out that little is known about E-termination. A theorical

Ezample3; Let 0, 1, -1 be constants and + a binary infix operator. . - .
g bl f f
Let 0+ x' — %, 1 + -1 — 0 and (' + 1) + -1 — x' be the rules of R ::.I [;;Iy of the problem may be found in [39] and some effective, yet complex, methods in [14] and

and (x+y)+z = x+(y+z) and x+y = y+x the equations of E. &0" the other hand, some progress has also been made recently for checking the Church-Rosser

. property using a weaker termination property than E-termination, namely the termination of
" b used reduction relation. Two different approaches can be used, one is reported in [64] and
3This example is due to Etienne Paul, CNET, Issy-les-Moulineaux, FRANGE, who pointed out the previon | [40], the other in [30]. The properties used in place of coherence in these works are much

problem. 3
(&
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stronger and involve many restrictions in practice. The second approach, however, is W 4 The E-completion Procedure

suited to some equational theories like the associative commutative one.

Given a set of axioms, the E-completion procedure attempts to obtain a confluent and coherent
| sel of rules that are as far inter-reduced as possible. Completely interrecuced sets of rules can
I be expected to have a normal form property, i.e. they depend upon the squational theory ~*

rather than upon a particular presentation of it. Although this goal is casily achieved for the

standard completion algorithm [59}, it turns out to be one of the main di‘ficulties in the design
~of the gencral E-completion procedure. As a consequence, we will discuss several variants of our
' Ulgorithm, with only one of them having the property. On the other hand, we will see how to
. el a completely interreduced set of rules from a given Church-Rosser set of rules that does not
~ have the property. An second expected property of a completion algorithm is its use for testing
. [or the Church-Rosser property of a given set of rules. This can be achieved by using & very
: simple trick:  to avoid the starting rules to be reduced, they can be protected during an
| juitialization phase. Another way to achieve this goal is to apply the previous preprocessing on
"Ml starting set in order to start E-completion with a set of interreduced rules. Finally, our
f Algorithm can be used as a semi-decision procedure for A-equality as usual.

¥
| 4.1 A Very General Completion Procedure for ETRS

I‘ i . . . . . -
- As a main feature of our algorithm, coherence is dynamically ensured, unlike in Peterson and
Blickel's AC-completion algorithm, where coherence is ensured by systematically adding the so
! Cealled Ac-eztem.lcd rules [(I{x,1;}1,)-f(x,r) with *EV1JUWL,), to those rules f(1;,1,)—r having
. i AC-top function symbol f [67].
! Mhe B-completion procedure works on a set P of pairs, a set R of rewrite rules, a constant set E
| 6 equations and a well founded E-reduction ordering, ie. a compatible quasi ordering >
el that its associated equivalence ~ contains ~¢ and its associated strict ordering > is well
| founded. See [10] for an introduction to termination proof methods and [39] for an introduction
~ lo F-termination proof methods.

 There are two ways of using the E-completion procedure, that differ upon initialization:

_ oTo built an R*-Church-Rosser set of rules from a given set of axioms. In that case, it starts
 wilh an empty set R of rules and a set P of pairs initialized with those axioms that are not in E.
“#To check the R-Church-Rosser property of an ETRS made up from a set E of equations and
- an F-terminating set R of rules. In that case, it starts with an empty set I of pairs and the set
~ Ritsell, whose rules must be protected, else some of them could be removed if they are reducible

by some other rules as explained next. If the Church-Rosser property is not satisfied, the set of
rules may then be completed as before.

! During the completion process, P is updated by picking a pair at a time in order to make a new
il and dropping in, on the one hand those rules whose left-hand side becomes reducible by a
. tiuwly introduced rule, and on the other hand the newly computed critical pairs. Pairs in P are
| further compared using the E-reduction ordering >, producing rules for R.
.;i"Th'o rewriting system R is divided into a set Rl of left-linear rules and a set Rnl of non-left-linear
';;-'.'_rillvs. Each rule |—r is:

tabelled by an integer n and denoted n:l—r, 1 —r,, or simply n. The label tells us when the
1 nile was ereated,
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i
I

smarked as soon as all its critical pairs with the axioms of E and with the previously cra © Nule the Jinks between the definition of simpli fiability of a rule and of top-reducibility of a
rules have been computed. | toherence pair.  Actually, the problem is the same: we want some reducibility property to
“ remain after some rules have been deleted.

In addition, two particular‘featurw have been added in order to ensure the coherence props|  PROCEDURE E-COMPLETION (P, R, E, >, n)
protected rules and extensions. Let S = {«p=0d,q=0c(g[v+1]}» | s€CSU(g/v,),E)} be the s 5§ P is not empty

E-critical pairs of a linear or nonlinear rule n:l-»r on an equation g—d of E at occurrem’-:-‘:ﬂ' ITITFN choose a pair (p,q) in P ; p' = pli ¢ = 1,4
Remember that the left member, p, of any of these E-critical pairs in S has to be R-reducibh " ) p-E 'p,q P Piiq Rt P ———
ensure coherence. [ CASE p) ~ 'q THEN R =1E-COI\:£PLETION {P-{(p,a)}, R, E, >, n)

sAssume first that p is R*-reducible, but only at the top by a non-left-linear rule kil —r, sl p'>4q THEN l=p’;1=q}; (P,R) = SIMPLIFXCATIOI: {P-{(p.a)}, Z:c&;‘l”‘)jca" )
that p is an E-instance of 1, and not simply an instance. In that case, p is said o] , ‘ Eﬁ=,'E-iOt\fPLETIC£\I (P}:{PRUIE]C]_'TI%\; (E;*: “+;] e
top-reducible by the non linear rule k and k protected for coherence of n. Wif.hr.'_: C> P THEN l=q; F=p", (P,R) = SIMPLIFIGATION (P-{(p.q) ’ri’ur;;:)c,all 2
protection, such a coherence critical pair <p,q» could satisfy the required property at st B F’.COMPLETI%N (P, RU{m:l>1}, >, n-+1)

step of the completion and not at a further step if the left hand side of the previous nomdt’ ELSE STOP with FAILURE

linear rule k has become reducible and the rule be dropped into P. As long as a il END CASE;

protected, its left hand side is not checked for reduction and the rule cannot be removed frr. BISE IF all rules in R are mark?d

the current rewriting system. Note that a rule can be protected for coherence of several rula | TIEN RETURN R; STOP with SUCCESS ) ) .
sAssume now that the rule n is not in Rl and there exists in 5 an E-critical pair <«p,q Ve ELSE Choose an unmarked rule m:l—r w.r.t. fairness selection hypothesxs;
left member is R-irreducible. Then an extended rule for n is added to Rnl, obtained from|l (n,P,R) = CRITICAL-PAIRS (m:l-r, R, _E,n); Mark the rule m:l—rin R ;
extended pair «gfv+l],glver]:> which must be directed from left to right, since I>r and» It = F-COMPLETION (P, R, E, >, n) t3il recursive call 3

compatible. As Peterson and Stickel’s associative commutative ones, extended rules reduteg END It

top all left members of E-critical pairs in S, since p is an instance of glu+l] modulo ~E BN

P = od ~® og = ofglvrg/v) = oglvro(g/v)] ~F oglvral] = o(g[u+])), using the homomorpt D E-COMPLETION

properties of substitutions. g

As a consequence, no protection is needed for the other coherence pairs of 1—r on g—+i' Note the clegant form of this tail recursive procedure, making easy its understanding, its proof

occurrence v. Note in addition that an extended rule is a particular case of a rule inli 4nd its transformation into an efficient iterative procedure.

reducing p at the top. They are therefore implicitly protected. | Tle SIMPLIFICATION procedure transforms a set of rules into a quasi interreduced one. Rules
;e,;.\vhere only the left hand side is simplifiable must become new pairs, since their orientation

A similar problem arises with coherence pairs coming from the superposition of a rule in RIwit MY change. On “{‘-’ other hand, rules whose right hand side only is reducible remain as rules,

an equation. Under the same previous circumstances, non left linear rules will be protected Sice their orientation does not change. Note that simplifiability is a particular case of R'-

extensions added. However, the extensions are much simpler here: It is the rule p—q or q..f-:i teducibility, but that some R'-reducible rules are not simplifiable: the reason is that some

aceording to which set SCP(RLE) or SCP(E,RI) the coherence pair «p,q» belongs to (the rig’ H-reducible rules cannot be removed without loosing the coherence property. This will be clear

side of the coherence pair must be reducible). These extensions may belong to RI and/or wm_i [rom the prool. As a consequence, the resulting set of rules will not be fully interreduced.

but do not need any protection, since they reduce p {or q) without using any E-equality stup:s::.;',l PROCEDURE SIMPLIFICATION(P, R, 1—7)

before. M= (k in R | & is simpli fiable by 1~r}:

K'= {kin K | k is not an extension rule};

r=ry {(li(,l'k) | keX, lk*‘[l—‘r]ll)(};

Let Ext{n) be the set of those rules added by the procedure for coherence of n or of a rulé
Exi{n). When the left hand side of rule n becomes reducible, rule n and all the non proted’ . 72U
rules in Ext(n} are removed from the current rewriting system, which may require a comp: 0= {l—r |4 —r R, kEK, 1 =

data structure. More generally, when a new rule 1—r is introduced by the process, the ol
rules are checked for simplification. A rule I'—=r’ is called simplifiable by I—r iff: i
ol is a true instance of 1 {and not an E-instance) or a strict subterm of I' is an instance of I
an E-instance if l-r € Rnl). In other words, I' is reducible at the top or one of its s
subterms is E-reducible. _w_' o might be expected, I—r must be unmarked and unprotected.
oIt can be protected (an extended rule is a particular case of a protected rule), but only (o
coherence of rules simplifiable by 1—r.

{l-r} rkl - I,i(}7;

'I'T.}le normal forms of p and q can be computed with any relation R® ranging between R’ and R/E.

O indicated in [49), some cases can be solved by adding new function symbols.

‘Marked and/or protected rules remain marked and/or protected after reduction.
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B
RETURN (P.R) b
END SIMPLIFICATION I

An efficient implemention of this procedure is not straightforward: It requires a carefill
computation of both sets K and K’. Note that extended rules disappear when they becom ;

simpli fiable.
The Procedure CRITICAL-PAIRS computes critical pairs, sets protections or adds extension m[a"I
if necessary and returns a new set P of pairs of terms. k-

PROCEDURE CRITICAL-PAIRS(m:l—r, R; E,n)

IF m:l—r € Rl 1;
THEN P = Y SCPImK) U o Ve SOPIom)} U Y, conCSECP(km) [
FOR any <p,q» € SCP(l—r,E) (resp SCP(E,l-r1)) |
DO IF p (resp. q) is irreducible THEN I'=p; r'=q/; (resp. I'==q; r'=pl;) i
(PR} = SIMPLIFICATION (P,R,I'—1");

R =R U {nl'—r'}% n=n+1 §

ELSE p—[j P's P =P U {p"a}; (resp. q—fj 43 P =P U {p.q'h) .

IF p gresp q) is top-reducible by ] THEN Protect j for coherence of m ENDIF [

END IF i

END DO v
P=\cm l“:.RCSECP(m k) U k<m keRlSCP(k m)} U k<m kennICSECP(k m); fi
FOR any g—»dEE vED(g), vi£e such ‘that U= CSU(L,g/v,E #ﬂ
DO IF 3 o€l such that od is irreducible
THEN P=gfv+l]; r'=g[ver]; (P,R) = SIMPLIFICATION(P R,l'->1");
R =R U {n:I'—r'}% n=n+1 f
ELSE FOR every ¢ in U l
DO p=od ~f p'; P = P U {p"o{gv1])); |
IF p is fop-reducible by j THEN Protect j for coherence of m END IF
END DO
END IF .
END DO
END IF; : |
RETURN (n,P,R)
END CRITICAL-PAIRS

ELSE

The E-completion procedure can stop with failure, stop with success or loop forever. In the fir, |

case, all what may be said is that every pair or rewrite rule generated so far is an equntiom!{

consequence of the axioms. It is possible that trying again with another ordering would bringif -

success. We are interested in the two remaining cases, when all pairs considered in P at eve
recursive call, can be compared by ~, no matter whether the algorithm stops or loops fores|
yielding then a semi-decision procedure for A-equality. These two cases are considered in i

forthcoming subsection in a way similar to [30]. LI.
E—— il i
Corollary: ~*UEB C A

8The extension I'—r" must be unmarked and unprotected. It can be added to Rl or Rnl. 1

gT he extensi;dh must be unmarked, added to Rnl and protected.

According to these different sets, we consider two reduction relations:
L nd

Lemma 17: Vi>0,
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4.2 A Complete Proof of Correctness

! Lot us introduce the following notations, consistent with those of [31]:

ol and R; denote the values of arguments P and R at the ith recursive call. Since the recursive

" uills of the completion procedure are tail recursive, proving properties of the procedure will be

agsy by induction: Assuming a property is true at the ith recursive call, we will prove it for the
gyt recursive call by checking what happens along each path from the beginning to a tail

~reursive call. We will use the notation case n to indicate that we are interested in the path to

the tail recursive call n. Since the two recursive calls 2 and 2' are almost the same, we will

~ tlways make the proof for case 2 only.
R — Lf]li is the set of all rules generated during the process. R is split into lcft linear rules R}

anil non left linear ones Rnl.
o = {l-rin R | i Vj>i, I>risin R.}. In other words, Reo is the set of those rules which

. ate never reduced, neither on their left hand side nor on their right hand side by other rules. If
1! lhe completion procedure stops, Reo is its result and is finite. If it does not stop, Reo is infinite
- and is the limit of R. Roo is also split into a set of left linear rules and a set of non left linear
~nies. Since these subsets are the limits of Rl and Rnl, they are respectively denoted by Rle and
! Hlllm

SR g LR Rule
SRS o Rl | RoleB Reo/E5

Notice that —F= is included into -—»R, — is included into

" is included into »%". Since R is E-terminating, 50 is Roo.

R

- Min [‘&I,, the first part of the proof consists of stating that R and E generate the equational

Uieory ~*,

(a) ~Pirt € ~FUYUE and (b)) ~Fip1 C ~TIURUE,

Proof: By case analysis, according to the possible tail recursive calls in E-COMPLETION.
case 1: P = P-{(p,q)} and R,y = R; and both (a) and {b) are obvious, since

nummlimtinn isa partlcular case of equational deduction.
case Zand £ (P, | R, ) = SIMPLIFICATION(P;-{(p,q)},R; 1=1). Therefore,

P =PV P} U {(hr) | kin K} and R = {—n | kgL U {lor}.

Nt ~Ritr ¢ then t ~PiURVE ¢ since 1 ~PIVRUE 1+ ang Iy ~Ril=rUe r, and thus
lk Nl’iUR-IUE rk
It ~Fit1 ) then t ~FYURVE ¢ gince L ~RUIT r and thus I ~FURUE 1,

case 3: (P (R, ) = CRITICAL-PAIRS{m,R; E).

Then ~Fit1 € ~FiUNUB since critical pairs are computed with respect to rules of
equational deduction.
As new rules in R;,, are exlended pairs that are also computed with respect to rules of

equational deduction, ~Ri+1 ¢ ~FURUE, u]

Proof: Easy consequence of Lemma 17. 5]

=

!




B

)|
Note that the converse requires a precise prool, since some rules may have been deleted dufi.
the completion process.
The next two lemmas are an important point of the proof. They assert that the R [E-conflutir
modulo E of any pair put in P is ensured.

Lemma 18: Vix>0 V(p,q) € P, (p,q) will be selected at some recursive call j>i.
Proof: This is equivalent to prove that there exists k>1 such that P, is empty. To mmr
recursive call i, let us associate the multiset of terms denoted {p, R;} built from thekhi
and right hand sides of all pairs of terms in P; and R, The numbers of axioms in P, E

b
rules in R; are denoted by [P,| and [R;] respectively. Let us now consider the followii’
ordering on these multisets: i

{P,R} > {Pj Rj} iff lexicographically:
a. [P|+R} > [P;|-+R;| b. {pjl > [l e {P R} = {p; R;} l
where > . is the multiset extension of the E-reduction ordering > used in the Procedir.

E-COMPLETION. I
Since the definition is lexicographie, it is sufficient to prove that each case is well foundu![:

which is straightforward. I

Let us now prove that {Pi’Ri} > {Pi+1'Ri+1} by case analysis:

case I: Py = P; - {(p,)} and R, = R;. then [P |+[R] > Py g+ -
case 2or 2P, =P, - {(p,q)} U {(,r) | k€ K'} and Ry ={—~n kg KU {t~]
If K" is a strict subset of K, |P|+[R,| > 1Pl IR, ) I
I K=K, P|+R}=[P, ;| +R; )| If K is empty, [Pl > [P, else K has at least oo
element which is a R'-reducible term of {P,R;} and in this case {P,R} >

malt, {PigrRiglh

since each rule in R’ has been checked for termination with >. i

Lemma 19: Vi>0, ¥(p,q)€ P, 3p’,q" such that p HRIB 5 g HRIE @ and p'aBq, fi
Proof: From previous lemma, we know that any pair (p,q) in P, is selected at sunn|'.

recursive call j. It satisfies the claimed property since either plR* ~E qlR, uj
PIR*—q|R" (resp. q|R*—p|R") ER, . 9
We are now able to state the first part of the proof of the completion procedure: i
Proposition 20: ~A = ~RUE t
2

Proof: From the previous lemma applied with i==0, therefore Py==R, it follows that M

therefore ~*, is included into ~®YE. The result then follows from the last corollary, 1@

The second part of the proof consists of proving the Church-Rosser property for Reo. It 4l
follow from the fact that the critical pairs of R satisfy the properties of Theorem 15. /
To be sure that a rule cannot be ignored indefinitely in the selection process of the ELSE bran

%4 € Tsuch that s _s,strict-subsumption/E g ~
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(ambined with lemma 19, this will enable us to prove confluence of coafluence and coherence
jairs.

Iufore stating and proving the Church-Rosser property of Reo, we nzed to prove the well

foundedness of the reduction relation used in the proof. Let ~ be the relation

Tt U _’sant-subLerm/E U _gtncb—subsumpnon/s’ where _,Strict-subsumption/E is the strict ordering

| asociated with the following preordering: s —SUbSUMPHON/E ¢ ior 300 41 oo that § ~B st ~E g

md s' = o’ for some substitution . First, —Stict-subsumption/s yoy o vhboced well founded.

“As already noted, this is usually the case as soon as the theory E has a finite unification
i

algorithm, The rest of the termination proof is based on additional comriutation lemmas.

Lemma 21: s _g, strict-subsumption/E ¢ KRB

3’ € Tsuch that s ER/E s' s, strict-subsumption £

Proof: The proof is similar to that of lernma 12 and is left to the reader. o
Lemma 22: s s, Btrict-subterm/E ¢ _s,5trict-subsumption/E t e
E _s,strict-subterm ¢

Proof: The proof is by induction on the length of the entire derivation. If s==t, the result

is obvious. If t==t’, the result comes from lemma 13.
Else 5 8trict-subterm/E 5, _,strict-subterm/E t _,strict-subsumption/E t’2 _,strict-subsumption/e t'

By definition, 3 t, € T and ¢ € £ which is not a renaming modulo E such that
t ~E ”t" _,strict-subsumption tl e t’2’ therefore t ~E dt2 _,strict-subsumption tZ' Since the
same process works with the strict-subterm relation as already noticed in lemma 13, we
gt s -~ s, —Strict-subterm at, —strict-subsumption | We cap now make strict-subterm
and strict-subsumption commute. By definition, Jv such that sg/v = oty  Assume
without lost of generality that ty) N Ws,) = 0, therefore Do) N Vs,) = @ (else, we
must perform a variable renaming on ty, which eventually renames the variables of ¢’ at
0(32[mt2]) and thus s _,strict-subsumption 52[”%2] _;Strict-subterm t2‘
The result is finally obtained by pushing the strict-subterm reduction to the end using a
first application of the induction hypothesis from Sylu*t,] to t' and then by a second

the end). Now, s, =

application of the induction hypothesis to the whole derivation except the last strict-
sublerm reduction. a

Corollary:

b= g R/E o _s, Strict-subsumption o -, Strict-subsumption/E o g,strict-subterm 5 _s,strict-subterm/E

Proof: follows from lemmas 12, 21 and 22. u]

At a consequence of this corollary, the relation ~— is well founded under almost the same

of the THEN main branch of the procedure E-COMPLETION, a fairness selection hypobhesiai:?. liyputheses as in the previous section, since the strict-subsumption relation is well founded and
\".

required for the choice of an unmarked rule in R: For any rule labelled k, there exists
recursive call such that:

ecither rule k is reduced by the newly introduced rule and removed from the current soldi
rules,

o or rule k is selected and CRITICAL-PAIRS(k, R, E,n) is computed.

v

lhe strict-subsumption/E relation is well founded by the added hypothesis.

Theorem 23: Let R = RIURN] be an E-terminating set of rules such that the rules in Rl are
el linear, a complete and finite unification algorithm exist for the theory E, E-congruence

~ tlasses are finite and the E-subsumption preordering is well founded.
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Then Reo is Rio-Church-Rosser modulo E provided that the fairness selection hypothedi

satisfied.

Proof: Let us denote by t| the Ri-normal form of t, and write slt iff 38’6 suchll
§ it st R 0 and g AP t’, ands Lk/E t iff 3’ such that s 52/E g and t HR/ES il

RUE

Since ~* is the same as ~FUB we

induction on .

HRUES HRUE 5, HIZUE insy

whole multlset {sq

enable us to apply multiset induction easily on {so

and s’ are proper sons o[t for .
ot —F tn+l If b is Rm-lrreduclble then so is t.

that we redeflne next using the previous notatlons and the result follows Inj'
induction hypothesis applied to the multiset {t0
applied first as shown on the left part of Figure 6 and then induction to the muli
{tg -t b, - t,41) which is strictly smaller than M, since the terms between b :n‘Y-'

t,,, are all proper sons of L

figure.

LR R t,: the result follows from reducibilily of R by Reo, which then allows uslt-
apply the induction hypothesis to the multiset {1.0 o by
smaller than LA for ++. This is shown on the right part of Figure 6.

RUE

E
T ~ t 8 :’n+1 ‘to
[ i loc. coh. IR |
i St
I @ Ind. ! ,
«R&o #Réo iR
; N
01 ~ f;n+11 t01

Figure 6: Church-Rosser Proof using local coherence (left) or reducibility (right)

R
." - n+l

propcrty, making clear step 1 in Figure 7.

con fluence (step 2} and induction on the multiset {tn IL t

may
ty ~%UE thpr = tol i bpgqde Let M={tg,..t,t 1} such that Vig[0.n] t, (RUE LH*s_i_
The proof is very similar to that of the Church-Rosser Theorem 15, and works by mull
Three cases have to be distinguished as usual.
particular local property defined next thanks to the following notation: N ILs ifig

such that 3j Vi€[1..n] t.i 5 8 A
Sy41) I8 strictly smaller than {tj}, thus smaller than M. This'ﬂl.

+l} Note in addition thmll !
transitive for a given t and that s R’ s', s L s’ and s L}Z/C s’ imply all s [L s, prm’llJ“.

for = by definition of IL This is step 2 on thess

We apply first the induction hypothesis on the multisct {t
Smce t. is not in R-normal form, it is not in Ri-normal form by the re,du('lb :
The proof then follows from I

actually  prove (i

Each one ussf

As a conscquence, |

) by the local coherence prop

. t.}. Else, local coherenr

t +l} whose terms arel

RUE R

St tu e tn+1 £'.
. @ | :
" red. Ln& s

e

® md |
Jrte
NE

atp1) (step 3).
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Figure 7: Church-Rosser Proof using local con fluence

We are now left with proving the three properties of reducibility, local coherence and local
confluence, assuming the Church-Rosser induction hypothesis on multisets strictly smaller
than M.

Tet us first prove reducibilily, speci fically:

Yt such that t ~F ty 41 and t_'[eakl—»r] #ior t _’lvyéw,k o] tl| 3 t such that ¢ —Re t’

and t' IL t’

Note lh'ﬂ. ‘standard matching is required here for reduction of t ai the top, but not for
reduetion of a strict subterm of t.
e case I: Assume vyZe. Then t/v is a proper son of t for — and the induction
hypothesis may be applied to the multiset {t/v ti/v} yielding t/v] ~F t)/vl. Since
R is E-terminating, t must be different from t]. The property is then easily lifted to
{t,t]) yielding the result.

o case 2: Assume v=¢ and that ¢ is not a variable renaming. Then 1 is a proper son of
t for = and the same reasoning as in case 1 applies.
For the remainder of the proof, v can be supposed to be ¢ and ¢ to be a variable
renaming, hence t=0! and ty=or.

ocase “3 Some rule labelled k belongs to Re, say 1—r’ with r s r', therefore
by = or’ and ¢, 5% ty, hence t’lILt’Z

t “’[t o kil—r']

o case 4: The lcft—h:md side | of the rule k has been reduced by another rule 1" —r¥,
thercfore 1/v ~F 5% for some occurrence v#e and substitution r or 1/e = 7", since
left members of rules are not reduced at the top modulo E. Let I’ = Ijr=sr®]. Since
(I'r) has been dropped to P, by Lemma 19, the pair (I';r) has become convergent at
some further recursive call, therefore | ILr

Let t —+[Wﬂl._’r.l tf. Since t; = or and t# = t[ror®] = o{lperr*]), we have
b L t{- We are therefore left with proving the reducibility of the pair (¢ ty).

Letl us suppose that r is a variable renaming and v is . Then [* is an instance of |

and the rule 1"—r" would never have been generated. Tlherefore v or r is not a

variable renaming, we can apply the already proved cases 1 and 2 and we are done.
Note the crucial fact of 1 being an instance (and not an E-instance) of 1* when 1" reduces 1
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at the top. Else, it would have been necessary to use the (not yet proved) local coheum?"
property to lift the reducibility of A" to | in case 2, where the induction uses 1l
E-subsumption ordering (and by transitivity in case 4). !
Let us now prove local coherence, speci fically: Il !
Vt,t't* such that ty th t H{vag ~d] t'and t —»{”al_"] t*, 3t] such that t' —

g e :
The cases to be now discussed according to the respective positions of v and v are i/
same as in Theorem 15. Only cases 5, 7 and 8 differ.
exactly the same: |

e case 5. By fairness hypothesis, the critical pairs of l-r and g—d have by
computed at some iteration j. By the critical pairs lemma, there exist a critical j1
of <p,q» in SCP(E,RIJ.) and a substitution 7 such that t'=rp, t"==rq. This is st/

,
Rea t‘l e

in Figure 8. From the procedure CRITICAL-PAIRS, we know that p —»lw o001
The rule I'=r" can be the added rule p—q| and in that case q)=p'], or the .
{p’,q) has been dropped into P. In this last case, we know from Lemma 19 Ilwr

’l}a/ Eq, therefore p Lq As a consequence, in both cases, we have rq IL . T]}wl
step 2 in Figure 8. The rest of the proof is now split into three cascs: l

® case 5.a: wye. In that case, the induction hypothesis is applied to the multiset {rp,l'él. ¥
'/w}. Since R is E-terminating, there must exist a term {} such that p/w B

and 7p'/w L t}- As a consequence, the pair (t',7p’) satisfies the same property. 'i‘.L
is step 3 on the left side of Figure 8. i

|

crltxcal pair E [e,g—'dl cntlcal pair l" le.g~d :

lemma = lemma = !
I

Rbo @ Ind IR’ l'(nloo,E| @ Irnloof |

t' R {»1 L

lcmma 19 lomma 19 :

Figure 8: Local Coherence Proof, cases 5.a (left) and 5.b (right) "

® case 5.b: w==¢ and p is not an instance of I’ but an E-instance. Then I'—r' € Rnlu
has been protected (it may be an extended rule). Since l—r is in Rleo, a rule k':'~|

must be in Rileo w1th sk r®, therefore p' = or’ 4R g \mp
= ~F ' - [E “] 8", This is step 3 on the right side of Figure 8, il -
t‘l = rfr*. i

o case 5.c: w=¢ and I'~1r’ € Rl or '=r’ € Rnl and p is a true instance of I'. Then
conclude from the already proved reducibility property that t' —& ty, ' Lt’l '
we are done.

Numbering and notation remi'd“'
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e case 7: similar reasoning as in case 5.

e case 8 By fairness hypothesis and the E-critical pairs lemma, there exists an
iteration j, a pair «p==6d, q=0(glv+0r|}» in CSECP(Rnlj,E) ard a substitution r such
that o ~¢ 0 [Vig)uW1)], therefore t' ~¢ 7p with E-equality steps taking place
outside of G(d) and t* ~£ rq. From the CRITICAL PAIRS procedure, we know that
p [)de.0,k’.l’-r’] p' and, as in case 5, 7p’ IL rq. This is step 1 in Figure 9.

The next step in the proof allows us to transform the R'-rewriting from rp to rp’ into
3 Reo-rewriting from rp to some tg related to 7p’. Two cases zre to be distinguished:
If w==¢, kI'>r’'éRnl and p’ is not a true instance of I', then k' has been protected.
Since l—r is in Role, a *ule K:V—r* must be in Role with ' &R re,
tg = ror*. Then p —>[ rek] t, and rp' = o1’ % tg, therefore 7p’ L tg-

lf k' applies at occurrence u#e or p'is a true lnstance of I', then the already proved

Réo tg for some tg and 7p’ IL t-

This is step 2 in Figure 9. The remainder of the proof is then very similar to the

corresponding one in Theorem 15, applying the already proved local coherence

property until ' is reached, since no equality step from rp to t' takes place at

aceurrence .

crmcal pair lemma E [e gd]
rp HE tv E N
M le /@ Roo ,[Rw @ mm
o e L LN L . L
1 n

Local Coherence Proof, case 8

Let now

reducibility property applies and yields 7p —

Figure 9:

E ¢ E Lt

Moc.

Rbo |, coh. Rb coherence [ confN [
¢ ¥ v

e Lo Loee L oL L e

Figure 10: Local Con fluence Proof, case 4

local

Let us now prove local confluence, specifically: Tor any t' and t* such that

nn f‘;j, Lyt and b fm”_"} to, ¢
We only pomt out what iffers from the proof of Theorem 15. Cases 1 and 2 are the same.
Case 3 is the same when there is no overlapping, else the fairness selection hypothesis and
Lemma 10 are used as in the local coherence proof. Case 4 uses a first reducibility step to
make appear a Reo-reduction from t, instead of a R-reduction, the rest of the proof is
entirely similar. o
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i
As a corollary of Theorem 23 and Proposition 20, we obtain: I
Theorem 24: I
oRco 15 Réo-convergent modulo E. i
oR is R'-convergent modulo E. ‘I
oThe congruences ~*, ~RUE and ~RoUE 4p equal. el

As in theorem 15, we conjecture that some hypotheses could be removed, preeisely theli

hypotheses about the finiteness of the E-congruence classes and the well foundedness of b

E-subsumption preordering. i
t::
Let us finally
decision procedure for ~*, assuming that a decision procedure for ~¢ is known.

prove that the E-completion algorithm can always be considered as a st

standard completion algorithm, if the two terms to be checked for A-equality are not ind::--

same congruence class, then the semi-decision procedure will loop for ever if the E-complif
procedure loops forever. l.

Proposition 25: s ~A t iff there exists a recursive call i such that s IR} s’ ¢ 1R ¥ n.
s' ~* ¢ for some s’ and t'.

Proof: It follows the lines of the proof of the corresponding result in [{31] obtained foril
case of an empty E.

. 'w:'*'!,i

Asinlh

%

112

P

This result can be extended in a straightforward way to semi-decide that two scts of ain
(R.E) and (R, £) generate the same equational theory, provided the hypotheses of theorem %4

satisfied: We can start the procedure E-COMPLETION to check that all axioms in RUEY

equational consequences of RUE. If this is the case, the process will stop after a finite nunll
of calls, even if the E-COMPLETION procedure loops forever. Then we can start the symni |
check. However, this process of checking two sets of axioms for equivalence is time consmmi-
and we will see in section 4.4 an efficient and elegant way of achicving the same goal whent

E-COMPLETION procedure provides a R™-Church-Rosser sets of rules after a finite number-
steps.

4.3 Protection versus Inter-Irreducibility

Let us now discuss some issues regarding our Completion Procedure, especially the tra e
between protecting rules for coherence and reducing rules for the gencrated set of rules to hﬂ(
a normal form property as in the standard case [59].

e

Compared to the other known completion algorithms [49, 50, 52, 67, 30, 36], the main
difficulty here arises from the coherence property of the rewmmg relation —»™E, In the cl
completion algorithm of Knuth and Bendix, proved in [31], E is empty and of course,
coherence property is needed. The completlon algorithm modulo E, designed in [30], &
standard rewritings with left linear rules only. Our proof makes clear tlmt we do not net'd
protect any rule if Rnl is empty. On the other hand, Peterson and Stickel syqtcmalnﬁ

=169 =

Virious strategics to deal with the problem of coherence can be imagined. Let us discuss some

of them with their respective drawbacks and advantages:

o In the previous method, our aim was to avoid introducing extensions of rules if the
coherence property was ensured by an already existing rule. The lack of power of the
BB polation compelled us to protect some non left linear rules. Once protected, a rule
cannot be removed from the rewriting system, even if its left hand side becomes reducible,
unless the rule it was protecting has disappeared. Of course, the resulting rewriting
system may not be entirely inter-reduced.

¢ llowever, systematically adding extensions can be very interesting for some cases: assume
that whenever a non left linear rule E-overlaps an equation at occurrence v, the adequate
cstension of this rule is added. We do not need computing a complete set of
E-overlappings, since this extension automatically reduces all the corresponding E-critical
pairs of this rule on the equation at occurrence uv: we only need to know that E-unification
is possible at this occurrence. In many cases this strategy will speed up the completion
process. Notice also that in this case, we do not need to protect any rule, except of course
{he extensions, since we are no longer interested in finding an existing rule which reduces
the adequate member of the coherence pairs. As a main drawback of this method,
extensions can be many and redundant, and cannot be reduced.

e Another approach consists in modifying the E-COMPLETION procedure by protecting both
left linear and non lincar rules that reduce a coherence pair at the top under the same
conditions as previously.  This allows local coherence proofs without the use of
reducibility, case 5.c of the local coherence proof becoming similar to case 5.b which
makes no use of reducibility. As a consequence, the reducibility proof can now be
performed after the local coherence proof and make use of it. As noticed at the end of
ease 4 of that proof, reducibility becomes now satisfied even if left members of rules are
reduced modulo E in the SIMPLIFICATION procedure, provided the rule l—r is added to
Rol. This will yield a set Roo of rules that can be expected to be more interreduced than
previously.

e A fourth method can even be designed that yields a set Reo of completely interreduced
rules. This can be done by another modification of the SIMPLIFICATION Procedure: if the
lef-hand side of a rule k, protected for coherence of a rule k' with an equation g==d,
becomes reducible, then k is removed from the rewriting system and the E-critical pairs of
k with g=d are computed again. If the process terminates, we are sure that all the critical
pairs have been computed, and thus the coherence of k' is ensured. But this strategy does
not satisfy the fairness assumption hypothesis when the procedure loops and the infinite
set Roo is no longer garanteed to be Rie-Church-Rosser modulo 1. However, we could
modify the fairness selection hypothesis to take into account the fact that some rule would
have to be chosen infinitely many times and some others only finitely many times with
respect to a generalized fairness selection hypothesis. Such algorithms already exist that
were designed for the purpose of implementing concurrent procedures.

introduce for each rule that has an associative commutative top function symbol its associtl
commutative extensions that are implicitly protected and thus enforce the coherence properiy -‘ i nally, let us emphasize that all our results remain true, except the decidability results, if the
“llicory E has a complete unification algorithm that may sometimes teturn an infinite set of

unifiers, provided it returns a finite one at each call. For this case, we might want the
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E-unification procedure to be called only when it is really needed, in order to minimize li{
possibility of starting an infinite computation because of the E-unification process. Til
suggests use of the variant that adds extensions in a systematic way. Note in addition thal
might require that the E-unifiers are computed a finite number at a time if there are mflmluh
many, in order to respect the fairness assumption hypothesis and still have a seml-decmun
procedure.

~ Weare now ready for the main theorem of E-complete sets of normalized reductions:

Theorem 28: Let R and R be two E-complete sets of normalized reductions compatible with
J tiesame E-reduction ordering >, and generating (with the help of the equations in E) the same
\t'quntional theory ~*. Then R and R are identical up to E-equality.

Proof: We prove that for any rule l-r in R, there exists a (unique) rule '>r' in R such
that 1 ~® 1" and r ~F r'. Since R and R (with the help of E) present the same equational
theory and R is R-Church-Rosser and r is R'-irreducible, thus R-irreducible by lemma 27,
} %%~ F . Sincelis R'-reducible thus R’-reducible by lemma 27 and strict subterms of |
are R'-irreducible thus R'-irreducible by the same lemma, I — r.

4.4 Complete sets of rules in normal form

As seen in the last section, the completion procedure may give as a result a Church-Rosser 9t|?
of rules that are not fully interreduced. As a consequence, we cannot expect such a set to hawj
a normal form property as in the standard case [13, 59, 53]: the result of the completimre
procedure will depend upon a particular presentation of the theory as well as upon i
implementation of the choice functions used in the procedure. Our goal here is twofold: ]
oFirst, to define precisely what kind of normal forms can be expected for a Church-Rosser sebd)
rules. i
+Second, to give an algorithm to transform any Church-Rosser set of rules into its normal form |

6,0~ 1'ER)|
Assume now that ¢ is not E-equivalent to a variable renamlngl The searlne reasoning shows
that I’ is R'-reducible at the top by a rule I*—r® of R which cannoi be the rule l-r, since
¢ is not B-cquivalent to a variable renaming. Now, since the second reduction applies at
the top of I', 1 becomes reducible by 1¥—t*, which is impossible by the hypothesis that the
rules of R are interreduced. Therefore ¢ is a variable renaming and ! ~® I'. Since r’ and
r are supposed to be irreducible, we finally get r' ~F r by the Church-Rosser property and
we are done. The uniqueness of the rule I'—r’ then follows from the inter-irreducibility of

. . B the rules in R.
Let us say that two sets R and R of rules are E-equivalent, or sxmply equivalent whenever Eif ATk R o

known from the context, iff they generate the same theory ~* where A is the whole setni

aviotis of both/E on oie haud and R or R on the other hand. A similar result had already been obtained by {53}, precisely for the case where R’ = R/E.

'l Aceording to our thesis that an *"abstract® rewriting relation R’ must be used for sake of
ginerality, our result is therefore more general and applies for scts of rules that are

Assume we are now given a given E-reduction ordering > whose associated strict ordering Hi B0 iirch-Rosser. This will be used in the following

well-founded. This ordering can be thought of as the ordering used in the E-COMPLETION
procedure its role is to prove the E-termination property of the set R of rules. We will say !hnli

R is compatible with = if this is the case. The next three lemmas show how to transform an R-Church-Rosser set of E-terminating rules

into an kE-complete set of normalized reductions. This will be done by three different kinds of

|
I
. : . - . ~ Iransformations applied to the starting set, each one preserving a Church-Rosser property. The
As a consequence, whenever the previous goal is achieved, it follows that the D—cquwnlaml- bwo first transformations preserve the R'-Church-Rosser property, while the last one only

problem for two Church-Rosser sets of rules compatible with the same E-reduction ordering2f = " he R/E-Church-R e ok b 3
is decidable. As a practical consequence, the fact that the resulting Church-Rosser set of rilsl" e the R’P Urel-Losser property. a consequence, the two first transformations can
roduced b' the E-COMPLETION roce&ure is not completely interreduced is not a sevm«"".h“ tsefully applied to the R'-Church-Rosser set of rules given by the procedure E-COMPLETION.
grawback a:ymore‘ Jest-agply the };dequate normalizatio:post);rocessing “1 Avlually, only the second one is useful, since right members of rules are fully simplified in the

procedure SIMPLIFICATION.
. Lemma 29: Assume R is an E-terminating and R'-Church-Rosser sct of rules.
- Lt R = {l=sr] [ 1=r € R}. Then R is equivalent to R and R’-Church-Rosser modulo E.
Definition 26: An E-complete set of normalized reductions R is a set of rules that lis} Proof: R is clearly E~terminating since R is so. In order to prove the result, we just prove
the following properties: thal any term has the same normal forms for both rewriting relations. First, they define
(1) R is E-terminating and R*-Church-Rosser for some R’. the same sets of normal forms, since left members of rules are the same and are used with
(2) The left members of rules are R-irreducible. } the same matching algorithm (which is implicit in our definition of R). Let now t 2R t].
(3) The right members of rules are R-irreducible. : Then t %% t] since R is R-Church-Rosser and the R’-normal form of t is in
R'-normal form. u]
We now show that such sets of reductions have a normal form property. To do so, we [inlf  Lemma 30: Assume R is an E-terminating and R'-Church-Rosser set of rules. Let R be
introduce a useful technical lemma: «uhm:wd from R by removing any rule from Rl whose left member is R-reducible, or any rule
Lemma 27: Assume R is R-Church-Rosser modulo E and compatible with >. Then a tem! | from ol whose left member is R'-reducible on top by another rule of Rnl. Then R is equivalent
i R™-irreducible iff it is minimal for > in its A-congruence class. ol and is R-Church-Rosser modulo E.

Proof: If t is R™-irreducible, then for any t' ~A t, t* ®R /| ~P t] = t. Hence, t'2{|  Proof: R is clearly E-terminating since R is. As previously, we now prove that any term

Conversely, if t is R-reducible to s, then t > s. of,
I

We now define what it means for a Church-Rosser set of rules to be in normal form:
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has the same normal forms for both rewriting relations. This is done here by noetlietii|
induction on the relation ~ defined in Section 4.2. Let ¢ -—»ﬁ;‘ o1—) TR A (Y 8
result is easily obtained by induction on t/v.

If I-r is in R, the result is easily obtained by induction on t' .

For the remaining cases, v=e, therefore t==0l, and l—r has been removed, Wi
1 —.ﬁ’,’a,'l,_’r,] 1*, with P'—r’ in R. .
If I-r € RI, then t=0l —* t*=ol[v'¢o't"] and the result is obtained by the inductiy]
hypothesis applied to t*, together with the R'-Church-Rosser property of R that forcrsfl‘

and t* to have E-equal R’-normal forms. L

If I—=r € Rnl, then t ~B ] =%’ t*=0al{v’«s'r'], since v'==¢ in this case by definition af il

and I'>r’ € Rnl, and the result is obtained by induction hypothesis applied to t* and i

R’-Church-Rosser property as before. uif

Reducing the starting set of rules as long as possible using lemmas 29 and 30 clearly yields ass
of rules R satisfying requirements (1) and (3) of definition 26. Morcover, it will also satisfy the
part of requirement (2) concerning left members of rules in Rl Now, cither the whole st it

rules satisfies requirement (2), i.e. left members of rules in Rnl are also R™irreducible and llil

resulting set of rules R is an E-complete set of R'-normalized reductions equivalent to

starting one, or it does not and we need to apply as many times as necessary the Ui}
transformation studied in the next lemma. If this is the case, we will get an E-complete sel ulfl'
R /E-normalized reductions. t
Lemma 31: Assume R is an E-terminating and R-Church-Rosser set of rules. Let R lr.f.-
obtained from R by removing any rule in Rnl whose left member is R-reducible on a strith
subterm or Rl-reducible on the top. Then R is equivalent to R and R/E-Church-Rosser. k
Proof: Note first that the new set of rules is still E-terminating. We prove now the bl
other properties by induction on +~ as in the proof of Lemma 30. The two first cascs
the same and the case where v=¢ and I—r has been removed from R requires ming
changes: Since the E-equality step between t and ol can not be absorbed anymore by ify

E-matching step used in the R’ reduction relation it is absorbed here by the E-cquality styl

used in the R/E reduction relation. This explains why we only get a }Z/E‘Church-]?nm,L_
property. 0

Applying this last lemma results in an E-complete set of R/E-normalized reductions thalih

unique up to E-equality by Theorem 28, allowing us to check for equivalence two different sl
of axioms expected to be presentations of a same theory. But the complete set of normalizd|

reductions can be used for this purpose only, since it is not R’-Church-Rosser anymore: T i
computing in the theory ~A*, we will use the R'-Church-Rosser set of rules obtaimed bl

applying the first two transformations to the set of rules given by the E-COMPLETION
procedure, since the rewriting relation associated with it is more efficient. !

=

5 Conclusion

Let us emphasize that splitting the set of rules into left linear rules and non left linear rulu_
allows to compute less complete sets of E-unifiers, since E-unification is only needed for non ldl
linear rules. On the other hand, by using a set Rl of linear rules one gets sometimes inlo

=

i
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" livergent process, that would otherwise converge with all the rules considered to be in Rnl. Let

is recall the example of Section 3 of a set of rules which is R E-Church-Rosser modulo E but not
ftlunal li-Church-Rosser modulo E:

" Let 0, 1, -1 be constant function symbols and + a binary infix symbol which is associative and

tommutative,

Let R be the set of linear rules: (1) 0+x —x, (2) 1 +-1— 0, (3) (x+1) + -1 — x.

Then R is R E-Church-Rosser modulo associativity and commutativity.

llowever, using our algorithm with Rl = R, the procedure generates an infinite set of linear
filles (all supposed to be in Rnl) among which are the following:

{1) ¥+0 — x, by overlapping rule 1 and axiom of commutativity on top.

{3} -1 + (x+1} — x, by overlapping rule 3 and axiom of commutativity on top.

(6) (14x) 4 -1 — x, by overlapping rule 5 and axiom of commutativity on top.

[T} -1 + (14+x) - x, by overlapping axiom of commutativity into rule 5 at occurrence 2.

(8} (x+(y41)) + -1 — x+y, by overlapping the associativity axiom into rule 3 at occurrence 1.

This example shows that performing E-unification is costly but also pwerful.

It us now point out some interesting research directions for future work.

o First, the last open problem of infinite congruence classes should be addressed, since many
interesting cases such as equipotency and identity fall in this category. Also the
requircment that the E-subsumption preordering is well founded should be studied in
detail: it may be possible that the property is true as soon as a minimal and complete
unification algorithm exists for the theory E.

¢ Seeond, particular instances of our algorithm should be studied carefully as it was done
for associativity and commutativity [67]. We believe that various kinds of permutative
asioms have similar properties. 'This would allow an improvement over previous
algorithms [50, 36].  Making various experiments should help a lot for studying such
improvements. We are actually starting such experiments with the REVE system [55, 47).

o Third, we helieve that our completion procedure can be improved: we conjecture that the
transformation expressed in Lemma 30 could be incorporated into the algorithm (the one
expressed in lemma 29 is already achieved in the algorithm). This is not straightforward,
since the set R of rules becomes R'-Church-Rosser at the end, but does not have the
property during the run of the algorithm. However, a rule can be considered to be
Church-Rosser as soon as its critical pairs have been computed. As a consequence,
dropping such rules into P when they become reducible in the sense of Lemma 30 could be
sound, but this has to be proved.

¢ Last, we can imagine interesting rewriting relation other than those studied here: In OBJ
[25], David Plaisted has implemented a very efficient reduction relation for the case of
associative commutative operators (and even for associative commutative idempotent
operators having an identity): Before applying an associative commutative matching
algorithm to find a redex, the term to be reduced is sorted in & lexicographic way. This
technique allows one to use a much more efficient associative commutative matching
algorithm which makes the reductions much faster [69]. This technique should be studied
carefully and, possibly extended to other cases.
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ABSTRACT

This paper describes a software which presents an unified point of wview
of several known completion procedures. It allows working with built-in
theories and strategies and is aimed to perform praofs and experiments
in term rewriting systems.

1. INTRODUCTION

The Knuth and Bendix’s completion procedure [Knuthl1970] originally
computes a term rewriting system R which generates the same equivalence on terms
as a given set of equations A, Moreover R is proved to have the so-called
Church-Rosser property, which allows deciding equality of two terms by using
rewritings only, provided R satisfies uniform termination. A proof method for
A-equality is derived which consists of computing irreducible forms of the two
members of an equational theorem and checking for their identity.

This method was extended to handle the case of an equational term
rewriting system, that is a pair composed of a set of rules R and a set of
axioms E. A first approach due to Lankford and Ballantyne [Lankfordi977] handles
the case of permutative axioms that generate finite E-congruence classes. The
case of infinite E~-congruence classes is studied in
[Huet1980,Petersonl981,Jouannaudl983]. Huet’s approach is restricted to sets R
of left linear rules, while Peterson and Stickel’s one is restricted to theories

(#) This research was partly supported by the GRECO of programmation and by
ADI under Grant 82/767.




_84-

E defined by left and right linear axioms and for which a finite and complil
unification algorithm is known. These results were unified by Jouannaud il
described the underlying computations used in both approaches. Moreover i
results allowed dropping all the previous linearity conditions. Based on thaf
ideas, a very general completion procedure was described in [Jouannaudi¥fi]
that subsumes all known completion algorithms. The purpose of this paper ishi
describe an implementation of all these algorithms, perform experiments andcuf
pare them. Our experimental version is hereafter called REVEUR-3 since it hel
been designed as an extension of the REVE software, written in CLU [LiskovI9Blfi
REVE is a rewrite rule laboratory, that is a generator of term rewriting systu)
based on the Knuth and Bendix’s completion procedure.
features, it provides automatic or semi-automatic proofs of termination of th
generated rewriting system. Two previous versions of REVE are
cannel983] end REVE-2 [Forgaardl984] which is currently the distributed versis:
of REVE. i

After a review of the theoretical framework in section 2, we emphasit
in section 3 the originality of REVEUR-3 and describe some of our experimentsif.
the last section.

2. THEORETICAL FRAMEWORK

This paper is aimed at readers who are familiar with the basic noting
of term rewriting systems and completion procedure, including .tﬂﬁ
occurrences, substitutions, equational equality generated by a set of axioms |

denoted ~E, rewriting rule, rewriting system, normal form of a term t demhﬁﬂ
hereafter ti critical pair. Definitions of these concepts can be gleaned fir
[Huet1980a].

found it

L

All the theoretical bases of this section <can be
[Jouannaudi9B4]. We only remind here the main concepts.

2.1. Equational rewriting

The main originality of REVEUR-3 is to allow equational rewriting thif
is to use mixed sets of rules and equations. This need comes from the Factt@L“
some permutative equations like commutativity cannot be oriented into rewril

rules without compromising the finite termination of the rewriting process. I |

order to take into account such equations, the first idea is to work of
equivalence classes of terms. Thus if £ is the set of (non directed) axioms, I
set of terms is quotiented by the equivalence relation ~E. A set of remht;
rules R:induces then a reduction relation on equivalence classes: ;

T <> T’ iff there exists t in T and t’ in T’ such that t ->R t’

where ->R is the standard rewriting relation on terms defined by :

t ->R t? iff there exist a subterm tl of t at occurrence u
a substitution o

and @ rule g -> d in R
a{g) and t’ =

such that tl1 =

Among many interestis!

REVE-1 [Lesl

tlu \ o(d)] (which denotes the term t whini
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tl has been replaced by o(d)).

The reduction relation on E-equivalence classes of terms cannat be effi-
ciently implemented except perhaps in some particular caszs. Moregver it can be
undecidable when E-equivalence classes are infinite. Thus different attempts
have been made in order to define a rewriting relation on terms which simulates
the reduction relation ->.

Peterson and Stickel proposed a second typz of term rewriting,
called rewriting modulo E, which needs an E-matching algorithm:

t ->R,E t’ iff there exist a subterm tl of t at occurrenc: u,
a substitution o
and a rule g-> d in R
such that tl ~E o(g) and t’ = t[u \ o(d)]

Obviously the standard rewriting relation is a particular case of the
second one but it is conceptuaslly simpler than the other and computa-
tionally more efficient,

Another term rewriting relation has been imagined by Jouannaud, which
combines these two ones. Splitting the set of rules into two parts, left linear
rules Rl and non left linear ones Rnl, he defines ->(RIURn1,E) as either a
rewriting using a rule of Rl or a rewriting modulo E using a rule of Rnl. This

idea allowed him to generalize previous results of Huet and Peterson and
Stickel.

For any binary relation ->, let us denate by (->)-1 the symmetric rela-
tion, -+-> its transitive closure, -#-> its reflexive transitive closure and
<-#-> the equivalence relation generated by ->.

We are now ready to define several Church-Rosser properties.

The reduction relation -> on E-equivalence classes of terms is said
Church-Rosser iff

T <-¥-> T’ implies there exists T” such that T ~%-> T” <%~ T’.

In Huet’s, Peterson and Stickel’s and Jouannaud’s approaches, other
Church-Rosser properties are used. They are defined on terms and no more on E-
equivalence classes of terms. All of them imply the Church-Rosser pro-
perty on E-equivalence classes of terms.

2.2. Correspondence between rewriting relation and Church-Rosser property.

Let us denote by ~(RUE) the equivalence
transitive closure of (~>R U (->R)-1 U ~E).

The following table shows, for each previously mentionned approach, the
correspondence  between the rewriting relation and the Church-Rosser pro-
perty.

relation which is  the

Knuth and Bendix’s method:

E empty, R all rules t ~(RUE) t?
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->R iff there exists t” s.t. t -x->R t” R(=-

Huet’s method:

E non empty, t ~(RUE) t’ L
R left linear rules iff there exists t”1, t”2 i

->R s.t. t ~#-DR £”1 ~E t”2 R<-%- t’, ¥
Peterson and Stickel’s method: l

E linear axioms, t ~(RUE) ¢’

R rules iff there exists t”1, t”2 4

-5R,E s.t. t -%->R,E t”1 ~E t72 R,E<-%- t}|

Jouannaud’s method:

any E non empty,

Rl left linear rules

Rnl non left linear rules
->(R1URn1,E)

t ~(RUE) t’ |
iff there exists t”1, t”2 s.t. i
t -%->(RIURNL,E) t”1 ~E t”2 (RIURN1,E)<-+- t!

Let us emphasize that these Church-Rosser properties are actually sim
lar up to the rewriting relation used. If ->R’ is this rewriting relation, thi
corresponding Church-Rosser property is:

t ~(RUE) t’ iff there exists t”1, t”2 [

such that t -#->R’ t"1 ~E t”2 R'<-%- t’. A

In the following, we denote this property as the "R’-Church-Rosser property!|
As soon as it is satisfied and ->R’ terminates, we get a decision procedure fg
(RUE)-equality by computing the R’-normal forms of t and t’ and testing theirl
E-equality. Thus to each choice of a ->R’ rewriting relation, correspondsi
theorem proving method. But notice the increasing power of the rewriting relr
tions: A
->Rl included into ->(R1 U Rnl,E) included into ->(Rl U Rnl),E. .
Thus we get corresponding sorted Church-Rosser properties and a classificatin}
of the different equational proof methods when there are axioms. For exanl
ple, we can say that in general Huet’s rewriting method is less powerfull}
than Jouannaud’s in the following sense: any equational theorem that can bt
proved with ->Rl as rewriting method can also be proved with ->(RILURnL,E}. Mhﬁ_
last rewriting method is itself less powerful than Peterson and St ickel's
one. Nevertheless let us already mention that the implementation of a rewril
rule laboratory providing the different possibilities allowed us to compa|
these methods with respect to other criteria, as described in the last section

2.3. A general completion pracedure.

The aim of a completion procedure is to compute from a set of equating
P and a set of axioms F, a set of rewrite rules R such that ~(RUE) is equall ]
~(PUE) and such that a Church-Rosser property is satisfied.

We give here a recursive form of the general completion procedure impls
mented in REVEUR-3.
possibly empty set E of axioms.

Axioms of E can be seen as defining a theory

T

It works with a set of rules R, a set of equations P andil
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as defining properties of operators. Far example, E can d:fine an associative
commutative theory, that is more precisely one or more opera:ors opl, op2, ...,
opi,... satisfying the following axioms:

(x opi y) = (y opi x)

({x opi y) opi z) = (x opi (y opi z))

Contrary to the fixed set E, P is a set of equations which =cvolves during the
completion process. It is the set of equations which have to be directed into
rules. In addition a well-founded reduction ordering > is provided for this
purpose, which must be compatible with the E-equivalence classes (i.e. t ~F t*
implies t 2 t’ and t’ 2 t).

This procedure is said general because any known completion procedure
can be expressed as a particular instance of it, using parameterization at dif-
ferent levels. First the procedure can be parameterized by the set of axioms E.
Second, the four main operations in a completion procedure are:

- normalization of terms,

- orientation of equations into rules,

- simplification of cother rules and equations using the new added rules,

- computation of critical pairs between rules and between rules and axioms.

For each of them, changing some parameters leads to a different behaviour of the
completion process. For example, the choice af the rewriting relation used in

PROCEDURE E-COMPLETION(P, R, E, >)
IF P is not empty
THEN choose a pair (p, q) in P
P =pl;a =qt
CASE p’ ~E g’ THEN E-COMPLETION(P-{(p, q)}, R, E, >)

P’ > q" THEN (P, R) = SIMPLIFICATION(P-{(p, q)}, R, p’->q’)
E-COMPLETION(P, RU{p’->q’}, E, >)
9’ > p’ THEN (P, R) = SIMPLIFICATION(P-{(p, q)}, R, q’->p’)
E-COMPLETION(P, RU{q’->p’}, E, >)
ELSE STOP with FAILURE
END CASE

ELSE If all rules in R are ‘marked
THEN STOP with SUCCESS
ELSE Choose an unmarked rule 1->r
(P, R} = CRITICAL-PAIRS(1->r, R, E)
Mark the rule l->r in R
E-COMPLETION(P, R, E, >)
END IF
END IF
END E-COMPLETION
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the normalization implies a specific Church-Rosser property and thus a new prul
method for deciding equational equality. Thus parameterizatiocn can alsoli
introduced at the level of these basic operations.

Before developing this idea which appears as the originality of REVEUR)
let us first point out some theoretical problems which are introduced by thi"
fact to work with axioms. :

2.4. Theoretical problems

From the theoretical study of the problem, it is made clear that g
properties, namely confluence and coherence are necessary and sufficient condlh
tions for Church-Rosser properties, assuming the termination of the reductiy)’
relation on E-equivalence classes -> and provided these classes are finite. <
In addition to confluence, coherence is required to enable computations in FE,
equivalence classes; more precisely coherence is the necessary and sufficielf|
condition for -> and ~>R’ to have the same normal forms. 4

Coherence and confluence can be checked on an adapted notion of criticl}
pairs. Thus when working modulo a set of axioms E, critical pairs must be co’
puted both between rules (confluence critical pairs) and between rules adl
axioms (coherence critical pairs). The first ones must satisfy the confluent|
property, the second ones the coherence property depicted below:

For any confluence critical pair (p,q) : §
p-%>p’ ~E g’ <-x-q (confluence property) e

For any coherence critical pair (p,q) :
p-¥%>p’ ~£ g’ <-%-ql <~ g (coherence property)
Notice that coherence needs to reduce at least once the right hand sid
of a coherence critical pair obtained for instance by overlapping a rule 1)
into an axiom g=d at occurrence u. This term q is an instance of d, denoteil
o(d). The difficulty comes fram the fact that the rule which is used to perfon
the reduction of q at some step of the completion process, can be later removal
and replaced by a new one, during the SIMPLIFICATION procedure. Thus to ensurt)
coherence, it can be necessary to protect an existing rule which reduces a righté =
hand side of a coherence critical pair. When no such rule exists, it is necesl
sary to introduce a new rule q -> pl or an extension. The extension introdugedf
for a non left linear rule 1->r is defined as g[u\l]->glu\r]{. Notice that wuhw
definition generalizes Peterson and Stickel’s extensions and that such a rule
reduces the right hand side of the corresponding coherence critical pair becaus
a(d) ~E a(g) ~E o(glu\l]). Except when the rule 1->r is deleted, neither exten
sions nor protected rules are allowed to be deleted from the rewriting systen
since this would compromise the Church-Rosser property. h

Up to now two methods have been proposed in order to
caherence:

~ the first one consists of testing reducibility of the right hand sidf
of coherence critical pairs with already existing rules. This method avoids
introducing useless extensions but needs to protect some rules, i

- the second method consists of automatically adding extensions for any

ensure e

-,

-
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rule in the system. The form and the number of extensions can be deduced from
the axioms and the rule itself. In the associative commuta:ive theory case, it
is proved that it is net necessary to introduce extensions of extensions. But
in general, this method possibly leads to add infinitely many extensions.

The second theoretical problem arises when trying tu work with theories
£ with non finite equivalence classes. Putting in £ an aviom like idempotency
(x#x = x), or involution =~(-x) = x, leads to this situation. The tools
developed in this case are yet more complex and up to now, we only got a suffi-
cient condition to ensure the Church-Rosser property, which seems a little too
strong.

As a third problem, let us point out that orientation of equations into
rules is also more difficult in the equational case. More precisely, what we
want to get is the termiration of the reduction relation -> on E~-equivalence
classes, called E-termination property. Little is known about this property. A

theoretical study of the problem can be found in [Jouannaudl984a] and effec-
tive, yet complex methods for associative commutative theories in
[Dershowitz1983]. More recent results in this last case are given in [Bach-

mairl98s).

3. ORIGINALITY OF REVEUR-3

Our main objective was to implement a general completion procedure which
allows both built-in equational theories E and experimentation of the different
completion processes mentionned before. This aim implies the modularity of the
system in arder to allow easy changes and enrichments.

Thus from the user external point of view the software provides dif-
ferent functionalities and seems to have different behaviours. In this way it is
a rewrite rule laboratory in the same vein as its predecessors REVE~1 and
REVE-2. On the contrary, from the designer internal point of view, it appears as
a general and unified procedure. Let us detail and specify more precisely these
ideas.

3.1. Built-in equational theories.

The parameterization of the general completion procedure by the set of
axioms £ involves generalizations of three basic operations: equality oecision,
matching and unification. All of them have to take into account the existence of
equational properties on some function symbols. For example, a symbol + may be
associative and commutative, another distributive on +, a third one may have no
property. To each property corresponds @ set of axioms which is explicitely
used in the completion procedure to compute coherence critical pairs. On the
other hand, equality decision, matching and unification use the properties of
operators and work on terms which are built from all these symbols. In
[Kirchner1984], it is shown that such a unification procedure can be designed in
a very general way. Briefly, it is based on three operations: decomposition of
equations (which determines their common part and their sets of disagreements),
merging all the conditions on the same variabie, and normalization (which
replaces a no longer decomposable equation, say (t=t’), by a system of equations




whose solutions are also solutions of (t=t’)). Normalization works on equation
(t=t’) where the top symbols of t and t’ have the same equational property ai
thus is based on specific processes in the built-in equational theories.

Thus working with built-in theories together means ta attach equat onal £

properties to function symbols, to introduce explicit axioms and to desigp
specific processes used for equality decision, matching and unification. [;

REVEUR-3 a built-in equational theory has been implemented as a module composef
equality, matching, unification. The nanel
of the theory is attached to the operators satisfying the axioms. Up to no |
the empty theory (E is the empty set of axioms) and the associative-commutativl

of axioms and of special procedures:

theory are implemented.

3.2, Strategies.

A strategy is a set of parameters which determine a particular behaviou:
of the completion process. We have grouped together under this concept sevewl%

more or less original ideas.
- From our theoretical study of E-completion, the idea arises to design a sys

tem which works with different rewritings and use different methods to test (4

coherence property.
- The state of art about automatic orientation compelled us to introduce il
least an interactive way to orient them. The introduction of a possible choizs

betwcen a manual and an automatic orientation has been conforted by some other|

experiments with REVE.
- In the same vein, we have been convinced that it can be useful to

in order to perform experiments.

In REVEUR-3, different parameters of a completion process may be sel -

according to the user’s choices and according to them, the system has a dif-

ferent behaviour. We review in this section three kinds of choices which are|

effectively implemented. Of course a lot of other ones could be added.

3.2.1. Choice of the rewriting relation.
Let us explain more precisely how we have implemented the choice of the

rewriting relations. The completion procedure always works with two sets df

rules named R1 and R2. In general, standard rewriting is performed using rules|

of R1l, while rewriting modulo the axioms E is performed using rules of R2. MNow,
according to the different Church-Rosser properties the
sets of rules are built as follows.

choose |
particular superposition strategy between rules either for efficiency reasons of |

user may choose, the}

———==="

=
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Knuth and Bendix’s method:
E empty, R all rules all rules are put in Rl
Huet’s method:

E non empty,

R left linear rules

only left linear rules ire allowed and
put in Rl

Peterson and Stickel’s method:
E linear axioms,
R tules

all rules are put in R2

Jouannaud’s method:

any E non empty,

Rl left linear rules

Rnl non left linear rules

left linear rules are puat in Rl
non left linear rules are put in R2

The choice of the rewriting relation is thus entirely
by the way to introduce rules in Rl or RZ.

implemented only

3.2.2. Choice of coherence check.

According to the rewriting relation chosen by the user, a strategy for
ensuring the coherence may be proposed. The choice arises in the way to add
extensions. Of course, with an empty set of axioms E or Huet’s method, there is
no need to add extensions. But with other methods the user can choose between
checking the coherence with already existing rules, or systematically adding
extensions for the rules of R2. As mentionned before, this last method, actu-
ally chosen by Peterson and Stickel, is valid with associative commutative
theories.  Thus the user who wants to make experiments in associative commuta-
tive theories may choose between the two possibilities and the completion pro-
cess will use the corresponding procedure for coherence critical pairs.

3.2.3. Choice of superposition strategy.

Two superposition strategies are provided in order to overlap rules:
each rule with all the previocusly introduced (or clder) ones, or each rule with
smaller ones. Since each rule is superposed with all rules which are before it
in the list of rules, changing the superposition strategy is equivalent tao
change the way to classify rules when they are introduced in the list. If the
list is sorted in decreasing order according to the age of the rule, the super-
positions will be made with all the previously introduced rules. Whereas if the
list is sorted by increasing order with respect of the size of the rules, each
rule will be superposed with smaller ones.

3.3. A general completion procedure.

Beyond the design of general procedures for equality decision, matching
and unification working with built-in theories, some other generalizations are
required for the general completion procedure we propose.

Problems are due to the complexity of the E-completion

process: some
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procedures, especially normalization and simplification, need standard rewrit:

ings associated with a first subset of rules and rewritings modulo £ associatel|l

with an other subset. Thus the reduction process itself is parameterized by th|
type of matching, which can be either usual matching, or E-matching. The san
feature appears at the critical pairs level, where unification must be perform
sometimes in the empty theory, sometimes in the E theory.

On the other hand, let us mention that a complex implementation of méﬁ,

rewriting system was needed because checking the coherence property needs to abf
extensions and to protect some rules. Accordingly the simplification process 'of
the rewriting system by the new introduced rules becomes much more complex anf
needs access to extensions and to protected rules.

4. EXPERIMENTS.

We present in this section some examples which allow comparisons betwes
different strategies. From experiments the following idea arises: according to
the strategies used in REVEUR-3, the same starting set of equations can be cao-
pleted using different methods which are more or less powerful with respect t
some criteria. A first criterion is the termination of the completion process:

a strategy which allows finding a finite rewriting system R such that (RUE) Isk
equivalent to the starting equational theory can be considered as more interest-|

ing than a strategy with which the completion process fails with a non orient-
able equation or generates an infinite set of rewrite rules. A second criterim
illustrated in our examples is the time consumed by the completion process. This
time is strongly related to the efficiency of the rewriting relation which can
be considered as a third criterion: it is clear that rewriting modulo E is very

expensive and less it is used, more efficient is the rewriting. Thus accordmg‘
to the efficiency criterion, we can say that ->(Rl U Rnl,E) is more efficient |

than ~>(R1 U Rnl),E.

We now study on three examples the
ing strategy on the generated set of rules.

effect of changing the

5. Abelian groups.

For abelian groups, Lankford and Ballantyne together with Peterson and

Stickel have found a term rewriting system satisfying the R,E-Church-Rosser pro- |

perty. The same experiment was performed with REVEUR-3. Our
was initialized with the
axioms and equations:

completion process
rewriting relation ->R,E and the following sets of

You are currently working modulo the following axioms:

(X +y) +z) == (x + (y + z2))
(x +y) == (y +x)

User equations:

il (X+0) == X

rewril- g

1

|
i

o
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2 (x + i(x)) == 0
No critical pair equations.
Ne rewrite rule in R1.

No rewrite rule in R2.

REVEUR-3 terminates with the message:

You are currently working modulo the following axioms:

((x +y) +2z) == (x+ (y +2))
(x +y) == (y +x)

No rewrite rule in R1.
Rewrite rules in R2:
L i(0) -> 0
2. (x+0) ->x

Which has for extensions:
3. (z + (x +0)) ~> (z + x)
4. i(i(x)) -> x
5. (x+ i(x)) >0

Which has for extensions:
6. (z + (x + i(x))) -> z
7. x4+ 2)) -> (i(z) + i(x))

Your system is complete!

Using now the rewriting relation ->(R1 U Rnl,E),

with the message:

You are currently working modulo the following axioms:

((x +y) +2) == (x + (y + 2))
(x +y) == (y + x)

Rewrite rules in R1:

i(0) => 0

(x +0) -> x

(0 + x) -> x

i(i(z)) -> z

i(z + x)) => (i(z) + i(x))

VOB NN e

Rewrite rules in R2:

REVEUR-3

terminates
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6. (x+1i(x)) ->0
Which has for extensions:
7. ((x + i(x}) +2) -> 2

Your system is complete!

Notice that now the rule 0 + x -> x is needed to insure
between -> and ->(R1 U Rnl,E)-reducibility. The second completion
faster than the first one. It is due to the Ffact that less
commutative unification and matching are wused in
result is new in the following sense: it provides a rewriting relation (her
->(R1 U R2,E)) which allows deciding equality in abelian groups and which s
more efficient than the previous one proposed by Peterson and Stickel.

is twice

the second case. This

2.1. Commutative monoid with two generators and identity

Let us now consider the set of equations:

0
a

+ X == X
+b==0
(x +a) +b==x

and assume the associativity and commutativity of the + symbol. Using ->R,E as
rewriting relation, REVEUR-3 terminates with the message:

You are currently working modulo the following axioms:

((x+y) +2) == (x+ (y + z))
(x +y) == (y + x)

No rewrite rule in R1.
Rewrite rules in R2:
I, (0 +x) ->x

Which has for extensions:
2. (z+ (0+x))->(z+ x)
3. (a+b) ->0

Which has for extensions:
4. (z+ (a+b)) ->2
5. ((x+a)+b)->x

Which has for extensions:
6. (z+ ({x+a)+b)) =>(z+x)

Your system is complete!

equivalence |

associative |

-

e

=

=

i
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But using >Rl or ->(Rl U Rnl,E) as rewriting relation, we get an infinite set
of rules whose first ones are described in the following message:
You are currently working modulo the following axioms:
({x +y) +2) == (x + (y + 2))
(x +y) == (y +x)

Rewrite rules in RI:

L. (0 +x) ->x

2. (x+0)->x

3. (a+b)->0

4, (b +a)->0

5. ((x +a)+b)->x

6. (a+(b+2))->z

7. b+ (a+2)) >z

8. ((x + b) +a) > x

9. (b + (x+a))->x

10, ((a + x) +b) -> x

1., ((b+z)+a)->z

12, (a+ (y+b)) ->y

13, ((x+a) +(b+2z)) ->(x+2)

. ((x+ (y +a)) +b) ->(x+y)

15, (a+ ((b+2z)+21)) => (z + z1)

37 (x+a) + ((b+2)+z1)) => ((x +2z) + z1)
38, (Ix+({y+a))+(b+2))->((x+y)+2z)
47, ((x1 +b) + ({x +a) +2)) => (xL + (x + z))
No rewrite rule in R2.

This last completion method is thus less interesting than the previous
one, since it does not terminate. This example illustrates the difference
of power between the two completion methods.

5.2. Arithmetic theory.

This third example is again a case where ->(Rl U Rnl,E) rewriting can
be usefully chosen.

Let + and » be addition and multiplication declared as associative
commutative, s be the successor function and #¥ the
tion.  Stickel proposed a rewriting system which has the
perty:

and
exponentiation func-
Church-Rosser pro-
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04+ x) -> x

0% x)->0

(s{x} +y) -> s((x + y))

(s(x) #y) => ((x *y) +y)

x (y +2)) > ((x *y) + (x % 2))

(x x 0) -> s(0)

(s(0) #* x) => s(0)

(x #% s(y)) > (x % (x *x y))

(x#% (y +2)) => ((x %% y) * (x % z))
((x #% y) % (2 %% y)) => ((x » 2) *x y)

REVEUR-3 with the rewriting strategy ->(RIURn1,E) terminates with Wi

message:

You are currently working modulo the following axioms:

(O +y) +2) == (x+ (y + 2))
(X+y)==(y+x)
(Ux *y) % z) == (x % (y * 2))
(x*y)::(y*x)

Rewrite rules in Rl:

0+ x) =>
(0 » x) =>
(x + 0) =>
(x * 0) ->
(x % 0) -> s(0)

(s(0) ** x) -> s(0)

(s(x) +y) =>s((x +y))

(y + s(x)) -> s({x +y))

(s(x) *# y) => ((x *y) +y)

100 (y % s(x)) => ((x % y) +y)

Lo (x %% s(y)) => (x % (x %% y))

12 (x*(y +2)) > ({x » y) + (x % 2))
B, (y+2) ) > ((x*y) + (x*2z)
o (xwx (y +2)) => ((x %% y) % (x %% 2))

o X O Xx

:om\ta\u-&umb—‘

Rewrite rules in R2:
15, ((x % y) % (z % y)) => ((x * z2) ** y)

Which has for extensions:
16. (((x %% y) * (21 #% y)) % 2) => (({x * z1) *x y) % 2)

Your system is complete!
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6. CONCLUSION.

The first main idea that can be extracted from this work is that there
is not an unique method to complete a set of equations as soon as there is a
built-in theory. The originality of the REVEUR-3 system is based upon this idea.
As a consequence, REVEUR-3 needs interaction with the user who chooses his
method. But let us also emphasize that the underlying theoretical approach both
unifies different known completion processes and increases their power, in the
sense that the general completion algorithm implemented in REVEUR-3 is able to
deal with & larger class of equational theories: all the linearity conditions
introduced by Huet or by Peterson and Stickel have been dropped in our approach.
The power of the REVEUR-3 system is due to this fact.

Up to now our experiments have been performed with associative commuta-
tive built-in theories and thus do not provide unknown results about decidabil-
ity of equational theories. Nevertheless our contribution was to provide a more
efficient rewriting method for example for abelian groups and arithmetic
theories. In this way our results can be seen as improving previous ones. In
addition, REVEUR-3 has been designed in order to support any built-in theory for
which algorithms for equality decision, matching and unification are known. The
next developments of REVE will include such implementations. Among them let us
mention for instance the minus theory [Kirchnerl984} defined by the following
axioms:

~(ex) = x
=(F{x,y)) = fl-y, -x)

and the permutative theory [Jeanrondl980,Kirchneri984al defined by:

f(f(x, y) ,2) = f(f(x, 2z}, y).
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4. Généralisation a des unions de réécritures

Toute notion de réécriture sur les termes est basée sur ine notion de

filtrage adaptée. Habituellement un filtre est défini comme une substitu-

tion appliquant un terme sur un autre. Un point de vue différent, élaboré

en collaboration avec Claude Kirchner, est adopté ici: on difinit le fil-

trage comme une application qui & deux termes fait correspondre un ensem-

ble, éventuellement vide, de substitutions. L’intérét de cz point de vue

est de pouvoir ensuite faire varier la méthode de filtrage en fonction des

termes  considérés. Cela permet de traiter de fagon uniforme toute

réécriture équationnelle définie comme une union de réécritures utilisant

des méthodes de filtrage différentes. Une premiére approche de ce type de
réécriture est étudiée dans la premiére 1’on

partie de ce chapitre ol

mélunge la réécriture standard par des régles linéaires a gauche et la

réécriture modulo E. Une présentation analogue de Ll’unification en tant
qu'application qui & deux termes fait correspondre un ensemble de substitu-
tions, permet de décider de la propriété de Church-Reosser pou- ce type trés

général de réécriture équationnelle.

4.1. Filtrage dans une théorie équationnelle

On désigne par Subst 1'ensemble des substitutions de T(F,X) et par

P(Subst) 1’ensemble des parties de Subst.

Définition 36 : Soit E un ensemble d’axiomes. Une opération de filtrage
dens la  théorie équationnelle = est une application FiltreE de

T(F,X)xT(F,X) a valeur dans P(Subst) telle que
# pour toute substitution o appartenant a FiltreE(t,t'), o(t) nf t

* Filtre (t,t’) est inclus dans Filtre_.

w( E

Toute substitution o appartenant a FiltreE(t,t’) est un filtre modulo E ou




-100-

E-filtre de t vers t’. O

Exenple 7

1) On retrouve la notion habituelle de filtrage lorsque Filtreg est
1’application qui & deux termes t et t’ associe soit le filtre de t vers t'
dans la théorie vide, soit 1l’ensemble vide lorsque t ne filtre pas vers t'.
On notera Fﬂ cette application.

2) De méme la notion habituelle de E-filtrage est obtenue en prenant pour
FiltreE(t,t’) L’application qui & deux termes t et t’ associe 1’ensemble

des filtres de t vers t’ dans la théorie E. On notera FE cette applica-

tion.

3) De fagon plus générale, on peut par exemple définir FiltreE(t,t’) comme
étant Fa(t,t’) si t est linéaire et FE(t,t’) si ce n’esl pas le cas.

4) A la suite de Pedersen (loc.cit.), on peut prendre pour valeur de
FiltreE(t,t’) 1’ensemble des substitutions o telle que o(t) LB t', les
axiomes de E n’étant appliqués, dans la E-égalité précédente, qu’en dessous
d’une occurrence de variable de t. Avec les notations de Pedersen, t appar-
tient & {UE(t)}, ou {oE(t)} désigne l'ensemble des termes obtenus & partir
de o(t) en effectuant des étapes de E-égalités en dessous des variables de
=g
5) On peut aussi définir dans ce formalisme la notion de filtrage con-
traint, dans lequel on exige que, pour toute variable x du demaine de a,
o(x) appartienne & un ensemble de termes donné.

6) On peut également faire varier les axiomes avec lesquels on filtre

suivant un critére sur les termes, ce qui généralise le troisiéme exemple,

v

T
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Ce formalisme permet donc d’inclure dans 1’opératior de filtrage
toutes les conditions restrictives que 1’on souhaite imposer & la notion
habituelle de filtrage dans une théorie équationnelle. L’application
FiltreE peut &étre vue comme un algorithme qui prend deux termes en entrée
et retourne un ensemble de filtres. Cet algorithme peut retourner son
résultat en tenant compte de certaines propriétés du terme cui filtre vers
1’autre: dans la pratique, pour discriminer le résultat, on utilisera

- s0it un critére de linéarité du terme t,

- s0it un eritére d’appartenance de t & un sous-ensemble de termes.
Cette notion de filtrage permet de définir un préordre sur les termes.

Définition 37 : On appelle préordre de filtrage associé & FiltreE, et on

note <, le préordre défini sur T(F,X)xT(F,X) par

t St si et seulement si FiltreE(t,t’) est non vide.

Notation : t £ t’ si et seulement si il existe une substitution o appar-
tenant & FiltreE(t,t’). Lorsqu’il sera utile de préciser la substitution o

utilisée pour comparer t et t’, on notera t <o

Ce préordre est compris entre le préordre de filtrage dans la théorie

vide noté Sg et défini par

£ Sﬂ t’ si et seulement si il existe o telle que o(t) = t’

et le préordre de E-filtrage défini par

2 SE t’ si et seulement si il existe o telle que oft) iE t.
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Ce préordre s’étend aux substitutions de fagon classique:

Définition 38 : Soit V un ensemble de variables inclus dans X. On définit

sur SubstxSubst le préordre S [V] par

a S [v]
si et seulement si il existe une substitution y telle que pour tout terme t

tel que V(t) soit inclus dans V, y appartient & FiltteE(a(t),B(t)). (0]

Définition 39 : Le préordre < est conservé sur les sous-termes si et seule-
ment si t <7 t* implique:
pour toute occurrence u appartenant a dom(t), tlu <L t’lu. O

Exemple 8 :
- Le préordre de filtrage dans la théorie vide éﬂ est conservé sur les
sous-termes, alors que le préordre de E-filtrage SE ne 1’est pas.

- Le préordre défini par

t S t’ si et seulement si t’ appartient a {UE(t)}

est conservé sur les sous-termes. V

4.2. Réécriture équationnelle

Cette notion de filtrage permet d’introduire de fagon abstraite la

notion de réécriture. Cela nous permettra en particulier de traiter de
maniére unifiée les différentes réécritures sur les termes connues & ce

Jour,

Définition 40 : Un syété-e de réécriture équationnelle est un couple (R,E)

_constitué d’un ensemble de régles R et d’un ensemble d’équations E tels que

T

s
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- pour toute équation g=d de £, VY(g)=V(d). Une telle équation est dite non
effagante

- toute regle de réécriture notée g->d vérifie V(d) inclus dans V(g).

La RE-réécriture notée ->RE est la réécriture associde a R et & Filtre_ et

£

définie par :
t ->RE{u,0,g->d] t?

si et seulement si - g->d appartient a R
- ¢ appartient a FiltreE(g,tlu)

- et t’ = tfusold)]. ©

Notation : Si on suppose que les régles de R sont numérotées, et si la

régle g->d porte le numéro k alors t ->RE[o,u,g->d] t’ est aussi noté

t ->RE[u,o,k] t’.

Définition 41 : On appelle congruence engendrée par ->RE la fermeture

réflexive symétrique et transitive de cette relation, notée <-x-D>RE. La

fermeture symétrique transitive de ->RE est notée <-+->RE. O

On dira qu’un ensemble d’axiomes A est équivalent 4 RUE, lorsque

1’égalité engendrée par A, notée ~A, coincide avec <-%->RE.

Définition 42 : On appelle RE-dérivation toute suite de RE-réécritures. On

dit que t est RE-irréductible ou qu’il est en RE-forme normale ou encore
qu'il est RE-normalisé s’il n’existe pas de terme t’ tel que t se RE-
réécrive en t’,

De méme on dit qu’une substitution o est RE-normalisée si pour tout élément

x de son domaine, o(x) est RE-normalisé. O
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Notation : On notera tLRE ou simplement t une forme normale de t pour la

relation ->RE.

Exemple 9 : En reprenant dans 1’ordre les cas de I’exemple précédent, on

retrouve
1) la féécriture habituelle notée ->R associée & Fﬂ.
2) la réécriture de Peterson et Stickel, qui est notée ->R,E et qui est

associée i FE‘

3) la réécriture ->(RfJRn1'E) introduite dans [Jouannaudl983] qui consiste
& utiliser mfnnemFammtéuhemrmeﬁgeHwnwégwwm
et utiliser un E-filtre de FE pour réécrire par une régle non linéaire &

gauche.

4) la réécriture de Pedersen définie par
t ->RE[u,0,g->d] t’

si et seulement si tlu appartient & {cE(g)} et t’ = tluoa(d)].

5) la réécriture contrainte avec un ensemble de méta-régles, définie dans
le chapitre 3.

6) la réécriture avec un ensemble R union disjointe d’ensembles Ri' a

chaque Ri étant associé un sous-ensemble Ei d’axiomes de E et une méthode

de filtrage. V

Certaines approches de la réécriture équationnelle, telle celle

décrite par Lankford et Ballantyne (loc.cit), utilisent la réécriture notée

E E

->R/E et définie par ~ .->R.~ . Cette relation simule la réécriture

induite par R dans les classes d’équivalence module <E et n’est pas décrite
cherche a

par le formalisme précédent. Ce n’est pas un hasard, puisqu’on

s A
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formaliser ici les diverses réécritures sur les termes et non sur les

classes d’équivalence de termes. On a bien sr, pour tout: théorie A =
(RUE), 1’inclusion des relations:

->R € ->RE & ->R,E C ->R/E
Définition 43 : La relation ->RE  est E-noethérienne ou noethérienne

modulo E si et seulement si ->R/E est noethérienne. O

On dira aussi par abus de langage, R est E-noethérien ou noethérien

modulo E.

Notation : Pour une paire de termes (tl,tj), on note

- tl lR/E tz, si et seulement si il existe un terme t tel cue

tl -#->R/E t et tz ~%->R/E t.
- tl i} tz si et seulement si il existe des termes t’l et t’z tels que
! , PR
tl ~-%->RE t T t2 -#=->RE t 2 et t 1 t 2

La notion de réécriture est é&troitement 1liée & celle du préordre

induit par le filtrage utilisé pour réécrire. En effet, si t est réductible

par la régle g->d et le filtre o a 1’occurrence u, g <7 t[u’ Pour

généraliser les résultats obtenus dans [Jouannaudl984] et prisentés dans la

premiére partie de ce chapitre, il est nécessaire d’introduire deux

propriétés de la réécriture par rapport au préordre <.
Définition 44 :

La RE-réécriture est compatible avec le préordre S sur le

couple de termes (t,t') si et seulement si
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t £ t’ et t RE-réductible en t

implique
' s 3 r ’
t' RE-réductible en t’) et t’ LR/E alt)).
o

t o(t) t?

|
RE RE 'RE

l v

?
t olt) e )

Fig 1. Compatibilité de ->RE et <

Définition 45 : La RE-réécriture est compatible au sommet avec le préordre

S sur le couple de termes (t,t’) si et seulement si

t <t et t RE-réductible en tl a 1’occurrence ¢
implique

t’ RE-réductible en t’ et t’l l

1 G(tl)'

R/E

Exemple 10 :
1) ->R est compatible avec le préordre de filtrage standard Sﬂ pour tout
couple de termes.

2) ->R,E n’est pas compatible avec gE

au sommet avec éE pour tout couple de termes.

en général, mais il est compatible

3) -)(RlLRnl,E) est compatible avec le préordre associé sur tous les cou-
ples de termes (t,t’) tels que FiltreE(t,t’) = Fg(t,t’). —>(R1URnl,E) est
compatible au sommet avec le préordre associé sur tous les couples de

termes (t,t’) tels que FiltreE(t,t’) = FE(t,t’).
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4) La réécriture de Pedersen est compatible avec le préordie associé & sa
néthode de filtrage. En effet, si t < t7, ¢’ appartient a ipE(t)}. Ce qui
signifie que t’ = p’(t) avec p'(x) a® p(x) pour toute variable x de t. Si t
est réductible par g, il existe une occurrence u et une substitution o
telles que tlu appartient & {OE(g)}. De la méme fagon, tlu = o’(g) avec
ot (x) A a(x) pour toute variable x de g. On en déduit que p’(t)lu =
p’(t,u) = pt.o’(g) et p’.o’(x) E p’.o(x) pour toute variable x de g. Donc
t’ est réductible par g->d en £, = tluepold)] = p (tluso(d)] =
p’(tl). D’autre part p’(tl) appartient & pE(tl) puisque V(tl) est inclus
dans V(t).

5) Toutes les relations de réécriture équationnelle précédentes sont com-

patibles avec £ pour tout couple de termes. ¥
o

La propriété de compatibilité est a rapprocher de celle de cohérence
définie dans la premiére partie de ce chapitre. En zffet si la RE-
réécriture est compatible avec £ sur le couple de termes (t,t’), la rela-

tion ->R/E vérifie la propriété de cohérence sur le couple (a(t),t’).

Remarque : Il est facile de prouver que si & est conservé sur les sous-

termes et vérifie :

t < By <t implique t %7 ¢

alors ->RE est compatible avec £ sur tout couple de termes (c,t’). C’est le

cas pour ->R et la réécriture de Pedersen.

4.3. Propriété de Church-Rosser modulo E

Reprenons briévement les définitions de confluence et cohérence

données dans la premiére partie du chapitre, en les adaptant a la relation
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->RE.

Définition 46 : Soient (R,E) un systéme de réécriture équationnelle, A
(RUE) et ->RE la relation de réécriture équationnelle.
->RE cst Church-Rosser modulo E si et seulement si pour tous termes tl’tf

A . .
tl ~ tz implique tl l t2

->RE est confluente modulo E si et seulement si pour tous termes t,tl,tz,

t -%->RE tl et t -%->RE tz

->RE est cohérente modulo E si et seulement si pour tous termes t,tl,tz, T

t ~+->RE tl et t - t, implique

2

il existe u.. terme t’z tel que

t, RE ', et t i) t, @ i

2 2

La relation entre ces propriétés s’énonce de la fagon suivante:

Théoréme 6 : (Théoréme de Church-Rosser)
Si ->RE est E-noethérienne, les propriétés suivantes sont équivalentes:
(1) ->RE est Church-Rosser modulo £

(2) ->RE est confluente modulo E et cohérente modulo E

X E
(3) pour tous termes t,t’, t =4 t’ si et seulement si thE ~ t’lRE,

Preuve: Elle est donnée dans la premiére partie de ce chapitre pour une |

relation de réécriture notée R’. [

Définition 47 : Le systéme de réécriture équationnelle (R,E) est convergent

si et sculement si il existe une relation de réécriture ->RE qui est E- '1-

noethérienne et posséde la propriété de Church-Rosser modulo E. O

implique tl ) t2 E.
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Remarque : Si (R,E) est convergent, alors la relation ->R/E est E-
noethérienne et vérifie elle aussi la propriété de Church-hosser suivante:

pour tous termes t t A tz implique t. ¢ t

172 L 1 R/E 72

Afin maintenant de pouvoir décider de la propriété e Church-Rosser
module E & partir de 1'ensemble des régles R et des équations €, il faut

intreduire la notion de paire critique et auparavant celle d’unification.
4.4. Unification

Définition 48 : Soit £ un ensemble d'axiomes et UNIFE une application de
T(F,7)xT(F,X) & valeur dans P(Subst) telle que pour tous termes t et t’,

% pour toute o dans UNIFE(t,t’), a(t) o a(t")

% pour tous termes t et t’ tels que V(t) et V(t’) scient disjoints,
FiltreE(t,t’) est inclus dans UNIFE(t,t’).

* pour toute substitution p, pour tous termes g, t et t’ tels que p appar-

tienne a FiltreE(t,t’) et tels que D(p) et V(g) soient disjoints, si y

appartient a UNIFE(g,t’), alors y.p appartient a UNIFE(g,t). O

Remarque : La deuxiéme condition assure la cohérence entre le filtre util-
isé et 1'unification. La troisiéme condition permet de s’assurer que
Uensemble des unificateurs est suffisamment stable pour gque 1’an puisse

retrouver les propriétés classiques.

Exemple 11 : Nous suivons toujours 1’ordre des exemples précédents.
1) On retrouve la notion d’unification dans la théorie vide lorsque UNIFB
est 1’application qui & deux termes t et t’ associe l’enszmble des unifi-

cateurs de t et t’ dans la théorie vide. On notera Uﬂ cett2 application.

2) De méme la notion habituelle de E-unification est obtenue en prenant
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pour UNIFE(t,t’) 1’application qui & deux termes t et t’ associe 1’ensemble
des unificateurs de t et t’ dans la théorie E. On notera UE cette appli-
cation.

3) De fagon plus générale, on peut par exemple définir UNIFE(t,t’) comme
étant Uﬂ(t,t’) si t est linéaire et UE(t,t’) si ce n’est pas le cas.

A

4) On peut également restreindre UNIFE(t,t’) 4 1’ensemble des E-
unificateurs o de t et t’ tels que o(t) = o(t’), les axiomes de E n’étant
appliqués qu’en dessous des occurrences de variables de D(a)N(V(t)UV(t’)).
5) On peut aussi définir dans ce formalisme la notion d'unification con-
trainte, dans laquelle on exige que, pour toute variable x du domaine de o,

o(x) appartienne & un ensemble de termes donné.

6) On peut également faire varier les axiomes avec lesquels on unifie
suivant un critére sur les termes. V
A cette notion générale d’unification, on associe la notion adaptée

d’ensemble générateur, c’est & dire d’ensemble complet relatif a UNIFE.

Définition 49 : Soit E un ensemble d’axiomes et Unif_ une

[
T(F,X)xT(F,X) & valeur dans P(Subst) telle que pour tous termes t et t’,

application de

(1) pour toute o dans UnifE(t,t'), D(o) est inclus dans V(t)UV(t’) et I(g)
est choisi d’intersection vide avec W, o0 W est un ensemble de variables
qui contient V{t)W(t’).

(2) UnifE(t,t’) est inclus dans UNIFE(t,t’).

(3) pour toute o' dans UNIFE(t,t’), il existe o dans UnifE(t,t’) tel que

o 2o’ [V()Ww(t)].
UnifE(t,t’) est appelé ensemble complet d’unificateurs relativement & Unif,

E
et a FiltreE.

===
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Il est souvent intéressant pour des raisons d’efficacité d’imposer la con-

dition de minimalité suivante:

(4) pour toutes o et p appartenant & UnifE,
o £p [Vv] implique o = p.

alors dit ensemble mininal

L'ensemble

UnifE(t,t’) est cmplet

d’unificateurs, O

I1 est important de noter que le préordre utilisé pou: comparer les
substitutions de UNIFE(t,t’) est le préordre induit par FiltreE(t,t’).
et t’

L’application UniFE dépend donc des termes t uniquement et est

étroitement reliée a la valeur de FiltreE en (t,t’). L’.ntérét de cette

définition est 14 encore de pr.voir faire varier éventuellement la méthode
d'unification suivant un critére sur les termes. L’application UnifE peut
gtre vue comme un algorithme qui prend deux termes t et t’ en entrée et

retourne un ensemble d’unificateurs complet par rapport a UNIFE(t,t’) et a
FiltreE. Cet algorithme peut retourner son résultat en tenant compte de

certaines propriétés des deux termes a unifier, comme pour le filtrage.

Notation :

1) On notera UPG 1’application Unif_ qui associe & tous termes t et ¢t’

£

soit leur unificateur principal (ou minimal) dans la théorie vide, soit

Vensemble vide lorsque t ne s’unifie pas avec t’.

2} On notera ECU

£ 1’application Unif

qui a deux termes t et t’ associe

E
soit un ensemble complet d’unificateurs dans la théorie E, soit 1l’ensemble

vide lorsque t ne s'unifie pas avec t' dans la théorie E.

4.5. Paires critiques

A cette notion d’unification correspond une notion adaptée de paires
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critiques.

Définition 50 : Un terme t non réduit & une variable se UnifE-superpnse
dans un terme t’ & une occurrence u de G(t’) avec un ensemble complet © de
superpositions si et seulement si © = UnifE(t,t’lu).

Etant données deux paires de termes (g,d) et (1,r) telles que V(g) et V(1)
soient disjoints, et que 1 se superpose dans g & 1’occurrence u avec

1’ensemhle complet de superpositions ©, alors 1’ensemble
{(p,a) | p=0(d), q=6(glu+rl) pour tout & dans e}

est un ensemble complet de paires critiques de la paire (1,r) dans la paire

(g,d) & l’occurrence u. A chaque superposition 6 de © est associé le terme

superposé 68(g). O

Exemple 12
1) On retrouve la notion de paire critique définie par Knuth et Bendix en
prenant UnifE = UPa sur tous les termes.
2) On retrouve la notion de E-paire critique définie par Peterson et
Stickel en prenant UnifE c ECUE sur tous les termes.
3) Mais on peut également choisir pour UniFE(t,t’)
- sit est un membre gauche de régle:
* ECUE(t,t') si t n’est pas linéaire
* UPa(t,t’) quand t est linéaire.
- si t est un membre gauche ou droit d’équation et t’ un membre gauche de
régle linéaire:
* UPg(t,t').
On obtient alors la notion de paire critique adaptée & la réécriture

->(RlURn1,E).
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4) On peut également restreindre UnifE(t,t’) a

-sit et t’ sont des membres gauches de régle:

l'ensemble des E-unificateurs o de t et t’ tels que o(t) alt a(t’), les
axiomes de E n’étant appliqués qu’en dessous des occurrences de variables
de D(o) N (V(E)UV(L?)).

- sit (ou symétriquement t’) est un membre gauche d’équation:

l'ensemble des E-unificateurs o de t et t’ tels que o(t) £ o(t’), les
axiomes de E n’étant appliqués qu’en dessous des occurrences de variables
de D(o) N V(t’) (symétriquement V(t)).

On définit ainsi une notion de paire critique adaptée & la réécriture de

Pedersen. ¥

Définition 51 : Une paire critique de confluence est obtenue par superposi-
tion de deux régles entre elles. Une paire critique de cohérence est obte-

nue par superposition d’une régle avec une équation de E. O

Le fait que 1’on puisse ramener le probléme de confluence & 1’étude de
la convergence de palres critiques repose sur le lemme des paires critiques

qui s'énonce de la fagon suivante:

Lemme 2 : Supposons que
- soit t ->R[e,q,1->r] toett ->RE[u,0,g->d] t,
- soit t |-|E[e,q,1->1] t, et t ->RE[u,0,g->d] t,

- soit t ->RE[e,0,1->r} t. et t |-|E[u,0,0->d] t

1 2

ol u est une occurrence de non variable dans dom(l), différente de ¢ dans
le troisiéme cas. Supposons de plus que, dans la derniére éventualité, le

préordre associé a ->RE est conservé sur les sous-termes.
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Alors il existe une paire critique (p,q) dans un ensemble complet de paires
critiques de g->d dans 1->r & l’cccurrence u, telle que p S tl et g 2 tT

ol £ est le préordre associé & la méthode de filtrage wutilisée dans

1’application de ->RE.

Preuve: Dans les deux premiers cas, o appartient & FiltreE(g,tlu) et t =
a(l). Donc, par les deux derniéres conditions de la définition de
UNIFE, o appartient & UNIFE(g,llu). 11 existe alors a appartenant &
UnifE(g,llu) tel que a S0 [V] ot V = V(1) U V(g). Il existe une
substitution y telle que pour tout terme s tel que V(s) soit inclus
dans V, y appartient a FiltreE(u(s),a(s)). (p,q)=(alr),a(Llued]))
est une paire critique de g->d dans 1->r & 1’occurrence u. De plus
par  définition de 'y, vy appartient a FiltreE(p,tl) et &
FiltreE(q,tZ).

Dans le dernier cas, o appartient & FiltreE(l,t) et o appartient a
FiltrEE(g,tlu). Puisque le préordre est conservé sur les sous-
termes, o appartient 3 FiltreE(llu,tlu). Donc o appartient 3§

UNIFE(g,llu) et on conclut comme dans le cas précédent. [J

Exemple 13 :

1) Si on choisit pour ->RE la relation ->R, (p,q) satisfait la condition
suivante: il existe une substitution o telle que c(p):tl et u(q):tz.

2) Si on choisit pour ->RE la relation ->R,E, (p,q) satisfait la condition

E
suivante: il existe une substitution o telle que o(p) ~E t, et o(g) ~ t

1 2!

¥V Si on choisit pour ->RE la réécriture de Pedersen, (p,q) satisfait la

condition suivante: il existe une substitution o telle que tl est dans

{UE(p)} et t2 est dans {aE(q)}. v
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4.6. Théoréme de décidabilité de la propriété de Church-Resser

Dans ce formalisme, le théoréme de décidabilité de la propriété de

Church-Rosser pour les systémes de réécriture équationnelle 3’énonce ainsi:

Théoréme 7 : Soit R un ensemble de régles E-noethérien, et = une théorie
telle que UnifE existe et que les classes d’équivalence modulo & soient
finies. Supposons que ->RE seit une réunion d’un nombre fini n de relations
de réécriture équationnelle _>RiE telles que

#pour tout i = 1,...k, ->RiE est compatible sur T(F,X)xT(F,X) avec le
préardre associé §i qui est conservé sur les sous-termes,

# pour tout i = k+l,...n, —>RiE compatible au sommet avec le préordre
associé Si sur T(F,X)xT(F,X).

Alors ->RE est Church-Rosser modulo £ si et seulement si

- toutes les paires critiques de confluence (p,q) vérifient p lR/E q.
- toutes les paires critiques de cohérence (p,q) obtenues par superposi-
tion d’une régle dans une équation satisfont

il existe p’ tel que p ->RL p’ et p’ i

re &
- toutes les paires critiques de cohérence (p,q) obtenues par superposi-
K
tion d’une équation dans une régle de U Ri satisfont
i=1

il existe q’ tel que q ->RE g’ et p ¢ q’.
R/E
Preuve: La preuve s’obtient facilement a partir de la preuve du théoréme 15

k
de la premiére partie du chapitre en prenant U —’RiE 4 la place de
=

n
>R, et U —R,E a la place de ->R ,E. les cas 4 et 5 de la
1 fopel L nl

preuve se généralisent en utilisant la propriété de compatibilité

de ->R.E avec <' pour isl,.. k. D
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Exemple 14 : Il est donc possible de mélanger la réécriture standard, Ia

réécriture de Pedersen et celle de Peterson et Stickel en définissant
k

i=1

régles R, et de la réécriture & la Pedersen avec un ensemble différent de

1

régles‘Rq. En effet ces deux types de réécriture ont les mémes propriétés

de compatibilité avec leur préordre associé qui est conservé sur les sous-

n
v} '*RiE est réduit & la réécriture de Peterson et Stickel avee
izk+1

termes.

un ensemble de régles R v

3

4.7. Procédure de complétion équationnelle

La procédure de complétion équationnelle a pour arguments un ensemble
P de paires de termes, un ensemble R de régles de réécriture, un ensemble
constant d’équations £ et un ordre de E-réduction noethérien (c’est-a-dire
un préordre compatible avec la structure de F-algébre tel que 1’équivalence

N 4 E . ‘s . -
associée contienne ~ et tel que 1’ordre strict associé sait noethérien).

La procédure de complétion est décrite de fagon détaillée dans la

premiére partie du chapitre dans le cas de la réécriture —>(R1UR E). Les

nl’

notions de régles protégées et d’extensions introduites dans cette partie

se généralisent en remplagant la distinction entre Rl et Rnl par une
k n

discrimination sur U —*R.Eet U —*RiE. La procédure PAIRES-CRITIQUES
izl i=k+l

calcule les paires critiques de confluence et cohérence, et ajoute des pro-
tections ou des extensions si c’est nécessaire. Rappelons briévement

qu’une régle est marquée lorsque ses paires critiques de cohérence et de

canfluence avec les régles précédemment introduites ont été calculées.

U 2R.E comme la réunion de la réécriture standard avec un ensemble de
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Une hypothése d’équité est nécessaire pour assurer qu’iucune régle ne
sera indéfiniment ignorée dans le processus de sélection pour le calcul des
paires critiques:
pour toute régle engendrée par la procédure, il existe un appel récursif
tel que

- soit la régle est simplifiée par une nouvelle régle introduite

- soit la régle est choisle et ses paires critiques sont calculées.

Soit R+ l’ensemble de toutes les régles engendrées par la procédure.
La notion de simplifiabilité, utilisée par la procédure SIMPLIFICATION pour

supprimer des régles de R+, se définit maintenant de la fagon suivante:

no.
Définition 52 : Posons £ = U <t Do est simplifiable par 1->r si et
=l

seulement si les deux conditions suivantes sont satisfaites:
1. - ou bien il existe une occurrence u appartenant a dom(}*), différente
dec, et 1 £ l’Iu

- ou bien 1 Si 1’ et ->R+E est compatible avec §i sur le couple (1,1%).
2. 1'->r’ n’est protégée que par des régles elle-mémes simplifiables. O
En d’autres termes, ou bien 1’ est R+E-réductible par 1->r & une occurrence
différente de ¢, ou bien 1’ est R+E-réductible au sommet par l->r avec une
opération de filtrage induisant un préordre compatible avec la réécriture
équationnelle. Une fagon de réaliser cette condition est de ne réduire les

régles au sommet qu’avec la réécriture ->R.
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PROCEDURE E-COMPLETION(P,R,E,>)

SI P n’est pas vide
ALORS choisir une paire (p,q) dans P; p’=p}; q’=qi;

CAS p’ £ q’ ALORS R = E-COMPLETION(P-{(p,q)},R,E,>)
p’ >q ALORS 1=p’, r = q;
(P,R) = SIMPLIFICATION(P-{(p,q)},R,E,1->r}
R = E-COMPLETION(P,RU{1->r},E,>) -
g’ >p’ ALORS 1 =q’, r = p*;
(P,R) = SIMPLIFICATION(P-{(p,q)},R,E,1->r)
R = E-COMPLETION(P,RU{1->r},E,>)
SINON ARRET en ECHEC
FIN CAS

SINON SI toutes les régles de R sont marquées
ALORS RETOURNER R; ARRET en SUCCES
SINON choisir une régle non marquée (1->r) en respectant
1’hypothése d’équité
(P,R)=PAIRES~-CRITIQUES(l->r,R,E);
marquer la régle 1->r dans R
R=E-COMPLETION(P,R,E,>)
FIN SI
FIN SI

FIN E-COMPLETION
Les preuves données dans la premiére partie du chapitre, dans le cas

de la réécriture ->(R1URnl,E) se généralisent aisément en remplagant la

k
distinction entre Rl et Rnl par une discrimination sur U “*RiE et
i=1
n
U —R.E
izk+l

Considérons alors le systéme de régles Rw engendré par la procédure.

Théoréme 8 : Soit (R,E) un systéme de réécriture égquationnelle tel que
UnifE existe, que les classes de congruence modulo E soient finies et que
le préordre de E-filtrage éE soit noethérien. Alors ->Ref est Church-Rosser

modulo E.

Preuve: Elle se calque aisément sur la preuve du Théoréme 23 de la premiére

partie du chapitre. La réécriture ->R+E est la réunion d’un nombre
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fini n de relations de réécriture équationelle ->R+it telles que

% pour tout i = 1,...k, ->R+iE est compatible sur T(F,X)xT(F,X)
avec le préordre associé éi qui est conservé sur les sous-termes,

* pour tout i = k+l,...n, —>R+iE est compatible au sommet avec le
préordre associé §i sur T(F,XIxT(F,X).

La réductibilité de R+ par Re se définit de la fagon suivante:

s
pour tous termes t, t 1 et tn+l tels que

~E ’
-t tn+l et t ->R+E[v#e,q,1->r] t L ou

~E ’
-t tn+l et t ->R+E[¢,0,1->r] t 1

11 existe un terme t’2 tel que t ~>ReofE t’

par 1’équivalence engendrée par R+UE.

et t’l équivalent & t*

2 2

Le cas 5.b de la preuve de cohérence locale utilise le fait que
pour i compris entre k+l et n, —>R+iE est compatible au sommet avec

e cx ok
le préordre associé £°. [

11 est important de noter que pour un méme ensemble initial
d’équations, des partitions différentes des ensembles de régles engendrées
conduisent A& des stratégies de complétion différentes et plus ou moins
puissantes. Cette remarque a été développée en détail dans la deuxiéme

partie du chapitre, dans le cas de la réécriture ->R URnl’E'

1

Remarque : Lorsque les classes d’équivalence modulo E ne sont pas finies,
il est possible de donmner une condition suffisante & tester sur les paires
critiques de cohérence pour assurer la propriété de Church-Rosser (voir la

premiére partie du chapitre).

I1 est intéressant de noter également le résultat d’unicité suivant:
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étant donné un ordre de E-réduction et une théorie équationnelle A, il
existe un unique systéme de réécriture équationnelle tel que
- RUE est équivalent a A

- R est E-noethérien

t

R est R/E-Church-Rosser (i.e. t A t’ si et seulement si t lR/E t*)
- les régles de R sont interréduites.
Un tel systéme est obtenu en normalisant par la relation ->R/E 1le systéme

de réécriture retourné par la procédure de complétion équationnelle.

4.8. Travaux reliég

Un certain nombre d’autres travaux ont été mends autour de la
procédure de complétion de Knuth et Bendix, c’est-d-dire dans le cas o0 E
est vide, Notons d’abord une idée de Kapur permettant de réduire le nombre
de paires & réduire et orienter: si 0 est une superposition et qu’il existe
une variable x de D(8) telle que 8(x) soit réductible, la paire critique

correspondant & 8 est convergente. La preuve de cette propriété est facile

en utilisant une induction noethérienne et s’incorpore simplement dans nos

preuves.

Citons d’autre part les travaux de Winkler et Buchberger
[Winkler1983], prolongés par ceux de Kuchlin [Kuchlin1985]. Dans le premier
article, un critére permettant de prédire 1la convergence de certaines
paires critiques est donné. Ce critére permet ainsi de diminuer le nombre
de paires critiques 3 considérer et donc d’éliminer certaines réductions
superflues. Il permet également de diminuer la taille de 1’ensemble des
paires critiques en attente, ainsi que le nombre de paires de termes 4
orienter. Le deuxiéme article améliore ces résultats en donnant un critére

plus facilement implantable et montre que 1’efficacité de la procédure de

complétion en est considérablement

d*étudier 1’extension de

équationrielle générale.

leurs
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critéres

a

améliorée.

la

11 sera.t

procédure

de

intéressant

complétion
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- CHAPITRE 3:
PROBLEMES DE DIVERGENCE

ET META—-REGLES




CHAPITRE 3: PROBLEMES DE DIVERGENCE ET META-REGLES

1. Introduction

L’intérét des preuves par complétion est souvent limité en pratique
par le fait que le processus de complétion engendre unme infinité de paires
critiques toutes orientables en régles de réécriture. De plus 1’unicité du
systéme de réécriture engendré par la procédure de complétion, un ordre
étant donné, permet d’affirmer que s’il y a divergence pour cet ordre, il
n'existe pas d’autre complétion permettant de n’engendrer qu’un nombre fini
de régles. Il peut se produire deux types de divergence, er profondeur et
en largeur.

- La divergence en profondeur est par exemple provoquée par l’existence
d’une régle g->d qui se superpose successivement sur une régle gl—>d1 puis
sur la regle 92')d2 obtenue & partir de cette superposition et ainsi de
suite.  Ce phénoméne apparait lorsqu’il existe un sous-terme commun & d et
8 gl qui s’unifie avec g. Si o est 1’unificateur de ce sous-terme avec q,
la régle engendrée par superposition aura comme membre gauche la forme nor-
male de U(gl)' 5i dans celle-ci apparait & nouveau le sous-terme de d, le
processus se réitére et les membres gauches des régles engendrées sont les
formes normales de c(gl), o(u(gl)), c(...(o(gl)...)... L'exemple typique
est celui de la régle d’assaciativité d’un symbole f qui peut produire une
divergence dés qu’il existe une autre régle contenant un sous-terme du type
flgty.

- La divergence en largeur n’apparait que dans la complétion équationnelle
et résulte de 1’existence, pour certaines équations, d’un ensemble complet

infini d’unificateurs dans la théorie E.
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L’apparition de 1’un de ces deux types de divergence souléve des
problémes & la fois d’ordre pratique et théorique. En effet, la preuve de
la procédure de complétion reste valide lorsque le systéme de régles,
engendré a partir d’un nombre fini d’axiomes d’une théorie équationnelle,
posséde. une infinité de régles. Ce systéme infini permet encore,
théoriquement, de semi-décider 1’égalité de deux termes finis dans la
théorie équationnelle initiale. Si les deux termes sont égaux, il est en
effet possible de trouver une itération de la procédure, donc un systéme de
régles fini, telle que les deux termes se réduisent en une méme forme nor-
nale (ou en des formes normales E-égales s’il s’agit de réécriture
équationnelle). Néanmois la procédure de complétion ne permet pas de
prouver que deux termes ne sont pas égaux et, en ce sens, ne fournit alors
qu’une procédure de semi-décision. De méme lorsque, en superposant madulo E
deux membres gauches de régles, 1’algorithme d’unification module E
retourne un ensemble complet infini de E-unificateurs, la procédure de
complétion dait théoriquement assurer 1la convergence d’une infinité de
paires critiques associées & ces deux régles en ajoutant en général une

infinité de régles.

Dans la pratique, il est exclu de considérer des ensembles infinis de
régles. Une premiére approche a été proposée par J.Y.Cras dans [Crasl983]
pour traiter ce probléme: une extension de REVE qui détecte un certain type
de divergence de la procédure de complétion, a été implantée. Les régles

engendrées par le processus de complétion sont réparties de fagon dynamique

en un certain nombre de suites "réguliéres”. Deux critéres de régularité ap

sont envisagés: le premier est 1’existence d’une relation de récurrence

explicite, mais cela pose des problémes de détection qui ne sont pas
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résolus dans cette approche. Le deuxiéme est 1’existence d’ine relation de
filiation, c’est-a-dire que les régles sont classées d’apris leur origine.
Plus précisément une régle appartient & une famille donné: si elle est
obtenue par superposition d’une méme régle dans une régle jrécédente de la
famille. Quand le systéme détecte une suite de termes réjuliére et que
celle-ci atteint une certaine longueur, en pratique &rés faible, il
considére celle-ci comme infinie et cherche & définir des lemmes qui la
réduiront. Dans la plupart des cas, le lemme doit 3tre fourni par

l’utilisateur et bien slr prouvé par lui.

Le probléme de la détection des suites réquliéres rejoint celui de
I'inférence d’une relation de récurrence sur une famille de termes, utilisé
dans la synthése de programme a partir d’exemples [Jouannaudl98l]. L’outil
des arbres signés est également proposé dans [Kirchnerl982] pour aider & la
découverte de relations de récurrence. Cependant ce probléme ne sera pas
abordé dans le cadre de cette thése. Noua avons plutdt cherché dans ce
chapitre & débroussailler un probléme difficile et les résultats que nous
donnons ne prétendent pas constituer un traitement exhaustif du probléme.
Nous nous sommes fixés les trois objectifs suivants:

1) Le premier est de proposer une notion de schématisation et & mettre en
évidence les conditions qu’il faut vérifier pour que cette schématisation
soit possible. Le but poursuivi dans la schématisation d’un ensemble infini
de régles de réécriture est de trouver un systéme fini de mcia-régles qui
permettront de décider de 1'égalité dans la théorie équationnelle
correspondante. Soulignons que, contrairement & d’autres approches util-
isant 1’introduction de lemmes valides pour faire une preuve, telle celle

de Boyer et Moore [Boyerl977], nous nous plagons ici dans 1’algébre libre
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et non dans 1’algébre initiale de la théorie équationnelle. De fagon
informelle, une méta-régle est une régle possédant des méta-variables,
c’est-a-dire des variables qui ne peuvent prendre leurs valeurs que dans uj
domaine donné. Pour construire une méta-régle, {1 faut d’abord déterminer
une famille de régles dont les membres gauches ont un squelette commun. Ce
squelette est défini comme le plus grand terme G tel qu’il existe un filtre
modulo une relation d’équivalence décidable, notée ~, de ce terme vers
chaque terme de la méme famille. Dans les cas de divergence en prafondeur
que nous considérons, cette équivalence est engendrée par un sous-ensemble
RO de l’ensemble infini de régles. Dans le cas d’une divergence en largeur,
cette équivalence est engendrée par les équations de E. Des méta-variables
s’introduisent 1a ol 1’on applique le filtre. Les structures sont les
images des méta-variables par le filtre et engendrent leur domaine. On
infére alors une méta-régle G->D dont le membre gauche est le squelette de
la famille infinie. Pour réduire un terme avec une méta-régle, on définit
une réécriture contrainte notée -->>. La schématisation est correcte si
1'ensemble des méta-régles ainsi déterminées posséde la propriété que la
congruence engendrée par la relation -->>> (définie comme -->> suivie de ~)
coincide avec celle de la théorie équationnelle de départ. Plusieurs condi-
tions permettant d’assurer la correction d’une schématisation sont
proposées. Une fois trouvée une schématisation correcte, il est valide
d’utiliser les méta-régles pour prouver un théoréme équationnel, ou pour
résoudre des équations, comme nous le verrons dans un chapitre ultérieur.
2) Le deuriéme probléme est de proposer une méthode permettant de prouver
que la relation de réécriture -->>> est convergente, afin a la fois de
prouver la correction et d’obtenir une procédure de décision de la théorie

équationnelle de départ. Au lieu de travailler directement sur la notion de
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réécriture contrainte, on élargit le probléme en 1’étendant & 1’ensemble
des méta-termes. Pour cela, une opération de méta-réduction vst définie sur
cet ensemble. La méta-réduction est une extension conservative de
D’opération de réduction contrainte sur les termes. Il est alors possible
de donner des conditions nécessaires et suffisantes pour que la méta-
réduction posséde la propriété de convergence dans l’ensemble des méta-
termes. Celle-ci implique la convergence de la réécriture contrainte dans
’ensemble des termes.

3) Enfin le dernier probléme est de faire le lien avec la complétion
équationnelle. Dans certains cas de divergence en profondeur que nous
caractérisons, compléter un ensemble de méta-régles se raméne & une

complétion modulo 1’équivalence ~.

2. Pesition du probléme

Afin de cerner mieux le probléme, il s’agit d’abord de répondre & la
question: quels types de systémes de réécriture infinis veut-on représenter
par des méta-régles? Donnons quelques exemples simples mais significatifs

des proﬁlémes qui se posent.

Exemple 15 : Les arbres binaires signés:
Le systéme de réécriture considéré est
-(=(x)) -> x
=(F(x,9)) > fl=(y),-(x))
Fl-x,fx,y)) -> y
Ffly,x),-x) >y

A partir de ces régles, la procédure de complétion diverge en  engendrant

deux familles infinies de régles:
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F(=x, F(x,y))->y,

f(f(-xz,-xl),f(f(xl,xz),y)->y
f(f(-xz,xl),f'(f(—xl,xz),y)—>y
f(f(xz,-xl),f(f(xl,-xz),y)->y

f(f(f(—xs,-xz),—xl),F(F(xl,f(xz,xz)),y)—)y

et
FFly,x),-x) -> y
F(f(y,F(xl,xz)),F(-xZ,—xl))->y
F(f(y,f(-xl,xz)),F(—xz,xl))—>y
f(f(y,f(xl,-xz)),f(xz,-xl))-)y
f(f(y,f(xl,f(xz,xj))),f(f(-xB,-xz),—xl))—>y
v

Exemple 16 : Associativité et idempotence: les équations

F(F(x,y),2) = F(x,fly,z))
f(x,x) = x

orientées de gauche & droite, engendrent les deux familles de régles:

PO (0, sy Pl FUX 0, F(X ,2) 000 )
1 2 k’ 1’ ! k’
N -> F(xl,F(xZ,...,f(xk,z)...)
f(xl,f(xz,...,f(xk,F(xl,...,f(xk_l,xk)..;.z( " a v
- SRS TRETRLIC T MY

Exemple 17 : Un deuxiéme exemple assez proche du précédent est celui des
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exiomes de distributivité et associativité, lorsque la dist-ibutivité est
orientée de maniére & factoriser les expressions. Les axiome:

((x%y)*z)

= (xx(y%z))
(x¥z2)+(y*z) =

(x+y)¥z
orientés de gauche & droite, engendrent la famille de régles:

(xn*(...*(xl*z)...)+(yk*(...*(yl*z)...) ->
((xn*(...*xl)...)+(ykn(...*yl)...))*z

Exemple 18 : Un autre exemple dii & F.Bellegarde montre que 1'on peut avoir
des cas plus complexes:

les équations

(x+y)+z = x+(y+z)
(x+y}#z = (x#z) + (y*z)
(x+a).z = (x*z) + a

sont supposées orientées de gauche & droite et engendrent alors

(x1+(x2+...+(xk+a)...)).z -> ((xl*z)+((xz*z)+..,+((xk%z) +a)...)

Exemple 19 : Une seule régle réussit parfois & engendrer une famille
infinie, Prenons 1’exemple (di & M.Ardis [Ardisl980] et cité par

N.Dershowitz dans [Dershowitz1982]) de la régle

Flg(F(x)))->g(f(x))

tlle engendre la famille de régles:

Pl (F(x))) => gH(F(x))
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Exemple 20 : Cet exemple décrit un type de représentation des entiers. Il i

est emprunté & J.Y.Cras et di 4 M.C. Gaudel. La fonction rn associe &
D’entier i sa représentation rn(i). Les fonctions pred et succ portent sur
les entiers et decr sur les représentations.
Les régles

test(rn(x),rn(succ(x))) ~-> 1t

rn(pred(x)) -> decr(rn(x))
engendrent

test(rn(x),rn(succ(x))) -> 1t

test(decr(rn(x)),rn{succ(pred(x)))) -> 1t

test(decr(decr(rn(x))),rn(succ(pred(pred(x))))) -> 1t

Exemple 21 : Montrons aussi un exemple de divergence en largeur: il est

emprunté a la résolution par complétion de 1'équation

f(x,f(x,fla,y)))=x
dans la théorie des arbres signés avec un symbole binaire f et un symbole
unaire h. La théorie est décrite par le systéme de réécriture équationnelle
Bt =(-(x)) = x

-(Flx,y)) = Fl-(y),-(x))
~h(x)} = h(-x)

R fl-x,f(x,y)) ->y
flF(y,x),-x) => y

Par superposition medulo E des régles:
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RES(f(x,f(x,f(a,y))),x) -> SOL(x,y)
et fl-x,f(x,y)) >y

on obtient la famille infinie de régles:

RES(f(a,y),f(xl,—xl)) => SOL{F(x;,-x)),y)
RES(f(a,y),h(F(xl,—xl))) -> SUL(h(f(xl,~x1)),y)
RES(F(a,y),h(h(Flx ,-x )))) => SOLChCh(ECx) =% )),y)

RES(f(a,y),h(h(h(f(xl,—xl))))) -> SOL(h(h(h(f(xl,—Xl)))),y)

e

dle au fait que 1’unification madulo E de f(x,f(x,f(a,y))) et f(-x,f(x,y))

retourne un ensemble complet infini d’unificateurs medulo E

{(x+-f(xl,-x1)),
(x=h(F(x %)),
(xhth(F(x =%, 0))),
(x=h(h(h(Flx;,-%,)0))), ...}

solution. de 1'équation x=-x. ¥

Dans toute la suite, R0 est un systéme de réécriture confluent et
noethérien et £ un ensemble d’équations pour lequel il existe un algorithme

complet de E-unification.

Pour avoir un formalisme unifié permettant de traiter & la fois les
cas de divergence en profondeur et en largeur, nous introduisons une rela-
tion d’équivalence ~ que nous supposerons décidable, Dans le cas d’une
divernence en profondeur de la procédure standard de Knuth-Bendix, ~ doit
étre interprétée comme la congruence engendrée par un systéme de réécriture

convergent R dont le réle et la détermination seront précisés dans le

0’
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paragraphe suivant. Dans le cas de divergence en profondeur de la procédure
de complétion équationnelle, ~ est la congruence engendrée par un systéme
de réécriture équationnelle (RO,E) supposé aussi convergent. Dans le cas
d’une divergence en largeur de la procédure de complétion équationnelle, ~

doit étre interprétée comme 1’équivalence engendrée par E.

D’autre part, <-#->Ro désigne dans toute la suite la congruence
engendrée sur les termes par le systéme de réécriture (éventuellement

équationnelle) Re (ou (Res,E)).

3. Schématisation

Le but de ce paragraphe est de proposer une notion de schématisation
et de caractériser les systémes de réécriture infinis schématisables en ce
sens. Intuitivement il y a deux idées dans le concept de schématisation
proposé ici: la premiére est de remplacer un ensemble infini de régle- par
un nombre fini de méta-régles. Ainsi la condition pour qu’un systéme de
réécriture soit schématisable est que 1’on puisse trouver des sous-
ensembles de regles dont les membres gauches présentent une certaine
régularité que nous formaliserons. A chacun de ces sous-ensembles est alors
associée une méta-régle. La deuxiéme idée, contenue dans le concept de
schématisation correcte, est que 1l’ensemble des méta-régles ainsi obtenu

doit permettre de décider de la théorie équationnelle.

Dans tout ce paragraphe, les techniques d'inférence jouent un réle
primordial dans la découverte des méta-régles. Nous avons tenté de les
localiser le plus précisément possible, en sachant qu’elles sont encore peu

satisfaisantes.
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3.1. Suite généralisable de termes

Dans un premier temps, il s'agit de caractériser les suites infinies
e termes étudiées. Intuitivement une suite de termes esi généralisable
s’il existe un squelette commun & tous les termes de la suite et des
branches, c’est-a-dire des ensembles de termes pour lesquels il existe un
processus de formation descriptible, par exemple une relation de

récurrence.

Définition 53 : Une suite de termes (gk) admet un généralisé modulo ~ si et
seulement si il existe un terme g tel que pour tout gk, il existe une sub-

stitution % telle que uk(g) ~g,. O

Cette notion étend la notion de géiicialisé dans 1’ensembtle des termes

présentée par exemple dans [Huetl1976].

Exemple 22 : Cas d’une divergence en profondeur:
Les équations

f(f(xv)’);z) = f(x,f(y,z))
Flx,x} = x

orientées de gauche & droite, engendrent une premiére famille de régles:

f()(l,f()( ) > F(lez)

1t
f(xl,f(xz,f(xl,F(xZ,z)))) -> f(xl,f(xz,z))

O TN R AU R S
2 ok i 2> £0x), Fxgy e, Pl 20

Considérons la suite (gk) de leur membres gauches et le systéme de

réécriture:

Ro : F(F(x,y),2) > Fix,f(y,z))

La suite de termes (gk) admet un généralisé modulo RO puisqu’il existe un




-134-

terme g = f(x,f(x,z)) tel que pour tout 9 il existe une substitution 9,
telle que ok(g) --»-)R0 9

Les % sont:

(X‘_xl)y
RE S CHORIR
(x*‘f(xl,f(xz,x}))),

(x‘-f(xl,f(xz,f(xyxa))))- 53

Exemple 23 : Cas d’une divergence en largeur:
Dans la théorie es arbres signés od
B -(-(x))

(PO, y)) = F(=(y),~(x))
-h(x) = h(-x)

X

Rt Fl-x,f(x,y)) ->y
F(fly,x),-x) >y :
RES(f(x,f(x,f(a,y))),x) -> SOL(x,y)

considérons la suite (gk) des membres gauches des régles suivantes:

RES(f(a,y),{ (xl,—xl)) -> SUL(f(xl,—Xl),y)
RES(f(a,y),h(f(xl,—xl))) -> SUL(h(f(xl,-xl)),y)
RES(f(a,y),h(h(f(xl,-xl)))) -> SOL(h(h(F(xl,-xll)),y)

RES(f(a,y),h(h(h(f(xl,—xl))))) => SOL(R(R(h(F(x ), -x;3))),y)

La suite de termes (gk) admet un généralisé modulo £ puisqu’il il existe un
terme g = RES(f(a,y),x) tel que pour tout 9 il existe une substitution g

(3
telle que ck(g) 9

Les % sont:
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(x*‘f(xl,-xl)),
(xf—h(f(xl,-xl))),
(x‘—h(h(F(xl,—xl)))),

(x*—h(h(h(f(xl,—xl))))), cee

Considérons 1’ensemble des généralisés modulu ~ d’une suite (gk). Cet
ensemble de termes est non vide puisqu’il contient les variables. Il est

partiellement ordonné par le préordre de filtrage,

Définition 54 : Un plus grand généralisé de la suite de termes (ng quand
il existe, est un élément maximal (pour le préordre de filtrage) non réduit

d une variable, dans l’ensemble des généralisés. O

Exemple 24 : Dans les deux exemples précédents, g est un plus grand

généralisé. V

Lorsque ~ est simplement 1’égalité syntaxique sur les termes, le plus
grand généralisé existe toujours, car c’est la borne inférieure de
I’ensemble des termes de la suite dans 1’inf-demi-treillis bien fondé
(T(F,X)/Ren,<), o0 Ren est la relation de renommage des variables et <

l'ordre induit par le préordre de filtrage ég.

Le réle du plus grand généralisé est de représenter la plus grande
partie commune & tous les termes d’une méme famille. Le choisir maximal
permet de mieux localiser les sous-termes qui grossissent et de trouver le

processus de formaiion de ces sous-termes. C’est ce que nous allons
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formaliser maintenant avec les notions de branche et de domaine engendré

par une branche,

Définition 55 : Etant donnée une suite de termes (gk) admettant un plus
grand généralisé noté g, pour toute variable x de g, on définit Bx =
{ak(x)}. On appellera branche de la suite (gk) tout ensemble Bx non réduit

& une variable. O

Nous allons imposer de plus que chaque branche soit un ensemble
générateur de termes que 1’on peut reconnaitre. Cela nécessite d’introduire

quelques définitions supplémentaires.

Définition 56 : Le domaine engendré par la branche Bx:[ck(x)} est
1’ensemble des termes

{tte~ v(o, (x)) pour toute substitution y}. O

Exemple 25 : Reprenons l’exemple 8. Le domaine engendré par Bx = {xl,
’
f(xl,xz), f("l’f("z”‘g))’ f(xl,f(xz,f(x},xa)))...} est 1’ensemble des

termes tout entier. Ce sera toujours le cas pour les exemples de diver-

gence en profondeur dans lesquels Bx contient une variable. V¥

Exemple 26 : Considérons la suite de régles:

F(g (F(x))) => g (F(x))
R0 est ici 1l’ensemble ¢ et le généralisé des membres gauches est le terme

f(g(x)). La branche

Bx = (f(xl), g(f(x))), g(g(f(xl))),,.--}

engendre 1’ensemble des termes dont le symbole de t&te est f ou g. V
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Exemple ?7 : Reprenons 1’exemple 9 de divergence en largeur: le domaine
engendré par Bx = {f(xl,-xl), g(xz,f(xl,—xl),-x2), h(g(xz,F',xl,-xl),—xz)),
g(x},g(xz,f(xl,—xl),-xz),-xz),...} est 1’ensemble des solutions modulo £ de

I’équation (x=-x). Notons que Bx est un ensemble complet de -solutions. ¥

Remarquons qu’un méme terme du domaine peut en général itre obtenu par
substitution & partir de plusieurs termes de la branche. Cependant il est

possible d’en trouver un de taille maximale dans les exemples précédents.

Nous aurons besoin dans la suite de reconnaitre les termes du domaine.
C'est pourquoi nous allons imposer qu’un domaine soit un ensemble cécursif.

Rappelons tout d'abord cette notion [Shoenfieldl967].

Définition 57 : On dit qu’un ensemble de termes {t ,t t

iy .1 est

n'’
récursif si il existe un algorithme permettant de décider si un terme

appartient & cet ensemble. O

La propriété pour un ensemble o 8tre récursif est indécidable en
général. Pourtant il est possible de donner des conditicns suffisantes
assurant cette propriété. Ce sera le cas en particulier s’il existe une
grammaire engendrant ce langage ou un automate le reconnaissant. Un cas
particulier, important pour 1’étude des divergerces en largeur, est celui
ol DOM est 1’ensemble des termes satisfaisant morlule £ une équation donnée
avec une seule variable x. Pour décider de 1’appartenance d’un terme t &
l’ensemble, il suffit dans ce cas de substituer t & la variable x dans e et

de tester la E-égalité des termes obtenus.

Exemple 28 : Dans les trois exemples précédents, DOM est récursif. ¥
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Nous sommes maintenant en mesure de définir une suite généralisable:

Définition 58 : Une suite de termes (gk) est généralisable si et seulement
si elle admet un plus grand généralisé et des branches qui engendrent des

ensembles récursifs, O

Remarquons que, pour une suite, la propriété d’étre généralisable est
indécidable, du fait que, pour un ensemble, la propriété d’'&tre récursif

D’est.

3.2. Méta-terme et instanciations associées & une suite généralisable

A la suite généralisable (gk) est associé un terme contenant une
nouvelle sorte de variables, avec des contraintes sur les valeurs qui peu-

vent leur étre affectées.

Définition 59 : On appelle ensemble de variables comtraintes un couple
(MX,DO0M) composé d’un ensemble MX de rouvelles variables et de leur domaine
DuMl qui est un ensemble récursif.

Les variables de MX sont appelées méta-variables et notées oW sZer ©

A des branches distinctes sont en général associés des domaines
différents. Il faudra alors introduire autant d’ensembles de méta-variables
que de domaines. Pour ne pas alourdir la formalisation, nous supposerons
que les branches engenrdrent toutes le méme domaine DOM et nous
n’introduirons qu’un seul ensemble de méta-variables. C’est d’ailleurs le

cas dans tous les exemples que nous traitons ici.

Définition 60 : On appellera méta-terme tout terme de la F-algébre libre
engendrée par XUMX et notée T(F,XUMX).

Si 1 est un méta-terme, MV(T) désigne 1’ensemble de ses variables et méta-
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variables.
Une méta-régle est un couple de méta-termes noté G->D tel que MV(G) conti-

enne MV(D). O

Notation : Les méta-termes seront notés par des lettres capitales

T,4,6,0...

Dans tout ce qui suit, nous supposerons la congruence -~ étendue aux
méta-ters.s de la fagon suivante: ~ est la plus petite congruence sur
T(F,XMX) contenant toutes les paires (a(g),o(d)), pour toute équation g=d

définissant ~, et pour toute subctitution o de T(F,XUMX).

Définition 61 :

- On appelle squelette de la suite généralisable (gk) le plus grand
généralisé dans lequel toute variable z telle que Bz n’est pas réduit a une
variable est remplacée par une méta-variable Z.

- L’ensemble des structures S associé & une méta-variable Z est 1’ensemble
Bz. lLe domaine d’une wméta-variable Z de MX a laquelle est associé
D'ensemble de structures S est 1’ensemble de termes DOM engendré par S.

- On dira alors que (gk) est schématisable par ce méta-terme G et le

domaine DOM. O

Précisons tout de suite un cas important ol une suite de régles est
sthématisable: supposons qu’il existe une relation de récurrence modulo un
systéme de réécriture confluent et noethérien entre les (gk—>dk), c’est-a-
dire que pour tout k>1, 9 et dk puissent s’exprimer en fonction de Y1 et

dk-l respectivement, 4 1’aide d’un méme filtre o En d’autres termes,

k-1"

9~ (919, ) et dy ~ Loy (d, 1)

Alors pour tout k>1, gk->dk peut s’exprimer en ‘onction de gl->d1:
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99, ~ (ak(gl)) -> (uk(dl)).
oda = ak-l'ck-Z"'Ul' La méta-régle est alors la régle gl—>d1 dans

laquelle les variables x appartenant au domaine de la substitution a, sont
remplacées par des méta-variables. Les branches s’écrivent sous la forme
{ak(x)}. De telles relations de récurrence peuvent &tre détectées automa-
tiquement par une technique de filtrage en téte appliquée récursivement
d’abord sur les termes de la suite, puis sur les filtres obtenus Jjusqu’a
obtenir un filtre constant. Pour plus de détails sur cette technique

utilisée en synthése automatique de programmes & partir d’exemples, nous

renvoyons le lecteur & [Jouannaud198l].

Définition 62 : Une instanciation des méta-variables est une application ¢
de 1’ensemble des méta-variables MX dans leur domaine DOM. Une instancia-
tion principale des méta-variables est une application ¢ de 1’ensemble des

méta-variables MX dans l’ensemble des structures. O

Les hypothéses faites sur les structures permettent de décomposer
toute instanciation des méta-variables en une substitution de T(F,X) et une

instanciation principale, modulo 1’équivalence ~.
q

Lemme 3 : Pour tout méta-~terme T et pour toute instanciation ¢ des méta-
variables de T, il existe une substitution y de T(F,X) et une instancia-

tion principale § des méta-variables de T telles que ¢ ~ y.y [MV(T)].

Preuve: Soit ¢ une instanciation des méta-variables de T. Pour toute méta-
variable Z, il existe une structure s et une substitution y telles

que y(s) ~ ¢(Z). En posant §(Z) = s, on obtient ¢ ~ y.¢ [MV(T)]. O
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I1 faut noter que cette décomposition nécessite de renonmer les vari-
sbles des structures associées quand il y a plusieurs métu-variables, ce

que nous ferons implicitement.

Exemple 29 : Prenons le cas ol ~ est 1’égalité syntaxique, ol 1’ensemble
des structures contient f(x) et engendre 1’ensemble des termes commengant
par f ou g. Soit T le méta-terme g(f(X),f(Y)), et sb:(X‘—f(tl))(Y‘—f(tz)) od
tl et t2 sont des termes quelconques. On choisira alors:
= = -

¢-(X‘—F(xl))(Y‘—f(x2)) et Y-(xl“—tl)(xZ tz). v

Cette décomposition se généralise & toute application de XUMX dans

T(F,X):

Corallaire 1 : Pour tout méta-~terme T et toute application o de XUMX dans
T(F,X), il existe une substitution & de T(F,X) et une instanciation princi-

pale | des méta-variables de T telles que o ~ &.¢ [MV(T)].

Preuve: Soit o une application de XUMX dans M(F,XUMX). o se décompose en a
définie sur les variables de T et P définie sur les méta-variables
de 7. D’aprés le lemme 1, il existe alors y et ¢ telles que y.} ~ B
{MV(T)]. On en déduit que:

a.y.¢ ~a [MV(T)], d’ol le risultat en posant &za.y. [J

Exemple 30 : Dans 1’exemple précédent, considérons T = g(g(X,Y),x) et
Lxemple 50

o2 (X F(E )Y« Rt & b)),

3

On choisit alors:

Y=(X f"(xl))(‘{ = f(xz)) et 6:()(1 & tl)(XZ — tz)(x - t}). v
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Définissons maintenant un systéme de régles schématisable par \n

ensemble de méta-régles.

Définition 63 : Un systéme de réécriture infini Re est schématisable par un
ensemble de méta-régles MR et un ensemble de structures S si et seulement
si pour toute méta-régle G->D de MR et toute instanciation principale | dea
ses méta-variables,

$(G) est ~-équivalent au membre gauche d’une régle de

Rw. O

Remarquons qu’une régle (sans méta-variable) est aussi une méta-régle.
Dans la suite, quand nous parlerons de régles, nous ferons référence au
systéme de réécriture R obtenu par complétion, et nous parlerons de méta-

régles pour le systéme MR obtenu par schématisation, qui peut bien sGr con-

tenir des méta-régles sans méta-variables.

Dire que le membre gauche d’une méta-régle G est aprés instanciation
principale ~-équivalent au membre gauche d’une régle de Rw, traduit le fait
que G est le plus grand généralisé modulo ~ d’une suite (gk); tous les %
sont ~=>> au

alors réductibles par sommet par la méta-régle de membre

gauche G. 5i l’on n’impose pas cette restriction, on pourrait obtenir la

situation suivante:
Exemple 31 : Les régles

fix+r) -> fx)
(x+y)+z -> x+(y+z)

engendrent
f(x+e) -> f(x)

Flx+(y+e)) => fx+y)
f(x+(y+(z+e}) => Fx+(y+z))

- torrection de
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Dans la suite des membres gauches de ces régles, les sous-termes 2
D'occurrence 1 forment une suite

xte, x+(y+e), x+(y+(z+e)) ...

généralisable par le méta-terme X+e et le domaine DOM engendré par

S = fx, x+y, x+(y+z) ...}.

De méme, dans la suite des membres droits, les sous-termes & 1'accurrence 1
se généralisent par X. Cependant 1’introduction de la régla (X+e) -> X

mdifierait complétement la théorie équationnelle. Par contre la

définition que nous donnons conduit & la méta-régle f(X+e)->F(X). V

Pour schématiser un ensemble infini de régles, la méthode proposée ici
est la suivante: a partir de 1’ensemble Ri des régles a une itération i de
incluse dans

la procédure de complétion, on détermine une congruence ~

¢-#Re. On infére des méta-régles dont les membres gauches genéralisent,
modulo ~, les premiéres régles engendrées, ainsi que le domaine DOM et son
ensemble de structures S. On vérifie alors 1’hypothése que toute la suite

de termes que généralise le membre gauche de la méta-régle est bien

engendrée par complétion. Ceci peut se faire dans tous les exemples que

nous considérons, par un raisonnement par récurrence du type suivant:

- ¢0(G) est ~-équivalent au membre gauche 9% d’une regle de Reo

- si tbi(G) est ~-équivalent au membre gauche 9 d’une régle de Rew, alors
S ; 3

¢i+l(ﬁ) est équivalent au membre gauche 9541 d’une régle de Rw, en

prouvant que 9; se superpose avec une autre régle pour donner une nouvelle

régle dont le membre gauchc est ~-équivalent & Lbi"_l(G).

Nous avons vu apparaitre dans 1’exemple 31, la nécessité d’assurer la

la schématisation. Schématiser correctement un systéme de
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réécriture Rwo consiste & trouver un nombre fini de méta-régles permettant
de décider de <-%->Rw. Pour cela il faut auparavant préciser ce que l'on

entend par réécrire avec un tel systéme.

3.3. Définition de la réécriture contrainte sur les termes

En général, la notion habituelle de réduction, méme modulo

1’équivalence ~, ne convient pas.
Exemple 32 : Reprenons l’exemple de la régle

Flg(f(x)})->g(F(x)).

Elle engendre la suite de régles:

flg (F(x))) > g (F(x))
qui admet pour squelette le méta-terme f(g(X)) -> g(X) et il parait judi-
cieux de choisir cette méta-régle pour représenter la famille de régles

considérée. La branche

Bx = (f(xl), g(f(xl)), g(g(f(xl))),...}
engendre 1’ensemble des termes dont le é&mbole de téte est f ou g. Lles
termes f(g(a)) et g(a) satisfont f(g(a)) -> g(a). Pourtant f(g(a)) et g(a)
ne sont pas équivalents dans la théorie initiale et ne sont donc jamais

Re-équivalents., V

La raison qui empéche d’avoir la réciproque apparait clairement sur
cet exemple: on a "oublié” la contrainte sur les méta-variables en filtrant
f(g{X)) vers f(g(a)). En effet la valeur X->a n'est pas une valeur
autorisée pour la méta-variable X car elle n’appartient pas & son domaine.

On va donc définir une autré relation de réécriture, que nous appelons
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réécriture contrainte, qui tient compte du domaine des méta-variables.
Notation : Soit MR un ensemble de méta-régles notées G->D.

Définition 64 : Soit Filtre-contraint 1’application de T(F,XUMX)xT(F,XJMX)
dans 1’ensemble des parties de 1’ensemble des substituticns de T(F, XUMX)
qui & un couple (T,T’) assacie
- 1’ensemble des substitutions ¢~ satisfaisant:

~- ¢ est un filtre modulo ~ de T vers T’

-- pour toute méta-varinble Z de MV(T), o"(Z) appartient & DOM,

si T est un méta-terme et T’ un terme,

- ’ensemble vide sinon. O

Remarque : L’application Filtre-contraint est une opération de filtrage
dans la théorie équationnelle ~, dans le sens ol nous 1’avons définie au
chapitre 2, lorsqu’on suppose gue la congruence ~ est étendus & T(F,XUMX)
Il faut noter qu’en fait Filtre-contraint n’a besain d’étre définie que sur
T(F,XLMX){T(F,X). Sa valeur sur T(F,XUMX)xT(F,XUMX) tout entier ne nous

intéresse pas dans la mesure od l'on ne réduit gue des termes.
Reprenons les trois exemples précédents:

Exemple 33 : Associativité et idempotence:

Ak ’ensemble infini de régles engendré par les équations

F(Fix,y),2) = fx,f(y,z))
Flx,x) = x

on associe

St F(flx,y),2) -> F(x,fly,z)).

L’ensemble des structures
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Ss= {Xl, f(xl,xz), F(xl,F(xZ,XB)), f(xl,f(xz,f(x},xa)))...} engendre

1’ensemble des termes tout entier. Filtre-contraint est dans ce cas

1’application qui au couple (T,77), tel que T’ soit dans T(F,X), assacie

1’ensemble des filtres modulo Ro de T vers T’., V

Cet exemple se généralise car dans la pratique, il est fréquent que

1’ensemble des structures contienne une variable,

Définition 65 : On dira qu’une méta-régle est sans contraintes si et seule-
ment si 1’ensemble des structures associé & 1’ensemble des méta-variables
contient une variable.

On dira qu’un ensemble de méta-régles est sans contraintes si et seulement

si chacune de ses méta-régles est sans contraintes, O

3

Dans ce cas, nous avons déja remarqué que DOM est alors 1’ensemble de
tous les termes. De plus, les méta-régles sont, a un renommage prés des

méta-variables par des variables, des régles de Re.

Corollaire 2 : Si MR est un ensemble de méta-régles sans contraintes,
Filtre-contraint(T,T'), lorsque T’ appartient & T(F,X), est 1’ensemble des

filtres module ~ de T vers T’.
Exemple 34 : Considérons la suite de régles:

e (F(x))) -> gL (F(x))

RO est ici 1’ensemble vide. L’ensemble des structures

S = {f(xl), g(F(xl)), g(g(f(xl))),...}

engendre 1’ensemble des termes dont le symbole de téte est f ou gq.
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Filtre-contraint est dans ce cas 1’application qui au couple (T,T’), tel
que T’ soit un terme de T(F,X), associe le filtre o~ de T vers T' si pour

tout Z, 07(Z) commence par le symbole f, ou bien l’ensemble vide sinon. ¥

Exemple 35 : Cas d’une divergence en largeur:

Dans la théorie des arbres signés ol

£ -(-{x)) = x
-(F(x,y)) = F(=(y),-(x))
-h(x) = h{-x)

R : F(-x;F(x,y)) >y
f(fly,x),-x) >y
RES(f(x,F(x,f(a,y))),x) -> SOL(x,y)

pour la suite de régles

RES(f(a,y),f(xl,—xl)) -> SUL(f<x1,—xl),y)
RES(f(a,y),h(f(xl,-xl))) -> SUL(h(f(xl,-xl)),y)
RES(f(a,y),h(h(f(xl,~xl)))) -> SOLCh(h(F(x =% 0)),y) .o

on choisit 1’ensemble de structures

S = {f‘(xl,—xl), g(xz,r‘(xl,‘xl),—xz), h(g(xz,f(xl,-xl),-xz)),
9(x5590¢,, Flx),-x ), =x)),=x5), . )
qui engendre l’ensemble des solutions module E de 1’équation (x=-x).
filtre-contraint est dans ce cas 1’application qui au couple (T,T’), tel
que T’ soit dans T(F,X)}, associe un filtre modulo £ 07, de T vers T’ si
pour tout Z, o7(Z) est solution de (x=-x), ou bien 1’ensemble vide s’il

n’existe aucun filtre modulo E vérifiant cette condition. V
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Ce dernier exemple révéle une difficulté non résolue du filtrage con-
traint. En effet il ne suffit pas de disposer d’un algorithme de filtrage
modulo ~ calculant un filtre modulo ~ (ou méme un ensemble complet de fil-
tres module ~), pour savoir faire du filtrage contraint. Il se peut en
effet que le ou les filtres retournés ne satisfassent pas les conditions du

domaine, alors qu’il en existe d’autres les satisfaisant.

A la notion de filtrage contraint et a 1’ensemble de méta-régles MR

correspond la notion de réécriture contrainte.

Définition 66 : La relation de réécriture contrainte -->> avec 1’ensemble

de méta-régles MR est définie sur les termes par:
t -->>[u,07,6->D} t’

si et seulement si
- G->D appartient a MR
- ¢~ appartient a Filtre—contraint(c,tlu)

-t = tlueo™(D)]. O
Définissons également la relation -->>> par:
t -=>>> t’ si et seulement si t -->> t’l et t’ ~ ¢’
En d'autres termes -->>> = -->> .~

Nous sommes maintenant en mesure de définir la notion de

schématisation correcte.

3.4. Carrection de la schématisation

Une schématisation est correcte si 1’ensemble des méta-régles obtenues
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permet de décider de 1’égalité dans la théorie A initiale.

Définition 67 : La schématisation de Rw par MR est correcte si et seulement

5i ¢-¥->Rw coincide avec <{-#-3>>. O

Remarque : Puisque la preuve de la procédure de complétion permet
d’affirmer que <A coincide avec <-#->Rw, il est écuivalent de dire 0 coin-
cide avec <<<-%->>> dans la définition précédente. Notons d’autre part que
(-%->>> sera facilement décidable si -->>> est convergente, c’est-a-dire
si ~->>> est noethérienne et posséde la propriété de Church-Rosser:

t -%->>> t’ si et seulement si il existe t” tel qua

B %000 t” et £~ t7,
Notre but est maintenant de caractériser une schématisation correcte.

Proposition 1 : La schématisation de Rw est correcte si et seulement si

(a) pour toute équation g=d de A, g <<<-%->>> d.

(b) pour toute méta-régle G->D et toute instanciation orincipale ¢,
P(G) <-%-DRe Y(D)

(c) ~ est incluse dans <-#->Re.

Preuve: ® Montrons d’abord que les deux propositions suivantes sont
équivalentes:
(1) Sit <-%-DRw t’, alors t <<<-#->>> t’.
(a) pour toute équation g=d de A, g <<<-%->>> d.
.(1) => (a) est évident.
(a) => (1) : On a dans ce cas t o t’ et donc t <<<-%-D>>> t7,
® Montrons ensuite que

(2) Si t <K<=%->>> t’ alors t ¢-x->Reo t’
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est équivalente a la conjonction de:

(b) pour toute méta-régle G->D et toute instanciation principale
$, U(G) <—%->Rew $(D)

(c) ~ est incluse dans <-%->Rew.
(2) => (b) et (c) est évident.

(b) et (c) => (2): il suffit de vérifier que t -->>> t’ implique
t <x>Ro t’. Si t n’est pas équivalent modulo ~ & t’, t est
réductible par une régle de MR avec —->>.
Posons t -->>[u,0”,G->D] tl ~t'. Ona o7 (G) ~ tlu' D’aprés le
corollaire I, il existe alors & et ¢ telles que 5. ~ 0" [MV(G)].
On en déduit que:
S.4(G) ~ o7(G) ~ tlu et 6.¢(D) ~ o7(D) ~ tl]u'
Or §(G) <~#->Re (D) implique &(P(G))) <-#->Rw 8(¢(0)). Par

conséquent, t]u <~%=DRoo tllu et t <-x->Re b e 7. O

Vérifier la correction d’une schématisation est un probléme difficile
dans la mesure ol il faut tester la propriété (b) sur toutes les instancia-
tions principales. Nous proposans dans le paragraphe suivant des conditions

suffisantes permettant de prouver la correction.

4. Conditions suffisantes de correction

Examinons tout d’abord les conditions (a), (b) et (c) équivalentes @
la correction.
La condition (a) est facile & tester si -->>> est convergente. Nous revien-
drons sur ce probléme par la suite.

La condition (c) est automatiquement satisfaite dans le cas d’une diver-
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gence en largeur, car dans ce cas <-*->Rw est 1’équivalence engendrée par
(Ro U E) qui contient bien 1’équivalence engendrée par E. Dans le cas d’une
divergence en profondeur, la condition {c) est remplie de fagon évidente si
RO est inclus dans Ree.

Des conditions suffisantes pour assurer la condition (b) peuvent étre
données:

- si ’ensemble des structures contient une variable, (b) cquivaut a:

(bl) pour toute méta-régle G->D, G <-%->Rw D.

- si toute instanciation principale § s’écrit {[J;; ol 4:0 est une instancia-
tion principale, (b) est équivalent a:

(bZ) pour toute méta-régle G->D, q,o(c) <{-%=>R q;O(D).

fela résulte de la stabilité de la congruence <-->Res par substitutions.

- de maniére plus gér’rale encore, si toute instanciation principale 1]
s’éerit ri(q;o), ou F est un contexte et ¢0 une instanciation principale,
(b) est équivalent a:

(b;) pour toute méta-régle G->D, 4.0((3) {=#=->Reo q,o(u).

(ela résulte de la stabilité de la congruence <-¥->Re par contexte.
Remarquons qu’en tout état de cause, cette condition (b) ne fait intervenir
que des instanciations principales et non quelconques: cela permet de tenir

compte de la forme des structures pour la prouver.

Voyons un premier cas simple ol 1’on peut prouver la correction. La
premiére idée qui vient a 1’esprit est de considérer -> comme un symbole de
fonction binaire et de supposer que la suite infinie de régles engendrées
(gk->dk) est une suite généralisable de termes de symbole de téte ->. La

néta-régle associée a une telle suite est son squelette.

Proposition 2 : Supposons que ~ est incluse dans <-x->Re et que la suite de
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régles engendrée par la procédure de complétion est schématisable par le
méta-terme G->D et le domaine DOM. Alors la schématisation de Reo par {G->D}

est correcte.

Preuve: - Pour toute régle gk->dk de R, il existe ¢ telle que ¢(G) ~ 9%
et ¢(D) ~ dk' Donc <-#->Re (qui coincide avec ~A) est incluse dans
{K<-#->>> et la condition (a) de la proposition 1 est satisfaite.

- Pour toute instanciation §, ¢(G) ~ 9 et ¢(D) ~ dk ou gk—>dk est
une régle de Rw. La condition (b) est bien satisfaite.

- La condition (c) est remplie par hypothése. [J

Ce formalisme permet de traiter les exemples simples que nous avons

déja considérés. Examinons quelles méta-régles leur correspondent.

Exemple 36 : les arbres binaires signés
A partir des équations

-(=(x)) = x

~(F(x,y)) = F(-(y),-(x))

(
fl-x,f(x,y)) =y
F(Fly,x),~x) =y
orientées de gauche i droite, la procédure de complétion diverge en engen-

drant deux familles infinies de régles:

fl-x,f(x,y))-Dy,

f(f(-xz,—xl),f(f(xl,xz),y)—)y
f(f('xzyxl) )f(f(‘xl)xz))y)">y
FUF(xy %) )5 FUF(x %, ), ¥) =Dy

f(f(f(-xj,—xz),—xl),f(f(xl,f(xz,xs)),y)->y
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La congruence ~ est celle engendrée par le systéme de réécriture

¢ =(-(x)) -> x

RO
-(Flx,y)) => F(={y),-(x))

Les méta-regles sont:
FO-X,F(X,y)) => y
f(f(Y,x)y'x) -> y:
ta famille des structures est 1’ensemble des arbres en R.-forme normale

[

dont toutes les feuilles sont des variables distinctes, par exemple:

X, =%, f0x,y), Flox,y), flx,~y), F(-x,-y), F(x,f(y,z)), fl-x,fly,z))...
f(f(x,y),F(x',y')), o

Exemple 37 : Associativité et distributivité
Les axiomes

((xxy)xz) = (xx(yxz))

(xxz)+(yxz) = (x+y)»z
orientés de gauche & droite, engendrent la famille de régles:

(x #(oowlx o %z) o )+ 0y (oo vnly #2)...) >

n a i l((x * (oo Yoo Hly # Gy doo )z
n -’ 1 « 5

L'ensemble des structures est 1’ensemble des peignes construits avec » et a

variables toutes distinctes:

X1 (xl*xz), (xl*(XZ*XB))’ (xl*(xz*(xj*xa)?)...
et engendre 1’ensemble des termes. L’équivalence ~ est 1’égalité syntax-

ique. La méta-régle est alors:

(Yxz)+(X%z) -> (Y+X)x2z
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Exemple 38 : Les équations

(x+y)+z = x+(y+z)
(x+y)%z = (xx2) + (y#z)
(x+a).z = (x*z) + a

orientées de gauche & droite, engendrent les régles:

(xl+(x2+...+(xk+a)...)).z -> (xl*z+(x2*z+...+(xk*z +a))).

L’ensemble des structures est

Xy X ¥y, x1+(x2+x3) ook

Si 1'on choisit pour R0 le systéme de réécriture:
(x4y)4z => x+(y+z)
(x+y)*h => (x+h)*(y+h)

La suite de régles admet pour généralisé la méta-réqle:

(X+a).h -> X*h + a

Exemple 39 : Considérons la suite de régles:

gt (F0)) -> gH(F(x))

La congruence ~ est 1’égalité syntaxique. L’ensemble des structures

S= {f(xl), g(F(xl)), g(g(f(xl))),-.-}
engendre l'’ensemble des termes dont le symbole de téte est f ou g.

On a alors une méta-régle :
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flg(X)) -> g(x).

Exemple 40 : type abstrait
Les regles
test(rn{x},en{succ(x))) -> 1t
rn{pred(x)) -> decr(rn(x))
engendrent
test(rn(x),rn(succ(x))) -> 1t

test(decr(rn(x}),rn(succ(pred(x)))) -> 1t
test(decr(decr(rn(x))),rn(succ(pred(pred(x))))) -> 1t

L’ensemble des structures

S = {x, pred(x), pred{pred(x)), ...}
engendre tous les termes de T(F,X). La congruence ~ est celle engendrée

par

RO + rn(pred(x)) -> decr(rn(x))

La méta-régle est alors

test(rn{X),rn(succ(X))) -> 1t.

Exemple 41 : divergence en largeur

Dans la théorie es arbres signés ol
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Er=(-(x)) = x
=(FOx,y)) = F(-(y},-(x})
~h(x) = h(-x)

R Flox,Flx,y)) =>y
F(Fly,x),=x) >y
RES(F(x, f(x,f(a,y))),x) -> SOL(x,y)

la suite de régles

RES(F(a,y),f(xl,-xl)) -> SOL(F(xl,-xl),y)
RES(f(a,y),h(f(xl,—xl))) -> SUL(h(f(xl,-xl)),y)
RES(f(a,Y),h(h(f(xl,-xl)))) -> SUL(h(h(f(xl,-xl))),y)

st(f(a,y>,h(h(h<f(x1,—xl))))) -> SDL(h(h(h(F(xl,-xl)))),Y)

L’ensemble des structures est L’ensemble des solutions minimales de
1’équation x=-x modulo la théorie E des arbres signés.

La méta-régle est alors

RES(f(a,y),X) -> SOL(X,y)

La proposition 2 se généralise au cas ol Rw est réunion d’un nombre
fini de suites de régles schématisables. Illustrons ce cas par 1l’exemple

des axiomes d’associativité et idempotence.

Associativité et idempotence

Exemple 42 :

Les équations

f(f(x,y},2) = f(x,f(y,z))
fx,x) = x

orientées de gauche & droite, engendrent deux familles de régles:
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F(Xl,f(xl,z)) => flx,,2)
f(xl,f(xz,f(xl.f(xz,z)))) -> f(xl,f(xz,z))

f(xl,f(xz,...,f(xk,f(xl,...,F(xk,z)....)

~> f(xl,f(x B 162

2? k’z

f(xl,xl) -> 3

f(xl,F(xz,f(xl,xz))) -> f(xl,xz)

f(xl,f(xz,...,f(xk,f(xl,...,f(xk_l,xk)....)
Les deux familles sont schématisées respectivement par les méta-régles

X, F(X,2) -> f(X,z)

X, %) => X
en posant
Ro ¢ F(F(x,y),z) => Fix,f(y,z))

L'ensemble des structures est 1’ensemble:

= Dxpy Flxpxg)y FlxFOxGuxg)) s FO L FxG, Flxgx,0)) .
Le domaine engendré par S5 est 1’ensemble des termes tout entier.

Si 1'on considére uniquement la méta-régle

FOX,X)Y => X

qui schématise la deuxiéme famille, on s’apergoit que celle-ci réduit,
1’occurrence

famille, puisque:

F(xl,f(xz,...,f(xk,F(xl,...,F(xk,z)....) ~

F(F(f(xl,f(xz,...xk)...),f(xl,f(xz,...xk)...)),z)

Cet exemple met en évidence qu’il n’est pas nécessaire de trouver

)

-> F(xl,f(xz, ..,f(xk_l,xk)...)

a

1, par réécriture contrainte toutes les régles de la premiére

une
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méta-régle pour chaque famille de régles. Nous verrons plus loin que la
complétion de méta-régles permet de retrouver que la premiére méta-régle

est redondante, V

Cependant les hypothéses faites dans la proposition 2 sont peu satis-
faisantes pour plusieurs raisons:

- on fait une hypothése d’inférence sur la ”forme” de Ro tout entier,
alors que dans la pratique, on arrétera le processus de complétion qui bou-
cle en cours de route. Il n’est Jamais possible en pratique de s’assurer
que la procédure a amorcé toutes les suites infinies possibles au moment ol
on 1’arréte,

- la schématisation en téte d’une suite de régles est en général trop res-

trictive. Reprenons pour le voir 1’exemple 18.

Exemple 43 : Les équations

(x+y)+z = x+(y+z)
(x+y)ez = (xxz) + (yx2)
(x+a).z = (x*z) + a

orientées de gauche a droite, engendrent les régles:

(xl+(x2+...+(xk+a)...)).z => (x *z+(x2*z+...+(xk*z + a)))

1
L’ensemble des structures est

Xy X)Xy, x1+(x2+x3) e

Supposons que 1’on choisisse pour Ro la seule régle

(x#y )4z => x+(y+z).
I1 est facile de voir que si 1’on schématise séparément les membres gauches

et les membres droits des régles, on obtient des méta-termes (X+a).h et
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(x#z + Y) qui ne peuvent constituer une méta-régle.
Outre la condition syntaxique que les variables et méta-variasbles du membre
dreit doivent étre aussi dans le membre gauche, le choix de ce dernier est
aussi limité par le fait que l’on veut pouvoir wutiliser les méta-régles
pour pouvoir décider de la théorie équationnelle.
Ces considérations conduisent & choisir pour systéme de régles et méta-
régles:

(X+a).h ~> X#h + a

(x+y)#h <> (x+h)*(y+h)

Elles vérifient

pour tout 9, ~ $(G), 9 —%=DD> dk'

C’est pour donner cette plus grande %atitude de choix que, dans la
définition d’un systéme Reo schématisable, on a imposé seulement que la
svite des membres gauches soit schématisable. Cependant, comme le met en
évidence 1’exemple précédent, un inconvénient majeur est alors que le choix
du membre droit reléve essentiellement de 1’intuition, méme s’il est limité

par 1’exigence de correction.

Notons encore que des exemples plus complexes que les nétres
nécessitent plusieurs méta-régles pour réduire les membres gauches et
éventuellement aussi les membres droits des régles de Re. De tels exemples

sont présentés dans [Bellegardel985].

Pour remédier & ces problémes, nous allons faire maintenant des

hypothéses un peu plus fortes sur les relations mises en jeu. Nous allons
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exiger, d’une part la convergence de -->>>, d’autre part 1’existence d’une
relation d’ordre noethérienne contenant & la fois -DRw et -->>>. Ces
hypothéses vont permettre
- de ne pas avoir & tester toutes les régles engendrées comme dans le
paragraphe précédent: on se limitera au test de convergence suivant sur les
équations de départ:
pour toute équation g=d de A, il existe un terme t tel que
g -%->>> tetd-»>>t

- de tenir compte de simplifications possibles des membres droits des
régles par des méta-régles,

- de tenir compte de réductions des membres gauches de régles par des
méta-régles & des occurrences quelconques,

- de ne pas faire d’hypothése d’inférence sur la forme de Res.

Définition 68 : Soit £ une relation d’ordre, = l’équivalence associée

définie par

t =t siet seulement si t St’ ett’ £t
et < D’ordre strict associé. < est un ordre de réduction contrainte associé
& R, MR et ~ si et seulement si
# > est stable par les opérations de 1’algébre et les substitutions i.e.

vérifie pour tous termes t, et tZ:

1
si tl <t,, alors t[u‘—tl] < t[u""tz] pour tout terme t et toute
occurrence u dans dom(t)
si tl < tZ’ alors c(tl) < a(tz) pour teute substitution o.
* pour tous termes t et t’ non ~-équivalents tels que t -DRw t’, t > t’.

* -=>>> est incluse dans >

* ~ est incluse dans =, O
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‘Tsemple 44 : Dans l'ensemble des arbres binaires signés, ccnsidérons la

relation définie par:

t £t’ si et seulement si |t|f < It'lF

ol |t|f désigne le nombre d’occurrences du symbole f dans t.

~} - Uest bien évidemment un ordre sur les termes, stable par substitution et

par contexte. Soit < 1’ordre strict associé. L’équivalence associée = est

définie par:

t = t’ si et seulement si |t|f = |t’|f.

Toute régle 9, => dk de Roo-Ro vérifie 9 > dk. Toute régle de R0 vérifie

9=d. Les deux méta-régles vérifient G > D. On en déduit que > est un

ordre de réduction contraint. O

I femarque :

- Dans le cas d’une divergence en largeur, 1’ordre utilisé pour erienter
B= est un ordre de E-réduction (voir chapitre 2). Comme dans ce cas ~ est
I’équivalence ~E, la seule condition qui reste i assurer est que -->>> est
incluse dans >.

- Dans le cas d’une divergence en profondeur, notons R0 le sous-ensemble
g5 régles de Rw qui engendre 1’équivalence ~. Sait > la relation d’ordre

‘utilisée par la procédure de complétion pour orienter les régles de Re.

| flle vérifie

sit ~+->Ro t’ alors t > t’.
- Dette relation est stable par les opérations de 1’algébre et par substitu-

~tlon, Comme Ro est inclus dans Re, toute régle g->d de RO vérifie g 2 d.

1 pour que > soit un ordre de réductien contrainte, il reste & vérifier que:

+ toute régle g->d de R, vérifie g < d,

0
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# pour toute méta-régle G->D et toute instanciation principale ¢,

$(G) > ¢(D). > vérifie alors: si t -+->>> t® alors t > t’.

Proposition 3 : Soit — = (> U —strict-sous-terme). Si 1’ordre de

réduction contraint > est noethérien, — est noethérienne.

Preuve: Cela résulte du fait que les deux relations sont noethériennes et
que t —*strict-sous-terme t’ > t” implique:

il existe tl tel que t > tl —*strict-sous-terme t”, [J

Propesition 4 : Soient A une théorie équationnelle, Rw un systéme de
réécriture infini équivalent a A et schématisable par un ensemble de méta-
régles MR. Si

# pour toute équation g=d de A, g <<{(-%~>>> d

* -~>>> est convergente

# 1’ordre de réduction contrainte associé est noethérien

* ~ est incluse dans <-#->Rw,
alors la schématisation de R par 1’ensemble MR de méta-régles est

correcte.

Preuve: @ La condition (a) de la proposition 1, satisfaite par hypothése,
implique pour tous termes t et t’,
si t ¢-%->Rw t’ alors t <<<-%->>> t’.
® Montrons ensuite que
(2} pour tous termes t et t’, si t <<<-%->>> t’ alors t <-%->Rw t’,
Par hypothése de convergence de -->>>, (2) est équivalente &

(27) Sit -x=>0>t et t’ —x->>> to, alors t <-¥->Ro t’,

0

ce qui se prouve par induction multi-ensemble avec la relation
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noethérienne — = (> U —*strict-sous-terme). Cunsidérons le

multi-ensemble {{t...t ...t°}}. Sit ~ t' alors c est terminé.

0
Sinon, supposons par exemple que t -->>> t”, .’autre cas se
traitant de fagon symétrique. Par  induction multi-ensemble,
£ <ex->Ro t? et il suffit de prouver que t -->>> t” implique
t <-#->Re t”. S5i t n’est pas équivalent modula ~ & t”, t est
réductible par une régle de MR avec -->>.

Pasons t -->>[u,¢”,6->D] t1 ~t”. 0na o™ (G) ~t; et par le corol-

Ju
laire 1, t[u ~ &.§(G). Par hypothése $(G) est ~-équivalent a un
membre gauche d’une régle g->d de Rw. Donc tlu ~ &(g) et
8(g) -->> o7(D).

® Cas 1: Si u # ¢, on peut appliquer 1’hypothése d’induction au

i i - -
multi-ensemble {{t tllu}}, puisque t tlu et t tliu' Danc

Ju
t]u {~#->Roo tllu’ cé qui implique par stabilité de cette congruence
par substitution, inclusion de ~ dans {~%~>Rm, et stabilité de
<{-#->Ro par contexte, t <~#-D>Rw t”.

® Cas 2: Il reste & prouver le cas ol u=e.

Comm & ~ 8(g) ~>Re 8(d), t <-%->Rw 8(d) et donc t ~' &(d), puis
par hypothése, t <<<-%->>> &(d).

Comme d’autre part t -->> o™ (D) = tl, t. <K-%->>> 8(d). Par con-

1
vergence de -->>>, il existe tz tel que
tl -%=D>> t2 et &5(d) -%->>> tz.
On peut alors appliquer 1’hypothése d’induction noethérienne au
multi-ensemble des termes {{tl,...,tz,...é(d)}} dont tous les

€léments sont des fils stricts de t pour la relation —. 0On

obtient alors t1 {~2->Res &(d), puis
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t ~ 8(g) ->Rd(d) <~¥->Rw t.

La preuve est illustrée par la figure ci-dessous. [J

t 3 &(g)
o =
t, = o7(D) &(d)

Preuve de t -->> tl =Dt -#-DRo tl (cas 2)

Remarque : Avant de terminer ce paragraphe, notons une voie de recherche

que nous n’avons pas explorée. On pourrait chercher a vérifier pour toute
régle (gk -> dk) de Reo:

- pour tout k>1, g, -->>{G->D} q;k(o) —>{gk_1->d 1d

k-1 "k

~ 9 -->>{G-5D} Llll(D) ~ dl
Ce qui donne par récurrence
pour tout k, 9% -4+->>{G->D} ~%->>> dk'

et donc implique la condition 9, L %=2D> dk donnée précédemment.

Le probléme qui se pose maintenant consiste & vérifier que -->>> est‘l L

canvergente, afin de prouver la correction de la schématisation. De plus,
la propriété de convergence permettra d’utiliser dans la pratique la rels-
tion -->>»> pour faire des preuves dans la théorie équationnelle ~A. Nous
devons pour cela avoir un moyen de tester la convergence de -->>> siur

1’ensemble de méta-régles, et éventuellement de compléter celui-ci pour

Definition 69 : Deux méta-termes ToetT

(pour toute
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_ obtenir la convergence. Une telle procédure de complétion dcit bien siir

travailler dans 1’ensemble des méta-termes. Nous allons dorc définir sur
tét ensemble la relation de méta-réécriture et la méta-unification. Cela
va permettre de définir un ensemble de méta-régles convergent et de donner
des conditions nécessaires et suffisantes de convergence. Dans le cas ol
I’ensemble de méta-régles MR est sans contraintes, nous proposerons une
procédure de complétion assurant la convergence de la relation de méta-
réécriture sur T(F,XUMX). Nous verrons ensuite que cette convergence

implique celle de -->>> sur T(F,X).

5. Méta-réécriture de méta-termes

On va maintenant définir directement des opérations de réduction et de
superposition sur les méta-termes. Cela exige de définir au préalable

éqalité, filtrage et unification de méta-termes.

5.1, Méta-égalité
La méta-égalité est la congruence définie sur T(F,XUMX) de la fagon

suivante:

2 sont méta-égaux et 1’on notera
TlET2 si et seulement si pour toute instanciation ¢ de leur méta-

variables, ¢(Tl) ~ ¢(TZ)- o

Il est facile de voir que restreinte aux termes sans méta-variables,

3 s néta-égalité coincide avec 1’égalité engendrée par ~.

Lenme 4 : Deux méta-termes Tl et T2 sont méta-égaux, si et seulement si

instanciation principale ¢ de leur méta-variables,

URETUS2
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Precuve: - Il est clair que si T1 = T2’ pour toute instanciation principale
d, q;(Tl) ~ q;(TZ), puisque § est une instanciation particuliére.
- La réciproque est due au fait que toute

décompose en y.} modulo ~, d’aprés le lemme 3. [I

Remarquons qu’il est possible d’établir un rapport entre la méta-

égalité et 1’égalité dans une algébre terminale qui est ici 1’algébre des
méta-termes. Soit T(FUX) 1’algébre initiale construite sur F et X, les
variables étant considérées comme des constantes. On enrichit cette algébre
en ajoutant une nouvelle sorte méta-terme, de nouvelles constantes de la
nouvelle

sorte, les méta-variables, et des opérateurs définis de la fagon

suivante: on définit d’abord une application de l’ensemble des méta-

variables dans les structures (i.e. un sous-ensemble de T(FUX)) que l'on":‘

étend en une application de 1’ensemble des méta-termes dans T(FUX). Soit ¢

une telle fonction. Puisque son domaine est la nouvelle sorte et que ses

valeurs sont dans la sorte primitive, c’est ce qu’on appelle un observateur

dans la terminologie des types abstraits. Considérons alors 1’algébre ter-

minale associée 3 la spécification de sortes {terme , méta-terme},

d’opérateurs FUXUMXU[¢} et d’équations RO ou E, L’égalité dans 1’algébre-

terminale est caractérisée de la fagon suivante:
T =term T’ si et seulement si pour tout observateur ¢, P(T) et ¢(T’) sont
€gaux dans 1’algébre initiale T(F,X). Ici $(T) ~ ¢$(T’), puisque 1’égalité

sur T(FUX) est 1'équivalence engendrée par R. ou E.

0

méta-termes est en fait 1’égalité dans cette algébre terminale. Cette

remarque rejoint les idées développées par L.Puel dans[Puel-Cormier1983].

instanciation ¢ se

L’égalité de deux:
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Dans les exemples étudiés, les deux résultats suivants dermettent de

décider la méta-égalité.

Proposition 5 : Quand 1’ensemble des structures contient une variable,

T1 - TZ si et seulement si Tl ~ T'Z'

Preuve: - si T toute instanciation

1
¥~ w(T).

TZ’ pour principale ¢,
Puisqu’il existe une interprétation ¢o qui envoie

méta-variable de T1 et T2

¢0(rl) ~ wo(Tz) implique T, ~ T

chaque sur une variable de X,

2
~ Réciproquement, suppaosons que Tl ~ T2. Pour toute instanciation

principale ¢, tlo(Tl) = ¢(T2)- 0J

Exemple 45 : Cette proposition s’applique aux exemples 36,37,38,40,42 et

3. v

Proposition 6 : Quand toute instanciation principale ¢ s’écrif r‘(q;o) od F

est un contexte et une instanciation principale, T, = T, si et seulement
0

il 2
si qao(Tl) ~ ¢0(T2).

Preuve: Cela résulte du fait que ~ est stable par contexte. [J

Exemple 46 : Cette proposition s’applique aux exemples 39 et 41. V
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5.2. Méta-filtrage
La notion de méta-filtrage que nous proposons, étend 1a notion de fil-
trage dans une théorie équationnelle proposée dans le chapitre 2. Ici lg

congruence équationnelle est remplacée par la méta-égalité.

Définition 70 : Soit Méta-Filtre 1’application de T(F, XUMX)XT(F ,XUMX)  dans:

1’ensemble des parties de 1’ensemble des substitutions de T(F,XUMX) qui g

un couple (T,T') associe 1l’ensemble des substitutions o~ satisfaisant:
-a(T) =1 et
- pour toute méta-variable 7 du domaine de o”, pour toute instanciation
¢, $(o7(Z)) appartient a DOM.

Un élément de Méta-Filtre(T,T’) est appelé un méta—filtre de T vers T 40

I1 faut noter qu’un filtre de T vers T’ n’est pas toujours un méta-

filtre.

Exemple 47 : Reprenons 1’exemple ol 1’on schématise la suite de régles:

Flal(Fx))) => gt (F(x))

La congruence ~ est 1’éqgalité syntaxique. L’ensemble des structures

S = {f(x)), g(F(x))), 9(g(f(x ))),...]
engendre 1’ensemble des termes dont le symbole de téte est f.

On a alors une méta-régle :

fg(X)) -> g(Xx).
I1 n’existe pas de méta-filtre du méta-terme Z vers le méta-terme a a cause

de la définition du domaine des méta-variables. V
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Cependant si I’ensemble des méta-régles est sans contraintes, tout
filtre modulo Ro est un méta-filtre. Il peut donc exister un méta-filtre
de T vers T’ sans qu'il existe de filtre ¢t il n’y a pas en général unicité

du méta-filtre.

Dans le cas de méta-régles avec contraintes, la conception d’un algor-
ithme calculant le résultat de Méta-Filtre souléve la méme difficulté que
pour le filtrage contraint, et il ne suffit pas de disposer d’un algorithme

de filtrage modulo ~, pour savoir faire du méta-filtrage.
On peut établir le lemme suivant:

Llemme 5 : Soient T et T’ deux méta-termes et o~ un méta-filtre de T vers
I'. Pour toute instanciation principale §’ de T’, il existe une instancia-
tion priicipale ¢y de T et une substitution o telles que 0'.a" ~ o.{

[wv(1)],

Preuve: Par définition d’un méta-filtre, pour toute instanciation princi-
pale ¢’, ¢’ (a™(T)) ~ ¢'(T"). Notons ¢ la substitution ¢’.c”. ¢
est une application de XUMX dans T(F,X)}, et par le corollaire 1, il
existe une substitution o de T(F,X) et une instanciation principale
y des méta-variables de T telles que ¢ ~ o.¢ [MV(T)]. On peut alors

écrire ¢'.07(Z)) ~ o.¢(Z) pour tout Z de MV(T). OO

Le résultat suivant met en évidence le lien existant entre Méta-Filtre
et Filtre-contraint: & tout méta-filtre correspond une infinité de filtres

contraints.

Proposition 7 : Soit t’ un terme et T un méta-terme. Soit ¢~ appartenant 2
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Méta-Filtre(T,t). Pour toute instanciation principale ¢’ de o™(T), ¢'.0

appartient & Filtre-contraint(T,t),

Preuve: Puisque ¢7(T) = t’, pour toute instanciation principale (" de
o (T}, ¢ .0"(T) ~ t’. De plus d’aprés le lemme 5, §’.07(Z) ~ o.y(2)
et donc §’.07(Z) ~ o.¢(Z) appartient & DOM. On en déduit que {’.a

appartient & Filtre-contraint(T,t*)., [J

5.3. Méta-réduction
La relation de méta-réduction est la relation de réécriture associée &

1’application Méta-Filtre.

Définition 71 : La relation de méta-réduction ==> avec un ensemble de

méta-régles MR, est définie sur T(F,XUMX) par:
i ::)[U,O’~,G->D] T

51 et seulement si
- G->D appartient a MR,
~ @ appartient & Méta—Filtre(G,Tlu)

- T = Tlueo"(D)]. ©

A toute méta-réduction, il est possible d’associer une infinité de

réductions de la fagon suivante:

Lemme 6 : Si un méta-terme T se méta-réduit par une méta-régle G->D avec le
méta-filtre o” en T’, alors pour toute instanciation principale §’ de T,

$7(T) =->>> (7). Plus précisément ¢’ (T) -->> £’ ~ ¢’ (T?).
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Preuve: Posans Tlu =07 (G). Par le lemme 5, pour toute instanciation §’ de
T, il existe une instanciation y de 07 (G) et une substitution o
telle que §’.0” ~ o.¢ [MV(G)].
On en déduit que o.y(G) ~ §’.c"(G) ~ ¢’(Tlu) = ¢’(T)IL.
Donc o.¢ est un filtre modulo ~ de G vers u,':’(T)Iu tel que pour
toute méta-variable Z de G, 0.¢(Z) ~ ¢'.07(Z) appsrtient & DOM.
¢’ (T) est réductible pour -->> & 1’occurrence u par la méta-régle
G->D en t’ = ¢’ (T)[ueo.y(D)]. De plus
T = Tlueo™(0)] et ¢ (T') = ¢ (T)[ue¢’ .0 (D)] ~ t’.

0

Notation : Notons ==>> la relation ==>.= définie sur les méta-termes par
T =T

si et seulement si il existe Tl tel que T ==> Tl =77,

Proposition 8 : Si t et t’ appartient & T(F,X), t ==>> t’ si et seulement

sit -3t

Preuve:

* t

=>> t’ implique t -->>> t’:

Cela résulte directement de la proposition précédente et du fait
que la méta-égalité restreinte aux méta-termes coincide avec ~.

#t ~->>> t’ implique t ==>> t’;

il

t -->> t ~ t’. Remarquons d’abord que to =t’, Sit--> t

0 0’

existe une méta-régle de MR, disons G->D, et un filtre contraint o~

tel que o”(G) ~ t, . Pour toute §’, ¢’ (c"(G)) ~ ¢’ (t; ) et donc
lu Ju
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6™ (G) = tfu' o” est un méta-filtre de G vers tlu'

Donc t ==> t[ueo(D)] = tg- O

Corollaire 3 : L’équivalence engendrée par la relation ==>> sur les méta-

termes, notée <<=x=>>, étend 1’équivalence <<<-¥->>> sur les termes.

En conséquence, pour tous termes t et £, £ KK-%-2>> t' équivaut 3
t K=#=>> t’. 5’i1 existe un méta-terme T” tel que t =x=>> T gt
£’ =%=>> T, T” est dans ce cas un terme t” tel que t -x->>> t” et

t’ —%->>> t”.  Pour prouver la convergence de -->>> sur les termes, on va

d’abord établir un théoréme de Church-Rasser pour la relation ==>> sur les

méta-termes,

2.4. Théoréme de Church-Rosser pour la méta-réécriture

Les opérations «ur les méta-termes qui viennent d’&tre définies per-

mettent de définir un ensemble de méta-régles convergent et de donner des

conditions nécessaires et suffisantes pour que la méta-réécriture posséde

la propriété de Church-Rosser.

Définition 72 : Un ensemble de méta-régles MR est convergent ci' et seule-
ment si la relation =2>> est noethérienne et posséde la propriété de
Church-Rosser: I

pour tous méta-termes T et T’ tels que T <<=%=>> T’, il existe un méta-

terme T tel que T =x=>> T” et T’ =x=> T’. O

Dans le cas ol 1’cnsemble des méta-régles est sans contraintes, la

relation ==> coincide avec la réécriture équationnelle modulo ~.

Proposition 9

Désignons par E 1’ensemble d’équations  engendrant
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'équivalence ~. Si le systéme de réécriture équationnelle (MF,E) est con-

vergent, 1’ensemble de méta-régles sans contraintes MR est convergent.

frewve: La convergence de (MR,E) implique la propriété de Crurch-Rosser:
pour tous méta-termes T et T’ tels que T <-x->MR,E 77, il existe

des méta-termes Tl et T’1 tels que T -%->MR,E Tl’
E

et Tl ~ T’l. Comme <{-#->MR,E coincide avec <<=#=>> (car elles

coincident toutes les deux avec la congruence engendrée par MRUE

)__ t4
T *>MR,ET1

sur les méta-termes), cela implique la convergence de 1’ensemble de

méta-régles MR. [J

Nous pouvons alors appliquer les résultats obtenus dans le chapitre 2.

forollaire 4 : Pour les ensembles de méta-régles sans contraintes, si la
tongruence ~ est engendrée par un ensemble d’équations non effagantes E,
telles que les classes d’équivalence modulo F soient finizs, que le

préordre de E-filtrage soit noethérien et telles qu’il existe un algorithme

“complet et fini de E-unification, la procédure de complétion équationnelle

tetourne un ensemble de méta-régles convergent.

Dans le cas général de méta-régles avec contraintes, on peut pousser
i peu plus loin 1’étude de la convergence, en proposant des propriétés

locales qui lui sont équivalentes.

Motation : Notons --> la relation de méta-réécriture sans méta-égalité

‘Wfinie par T -->[u,0”,G->D] T’ si et seulement si
- pour toute méta-variable Z de D(o”) et toute instanciation principale ¢,

{lo"(2)) appartient a DOM,
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i Tlu = o7 (G)

=T = Tlua™(D)].

Définition 73 :
==> est localement confluente si et seulement si pour tous méta-termes
T,Tl,T2 tels que T --> Tl et T == Tz, il existe T’ tel que Tl =%=>> T’ gt

—-_—- H
T2 =%=>> 17,

==> est cohérente avec = si et seulement si pour tous méta-termes T,Tl,T2

tels que T

1]

Tl et T z=> TZ’ il existe T’ tel que Tl =+z>> T’ et

T2 =23 77, O

La propriété de Church-Rosser se caractérise par ces deux propriétés.

Théoréme 9 : Supposons que ==>> soit noethérienne. ==>> est Church-Rosser
si et seulement si
1) ==> est localement confluente

2) ==> est cohérente avec =,

Preuve: La preuve se fait par induction noethérienne sur les multi-

ensembles avec ==>>. Soient T <<=#=>> T’ et {r, Tl’ T TH e

PR
multi-ensemble des méta-termes apparaissant dans cette preuve,
Comme le multi-ensemble {{Tl,TZ...T’}} est plus petit que
{{T,Tl,TZ,...T’}}, on peut lui appliquer 1’hypothése d’induction:

== L.
Tl =¥=D> TO et T’ zx=d> TO.

i

Si T ==X Tl, c’est terminé.

- S1T =T,

-=- so0it T’ =x=>> Tl et la preuve est terminée,

== i == L LR
sait T1 ==> T 1 =, z%2)) TO et T’ =x=D> To.
Supposons que Tl ==>[u,0",6->D] T. Alors Tllu = ¢7(G). Posons
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T’2=Tl[u*—o~(5)]. Ty = T, et puisque T, est réductible par ==>,
3 - - y e 7 o ’ ’ — -
par cohérence de ==> avec =, T 2 ==>T 3 =%=>> T 4 et T 1 =%=D>>
T’a. Supposons que T‘2 z=>[v,a”,L->R] T'B. Comme d’aitre part, T'2

->[u,07,6->D] T, la confluence locale de ==)> permet de dire qu’il

existe T’0 tel que que T =x=>> T’ _ et T’3 =#=>> T’ . Il reste a

0 ¢
appliquer 1’hypothése d” induction au multi-ensemble
{{T'o, cea g T e 2T e ,To}}. La preuve est représentée

sur la figure suivante:

— T =
T < T2 1]

1 T

U
RN J

TAT I

5.5, Méta-unification
La notion de méta-unification est, comme le méta-filtrage, une exten-

sion de la notion d’unification dans une théorie équationnelle.

Définition 74 : Soit Méta-UNIF 1’application de T(F,XUMX)XT(F,XUMX) dans
I'ensemble des parties de 1’ensemble des substitutions de T(F,XMX) qui a
un couple (T,T’) associe 1’ensemble des substitutions o satisfaisant:

o (T) = 0™(T") et

- pour toute méta-variable 7 du domaine de o, pour toute instanciation
¥ $(07(Z)) eppartient & DOM. Toute substitution appartenant a Méta-

UNIF(T,T’) est appelée un méta-unificateur de T et T, O
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L’application Méta-Unif associe & tout cauple de méta-termes T et 7'

un ensemble générateur de Méta-UNIF(T,T’). Plus précisément

Définition 75 : Soit Méta-Unif une application définie sur
T(F,XOMX)T(F,XUMX), qui & deux méta-termes T et T’ associe 1’ensemble
Méta-Unif(T,T’) des substitutions de T(F,XUMX) telles que

(1) pour toute ¢~ dans Méta-Unif(T,7°), D(c”) est inclus dans MV(T)UMV(T")
et I(o7) est choisi d’intersection vide avec W, ol W est un sous-ensemble
de XUMX qui centient MV(T)UMV(T’).

(2) Méta-Unif(T,T’) est inclus dans Méta-UNIF(T,T’).

(3) pour toute a~ dans Méta-UNIF(T,T’), il existe ¢~ dans Méta-Unif(T,T')
tel que o” £ a7 [MV(T)UMV(T’)] oi € est le préordre associé a Méta-Filtre
comme dans le chapitre 2.

Méta-Unif(T,T’) est appelé ensemble complet de méta-unificateurs de T et
7. O

Lorsque 1’ensemble des structures contient une variable, un méta-
unificateur est un unificateur modulo Ro. I1 v’y a donc pas en général uni-
cité de 1'unificateur minimal. Dans ce cas particulier, un algorithme de
méta-unification est connu dés qu’un algorithme de Ro—unification est
connu. Ce n’est pourtant pas le cas en général. La conception d’un algor-
ithme calculant le résultat de Méta-Unif souléve des difficultés. L’une
d’entre elles apparait lorsqu’il y a plusieurs ensembles de méta-variables

avec des domaines distincts. L’unification de deux méta-variables dans des

ensembles différents doit prendre en compte les domaines.

La notion de méta-unification permet de définir une notion de paire

critique entre deux méta-régles.
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Définition 76 : Soient deux méta-régles G->D et L->R telles que MV(G)NMV(L)

g o, et que © = Méta—Unif(L,G!u) soit non vide. L’ensemble

{(P,@) | P=67(D), Q=07 (G[u<R]) pour tout 8 dans &

est un ensemble complet de paires critiques de la méta-régle L->R dans la
néta-régle G->D & 1’occurrence u.
Une paire critique (P,Q) est confluente si et seulement si

P =#=>> R et Q =x=>> R. o

Lenne 7 :
i y7(6) ==>[u,y",L->R] T ol u est une occurrence dans dom(G) différente de
¢, alors il existe une paire critique (P,Q) dans un ensemble complet de
paires critiques de L->R dans G->0 a4 l’occurrence u el une méta-

substitution a” telle que a™(P) = y"(D) et a™(Q) = 7.

Preuve: Puisque y7(G); = y7(L), L et G, sont méta-unifiables et il existe
Y lu Y

Ju
alors un méta-unificateur o~ appartenant a Méta-Unif(L,Glu) et une
méta-substitution a” tels que P = o™(D), 0 = 0" (G[u*R]), o (P) =

YD) eta(@=1. O

A partir de ces résultats, il apparait clairement que pour pouvoir
écrire  une procédure de complétion de méta—régies, il faut qu’il soit pos-
sible de tester la cohérence de ==> avec = sur une notion adaptée de paires
critiques.  Nous avons vu que dans le cas, en pratique fréquent, de méta-
régles sans contraintes, la procédure de complétion équationnelle permet de

conclure. Terminons en traitons deux exemples.

Exemple 48 : Associativité et idempotence
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Nous avons vu qu’une schématisation possible de 1’ensemble de régles engen-
dré par complétion des deux axiomes d’associativité et idempotence de f,
conduit & deux méta-régles

F(X,F(X,2)) => F(X,2)

FOX,X) -> X
D’autre part, puisque ces méta-régles sont sans contraintes, la complétion
des méta-régles est ici une complétion équationnelle modulo 1’équation
d’associativité de f. Or la premiére méta-régle est ici simplifiable par la
deuxiéme modulo 1’associativité de f. Le systéme de méta-régles permettant
de décider de 1’égalité dans la théorie équationnelle est donc réduit & la
seule méta-régle f(X,X) -> X. Notons que dans ce cas, NOUS avons pu con-

clure sans utiliser 1’unification associative (pour laquelle il existe des

ensembles d’unificateurs infinis)., V

Exemple 49 : Dans les arbres binaires signés, la congruence -~ est celle

engendrée par le systéme de réécriture

Ro t-(=(x)) -> x

~(F(x,y)) => f~{y),~-(x))

Les méta-régles sont:

F-X,F(X,y)) -> y

f{f(y,X),=X) >y
Les méta-régles sont sans contraintes et la complétion des méta-régles est
une procédure de complétion modulo RO' Bien que les classes d’équivalence
modulo Ro ne soient pas finies, il a &té possible de tester la convergence

de ces méta-régles [Kirchner1982]. V

' seulement d’ouvrir une bréche dans ce probléme difficile. Nous
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6. Conclusion

Les résultats de ce chapitre sont loin de réscudre tous ies problémes
posés. par la divergence de la procédure de complétion. {ls permettent
avons pro-
posé une notion de schématisation adaptée aux preuves dans l’algébre libre
d’une théorie équationnelle. Nous avons donné un certain nombre de cas ol
Putilisation de wméta-régles pour décider de 1’égalité dans cette théorie

équationnelle est licite. Nous avons également montré qu’il est possible
de compléter un ensemble de méta-régles dans le cas ol elles sont sans con-
traintes et ol 1’égalité ~ est définie par un ensemble d’Zquations non

effagantes pour lesquelles il existe un algorithme complet d’ inification.

De nombreux problémes restent & résoudre:
- la détermination du plus grand généralisé modulo ~. Ce probléme est
relié au choix des équations engendrant ~, choix qui n’est pas évident dans
le cas d’une divergence en profondeur.
- la conception d’algorithmes de filtrage contraint. Cela souléve des
problémes que nous avons déja évoqués.

- la décidabilité des opérations de méta-égalité, méta-filtrage et méta-

wificsi.on, qui n’est complétement résolue que dans le cadre des méta-
régles sans contraintes.
- I’écriture d’une procédure de complétion de méta-régles. C’est un

probléme ouvert important, qui n’est lui aussi résolu que dans le cas par-
ticulier des méta-régles sans contraintes et d’une congruence ~ engendrée
par des équations non effagantes. On peut également se poser le probléme de
comparer complétion équationnelle et complétion de méta-régles dans le cas

de méta-régles sans contraintes.
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Mais les idées développées ici ont probablement d’autres applicatilﬁ.-E
En particulier, la notion de schématisation proposée peut étre utilisée :
pour aborder d’autres problémes que celui de la complétion. Nous en donnons i
un autre exemple dans cette thése, qui est le probléme de la résolution Ti.jﬁ
d’équations par surréduction. D’autres utilisations sont proposées mﬁ;}

F.Bellegarde (loc.cit.).

CHAPITRE 4:

COMPLETION INDUCTIVE




CHAPITRE 4: COMPLETION INDUCTIVE

1. Introduction

Depuis une dizaine d’années sont apparus des langages de programmation
basés sur des structures de données abstraites, tels SIMULA, ALGOL68, HOPE,
CLEAR, CLU, 0BJ et . Une structure de données abstraite est construite en
groupant dans un module toutes les procédures qui définissent des fonctions
de base manipulant une sorte de données. Les opérations qui implantent une
structure sont clairement séparées des opérations qui 1’utilisent sans
avoir besein de connaitre sa représentation, qui est en ce sens cachée. Il
a été largement reconnu depuis que cette approche structurée facilite la
spécification, 1’écriture, la lecture, les modifications et les raisonne-
ments sur les programmes. Dans le cadre de tels langages, se pesent des
problémes de correction ou d’équivalence de représentations, de preuve de
propriétés du type de données. Pour formaliser et résoudre ce genre de
prabléme, les notions de types de données abstrait et concret ont été
introduites. Un type de données concret est une algébre hétérogeéne
[6oguen1977]. Pour définir une algébre associée & un type de données can-
cret, on commence par déterminer les différentes sortes de données, puis on
définit les opérations qui permettent de construire des éléments, d’en
~ sélectionner certains ou de tester certaines de leurs propriétés. On
obtient ainsi la signature de 1’algébre associée au type de données con-
cret. Les relations entre les divers éléments sont décrites par un ensemble
d’équations A et on s’intéresse alors aux algebres qui sont des modéles de
A Lle type de données abstrait standard introduit par le groupe ADJ est

'algébre initiale des modéles de A. Dans cette approche, 1’ensemble

| d'équations A seul définit les données sens faire référence a une
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quelconque implantation. Une spécification algébrique du type abstrait est |

alors constituée de sa signature et des équations A.

Ce chapitre traite un certain nombre de problémes de logique
équationnelle qui apparaissent dans 1’étude des spécifications algébriques
des fypes abstraits. Plus précisément, le but est de montrer comment.
utiliser systémes de réécriture et procédures de complétion pour répondre i
deux types de questions:

- comment prouver des théorémes dans 1’algébre initiale d’une théorie p

des méthodes équationnelles et plus précisement par complétion?
- comment enrichir une spécification de base avec de rnouveaux opérateurs

sans altérer celle-ci?

L’idée d’utiliser la procédure de complétion pour prouver des
théorémes dans 1’algébre initiale est connue depuis longtemps. Elle a été r
proposée par Musser en 1980 et a été largement étudiée depuis. Rappelans
en briévement le principe. Pour prouver par induction qu’une équation e est
valide dans 1’algébre initiale d’une spécification définie par un ensemble
d’équations A, il s’agit intuitivement de prouver que 1’adjonction de e ne
modifie pas la congruence engendrée par A sur les termes sans variables.
Ce type de preuve par complétion entre dans le cadre mathématique des

preuves par consistance dans les systémes de preuve formels [Kapur1984].

Les résultats de ce chapitre prolongent ceux de Musser {Musser1980].
Goguen [Goguenl980], Huet et Hullot [Huet1982], Remy [Remyl982] et Paul

[Paull984]. Tous imposent des restrictions importantes. Musser et Goguen

supposent une spécification compléte de 1’égalité et font Jjouer un réle

essentiel au type booléen. Huet et Hullet supposent que les constructeurs
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gont donnés et qu’il n’y a aucune relation entre eux. Remy et Paul accep-
tent des relations entre les constructeurs & condition qu’elles soient
décrites par un systéme de regles convergent et que le raisonnement
équationnel soit complet dans 1’algébre initiale définie par les construc-

taurs.  Ces différentes approches sont briévement passées en revue avant

| d'en détailler une plus récente, due & Kounalis. Flle est basée sur 1’idée

que, lorsque les équations d’une spécification constituent un systéme de
réécriture convergent R, 1’équation e est valide si elle peut étre orientée
en une régle 1->r telle que 1 posséde la propriété de réductibilité induc-
tive (i.e. toutes les instances closes de 1 sant réductibles) et telle que
l1->r} soit encore convergent. Une procédure de preuve de validité s’en
déduit. Elle consiste & tester la réductibilité inductive des membres
gauches de reégles au cours de la complétion. Elle est décrite ici dans le
cadre général d’une spécification possédant un systéme de réécriture

#quationnelle convergent.

Notre premiére contribution au probléme de preuve de théorémes dans
l'algébre initiale consiste & montrer comment la construction structurée
d'wne spécification s’exploite de fagon intéressante au niveau des preuves.

l'idée est simple: si pour prouver un théoréme dams une spécification qui

Bt un enrichissement d’une spécification de base, des lemmes cans cette

fise sont wutiles, ils sont prouvés en ne considérant que le sous-ensemble
irs équations- qui sont nécessaires i la preuve. De pius, la spécification
‘& base possédant un systéme de réécriture équationnelle convergent, la

sne technique de preuve par complétion peut étre employée. Cette idée,

“4l “hillée d’abord dans le cas d’un seul niveau d’enrichissement est ensuite

‘tiploitée dans le cadre de la construction de spécifications hiérarchiques.
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A une telle construction est associé un graphe de dépendance et un
opérateur mis & un noeud ne fait intervenir dans sa définition que les
opérateurs définis & des noeuds descendants. Aux feuilles, on suppose qu’il
est possible de décider de 1’égalité inductive, c’est-a-dire de pTouvEr
qu'une équation est valide dans 1’algébre initiale de la théorie correspon-

dante. Habituellement une feuille contient les constructeurs et les rela-

tions entre eux, s’il y en a. Si tout est basé sur le type boaléen, comne:‘

dans 1’approche de Musser et Goguen, 1’égalité inducti:~ revient a décider

que vrai est différent de faux. $'il n’y a pas de relations entre les con-,

structeurs, 1’égalité inductive coincide avec 17égalité entre termes con-
struits uniquement sur les constructeurs, qui est syntaxiquement décidable.
C’est 1’approche de Huet et Hullot. Dans notre cadre général, il suffira de
supposer que toutes les spécifications correspondant aux feuilles possédent
un systéme de réécriture équationnelle convergent, car il sera alors possi-

ble d’utiliser la technique de preuve inductive proposée par E.Kounalis.

Une procédure de complétion adaptée aux preuves par induction dans une
spécification hiérarchique est présentée et prouvée ici. Cet algorithme
travaille de fagon hiérarchisée. Supposons que 1’on veuille prouver par
induction une propriété qui contient des symboles définis au noeud n. Si en
calculant des superpositions, la procédure engendre une équation qui con-
tient uniquement des symboles définis en dessous du nceud i, i descendant
de n, cette équation doit &tre prouvée valide dans la spécification
correspondant au sous-graphe de sommet i. Si i est une feuille, on utilise

la procédure de décision a cette feuille, sinon 1’algorithme est:

récursivement appelé au noeud i. La procédure compléte ainsi les

g s i . . : s :
spécifications par des conséquences inductives qui apparaissent comme des.

ToH,

o
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lemmes permettant de prouver le théoréme donné.

Cet algorithme est aussi utilisé pour valider 1’ajout dans une
spécification hiérarchique d'un ou plusieurs nouveaux opérateurs et des
axiomes les définissant. La spécification a enrichir, dite de base est
supposée définie par un systéme de réécriture équationnelle zonvergent sur
les termes sans variables. Dans un enrichissement de la spécification de
base, on exige que 1’ajout des nouveaux opérateurs et des nouveaux axiomes
ne détruise pas ce qui est déjd construit. Cela est assuré par la
propriété de consistance de la nouvelle spécification par rapport & la
spécification de base. Si les nouveaux symboles sont définis par des régles
de réécriture et des équations formant un systéme de réécriture
équationnelle noethérien, la complétion de 1’ensemble de toutes les régles
en testant des conditions syntaxiques, fournit une spécification consis-
tante par repport & la spécification de base. Il peut &tre intéressant par
ailleurs de s’assurer que, lors d’un enrichissement, les nouveaux termes
créés s’expriment en fonction des anciens. C’est ce qui est assuré par 1la
propriété de complétude suffisante par rapport & la spécification de base.
51 les nouveaux symboles sont définis de facon compléte par des régles de
réécriture, la complétion de 1’ensemble de toutes les régles fournit une
spécification compléte et consistante par rapport & la spécification de
base. Lle systéme de réécriture total posséde aussi la propriété de Church-
Rosser sur les termes sans variables et on peut alors ajouter un noeud au

graphe de la hiérarchie.

L’intérét de cette approche est qu’elle exploite au maximum la con-
struction hiérarchique des spécifications, ce qui est trés important en

pratique pour la validation de spécifications volumineuses. Cette idée de
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structuration des preuves en utilisant la structuration de la construction

apparait par exemple dans le langage i [Hondal979].

Il faut souligner que dans tout ce qui vient d’8tre  décrit,

1’utilisation d’axiomes non orientés est autorisée. En effet les procédures
de preuve inductive décrites apparaissent comme des adaptations de la
procédure

de complétion équationnelle implantée dans REVEUR-3. Tout ensem-

ble d’équations £ non effagantes pour lesquelles un algorithme de E-

unification est connu est autorisé. Cela généralise par 1a les travaux ds
Huet et Hullot qui proposaient d’admettre des opérateurs définis associa-

tifs et commutatifs. C’est 1a le deuxiéme

probléme de preuve dans 1l’algébre initiale.

2. Notions fondamentales

Ce paragraphe présente les concepts et résultats fondamentaux utilisés

dans la suite de ce chapitre.

2.1. Types de données concret et abstrait

Définition 77 : Un type de données concret de signature I est une Z-algébte.“

hétérogéne.

Une classe d’isomorphisme de Z-algébres est une classe d’équivalence de I-.

algébres pour la

existe un isomorphisme f de M dans M’ tel que f(M) = M’.

Un type de données abstrait de signature I est une classe d’isomorphisme de:

Z-algébres. O

On définit alors, & un isomorphisme prés, un type abstrait comme

1’algébre initiale d’une classe d’algébres.

apport que nous faisons au. .

relation Isom suivante: M Isom M’ si et seulement si il°

~ termes  clos.
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Une classe K de I-algébres est fermée par isomorphisme si

et ‘seulement si pour toute X-algébre M de K, si M’ est une I-algébre iso-

morphe @ M alors M’ est élément de K. Si K est une classe de Z-algébres

fermée par isomorphisme et possédant une algébre initiale, alers on appelle

type abstrait associé & K la classe des algébres initiales dans K (toutes
isomorphes entre elles). O

Notation : Rappelons les notations adoptées:

- 5i K est la classe de toutes les ZX-algebres, nous noterons I(Z) son
algébre initiale et T(X) son domaine.

- si K est la classe de toutes les X-algébres satisfaisant un ensemble

d'axiomes A, l'algébre initiale sera désignée par I(Z,A). Son domaine est

l'ensemble quotient T(Z)/~A.

Définition 79 : Une spécification est la donnée d’une signature I sur un

ensemble de sortes S et d’un ensemble d’équations A entre les termes

définis par cette signature. O

Une spécification définit une algébre initiale caractérisée par des

domaines et des applications interprétant les opérations. Le type abstrait

associé & une spécification donnée (X,A) est 1'algébre initiale de 1la

classe des modéles de A.

2.2. Egalité inductive
Puisque dans 1’approche type abstrait que nous suivons ici, nous nous
intéressons & 1’algébre initiale de la classe des modéles d’un ensemble

d’équations A, nous nous intéressons par 13 méme aux congruences sur les

Nous en définissans deux: la premiére est simplement la res-

triction aux termes clos de la congruence équationnelle engendrée par les
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équations de A. Mais une (X,A)-algébre initiale satisfait en général bied

plus d’équations que celles qui sont déduites de A uniquement par pupj

i 4 n 0o : s u
raisonnement équationnel. La deuxiéme congruence qui nous intéresse est

donc la congruence inductive que nous définissons de la fagon suivante:

Définition 80 L’égalité inductive de deux termes t et t’, notée
t ~ind(A) t’ est définie par:
t ~ind(A) t’ si et seulement si 1’équation t=t’ est valide dans 1’algébre

initiale I(Z,A) ou encore si et seulement si pour toute substitution close
o, olt) ~ o(t?).

On dit aussi que (t = t’) est un théoréme inductif de A, O

Il est clair que si t et t’ sont deux termes non clos tels que

t =A t’, alors t ~ind(A) t’, la réciproque étant fausse, puisqu’il suffit
d’exhiber un théoréme dont la preuve nécessite une induction sur la struc-
ture des termes clos. Un exemple classique est celui de 1'associativité de

1’addition sur les entiers relatifs.

Exemple 50 :

S = {int}
X: 0 : —* int
succ : int —* int

pred : int — int
plus : int, int — int

A: succ(pred(x))
pred(succ(x))
plus(0,y) =y
plus(suce(x),y) = succ(plus(x,y))
plus(pred(x},y) = pred(plus(x,y))

xX X

v

Les équations
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plus{x,y) = plus(y,x)
plus(plus(x,y},z) = plus(x,plus(y,z))
sont valides mais ne peuvent &tre prouvées par raisonnement ¢quationnel &

partir des axiomes précédents. V

Cependant pour comparer les égalités inductives engendrées par deux

ensembles d’équations distincts, il suffit de comparer les restrictions aux

termes clos des congruences équationnelles, et réciproquemenf.. C’est ce
qu'exprime le lemme suivant:
Leame 8 : ~ind(A) coincide avec ~ind(A0) si et seulement si ~ coincide
A0
avec ~ ~ sur les termes clos.
Preuve:
@ =>Sit et t’ sont deux termes clos tels que t el L',

A
£ ~ind(A) £, donc t ~ind(Aj) £, d’od £ ~ O b7,
® < 5it et t’ tels

sont deux termes quelconques que

t ~ind(A) t’, pour toute sustitution close o, o(t) 4P o(t’), donc

A
o(t) ~ ° o(t’) et t ~ind(A) t'. O

2.3. Enrichissement
Un concept fondamental en programmation structurée est celui
d'enrichissement. Enrichir une spécification consiste & introduire une

nouvelle sorte, des opérations dont le profil contient & la fois les anci-

ennes sortes et la nouvelle, ainsi que des équations définissant ces

pérations. Un cas particulier d’enrichissement est 1’ajout sans nouvelle
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sorte d’opérateurs et d’équations. Il est indispensable de s’assurer gue

ces nouvelles équations n’ont aucun effet sur les sortes initiales, c¢’est-

d-dire qu’elles ne changent ni les domaines ni les

préalablement définies. Pour cela, on exige que la spécification enrichis,

restreinte aux anciennes sortes et opérations, soit 1’image par un homomot- . f

phisme injectif de la spécification initiale. En général, on exigera de

plus que cet homomorphisme soit sur jectif.

Pour formaliser cela, nous définissons d’abord la Zo-réduite d’une I-

algébre.

Définition 8l : Soient deux signatures ¥ et 'L'O, telles que ¥, est

0
dans I. La Zo-réduite d’une Z-algébre M est la Zo—algébre M’ telle que

- pour toute sorte s de 20, les domaines de sorte s coincident, i.e.
(DM’)s = (DM)S

= f 6]

- pour toute opération f de ZO’ f» M

Exemple 51 : Prenons la sorte entier naturel avec I = {0,succl. I(ZO,BJ

admet pour domaine 1’ensemble des termes {succ"(0) | n2o0}.

Enrichissons la spécification en ajoutant une nouvelle constante a:

I= ZOU[a}.
{suce(a) | n 20}, La Iy-réduite de I(Z,0) est 1’algébre admettant pour
domaine {succ(a) | n 20} U {succ"(a) | n 20} et pour opérations 0 et
succ définies comme "

0: =0
suce : t = suce(t) pour t de la forme succn(o) ou succn(a).

Il existe un homomorphisme de I(Zo,a) dans la Zo—réduite de I(I,8). Mais

ici il n’est pas surjectif car les termes succ (a) ne sont les images

applications £

I(Z,0) admet maintenant comme domaine {succ™(0) | n 2 0} U,

incluse

- U'enrichissement est dit protégé si et seulement si h est injectif.

. tel que t A
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d'aucun terme de T(Zo). On dit parfois qu’une telle algébre n’est pas fini-

i ment engendrée, V

lefinition B2 : Etant donné un enrichissement (Z,A) de (ZO,AOJ, soit h

'unique Zo-homomorphisme de I(ZO,AO) dans la Zo-réduite de I(X,A).

11 est

dit complétement protégé si et seulement si h est un isomorphisme. O

Cela se traduit par les notions de complétude suffisante et consis-

tance dues & Guttag [Guttagl978].

Définition 83 :
- (I,A) est suffisamment compléte par rapport a (ZO,AO) si et seulement si
pour tout terme t de T(Z) de sorte initiale, il existe un terme t’ de T(ZO)
'

- {£,A) est consistante par rapport a (IO,AO) si et seulement si pour tous

A

implique tl =0 t.m G

] A
termes tl’ tz de T(ZO) de sorte initiale, t t 2

1 2

Soient (X,A) et (I,Al) deux enrichissements de (ZO,AO) tels que M est

A

Incluse dans ~ a Alors (X,A} suffisamment compléte par rapport & (_ZO,AO)

implique (I,Al) suffisamment compléte par rapport a (ZO,AO), (Z,Al) consis-

tante par rapport & (ZO,AO) implique (X,A) consistante par rapport a

(Fgshy) -

Proposition 10 : (Z,A) est un enrichissement protégé de (ZO,AO) si et
seulement si (I,A) est consistante par rapport a (ZO,AO).
(I,A) est un enrichissement complétement protégé de (ZO,AO) si et seulement

si (Z,A) est consistante et suffisamment compléte par rapport a (ZO,AO).
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Preuve: Coroidérons une sorte s initiale et notans simplement T(Zo) et T(E)

A

les termes de sortes s dans les deux spécifications. Puisque -8

A

. A
est incluse dans ~, la classe d’équivalence modulo ~ g d’un terme-

de T(ZO) est incluse dans la classe d’équivalence modulo 2 du méme

terme.

A
Soit donc h : T()/~ O - T(z)/M

[t]”Ao = [t]"A
- hest surjectif si et seulement si (X,A) est suffisamment
compléte par rapport 3 (ZO,AO)
- h est injectif si et seulement si (Z,A) est consistante par rap-

port & (ZO,AO). d

2.4. Validité et consistance

La validité dans 1’algébre initiale de théorémes qui nécessitent une
preuve par induction est étroitement reliée a la pr