
UNIVERSITE DE NANCY I ( “N) ¥4 E INFO! TIQUE DE A

METHODES ET OUTILS

DE CONCEPTION SYSTEMATIQUE

D’ALGORITHMES D’UNIFICATION

DANS LES THEORIES EQUATIONNELLES

THESE DE DOCTORAT D’ETAT EN INFORMATIQUE

PRESENTEE PAR

Claude Kirchner

SOUTENUE LE 21 JUIN 1985

DEVANT LA COMMISSION D’EXAMEN

| PRESIDENT M. NIVAT

' RAPPORTEURS J. HSIANG

G. HUET

J.P. JOUANNAUD

| EXAMINATEURS L. BERARD—BERGERY

P. LESCANNE

R. MOHR

G. PLOTKIN



8 e UNIVERSITE DE NANCY | CENTRE DE RECHERCHE EN INFORMATIQUE DE NANCY

o°@ METHODES ET OUTILS

DE CONCEPTION SYSTEMATIQUE

D’ALGORITHMES D’UNIFICATION

DANS LES THEORIES EQUATIONNELLES

@ ®

THESE DE DOCTORAT D’ETAT EN INFORMATIQUE

PRESENTEE PAR

S @

Claude Kirchner

@ ®

SOUTENUE LE 21 JUIN 1985

DEVANT LA COMMISSION D’EXAMEN

Oo ®@
PRESIDENT M. NIVAT

RAPPORTEURS J. HSIANG
G. HUET

J.P. JOUANNAUD

EXAMINATEURS L. BERARD—-BERGERY

P. LESCANNE

@ @ R. MOHR

G. PLOTKIN



ue

ue

ae

ee

A Héléne, Florent, Johanne et Franz.

Il est certaines actions qui ont une fin

et pas de commencement, alors que d’autres

commencent four ne pas s’achever.

Tout dépend de la position de celui

qui observe.

Frank Herbert



(®

(®

Rewercie sents

Je remercie trés sincérement tous les membres du jury :

Lionel Berard-Bergery, qui en tant que iaathématicien et ami a bien voulu

apporter ses compétences & ce jury,

Jieh Hsiang qui a accepté d’écrire un ‘apport sur cette thése rédigée en

Frangais et avec qui il m’a été trés fcuctueux de faire une synthése de ce

travail,

Gérard Huet qui a accepté la rude tache de rapporteur et dont les travaux

sur l’unification sont a l’origine d2s thémes de cette thése ; ses ques-

tions m’ont incité a approfondir le ciiamp d’application des résultats de

ce travail,

Jean-Pierre Jouannaud qui a dirigé la rialisation de cette thése. Sans son

amicale pression, sa compétence et sa disponibilité, ce travail n’aurait

pas vu le jour,

Pierre Lescanne qui en langant le logiciel REVE a contribué a donner une

assise pratique a un travail a priori abstrait, et qui a porté un intérét

constant et amical 4 ce travail,

Roger Mohr pour l’amical intérét qu’il a porté 4 ce travail et qui a bien

voulu apporter au jury ses compétences en intelligence artificielle,

Maurice Nivat qui a bien voulu s’intéresser a ce travail et qui me fait

l’honneur de présider le jury,

Gordon Plotkin dont les travaux sur l’unification sont 4 la base de ce tra-

vail et qui n’a pas hésité a se déplacer depuis Edimbourg.

Cette thése a été réalisée au sein de l’équipe EURECA du CRIN et je

tiens a remercier tous ceux qui de prés ou de loin, activement ou impli-

citement en ont facilité la réalisation.

Je remercie en particulier Jean-Luc Remy pour son amical soutien et sa

lecture attentive de ce travail, Jalel Mzali pour sa participation au

développement de REVEUR3, Francoise Bellegarde, Isabelle Gnaedig, Emmanuel

Kounalis et tous les membres de 1’équip2 pour leur amical appui.

Je remercie également tous les collégues du département de

mathématiques appliquées et tout particuliérement Jean-Pierre Finance,

Jacques Guyard, Pierre Marchand, Karol Proch, Alain Quéré et Francois

Schwabb, pour leur amical soutien.

Enfin, je tiens 4 remercier tout particuliérement Héléne pour sa

précieuse collaboration et ses encourag2ments.



«@

- ii -



}u

~ dil -

Table des catiéres

INTRODUCTION 2.0... csc c cece eee secencent er ereeneneseere heen eeneeeeee

1. Quels problémes? .........eeeeeeie eee seeneee oe

2. Quels outils? .......45 eee eee eee eee eee eee eee

2.1. Vers la conception automatique d’algorithmes

GUNLFICATLON oo ccseccccccsteeccoeciareccereenece seeeeeeeee deeeeee

2.2. Le SUTrEdUCLION coe ccecccrecenteeeceeeeeee doecasece eaten see

3. Des exemples ......ccscececeeeneernes 2 v glage 0 SYOTOTAE SMe 0 « Vere eressToTotauslate

4. Une réalisation ......... Oe acca cence nen eeeereneensesseseresees

CHAPITRE 1 : NOTIONS FONDAMENTALES =: THIORIE EQUATIONNELLE ET SYS-

TEMES DE REECRITURE ..... eee e eee ete e babe nee n nee ee ee eeeseneeses eee

1. Théories équationnelles sur des aigébres libres .......... Bete

1.1. Algébres libres sur un ensemble ......eeeeeeeeeeeeeees evens

1.2. L’ensemble des arbres étiquetis ....... cece ccc ee eee eeenees

1.2.1. Arbres, occurrences, sous--arbres .....-...+.. wlelolelets do dot

lededs Structiire de MCE X). screeds sz senstaretetereteretels save leraeYolals 78 aio

1.2.3. Opérations sur les arbres .........e eee eeeeeee eee enerece

1.2.4, Endomorphismes de M(F,X) cssccscccsaceveveesceceeecnene

1.3. Théorie équationnelle ....... ccseeeeeeeecececeecceseens tee

Beal. Equations Solem es 4 Wie aleyorerelere, «,6/FLe!T¥S 0 ITOvHTaLs © « oo STeTeleyarereithe veces

1.3.2. Probléme de validité. Probléme des mots ..........eeeeee

1.3.3. Théorie équationnelle ... 0.0... cc eee eee eee eee eeveceace

1.3.4. Théoréme de complétude .........c.cceeeeeee peear sates" > « «

2. Filtrage et réécriture dans une théorie équationnelle ..........

2.1. Le filtrage .............005. Ws Ie $5 GCIs Oe PASMITTT Ys ae

10

12

i3

15

15

18

18

19

20

23

23



-iv-

2.2, Réécriture équationnelle ...........ccceeceaeeeeeeeeeraenes

2.2.1, DEFUMUEIONS 0... ee eee eee e ce seneeeeeeeteeeeeneeseaen

2.2.2. Propriété de Church-Rosser modulo E +.......eeeeseeveees

3. Unification équationnelle et surréduction .........sseeseeee eves

BoD. UMEFLCALION oo. eee cee eesecc ene eeseeneenaseeeenseeseeeten

3.2. L’unification équationnelle : l’acquis ..

313. SUTPEdUCEION 6... cece eee ees eee saceenseeseensraueueeeuneenes

4, Complétion équationnelle : une synthése ...

Gil, MObGVAtiONS .... eee cece ese c esse cena ee eeneeseeseeeaeeesuen

4.2, Paires critiques .............

4.2.1, Théoréme de décidabilité de la propriété de Church-
ROSSED ee eseeseceeeee ee eneeeeeee essence teeeeesteteeesenteesnens

4.3. Procédure de complétion équationnelle ...........seseeeeeeee

AA, Travaux reliés ..cceee cece cceceeeeeeececeeeseeecuveeeeeuuaee

5. Implementation of a general completion procedure parameter-

CHAPITRE 2 : STANDARDISATION DE L’UNIFICATION ...

1. Les unificandes ....... 6. eee ceeeceeeeceeeeeeeeseeseseneeueueaes

2. A-€quivalence ......sseecseeeeees,

3. Aedépendance ..sscssseeveeeeceeeeeees

4, Simplification d’unificandes ..

AL. La Gécomposition oo... seeeeeceeeeeeeeeseeeetetaeeceseneeeees

4.2. Fusion d’un systéme de multiéquations

4.3. Mutation d’un unificande ............cccceteeesveeveauecuees

4.4, L’algorithme de simplification ...

5. Résolution d’un systéme complétement décomposé de
multiéquations ..........

5.1. Résolution des multiéquations complétement décomposées

29

29

33

34

34

37

41

41

42

45

48

49

52

53

n

73

7

81

88

88

94

95

99

101

5.2. La détection des cycles ....sc.cscseesseceeeeeeesesenenenes

5.2.1, Un ordre sur les multiéquaions ....,....ceegeeeeeen ees

5.2.2. Application au remplacemen: compatible .........ssesee0s

5.3. L’algorithme de résolution d’u1 systéme complétement

décomposé ....... 7 es eT aoe

6. étude standard de l’unification Jans une théorie

Equationnelle vo. ,cccccveccsesscccacevvcnsstencccensessedsuseeceve or

CHAPITRE 3 : LES THEORIES SYNTAXIQUES ..........ecc cece e ener eeees o

1, Les théories syntaxiques

1.1. Définitions et exemples .....sseeceeeeeeeeeereeteeteeeereeee

2. Conditions suffisantes pour qu’une théorie soit syntaxique

3. Un algorithme de completion ...scssesecesecceceseesteeneen seers

4, Exemples et applications ...csseveesesesecseeeeeseeen een eneen ees

4.1, Théories constituées d’un nombre fini d’axiomes de commu-

tativité

4.2. La transitivité ...... teen reer eee e ences eee reen es eeeseneeses

4.3. Transitivité et commutativité .

4.4. Vers un algorithme d’unification pour une axiomatisation

du "si Alors SIMON” 1... cece cece eee e cence ene neeneees paeeeee sees

CHAPITRE 4 : UNIFICATION ASSOCIATIVE COMMUTATIVE ........0..eeseseeene

1. Introduction ......66

2. L’opération de mutation en présenc2 d’opérateurs associatif-

2.1. Définitions et notations propras au probléme ...........e00s

2.2. Simplifications ......cccsecccscccnccsencsenscesscencseneses

2.3. Cas des systémes S tels que p(3) > 0 ....eeecsceeeeeeeee ones

2.4. Cas des systémes S tels que p(5) = O ..seeeeeeeeeeeeceeeeees

2.4.1. Résolution directe de systimes de multiéquations e

Celles. querp(a)! = (0 asjals « 0%, .\e\eriwleis"slow'slsle.» sleleleiale slurs « duo cleraw\eleiore's «

103

103

107

109

114

15

17

17

121

128

130

130

132

134

140

145

145

146

147

148

149

152

153



~Vi-

2.4.1.1. Résolution de systémes d’équations dans 1

monoide libre commutatify ...ceseerreeceeasserecuees .

e€

2.4.1.1.1. Résolution des systémes d’équations diophan-

tiennes linéaires et homogénes .........eeeerereerenes

2.4.1.1.2. Description de la base de 1’ensemble

solutions d’un systéme d’équations dans le monoide commu-

tatif LIDTe wc ecc eee c cece e eee rene ents eeeeeeeeees

Description de 1’algorithme

2.4

2.4

= 0

3.

tative ..

4. Terminaison de 1’algorithme

«1.2.

11.3. Résolution générale des systém

aeanee rere are ee ee

des

es 5 tels que p(S)

wonenos eae

Ensemble complet de AC-solutions du systéme S .....-

be envacoeee

d’unification associative commu-

cece ee wwe eee nee e rete e er ee te eeeerernsreseoentesrreeeeee®

tative Standard ...sccscscvcvccrec
 rer eneevseeraeer essere

5.

6.

CHAPITRE 5 : UNIFICATION RODULO LA COMMUTATIVITE DROITE

1.

2.

CHAPITRE 6 : SURREDUCTION ET SUPERREDUCTION 2... cece seee eer eeeee

1. Le RE-surréduction en tant qu’opération sur les ensembles de

A-solutions d’une Equation ....cccces scenes eer cere erseneereereues

2.

3.

Un exemple développé comparativement ...sssseersecees

CONCLUSION 1... .ccecceveseeseeee + NLS 8 mers

ee ean oaseeoese

Détermination de l’opération de mutation .....csseeseseeseessees

1.1. Une structure de terme Cd-aplatie .......eececeeereceeeeeess

1.2. Le cas variable : résolution des équations de la forme

ZHL HH YH veccee ce recescrevacncs scene ecneees ace gees =p omer

1.3. Résolution des systémes ......ceseeeeeceererereeecrenesens .

CONCLUSION sececevecseccerreessecererteeenetees S
err COOCOR a2 a8

Surré

Réduc

3.1. L

3.1.1.

3.1.2.

duction et Unification ....rercesrarcevereeresscrressee
nres

tion de l’arbre de surdérivation .....ceesereees

a surréduction basique .....-.ssceeesceeneenene

DEFENICIONS coerce cece ee cen ree vener sn enaa
ees

Complétude de la surréduction basique .....-

155

156

157

158

161

161

161

163

165

166

171

172

174

174

175

176

183

186

187

189

- vii -

3.1.3. Une condition suffisante d:2 terminaison de la

surréduction ..... EES re

3.2. Factorisation de l’arbre de surdérivation ...ccesssessonenes

3.2.1. Caractérisation des branch2s infinies rationnelles de

Parbre de surdérivation ......c cee cceeceeetoeeee ;ee

3.2.2. Définition récursive des A-solutionS .....ccseceesoeacen

3.2.3. Exemple de définition récursive des A-solutions ..... ees

3.3. Suppression des branches subsunées ..

3.3.1. Implantation ..........

CHAPITRE 7 : UNIFICATION DANS LES MELARGES DE THEORIES

1. Combinaison d’.algorithmes de compléte décomposition ..

eam enone ete ener rem nnees

ee

1.1. Structuration des systémes de nultiéquations .......ceeeeeee

1.2. Une stratégie de compléte déccnmposition dans les mélanges

de théories .......... Lee A elCr ed ee

1.3. Terminaison de L’algorithme COMP-DEC ...cceeceeereresees 03am

2. Applications .ecsecccccveeseccuevecseaes ee

CONCLUSION ........0.cceeae 6 WSS YsFeWseiFaarl. . SPSveyeve¥elcs . iva BY Pix. Poca ome o TM. ait

1. Des approches complémentaires 1.0... cc ccc ee ee ecene say Ss « ee

2. Exemples d’approches et de limitations ......c...eeeeeenees he

_ 2.1. Etude de l’unification modulo la commutativité des cro-

chets de Lie .......

2.2. Unification dans les groupes abéliens .......

3. Problémes ouverts, perspectives de recherches et

GD’ apPlLicationSs voccrcccecescvecccseveeveves

BIBLIOGRAPHIE .........66. see

Cr

194

194

195

198

199

200

201

203

204

204

208

210

219

223

223

226

226

227

230

235



INTRODUCTION

L’objectif de cette thése est de présenter des outils pour l’étude et

la conception d’algorithmes d’unificaticn dans les théories équationnelles

puis de les mettre en oeuvre sur des exenples significatifs.

Ces outils sans étre universels constituent, a4 notre connaissance, la

premiére tentative d’étude systématique de moyens utilisés pour concevoir

et réaliser des algorithmes d’unification dans des théories équationnelles.

L’approche unifiée qu’ils justifient, permet de faire de 1’unification

modulo des mélanges de théories.

Nous montrons comment ils permettent en particulier d’étudier avec

succés des théories constituées d’ax.omes permutatifs tels la commuta-

tivité, la transitivité ou encore l’associativité commutativité ou la dis-

tributivité droite ou gauche, mais aussi des théories non permutatives

telle la théorie minus.

Par ailleurs nous montrons comment stendre la surréduction 4 toutes

les réécritures équationnelles connues 4 ¢- jour et ce en définissant de

facon abstraite la réécriture équationne\le sur les termes ainsi que la



surréduction associée.

Enfin une partie de ce travail est constituée de la description du

jaboratoire de réécriture équationnelle REVEUR3, dans l
equel le travail que

nous décrivons ici joue un réle central
.

1. Quels problémes?

L’unification équationnelle est la résolution d’équations dans des

théories équationnelles telles les monoides, monoides commutatif ou

groupes.

Par exemple si on considére les term
es

4

t= (bex) + Zz

quelle valeur faut-il donner aux variables x, y et z pour que les deux

(yxb) + x

expressions précédentes soient égales syntaxiquement? I1 suffit de 
prendre

x=b,z=bety=b. On dit que la substitution a = {(x b), (y — b),

(2 © b)} est un unificateur de t, et t, cu encore que c’est 
une solution

de ’équation t, == ty.

Si on suppose de plus que * est un symbole commutatif c
’est a dire tel que

xy = 4x

L’équation t, == t, @ en plus de ja solution précédente, l
’unificateur B =

{& ©”), Yow) ZH x’)} o& x? est une nouvelle variable. Mais B

est plus générale que a puisqu’il existe une substitution p = {
(x? b)}

teile p§ : a. a se déduisant de B, il suffira de savoir calculer B c’est
 8

dire en fait un ensemble générateur de l’ensemble des substitutions solu-

tion de 1’équation considérée.

Le probléme devient plus difficile lorsque l’ensemble des
 unificateurs

aso

n'est plus fini. Prenons par exemple la théorie minus, (Kirchner1982]

constituée des axiomes

-(-x) = x

(x+y) = (-y)+(-x)

l’équation x = -x a alors une infinité de solution de la forme

a = {(x = y + (-y))},

a {xe (yt Cy) +e (-y)))}, ... mais toutes sont engendrées par

la premiére, l’ensemble des solutions de x x est done engendré par

fo}, donc par une partie finie, en l’occurrence minimale.

Mais la partie génératrice n’est pas nécessairement finie. Prenons en effet

la théorie minus, (loc.cit.) constituée des axiomes

-(-x) = x

~(x+y) = (-y)+(-x)

-F(x,y,z) = F(-z,-y,-x)

1’équation x == -x a alors pour solution

oF {(x © z+ (-z))}

op = {(x © fly,z + (-z),-y)},

Q ”3 {(x © Fly, fly’,z + (-z),-y’),-y)]},

ay = {Cx & Py FLY? FCyMZ # (HZ) s-¥" er" DoW) Dy

qui sont toutes indépendantes c’est a dire non comparables.

On rctrouve la méme situation si on suppose par exemple que * est un

opérateur associatif avec 1’équation x * a == a * x

On peut chercher 4 minimiser l’ensemble générateur de l’ensemble des

solutions, ce qui peut se faire par simple énumération d’une partie

génératrice dans le cas ot il en existe une finie. Sinon c’est un probléme

difficile qui peut ne pas avoir de solution comme le met en évidence

exemple suivant [Fages1983] : Si on considére les axiomes
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f(0,x)

gif(x,y))

x

gly)tote

L’équation g(x) == g(a) a pour solution dans cet
te théorie

3) = {(x © a)}

a, = {(x F(x, ,a))}

0, = {xe F(x, F(x, 98)))}

i éené méme moins générale que o, etc...
or oy est moins générale que 9, elle 

g 3

ante 
ur

Une partie génératrice minimale n’existe donc pas d
ans cette théorie po

cette équation.

i i igées et
On voit sur ces quelques exemples que les situatio

ns sont varie

qu’elles ne sont pas toujours simples.

B i i *unification
L’intérét pour ce type de probléme vient du fait que l’unifica

mi . syvants

joue un role fondamental dans de nombreux domaines. Citons les suival

sans vouloir étre exhaustif

é é >infé utilisées dans les
@ Les bases de données : Les régles d’ inferences

bases de données déductives {Gallairel1981] tout comme la réalisation

de machine base de données [Sabbatel1985] dépendent fondamentalement

de l’ unification.

@ Les langages de programmation : d’une part l’étude de langages de haut

é issance
niveau dont le mécanisme de passage de paramétres par reconn

ais

i i i i de schémas dans des
de motifs motive l’implantation de reconnais

ance

structures telles que les listes, les chaines, les ensembles ou mul-

tiensembles. Mais aussi les langages dits de Siéme génération comme

Prolog, fondés sur la logique des prédicats du premier ordre [Kowal-

6kil974] ou Qute [Sato1984].

-5-

® €n algébre bien évidement : citons li) probléme du monoide c’est a dire

le probléme de la décidabilité ie la résolution d’équation modulo

l’associativité qui a été résolu par Makanin [Makaninl1977] ou

l’unification dans les groupes abéliens [Lankford1984].

@ Dans tous les domaines de l’intelligence artificielle, vision par

ordinateur, compréhension du langage naturel, systémes experts dont en

particulier la synthése de circuits logiques, ot la donnée de régles

d’inférences ou de spécifications équationnelles requiérent la con~

naissance d’algorithmes d’unification ad hac.

@ Enfin, et ce n’est pas la moindre des applications, la preuve de

théorémes. Depuis Herbrand [Herbrand1930] qui le premier évoque

l’unification non équationnelle jusqu’aux démonstrateurs automatiques

de théorémes basés sur la résolution[Rabinsonl965]. Une approche

particuliérement prometteuse a été initialisée par Knuth et Bendix

[Knuth1970}] avec la premiére procédure de complétion, généralisée par

la suite de maniére a tenir compte d’axiomes non orientables en régles

de réécriture [Huet1980,Pedersen1985, Jouannaud1984,Petersonl981]. Les

deux derniéres approches nécessitant de connaitre des algorithmes

d’unification spécialisés.

Les solutions proposées pour construire un algorithme d’unification

dans une théorie équationnelle donnée étaient jusqu’a présent

indépendantes. La construction d’un algorithme d’unification pour une

nouvelle théorie devait donc se (re)faire sans aucun acquis. Par ailleurs

la diversité des approches utilisées rendait difficile la combinaison des

algorithmes découverts. Nous proposons dans ce travail des outils permet-
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i exem—

tant une approche unifiée et nous les mettans en o
euvre SUI plusieurs

ples.

2. Quels outils?

L’idée de base que nous développans consiste a transform
er un probléme de

A-unification (i.e. de résolution d’équation modulo les axiomes de A) a

priori compliqué, en un ensemble de problémes simples t
out en restant capa-

ble de décrire un ensemble générateur de J’ensemble des solutions, aussi

appelé ensemble complet de A-unificateurs, du probléme 
de départ.

L’approche algébrique que nous développons généralise celle
 de Martelli et

Montanari [Martellil982] 4 des théories équationnelles. Un probléme

d’unification ou unificande, est décomposé en un systéme d’
équations, ou si

cela est nécessaire en une disjonction de systémes. Par exe
mple si on sup-

pose que le symbole x est commutatif l’équation (a * x) ey se (bey) +4

sera décomposée en le systeme

5) 2={(1) (a#xs= be y);

(2) (y == a)}

car le symbole + n’a pas de propriétés particuliére. La résolution de

)équation (1) est plus délicate car * ayant une propriét
é, ici la commuta-

tivité, il ne suffit pas en général de la décomposer com
me précédement. En

fait il est simple de voir que (1) est équivalent, c’est A dire a méme

ensemble de solution modulo la commutativité, que les deux systémes

d’ équations

S, 3 {(a ss b), (x se y)}

S, = {(a == y), (* 25 b)}

S, n’ayant pas de solution, 5) est équivalent 
a

Ss = {(a z= y), (x == b)}

-7-

que l'on sait facilement résoudre.

Cette approche a le mérite de permettre d’expliciter complétement les

opératians dont on a besoin sur les systémes d’équations mais également de

standardiser l’approche pour toutes les théories équationnelles donc de

permettre l’étude de théories dans lesquelles des ensembles de symboles

disjoints satisfont des propriétés différentes, par exemple si x, + et =

sont des symboles respectivement commutatif, associatif commutatif et tran-

sitif.

Pour fonder cette approche, nous aborderors les points suivants :

@ D’une part l’étude des transformations conservant les ensembles com-

plets éventuellement minimaux d’unificateurs. Deux types de transfor-~

mations vont retenir notre attention. D’une part celles qui conservent

les ensembles de solutions et par conséquent les ensembles complets de

A-unificateurs, et celles qui bien que ne préservant pas les ensembles

de solutions permettent de déduire un ensemble générateur de

l’ensemble des A-sol ‘ions de l’unificande initial a partir d’un

ensemble complet de A-solutions de l’unificande transformé.

Trois transformations des unificandes jouent un réle fondamental

* la décomposition qui, comme on 1’a vu dans Jl’exemple précédent,

permet de simplifier les unificandes dés que le symbole de téte des

expressions ne posséde pas de prapriétés applicables,

x la fusion qui a pour fonction de regrouper les contraintes sur

les variables,

* la mutation qui contrairement aux deux précédentes dépend de la

théarie et par conséquent échappe 4 toute standardisation sauf sur des
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classes restreintes de théories.

L’enchainement de ces trois transformations s’il t
ermine conduira @ un

t of x

unificande dont toutes les équations seront de la forme x

est une variable et t un terme.

C’est ce qui nous améne a étudier les unificandes, et 
en particulier

les systémes d’équations complétement décomposées c’e
st a dire de le
-x le leisse

forme x == t. Comme 1’exemple de Véquation x

soupgonner, ce probléme nest pas toujours simple. En effet pour

connaitre un ensemble complet de A-solutions d’un systém
e complétement

décomposé, il faudra savoir résoudre chacune des équations 
qui le com-

posent, mais également savoir comment combiner ces solutions pour

obtenir les solutions du systéme lui méme. C?est pourqu
oi nous dannons

une condition suffisante sur la théorie pour assurer lvexistence de

A-solutions d’un systéme de multiéquations complétement décomposé,

condition qui s’applique en particulier aux théories per
mutatives mais

également a des théories comme minus, od minus,.

Le mécanisme de résolution étant identique pour cha
que théorie, cela

nous permettra d’aborder Vrétude des @i(mélanges de t
héories), c’est 4

dire de donner des conditions sous Jesquelles les opérat
ions de muta-

tion pour des théories disjointes peuvent s’appliquer sur un méme
 uni-

ficande sans que l’on perde la propriété de ter
minaison du processus

de décomposition-fusion-mutation.

2.1. Vers 1a conception automatique d’algorithnes d’
 unification

La recherche d’ opération de mutation, c’est a dire de transformation

permettant de faire décroire la complexité d’un probl
éme d’unification dans
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le. s ‘
cas of on peut appliquer des axiones de la théorie en téte de

1 équati it a étudiquation, nous a conduit a étudier les théories dans lesquelles on peut

décompos é iposer une équation uniquement en stivant la forme syntaxique des

axiomes. C’est ci : ie que l’on fait pour un exiome de commutativité comme nous

1’ avon: i iis vu plus haut, mais aussi par exemple pour la distributivité

droite :

xw(ytz) = (xy) +(xaz)

en effet on peut montrer quation x,*x, == y,+y, est équivalenteque toute é H
v2 a2 .

au systéme

S= (oy x”),

(xy == yez),

(yy == x¥y),

(Yy == xz) }.

Lorsque c é iti ia ette décomposition suivant la forme des axiomes est correcte » on

peut l’utili ératiutiliser comme opération de mutation. Il reste a prouver, et c’est,

souvent difficidifficile, que le processus de décomposition-fusion-mutation ter-

mine.

Nous étudi i syn-étudierons dans ce travail les théories, que nous appelons, y'

taxiquques, dans lesquelles cette décomposition suivant la forme des axiomes

est correcte.

© Nows donnons d’abord des conditicns suffisantes pour que 1 a

présentation d’une théorie soit syntaxique

Puis inous donnons un algorithme de complétion unificationnelle : il

e éter "apermet de compléter "4 la Knuth et Bendix”, un ensemble d’ axiomesen

une présentation qui soit syntaxique.
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2.2. La surréduction

Une autre approche universelle, que l’on peut également voir comme

étant une opération de mutation particuliére, est Ja surréduction, aussi

appelée narrowing outremer.

Elle est basée sur la notion de réécriture de termes : au lieu de

s’autoriser 4 utiliser les axiomes de la théorie dans les d
eux sens, on les

oriente en régle de réécriture. On perd alors en général en puissance

d’expression d’ou \idée de compléter le systéme de réécriture initial de

fagon 4 garder les méme possibilités de déduction axiomatique. La 
premiére

procédure de complétion donnée par Knuth et Bendix [Knuth1970] réalise

cette idée. Elle a depuis été étendue aux cas od certains axio
mes comme la

commutativité ne peuvent étre orientés sans perdre la propriété de ter-

minaison finie de la réécriture. Pour réaliser cette extension
 on peut soit

travailler avec la réécriture standard comme le fait G. Huet {Huet 1980]

pour des systémes de réécriture linéaires gauche, soit intro
duire des rela-

tions de réécriture plus générales telles celles de Peterson et Stickel

[Petersonl1981], de Pedersen [Pedersenl1985} et celle de Jouannaud [Jouan-

naud1983}. Par ailleurs Jean Pierre Jouannaud et Héléne Kirchner

(loc.cit.) et [Kirchner1985] ont fondu les procédures de Knuth et Bendix,

Huet, Peterson et Stickel en un moule unique. Nous exprimerons ces

résultats de fagon complétement abstraite en introduisant une définition

formelle de la réécriture appelée RE-réécriture.

Intuitivement, surréduire un terme c’est instancier conv
enablement ses

variables pour qu’il devienne réductible par la relation de réécriture

considérée. L’unification est donc pour la surréduction ce que le filtr
age

est pour la réécriture. L’intérét de la surréduction réside dans le fait

ae
“he

qu’elle permet de décrire des ensembles complets d’unificateurs modulo la

théories équationnelle engendrée par le systéme de réécriture, pourvu que

celui-ci soit Church Rosser et 4 terminaisor finie.

Afin de décrire de fagon unifiée toutes les relations de surréductions

sur les termes, il est naturel d’associer a la RE-réécriture une relation

abstraite de surréduction sur les termes, la RE-surréduction. L’étude de

cette relation nous permettra d’étendre les résultats connus sur toutes les

relations de surréduction.

Nous aborderons les points suivants :

® Etude algébrique de la relation de Rf-surréduction associée 4 une

relation quelconque de RE-réécriture noethérienne et confluente.

Application 4 la RE~superréduction qui est la combinaison d’un pas de

RE-surréduction suivi de la mise en forme irréductible pour la

réécriture considérée.

Maiheureusement, 1l’algorithme général cd’ unification auquel conduit la

RE-surréduction ne termine pas en général, y compris dans les cas ou

les ensembles générateurs minimaux existent et sont finis. Une

approche, la surréduction basique, a été prouvée compléte par J.M.

Hullot [Hullot1980] puis généralisée 4 la réécriture de Peterson et

Stickel dans [Jouannaud1983]. Nous montrons comment l’étendre a la

RE-surréduction.

Nous donnons également une autre méthocle consistant 4a détecter dans

7 . 3

l’arbre de RE-surréduction les branches qui sont instances d’une autre

ce qui généralise [Rety1985].
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@ Une autre amélioration gui peut étre apportée a la surréduction en

tant que processus de résolution d’équatians est ja dét
ection des bou-

cles. C’est ce que nous appelons la factorisation des arbres de

surréductions rationnels. Dans ce cas on obtient une description

finie d’ensembles complets infinis de A-solutions
.

3. Des exemples

Les résultats théoriques obtenus sont appliqués d’une part a des

ai

problémes d’unification ouverts, mais aussi a des théories comme

Vassociativité commutativite pour lesquelles des algorithmes sont dé ja

connus. Nous le faisons afin de montrer que ces théories peuvent étre

traitées dans notre formalisme. Nous donnons des algorithmes d’ unification

pour les théories suivantes :

@ Un ensemble fini de symboles commutatifs. Cela constitue une

généralisation de {Siekmannl1979] 4 plusieurs symboles c
ommutatifs.

@ Un ensemble fini de symboles satisfaisant

(x eq y) * (y eq z) = (x eg y) * (% eq z)

ou eq et ~ peuvent @€tre commutatifs ou non.

© Pour les axiomes du type c(x, xy) = clx,t,y) et c(x,y xX) = c(x,y;f)-

Ils interviennent par exemple dans l’axiomatisation du "si alors

sinon” de Bloom et Tindell [Bloom1983].

@ L’axiome de commutativité droite (ou gauche)

(xey)4z = (xtz)+y

vérifié par exemple par la division.
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@ t’associativité tivitésociativité-commutativité, pour laquelle nous donnons un nouvel

algorithme parallélisable.

L’approche génerale suivie nous permettra Je donner un algorithme unique

d’unification madulo l’ensemble de ces théuries par exemple

4. Une réalisation

Nous terminons le chapitre 1 de cette thése par un exposé de 1’étude

et la réalisation du laboratoire de réécriture REVEUR3 que nous avons

réalisé en collaboration avec Héléne Kirchner. Ecrit en CLU, il implante

les résultats théoriques sur la complétior équationnelle de J.P. Jouannaud

et Héléne Kirchner [Jouannaud1984,Kirchner]985] ainsi que les résultats du

présent travail en ce qui concerne l’unification. te filtrage est basé sur

les travaux de Jalel Mzali [Mzalil985].

Aprés une description des fondements théoriques, nous donnons des exemples

de complétion avec REVEUR3.
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CHAPITRE 1

NOTIONS FONDAMENTALES: THEORIE EQUATIGNNELLE ET SYSTEME DE REECRITURE

Nous donnons dans ce chapitre les bases théoriques préliminaires aux

thémes abordés dans cette thése, Nous y introduisons les termes du premier

ordre et donnons divers résultats classiques obtenus en munissant cet

ensemble de la structure de F-algébre.

Puis nous présentons une synthése des différentes relations de réécriture

sur les termes et de leur algorithmes de complétion associé et nous termi-

nons par la description du laboratoire de réécriture équationnel REVEUR3.

Ce chapitre a également pour but de fixer les notations et la termino-

logie utilisées dans cette thése.

i. Théories équationnelles sur des algébres libres

1.1. Algébres libres sur un ensemble

Soit F un ensemble dénombrable de symboles de fonctions; A chaque sym-

bole f de F est associé un entier appelé arité de f et noté ar(f). On



-16-

éuni - _, ou F, est l’ensemble des
partitionne F en une réunion de sous-ensemb

les Fo i

symboles de fonctions d’ arité i.

Convention : Les symboles de fonctions d’arité 0 sant appelés constan
tes et

notés a,b,c Ceux d’arité non nulle sont désignés par les lettres f, 9; h
pUsbheee

B = U t un ensemble
Définition 1 : Une F-algébre est un couple M= (Dy Fy) ou Dy es

non vide appelé domaine de M, et Fy une famille d’opérations sur Dy

indexées pat l’ensemble des symboles de fonct
ions de F.

On notera Fy = {fy | f appartient a F}. O

Exemple 1 : Soit F = {0, S, +}. Choisissons pour domaine l'ensembl
e N des

: é i i i ui est la
entiers naturels et pour opérations : oN qui est l’entier 0, SN q

i ?additi usuelle. Le couple
fonction successeur +); qui est «il addition

(N, 0, Syst) cst une F-algébre.

-algé . Un homomor~

Définition 2 : Soient Me (DysFy) et W?=(D, Fy) deux F-algébres

ppli i ue pour
phisme h de M dans M’ est une application de Dy dans Dy telle que p'

tout symbole de fonction f d@arité n dans F et pour tous éléments qj,

d qd. dans Dy? on ait :
geen?

n(fy(d 7d) = Fyp (hd) (dy), ++ shCd,))page

Un homomorphisme d’une f-algébre dans elle méme est appelé endomor—

phisme. Si de plus il est bijectif, il est appelé isomorphisae. Oo

Définition 3 : Soit K une classe quelconque de F-algébres et X un ensemble
.

On appelle F-algébre tt-libre engendrée par X (on dit aussi sur X) toute F-

algébre M= (Dy Fy) tel que

1) M appartient a
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2) Dy contient l’ensemble X

3) pour toute F-algébre N=(D,,F) de & et toute application ho de X dans

Dye il existe un unique homomorphisme h ce M dans N dont la restriction 4 X

soit égale 4 ho: O

Notation : Les éléments de X sont appelés variables et notés dans la suite

Ky ¥, Ze

Si My et Mo sont deux F-algébres K-libres sur X, il est facile de

montrer qu’il existe un isomorphisme unique entre My et My qui est

Videntité sur X. On peut donc sans ambiguité parler de la fF-algébre -

libre engendrée par X.

Le résultat suivant, cas particulier d’un théoréme di a Birkhoff

[Birkhoff1935], nous permet de définir 1’ensemble des termes.

Théoréme 1 : Soit ® la classe de toutes les F-algébres pour F fixé et X un

ensemble dont les éléments sont appelés variables. On supposera toujours

que sait X soit l’ensemble des constantes est non vide. Alors la F-algébre

k-libre (ou plus simplement la F-algébre libre) engendrée par X existe.

Définition 4 : Dans les conditions du théoréme précédent, on appelle

ensemble des termes du premier ordre, ou plus simplement termes, les

éléments de la F-algébre *-libre engendrée par X. O

Notation : Les termes seront désignés dars la suite par u, v, w, t, t’,

+s Gy dye.

Cette définition des termes étant perticuliérement peu explicite et

peu parlante a notre intuition, nous ellons en donner une représentation



dans le paragraphe suivant.

1.2. ensemble des arbres étiquetés

1.2.1. Arbres, occurrences, sous-arbres
1.2.1. Arbres, occurrene’’s; =o 

. |

i i iti jonoide
Soit N l’ensemble des entiers strictement positifs , N. le m

+

libre engendre, ¢ le mot vide et . l’opération de concaténation.

i icati * X et Dom(t) son
Définition 5 : Soit une application t de N. dans F U e

xe

a-di aW telis
domaine de définition, c’est-a-dire i’ensemble des m appartenant

 4 .

que t(m) soit défini. Alors t est un arbre sur F UX si e
t seulement si

1) © est élément de Dom(t)

2) m.i appartient 4 Dom(t) si et seulement si m appartient 4 D
om(t) et i

est compris entre i et Vvarité de t(m). ©

i é ble des
Notation : Le domaine d’un arbre t est aussi appelé ensem

occurrences de t. Ii sera noté Dom(t). Les éléments de Dom(t} sont les

i i i- fils du noeud
noeuds de l’arbre, le noeud est la racine et m.i est le 

i éme

mM.

Un arbre est dit fini si san domaine l’est.

Exemple 2; Soit f= {f, a h, a} avec ar(f) = 2, ar (g) = ar(h) = l et

ar(a) = 0 et V = {x,y}. L’application t définie sur {e,1,2,11,21,22, 222}

par:

t(e)=sf , t(l)sh , t(2j=f , tlsy , t(Zl)sa , t(22)=sh , t(221)=x

é i t ainsi:
est un arbre que l’on représentera graphiquemen
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et qui correspond au terme bien formé f(h(y),f(a,h(x)}).

Définition 6 ; Soit t un arbre et m un é.ément de Dom(t). Le sous-arbre de

t a l’accurrence m, noté Oh est l’arbre t’ défini par t’(m’)=t(m.m’) pour

tout m’ appartenant 4 Nr. Oo

Définition 7 : Pour tout sous-arbre u de l’arbre t, tt (u) est

l’ensemble des occurrences de u dans i, noté O(u,t). Quand cet ensemble

est fini, son cardinal est noté #(u,t). O

Définition 8 : Deux noeuds met m’ sont. disjoints si et seulement si

: . Cs
il n’existe pas m”’ € No tels que msm’.m” ou m’=m.m?. ©

Nous désignerons par M(F,X) l’ensemble des arbres construits sur 1’ ensemble

des symboles F et des variables X.

1.2.2. Structure de M(F,X)

Lemme 1 : M(F,X) peut @tre muni d’une structure de F-algdbre, et c’est la

F-algébre libre engendrée par X,

Nous parlerons donc maintenant indifférement de termes ou d’arbres.

Afin de pouvoir faire des preuves par récurrence structurelle dans M(F,X),

nous allons voir qu’il est possible cle construire cet ensemble de facon

inductive de la fagon suivante :

Soit MCF x) la famille de parties définies par:
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== Wg(FAX) = XU {c* | ¢ appartient a Fo}

ze f tient a F, et
mo May (Fok) = MCF) U (P*(tyys-ert,) tel que f 

appar is

vst, appartiennent 4 (FX)
1

Lemme 2: M(F,X) est la réunion pour tous les n positifs ou nul des

MA(FSX).

Ce résultat permet de prover dans M(F,X) des propriétés de 1
a forme: "Pour

tout t appartenant a M(F,X), P(t)” par récurrence sur la structure de t.

1) met en évidence le lien existant entre les raisonnements pa
r récurrence

structurelle et par récurrence sur les entiers.

Un autre exemple de son utilisation est la définition suivante que L’on

peut donner de la taille d’un arbre:

Définition 9 : La taille d’un arbre t, notée |t], est définie par:

-- si t appartient a X U Fy alors ftl=0

izk

-- si tef(ty yee oty) alors Ielate 2 Let °

1.2.3. Opérations sur les arbres

Dutre les opérations de la F-algébre et celle qui 4 un arbre et
 a une

i en

occurrence m de son domaine associe le sous-arbre issu du noeud m, n
ous

utiliserons une autre qui est le remplacement d’un sous-arbre
 par un arbre.

Définition 10 : Soient t et t’ deux arbres et mun noeud de t. Remplacer

éfini t” noté
dans t le sous~arbre tle par t’, c’est définir un nouvel arbre

tigety} ted we

Dom(t”) = Dom(t) - Dom(t |.) + m.Dom(t?)

t(m?) = t(m?) sim? appartient 4 Dom(t)-Dom(t | ,)

= t?(m?) si m’=m.m”,
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t et m étant donnés, on notera ty l’appiication de l’ensemble des arbres

dans lui-méme, qui a un arbre t? associc Iarbre t.(t’) = traegr)) 0

1.2.4. Endomorphismes de M(F,X)

Définition 11 : L’ensemble Var(t) ces variables d’un arbre t est

récursivement défini par:

-~ si t est une constante alors Var(t) = 9

-- si t est une variable x alors Var(t) = {x}

-- sits F(tyyeees ty) alors Var(t) = var(t,) U...U Var(ty).

C’est l’ensemble des variables ayant au moins une occurrence dans le terme.

L’ensemble des symboles qui ne sont pas des variables et qui ont une

occurrence dans le terme t est notée Syrb(t). O

Notation : Nous désignerons par O(t) l’ensemble des occurrences de t ayant

une image dans F, c’est-a-dire 1l’ensemble des occurrences de non variables.

Exemple 3: si t = F(F(F(x,a),g(x)),g(y)), Var(t) = {x, y}, Symb(t) =

{f,a,g} et O(t) = {e,1,11,112,12,2}.

Définition 12 : Une substitution est une application «o de X dans M(F,X)

telle que o(x)=x presque partout, c’est-a-dire sauf sur un sous-ensemble

fini de X appelé le domaine de o et noté D(o).

D(a) = {x | c{x) # x}

L’ensemble des variables introduites par o est noté I(c), il est défini

par:

IC U_ Var(o(x))

x€D(o)

Le caractére libre de la F~algébre permet de dire qu’une telle application
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a se prolonge de facon unique en un endomorphisme de M(F,X
). Il vérifiera

x 6

donc pour tout f d’arité k de F, pour tous tyreseaty de M(F,X)

oF (tyy++-st))) = Fla(E Dyes soCty)). oO

Notataon : Les substitutions seront désormais désignées par les l
ettres a,

a-di bles
B, &, «+. et représentées par leurs graphes, c’est-a-dire 

par des ensem

de couples (x,o(x)) pour x dans Je domaine dec, ou bien sous la forme

(xa(x)).

L’ensemble des substitutions de M(F,X) sera noté Su
bst.

Définition 13 : La composée de deux substitutions a et B est la substitu-

tion notée af et définie pour toute variab
le x par

a(x) = a(B(x))

9

ituti a - U de
Définition 14 : La restriction d’une substitution o a un sous ensemble

X est notée oy et définie par 5

a(x) = o(x) si x appartient 2 U

= x sinon

Définition 15 : Pour toutes substitutions a f# telles que vx € Dla) MN DCP)

a(x) = B(x), alors on peut définir a@+B comme la substitut
ion telle que :

(a+B)(x) = a(x) si x € Dta)

(atB)(x) = BOO si x € D(B)

x sinon.(a+B) (x)

Nous utiliserons librement des propriétés suivantes 
des substitutions.
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@ Pour tout sous-ensemble V de X, pous tout terme t et pour toute sub-

stitucrion o : Var(t) OV => oft) = oy yft).

® Pour toute théorie équationnelle A, tout terme t et toute substitution

ao: D(a) M Var(t) = @ => oft) =, & La réciproque est vraie si A = @.

@® Pour toutes substitutions a, B et tous ensembles de variables vs et

i S, . i < SsV,, sia, § tv] et si V, SV) alors a S p [vo].

1.3. Théorie équationnelle

In 3.1. Equations

Définition 16 : Une équation est une paire de termes {t,,t)} notée (t)=

t,)- oO

Définition 17 : Une F-algébre M = (Diy oF y? valide 1’ équation (ty = ty) si et

seulement si pour tout homomorphisme h de M(F,X} dans Dy» h(t, = h(t,).

Qn dit aussi que 1’équation (ty 4 ty) est valide dans M, et 1’on note

Pour déterminer h il suffit de se donner sa restriction hy aux variables de

X. De plus, comme on ne s’intéresse qu’aux termes t, et tos il suffit de se1 &

donner hy sur Var(t ) u Var(t,). Oo

Définition 18 : Une variété équationnelle de F-algébres est une classe de

F-algébres H pour laquelle il existe un ensemble d’équations A tel que H

soit la classe de toutes les algébres validant les équations de A. H est

aussi appelée classe des modéles de A et est notée M(A). O
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G.Birkhoff [oc.cit.] a prouvé que si une classe de F
-algebres est une

variété, alors la F-algébre M(A)-libre engendré par X existe pour tout

ensemble X.

1.3.2. Problame de validité. Probléme des mots

A ém in: nt a
Etant donné un ensemble d’équations A, le probléme consistal

i F-algébre de M(A) est
décider si une équation (ty=t,) est valide dans toute

 F-alg

& Fe

appelé probléme de validité dans M(A) ou probléme des mots pour la

algébre M(A)-libre. Nous allons voir que ce probléme peut s’énoncer en

termes de théorie équationnelle.

1.3.3. Théorie équationnelle

i -algébre. lation R sur D, est une
Définition 19 : Soit M=(Dy,F,) une F algébre. Une rela MH

congruence sur M si et seulement si pour tout symbole de fonction f da
ns F

é . , Dy:
d’arité net pour tous éléments ty, .-+) tyr Cyr cere By dans Dy

tk thy reese ty Rt? => F(ty yest) R FE? pyee ert?)

oO

i ainsi définir une
Les opérations de Fy, passent au quotient et on peut

i érations
algébre quotient dont le domaine est D,/R et dont les op

s’identifient a celle de Fy.

DéFinition 20 : Soit A un ensemble d’équations. La plus petite congruence

i i =| st une
sur M(F,X) contenant toutes les paires {o(t,),0(t.)), od (ty: t,) e

Equation quelconque de A et o une substitution, est appelée A-égalité ou

congruence engendrée par A et est notée =)
.

Deux termes tels que t, =, t, sont dit A-ég
aux.

On parlera aussi de la théorie équationnelle engendrée ou pr
ésentée par A
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pour désigner l’algébre quotient M’ = (MUF,X)/= 5, F). O

Dans toute la suite de ce travail or supposera qu’aucun des axiomes de

la théorie est de la forme x = y avec x et y € X. Cela évitera a la théorie

équationnelle d’étre réduite a un élément,

OéFinition 21 : On dit qu’une théorie équationnelle est réguliére ssi il

existe une présentation de A dont tous les axiomes ty s ty satisfont

Var(t)) = Var(t)), elle est dite permutative ~ i les classes d’équivalence

sont finies et elle est dite potente csi il existe une présentation de A

qui contient au moins un axiome de la forme x = t ox EXett eX. O

Il est clair qu’une théorie permutative est réguliére et n’est pas

potente,

Exemple 4 : La théorie réduite a l’axiome d’idempotence est potente. La

théorie constituée d’un ensemble fini de symboles associatif-commutatif est

permutative. La théorie constitué de l’axiome xx0 = 0 n’est pas réguliére.

1.3.4. Théoréme de complétude

Théorewe 2 : Etant donné un ensemble d’équations A, une équation (ty = t,)

est valide dans la variété M(A) si et seulement si ty =, ty.

Ce théoréme dG 4 G.Birkhoff [loc.cit.] permet d’étudier le probléme de

ja validité dans la variété M(A) de maniére purement syntaxique par

l’intermédiaire de la relation =,.

2. Filtrage et réécriture dans une théorie équatiomelle

Cette section va étre consacrée a 1’étude de la semi-unification ou

filtrage et a son application a la réécriture.



=26-

7 *équation t, ==
Filtrer le terme t, vers le terme ty c’est résoudre 1’ éq 1

i ariable. Le probléme
t. en considérant que le terme ty ne contient p

as de v
2

i la

du filtrage est particuliérement important puisque cres
t le moteur de

réécriture. C’est pour cette raison que nous le présentons ici de fagon

abstraite afin de pouvoir décrire de maniére unifiée les différentes

réécritures sur les termes.

Habituellement un filtre est défini comme une substit
ution appliquant un

terme sur un autre. Un point de vue différent est adopté
 ici: on définit le

filtrage comme une application qui a deux termes fait correspondre un

ensemble, éventuellement vide, de substitutions. L’intérét de ce point de

é i tion
vue est de pouvoir ensuite faire varier la méthode de 

filtrage en foncti

des termes considérés.

2.1. be filtrage

Définition 22 : Soit E un ensemble d’axiomes, on appelle filtre modul
o E ou

E-filtre du terme t vers le terme t’ toute substitution o telle que
 o(t) =e

t’. Le o-filtre de t vers t’, s’il existe, est unique et peut 
étre trouvé

par un algorithme récursif simple (voir par exemple [Huet 1976])-

L’opération de filtrage dans la théorie équationnelle Fe est une applica-

tion Filtre, de TxT a valeur dans P(Subst) tel
le que

» pour toute substitution o appartenant 4 Filtre,(t,t?), a(t) FE oy,

i i ). 0
«le g-filtre de t vers t’, s’il existe, appartient a

 Filtre,(tyt?)

Exemple 5:

5 
. t

1) On retrouve la notion habituelle de filtrage lorsque Filtre, es

, i i iltre de t
l’application qui a deux termes t et t’ associe soit le filtr

2)

3)

4)

5)

6)

l’opération de filtrage toutes les conditions
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vers t’ dans la théorie vide, soit 1’ensemble vide lorsque t ne filtre

pas vers t’. On notera F, cette application.

De méme la notion habituelle de E-filtrage est obtenue en prenant pour

Filtre,(t,t?) application qui 4 deux termes t et t’ associe

l’ensemble des E-filtres de t vers t’. On notera F. cetteE applica-

tion.

De facon plus générale, on peut par exemple définir Filtre,(t,t”)

comme étant F fet’) si t est linéaire et Fe(t,t?) si ce n’est pas le

cas.

A la suite de Pedersen [Pedersenl985], on peut prendre pour valeur de

Filtre,(t,t’) l'ensemble des substitutions o telle que o(t) =e t’, les

axiomes de E n’étant appliqués dans la E-égalité précédente qu’en des-

sous d’une occurrence de variable de Var(t). Avec les notations de

Pedersen (loc.cit.) t appartient a {o,(t)}, ol fo,(t)} désigne

ensemble des termes obtenus 4 partir de o(t) en effectuant des

étapes de £-égalités en dessous des variables de t.

On peut aussi définir dans ce formalisme la notion de filtrage con-

traint dans lequel on exige que pour toute variable x du domaine de o,

a(x) appartienne 4 un domaine donné [Kirchner1985].

On peut également faire varier les axiomes avec lesquels on filtre

suivant un critére sur les termes, cela généralise le troisiéme exem-

ple.

O’une maniére générale, ce formalisme permet d’inclure dans

restrictives que l’on
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souhaite imposer 4 la notion habituelle de filtrage dans une théorie

équationnelle. L? application Filtre. peut étre vue comme un algorithme qui

prend deux termes en entrée et retourne un ensemble de filtres.
 Cet algor-

ithme peut retourner son résultat en tenant compte de certaines proprietés

du terme qui filtre vers 1’ autre: dans la pratique, pour discriminer le

résultat, on utilisera le plus souvent

~ soit un critére de linéarité du terme t,

- soit un critére d’appartenance de t a un sous-ensemble 
de termes.

La notion de filtrage permet de définir un préordre sur les termes,

dit préordre de filtrage : -

£ St’ si et seulement si Filtre, (t,t?) est non vide

Lorsqu’il sera utile de préciser la substitution o utilisée pour 
comparer t

et t’, on notera t ser.

Ce préordre est compris entre le préordre de filtrage dans la théorie

vide noté S5 défini par :

t S, t’ si et seulement si il existe o telle que o(t) = t?

et le préordre de E-filtrage défini par

t & t’? si et seulement si il existe o telle que a(t) =. eo

Ce préordre s’étend aux substitutions :

a $8 sur un ensemble de variables ¥ inclus dans X, si et seulement 
si il

existe une substitution y telle que pour tout terme t tel que Var(
t) © V, ¥

appartient a Filtre, (a(t), B(t)).
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Définition 23 : Le préordre S$ est conscrvé sur les sous-termes si et seule-

ment si t St’ implique pour toute occitrrence u appartenant & Dom(t), he s

t';, . 0
Ju

Exemple 6 :

- Le préordre de filtrage dans la théurie vide s, est conservé sur les

sous-termes, alors que le préordre de [/-filtrage Ss ne l’est pas.

- Le préordre défini par

t St’ si et seulement si <’ appartient a {o,(t)}

est conserve sur les sous-termes.

2.2. Réécriture équationnelle

La notion générale de filtrage quz nous venons d’introduire permet de

définir de fagon abstraite la notion de réécriture. Cela nous permettra en

particulier de traiter de maniére unifiée les différentes réécritures sur

les termes connues 4 ce jour.

2.2.1. Définitions

Définition 24 ; Soit A une théorie, R et E des ensembles disjoints

d’axiomes tels que A = RUE. Les axiomes g = d de R sont orientés en

régle de réécriture notées g?d. La RE-réécriture notée —*RE est la

réécriture associée 4 R et a Filtre, et définie par :

t >RE[o,u,g->d] t?

si et seulement si o appartient a Filtre, (g,t) ) et t’ = t[u * o(d)]

Si on suppose que les réglies de R sont numérotées, et si la régle gd

porte le numéro k alors t ~RElo,u,g7d] t’ est aussi noté t —RE[o,u,k]
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t’.

Une suite de RE-réécritures est appelée RE-dérivation. On dit que t est

RE-irréductible ou qu’il est en RE-forme normale cu encore qu’il est RE-

normalisé s'il n’existe pas de terme t’ tel que t se RE-réécrive en t’.

De méme on dit qu’une substitution o est RE-normalisée si pour tout élément

x de son domaine o{x) est RE-normalisé, ©

Notation : On notera thee ou simplement tl une forme normale de t pour la

relation —RE.

Exemple 7 ; En reprenant dans l’ordre les cas de 1l’exemple précédent, on

retrouve

1) La réécriture habituelle notée —>R associée a Fe

2) La réécriture de Peterson et Stickel, qui sern notée —>R,E£, associée A

Fee

3) La réécriture CR SUR E) introduite dans [Jouannaud1983] qui con-
nl’

siste a soit utiliser un filtre de Fo pour réécrire par une réegle

linéaire & gauche, soit utiliser un E-filtre de Fe pour réécrire par

une régle non linéaire.

4) La réécriture de Pedersen définie par

t -RE{o,u,g7d] t?

si et seulement si fy appartient 4 io, (g)} et t’ = t{utg(s)(d)].

5) a réécriture 4 1’aide d’un ensemble de régles et méta-régles définie

dans [Kirchner1985]
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6) La réécriture avec un ensemble R, union disjointe d’ensembles Ris a

chaque Ry étant associé un sous-eisemble EF d’axiomes de E.

Certaines approches de la réécriture équationnelle telle celle décrite

dans [Lankford1977] utilisent la rSécriture notée —*R/E définie par

>RE° ‘Fe Cette relation simule la raécriture induite par R dans les

classes d’équivalence modulo =e et n’est pas décrite par le formalisme

précédent. Ce n’est pas un hasard puisqu’on cherche a formaliser ici les

diverses réécritures sur les termes et non sur les classes. On a bien sar,

pour toute théorie A = (RUE), 1l’inclusion des relations:

+R SRE © -*R,E © ORE

Définition 25 : La relation RE est E-noethérienne ou noethérienne modulo

E si et seulement si —R/E est noethérienne. O

Définition 26 : Une paire de termes (t,,t,) est dite R/E-confluente et on

note ty bare to si et seulement si il existe t tel que th -#-OR/E t et ty

-#-R/E t. O

La notion de réécriture est étroitement liée a celle de l’ordre induit

par le filtrage utilisé, par le fait que si t est réductible par la régle

gd et le filtre o a l’occurrence u, g ¥ elu" Pour généraliser les

résultats obtenus dans [Jouannaudi984], il est nécessaire d’introduire deux

propriétés de la réécriture par rapport au préordre S$.

Définition 27 : La RE-réécriture est compatible avec le préordre associé 4

Filtre, sur le couple de termes (t,t’) si et seulement si
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t <7 t? et t RE-réductible en ty

=>

t’ RE-réductible en t’l et t’1 dave o(t,).

on 28 : La RE-réécriture est compatible au sommet avec le préordre

associé a Filtre, sur le couple de termes (t,t’) si et seulement si

+ <7 t? et t RE-réductible en ty @ Loccurrence ¢

=

t? RE-réductible en t’1 et t’1 dave a(t).

oO

Exemple 8 :

1) OR est compatible avec le préordre de filtrage standard S, pour tout

couple de termes.

2) R,E n'est pas compatible avec $, en général, mais il est compatible

au sommet avec S, pour tout couple de ternes.

3) R,UR,|,E est compatible avec le préordre associé sur tous les cou-

ples de termes (t,t’) tels que Filtre-(t,t?) = Fi(t,t?). PR,UR,E

est compatible au sommet avec l’ordre associé sur tous les couples de

termes (t,t’) tels que Filtre,(t,t?) = F-(t,t?).

4) La réécriture de Pedersen est compatible avec le préordre associé 4 sa

méthode de filtrage.

En effet, sit st’, t? appartient a {up (t)}, Ce qui signifie que t’

= w(t) avec w(x) =, 4x) pour toute variable x de t. Sit est

-33--

réductible par g, il existe une ovcurrence u et une substitution o

telles que ty appartient & {up(g)}. De la méme fagon, tly = 07(q)

avec o’(x) =, o(x) pour toute variable x de g. On en déduit que

wtp) = p’.0%(g) et p’.0? (x) = B? .0(x) poup toute variable x de g.

Done t? est réductible par gd en t’l = t’[utp’.o(d)], Par

conséquent, t’ = w(t) est rdductible en H(t) FE u(t) puisque

Var(t,) est inclus dans Var(t).

Remarque : Il est facile de prouver que si & est compatible sur les

sous-termes et vérifie :

ts ty <* t? implique t $7°° t?

alors RE est compatible avec $ sur tout couple de termes (t,t”).

Crest le cas pour —R et la réécriture de Pedersen.

2.2.2. Propriété de Church-Rosser modulo £

Définition 29 : Une paire de termes (t,t) est dite RE-confluente modulo EF

et notée ty t to si et seulement si il existe des termes t’l et t’2 tels

que

-* , nee , re)ty HORE t’1, ty *->RE t’2 et t’l 2

@ RE est Church-Rosser modulo E s. et seulement si pour tous termes

tys &
1? °2?

t) =, ty implique t, ay ty

® RE est confluente aodulo E si el. seulement si pour tous termes t,

ty tos

t -#-9RE t) et t -#ORE t, implique ty t ty
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@ RE est cohérente modulo E si et seulement si pour tous termes t, t)

ty

t -#-DRE ty ett FE ty implique il existe t," tel que ty TRE ty" et

ty tty.

°

On obtient le résultat fondamental suivant :

Théoréme 3 : (Théoréme de Church-Rosser modulo)

Si RE est E-noethérienne, les propriétés suivantes sont équivalentes:

(1) RE est Church-Rosser modulo E

(2) RE est confluent modulo £ et cohérent modulo E

3) pour tous t t,t, t=, t? si i = th.
(3) pour tous termes t, t’, t ‘nt’ si et seulement si the ic tee

Preuve: Elle est donnée dans [Kirchner1985]. ©

3. Unification équationnelle et surréduction

Nous présentons maintenant ce qu’est la résolution d’équations dans une

théorie équationnelle. De méme que pour le filtrage, nous adoptons un point

de vue synthétique nous permettant denglober les travaux existants en par-

ticulier sur la surréduction,

3.1. Unification

Définition 30 : Soit E un ensemble d’axiomes et UNTF, une application de

TxT 4 valeur dans P(Subst) telle que pour tous termes t et t’,

(1) pour toute o dans UNIF,(t,t?), a(t) FE a(t’)

(2) pour tous termes t et t’ tels que Var(t) et Var(t’) soient disjoints,

Filtre, (t,t?) est inclus dans UNIF, (t,t?).
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(3) pour toute substitution p, pour tous termes g et t tels que p €

Filtre,(t,t’), D(p) M Var(g) = @, y € UIIF(g, plt)) => yp € UNIF(g,t). O

Remarque : La condition (2) assure la cohérence entre le filtrage utilisé

et l’unification, la condition (3) permet de s’assurer que 1’ensemble des

unificateurs est suffisament stable pour que 1’on puisse retrouver les

propriétés classiques.

Exemple 9 : Nous suivons toujours l’ordre des exemples précédents.

1) On retrouve la notion d’unificatior dans la théorie vide lorsque UNIF

est l’application qui 4 deux tarmes t et t’ associe l’ensemble des

unificateurs de t et t’ dans la théorie vide, On notera U, cette

application.

2) De méme la notion habituelle de E-unification est obtenue en prenant

pour UNTF,(t,t”) l’application qui a deux termes t et t’ associe

l'ensemble des unificateurs de t et t’ dans la théorie E. On notera

U, cette application.

3) De fagon plus générale, on peut par exemple définir UNIF,(t,t?) comme

étant uate, t?) si t est linéaire et Up (tyt") si ce n’est pas le cas.

4) On peut également restreindre UNIF (t,t?) a ensemble des E-

unificateurs co de t et t’ tels que o(t) Fe a(t’), les axiomes de E

n’étant appliqués qu’en dessous des occurrences de variables de

D(a)M(Var yt )UVar(t’)).

5) On peut aussi définir dans ce formalisme la notion d’unification con-

trainte dans laquelle on exige que pour toute variable x du domaine de
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¢, o(x) appartienne a un domaine donné.

6) On peut également faire varier les axiomes avec lesquels on unifie

suivant un critére sur les termes. Cela généralise le point 3.

A cette notion généralisée d’unification on va associer la notion

adaptée d’ensemble générateur, c’est 4 dire d’ensemble complet relatif a

UNIF,.

Définition 31 : Soit E un ensemble d’axiomes et Unif, une application de

TxT a valeur dans P(Subst) telle que pour tous termes t et (i

(1) pour toute o dans Unif_(t,t?), O(c) est inclus dans Var(t)UWar(t’) et

I(o) est choisi d’ intersection vide avec W, of W est un ensemble de vari-

ables qui contient Var(t)UVar(t’).

(2) Unif, (t,t?) est inclus dans UNIF (t,t?)

(3) pour toute o’ dans UNTF_(t,t’), il existe o dans Unif,(t,t”) tel que

g Ss o? [Var(t)UWWar(t’)] O

Tl est important de noter que l’ordre utilisé pour comparer les sub-

stitutions de UNIF,(t,t”) est Vordre induit par Filtre,(t,t’).

L’ application Uni, dépend donc des termes t et t? uniquement et est

étroitement reliée a la valeur de Filtre, en (t,t). L’intérét de cette

définition est 1a encore de pouvoir faire varier éventuellement la méthode

dunification suivant un critére sur les termes. L’ application Unit, peut

tre vue comme un algorithme qui prend deux termes en entrée et retourne un

ensemble complet d’unificateurs. Cet algorithme peut retourner son résultat

en tenant compte de certaines propriétés des deux termes a unifier, comme

pour le filtrage.

¢
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Notation :

1) On notera ure L’application Unit, qui associe 4 tous termes t et t?

soit leur unificateur principal (ou minimal) dans la théorie vide, soit

l’ensemble vide lorsque t ne s’unifie pes avec t’.

2) On notera ECU. L’application Unif, cui a deux termes t et t’ associe

soit un ensemble complet d’unificateurs dans la théorie £, soit l’ensemble

vide lorsque t ne s’unifie pas avec t’ cans la théorie E.

3.2. L’unification équationnelle : 1’acquis

Nous décrivons dar= cette section ]’état des connaissances en unifica-

tion équationnelle.

Rappelons tout d’abord la définition des différents axiomes et théories

dont nous parlerons dans la suite.

ACF) Associativité £(F (x,y), z)=F (x, Fly,z))
c(r) Commutativité f(x, y)=f(y,x)
Dd(f,g) Distributivité droite f (g(x,y), z)=g(F(x,z), Fly,z))
Dg(F,g) Distributivité gauche F(z, g(x,y) )=9( F(z,x), F(z,y))
D(fF,g) Distributivité Dd U Dg
E(h, x) Endomorphisme h(xey)=h(x)#h(y)

AE(h,*) Anti-endomorphisme h(xey)=h(y)#h(x)
H(h,#,+) Homomorphisme h(xxy)=h(x)+h(y)
I(f) Idempotence F(x,x)=x

Iv(h) Involution (h(x) )=x
InvD(«,e) Inverse 4 droite x¥i Cx
InvG(+,e) Inverse a gauche i(x)¥xs
Sd(f,g,h) Simplification droite F (g(x,y) hly) =x
Sg(f,g,h) Simplification gauche F(n(y) ,g(y,x) )=x
Nd(*,e) Neutre 4 droite X#O=X
Ng(*,e) Neutre a gauche exx=x

Cd(f) Commutativité droite F(F(x,y), zdaF CF (x52) ,y¥)

cl(F) Commutativité gauche F(x, F(y,z))=f Cy, F(x,z))
L(+) Crochets de Lie Cxwy )¥z=z*(yex)

T(f,g) Transitivité Flg(x,y), aly,z))= F(g(x,y),g(x,z))

Nous utiliserons également les théories suivantes

AG Groupe abélien A(x), C(x), InvD(#,e), Nd(*,e)
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Qc Quasi groupe S1(.,°,h), Sl1(.,°,h), Sr(.,/,h),

Sr(.,/,h) avec h = identité
Minus AE(-,+), Iv(-)

Equal Cleq), Tlet, eq)
ABS Arbres binaires signés AE(-~,+), Iv(-), Sd(+,+,-), Sg(+,+,-)}
FH Ng{#,e), flxey) = Fly)

DgAN Dg(f.g), A(g), Nd(f,e), No(f,e)

A la suite de Siekmann et Szabo [Siekmann1984,5zabo1982], nous intro-

duisons la notion de type d’une théorie.

Définition 32 : On dit qu’une théorie A est de type unitaire (noté 1) si

toute équation a un ensemble minimal complet de A-solutions contenant au

plus un élément ;

t(A) = 1 <=> Vt, t? € M(F,X) [ECUM(t==t’,A)| $1

Elle de type fini (noté +) si toute équation a un ensemble complet et fini

de A-unificateurs.

t(A) = + <=> Vt, t? © M(F,X), il existe un ECU de t et t’ de cardinal fini

Elle est de type infinitaire (noté ») ssi toute équation a un ensemble

minimal complet de A-solutions et il existe des 6quations qui ont un ensem-

ble minimal complet de A-unificateurs de cardinal non fini.

t(A) = <=> Vt, t? € M(F,X) ECUM(t==t’ ,A) existe

et At, t’ € M(F,X) avec [ECUM(t==t’,A)] = 0

Si elle n’est d’aucun des types précédents alors on dit qu’elle est de type

zéro, noté @®. O

Dans le tableau récapitulatif suivant, qui tient compte des résultats

obtenus dans la suite de ce travail, nous désignons par déci toute théorie

pour laquelle la A-unification est décidable.

Théorie

a

ACf)

CCF)

I(f)

A+C

ACP )41 (fF)

CCFI+I(F)

A+C+1

Type
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Déci Remarques et références

oui

oui

oui

oui

oul

oui

oui

oui

Des algurithmes ont été proposés par Herbrand

[Herbrarid1930}, Robinson

[Robinsin1965,Robinsonl971], Huet [Huet1976],

Martell: et Montanari [Martel1i1982], Paterson

et Wegman [Paterson1978], Corbin et Bidoit [Cor-

bin1983)|, Fages [Fages1983].

Une procédure générant un ensemble minimal com-

plet de A-unificateurs a été donnée par Plotkin

[Plotkinl972] et la décidabilité a été montrée

par Makanin [Makanin1977].

Siekmann [Siekmann1979]. Voir le chapitre sur

les thécries syntaxiques.

Raulefs and Siekmann [Raulefs1978] ou par

surréduction [Hullot1980].

Stickel [Stickel1981] donne un algorithme dont

Fages « prouvé la terminaison [Fages1984], pour

un ensemble fini de symboles AC. Voir également

[Livesey1976] et [Hullot1980]. Nous donnons

dans le chapitre 4 un algorithme standard.

Pour la décidabilité voir Szabo [Szabo1982].

Raulefs et Siekmann [Raulefsi978] ou par R,E-

surréduction [Jouannaud1983]. Voir également le

chapitre sur la RE-surréduction dans ce travail.

Livesey et Siekmann [Liveseyl976] ou par R,E-

surréduction. Voir aussi [Stickell981] et
{Fages198"],
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Déci Remarques et références

oui

non

oui

oui

oui

oui

oui

oui

Arnborg et Tiden [Arnborg]1985] donnent un algor-

ithme standard dont la preuve de terminaison est

intéressante.

Lindécidabilité a été prouvée par Arnborg et

Tiden [Arnborgl9851].

Szabo [Szabo1982],

Szabo [Szabo1982]

Szabo [Szabol982}

Szabo [Szabo1982]

Szabo [Szabo1982]

Vogel [Voge11978]

Vogel [Vogel1978]}

Vogel [Vage11978]

Vogel [Vagel1978]

Kirchner [Kirchner1984]. Quand il existe seule-

ment des symboles d’arité impaire, le type est

fini.

Chapitre 3 de ce travail.

Chapitre 3 de ce travail.

Chapitre 3 de ce travail.

Chapitre 5 de ce travail. Jeanrond [Jean-

rond1980} donne un algorithme sans preuve de

correction ni de terminaison.

Hullot par surréduction [Hullot1980}

Lankford, Butler and Brady[Lankford1964].

Kirchner C. et Kirchner H. par R,£-surréduction

{Kirchner1982]. Quand il n’y a que des symboles

d’arité impaire le type est fini.

Fages et Huet montrent dans [Fages1983] que

Véquetion f(x) == f(a) n’a pas d’ensemble

minimal complet de FH-unificateurs.

-
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3.3. Surréduction

La surréduction est a l’unification ue que la réécriture est au fil-

trage. Nous verrons dans la suite le réle important que joue cette relation

dans la résolution d’équations.

Définition 33: Soit A une théorie, (R,E) un systéme de réécriture

équationnel tel que A = RUE. Les régles de réécriture de R sont notées

g—d. On note -*->RE la surréduction associée 4 R et a Unife, définie par :

t ~*->RE[o,m,g-*d} t”

ssi o appartient a Uni E(t ig? g) et t? = o(t[{md]).

o s’appelle substitution surréductrice de t vers t’. On note

Surred(t,R,Unif,) l'ensemble des substitutions surréductrices issues de t

pour la méthode d’unification Unif, et l'ensemble de régles R. R et Unif,

pourront étre implicites. ©

Notons que si t -*->RE[o,m,gd] t’ alors o(t) ->RE[o,m,g>dl] t’.

Exemple 10 :

- ) Si on prend comme méthode d’ unification UPO on retrouve la notion

habituelle de surréduction [Fay1978,Hullot1980] .

2) Si on choisit Unif, = ECU, on obtient la notion de R,£-surréduction

{Jouannaud1983}.

iS . Complétion équationnelle : une synthése
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4.1. Motivations

A origine, la procédure de complétion de Knuth et Bendix a pour but

de calculer un systéme de réécriture R qui génére la méme équivalence sur

les termes qu’un ensemble donné d’axiomes A. De plus le systéme résultant a

la propriété de Church-Rosser, ce qui permet de décider de Végalité de

deux termes a l’aide de réécritures uniquement, & condition d’avoir la

propriété de terminaison de R. Une méthode de preuve de la A-égalité de

deux termes consiste alors a calculer leur formes irréductibles et @

vérifier leur identité syntaxiquement

Cette méthode a été étendue au cas oi certains axiomes de A ne sont

pas orientables en régles de réécriture, sous peine de perdre la propriété

de terminaison. C’est le cas d’axiomes permutatifs tel celui exprimant la

commutativité d’un symbole de fonction ou encore le cas, trés important en

pratique, de théories comportant des symboles associatifs et commutatifs.

L’idée est alors de chercher un systéme de réécriture équationnel

(c’est-a-dire un couple (R,E) d’un ensemble de régles R et d’un ensemble

d’équations E) équivalent 4 A. Citons quelques approches particuliéres de

ce probléme: celle de Huet, restreinte a des ensembles de régles linéaires

a gauche, celle de Peterson et Stickel, pour laquelle l’ensemble des

axiomes non orientables € doit étre composé d’équations linéaires, enfin

celle de Jouannaud qui permet de s’affranchir de toutes ces conditions de

linéarité, généralisant par 1A les deux approches précédentes. Néanmoins

ces trois méthodes différent par la définition de la réécriture de termes

utilisée. Ainsi Huet utilise la réécriture standard, tandis que Peterson et

Stickel définissent la réécriture modulo £ basée sur le E-filtrage. Jouan-

naud autorise l’emploi des deux types de réécriture précédents. Une autre

DD

& D

@%
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approche a été introduite récemment par Pedersen: les restrictions

apparaissent non pas dans le type de ;égles ou d’équations, mais sur la

relation de filtrage utilisée.

Ces quatre approches ont en commun de ne pas travailler sur les

classes d’équivalence engendrées par lzs axiomes non orientables E, mais

plutét sur les termes. Plus précisément, au lieu de définir la réécriture

dune classe d’équivalence, on définit une réécriture sur les termes tenant

compte des équations de E. Grace 4 la vision unifiée de ces différentes

réécritures sur les termes que nous avons introduite, une propriété de

Church-Rosser modulo £, paramétrée par la relation de réécriture, a été

définie : deux termes sont égaux modulo A si et seulement si ils se

réécrivent avec la relation paramétre, en deux termes égaux modulo E

L’assurance que la réécriture sur les termes simule bien celle induite par

l’ensemble de régles sur les classes d’équivalence modulo E, se traduit par

le fait que pour un terme t d’une classe T, toutes ses formes irréductibles

th appartiennent a la méme classe tt qui est justement celle obtenue par

réécriture dans les classes, & condition que celle-ci termine.

Cette assurance est donnée dés que deux propriétés abstraites de la

relation de réécriture, la cohérence et la confluence modulo E, sont

prouvées. Un algorithme de complétion équationnel a pour objectif de cal-

culer un systéme de régles possédant ces deux propriétés et équivalent a

l'ensemble des axiomes A.

Huet d’une part, Peterson et Stickel d’autre part avaient proposé des

procédures de complétion adaptées aux théories associatives et commuta-

tives. J.P. Jouannaud et H. Kirchner ont donné un cadre général permettant
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de les englober [Jouannaud1984]. Nous donnons a la fin de cette section

une procédure de complétion, généralisant leurs travaux, et obtenue en col-

jaboration avec Héléne Kirchner. Elle est prouvée dans sa thése

(Kirchner1985]. Pour une notion de réécriture sur les termes donnée, elle

permet d’engendrer a partir d’un ensemble d’équations E et d’un ensemble de

paires de termes R, un systéme de réécriture équationnel possédant la

propriété de Church-Rosser associée 4 la relation de réécriture choisie.

REVEUR 3 est 1’ implantation de cette procédure de complétion généralisée

dont toutes les précédentes (celle de Knuth et Bendix, de Huet, de Peterson

et Stickel) sont des instances. Les deux caractéristiques essentielles de

ce systéme sont les suivantes:

~ On autorise les symboles de fonction possédant des propriétés définies

par des équations non orientables £, a condition de disposer d’algorithmes

de E-égalité, de E-filtrage et de E-unification. L’ensemble de ces algor-

ithmes et des equations E constitue une théorie prédéfinie de REVEUR 3.

~ Le systéme permet de faire des expérimentations, en ce sens qu’une

complétion est paramétrisée par le type de réécriture choisi par

Vutilisateur. Celui-ci peut donc essayer de compléter une théorie en util-

isant 8 son gré la méthode de Knuth et Bendix, de Huet, de Peterson et

Stickel ou de Jouannaud. Outre la relation de réécriture, deux autres

paramétres ont été introduits: 1’un porte sur la fagon d’assurer la

propriété de cohérence mentionnée plus haut en ajoutant des extensions de

régles plus ou moins systématiquement. L’ autre porte sur la fagon de super-

poser deux régles entre elles et permet par exemple de choisir de traiter

les plus petites d’abord.

Les expérimentations réalisées jusqu’a présent ont mis en évidenceJ P
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l’importance du choix de la réécriture, 4 la fois pour la terminaison de la

complétion et pour ia rapidité de celle-ci.

Nous présentons maintenant une procédure de complétion équationnelle

faisant la synthése des travaux dans le domaine. Les notions essentielles

utilisées dans la suite sont définies. Les preuves des résultats énoncés

dans cette partie peuvent étre traouvées dans le thése d’Héléne Kirchner

[loc.cit.]. Enfin en annexe, mous donnons un article décrivant

L'implantation de la procédure de complétion équationnelle dans le labora-

toire de réécriture REVEUR3.

4.2. Paires critiques

A toute notion d’unification correspond une notion adaptée de paires

critiques.

Définition 34 : Un terme t non réduit 4 une variable se Unif,-superpose

dans un terme t’ a une occurrence u de G(t’) avec un ensemble complet T de

superpositions si et seulement si T = unit (tsb? 1)

Etant données deux régles gd et lr telles que Var(g) et Var(1) soient

disjoints, et que 1 se superpose dans q a l’occurrence u avec 1’ ensemble

complet de superpositions T, alors 1’ensemble

{(p,q) | p=t(d), g=r(glu-r]) pour tout + dans T}

est un ensemble complet de paires critiques de la régle 1~r dans la régle

g7¢ a l’occurrence u. A chaque superposition + de T est associé le terme

superposé r(g). O

Exemple 11 :



1)

2)

3)

4)
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On retrouve la notion de paire critique définie par Knuth et Bendix en

prenant Unif,. = UP, sur tous les termes.

On retrouve la notion de E-paire critique définie par Peterson et

Stickel en prenant Unif,. 5 ECU. sur tous les termes.

Mais on peut également choisir pour Unif

~ Si t est un membre gauche de régle :

* ECUL (Et?) si t n’est pas linéaire

* UP (t,t?) quand t est linéaire.

- si t est un membre qauche ou droit d’équation et t’

gauche de régle linéaire:

* UP (t,t?).

On obtient alors la notion de paire critique adaptée a la

>RUUR,) 2E.

On peut également restreindre Unif_ (t,t?) a

~ sit et t’ sont des membres gauches de régle:

un membre

réécriture

l’ensemble des E-unificateurs o de t et t’ tels que o(t) =F o(t’), les

; 
- 

a

axiomes de E n’étant appliqués qu’en dessous des occurrences de vari-

ables de D(o) N (Var(t)UVar(t’)).

- si t (ou symétriquement t’) est un membre gauche d’équation:

l’ensemble des E-unificateurs o de t et t’ tels que a(t} =e a(t’), les

: re —
axiomes de E n’étant appliqués qu’en dessous des occurrences de vari-

ables de O(a) M Var(t’).

On définit ainsi une notion de paire critique adaptée 4 la réécriture

de Pedersen,

9
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Définition 35 : Une paire critique de confluence est obtenue par superposi-

tion de deux régles entre elles. Une pair? critique de cohérence est obte-

nue par superposition d’une régle avec une équation de E. Oo

Le fait que l’on puisse ramener le probléme de confluence 4 1’étude de

la convergence de paires critiques repose sur le lemme des paires critiques

qui s’énonce de la fagon suivante:

Lemme 3 : Supposons que

- soit t PR[e,c,1r] t) out |-|Ele,0,17r] t, ett rRE[m,a,g7d] t, ou

m est une occurrence de non variable dans Dom(1),

- soit t ~RE[c,o,l>r] t ett \-Jelm,o,g7d] t, oU mest une occurrence

de non variable dans Dom(1) différente de ¢. Supposons de plus que le

préordre associé 4 —*RE est conservé sur les sous-termes.

Alors il existe une paire critique (p,q) dans un ensemble complet de paires

critiques de g-*d dans l~r 4 l’occurrence m telle que p SS ty) et q &, to

ou S est le préordre associé A la méthode de filtrage utilisée dans

l’application de —RE.

Preuve: Dans les deux premiers cas, o appertient a Filtre, (g,t,) et t =

o(1). Donc, par les conditions (2) et (3) de la définition de

UNIF- go appartient 4 UNIF (Go1) 4 Il existe alors a appartenant &

Unif,(g,1),) tel que a S$ o [V] avec V = Var(1) U Var(g). [1
*E

existe une substitution y telle que pour tout terme u tel que

Var (u) € v, Y appartient a Filtre, (a(u),o(u)).

(p,q)=(a(r),a(1{m#-d]) est une paire critique de gd dans lr a

occurrence m telle que, par définition y appartienne 4

Filtre. (p,t)) et a Filtre,(q,t,).
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Dans le dernier cas, o appartient a’ Filtre, (1,t) et o appartient a

Filtre-(g,t),). Puisque l’ordre est conservé sur les sous-termes, o

appartient & Fi 
. :ppartient 4 Filtre (1) ,0t1,): Donc o appartient a WOE Sg! et

on conclut comme dans le cas précédent. O

Exemple 12 :

1} Si on choisit pour RE la relation —R, (p,q) satisfait la condition

suivante: il existe une substitution o telle que a(p)=t, et a(q)=t,.

2) Si on choisit pour RE la relation —R,E, (p,q) satisfait la condition

suivante: il existe une substitution a telle que o(p) =. ty et a(q) =e t,.

3) Si on choisit pour RE la réécriture de Pedersen, (p,q) satisfait la

condition suivante: il existe une substitution o telle que ty est dans

{o,(p)} et t est dans {o,(q)}.

4.2.1. Théoréme de décidabilité de ia propriété de Church-Rosser

Dans ce formalisme, le théoréme de décidabilité de la propriété de

Church-Rosser pour les systémes de réécriture équationnels s’énonce ainsi:

Théoréme 4 : Sait R un ensemble de régles E-noethérien, et E une théorie

telle que Unif, existe et que les classes d’équivalence modulo =_ soient
E

Finies. Supposens que RE soit la réunion d'un nombre fini n de relations

de réécriture équationnelles TRIE telles que

* pour tout i € [1..k], REE est compatible sur M(F,X)xM(F,X)

avec l’ordre associé st qui est conservé sur les sous-termes,

* pour tout i € [k+l..n], RSE est compatible au sommet avec

l’ordre associé st sur M(F,X)xM(F,X).

Alors —RE est Church-Rosser modulo F si et seulement si

- toutes les paires critiques de confluence sont R/€-confluentes

49
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modulo E

- toutes les paires critiques de zohérence (p,q) obtenues par

superposition d’une régle dans un axiome sont telles qu’il existe

p’ tel que p RE p’ et (p’,q) soit R/E-confluente.

- toutes les paires critiques de cohérence (p,q) obtenues par

k

superposition d’un axiome dans une régle de U i sont telles qu’il

isl

existe q’ tel que q —*RE q’ et (p,q’) soit R/E-confluente.

Exemple 13 : Il est donc possible de mélanger la réécriture standard, la

réécriture de Pedersen et celle de Peterson et Stickel en définissant

k

U RE comme la réunion de la réécriture standard avec un ensemble de
i=l

régles Rl et de la réécriture 4 la Pedersen avec un ensemble différent de

régles R2 (et dans ce cas k = 2). En effet ces deux types de réécriture ont

les mémes propriétés de compatibilité avec leur ordre associé qui est con-

n

servé sur les sous-termes. Uu TRIE est réduit a4 la réécriture de Peter-

izk+l

son et Stickel avec un ensemble de régles R, (et n = 3 dans ce cas).

4.3. Pracédure de complétion équationnelle

La procédure de complétion équationrelle a pour arguments un ensemble

P de paires de termes, un ensemble R de régles de réécriture, un ensemble

constant d’axiomes E et un ordre de F-récuction noethérien (c’est-a-dire un

préordre compatible avec la structure de F-algébre tel que 1’équivalence

associée contienne FE et tel que l’ordre strict associé soit noethérien).

La procédure de complétion est cécrite de fagon détaillée dans

l’annexe & ce chapitre dans le cas de la réécriture PRAUR DE. Les

notions de régles protégées et d’extensicns introduites dans cette annexe
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se généralisent en remplagait la distinction entre Ry et Ray par une

k n

discrimination sur U TRAE et U ORE. La procédure PAIRES-CRITIQUES

i=l isk+l

calcule les paires critiques de confluence et cohérence nécessaires, et

ajoute des protections ou des extensions si c’est nécessaire, comme cela

est décrit dans l’annexe. Rappelons qu’une régle est marquée lorsque ses

paires critiques de cohérence et de confluence avec les régles précédemment

introduites ont été calculées.

Une hypothése d’équité est nécessaire pour assurer qu’aucune régle ne

sera indéfiniment ignorée dans le processus de sélection pour le calcul des

paires critiques:

pour toute régle engendrée par la procédure, il existe un appel récursif

tel que

- soit lu régle est simplifiée par une nouvelle régle introduite

~ soit la régle est choisie et ses paires critiques sont calculées.

Soit R+ l’ensemble de toutes les régles engendrées par la procédure.

La notion de simplifiabilité, utilisée par la procédure SIMPLIFICATION pour

supprimer des régles, est définie de la facon suivante:

nn,

Définition 36 : Pasons $= U s.r’ est simplifiable par lr si et
isl

seulement si les deux conditions suivantes sont satisfaites :

1) - ou bien il existe une occurrence u de Dom(1’) différente de « et 1 s

?

* Ju

- ou bien 1 S* 1? et OR+E est compatible avec <* sur le couple (1,1’).

2) - l’->r’ n’est protégée que par des régles elle-mémes simplifiables.

O

<=>

SET fg

-5)-

En d’autres termes, ou bien 1’ est R+t-riductible par 1->r a une occurrence

différente de <, ou bien 1’ est R+E-réductible au sommet par l->r avec une

opération de filtrage induisant un préordre compatible avec la réécriture

équationnelle. Une fagon de réaliser cette condition est de ne réduire les

régles au sommet qu’avec la réécriture ->R.

Nous pouvons maintenant décrire la procédure de complétion équationnelle.

PROCEDURE E-COMPLETION(P,R,E,>)

SI P n’est pas vide

ALORS choisir une paire (p,q) dans P; peeps; q’=at;
CAS p’? =. q’ ALORS ReE-COMPLETION(P-{(p,q)},R,E,>)

p’? >-q? ALORS 1 =p’, r= q’3

(P,R) = SIMPLIFICATZON(P-{(p,q)},R,1—r)

R=E-COMPLETION(P,RUL1>4r},E,>)
q’? > p’ ALORS 1 = q’, r =p’;

(P,R) = SIMPLIFICAT{ON(P-{(p,q)},R,17r)

R=aE-COMPLETION(P,RUL1r},£,>)

SINON ARRET en ECHEC

FIN CAS

SINON SI toutes les régles de R sont marquées

ALORS RETOURNER R; ARRET en SUCCES

SINON choisir une régle non marquée en respectant 1’hypothése

d’équité

(P,R)=PAIRES~CRITIQUES(1->r,R,E);

marquer la régle 1—~r dans R

R=E-COMPLETION(P,R,E,>)

FIN SI

FIN SI

FIN £-COMPLETION

Considérons alors le systéme de régles Ro engendré par la procédure.

Théoréme 5 : Soit (R,E) un systéme de réécriture équationnel tel que Unif,

existe, que les classes de congruence modulo £ soient finies et que le

préordre de E-filtrage s, soit noethérien. Alors Ref est Church~Rosser

modulo E.

Il est important de moter que pour un méme ensemble initial

d’équations, des partitions différentes des ensembles de régles engendrées

conduisent a des stratégies de complétion différentes et plus ou moins
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puissantes. Cette remarque est développée en détail dans l’annexe a ce

chapitre dans le cas de la réécriture >RIUR WE.

Remarque ; Lorsque les classes d’équivalence modulo E ne sont pas finies,

il est possible de donner une condition suffisante 4 tester sur les paires

critiques de cohérence pour assurer la propriété de Church-Rosser (voir la

thése d’Héléne Kirchner).

Tl est intéressant de noter également le résultat d’unicité suivant:

étant donné un ordre de E-réduction et une thécrie équationnelle A, il

existe un unique systéme de réécriture équationnel tel que

- RUE est équivalent a A

~ R est E-noethérien

R est R/E-Church-Rosser

- les régles de R sont interréduites.

tel systéme est obtenu en normalisant pour la relation ->R/E le systéme

de réécriture retourné par la procédure de complétion équationnelle,

4.4. Travaux reliés

Un certain nombre d’ autres travaux ont été menés autour de la

procédure de complétion de Knuth et Bendix, c’est-a-dire dans le cas ou E

est vide. Citons en particulier les travaux de Winkler et Buchberger

(Winkler1985,Winkler1983] et Kuchlin [Kuchlin1985]. Dans le premier arti-

cle, un critére permettant de prédire la convergence de certaines paires

critiques est donné. Ce critére permet ainsi de diminuer le nombre de

paires critiques 4 considérer et donc d’éliminer certaines réductions

superflues. Il permet également de diminuer la taille de l’ensemble des

paires critiques en attente ainsi que le nombre de paires de termes a
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ritére
ortenter. Le dernier article améliore ces 1ésultats en donnant un c

i ité édure de
plus facilement implantable et montre que l’ufficacité de la proce

it inté *étudiercomplétion est considérablement améliorée. (1 serait intéressant d

ité a mplétion équationnelle
l’extension de leurs critéres 4 la procedure de comp

générale.

: 
zed b

5. Implementation of a general completion procedure parameterize
2+ implementations. = by

built-in theories and strategies
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ABSTRACT

J

This paper describes a software which presents an unified point of view

of several known completion procedures. It allows working with built-in

theories and strategies and is aimed to perform proofs and experiments

in term rewriting systems.

i. INTRODUCTION

The Knuth and Bendix’s completion procedure (Knuth1970] originally

computes a term rewriting system R which generates the same equivalence on terms

as a given set of equations A. Moreover 8 is proved to have the so-called

Church-Rosser property, which allows deciding equality of two terms by using

rewritings only, provided R satisfies uniform termination. A proof method for

A-equality is derived which consists of computing irreducible forms of the two

members of an equational theorem and checking for their identity.

This method was extended to handle the case of an equational term

rewriting system, that is a pair composed of a set of rules R and a set of

axioms £.A first approach due to Lankford and Ballantyne {Lankford1977] handles

the case of permutative axioms that generate finite E-congruence classes. The

case of infinite E-cangruence classes is studied in

[Huet1980, Peterson1981,Jouannaud1983}. Huet’s approach is restricted to sets R

of left linear rules, while Peterson and Stickel’s one is restricted to theories

(*) This research was partly supported by the GRECO of programmation and by

ADI under Grant 82/767.
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E defined by left and right linear axioms and for which 
a finite and complete

unification algorithm is known. These results were unified by Jouannaud who
described the underlying computations used in both approaches. Moreover his
results allowed dropping all the previous linearity conditions.

 Based on these
ideas, @ very general completion procedure was described in {3ouannaud1984] ,
that subsumes all known completion algorithms. The purpose of this pape

r is to
describe an implementation of all these algorithms, per

form experiments and com-
pare them. Our experimental version is hereafter called REVEUR-3 since i

t has
been designed as an extension of the REVE software, written 

in CLU [Liskov1981].
REVE is a rewrite rule laboratory, that is 4 generator o

f term rewriting system,
based on the Knuth and Bendix’s completion procedure. Among many interesting
features, it provides automatic or semi-automatic proofs of termination

 of the
generated rewriting system. Two previous versions of REVE are REVE-I [Les-
canne1983] and REVE-2 [Forgaardi984] which is currently the distrib

uted version
of REVE. After a review of the theoretical framework in sect

ion 2, we emphasize

in section 3 the originality of REVEUR-3 and describe some
 of our experiments in

the last section.

2. THEORETICAL FRAMEWORK

This paper is aimed at readers who are familiar with 
the basic notions

of term rewriting systems and completion procedure, including terms,
occurrences, substitutions, equational equality generated 

by @ set of axioms E
denoted ~E, rewriting rule, rewriting system, normal form of a term t denoted
hereafter tt, critical pair. Definitions of these concepts

 can be gleaned from
{Huet1980a]}. 

r

All the theoretical bases of this section can be found in

[Jousnnaudi984]. We only remind here the mai
n concepts.

21. Equational rewriting

The main originality of REVEUR-3 is to allow equationa
l rewriting that

is to use mixed sets of rules and equations. This need comes 
from the fact that

some permutative equations like commutativity cannot be oriented into rewrite
rules without compromising the finite termination of the rewrit

ing process. In
order to take into account such equations, the first idea is to work on
equivalence classes of terms. Thus if E is the set of (n

on directed) axioms, the
set of terms is quotiented by the equivalence relation ~E. A set of rewrite
rules R induces then a reduction relation on eq

uivalence classes:

T -> 1? iff there exists t in T and t’ in T’ such that t aR t?

where ->R is the standard rewriting relation on 
terms defined by

t ->R t’ iff there exist @ gubterm tl of t
 at occurrence U

a substitution o

and a rule g -> d in R

such that tl = o(g) and t? = tlu \ o(d)] (which denotes the term t where

(so

tl has been replaced by a(d)).

The reduction relation on E-equivalence classes of terms 
cannot be effi-

ciently implemented except perhaps in some particular cases. Moreover it can be
undecidable when E-equivalence classes are infinite. Thus different attempts
have been made in order to define a rewriting relation on terms which

 simulates

the reduction relation ->.

Peterson and Stickel proposec @ second type of term rewriting,
called rewriting modulo E, which needs en E-matching algorithm:

t ->R,€ t’ iff there exist a subterm tl of t at occurr
ence U,

a substitution o

and a rule g-> d inR

such that tl ~E o(g) and t? = tu \ o(d)}

Obviously the standard rewriting relation is a particular case of the

second one but it is conceptually simpler than the other and computa-

tionally more efficient.

Another term rewriting relation has been imagined by Jouannaud, which
combines these two ones. Splitting the set of rules into two parts, left linear
rules Rl and non left linear ones Rnl, he defines =>(RIURN1,E) as either a

rewriting using a rule of Rl or a rewriting modulo € using @ rule of Rnl. 
This

idea allowed him to generalize previous results of Huet and Peterson and
Stickel.

For any binary relation ->, let us denote by (->)-1 the symmetric rela-
tion, -+-> its transitive closure, -*-> its reflexive transitive closure and
<-#-> the equivalence relation generated by ->.

We are now ready to define several Church-Rosser properties.

The reduction relation -> on £-equivalence classes of terms is said

Church-Rosser iff

T <--> T? implies there exists TY” such that T -*-> 1? <-#~ ik

In Huet’s, Peterson and Stickel’s and Jouannaud’s approaches, other

Church-Rosser properties are used. They are defined on terms and no more on E-

equivalence classes of terms, All of them imply the Church-Rosser pro~

perty on E-equivalence classes of terms.

2.2. Correspondence between rewriting relation and Church-Rosser
 property.

Let us denote by ~(RUE) the equivalence relation which is the

transitive closure uf (->R U (->R)-1 U ~E).
The following table shows, for each previously mentionned approach, the

correspondence between the rewriting relation and the Church-Rosser pro-

perty.

Knuth and Bendix’s method:

£ empty, R all rules t ~(RUE) t’
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-OR iff there exists t” s.t. t -¥->R t” R¢-#¥- t?.

Huet’s method:

E non empty, t ~(RUE) t’

R left linear rules iff there exists tl, t”2

OR s.t. t -¥->R tl ~E t?2 Ré-#- t’.

Peterson and Stickel’s method:

£ linear axioms, t ~(RUE) t?

R rules iff there exists t”l, t”2

-OR,E s.t. t -*->R,E tl ~E t2 R,E<-x- t?.

Jouannaud’s method:

any E non empty, t ~(RUE) t’

Rl left linear rules

Rnl non left linear rules

->(RIURNL,E)

iff there exists t”l, t”2 s.t.

t -#->(RIURnI,E) t”1 ~E t”2 (RIURn1,E)<-x- t?.

Let us emphasize that these Chutch-Rosser properties are actually simi-

lar up to the rewriting relation used. If ->R’ is this rewriting relation, the

corresponding Church-Rosser property is:

t ~(RUE) t’ iff there exists t”1, t2

such that t -¥->R’ t"l ~E £2 R’<-e- th,

In the following, we denote this property as the ”R’-Church-Rosser property”.

As soon as it is satisfied and ->R’ terminates, we get a decision procedure for

(RUE)-equality by computing the R’-narmal forms of t and t’ and testing their
E-equality. Thus to each choice of a ->R’ rewriting relation, corresponds a

theorem proving method, But notice the increasing power of the rewriting rela-
tions:

->R1 included into ->(R1 U Rnl,E) included into ->(R1 U Rnl),E.
Thus we get corresponding sorted Church-Rosser properties and a classification

of the different equational proof methods when there are axioms. For exam-
ple, we can say that in general Huet’s rewriting method is less powerfull
than Jouannaud’s in the following sense: any equational theorem that can be

proved with ->Rl as rewriting method can also be proved with ->(RIURn1,E). This
last rewriting method is itself less powerful than Peterson and Stickel’s

one. Nevertheless let us already mention that the implementation of a rewrite
tule laboratory providing the different possibilities allowed us to compare

these methods with respect to other criteria, as described in the last section.

2.3. A general completion procedure.

The aim of a completion procedure is to compute from a set of equations

P and a set of axioms E, a set of rewrite rules R such that ~(RUE) is equal to

~(PUE) and such that a Church-Rosser property is satisfied.

We give here a recursive form of the general completion procedure imple-

mented in REVEUR-3. It works with a set of rules R, a set of equations P and a

possibly empty set E of axioms. Axioms of E can be seen as defining a theory or
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as defining properties of operators. For example, E can define an associative

commutative theory, that is more precisely one or more operators opl, op2, ..+,

opi,... satisfying the following axioms:

(x opi y) = (y opi x)

((x opi y) opi z) = (x opi (y opi z))

Contrary to the fixed set E, P is a set: of equations which evolves during the

completion process. It is the set of equations which have to be directed into

rules. In addition a well-founded reduction ordering > is provided for this

purpose, which must be compatible wil:h the E-equivalence classes (i.e. t ~E t?

implies t 2 t’ and t? 2t).

This procedure is said general because any known completion procedure

can be expressed as a particular instance of it, using parameterization at dif-

ferent levels. First the procedure can be parameterized by the set of axioms E.

Second, the four main operations in a completion procedure are:

~- normalization of terms,

- orientation of equations into rules,

- simplification of other rules and equations using the new added rules,

- computation of critical pairs between rules and between rules and axioms.

For each of them, changing some parameters leads to a different behaviour of the

completion process. For example, the choice of the rewriting relation used in

PROCEDURE E-COMPLETION(P, R, £, >)

IF P is not empty

THEN choose a pair (p, q) in P

pr? = ph; q’ =q
CASE p’ ~E q’ THEN E-COMPLETION(P-{(p, q)}, R, E, >)

p’? > q’ THEN (P, R) = SIMPLIFICATION(P-{(p, q)}, R, p’->q’)
E-COMPLETION(P, RU{p’->q’}, E, >)

q’ > p’ THEN (P, R) = SIMPLIFICATION(P-{(p, q)}, 8, q’->p’)

E-COMPLETION(P, RU{q’->p’}, E, >)

ELSE STOP wich FAILURE

END CASE

ELSE IF all rules in R are marked

THEN STOP with SUCCESS

ELSE Choose an unmarked rule 1->r

(P, R} = CRITICAL-PAIRS(1->r, R, E)

Mark the rule l->r in R

E-COMPLETION(P, R, E, >)

END IF

END IF

END E-COMPLETION
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the normalization implies a specific Church-Rosser property and thus a new proof
method for deciding equational equality. Thus parameterization can also be
introduced at the level of these basic operations.

Before developing this idea which appears as the originality of REVEUR-3,
let us first point out some theoretical problems which are introduced by the
fact to work with axioms.

2.4. Theoretical. problems

From the theoretical study of the problem, it is made clear that two
properties, namely confluence and coherence are necessary and sufficient condi-
tions for Church-Rosser properties, assuming the termination of the reduction
relation on E-equivalence classes ~> and provided these classes are finite.
In addition to confluence, coherence is required to enable computations in E-
equivalence classes; more precisely coherence is the necessary and sufficient
condition for -> and ->R’ ta have the same normal forms.

; Coherence and confluence can be checked on an adapted notion of critical
pairs. Thus when working modulo a set of axioms E, criticel pairs must be com-
puted both between rules (confluence critical pairs) and between rules and
axioms (coherence critical pairs). The first ones must satisfy the confluence
property, the second ones the coherence property depicted below:

For any confluence critical pair (p,q) :

Pp -¥-> p’ ~E q’ <-#- g (confluence property)

For any coherence critical pair (p,q) :
P -#-> p’? ~£ q? <-x- ql <+ q (coherence property)

Notice that coherence needs to reduce at least-once the right hand side
of a coherence critical pair obtained for instance by averlapping a rule l->r
into an axiom g=d at occurrence u. This term q is an instance of d, denoted
o(d). The difficulty comes from the fact that the tule which is used to perform
the reduction of q at some step of the completion process, can be later removed
and replaced by a new one, during the SIMPLIFICATION procedure. Thus to ensure
coherence, it can be necessary to protect an existing rule which reduces a right
hand side of a coherence critical pair. When no such rule exists, it is neces-
sary ta introduce a new rule q -> pd or an extension. The extension introduced
for anon left linear rule 1->r is defined as glu\l]->gfu\r]4. Notice that this
definition generalizes Peterson and Stickel’s extensions and that such a rule
reduces the right hand side of the corresponding coherence critical pair because
o(d) ~E o(g) ~€ a(gfu\l]). Except when the rule 1->r is deleted, neither exten-
sions nor protected rules are allowed to be deleted from the rewriting system,
since this would compromise the Church-Rosser property.

Up to now two methods have been proposed in order to ensure the
coherence:

- the first one consists of testing reducibility of the right hand side
of coherence critical pairs with already existing rules. This method avoids
introducing useless extensions but needs to protect some rules.

- the second method consists of automatically adding extensions for any

oi
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rule in the system. The form and tre number of extensions can be deduced from

the axioms and the rule itself. In t.1e associative commutative theory case, it

is proved that it is not necessary to introduce extensions of extensions. But

in general, this method possibly leads to add infinitely many extensions.

The second theoretical problen arises when trying to work with theories

E with non finite equivalence class2s. Putting in E an axiom like idempotency

(x+x = x), OF involution -(-x) = x, leads to this situation. The tools

developed in this case are yet more complex and up to now, we only got a suffi-

cient condition to ensure the Church-Rosser property, which seems a little tco

strong.

As a third problem, let us point out that orientation of equations into

rules is also more difficult in the equational case. More precisely, what we

want to get is the termination of the reduction relation -> on E-equivalence

classes, called E-termination property. Little is known about this property. A

theoretical study of the problem can be found in [Jouannaud1984a] and effec-

tive, yet complex methods for associative commutative theories in

[Dershowitz1983]. More recent results in this last case are given in [Bach-
mairl985].

3. QRIGINALITY OF REVEUR-3

Our main objective was to implement a general completion procedure which

allows both built-in equational theories E and experimentation of the different

completion processes mentionned before. This aim implies the modularity of the

system in order to allow easy changes and enrichments.

Thus from the user external point of view the software provides dif-

ferent functionalities and seems to have different behaviours. In this way it is

a rewrite rule laboratory in the same vein as its predecessors REVE-1 and

REVE-2. On the contrary, from the designer internal point of view, it appears as

a general and unified procedure. Let us detail and specify more precisely these

ideas.

3.1. Built-in equational theories.

The parameterization of the general completion procedure by the set of

axioms E involves generalizations of three basic operations: equality decision,

matching and unification. All of them have to take into account the existence of

equational properties on some function symbols. for example, a symbol + may be

associative and commutative, another distributive on +, a third one may have no

property. To each property corresponds a set of axioms which is explicitely

used in the completion procedure to compute coherence critical pairs. Un the

other hand, equality decision, matching and unification use the properties of

operators and work on terms which are built from all these symbols. In

[Kirchner1984], it is shown that such a unification procedure can be designed in

a very general way. Briefly, it is based on three operations: decomposition of

equations (which determines their common part and their sets of disagreements),

merging all the conditions on the same variable, and normalization (which

replaces a no longer decomposable equation, say (t=t’), by a system of equations
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whose solutions are also solutions of (t=t’)). Normalization works on equations

(tet?) where the top symbols of t and t’ have the same equational property and
thus is based on specific processes in the built-in equational theories.

Thus working with built-in theories together means to attach equational

properties to function symbols, to introduce explicit axioms and to design

specific processes used for equality decision, matching and unification. In

REVEUR-3 a built-in equational theory has been implemented as a module composed

of axioms and of special procedures: equality, matching, unification. The name

of the theory is attached to the operators satisfying the axioms. Up to now,

the empty theory (E is the empty set of axioms) and the associative-commutative
theary are implemented.

3.2. Strategies.

A strategy is a set of parameters which determine a particular behaviour
of the completion process. We have grouped together under this concept several

more or less original ideas.

- From our theoretical study of E-completion, the idea arises to design a sys-

tem which works with different rewritings and use different methods to test the
coherence property.

- The state of art about automatic orientation compelled us to introduce at

least an interactive way to orient them. The introduction of a possible choice
between a manual and an automatic orientation has been conforted by some other
experiments with REVE.

- In the same vein, we have been convinced that it can be useful tc choose a

particular superposition strategy between rules either for efficiency reasons or
in order to perform experiments.

In REVEUR-3, different parameters of a completion process may be set
according to the user’s choices and according to them, the system has a dif-
ferent behaviour. We review in this section three kinds of choices which are
effectively implemented. Of course a lot of other ones could be added.

3.2.1. Choice of the rewriting relation.

Let us explain more precisely how we have implemented the choice of the
rewriting relations. The completion procedure always works with two sets of
tules named Rl and R2. In general, standard rewriting is performed using rules

of Rl, while rewriting modulo the axioms E is performed using rules of R2. Now,

according to the different Church-Rosser properties the user may choose, the
sets of rules are built as follows.

Se

a

3+

Knuth and Bendix’s method:

E empty, R all rules all rules are put in Rl

Huet’s method:

E nan empty,

R left linear rules

only left linear rules are allowed and

put ina Rl

Peterson and Stickel’s method:

E linear axioms,

R rules

all rules are put in R2

Jouannaud’s method:

any E non empty,

RL left linear rules

Rnl non left linear rules

left linear rules are put in Rl

non left linear rules are put in R2

The choice of the rewriting relation is thus entirely implemented only

by the way to introduce rules in Rl or R2.

3.2.2. Choice of coherence check.

~~ According ta the rewriting relstion chosen by the user, a strategy for

ensuring the coherence may be proposed. The choice arises in the way to add

extensions. Of course, with an empty set of axioms E or Huet’s method, there is

no need to add extensions. But with other methods the user can choose between

checking the coherence with already existing rules, or systematically adding

extensions for the rules of R2. As wentionned before, this last method, actu-

ally chosen by Peterson and Stickel, is valid with associative commutative

theories. Thus the user who wants tc make experiments in associative commuta-

tive theories may choose between the two possibilities and the completion pro-

cess will use the corresponding procedtre for coherence critical pairs.

3.2.3. Choice of superposition stratecy.

Two superposition strategies are provided in order to overlap rules:

each rule with all the previously introduced (er older) ones, or each rule with

smaller ones. Since each rule is superposed with all rules which are before it

in the list of rules, changing the superposition strategy is equivalent to

change the way to classify rules when they are introduced in the list. If the

list is sorted in decreasing order according to the age of the rule, the super-

positions will be made with all the previously introduced rules. Whereas if the

list is sorted by increasing order with respect of the size of the rules, each

rule will be superposed with smaller ores.

3.3. A general completion procedure.

Beyond the design of general procedures for equality decision, matching

and unification working with built-ir: theories, some other generalizations are

required for the general completion prccedure we propose.

Problems are due to the compleyity of the E-completion process: some
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procedures, especially normalization and simplification, need standard rewrit-

ings associated with a first subset of rules and rewritings modulo E associated

with an other subset. Thus the reduction process itself is parameterized by the

type of matching, which can be either usual matching, or E-matching. The same

feature appears at the critical pairs level, where unification must be performed

sometimes in the empty theory, sometimes in the E theory.

On the other hand, let us mention that a complex implementation of a

rewriting system was needed because checking the coherence property needs to add

extensions and to protect some rules. Accordingly the simplification process of

the rewriting system by the new introduced rules becomes much more complex and

needs access to extensions and to protected rules.

4. EXPERIMENTS.

We present in this section some examples which allow comparisons between

different strategies. From experiments the following idea arises: according to

the strategies used in REVEUR-3, the same starting set of equations can be com-

pleted using different methods which are more or less powerful with respect to

some criteria. A first criterion is the termination of the completion process:

a strategy which allows finding a finite rewriting system R such that (RUE) is

equivalent to the starting equational theory can be considered as more interest-

ing than a strategy with which the completion process fails with a non orient-

able equation or generates an infinite set of rewrite rules. A second. criterion

illustrated in our examples is the time consumed by the completion process. This

time is strongly related to the efficiency of the rewriting relation which can

be considered as a third criterion: it is clear that rewriting modulo E is very

expensive and less it is used, more efficient is the rewriting. Thus according

to the efficiency criterion, we can say that ->(RI U Rn1,£) is more efficient

than ->(R1 U Rni),E.

We now study on three examples the effect of changing the rewrit-

ing strategy on the generated set of rules.

>. Abelian groups.

For abelian groups, Lankford and Ballantyne together with Peterson and

Stickel have found a term rewriting system satisfying the R,£-Church-Rosser pro-

perty. The same experiment was performed with REVEUR-3. Our completion process

was initialized with the rewriting relation ->R,E and the following sets of

axioms and equations:

You are currently working modulo the following axioms:

(C(x + y) +z) == (x + (y + z))

(x + y) == (y + x)

User equations:

i. (x +0) s= x

‘yp
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(x + itx)) =

No critical pair equations.

No rewrite rule in Rl.

No rewrite rule in R2.

REVEUR-3 terminates with the message:

You are currently working modulo tie following axioms:

((x + y) + 2) == (x + (y + z))

(x + y) == (y + x)

No rewrite rule in Rl.

Rewrite rules in R2:

1.

2.

i.

i(0) -> 0

(x + 0) -> x

Which has for extensions:

(z + (x + 0)) -> (z + x)

i(i(x)} -> x

(x + i(x)) -> 0

Which has for extensions:

(z + (x + i6))) -> 2z

i((x + z)) -> (i€z) + i(x))

Your system is complete!

Using now the rewriting relation ->(R1 U Rnl,£),

with the message:

You are currently working modulo the following axioms:

((x + y) +2) ss (x + (y + 2))

(x + y) == (y + x)

Rewrite rules in Rl:

we Whe
i(0) -> 0

(x +0) -> x

(0 + x) -> x

ifi(z)) -> z

i((z + x}) => (i(z) + ilx))

Rewrite rules in R2:

REVEUR-3 terminates
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6. (x + ifx)) > 0

Which has for extensions:

tA ((x + i(x)) +z) -> z

Your system is complete!

Notice that now the rule 0 +x ->x is needed to insure equivalence

between -> and ~>(R1 U Rnl,£)-reducibility. The second completion is twice

faster than the first one. It is due to the fact that less associative-

commutative unification and matching are used in the second case. This

result is new in the following sense: it provides a rewriting relation (here

->(RL U R2,E)) which allows deciding equality in abelian groups and which is
more efficient than the previous one proposed by Peterson and Stickel.

3.1. Commutative monoid with two generators and identity

Let us now consider the set of equations:

04x == x

a+t+b==0

(x + a) +b == x

and assume the associativity and commutativity of the + symbol. Using ->R,E as

rewriting relation, REVEUR-3 terminates with the message:

You are currently working modulo the following axioms:

((x + y) +z) == (x + (y + z))
(x + y) c= (y + x)

No rewrite rule in Rl.

Rewrite rules in R2:

1. (0 +x) +> x

Which has for extensions:

2h (z + (0 + x)) -> (z + x)

3. (a+b) ->0

Which has for extensions:

4, (z+ (a+b)) ->z

5. ((x + a) +b} -> x

Which has for extensions:

6. (z + ((x + a) + b)) -> (z + x)

Your system is complete!

®»)
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But using ->Rl or ->(R1 U Rnl,E) as rewriting relation, we get an infinite set

of rules whose first ones are described in the following message:

You are currently working modulo the following axioms:

((x + y) +z) == (x + (y + z))

(x + y) == Cy + x)

Rewrite rules in Rl:

1. (0 +x) ->x

2. (x +0) -> x

3. (a+b)->0

4. (b + a) => 0

5. ((x +a) +b) ->x

6. (a+ (b+2z)) ->z

7. (b+ (atz)} > 2z

a. ((x +b) + a) -> x

9. (b+ (x +a)) ->x

10. ((a +x) +b) -> x

ll. ((b+z) +a) —->2z

12. (a+ (y+b)) > y

13.00 ((x + a) + (b + z)) -> (x + z)

14, ((x + Cy + a)) +b) -> (x + y)

15. (a + ((b + z) + 21)) -> (z 4+ 21)

37. ((x + a) + ((b +z) + zl)) -> ((x + z) ¥ zl)

38. ((x + (y + a)) + (b + z)) -> ((x + y) + z)
47. ((xl +b) + ((x + a) + z)) => (xb + (x + z))

No rewrite rule in R2.

This last completion method is thus less interesting than the previous

one, since it does not terminate. This example illustrates the difference

of power between the two completion methods.

3.2. Arithmetic theory.

This third example is again a case where ->(R1 U Rnl,E) rewriting can

be usefully chosen,

Let + and * be addition and multiplication declared as associative and

commutative, s be the successer function and x** the exponentiation func-

tion. Stickel proposed a rewriting system which has the Church-Rosser pro-

perty:
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(0 + x) -> x

(0 * x} -> 0

(s(x) + y) -> s((x + y))
(s(x) * y) -> ((x # y) + y)
(x * Cy +.2)) -> ((x # y) & (x * 2z))
(x ¥* 0) => 5(0)

(s(0) **% x) -> s(0)

(x #* s(y)) -> (x % (x He y))
(x we Cy + z)) => (Ox He y) * (x ## z))

C(x me y) % (z ¥ y)) -> (Cx # z) xe y)

REVEUR~3 with the rewriting strat - j i
a g egy ->(RIURn1,E) terminates with the

You are currently working modulo the Following axioms:

((x + y) 42) =e (x + (y + z))
(x + y) = (y + x)
((x * y) # z) sz (x « (y * z))

(x ey) == (y # x)

Rewrite rules in Rl:

© (04x) -> x

» (0% x} 0

(x +0) -> x

(x #0) -> 0

(x ¥# 0) -> s(0)

(s(Q) ¥* x) -> s(0)
(s(x) + y) -> s((x + y))

(y + s(x)) ~> s(x + y))
(s(x) * y) -> ((x * y) + y)

10. Cy * s(x)) -> ((x # y) + y)
li. (x #* S(y)) => (x # (x He y))
12.0 (x * (y + z)) -> (C(x # y) + (x * z))
13. (Cy +z) * x) => (Cx # y) + (x ® 2))
14,0 (x ee (y + z)) => (Cx ey) & (x #® 2))

NOON A Wn me WN
Rewrite rules in R2:

1, C(x #* y) ® (z ee y)) => (C(x # Zz) #% y)

Which has for extensions:

16. (Ctx ## y) # (zl ee y)) # z) => (C(x * 21) #* y) #2)

Your system is complete!

BD
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6. CONCLUSION.

The first main idea that can be extracted from this work is that there

is mot an unique method to complete a set of equations as soon as there is a

built-in theory. The originality of the REVEUR-3 system is based upon this idea.

As a consequence, REVEUR-3 needs interaction with the user who chooses his

method. But let us also emphasize that the underlying theoretical approach both

unifies different known completion processes and increases their power, in the

sense that the general completion algorithm implemented in REVEUR-3 is able to

deal with a larger class of equationa:. theories: all the linearity conditions

introduced by Huet or by Peterson and Stickel have been dropped in our approach.

The power of the REVEUR-3 system is due to this fact.

Up to now our experiments have been performed with associative commuta-

tive built-in theories and thus do not provide unknown results about decidabil-

ity of equational theories. Nevertheless aur contribution was to provide a more

efficient rewriting method for example for abelian groups and arithmetic

theories. In th's way our results can be seen as improving previous ones. In

addition, REVEUR-3 has been designed in order to support any built-in theory far

which algorithms for equality decision, matching and unification are known. The

next developments of REVE will include such implementations. Among them let us

mention for instance the minus theory {Kirchner1984] defined by the following

axloms:

-(-x} =x

-(Flx,y)) = Fly, -x)

and the permutative theory (Jeanrond1980,Kirchner1984a] defined by:

F(F(x, y) ,z) = FCF(x, Zz), y).
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CHAPITRE 2

STANDARDISATION DE L’ UNIFICATION

Dans ce chapitre, nous donnons les définitions et résultats généraux

permettant de situer le cadre formel dans lequel se situe la suite de ce

travail.

Nous considérons la recherche des solutions d’un_ probléme

d’unification comme la recherche d’une transformation qui a 1’équation de

départ associe un ensemble de systémes d’équations qui soient complétement

décomposées, c’est a dire de la forme x == t.

Cette démarche est typique de la résolution d’équations du premier degré

dans l’ensemble des réels par exemple, mais n’avait pas 4 notre connais-

sance été appliquée a l’unification dans les théories équationnelies,

excepté la théorie vide pour laquelle Martelli et Montanari [Martel1i1982]

ont initialisé la démarche que nous suivons ici. Nous avons appelé cette

approche “standard” dans la mesure ot elle permet de standardiser la

résolution des problémes d’unification Cquationnelle.
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Cela permettra en particulier la construction aisée de bibliothéques

@algorithmes d’unification qui sont nécessaire dans de nombreuses applica~

tions telle l’algorithme de complétion généralisé REVEUR3 décrit dans la

suite et issu des travaux théoriques de [Jouannaud1984].

Cela permet également de résoudre le probléme du mélange de bonnes”

théories en donnant un cadre unifié et des outils pour la construction

d’algorithmes d’unification medulo des propriétés équationnelles faisant

intervenir des ensembles disjoints de symboles. Nous pourrons donc traiter

par exemple l’unification modulo la transitivité d’un ensemble de symboles

Fy et la commutativité d’un ensemble de symboles F, disjoint de F).

Nous allons successivement définir les notions de multiéquations, de

systémes et de disjonctions de systémes de multiéquations. Ces objets

seront aussi appelés unificandes. puis nous étudierons deux types de

transformations d’un unificande Ul en un unificande U2 ; 1’une qui conserve

les ensembles d’unificateurs, l’autre qui permet de déduire d’un ensemble

générateur des solutions de U2 un ensemble générateur des solutions de Ul.

Les transformations de ce second type sont nécessaires pour tenir compte de

1’ introduction ou de 1’élimination de variables dans les unificandes.

Comme dans la théorie vide nous pouvons alors définir la décomposition

d’une équation en un systéme d’équations et la fusion qui permet de

regrouper les contraintes sur les variables qui sont déja isolées dans le

systéme, La mutation est le dernier élément de ce triptyque, et contraire-

ment aux deux transformations précédentes elle dépend étroitement de la

théorie considérée. C’est en elle que se retrouvent cristallisées les

difficultés essentielles de l’unification équationnelle, et e’est pour jus-

(9

“Be

tifier les opérations de mutation propres aux théories étudiées par la

suite que nous introduisons les diverses transformations telles que la

généralisation et le remplacement compe tible.

Aprés la phase de simplification «un unificande, c’est a dire sa

transformation en un unificande ne comportant que des équations que l'on

sait résoudre directement, nous étudions comment déterminer partir des

ensembles de A-solutions de chaque équation, un ensemble complet de A-

solutiuns de l’unificande de dépar=. Pour des théories suffisament

réguliéres nous donnons alors un algorithme de résolution des unificandes

complétement décomposés.

Nous illustrerons souvent les définitions et résultats par des exem-

ples pris dans les théories suivantes sur M(F,X) (elles sont définies dans

le chapitre précédent) : ac, minus et asb (arbres signes binaires).

1. Les unificandes

Définition 37 : On appelle multiéquation tout multiensemble non vide de

termes e. Nous noterons Var(e) l’ensemble des variables ayant une

occurrence dans un terme de la multiécuation, V(e) l’ensemble des termes

réduits @ une variable et Term(e) l’ersemble des termes non variables de e.

Une équation est une multigquation récuite & deux termes. Une substitution

a est A-solution de la multiéquation e si et seulement si pour tout élément

r et s de e on a a(s) =, a(r). L’ensemble de toutes les substitutions qui

sont A-solutions de e est noté ES(e,A).

Exemple 14 : Avec e = {{ x, x, y, -x, at(-z) }} on a V(e) = {x, y}, Var(e)

= {x, y, z}, Term(e) = {-x, at(-z)}.



@ sera aussi notée : e = (x a+(-z)) ou encore e = (x

x sey s= {-x, at(-z))}.

La substitution a = (x © at(-a), y © at(-a), z “a, w # a) est une

minus-solution de e. Noter qu’ici le domaine de a n’est pas inclus dans

Var(e). Nous n’avons aucune restriction a ce sujet dans la définition.

Odfinition 38 : Un systéme de multiéquations est un multiensemble S de

multiéquations, L’ensemble des variables ayant une occurrence dans le

systéme S est noté Var(S). On a donc Var(S) = U Var(e). Une substitution a

e€S

est A-solution du systéme S si et seulement si a est A-solution de chaque

élément de S. L’ensemble de toutes les substitutions qui sont A-solutions

du systéme S est noté £S(S,A). On a donc £S(S,A) = 1 ES(e,A).

ees

Notation : Le systéme S contenant les multiéquations Gps very ©, Sera noté

S= fey wees e, ou encore {es}; 1 gs

La notion de disjonction de systémes que nous allons définir main-

tenant s’introduit dés que 1’on souhaite travailler dans des théories aussi

simples que la commutativité. En effet, dans cette derniére théorie par

exemple, on souhaite pouvoir formaliser le rapport entre 1’équation (a+b ==

x+y) et la disjonction des systémes d’équations $, = {xe=a, y

{xseb, y=sa}, Cela nécessite done de définir l'objet [S,, S,] ainsi que les

opérations nécessaires sur cet objet.

Définition 39 : Un multiensemble U de systémes de multiéquations est appelé

une disjonction de systémes. L’ensemble des variables ayant une occurrence

dans l’un des systémes appartenant a U est noté Var(U) :

Var(U) = U Var(S). Une substitution a est A-salution de la disjonction de

Seu

&)

ed
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systémes U si et seulement si a est A-solution d’au moins un systéme de U.

En notant ES(U, A) l’ensemble des substitutions qui sont A-solutions de U,

on a par définition : ES(U, A) = U £S(S,A).

Seu

Notation : La disjonction de systémes U contenant les systémes S)> seey

sera noté U= [S., ..., s,] ou encore (si.
1 Lean’

Exemple 15 : Soient les systémes S) = {xssyssa+(x+b), x==-x} et

Sy = { at(atz)==x+z }. U = [s), Sy] est une disjonction de systémes.

Définition 40 : On appelle unificande un probléme quelconque d’ unification,

c’est a dire une multiéquation, un systéme ou une disjonction de systémes.

Une A-solution d’un unificande U est donc une substitution a qui est A-

solution du probléme d’unification U considéré. O

Un unificande vide a un ensemble vide de A-solution.

Nous intraduisons maintenant la notion désormais classique de systéme

générateur d’un ensemble de A-unificateurs d’un unificande : les ensembles

complets, éventuellement minimaux, de f-unificateurs. La définition que

nous en donnons est proche de celle de [Plotkin1972] reprise par G.Huet

{Huet1976] et J.M.Huliot [Hullot1980].

Définition 41 : Soit U un unificande et Wun ensemble de variables con-

tenant Var(U). Z est un ensemble comp)et de A-unificateurs de U en dehors

de W si et seulement si :

(1) Vo € E, D(o) © Var(U) and (oc) NW = @

(2) Va € 3, o € ES(U,A)

(3) Vo? € ES(U,A), 30 € E tel que o Sa? [var(u)]
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De plus x est dit minimal si la condition suivante est 
satisfaite :

,

(4) ¥oa, 0 €2, ¢ S, o [Var(u)] => o= 9

té ecu"(U,A)
Un ensemble complet de A-unificateurs en dehors

 de Wosera no rAdy

W

si de plus il est minimal on le notera ECUM (U,A). Nou
s omettrons W lorsque

cela ne préte pas 4 confusion. 0

let

Montrons tout d’abord comment calculer un ensemble comp

i é i U des
d’unificateurs d’une disjonction de systémes en fonction des EC

systémes qui le composent.

i i i tenant Var(U).
Lemme 4 : Soit U = (Sil sey et W un ensemble de variables con

Alors U ecu" (si,A) est un ensemble complet de A-unificateurs de U en

iel

dehors de W.

Preuve: (1) La condition (1) est clairement satisfaite.

(2) on a U ECUN(Si,A) © ES(U,A)
ie€l

(3) Vo € ES(U,A), Fi € I tel que o € ES(Si,A)
.

; : e Si

Donc da € ecu" (5i,A) tel que a Ss) a [Var(Si)}. Mais D(a) & Var(Si}

et par conséquent a Sy o [Var(U}], ce qui assure que a a
ppartient a

ecu%(u,a). 0

Remarque Malheureusement on ne peut pas étendre la proposition précédente

& des ensemble minimaux complets de A-unificateurs comme le montre

l’exemple suivant. Soit A une théorie équationnelle quelc
onque et

D = [S), $5] avec

5) = {x == y} et

54 = {x == a,

1) a

-TT-

== a}

S,, 5, et D ont respectivement pour ensemble complet minimal de A-
1’ “2

unificateurs {(x@-z), (yz)}, {(xea), (yta)} e
t (xz), (yz)}. On va

donc pas ECUM(D,A) = ECUM(S, ,A) U ECUM(S,,A).

2. A-équivalence

Les transformations d’unificandes 12s plus simples que 1l’on utilise

couramment sont celles qui conservent 1’ 2nsemble des A-solutions.

Définition 42 : Deux unificandes Ul et U2 sont A-équivalents si et seule-

ment si ils ont méme ensemble de A-solutions. Cela sera noté U1 =, U2 ou

Ul <} U2 s’il n’y a pas d’ambiguité sur la théorie A. O

Exemple 16 ; Si le symbole + est commutatif, l’équation a+b == x+y est

équivalente A la disjonction de systéme [{(a==x), (besy)}, {(assy),

(b==x)}].

Les résultats suivants donnent des exemples importants d’unificandes

A-équivalents. Le premier montre le réle du remplacement des variables

dans une équation.

Lemme 5 : Soit e = (V(e) == {t}) une multiéquation qui ne posséde qu’un

seul terme non variable et au moins un terme variable. Soit x une variable

de V(e) et § la substitution de domaine V(e) définie par : &(z) = x pour

tout z dans V(e). Alors e et 6 = (V(e) == E(t)) sont A-équivalentes.

Preuve: Si V(e) est réduit a une variable, c’est évident. Sinon on peut

supposer sans perte de généralité que V(e) est réduit a4 2 variables

V(e) = {x,y}. Soit o une A-solution de e. On a donc o(x) =, aty) et

par conséquent o(t) =4 a(€(t)), donc o est également A-solution de
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om Réciproquement, si o est A-solution de é, o est A-solution de

x == y donc a(t) = a(t’). Ce qui assure que o est A-solution de e.

Exemple 17 : e = (x == y == z == f(x,f(x,y))) a le méme ensemble de A-

solutions que é = (x == y == Z == F(x, FOc,x))).

Pour certaines théories, comme 1’associativité-commutativité, cela

peut permettre de réduire substantiellement 1l’espace de recherche des A-

solutions en ne travaillant plus que sur une seule variable. Pour d’autres

théories, comme les arbres signés binaires, pour lesquelles on sait mieux

résoudre les multiéquations linéaires par exemple, on peut utiliser la

réciproque.

O’autre part, la A-équivalence est également compatible avec la

réécriture.

Lemme 6 : Soit R un systéme de réécriture tel que ep ¢ =A Si ty ~#->R ty?

—-%~ , —= yee ,et to #-OR ty alors test, =, ty eat, ‘

Preuve: Pour toute A-solution o de tysst, on a

> -_ = i Ja(t, ) =p a(t,) Za atts) *R a(t, )

donc o est une A-solution de t)’sst,’. Réciproquement, si o est

une A-solution de ty’==t,’ par le méme type de raisonnement on en

déduit que o est une A-solution de t,=st,. Oo

Remarque : Dans le lemme précédent, on ne suppose rien sur la réécriture

ni terminaison, ni convergence ou autre. Ce résultat permet de chercher les

a) ®
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solutions sur des formes particuliéres d’équations obtenues aprés

réécriture préalable de 1’équation de départ par une relation de réécriture

appropriée incluse dans =A

Si un symbole d’opération f d’arité 2 est régulier a gauche par exem-

ple, c’est a dire tel que pour tous termes u, v et w, flu,v) =, Fluyw) => v

w, alors toute équation est simplifieble 4 gauche dans le sens suivant :
A

Définition 43 : Une équation e = (f(u,v) == f(u,w)) est simplifiable 4

gauche ssi e >, (v saw). ©

Lemme 7 : Si f est un symbole régulier 2 gauche alors toute équation e =

(f(u,v) == f(u,w)) est simplifiable A gauche.

Preuve: I] faut montrer que f(u,v) == f(u,w) =, Voss WwW.

Sia est une A-solution de v == w, il est clair que c’est une

A-solution de e.

Réciproquement, si a(f(u,v)) =, a(f(u,w)) alors puisque f est

réguliére on a a(v) =n a(w), C

Nous avons un résultat similaire pour la simplifiabilité 4 droite qui

se définit de fagon évidente.

Par ailleurs, l’intérét fondamental de la A-équivalence est qu’elle

conserve les ensembles complets, éventuellement minimaux, de A-~solutions.

Proposition 1 : Soient U et U’ deux unificandes, Z = Var(U) M Var(U’), W oun

ensemble de variables contenant Var(U) U Var(U’), et ECU un ensemble com-

plet de A-solutions de U en dehors de W. U est A-équivalent a U’ si et

seulement si
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z= fo, 1o€ ecu}

est un ensemble complet de A-solutions de U et U’. De plus, si on suppose

que ECU est un ensemble complet minimal de A-solutions de 
U alors Zest lui

aussi minimal.

preuve: C’est une généralisation 4 des unificandes de le pr
oposition 1.2 de

{Kirchner1982].

Notons tout d’abord que si Z est un ECU commun 8 U et
 u’ alors U et

U’ sont clairement A-équivalents,

Réciproquement, si U est A-équivalent aU’ vérifio
ns que Z est bien

un ensemble complet de A-solutions de U et U’. Pou
r cela remarquons

qu’il suffit de montrer que = est un ensemble complet de Ae

solutions de U’.

(1) est trivialenent vérifige compte tenu des hy
potheses.

(2) Si o est un A-unificateur de U alors 9) yar(y) est également

A-solution de U donc de U’ par hypothése donc oj, également. Done

si U et U’ sont A-équivalents ¢ € ES(U,A) =? 97 © ES(U,A)

£S(U’,A). Done XS ES(U’,A).

(3) Soit a une A-solution de U’. Done ay, € £5(U,A). IL existe

done o dans ECU tel que ®var(u) EN 2° d’od

lz Sy | var(u) Sz S$, \var(u’)

ce qui prouve la complétude.

Si on suppose par ailleurs que ECU est un ensemble 
complet minimal

de Acsolutions de U, montrons qu’il en est de méne de pour U’.

Soient a = 7 eta’ = vn avec o et o? dans ECU, deux éléments

Ey ®

1 ®

®
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de EZ tels que a a’ [Var (U")] ina done aussi as n(U')]. On a di g
A |var(u) “A

2" War(u) &

so Ss, 0”
Iz Fa? {var(u)

,

2 Wvar(u) = *

Comme de plus a est élément de [°S(U,A) il existe 1 dans ECU tel que

"|var(U) Ss “lvar(u)" re

THvar(u) $a 9[var(u) $a °[varcu)

et comme ECU est minimal

TIvar(u) “A °[var(u) =a }var(u)

car o et t sont éléments de ECU. D’ot

S\var(u) = “var(u) Sa” var(u) $a 7 fvar(u)

comme g et o’ sont dans ECU, elles sont égales sur Var(U), ce

qui entraine 1’égalité de a et a’ sur Var(U) donc sur Z. 01

Ce résultat est important car il permet de construire un ensemble com-

plet de A-solutions d’un unificande en construisant un autre unificande a

partir du premier par des transformations successives conservant la A-

équivalence. Mais comme nous allons le voir dans la suite les transforma-

eH sdené ,

ons considérées ne préservent pas toujours la A-équivalence mais plutét

la A-dépendance que nous introduisons maintenant.

3. A-dépendance

La A-équivalence qui préserve les ensembles de A-solutions n’est pas

suffi ;

uffisante pour étudier certaines transformations des unificandes telle que
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la généralisation. En fait ce qui nous intéresse n’est pas tant 1l’ensemble

des A-solutions qu’une base de cet ensemble, d’ot la notion de A-

dépendance.

Définition 44 : Soient Ul et U2 deux unificandes et W un ensemble de vari-

ables contenant Var(U2). U2 est dit A-dépendant de Ul en dehors de W ou

encore Ul A-étend U2 en dehors de W, si et seulement si

(1) (Var(U1) - Var(U2))} NWea

(2) Pour tout ensemble complet de A-solutions ¥ de Ul, est un= Wvar(u2)
ensemble complet de A-solutions de U2.

Cela sera noté UL 2 U2. W pourra étre omis. O

La premiére condition n’est qu’une condition technique permettant de

s’assurer que les nouvelles” variables intraduites le sont en dehors de

celles qui sont déjaé utilisées. Il faut également remarquer que toutes les

variables de U2 ne figurent pas nécessairement dans U1.

Exemple 18 : L’équation e = ( (x+a)+f(z,b)) == z#b ) se A-étend dans le

systeme S = { ({xta)4y == z+b), y == f(z,b) } et ceci pour une théorie

arbitraire.

Etudions maintenant les propriétés de la A-dépendance. Tout d’abord mon-

trons que moyennant de bonnes hypothéses sur les ensembles de variables >,

est un préordre dont =, est l’équivalence assaciée.

Lemme 8 :

a ald mh No(1) Si UL >, U2 et U2 >," US avec W2 SWI alors UL >, U3.

(2) Si Ul et U2 sont deux disjonctions de systémes alors

BD

: >
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(UL =, U2) <=> ((UL >, U2) et (U2 >, ul))

Preuve: (1) > est “transitive”? : Soit £ un ensemble complet de A-

unificateurs de Ul. Par hypataése on a donc 2 I var(u2) ECU de U2 et

par conséquent = est unVar(¥2) yan cys) = 2 var(uL)nvar (U2)AWar (U3)

ECU de U3.

Mais par ailleurs les conditions (Var(U1) - Var(U2)) M W = a,

(Var(U2) - Var(U3)) MW =o, Var(U2) © Wl et Var(U3) & W2 impli-

quent que Var(U1) 9 Var(U2) M Var(U3) = Var(Ul) A Var(U3).

En effet Vx € Var(UL) M Var(U3) si x ¢ Var(U2) alors x € X-U2.

Comme d’autre part x € Var(U3) => x € W2 => x E WL, on ax € UL N

X-U2 MW2, ce qui contredit (Var(Ul) - Var(U2)) NW = 9.

Done & est| Var (UL) War (U2 )NVar(U3) * 21 var (UL)AWar (U3) = 2 var(u3)
un ECU de U3, ce qui prouve le premier résultat.

Si UL >, U2 et si = est un ECU de Ul alors 2 est un ECU de
Var (U2)

U2. Mais comme U2 >, Ul, = estA [Var (U2) )y, . 2 var(UL)AWar (U2)
r(Ul)

un ECU de Ul.

=i var (UL)MVar (2) est donc un ECU commun a Ul et a U2. En appli-

quant le théoréme sur les unificandes A-équivalents on en déduit

que Ul et U2 sont A-équivalents. [4

Nous allons maintenant voir des exemples importants de systémes A-

dépendants qui seront souvent utiles dans la suite. Tout d’abord nous

étudions la relation entre un unificande et son ensemble de A-solutions

considéré lui méme comme un unificande.
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Définition 45 : Soit X un ensemble de substitutions, on désigne Eq(Z)

lunificande définie par

Eq(z) = [ { (x == a(x)) | x € D(o)} [oe]

Si L est un ensemble complet de A-unificateurs de l’unificande U en dehors

de l’ensemble de variables W alors Eq(Z) sera noté EqN(u). 9

Exemple 19 : Avec

x= fo = ((x © Fla,b)), (y — a)),

o? = (x © f(x,x)), (2 & y))I

on a

Eq(Z) = [ L(x fla,b)), (y == ad},

{(x == F(x,x)), (z z= yh)

ii a

Lemme 9 : Pour tout unificande U et tout ensemble de variables W contenant

Var(U) on a: equ) 2 U.

Preuve: Par définition de Eq" (u), la condition sur les variables est bien

vérifiée.

Notons X l’ensemble complet de A-unificateurs dont Eq" (u) est

issue.

Soit a est une A-solution quelconque de U, il existe a dans xX telle

que o Sy a [Var(U)]. Soit @ un ECU quelconque de Eq*(u), ao étant

A-solution de Eq” (u) par définition, il existe p tel que 4 Sy o

[var(eq"(u))].

Mais comme par définition D(a) © Var(U) et Diy) S var (Eq”(U)) on a

Lu = :
[var (Eq"(U) )AVar(U) MBrin)

Dod Hivarcy) = Pf var(Eq, (U) var (U)
W

~as-

Sy “| var (Eqy(U) Var (U) S$, i var(u)

Sp a,

ce qui prouve que Si var(u) est un ECU de U. OO

Remarque : La réciproque U >, Eq” (u) est en général fausse & cause, par

exemple, de nouvelles variables introtuites.

Un deuxiéme exemple important d’utilisation de la A-dépendance est la

généralisation des termes constituant une équation. Ceci est utilisé par

exemple par M.Stickel [Stickel1981] dans son algorithme d’unification asso-

Ciative commutative.

Définition 46 : Soit F(t) y..to) == FE yeorgt yD une équation e. Soit W

’

Bp

des variables distinctes prises en dehors de W. Soit enfin le systeme

un ensemble de variables tel que Var(e) © W. Soient Kprer eek x Do = 1

suivant :

5S {P(x yee esx ) Ee F(x)’, x);

x) 8 by,

KX. an begs
n n

tle '
x) 75= ty ’

x 7’ 2x2 t?

p p }
S s’appelle le généralisé de e en dehors de W et se note fen" %e). oO

Lemm. 10 : Paur toute équation e on a cen" (e) 2h e.

Preuve: Soit a une A-solution quelconque de e. Soit B la A-solution de S =

gen" tep ucfinie par
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B= ‘var(e) ° (x) = a(t,)) a. x," - axl 2)

on a bien sur *l var(e) 2 Pivar(e)’ Soit enfin @ un ECU quelconque

de 5. Il existe donc p dans 6 tel que p Sy B (Var(S)], done p Sy B

[Var(e)] d’od p Sy a [Var(e)], ce qui montre que 8 est un
|Var(e)

ECtUdee. O

Nous allons maintenant justifier les remplacements que 1’on peut faire

dans un unificande, en remplagant un unificande par un autre unificande qui

lui est A-équivalent ou qui le A-généralise.

Lemme 11 : Soit S un systéme et W un ensemble de variables tel que Var(S) ¢

W. Si une multiéquation e du systéme S se A-étend en dehors de W en

(respectivement est A-équivalente a) la disjonction de systémes U = [S ]5¢3

alors S se A-étend en dehors de Wen (resp. est A-équivalent a) la dis-

. ; 
: ; 

_jonction de systémes U’ = [s Uls fe})] 65:

Preuve: Posons S’ = § - {e}. Soit X un ECU de U’.

a) Montrons d’abord que 5 5) S ES(S,A).
|Var(

Vae€, 25 € J tel que o est A-solution de S’ U lt done 2 I var(s)

est A-~solution de S’. Il reste 4 montrer que © est aussi A-
|Var(S)

solution de e.

Or comme o est A-solution de oa © étant un ECU quelconque de U, il

existe p € @ et une substitution a tels que

*-Hivar(5) = "\var(s)

or D(u) S Var(U) donc

'

-87-

*Hivar(e) > °|Var(S)fWar(e)

Comme HI var(e) est A-solution de e par hypothése, "1 var(s)nvar(e)

est également A-solution de e donc */ var(s) est également A~

solution de e.

U de S. Soit a unevar (S) est un ECU de

A-solution de S et ©@ un ECU de U. On peut sans manquer de

b) Montrens maintenant que 2)

généralité supposer que O(a) ¢: Var(S).

a € ES(e,A) >> 3pEs

et une substitution A tels que MMi Var(e) * WW var(e) Comme D(Ay)

a & Var(e) et que ces 2 applications sont égales sur Var(e)}, on

peut considérer l’application a+ky. atdy étant A-solution de U’,

il existe o dans £ et une substitution 1 tels que

"Fl var(ur) = CoA) or (Ur) = 9 War(U?) a Ml var (U?)

or le domaine de o est précisement Var(U’) donc Sl var(U?) = a, donc

TF lvar(u? nvar(S) ~ "°° |Var(S) *

var(u? pvar(s) * i var(ur dwar (s)

or

Var(U’) M Var(S) NM D(p)

€& Var(U’) M Var(S) M1 Yar(U)

&S Var(U’) M Var(e) © Yar(e).

Par conséquent on a

$Mi var(u? )nvar(S) “A Mivar(e)

et donc
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T*Sivar(s) $a S|var(s) * M|var(s) * °|var(s)

La propriété précédente s’étend aux remplacements de systémes par des

disjonctions de systémes, la preuve en est omise :

Lemme 12 : Soit Ul une disjonction de systémes et W un ensemble de vari-

ables tel que Var(U1) SW. Si un systéme S de UL se A-généralise en dehors

de W en la disjonction de systémes (respectivement est A-équivalent 4) U =

(Siig alors Ul se A-généralise en la disjonction de systémes (resp. est

A-équivalent a) U’ = UU (Ul - S).

4. Simplificution d’ unificandes

Oans cette section nous allons étudier ce que nous pensons étre les

trois premiéres étapes fondamentales d’un algorithme d’unification (tous

les algorithmes de A-unification dans une théorie équationnelle & notre

connaissance font appel @ ces 3 phases de facgon plus ou moins évidente).

Leur objectif commun est de simplifier l’unificande de départ de fagon a

obtenir en un temps fini un unificande A-équivalent ou A-dépendant, dont

les multiéquations soient complétement décomposées. Les systémes ainsi

obtenus sont aussi appelés par 8.Courcelle systémes réguliers [Cour-

celle1984]. Leur étude constituera la matiére de la section suivante.

Dans toute la suite de cette partie, A désigne une théorie équationnelle

quelconque.

4.1. La décomposition

Nous généralisons ici le concept de décomposition introduit par Mar-

ba

‘p®@
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telli et Montanari dans le cas de la chéorie vide.

Tout d’abord, introduisons un sous-ensemble important de l'ensemble

des symboles de l’algébre considérée : les symboles décomposables. Ce sont

les symboles dont 1’ apparition en tét2 d’une équation permet de simplifier

l’équation sans faire référence aux axiomes de la théorie.

Définition 47 : L’ensemble des symboles décomposables est le plus grand

sous ensemble Fy de F tel que pour tous éléments f et f’ de Fy pour tous

termes t = F(ty,...,t)) et th = f(t, rereaty ) on ait

(1) f # Ff? => ES(test’, A) =o

(2) f =f? => (t *}i? =, {t i Niet ccynl

Les éléments de F, sont appelés symboles décomposables. ©
d

En fait la condition de maximalité imposée dans la définition précédente

n’est pas essentielle. En pratique on peut prendre comme ensemble de sym-

boles décomposables tout sous ensemble de Fy mais plus 1’ensemble des sym-

boles décomposables sera grand, plus la décomposition associée sera effi-

cace.

I1 nest pas simple de donner une construction systématique de F, mais

on peut noter que :

QQ) Fy contient tous les symboles qui n’apparaissent pas comme symbole de

téte d’un axiome de la théorie A. Par exemple si l’unique axiome de la

théorie est ((x + y) + (- y)) x alors - appartient a Fe

(2) Fa contient bien sir tous les symboles qui n’interviennent dans aucun

axiome de la théorie.

Nous introduisons maintenant la terminologie nécessaire dans la suite.
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Définition 48 : On appelle top_F ,_terme tout terme dont le symbole de téte

est un symbole décomposable.

L’ensemble des termes variables d’une multiéquation e est moté V(e).

L’ensemble des top_F termes de e est noté T(e) et l’ensemble des autres

éléments de e est noté P(e). P(e) est donc l’ensemble des termes non vari-

ables de e et qui ne sont pas des top_F , termes. La multiéquation e sera

souvent notée e=(V(e)==P(e)==T(e)).

Une multiéquation e est dite décomposable si et seulement si T(e) contient

au moins deux éléments. Dans le cas contraire e est dite indécogposable,

O

Exemple 20 : Si on suppose que Fd = {f,g} alors pour la multiéquation e =

{x, x, y, -x, -z, F(-x, -y), g(a,b)} on a V(e) = {x, x, yt, P(e) = {-x, ~z}

et Tle) = {f(-x, “y), g(a,b)}.

L’idée de base de la décomposition est que si e a des A-solutions et si la

multiéquation est décomposable alors T(e) a une partie commune et un

systéme d’équations aux différences aussi appelé frontiére.

Exemple 21 : Dans le cas de la théorie minus prenons par exemple les termes

leur partie commune est alors

cP{{t, to] =o
/

c {y}

a a

x

= RLSSs

~9)-

et leur frontiére

FRE{t, to] ={(- s+ c), (ysse ))].
a i / >

x uv xX sy

Définition 49 : Soit M = {tys..-st Fs un multiensemble non vide de termes ;

le top_F, terme appelé partie comune de M noté CP[M] et le systéme
d

d@équations aux différences ou frontiére de M noté FR[M] sont récursivement

définis par :

SI pour tous i dans [1..n], t.(e)s f avec f € F
d

ALORS CP{[M] = FCCP[{t)/Ly..05t /1}, +. PELE /py eat /p}))
et n n

FR(M] = U seta. pl) FR({t)/j,-...t /3}]

SINON SI il existe deux top_f , termes te et t. dans M tels que

te) # te) 3

ALORS ni la partie commune ni Ja frontiére n’existent. (On dit qu’il

y a collision (ou clash) de symbole. Ceci se propage aux

appels englabants).

SINON (i) existe i dans [1..n] tel que ty soit une variable ou ne

soit pas un top_F j_terme)

CP[M] = ty (cette définition n’est pas déterministe)

et

FR(M] est le systéme réduit a la multiéquation M.

Lemme 13 : Soit e une multiéquation ayant une A-solution o. Alors e a_ une

partie commune et une frontiére et, pour tout terme t de e, a(t) =,

a(CPfe]}])} et o est A-solution de FR[e].

Preuve: * Si la partie commune et la frontiére de e n’existaient pas cela

viendrait d’une collision de symboles et par conséquent il n’y

aurait pas de A-solution.

* Montrons la seconde partie cu lemme par récurrence structurelle



sur CP{e].

Si CPle] = x avec x € X, alors par définition de la partie commune,

x est un. terme dee. Par conséquent on a bien o(x) =A o(t) pour

tout t de e. De plus dans ce cas FR[e] = e et donc co est A-solution

de FRle].

Méme raisonnement que dans le cas précédent si CP[e] = F(ty,-.-5t,)

et f¢ Fat

Sinon CP[e] = f(t),...,t) ou f est un symbole décomposable ; par

définition de la partie commune et pour tout i dans [1..n] ty est

la partie commune de Ty, = {t/i | t € e}. Par définition de Fy toute

A-solution de e est également A-solution de TF et par hypothése de

récurrence o est donc A-solution des équations w == jouw est un

élément quelconque de To Donec pour tout terme t de e o(t)

o(CP[e])}.

Dans ce cas, FRle] est la réunion des frontiéres des T; qui ont

tous @ comme A-solution, donc o est également A-solution de FR[e].

O

De fagon 4 simplifier au maximum les multiéquations et a détecter le plus

rapidement possible les cas d’échec, on va calculer non pas la partie com-

mune de toute la multiéquation mais seulement la partie commune de T(e).

Définition 50 : Sait e une multiéquation, on appelle décomposition de e et

on note Dec(e) le systéme de multiéquations défini par :

Dec(e) = {(V(e) = Ple) = CP[T(e)]}])} U FRIT(e)]

& &

o ®

bs

eS

B®
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Exemple 22 : Dans la théorie minus, si u=(x=sy=s-x=st,=<t,) of t, et t

sont les termes de l’exemple précédent, alors

Dec(e) = {(xesyss-x=sc(c(-x,a),y))} U {’-xsse(u,v)), (ysse(x,y))}

Proposition 2 : Sait e une multiéquation. Ou bien Dec(e) n’existe pas

auquel cas e n’a pas de A-solution, ou bien Dec(e) =, e.

Preuve: Si Dec(e) n’existe pas cela provient d’une collision de symboles et

par conséquent e n’a pas de A-snlution.

Dans le cas contraire, si T(e) est vide ou réduit a un élément, le

résultat est immédiat,

Sie = T(e) le Lemme précédent permet de conclure.

Plagons nous donc dans le cas on P(e) UV(e) # @ et soit u un

élément de cet ensemble. Pour <oute A-solution o de e et pour tout

élément t de T(e) an a donc a(t} =p a(u). Par le lemme précédent on

nN ula donc o(u) Ey o(€P[T(e)}) et donc a est une A-solution de (V(e)

P(e) == CP[T(e)]) et de FR[T(e)}.

Réciproquement, par construction de Dec(e) toute A-solution de

Dec(e) est A-salution dee. OF

Définition 51 : On appelle décomposition d’un systéme S et on note Oec(S),

le systéme obtenu en remplagant un élément e de S par sa décomposition dans

S : Dec(S) = (S-{e}) U Dec(e). O

Cette définition est indéterministe mais le choix de la multiéquation

a décomposé est indifférent.

Comme conséquence de la proposition précédente et de la conservation de la
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A-équivalence par remplacement on obtient :

Corollaire 1 : Pour tout systéme S, soit il existe une multiéquation e dont

la décomposition n’existe pas, auquel cas le systéme n’a pas de A-

solutions. Soit S et Dec(S) sont A-équivalents.

4,2. Fusion d’un systéme de multiéquations

La fusion d’un systéme de multiéquations correspond au regroupement

des contraintes sur les variables qui sont apparues au cours de la simplif-

ication du systéme.

Paradoxalement, la fusion, conceptuellement trés simple comme on va pouvoir

le constater dans cette courte section, pose des problémes d’ implantation

qui justifient pour une bonne part les différences importantes d’efficacité

suivant le type de représentation choisie.

Définition 52 : La fusion des multiéquations e et é, notée Fus(e,é) est

définie par :

* si V(e) N V(é) = @ alors Fus(e,é) = fe, é}

* sinon Fus(e,é) = ((V(e) U V(é)) == (P(e) U P(é)) == (Tle) UT(é))). 0

: Dans la théorie minus, si e=(x==' =c(a,x)==c(a,a)) etExemple

é=(xs=c(a,a)) alors Fus(e,é) = (x c(a,x)s=c(a,a)==c(a,a)).

Lemme 14 : Pour toutes multiéquations e et é, fe, 6} *, Fus(e, 6)

Preuve: Si V(e) 1 V(é) = @ c’est Evident. Sinon soit x une variable de

Vie) M V(é). Si o est une A-solution de {e, é} alors pour tout

terme t de e Ué, o(t) =, a(x) et par conséquent, o est A-solution

de Fus(e, é). La réciproque est claire. (1
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Nous étendons maintenant la notion de {fusion 4 des unificandes.

Définition 53 : Pour tout systéme S, or appelle fusion de S le systéme

Fus(S) obtenu en remplacant toutes les paires de multiéquations par leur

fusion. La fusion d’une disjonction de systémes U est obtenue en fusionnant

chacun des systémes qui la compose on 1a note Fus(U). O

Nous obtenons donc comme corollaire du lemme précédent et des résultats

généraux sur la A-équivalence :

Corollaire 2 : Pour tout unificande U, U =, Fus(U).

4,3. Mutation d’un unificande

L’enchainement des opérations de décomposition et de fusion va permet~

tre d’obtenir a partir d’un unificande quelconque un unificande dont les

multiéquations seront des types suivants :

(1) V(e) {u} avec n> 0,{P)y-eP,}

(2) V(e) == {Pyy+e-sp,} avec n> 2,

(3) Ve) == {th,

(4) V(e).

Définition 54 : Dans les deux derniers cas les multiéquations sont dites

complétement décomposées. O

Dans cette partie, nous ne nous intéressons qu’aux deux premiers type de

multiéquations. Nous allons donner plusieures fagons de continuer la sim-

plification de telles multiéquations, de telle sorte que 1l’on puisse

réitérer les opérations de décomposition et de fusion jusqu’a n’avoir que

des équations de type (3) et (4).

Pour cela nous introduisons une nouvelle transformation des unificandes



appelée mutation.

Mais avant de donner les définitions formelles nous allons voir sur des

exemples quelques caractéristiques de cette transformation.

Exemple 24 : Dans la théorie vide mutation et décomposition se confondent

i.e. on peut considérer la décomposition comme la mutation de la théorie

vide.

Exemple 25 : Dans la théorie minus, l’équation e = (x == -x == cla,b)) est

indécomposable et non complétement décomposée. Pour la transformer on va

considérer le systéme équivalent $ = {(x == c(a,b)), (+x := c(a,b)))].

L’équation (-x == c(a,b)) est équivalente a L’équation (x == c(-b,-a)). Par

conséquent e est équivalent au systéme S’ = {(x == c(a,b)), (x == e(+b,-

a)))} qui fusionne en S” = {(x == c(a,b) == c(-b,-a))} pour lequel on peut

poursuivre les opérations de décomposition et fusion.

Exemple 26 : Soit maintenant la théorie cu le symbole + est commutatif.

L’équation e = ((axb)+x == (x#b)+y) est indécomposable et non complétement

décomposée. On montrera dans la suite qu’elle est équivalente 4 la disjonc-

tian des systémes

U= {{a*b s= x # b,

x oS y},

{x-s= x # b,
yura* b}]

pour lesquels on peut poursuivre le processus de simplification.

En l’absence de méthode générale nous allons donner des outils de base per-

mettant d’aborder ce probléme.

Définition 55 : Un unificande U est dit compléterent décomposé si toutes

re oe Tee
ees

Jie

les multiéquations qui le compose son: complétement décomposées. U est dit

indécomposable s’il est fusionné et si aucune des multiéquations qui le

compose n’est décomposable. O

.

De fagon 4 ne pas pouvoir enchainer wie infinité d’apération de mutation,

nous allons imposer a cette transforaation de faire décroitre une certaine

mesure de complexité :

Définition 56 : Soit » une mesure de complexité des unificandes (c'est 4

dire une application de la classe des unificandes dans N), relative 4 la

théorie A.

Un unificande fusionné indécomposable et non complétement décompose U est

mutable ssi il existe un unificande fusionné Mut(U) tel que

» Mut(U) Py U

* u(Mut(u)) < pCU).

La transformation consistant a remplacer un unificande U par Mut(U) est

appelée mutation. I] faut noter que Mut(U) n’est pas en général unique.

On dira qu’une théorie est mutable si tout unificande indécomposable et non

complétement décomposé est mutable dans cette théorie. ©

Les théories vide, AC, minus, commutative, sont des théories mutables

puisque ce sont des théories pour lesquelles existe un algorithme fini

d’unification.

Voici quelques méthodes de mutation d’un unificande U indécomposable et non

complétement décompasé.

[1] La décomposition suivant la form2 des axiomes. On prend en compte la

forme des “~viomes pour décomposer 1’ équation.



[2]

(3]

(4]

{s]
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C’est ce qui est utilisé pour traiter la commutativité par exemple et

d’une fagon plus générale pour les théories que nous appelons syntax-

iques dans la suite de ce travail.

la généralisation d’une équation de l’unificande suivie de sa

résolution :

~ On choisit une multiéquation e = (F(t,...,t,) Pty yeast 1D)

dans U, non complatement décomposée et indécomposable.

< W
- Soit Gen"(e) le systéme généralisé issu de e. Gen“(e) contient par

définition l’équation 6 = (FO see yX,) Pr xyt ye 17D) £n

général il est plus simple de résoudre cette équation plutét que e.

C’est ce qu’on fait dans cette méthode, en remplagant é par eqh(é).

L?unificande ainsi obtenu est la mutation de U.

Cette méthode est utilisée par exemple dans l’unification associative

commutative pour muter certains types de systémes comme nous le ver-

Tons dans la suite.

La transformation d’une multiéquation non complétement décomposée, par

des propriétés propres a la théorie considérée, en une multiéquation

avec laquelle on peut poursuivre la décomposition.

Ceci est utilisé par exemple pour la théorie minus.

La surréduction. Cette méthode générale de résolution d’équations

peut, en étant appliquée partiellement, donner la mutation dun unifi-

cande.

La simplifiabilité. Si un symbole f non décomposable est régulier

alors une équation du type f(u,v) f(u,w) est A-équivalente a v ==
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Dia

Nous reviendrons en détail sur ces outils et nous les appliquerons a le ’

découverte de plusieurs algorithmes c’ unification.

we) 4.4. L’algorithme de simplification

L’application répétée des 3 phases de décomposition fusion et mutation

va conduire soit a un échec de l’unification, soit 4 un unificande

complétement décomposé.

D.® Bien sur, la stratégie d’enchainemert des opérations de simplification

appliquée dans 1’algorithme ci-dessous n’est pas absolue,

Nous utiliserons les notations suivartes :

DEC(e,S) retourne le systéme S[e <~ Dec(e)],

db»* FUS(S) retourne la fusion du systéme S,

MUT(S) retourne la mutation du systéme S.

DEC-FUS-MUT = proc(U : unificande) RETOURNE(unificande)

SIGNALE (échec)
® ® SI U est complétement décomposé

ALORS RETOURNER(U)

SINON soit S un systéme non complétement décomposé de U

soit e une multiéquation non complétement décomposée de S

SI |[Te)] >2
ALORS SI CP[T(e)] existe

ALORS RETOURNER (DEC-FUS-MUT(FUS(U[S <- Dec(e,S)]))

SINON SIGNALER(échec(clash de symboles))

Di» FSI

, SINON SI Mut(S) existe
ALORS RETOURNER:(DEC-FUS-MUT(FUS(U[S <- MUT(S)]))

SINON SIGNALER(échec (mutation) )

FSI

FSI

FSI

FIN DEC-FUS-MUT

0\4
De ce qui précéde on déduit le résultat suivant :

Théoréme 6 : Soit A une théorie mutatle et U un unificande, si DEC-FUS-

MUT(U) termine en échec alors U n’a pas de A-solutions. Sinon, si la

Di *®
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procédure termine alors elle retourne un unificande complétement. décomposé

u’ tel que U’ > U.

Remarque ; Si la procédure de décomposition-fusion-mutation ne termine pas

aucune conclusion n’est possible. Le lecteur pourra se reporter au chapitre

sur l’unification modulo la commutativité droite od nous donnons un exemple

de systéme n’ayant pas de solution et pour lequel la procédure ne termine

pas. De méme pour des systémes ayant des solutions la procédure peut ne pas

terminer. En fait nous touchons la 1’une des principales difficulté de la

conception d’un algorithme d’unification : sa preuve de terminaison. Le

dernier chapitre de cette thése sera consacré @ une approche modulaire de

ce probléme.

En supposant que les problémes de la mutation et de la terminaison de

Valgorithme de simplification soient résolus pour une théorie donnée A,

les résultats précédents permettent de se ramener au probléme de la

résolution d’unificandes complétement. décomposés dans cette théorie. C’est

4 la résolution de ce probléme que nous consacrons la prochaine section.

5. Résolution d’un systéme complétement décomposé de multiéquations

Wobjectif de cette section est de donner des outils permettant de

résoudre des systémes complétement décomposés. Cela permettra de résoudre

des disjonctions de systémes complétement décomposés puisque 1’ensemble des

A-solutions d’une telle disjonction est la réunion des ensembles des A-

solutions de chacun des systémes la composant. Aussi ne parlerons nous plus

dans cette section que de systémes et de multiéquations.
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Résolution des multiéquations complétement décomposéeswe me

De la méme maniére que dans ce qui précéde, notre approche sera basée

sur la détermination de l’ensemble des: A-solutions (ou d’un ensemble com-

plet de A-solutions) d’un systéme 4 par!ir des ensembles de A-solutions ou

des ECU des iiultiéquations qui le composent. Afin de résoudre un systéme

complétement décomposé, nous cherchons donc d’abord a résoudre

indépendamment chacune des multiéquations qui le compose.

Le systéme étant complétement déconposé, les multiéquations qui le

composent sont du type

()e= Ve),

(2) e = (Ve) = t) avec V(e) M Var(t) = 6,

(3) e = (V(e) == t) avec V(e) M Var(t) #6.

Les deux premiers cas sont faciles de résoudre. Le dernier dépend de la

théorie et est indécidable en général, aussi nous restreindrons nous a cer-

taines classes de théories.

Lemme 15 : Soit e =(V(e) == t) une mult..équation telle que V(e) M Var(t) =

@ et W un ensemble de variables contenant Var(e). Pour de telles

multiéquations un ensemble complet de A-solutions en dehors de W, réduit a

un élément et par conséquent minimal, est donné par

Zs (ol aveco= 1 (xRenom"(t))
xeVie)

Preuve: En effet o est de facon claire A-solution de e et pour toute autre

A-solution a de e on a

Vx € V(e) : ao(x) = a(t) Fy ax),
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vx € V(t) + ao(x) = a(x), et par conséquent o Sy a [Var(e)}. O

De la méme fagon on peut prouver :

Lemme 16 : Soit e =(V(e)) une multiéquation réduite 4 des variables et W un

ensemble de variables contenant Var(e). Pour de telles multiéquations un

ensemble complet de A-solutions en dehors de W, réduit a un élément
 et par

conséquent minimal est donné par

x = {co} avec o = MN (xz)
xeV(e)

od z est une variable prise en dehors de W.

Définition 57 : Les théories A pour lesquelles il existe une méthode de

résolution complete c’est a dire calculant unm ensemble complet de A-

solutions pour toute équation du type (3) sont dites complétes et sont

encore appelées des C-théories. A est dite fortement compléte s’il existe

pour toute équation x = t un ensemble complet de A-solution dont chaque

élément a pour domaine {x}. ©

Exemple 27 : Les théories vide, AC, commutative, minus sont des théories

fortement complétes.

Remarque : Soit A = {atb = a}, l’équation x+y == x a pour ensemble complet

minimal de A-solution {((x « a), (y * b))}. Cette théorie est donc

compléte mais n’est pas fortement compléte.

De méme Les théories non réguliéres ne sont pas fortement complétes. 
Si on

prend par exemple A = {x » 0 = O} alors 1’équation x == x#y a pour seule

A-solution la substitution {(x # 0), (fy 0)}.

Lemme 17 : Soit A une théorie fortement compléte et e = (V(e) == t) une

¢ 9

“8

(@
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multiéquation telle que V(e) M Var(t) :ontienne la variable x. Soit X un

ensemble complet de A-solutions de l’équacion x == t. Alors,

Az={ M1 (zto({x)) | o € X}

zéV(e)

est un ensemble complet de A-solutions de e.

Preuve: Soit € la substitution de domaine V(e) telle que pour tout z de

V(e), &(z) =x. Soit & = (V(e) == E(t)), nous avons montré que e

=, é. Or il est clair, compte tenu de il’hypothése de forte

complétude, que A est un ECU de 3 et par conséquent puisque Var(e)

= Var(é), c'est également un ECU dee. OF

5.2. La détection des cycles

L’objectif est ici de déterminer, par un critére si possible simple, si un

systéme de multiéquations a des A-solutions finies. Une étape ultérieure

construira ces A-solutions éventuelles.

2.2.1. Un ordre sur les multiéquations

Dune maniére qui est classique dans la théorie vide, la détection des

cycles dans une substitution solution d’un systéme se fait en utilisant la

relation suivante sur les multiéquations du systéme.

Définition 58 : Soient e et é deux multiéquations. e < é@ ssi il existe x

dans V(e) et un terme t dans Term(é) tels que x appartienne A Var(t). O

La fermeture transitive <+ de cette relation doit étre un ordre strict

sur J’ensemble des multiéquations du systéme pour que celui ci ait des

solutions finies. Pour l’algorithme de G.Huet par exemple, cela est vérifié

aprés la construction de la solution potentielle. Martelli et Montanari
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ont montré comment construire cet ordre au cours des phases de

décomposition et fusion (les seules nécessaires dans le cas de la théorie

vide), en associant & chaque multiéquation un compteur, Cela permet de

détecter plus rapidement des échecs dis @ des cycles, mais initialisation

des compteurs est lourde et une vérification a postériori est souvent

préférable.

Lemme 18 : ({Martellil982]) Dans la théorie vide, si un systéme de

multiéquations S$ a des solutions alors <+ est un ordre strict sur S.

Nous avons prouvé un résultat similaire dans la théorie équationnelle minus

[Kirchner1982], mais ce n’est pas vrai en général comme le montre 1’ exemple

suivant.

Exemple 28 : Dans la théorie des arbres binaires signés (abs) le systéme

F(z,a)),se=f{ es (x

e, = f(x,-a)) }2 =

aen particulier pour solution (x f(a,a))(z # a) et pourtant on a e) <

e&, ee

Méme phénoméne avec

f(z,a)),

F(-z,x}) }
ste fe, = (x

@
et
2

qui a aussi pour solution (x + f(a,a))(z © a) et pour lequel on a encore

e< & <e
1 1

La méthode usuelle utilisée dans le cas de la théorie vide ne peu
t donc pas

mais aussi e, < e,-

s’appliquer en général, mais nous allons voir que le lemme précédent peut

@tre étendu a une classe importante de théories contenant en particulier

les théories permutatives.

os @

a”

‘®s
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Définition 59 : On appelle théorie stricte ou S-théorie toute théorie A

telle que pour tout systéme S, si ce systéme a des A-solutions alors <+ est

un ordre strict sur S. O

Une théorie stricte est réguliéve. En effet si elle n’est pas

-réguliére certain axiomes introduisent de nouvelles variables et par

conséquent des équations de la forme x = t avec x € Var(t) peuvent avoir

des solutions donc la théorie n’est pas stricte.

Exemple 29 : Si A = {0 = x#0} 1’équation e = (z == y#z) a pour A-solution

{(z— o)} ete ce.

Une théorie permutative est strictz. En effet si une théorie n’est pas

stricte, il existe des équations e = (x == t) telles que x € Var(t) et

ayant des A-solutions. Mais dans ce cas les classes ne sont pas finies,

donc la théorie n’est pas permutative.

Proposition 3: Soit A une théorie telle qu’il existe un pré-ordre [

irréflexif qui contienne la relation de sous terme strict, c’est a dire tel

que pour tout terme t, t’ [ t si t’ est un sous terme strict de t, et qui

soit compatible avec la congruence définie par A, c’est & dire tel que pour

tous termes t, t’ et t” tels que t =, t’ et t’ [ t” alors t [ t”.
A

Alors A est une théorie stricte.

Preuve: Nontrons par l’absurde que pour tout élément e de S e <+ e est

faux. Si il existe une multigquation e de S telle que e <+e, il

existe une suite de multiéquations (e.),Dict...n 02 8 telle que

ere Ce Ci Ce se



~106-

Done par définition de <, il existe des suites (x,),.) 4.) &

(t.) avec x, élément de V(e,) et t, élément de Term(e;)
i°is2...n i i i

telles que pour tout i dans [1..n-1], x, soit une variable de t; |).

Done o étant une A-solution de S on a

Vie [1..n-2], a(x;) =, o(t,) et o(x,) sous terme de o(t yyy)

Par conséquent pour la relation [ donnée par l’hypothése de

l’énoncé nous avons,

sol.a(t) { a(t, ,)) pour i =

dot

a(t) [ oft,) [+ F oft, 4) E oft.)

i = i iblavec t, = t, puisque e, = e,. Or o(t,) [ o(t,) est impossible par

définition de [. Donc <+ est un ordre strict. D

Ce résultat est applicable a une vaste classe de théories. En particulier

aux théories qui conservent la taille comme la commutativité ou

Lassociativité-commutativité. En effet, il suffit alors de prendre t t

@ |tl < [tle

Remarque : On peut étendre la notion de théorie stricte en utilisant un

ordre < sur des classes de multiéquations comme cela est fait par exemple

pour la théorie minus dans [Kirchner1982] en prennant comme relation

d’équivalence : e S é <=> e = miroir(é).

{®
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iw .2.2. Application au remplacement comp itible

Le but de ce paragraphe est de mont-er comment définir et justifier

les remplacements des variables par les valeurs qui leurs sont déja

assignées dans un systéme de multiéquations.

Nous avons maintenant les outils nécessaires a une telle étude. En effet,

le remplacement des variables apparaissant dans certaines parties d’un

systéme par les termes qui leur sont affectés par une multiéquation de ce

systéme est une opération dont il est simple de prouver qu’elle conserve la

A-équivalence. Mais le remplacement ies variables d’une partie d’un

systéme par les valeurs qui leurs sont imposées par une autre partie de ce

systéme nécessite de définir la substituiion explicitant le remplacement de

fagon cohérente (en particulier pour qu’il n’y ait pas de cycle). Cela va

étre possible pour les théories strictes, De plus, nous allons imposer au

remplacement d’étre compatible avec certaines conditions, c’est pourquoi

nous 1’ appelons compatible.

Définition 60 : Soit S = Sy U Sy U 8; une partition d’un systéme fusionné,

telle que S) = (e,, e,--.,€,} est un systéme complétement décomposé avec i

<j a + &; (i.e. ardonné par ordre décroissant). Soit C un prédicat

sur les multiéquations. On appelle remplacement C-compatible (ou compati-

ble avec C, ou compatible si C est clair dans le contexte) dans Sy par 5)

le systame SC[[S,]] récursivenent défini par

+ sin = 0, alors S,.

* sin > 0, on désigne par t le terme non variable de e, si il existe,
L

sinan on prend pour t l’une quelcanque des variables de V(e)). Soit o la

substitution n (xt).

xeV(e,)-t
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S[{S,]] = (S,-fe,)°LL folme) | me € 5, et Clo(me)) = vrai}

U{me | me € S, et Clo(me}) = faux} J].

°

Exemple 30 : Nous dirons qu’un terme est homogéne si tous ses symboles de

fonctions d’arité au moins un sont identiques. Soit C la condition imposant

a tous les termes non variables d’une multiéquation d’étre homogénes.

Considérons les systémes

Ss, -{x == f(u,v), u == f(a,b), v == gla,z) }
1

54

on a alors,

{ f(x,z) == g(v,u), g(x,u) == glu,v) }

S[[S)]] = (F(F¢Fla,b),v),v) 22 glg(a,z),u), gu) == gluygla,z))},

En effet la valeur de x peut étre substituée dans f(x,z) car le terme

obtenu est homogéne, par contre on ne peut remplacer u par f(a,o) dans

g(x,u) sans perdre 1’homogenéité du terme.

Lemme 19 : Avec les notations précédentes et si A est une théorie stricte,

c
§ =, 5) U syU{s,1] U $5.

Preuve: Montrons tout d’abord par récurrence sur n avec 5) = fe),

Cores) ob i <j => e, € er que toute A-solution de S est A-

c: ,

solution de S’ = 5) U sy[s,]] U S,.

Sin = 0 c'est clair.

nN. (xt). Par

x€e,-t

définition, siU(5,1] = (s,-te, EL {o(me) | me € 5, et C(o(me)) =

Sinon pour n > 0, soit o la substitution

vrai} U {me | me € 5, et C(o(me) = faux, iJ.

Si a est une A-solution de S, a est A-solution de e donc pour

toute variable x de D(a) on a

a.
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(#) a(x) =, a(t) = ao(x)

et par conséquent a est A-sulution de toute multiéquation de

c >sits, 1) donc de S$’.

Réciproquement, sia étant A-solution de S’ est également A-

solution de 3) donc de ey et par conséquent (*) est encore valable

et permet de conclure. [J

Remarque : Si dans la proposition précédente on prend n = 1, il est inutile

de supposer la théorie stricte.

5.3. L’algorithme de résolution d’un systéme complétement décomposé

Pour une sous classe des théories complétes et strictes nous allons

donner un algorithme qui retourne a partir d’un systéme complétement

décomposé 1’ensemble des ,A-solutions du systéme.

Sait Q = fe re} une suite de multiéquations complétement décomposées
1’

ordonnée par < de telle sorte que i < j implique ey ¢ ee (i.e. triée topo-

logiquement par ordre décroissant). Si e, contient un terme non variable

nous le noterons ti. W est un ensembl2 de variables qui contient Var(Q) et

en dehors duquel seront prises les nouvelles variables.
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SUBST = proc(Q : suite ordonnée de multiéquations) RETOURNE (ECU)

SU r= {Id}

POUR j DE 1 An FAIRE

cAS (1) Term(e ;) = @ ALORS

(soit y dans vee;) et z une nouvelle variable)

su:s U [ nN (x#z)) . B
pesu xev(e,)

(2) Term(e ;) = {t3} eT Var(t;) n ve;) = @ ALORS

SU t= ution (xt Renoa"(t 319] 8
pesu xeV(e >

A V(e.) ALORS(3) Term(e ;) = {tj} et Ax € var(t 5) q (e))

(Soit = un ensemble complet de A-solutions de 
x en

dehors de W)

suis UL UT 4 (yeott I +8
o€L pesu yeV(e.)

FINCAS j
FINPOUR

RETOURNER(SU)

FIN_SUBST

Pour tout

Théoréme 7 : Soit A une théorie stricte et fortement compléte.

systéme complétement déconposé S, si on peut ordonner les éléments d
e S en

une suite de multigquations Q = {e,,...,e,) telle que i <j implique 
e; *

e et si l’algorithme SUBST termine sur Q-alors il retourne un ensemble

complet de A-solutions de S. Si Qn’existe pas alors S n’a pas de A-

solutions.

Preuve: Si Q n’existe pas puisque A est supposée stricte, le systéme S n'a

pas de A-solutions.

Montrons maintenant que si SUBST termine avec SU comme résultat

alors SU est un ensemble de A-solutions de S.

Si on suppose que W200) oan? tout élément o de SU s’écrit 9,
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wees 2 G, 9, ou chacun des % est une A-solution de la
2°)

multiéquation e; Caleulons

O.1,(x, see .nt) \) o 0, (t 5)

pour % dans vee) et ‘5 dans Term(e 5) si ce dernier n’est pas

vide. Notons que puisque ln théorie est supposée fortement

compléte, le domaine de chacune des substitutions a; est v(e,) et

puisque par hypothése S est fusionné, les domaines des a, sont tous

disjoints. D’autre part par dérinition de Q les variables de t;

peuvent seulement apparaitre duns Vie) pour les multiéquations e,
k

telles que jSkSn. donc les expressions ci dessus sont égales a

a ..o.(t.)
nodjod

qui sont A-égales par définition de o,.
J

Montrons maintenant la completude de SU par récurrence sur la

longueur n de la suite Q. Nous nous référerons aux parties de

L’algorithme SUBST par leur numero dans le CAS.

Si Qs (ey) alors dans les trois cas il est clair que SU est un

ensemble complet de A-solution cle Q donc de S.

Si Q=(e,, Cor sees e.) soit a un A-unificateur de Q. a est donc

une A-solution de e et par définition de o,, il existe p tel que
1

po) =, 0 [var(e,)]

Soit p’ définie par

(1) p? =p {1(0,)]
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(2) p? =a [x-I(o,)]

p’ est un A-unificateur de feo.-.se 4 car comme I(o)) M Var(5) =

on a par définition de p’

p’ =, 4 [Var(e,) U... U Var(e)]

de plus on a également

p's, =, 0 [var(e,)]

On applique l’hypothése de récurrence sur Q’ = (ey... 8)

existe donc p telle que

HO eee 18y = p’ [Var(e,)U... U var(e,)]

Soit p’ définie par

(1) p’ H [Io ...09)]

(2) yp’? =p? [X-I(o,..+95)]

ona

WPT 246g = p? IX - I(a,.+.09)]

Compte tenu que les A-unificateurs de chacune des multiéquations ey

est pris en dehors de W donc de Var(S), en regroupant les égalités

précédentes on obtient

WT +4090) =, O {Var(S)]

ce qui termine la preuve de complétude. Oo

@

Tl
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Dans le cas de la théarie vide le théoréne précédent fournit une preuve de

l’algorithme de Martelli et Montanari ainsi que de Vunicité de

l’unificateur principal quand il existe, telle qu’elle est donnée dans

[Jouannaud1982} ou indépendamment dans [aoult1982].

Remarque : I] est important de comparer cet algorithme aux algorithmes

classiques d’unification "A la Robinson’. Dans de tels algorithmes dés que

l’unification d'une partie de l’équation détermine une solution celle-ci

est répercutée dans les deux termes par instanciation (avec copie comme

dans L’algorithme de Robinson ou sans copie comme dans les algorithmes de

Corbin-Bidoit ou fFages). On n’a pas dans ce cas 4 prendre en compte une

hypothése comme la forte complétude. Par exemple pour A = {a = ara},

l’équation f(y,xty) == f(z,x) se décompose immédiatement et on obtient

(y == z) < (x s= x+y). Mais A n’étant pas fortement compléte, on ne peut

conclure par le théoréme précédent, en effet la résolution de x == x+y

imposerait (y < a) et la résolution de y == z, (y z) par exemple, il

faudrait donc une étape suplémentaire permettant d’unifier les contraintes

y <= aet y == z, ce qui peut présenter en général (contrairement au cas

présent) des difficultés.

Par contre avec un algorithme "& la Robinson” comme celui preposé par Yel-

ick [Yelick1985] et en reprennant le mém2 exemple, on obtient la contrainte

(y # z) qui par instanciation dans x+y == x améne 4 la résolution de x+z

== x dont la A-sclution combinée 4 (y ‘¢ 2z) donne la A-solution de

l’équation {(x “a ), (y — a), (z © ad}.

On peut done considérer L’ approche de décomposition-fusion-mutation suivie

de la résolution des systémes par SUBST comme une méthode "sans instancia-

tions”, par rapport aux algorithmes ’4 la Rabinson’, ceci ayant les
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conséquences que nous venons de voir sur les hypothéses nécessaires.

6. L’étude standard de l’unification dans une théorie équationnelle

Aprés avoir montré comment obtenir des disjonctions de systémes

complétement décomposés, nous venons de voir comment résoudre les systémes

de multiéquations complétement décomposés obtenus, pour de *bonnes”

théories c’est-ad-dire pour les théories fortement complétes et strictes.

Pour ce type de théaries nous obtenons donc un schéma unifié d’étude de

l’unification. La décomposition et la fusion ne dépendent pas de la théorie

tandis que les opérations qui dépendent de la théorie sont maintenant

"Factorisées” dans la mutation. Cela permet d’implémenter facilement des

bibliothéques d’algorithmes d’unification comme celle qui est construite

dans REVEUR3 [Kirchner1985].

fn conclusion, pour décrire un nouvel algorithme standard d’unification

pour une théorie A il faut :

@ Déterminer 1’ opération de mutation d’un systéme et prouver sa correc-

tion,

@ Faire la preuve de terminaison du processus de décomposition fusion

mutation,

9 Montrer que A est une théorie fortement compléte et stricte.

Nous appliquerons cette approche dans les études de théories qui vant

suivre.
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CHAPITRE 3

LES THEORIES SYVIITAXIQUES

La construction d’algorithmes d°unification pour une théorie

équationnelle A est une opération artisanale et cela restera toujours vrai

en général puisque l’unification équationnelle est indécidable comme l’a

montré P.Szabo dans sa thése [Szabol982] pour A réduit aux axiomes

d’associativité et distributivité, ou encore pour l’associativité commuta-

tivité distributivité. Plus récemment Arnborg et Tiden [Arnborgi985] ont

montré que l’unification dans Dg(*,+) U A(+) U Ng(*,1) U Nd(#,1) était

également indécidable.

Néanmoins, nous allons voir dans ce chapitre comment le formalisme que nous

avons développé va nous permettre, par les outils qu’il fournit, de con-

struire automatiquement les algorithmes d’unification associés a certaines

théories équationnelles. A terme, outre les cas ot la méthode de construc-

tion automatique que nous allons développer permet de conclure, les outils

que nous proposons, associés 4 la RE-surréduction que nous étudierons plus
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loin, permettront la réalisation de systémes assistant l’utilisateur dans

la construction d’un algorithme d’ unification.

Pour déterminer un algorithme d’unification la premiére partie diffi-

cile est de construire l’opération de mutation associée 4 la théorie. Or

l’expérience montre que dans bon nombre de cas on peut déduire de fagon

simple l’opération de mutation de la forme des axiomes de la théorie,

Prenons par exemple la théorie réduite 4 la commutativité : x+y = y+x. IL

est clair que d’une part les équations du type

e = (utvesu’+v’)

avec * # + n’ont pas de A-solutions et que d’autre part si ¥=+, alors e est

A-équivalent & la disjonction des systémes

S, =u

c<<ce
v

Ss, = fu
v uune

5, est obtenu en considérant qu’il n’y a pas d’application de 1’axiome en

téte, alors que S, est le systéme qui résulte d’une application de 1’axione

en téte. L’opération de mutation étant ainsi déterminée et le processus de

décomposition-fusion-mutation terminant puisque la taille des équations

diminue strictement par mutation et décomposition, nous avons un algorithme

complet et fini d’unification modulo la commutativité du symbole +. Le

méme raisonnement permettra également de conclure pour un ensemble fini de

symboles commutatif.

Sur cet exemple simple (que nous justifierons complétement dans la suite)

nous voyons que pour certaines théories, la mutation peut se déduire

facilement, en fait syntaxiquement, de la forme des axiomes. I1 n’en est
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pas de méme pour toutes les théories, comme on peut le constater avec

Vassociativité-commutativité!

1, Les théories syntaxiques

Nous introduisons tout d’abord les notations propres a cette partie.

Afin d’éclairer le formalisme, nous développerons parallélement 1’ exemple

de la théorie que nous noterons C, constituée d’un nombre fini de symboles

commutatif.

1.1. Définitions et exemples

Dans toute cette partie nous supposerons que les ensembles d’axiomes

considérés sont potents. Cela exclut dont des ensembles d’axiomes con-

tenant par exemple 1’ idempotence x + x = x ou l’involution ~(-x) =

Oéfinition 61 : Soit T(A) l’ensemble des tétes d’axiomes de A défini par ;

TA) = {{f,f°} | 3 {g,d} € A tel que top(g)=f et top(d) = f’}.

Soit A(f,f’) l’ensemble des axiomes de la théorie dont les symboles de

tétes sont f et f’, c’est a dire :

A(f,f?) = {{g = d} | top(g) = f et top(d) = F’}.

Noter que si f = f? chaque axiome apparait 2 fois dans A(f,f’).

Nous dirons qu’un ensemble d’axiomes A est résalvant ssi pour tous termes

tes F(t) y+.5t,) ett’ = F(t yee eot)”) tels que {f,f7} € T(A) +

ef=fietV¥je [l..n],

ou
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* il existe un élément g=d de A(f,f’) tel que Var(g) U

Var(d) soit disjoint de Var(t) U Var(t’) (ce qui est

toujours possible par un renommage des variables) et une

substitution o tels que :

-Vjeéfl..nal, ty =p o(g) 5)

et

-Vke[l..p], ty? =, old).

On appelle théorie syntaxique toute théorie équationnelle pour laquelle il

existe un ensemble fini et résolvant d’axiomes qui l’engendre. O

L’intérét des théories syntaxiques est de permettre la généralisation, par

la forme des axiomes, d’une équation. Nous définissons cette généralisation

qui peut étre considérée comme une forme de décomposition.

Définition 62 : Soit A un ensemble d’axiomes potent. Soient e =

(F(t,,..-t)) =. PP(ty? yee td) une équation et W un ensemble de variables

dites protégées, contenant Var(e).

Si f=f? on note Dec, (e) le systéme tt z= t;’ pour j dans [l..n]}. (Cela

prolonge la définition de la décomposition 4 un niveau a des équations dont

le symbole de téte n’est pas décomposable. )

Gn désigne par Gen_ax(e,A,W) la disjonction de systémes contenant exacte-

ment tous les systémes tt; ss 9 j pour j dans [1..n], t,’ == d), pour k
k Ik

dans {1..p]} pour g = d dans A(f,f’) et o& lon suppose que toutes les

variables de tous les axiomes g=d ont été renommées de telle sorte que

(Var(g) U Var(d)) NW =o.

La généralisation de e par les axiomes de A est définie comme étant

l’unificande
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Gen(e,A,W) = Gen_ax(e,A,W) si f # f’

au Gen_ax(e,A,W) U [Dec (e)] sif=:f?. O

Exemple 31 : En reprenant l’exemple de l’intsoduction avec l’axiome x + y =

y +x et l’équation u+v == u’ + v’ :

Gen(e,A,W) = [{u == u’, v == v’} (= Dec, (e) )

{x == v, y=seu, x seu’, yssv’} (Cy+xaxty)

{x == uy y =e vy X ee v’, yoo up Cx+tyeytx)

Si on considére la théorie A contenant le seul axiome -(x+y) = (-y) + (-x)

et l’équation e=(-f(a,b) == f(atz) + b) alors

Gen(e,A,W) = {fla,b) == x+y, Flatz) == ~y, b == -x}

La généralisation par les axiomes est une transformation conservant la

complétude des unificandes pour les théaries syntaxiques. C’est ce

qu’exprime le résultat suivant :

Théoréme & : Si A est un ensemble résolvant d’axiomes non potents, alors

pour toute équation indécomposable e = (f({t,,. AEDES RED sm “ERD,

Gen(e,A,W) “A e.

Preuve: Posons U = Gen(e,A,W), il faut montrer que pour tout ensemble com-

plet de A-solutions = de U, = est un ensemble complet de A-
|Var(e)

solutions de e.

1) Montrens tout d’abord que est un ensemble de A-
|YVar(e)

solutions de e.

Soit ao une A-solution de U. I] existe donc un systéme S de U dant o

est A-solution.

Si ce systéme est Dec, (e), il est clair que ag est bien A-solution

de e.
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Sinon il existe g = d dans A(f,f?} tel que o soit A-solution du

systéme S$ = ft, == 9), pour j € (i..nl, t)’ s= dy) pour k €
j Ik

[1..pJ]}. On a donc

o(F(ty,.-.,t )) = Fla(t)),.+.,0(t))

=a Flo(g) 1), .++,0(g1,)) = o(q)

=1 o(d) = Thora) agra pei dy D0

=, a(f(t “ag an Ee

Ce qui prouve que o est bien A-solution de e.

2) Montrons maintenant la complétude de £ :
|Var(e)

Va€ ES(e,A) Jao € ¥ tel qua Sy a [Var(e)}.

L’équation e sera notée t == t?. a ES(e,A) <=> a(t) =, a(t’), de

deux choses 1’une,

a) f = f? et pour tout j de [1..n] on a alt 5) =, att 7), ce qui

assure que a est une A-solution de U,

b) il existe un élément g=d de A(f,f’) et une substitution ph tels

que D(y) M Var(e) =e et Vj € [l..n], a(t.) =4 H(9) 5) et Vk E

, =f1..p], a(t, ) =, Bods).

+a a un sens puisque p et a ont des domaines disjoints et c’est un

A-unificateur de U puisque c’est une A-solution de 1’un de ses

systémes.

Posons } = a dans le cas a) et A = at dans le cas b).

On a donc MN var(e)=% dans tous les cas. Comme X est un ECU de U et

que A est A-solution de U, il existe une substitution ¢ de X telle

que

po = A {Var(U)]

Ce qui implique puisque Var(e) © Var(U)
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peo = h [Var (e) J

D’at la conclusion. O

Nous obtenans donc en généralisant e par Gen(e,A,W) une opération de muta-

tion pour les théories syntaxiques, Le probléme qui se pose alors est de

prouver qu’une théorie est syntaxique et ce si pessible de fagon automa-

tique. C’est ce prabléme que nous abordons maintenant.

2. Conditions suffisantes pour qu’une théorie soit syntaxique

Nous allons donner des conditions suffisantes permettant de s’assurer

qu’une théorie est syntaxique. La premiére est simplement une condition sur

les occurrences d’application des axiomes dans la preuve d’égalité de deux

termes. Nous en déduirons une condition sur les paires critiques d’axiomes

et un algorithme de complétion d’un ensemble d’axiomes A en un ensemble

d’axiomes A’ qui soit résolvant.

Proposition 4 : Scit A un ensemble d’axiomes tels que pour tous termes t =

F(tyye.ot) et t’? = RE OP 9 PAGE A-égaux il existe une preuve

t = vy [-{ fm] y |J-| ... [-{{m, 1 viet

avec au plus 1’un des m égal dc, pour j dans [0..n-l]. Alors A est

résolvant.

Preuve: Soient t et t’ deux termes quelconques tels que t =, t’. Par

hypothése, il existe une preuve

- _ = we = at= vy | [Emp] Yy | [tm] v t

avec au plus l’un des Ms égal ac.
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Si aucun des ms n’est c, la preuve ne comportant aucune application

d’un axiome en téte, on a nécessairement f = f’ et pour tout j de

{l..n], t, =, t.’.
J Aj

S’il existe k dans [0,n-1] tel que m= €, et si l’axiome appliqué

est gsd, ona

[ lv zt?t= vy |-|{m1] Vive |-| vy [-|[fe,ged] v mol,kel I-] ..

ou v, et v s’écrivent nécessairement
k k+l

_ yk k — gee kel k+l ,Y= Flvyseres¥E)s Veal = f Ww a ) et par conséquent,

k
our tout j de [l..n] : t. =, vo =gq).p J ja j Ip

k
' ’ - Epour tout 1 de [1..p] : t’l =, 1 5 dy): |

Nous verrons sur un exemple (la commutativité droite) que la réciproque est

fausse : il existe des ensembles d’axiomes résolvants pour lesquels cer-

taines preuves contiennent forcément plusieurs applications d’axiomes en

téte,

Dans ce qui suit nous allons donner des conditions suffisantes locales,

permettant de s’assurer qu’un ensemble d’axiomes est résolvant.

Nous noterons t |-s-|[#e] t” si dans cette chaine d’application d’axiomes

aucune application n’a lieu en ec.

Définition 63 : On dit qu’un ensemble A d’axiomes est €-confluent ssi les

deux conditions suivantes sont satisfaites pour tous termes t,, t,, t
0’ “1? “2°

1) Si

b i-[le] to |-|[el t,

alors il existe des termes w et w’ tels que
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t |-«-|{#e] w [-8-][e] we J-e- [#e] to

avec 6 = 0 ou l,

2) Si

t, [-lfel ty |-+-[[#e] ,,

alors il existe ty tel que

t, -*-[[#e] t, |-8-[Le] 1,

avec 6 = 0 ou l.

Ce qu’on peut schématiser, en représentant l’hypothése par des traits

pleins et la conclusion en pointillés, par :

t t

ZL mS qe
& #E

d By Lf x
ty tytip Tae awe - oat

ye '€ #e 2 L .

No bea
“a Sy Ve |

i

|

|
ie

La e-confluence peut s’exprimer également de la maniére suivante : |

Lemme 20 : Un ensemble d’axiomes A est c-confluert ssi pour tous termes t,

ty, tos t, et pour toute occurrence m tels que

- -_ La f=t) |-[[e, ged] t [-|[m,g’=d'] by [-n-|[#e] bs

avec n € N, il existe un terme w tel que

ty |-*-|[#e] w [-6-][e] t, avec 6 = 0 oul.
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Preuve: Conséquence immédiate de la définition. 0

Lemme 21: Si A est un ensemble d’axiomes c-confluent alors A est

résolvant.

Preuve: Pour tous termes t et t’ tels que t =, t’, nous allons montrer
A

qu’il existe une preuve de t =, t? qui ne fait intervenir qu’une

seule application d’axiome 4 l’occurrence c, cela nous permettra de

conclure en appliquant le résultat précédent.

Raisonnons par récurrence sur le nombre n d’applications d’axiomes

a l’occurrence « d’une des preuves de t =n ele

Si n= 0 ou l, c’est clair.

Sinon, s’il existe deux applications d’axiomes consécutives a

J’occurrence «£, on applique 1) et on conclut par récurrence, dans

le cas contraire om applique 2) de fagon @ se ramener au cas

précédent. C’est ce que nous détaillons maintenant.

a - L = = 't =v | [Lmg] 4 [-[ -.. | lfm] yea

Soient LF et m des deux premiéres occurrences de cette preuve

égale a ¢. On a donc

v5 elim) vy, bal yy Felt) v5

Si q = 0, alors la condition 1 de e-confluence et l’hypothése de

récurrence permettent de conclure puisqu’on a la preuve suivante :

t |-*-| iF J-a-[ v J-x-| t?
1+1

qui me comporte plus que n-1l applications d’un axiome ow
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l’eccurrence ¢.

Si q #0 les conditions 1 et 2 permettent de conclure en suivant le

schéma suivant :

Vjel

#€ E £

w |-¥-|[4e]TM, |-e-| », |-¥~{[4e] -#-[ t?“Lel |

Formellement,

5 |-[fe] “ial ]-+-| [#2] Yy

implique par la condition 2 de e-confluence l’existence d’un terme

w tel que

¥; |-¥-|[#e] w et y |~|Cel w.

En sachant que

w {-|[e] “i |-{[e] Yvel

la condition 1 de e-confluence permet de conclure 4 1’existence

d’une preuve

w f-«-[(#e] wi |-[[e] w2 ]-x-|[#e] Yar

La preuve de t =, t’

t |-«-|[#e] y; |-x-|f#e] wi [-[Le] w2 |-«-][#e] J-x-f t?
Vidal

ne comporte plus que n-l applications d’axiome a l’occurrence « et
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l’hypothése de récurrence permet de conclure.

Le lecteur familier avec les preuves localisées sur des axiomes ou des

régles de réécriture [Knuthl970,Huet1980, Jouannaud1984] pensera bien sGr a

localiser sur des paires critiques adéquates la vérification des conditions

1 et 2 du résultat precédent. C'est ce que nous allons faire maintenant.

Définition 64 : Sait A un ensemble d’axiomes. Rappellons que (p,q) est une

paire critique ssi il existe deux axiomes g=d et g’=d’ de A, une occurrence

oc de O(g) et un g-unificateur o de Gee et g’ tels que p= o(d) et q =

OF oceg ])

On dira qu’une paire critique (p,q) est e-confluente ssi

soit p |-«-|[#e] q,

ou bien,

il existe un terme w tel que p |-*-|{#e] w |-|[e] q.

Ce qu’on peut schématiser par les diagrammes

p |-#-[[#e] q ou p

Proposition 5 : Un ensemble d’axiomes A est e-confluent si et seulement si

toute paire critique (p,q) est e-confluente.

Preuve: Il est facile de vérifier que la «e-confluence implique la e-

confluence des paires critiques.

Réciproquement, soit t, tp to t, des termes tels que
3

=1275

t, |-Hle,ged] t {-[lm,g’=a"] t, [-n-|f#e] t,.

Raisonnons par récurrence sur n.

Sin = -l c’est trivialement vrai.

Pour n 2 0.

Sim ¢ 0(g) (donc m # £) alors il n’y a pas de paire critique sous

jJacente et par conséquent il existe t, tel que
4

t, I-[fm,g’=d7] t, |-[fe,g=d] t, |-n-|f#e] t,

ce qui permet de conclure en appliquant I]*hypothése de récurrence

sur la preuve de ty =, t,.

Si au contraire m € O0(g) alors soient a et B les substitutions de

domaines respectivement inclus dans Var(g) et Var(g’) ot 1’on sup-

pose que Var(g) M Var(g’) = @ (il est toujours possible de renommer

les variables des axiomes) et telles que t = a(g) et tin = B(g’).

On a donc

= B(g’) = atfi(g’).itCa+B)(g),) =0(9) 1, = is

Donc a+f est un e-unificateur de Bm et de g’. Soit o l’unificateur

principal de In et g’, il existe donc p tel que ps = a+6. Soit

(p,q) la paire critique telle que p = o(c) et q = eg? | On a

donc

t, = w(p) [-{Le,g=d] o(g) |-[[m,g’=07] w(q) = t,

Or par hypothése sur la m-paire critique (p,q),

soit p |-*-|[#e] q auquel cas

ty = u(p) |-*-| [#e] pq) = ty
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ce qui permet de conclure indépendamment de n,

soit il existe un terme w tel que p [-¥-[[#e] w ]-[[e] q d’oa,

oty = w(p) [-*-[[#e] wow) |-[Lel p(q) = t, |-n-] [He] ts

Ce qui permet de conclure en appliquant l’hypothése de récurrence

t,. Osur la preuve de y(w) =, ty

On obtient donc une condition suffisante permettant de tester si un ensem-

ble d’axiomes est résolvant :

Corollaire 3 : Tout ensemble d’axiomes A tel que toute paire critique soit

e-confluente est résalvant.

L’intérét de ce résultat est de donner le moyen de calculer automatiquement

une condition suffisante pour qu’un ensemble d’axiomes soit résolvant. Cela

permet donc de déterminer autamatiquement pour les ensembles d’axiomes dont

toutes les paires critiques sont e-confluentes l’opération de mutation.

Pour ce type de théories nous savons par conséquent construire automatique-

ment un algorithme de A-unification dont il ne restera plus qu’a prouver la

terminaison, ce qui d’ailleurs n’est pas toujours simple.

Avant de montrer sur des exemples l’efficacite de cette approche, terminons

cette partie par un algorithme de complétion.

3. Un algorithme de complétion

Comme dans tout algorithme de complétion équationnelle

[Knuthi970, Jouannaud1984], si la propriété requise sur les paires critiques

n’est pas satisfaite, on compléte l’ensemble des objets considérés, ici

Vensemble des axiomes, par le ou les objets permettant d’assurer, au moins
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localement, la propriété.

Ici nous allons donc calculer les paire3; critiques d’axiomes et

vérifier si elles sont e-confluentes. Si oui, il n’y a pas de probléme.

Sinon, on ajoute 1’axiome qui permet de rend:e la paire critique c-

confluente.

D’od la procédure de complétion :

Complétion_unificationnelle(A : ensemble d’ axioms)

RETOURNE (ensemble d’axiomes)

B : ensemble d’axiomes := 0

TANTQUE A est non vide FAIRE

Choisir un axiome g=d dans A

Calculer les paires critiques de g=d sur lui méme et avec les

éléments de B.

Ajouter toute paire critique non e-confluente pour A U B dans A.

Ajouter g=d dans B

REFAIRE

RETOURNER(B)

FIN complétion_unificationnelle

Si cette procédure termine elle retourne un ensemble fini et résolvant

d’axiomes. Sinon moyennant une hypothése de choix équitable de 1’axiome g=d

dans A, l’ensemble infini d’axiomes engendré est résolvant,

L’ implantation de cette procédure (re)pose le probléme du calcul de la A~

égalité a partir d’axiomes. Si on impose que cette A-égalité se fasse en

une seule application d’axiomes il n’y a pas de difficultées mais dés que

l’on s’autorise des chaines de E-égalités, ce que nous faisons ici lors du

calcul de e-confluence des paires critiques, il faut s’assurer que le pro-

cessus ne boucle pas.

Une implantation de réécriture "non terminante” qui posséde de nombreux

points communs avec ce probléme a été réalisée par R. Gobel dans le projet

SEKI [Gobel1983}. Elle est basée sur une détection des boucles lors des

réécritures. Une implantation de l’algorithme de complétion
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unificationnelle pourra s’en inspirer. Notons que si les _ classes

d’équivalence sont finies, la vérification se limite 4 un parcours de la

classe.

4. Exemples et applications

Nous allons appliquer les résultats généraux obtenus, 4 la construc-

tion d’algorithmes d’unification pour des théories syntaxiques.

4.1. Théories constituées d’un nombre fini d’axiomes de commutativité

Nous considérons ici le cas d’un ensemble C d’axiomes de commuta-

tivité de symboles de 1’algébre.

C = {x +t yey t,x | ie 1}

Ce probléme a été étudié par J. Siekmann [Siekmann1979] pour I réduit 4 un

singleton et avec une approche particuliére a la théorie. Des améliorations

de l’approche "naive”, de décomposition suivant la forme des axiomes, sont

proposées. Il ne nous semble pas qu’elles apportent un réel gain

defficacité.

Nous appliquons denc les résultats de ce chapitre a C.

Tout d’abord, il est clair que l’ensemble des symboles décomposables est

F-(+, | i € I}.

Etudions maintenant la mutation.

Proposition 6 : C est un ensemble résolvant.

Preuve: C’est évident car toute les paires critiques sont trivialement c-

confluentes. (J
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Toute équation e = (u +, Voss u’ +; v’) se géneraiise donc dans la disjonc-

tion de systéme :

U=z[{ uss uw’, v ss v’},
{x == v, y ss u, xX s=u’, y sev’ 4}

{x s=u, y=s=ev, x sx v’, yee ur } J

qui fusionne en

ur = [ fu ss u’, v == v’d,
{ x s= v zx u’, y ss u == v’ }

{x ss use vw’, yesvssu’ Fo]

Mais comme les variables x et y de U? n’apparaissint pas dans e et qu’elles

n’apparaissent pas dans les termes de U’, la disjanction de systémes

v’},
vw} ]

u” = [ u,v

uw’, ua e< c Hoon OfHOW a < cc nou ih oot co< < sk wow oon wtb uo
Red eed ww Jv

déduite de U’, généralise également e : U” =>C e. On pose donc pour toute

équation indécomposable et non complétement décomposée : Mut(e) = U”. Pour

tout systéme S et toute équation e de S nen complétement décomposée et

indécomposable : Mut(S) = Sle < Mut(e)].

Lemme 22 : L’algorithme de C-unification standard termine pour 1’opération

de mutation que nous venons de définir.

Preuve: La décomposition et la mutation font strictement décroitre la

taille des termes alors que la fusion conserve cette taille, cela

assure donc les terminaison du processus de décompasition fusion

mutation pour les théories C.

Cela justifie l’exemple donné dans 1’ introduction de ce chapitre.



-132-

4.2. La transitivité

Nous étudions dans cette section l’unification modulo l’axiome permu-

tatif impliquant la transitivité :

T(*,eq) : (x eq y) * (y eq z) = (x eq y) * (x eq z)

eq est souvent interprété comme l’égalité et * comme le “et” booléen.

L'unification modulo cet axiome est noté comme un probléme ouvert dans

{Paul1984]. Nous allons montrer que la théorie engendrée par 1’ ensemble

T= {T(*,,eq) | i € I}

est syntaxique et que l’algorithme standard d’unification qui en découle

termine.

Tout d’abord, il est clair que l’ensemble des symboles décompasables

est Ff, | i € I} car eq n’apparait pas en téte d’axiome.

Etudions maintenant la mutation.

Proposition 7 : T est un ensemble résolvant.

Preuve: En effet, les paires critiques sont trivialement c-confluentes. O

Toute équation u #, Voss uw’ *i v’ se généralise donc dans la disjonction de

systéme
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uU= [

Decl(e)

{ u == u’, v sz v'}

décomposition par (x eq y)# Cy eg z) = (x eq yes (x eq z)

{ u == x eq y, v == yeqz, uw’ == x eq y, Vv’ == x eg z}

décomposition par (x eq ya (x eq z) = (x eg yes ly eq z)

{uss x eq y, v == x eq z, u’ == x eqy, v’ ss yeqz} J

Nous définissons donc la mutation d’une équation e par Mut(e) = U et la

mutation d’un systéme par extension, Mut(S) = S[2 « Mut(e)].

Proposition 8 : L’algorithme de TJ-unification standard termine pour

L’opération de mutation que nous venons de définir.

Preuve: Pour tout terme t et tout symbole f de 1’algébre considérée, rap-

pelons que nous notons ltl, le nombre d’occurrence de f dans le

terme t. Pour toute multiéquation e, tout systéme S et toute dis-

jonction de systémes U on pose

lel. = = ltl. et
t€e

Is], = = fel
f ecs f

w(S) = x Isl,
ie! i

pu) = = p(s)

SEU

La mutation fait strictement décroitre la mesure de complexité yp

sur les systémes tandis que la fusion comme la décomposition la

conservent. Cela assure la terminaison du processus’ de

décomposition fusion mutation. O
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4.3. Transitivité et commutativité

Nous allons donner un algorithme d’unification dans le cas ol on sup-

pose en plus de la transitivité de * que le symbole eq est commutatif.

Pour simplifier les preuves nous ne considérerons que la théorie engendrée

par les axiomes T(¥,eq) et C(eq), pour deux symboles eq et * de F.

L’extension a des théories comportant plusieurs couples de symboles

différents vérifiant ces deux axiomes ne présente pas de difficultés

particuliéres. On pourra également la voir comme une conséquence de notre

étude des mélanges de théories.

Soit T.C l’ensemble des axiomes

(1) T(#,eq) : (x eq y) * (y eq z) = (x eq y) * (x eg z)
(2) Cleq) :xeqy=yeqx.

L’ensemble des symboles décomposables est F-{%, eq}.

Nous allons calculer toutes les paires critiques de (1) et (2) pour

vérifier leur e-confluence. Afin d’expliciter les calculs nous représentons

les paires critiques par des diagrammes dans lesquels 1’ indication * i>,m ”

signifie que l’axiome i a été appliqué 4 l’occurrence m et de gauche a

droite par rapport a l’écriture qui le définit.

Les paires critiques de T(¥,eq) ou C(eq) sur eux-mémes sont trivialement

e-confluentes.

Pour les autres :

Soe oma

Sere eal
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* lle % 22,1 ¥

f/ * / * 4 *

eq eq eq eq eq eq

/ ~ f Au y” / / *

x y x z x yy z y xy z

2>,1 l>,¢

%

/

eg eq

Sf ~ ff *

y x x z

et

p= ¥* <l,e * 2>,2 * =2q

f/ * {/ * / *
eq eq eq eq eq eq

/ ~*~ f * f/ ~ ff * f* f *

x y x z x yy z x yz y

Qr on ne peut pas appliquer un axiome en téte sur q sans confondre des

variables et la commutativité de eq ne suffit pas a montrer que p = q. On

va done ajouter 1’ axiome

(3) (x eq y) * (x eq z) = (x eq y) * (z eg y)

La paire critique précédente (p,q) est alors trivialement « confluente.

* ld,e * 27,1 *

f° / f°

eq eq eq eq eq eq

f/f f ~*~ f * J ~ f *

x yy z x y x z y x x z

2>,1 =

*

/

eq eq

J ~ ff

y x x z

Cette paire critique est donc e-confluente, mais
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* L>,e * 2>,2 * =q

/ / {/ *
eq eq eq eq eq eq

f- f * {~~ f * f/~ f *
x yy z x y x z x yz x

n’est pas e-confluente car aucune application de (1) ou (3) sur q ne permet

de e-confluer.

On ajoute donc 1’ axiome

(4) (x eq y) * (y eq z) = (x eq y) # (z eq x)

ce qui rend la paire critique précédente trivialement e-confluente.

Les paires critiques de (3) et (4) sur eux méme sont clairement c-

confluentes. Calculans les autres.

* S>,€ * 2>,1 #

f° / * / *
eq eq eq eq eq eq

/ > fF * / / * J * f *
x yx z x yz y y Xz y

2>,1 4>y,e

*

,

eq eq

f ~ f *

y x x z

SSS
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% B>,E *

/ /

eq eq eq eq

f* fF * f/f *

x yx z x yz

2>,2

¥

/ .

eq eq

f/f
x yz

* <3,£ *

{/ * f°

eq eq eq eq

J ~ f * ff *

x yz y x y x

2>,1

*

/ .

eg eq

f* f

y x Zz

x <3,e ¥

f * / *

eq eq eq eq

ff * f ~*~ f *

x yz y x yx

2>,2

*

/

eq eq

f/~ f

x yy

Les paires critiques de (4) avec (2)

s

Zz

2>,2



<4,e

<4,e

4>,€

-138-

B>,E
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* A>,e # ayn *

/ * / * / *

eq eq eq eq eq eq

A * fs * f~ f * J fF *

x yy z x yz x x y x z

2>,2 Bye

#

fo

eq eq

J Ff *

x yz y

Il ne reste plus qu’a calculer les paires critiques de (1) (3) et (4) entre

eux. Nous laissons le lecteur se convaincre qu’elles sont e-confluentes.

Nous pouvons donc conclure

Proposition 9 : L’ensemble des axiomes

(x eq y) ¥ (x eq z)

y eq x

(x eq y) * (z eq y)

(x eq y) ¥ (z eq x)

(1) (x eq y) * (y eq z)
(2) x eq y

(3) (x eq y) * (x eq z)

(4) (x eq y) * (y eq z) no how on
est résolvant pour la théorie engendrée par T.C.

Cela nous permet de construire l’opération de mutation d’une équation:

Sie = (u* v == u’ * vy’) alors,

Mut(e) = [ { u == u’, v == v’},

décomposition suivant (x eq y) * (y eq z) = (x eq y) * (x eq z)

{ u == x eq y, Vv == y eq z, uw’? == xX eq y, VW? == x eqz }

décomposition suivant (x eq y) # (x eq z) = (x eq y) * (y eg z)

{ u == x eq y, v == x eq z, Ww? == x eq y, v’ s= y egz }

décomposition suivant (x eq y) * (x eq z) = (x eq y) * (z eq y)

{ uss x eqy, Vv == xeqz, U == xeqz, v? == zeqy }

décomposition suivant (x eq y) * (z eq y) = (x eq y) * (x eq z)

{ u == x eq y, v == z eq y, u’ == x egy, v’ == x eq z }

décomposition suivant (x eq y} * (y eq z) = (x eq y) * (z eq x)

{ u == x eq y, v == y eq z, uw’ == x eqy, v’? == z eq x }

décomposition suivant (x eq y) # (z eq x) = (x eq y} * Cy eq z)
- »{ u s= x eq y, v == z eq x, WU’ xeqy, vw? == yeqz } ]
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Sie = (u eq v == u’ eq v’) alors en reprenant ce que nous avons vu pour la

commutativité ;

Mut{e) = { { u =s u’, Vv ss v'},

{ == Vly Voss u’}]

Si e = ( u eq v == u’ ¥ v’), Mut(e) = a,

Par ailleurs, la mutation fait strictement décroitre la mesure

= I (lebe ECleL, + leleg

ce qui assure la terminaison du processus de décomposition-fusion-mutation

pour la théorie T.C.

On voit que pour travailler modulo les axiomes précédents auquels on

ajoute la commutativité de *, il est préférable d’automatiser la

complétion. On obtiendra dans ce cas un algorithme d’unification pour la

théorie constituée des axiomes T(*,eq), Cleq) et C(x).

4.4. Vers un algorithme d’ unification pour une axiomatisation du "si alors

Le "si alors sinon”, est une instruction fondamentale dans la plupart

des langages évolués. Bloom et Tindell [Bloom1983] ont trouvé un ensemble

d’axiomes (Cond) tels que 1’ensemble des assertions valides dans la classe

€ des algébres o un symbole de fonction est toujours interprété comme un

test "si alors sinon”, coincide exactement avec celui des assertions prouv-

ables par l’ensemble d’axiomes (Cond) suivant :

a
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(1) c(Q,x,y) =a

(2) ¢(x,0,0) = 9

(3) c(t,x,y) =x
(4) c(f,x,y) = y
(5) c(x,x,y) = c(x,t,y)

(6) clx,y,x) = e(x,y,f)

(7) c(x,c(x,y,z),w) = c(x,y,W)
(8) clx,y,e(x,z,m)) = clx,y,w)

(9) c(elx,y,z),u,v) = clx,ely,u,v),c(z,u,v))

(10) e(x,cly,z,u),cly,v,w)) = cly,ce(x,z,v),ce(x,u,w))

Formellement, soit F = {O, t, f, c} unm ensemble de symboles d’arité respec-

tive 0, 0, 0, 3. Soient tt et ff l’interprétation de t et f dans toute F-

algébre I. C est la classe des F-algébres I satisfaisant pour tous d, d’,

d’” du domaine de I :

c,(d,d’,d?") d’ si d= tt

d’’ sid = ff

O sinon

Mais, C n’étant pas fermée par produit [Guessarianl977], C n’est pas une

variété équationnelle. Cependant comme 1’ont montré Bloom et Tindeli t=t’

est valide dans C si et seulement si t = cond t’. fe résultat a été étendu

a un alphabet F quelconque par C. Benoit [Benoit1984]. Pour décider de la

Cond-égalité on souhaiterait compléter Cond en un systéme de RE-réécriture

canonique pour un bon choix de E. Il faut donc pouvoir travailler modulo

les axiomes permutatif de Cond et donc disposer d’un algorithme

d’unificatian modulo ces axiomes. C’est dans cette optique que nous allons

donner un algorithme d’unification modulo les axiomes (5) et (6). [1

restera alors a4 traiter avec l’axiome (10), ce qui sera tenté dés qu’une

implantation de l’algorithme de complétion unificationnelle existera.

Théoréme 9 : Soient les axiomes

(5) e(x,x,y) = e(x,t,y)

(6) clx,y,x) = c(x,y,F)
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(5') clx,x,f) = e(x, t,x)

(6?) c(x,x,x) = e(x,t,f)

L’ensemble de ces axiomes est e-confluent.

Preuve: Il suffit de calculer les e-paires critiques. D

Nous disposons done d’une opération de mutation pour la théorie constituée

des axiomes (5) et (6). Elle est définie par :

Sie = (c(u, v, w) == c(u’, v’, w’) alors,

Mut(e) = [ { u == u’, v c= v’, was w’},

décomposition suivant c(x,x,y) = e(x,t,y)

{ uss v == u’ s= x, Wee wW =z y, v? = th}

décomposition suivant c(x,t,y) = c(x,x,y)
{uss u? z= v? == x, vee t, Woe Ww == y}

décomposition suivant c(x,y,x) = e(x,y,f)

(uss u’ sx Ww se x, Vv ss Vv’ z= y, Ww’ == f}

décomposition suivant c(x,y,f) = e(x,y,x)

{ uss wu’ ssw se x, v == v? y, w == f}

décomposition suivant c(x,x,f) = c(x,t,x)
{ use v cs u’ sew’ == xX, Was f, v’? == t}

décomposition suivant c(x,t,x) = e(x,x,f)

{uss W == u’ == v’ == xX, vse t, Ww’ =z fi

décomposition suivant c(x,x,x) = ¢(x,t,f)
{use v 2s wesw sxx, v’ cot, Ww == fF}

décomposition suivant c(x,t,f) = c(x,x,x)

{ uss u’? == v’ sx Ww’ == x, vss t, Wes F} J

La terminaison du processus de décomposition-fusion-mutation est

claire du fait que l’opération de mutation que nous venons de décrire fait

strictement décroitre la taille des termes considérés dans les

multiéquations.

Un algorithme d’unification modulo 1l’ensemble des axiomes de Cond

pourra éventuellement étre obtenu en combinant de 1’unification suivant la

méthode "syntaxique” que nous avons décrite, pour les axiomes de cond de

type purement permutatif, avec la RE-surréduction obtenue 4 partir des
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axiomes restant dans Cond. Cela pourra étre obtenu a partir d’une extension

du systéme REVEUR3.
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CHAPITRE 4

UNIFICATION ASSOCIATIVE COMMUTATIVE

1. Introduction

L’unification associative commutative (en abrégé AC) est la résolution

d’équations modulo les propriétés d’associativité-commutativité d’un nombre

fini de symboles d’opérations de l’algébre considérée. Cette théorie

équationnelle a été certainement la plus étudiée aprés la théorie vide.

Ceci pour deux raisons. D’une part les propriétés d’associativité-

Commutativité sont associées dans de trés nombreuses structures

algébriques. D’autre part, dans les applications basées sur les techniques

de réécriture on ne peut les dissocier l’une de 1’autre en orientant par

exemple l’associativité en régle de réécriture et en réécrivant modula la

commutativité car —R/E n’a plus alors la propriété de terminaison finie.

En effet si an a (x+y)+z — x+(y+z) et xty = yt+x, alors (x+y)+z 7 x+(y+z)

= (zty)4x > z4+(y+x) =e (xey)#z. Il faut done travailler modulo ces deux

axiomes.



~146-

Par ailleurs, la résolution d’équations modulo 1’associativité-

commutativité est un probléme difficile, contrairement par exemple a ce qui

se passe pour la commutativité seule. Les difficultés résident a deux

niveaux. D’une part la découverte d’algorithme d’unification efficace et

d’autre part la preuve de terminaison de cet algorithme. Historiquement,

les premiers algorithmes ont été donnés indépendemment par Livesey et Siek-

mann [Livesey1976] et Stickel [Stickell975], repris par J.M.Hullot [Hul-

1ot1980]. Mais la terminaison des algorithmes proposés reste alors un

probléme ouvert. Ce n’est qu’une dizaine d’années plus tard que F.Fages

[Fages1984] donnera une preuve de terminaison de ces algorithmes.

Des implantations ont été réalisées par M.Stickel ainsi que dans le systéme

KB [Fages1984] et dans REVEUR3 décrit dans 1’annexe et dans [Kirchner1985],

afin de rendre possible la complétion de systémes de réécriture modulo

lassociativité-commutativité.

Il ne reste plus aujourd’hui qu’une difficulté : celle de permettre

Vunification modulo l’associativité commutativité en présence d’autres

propriétés sur d’autres opérateurs, et la preuve de terminaison associée.

Cela sera une conséquence de 1’étude de 1’unification dans les mélanges de

théories qui est faite dans la suite. Nous allons ici montrer comment le

processus de décomposition-fusion-mutation agit sur les systémes comportant

des symboles AC, puis nous montrerons comment résoudre les systémes de

multiéquations comportant un ou plusieurs symboles AC et des symboles sans

propriété,

2. L’opération de mutation en présence d’opérateurs associatif-commutatif

Nous allons appliquer ici les résultats généraux obtenus dans les
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chapitres précédents, I1 suffit done de déterniner ]’opération de mutation

dés que l’on se trouve en présence de symboles de fonction associatif-

commutatif, en abrégé AC.

2.1. DéFinitions et notations propres au probléme

Qn désigne dans toute la suite par Fac l’ensemble des symboles associ-

atif commutatif de 1’algébre considérée. On ne considére dans cette partie

que des symboles soit sans propriété, soit AC.

Tout terme sera considéré dans cette section scus sa forme aplatie.

Oéfinition 65 : La forme ac-aplati d’un terme t est un couple (f, args)

noté apla(t) of f est un symbole de fonction et args un multiensemble fini

de forme aplatie de termes, récursivement définie par :

- sit €VUF) alors apla(t) = (t, {})

-sits F(t seeey t)) alors apla(t) = (f, args) avec, en notant pour j

dans [1..n] apla(t 5) = (Fy args 5),

* apla(t 5) € args si et seulement si ; ¢ Fac ou in #f

+ args; © args si et seulement si f= fet f Fac. O

La notion de terme aplatie est proche de celle de terme construit avec des

symboles d’arité variable, il faut cependant noter que l’ordre des fils

d’un symbole n’importe pas ici dans la structure de multiensemble.

Exemple 32 : En supposant que + et * sont des symboles AC soit

t= (ax (x +b)) + ((x+y) +a). Ona alors :

apla(t) = (+, ((#, Ca, O), (4, (Cx, O), (by OV): OO), Cy OD,

(a, Q)))

Notation : Nous utiliserons les notations plus agréables suivantes :
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(t, ()) est noté t,

(f, (ty, or to) est noté Fltiss.st)) out, f t, wee F th si f a une
1

notation infixée. La notion d’occurrence s’étend sans difficulté autre que

notationnelle aux termes aplatis.

Par conséquent dans 1’exemple précédent, apla(t) sera noté (ax(x+b))+x+y+a

et ona t(e) = + et t(1) = «.

Afin d’étudier la terminaison du processus de décomposition-fusion-mutation

dans le cas AC, nous introduisons les applications suivantes:

Définition 66 : Pour tout terme t en représentation aplatie on pose

p(t) = x ||

m tel que t(m) € Fac

Pour toute multiéquation e,

ple) = MAX + ep p(t)

pour tout systéme S,

p(S) = MAX es pte)

et pour toute disjonction de systéme U,

p(U) = max U p(s).
SE

Exemple 33 : En poursuivant l’exemple précédent, p(t) = 0+1+2 +3

2.2. simplifications

Si un symbole + est AC, il est réqulier 4 droite et a gauche. Cette

propriété classique permet de simplifier les équations, comme nous 1’avons

montré dans l’étude générale de l’équivalence. Ce qui se traduit, pour tout

symbole f AC et pour tous termes t, ths ty’ (éventuellement variables) et

compte tenu de la mise sous forme aplatie, par 1’équivalence :
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=- —— ’ 3F(t, tis...st)) z= Fite maesnlte E = Flty ss. yth) == F(t, arene ).

La premiére étape dans la mutation AC est par conséquent la simplification

des termes apparaissant dans les deux membres de 1’équation.

2.3. Cas des systémes S tels que p(S) > 0

On peut maintenant introduire la premiére transformation utile dans le

1

cas AC. Elle généralise la transformation Gen” étudiée précédemment.

Soit es((F(ty ys, t) s= F(t5 pelt? toa une équation en représentation

aplatie (c’est a dire telle que les termes qui la composent soient en

Teprésentation aplatie) telle que, f soit un symbole AC. Soit W un ensemble

de variables tel que Var(e) GW. On généralise tout d’abord cette équation

de fagon minimale, en un systéme d’équations : a4 tout terme non variable a

(pour 1 S j S n+l) est associé une "nouvelle” variable en dehors de W, ot

le renommage est fait de telle sorte que si deux termes non variables sont

égaux, ils sont généralisés en la méme variable. On ne renomme donc pas les

termes variables or Le systéme obtenu est ncoté Gent, (e) et peut étre

représenté par

FO acces xy) z= f(x )

oe

pei’? “hel

x. sz t.
i J

Exemple 34 : Si f est AC alors f(a, gla, b), x) == f(gla, b), x, y, b) est

généralisé dans le systéme

$= { F(x) Xoo x) == Fxg, X, Ys x3)

x) == @,

x, == g(a,b),

Xy == b}
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On pourra remarquer au cours de ce qui suit qu’il n’est en fait pas utile

de généraliser les sous termes qui ne contiennent pas de symboles AC, comme

par exemple les constantes,

a . W W
Une preuve similaire 4 celle faite pour Gen montre que Gen (2) ar e.

Comme 1’on montré M,Stickel et J.M.Hullot, on sait résoudre l’équation é =

(F(x )). Soit R un ensemble complet de AC-poe pel??? “nel

solutions de cette équation et [Eq(r)] ep la disjonction de systéme associé

aR. On note

W .mut (e) = Fus(Eq(r) U (Gen, ,(e)-8))

et par conséquent,

mut(e) = [mut (e)] ep Fac &

Notation : Soit e une multiéquation du systéme S, telle p(e) > 0. On notera

mut (S$) le systéme dans lequel e a été remplacée par mut (e) 5

mut (S) = Sfetmut_(e)]" D’oti la définition de la premiére mutation d’un

systéme :

mut(S) = [mut (S)] cp

Lemme 23 : Soit e une multiéquation telle que p(e) > O alors si e a des

solutions, quelque soit é dans mut (e) on a p(é) < ple).

Preuve: Pour toutes les équations issues de généralisation et qui sont donc

du type x. == t. . set, 5ype x. j? ona p(x, t)) < ple) car t; est un sous terme

d’un terme de e. D’autre part on a pour tout e” dans Eq(r), ple”) =

a
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Définition 67 : A chaque systéme S on associe le p(S)-uplet d’entiers

suivant:

m(S) = (s s,)p(s)? $5(5)-1 rey So

ou ss désigne le nombre de termes t de S tels que p(t) = i. U étant une

disjonction de systémes, les n-uplet d’entiers étant ordonnés par 1’ordre

lexicographique, on pose m(U) = max m(S). O
Seu

L’ensemble des suites finies sur les entiers étant muni de Jl’ardre lexi-

cographique, m définit donc une mesure sur les systémes de multiéquations.

Lemme 24 : Soit S un systéme tel que m(S)} > 0. Alors,

- mut fait décroitre strictement m.

- Fus conserve m.

- Dec fait décroitre m au sens large.

Preuve; - mut fait décroitre strictement m, c’est une conséquence du

lemme précédent.

~ Fus conserve m car la fusion conserve les termes

~- Dec fait décroire m au sens large car la décomposition de deux

termes dont L’un au moins contient un symbole AC fait strictement

décroitre m, mais la décomposition de deux termes sans symboles AC

ne modifie pas m. LC]

On en déduit donc :

Corollaire 4 : Soit U une disjonction de systéme telle que p{U) > 0. En

itérant un nombre fini de fois les étapes de décompasition fusion et de
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premiére mutation mut définie ci-dessus, on obtient une disjonction de

systémes U’ tels que p(U’) = 0

Il reste donc 4 montrer que l’algorithme de compléte décomposition termine

pour tout systéme S non complétement décomposé tel que p(S) = 0, c’est a

dire tel que les symboles AC n’apparaissent dans les termes’ en

représentation aplatie du systéme, qu’a l’occurrence ec.

2.4. Cas des systémes S tels que p($) = 0

Contrairement a ce qu’on pourrait imaginer de prime abord 1’opération

de premiére mutation (mut) que nous venons de décrire pour les systémes S

tels que p(S) > 0 ne permet pas de terminer pour les systémes tels que p(S)

= 0. En voici un exemple.

Soit le systéme S=>{ x+y =ssutyv, x+ y’ == u + v’}. En appliquant mut

sur ces deux équations on obtient une disjonction de systémes dont voici

l'un des éléments aprés fusion :

{ x == x) +X, Fe x," + Xo"

Was X) +X, Ss xy’ + X,’,

Y EX, + Xp,

Voss x) + My

y’ == x,” + Xs

Voce x,’ + x)

Or les deux premiéres équations de ce systéme ne sont que celles de $ a un

renomage des variables prés.

La premiére idée qui va permettre d’éviter ce phénoméne est la résolution

Simultanée de plusieurs multiéquations. Dans 1’exemple précédent cela
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revient a transformer S directement en un systéme complétement décomposé.

Cette démarche est en fait tout 4 fait raturelle dans le contexte des

systémes de multiéquations, dans lequel nous yous trouvons.

Nous explicitons maintenant cette démarche.

2.4.1. résolution directe de systémes de muliiéquations e telles que p(e)

" {oO

Nous montrons dans ce paragraphe comment trouver des ensembles com-

plets de AC-unificateurs pour des systémes de multiéquations du type Py Fe

p, avec p) et p, tels que top(p,) = top(p,) € Fac et p(p)==p,) = 0.

Nous généralisons donc ici les travaux de M.Stickel et J.M.Hullot aux

systémes d’équations. Il n’y a pas de d’originalité théorique par rapport a

ce qu’ils ont fait; nous montrons simplement comment utiliser leurs

résultats pour résoudre notre probléme.

Rappelons en les termes. Soit S = ed i63 un systéme d’équations de tla

forme

= j Jy). Jej = Foxy, ees x) =e Foxe apo ® )

J J

ou f € Fac.

La structure de terme étant ici réduite a un niveau, le probléme se raméne

a la résolution de ces mémes équations dans le monoide libre abélien, ce

dernier probléme se ramenant lui méme & la résolution d’équation diophanti-

enne linéaire et homogéne dans N.

Nous étudions maintenant ces différentes étapes.
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Un exposé concernant la résolution des équations peut étre trouvé dans

{Hullot1980].

Définition 68 : On appelle monoide libre abélien M, la f-algébre AC-libre

sur V, ou F est l’ensemble réduit au symbole + d’arité 2. Les éléments de M

sont appelés mots abéliens, l’opération + étant alors vue comme la

concaténation, le mot vide est noté ~. M est symétrisable dans un groupe

que nous noterons G : (G, +) est le plus petit groupe contenant M 1l'opposé

d’un élément o étant noté -c. G peut étre muni classiquement d’une struc-

ture de Z-module & gauche. Nous noterons multiplicativement l’opération de

ZsurG. O

Définition 69 : Soit J un ensemble fini d’entiers et a, des entiers rela-

tifs, Un élément QO = (o,, +, o)) de M est solution du systéme

d’ équations

wk sole a (equ.monoide)

si et seulement ‘si

k=n

a

V jel...n: z ao S

kzi.
J

Au systéme S on peut associer un systéme d’équations diophantiennes

lineaires homogénes D,. Or on a le résultat suivant :

{ *
a
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Théoréme 10 : L’ ensemble des solutians de 1’équation diophantienne linéaire

homagéne

z a,x;20

iel

avec Viel a, € Z, forme un monoide commutetif sur N". Cet ensemble peut

donc étre engendré par une base finie [Cliffcerdl967,Redeil963].

Par conséquent l’ensemble des solutions du systéme 5S est un sous monoide de

base finie B car intersection des monoides solutions de chacune des

équations de S. Toute solution du systéme S est donc de la furme

N= (> Bacy vp) =GoC

ou G est un élément quelconque de N7 et C la matrice q*p dont chacune les

lignes est un vecteur de la base B.

Il ne reste plus qu’a donner un algorithme qui permette de calculer non pas

la base d’une équation diophantienne [Huet1978], mais une base du systéme

De.

2.4.1.1.1. Résolution des systémes d’équations diophantiennes linéaires et

homogénes

Deux méthodes sont possibles :

Soit en utilisant les résultats de G. Huet sur la résolution d’une

équation et en résolvant le systéme de la méme fagon que dans un espace

vectoriel,

- Soit en généralisant les résultats de G. Huet a4 des systémes

d’équations. Il faut alors déterminer quelles sont les bornes 4 utiliser

pour trouver directement une base du systéme.
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Dans les deux cas, la résolution des systémes d’équations diophantiennes

sera plus efficace que n résoalutions des équations e qui composent le

systéme S comme cela est fait dans Jl’algorithme de Stickel. En effet

l’espace des solutions engendré sera plus restreint du fait de

accumulation des contraintes.

Théoréme 11 : Soit C la matrice qep dont chaque Ligne est un vecteur de la

base B de l’ensemble des solutions du systéme d’équations diophantiennes De

issue de (equ. monoide). Alors l’ensemble des solutions de S dans M est

{toc | Te M4},

Preuve: La preuve est la méme que celle donnée par Hullot (1

Pour chaque AC-solution du systéme S$, chaque variable du systéme doit étre

instanciée (éventuellement en elle méme). De plus, il est intéressant pour

des raisons d’efficacité, d’éliminer d’emblée les solutions qui produiront

un échec 4 la décomposition. I1 faut tenir compte de ces faits pour

déterminer, a partir de la description d’une base des solutions du systéme

D (utilisant éventuellement le mot vide) un ensemble complet de AC-

solutions du systéme S.

Pour ce faire, J.M. Hullot montre dans sa thése comment décrire une

base de l’ensemble des solutions du systéme D lorsque 1’on a fixé des con-

traintes c sur la forme des solutions. L’ ensemble aE des solutions de §

satisfaisant ces contraintes peut alors se décrire a l’aide de s matrices

C. parj p

qa

63

aD

a
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Bef Tol ye Tot | Te (mt) )
1°

Nous renvoyons 4 [Hullot1980] pour davantage de détails.

2.4.1.2. Ensemble complet de AC-solutions du systéme S

Soit C’ = (ec, ;? avec 1SiSret1l$j S p, l'une des matrices,
,

utilisée dans la description ci dessus, des solutions sous contraintes de

S. Soit W un ensemble de variables contenant Var(S) = {x 3 x51 et1?

(z.), i € N une suite de variables distinctes en dehors de W. Soit o le

substitution de domaine Var(S) définie pour 1 Sk Sp par

c c
k,l k,r

a(x, ) = F(z, , peng. y

Soit I = {o a oy} l’ensemble de ces substitutions pour toutes lesl’

matrices C;.

Théoréme 12 : X est un ensemble complet de AC-solution du systéme S en

dehors de W.

Preuve: La preuve ne pose pas de difficultés et peut étre trouvée dans

(Stickel1l975} O

Par conséquent, si S est un systéme d’équations tel que p(S) = 0 et dont

les éléments sont de la forme Py = Pos avec top(p,) E top(p) € Fac. Pour

résoudre ce systéme on procéde de la fagon suivante :

* si tous les termes ont le méme symbole ac alors on applique le théoréme

précédent,

* sinon on partitionne l’ensemble des équations suivant leur symbole de

téte, on résoud indépendamment chacune des partitions et on regroupe les

contraintes pour terminer.
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Plutét que de donner une description formelle d’une telle transformation,

nous en donnens maintenant un exemple.

Exemple 35 : Soit S= {x+y =ssu+¢vy,

X+ty’ se uty’,

X* Usz a x vi}

La résolution du systéme réduit au deux premiéres équations donne 27 solu-

tions, la résolution de la troisiéme équation, 4 solutions. En regroupant

les contraintes on trouve 13 solutions au systéme S.

2.4.1.3. Résolution générale des systémes S tels que p(S) = 0

Qn pourrait penser que moyennant la résolution en blec des

multiéquations indécomposables et mutables, on assure la terminaison du

processus de mutation. Il n’en est rien comme le montre 1’exemple suivant.

Exemple 36 : Soit

S={x+yse24t,

x <2 z+ u}

L’un des systémes obtenu par mutation de la premiére équation puis fusion

est S’ = { x s2 24+ t = Xp + %>

Z =X) + Xs,

YRS X, +X,

tise xy + x,}

On reconnait dans les 2 premiéres multiéquations de S’ un renommage des

équations de S.

Afin d’éviter ce phénoméne de bouclage, mous allons reporter les con-

traintes de la forme x == z+u de l’exemple précédent, dans les équations 4

muter. Dans l’exemple cela permettra de simplifier par z et donc de

ei, e

xe
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terminer.

Définition 70 : Pour tout systéme 5 indécomposable, fusionné et tel que

p(S) = 0 on note cd(S) l'ensemble des multiéquations complétement

décomposées de S et am(S) le complémentaire de cd(S) dans S, c’est a dire

l’ensemble des multiéquations de S qui sont indécomposables mais non

complétement décomposées. ©

On supposera dans ce qui suit pour plus de clarté, que les systémes

considérés sont uniquement composés d’équations. Si cela n’est pas le cas,

il est simple de se ran. ..r & un systéme équivalent qui vérifie cette

propriété.

Soit S un systéme non complétement décomposé. Puisque AC est une théorie

stricte, soit cd(S) a une plus petite solution o, soit < n’est pas un ordre

strict sur cd(S) et par conséquent S n’a pas de solution. On notera S’ le

systéme obtenu par remplacement compatible avec p(S) = 0 de cd(S) dans

am(S) : S’ = ed(S) U cd(S)[[ am(S) J], et S” le systéme obtenu par simplif-

ication de S’.

Gn a par définition S$” = cd(S) U am(S”). Soit W un ensemble de variables

tel que Var(S”) CW. On a vu dans le paragraphe précédent comment résoudre

directement le systéme am(S”). Soit [Si] cy = Eq” (am(S”)) la disjonction de

systémes associée a4 Jl’ensemble complet de AC-solutions en dehors de W de

am(S”),

Soit MUT(S) = Fus([Si U ed(5)] 67)

Lemme 25 : Avec les notations précédentes, MUT(S) Fao 8
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Si on suppose que + et * sant AC,

Sz{x+bssz+a,

X ss au,

vss x # b}

ona

cd(S) = {x == a +u,

vss x ¥ b}

et

am(S) = {x +b sz z+ a}

S’ = fatu+b=sz+a,

X25 a+ U,

vcs x * b}

et

s* = {u+b==2z4 a,

X cs a+ uy

v=zs x * b}

Eq” (am(s”)) = [ {u u H a N i} i oa bet

{usesa+ Xp» Zee b+ x} ]

et par conséquent

MUT(S) = [{u zo a,

zee b,

X st a¢u,

Vv == x # b},

{ Urs at xy

Z == b+ Xp

Xs a+¢u,

~16l-

vez x ¥ b} ]

3. Description de l’algorithme d’unification associative commutative

Pour appliquer les résultats généraux il suffit de préciser

l’opération de mutation d’un systéme S. Celle ci est définie de la fagon

suivante :

Si p(S) > 0, la mutation de S est mut(S), sinon MUT(S).

Il faut noter que 1’on pourrait définir la iautation uniquement par MUT,

Mais cette opération est intrinséquement plus complexe que mut. En effet il

faut analyser cd(S) pour détecter un bouclage éventuel puis faire un rem-

placement compatible. Or 1l’expérience prouve que dans la plupart des cas,

mut permet d’aboutir 4 une disjonction de systémes complétement décompasés

et donc de résoudre un systéme de fagon extrémement efficace.

4. Terminaison de l’algorithme d’unification associative commutative stan-

dard

Théoréme 13 : Le processus de décomposition fusion et AC-mutation termine

pour toute équation.

Preuve: Le cas ot il n’y @ qu’un seul symbole AC est simple. Oans le cas

contraire, le théoréme est une conséquence du résultat géneral sur

la terminaison dans les mélanges de -héories que nous donnons au

dernier chapitre.

5. Un exemple développé comparativement

Nous allons pour terminer comparer sur un exemple volontairement sim-

ple l’algorithme de Stickel et 1’algorithwe standard dont nous venons de
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décrire l’opération de mutation.

Soit + un symbole AC, f un symbole sans propriété et 1’équation

e = (f(x+y,x#b) == f(utv,uta))

a) Par l’algorithme standard : Le symbole f étant décomposable,

eS = {x+y == utv, xtb == uta}.

la résolution directe de ce dernier systéme donnant les 4 solutions

suivantes :

a {x “a,u@—b, va, y — b}

a, = {kK a, ue by v © (nv) +a), y & (nv, + b)}

a "5 {u = (6 +ny,), xe (a+ nv,), voa,y — b}

o, = {ue (b+ a), x © (a +a), vi & (nv) +a), y = (nv, + b)}

Qn obtient donc aprés résolution d’un systéme de deux équations diophanti-

ennes l’ensemble des solutions de e.

b) Par l’algorithme de Stickel :

Le symbole f n’ayant pas de propriété on résoud tout d’abord 1’équation x+y

== utv, ce qui donne les 7 solutions suivantes :

% <- x, uc y}

% & (yenvy), x < (vinvs)}

95 < x, v & y}
%, < (y+nv,), x <= (nv,+u)}
9, <- (nvy+k), y <- (vefiv,)}
% < (nvy4x), y G (mvt) }

°.
~

<- (nvz+nvy), vice (av j+nvs), x < (nvs+nv,), y <- (nv +nvo)}

On va alors instancier successivement par chacune de ces sept substitutions

les termes de 1’équation x+b == uta puis résoudre les équations obtenues.

11 faudra donc résoudre 7 équations diophantiennes qui seront en géneral

plus complexe que les équations issues de S.

Par exeriple il faudra résoudre 1’ équation 94 (x+b) se o,(u + a), c’est-a-
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dire

ny tov, +b =e mv) ¢ nv, ta

et on trouve les deux solutions suivantes :

a, = {nv, <- a, avy <- b}
3

9 = {nv, <- (b+ anv) 5 nvs <- (at nav).

de méme il faudra résoudre o,(x+b) == o, (ute), c’est-a-dire x+b == uta qui

a pour solution ;

dy = {x <- a, u <b}.

On voit clairement sur cet exemple que la résolution de systémes

d’équations permet d’accélérer notablemeni. la résolution du probléme. Il

faut également noter que la résolution de chacun des systémes peut se faire

en paralleéle.

6. Conclusion

Nous avons présenté un algorithme d’unification AC conséquence des

outils que nous avons développé auparavent. Nous aurions pu nous limiter 4

l’étude de l’unification dans le cas d’un seul symbole AC et appliquer les

résultats généraux sur les mélanges de théories donnés dans la suite. Cela

conduit 4 considérer la décomposition comme l’opération de mutation de la

théorie vide. Nous avons préféré montrer d’une part comment nos outils per-

mettaient d’approcher le probléme et d’autre part comment la décomposition

pouvait, en étant intégrée au processus, accélérer la résolution. Par ail-

leurs, le parallélisme possible dans la résolution d’un probléme d’AC~

unification étant clairement mis en évidence il sera intéressant d’étudier

le codt de l’algorithme standard AC-unification sur n processeurs en

paralléle.
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CHAPITRE 5

UNIFICATION KODULO LA COMMUTATIVITE DROITE

Nous nous intéressons ici au cas ol l’ensemble des axiomes est réduit

au seul axiome de commutativité droite

Cd(+) : (x+y) + zs (xz) ey.

C’est un axiome qui intervient dans de nombreuses structures algébriques.

Rappelons que Cd est un axiome que satisait par exemple la division ou

l’exponentiation dans l’ensemble des réels.

Un algorithme technique de Cr-unification a été donné par Jeanrond [Jean-

rand1980] sans preuve de correction ni de terminaison. I] ne nous parait

pas simple d’en faire la preuve.

Il est clair que l’ensemble des symboles décomposables est F-{+}. Nous

allons donc uniquement chercher 4 résoudre modulo Cd un systéme d’équations

dans 1’algébre M({+},X).



~166-

i. Détermination de 1’ opération de mutation

Si nous cherchons 4 montrer que cet axiome est résolvant en calculant

les paires critiques on obtient :

p=+ <Cd,e + Cd>,1 t+ =2q
/* ye y°

+ z’ + Zz + z

/* /-> {>
+ 2 + 2? + Y

/* /° f°

x oy x sy x 2?

Cd,l Cd,e

+ <Cd,e + Cd,1 +

/-* /° /°

+ 2 + Sy +

/* /* /~
+ yy + 2 + 2

/* /* /-*
x 2 x 2Z x 2

qui est la seule possibilité de confluence de la paire critique (p,q), mais

qui malheureusement ne satisfait pas les hypothéses requises pour que la

paire critique soit e-confluente.

On pourrait pas conséquent essayer de compléter l’ensemble des axiomes en

un ensemble qui soit c-confluent. Nous allons plutét montrer directement

que {Cd} est résolvant. Pour cela nous utiliserons la relation suivante ;:

Définition 71 : Soit » la relation définie sur les couples de termes par

(u,v) » (u’,v’)

<=>

(a) u |-p-[ v et uw’ |-g-| wv’

ou p et q sont les longueurs des plus courtes preuves de Cd-

égalité avec q < p
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ou bien

yoo ay : ”(b) u =cg SUP-F Ey uetyv =¢g°SUb-= 64 v

(ot rappelons le, "ty sub t,” sti t est un sous terme strict

de t,).

La relation » est noethérienne car Cd conserve la taille des termes. En

effet, si il existait une chaine infinie de couples en relation par », Cd

conservant le taille on ne pourra pas avoir une infinité de cas (b) puisque

la relation de sous terme diminue strictement la taille. 11 faudrait donc

qu’il y ait une chaine infinie de cas (a) ce qui est également impossible.

Proposition 10 ; {Cd(+)} est un ensemble résolvant, c’est a dire, pour tous

termes t = atb et t’ = c+d, si t = d t’ alors ou bien a =,.,c et b =e d ou
C Cd d

bien il existe un terme w tel que a eg WO detec “eg “+ b.

Preuve: Soit

(#) a+b |-[{m)} al+bl |-[{m,1 wee C4? 1-1 Em J c+d

une plus courte preuve de a+b al c+d.

Si toutes les occurrences d’application d’axiome dans cette preuve sont

plus grande que « (V i € [1..k], m #c) alors il est clair que a =oq © et

b Fog d.

Sinon, utilisons la relation » définie plus haut pour faire la preuve par

récurrence noetherienne.

Dans (*#) désignons par u les termes a+b, c’+d’ et c+d respective-
ye "OF ©

ment. Par hypothése on a (uy 543) » (uy »u5) } Nous pouvons donc appliquer

, 5 Z . A 5 t | ’l’hypothése de récurrence sur (uy suy) : ou bien a "ca c’ et b Cd d’ ou

bien il existe un terme w tel que a = ed weil’? et c’ “ca w+b.
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Si my # ce alors c *e4 ce? et d =Cq d’ d’od la conclusion.

Si more alors il existe un terme w’ tel que c’ = wWadetcs wed’, $i

on est dans le cas ot a Fed c’ et b =cq d’, la conclusion est immédiate.

Sinon on a: a *Cd wed’ et c’ =e web, et par conséquent

- , , =- -w+b Fog © sub c’+d =cd atb = uy et

w'+d = c’ sub c’4d = Uy donc

(uy ,u,) R (w+b,w’+d), on peut alors appliquer l’hypothése de récurrence au

couple (w+b,w’4d). Il existe donc w” tel que Weny wed et t = eg wtb.

D’ou, en remplagant wet w’ par leurs valeurs dans les expressions de a et

ci

a Foy (wed +d? Fey (w'+d? 4d etc Fg (w+b)+d? =Cq (wed? )+b

ce qui fournit la conclusion en prenant w= wtd’?, Of

Comme conséquence des résultats précédents, nous pouvons donc préciser

maintenant une généralisation possible de toute équation indécomposable.

Toute équation e = (utv == u’+v’) est généralisée dans la disjonction de

systémes

U=[ {uss u’, ves v’},
décomposition par (x + y)

{uss x+y, vs=z, wu =x 42Z, V? ce
décomposition par (x + z)

Ut= xX +Z, Vise y, U’ c=

On a donc

U aa e,

Tl existe un généralisé plus simple, en effet on peut facilement montrer

que U’ % e avec
d

{9

io
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uw =[

aot
{uss u ,
{ uss x =x+v}]

Nous allons voir que cette derniére transformation n’est pas suffisante

pour donner une opération de mutation qui permette la terminaison du pro-

cessus de décomposition-fusion-mutation. En affet, certaines équations se

généralisent mal par les résultats précéden:s, car la généralisation fait

apparaitre une autre équation aussi complexe.

Par exemple, l’équation e = (x#u == x+v) ot x est une variable et u un

terme, se généralise (en prenant la définition de U’ donnée plus haut) en

[{u == v}, {x = z+v == z+u}] of z est une nouvelle variable. En fait il

suffit de remarquer que le symbole + est simplifiable a droite et a gauche

pour résoudre ce premier probléme. Cela découle des résultats suivants :

Lemme 26 : Pour tous termes u, v, Won a u+v Seg Ut si et seulement si

v 26g (+ est réguliére a gauche).

Preuve: Si v Fed w, alors la conclusion est claire. Montrons la réciproque

par récurrence sur la taille de u.

Si |ul = 1 alors aucune application dea l’axiome Cd n’est possible

en téte et par conséquent v =eg *

Pour un terme u de taillen>1, uev = u+w implique par les
Cd

résultats précédents l’existence d’un terme t tel que u “eq t+ew et

- - 4 4 ¥ PsU Eng t+v danc u Fea tew = ed t+w. On peut appliquer l’hypothése de

récurrence sur cette derniére relation car |w| < n puisque Cd est

un axiome qui conserve la taille. Don: v “eq * O

Lemme 27 : Pour tous termes u, Vv, Won a U+V “cq wy si et seulement si
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U =oq 4 (+ est réguliére a droite).

Preuve: Si u Fog W alors la conclusion est claire.

Sinon, en appliquant le lemme sur la structure des termes Cd-

équivalents, soit u =oq auquel cas la preuve est terminée, soit

il existe un terme t tel que u od tev et w ca t+v donc par tran-

w.sitivité, u =oq

On en déduit les Cd-équivalences d’équations associées, pour tous termes Uy

Vv, We

U4v == Utw &) v == Ww
Cd

V+U == W+U eq vrow

La simplifiabilité permet de résoudre le probléme des équations du type x+u

== X+v par exemple, mais ce n’est pas suffisant.

Exemple 38 : Soit l’équation (x+a)+d == (xec)¢b. Elle se généralise,

d’aprés de que nous venons de voir en une disjonction de systéme qui con-

tient S = { x#a s= ytb, x+c == ytd }. Si on généralise indépendament les

deux équations de S, on obtient entre autre systéme :

S’ = {x ss x’4b, y xs x’4a, x == y’td, y s= y’4c}, qui fusionne en

s?

{ x 22 x’+b == y’ad, y == x’4a cz yee },

Et par conséquent la généralisation que nous avons utilisée ne convient pas

puisque nous obtenons un systéme similaire au systéme S de départ.

L’exemple précédent est typique des théories A pour lesquelles la cannais-

Sance de l'ensemble des A-solutions de toute équation de la forme u+v ==

u’+v’ ne permet pas de résoudre un systéme, comme cela est le cas par exem-

ple pour les théories commutatives. C’est un phénoméne analogue a celui

rencontré pour les théories associatives commutatives. Nous allons voir

eS

-171-

qu’il faut avoir davantage d’informatious sur la structure profonde des

termes 4 unifier ainsi que sur l’environnement dans lequel se fait cette

unification, c’est a dire sur le systéme auquel appartient 1’équation que

l’on veut généraliser.

i.l. Une structure de terme Cd-aplatie

De méme que dans le cas associatif commutatif il est naturel

d’introduire une représentation aplatie des termes :

Définition 72 : On appelle représentation Ci_aplatie d’un terme u de sym-

bole de téte + le triplet A(u) = (+, t, T) oW t est un terme tel que

t(c) #+ et T un multi-ensemble de termes en représentation Cd-aplatie,

tels que

* Siu = (CC. (tat, ety )+.. +t.) alors T = {{rys.- ott avec pour tout

k € [1..p]} A(t) = ry.

* sius=t alors T = 6.

A(u) se notera plus facilement te{{t),...t }). °

Exemple 39 : Si u = ((atg(x,y))+(a+x)) alors A(u) = (+, a, {{ glx,y),

(+,a,{{x}}) }}),

La Cd-égalité de 2 termes se traduit simplement sur les représentations

Cd-aplaties :

Lemme 28 : Si A(u) = t+T et A(u’) = t’+T’ alors u “cg ¥ si et seulement si

il existe un bijection m de T sur T’ telle que Vr € T, n(r) Feq

Preuve: C’est une conséquence des résultats précédents. 0
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1.2. Le cas variable : résolution des équations de la forme z+Z == y+¥

Nous donnons d’abord l'ensemble complet de Cd-solutions d’une équation dans

le cas "variable”, c’est 4 dire pour les équations de la forme z+Z == y+¥

ou Z et Y sont des multiensembles de variables tels qu ZMY=@et z, y

des variables différentes, ce qui est toujours possible puisque + est un

symbole régulier 4 droite et a gauche.

Tl faut tout d’abord noter la différence fcndamentale avec le cas

associatif-commutatif : Z et Y sont des multiensembles dont il ne sera

utile d’instancier les éléments que par des variables, du fait que + n’est

pas associatif. Par exemple (x+((y+z)+u) ne pourra pas s’écrire x+y+z+u.

Les seules variables que 1’on pourra "utilement” instancier par des termes

de la forme x+X dans l’équation z+Z == y+Y sont donc y et z. La recherche

d’un ensemble complet de Cd-unificateurs pour l’équation z+Z == y+Y va donc

nécessiter quelques définitions techniques permettant de décrire formelle-

ment la correspondance entre Y et Z.

Les relations que nous introduisons maintenant ont leur justification

dans le fait qu’a toute Cd-solution a de 1’équation z+Z == y+¥ on peut

associer la relation R® sur D(Z)xD(¥) (od D(Z) désigne le domaine du mul-

tiensemble Z) telle que z’ R° y’ <=> a(z’) "eq aly’).

Soit R une relation quelconque sur D(Z)xD(Y). A chaque élément de Z et Y

nous associons l’ensemble des éléments qui se correspondent de la maniére

suivante, soient :

30 = {z’ | 27 €Zet Jy € Y tel que z Ry et 2’ R y}

z= {z? | 2? €Zet 3 yey, 327 € ty avec j < i tel que z” R y

et 2’ R y}

@,
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= si
zz Uz

iegN

Z est l’ensemble des éléments de D(Z7) qui sont connectés par le graphe de

la relation R. De méme on défini pour tout Slément y de Y y. On déduit de R

la relation R définie par z R y ssi il existe 2) dans z et yy dans y tels

que zy R YP Nous associons alors a chaque classe z une "nouvelle” variable

notée nv(z) et a chaque classe ¥ la variable nv(Z) si il existe Zz telle que

z RY, sinon une nouvelle variable, dans les deux cas nous les notons

nv(y). A chaque variable de z (resp. ¥) nous associons la variable notée

nv(z) égale 4 nv(Z) (resp. nv(y) égale a nv(¥)).

A toute relation R sur D(Z)xD(Y) nous pouvons donc associer les substitu-

tions

ee = 0 (z)#nv(z,))
z,€0(2)

ee 0 (ye nvly,))R * Yy y
y,ED(Y)

Nous avons maintenant les notations nous permettant de décrire un ensemble

générateur de 1l’ensemble des Cd~-solutions :

Lemme 29 :

Es (ELEN (2 wea (EN CV ER(Z))) CY H(ER(ZI-EN(Y) |W RE D(Z)xDCY)

est un ensemble complet de Cd-unificateurs de l’équation z+Z == y+Y.

Preuve: Il est clair que chaque élément de 2 est un Cd-unificateur de z+2

=z y+Y.

Montrons maintenant la complétude.

Sait a une Cd-solution de z+Z == y+¥. On associe 4 a la relation Ro

sur ZxY telle que
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VzeéZ,Vye€yY, x Ro y <=> a(x) =eq a(y)

A cette relation Ro on associe un élément o de X qui vérifie par

définition a <tg 2 I{z,y} UZ UY], ce qui prouve la complétude.

Oo

1.3. Résolution des systémes

Nous pouvons maintenant préciser l’opération de mutation en général.

Si S est un systéme indéconposable mais non complétement décomposé, composé

de termes sur M({+},X) alors, la mutation de ce systéme est définie comme

la disjonction de systémes obtenue par résolution itérative de 5. Rappelons

que cela consiste a résoudre les équations les unes aprés les autres et a

remplacer les valeurs trouvées dans les autres équations du systéme.

2. Conclusion

La théorie Cd(+) étant une théorie permutative, elle est stricte et

fortement compléte. Par ailleurs nous venons de montrer que si le seul sym-

bole de l’algébre est +, nous connaissons un algorithme de compléte

décomposition des systémes. Par Conséquent nous en déduisons un algorithme

complet de Cd-unification dans M({+},X). Les résultats sur les mélanges de

théories donnés dans la suite permettrons de conclure en général c’est 4

dire pour une famille quelconque de symboles satisfaisant 1’axiome Cd.

Se a

ig

S

€
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CHAPITRE 6

SURREDUCTION ET SUPERYEDUCTION

Nous allons étudier dans cette partie, de fagon trés générale, la

surréduction et la superréduction.

La surréduction ou narrowing est une méthode générale de résolution

d’équations dans une théorie équationnelle introduite par Slagles [Sla-

glel974], étudiée par Fay [Fayl1978,Fayl979] et complétement étudiée par

J.M. Hullot [Hullot1980] dans le cas de la Ro-réécriture. Les résultats de

ce dernier ont été étendus au cas de la R&,f-réécriture dans [Jouan-

naud1983].

L’ approche que nous proposons dans cetie partie permet de donner une

description unifiée et simple des résultats connus 4 ce jour.

D’autre part les résultats nouveaux que nous obtenons sont les suivants :

* la preuve de correction et de complétude de la RE-surréduction pour

toute relation de RE-réécriture qui soit confluente et noethérienne. Cela
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étend en particulier les résultats les plus généraux dans le domaine qui

avaient été obtenu dans [loc.cit],

* des méthodes complétes de réduction de 1’arbre des surréductions :

- la RE-surréduction basique qui étend les résultats de J.M.Hullot,

pourvu que (R,E) satisfasse une condition de forte cohérence,

- la détection de branches subsumées de 1l’arbre de RE-surdérivation,

* la description finie d’ensembles complets infinis de A-unificateurs

obtenus par RE-surréduction. Ce qui permet de donner un algorithme

décrivant un ensemble complet de A-unificateurs d’une équation, qui termine

méme si l’ensemble 4 décrire est infini. Ceci sous la condition que 1’ arbre

de RE-surréduction soit rationnel.

Dans toute la suite de cette section, nous considérons 1’ensemble des

axiomes A partitionné en E et R, R étant utilisé comme systéme de RE-

réécriture ainsi que nous l’avons définie dans les généralités.

Le symbole == utilisé pour décrire les équations est considéré dans

cette partie comme un symbole de l’algébre des termes considérée. On sup-

pose qu’aucun axiome ne fait intervenir ce symbole. Cela afin de considérer

les équations comme des termes irréductibles en téte.

i. La R€-surréduction en tant qu’opération sur les ensembles de A-

solutions d’une équation

Nous allons voir dans cette section en quel sens la RE-surréduction

conserve l’ensemble des A-solutions d’une équation.

Tout d’abord rappellons ce qu’est la surréduction et introduisons la

superréduction,

wD

Gb ®

aa
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Définition 73 : Soit A une théorie, (ii,£E) un systéme de réécriture

équationnel tel que A = RUE. Les réglces de réécriture de R sont notées

gd. On note ~*->RE la surréduction associée 4 R et 4 Unif., définie par :€’

t -"->RElo,m,gd] t? ssi o appartient a Unify (ti 9» g) et t’ = of(t{m@d]).

o s’appelle substitution RE-surréductrice We t vers t’, RE pourra étre

omis. On note Surred(t,R,Unif,) l’ensemble des substitutions surréductrices

issues de t pour la méthode d’unification linif, et l’ensemble de régles R.

R et Unif, pourront étre implicites. O

La RE-surréduction est une relation contenant la relation de RE-~

réduction. Il est donc en théorie inutile de combiner les deux. Mais bien

que les étapes de réduction soient des cas particuliers des étapes de

surréduction, la surréduction, basée sur l’unification, est plus codteuse

que la réduction, basée sur le filtrage. fn pratique, il est beaucoup plus

simple et efficace de calculer un £~filtre (ou plus généralement un élément

de Filtre.) que de calculer un ensemble complet de E-unificateurs (respec-

tivement Unif,). C’est pourquoi nous introduisons, a la suite de Fay

{Fay1979] la RE-superréduction qui combine une étape de RE-surréduction et

la mise en RE-forme normale du terme surréciuit. Formellement,

Définition 74: Soit A une théorie, (F,£) un systéme de réécriture

équationnel tel que A = EUR. On note -**->RE la superréduction associée A R

et a Unif,. définie par :

t -"*-rRE[o,m,g>d] t? <2 a € Unify (tras g) et t’ = o(t[md] 4.

o s’appelle substitution superréductrice de t vers t’. On = note

Superred(t,R,Unif,) l’ensemble des substitutions superréductrices issues de
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t pour la méthode d’unification Unif, et l’ensemble de régles R. R et Unif,

pourront étre implicites lorsqu’il n’y a pas d’ambiguité. O

Nous introduisons maintenant les notations appropriées a la manipula-

tion des ensembles de A-solutions.

Définition 75 : Let Z’ étant des ensembles de substitutions et a une sub-

stitution, l’ensemble %.a est défini par X.a = {a.a | o € E}.

On dit que £ est E-inclus dans 2’ ssi

Va€X, Jo’ € XY tel queco =p 0’

X et Y’ sont E-égaux ssi ils sont E-inclus 1’un dans 1’autre. OQ

Exemple 40 : Si on prend pour E la théorie minus on a

{x} =, {-(-x), -(-(-C-x)))}

Notation : Une méthode de calcul des E-unificateurs Unif, étant déterminée,

soient

SURES(t,t’ ,A) U ES(t,,t)’,A).o
a€ Surred(t==t’ ,R,Unif,)

»,A).cU ES(t,,t, ,

aoé Superred(t==t’ ,R,Unif,)
SUPERES(t,t’ ,A)

Exemple 41 ; Si on prend E = 9, R= {x+x 7 x} et Unif,, comme méthode

d’unification alors

SURES (y+(xta}asa,A) = ES(xtassa,A).(y 4 xta) U ES(y+asca,A).(x # a)

Le résultat suivant permet de s’assurer que la surréduction ne fait pas

sortir de l’ensemble des A-solutions.

&
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Lemme 30 : SURES(t,t’,A) est inclus dans ES(t,t’,A)

Preuve: Il faut montrer que pour toute application Unif, toute substitu-
E’

tion surréductrice o de Surred(t=st’, R, Unif,) et tout élément a

de ES(t,,t)’.A), alors a.o est ume A-solution de t==t’. Or par

définition de ces deux substitutions on a

t) o> = ’ao{t) RE a(t)) in a(t, ) Re aa(t’)

et par conséquent ag est une A-solution de t==t’ puisque —>RE est

inclus dans =a O

la preuve de la réciproque nécessite de mettre en évidence le lien entre

RE-surdérivation et RE-dérivation. Des versions particuliéres de ce

résultat sont données dans [Hullot1980] pour E = @ et la Ro-réécriture, et

(Jouannaud1983] pour la surréduction associée a4 la réécriture de Peterson

et Stickel,

Proposition 11 : Soit ty un terme et p une substitution RE-normalisée telle

que p(t) —RE[m,g > d] t’-

Alors il existe des substitutions o et p telles que :

x ty -*=>RE[m,g > d,o] ty

* u(t)) = ty’

* D(y) = Var(t,)

* P =, Ho [Var(t))]

Ce qu’on peut schématiser par

ty -7->RE[m,gd,o] ty

€ (r
e

p(ty) —RE[m,g7d] a8
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o est RE-surréductible. pity) 6tant RE-

réductible a l’occurrence m par la régle g — d que 1’on supposera

telle que Var(g) N Var(p(t,)) = @, il existe une substitution y

telle que

Ye Filtre, (9,p(tq)1,)

mais p étant RE-normalisée et Var(g) M Var(p(ty)) = Bs,

; 1 a

y¥é Filtre-(g,e(ty),)) S UNIF, (g,p(ty),))

Par la condition (3) de la définition de UNIF on a,

ye € UNTF (9) to) ,) a

et y et p pouvant étre choisies de telle sorte que leurs domaines

soient disjaints, on a yp = y+p.

Par conséquent il existe o dans Unif (astoi,) et une substitution &

telles que

5.0 =, y+p [Var(g) U Var(t))]

et to est bien RE-surréductible

t, -*- _ ey0 >RELm,g d,a] ty o(t orca)?

Définissons maintenant p par p = Slvar(t )" Qn a bien par

1

définition de ces objets

P =p Heo [Var(t))]

Montrons enfin que p(ty) =, t,’. En effet,

p(t,) = (ho) (tor peg]?

-181-

= BOC) Tac ua(d)}

tO- 7 +

= P(t) imc-p(a)] “eth

Lemme 31 : Si A = (R, E) est RE-Church-Rosser alors ES(t,t’,A) est A-inclus

dans ES(t,t’,£) U SURES(t,t’,A).

Preuve: Soit p la RE-normalisée de a.

Si p(t) =e p(t’) la conclusion est claire puisque a =, pet que p
A

est dans ce cas une E-solution de t==t’.

Sinon, il faut montrer que pour touts A-solution a de tz==t’ il

existe une substitution o qui surréduit t==t’ en tyssty’ et une A-

; rs , =solution p de tisst) telle que a =, HO.

Si p(t) Ey p{t’) sans qu’il y ait E-égalité, puisque le couple

(R,E) est supposé RE-Church-Rosser, au moins 1’un des deux termes

p(t) ou p(t’) doit @tre RE-réductible. C’est a dire que

—_ i — ’p(t)=sp(t’) RE tys=t,’.

On peut donc appliquer la propriété précédente sur le terme

p(t}=sp(t’). Il existe donc une substitution normalisée pp telle que

wet? 7 eet?te=t DRE t ty

_ *h) ’ = =avec w(t) =F to et tty ) =e ty et a =, P =p HO. Comme de plus

ona

- 4 = = = ’u(t) =e ty Fp p(t) =, p(t?) =, ty’ =, (ty )

# est une A-solution de t)==t)’. O
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On peut donc déduire des résultats précédents :

Théoréme 14 : Si A = (R, E) est RE~Church-Rosser alors

ES(tsst’ ,A) =, ES(t=st’,£) U SURES(t==t’ ,A)

Par conséquent les A-solutions d’une équation e sont obtenues soit

comme E-solution de e soit comme le produit d’une A-solution de 1’ équation

surréduite composée avec la substitution surréductrice.

Ce résultat permet de caractériser la surréduction au niveau des

ensembles de substitutions qu’elle manipule et par conséquent permet de

mettre en oeuvre les résultats généraux obtenus précédement. Par exemple,

la réduction des termes des équations surréduites utilisée par Fay et

appelée narrowing dans [Rety1985] se justifie de fagon trés simple dans

notre formalisme puisque nous avons vu que toute relation de réécriture

conserve l’ensemble des A-solutions d’un unificande.

Théoréme 15 : Si A = (R, E) est RE-Church-Rosser alors

ES(t==t’ ,A) ar ES(t==t’ ,E) U SUPERES(t==t’ ,A)

Plus généralement, on peut appliquer les transformations qui conservent les

ensembles de A-solutions sur les équations surréduites : décomposition,

fusion, ou autre mais aussi celles qui généralisent, donc toute opération

de mutation.

Par ailleurs ces résultats permettent de justifier une stratégie de

surréduction ou de superréduction od on arréte de surréduire un terme dés

que 1’on connait non pas un ensemble complet de E-solutions mais un ensem-
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ble complet de A-salutions, comme nous 1l’explicitons dans l’exemple

suivant.

Réciproquement, le résultat précédeni. permet de considérer la

surréduction comme une opération de mutation.

11 faut également noter que ces résultats restent valables si on se limite

aux substitutions surréductrices (ou superréductrices) RE-normalisée.

2. Surréduction et unification

Nous allons appliquer les résultats précédents a la recherche

d’ensemble complets de A-solutions d’une équztion donnée.

Corollaire 5 : Soit A une thécrie telle que le couple (R,E) soit RE-

Church-Rosser et la RE-réécriture noetherierne. Soit X l’ensemble des sub-

stitutions a telles qu’il existe une RE-surdérivation issue de t==t’

n “~ == as = ’test’? - ~>REL oy] tyes ty’ "o> et st? >REfo _] th t

avec t | et t.’ E-unifiables, o = PO _y-++0, et p dans ECU(t ==t sE).

Alors & est un ensemble complet de A-unificateurs de t==t’.

Preuve: Si o est un Glément de = il est clair que c’est une A-solution de

set’,

Si a est une A~solution finie de t==t’, montrons par l’absurde que

a s’écrit sous la forme

as soe,A BO yee %

avec Bf € ES(t sst,’,£). Si ce n’était pas le cas par application

de la proposition précédente, on aureit, en posant
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>

o= Noy

isl

a(te=t’) réductible une infinité de fois, ce qui contredit la

noethérianité de RE.

Soit p un élément de ECUCt ns) tel que pS, B (Var(t,=st,")].

On a done

Ce qui prouve que Zest un ensemble complet de A-solutions de

ex O

Ce résultat permet de construire une procédure complete de A-

unification pour une équation t? : il suffit en effet de construire pro-

gressivement les surdérivations issues de t==t’. Une telle procédure ne

terminera pas nécessairement, nous en donnerons des exemples dans le

Paragraphe suivant. Par ailleurs si elle termine, l’ensemble des A-

unificateurs retourné n’est pas forcément minimal.

Exemple 42 : Soit R le systéme de réécriture confiuent :

~(-x) > x

~Oc + y) > Cy) + (+x)

etE=o,

Soit e=(x==-y), un ensemble minimal complet de A-unificateurs est

{(x-y)}. Par la procédure issue du corollaire précédent, on obtient,

outre la solution (x*-y) qui correspond a la £-solution de t==t’, la solu-

tion (y *-x) obtenue par :

tl, y © =x] x =e x
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et la solution (x*(-x,)+(-x,)) (y @ x,+x,) obtenue par :

22, yxy HHy] x == (XQ )H( GQ).

Remargue : Il est clair sur cet exemple qu: la procédure ne s’arréte pas

alors qu’un critére simple d’arrét pourrait étre utilisé : si une

surdérivation débouche sur une équation € dont on connait un ensemble com-

plet de A-unificateurs, s’arréter en cetournant cet ensemble composé 4

gauche par le produit des substitutions surréductrices qui ont permis

d’aboutir a 6.

Dans l’objectif d’étudier des améliorations de la procédure précédente

nous allons introduire formellement la notion d’arbre de surdérivation.

Définition 76 : On appelle arbre de surdérivation associé 4 un terme t (qui

peut @tre une équation) l’arbre noté Arb_sur(t) défini par

~ Arb_sur(t)(e) = t

- Si Arb_sur(t)(m) = t?’ alors Arb_sur(t)(mi) = t” pour o, dans

Surred(t’) et t’ ~*~>ta,] t”. 0

Un arbre de superdérivation se défini de fagon analogue.

Remarque : I] est équivalent de se donner l’occurrence d’un noeud t’ dans

Arb_sur(t) et la suite des substitutions surréductrices permettant de

surréduire t en t’.

Remarque : Les résultats précédents permettent de faire des surdérivations

"hétérogénes” en ce sens ol il n’est pas nécessaire de faire le méme type

de surréduction @ chaque étape de surréduction, @ condition qu’a une pro-

fondeur donnée dans l’arbre de surdérivat:ion le méme type de surréduction

soit utilisé.
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RE - punredudion,

R, p- Aare lim

a

aa
Wf s+.

mp

Un arbre de surréduction hétérogéne

3. Réduction de l’arbre de surdérivation

La surréduction comme la superréduction permettent de construire de

fagon systématique des algorithmes de A-unification mais de graves défauts

entachent cette généralité. Ce sont la non terminaison du processus de

surréduction et la redondance des solutions trouvées. I1 faut donc réduire

et/ou factoriser l’arbre de surréduction sans perdre la complétude du pro-

cessus qui doit toujours fournir, s’il termine, un ensemble complet de A-

solutions pour l’équation considérée. Nous allons voir trois améliorations

qui vont dans ce sens.

D’une part la surréduction basique introduite par Hullot [Hullot1980]

qui permet de réduire l’arbre de surdérivation en enlevant les branches qui

correspondent en fait a des surréductions sur des sous termes provenant de

parties de substitutions appliquées a une étape précédente. Nous

généralisons cette approche aux réécritures équationnelles.

D’autre part la factarisation de certaines branches infinies ration-

nelles de l’arbre de surdérivation. Cela permettra de décrire finiment des

ensembles infinis de A-unificateurs et éventuellement, si l’arbre de

S

13

#

ie
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surdérivation est infini rationnel, de décrire finiment des ensembles com-

plets infinis de A-unificateurs.

Enfin, la suppression des branches subsumées de l’arbre’ de

surdérivations c’est-d-dire des branches qui sont en quelle sorte instance

d’une autre branche, permettra également de réduire la taille de l’arbre de

surdérivation sans perdre la complétude des ensembles de A-solutions

trouvés.

Nous supposerons dans toute la suite que A est une théorie telle que

le couple (R,E) soit RE-church-rosser et 4 terminaison finie.

3.1. La surréduction basique

La surréduction basique a été définie et étudiée par J.M. Hullot

{loc.cit.] pour la surréduction simple (E = @) puis généralisée é la

surréduction de Peterson et Stickel (R,E-surréduction) dans un travail en

collaboration avec J.P.Jouannaud et H.Kirchner [Jouannaud1983].

L’approche que nous proposons ici va nous permettre de définir et de

prouver la complétude de la surréduction basique pour une classe de rela-

tions de surréduction contenant la surréduction simple et la R,E-

surréduction,.

L’idée directrice de la surréduction basique prend naissance dans la

correspondance entre réduction et surréduction exprimée dans le lemme @@8.

Ce lemme met également en évidence l’existence de E-unificateurs pour

l’équation surréduite si l’équation réduite correspondante est en A-forme

normale modulo E. Une “bonne” stratégie de surréduction va donc consister 4

calquer une méthode de recherche de Ja forme normale utilisant une
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stratégie correcte. Par exemple réécriture de l’extérieur vers 1’ intérieur

ou de l’intérieur vers l’extérieur ou encore réécriture n’utilisant que des

filtres normalisés.

Exemple 43 : Si on considére le systéme de réécriture

h(h(x)) > x

h(a) > a

on a alors en suivant une stratégie de l’intérieur vers 1’extérieur

h(h(a)) 7 hla) > a

et en suivant une stratégie de réduction a filtre normalisé en plus de la

réduction précédente on a la possibilité :

h(h(a)) [0 (xa)] a

La stratégie de l’intérieur vers 1’extérieur est donc plus intéressante car

moins générale que la stratégie a filtre normalisé tout en restant

compléte. De plus, chose trés importante ici, l’ensemble des occurrences

de réductions licites au iéme pas de réduction Me pour la stratégie de

l’intérieur vers l’extérieur est fonction de 1’ensemble des occurrences

licites pour la (i-l)éme réduction, de l’occurrence de réduction m et de la

régle utilisée gq ~ d:

Ms = (My - {m.m? | mom’ € Mh U {m.m? | m* € O(d)}

La surréduction basique va utiliser cet ensemble d’occurrences s’il existe

une bonne correspondance entre les occurrences d’application d’une régle

dans la réduction et 1’ occurrence d’application de la surréduction

associée. Dans ce cas, la surréduction sera guidée de facgon syntaxique
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(done efficace) dans les termes a surréduire.

Définissons maintenant la surréduction basique.

3.1.1. Définitions

Définition 77 : Une Ré-réécriture étant choisie, on dit qu’une RE-

dérivation

ty REL Mm, , 04] ti RE[m, ,o,] ‘eli REM, ,o,] tal

suit une stratégie & filtre normalisé ssi cheque filtre utilisé o est RE-

normalisé.

Cette méme dérivation suit une stratégie de Jl’intérieur vers J]’extérieur

4 RE-dérivation4)kat! tea de la érivati

considérée, il n’existe pas de radical & une occurrence plus grande que

ssi a chaque réduction ty RE[m,

"ai. ?

Définition 78 : Soit to un terme, M. un ensenble d’occurrence de D(t_) cles
0

par préfixe et p une substitution RE-normalisée. La RE-dérivatian

~ ’p(t) >RE(m, sk 5] t,’ PRE wn. PREC, yk] tel

et la RE-surdérivation

t ~*~>REL mg sq] ty) -"-DRE wee = ~>RELm, ,k] tae
0 1

sont basées sur Mo si et seulement si pour tout i dans [1..n], m. appar-

tient a My avec

Mea = My - {m, .m? mom € m3) U {m, | m” € nd,

M. 1 Sera aussi noté Ocbas(M.,m,k,). La RE-cérivation ou RE-surdérivation
it
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est dite basique si My = (ty). O

Exemple 44 : Si nous considérons le méme systéme de réécriture que dans

lexemple précédent, la surdérivation suivante est basique

nly) + y ~7=>01,(yh(x))] h(x) + hx) -*->01, (xa)] h(a) + @

alors que la suivante ne l’est pas :

nly) + y -*=>[L, Cy h(x) J hx) + W(x) -7-912, (xa) } a + ha)

Nous pouvons maintenant introduire les ensembles de A-solutions calculés

par surréduction basique.

Définition 79 : Soient t et t’ deux termes, M un ensemble d’occurrences, on

nate

SURES(t,t’,A,M) = U ES(t

oeSurred(t=st’ ,R,Unif, .M)
pty’ A)-@

ou Surred(t=st’ ,R,Unif, ,M) est l’ensemble des substitutions surréductrices

issues de t==t’ pour Ja méthode d’unification Unif, et l’ensemble de régles
E

R, l’unification se faisant 4 une occurrence de M. R= et Unif,. pourront

étre implicites dans la notation ci dessus.

L’ensemble des A-solutions de t==t’, trouvées par RE-surréduction basée sur

M est notée BU(t==t’,A,M) on a donc

BU(t==t’,A,M) = ES(tsst’,£) U U

O o€Surred(t==t’ ,M)
BU(t==t’ ,A,Ocbas(M,m,k}).o

Nous allons chercher sous quelles conditions BU(t==t’,A,O(t==t’)) est

l’ensemble des A-solutions de t==t’.

th
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3.1.2. Complétude de la surréduction basique

Définition 60 : M étant un sous ensemble de O(t==t’) clos par préfixe, soit

SU-N(t==t’,A,M) le sous ensemble de 1’ensemble des A-solutions normalisées

de t==t’ défini par :

SU-N(t==t’,A,M) = {o | o € ES(t==t’,A) et il existe une RE-dérivation basée

sur M de o(t==t’) vers sa forme normale}. ©

Remargue : Suivant les valeurs de M, SU~N(t==t’,A,M) peut @tre vide ou non.

Si t==t’ a des A-solutions alors SU-N(t==t’,A,O(t==t’)) est non vide car si

a est une A-solution RE-normalisée de t==t’, il existe une RE-dérivation de

Vintérieur vers l’extérieur de a(t==t’) vers sa RE-forme normale en vertu

du lemme qui suit.

Lemme 32 : Soient t un terme, p une substitution normalisée et t’ = p(t).

Alors toute RE-dérivation de l’intérieur vers l’extérieur issue de t’ est

basique et il existe une dérivation basiqu2 allant de t’ vers sa RE-forme

normale,

Preuve: La premiére assertion découle des définitions. La seconde provient

du fait qu’il existe toujours unz RE-dérivation de t’ vers sa RE-

forme normale, suivant une stratégie de 1’intérieur vers

l’extérieur. Il suffit alors d’appliquer la premiére assertion. O

Pour prouver la complétude de la surréduction basique nous nous limitons

aux théories qui vérifient la propriété de forte cohérence qui assure une

correspondance entre les occurrences d’application d’une RE-réduction et

celles d’une RE~surréduction associée.

DFfinition 81 : On dit qu’une théorie A = (R,E) est fortement R&-cohérente
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si elle RE-confluente et si pour tout terme t, tout sous ensemble M de O0(t)

clos par préfixe, toute RE-dérivation issue de t basée sur M et tout terme

us, t tel que dans cette E-égalité les occurrences d’applications

d’axiomes soient plus grande que les éléments de M alors il existe une RE-

dérivation issue de u et basée sur M. O

Exemple 45:

* Toute théorie R,£-Church-Rosser est fortement cohérente comme cela est

prouvé dans [Jouannaud1983}.

* Pour la RjUR, | €-réécriture, il n’y a pas de résultat général comme pour

la R,E-réécriture car dans ce cas l’application d’un axiome dans une régle

peut modifier la réductibilité du terme. I] est par contre simple de

verifier que le systéme de R\UR. | ,£-réécriture découvert par REVEUR3 dans

le cas des groupes abélien, par exemple, est bien fortement cohérent.

Lemme 33 : Soit A = (R,£) une théorie fortement RE-cohérente telle que le

couple (R,£) soit Church-Rosser, la RE-réécriture noetherienne, t et t’

deux termes et M un sous ensemble de O(t==t’). Alors SU-N(t==t’,A,M) est

E-inclus dans BU(t==t’ ,A,M).

Preuve: Par récurrence noethérienne en utilisant l’ordre bien fondé induit

par la relation de RE-réécriture.

Soit p un élément quelconque de SU-N(t==t’,A,M). Si p(t==t’) est

RE-normalisé alors p est un E-unificateur de t et t’, c’est donc

par définition un élément de BU(t==t’,A,M).

Sinon, p(t == t’) est RE-réductible en sa. forme normale par une

dérivation basique dont la premier pas est tel qu’il existe yp tel

que,

~193-

p(ts=t’) >RE[m,k] ty se ty’,

test? -*->RE[m,k,a] tyset,’,

w(tyssty") =p ty == ty’,

P =p Heo

ce qu’on peut résumer par le diagramme suivant :

o(t) =, p(t?) RELm, k]

g

ts= t? -*->RE[m,k,o]

La RE-dérivation de ty ty’ vers sa RE-forme normale est donc basée

sur M’=Ocbas(M,m,k). la th%orie étant supposée strictement

cohérente, p(t yas 7 se réduit jgalement en sa RE-forme normale

par une RE-dérivation basée sur M’. De plus p(tyset)’) est un fils

pour le bon ordre induit par la relation de R€-réécriture de

p(t=st’). En appliquant l’hypothése de récurrence, 1 qui est un

élément de SU-N(t,==t,’,A,M’) appartient donc aussi

y'AsW?). Comme p =, uo, p est donc E-égale a un élément

de BU(t==t’,A,M). O

Si on applique ce résultat pour M = O(t=-:t’) il vient

SU-N(te=t? ,A,O(te=t?)) S BU(te=t’,A,O(tsst?)) © ES(test?,A)

Sy SU-N(t==t? ,A,Olt==t’))

ce qui s’énonce :

Corollaire 6 +: Pour toute thécrie A fortement cohérente

BU(t==t’,A,O(t==t’)) =A ES(t==t’,A).

De la méme fagon que pour la surréductior simple on en déduit une maniére

de calculer un ensemble complet de A-solctions d’une équation t==t’.
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3.1.3. Une condition suffisante de terminaison de la surréduction

La surréduction basique permet de réduire l’espace des surréductions

mais en général elle ne termine pas non plus. Nous donnons maintenant une

condition suffisante qui géneralise celle donnée par J.M. Hullot pour la

Ro-surréduction.

Proposition 12 : Si A est une théorie tel que le couple (R,E) soit Church-

Rosser, fortement cohérent et noethérien et telle qu’il existe un algor-

ithme fini de E-unification. Si toute RE-surdérivation basique issue d’un

membre gauche d’un élément de R termine alors toute surdérivation basique

issue d’un terme quelconque termine.

Preuve: C’est essentiellement la méme que celle de [Hulloti980] 0

Exemple 46 : Le résultat précédent s’applique facilement si les membres

droits des régles sont réduits 4 une variable. La surréduction basique

fournie donc un algorithme d’unification fini pour les théories suivantes :

» L’idempotence : x + x > x

* les quasi groupes [loc.cit.],

% les arbres binaires signés [Kirchner1982),

* Commutativité et idempotence,

* Associativité-commutativité idempotence

ete wa.

ation3.2. Factorisation de 1’arbre de sur

Dans cette section nous montrons comment factoriser les branches

infinies rationnelles de l’arbre de surdérivation. L’exemple suivant d’un

tel arbre infini est inspiré par [Fages1983].

e
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Exemple 47 : On considére le systéme de réécriture R suivant

Q) alfOxy)) > aly)

E = @ et 1’équation e=(g(x) == g(o)). On a par conséquent

@ = (g(x) == g(0)) -*->01, x © FOqsx,)] é = (g(x,) == 9(0))

€ est égale 4 e 4 un renomage des variables prés, Arb_sur(e) est donc un

arbre infini rationnel (au renomage des variables prés). On peut le

représenter par

g(x) == glo)

\

C) xF(y,x)
Nous allons montrer comment décrire finiment l’ensemble des A-solutions de

Dans ce qui suit nous considérons que nous résolvons l’équation e, =

(tgssty’) et que Arb_sur(e)) est un arbre rationel. Nous pouvons donc

considérer que les équations dérivées de e, par surréduction sont

numérotées par un entier de {1..n]. Nous appellerons noeuds de succés de

Arb_sur(e)) les noeuds étiquetés par une équation e telle que ECU(e,E) ne

soit pas vide.

Nous définissons maintenant les objets qui vont nous étre nécessaires pour

décrire finiment l’arbre de surdérivation,

Soit Loop_Eq l’ensemble des équations e ce Arb_sur(e,) dont est issue une

boucle :
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Loop_Eq = { e | e -+*-> e e, -#°-> e}
0

Sait Fin, l'ensemble des substitutions qui étiquetent un chemin sans boucle

et qui termine sur une équation qui a un ensemble de E-unificateurs non

vide :

Fin, ={of e, - ~>fa,] eee ->la le,
1 A

tel que

*e, = (t 2= t’) avec T=ECU(t==t’,£) #2

n

* Vk dans i> oon iv ey n’appartient pas 4 Loop_Eq

*& oO = 7.a....a, avec tT € T.}
n 1

Un élément de Fin, est donc un chemin issu du noeud étiqueté par ei, ne

passant pas par une équation donnant lieu & une boucle mais éventuellement

issu d’une telle équation et terminant sur un noeud de succés.

Soit Laat l’ensemble des substitutions obtenues 4 partir d’une boucle dans

une surdérivation issue de eye

Loop, ={alaza...a
k 1

tel qu’il existe une surdérivation

* & -“# > e

* e, - >to] °p - ~>[o,] wee ->lo] op

* Viet j dans 1,...,k, i # j => 55 # &5 (pas de boucle)}

i J

Un élément de Hoops correspond donc a un chemin décrivant une boucle issue

du noeud étiqueté par Ee

Soit ay l’ensemble des substitutions obtenues comme la premiére partie
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d’une surdérivation issue de Ey» sans contenir de boucle :

Prem, = { o [| il existe une surdérivation

0% 0
ey > lo] ep ey

o 0
- >to] ge,

telle que

* Viet j dans l,...,n, i # j => e # es (pas de boucle)}

Un élément de EDeBs correspond donc a ur chemin sans boucle issu de la

racine et arrivant sur un noeud d’o part une boucle.

Pour toutes les équations dont est issue une boucle, TnkercPeae a décrit

les substitutions permettant de passer c’une boucle a une autre :

Inter_loop, = {o | il existe une surdérivation

a Poa sr. a Bey >[o,] e >Le,] sas >to J a

avec

— aP
* e, =e

* e et , appartenant a Loop_Eg

*pFaQg

* Viet j dans 1,...,k, i # j => e # ef (pas de boucle)}

Un élément de TWeen_ Toop ss correspond donc a un chemin ne contenant pas de

boucle et joignant deux noeuds d’ol part une boucle.

Nous pouvons maintenant décrire un ensemble complet de A-solutions de

1’équation ey:
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Soient 2 les ensembles associés 4 chaque équatien origine d’une_ boucle

définis récursivement comme suit.

¥ ZL. contient Prem,,
i i

* Pour toute substitution B dans Loop, et a dans tis B.a appartient

a an

* Pour tout j dans N et toute substitution y dans Inter_Loop 5, et a

dans th a.y appartient 4 zy.

Un élément de y correspond donc 4 un chemin possible de la racine de

l’arbre de surdérivation jusqu’& un noeud étiqueté par es aprés avoir

éventuellement bouclé a des noeuds étiquetés par un E9i

3.2.2. Oéfinition récursive des A-solutions

Soit X l’ensemble des substitutions défini par :

* Fing ef,

* Pour toute substitution a in 5 et A dans Fin., h.a appartient 4

En d’autres termes un élément de £ est issu, ou bien d’un chemin sans bou-

cle depuis la racine jusqu’a un noeud de succés, ou bien est composé d’un

chemin de la racine jusqu’a un noeud ee d’od part une boucle, suivi par un

chemin débouchant sur un noeud de succés.

Théoréme 16 : E est une ensemble complet de A-solutions de 1’ équation Bo:

Preuve: C’est une conséquence des définitions que nous venons de donner.

D’une part tout élément o de © est une A-solution de €) cara est

le produit de substitutions surréductrices étiquetant un chemin

menant a un noeud de succés ey? par un E-unificateur de ey"

EB
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Réciproquement, sia = Ted wea est une substitution obtenue par

la surdérivation

~* = -* a md = = == ,& -** >a] e) -"# >fa,] e+e. -7H rta.] e, (t. th )

avec rt élément de Unif_ Ce.) et Upper ere, toutes les équations de

cette surdérivation d’oG est issue une boucle (i.e. élément de

Loop_Eq). On vérifie facilement. que chacune des substitutions ai

appartient a 1’un des ensembles Prem,» Fins, Loop, ou TEES TOR 5

Donc o appartient a>. O

Pour un arbre de surdérivation rationne! la description que nous venons de

donner de % est finie, on peut donc medifier la procédure de surréduction

de telle sorte qu’elle termine si l’arbre de surdérivation est rationnel.

Il s’agit donc de détecter des boucles éventuelles dans 1’arbre de

surdérivation. Il suffit pour cela de gerder l’histoire de la formation de

l’arbre. Qn obtient dans ce cas un alcorithme qui retourne une définition

récursive finie des A-solutions de l’équation ey.

3.2.3. Exemple de définition récursive des A-solutions

Si nous reprenons l’exemple donné au début, l’équation g(x) == glo)

vest surréductible que par la régle (1) et par conséquent

* Pour tout i dans WN, Fin, = Fing = {(x © 0)}

» L’ensemble £ des A-solutions de 1’équation trouvée ici sera done

récursivement défini par

@ {(x —o)} EE

® si (x — t) € LT alors (x *- fly,t)) € x.
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3.3. Suppression des branches subsumées

L’objectif est ici de montrer comment enlever certaines branches de

arbre de surréduction qui n’apporteront que des A-solutions instances

d’autres A-solutions.

Exemple 48 : Considérons le systéme de réécriture confluent

xxx

(a+ x) + (x+a) Maex

et l’équation (x + y) + (y + x) = u od u est un terme quelconque.

On a parmi d’autres superdérivations

(x + y) + (Cy + x) sz u -**->[y@x] x ss u

(x + y) + (y + x) se u -7*>[xt-a] a + y es u -**->[yta] a ce u

La seconde superdérivation est une instance de la premiére en ce sens o0 a

== u est une instance de x == u et (y@x) S$ (xt-a)(y#a). Les A-solutions

trouvées par la premiére surperdérivation sont plus générales que celles

trouvées par le seconde. I1 est donc inutile de poursuivre la

superréduction de a == u.

L’idée de base est donc qu’il est inutile de calculer les A-solutions d’une

équation qui est instance d’une autre a la condition que les chemins de

larbre de surdérivation qui mément 4 chacune de ces équations saient

également instances 1’un de 1’ autre.

Théoréme 17 : Soient Gq &y et ey trois équations telles que 5

e, et ey -* ->lo,] e,- Si il existe B telle que Ble) =, ey et fo

-¥°->[o)]

1 7a %

alors ES(e,,A).0, est A-inclus dans ES(e,,A).o,
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Preuve: Sait a € ES(e,,A), a(t.) =, a(t,") d’ou

aB(t,) =A a(ty) = a(t,’) =A aB(t,’)

et par conséquent af est une A-sclution de ey donc

ES(e,,A).f ¢ ES(e, ,A)

ce qui compte tenu de la seconde hypothése implique

ES(e,,A).o, =, ES(e,,A).B.o, € ES(e,,A).o,

Une conséquence immédiate de ce résultat est que I’on peut "couper” les

branches de l’arbre de surdérivation instance d’une autre sans perdre la

complétude.

3.3.1. Implantation

La surréduction basique s’implante facilement puisqu’il suffit de cal-

culer a chaque étape l’ensemble des occurrences basiques. La détection des

boucles et des branches subsumées nécessite de garder l’histoire des cal-

culs précédents ce qui peut se réaliser 2fficacement avec une implantation

de l’arbre de surréduction par addressage dispersé.

En ce qui concerne 1’ implantation de la surréduction elle méme, la simili-

tude entre la surréduction et le calcul de paires critiques peut étre

exploité en implantant la surréduction ou la superréduction par un = algor-

ithme de camplétion de systémes de réécriture, 4 la Knuth et Bendix. Cette

idée décrite par N.Dershowitz [Dershowitz1984] est mise en forme dans

[Kirchner1985]. Elle a été réalisée come une extension du laboratoire de
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réécriture REVE., pour la superréduction dans le cas E=@ par P.Rety et est

décrite dans [Rety1965]. Un mécanisme de détection des boucles en téte de

arbre de surdérivation donc de définition récursive de certains type de

A-solutions, compléte cette implantation.

7.
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CHAPITRE 7

UNIFICATION DANS DES HELANGES DE THEORIES

Nous abordons dans cette partie 1’un des points les plus difficiles de

la conception d’un algorithme d’unification : la preuve de sa terminaison.

La correction partielle d’un algorithme d’unification construit avec les

outils que nous avons exposé précédemment découle des résultats de correc-

tion de ces outils. La preuve de la correction totale est en général un

probléme difficile (la preuve de terminaison de l’algorithme d’ unification

associative commutative de Stickel est restée un probléme ouvert prés de 10

ans avant d’étre résolue par fF. Fages [Fages1984]) et excepté le travail

récent de K, Yelick [Yelick1985] aucun outil n’était donné dans un cadre

général pour travailler modulo des mélanges de théories, c’est a dire une

théorie présentée par un ensemble d’axiomes A tel qu’il existe une parti-

tion de A en parties indépendantes c’est a dire agissant sur des symboles

de fonctions différents.
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Pour de telles théaries nous allons montrer que la connaissance d’un

algorithme de compléte décomposition d’un unificande modulo chacun des

éléments de la partition de A, permet de donner un algorithme de compléte

décomposition dans la théorie A. Cela généralise donc les résultats de

Fages sur la terminaison de l’unification AC [loc.cit] et constitue une

approche unifiée différente de celle proposée par K. Yelick [loc.cit.].

1. Combinaison d’algorithmes de compléte décomposition

l.l. Structuration des systémes de multiéquations

Nous précisons tout d’abord sur quel type de théorie nous allons tra-

vailler.

Définition 82 : Si E est un sous ensemble de A, on note Symb(E) ou Fe

l’ensemble des symboles de fonction qui ont une occurrence dans les axiomes

de £.

Fe {f | feretfre Symb(t,) U Symb(t,) pour t, = t, € E}
1 2

Oo

De maniére 4 simplifier les preuves nous imposons une forme particuliére

aux équations :

Définition 83 : On dit qu’un systéme de multiéquations est simple s’il est

fusionné et si ses éléments e sont de.la forme suivante, e = (V(e)) (i.e

réduit 4 des variables) ou e = (V(e) = {t}) avec t non variable ou e = (ty

zs t,) ou t et ty sont des termes non variables. ©

Il est facile de montrer que tout systéme de multiéquations est équivalent

a un systéme de multiécuations simple.
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Exemple 49 ; Le systéme { (x == y == z == ty es t) } est équivalent au

systéme simple { (x 2s s= Z == tps (t, == t,) }

Afin de résoudre le probléme posé par 1’ égalité multiple de variables

comme x == y == z dans l’exemple ci-dessus, nous allons définir une forme

canonique des systémes dans laquelle toutes les variables d’une méme

multiéquation sont remplacées par un représentant déterminé.

Définition 84 ; Pour un systéme de multiéquations fusionné S, soit Re la

relation définie sur 1’ensemble X des variables par

x Ry y <=> il existe une multiéquation e de S telle que x, y €e

On notera x” un représentant de la classe de x et S~ un systéme obtenu en

remplacant dans tous les termes non variables de S chaque variable par le

représentant canonique de sa classe modulo Re. S” sera dit non-axbigu et

noté, pour des représentants fixés, Rempl-Var(S). ©

Par application du lemme sur le remplacemant, S et S~ sont A-équivalents.

Exemple 50 : Si on considére le systéme

S={ (x =: y ss z ss az), Ox) == (x + y) # a) }

on a alors en choisissant x comme représentant de la classe {x, y, z}

S” = { (x s= y s= z == a +x), Ox) == (x +x) # a) }

Il faut noter qu’en géneral il n’y a pas unicité du représentant de la

classe et donc que S” n’est pas défini de fagon unique.

Nous partitionnons maintenant un sysi:éme en sous-systémes homogénes :

Définition 85 : Soit P = {E)sEpseeesE une partition d’un ensemble
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d’axiomes A, telle que pour tous k et j éléments de [1..p] avec k # j on

ait Symb(E, ) n raee = @. On dit que P est une partition séparée de A.

On associe a la partition P la partition suivante de F :

Pe fF, Fe seek e Fit
1 72 p

ou Fy désigne les symboles de F qui n’apparaissent dans aucun axiome de A :

izp

Fo=sF- UFL.
@ ., E,

isl “i

Pour simplifier les notations nous noterons

Pee {Fy sFosse oF oF gl

Exemple 51 : Si on prend

F = {+, *, “, t, ., eg, a, b, c, f, g},

A = {ac(*), ac(+), T(*,eg), c(.), c(f)} et

E) = {ac(+)}

ED {ac(*)}

E, = {T(*,eg), c(.), c(!)}

P = {Es Ey E5} est une partition séparée de A et

ny = {+}, Fo = {#}, F, = {*, eg, -, '}.

Définition 86 : Pour tout systéme S indécomposable et fusianné, on note

cd(S) l’ensemble des multiéquations complétement décomposées de S et am(S)

le complémentaire de cd(S) dans 5S, c’est a dire l'ensemble des

multiéquations de S qui sont indécomposables mais non complétement

décomposées (i.e. les équations & muter)

Si P est une partition séparée de l’ensemble d’axiomes A, pour tout élément

E de P, on note am, (S) (respectivement cd-(S)) l’ensemble des équations de

am(S) (respectivement de cd(S)) dont tous les symboles de fonction sont
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dans F. :

am, (S) = {fe | © € am(S) et Vt € e, Symb(t) © Fe}

On notera Sp = ed, (S) U am. (S) 0

Exemple 52 : Pour S = {x == alz, x.¢ == y.(alz), wy == axz} et pour la

partition de A donnée dans l’exemple précédent ona :

ed. = {x == alz}, am. = {x.c <= y.(atz)}E, E y«(atz

cd. = 0, am. = {x#y <= axz}

bo fo

Définition 87 : Soit P une partition séparée de l’ensemble d’axiomes A. On

dit que le systéme S est P-séparé si toutes les équations e de $ sont

telles qu’il existe un élément Fe de Pe tel que Symb(e) & Fee

Oo

Lemme 34 : Si P est une partition séparée de A, tout systéme S est

généralisable en un systéme S’ qui est P-s3paré,

Preuve: Il suffit de généraliser tous less termes intervenant dans le

systéme. O

Exemple 53 : (Suite des précédents)

L’équation e = (f(x*y,a.(c eg x)) == Flax(z+u),b) nest pas P-séparée. On

la généralise dans le systéme séparé

S) t=! {F(x 1x5) sc Fx x),

xp SEX HY,

My B= Xe (x, eg x),

x, #2 8 # XD,

Xy == b,



~208-

x, == 8,

Kp see

Ky ss 2+ u}

Remargue : On peut généraliser moins abruptement en définissant la P-

séparation de maniére moins stricte en prenant dans la définition ci-dessus

Symb(e) SF. U re En fait, les symboles de Fo ont un status particulier
£

car on peut les faire intervenir dans certains sous~systémes dés que 1’on

sait donner un algorithme fini d’unification de ces sous-systémes. C’est le

cas pour la partition ES de l’exemple car nous avons vu dans les chapitres

précédents un critére simple de terminaison du processus de décomposition-

fusion-mutation pour la théorie E,-

Notation : Dans toute la suite, afin de clarifier les preuves, mous

n’utiliserons pas la remarque précédente et par conséquent nous associerons

, ms

Ey

1 Se } ot sy désigne l’ensemble des multiéquations e de S qui sont de la

Pp

forme e = (V(e)) (i.e. réduite a des variables) et S. les équations de S$
E,
i

a tout systéme S fusionné et P-séparé, la partition {s,, Sy Sp »5

i

dont les symboles sont dans E,. S, sera encore noté 5,°
E.
i

1.2. Une stratégie de compléte décompositian dans les mélanges de théories

Nous allons mantrer que si on connait un algorithme de compléte

décomposition pour chacune des théories EVs c’est a dire un algorithme qui,

prennant en entrée un unificande quelconque, retourne un unificande

complétement décomposé, alors il existe un algorithme de compléte

décomposition pour A.
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Commengons par donner la procédure ginérale de compléte décomposition

pour les mélanges de théories. Soit P une partition séparée de l’ensemble

d’axiomes A telle qu’il existe un algoritlime de compléte décomposition pour

chaque élément de P.

Nous noterons COMP-DEE, la procédure de compléte décomposition dans la

théorie Eu Son profil est le suivant :

COMP-DEC, (S : systéme d’équations construites sur Fy)

RETOURNE(unificande complétement déconposé)

SIGNALE (échec)

COMP-DEC(S : systéme P-séparé simple et non ambigu)

RETOURNE (unificande complétement décomposé)

SIGNALE (échec )

Soit W un ensemble de variables tel que Var(S) © W.

Choisir un sous-systéme Sy de S qui ne soit pas complétement décomposé.

SI il n’en existe pas

ALORS RETOURNER(S) (S est complétement décomposé)

SINON [Rider = COMP-DEC, (5, )

RESIGNALER(échec) (propegation du signal d’échec)

. = Kousoit R; = (S$ S,) U R,

soit R” = Rempl-Var(Fus(R,’ ))

a yyRETOURNER ([COMP-DEC(R Nee
FSI

FIN COMP-DEC

Nous allons montrer que si chacune des procédures COMP-DEC, termine alors

COMP-DEC termine. Il retournera alors une disjonction de systémes

complétement décomposés ou bien signalera échec.
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1.3. Terminaison de ]’algorithme COMP-DEC

On suppose dans tout ce paragraphe que la théorie A considérée est non

potente et que P est une partition séparée de A. Tous les systémes

considérés sont supposés séparés et mis sous forme simple.

L’ordre considéré sur les n-uplets d’entiers est l’ordre lexicographique.

Nous introduisons maintenant les mesures de complexité dont la combinaison

va permettre de prouver la terminaison.

Tout d’abord une mesure du nombre de variables qui occurent sous

plusieures familles de symboles.

Définition 83 : Pour un systéme P-séparé S, on note X%5 (x) le nombre de fam-

illes de symboles différentes sous lesquelles la variable x apparait, v, 63)

le nombre de variables de Var(S) qui occurrent sous exactement i familles

de symboles différentes : v, 6S) = | { x tel que X5(*) = i} |

On pose imax(S) = max i.

v, (S)40

vest le imax(S)-uplet défini par

WS) = (Ys max(s) 69)? Vimax(Sy-y622 rere v,(S))

Si U est une disjonction de systémes, on prend pour l’ordre lexicogra-

phique:

v(U) = max v(S)

O Seu

Exemple 54 : (Suite des précédents)

Pour le systéme
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X.Y sex, Og ! z)}

onav, =5, Vy = 2, imax = 2 et v(S) = (2,5).

Des équations particuliéres vont apparaitre dans les systémes, nous

les appelons immutables car elles ne seront jamais modifiées lors des

transformations successives de S.

Définition 89 : Une équation e d’un systéme S fusionné est dite imwutable

si et seulement si elle est de la forme e = (V(e) == {t}) et si V(e) N

Var(Term(S-fe})) = @. Une équation non immutable est dite sutable.

L’ensemble des équations immutables de S est noté Immu(S). Les équations

mutables (respectivement immutables) de cd(S) seront notées edi(S) (respec-

tivement cdm(S)). Le cardinal de cda(S, ) sera noté «(S,k). On pose pour

k

tout systéme S

k=p

«(S) = £ «(S,k)

k=l

et pour toute disjonction de systémes U

K(U) = max «(S)

Seu

Enfin nous aurons besoin de mesurer le degré de résolution d’un

systéme ou d’une disjonction de systémes :

Définition 90 : Pour tout systéme S on note 5(5) le nombre de sous-systémes

Se non complétement décomposés. Pour une disjonction de systéme U on pose

k

6(U) = max 8(S).

SEU
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Enfin nous combinons ces trois mesures de la maniére suivante :

Définition 91 : Pour tout systéme S on note 7(S) = (v(S), (S$), 6(5)). O

La preuve de terminaison va se dérouler selon le schéma suivant : la

résolution d’un systéme non complétement décomposé 5, va soit faire

décroitre le nombre de variables partagées par plusieures familles, soit

provoquer des fusions dans Sys ce qui diminuera éventuellement le nombre

d’équations complétement décomposées et mutables d’autres sous-systémes,

soit augmentera le degré de résolution du systéme ou de la disjonction de

systémes.

Nous donnons tout d’abord quelques remarques techniques.

Remarque : Nous utiliserons dans la suite la propriété suivante :

pour toute sous-théorie Ey de A et pour tout systéme S homogéne sur Ey si

x == t (t ¢ X) appartient aS alors x == z avec z € X n’est pas élément de

eqh(s) (qui rappelons le est fusionné). Cela est simplement dO au fait que

la théorie A est supposée non potente.

Lemme 35 : Si un systéme S a des A-solutions et est P-séparé alors Fus(S)

est également P-séparé. Par ailleurs la fusion conserve v.

Preuve: Soit S est un systéme séparé. Si on fusionne des équations x == t

et x == t’, soit t et t’ sont homogénes sur la méme classe de sym-

boles F, pour E dans P, auquel cas t == t? est encore P-séparée,

soit t et t’ sont homogénes sur des classes de symboles

différentes. Auquel cas puisque la théorie n’est pas potente t s=

a
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t’ n’a pas de A-salution, ce qui contredit 1’hypathése.

Par ailleurs la fusion ne peut pas modifier v puisqu’elle n’agit

pas sur la structure interne des termes. (1)

Nous prouvons un premier résultat qui montre que si on résoud un

sous-systéme S. z Se de S qui partace des variables avec d’autres sous-
k

systémes de S, sous des symboles de ces systémes, alors ¢(S) diminue

strictement.

Lemme 36 : Soit Sy un sous-systéme de £ non complétement décomposé tel

qu’il existe n dans [1..p] (n # k) avec Var(Term(S, )) n Var(Term(S, )) #o.

Alors en reprenant les notations prises dans COMP-DEC, si Sy, est le systéme

choisit dans la premiére étape de COMP-DEC, on a pour tout i de I, ceri”) <

G(s).

Preuve: Nous allons montrer que ¢ diminue, méme si Rempl-Var peut faire

temporairement croitre v.

Les notations utilisées sont les mémes que dans COMP-DEC. Soit i €

I.

Soit x une variable occurrant dans un terme de Sy et un terme de

Si x apparait dans Re sous la forme x t (t € X) of les vari-

ables de t sont des nouvelles variables (i.e. en dehors de W), x

n’apparait donc plus sous aucun symbole de FL et par conséquent v a

diminué de Sy. a Ri” la preuve est terminée dans ce cas.

Si x apparait dans R, sous la forme x == nv (nv € X-W), le

représentant de la classe de x pourra apparaitre a nouveau sous un

symbole de Fe Dans ce cas v res‘era constant de S 4
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S={x, == nv,, qui fusionie en {x, == x, == nv, ==s x eg x
1 1 1 4 1 4Et alors de deux choses 1’une, XE MD, % HS Xy = MVD,

xQ z= nvo, x.y sex, . tx, | z)}: . L . 
3 2 4 1* ou bien il existe une variable y apparaissant sous un terme de ye mys

My FF x @g x,

Sy et un terme de 5; pour j € I (j # k) telle que son image dans Re Mey Be Ky (xy t z)}

©
soit de la forme x == t (t ¢ X), auquel cas v a diminué ainsi que et par Rempl-Var, on obtient ;:

nous l’indiquions ci-dessus, R” = { x) EX, =2 Av) c= K eg x),

Xo == x == nv.,

* ou bien ce n’est pas le cas et toutes les variables apparaissant xX. y st % ‘ tx, ! z)}

dans les termes de 5, donnent une équation de la forme x == nv (nv qui est tel que v(R”) = (0,4)

€ X) dans Ro. Dans ce cas aucune nouvelle équation mutable n’est

Lemme 37 : Dans COMP-DEC, si le sous-sysi.éme choisi Sy
apparue dans Sys x(S,k) n’a pas augmenté. Dans cette éventualité il

décomposé et ne partage pas de variables avec le reste du systéme (i.e. tel

est non complétement

reste deux possibilités :

que Var(Term(S, )) n Var (Term(S-S, )) = @), alors «(S) 2 K(R,”).
- soit la résolution de 5, n’a pas fait fusionner d’équations

dans $-5 et dans ce cas le systéme a gagné un degré de résolution : Preuve: Les équations issues de la compléte décomposition de Sy. et qui com-

&(S) > 5(R.”) posent les systémes Ris ne peuvent étres que de l’un des trois

- ou bien certaines équations ont fusionné, faisant peut étre types suivants:

croitre 65 mais diminuant « puisqu’il y a alors strictement moins (1) x s= t (t xX) et xe Var (Term(S,)),

d’équations complétement décomposées mutables dans les systémes qui (2) x s= t (t € X) et x € VS)

ont fusionné et qu’il n’y a pas, comme nous 1’avons vu, de nouvelle (3) x s= nv (nv € X-W)

équation mutable dans Sy. * Les équations du type (1) sont immutables car par hypothése, x ¢

Var(Term(S-S,)). Tl faut noter que nous n’en sommes sir que
Dans tous les cas V i € I, ¢(S) > g(R,”). Oo )

parceque, & cause du renomage Rempl-Var, aucune variable de la

classe de x ne peut apparaitre dens Var (Term(S-S, }).
Exemple 55 : (Suite des précédents).

* Les variables "x” des équationms de type (2) proviennent par
5i on résoud la premiére équation de S, on obtient entre autre systéme

définition des équations de cd(S), il y a donc moins (ou autant)

d’équations de ce type dans Ri que dans Sy

* Les équations de type (3) n’interviennent pas ici car elles

n’interviennent pas dans la définition de «.
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La fusion de Re’ provoque les modifications suivantes :

Pour les équations de type (1), si elles fusionnent, cela peut

étre :

- soit avec l’équation qui définit la classe de x i.e. du type

V(e) avec x € e€. Par hypothése sur Rempl-Var, cette nouvelle

équation obtenue par fusion est toujours immutable,

- soit avec une équation x == t’ de 5 avec k # j. Il y a alors 4

l’évidence une collision de symbole puisque A est supposée non

potente et R,” n’a pas de A-solution.
i

Pour les équations de type (2), on a les mémes possibilités :

- fusion avec une équation de la forme e = (V(e)), l’équation, si

elle était mutable le restera, de méme si elle est immutable,

~ fusion avec une équation x == t’ de S, avec k # j. Il ya col-

lision de symbole.

Les équations de type (3) peuvent provoquer des fusions dans les

autres systémes S; (j # k) elles diminuent alors le nombre

d’équations mutables complétement décomposées de ces systémes

puisqu’on a alors la configuration suivante :

2< qui fusionne en x, == x, == nv == t, == tx s=

x) == nv et que l’on réécrit par’ convention en 2
count noe
27° °2 17 2

(**) Soit il y a collision de symbole si x) 55 ty et Xe ty ne

sont pas dans le méme sous-systéme Si soit il y a une équation

complétement décomposée et mutable de moins.

Dans tous les cas, le nombre d’équations complétement décomposées

et mutables n’a pas augmenté i.e. K(R.? 4k) s K(S)).

¢ (9
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Reste a étudier 1’ impact de Renpl-Var sur x dans le passage de RY?

aR”.
i

Les classes de variables pour la relation R ont été modifiées par

la fusion précédente. Mais il 2st clair que cela ne peut pas tran-

former une équation immutable en mutable, « est conserve : K(Ri”,k)

= Ke (Ri? sk), O

Lemme 38 : Sous les hypothéses du lemae précédent on a (x(S),8(S)) >

(c(Ri”),5(R"))

Preuve: En effet soit «(S) = K(R.”), ce qui signifie compte tenu de la

remarque (#*) faite dans la preuve ci-dessus qu’il n’y a pas eu de

fusion dans d’autre sous-systémzs, et par conséquent (Re??) étant

k

complétement décomposé, 5 a dininué de 1. Soit «(S) > K(R,”) et la

conclusion est claire. O

Théoréme 18 : Si A est une théorie non potente, P = {), = cat une par-

tition séparée de A telle qu’un algorithme fini de compléte décomposition

dans E, soit connu pour tout k € [1..p] alors COMP-DEC est un algorithme

fini de compléte décomposition dans A.

Preuve: * La correction de l’algorithme résulte de la correction de cha-

cune des transformation qu’il évoque.

x La terminaison résulte des résultats précédents car la mesure

(v(S}, «(S), &(5)) décroit strictement 4 chaque appel de COMP-DEC.

oO
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Nous venons donc d’établir que sans autre hypothése sur les théories

EK que l’existence d’un algorithme fini de compléte décomposition et la non

potence, la terminaison de l’algorithme de compléte décomposition dans la

théorie A est assurée.

Pour donner un algorithme de A-unification il faudra alors ajouter 4

l’étape de compléte décomposition, la résolution de la disjonction de

systémes de multiéquations complétement décomposées. On pourra, si la

théorie A est stricte et fortement complete, utiliser les techniques

décrites dans le chapitre 2. Dans d’autre applications, on aura intérét 4

conserver les systémes complétement décomposés sans chercher a construire

ses A-solutions finies. Cela revient alors a travailler sur dans les termes

infinis puisqu’un systéme complétement décomposé est une représentation

d’un tel terme [Courcelle1984].

Ce résultat est donc sensiblement différent de celui de K. Yelick [Yel-

ick1985] qui montre que pour toute théorie A, P-séparée réguliére et non

potente, la combinaison des algorithmes de E -unification telle qu’elle le

définie termine.

» D’une part parceque 1’algorithme qu’elle donne fonctionne "A la Robin-

son” et repose donc sur des principes différents de ceux développés dans ce

travail comme nous l’avons déja souligné.

* D’autre part parceque, en utilisant les outils que nous avons développé

ici, nous avons besoin d’hypothéses plus fortes (théories strictes et

fortement compléte) pour obtenir une conclusion analogue 4 celle de K. Yel-

ick.

* Mais aussi, comme nous le disions plus haut, Parceque nous avons besoin

de moins d’hypothéses pour obtenir un unificande complétement décomposé.

ud

t

-219-

2. Applications

Le théoréme précédent est un outil fondamental pour la conception

dalgorithmes d’unification dans des mélanges de théories. Nous en donnons

maintenant quelques exemples.

Exemple 56 ; Les théories associative-comnutative

Nous avons donné au chapitre 4 un algoritnme de compléte décomposition pour

un seul symbole AC. Le théoréme précédent permet donc de construire un

algorithme de compléte décomposition module un nombre fini d’axiomes de

commutativité-associativité, et comme les théories AC sont strictes et

fortement complétes nous obtenons un nouvel algorithme fini de AC-

unification pour un nombre quelconques de symboles AC, en présence ou non

de symboles sans propriétés.

Les avantages de ce nouvel algorithme sont les suivants :

* il est clairement parallélisable puisque chaque élément de la disjonc-

tion de systémes courante peut étre résolue indépendament des autres,

* il est plus efficace que celui de Stickel comme le montre les

expérimentations réalisées avec ]’implantation faite en CLU dans le systéme

REVEUR3. En particulier les ensembles complets de AC-solutions comportent

en général moins d’éléments que ceux ret3urnés par 1l’algorithme de Stickel

implanté par K. Yelick. Cela tient a deux choses :

- d’une part a la méthode de passage d2 1’équation initiale a un unifi-

cande U tel que p(U) = 0 (c.f. chapitre 4),

~ d’autre part au fait que la résolution des systémes d’équations

diophantiennes réduit l’espace des AC-solutions 4 gérer.

* enfin, il est facilement intégrable 4 une bibliothéque d’algorithmes

d’unification standards.
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Exemple 57 : Si on considére la théorie donnée dans les exemples de la sec-

tion précédente : A = {ac(¥), ac(+), T(*,eg), c(.), c(!)}, nous avons

plusieures fagons de construire un algorithme d’unification pour A. En

effet nous avons le choix de la partition P de A.

* si on choisit la partition

E,= {ac(+)}

Ey = {ac(*)}

E, = {T(*,eg), c(.), e(!)}

le processus de décomposition-fusion-mutation détermine un algorithme fini

d’unification pour la théorie E, puisque, comme nous l’avons vu, la ter-

minaison du processus est assurée par un critére simple sur la taille des

termes. Connaissant un algorithme d’ unification fini pour £, et Ey par ail-
1

leurs, COMP-DEC fournit donc un systeme complétement décomposé que SUBST

résoud car la théorie A est a stricte puisque qu’elle est permutative.

* Mais une autre possibilité consiste a choisir pour partition

m w fac(+)}

mt " {ac(+)}

{7(*,eq)}

{c(.)}

5 = fe(!)}

m u

m a

m at

auquel cas, puisque nous connaissons un algorithme d’unification pour cha-

cune des théories de la partition, COMP-DEC détermine également dans ce cas

un algorithme fini de compléte décomposition, La différence avec le

précédent réside dans le fait que considérant chaque théorie séparément, le

nombre de généralisation nécessaire va étre plus important et par

conséquent le second algorithme sera moins efficace que le premier.

&

| wt
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Cette derniére remarque est tout 4 fiit générale. La décomposition par

les symboles de i étant la mutation de la théorie vide, on peut toujours

considérer la partition la plus fine poss'ble dans laquelle les symboles de

ig seront considéres a part. Mais on pord alors en efficacité puisque on

est amener 4 généraliser davantage que si on insére le processus de

décomposition dans le plus de théories possible de la partition.

Terminons cette partie par une remarque concernant la restriction de

l’approche précédente a des théories non jpotentes.

Cette restriction est due au fait que l’on souhaite avoir une partition

séparée de A. Elle ne peut donc étre levée facilement. Mais on peut noter

que les axiomes de la forme t = x sont justement ceux qui, orienté en

t ~ x, satisfont trivialement les hypothéses nécessaires a la terminaison

de la RE-surréduction basique pourvu que Le couple (R,E) soit E-confluent

et E-noetherien. Pour une théorie A potente, si A’ est la plus grande sous

théorie de A qui soit non potente, en posuant A” = A-A’ on cherchera a

crienter A’ est un systéme de réécriture R puis on complétera R modulo A’

de maniére a obtenir un systéme de réécriture R’ qui soit £-confluent et

E-noetherien. Sur R’ on essaiera alors d’sppliquer les outils donnés par la

surréduction et la superréduction. C’est la démarche qu’il faudra suivre

afin d’obtenir un algorithme d’unification pour les axiomes du "si alors

sinon” présenté dans le chapitre sur les théories syntaxiques.
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CONCLUSICN

Résoudre une équation dans une théorie équationnelle A est un probléme

indécidable en général. Il faut par conséquent se donner les moyens

d’aborder ce probléme avec des méthodes fropres 4 chaque théorie tout en

cherchant a conserver le maximum de généralité.

Ce travail sur Ja recherche de méttodes et d’outils pour 1’étude

systématique d’un probléme d’unification dans une théorie équationnelle

doit donc étre considéré rétrospectivement en se posant les questions

suivantes :

- que permet-il de faire?

~ quelles sont ses limites?

~ quelles perpectives ouvre-t-il?

C’est en cherchant a répondre a ces trois questions que nous reprennons

maintenant les principaux résultats obtenus.

i. Des approches complémentaires

Notre étude de la résolution d’un probléme d’unification nous a con-

duit & en structurer et hiérarchiser 1’ approche.
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Structurer, car pour résoudre un probléme d’unification il faudra :

1) transformer ce probléme en un probléme “simple” c’est-a-dire en

une disjonction de systémes complétement décomposés. Pour cela il faut

déterminer 1’opération de mutation associée a la théorie, puis prouver

que le processus de décomposition-fusion-mutation termine.

~ Aucune hypothése particuliére n’est requise 4 ce niveau si 1’on

aborde le probléme directement.

- Une approche semi-automatique est proposée si la théorie n’est pas

potente : si un ensemble d’axiomes est résolvant, alors l’opération de

mutation se déduit de la forme des axiomes. De plus nous avons donné

une procédure de complétion unificationnelle qui permet de compléter

un ensemble d’axiomes en un ensemble d’axiomes résolvant. Cette

approche est particuliérement bien adaptée aux théories permutatives.

- On peut prendre une approche modulaire : nous avons montré qu’en

séparant la théorie A en sous-théories disjointes (Asdiey alors, sous

ta seule condition que la théorie A n’est pas patente, la connaissance

d’un algorithme de compléte décomposition dans chacune des sous

théories Ay détermine un algorithme fini de compléte décomposition

dans la théorie A.

2) Résoudre un probléme “simple”, c’est A dire savoir déterminer

pour tout systéme d’équations complétement décomposées, un ensemble

complet de solutions dans la théorie équationnelle considérée. Nous

avons montré que si la théorie A est stricte et fortement compléte (ce

qui est le cas pour les théories permutatives) alors cela peut étre

réalisé par un algorithme simple (SUBST).

Pour les théories strictes et fortement complétes cette structuration

a
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offre plusieurs avantages :

* d’une part elle permet de dégager une structure unifiée

d’algorithmes d’unification, ce qui fermet outre la simplification des

concepts, la conception et l’extensicn aisée et 4 moindre codit de

bibliothéques de tels algorithmes,

« d’autre part elle permet la construction d’algorithmes efficaces,

car on évite les instanciations "a la Robinson” par les parties de

solutions déja découvertes, et le recqroupement des contraintes dans

les systémes diminue l’espace de recherche des solutions potentielles,

* enfin, elle met en évidence le parallélisme, puisque chaque élément

d’une disjonction de systémes peut-étre simplifié et résolu

indépendament des autres.

Hiérarchiser, en utilisant la surréduction. Si l’on peut partitionner

l’ensemble des axiomes A en E et R, tels que R soit un systéme de

réécriture RE-confluent et E-noetherien alors nous avons montré que la

connaissance d’un algorithme d’unification pour la théorie E détermine

une procédure d’unification par RE-surréduction dans la théorie A =

EUR. Malheureusement cette procédure ne termine pas

systématiquement, aussi avons nous donné une condition suffisante de

terminaison en utilisant la RE-surréduction basique. Nous avons

également montré comment factoriser |’arbre de surdérivations et le

simplifier, ce qui permet encoce d’améliorer la procédure de

surréduction.

Par conséquent, 4 condition de pouvoir satisfaire les hypotheses rela-

tives a la terminaison de la RE-sucréduction basique, ou de disposer

d’une preuve de terminaison de la [&-surréduction appropriée a la
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théorie, nous savons déterminer des algorithmes d’unification pour des

théories qui sont potentes ou/et non réguliéres.

Au cours de ce travail nous avons donné un certain nombre d’exemples

d’application de cette approche globale. Nous allons maintenant discuter de

son efficacité en montrant comment elle permet d’étudier deux problémes

ouverts d’unification : la résolution d’équations modulo la commutativité

des crochets de Lie et la résolution d’équations dans les groupes abéliens.

2. Exemples d’approches et de limitations

2.1. Etude de l’unification modulo 1a commutativité des crochets de Lie

Soit L(+) Daxiome (x+y)ez = = z+(y+x) — traditionnellement note

[tx,y],z] = [z,Ly,xl]].

L’ensemble des symboles décomposables est donc F-{+}. Cette théorie étant

permutative elle est stricte et fortement compléte et par conséquent la

seule difficulté est de trouver une opération de mutation telle que le pro-

cessus de décomposition-fusion-mutation termine.

La théorie étant non potente, on va chercher A montrer qu’elle est syntax-

ique et par conséquent nous appliquons la procédure de complétion unifica-

tionnelle & 1’axiome L(+). Nous laissons le lecteur se convaincre (A la

main pour l’instant) que l’ensemble des axiomes résultants est L(+) et

(x4x? De C(yty? a(x? ex)e(y ty), La théorie engendrée par L(+) est donc syntax-

ique et une opération de mutation possible est la suivante :
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fu ose v
=

ly sx v’

[¥ == OK+Y

{vo == wu?

lv == y+x
utv == u’ev? €

ft == v’

qv s= oY+xK

lw == oM+y
r

Ju se xx?

lv aa y+y?

fu’ == x’4+x

ly == y’+y

Cette transformation fait décroitre la taille des équations sauf si, par

fusion, on retrouve des termes de méme taille qu’initialement. C’est le cas

par exemple pour le second systéme si u = v’. Dans ce cas, il faut donc

savoir résoudre directement 1’ équation

x+y == Ytx.

Or une étude simple montre que cette équation a pour solutions

= {x*z,y€z }

oy = { x © z+z }

= [xe z,+(z4z) }

9, = {x © 2,+(z+(z#z)) }

qui sont toutes incomparables. Par conséquent L(+) est une théorie infini-

Laire.

On voit comment les outils introduits dans cette thése permettent dans ce

cas de "mettre le doigt” sur les équations qui posent probléme.
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2.2. Unification dans les groupes abéliens

Si F = {+, i, 0} alors un algorithme d’unification est donné par [Lank-

ford1984]. Le probléme n’est pas résolu si F comporte d’autres symboles et

c’est dans ce cas que nous allons chercher 4 appliquer nos outils.

Rappelons les axiomes définissant les groupes abéliens :

C(x + y) +z) == (x + (y + 2))

(x + y) == (y + x)

(x + 0) == x

(x + i(x)) 2+ 0.

Cette théorie n’étant pas réguliére, elle n’est pas stricte et on ne peut

donc pas lui appliquer les outils de résolution directe des systémes

d’équations complétement décomposées. 11 est donc naturel de chercher a

utiliser ici une approche hiérarchique, donc @ déterminer un systéme de

réécriture RE-confluent et E-noetherien équivalent a l’ensemble des axiomes

de départ. Pratiquement au moins deux tels systémes de réécriture sont

connus aujourd’hui, comme on a pu le voir plus en détail dans Ll’ annexe. Le

premier initialement trouvé par Peterson et Stickel [Peterson1981] en util-

isant la R,€-réécriture est le suivant :

L’ensemble E des axiomes ;

((x + y) +z) == (x + (y + z))
(x + y) == (y + x)

L’ensemble R des régles :

l. i(0) -> 0

2. (x +0) -> x

qui a pour extension :

3, (y + (x +.0)) ~> (y + x)

4. i€i(x)) -> x

3. (x + i{x)) => 0

qui a pour extension :
6. Cy + (x + i(x))) > y

7. Cx + y)) => (ily) + iGd)

On sait donc faire de la R,£-surréduction avec cet ensemble de régles, mais

& | 9
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la procédure de surréduction y compris basique ne terminera pas, a cause

par exemple de la régle 7 mais aussi de 1’extension 3.

Si l’on considére l’autre ensemble de régles décrit dans l’annexe et

découvert par le systéme REVEUR3, on a :

L’ensemble — des axiomes :

((x + y) +z) == (x + (y 4 z))

(x + y) == (y + x)
L’ensemble R des régles :

1. i(0) > 0

2. (x +0) -> x

3. (0 +x) ->x

4. i€i(z)) -> z

5. if(z + x)) -> (i(z) + i(x))

6. (x + i(x)) - 0

qui a pour extension :

7. ((x + i(x)) +z) > z

Ici seule la régle 5 ne permet pas d’assurer la terminaison de la

surréduction basique. On va donc la conserver en tant qu’axiome. I] faut

alors compléter l’ensemble des axiomes précédents modulo ce nouvel ensemble

d’axiomes. Mais la superposition de Ja régle 4 dans 1’axiome

i(xty) = i(x)+i(y) va engendrer une paire critique non confluente de la

forme (x+ily), i(i(x)+y) qui si elle était orientée en régle ne satisferait

plus la condition requise pour la terminaison de la surréduction basique.

On va donc également garder i(i(x)) = x comme axiome. Il faut alors étre

capable de faire de l’unification modulo la théorie (minus U AC), ce qui

parait un abjectif raisonable compte tenu de la connaissance que l’on a de

ces deux théories. Il faut noter que la théorie (minus U AC) n'est pas

stricte mais que des méthodes analogues 4 celles développée pour 1’étude de

la théorie minus ont de fortes chances de permettrent de conclure. Aprés

implantation de cet algorithme d’unification dans REVEUR3, il faudra

compléter la régle restante en un systéme de réécriture RE-confluent. Un
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algorithme d’unification dans les groupes abéliens découlera alors de la

procédure de surréduction basique.

On voit que la conception d’un algorithme d’unification peut mettre en

oeuvre des techniques et des logiciels dont nous avons essayé de montrer

dans cette thése qu’ils étaient complémentaires.

3. Problémes ouverts, perspectives de recherches et d’ applications

Nous revenons pour terminer sur les principaux problémes ouverts et

les perspectives de recherches qu’ouvre cette thése.

® En ce qui concerne 1’étape de compléte décomposition d’un unificande

en un unificande complétement décomposé, citons

- les preuves de terminaison de la procédure de décomposition-

fusion-mutation. Il serait en particulier intéressant de généraliser

la méthode de preuve de terminaison donnée par [Arnborg1985] dans le

cas de la distributivité gauche.

- l’automatisation de la preuve de terminaison de la procédure de

décomposition-fusion-mutation, soit par un procédé direct, soit par le

codage sous forme de régles de réécriture des opérations de

décomposition, fusion et mutation qui rappelons le, ont pour objectif

de normaliser un probléme d’unification.

~ l’affaiblissement des conditions suffisantes permettant de vérifier

qu’un ensemble d’axiomes est résolvant.

- éliminer l’hypothése de non potence que nous avons imposée dans

l’étude des mélanges de théories.

@ Les résultats sur la résolution des systémes d’équations complétement

décomposées sont ceux qui nécessitent les hypothéses les plus fortes
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dans ce que nous avons fait. En particulier demeurent ouverts les

points suivants :

- les théories strictes sont elles permutatives?

~ comment étendre les résultats i des théories non strictes en

généralisant par exemple les techniques utilisées pour la théorie

minus?

Les outils que nous avons développés et qui structurent clairement les

algorithmes d’unification pour las théories strictes et fortement

complétes, vont permettre l’étude dz leurs complexité, en particulier

dans le cas d’éxécution en parallél:.

Compte tenu de son importance en unification et en pragrammation

logique, if faut chercher & r3duire la taille de l’arbre de

surdérivation. En particulier en suivant les méthodes de réduction du

nombre des paires critiques utiles dans 1’algorithme de complétion,

développées par W. Kuchlin [Kuchlin1985].

Appliquer les méthodes développées dans ce travail pour étudier

directement l’unification typée.

Des théories jouant un réle important sont souvent infinitaires

l’associativité, minus, la commutativité des crochets de Lie par exem-

ple. Deux directions de recherches complémentaires devront étre

explorées :

- Pour une théorie donnée, caractériser les équations qui n’ont pas

d’ensemble complet fini de A-unificateurs. Par exemple pour les cro~

chets de Lie, l’équation x+y == y+x est-elle la seule qui soit infini-

taire?
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- Décrire des ensembles complets infinis de A-unificateurs a )’aide

de méta-unificateurs comme dans’ [Kirchner1982] afin de les utiliser

pour faire par exemple de la méta-complétion [Kirchner1985].

@
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RESUME

L’objectif de cette thése est de présenter des outils

pour 1’étude et la conception d’algorithmes d’unification

dans les théories équationnelles puis de les mettre en

oeuvre sur des exemples significatifs.

Ces outils sans étre universels constituent, 4 notre

connaissance, la premiére tentative d’étude systématique de

moyens utilisés pour concevoir et réaliser des algorithmes

d’unification dans des théories équationnelles. L’ approche

unifiée qu’ils justifient, permet de faire de 1l’unification

modulo des mélanges de théories.

Nous montrons comment ils permettent en particulier

d’étudier avec succés des théories constituées d’axiomes

permutatifs tels la commutativité, la transitivité ou encore

l’associativité commutativité ou la distributivité droite ou

gauche, mais aussi des théories non permutatives telle la

théorie minus.

Par ailleurs nous montrons comment étendre la

surréduction a toutes les réécritures équationnelles connues

ace jour et ce en définissant de facgon abstraite la

réécriture équationnelle sur les termes ainsi que la

surréduction associée.

Enfin une partie de ce travail est constituée de la

description du laboratoire de réécriture équationnelle

REVEUR3, dans lequel le travail que nous décrivons ici joue

un réle central.


