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A Hélene, Florent, Johanne et Franz.

1l est certaines actions qui ont une fin

et pas de commencement, alors que d’autres
commencent pour ne pas s’achever.

Tout dépend dle la position de celui

qui observe.

Frank Herbert
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INTRODUCT]ON

L’objectif de cette thése est de présenter des outils pour 1l’étude et
la conception d’algarithmes d’unificaticn dans les théories équationnelles

puis de les mettre en ceuvre sur des exemples significatifs.

Ces outils sans étre universels constituent, & notre connaissance, la
premiére tentative d’étude systématique de moyens utilisés pour cenceveir
et réaliser des algorithmes d’unification dans des théories équationnelles.
L’approche unifiée qu’ils justifient, permet de faire de 1’unification

modulo des mélanges de théories.

Nous montrons comment ils permettent en particulier d’étudier avec
succés des théories constituées d’ax_omes permutatifs tels la commuta-
tivité, la transitivité ou encore 1’associativité commutativité ou la dis-
tributivité droite ou gauche, mais aussi des théories non permutatives

telle la théorie minus.

Par ailleurs nous montrons comment étendre la surréduction a toutes
les réécritures équationnelles connues & ¢- jour et ce en définissant de

facan abstraite la réécriture équationne.le sur les termes ainsi que la
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surréduction associée.

Enfin une partie de ce travail est constituée de la description du

laboratoire de réécriture équationnelle REVEUR3, dans lequel le travail que

nous décrivens ici joue un rdle central.

1. Quels problémes?
L’unification équationnelle est la résolution d’équations dans des

théories éguationnelles telles les monoides, monoides commutatif ou

groupes.
Par exemple si on considére les termes

iy

tz = (bax) + 2

(y#b) + x

quelle valeur faut-il donner aux variables X, ¥ et z pour que les deux

expressions précédentes soient égales syntaxiquement? 11 suffit de prendre

«=b, z=betys=b. Ondit que la substitution @ = {(x < b), (y < b),
zhb, z=

i ' olution
(z « b)}estun unificateur de tl et tz ou encore que c’est une S

de 1’équation tl ot tz.
Si on suppose de plus que * est un symbole commutatif c’est a dire tel que
X¥Y = Y*X

1’équation t, == t, a en plus de la solution précédente, 1’unificateur B =
1

{ix « x), {y < x'), (z < x*)} ot x* est une nouvelle variable. Mais P
| §

est plus générale que o puisqu’il existe une substitution p = {{(x* < b)}

telle pp = a. a se déduisant de B, il suffira de savoir calculer p c’est &

solu-

dire en fait un ensemble générateur de 1’ensemble des substitutions

tion de 1’équation considérée.

Le probléme devient plus difficile lorsque 1’ensemble des unificateurs

=

nest plus fini. Prenons par exemple la théorie minus, [Kirchner1982]

constituée des axiomes

-(-x) = x
-(x4y) = (~y)+(-x)
1’équation x = -x a alors une infinité de solution de la forme

op = {x <y + (YD},

g, = {(x = (y + (~y)) + (y + (~y))}, ... mais toutes sont engendrées par
la premiére, l’ensemble des solutions de x == -x est donc engendré par
{cl}, donc par une partie finie, en l’occurrence minimale.

Mais la partie génératrice n’est pas nécessairement finie. Prenons en effet

la théorie minus3 (loc.cit.) constituée des axiomes

-(-x) = x
~(x4y) = (-y)+(-x)
-f{x,y,z) = f(-z,-y,-x)
1’équation x == -x a alors pour solution
o= {x < z+ (-2}

Q
'

) = {(x < fly,z + (-2),-y)},

Q
1

3 {(X = f(y,f(y”z & (_Z);_y')y"y)})

Q
n

4 {(x « fly,fly’,fly",z + (~2),-y"),-y"),-V},
qui sont toutes indépendantes c’est & dire non comparables.
On rctrouve la méme situation si on suppose par exemple que x est un

opérateur associatif avec 1’équation x % a == a * x.

On peut chercher & minimiser 1’ensemble générateur de 1’ensemble des
solutions, ce qui peut se faire par simple énumération d’une partie
génératrice dans le cas ol il en existe une finie. Sinon c’est un probléme
difficile qui peut ne pas avoir de solution comme le met en évidence

’exemple suivant [Fages1983] : Si on considére les axiomes




-

fo,x)

X
g(F(x,y)) = aly)

"o

L’équation g{x) == g(a) a pour solution dans cette théorie

o = {(x & a)}
o, = {(x < f(xl,a))}
oy = {(x « f(xz,f(xl,a)))}

é é i g ue o, etc...
or oy est moins générale que o, elle méme moins générale g 3

é i ini s cette théorie pour
Une partie génératrice minimale n’existe donc pas dan

cette équation.

i i ié et
On voit sur ces quelques exemples gue les situations sont variees

qu’elles ne sont pas toujours simples.

5 . J »unification
L?intérét pour ce type de probléme vient du fait que l'unificatl

R X ivants
joue un rdle fondamental dans de nombreux domaines. Citons les suiva

sans vouloir étre exhaustif

@ Les bases de données : Les régles d’inférences utilisées dans les
pases de données déductives (Gallairel981] tout comme la réalisation

de machine base de données [Sabbatel1985] dépendent fondamentalement

de 1'unification.

©® Les langages de programmation : d’une part 1’étude de langages de haut

& issance
niveau dont le mécanisme de passage de parameétres par reconnaissal

i i i i de schémas dans des
de motifs motive 1’implantation de reconnaisance

structures telles que jes listes, les chaines, les ensembles ou mul-

tiensembles. Mais aussi les langages dits de 5iéme génération comme

Prolog, fondés sur la logique des prédicats du premier ordre [Kowal-

kil1974] ou Qute [Satol984].

_5-

® En algébre bien évidement : citons 1l probléme du monoide c’est & dire
le probléme de la décidabilité e la résolution d’équation modulo
1’associativité qui a été résolu par Makanin [Makaninl977] ou

1’unification dans les groupes abélicns [Lankfordl9sa].

(] Dans tous les domaines de 1’intell.gence artificielle, vision par
ordinateur, compréhension du langage naturel, systémes experts dont en
particulier la synthése de circuits logiques, ol la donnée de régles
d’inférences ou de spécifications équationnelles requiérent la con-

naissance d’algorithmes d’unification ad hoc.

[ Enfin, et ce n’est pas la moindre des applications, 1la preuve de
théorémes. Depuis Herbrand [Herbrandl1930] qui le premier évoque
1’unification non équationnelle jusqu’aux démonstrateurs automatiques
de théorémes basés sur la résolution[Robinsonl965]. Une appraoche
particuliérement prometteuse a été initialisée par Knuth et Bendix
[Knuth1970] avec la premiére procédure de complétion, généralisée par
la suite de maniére & tenir compte d’axiomes non orientables en régles
de réécriture [Huetl1980,Pedersen1985,Jouannaudl984,Petersonl981]. Les

deux derniéres approches nécessitant de connaitre des algorithmes

d’unification spécialisés.

Les solutions proposées pour construire un algorithme d’unification
dans une théorie équaticnnelle donnée étaient  jusqu’a présent
indépendantes. La construction d’un algorithme d’unification pour une
nouvelle théorie devait donc se (re)faire sans aucun acquis. Par ailleurs
la diversité des approches utilisées rendait difficile la combinaison des

algorithmes découverts. Nous proposons dans ce travail des outils permet-
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i exem-
tant une approche unifiée et nous les mettons en oguvre Sur plusieurs

ples.

2. Quels outils?

L’idée de base gque nous développans consiste a transformer un probléme de
A-unification (i.e. de résolution d’équation modulo les axiomes de A) a
priori compligué, en un ensemble de problémes simples tout en restant capa-

ble de décrire un ensemble générateur de 1*ensemble des solutions, aussi

appelé ensemble complet de A-unificateurs, du probléme de départ.

L’ approche algébrique que nous développons généralise celle de Martelli et
Montanari [Martellil9s2] & des théories équationnelles. Un probléme
d’unification ou unificande, est décomposé en un systéme d’équations, ou si
cela est nécessaire en une disjonction de systémes. Par exemple si on sup-
pose que le symbole % est commutatif 1’équation (axx)+y==(b¥* y) +a
sera décomposée en le systéme

5, = {(1) (a*x==b=*y),

(2) (y == a)}

car le symbole + n’a pas de propriétés particuliére. La résolution de
1’équation (1) est plus délicate car * ayant une propriété, ici la commuta-
tivité, il ne suffit pas en général de la décomposer comme précédement. En
fait il est simple de voir que (1) est équivalent, c’est 4 dire a méme

ensemble de solution modulo la commutativité, que les deux systémes

d’équations

s, = {(a == b), (x == y)}

53 = {(a ==y), (x == b}

S2 n’ayant pas de soglution, S1 est équivalent a

S, = {(a == y), (x == b)}

7=
que 1'on sait facilement résoudre.

Cette approche a le mérite de permettre d’expliciter complétement les
opérations dont on a besoin sur les systémes d’équations mais également de
standardiser 1’approche pour toutes les théories équationnelles donc de
permettre 1’étude de théories dans lesquelles des ensembles de symboles
disjoints satisfont des propriétés différentes, par exemple si ¥, + et =

sont des symboles respectivement commutatif, associatif commutatif et tran-

sitif.
Pour fander cette approche, nous abarderors les points suivants :

® D’une part 1’étude des transformations conservant les ensembles com-

plets éventuellement minimaux d’unificateurs. Deux types de transfor-
mations vont retenir notre attention. D’une part celles qui conservent
les ensembles de solutions et par conséquent les ensembles complets de
A-unificateurs, et celles qui bien que ne préservant pas les ensembles
de  solutions permettent de déduire un ensemble générateur de
1’ensemble des A-sol “ians de 1’unificande initial & partir d’un
ensemble complet de A-solutions de 1’unificande transformé.
Trois transformations des unificandes jouent un rdle fondamental

* la décomposition qui, comme on 1'a vu dans 1’exemple précédent,
permet de simplifier les unificances dés que le symbole de téte des
expressions ne posséde pas de propriétés applicables,

% la fusion qui a pour fonction de regrouper les contraintes sur
les variables,

# la mutation qui contrairement aux deux précédentes dépend de la

théarie et par conséquent échappe & toute standardisation sauf sur des
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classes restreintes de théories.

L’enchainement de ces trois transformations s’il termine conduira a un

unificande dont toutes les équations seront de la forme x == ol x

est une variable et t un terme.

C’est ce qui nous améne & étudier les unificandes, et en particulier

les systémes d’ équations complétement décomposées c’est 4 dire de l8

forme x == t. Comme 1’exemple de 1’équation x == -X le laisse

soupgonner, Ce probléme n’est pas toujours simple. En effet pour

connaitre un ensemble complet de A-solutions d’un systeme complétement

décomposé, il faudra savoir résoudre chacune des équations qui le com-

posent, mais également savoir comment combiner ces solutions pour

obtenir les solutions du systéme lui méme. C’est pourquoi nous donnons

une condition suffisante sur la théorie pour assurer 1’existence de

A-solutions d’un systéme de multiéquations complétement décomposé,

condition qui s’applique en particulier aux théories permutatives mais

également a des théories comme minus2 ol minusj.

(] Le mécanisme de résolution étant jdentique pour chaque théorie, cela

nous permettra d’aborder 1’étude des @i(mélanges de théories), c’est a

dire de donner des conditions sous lesquelles les opérations de muta-

tion pour des théories disjointes peuvent s’ appliquer sur un méme uni-

ficande sans gque l’on perde la propriété de terminaison du Pprocessus

de décomposition-fusion—mutation.

2,1. Vers la conception automatique d’algorithmes d’unification

La recherche d’opération de mutation, c’est a dire de transformation

permettant de faire décroire la complexité d’un probléme d’unification dans

9.

le cas o4 on peut appliquer des axiones de la théorie en téte de
1’équation, nous a conduit & étudier les théories dans lesquelles on peut
décompocer une équation uniquement en stivant la forme syntaxique des
axiomes. C’est ce que 1’on fait pour un exiome de commutativité comme nous
1’avons vu plus haut, mais aussi par exemple pour la distributivite
droite :

xx(y+z) = (xay,+(xxz)

en effet on pEUt montrer e equaticn X, #* == Yy
que tout tic X +! est equ ivalente

au systéme

S = {(Xl == X),

(Xz =3 Y+Z),
(yl == X*y),
(yz == x%z)}.

Lorsque ce é ition suivan f
q tte décomposition suivant la forme des axiomes est correcte
, on
peut 1'utilis érati
er comme opération de mutation. Il reste & prouver, et c’est
b

souvent diffici
nt difficile, que le processus de décomposition-fusion-mutation ter-

mine.

Nous étudier
ons dans ce travail les théories, que nous appelons syn

axiques ans lesqu es cette composition suivan a torme des a
y 1 sq 1 € p 1 1val 1
taxi d ell tte d t t f d Xiomes

est correcte.

® Nous
donnons d’abord des conditicns suffisantes pour que 1
a

résentati 4 éori i
p ation d’une théorie soit syntaxique,

Puis nous donnons un algo thme camp ion wunif nr il
] Ll de 1ét ificationnelle
permet de completer a la Knuth et Bendix s un ensemble d’axiomes e

une présentation qui soit syntaxique.
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2.2. La surréduction
Une autre approche universelle, que 1’on peut également voir comme
étant une opération de mutation particuliére, est la surréduction, aussi

appelée narrowing outremer.

£lle est basée sur la notion de réécriture de termes : au lieu de
s’autoriser a utiliser les axiomes de la théorie dans les deux sens, on les
oriente en régle de réécriture. On perd alars en général en puissance
d’expression d’od 1’idée de compléter le systéme de réécriture initial de
fagon & garder les méme possibilités de déduction axiomatique. La premiére
procédure de complétion donnée par Knuth et Bendix [Knuthl1970] réalise
cette idée. Elle a depuis été étendue aux cas ol certains axiomes comme la
commutativité ne peuvent étre orientés sans perdre la propriété de ter-
minaison finie de la réécriture. Pour réaliser cette extension on peut soit
travailler avec la réécriture standard comme le fait G. Huet {Huet1980]
pour des systémes de réécriture linéaires gauche, soit introduire des rela-
tions de réécriture plus générales telles celles de Peterson et Stickel
[Petersonl981], de Pedersen [Pedersenl985] et celle de Jouannaud [ Jouan-
naud19831. par ailleurs Jean Pierre Jouannaud et Héléne Kirchner
(loc.cit.) et [Kirchner1985] ont fondu les procédures de Knuth et Bendix,
Huet, Peterson et Stickel en un moule unique. Nous exprimerons ces
résultats de fagon complétement abstraite en introduisant une définition

formelle de la réécriture appelée RE-réécriture.

Intuitivement, surréduire un terme c’est instancier convenablement ses
variables pour qu’il devienne réductible par la relation de réécriture
considérée. L’unification est donc pour la surréduction ce que le filtrage

est pour la réécriture. L?intérét de la surréduction réside dans le fait

.

<ips

qu’elle permet de décrire des ensembles complets d’unificateurs moduls la

théories équationnelle engendrée par le systéme de réécriture, pourvu que

celui-ci soit Church Rosser et & terminaisor finie.

Afin de décrire de fagon unifiée toutes les relations de surréductions
sur les termes, il est naturel d’associer & la RE-réécriture une relation
abstraite de surréduction sur les termes, la RE-surréduction. L’étude de

cette relation nous permettra d’étendre les résultats connus sur toutes les

relations de surréduction.

Nous aborderons les points suivants :

@ Etude algébrique de la relation de RE-surréduction associée & une
relation quelconque de RE-réécriture noethérienne et confluente.
Application & la RE~-superréduction qui est la combinaison d’un pas de

RE-surréduction suivi de la mise en forme irréductible pour la

réécriture considérée.

Malheureusement, 1l’algorithme général d’unification auquel conduit la
RE-surréduction ne termine pas en général, y compris dans les cas ou
les ensembles générateurs minimaux existent et sont finis. Une
approche, la surréduction basique, a été prouvée compléte par J.M.
Hullot [Hullotl980] puis généralisée & la réécriture de Peterson et
Stickel dans [Jouannaudl983]. Nous montrons comment 1’étendre a la

RE-surréduction.

Nous donnons également une autre méthode consistant & détecter dans

1’arbre de RE-surréduction les branches qui sont instances d’une autre

ce qui généralise [Retyl985].
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@ Une autre amélioration qui peut gtre apportée a la surréduction en

tant que processus de résolution d’équations est la détection des bou-

cles. C’est ce que nous appelons la factorisation des arbres de

surréductions rationnels. Dans ce cas on obtient une description

finie d’ensembles complets infinis de A-solutions.

3. Des exemples

Les résultats théoriques obtenus sont appliqués d’une part a des

w

problémes d’unification ouverts, mais aussi a des théories comme

1’associativité commutativité pour lesquelles des algorithmes sont déja

connus. Nous le faisons afin de montrer que ces théories peuvent étre

traitées dans notre formalisme. Nous donnons des algorithmes d’unification

pour les théories suivantes :

@ Un ensemble fini de symboles commutatifs. Cela constitue une
généralisation de (5iekmannl979] & plusieurs symboles commutatifs.
® Un ensemble fini de symboles satisfaisant
(x eqy) " (yegz) = (xeq y) "~ (x eq z)
ou eq et ~ peuvent &tre commutatifs ou non.
© Pour les axiomes du type clx,%x,y) = clx,t,y) et clx,y,x) = clx,y,f).

Ils interviennent par exemple dans 1’axiomatisation du ”si alors

sinon” de Bloom et Tindell [Bloom1983].

® L’axiome de commutativité droite (ou gauche)
(x+y)+z = (x+2)+y

vérifié par exemple par la division.
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e U'a sebdosls P,
ssociativité-commutativité, pour liquelle nous donnons un nouvel

algorithme parallélisable.

, L -
L’approche génerale suivie nous permettra Je donner un algorithme unique

e sy
d’unification modulo 1’ensemble de ces théiries par exemple

4. Une réalisation

Nous terminons le chapitre 1 de cette thése par un exposé de 1’étude
et la réalisation du laboratoire de réécriture REVEUR3 que nous avons
réalisé en collaboration avec Héléne Kirchrer. Ecrit en CLU, il implante
les résultats théoriques sur la complétion équationnelle de J.P. Jouannaud
et Héléne Kirchner [Jouannaudl984,Kirchner]985] ainsi que les résultats du
présent travail en ce qui concerne 1’unification. Le filtrage est basé sur
les travaux de Jalel Mzali [Mzalil985].

Aprés un ipti é
p e description des fondements théoriques, nous donnons des exemples

de complétion avec REVEUR3.
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CHAPITRE 1

NOTIONS FONDAMENTALES: THEORIE EQUATIONNELLE EY SYSTEME DE REECRITURE

Nous donnons dans ce chapitre les bases théoriques préliminaires aux
thémes abordés dans cette thése. Nous y introduisons les termes du premier
ordre et donnons divers résultats classiques obtenus en munissant cet
ensemble de la structure de F-algébre.

Puis nous présentons une synthése des différentes relations de réécriture
sur les termes et de leur algorithmes de complétion associé et nous termi-

nons par la description du laboratoire de réécriture équationnel REVEUR3.

Ce chapitre a également pour but de fixer les notations et la termino-

logie utilisées dans cette thése.

1. Théories équationnelles sur des algébres libres

1.1. Algébres libres sur un ensemble

Soit F un ensemble dénombrable de symboles de fonctions; & chaque sym-

bole f de F est associé un entier appelé arité de f et noté ar(f). On
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éuni ol F. est 1’ensemble des
partitionne F en une réunion de sous-ensembles Fi’ i

symboles de fonctions d’* arité i.

Convention : Les symboles de fonctions d’arité 0 sont appelés constantes et

S h
notés a,b,c... Ceux d’arité non nulle sont désignés par les lettres f, 9,

& ¢ v t ensemble
Définition 1 : Une f-algébre est un couple M_(DM,FM) ol DM est un

non vide appelé domaine de M, et FM une famille d’opérations sur DM
indexées par 1’ensemble des symboles de fonctions de F.

On notera F, = {f,, | f appartient & F}. O

Exemple 1 : soit F = {0, S, +}. Choisissons pour domaine 1’ensemble N des

i i i i est la
entiers naturels et pour opérations : 0N qui est l'entier 0, SN qui

i ! iti usuelle. Le couple
fonction successeur qui est 1 addition

N, {0, ,sN,+N}) cst une F-algébre.

-algé . Un homomor-
Définition 2 : Soient M:(DM,FM) et M’:(DM,FM) deux F-algébres

ppli i ue pour
phisme h de M dans M’ est une application de DM dans DM’ telle que p
tout symbole de fonction f d’arité n dans F et pour tous éléments dl’

d dn dans DM’ on ait :

IRy
h(fM(dl,dZ,---,dn)) = fM’(h(dl)’h(dz)""’h(dn))i
Un homomorphisme d’une f-algébre dans elle méme est appelé endomor-

phisme. Si de plus il est bijectif, il est appelé isomorphiswe. O

Définition 3 : Soit X une classe quelconque de F-algébres et X un ensemble.
On appelle F-algébre w-libre engendrée par X (on dit aussi sur X) toute F-
algebre M:(DM,FM) tel que

1) M appartient & ¥
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2) DM contient 1’ensemble X
3) pour toute F-algébre N:(DN,FN) de ® et toute application h0 de X dans

DN’ il existe un unique homomorphisme h ce M dans N dont la restriction & X

soit égale 3 ho. O

Notation : Les éléments de X sont appelés variables et notés dans la suite

Xy, ¥, Z.

Si Ml et MZ sont deux F-algébres R-libres sur X, il est facile de
montrer qu’il existe wun isomorphisme wunique entre M1 et MZ qui est

1’identité sur X. On peut donc sans ambiguité parler de la F-algébre R-

libre engendrée par X.

Le résultat suivant, cas particulier d’un théoréme di & Birkhoff

[Birkhoff1935], nous permet de définir 1’ensemble des termes.

Théoréme 1 : Soit K la classe de toutes les F-algebres pour F fixé et X un
enscmble dont les éléments sont appelée variables. On supposera toujours
que sgit X soit 1’ensemble des constantes est non vide. Alors la F-algébre

®-libre (ou plus simplement la F-algébre libre) engendrée par X existe.

Définition 4 : Dans les conditions du théoréme précédent, on appelle
ensemble des termes du premier ordre, ou plus simplement termes, les

éléments de la F-algeébre X-libre engendrée par X. O

Notation : Les termes seront désignés dars la suite par u, v, w, t, t’,

oy Gy dyen

Cette définition des termes étant perticuliérement peu explicite et

peu parlante a notre intuition, nous zllons en donner une représentation
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dans le paragraphe suivant.
1.2. L’ensemble des arbres étiquetés

1.2.1. Arbres, occurrences, sous-arbres
1.2.1. Arbres, occurrenct®s, - =r————— . .
i i iti monoide
Soit N 1’ensemble des entiers strictement positifs , N+ le
+

libre engendre, ¢ le mot vide et . l’opération de concaténation.

i icati * X et Dom(t) son
Définition 5 : Soit une application t de N dans F U e

*
a-di a N tels
domaine de définition, c’est-a-dire 1’ensemble des m appartenant & N
que t(m) soit défini. Alors t est un arbre sur F U X si et seulement si

1) ¢ est élément de Dom(t)

2) m.i appartient a Dom(t) si et seulement si m appartient & Dom(t) et i

est compris entre 1 et 1’arité de t(m). O

i é des
Notation : Le domaine d’un arbre t est aussi appelé ensemble

occurrences de t. Il sera noté Dom(t). Les éléments de Dam(t) sont les

noeuds de 1’arbre, le noeud est la racine et m.i est le i-8me fils du noeud

Un arbre est dit fini si san domaine 1’est.

Exemple 2 : Soit F = {f, g, h, a} avec ar(f) =2, ar(g) = ar(h) = 1 et

ar(a) = 0 etV ={xy} L’application t définie sur {5,1,2,11,21,22,221]

par:
E(e)=f , t(L)sh , E(D)=F , tD)=y , t(21)=a , £(22)=h , £(22)=x

é i t ainsi:
est un arbre que 1l’on représentera graphiquenen
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et qui correspond au terme bien formé f(h(y),f(a,h(x)))

Définition 6 : Soit t un arbre et m un é.ément de Dom(t). Le sous-arbre de
t & l’occurrence m, noté t]m est 1’arbre t’ défini par t’(m’)=t(m.m’) pour

tout m’ appartenant a N:. O

Définition 7 : Pour tout sous-arbre u de 1’arbre t, t-l(u) est

1’ensemble des occurrences de u dans i, noté O(u,t). Quand cet ensemble

est fini, son cardinal est noté #(u,t). O

Définition 8 : Deux noeuds m et m’ sonk disjoints si et seulement si

: . *
il n’existe pas m” € mk tels que m=m’.m” ou m’=m.m”, O

Nous désignerons par M(F,X) 1l’ensemble des arbres construits sur 1’ensemble

des symboles F et des variables X.

1.2.2. Structure de M(F,X)

Lemme 1 : M(F,X) peut étre muni d’une structure de F-algébre, et c’est la

F-algébre libre engendrée par X.

Nous parlerons donc maintenant indifférement de termes ou d’arbres.
Afin de pouveir faire des preuves par récurrence structurelle dans M(F,X),

nous allons voir qu’il est possible rle construire cet ensemble de facon

inductive de la fagon suivante :

Soit Mn(F,X) la famille de parties définies par:
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- Mg(F, %) = XU {c* | c appartient & F}
o tient & F, et
- Mn+l(F,X) = Mn(F,X) U {f (tl""’tk) tel que f appar K

tl,...,tk appartiennent & Mn(F,X) }

Lemme 2 : M(F,X) est la réunion pour tous les n positifs ou nul des

Mn(F,X).

Ce résultat permet de prouver dans M(F,X) des propriétés de la forme: “Pour
tout t appartenant a M(F,X), P(t)” par récurrence sur la structure de t.
Il met en évidence le lien existant entre les raisonnements par récurrence
structurelle et par récurrence_sur les entiers.

Un autre exemple de son utilisation est la définition suivante que Il’on

peut donner de la taille d’un arbre:

Définition 9 : La taille d’un arbre t, notée |t], est définie par:

-~ si t appartient & X U f alors jt]=0
izk
- si t=f(tl,...,tk) alors ltl=1+i§1\ci|. o} )
1.2.3. Opérations sur les arbres
Dutre les opérations de la F-algébre et celle qui 4 un arbre et a une

i i s en
occurrence m de son domaine assocle le sous-arbre issu du noeud m, nou

i ’ - e par un arbre.
utiliserons une autre qui est le remplacement d’un sous arbre p

Définition 10 : Soient t et t’ deux arbres et m un noeud de t. Remplacer

6fini t” noté
dans t le sous-arbre tlm par t’, c’est définir un nouvel arbre

t[m*—t’]‘tEI que
Dom(t”?) = Dom(t) - Dom(tlm) + m.Dom(t’)

Ct(m’) = t(m’) siw’ appartient & Dom(t)-Dnm(tlm)

t’(m”) si m’=m.m”.
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t et m étant donnés, on notera tm 1’application de 1’ensemble des arbres

dans lui-méme, qui @ un arbre t’ associe l’arbre tm(t’) = t{m*‘t']' O
1.2.4. Endomorphismes de M(F,X)
Définition 11 : L’ensemble Var(t) ces variables d’un arbre t est

récursivement défini par:

-~ si t est une constante alors Var(t) = @

-- si t est une variable x alois Var(t) = {x}

--s5it = F(tl,..,,tk) alors Var(t) = Var(tl) U...u Var(tk).
C’est 1’ensemble des variables ayant au moins une occurrence dans le terme.
L’ensemble des symboles qui ne sont pas des variables et qui ont une

occurrence dans le terme t est notée Syeb(t). O

Notation : Nous désignerons par O(t) 1’ensemble des occurrences de t ayant

une image dans F, c’est-a-dire l’ensemble des occurrences de non variables,

Exemple 3 : si t = f(f(f(x,a),g(x)),g(y)), Var(t} = {x, y}, Symb(t) =

{f,a,g} et 0(t) = {e,1,11,112,12,2}.

Définition 12 : Une substitution est une application o de X dans M(F,X)
telle que o(x)=x presque partout, c’est-a-dire sauf sur un sous-ensemble

fini de X appelé le domaine de o et noté D(o).
Do) = {x | c(x) # x}

L’ensemble des variables introduites par o est noté I(o), il est défini

par:

I{e) = U Var(o(x))
x€D(o)

Le caractére libre de la F-algébre permet de dire qu’une telle application
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o se prolonge de facon unique en un endomorphisme de M(F,X). Il vérifiera

é M(F,X) ¢
donc pour tout f d’arité k de F, pour tous tl,...,tk de M(F,X)

a(f(tl""’tk)) s f(o(tl),...,a(tk)). O

Notat.on : Les substitutions seront désormais désignées par les lettres a,

B, &, ... et représentées par leurs graphes, c’est-d-dire par des ensembles

de couples (x,o(x)) pour X dans le domaine de o, ou bien sous la forme

(x+o(x)).

L’ensemble des substitutions de M(F,X) sera noté Subst.

Définition 13 : La composée de deux substitutions a et p est la substitu~
tion notée ap et définie pour toute variable x par
aB(x) = a(p{x))

0

Définition 14 : La restriction d’une substitution o & un sous-ensePble U de

X est notée % et définie par ;
au(x) = o(x) si x appartient & U

= x sinon
péfinition 15 : Pour toutes substitutions a p telles que ¥V x € D(a) N D(P)
a(x) = B(x), alors on peut définir a+p comme la substitution telle que :
(a+f)(x) = alx) si x € D{a)
(a+f)(x) = B(x) si x € D(P)

(a+B)(x) = x sinon.

Nous utiliserons librement des propriétés suivantes des substitutions.

=93

@ Pour tout sous-ensemble V de X, pou: tout terme t et pour toute sub-

stituvion o @ Var(t) €V => of(t) - alv(t)~

®  Pour toute théorie équationnelle A, tout terme t et toute substitution

o : D(g) NVar(t) = g => oft) =, € La réciproque est vraie si A = @.

®  Pour toutes substitutions a, P et tous ensembles de variables Vl et

ias | i < <
Voy sia S, B {Vl] et siV, SV, alors a S, B [VZ].

1.3. Théorie équationnelle

1.3.1. Equations

Définition 16 : Une équation est une paire de termes {tl,tz} notée (t;=

t,). O

Définition 17 : Une F-algébre M = (DM,FM) valide 1’équation (t1 = tz) si et
seulement si pour tout homomorphisme h de M(F,X) dans DM' h(tl) = h(tz).

On dit aussi que 1’équation (tl = tz) est valide dans M, et 1’on note

Pour déterminer h il suffit de se donner sa restriction ho aux variables de

X. De plus, comme on ne s’intéresse qu’aux termes t. et tz, il suffit de se

1

donner h0 sur Var(tl) U Var(tz). O

Définition 18 : Une variété équationnelle de F-algébres est une classe de
F-algébres H pour laquelle il existe un ensemble d’équations A tel que H
soit la classe de toutes les algébres validant les équations de A. H est

aussi appelée classe des modéles de A et est notée M(A). O
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G.Birkhoff [loc.cit.] a prouvé que si une classe de F-algébres est une

. R ¢
variété, alors la F-algébre M(A)-libre engendré par X existe pour tou

ensemble X.

1.3.2. Probléme de validité. Probléme des mots

é i & sistant &
Etant donné un ensemble d’équations A, le probléme con

é i te F-algébre de M(A) est
décider si une équation (tl=t2) est valide dans toute g

a F-
appelé probléme de validité dans M(A) ou probléme des mots pour L

2 ye
algébre M(A)-libre. Nous allons voir gue ce probléme peut s’énoncer en

termes de théorie équationnelle.

1.3.3. Théorie équationnelle

i -algeé L lation R sur D, est une
Définition 19 : Soit M:(DM,FM) une F-algébre. Une re M

congruence sur M si et seulement si pour tout symbole de fonction f dans F

g ¢ D, :
d’arité n et pour tous éléments tl, o tn’ t’l, ey t i dans M

P yeeest’ )
tl R t’l yeses tn R t’n => f(tl,...,tn) R f(t IERRRR) n)

e
i ut ainsi définir une
Les opérations de FM passent au quotient et on pe

i t les opérations
algeébre quotient dont le domaine est DM/R et don p

s’identifient a celle de FM.

Définition 20 : Seit A un ensemble d’équations. La plus petite congruence

i u =t,_) est une
sur M(F,X) contenant toutes les paires {c(tl),a(tz)}, ol (t1 2)

équation quelconque de A et o une substitution, est appelée A-égalité ou

congruence engendrée par A et est notée =
Deux termes tels que tl o tz sont dit A-égaux.

On parlera aussi de la théorie équationnelle engendrée ou présentée par A

~25-
pour désigner 1'algébre quotient M’ = (M(F,X)/:A, Fy. ©

Dans toute la suite de ce travail or supposera qu’aucun des axiomes de
la théorie est de la forme x = y avec x et y € X. Cela évitera & la théorie

équationnelle d’étre réduite & un élément.

Définition 21 : On dit qu’une théorie équationnelle est réguliére ssi il
existe wune présentation de A dont tous les axiomes tl 3 t2 satisfont
Var(tl) = Var(tz), elle est dite permutative - i les classes d’équivalence

sont finies et elle est dite potente csi il existe une présentation de A

qui contient au moins un axiome de la forme x = t o0 x € X et t € X. O

Il est clair qu’une théorie permutative est réguliére et n’est pas

potente.,

Exemple 4 : La théorie réduite 4 1’axiome d’idempotence est potente. La
théorie constituée d’un ensemble fini de symboles assgociatif-commutatif est

permutative. La théorie constitué de 1’axiome xx0 = 0 n’est pas réguliére.

1.3.4. Théoréme de complétude

Théoruie 2 : Etant donné un ensemble d’équations A, une équation (tl = tz)

est valide dans la variété M(A) si et seulement si tl = tz.

Ce théoréme di & G.Birkhoff [loc.cit.] permet d’étudier le probléme de
la validité dans la variété M(A) de maniére purement syntaxique par

1’intermédiaire de la relation =

2. Filtrage et réécriture dans une théorie équationnelle

Cette section va étre consacrée a 1’&tude de 1la semi-unification ou

filtrage et a son application & la réécriture.
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Filtrer le terme tl vers le terme t2 c'est résoudre 1’équation tl S

t. en tonsidérant que le terme t2 ne contient pas de variable. Le probléme

2

du filtrage est particuliérement important puisque c’est le moteur de la

rééeriture. C’est pour cette raison que nous le présentons ici de fagon

abstraite afin de pouvoir décrire de maniére unifiée les différentes

réécritures sur les termes.

Habituellement un filtre est défini comme une substitution appliquant un

terme sur un autre. Un point de vue différent est adopté ici: on définit le

filtrage comme une application qui 3 deux termes fait correspondre un

ensemble, éventuellement vide, de substitutions. L’ intérét de ce point de

a méthode de filtrage en fonction

vue est de pouvoir ensuite faire varier 1

des termes considérés.

2.1. Le filtrage

péfinition 22 ¢ Soit E un ensemble d’axiomes, oN appelle filtre modulo E ou

E-filtre du terme t vers le terme t’ toute substitution o telle que a(t) =

t’. Le o-filtre de t vers t’, s’il existe, est unique et peut gtre trouvé
par un algorithme récursif simple {(voir par exemple [Huet19761).
L’opération de filtrage dans la thécrie équationnelle = est une applica-
tion FiltteE de TxT & valeur dans P(Subst) telle que

% pour toute substitution o appartenant a FiltreE(t,t’), a(t) = t’,

« le o-filtre de t vers t’, s’il existe, appartient a FiltreE(t,t’). o

Exemple 5 :

1) On retrouve la notion habituelle de filtrage lorsque Filtreg est

1’application gqui a deux termes tett’

associe soit le filtre de t

3)

4)

27w

s AR :
vers t’ dans la théorie vide, soit 1’ensemble vide lorsque t ne filtre

pas vers t’. On notera Fa cette application.

De méme la notion habituelle de E-filtrage est obtenue en prenant pour
Filtreg(t,t’) 1’application qui & deux termes t et t' associe

’
1’ensemble des E-filtres de t vers t’. On notera FE cette applica-

tion.

D -
e fagon plus générale, on peut par exemple définir FiltreE(t,t’)
comme €t i inéai

ant Fg(t,t’) si t est linéaire et FE(t,t’) si ce n’est pas le

cas.

A la suite de Pedersen [Pedersenl985], on peut prendre pour valeur de
FiltreE(t,t’) 1’ensemble des substitutions o telle que o(t) = t’, les
axiomes de E n’étant appliqués dans la E-égalité précédente qu’en des-
sous d’une occurrence de variable de Var(t). Avec les notations de
Pedersen (loc.cit.) t appartient & {UE(t)}, ol {oE(t)) désigne
1’ensemble des termes obtenus & partir de o(t) en effectuant des

étapes de E-égalités en dessous des variables de t.

On peut aussi définir dans ce formalisme la notion de filtrage con-

trai .

raint dans lequel on exige que pour toute variable x du domaine de o
’

a(x) appartienne & un domaine donné [Kirchnerl1985].

0 2 : .
n peut également faire varier les axiomes avec lesquels on filtre

suivant ite
un critére sur les termes, cela généralise le troisiéme exem-

ple.

D’une maniére eneraie f nalisme met n r
g 1 , C_ce orma perme d’ inclure dans

1’ opérati .
opération de filtrage toutes les conditions restrictives que 1’on
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souhaite imposer & la notion habituelle de filtrage dans une théorie
équationnelle. L’application FiltreE peut &tre vue comme un algorithme qui
prend deux termes en entrée et retourne un ensemble de filtres. Cet algor-
ithme peut retourner son résultat en tenant compte de certaines propriétés
du terme qui filtre vers 1’autre: dans la pratique, pour discriminer le
résultat, on utilisera le plus souvent

_ soit un critére de linéarité du terme t,

ite a - ermes.
_ soit un critére d’appartenance de t @ un sous ensemble de t

La notion de filtrage permet de définir un préordre sur les termes,

dit préordre de filtrage : -
t £t’ si et seulement si FiltreE(t,t’) est non vide

: e — . g
Lorsqu’il sera utile de préciser la substitution o utilisée pour compare

et t’, on notera t L.

Ce préordre est compris entre le préordre de filtrage dans la théorie

vide noté sﬂ défini par :
t € t’ si et seulement si il existe o telle que olt) = t’
%}
et le préordre de E-filtrage défini par

t §E t’ si et seulement si il existe o telle que o(t) 3 L L

Ce préordre s’étend aux substitutions :
a S B sur un ensemble de variables V inclus dans X, si et seulement si il

existe une substitution y telle que pour tout terme t tel que Var(t) &V, ¥

appartient & FiltreE(u(t),B(t)).
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Définition 23 : Le préordre £ est consurvé sur les sous-termes si et seule-

ment si t £ t’ implique pour toute occiirrence u appartenant & Dom(t), tlu <

L'y . O
|u

Exemple 6 :
- Le préordre de filtrage dans la théurie vide éﬂ est conservé sur les
sous-termes, alors que le préordre de II-filtrage §E ne 1’est pas.

- Le préordre défini par
t £t’ siet seulement si ¢’ appartient & {aE(t)}
est conservé sur les sous-termes.

2.2. Réécriture équationnelle

La notion générale de filtrage que nous venons d’introduire permet de
définir de fagon abstraite la notion de réécriture. Cela nous permettra en
particulier de traiter de maniére unifiée les différentes réécritures sur

les termes connues a ce jour.
2.2.1. Deéfinitions

Définition 24 : Soit A wune théorie, R et E des ensembles disjoints
d’axiomes tels que A = RUE. Les axiomes g = d de R sont orientés en
régle de réécriture notées g—d. La RE-réécriture notée ~—*RE est la

réécriture associde 3 R et & FiltreE e: définie par :

t RE[o,u,y->d] t’

E

S5i on suppose que les regles de R sont numérotées, et si la régle g—d

si et seulement si o appartient a Filtre (g,tlu) et t’ = tlu « o(d)].

porte le numéro k alors t —RE[o,u,q—d] t’ est aussi noté t —RE[o,u,k]
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L.

Une suite de RE-réécritures est appelée RE-dérivation. On dit que t est
RE-irréductible ou qu’il est en RE-forme normale ou encore qu’il est RE-
normalisé s'il n’existe pas de terme t’ tel que t se RE-réécrive en t’.

De méme on dit qu’une substitution o est RE;norlalisée si pour tout élément

x de son domaine o(x) est RE-normalisé, O

Notation : On notera thE ou simplement tl une forme normale de t pour la

relation —*RE.

Exemple 7 : En reprenant dans 1’ordre les cas de 1’exemple précédent, on

retrouve
1) La réécriture habituelle notée —R associée a FQ.

2)  La réécriture de Peterson et Stickel, qui sern notée —R,E, associée a

FE.
3) La réécriture —*(RlLRnl,E) introduite dans [Jouannaud1983] qui con-
siste a soit utiliser un filtre de F9 pour réécrire par une régle

linéaire & gauche, soit utiliser un E~-filtre de FE pour réécrire par

une régle non linéaire.
4)  La réécriture de Pedersen définie par
t =RE[o,u,g—d] t’
si et seulement si t[u appartient a {GE(g)} et t' = tlueg(s)(d)].

5) La réécriture & 1’aide d’un ensemble de régles et méta-régles définie

dans [Kirchnerl1985]
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6) La réécriture avec un ensemble R, union disjointe d’ensembles Ri’ a

chaque Ri étant associé un sous-eisemble Ei d'axiomes de E.

Certaines approches de la réécriture équationnelle telle celle décrite
dans [Lankfordl1977] utilisent la r3écriture notée —*R/E définie par
=E.‘*R.=E. Cette relation simule la r3écriture induite par R dans les

classes d’équivalence modulo % et n’est pas décrite par le formalisme
précédent. Ce n’est pas un hasard puisqu’on cherche & formaliser ici les

diverses réécritures sur les termes et non sur les classes. On a bien sOr,

pour toute théorie A = (RUE), 1’inclusion des relations:

—R € —RE € -*R,E € 2R/E

Définition 25 : La relation —?RE est E-noethérienne ou noethérienne module

E si et seulement si —>R/E est noethérienne. O

Définition 26 : Une paire de termes (tl,tz) est dite R/E-confluente et on
note tl LR/E t2, si et seulement si il existe t tel que tl -¥->R/E t et tz
-x->R/E t. O

La not;on de réécriture est étroitement liée a celle de 1’ordre induit
par le filtrage utilisé, par le fait que si t est réductible par la régle
g~*d et le filtre ¢ & 1’occurrence u, g < t|u' Pour généraliser les
résultats obtenus dans [Jouannaudl984], il est nécessaire d’introduire deux

propriétés de la réécriture par rapport au préordre <.

Définition 27 : La RE-réécriture est compatible avec le préordre associé &

FiltreE sur le couple de termes (t,t’) si et seulement si
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t <€ 7 et t RE-réductible en &
=>

t’ RE-réductible en t'1 et t’1 lR/E olt,).

Définition 28 : La RE-réécriture est compatible au sommet avec le préordre

ass0Cié o FiltreE sur le couple de termes (t,t’) si et seulement si

t <7 ¢’ et t RE-réductible en tl & 1l’occurrence ¢
=>

t’ RE-ré i ’ L
réductible en t’1 et £’1 lR/E c(tl).

Exemple 8 :

1) 7R est compatible avec le préordre de filtrage standard éé pour tout

couple de termes.

2)  —R,E n’est pas compatible avec sE en général, mais il est compatible

au sommet avec SE pour tout couple de termes.

3) —*RlURnl,E est compatible avec le préordre associé sur tous les cou-
ples de termes (t,t’) tels que FiltreE(t,t’) = Fa(t,t’). “’RlLRnl,E
est compatible au sommet avec l’ordre associé sur tous les couples de

termes (t,t’) tels que FiltreE(t,t’) = FE(t,t’).

4)  La réécriture de Pedersen est compatible avec le préordre associé a sa
méthode de filtrage.
En effet, si t s ¢, ¢ appartient A {pE(t)}. Ce qui signifie que t’

= p’(t) avec p’(x) ¢ u(x} pour toute variable x de t. Si t est

©

réductible par g, il existe une oicurrence u et une substitution o
telles gque tlu appartient & {uE(g)}. De la méme fagon, tlu = o' (g)
avec o’ (x) = o(x) pour toute variable x de g. On en déduit que
p’(tlu) = p'.o’(g) et p'.o’(x) = pto(x) p?ur toute variable x de g.
Donc t’ est réductible par g—d en t’l = t’[uepu’.o(d)]. Par
conséquent, t’ = p’(t) est rdéductible en p’(tl) ¢ p(tl) puisque

Var(tl) est inclus dans Var(t).

Remarque : Il est facile de prouver que si éE est compatible sur les

sous-termes et vérifie :

£ <° tl <L implique t 9
alors —RE est compatible avec éE sur tout couple de termes (t,t’).

C'est le cas pour —R et la réécriture de Pedersen.

2.2.2. Propriété de Church-Rosser modulo E

Définition 29 : Une paire de termes (t‘,tz) est dite RE-confluente modulo E

et notée tl ] t2 si et seulement si il existe des termes t’l et t’2 tels

que

PoL 3 o ? L2 - b
tl *->RE t’1, tz *->RE t72 et t’1 ' 2 2

] —RE est Church-Rosser modulc E 5. et seulement si pour tous termes

tz,

tl = t2 implique tl i) t2

® —RE est confluente modulo E si el seulement si pour tous termes t,

tl, tz,

t -%->RE £, et t -x->RE t, implique t, i) t,
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® —RE est cohérente modulo E si et seulement si pour tous termes t, tl’
tZ'

t -#->RE tl et t = tz implique il existe t_’ tel que t_  —RE tz' et

2 2

»
tl { tz .
O

On obtient le résultat fondamental suivant :

Théoréme 3 : (Théoréme de Church-Rosser modulo)

51 —RE est E-noethérienne, les propriétés suivantes sont équivalentes:

(1) —RE est Church-Rosser modulo E
(2) —*RE est confluent modulo E et cohérent modulo E

(3) pour tous termes t, t’, t = t’ si i == [t
p ’ ’ A si et seulement si thE =t t: iRE'

Preuve: Elle est donnée dans [Kirchner198s}. O3

3. Unification équationnelle et surréduction

Nous présentons maintenant ce qu’est la résolution d’équations dans une
théorie équationnelle. De méme que pour le filtrage, nous adoptons un point

de vue synthétique nous permettant d’englober les travaux existants en par-

ticulier sur la surréduction,
3.1. Unification

Définition 30 : Soit E un ensemble d’axiomes et UNIFE une application de
TxT a valeur dans P(Subst) telle que pour tous termes t et t’,

(1) pour toute ¢ dans UNIFE(t,t’), a(t) = a(t?)

(2) pour tous termes t et t’ tels que Var(t) et Var(t’') soient disjoints,

FiltreE(t,t') est inclus dans UNIFE(t,t’).

(;":\
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(3) pour toute substitution p, pour tois termes g et t tels que p €

FiltreE(t,t’), D(p) N Var(g) = &, y € UNIF(g, p(t)) => yp € UNIF(g,t). O

Remarque : La condition (2) assure la cshérence entre le filtrage utilisé
et 1’unification, la condition (3) permet de s’assurer que 1’ensemble des
unificateurs est suffisament stable pour que 1’on puisse retrouver les

propriétés classiques.
Exemple 9 : Nous suivons toujours 1’ordre des exemples précédents.

1)  On retrouve la notion d’unificatio: dans la théorie vide lorsque UNIFﬂ
est 1’application qui & deux tzrmes t et t’ associe 1’ensemble des
unificateurs de t et t’ dans la thiorie vide. On notera Ue cette

application.

2) De méme la notion habituelle de E-unification est obtenue en prenant
pour UNIFE(t,t') 1'application qui a deux termes t et t’ associe
1’ensemble des unificateurs de t et t’' dans la théorie E. 0On notera

UE cette application.

3) De fagon plus générale, on peut par exemple définir UNIFE(t,t’) comme

étant Ue(t,t’) si t est linéaire et UE(t,t’) si ce n’est pas le cas.

4) On peut également restreindre UNIFE(t,t’) a 1’ensemble des E-
unificateurs ¢ de t et t’ tels que o(t) = o(t’), les axiomes de E
n’étant appliqués qu’en dessous des occurrences de variables de

D(o)N(Var (£)War(t’)).

5}  On peut aussi définir dans ce formalisme la notion d’unification con-

trainte dans laquelle on exige que pour toute variable x du domaine de
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g, o(x) appartienne a un domaine donné.

6} On peut également faire varier les axicmes avec lesquels on unifie

suivant un critére sur les termes. Cela généralise le paint 3.

A cette notion généralisée d’unification on va associer la notion

adaptée d’ensemble générateur, c’est & dire d’ensemble complet relatif &

UNIFE.

Définition 31 : Soit E un ensemble d’axiomes et UnifE une application de
TxT & valeur dans P(Subst) telle que pour tous termes t et t’,

(1) pour toute o dans UnifE(t,t’), D{o) est inclus dans Var(t)War(t’) et
I(o) est choisi d’intersection vide avec W, o0 W est un ensemble de vari-
ables qui contient Var(t)UWar(t’).

(2) UnifE(t,t’) est inclus dans UNIFE(t,t’).

(3) pour toute o’ dans UNIFE(t,t’), il existe o dans UnifE(t,t’) tel que

o 55 ¢’ [Var(t)War(t’)] O

Il est important de noter que 1’ordre utilisé pour comparer les sub-
stitutions de UNIFE(t,t’) est 1’ordre induit par FiltreE(t,t’).
L’application UnifE dépend donc des termes t et t’ uniquement et est
étroitement reliée & la valeur de FiltreE en (t,t’). L’intérét de cette
définition est 13 encore de pouvoir faire varier éventuellement la méthode

d’unification suivant un critére sur les termes. L’application Unif_ peut

2
étre vue comme un algorithme qui prend deux termes en entrée et retourne un
ensemble complet d’unificateurs. Cet algorithme peut retourner son résultat

en tenant compte de certaines propriétés des deux termes & unifier, comme

pour le filtrage.

¢

,
o

377=,

1) On notera UPg 1'application Unif_ qui associe & tous termes t et t’

[
soit leur unificateur principal (ou minimal) dans la théorie vide, soit
1’ensemble vide lorsque t ne s’unifie pes avec t’.

2) On notera ECU_ l’application Unif_ cui & deux termes t et t’ associe

E E
soit un ensemble complet d’unificateurs dans la théorie E, soit l’ensemble

vide lorsque t ne s’unifie pas avec t’ cans la théorie E.

3.2. L’unification équationnelle : l’acquis

Nous décrivons dar- cette section 1’état des connaissances en unifica-

tion équationnelle.

Rappelons tout d’abord la définition dec différents axiomes et théories

dont nous parlerons dans la suite.

A(F) Associativité F(fix,y),2)=Ff(x,f(y,z))

C(F) Commutativité fx,y)=f(y,x}

Dd(f,q) Distributivité droite flg(x,y),z)=q(f(x,z),f(y,z))
Dg(f,g) Distributivité gauche f(z,9(x,y))=g(f(z,x),f(z,y))
D(f,q) Distributivité Dd U Dg

ECh,*) Endomorphisme h(x*y)=h(x)#h(y)

AE(h,*) Anti-endomorphisme h{x*y)=h(y)xh(x)

H(h,*,+) Homomorphisme h{x*y)=h(x)+h(y)

I(f) Idempotence Fx,x)=x

Iv(h) Involution h(h(x))=x

InvD(%,e) Inverse & droite x*%i(x)=e

InvG(*,e) Inverse a gauche i(x)*x=e

Sd(f,g,h) Simplification droite flg(x,y),h(y)}=x

Sq(f,g,h) Simplification gauche F(h{y),gly,x))=x

Nd(%,e) Neutre a droite X¥B=X

Ng(x,e) Neutre 3 gauche e¥x=x

Cd(f) Commutativité droite FOF(x,y),2z)=f(f(x,2),y)
CL(F) Commutativité gauche f(x,fly,z))=F(y,f(x,z))

L(*) Crochets de Lie (xxy)xz=z*(y*x)

T(f,q) Transitivité flg(x,y), aly,z))= Flgix,y),g(x,z))

Nous utiliserons également les théories suivantes

AG Groupe abélien Afx), C(x), InvD(%,e), Nd(x,e}
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QG Quasi groupe S1(.,",h), S1(.,%,h), Sr(.,/,h),
Sr(.,/,h) avec h = identité
Minus AE(~,+), Iv(-)
Equal C(eq), T(et, eq)
ABS Arbres binaires signés AE(-,+), Iv(-), Sd(+,+,~), Sg(+,+,-)
FH Ng(»,e), Fixxy) = fly)
DgAN Dg(f,g), A(g), Nd(f,e), Ng(f,e)

A la suite de Siekmann et Szabo [Siekmann1984,52abol982], nous intro-

duisons la notion de type d’une théorie.

Définition 32 : On dit qu’une théorie A est de type unitaire (noté 1) si
toute équation a un ensemble minimal complet de A-solutions contenant au

plus un élément ;
t(A) = 1 <>V t, t’ € M(F,X) [ECUM(t==t’,A)| S 1

Elle de type fini (noté +) si toute équation a un ensemble complet et fini

de A-unificateurs.

t(A) = + <=> V t, ’ € M(F,X), il existe un ECU de t et t’ de cardinal fini

Elle est de type infinitaire (noté o) ssi toute équation a un ensemble
minimal complet de A-solutions et il existe des équations qui ont un ensem-
ble minimal complet de A-unificateurs de cardinal non fini.
tA) = <=>V L, t7 € M(F,X) ECUM(t==t’,A) existe

et 3 t, t’ € M(F,X) avec |ECUM(t==t’,A)] = w
Si elle n’est d’aucun des types précédents alors on dit qu’elle est de type

zéro, noté ® O

Dans le tableau récapitulatif suivant, qui tient compte des résultats
obtenus dans la suite de ce travail, nous désignons par déci toute théorie

pour laquelle la A-unification est décidable.

¢l

Théorie

14

A(f)

I(f)

A+C

ACF)+I(F)

CUF)+I(F)

A+C+1

Type
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Déci Remarque: et références

oui

oui

oui

oui

oui

oui

oui

oui

Des algurithmes ont été proposés par Herbrand
[Herbrar:d19301, Robinson
[Robinstnl965,Robinsonl971], Huet  [Huetl976],
Martell: et Montanari [Martellil982], Paterson
et Wegmen [Patersonl978], Corbin et Bidoit [Cor-
bin1983/|, Fages [Fages1983].

Une procédure générant un ensemble minimal com-
plet de A-unificateurs a été donnée par Plotkin
[Plotkinl972] et la décidabilité a été montrée
par Makanin [Makaninl977].

Siekmann [Siekmannl979]. Voir le chapitre sur
les théaries syntaxiques.

Raulefs and Siekmann [Raulefsl978] ou par
surréduction [Hullot1980].

Stickel [Stickell981] donne un algorithme dont
Fages o prouvé la terminaison [Fagesl1984], pour
un ensemble fini de symboles AC. Voir également
[Liveseyl976] et [Hulletl1980]. Nous donnons
dans le chapitre 4 un algorithme standard.

Pour la décidabilité veir Szabo [Szabal982].

Raulefs et Siekmann [Raulefsl978] ou par R,E-
surréduction [Jouannaudl1983]. Voir également le
chapitre sur la RE-surréduction dans ce travail.

Livesey et Siekmann [Liveseyl976] ou par R,E-
surréduction. Voir aussi [Stickell981] et
[Fages1984].




Théorie

bg ou Dd

DgAN

0(f,q)

D(f,g)+A(f)
D(f,g)+C(f)
D(F,g)+A(F)+I(F)
D(f,g)+A(F)+C(F)
HOE, %,+)
H(F,#,+)+A(F)

HOE, %, +)+A(F)+C(f)
E+A+C

Minus

T(f,g)
T(f,g)+C(f)
T(f,g)+C(f)+C(qg)

Cr(f)

QG

AG

ABS

FH

Type

8
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Déci Rémarques et références
oui  Arnborg et Tiden [Arnborgl985] donnent un algor-
ithme standard dont la preuve de terminaison est

intéressante.

non L’indécidabilité a été prouvée par Arnborg et
Tiden [Arnborgl9es]. -

? Szabo [Szabol982].

non Szabo [Szabol982]

? Szabo [Szabol982)

oui Szabo [Szabol982]

non  Szabo [Szabol982]

oui Vogel [Vogell978]

oui  Vogel [Vogell978]

oui  Vogel [Vagell978]

? Vogel [Vogell9781

oui  Kirchner [Kirchnerl984}. Quand il existe seule-
ment des symboles d’arité impaire, le type est
fini.

oui Chapitre 3 de ce travail.

oui Chapitre 3 de ce travail.

oui Chapitre 3 de ce travail.

oui Chapitre 5 de ce travail. Jeanrond [Jean-
rondl980] donne un algorithme sans preuve de
correction ni de terminaison.

oui Hullot par surréduction {Hullot1980]

oui Lankford, Butler and Brady[Lankfordl984].

oui Kirchner C. et Kirchner H. par R,E-surréduction
{Kirchner1982]. GQuand il n’y a que des symboles
d’arité impaire le type est fini.

? Fages et Huet montrent dans [Fages1983] que

1’équation f(x) == f(a) n'a pas d’ensemble
minimal complet de FH-unificateurs.

L

B
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3.3. Surréduction
La surréduction est a l’unification e que la réécriture est au fil-
trage. Nous verrons dans la suite le réle important que joue cette relation

dans la résolution d’équations.

Définition 33 : Soit A une théorie, (R,E} un systéme de réécriture
équationnel tel que A = RUE. Les régles de réécriture de R sont notées

g—d. On note -"->RE la surréduction associée & R et a UnifE, définie par :
t -"->RE[o,m,g*d] t’

ssi o appartient a UniFE(tlm, g) et t’ = o(t{medl).

o s’appelle substitution surréductrice de t vers t’. On note
Surred(t,R,UnifE) 1’ensemble des substitutions surréductrices issues de t
pour la méthode d’unification UnifE et 1'ensemble de régles R. R et UnifE

pourront étre implicites. O

Notons que si t -*->RE[o,m,g—d] t’ alors o(t) ->RE[o,m,g—d] t’.

Exemple 10 :

1) Si on prend comme méthode d’unification UPﬁ, on retrouve la notion

habituelle de surréduction [Fayl97B,Hullotl980].

2)  Si on choisit Unif_ = ECUE, on cbtiant la notion de R,E-surréduction

E
[Jouannaudl983]. ;

4. Complétion équationnelle : une synthése
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4.1. Motivations

A 1’origine, la procédure de complétion de Knuth et Bendix a pour but
de calculer un systéme de réécriture R qui génére la méme équivalence sur
les termes qu’un ensemble donné d’axiomes A. De plus le systéme résultant a
la propriété de Church-Rosser, ce qui permet de décider de 1’égalité de
deux termes & 1’aide de réécritures uniguement, & condition d’aveir la
propriété de terminaison de R. Une méthode de preuve de la A-égalité de

deux termes consiste alors a calculer leur formes irréductibles et a

vérifier leur identité syntaxiquement.

Cette méthode a 6té étendue au cas ol certains axiomes de A ne sont
pas orientables en régles de réécriture, sous peine de perdre la propriété
de terminaison. C’est le cas d’axiomes permutatifs tel celui exprimant la
commutativité d’un symbole de fonction ou encore le cas, trés important en

pratique, de théories comportant des symboles associatifs et commutatifs.

L’idée est alors de chercher un systéme de réécriture équationnel
(c’est-a-dire un couple (R,E) d’un ensemble de régles R et d’un ensemble
d’équations E) équivalent & A. Citons quelques approches particuliéres de
ce probléme: celle de Huet, restreinte & des ensembles de régles linéaires
a gauche, celle de Peterson et Stickel, pour laguelle 1'ensemble des
axiomes non orientables E doit &tre composé d’équations linéaires, enfin
celle de Jouannaud qui permet de s’affranchir de toutes ces conditions de
linéarité, généralisant par 13 les deux approches précédentes. Néanmoins
ces trois méthodes différent par la définition de la réécriture de termes
utilisée. Ainsi Huet utilise la réécriture standard, tandis que Peterson et
Stickel définissent la réécriture modulo E basée sur le E-filtrage. Jouan-

naud autorise 1’emploi des deux types de réécriture précédents. Une autre

@9
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approche a été introduite récemment par Pedersen: les restrictions
apparaissent non pas dans le type de régles ou d’équations, mais sur la

relation de filtrage utilisée.

Ces quatre approches ont en commun de ne pas travailler sur les
classes d’équivalence engendrées par 1:zs axiomes non orientables E, mais
plutdt sur les termes. Plus précisément, au lieu de définir la réécriture
d’une classe d’éguivalence, on définit unz réécriture sur les termes tenant
compte des équations de E. Grace a la vision unifiée de ces différentes
réécritures sur les termes que nous avons introduite, ume propriété de
Church-Rosser modulo E, paramétrée par la relation de réécriture, a été
définie : deux termes sont égaux modulo A si et seulement si ils se
réécrivent avec la relation paramétre, en deux termes égaux modulo E.
L’assurance que la réécriture sur les termes simule bien celle induite par
1’ensemble de régles sur les classes d’équivalence module E, se traduit par
le fait que pour un terme t d’une classe T, toutes ses formes irréductibles
td appartiennent a la méme classe it qui est justement celle obtenue par

réécriture dans les classes, & condition que celle-ci termine.

Cette assurance est donnée dés que deux propriétés abstraites de la
relation de réécriture, la cohérence et la confluence modulo E, sont
prouvées. Un algorithme de complétion équationnel a pour objectif de cal-
culer un systéme de régles possédant ces deux propriétés et équivalent a

1’ensemble des axiomes A.

Huet d’une part, Peterson et Stickel d’autre part avaient proposé des
procédures de complétion adaptées aux théories associatives et commuta-

tives. J.P. Jouannaud et H. Kirchner ont donné un cadre général permettant
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de les englober [Jouannaudl984]. Nous donnons & la fin de cette section
une procédure de complétion, généralisant leurs travaux, et obtenue en col-
laboration avec Héléne Kirchner. FElle est prouvée dans sa thése

[Kirchner1985]. Pour une notion de réécriture sur les tefhes donnée, elle
permet d’engendrer & partir d’un ensemble d’équations E et d’un ensemble de
paires de termes R, un systéme de réécriture équationnel possédant la
propriété de Church-Rosser associée a la relation de réécriture choisie.
REVEUR 3 est 1’implantation de cette procédure de complétion généralisée
dont toutes les précédentes (celle de Knuth et Bendix, de Huet, de Peterson
et Stickel) sont des instances. Les deux caractéristiques essentielles de
ce systéme sont les suivantes:

- On autorise les symboles de fonction possédant des propriétés définies
par des équations non orientables £, & condition de disposer d’algorithmes
de E-égalité, de E-filtrage et de E-unification. L’ensemble de ces algor-
ithmes et des equations E constitue une théorie prédéfinie de REVEUR 3.

- Le systéme permet de faire des expérimentations, en ce sens qu’une
complétion est paramétrisée par le type de réécriture choisi par
1’utilisateur. Celui-ci peut donc essayer de compléter une théorie en util-
isant @ son gré la méthode de Knuth et Bendix, de Huet, de Peterson et
Stickel ou de Jouannaud. Outre la relation de réécriture, deux autres
paramétres ont été introduits: 1’un porte sur la fagon d’assurer la
propriété de cohérence mentionnée plus haut en ajoutant des extensions de
régles plus ou moins systématiquement. L’autre porte sur la fagon de super-
poser deux régles entre elles et permet par exemple de choisir de traiter

les plus petites d’abord.

Les expérimentations réalisées jusqu’a présent ont mis en évidence
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1’ importance du choix de la réécriture, & la fois pour la terminaison de la

complétion et pour la rapidité de celle-ci.

Nous présentons maintenant une procédure de complétion équationnelle
faisant la synthése des travaux dans le domaine. Les notions essentielles
utilisées dans la suite sont définies. Les preuves des résultats énoncés
dans cette partie peuvent &tre trouvées dans le thése d’Héléne Kirchner
[loc.cit.]. Enfin en annexe, nous donnons un article décrivant
1'implantation de la procédure de complétion équationnelle dans le labora-

toire de réécriture REVEUR3.

4.2. Paires critiques
A toute notion d’unification correspond une notion adaptée de paires

critiques.

Définition 34 : Un terme t non réduit & une variable se UnifE—superpose
dans un terme t’ & une occurrence u de G(t’) avec un ensemble complet T de
superpositions si et seulement si T = UnifE(t,t’Iu).

Etant données deux régles g—*d et 1—r telles que Var(g) et Var(l) soient

disjoints, et que 1 se superpose dans g & l’occurrence u avec l’ensemble

complet de superpositions T, alors 1l’ensemble
{(p,q) | p=7(d), g=(gluer]) pour tout t dans T}

est un ensemble complet de paires critiques de la régle 1—r dans la régle
g—™d a l’occurrence u. A chaque superposition t de T est associé le terme

superposé t(g). O

Exemple 11 :




1)

2)

3)

4)
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On retrouve la notion de paire critique définie par Knuth et Bendix en

prenant Unif"E E, UPa sur tous les termes.

On retrouve la notion de E-paire critique définie par Peterson et

Stickel en prenant UnifE L ECUE sur tous les termes.

Mais on peut éqgalement choisir pour UniFE
- si t est un membre gauche de régle :
* ECUE(t,t’) si t n’est pas linéaire
* UPﬂ(t,t’) quand t est linéaire.
- si t est un membre gauche ou droit d’équation et t’ un membre
gauche de régle linéaire:
* UPﬂ(t,t').
On obtient alors la notion de paire critique adaptée & la réécriture

5
R LE.

On peut également restreindre UnifE(t,t’) a

- si t et t’ sont des membres gauches de régle:

1’ensemble des E-unificateurs o de t et t’ tels que o(t) = ao(t’), les
axiomes de E n’étant appliqués qu’en dessous des occurrences de vari-
ables de D(g) N (Var(t)War(t’)).

- si t (ou symétriquement t’) est un membre gauche d’équation:
1’ensemble des E-unificateurs o de t et t’ tels que oft) £ a(t’), les
axiomes de E n’étant appliqués qu’en dessous des occurrences de vari-

ables de D(o) N Var(t’).

On définit ainsi une notion de paire critique adaptée & la réécriture

de Pedersen.

e,
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Définition 35 : Une paire critique de confluence est obtenue par superposi-~
tion de deux régles entre elles. Une pair: critique de cohérence est obte-

nue par superposition d’une régle avec une équation de E. O

Le fait que 1’on puisse ramener le probléme de confluence & 1'étude de
la convergence de paires critiques repose sur le lemme des paires critiques

qui s’énonce de la fagon suivante:

Lemme 3 : Supposons que

- soit t —™R[e,0,177r] t out {-lEle,0,1—r] ettt —ReE(m,0,9*d] t, od
m est une occurrence de non variable dans Dom(1),

- soit t —*RE[e¢,0,17r] tl et t |-]€lm,o,gd] tz ol m est une occurrence
de non variable dans Dom(1) différente de ¢. Supposons de plus que le
préordre associé a —*RE est conservé sur les sous-termes.

Alors il existe une paire critique (p,q) dans un ensemble complet de paires
critiques de g—*d dans 1~>r & 1l’occurrence m telle que p §E tl et q SE tz,
ot £ est le préordre associéd a la méthade de filtrage utilisée dans

(]
1’application de —*RE.

Preuve: Dans les deux premie;s cas, o appartient & FiltreE(g,tlm) et t =
o(l). Denc, par les conditions (2) et (3) de la définition de
UNIFE, o appartient a UNIFE(g,lIm}. 11 existe alors a appartenant a
UniFE(g,lIm) tel que a éE o [V] avec V = Var(1) U var(g). Il
existe une substitution y telle que pour tout terme u tel que
Var(u) o v, Y appartient a FiltreE(a(u),u(u)).
(p,q)=(a(r),a(l{m¢d]) est une paire critique de g—>d dans 1—r 2

1’occurrence m telle que, par définition y appartienne &

FlltreE(p,tl) et a FlltreE(q,tz).
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Dans le dernier cas, o appartient a’ FiltreE(l,t) et ¢ appartient a

FiltreE(g, ). Puisque l’ordre est conservé sur les sous-termes, o

tlm
&

appartient FiltreE(llm,tlm). Donc o appartient & UNIFE(g,ll et

m)
on conclut comme dans le cas précédent. [

Exenple 12 :

1} Si on choisit pour —*RE la relation —R, (p,q) satisfait la condition
suivante: il existe une substitution ¢ telle que c(p):tl et a(q):tz.

2) Si on choisit pour —*RE la relation —R,E, (p,q) satisfait la condition
suivante: il existe une substitution o telle que o(p) 2 tl et o(q) = tz-
3) Si on choisit pour —RE la réécriture de Pedersen, (p,q) satisfait la

condition suivante: il existe une substitution o telle que tl est dans

{oE(p)} et tz est dans {oE(q)}.

4.2.1. Théoréme de décidabilité de la propriété de Church-Rosser

Dans ce formalisme, le théoréme de décidabilité de la propriété de

Church-Rosser pour les systémes de réécriture équationnels s’énonce ainsi:

Théoréme 4 : Soit R un ensemble de régles E-noethérien, et E une théorie
telle que UniFE existe et que les classes d’équivalence modulo = soient
finies. Supposens que —RE soit la réunion d’un nombre fini m de relations
de réécriture équationnelles “*RiE telles que

# pour tout i € [1..k], **RiE est coipatible sur M(F,X)xM(F,X)

avec 1'ordre associé s‘ qui est conservé sur les sous-termes,

% pour tout i € [k+l..n], —+RiE est compatible au sommet avec

1'ordre associé éi sur M(F,X)xM(F,X).
Alors —RE est Church-Rosser modulo E si et seulement si

- toutes les paires critiques de confluence sont R/E-confluentes

U

0P

T

o
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modulo E

- toutes les paires critiques de sohérence (p,q) obtenues par
superposition d’une régle dans un ixiome sont telles qu’il existe
p’ tel que p —*RE p’ et (p’,q) soit R/E-confluente.

- toutes les paires critiques de cohérence (p,q) obtenues par

k
superposition d’un axiome dans une régle de U Ri sont telles qu’il
i=1

existe q’ tel que q —RE q’ et (p,q’) soit R/E-confluente.

Exemple 13 : Il est donc possitle de mélanger la réécriture standard, la

réécriture de Pedersen et celle de Peterson et Stickel en définissant

k
V) '*RiE comme la réunion de la réécriture standard avec un ensemble de
i=1

régles Rl et de la réécriture 3 la Pedersen avec un ensemble différent de
régles R2 (et dans ce cas k = 2). En effet ces deux types de réécriture ont

les mémes propriétés de compatibilité avec leur ordre associé qui est con-

n
servé sur les sous-termes. U —R.E est réduit & la réécriture de Peter-
izk+1

son et Stickel avec un ensemble de régles R3 (et n = 3 dans ce cas).

4.3. Procédure de complétion équationnelle

La procédure de complétion équationrelle a pour arguments un ensemble
P de paires de termes, un ensemble R de régles de réécriture, un ensemble
constant d’axiomes E et un ordre de E-récuction noethérien (c’est-a-dire un
préordre compatible avec la structure de f-algébre tel que 1’équivalence

associée contienne = et tel que l’ordre strict associé soit noethérien).

La procédure de complétion est cécrite de fagon détaillée dans
1’annexe & ce chapitre dans le cas de la réécriturz —*RlLRnl,E. Les

notions de régles protégées et d’extensicns introduites dans cette annexe
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se généralisent en remplagadt la distinction entre R1 et Rnl par une

k n
discrimination sur U R Eet U ‘*RiE. La procédure PAIRES-CRITIQUES
i=1 izk+l

calcule les paires critiques de confluence et cohérence nécessaires, et
ajoute des protections ou des extensions si c’est nécessaire, comme cela
est décrit dans 1’annexe. Rappelons qu’une régle est marquée lorsque ses
paires critiques de cohérence et de confluence avec les régles précédemment

introduites ont été calculées.

Une hypothése d’équité est nécessaire pour assurer qu’aucune régle ne
sera indéfiniment ignorée dans le processus de sélection pour le calcul des
paires critiques:
pour toute régle emgendrée par la procédure, il existe un appel récursif
tel que

- soit lu régle est simplifiée par une nouvelle regle introduite

- soit la régle est choisie et ses paires critiques sont calculées.

Soit R+ 1’ensemble de toutes les régles engendrées par la procédure.
La notion de simplifiabilité, utilisée par la procédure SIMPLIFICATION pour

supprimer des régles, est définie de la fagon suivante:

[ I
Définition 36 : Posons £ = U st or est simplifiable par 1—™r si et
i=1

seulement si les deux conditions suivantes sont satisfaites :

1) - ou bien il existe une occurrence u de Dom(1’) différente de ¢ et 1 £
)
Py
- ou bien 1 £ 1’ et —R+E est compatible avec < sur le couple (1,1%).

2) - 1’->r’ n’est protégée que par des régles elle-mémes simplifiables.

0

<

-

B e i

39
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En d’autres termes, ou bien 1’ est ReE-riductible par 1->r 4 une occurrence
différente de ¢, ou bien 1’ est R+E-réductible au sommet par 1->r avec une
opération de filtrage induisant un préordre compatible avec la réécriture
équationnelle. Une fagon de réaliser cette condition est de ne réduire les

régles au sommet qu’avec la réécriture ->R.

Nous pouvons maintenant décrire la procédure de complétion équationnelle.

PROCEDURE E-COMPLETION(P,R,E,>)
SI P n’est pas vide
ALORS choisir une paire (p,q) dans P; p’:pl; q’:ql;
CAS p’ =_ q’ ALORS R=E-COMPLETION(P-{(p,q)},R,E,>)
p’ >q’ ALORS 1 =p’, T =q';
(P,R) = SIMPLIFICATION(P-{(p,q)},R,171)
R=E-COMPLETION(P,RU 11} ,E,>)
g’ >p’ AORS 1 =g, r =p’;
(P,R) = SIMPLIFICATION(P-{(p,q)},R,1->r)
R=E-COMPLETION(P,RU{171},E,>)
SINON ARRET en ECHEC
FIN CAS
SINON SI toutes les régles de R sont marquées
ALORS RETOURNER R; ARRET en SUCCIS
SINON choisir une régle non marquée en respectant 1’hypothése
d’équité
(P,R)=PAIRES-CRITIQUES(1—>r,R,E);
marquer la régle 1—r dans R
R=E-COMPLETION(P,R,E,>)
FIN SI
FIN SI
FIN E-COMPLETION

Considérons alors le systéme de régles Rw engendré par la procédure.

Théoréme 5 : Soit (R,E) un systéme de réécriture équationnel tel que UnifE
existe, que les classes de congruence modulo E soient finies et que le
préordre de E-filtrage éE soit noethérien. Alors —*Ref est Church-Rosser

modulo E.

I1 est important de noter que pour un méme ensemble initial
d’équations, des partitions différentes des ensembles de régles engendrées

conduisent a des stratégies de complétion différentes et plus ou moins




=
puissantes. Cette remarque est développée en détail dans l’annexe a ce
chapitre dans le cas de la réécriture -*RlLRnl,E.

Remarque : Lorsque les classes d’équivalence modulo E ne sont pas finies,

il est possible de donner une condition suffisante & tester sur les paires

critiques de cohérence pour assurer la propriété de Church-Rosser (voir la
thése d’Héléne Kirchner).

I1 est intéressant de noter également le résultat d’unicité suivant:
étant donné un ordre de E-réduction et une thécrie équationnelle A, il
existe un unique systéme de réécriture équationnel tel que

- RUE est équivalent 3 A

'

R est E-noethérien

R est R/E-Church-Rosser

les régles de R sont interréduites.

Un tel systéme est obtenu en normalisant pour la relation ->R/E le systéme

de réécriture retourné par la procédure de complétion équationnelle.

4.4. Travaux reliés
Un certain nombre d’autres travaux ont été menés autour de la

procédure de complétion de Knuth et Bendix, c’est-a-dire dans le cas oi E

est vide. Citons en particulier les travaux de Winkler et Buchberger

[Winklerl985,Winklerl983] et Kuchlin [Kuchlinl985]. Dans le premier arti-

cle, un critére permettant de prédire la convergence de certaines paires

critiques est donné. Ce critere permet ainsi de diminuer le nombre de

paires critiques & considérer et donc d’éliminer certaines réductions

superflues. Il permet également de diminuer la taille de 1’ensemble des

paires critiques en attente ainsi que le nombre de paires de termes a

{3
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itére
rienter. Le dernier article améliore ces 1ésultats en donnant un cri
[} .
i ité é¢dure de
plus facilement implantable et montre que 1’ufficacité de la proce
it inté d’ étudier
complétion est considérablement améliorée. 'l serait intéressant

gti é ionnelle
1'extension de leurs critéres a la procedure de complétion équatio

générale.

; ized b
5. Implementation of a general completion procedure parameterize
2+, Implementatlon UL < oy

built-in theories and strategies
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IMPLEMENTATION OF A GENERAL COMPLETION PROCEDURE PARAMETERIZED
BY BUILT-IN THEORIES AND STRATEGIES

Claude Kirchner and Helene Kirchner(s)

Centre de Recherche en Informatique de Nancy
BP 235
54506 Vandoeuvre Les Nancy Cedex
France

ABSTRACT
¥

This paper describes a software which presents an unified point of view
of several known completion procedures. It allows working with built-in
theories and strategies and is aimed to perform proofs and experiments
in term rewriting systems.

1. INTRODUCTION

The Knuth and Bendix’s completion procedure [Knuthl970] originally
computes a term rewriting system R which generates the same equivalence on terms
as a given set of equations A. Moreover R is proved to have the so-called
Church-Rosser property, which allows deciding equality of two terms by using
rewritings only, provided R satisfies uniform termination. A proof method for
A-equality is derived which consists of computing irreducible forms of the two
members of an equational theorem and checking for their identity.

This method was extended to handle the case of an equational term
rewriting system, that is a pair composed of a set of rules R and a set of
axioms E. A first approach due to Lankford and Ballantyne [Lankford1977] handles
the case of permutative axioms that generate finite E-congruence classes. The
case of infinite E-cangruence classes is studied in
[Huet1980,Petersonl981,Jouannaudl983]. Huet’s approach is restricted to sets R
of left linear rules, while Peterson and Stickel’s one is restricted to theories

(%) This research was partly supported by the GRECO of programmation and by
ADI under Grant 82/767.
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£ defined by left and right linear dxioms and for which a finite and complete
unification algorithm is known. These results were unified by Jouannaud wﬁo
described the underlying computations used in both approaches. Moreover his
results allowed dropping all the previous linearity conditions. Based on these
ideas, a very general completion procedure was described in [Juuannaudl9Bb],
that subsumes all known completion algorithms. The purpose of this paper is to
describe an implementation of all these algorithms, perform experiments and com-
pare them. Our experimental version is hereafter called REVEUR-3 since it has
been designed as an extension of the REVE software, written in cLy [Liskovl9Bl].
REVE is a rewrite rule laboratory, that is a generator of term rewriting system,
based on the Knuth and Bendix’s completion procedure. Among many interesting
features, it provides automatic or semi-automatic proofs of termination of the
generated rewriting system. Two previous versions of REVE are REVE-1 [Les-
cannel983] and REVE-2 [Forgaard1984] which is currently the distributed version
of REVE.

After a review of the theoretical framework in section 2, we emphasize
in section 3 the originality of REVEUR-3 and describe some of our experiments in
the last section.

2. THEORETICAL FRAMEWORK

——

This paper is aimed at readers who are familiar with the basic notions
of term rewriting systems  and completion procedure, including terms,
occurrences, substitutions, equational equality generated by @ set of axioms E
denoted ~E, rewriting rule, rewriting system, normal form of a term t denoted
hereafter t4, critical pair. Definitions of these concepts can be gleaned from
{Huet1980a].

A1l the theoretical bases of this section can be found  in
[Jouannaud1984]. We only remind here the main concepts.

2.1. Equational rewriting

The main originality of REVEUR-3 is to allow equational rewriting that
is to use mixed sets of rules and equations. This need comes from the fact that
some permutative equations like commutativity cannot be oriented into rewrite
rules without compromising the finite termination of the rewriting process. In
order to take into account such equations, the first idea is to work on
equivalence classes of terms. Thus if E is the set of {non directed) axioms, the
set of terms is quotiented by the equivalence relation ~E. A set of rewrite
rules R induces then a reduction relation on equivalence classes:

T -> T* iff there exists t in T and t’ in T’ such that t ->R t’
where ->R is the standard rewriting relation on terms defined by :
t >R t’ iff there exist a subterm t1 of t at occurrence U

a substitution o

and a rule g -> d in R
such that tl = o(g) and £’ = tlu \ o(d)] (which denotes the term t where

(?
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1 has been replaced by a(d)).

The reduction relation on E-equivalence classes of terms cannot be effi-
ciently implemented except perhaps in some particular cases. Moreover it can be
undecidable when E-equivalence classes are infinite. Thus different attempts
have been made in order to define a rewriting relation on terms which simulates
the reduction relation ->.

peterson and Stickel proposec 2 second type of term rewriting,
called rewriting modulo E, which needs &n E-matching algorithm:

t ->R,E £’ iff there exist a subterm tl of t at occurrence U,
a substitution o
and a rule g-> d in R
such that tl1 ~E o{g) and t* = t.u \ o(d)]

Obviously the standard rewriting relation is a particular case of the
second one but it is conceptually simpler than the other and computa-
tionally more efficient.

Another term rewriting relation has been imagined by Jouannaud, which
combines these two ones. Splitting the set of rules inta two parts, left linear
rules Rl and non left linear ones Rnl, he defines ->(R1URnl,E) as either a
rewriting using a rule of Rl or a rewriting modulo E using a rule of Rnl. This
idea allowed him to generalize previous results of Huet and Peterson and
Stickel.

For any binary relation -3, let us denote by (->)-1 the symmetric rela-
tion, -+-> its transitive closure, -¥-> its reflexive transitive closure and
¢-%-> the equivalence relation generated by ->.

We are now ready to define several Church-Rasser properties.

The reduction relation -> on f-equivalence classes of terms is said
Church-Rosser iff

T ¢-%=> T’ implies there exists 17 such that T -x=> T Cox= T'.

In Huet’s, Peterson and Stickal’s and Jouannaud’s approaches, other
Church-Rosser properties are used. They are defined on terms and no more on E-
equivalence classes of ‘terms. All of them imply the Church-Rosser pro-
perty on E-equivalence classes of terms.

2.2. Correspondence between rewriting relation and Church-Rosser property.

Let us denote by ~(RUE) the equivalence relation which is the
transitive closure ui (>R U (->R)-1 U ~E).

The following table shows, for each previously mentionned approach, the
correspondence between the rewriting relation and the Church-Rosser pro-
perty.

Knuth and Bendix’s method:

E empty, R all rules t ~(RUE) t’
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->R iff there exists t” s.t. t -#->R t” R¢-%- t’.
Huet’s method:
E non empty, t ~(RUE) ¢’
R left linear rules iff there exists t”1, t”2
->R s.t. t -¥-DR t”1 ~E t"2 R(-%- t7.
Peterson and Stickel’s method:
£ linear axioms, t ~(RUE) t’
R rules iff there exists t”1, t”2
->R,E s.t. t -%->R,E t”1 ~E t”2 R,E<-%- t’.
Jouannaud’s methaod:
any £ non empty, t ~(RUE) t*

Rl left linear rules
Rnl non left linear rules
->(R1URN1,E)

iff there exists t”1, t”2 s.t.
t -#->(RIURn1,E) t”1 ~E t”2 (RIURNnL,E)<-x- t’.

Let us emphasize that these Church-Rosser properties are actually simi-
lar up to the rewriting relation used. If ->R’ is this rewriting relation, the
corresponding Church-Rosser property is:

t ~(RUE) t’ iff there exists t”1, t”2

such that t -#->R’ t”1 ~E t72 R’<-%- t’,

In the following, we denote this property as the "R’-Church-Rosser property”.
As soon as it is satisfied and ->R’ terminates, we get a decision procedure for
(RUE)-equality by computing the R’-normal forms of t and t’ and testing their
E-equality. Thus to each choice of a ->R’ rewriting relation, corresponds a
theorem proving method. But notice the increasing power of the rewriting rela-
tions:
->R1l included into ->(R1 Y Rnl,E) included into ->(R1 U Rnl),E.

Thus we get corresponding sorted Church-Rosser properties and a classification
of the different equational proof methods when there are axioms. For exam-
ple, we can say that in general Huet’s rewriting method is 1less powerfull
than Jouannaud’s in the following sense: any equational theorem that can be
proved with ->R1 as rewriting method can also be proved with ->(R1URn1,E). This
last rewriting method is itself less powerful than Peterson and Stickel’s
one. Nevertheless let us already mention that the implementation of a rewrite
rule laboratory providing the different possibilities allowed us to compare
these methods with respect to other criteria, as described in the last section.

2.3. A general completion procedure.

The aim of a completion procedure is to compute from a set of equations
P and a set of axioms E, a set of rewrite rules R such that ~(RUE) is equal to
~(PUE) and such that a Church-Rosser property is satisfied.

We give here a recursive form of the general completion procedure imple-
mented in REVEUR-3. It works with a set of rules R, a set of equations P and a
possibly empty set E of axioms. Axioms of E can be seen as defining a theory or

il
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as defining properties of operators. For example, E can define an associative
commutative theory, that is more precisely one or more operators opl, opZ, ...,
opi,... satisfying the following axioms:

(x opi y) = (y opi x)

((x opi y) opi z) = (x opi (y cpi z))

Contrary to the fixed set £, P is a sel of equations which evolves during 'the
completion process. It is the set of equations which have to be directed lnFo
rules. In addition a well-founded reduction ordering > is provided for this
purpose, which must be compatible with the E-equivalence classes (i.e. t ~E t’
implies t 2 t’ and t’ 2 t).

This procedure is said general because any known completion procedgre
can be expressed as a particular instance of it, using parameterization at dif-
ferent levels. First the procedure cam be parameterized by the set of axioms E.
Second, the four main operations in a completion procedure are:

- normalization of terms,

- orientation of equations into rules,

- simplification of other rules and equations using the new added rule§,

- computation of critical pairs between rules and between rules and axioms.

For each of them, changing some parameters leads to a different behaviour of the
completion process, For example, the choice of the rewriting relation used in

PROCEDURE E-COMPLETION(P, R, £, >)
IF P is not empty
THEN choose a pair (p, gq) in P
pP=pb;q =g
CASE p’ ~E q’ THEN E-COMPLETION(P-{(p, @)}, R, E, >)
p’ > q* THEN (P, R) = SIMPLIFICATION(P-{(p, 9)}, R, p’->q’)
E-COMPLETION(P, RU{p’->q’}, E, >)
g’ > p' THEN (P, R) = SIMPLIFICATION(P-{(p, g)}, R, q’->p')
E-COMPLETION(P, RU{q’->p’}, E, >)
ELSE STOP with FAILURE
END CASE
ELSE IF all rules in R are marked
THEN STOP with SUCCESS
ELSE Choose an unmarked rule 1->r
(P, R} = CRITICAL-PAIRS(1->r, R, E)
Mark the rule 1->r in R
E-COMPLETION(P, R, E, >)
END IF
END IF
END E-COMPLETION
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the normalizatio? %mplies a specific Church-Rosser property and thus a new proof
Tethod for deciding equational equality, Thus parameterization can also be
introduced at the level of these basic operations.

BeFoFe develgping this idea which appears as the originality of REVEUR-3,
let us first point out some theoretical problems which are introduced by the
fact to work with axioms.

2.4. Theoretical problems

From the theoretical study of the problem, it is made clear that two
pfoperties, namely confluence and coherence are necessary and sufficient condi-
tions for Church-Rosser properties, assuming the termination of the reduction
relation on E-equivalence classes -> and provided these classes are finite.

In gddition to confluence, coherence is required to enable computations in E-
equlya%ence classes; more precisely coherence is the necessary and sufficient
condition for -> and ->R’ ta have the same normal forms.

) Coherence and confluence can be checked on an adapted notion of critical
pairs. Thus when working modulo a set of axioms E, critical pairs must be com-
pu?ed both between rules (confluence critical pairs) and between rules and
axioms (coherence critical pairs). The first ones must satisfy the confluence
property, the second ones the coherence property depicted below:

For any confluence critical pair (p,q) :
p -%->p’ ~E @’ <-%- g (confluence property)
For any coherence critical pair (p,q) :
P -%->p’ ~£ q’ <-%- ql <~ ¢ (coherence property)

Notice that coherence needs to reduce at least- once the right hand side
?f a coherence critical pair obtained for instance by overlapping a rule l->r
into an axiom g=d at occurrence u. This term q is an instance of d, denoted
o(d). The difficulty comes from the fact that the rule which is used to perform
the reduction of q at some step of the completion process, can be later removed
and replaced by a new one, during the SIMPLIFICATION procedure. Thus to ensure
coheren;e, it can be necessary to protect an existing rule which reduces a right
hand side of a coherence critical pair. When no such rule exists, it is neces-
sary to introduce a new rule q -> pl or an extension. The extension introduced
for a non left linear rule 1->r is defined as glu\l]->glu\r]d. Notice that this
definition generalizes Peterson and Stickel’s extensions and that such a rule
reduces the right hand side of the corresponding coherence critical pair because
cgd) ~E o(g) ~E o(g[u\l]). Except when the rule 1->r is deleted, neither exten-
sions nor protected rules are allowed to be deleted from the rewriting system,
since this would compromise the Church-Rosser property.

Up to now two methods have been proposed in order to
coherence:

- the fir§t.one consists of testing reducibility of the right hand side
gf coheFence critical pairs with already existing rules. This method avoids
introducing useless extensions but needs to protect some rules.

- the second method consists of automatically adding extensions for any

ensure the
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rule in the system. The form and tye number of extensions can be deduced from
the axioms and the rule itself. In tie associative commutative theory case, it
is proved that it is not necessary to introduce extensions of extensions. But
in general, this method possibly leads to add infinitely many extensions.

The second theoretical problen arises when trying to work with theories
E with non finite equivalence class2s. Putting in E an axiom like idempotency
(x+x = x), or involution -(-x) = x, leads to this situation. The tools
developed in this case are yet more tomplex and up to now, we only got a suffi-
cient condition to ensure the Church-Rosser property, which seems a little toco
strong.

As a third problem, let us point out that orientation of equations into
rules is also more difficult in the equational case. More precisely, what we
want to get is the termination of the reduction relation -> on E-equivalence
classes, called E-termination property. Little is known about this property. A
theoretical study of the problem can be found in [Jouannaudl984a] and effec-
tive, yet complex methods for associative commutative theories in
[Dershowitzl983]. More recent results in this last case are given in [Bach-
mairl9gs].

3. ORIGINALITY OF REVEUR-3

Our main objective was to implement a general completion procedure which
allows both built-in equational theories E and experimentation of the different
completion processes mentionned before. This aim implies the modularity of the
system in order to allow easy changes and enrichments.

Thus from the user external point of view the software provides dif-
ferent functionalities and seems to have different behaviours. In this way it is
a rewrite rule laboratory in the same vein as its predecessors REVE-1 and
REVE-2. On the contrary, from the designer internal point of view, it appears as
a general and unified procedure. Let us detail and specify more precisely these
ideas.

3.1. Built-in equational theories.

The parameterization of the general completion procedure by the set of
axioms E involves generalizations of three basic operations: equality decision,
matching and unification. All of them have to take into account the existence of
equational properties on some function symbols. For example, a symbol + may be
associative and commutative, another distributive on +, a third one may have no
property. To each property corresponds a set of axioms which is explicitely
used in the completion procedure to compute cohersnce critical pairs. On the
other hand, equality decision, matching and unification use the properties of
operators and work on terms which are built from all these symbols. In
[Kirchner1984], it is shown that such a unification praocedure can be designed in
a very general way. Briefly, it is based on three operations: decompasition of
equations (which determines their common part and their sets of disagreements),
merging all the conditions on the same variable, and normalization (which
replaces a no longer decomposable equation, say (t=t'), by a system of equations
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whose solutions are also solutions of (t=t’)). Normalization works on equations
(t=t’? where the top symbols of t and t’ have the same equational property and
thus is based on specific processes in the built-in equational theories.

Thus working with built-in theories together means to attach equational
properties to function symbols, to introduce explicit axioms and to design
specific processes used for equality decision, matching and unification. In
REVEUR-3 a built-in equational theory has been implemented as a module composed
of axioms and of special procedures: equality, matching, unification. The name
of the theory is attached to the operators satisfying the axioms. Up to now,
the empty theory (E is the empty set of axioms) and the associative-commutative
theory are implemented.

3.2. Strategies.

A strategy is a set of parameters which determine a particular behaviour
of the completion process. We have grouped together under this concept several
more or less original ideas.

- Fromiour theoretical study of E-completion, the idea arises to design a sys-
tem which works with different rewritings and use different methods to test the
coherence property.

- The state of art about automatic orientation compelled us to introduce at
least an interactive way to orient them. The introduction of a possible choice
between a manual and an automatic orientation has been conforted by some other
experiments with REVE.

- Ip the same vein, we have been convinced that it can be useful to choose a
gartxcular superposition strategy between rules either for efficiency reasons or
in order to perform experiments.

In REVEUR-3, different parameters of a completion process may be set
according to the user’s choices and according to them, the system has a dif-
ferent behaviour. We review in this section three kinds of choices which are
effectively implemented. Of course a lot of other ones could be added.

3.2.1. Choice of the rewriting relation.

Let us explain more precisely how we have implemented the choice of the
rewriting relations. The completion procedure always works with two sets of
rules named R1 and R2. In general, standard rewriting is performed using rules
of Rl, while rewriting modulo the axioms E is performed using rules of R2. Now,

according to the different Church-Rosser properties the user may choose, the
sets of rules are built as follows.

g

"

A3

Knuth and Bendix’s method:
£ empty, R all rules all riles are put in Rl
Huet’s method:

E non empty,

R left linear rules

only left linear rules are allowed and
put in Rl

Peterson and Stickel’s method:
E linear axioms,
R rules

all rules are put in RZ

Jouannaud’s method:

any E non empty,

Rl left linear rules

Rnl non left linear rules

left linear rules are put in Rl
non laft linear rules are put in RZ

The choice of the rewriting relation is thus entirely implemented only
by the way to introduce rules in R1 or RZ.

3.2.2. Choice of coherence check.

According to the rewriting relstion chosen by the user, a strategy for
ensuring the coherence may be proposed. The choice arises in the way to add
extensions. Of course, with an empty set of axioms E or Huet’s method, there is
no need to add extensions. But with other methods the user can choose between
checking the coherence with already existing rules, or systematically adding
extensions for the rules of R2. As wentionned before, this last method, actu-
ally chosen by Peterson and Stickel, is valid with associative commutative
thearies. Thus the user who wants tc make experiments in associative commuta-
tive theories may choose between the two possibilities and the completion pro-
cess will use the corresponding procedire for coherence critical pairs.

3.2.3. Choice of superposition stratecy.

Two superposition strategies are provided in order to overlap rules:
each rule with all the previously introduced (or older) ones, or each rule with
smaller ones. Since each rule is superposed with all rules which are before it
in the list of rules, changing thke superposition strategy is equivalent to
change the way to classify rules when they are introduced in the list. If the
list 1is sorted in decreasing order according to the age of the rule, the super-
positions will be made with all the previously introduced rules. Whereas if the
list is sorted by increasing order with respect of the size of the rules, each
rule will be superposed with smaller ores.

3.3. A general completion procedure.

Beyond the design of general procedures for equality decision, matching
and unification working with built-ir: theories, some other generalizations are
required for the general completion prccedure we propose.

Problems are due to the compleyity of the E-completion process: some
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procedures, especially normalization and simplification, need standard rewrit-
ings associated with a first subset of rules and rewritings modulo E associated
with an other subset. Thus the reduction process itself is parameterized by the
type of matching, which can be either usual matching, or E-matching. The same
feature appears at the critical pairs level, where unification must be performed
sometimes in the empty theory, sometimes in the E theory.

On the other hand, let us mention that a complex implementation of a
rewriting system was needed because checking the coherence property needs to add
extensions and to protect some rules. Accordingly the simplification process of
the rewriting system by the new introduced rules becomes much more complex and
needs access to extensions and to protected rules.

4. EXPERIMENTS.

We present in this section some examples which allow comparisons between
different strategies. From experiments the following idea arises: according to
the strategies used in REVEUR-3, the same starting set of equations can be com-
pleted using different methods which are more or less powerful with respect to
some criteria. A first criterion is the termination of the completion process:
a strategy which allows finding a finite rewriting system R such that (RUE) is
equivalent to the starting equational theory can be considered as more interest-
ing than a strategy with which the completion process fails with a non orient-
able equation or generates an infinite set of rewrite rules. A second- criterion
illustrated in our examples is the time consumed by the completion process. This
time is strongly related to the efficiency of the rewriting relation which can
be considered as a third criterion: it is clear that rewriting modulo E is very
expensive and less it is used, more efficient is the rewriting. Thus according
to the efficiency criterion, we can say that ->(RlL U Rnl,E) is more efficient
than ->(R1 U Rni),E.

We now study on three examples the effect of changing the rewrit-
ing strategy on the generated set of rules.

5. Abelian groups.

For abelian groups, Lankford and Ballantyne together with Peterson and
Stickel have found a term rewriting system satisfying the R,E-Church-Rosser pro-
perty. The same experiment was performed with REVEUR-3. Our completion process
was initialized with the rewriting relation ->R,E and the follaowing sets of
axioms and equations:

You are currently working modulo the following axioms:

({x +y) + 2) == (x+ (y +2))
(x +y) == (y + x)

User equations:

1. (X+0) == X

i b.p

/DB

65—

2. (x4 i(x)) ==
No critical pair equations.
No rewrite rule in Rl.

MNo rewrite rule in R2.

REVEUR-3 terminates with the message:

You are currently working modulo tie following axioms:

(Ux +y) +2) == (x+ (y + 2))
(x +y) == (y + x)

No rewrite rule in R1.
Rewrite rules in R2:
1. i(0) >0
2. (x+0)->x

Which has for extensions:
B (z + {x +0}) => (z + x)
4. i(i(x)) -> x
LR (x + i(x)) >0

Which has for extensions:
6. (z + (x + i(x))) -> z
7. il(x + 2)) => (i(z) + i(x))

Your system is complete!

Using now the rewriting relation ->(R1 U Rnl,E),

with the message:

You are currently working modulo the following axioms:

((x +y) +#2) == (x+ (y +2))
(x +y) == (y + x)

Rewrite rules in R1:

i(0) -> 0

(x +0) => x

(0 + x) => x

i(i(z)) -> z

i((z + x)) => (ifz) + i(x))

R W N

Rewrite rules in R2:

REVEUR-3

terminates




66—

6. (x+i(x))y ->0
Which has for extensions:
7. ((x + i(x)) +2) > 2z

Your system is complete!

Notice that now the rule 0 + x -> x is needed to insure equivalence
between -> and ->(Rl U Rnl,E)-reducibility. The second completion is twice
faster than the first one. It is due to the fact that less associative-
commutative unification and matching are used in the second case. This
result is new in the following sense: it provides a rewriting relation (here
->(RL U R2,E)) which allows deciding equality in abelian groups and which is
more efficient than the previous one proposed by Peterson and Stickel.

2.1. Commutative monoid with two generators and identity

Let us now consider the set of equations:

and assume the associativity and commutativity of the + symbol. Using ->R,E as
rewriting relation, REVEUR-3 terminates with the message:

You are currently working modulo the following axioms:

((x +y) +2) == (x+ (y +2))
(x +y) == (y + x)

No rewrite rule in R1.
Rewrite rules in R2:
Lo (0 +x)->x

Which has for extensions:
25 (z + (0 +x)) =>(z+x)
3. (a+b)->0

Which has for extensions:
4, (z+ (a+b)) >z
5. ((x+a)+b)->x

Which has for extensions:
6. (z + ({x +a)+b)) ->(z+ x)

Your system is complete!

L]
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But using ->Rl or ->(RL U Rnl,E) as rewriting relstion, we get an infinite set
of rules whose first ones are described in the following message:

You are currently working module the following axioms:

((x +y) +2) == (x + (y +2))
(x +y) == ({y +x)

Rewrite rules in R1:

(0 + x) -> x
(x + 0) ->x
(a+b)->0
(b +a) ->0

({x +a) +b) >
(a+ (b+2z)) >
(b+ (a+2)) >
({(x +b) +a) ->
(b + (x +a)) >
16, ((a + x) + b) =>
11. (b + z) +a) =>
12, (a+ (y +b)) >
13, ((x+a)+(b+2z))->(x+2)

14, ((x+ (y+a)) +b) => (x+y)

15, (a + ((b+ z) + z1)) => (z + 21)

@O B W N

NN X X X NN X

37 ((x + a) + ({b + z) + z1)) -> ((x + z) + zI)
38, ((x+ (y+a))+(b+2z)) > ({x+y)+z)
47.  ((x1 +b) + ((x + &) + z)) => (xl + (x + z))

No rewrite rule in R2.

This last completion method is thus less interesting than the previous
one, since it does not terminate. This example illustrates the difference
of power between the two completion methods.

5.2. Arithmetic theory.

This third example is again a case whera ->(R1 U Rnl,E) rewriting can
be wusefully chasen.

Let + and * be addition and multiplication declared as associative and
comnutative, s be the successor function and ¥* the exponentiation func-
tion. Stickel proposed a rewriting system which has the Church-Rosser pro-
perty:
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(0 + x) -> x

(0% x)-~>0

(s(x) +y) => s((x + y))

(s{x) * y) => ((x *y) + y)

(% (y +2)) => ((x % y) + (x % 2))

(x #% 0) -> s(0)

(s(0) ** x) > s(0)

(x #% s(y)) => (x * (x %x y))

(x %% (y + 2)) <> ((x #» y) * (x %% z))
(U %2 y) % (2 % y)) => ((x # 2) #x y)

REVEUR-3 with the rewriting strat - i i
A g egy ->(R1URn1,E) terminates with the

You are currently working module the following axioms:

(O +y) +2) == (x + (y + 2))
(x +y) == (y + x)
((x % y) % 2) == (x » (y * 2))
(x % y) == (y % x)

Rewrite rules in R1:

o 0+ x) > x
. (0%xx)->0
(x +0) => x
(x x0) >0

(x **% 0) -> s(0)

(s(0) #x x) -> s(0)

(s(x) +y) > s({x + y))

(y + s(x)) => sl(x + y))

(s(x) % y) > ({x * y) +y)

10 (y + s(x)) -> (x # y) +y)

1o (x %% s(y)) => (x * (x %% y))

12, Gex (y+2)) > (Ix % y) + (x * z))
By +z) #x) > ((x%y) + (x % 2))
e Oowx (y +2)) > ((x %% y) % (x %% z))

N DN R W N

Rewrite rules in R2:
15, ((x #% y) % (z %% y)) ~> ((x % z) #» y)

Which has for extensions:
16. ((Ox #% y) % (21 %% y)) % z) => (((x % z1) * y) % z)

Your system is complete!

B)

B

9=

6. CONCLUSION.

The first main idea that can be extracted from this work is that there
is not an unigue method to complete a set of equations as soon as there is a
built-in theory. The ariginality of the REVEUR-3 system is based upon this idea.
As a consequence, REVEUR-3 needs interaction with the user who chooses his
method. But let us also emphasize that the underlying theoretical approach both
unifies different known completion processes and increases their power, in the
sense that the general completion algorithm implemented in REVEUR-3 is able to
deal with a larger class of equational. theories: all the linearity conditions
introduced by Huet or by Peterson and Stickel have been dropped in our approach.
The power of the REVEUR-3 system is due to this fact.

Up to now our experiments have been performed with associative commuta-
tive built-in theories and thus do not provide unknown results about decidabil-
ity of equational theories. Nevertheless our contribution was to provide a more
efficient rewriting method for example for abelian groups and arithmetic
theories. In th's way our results can be seen as improving previous ones. In
addition, REVEUR-3 has been designed in order to support any built-in theory for
which algorithms for equality decision, matching and unification are known. The
next developments of REVE will include such implementations. Among them let us
mention for instance the minus theory {Kirchner1984] defined by the following
axloms:

-(-x) = x
~(Flx,y)) = fl-y, -x)

and the permutative theory [Jeanrond1980,Kirchner1984a] defined by:
F(F(x, y) ,z) = f(f(x, z), y).
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CHAPITRE 2

STANDARDISATION DE L’UNIFICATION

Dans ce chapitre, nous donnons les définitions et résultats généraux
permettant de situer le cadre formel dans lequel se situe la suite de ce

travail.

Nous considérons la recherche des solutions d’un  probléme
d’unification comme la recherche d’une transformation qui & 1’équation de
départ associe un ensemble de systémes d’égquations qui soient complétement
décomposées, c’est a dire de la forme x ==
Cette démarche est typique de la résolution d’équations du premier degré
dans 1’ensemble des réels par exemple, mais n’avait pas & notre connais-
sance été appliquée & 1’unification dans les théories équationnelles,
excepté la théorie vide pour laguelle Martelli et Montanari [Martellil982]
ont initialisé la démarche que nous suivons ici. Nous avons appelé cette
approche ”standard” dans la mesure ol elle permet de standardiser la

résolution des problémes d’unification ¢quationnelle.
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Cela permettra en particulier la construction aisée de bibliothéques
d’algorithmes d’unification qui sont nécessaire dans de nombreuses applica-
tions telle l’algorithme de complétion généralisé REVEUR3 décrit dans la

suite et issu des travaux théoriques de [Jouannaud1984].

Cela permet également de résoudre le probléme du mélange de “bonnes”
théories en donnant un cadre unifié et des outils pour la construction
d’algorithmes d’unification medulc des propriétés équationnelles faisant
intervenir des ensembles disjoints de symboles. Nous pourrons donc traiter
par exemple 1’unification modulo la transitivité d’un ensemble de symboles

Fl et la commutativité d’un ensemble de symboles F2 disjoint de Fl.

Neus allons successivement définir les notions de multiéquations, de
systémes et de disjonctions de systémes de multiéguations. Ces objets
seront aussi appelés unificandes. éuis nous étudierons deux types de
transformations d’un unificande Ul en un unificande U2 : 1’une qui conserve
les ensembles d’unificateurs, 1’autre qui permet de déduire d’un ensemble
générateur des solutions de U2 un ensemble générateur des solutions de Ul.
Les transformations de ce second type sont nécessaires pour tenir compte de

1’ introduction ou de 1’élimination de variables dans les unificandes.

Comme dans la théorie vide nous pouvens alors définir la décomposition
d’une équation en un systéme d’équations et la fusion qui permet de
regrouper les contraintes sur les variables qui sont déjé isolées dans le
systéme. La mutation est le dernier élément de ce triptyque, et contraire-
ment aux deux transformations précédentes elle dépend étroitement de 1la
théorie considérée. C’est en elle que se retrouvent cristallisées les

difficultés essentielles de 1’unification équationnelle, et c’est pour jus-

e
)
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tifier les opérations de mutation propres aux théories étudiées par la
suite que nous introduisons les diverses transformations telles que la

généralisation et le remplacement compztible.

Aprés la phase de simplification d'un unificande, c¢’est & dire sa
transformation en un unificande ne comportant que des équations que 1’on
sait résoudre directement, nous étudions comment déterminer a partir des
ensembles de A-solutions de chaque &quation, un ensemble complet de A-
solutions de 1’unificande de dépar:. Pour des théories suffisament
réguliéres nous donnens alors un algorithme de résolution des unificandes

complétement décomposés.

Nous illustrerons souvent les définitions et résultats par des exem-
ples pris dans les théories suivantes sur M(F,X) (elles sont définies dans

le chapitre précédent) : ac, minus et asb (arbres signes binaires).
1. Les unificandes

Définition 37 : On appelle multiéquation tout multiensemble non vide de
termes e. Nous noterons Var(e) 1’ensemble des variables ayant une
occurrence dans un terme de la multiécuation, V(e) 1’ensemble des termes
réduits & une variable et Term(e) l’ersemble des termes non variables de e.
Une équation est une multiéquation récduite & deux termes. Une substitution
a est A-solution de la multiéquation e si et seulement si pour tout élément
r et s de e on a a(s) =5 a(r). L’ensemble de toutes les substitutions qui

sont A-solutions de e est noté ES(e,A].

Exemple 14 : Avec e = {{ x, x, y, -x, a+(-z) }} on a V(e) = {x, y}, Vvar(e)

= {x, y, 2z}, Term(e) = {-x, a+(-z)}.
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e sera aussi notée : e = (x == x == y == -x == a+(-2)) ou encore e = (x ==
x == y == {-x, a+(-z))}.

La substitution a = (x « a+(-a), y < a+(-a), z < a, w “ a) est une
minus-sclution de e. Noter qu’ici le domaine de a n’est pas inclus dans

Var(e). Nous n’avons aucune restriction a ce sujet dans la définition.

Définition 38 : Un systéme de multiéquations est un multiensemble S de
multiéquations. L’ensemble des variables ayant une occurrence dans le

systéme S est noté Var(S). On a donc Var(S) = U Var(e). Une substitution a
e€S

est A-solution ‘du systéme S si et seulement si a est A-solution de chaque
élément de S. L’ensemble de toutes les substitutions qui sont A-solutions

du systéme S est noté ES(S,A). On a donc ES(S,A) = N ES(e,A).
e€s

Notation : Le systéme S contenant les multiéquations e » €, sera noté

1o

S = {el, . en} ou encore {ei}i=l...n'

La notion de disjonction de systémes que nous allons définir main-
tenant s’introduit dé; que 1’on souhaite travailler dans des théories aussi
simples que la commutativité. En effet, dans cette derniére théorie par
exemple, on souhaite pouvoir formaliser le rapport entre 1’'équation (a+b ==
x+y) et la disjonction des systémes d’équations Sl = {x==a, y==b} et S2 =
{x==b, y==a}. Cela nécessite donc de définir 1’objet [Sl, 52] ainsi que les

opérations nécessaires sur cet objet.

Définition 39 : Un multiensemble U de systémes de multiéquations est appelé
une disjonction de systémes. L’ensemble des variables ayant une occurrence
dans 1’un des systémes appartenant & U est noté Vvar(U)

Var(U) = U Var(S). Une substitution a est A-solution de la disjonction de
Seu

= —

-

)

& b

(178}

LT
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systémes U si et seulement si a est A-so'ution d’au moins un systéme de U.
En notant ES(U, A) 1’ensemble des substitutions qui sont A-solutions de u,

on a par définition : ES(U, A) = U ES(S,A).

Sel
Notation : La disjonction de systémes U :ontenant les systémes Sl, Foon Sn
sera noté U = [Sl’ ., Sn] ou encore [Si]i:l...n'

Exemple 15 : Soient les systémes Sl = {xz=y==a+(x+b), x==-x} et

52 = { ar(a+z)==x+z }. U = [Sl, 52] est une disjonction de systémes.

Définition 40 : On appelle uwnificande un probléme quelcongue d’unification,
c’est & dire une multiéquation, un systéme ou une disjonction de systémes.
Une A-sslution d’un unificande U est donc une substitution a qui est A-

solution du probléme d’unification U considéré. O
Un unificande vide a un ensemble vide de A-solution.

Nous introduisons maintenant la notion désormais classique de systéme
générateur d’un ensemble de A-unificateurs d’un unificande : les ensembles
complets, éventuellement minimaux, de A-unificateurs. La définition que
nous en donnons est proche de celle de [Plotkinl972] reprise par G.Huet

[Huet1976] et J.M.Hullot [Hullot1980].

Définition 41 : Soit U un unificande et W un ensemble de variables con-
tenant Var(U). I est un ensemble complet de A-unificateurs de U en dehors
de W si et seulement si :

(1) VoeZ, D{og) €S Var(U) and I(c) N ¥ = &

(2) VoeX, o€ ES(U,A)

(3) Vo’ € £S(U,A), 30 € X tel que o éA o’ [var(U)}
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De plus X est dit minimal si la condition suivante est satisfaite :

i

(WyVYo,o €L, 0 éA g’ [Var(W)] => o =0
ote £cU"(U,A),
Un ensemble complet de A-unificateurs en dehors de W sera n a

W
si de plus il est minimal on le notera ECUM (U,A). Nous omettrons W lorsque

cela ne préte pas & confusion. 0O

complet
Montrons tout d’abord comment calculer un ensemble p

i & i CU des
d’unificateurs d’une disjonction de systémes en fonction des E

systémes qui le composent.
i i jables contenant Var(U).
Lemme 4 : Soit U = [51]iEI et W un ensemble de variable
Alors U ECUW(Si,A) est un ensemble complet de A-unificateurs de U en
i€l
dehors de W.

preuve; (1) La condition (1) est clairement satisfaite.

(2) on a U EcU(si,A) € ES(U,A)
i€l
(3) ¥ o € ES(U,A), 3 i €I tel que o € ES(S1,A).

. . . ¢ Var(5i
Donc 3 a € ECUW(SL,A) tel que a éA o [var(si)]. Mais D(a) ar(Si)

et par conséquent a éA o [var(U)], ce qui assure que a appartient &

ECUW(U,A). O

Remarque : Malheureusement on ne peut

4 des ensemble minimaux complets

1’exemple suivant. Soit A une théorie équationnelle quelconque et

D= [Sl’ 52] avec
5l = {X == y} et

S2 = {x == a,

pas étendre la proposition précédente

de A-unificateurs comme le montre

»

ST

Yy == a}
Sl’ 52 et D ont respectivement pour ensemble complet minimal de A-
unificateurs {(x¢z), (y&2)}, {{xea), (y<a)} et {(x+z), (y=z)}. On n’a

donc pas ECUM(D,A) = ECUM(Sl’A) U ECUM(S,,A).

2. A-équivalence
Les transformations d’unificandes l:s plus simples que 1’on wutilise

couramment sont celles qui conservent 1’:nsemble des A-solutions.

Définition 42 : Deux unificandes Ul et U2 sont A-équivalents si et seule-

ment si ils ont méme ensemble de A-solutions. Cela sera noté Ul eaA U2 ou

Ul € U2 s’il n’y a pas d’ambiguité sur la théorie A. O

Exemple 16 : Si le symbole + est commukatif, 1’équation a+b == x+y est
équivalente & la disjonction de systéme [{(a=z=x), (b==y)}, {(a==zy),

(b==x)1}1.

Les résultats suivants donnent des =xemples importants d’unificandes
A-équivalents. Le premier montre le réle du remplacement des variables

dans une équation,

Lemme 5 : Soit e = (V(e) == {t}) une multiéquation qui ne posséde qu’un
seul terme non variable et au meins un terme variable. Seit x une variable
de V(e) et & la substitution de domaine V(e) définie par : £(z) = x pour

tout z dans V(e). Alors e et é = (V(e) == Z(t)) sont A-équivalentes.

Preuve: Si V(e) est réduit a une variable, c’est évident. Sinon on peut
supposer sans perte de généralité que V(e) est réduit & 2 variables
V(e) = {x,y}. Soit o une A-solution de e. On a donc o{(x) oY oly) et

par conséquent o(t) A a(¥(t)), donc o est également A-solution de
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[

Réciproquement, si o est A-solution de é, o est A-solution de

x == y donc a(t) = a(t’). Ce qui assure que o est A-solution de e.

Exemple 17 : e = (x == y == z == f(x,f(x,y))) a le méme ensemble de A~

solutions que & = (x == y == z == f(x,f(x,x))).

Pour certaines théories, comme 1’associativité-commutativité, cela
peut permettre de réduire substantiellement 1’espace de recherche des A-
solutions en ne travaillant plus que sur une seule variable. Pour d’autres
théories, comme les arbres signés binaires, pour lesquelles on sait mieux
résoudre les multiéquations linéaires par exemple, on peut utiliser la

réciproque.

D’autre part, la A-équivalence est également compatible avec la

réécriture.

Lemme 6 : Soit R un systéme de réécriture tel que = < e Si tl -%-DR tl’
—%= 4 == to=t,?,
et tz *=->R t2 alors tl t2 GBA tl t2

Preuve: Pour toute A-solution o de t1==t2 on a

a(tl’) =R c(tl) N a(tz) =R o(tz’)

donc ¢ est une A-solution de tl’==t2’. Réciproquement, si o est
une A-solution de tl'==t2’ par le méme type de raisonnement on en
déduit que o est une A-solution de t ==t,. O

Remarque : Dans le lemme précédent, on ne suppose rien sur la réécriture

ni terminaison, ni convergence ou autre. Ce résultat permet de chercher les

(TN ]

=
b4
L

ah B

Jb 9

i
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solutions sur des formes particuliéras d’équations obtenues aprés
réécriture préalable de 1l’équation de départ par une relation de réécriture

appropriée incluse dans =

Si un symbole d’opération f d’arité 2 est régulier & gauche par exem-
ple, c’est & dire tel que pour tous termes u, v et w, f(u,v) o Flu,w) => v

w, alors toute équation est simplifizble & gauche dans le sens suivant :

A
Définition 43 : Une équation e = (f(u,v) == f(u,w)) est simplifiable &
gauche ssi e eaA (v ==w). O
Lemme 7 : Si f est un symbole régulier & gauche alors toute équation e =
(f{u,v) == f(u,w)) est simplifiable & gauche.
Preuve: I1 faut montrer que f(u,v) == flu,w) esA vV o=z W,
Si a est une A-solution de v == w, il est clair que c’est une

A-solution de e.

Réciproguement, si a(f(u,v)) =, a(f(u,w)) alors puisque f est

A

réguliére on a a(v) = alw), O

Nous avons un résultat similaire pour la simplifiabilité 3 droite qui

se définit de fagon évidente.

Par ailleurs, 1’intérét fondamental de la A-équivalence est qu’elle

conserve les ensembles complets, éventuellement minimaux, de A-solutions.

Propositien 1 : Soient U et U’ deux unificandes, Z = Var(U) N Var(u’), W un
ensemble de variables contenant Var(l) U Var(U'), et ECU un ensemble com-
plet de A-solutions de U en dehors de W. U est A-équivalent & U’ si et

seulement si
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T = {°IZ | o€ ECU}

est un ensemble complet de A-solutions de U et y’. De plus, si on suppose

que ECU est un ensemble complet minimal de A-solutions de U alors est lui

aussi minimal.

preuve: C’est une généralisation 3 des unificandes de la proposition 1.2 de
(Kirchner1982].
Notons tout d’abord que si ¥ est un ECU commun & U et U’ alors U et
\’ sont clairement A-équivalents.
Réciproquement, si U est A-équivalent a U’ vérifions que L est bien
un ensemble complet de A-solutions de U et U’. Pour cela remarquons
qu’il suffit de montrer que X est un ensemble complet de A-
solutions de U’.
(1) est trivialement vérifiée compte tenu des hypothéses.
(2) Si o est un A-unificateur de U alors GIVar(U) est également
A-solution de U donc de U’ par hypothése doenc ch également. Donc
si U et U’ sont A-équivalents o € ES(U,A) => alz € ES(U,AY N
£S(U’,A). Donc L & ES(U?,A).

(3) Soit a une A-solution de U’. Donc °|Z € ES(U,A). I1 existe

donc o dans ECU tel que 9| var(U) sA ulz, d’ ol

< < <
9z =a “jvar(V) “A 9z =a %|var(u?)
ce qui prouve la complétude.

Si on suppose par ailleurs que ECU est un ensemble complet minimal

de A-solutions de U, montrons gu’il en est de méme de ¥ pour U’.

Soient a = oll et a7 = a'IZ avec o et o’ dans ECU, deux éléments

K| ®
1E)
t,:kb
|
1.}9
.u!g
¢ W

Y
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de I tels que a £, a’ [V
s ar(U’)]. On a donc i
A aussi a|y. ) éA

@ var(u) &t

a’ =a’ =0, €
[var(u) =% “ 7|z = c”|Var(U)
Comme de plus a est élément de :S(U,A) il existe 7 dans ECU tel que

< * 00
T|var(u) =a var(uy’ 2%

<
Tlvar(u) =a %|Vvar(y) 5 9| var(u)

et comme ECU est minimal

- Tlvar(u) “a ®[var(uy “A “}var(u)

car o et T sont é€léments de ECU D’ol

o = 1; » ’
[var(u) = *fvaccuy Za ¢ |var(u) 9 fvar(u)

comme o et o' sont dans ECU, elles sont égales sur Var(U), ce

qui entraine 1’égalité de a et a’ sur Var(U) donc sur Z. O

Ce rés i i
récultat est important car il permet de construire un ensemble com-

plet de A-solutions d’u
1 unificande en construisant un autre unificande a

partir du i i
premier par des transformations successives conservant la A

. 3 9
EqUI.Vale ce Mais comme nous allons le voir dans la suite les transforma-
tions considérées ne préservent pas toujours la A-équivalel ce mals plUtOt

la A-dépendance que nous introduisons maintenant.

3. A-dépendance
La A-équi . 2
A-équivalence qui préserve les ensembles de A-solutions n’est pas

suffi é i
sante pour étudier certaxnes_transformations des unificandes telle que
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la généralisation. En fait ce qui nous intéresse n’est pas tant 1’ensemble
des A-solutions qu’une base de cet ensemble, d’oU la notion de A-

dépendance.,

Définition 44 : Soient Ul et UZ deux unificandes et W un ensemble de vari-
ables contenant Var(U2). U2 est dit A-dépendant de Ul en dehors de W ou

encore Ul A-étend U2 en dehors de W, si et seulement si
(1) (Var(Ul) - var(U2)) N W = o

(2) Pour tout ensemble complet de A-solutions ¥ de u1, lear(UZ) est un

ensemble complet de A-solutions de U2.

Cela sera noté Ul 52 U2. W pourra étre omis. O

La premigre condition n’est qu’une condition technique permettant de
s’assurer que les ”nouvelles” variables introduites le sont en dehors de
celles qui sont déja utilisées. I1 faut également remarquer que toutes les

variables de U2 ne figurent pas nécessairement dans Ul.

Exemple 1B : L’équation e = ( (x+a)+f(z,b)) == 24b ) se A-étend dans le
systéme S = { ((x+a)+y == z+b), y == f(z,b) } et ceci pour une théorie

arbitraire.

Etudions maintenant les propriétés de la A-dépendance. Tout d’abord mon-

trons gque moyennant de bonnes hypothéses sur les ensembles de variables BA

est un préordre dont eah est 1’équivalence assaciée.

Lemme 8 :

M ", My
(1) i U1 3, U2 et U2 " U3 avec W2 C W1 alors Ul 3" U3,

(2) Si UL et U2 sont deux disjonctions de systémes alors

-y
-w
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(U1 =, U2y <=> ((u1 o uz) et (U2 2, u1))

Preuve: (1) BA est ”transitive” : Soit I un ensemble complet de A-

unificateurs de Ul. Par hypotagse on a donc ZIVar(UZ) ECU de U2 et

é = t
PR RpRaESIERD IIVar(UZ)IV — %|var(UL)Var (U2)rVar (U3) Bt P
ar
E£CU de U3.
Mais par ailleurs les conditions (Var(Ul) - Var(¥2)) N W = a,

(Var(U2) - Var(U3)) N W = g, Var(U2) S Wl et Var(U3) € W2 impli-
quent que Var(Ul) N Var(U2) N Var(U3) = Var(Ul) N var(U3).

En effet ¥ x € Var(Ul) N Var(U3) si x ¢ Var(U2) alors x € X-U2.
Comme d’autre part x € Var(U3) => x € W2 => x € WL, ona x € Ul N

X-U2 N W2, ce qui contredit (Var(Ul) - Var(U2)) N ¥ = o.

Donc X est

| Var (U1)NVar (U2)War (U3) = IlVar(Ul)ﬂVar(US) = z|Var(u3)

un ECU de U3, ce qui prouve le premier résultat.

5i UL 9A U2 et si ¥ est un ECU de Ul alors X est un ECU de

|var(u2)

U2. Mais comme U2 est

2 U Z|vBr(uz)|va = 2| var (U1)War (U2)

r(ul)
un ECU de Ul.

ElVar(Ul)FWar(UZ) est donc un ECU commun a Ul et & U2. En appli-
quant le théoréme sur les unificandes A-équivalents on en déduit

que ULl et U2 sont A-équivalents. [

Nous allons maintenant veir des exemples importants de systémes A-
dépendants qui seront souvent utiles dans la suite. Tout d’abord nous
étudions la relation entre un unificande et son ensemble de A-solutions

considéré lui méme comme un unificande.
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Définition 45 : Soit Z un ensemble de substitutions, on désigne Eq(X)

1’unificande définie par
Eq(E) = [ { (x == a(x)) | x e D(o)} | o €1l

Si ¥ est un ensemble complet de A-unificateurs de 1’unificande U en dehors

de 1'ensemble de variables W alors Eq(I) sera noté Eqw(U). O

Exemple 19 : Avec
T = {o = ((x & f(a,b)), (y « a)),
o = ({x & flx,x)}, (z ¢ yN}
on a
a)l,
y)H

£q(x) = [ {(x
{(x

f(a,b)), (y

"
il

fx,x)), (z

n
]
"
n

Lemme 9 : Pour tout unificande U et tout ensemble de variables W contenant

Var{U) on a : Eqw(u) sx u.

Preuve: Par définition de Eqw(U), la condition sur les variables est bien
vérifiée.
Notons ¥ 1’ensemble complet de A-unificateurs dont Eqw(U) est
issue.
Soit a est une A-solution quelconque de U, il existe o dans I telle
que o SA a [var(Uu)]. Scit 8 un ECU quelconque de Eqw(u), g étant
A-solution de EqN(U) par définition, il existe p tel que éA o
[Var(gq"(u))].

W
Mais comme par définition D(c) € Var(U) et D(p) & Var(Eq (U)) on a

u =p .
IVar (Eq" (U))rVar (U) |Var (V)

D00 Kjyar(u)  #fvar(Eq, (U))Var (V)

=
e
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% ©|Var (Eq(U)Var (U) S5 9|var(U)
SA a,

ce qui prouve que e]Var(U) est un ECU de U, [

Remarque : La réciprogue U QA Eqw(U) est en général fausse & cause, par

exemple, de nouvelles variables introduites.

Un deuxiéme exemple important d’utilisation de la A-dépendance est la
généralisation des termes constituant une équation. Ceci est utilisé par
exemple par M.Stickel [Stickel1981] dans son algorithme d’unification asso-

ciative commutative.

Définition 46 : Soit f(tl,...tn) == F’(tl’,...,tp’) une équation e, Soit W
un ensemble de variables tel que Var(e) © W. Soient X, ,...,x ,X.7,...,X !
1 n’"1 p

des variables distinctes prises en denors de W. Soit enfin le systeéme

suivant :
S i= {f(Xl,...,Xn) == f(Xl',.v.,Xp’),
Xl == tl,
X == tn’
k ’
;== tl ¥
’ - t ’
*p p'
S s’appelle le généralisé de e en dehors de W et se note Genw(e). o]

Lemm. 10 : Pour toute équation e on a Genw(e) !

A e.

Preuve: Soit a une A-solution quelconque de e. Soit B la A-solution de 5 =

Genw(e) ucfinie par




-86-
B = % yar(e) ° x, < u(tl)) (xp' -~ a(tp’))

on a bien sur ulVar(e) = p]Var(e)' Soit enfin © un ECU quelconque
de S. Il existe donc p dans © tel que p SA g [var(s)], donc u sA B

[var(e)] d’ol p sA a [var(e)]l, ce qui montre que © est un

|var(e)
ECU de e. (O

Nous allons maintenant justifier les remplacements que 1’on peut faire
dans un unificande, en remplagant un unificande par un autre unificande qui

lui est A-équivalent ou qui le A-généralise.

Lemme 11 : Soit S un systéme et W un ensemble de variables tel que Var(s) €
W. Si une multiéquation e du systéme S se A-étend en dehors de W en
(respectivement est A-équivalente a) la disjonction de systémes U = [Sj]jeJ
alors S se A-étend en dehors de W en (resp. est A-équivalent &) la dis-

. : L 5 = _
jonction de systémes U’ = [SjU(S {E})]jEJ'
Preuve: Posons $’ = 5 - {e}. Soit ¥ un ECU de U’.

a) Montrons d’abord que I (S) <€ ES(S,A).

|Va
. L 3 s
Vo€, 3 j€ I tel que o est A-solution de S’ U Sj, done E|Var(5)

est A-solution de S’. Il reste & montrer que X est aussi A-

|var(s)
solution de e.
Or comme o est A-solution de Sj’ © étant un ECU quelconque de U, il

existe p € © et une substitution a tels que

@ Blvar(s) = |var(s)

or D(p) S Var(U) donc

B @

‘B|D

e

=Bf=

@ Hlyar(e) = °|Var(s)War(e)

Comme prar(e) est A-solution de e par hypothése, U|Var(s)nVar(e)
est également A-solution de e donc clVar(S) est également A~

solution de e.

b) Montrons maintenant que Z|Var(5) est un ECU de 5. Soit a une
A-solution de S et © un ECU de U. On peut sans manquer de

généralité supposer que D(a) ¢ Var(S).
a € ES{e,A) => 3 p€EB

et une substitution A tels que K'“[Var(e) = %|var(e) Comme D(hu) N
a € Var(e) et que ces 2 applications sont égales sur Var(e}, on

peut considérer 1l’'application a+hp. a+hy étant A-solution de U’,

il existe o dans I et une substitution 1 tels que

T O hvar(ur) T M yarar) F Yvarur) * M var(ur)

or le domaine de o est précisement Var(U’) donc UIVar(U’) = g, donc

)=T.G

TSlvar (u?)war (s [var(s) =

Yvar(U)Var(s) * Mlvar(u)Var(s)

ar

Var(U’) N var(s) N D(u)
€ Var(U’) N var(S) N Yar(U)
< Var(U’) N var(e) € “ar(e).

Par conséquent on a

<
Mivaru?)var(s) =a ™|var(e)

et donc
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"*%lvar(s) 5 %var(s) * A“lVar(S) * Yvar(s)

La propriété précédente s’étend aux remplacements de systémes par des

disjonctions de systémes, la preuve en est omise :

Lemme 12 : Soit Ul une disjonction de systémes et W un ensemble de vari-
ables tel que Var(Ul) S W. 5i un systéme S de Ul se A-généralise en dehors
de W en la disjonction de systémes (respectivement est A-équivalent a) U =
[sj]jeJ alors Ul se A-généralise en la disjonction de systémes (resp. est
A-équivalent &) U’ = U U (U1 - §).

4. Simplificution d’unificandes

Dans cette section nous allons étudier ce que nous pensons &tre les
trois premiéres étapes fondamentales d’un algorithme d’unification (tous
les algorithmes de A-unification dans une théorie équationnelle & notre
connaissance font appel & ces 3 phases de fagon plus ou moins évidente).
Leur objectif commun est de simplifier 1’unificande de départ de fagon 4
obtenir en un temps fini un unificande A-équivalent ou A-dépendant, dont
les multiéquations soient complétement décompesées. Les systémes ainsi
obtenus sont aussi appelés par B.Courcelle systémes réguliers [Cour-

cellel984]. Leur étude constituera la matiére de la section suivante.

Dans toute la suite de cette partie, A désigne une théorie équationnelle

quelcongue.

4.1. La décomposition

Nous généralisons ici le concept de décomposition introduit par Mar-

B
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telli et Montanari dans le cas de la :chéorie vide.

Tout d'abord, introduisons un sous-ensemble important de 1’ensemble
des symboles de l'algébre considérée : les symboles décomposables. Ce sont
les symboles dont 1’apparition en tét: d’une équation permet de simplifier

17équation sans faire référence aux axiomes de la théorie.

Définition 47 : L’ensemble des symbolss décomposebles est le plus grand
sous  ensemble Fd de f tel que pour tous éléments f et f' de Fd' pour tous
termes t = f(tl,...,tn) et t! = f'(tl’,...,tp’) on ait
(1) £ # f* => ES(t==t’, A) = @
- - = » - ’ -
@ =P (=t Es'A {ti"ti }i=l,...,n)

Les éléments de Fd sont appelés symboles décomposables. O

En fait la condition de maximalité imposée dans la définition précédente
n’est pas essentielle. En pratique on peut prendre comme ensemble de sym-
bales décomposables tout sous ensemble de Fd, mais plus 1l’ensemble des sym-
boles décomposables sera grand, plus la décomposition associée sera effi-

cace.

I1 n’est pas simple de donner une construction systématique de Fd mais
on peut noter que :

(1) Fd contient tous les symboles qui n’apparaissent pas comme symbole de
téte d’un axiome de la théorie A. Par exemple si l’unique axiome de la
théorie est ((x + y) + (- y))} == x alors - appartient & Fyr

(2) Fd contient bien slr tous les symboles qui n’interviennent dans aucun

axiome de la théorie.

Nous introduisens maintenant la terminologie nécessaire dans la suite.
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Définition 48 : On appelle ton_fd_terme tout terme dont le symbole de téte
est un symbole décomposable.

L’ensemble des termes variables d’une multiéquation e est noté V(e).
L’ensemble des top_Fd_termes de e est noté T(e) et 1’ensemble des autres
éléments de e est noté P(e). P(e) est donc 1’ensemble des termes non vari-
ables de e et qui ne sont pas des top_Fd_termes. La multiéquation e sera
souvent notée e=z(V(e)==P(e)==T(e)).

Une multiéquation e est dite décomposable si et seulement si T(e) contient

au moins deux éléments. Dans le cas contraire e est dite indécomposable,

O

Exemple 20 : Si on suppose que Fd = {f,g} alors pour la multiéquation e =
{x, %, y, -x, -z, f(-x, ~y), g(a,b)} on a V(e) = {x, x, y}, P(e) = {-x, -z}

et T(e) = {f(-x, -y), g(a,b)}.

L’idér de base de la décomposition est que si e a des A-solutions et si la
multiéquation est décomposable alors T(e) a une partie commune et un

systéme d’équations aux différences aussi appelé frontiére.
Exemple 21 : Dans le cas de la théorie minus prenons par exemple les termes

/-~

leur partie commune est alors

cpif{t ,t. }] = ¢
1’72 /e
c y}

3 a

X

.9]-

et leur frontiére
FR[{tl,tz}] sz 22 )y Weme M
L/
X u v Xy
Définition 49 : Soit M = {tl,...,tn}, un multiensemble non vide de termes ;
ie top_Fd_terme appelé partie comeune de M noté CP[M] et le systéee
d’équations aux différences cu frontiére de M noté FR[M] sont récursivement
définis par :
SI pour tous i dans [1..n], ti(s)= f avec f € Fd
ALORS CP{M] = F(CP[{tl/l,...,tn/l},...,CP[[tl/p,...,tn/p}])

et

FRIM] = FR[{tl/j,...,tn/j}]

Uljel1. .ol

SINON ST il existe deux tnp_Fd_termes ti et t. dans M tels que
£(e) # b (c) .

ALDRS ni la partie commune ni Ja frontieére n’existent. (On dit qu’il
y a collision (ou clash) de symbole. Ceci se propage aux

appels englabants).

SINON (il existe i dans [1..n] tel que ti soit une variable ou ne
soit pas un tnp_Fd_terme)

CP[M} = £ (cette définition n’est pas déterministe)

et
FR[M] est le systéme réduit a la multiéquation M.

Lemme 13 : Soit e une multiéquation ayant une A-solution ¢. Alors e a wune
partie commune et une frontiére et, pour tout terme t de e, oft) =

a(CPle]) et o est A-solution de FR[e]

Preuve: # Si la partie commune et la frontiére de e n'existaient pas cela
viendrait d’une collision de symboles et par conséquent il n’y

aurait pas de A-solution.

* Montrons la seconde partie du lemme par récurrence structurelle
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sur CPle].
Si CPle] = x avec x € X, alors par définition de la partie commune,
x est un. terme de e. Par conséquent on a bien a(x) = o(t) pour
tout t de e. De plus dans ce cas FR[e] = e et donc o est A-solution
de FR[e].

Méme raisonnement que dans le cas précédent si CP[e] = f(tl,...,tn)
et f ¢ Fd.

Sinon CPle] = f(tl,...,tn) ol f est un symbole décomposable ; par
définition de la partie commune et pour tout i dans [1..n] t; est
la partie commune de Ti = {t/i | t € e}. Par définition de Fd toute
A-solution de e est également A-solution de Ti et par hypothése de
récurrence o est donc A-solution des équations w == ti ou w est un
élément quelconque de Ti. Donc pour tout terme t de e o(t) =

A
a(CP[el)}.

Dans ce cas, FR[e] est la réunion des frontiéres des Ti qui ont

tous @ comme A-solution, donc o est également A-solution de FR[e].

O

De fagon a simplifier au maximum les multiéquations et & détecter le plus
rapidement possible les cas d’échec, on va calculer non pas la partie com-

mune de toute la multiéquation mais seulement la partie commune de T(e).

Définition 50 : Soit e une multiéquation, on appelle décomposition de e et

on note Dec(e) le systéme de multiéquations défini par :

Dec(e) = {(V(e) = P(e) = CP[T(e)])} U FRIT(e)}

B @
D
B @

D'w»

b #

D9

O 9

b#®

193~

Exemple 22 : Dans la théorie minus, si u:(x::y::-x::tlz:tz) ot et t,
sont les termes de l’exemple précédent, alars

Decle) = {(x==y==-x==c(c(-x,a),y))} U { -x==c(u,v)), (y==¢c(x,y))}

Proposition 2 : Soit e une multiéquation. UOu bien Dec(e) n’existe pas

auquel cas e n’a pas de A-solution, ou hien Dec(e) €5A e.

Preuve: 5i Dec(e) n’existe pas cela provient d’une collision de symboles et
par conséquent e n’a pas de A-solution.
Dans le cas contraire, si T(e) cst vide ou réduit a un élément, le
résultat est immédiat,

Si e = T(e) le lemme précédent permet de conclure.

Plagons nous donc dans le cas ou P(e) U V(e) # o et soit u un
€lément de cet ensemble. Pour “oute A-solution o de e et pour tout
élément t de T(e) on a donc o(t) = o{u). Par le lemme précédent on
a donc o(u) = o(€P[T(e)]) et donc ¢ est une A-solution de (V(e) ==

P(e) == CP[T(e)]) et de FR[T(e)].

Réciproquement, par construction de Dec(e) toute A-solution de

Dec(e) est A-solution de e. [

Définition 51 : On appelle décomposition d’un systéme S et on note Dec(S),
le systéme obtenu en remplagant un élément e de S par sa décomposition dans

S : Dec(S) = (S-{e}) U Dec(e). O

Cette définition est indéterministe mais le choix de la multiéquation
4 décomposé est indifférent.

Comme conséquence de la proposition précédente et de la conservation de 1la
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A-équivalence par remplacement on cbtient :

Corollaire 1 : Pour tout systéme S, soit il existe une multiéquation e dont
la décomposition n’existe pas, auguel cas le systéme n’a pas de A-

solutions. Soit S et Dec(S) sont A-équivalents.

4.2. Fusion d’un systéme de multiéquations

La fusion d’un systéme de multiéquations correspond au regroupement
des contraintes sur les variables qui sont apparues au cours de la simplif-

ication du systéme.

Paradoxalement, la fusion, conceptuellement trés simple comme on va pouvoir
le constater dans cette courte section, pose des problémes d’implantation
qui justifient pour une bonne part les différences importantes d’efficacité

suivant le type de représentation choisie.

Définition 52 : La fusion des multiéquations e et é, notée Fus(e,€) est
définie par :

* si V(e) N V(é) = o alors Fus(e,é) = {e, é}

¥ sinon Fus(e,8) = ((V(e) U V(€)) == (P(e) U P(&)) == (T(e) UT(&))). O

Exemple 23 : Dans la théorie minus, si e=z(xz=zy==z-x==-z==c(a,x)zzc(a,a)) et

é=(x==c(a,a)) alors Fus(e,é) = (x==ys=-x==-z==c(a,x)==zc(a,a)==c(a,a)).

Lemme 14 : Pour toutes multiéquations e et é, {e, é} eaA Fus(e, €)

Preuve: Si V(e) N V(é) = @ c’est évident. Sinop soit x wune variable de
V(e) N V(é). Si o est une A-solution de {e, é} alors pour tout
terme t de e U é, o(t) = o(x) et par conséquent, o est A-solution

de Fus(e, é). La réciproque est claire. [J

o
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Nous étendons maintenant la notion de {usion & des unificandes.

Définition 53 : Pour tout systéme S, on appelle fusion de S le systéme
Fus(S) obtenu en remplacant toutes .es paires de multiéquations par leur
fusion. La fusion d’une disjonction de systémes U est obtenue en fusionnant

chacun des systémes qui la compose on _a note Fus(U). O

Nous obtenons donc comme corollaire du lemme précédent et des résultats

généraux sur la A-équivalence :
Corollaire 2 : Pour tout unificande U, U GQA Fus(U}.

4.3, Mutation d’un unificande

L’enchainement des opérations de décomposition et de fusion va permet-
tre d’cbtenir & partir d’un unificande quelconque un unificande dont les
multiéquations seront des types suivants

(1) V(e) == {pl,...,pn} == {u} avec n > 0,
(2) v(e) == {pl....,pn} avec n > 1,

(3) v(e) == {t},

(4) V(e).

Définition 54 : Dans les deux derniers cas les multiéquations sont dites

complétement décomposées. O

Dans cette partie, nous ne nous intéressons qu’aux deux premiers type de
multiéquations. Nous allons donner plusieures fagons de continuer la sim-
plification de telles multiéquations, de telle sorte que 1l’on puisse
réitérer les opérations de décomposition et de fusion jusqu’a n’avoir que
des équations de type (3) et (4).

Pour cela nous introduisons une nouvelle transformation des wunificandes
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appelée mutatian.

Mais avant de donner les définitions formelles nous allons voir sur des

exemples quelques caractéristiques de cette transformation.

Exemple 24 : Dans la théorie vide mutation et décomposition se confondent
i.e. on peut considérer la décomposition comme la mutation de la théorie

vide.

Exemple 25 : Dans la théorie minus, 1'équation e = (x == -x == c(a,b)) est
indécomposable et non complétement décomposée. Pour la transformer on va
considérer le systéme équivalent S = {(x == c(a,b)), (=x == c(a,b}))}.
L’équation (~x == c(a,b)) est équivalente a 1’équation (x == c(~b,-a)). Par
conséquent e est équivalent au systéme S* = {(x == c(a,b)), (x == c(-b,~
a)))} qui fusionne en $” = {(x == c(a,b) == c(-b,-a))} pour leguel on peut

poursuivre les opérations de décomposition et fusion.

Exemple 26 : Soit mainténant la théorie ou le symbole + est commutatif.
L’équation e = ((axb)+x == (xxb)+y) est indécompasable et non complétement
décomposée. On montrera dans la suite qu’elle est équivalente a la disjonc-

tion des systémes

U=1{a #b==xx b,

X == y},
{x==x *b,
y == a % b}]

pour lesquels on peut poursuivre le processus de simplification.

En 1’absence de méthode générale nous allons donner des outils de base per-

mettant d’aborder ce probléme.

Définition 55 : Un unificande U est dit complétement décomposé si toutes

®
T e

i

LR
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les multiéquations qui le compose son: complétement décomposées. U est dit
indécomposable s’il est fusionné et s! aucune des multiéquations qui le

compose n’est décomposable. O

De fagon & ne pas pouvoir enchainer une infinité d’opération de mutation,
nous allons imposer & cette transforaation de faire décroitre une certaine

mesure de complexité :

Définition 56 : Soit p une mesure de complexité des unificandes (c’est a
dire une application de la classe des unificandes dans W), relative a la
théorie A.
Un unificande fusionné indécomposable et non complétement décomposé U est
mutable ssi il existe un unificande fisionné Mut(U) tel gue

* Mut(U) $A u

* p(Mut(U)) < p(W).

La transformation consistant a remplacer un unificande U par Mut(U) est

appelée mutation. Il faut noter que Mut(U) n’est pas en général unique.

On dira qu’une théorie est mutable si tout unificande indécomposable et non

complétement décomposé est mutable dans cette théorie. O

Les théories vide, AC, minus, commutative, sont des théories mutables
puisque ce sont des théories pour lesquelles existe un algorithme fini

d’unification.

Voici guelques méthodes de mutation d'un unificande U indécomposable et non

complétement décomposé.

[1] La décomposition suivant la forez des axiomes. On prend en compte la

forme des “viomes pour décomposer 1’'équation.




(2]

(31
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C’est ce qui est utilisé pour traiter la commutativité par exemple et
d’une fagon plus générale pour les théories que nous appelons syntax-

iques dans la suite de ce travail.

La généralisation d’une équation de 1’unificande suivie de sa
résolution :

- On choisit une multiéquation e = (F(tl,...,tn) =T F’(tl’,...,tp’))
dans U, non complétement décomposée et indécomposable.

- Soit Genw(e) le systéme généralisé issu de e. Eenw(e) contient par
définition 1’équation é = (f(xl,...,xn) == f'(xl',...,Xp’))- En
général il est plus simple de réscudre cette équation plutét que e.
C’est ce qu’on fait dans cette méthode, en remplagant é par Eqw(é).
L’unificande ainsi obtenu est la mutation de U.

Cette méthode est utilisée par exemple dans 1’unification associative
commutative pour muter certains types de systémes comme nous le ver-

rons dans la suite.

La transformation d’une multiéquation non complétement décomposée, par
des propriétés propres a la théorie considérée, en une multiéquation
avec laquelle on peut poursuivre la décomposition.

Ceci est utilisé par exemple pour la théorie minus.

La surréduction. Cette méthode générale de résolution d’équations
peut, en étant appliquée partiellement, donner la mutation d’un unifi-

cande.

La simplifiabilité. Si un symbole f non décomposable est régulier

alors une équation du type f(u,v) == f(u,w) est A-équivalente & v ==

B o

SRE )

»
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Nous reviendrons en détail sur ces autils et nous les appliquerons & le

découverte de plusieurs algorithmes c’unification.

4.4. L’algorithme de simplification

L’application répétée des 3 phaces de décomposition fusion et mutation
va conduire soit & un échec de 1’unification, soit & un unificande

complétement décomposé.

Bien sur, la stratégie d’enchainemert des opérations de simplification
appliquée dans 1’algorithme ci-dessous n’est pas absolue.
Nous utiliserons les notations suivartes :

DEC(e,5) retourne le systéme S[e <- Dec(e)],

FUS(S) retourne la fusion du systéme S,

MUT(S) retourne la mutation du systéme S.

DEC-FUS-MUT = proc(U : unificande) RETOURNE(unificande)
SIGNALE (échec)
SI U est complétement décomposé
ALORS RETOURNER(U)
SINON soit S un systéme non complétement décomposé de U
soit e une multiéquation non complétement décomposée de S
SI [T(e)] > 1
ALORS SI CP[T(e)] existe
ALORS RETOURNER(DEC-FUS-MUT(FUS(U[S <- Dec(e,5)1))
SINON SIGNALER(échec{clash de symboles))
FSI
SINON ST Mut(S) existe
ALORS RETOURNEF (DEC-FUS-MUT(FUS(U[S <~ MUT(5)1))
SINON SIGNALER(échec(mutation))
FSI
FSI
FSI
FIN DEC-FUS-MUT

De ce qui précéde on déduit le résultat suivant :

Théoréme 6 : Soit A une théorie mutatle et U un unificande, si DEC-FUS-

MUT(U) termine en échec alors U n’a pas de A-solutions. Sinon, si la
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procédure termine alors elle retourne un unificande complétement décomposé

U’ tel que U’ sh u.

Remarque : Si la procédure de décomposition-fusion-mutation ne termine pas
aucune conclusion n’est possible. Le lecteur pourra se reporter au chapitre
sur 1’unification modulo la commutativité droite ol nous donnons un exemple
de systéme n’ayant pas de solution et pour lequel la procédure ne termine
pas. De méme pour des systémes ayant des sclutions la procédure peut ne pas
terminer. En fait nous touchons 13 1’une des principales difficulté de la
conception d’un algorithme d’unification : sa preuve de terminaison. Le
dernier chapitre de cette thése sera consacré a une approche modulaire de

ce probléme.

En supposant que les problémes de la mutation et de la terminaison de
1’algorithme de simplification soient résolus pour une théorie donnée A,
les résultats précédents permettent de se ramener au probléme de la
résolution d’unificandes complétement décompusés dans cette théorie. C’est

& la résolution de ce probléme que nous consacrons la prochaine section.

5. Résolution d’un systéme complétement décomposé de multiéquations

L’objectif de cette section e;t de donner des outils permettant de
résoudre des systémes complétement décomposés. Cela permettra de résoudre
des disjonctions de systémes complétement décomposés puisque 1’ensemble des
A-solutions d’une telle disjonction est la réunion des ensembles des A-
solutions de chacun des systémes la composant. Aussi ne parlerons nous plus

dans cette section que de systémes et de multiéquations.

0) @

)
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5.1. Résolution des multiéquations complétement décomposées

De la méme maniére que dans ce qui précéde, notre approche sera basée
sur la détermination de 1’ensemble des A-solutions (ou d’un ensemble com-
plet de A-solutions) d’un systéme & pariir des ensembles de A-solutions ou
des ECU des wultiéquations qui le composent. Afin de résoudre un systéme
complétement décomposé, nous cherchons donc d’abord & résoudre

indépendamment chacune des multiéquations qui le compose.

Le systéme étant complétement déconposé, les multiéquations qui le

composent sont du type

(1) e = V(e),
(2) e = (V(e) == t) avec V(e) N Var(t) = @,
(3) e = (V(e) == t) avec V(e) N Var(t) # o.

Les deux premiers cas sont faciles de résoudre. Le dernier dépend de la
théorie et est indécidable en général, aussi nous restreindrons nous & cer-

taines classes de théories.

Lemme 15 : Soit e =(V(e) == t) une mult:.équation telle que V(e) N Var(t) =
@ et W un ensemble de variables contenant Var(e). Pour de telles
multiéquations un ensemble complet de A-sclutions en dehors de W, réduit a
un élément et par conséquent minimal, est donné par

¥ = {o} avec o = n (x*-Renomw(t))
x€EVie)

Preuve: En effet o est de fagon claire A-solution de e et pour toute autre
A-solution a de e on a

vV x € V(e) ¢ ao(x) = a(t) = aix),
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¥ x € V(t) : ao(x) = a(x), et par conséquent o SA a [var(e)]. O
De la méme fagon on peut prouver :

Lemme 16 : Soit e =(V(e)) une multiéquation réduite & des variables et W un
ensemble de variables contenant var(e). Pour de telles multiéquations un
ensemble complet de A-solutions en dehors de W, réduit a un élément et par

conséquent minimal est donné par

s = {o} avec c = N (x<z)
xev(e)

od z est une variable prise en dehors de W.

Définition 57 : Les théories A pour lesquelles il existe une méthode de
résolution compléte c’est a dire calculant un ensemble complet de A-
solutions pour toute équation du type (3) sont dites complétes et sont
encore appelées des C-théories. A est dite fortement compléte s’il existe
pour toute équation x =t un ensemble complet de A-solution dont chaque

¢lément a pour domaine {x}. O

Exemple 27 : Les théories vide, AC, commutative, minus sont des théories

fortement complétes.

Remarque : Soit A = {a+b = a}, l’équation x+y == x a pour ensemble complet
minimal de A-solution {((x ¢ a), (y ¢ b))}. Cette théorie est donc
compléte mais n’est pas fortement compléte.

De méme les théories non réguliéres ne sont pas fortement complétes. Si on
prend par exemple A = {x » 0 = 0} alors 1’équation x == x*y a pour seule

A-solution la substitution {(x « 0), (y + 0)}.

Lemme 17 : Soit A une théorie fortement compléte et e = (V(e) == ty une

LR

UR
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multiéquation telle que V(e) N Var(t) contienne la variable x. Soit I un
ensemble complet de A-soluticns de 1’équacion x == t. Alors,

A={ 0 (z+0o(x) | oc€Z}
2€V(e)

est un ensemble complet de A-solutions de e.

Preuve: Soit ¢ la substitution de domaine V(e) telle que pour tout z de
v(e), ¥(z) = x. Soit é = (V(e) == E(t)), nous avons montré que e
€5A é. Or il est clair, compte tenu de 1’hypothése de forte
complétude, que A est un ECU de 3 et par conséquent puisque Var(e)

= Var(é), c’est également un ECU de e. [J

5.2. La détection des cycles

L’objectif est ici de déterminer, par un critére si possible simple, si un
systéme de multiéquations a des A-solutions finies. Une étape ultérieure

construira ces A-solutions éventuelles.

2.2.1. Un ordre sur les multiéquations
D’une maniére qui est classique dans la théorie vide, la détection des
cycles dans une substitution solution d’un systéme se fait en utilisant la

relation suivante sur les multiéquations du systéme.

Définition 58 : Soient e et & deux multiéquations. e < & ssi il existe x

dans V(e) et un terme t dans Term(é) tels que x appartienne & Var(t). O

La fermeture transitive <+ de cette relation doit étre un ordre strict
sur l’ensemble des multiéguations du systéme pour que celui ci ait des
solutions finies. Pour l’algorithme de G.Huet par exemple, cela est vérifié

aprés la construction de la solution potentielle. Martelli et Montanari
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ont montré comment construire cet ordre 8u Ccours des phases de
décomposition et fusion (les seules nécessaires dans le cas de la théorie
vide), en associant & chaque multiéquation un compteur. Cela permet de
détecter plus rapidement des échecs diis & des cycles, mais 1’initialisation
des compteurs est lourde et une vérification a postériori est souvent

préférable.

Lemme 18 : ([Marte11i1982]1) Dans la théorie vide, si un systéme de

multiéquations S a des solutions alors <+ est un ordre strict sur S.

Nous avons prouvé un résultat similaire dans la théorie équationnelle minus
[Kirchner1982}, mais ce n’est pas vrai en général comme le montre 1’exemple

suivant.
Exemple 28 : Dans la théorie des arbres binaires signés (abs) le systéme

(x f(z,a)),

S:{el ==
e (z == f(x,-a)) }

2

a en particulier pour solution (x f(a,a))(z ¢ a) et pourtant on a e, <

e2 < el.

Méme phénoméne avec

f(z,a)),
f(-z,x)) }

s = { (x

e, = ==
e; = (z ==
qui @ aussi pour solution (x € f(a,a))(z < a) et pour lequel on a encore
El < ez < e1 mais aussi eZ < EZ'

La méthode usuelle utilisée dans le cas de la théorie vide ne peut donc pas
s’appliquer en général, mais nous allons voir que le lemme précédent peut
stre étendu & une classe importante de théories contenant en particulier

les théories permutatives.

M |

E

(9

¥ ]
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Définition 59 : On appelle théorie stricte ou S-théorie toute théorie A
telle que pour tout systéme S, si ce systéme a des A-sclutions alors <+ est

un ordre strict sur 5. O

Une théorie stricte est réguliéve. En effet si elle n’est pas

.réguliére certain axiomes introduisent de nouvelles variables et par

conséquent des équations de la forme x = t avec x € Var(t) peuvent avoir

des solutions donc la théorie n’est pas stricte.

Exemple 29 : Si A = {0 = x»0} 1’équation e = (z == y#z) a pour A-solution

{{z — 0)}ete<e.

Une théorie permutative est strictz. En effet si une théorie n’est pas
stricte, il existe des équations e = (x == t) telles que x € Var(t) et
ayant des A-solutions. Mais dans ce cas les classes ne sont pas finies,

donc la théorie n’est pas permutative.

Proposition 3 : Soit A une théorie telle qu’il existe un pré-ordre [
irréflexif qui contienne la relation de sous terme strict, c’est & dire tel
que pour tout terme t, t’ [ t si t’ est un sous terme strict de t, et qui
soit compatible avec la congruence définie par A, c’est & dire tel que pour
tous termes t, t’ et t” tels que t = ¢’ et t' [ t” alors t [ t”.

Alors A est une théorie stricte.

Preuve: Montrons par 1’absurde que pour tout élément e de S e <+ e est
faux. Si il existe une multiéquation e de S telle que e <+ e, il

existe une suite de multiéquations (ei)i—l n de S telle que
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) et

Donc par définition de <, il existe des suites (x. ), , )

X,
1

(t avec x; élément de V(ei) et ti élément de Term(ei)

i)i=2...n
telles que pour tout i dans [1..n-1], Xy soit une variable de ti+l'

Donc o étant une A-solution de § on a
vie€l[l..n-1], c(xi) N o(ti) et o(xi) sous terme de G(ti+l)

Par conséquent pour la relation [ donnée par 1’hypothése de

1’énoncé nous avons,

i= veasn=l.
a(ti) { 0(t1+1) pour i = 1,...,n

d’ol
o(t) [otty)) [ .o Dot ) [att)

= i = t impossible par
avec tl = tn puisque e, = e . Or a(tl) [ a(tl) est imp p

définition de [. Donc <+ est un ordre strict. [I

Ce résultat est applicable & une vaste classe de théories. En particulier
aux théories qui conservent la taille comme la commutativité ou
1'associativité-commutativité. En effet, il suffit alors de prendre t il 2t

e |t] <[t

Remarque : On peut étendre la notion de théorie stricte en utilisant un
ordre < sur des classes de multiéquations comme cela est fait par exemple
pour la théorie minus dans [Kirchnerl982] en prennant comme relation

d’équivalence : e S & <=> e = miroir(é).
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5.2.2. Application au remplacement compitible
Le but de ce paragraphe est de mont:-er comment définir et justifier
les remplacements des variables par les valeurs qui leurs sont déja

assignées dans un systéme de multiéquations.

Nous avons maintenant les outils nécessaires & une telle étude. En effet,
le remplacement des variables apparaissant dans certaines parties d’un
systéme par les termes qui leur sont affizctés par une multiéquation de ce
systéme est une opération dont il est siuple de prouver qu’elle conserve la
A-équivalence. Mais le remplacement des variables d’une partie d’un
systéeme par les valeurs qui leurs sont imposées par une autre partie de ce
systéme nécessite de définir la substitution explicitant le remplacement de
fagon cohérente (en particulier pour qu’il n’y ait pas de cycle). Cela va
étre possible pour les théories strictes. De plus, nous allons imposer au
remplacement d’étre compatible avec certaines conditions, c’est pourquoi

nous 1’appelons compatible.

Définition 60 : Soit S = Sl U 52 U S3 une partition d’un systéme fusionné,

telle que Sl = {el, ez,...,en} est un systéme complétement décomposé avec i
<j= ey € ej (i.e. ordonné par ordre décroissant). Soit C un prédicat
sur les multiéquations. On appelle remplacement C-compatible (ou compati-

ble avec C, ou compatible si C est clair dans le contexte) dans 52 par Sl

le systéme 55[[52]] récursivement défini par

* sin =0, alors 52.

% sin >0, on désigne par t le terme non variable de 2 si il existe,

sinan on prend pour t 1’une quelconque des variables de V(e ). Soit o la

d

substitution m {xet).
xEV(el)-t
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sSlis,] = (5,~{e,DVIL  {otne) | me €5, et Clo(ne)) = vrai)

U {me | me € 5, et Clo(me) = faux} 1].
O
Exemple 30 : Nous dirans qu’un terme est homogéne si tous ses symboles de
fonctions d’arité au moins un sont identiques. Soit C la condition imposant
a tous les termes non variables d’une multiéquation d’&tre homogénes.
Considérons les systémes

S, = { x == f(u,v), u == fla,b), v == g(ayz) i

1
5, = L f(x,2) == glv,u), glx,u) == g(u,v) }
on a alors,

SC[Is,11 = {F(£(f(a,b),v),v) == o(g(a,2),u), glx,u) == g(u,g(a,2))}.
En effet la valeur de x peut dtre substituée dans f(x,z) car le terme
obtenu est homogéne, par contre on ne peut remplacer u par f(a,b) dans

g(x,u) sans perdre 1’homogenéité du terme.

Lemme 19 : Avec les notations précédentes et si A est une théorie stricte,

C
s, 5 U sl[[szll us,.

Preuve: Montrons tout d’abord par récurrence sur n avec 5l = {El’
ez,...,en] o i < j=> e € ej, que toute A-solution de S est A-
c
. b =
solution de S’ = Sl ] 51[[52]] U 53.
Sin = 0 c’est clair.

Sinon pour h > 0, soit o la substitution N (x+t). Par
x€e, -t

1
définition, s[l:[[sz]] = (sl-{el})C[[ {o(ne) | me € S, et Clo(me)) =
vrai}l U {me | me € 52 et Clo(me) = faux, .,|.

Si a est une A-solution de S, a est A-solution de e donc  pour

toute variable x de D(o) on a
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(%) alx) = a(t) = aoc(x)

et par conséquent a est A-solution de toute multiéquation de
C i4
Sl[[SZI] donc de S’.
Réciproquement, si a étant A-solution de S’ est également A-

solution de Sl donc de e, et par conséquent (%) est encore valable

1

et permet de conclure. [J

Remarque : Si dans la proposition préccdente on prend n = 1, il est inutile

de suppeser la théorie stricte.

5.3. L'algorithme de résolution d’un systéme complétement décomposé

Paur une sous classe des théories complétes et strictes nous allons
donner un algorithme qui retourne & partir d’un systéme complétement

décompesé 1’ensemble des A-solutions du systéme.

Soit @ = {el,...,en} une suite de multiéquations complétement décomposées
ordonnée par < de telle sorte que i < j implique e L ej (i.e. triée topo-
logiquement par ordre décroissant). Si e contient un terme non variable
nous le noterons ti' W est un ensemblz de variables qui contient Var(Q) et

en dehors duguel seront prises les nouvelles variables.




~110~

SUBST = proc(Q : suite ordonnée de multiéquations) RETOURNE (ECY)

sy := {Id}
POUR j DE 1 A n FAIRE
cAs (1) Term(ej) = g ALORS

(soit y dans V(ej) et z une nouvelle variable)

suU:= U [ N (x2)].8
pesu xGV(ej)

(2) Teru(ej) = {tj} ET Var(tj) n V(ej) = g ALORS

su = U [ n (x*-Renomw(tj))] . B
BESU xEV(ej)

= .} ALORS
(3) Term(ej) = {tj) et 3x € Var(tj) n V(eJ)

(Soit I un ensemble complet de A-solutions de
dehors de W)

x == £, en
4

su:= U [ UL N (y*—c(tj))] . B
o€r  PesuU yEV(ej)
FINCAS
FINPOUR
RETOURNER(SU)
FIN_SUBST

Théoréme 7 : Soit A une théorie stricte et fortement compléte. Pour tout

systéme complétement décomposé S, si on peut ordonner les éléments de S en

une suite de multiéquations Q@ = {el,...,en} telle que i < j implique e €

e. et si 1’algorithme SUBST termine sur Q alors il retourne un ensemble
i

complet de A-solutions de S. Si Q n’existe pas alors S n'a pas de A-

solutions.

Preuve: Si O n’existe pas puisque A est supposée stricte, le systéme S n’a

pas de A-solutions.

Montrons maintenant que si SUBST termine avec SU comme résultat

alors SU est un ensemble de A-solutions de S.

Si on suppose que Q=(ej)j=l...n’ tout élément o de SU s’écrit o,

s

-111-

9, - 9,

multiéquation ej. Calculons

ou chacun des cj est une A-solution de la

un...al(xj) an...ol(tj).

pour xj dans V(ej) et tj dans anm(ej) si ce dernier n’est pas
vide. Notons que puisque 1ln théorie est supposée fortement
compléte, le domaine de chacune des substitutions o est V(ei) et
puisque par hypothése S est fus:onné, les domaines des 9 sont tous
disjoints. D’autre part par définition de Q les variables de tj
peuvent seulement apparaitre dans V(ek) pour les multiéquations e

k

telles que jSksSn. donc les expressions ci dessus sont égales a
o ..0.(x. o ..o,{(t,
n J( J) n GJ( J)

qui sont A-égales par définition de Uj'

Montrons maintenant la completude de SU par récurrence sur la
longueur n de la suite Q. Nous nous référerons aux parties de

17algorithme SUBST par leur numero dans le CAS.

Si Q= (el) alors dans les trois¢ cas il est clair que SU est un

ensemble complet de A-solution de Q donc de S.

Si Q:(el, Byr eees en), soit a un A-unificateur de Q. a est donc

une A-solution de el et par définition de ol, il existe p tel que
poy =, @ [var(e,)]
Soit p’ définie par

(1) p* = p [1a))]
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(2) p' = a [X—I(cl)]

p’ est un A-unificateur de {ez,...,en} car comme I(cxl) n Var(s) =

on a par définition de p’
A [Var(ez) U...u Var(en)]

de plus on a également
p'ay = O [Var(el)]

On applique 1’hypothése de récurrence sur v = {ez,...,en].

existe donc y telle que

HOose 0y = p’ [Var(ez) U...u Var(en)]

Soit p’ définie par

(1) p’ =p [I(on...uz)]
(2) w =p’ [X—I(cn-~-02)]
on a

plo ...

IRERRL N p’ X - I(cn...oz)]

K ]

2
3
#

11
8
»

Compte tenu que les A-unificateurs de chacune des multiéquations &,

est pris en dehors de W donc de var(S), en regroupant les égalités

précédentes on obtient

WO 0,0, =, @ [var(s)]

ce qui termine la preuve de complétude. O
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Dans le cas de la théarie vide le théoréne précédent fournit une preuve de
1’algorithme de Martelli et Montanari ainsi que de 1’unicité de
1’unificateur principal quand il existe, telle qu’elle est donnée dans

[Jouannaudl982] ou indépendamment dans [Raoultl982].

Remargue : Il est important de comparer cet algorithme aux algorithmes
classiques d’unification 3 la Robinson’. Dans de tels algorithmes dés que
1’unification d’une partie de l’équation détermine une solution celle-ci
est répercutée dans les deux termes par instanciation (avec copie comme
dans l’algorithme de Robinson ou sans copie comme dans les algorithmes de
Corbin-Bidoit ou Fages). On n’a pas Jans ce cas & prendre en compte une
hypothése comme la forte complétude. Par exemple pour A = {a = a+al,
1'équation f(y,x+y) == f(z,x) se décompose immédiatement et on obtient

(y == z) € (x == x+y). Mais A n’étant pas fortement compléte, on ne peut
conclure par le théoréme précédent, en effet la résolution de x == x+y
imposerait (y + a) et la résolution de y == z, (y < z) par exemple, il
faudrait donc une étape suplémentaire permettant d’unifier les contraintes
y == a et y == z, ce qui peut présenter en général (contrairement au cas
présent) des difficultés.

Par contre avec un algorithme "3 la Robinson” comme celui proposé par Yel-
ick [Yelickl985] et en reprennant le mémz exemple, on obtient la contrainte
(y < z) qui par instanciation dans x+y == x améne & la résolution de x+z
== x dont 1la A-sclution combinée & (y < z) donne la A-solution de
1’équation {(x a ), (y < a), (z ¢« a)l.

On peut donc considérer 1’approche de décomposition-fusion-mutation suivie
de la résolution des systémes par SUBST comme une méthode ”sans instancia-

tions”, par rapport aux algorithmes ”3 la Rebinson”, ceci ayant les
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conséquences que nous venons de voir sur les hypothéses nécessaires.

6. L’étude standard de 1’unificstion dans une théorie équationnelle

Aprés avoir montré comment obtenir des disjonctions de systémes
complétement décomposés, nous venons de voir comment résoudre les systeémes
de multiéquations complétement décomposés obtenus, pour de  "bonnes”

théories c’est-a-dire pour les théories fortement complétes et strictes.

Pour ce type de théories nous obtenons donc un schéma unifié d’étude de
1'unification. La décomposition et la fusion ne dépendent pas de la théorie
tandis que les opérations qui dépendent de la théorie sont maintenant
"Factorisées” dans la mutation. Cela permet d’implémenter facilement des
bibliothéques d’algorithmes d’unification comme celle qui est construite

dans REVEUR3 [Kirchnerl1985].

fn conclusion, pour décrire un nouvel algorithme standard d’unification

pour une théorie A il faut :

@® Déterminer 1’opération de mutation d’un systéme et prouver sa correc-

tion,

® Faire la preuve de terminaison du processus de décomposition fusion

mutation,

@ Montrer que A est une théorie fortement compléte et stricte.

Nous appliquerons cette approche dans les études de théories qui vont

suivre.
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CHAPITRE 3

LES THEORIES SYUTAXIQUES

La construction d’algorithmes d unification pour une théorie
équationnelle A est une opération artisanale et cela restera toujours vrai
en général puisque l’unification équationnelle est indécidable comme 1’a
montré P.Szabo dans sa thése [Szabo1982] pour A réduit aux axiomes
d’associativité et distributivité, ou encore pour 1’associativité commuta-
tivité distributivité. Plus récemment Arnberg et Tiden [Arnborgl985] ont
montré que l’unification dans Dg(,+) U A(+) U Ng(x,1) U Nd(%,1) était

également indécidable.

Néanmoins, nous allons voir dans ce chapitre comment le formalisme gque nous
avons développé va nous permettre, par les outils qu’il fournit, de con-
struire automatiquement les algorithmes d’unification associés a certaines
théories équationnelles. A terme, outre les cas ol la méthode de construc-
tion automatique que nous allons dévelapper permet de conclure, les outils

gque nous proposons, associés & la RE-surréduction que nous étudierons plus
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loin, permettront la réalisation de systémes assistant 1’utilisateur dans

la construction d’un algorithme d’unification.

Pour déterminer un algorithme d’unification la premiére partie diffi-
cile est de construire 1’opération de mutation associée & la théorie. Or
1’expérience montre que dans bon nombre de cas on peut déduire de fagon

simple 1’opération de mutation de la forme des axiomes de la théorie,

Prenons par exemple la théorie réduite & la commutativité : x+y = y+x. 11

est clair que d’une part les équations du type

e = (usv==u’+v')
avec ¥ # + n’ont pas de A-solutions et que d’autre part si *=+, alors e est

A-équivalent @ la disjonction des systémes

S = {u=vw,
& v=v}
S, = {u=v,
4 v=ul.

5l est obtenu en considérant qu’il n’y a pas d’application de 1’axiome en
téte, alors que Sz est le systéme qui résulte d’une application de 1’axiome
en téte. L’opération de mutation étant ainsi déterminée et le processus de
décomposition-fusion-mutation terminant puisque la taille des équations
diminue strictement par mutation et décomposition, nous avons un algorithme
complet et fini d’unification modulo la commutativité du symbole +. Le
méme raisonnement permettra également de conclure pour un ensemble fini de

symboles commutatif.

Sur cet exemple simple (que nous justifierons complétement dans la suite)
nous voyons que pour certaines théories, la mutation peut se déduire

facilement, en fait syntaxiquement, de la forme des axiomes. Il n’en est
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pas de méme pour toutes les théories, ccmme on peut le constater avec

1’associativité-commutativité!

1. Les théories syntaxiques

Nous introduisons tout d’abord les notations propres & cette partie.
Afin d’éclairer le formalisme, nous développerons parallélement l’exemplé
de la théorie que nous noterons C, constituée d’un nombre fini de symboles

commutatif.

1.1. Définitions et exemples

Dans toute cette partie nous supposerons que les ensembles d’axiomes
considérés sont potents. Cela exclut dont des ensembles d’axiomes con-

tenant par exemple 1’idempotence x + x = x ou 1’invelution -(-x) = x.
Définition 61 : Soit T(A) 1’ensemble des tétes d’axiomes de A défini par :
T(A) = {{f,f’} | 3 {qg,d} € A tel que top(g)=f et top(d) = f'}.

Soit A(f,f’) 1’ensemble des axiomes de la théorie dont les symboles de

tétes sont f et f’, c’est & dire :
A(F,f7) = {{g = d} | top(g) = f et top(d) = '}
Noter que si f = f’ chaque axiome apparait 2 fois dans A(f,f’).

Nous dirons qu’un ensemble d’axiomes A est résolvant ssi pour tous termes

t = F(tl,...,tn) et t7 = F’(tl’,...,tp’) tels que {F,f’} € T(A) :

x f=f etVje [l..n], tj 3. e

au




-118-

% il existe un élément g=d de A(Ff,f’) tel que Var(g) U
Var(d) soit disjoint.de Var(t) U Var(t’) (ce qui est
toujours possible par un renommage des variables) et une
substitution o tels que :

-V jell.nl], tj N c(q]j)

et

-Ykell..p], t = c(d[k).

On appelle théorie syntaxique toute théorie équationnelle pour laquelle il

existe un ensemble fini et résolvant d’axiomes qui 1’engendre. O

L’intérét des théories syntaxiques est de permettre la généralisation, par
la forme des axiomes, d’une équation. Nous définissons cette généralisation

qui peut étre considérée comme une forme de décomposition.

Définition 62 : Soit A un ensemble d’axiomes potent. Soient e =
(f(tl""tn) == f’(tl’,...,tp')) une équation et W un ensemble de variables

dites protégées, contenant Var(e).

Si f=f’ on note Decl(e) le systéme (tj ==z tj' pour j dans {l..n]}. (Cela
prolonge la définition de la décomposition & un niveau & des équations dont
le symbole de téte n’est pas décomposable.)

On désigne par Gen_ax(e,A,W) la disjonction de systémes contenant exacte-

ment tous les systémes {tj == glj pour j dans [l..n], tk' == d), pour k

[k
dans [1..p]} pour g = d dans A(f,f’) et od 1’on suppose que toutes les
variables de tous les axiomes g=d ont été renommées de telle sorte que
(Var(g) U Var(d)) N W = g.

La généralisation de e par les axiomes de A est définie comme étant

1’unificande
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Gen(e,A,W) = Gen_ax(e,A,W) si f # f’

1

Gen_ax{e,A,W) U [Decl(e)] si f=f. O

Exemple 31 : En reprenant l’exemple de 1’int:oduction avec 1l’axiome x + y =

y + x et 1’équation u + v == u” + v’ :

Gen(e,A,W) = [{u == v, v == v} (= Decl(e) )
{x==v, y==u, x==u,y==v] (y+x=z=x+y)
{x == u, y == v, x == v, y == u'} (x+y=y+x)

Si on considére la théorie A contenant le seul axiome ~(x+y) = (-y) + (-x)
et 1’équation e=(-f(a,b) == f(a+z) + b) alors

Gen(e,A,W) = {f(a,b) == x+y, fla+z) == -y, b ==z -x}

La généralisation par les axiomes est une transformation conservant la
complétude des unificandes pour les théaries syntaxiques. C’est ce

qu’exprime le résultat suivant :

Théoréme 8 : Si A est un ensemble résolvant d'axiomes naon potents, alors

pour toute équation indécomposable e = (f(tl,...,tn):zf’(t ’,...tp')),

1
W
Gen(e,A,W) $A e.

Preuve: Posons U = Gen(e,A,W), il faut montrar que pour tout ensemble com-

plet de A-solutions Z de U, ¥ est un ensemble complet de A-

|var(e)
solutions de e.
1) Montrons tout d’abord que X est un ensemble de A-
|vac(e)
solutions de e.
Soit o une A-solution de U, Il existe donc un systéme S de U dont o
est A-solution.

Si ce systéme est Decl(e), il est clair que o est bien A-solution

de e.
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Sinon il existe g = d dans A(f,f’) tel que ¢ soit A-solution du

systéme S = {t. == .
J 3

[1..p]J}. On a donc

pour j € [l..n], b == dlk pour k €

G(F(tl,...,tn)) = f(a(tl),...,o(tn))
= f(ﬂ(gll),...,O(gln)) = o(g)
7Y a(d) = f(O(dIl),...,O(dlp))
[ 1
= a(f(tl ,...,tp’)).
Ce qui prouve que o est bien A-solution de e.
2) Montrons maintenant la complétude de ¥ :
|var(e)
Va€ES(e,A) 30 €7 tel que o §A a [var(e)].
L’équation e sera notée t == t’. a € ES(e,A) <=> a(t) = a(t’), de
deux choses 1’une,
a) f = f et pour tout j de [1..n] on a u(tj) = a(tj’), ce qui
assure que a est une A-solution de U,
b) il existe un élément g=d de A(f,f’) et une substitution u tels
que D{p) N Var(e) =@etV je [1..n], u(tj) N p(glj) et Vke
’ -

{1..pl], a(tk ) N p(dlk).
H+a @ un sens puisque p et a ont des domaines disjoints et c’est un
A-unificateur de U puisque c’est une A-solution de 1’un de ses
systémes.
Posans A = a dans le cas a) et A = a+u dans le cas b).
On a donc A]Var(e)=a dans tous les cas. Comme ¥ est un ECU de U et

que A est A-solution de U, il existe une substitution o de X telle

que
P = A [var(u)]

Ce qui implique puisque Var(e) C Var(l)

-121-
p.o :E A [VBT(E]]
D’a0 la conclusion. (O

Nous obtenans donc en généralisant e par Gen(e,A,W) une opération de muta-
tion pour les théories syntaxiques, Le probléne qui se pose alors est de
prouver qu’une théorie est syntaxique et ce si pessible de fagon automa-

tique. C’est ce prabléme que nous abordons maintenant.

2. Conditions suffisantes pour gqu’une théorie soit syntaxique

Nous allons donner des conditions suffisantes permettant de s’assurer
qu’une théorie est syntaxique. La premiére est simplement une condition sur
les occurrences d’application des axiomes dans la preuve d’égalité de deux
termes. Nous en déduirons une condition sur les paires critiques d’axiomes
et un algorithme de complétion d’un ensemble d’axiomes A en un ensemble

d’axiomes A’ qui soit résolvant.

Proposition 4 : Soit A un ensemble d’axiomes tels que pour tous termes t =

ft ,...,tn) et t7 = F(tl’,...,tp’) A-égaux il existe une preuve

1
- - - - = y
t= vy | l[mo] v -1 ... | I[mn_l] v, = t

avec au plus 1’un des m gégal a ¢, pour j dans [0..n-1]. Alors A est

résolvant.

Preuve: Soient t et t’ deux termes quelconques tels que t A t'. Par
hypothése, il existe une preuve

t = Vo ]—l[mol Vl ]-I e |—|[m ] Vn = |t

n-1

avec au plus 1’un des mj égal & €.
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Si aucun des mj n’est e, la preuve ne comportant aucune application
d’un axiome en téte, on a nécessairement f = f’ et pour tout j de
fi..nl, t, =, t.’,

J AT
5'il existe k dans [0,n-1] tel que LN et si 1’axiome appliqué

est g=d, on a
t=vy |—|[mo] Vi e J-1 Y [-11¢e,g=d] Yiead -1 ... [mn—l] vyt

ol Vi et Vel s’écrivent nécessairement

ek k gkl kel ;
Vi = f(vl,...,vn), Vel = f (vl ,...,vp } et par conséquent,
k
our tout jde [1..n] : t, = v =g,
P J ] =AY glJ’

k
. i - -
pour tout 1 de [1..p] : t’1 vyt dll' O

Nous verrons sur un exemple (la commutativité droite) que la réciproque est
fausse : il existe des ensembles d’axiomes résolvants pour lesquels cer-
taines preuves contiennent forcément plusieurs applications d’axiomes en

téte.

Dans ce qui suit nous allons donner des conditions suffisantes locales,

permettant de s’assurer qu’un ensemble d’axiomes est résolvant.

Nous noterons t |-#-][#e] t’ si dans cette chaine d’application d’axiomes

aucune application n’a lieu en e.

Définition 63 : On dit qu’un ensemble A d’axiomes est e-confluent ssi les

deux conditions suivantes sont satisfaites pour tous termes t., t., t

LA S

1) Si
t) [-11e] tg |-1lel t,

alors il existe des termes w et w’ tels que
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tl |-%=|{#el w |-8-1{e] W' |-~ [#e] tz
avec § = 0 ou 1.
2) Si
ty [-1le] ty [-+-[#] ¢,

alors il existe t3 tel que

by [-e-lle] by [-8-[[e] t,

avec & = 0 ou 1.
Ce gu’on peut schématiser, en représentant 1’hypothése par des traits

pleins et la conclusion en pointillés, par :

t t
/ 0’\’ 01
£ *E
£
o 5% /
[ T UV S, S 3 t t
Pee e te 2 L 2
J ’
PR
( R ‘e
\ /
y
t]

O

La e-confluence peut s’exprimer également de la maniére suivante

Lemme 20 : Un ensemble d’axiomes A est e-confluert ssi pour tous termes t,

t t, et pour toute occurrence m tels que

ly tzl 3 |
t, [-1le,g=d] t [-]lm,g’=d"] t, f-n-|[#] tg

avec n € N, il existe un terme w tel que

t |-%-{[#e] w |-8-]1¢] ty avec & = 0 ou 1. |
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Preuve: Conséquence immédiate de la définition. [J

Lemme 21 : Si A est un ensemble d’axiomes c-confluent alors A est

résolvant.

Preuve: Pour tous termes t et t’ tels que t =, t’, nous allons montrer

A
gqu’il existe une preuve de t = t’ qui ne fait intervenir qu’une
seule application d’axiome & 1’occurrence ¢, cela nous permettra de
conclure en appliquant le résultat précédent.

Raisonnons par récurrence sur le nombre n d’applications d’axiomes
a 1'occurrence ¢ d’une des preuves de t = £

Sin=0oul, c’est clair.

Sinon, s’il existe deux applications d’axiomes consécutives &
1’occurrence ¢, on applique 1) et on conclut par récurrence, dans

le cas contraire on applique 2) de fagon & se ramener au cas

précédent. C’est ce que nous détaillons maintenant,
= - L L - 1]
t=v, | l[mo] vy -1 ... ] I[mk_l] v = t

Soient mj et m les deux premiéres occurrences de cette preuve

égale a ¢. On a donc

Y; I-l[mj] Vi I-a=1 vy =l T vy

Si q = 0, alors la condition 1 de e-confluence et 1’hypothése de

récurrence permettent de conclure puisqu’on a la preuve suivante :

t |-»-] v; Jox-| v J-%-] £

1+l

qui ne comporte plus que n-1 applications d’un  axiome

'
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1’occurrence ¢.
Si q # 0 les conditions 1 et 2 permettent de conclure en suivant le

schéma suivant :

Vi+l

t|-%-{ v, v
|#-1 v, |

e 2 £

wolewe[[#e] vy |-e-] vy |-e-{[e] [-#-] £

Vil

Farmellement,

v, |-[led v, . J-+-{[#:] v

J Jj+l 1

implique par la condition 2 de e-confluenze l’existence d’un terme
W tel que
v, |-%={[2e] w et v [~le] w.

J

En sachant que

w {-|le] v |-{lel Vel

la condition 1 de e-confluence permet de conclure & 1’existence

d’une preuve
w f-x-|{#e] wi |=1[e] w2 |-x-|[#e] Vil
La preuve de t 7Y t’
’
t|-%-|[#el Y |-%~[[#e] wl |-1le] w2 |-»-|[#e] Vel |-%-} t

ne comporte plus que n-1 applications d’axiome a l’cccurrence ¢ et
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1’hypothése de récurrence permet de conclure. [J

Le lecteur familier avec les preuves localisées sur des axiomes ou des
régles de réécriture [Knuthl970,Huet1980,Jouannaud1984] pensera bien slr a
localiser sur des paires critiques adéquates la vérification des conditions

1l et 2 du résultat precédent. C'est ce que nous allons faire maintenant.

Définition 64 : Soit A un ensemble d’axiomes. Rappellons que (p,q) est une
paire critique ssi il existe deux axiomes g=d et g’=d’ de A, une occurrence

oc de 0(g) et un @-unificateur o de gIoc et ¢’ tels que p= o(d) et g =

U(g[cnc‘—d’])'

On dira qu’une paire critique (p,q) est e-confluente ssi
soit p |-*-|{#¢] q,
ou bien,
il existe un terme w tel que p |-#-{{#e] w |-|{c) q.

Ce qu’on peut schématiser par les diagrammes

p l-*-|[#e] q ou p

Propesition 5 : Un ensemble d’axiomes A est e-confluent si et seulement si

toute paire critique (p,q) est e-confluente.

Preuve: Il est facile de vérifier que la e-confluence implique la &-
confluence des paires critigues.

Réciproquement, soit t, tl, tz, t3 des termes tels que
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tl I'I[579=d] t l—l[m,g’:d’] tz I-H-H#] t}'

Raisonnons par récurrence sur n.

Sin = -1 c’est trivialement vrai.

Pour n 2 0,

Sim & 0(g) (donc m # ¢) alors il n’y a pas de paire critique sous

Jjacente et par conséquent il existe t, tel que

4

by d-llmgr=d’] t, |-[le,g=d] t, [-n-|[e] tg

ce qui permet de conclure en appliquant 1’hypothése de récurrence
sur la preuve de ta A t3.

Si au contraire m € 0(g) alors soient a et p les substitutions de
domaines respectivement inclus dans Var(g) et Var(g’) ol 1’on sup-
pose que Var{g) N Var(g’) = @ (il est toujours possible de rencmmer

les variables des axiomes) et telles que t = a(g) et tlm = B(g’).

On a donc
(u+ﬂ)(g|m) =a(g)|m = tlm = B(g’) = a+f(g’).

Donc a+f est un g-unificateur de glm et de g’. Soit o l’unificateur
principal de glm et g', il existe dorc p tel que ps = a+B. Soit
(p,q) la paire critique telle que p = o(d) et q = a(g[m*-d’])' On a

donc
t, = p(p) |-{le,g=d] olg) |-|[mg’=a"] u(a) = ¢,

Or par hypothése sur la m-paire critique (p,q),

soit p |-#-|[#¢] q auguel cas

tl = p(p) ]-*-I[#E] p(q) = tz
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ce qui permet de conclure indépendamment de n,

soit il existe un terme w tel que p [-#-{[#e] w |-}[c] q d’o0,

t) = ulp) [-%-|{e] p(w) =[] p(q) = t, J-n-][#¢] 8y

Ce qui permet de canclure en appliquant 1’hypothése de récurrence

O

sur la preuve de p(w) = t3.

On obtient donc une condition suffisante permettant de tester si un ensem-

ble d’axiomes est résolvant :

Corollaire 3 : Tout ensemble d’axiomes A tel que toute paire critique soit
e-confluente est résolvant.

L’intérét de ce résultat est de donner le moyen de calculer automatiquement
une condition suffisante pour qu’un ensemble d’axiomes soit résolvant. Cela
permet donc de déterminer automatiquement pour les ensembles d’axiomes dont
toutes les paires critiques .sont e-confluentes 1’opération de mutation.
Pour ce type de théories nous savons par conséquent construire automatique-
ment un algorithme de A-unification dont il ne restera plus qu’3 prouver la

terminaisan, ce qui d’ailleurs n’est pas toujours simple.

Avant de montrer sur des exemples 1’efficacite de cette approche, terminons

cette partie par un algorithme de complétion.

3. Un algorithme de complétion

Comme dans tout algorithme de complétion équationnelle
[Knuth1970, Jouannaud1984], si la propriété requise sur les paires critiques
n’est pas satisfaite, on compléte 1’ensemble des objets considérés, ici

1’ensemble des axiomes, par le ou les cbjets permettant d’assurer, au moins
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localement, la propriété.

Ici nous allons donc calculer les paires critiques d’axiomes et
vérifier si elles sont e-confluentes. 5i oui, il n’y a pas de probléme.
Sinon, on ajoute l’axiome qui permet de rendte la paire critique ¢~

confluente.

D’ol la procédure de complétion :
Camplétion_unificationnelle(A : ensemble d’axiomas)
RETOURNE (ensemble d’axiomes)
B : ensemble d’axiomes := @
TANTQUE A est non vide FAIRE
Choisir un axiome g=d dans A
Calculer les paires critiques de g=d sur lui méme et avec les
éléments de B.
Ajouter toute paire critique non e-confluente pour A U B dans A.
Ajouter g=d dans B
REFAIRE
RETOURNER(B)
FIN complétion_unificationnelle
Si cette procédure termine elle retourne un ensemble fini et résolvant
d’axiomes, Sinon moyennant une hypothése de choix équitable de 1’axiome g=d

dans A, l’ensemble infini d’axiomes engendré est résolvant.

L’implantation de cette procédure (re)pose le probléme du calcul de la A-
égalité & partir d'axiomes. Si on impose que cette A-égalité se fasse en
une seule application d’axiomes il n’y a pas de difficultées mais dés que
1’on s’autorise des chaines de E-égalités, ce que nous faisons ici lors du
calcul de e-confluence des paires critiques, il faut s’assurer que le pro-
cessus ne boucle pas.

Une implantation de réécriture ”non terminante” qui posséde de nombreux
points communs avec ce probléme a été réalisée par R. Gobel dans le projet
SEKI [Gobell983]}. Elle est basée sur une détection des boucles lors des

réécritures. Une implantation de 1’algorithme de complétion
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unificationnelle pourra s’en inspirer. Notons que si les classes
d’équivalence sont finies, la vérification se limite & un parcours de la

classe.

4. Exemples et applications

Nous allons appliquer les résultats généraux obtenus, & la construc-

tion d’algorithmes d’unification pour des théories syntaxiques.

4.1. Tnéories constituées d’un nombre fini d’axiomes de commutativité

Nous considérons ici le cas d’un ensemble C d’axiomes de commuta-

tivité de symboles de 1’algébre.

€= {x Y EY 4 X | ie€e1}

Ce probléme a été étudié par J. Siekmann [Siekmannl979] pour I réduit & un
singleton et avec une approche particuliére & la théorie, Des améliorations
de 1’approche ”naive”, de décomposition suivant la forme des axiomes, sont

proposées. Il ne nous semble pas qu’elles apportent un réel gain

d’efficacité.
Nous appliquons donc les résultats de ce chapitre & C.

Tout d’abord, il est clair que l’ensemble des symboles décomposables est
F—{+i | ier1}.

Etudions maintenant la mutation.
Proposition 6 : C est un ensemble résolvant.

Preuve: C’est évident car toute les paires critiques sont trivialement e-

confluentes, [J
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Toute équation e = (u + v == y' + v’) se géneralise donc dans la disjonc-

tion de systéme :

U:[{u::u',v::v’},
{x==v,y=z=u, x==u',ye==v}
{x==u, y==v, x==v,y==u } ]
qui fusionne en
U':[{u==u’,v==v’},
{x::v::u’,y::u::v’}
{x::u::v’,y::v::u'] ]

Mais comme les variables x et y de U’ n'apparaiss:nt pas dans e et qu’elles

n’apparaissent pas dans les termes de U’, la disjanction de systémes

u” = [ { U == u’, Vv == V’}, = [ { 4 == u’, VvV == V’},
{ve=u, u==v1} {v==u,u==v 1]
{u:: v, v == U’} ]

déduite de U’, généralise également e : U” =>C e. On pose donc pour toute
équation indécomposable et non complétement décomposée : Mut(e) = U”. Pour
tout systéme S et toute équation e de S non complétement décomposée et

indécomposable : Mut(S) = S[e ¢« Mut(e)l.

Lemme 22 : L’algorithme de C-unification standard termine pour 1’opération

de mutation que nous venons de définir.

Preuve: La décomposition et la mutation font strictement décroitre la
taille des termes alors que la fusion ronserve cette taille, cela
assure donc les terminaison du processus de décompasition fusion

mutation pour les théories C. [J

Cela justifie l'exemple donné dans 1’intraduction de ce chapitre.




-132-

4.2. Lla transitivité
Nous étudions dans cette section 1l’unification module 1’axiome permu-

tatif impliquant la transitivité :
T(x,eq) : (xegy) » (yeqz) = (x eq y) * (x eq z)

eq est souvent interprété comme 1’égalité et % comme le "et” booléen.
L'unification modulo cet axiome est noté comme un probléme ouvert dans

{Paull984]}. Nous allons montrer que la théorie engendrée par 1'ensemble
T= {T(*i,eq) | i €1}

est syntaxique et que 1’algorithme standard d’unification qui en découle

termine.

Tout d’abord, il est clair que l’ensemble des symboles décompasables
est F~{».1 | i € I} car eq n’apparait pas en téte d’axiome.

Etudions maintenant la mutation.
Proposition 7 : T est un ensemble résolvant.

Preuve: En effet, les paires critiques sont trivialement e-confluentes. [J

Toute équation u * V== u’ * v’ se généralise donc dans la disjonction de

systéme
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u={
Decl(e)
{us==u, v==yv}
décomposition par (x eq y)&i(y eq z) = (x eq y)*i(x eq z)

‘== xeqy, v == x eq z}

{u==xeqy, ve=yeqz, u
décomposition par (x eq y)*i(x eq z) = (x eg y)*i(y eq z)
{u==xeqy, v==xeqz, v == xeqy, v/ == y eq z} ]

Nous définissons donc la mutation d’une équation e par Mut(e) = U et la

mutation d’un systéme par extension, Mut(S) = S[z « Mut(e)].

Proposition 8 L’algorithme de T-unification standard termine pour

1’opération de mutation que nous venons de définir.

Preuve: Pour tout terme t et tout symbolc f de 1’algébre considérée, rap-
pelons que nous notons lt[f le nombrz d’occurrence de f dans le
terme t. Pour toute multiéquation e, tout systéme S et toute dis-

jonction de systémes U on pose

|e|f = X |t|f et

tee
Il = % el
F e€S f
u(s) = ISI*
i€l 1
ply) = I u(s)
Sev

La mutation fait strictement décroitre la mesure de complexité
sur les systémes tandis que la fusion comme la décomposition la
conservent. Cela assure la terminaison du processus de

décomposition fusion mutation. [J
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4.3. Transitivité et commutativité

Nous allens donner un algorithme d’unification dans le cas ol on sup-
pose en plus de la transitivité de # que le symbole eq est commutatif.
Pour simplifier les preuves nous ne considérerons que la théorie engendrée
par les axiomes T(x,eq) et C(eq), pour deux symboles eq et « de F.
L’extension a des théories comportant plusieurs couples de symboles
différents vérifiant ces deux axiomes ne présente pas de difficultés
particuliéres. On pourra également la voir comme une conséquence de notre

étude des mélanges de théories.

Soit T.C 1l’ensemble des axiomes

(1) T(x,eq) : (xeqy) » (yeqz) = (xeqy) * (x eq z)
(2) Cleq) :xegqy=yeqx.

L’ensemble des symboles décomposables est F-{x, eq}.

Nous allons calculer toutes les paires critiques de (1) et (2) pour
vérifier leur e-confluence. Afin d’expliciter les calculs nous représentons
les paires critiques par des diagrammes dans lesquels 1’indication * i>,m ”
signifie que 1’axiome i a &té appliqué & 1’occurrence m et de gauche &

droite par rapport & l’écriture qui le définit.

Les paires critiques de T(x,eq) ou C(eq) sur eux-mémes sont trivialement

e-confluentes.

Pour les autres :
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* <l,e * 2,1 *
/" /" /0
eq eq eq eq eq eq
| / / Aw g = / /"
f X y % z X yy z y Xy z
z 2,1 e
*
R
eq eq
: /7
} y X X z
b
et
p= * <1,e * 25,2 * =g
/0 / /"
eq eq eq eq eq eq
| A A /Y
X y X z X yy Z X y z y

Or on ne peut pas appliquer un axiome en téte sur g sans confondre

variables et la commutativité de eq ne suffit pas & montrer que p = q. On

va donc ajouter 1’axiome

(3) (xeqy) * (xeqz)=1(xeqy)=(zeqy)

La paire critique précédente (p,q) est alors :trivialement ¢ confluente.

* 1>,e * y.>7m *
{ /" / /7
H eq eq eq eq eq eq
/0l /7 /0
x yy 2z X y X z y X X z
25,1 =
)
*
/
eq eq
/7
y X X z

Cette paire critique est donc e-confluente, mais
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* 125€ * 2>,2 * =q
/o / 4*a
eq eq eq eq eq eq
A /o /7
x yy z X y x 7 % yz X
n’est pas ¢-confluente car aucune application de (1) ou (3) sur q ne permet
de e-confluer.

On ajoute donc 1’axiome

(4) (x eqgy) » (yeqz) = (xeqy)« (z eq x)

ce qui rend la paire critique précédente trivialement c-confluente.

Les paires critiques de (3) et (4) sur eux méme sont clairement &-

confluentes. Calculons les autres.

# 3>,¢ * 2>,1 *
/" /o /"
eq eq eq eq eq eq
/2N A / / /7
X y X ] X y z y y X 2z y
2>,1 4>,¢
*
/-
eq eq
/ /0

s
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* 3>,e * 2,2
/0 /
eq eq eq eq
/e / /
X y % z X y z y
2>,2
*
;o
eq eq
/7
X ¥y z X
* 3,e * 2,1
/ /"
eq eq eq eq
/ / /
X y z y X y x z
25,1
*
;-
eq eq
/7
Yy xz y
* 3,e # 2,2
;- /o
eq eq eq eq
/e /)
X y z y X y X z
25,2

¥
/
eq eq
/L
b3 yy z

Les paires critiques de (4) avec (2)

<4,¢




25,2

<4,¢

<bye

4>,¢e
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2,1

3>,¢
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* &, * 25 *
/0 /¢ /"
eq eq eq eq eq eq
/A /L /7
X yy z X y 2z X X y X z
2>,2 3,e
*
/-
eq eq
VA
X y Z y

I1 ne reste plus qu’a calculer les paires critiques de (1) (3) et (4) entre

eux. Nous laissons le lecteur se convaincre qu’elles sont e-confluentes.

Nous pouvons donc conclure

Proposition 9 : L’ensemble des axiomes

(x eq y) * (x eq z)
y eq x

(xeqy) # (zeqy)
(x eq y) * (z eq x)

(1) (x eq y) = (y eq z)
(2) X eqy
(3) (x eqy) * (x eq 2)
(4) (x eqy) = (y eq 2z)

est résolvant pour la théorie engendrée par T.C.

Cela nous permet de construire 1’opération de mutation d’une équation:

Sie=(u*vs==u"*yv) alors,
Mut(e) = [ { U == u’, VvV == v’},
décomposition suivant (x eq y) * (y eg z) = (x eq y) # (x eq z)
{us==xeqy, v==yeqz, u’ ==xeqy, v/ == x eq z
décomposition suivant (x eq y) # (x eq z) = (x eq y) * (y eq z)
{u==xeqy, v==axeqz, u’ ==xeqy, v ==y eqz }
décomposition suivant (x eq y) » (x eq z) = (x eq y) % (z eq y)

{u==xeqy, v==xeqz, U’ ==xeqz, V' ==zeqy }
décomposition suivant (x eq y) % (z eq y) = (x eq y) # (x eq z)

{u==xeqy, ve=zeqy, U == xeqy, v’ == x eq z }
décomposition suivant (x eq y} % (y eq z) = (x eq y) * (z eq x)

{u==xeqy, v==yeqz, u == xeqy, v’ == z eq x }

décomposition suivant (x eq y) # (z eq x) = (x eq y) * (y eq z)
{u==xeqy, v==zeqx, u’ == xeqy, v’ ==yeqz} ]
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Si e = (ueqv ==u" eqv’) alors en reprenant ce que nous avens vu pour la
commutativité :
Mut(e) = [ { u == v, v 2= v'},
{ u == V', V == u’}]

Si e=(ueqvaz==u »v), Mut(e) = g,
Par ailleurs, la mutation fait strictement décroitre la mesure

b 2 el s el

ce qui assure la terminaison du processus de décomposition-fusion-mutation

pour la théorie T.C.

On voit que pour travailler modulo les axiomes précédents auquels on
ajoute la commutativité de *, il est préférable d’automatiser la
complétion. On obtiendra dans ce cas un algorithme d’unification pour la

théorie constituée des axiomes T(x,eq), Cleq) et C(x).

4.4. Vers un algorithme d’unification pour une axiomatisation du ”si alors

sinon”

Le ”si alors sinon”, est une instruction fondamentale dans la plupart
des langages évolués, Bloom et Tindell [Bloom1983] ont trouvé un ensemble
d’axiomes (Cond) tels que 1’ensemble des assertions valides dans la classe
C des algébres ol un symbole de fonction est toujours interprété comme un
test ”si alors sinon”, coincide exactement avec celui des assertions prouv-

ables par 1’ensemble d’axiomes (Cond) suivant :
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(1) c(Q,x,y) =Q
(2) e(x,0,00 =0
(3) clt,x,y) = x
(4) C(fyx’y) =y
(5) elx,x,y) = clx,t,y)
(6) clx,y,x) = c(x,y,f)

(1) elx,elx,y,2),w) = c(x,y,w)
(8) clx,y,clx,z,w)) = clx,y,w)
(9) elelx,y,z),u,v) = clx,cly,u,v),clz,u,v))

(10) e(x,cly,z,u),cly,v,w)) = cly,c(x,z,v),c(x,u,w))

Formellement, soit F = {Q, t, f, c} un ensemble de symboles d’arité respec-
tive 0, 0, 0, 3. Soient tt et ff 1’interprétation de t et f dans toute F-
algébre I. C est la classe des F-algébres I satisfaisant pour tous d, d’,

d” du domaine de I :

CI(d,d',d”) =d S d=tt
=d'" sid=ff
= QI sinon

Mais, C n’étant pas fermée par produit [Guessarianl977], C n’est pas une
variété équatiannelle. Cependant comme 1’ont montré Bloom et Tindell t=t’
est valide dans € si et seulement si t cond t’. Ce résultat a été eétendu
4 un alphabet F quelconque par C. Benoit [Benoitl984]. Pour décider de la
Cond-égalité on souhaiterait compléter Cond en un systéme de RE-réécriture
canonique pour un bon choix de E, Il faut donc pouvoir travailler modulo
les axiomes permutatif de Cond et donc disposer d'un  algorithme
d’unification modulo ces axiomes. C’est dans cette optique que nous allons
donner un algorithme d’unification modulo les axiomes (5) et (6). Il

restera alors a traiter avec 1’axiome (10), c2 qui sera tenté dés qu’une

implantation de 1’algorithme de complétion unificationnelle existera.

Théoréme 9 : Scient les axiomes

(5) clx,x,y) = c(x,t,y)

(6) clx,y,x) = c(x,y,F)
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(5') clx,x,f) = clx,t,x)
(67) clx,%,x} = e(x,t,f).

L’ensemble de ces axiomes est e-confluent.

Preuve: Il suffit de calculer les e-paires critiques. [J

Nous disposons donc d’une opération de mutation pour la théorie constituée
des axiomes (5) et (6). Elle est définie par :

Sie = (c(u, v, w) == c(u’, v’, w*) alors,

Mut(e) = [ { u == u', v == V', W == w’},

décomposition suivant c(x,x,y) = c(x,t,y)
{fus=vaz=uy == Xy W=z w ==y, v’ = t}
décomposition suivant c(x,t,y) = c(x,x,y)
fu==uw ==V ==2x, va=t, w==w ==y}
décomposition suivant c(x,y,x) = c(x,y,f)
{us==u =zwsz=x,va=v 2=y, w z= f}
décomposition suivant c(x,y,f) = c(x,y,x)
{u==u’==w’=:x,v==v’==y, == f}
décomposition suivant c(x,x,f) = c(x,t,x)
{u::v::u’::w'::x,w::f,v’::t}
décomposition suivant c(x,t,x) = c¢(x,x,f)
{us=zwz=u ==V 22x, va=t, w =z f}
décomposition suivant c(x,x,x) = c(x,t,f)
{u::v::w::u’::x,v' == t, w == f}
décomposition suivant c(x,t,f) = c(x,x,x)
fus==u’==v ==w ==x, va=t, ws= f}]

Lta terminaison du processus de décomposition-fusion-mutation est
claire du fait que 1’opération de mutation que nous venons de décrire fait
strictement décroitre la taille des termes considérés dans les

multiéquations.

Un algorithme d’unification modulo 1’ensemble des axiomes de Cond
pourra éventuellement &tre obtenu en combinant de 1’unification suivant la
méthode “syntaxique” que nous avons décrite, pour les axiomes de cond de

type purement permutatif, avec la RE-surréduction obtenue a partir des
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axiomes restant dans Cond. Cela pourra 8tre obtenu & partir d’une extension

du systéme REVEUR3.
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CHAPITRE 4

UNIFICATION ASSOCIATIVE COMIMTATIVE

1. Introduction

L’unification associative commutative (en abrégé AC) est la résolution
d’équations modulo les propriétés d’associativité-commutativité d’un nombre
fini de symboles d’opérations de 1'algébre considérée. Cette théorie
équationnelle a été certainement la plus étudiée aprés la théorie vide.
Ceci pour deux raisons. D'une part les propriétés d’associativité-
commutativité sont associées dans de trés nombreuses structures
algébriques. D’autre part, dans les applications basées sur les techniques
de réécriture on ne peut les dissacier l'une de 1’autre en orientant par
exemple l’associativité en régle de réécriture et en réécrivant modulo la
commutativité car —R/E n’a plus alors la propriété de terminaison finie.
En effet si an a (x+y)+z = x+(y+z) et x+y = y+x, alors (x+y)+z = x+{y+z)
= (z4y)4x = z4(y+x) = (x+y)+z. Il faut donc travailler modulo ces deux

axiomes.
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Par  ailleurs, la résolution d’équations modulo 1’associativité-
commutativité est un probléme difficile, contrairement par exemple & ce qui
se passe pour la commutativité seule. Les difficultés résident & deux
niveaux. D’une part la découverte d’algorithme d’unification efficace et
d’autre part la preuve de terminaison de cet algorithme. Historiguement,
les premiers algorithmes ont &té donnés indépendemment par Livesey et Siek-
mann [Liveseyl976] et Stickel [Stickell975], repris par J.M.Hullot [Hul-
10t1980]. Mais la terminaison des algorithmes proposés reste alors un

probléme ouvert. Ce n’est qu’une dizaine d’années plus tard que F.Fages

[Fages1984] donnera une preuve de terminaison de ces algorithmes.

Des implantations ont été réalisées par M.Stickel ainsi que dans le systéme
KB [Fages1984] et dans REVEUR3 décrit dans 1’annexe et dans [Kirchner1985],
afin de rendre possible la complétion de systémes de réécriture modulo

1’associativité-commutativité.

Il ne reste plus aujourd’hui qu’une difficulté : celle de permettre
’unification modulo 1’associativité commutativité en présence d’autres
propriétés sur d'autres opérateurs, et la preuve de terminaison associée.
Cela sera une conséquence de 1’étude de 1’unification dans les mélanges de
théories qui est faite dans la suite. Nous allons ici montrer comment le
processus de décomposition-fusion-mutation agit sur les systémes comportant
des symboles AC, puis nous montrerons comment résoudre les systémes de
multiéquations comportant un ou plusieurs symboles AC et des symboles sans

propriété,

2. L’opération de mutation en présence d’opérateurs associatif-commutatif

Nous allons appliquer ici les résultats généraux obtenus dans les

b
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chapitres précédents. 11 suffit donc de déterriner 1’opération de mutation
dés que 1’on se trouve en présence de symboles de fonction associatif-

commutatif, en abrégé AC.

2.1. Définitions et notations propres au probléme

On désigne dans toute la suite par Fac 1’ensemble des symboles associ-
atif commutatif de 1’algébre considérée. On ne considére dans cette partie

que des symboles soit sans propriété, soit AC.
Tout terme sera considéré dans cette section scus sa forme aplatie.

Définition 65 : La forme ac-splati d’un terme t est un couple (f, args)
noté apla(t) ol f est un symbole de fonction et args un multiensemble fini
de forme aplatie de termes, récursivement défirie par :
- siteVUF, alors apla(t) = (t, {})
~ai% s F(tl,..., tn) alors apla(t) = (f, args) avec, en notant pour j
dans [1..n] apla(tj) = (fj, argsj),
* apla(tj) € args si et seulement si fj ¢ Fac ou fj B

* argsj C args si et seulement si fj =fet fé&Fac., O

La notion de terme aplatie est proche de celle de terme construit avec des
symboles d’arité variable, il faut cependant noter que l’ordre des fils

d’un symbole n’importe pas ici dans la structure de multiensemble.

Exemple 32 : En supposant que + et * sont des symboles AC soit

t=(a*% (x+b))+ ({(x+y)+a). Onaalors :

apla(t) = (+, ((x, ((a, ()), (+, ((x, ), (b, O, x, N, (y, O),
(a, O

Notation : Nous utiliserons les notations plus agréables suivantes :
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(t, ()) est noté t,
(f, (tl, ey tn)) est noté f(tl,...,tn) ou tl f tz oo F tn si f a une

notation infixée. La notion d'occurrence s’étend sans difficulté autre que

notationnelle aux termes aplatis.

Par conséquent dans 1’exemple précédent, apla(t) sera noté (ax(x+b))+x+y+a

et on a t(e) = + et t(1) = %.

Afin d’étudier la terminaison du processus de décomposition-fusion-mutation

dans le cas AC, nous introduisons les applications suivantes:

Définition 66 : Pour tout terme t en représentation aplatie on pose

p(t) = h |m}
m tel que t(m) € Fac

Pour toute multiéquation e,

ple) = max, .o p(t)
pour tout systéme S,

p(S) = max .o ple)
et pour toute disjonction de systéme U,

p(U) = max (S).

seu P

Exemple 33 : En poursuivant 1'exemple précédent, p(t) =0 + 1 + 2 = 3

2.2. simplifications

Si un symbole + est AC, il est régulier & droite et 3 gauche. Cette
propriété classique permet de simplifier les équations, comme nous 1’avons
montré dans 1’étude générale de 1’équivalence. Ce qui se traduit, pour tout
symbole f AC et pour tous termes t, tk, tk’ (éventuellement variables) et

compte tenu de la mise sous forme aplatie, par 1’équivalence :
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- L [ 1] ’
Flt,t),ot) == f(t,tl’,...,tp )&t b ) == FlE) Lt ),

La premiére étape dans la mutation AC est par conséquent la simplification

des termes apparaissant dans les deux membres de 1’équation.

2.3. Cas des systémes 5 tels que p(5) > 0
On peut maintenant introduire la premiére transformation utile dans le

!
cas AC. Elle généralise la transformation Genk étudiée précédemment.

Soit e:((F(tl,..., t ) == f(t

b e or 3

n+l)) une équation en représentation
aplatie (c’est & dire telle que les termes qui la composent soient en
représentation aplatie) telle que, f soit un symbole AC. Soit W un ensemble
de variables tel que Var(e) S W. On généralise tout d’abord cette équation
de fagon minimale, en un systéme d’équations : & tout terme non variable tj
(pour 1 £ j S n+l) est associé une ”nouvelle” variable en dehors de W, ol
le renommage est fait de telle sorte que si deux termes non variables sont
égaux, ils sont généralisés en la méme variable. On ne renomme donc pas les

termes variables tj' Le systéme obtenu est noté Genxin(e) et peut &tre

représenté par

f(xl,..., xp) == f(x )

cee

Xq == Ex
i J

p+1’ ! *nel

Exemple 34 : Si f est AC alors f(a, g(a, b}, x) == f(g(a, b), x, y, b) est
généralisé dans le systéme

s = Flxs %50 x) == f(xz, X5 ¥y X3

Xl == 8,
x, == g(a,b),
Xy =2 b}
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{3
On pourra remarquer au cours de ce qui suit qu’il n’est en fait pas utile
de généraliser les sous termes qui ne contiennent pas de symboles AC, comme
par exemple les constantes,
" W B
Une preuve similaire & celle faite pour Gen montre que Genmin(e) $AC e.
Comme 1’on montré M,Stickel et J.M.Hullot, on sait résoudre 1’équation é =
(f(xl,..., xp) == f(xp+1,..., xn+1)). Soit R un ensemble complet de AC-
solutions de cette équation et [Eq(r)]l_ER la disjonction de systéme associé =
a R. On note
W .
mutr(e) = Fus(Eq(r) U (Genmin(e)-e))
et par conséquent, o
mut(e) = [mutr<e)]1~ER e €
Notation : Soit e une multiéguation du systéme S, telle p(e) > 0. On notera 2
mutr(s) le systéme dans lequel e a été remplacée par mutr(e) 3
mutr(S) = S[e*‘mutr(e)]' D’'ol la définition de la premiére mutation d’un
systéme :
i
mut(S) = [mutl_(S)]rGR |
|
Lemme 23 : Soit e une multiéquation telle que p(e) > O alors si e a des |
solutions, quelque soit é dans mutr(e) on a p(é) < p(e).
i

Preuve: Pour toutes les équations issues de généralisation et qui sont donc |
d == ==
u type * tj’ on a p(xi tj) < p(e) car tj est un sous terme

d’un terme de e. D’autre part on a pour tout e” dans Eq(r), p(e”) =
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Définition 67 : A chaque systéme S on associe le p(S)-uplet d’entiers
suivant:

m(S) = (s s,)

0(s)’ sp(S)—L’ sy 8
ou s, désigne le nombre de termes t de S tels que p(t) = i. U étant wune
disjonction de systémes, les n-uplet d’entiers étant ordonnés par 1’ordre

lexicographique, on pose m(U) = max m(s). O

Seu

L’ensemble des suites finies sur les entiers étant muni de 1’ordre lexi-

cographique, m définit donc une mesure sur les systémes de multiéquations.

Lemme 24 : Soit S un systéme tel que m(S) > 0. Alors,
- mut fait décroitre strictement m,
- Fus conserve m.

- Dec fait décroitre m au sens large.

Preuve: - mut fait décroitre strictement m, c’est une conséquence du
lemme précédent.
~ Fus conserve m car la fusion conserve les termes
- Dec fait décroire m au sens large car la décomposition de deux
termes dont 1’un au moins contient un symbole AC fait strictement
décroitre m, mais la décomposition de deux termes sans symboles AC

ne modifie pas m. [J

On en déduit donc :

Corollaire 4 : Soit U une disjonction de systéme telle que p(U) > 0. En

itérant un nombre fini de fois les étapes de décomposition fusion et de
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premiére mutation mut définie ci-dessus, on obtient une disjonction de

systémes U’ tels que p(U’) = 0

Il reste donc & montrer que 1'algorithme de compléte décomposition termine
pour tout systéme S non complétement décomposé tel que p(S) = 0, c’est &
dire tel que les symboles AC n’apparaissent dans les termes en

représentation aplatie du systéme, qu’a 1’occurrence e,

2.4, Cas des systémes S tels gue p($) = 0

Contrairement & ce qu’on pourrait imaginer de prime abord 1’opération
de premiére mutation (mut) que nous venons de décrire pour les systémes S
tels que p(S) > 0 ne permet pas de terminer pour les systémes tels que p(S)

= 0. En voici un exemple.

Soit le systéme S = { x + y =z u + v, x + y’ == u + v’}. En appliquant mut
sur ces deux équations on obtient une disjonction de systémes dont voici

1’un des éléments aprés fusion :

{ x == Xp o+ Xy =2 4 X,
U= X) + Xy == xl’ + %7,
y == X+ XA’
VIR X, 4 X,
¥ == xz’ + xh’,
v == x2’ + xa’}

Or les deux premiéres équations de ce systéme ne sont que celles de S & un

renomage des variables prés.

La premiére idée qui va permettre d’éviter ce phénoméne est la résolution

simultanée de plusieurs multiéquations. Dans 1’exemple précédent cela
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revient 4 transformer S directement en un sysiéme complétement décomposé.
Cette démarche est en fait tout & fait jaturelle dans le contexte des
systémes de multiéquations, dans lequel nous 1ous trouvons.

Nous explicitons maintenant cette démarche.

IS

.4.1. résolution directe de systémes de muliiéquations e telles que pfe)

[l
[£=]

Nous montrons dans ce paragraphe comment trouver des ensembles com-
plets de AC-unificateurs pour des systémes de multiéquations du type P, ==

p, avec p; et P, tels que top(p,) = top(PZ) € Fac et p(Pl==P2) = 0.

1

Nous généralisons donc ici les travaux de M.Stickel et J.M.Hullot aux
systémes d’équations. Il n’y a pas de d’originalité théorique par rapport a
ce qu’ils ont fait; nous montrons simplement comment wutiliser leurs

résultats pour résoudre notre probléme.

Rappelons en les termes. Soit S = [ej}jGJ ur  systéme d’équations de la

forme

ot f € Fac.

La structure de terme étant ici réduite & un niveau, le probléme se raméne
a4 la résolution de ces mémes équations dans le monoide libre abélien, ce
dernier probléme se ramenant lui méme & la résolution d’équation diophanti-

enne linéaire et homogéne dans N.

Nous étudions maintenant ces différentes étapes.
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I~
S
™
=

résolution de systémes d’équations dans le moncide libre commuta-

pes
3
-

Un exposé concernant la résolution des équations peut &tre trouvé dans

{Hullot1980].

Définition 68 : On appelle monoide libre abélien M, la F-algébre AC-libre
sur V, ol F est 1’ensemble réduit au symbole + d’arité 2. Les éléments de M
sont appelés mots abéliens, )1’opération + étant alors vue comme la
concaténation, le mot vide est noté ". M est symétrisable dans un groupe
que nous noterons G : (G, +) est le plus petit groupe contenant M 1’opposé
d’un élément o étant noté -o. G peut &tre muni classiquement d’une struc-

ture de Z-module & gauche. Nous noterons multiplicativement 1’cpération de

Zsur G. O

Définition 69 : Soit J un ensemble fini d’entiers et 3, des entiers rela-

tifs, Un élément 0 = (Ol’ ey on)) de M est solution du systéme

d’équations
k=n,
S=1 y $
= ; X‘ X, = }j=1 {equ.monoide)
=i,
J
si et seulement si
k=n,
. J
¥ j=l...n: ; akok =
k=i,
J

Au systéme S on peut associer un systéme d’équations diophantiennes

lineaires homogénes DS' Or on a le résultat suivant :
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Théoréme 10 : L’ensemble des solutions de 1’équation diophantienne linéaire
homogéne

T aixi=0

i€l
avec Vi €1 a, € Z, forme un moncide commutztif sur N'. Cet ensemble peut

donc étre engendré par une base finie [Cliffcrd1967,Redeil963].

Par conséquent 1’ensemble des solutions du systéme 5 est un sous monoide de
base finie B car intersection des moncides solutions de chacune des

équations de S. Toute solution du systéme S est donc de la [urme
N = (vl, HI Vp) =GocC

ol G est un élément quelconque de N et C la matrice q#p dont chacune les

lignes est un vecteur de la base B.

Il ne reste plus qu’ad donner un algorithme qui permette de calculer non pas
la base d’une équation diophantienne [Huet1978], mais une base du systéme

DS'

2.4.1.1.1. Résolution des systémes d’équations diophantiennes linéaires et

homogénes

Deux méthodes sont possibles :

Soit en utilisant les résultats de G. Huet sur la résolution d’une
équation et en résolvant le systéme de la méme fagon que dans un espace
vectoriel.

- Soit en généralisant les résultats de G. Huet & des systémes
d'équations. Il faut alors déterminer quelles sont les bornes & utiliser

pour trouver directement une base du systéme.
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Dans les deux cas, la résolution des systémes d’équations diophantiennes
sera plus efficace que n résolutions des équations e qui composent le
systéme S comme cela est fait dans 1’algorithme de Stickel. En effet
1’espace  des solutions engendré sera plus restreint du fait de

1’accumulation des contraintes.

d’équations dans le monoide commutatif libre

Théoréme 11 : Soit C la matrice qxp dont chague ligne est un vecteur de 1la
base B de 1’ensemble des solutions du systéme d’équations diophantiennes Ds
issue de (equ. monoide). Alors l’ensemble des solutions de S dans M est

{ToC | T e MY,
Preuve: La preuve est la méme que celle donnée par Hullot (J

Pour chaque AC-solution du systéme S, chaque variable du systéme doit &tre
instanciée (éventuellement en elle méme). De plus, il est intéressant pour
des raisons d’efficacité, d’éliminer d’emblée les solutions qui produiront
un échec & la décomposition. Il faut tenir compte de ces faits pour
déterminer, & partir de la description d’une base des solutions du systéme
D (utilisant éventuellement le mot vide) un ensemble complet de AC-

solutions du systéme S.

Pour ce faire, J.M, Hullot montre dans sa thése comment décrire une
base de l’ensemble des solutions du systéme D lorsque 1’on a fixé des con-
traintes c sur la forme des solutions. L’ensemble X; des solutions de S
satisfaisant ces contraintes peut alors se décrire a 1’aide de s matrices

C. par
j P

6

e A I

e
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B ={TocC,..,Toc | Tem{"hT

i

Nous renvoyons & [Hullot1980] pour davantage de détails.

2.4.1.2. Ensemble complet de AC-solutions du systéme S

Soit C’ = (ci j) avec 1 £iSretls<j £ p, 1’une des matrices,
b
utilisée dans la description ci dessus, des solutions sous contraintes de

S. Soit W un ensemble de variables contenant Var($) = {x.,

1 . ! xp} et

(zi), i € N une suite de variables distinctes en dehors de W. Soit o la

substitution de domaine Var(S) définie pour 1 € k £ p par

&
k,r

&
k,1
c(xk) & f(z1 ’ TRRTEN )

Soit ¥ = {o oy 02} 1’ensemble de ces substitutions pour toutes les

1

matrices Ci.

Théoréme 12 : ¥ est un ensemble complet de AC-solution du systéme S en

dehors de W.

Preuve: La preuve ne pose pas de difficultés et peut &tre trouvée dans

[Stickel19751 O

Par conséquent, si S est un systéme d’équations tel que p{(S) = 0 et dont
les éléments sont de la forme P = Pys avec top(pl) 2 top(pz) € Fac. Pour
résoudre ce systéme on procéde de la fagon suivante :

% si tous les termes ont le méme symbole ac alors on applique le théoréme
précédent,

% sinon on partitionne 1’ensemble des équations suivant leur symbole de
téte, on résoud indépendamment chacune des partitions et on regroupe les

contraintes pour terminer.
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Plutdt que de donner une description formelle d’une telle transformation,

nous en donnons maintenant un exemple.

Exemple 35 : Soit S = { x +y == u+v,

X+ y == u+v,

X % U ==a* v}
La résclution du systéme réduit au deux premiéres équations donne 27 solu-
tions, la résolution de la troisiéme équation, &4 solutions. En regroupant

les contraintes on trouve 13 solutions au systéme S.

2.4.1.3. Résolution générale des systémes S tels que p(S) = 0

On pourrait penser que moyennant 1la résolution en bloc des
multiéquations indécomposables et mutables, on assure la terminaison du

processus de mutation. Il n’en est rien comme le moentre 1’exemple suivant.

Exempie 36 : Soit
S={x+y=224+t,
X == z + u}
L’un des systémes obtenu par mutation de la premiére équation puis fusion

Y o - s
est S = { x ==z + t == X) ¥ Xy
Z 2= )(l + x3,

3
1

y X, + X

Bl 4
t == Xy + xa}

On reconnait dans les 2 premiéres multiéquations de S5’ un renommage des

équations de S.

Afin d’éviter ce phénoméne de bouclage, nous allons reporter les con-
traintes de la forme x == z+u de 1’exemple précédent, dans les équations &

muter. Dans l’exemple cela permettra de simplifier par z et donc de
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terminer,

Définition 70 : Pour tout systéme S indécomfosable, fusionné et tel que
p{(S) = 0 on note cd(S) l’ensemble des multidquations complétement
décomposées de S et am(S) le complémentaire de cd(S) dans S, c’est & dire
1’ensemble des multiéquations de S5 qui sont indécomposables mais non

complétement décomposées. O

On supposera dans ce qui suit pour plus de clarté, que les systémes
considérés sont uniquement composés d’équations. Si cela n’est pas le cas,
il est simple de se raw. ..r & un systéme équivalent qui vérifie cette

propriété.

Soit S un systéme non complétement décomposé. Puisque AC est une théorie
stricte, soit cd(S) a une plus petite solution o, soit < n’est pas un ordre
strict sur cd(S) et par conséquent S n’a pas de solution. On notera S’ le
systéme obtenu par remplacement compatible avec p(S) = 0 de cd(S) dans
am(S) : S’ = cd(S) U cd(S)[[ am(S) 1], et S” le systéme obtenu par simplif-

ication de S’.

On a par définition S” = cd(S) U am(5”). Soit W un ensemble de variables
tel que Var(S”) S W. On a vu dans le paragraphe précédent comment résoudre
directement le systéme am(S”). Soit [Si]iEI . Eqw(am(s")) la disjonction de
systémes associée & l’ensemble complet de AC-solutions en dehors de W de

am(s”).
Soit MUT(S) = Fus([Si U cd(s)]m)

Lemme 25 : Avec les notations précédentes, MUT(S) QAC S
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¢ Si on suppose que + et ¥ sont AC,

S={x+bz=z+a,

X =z @ + U,
v == x % b}
on a
cd(5) = {x == a + u,
vV == X * b}

et

am(S) = {x + b == z + a}

= {a+u+b==2z+a,
X == a + u,
v =z x * b}

et

$”={u+bz==2z34a,

X

=a+u,
v == x % b}

Eqw(am(s”)) = [ {u == a, z == b},

{u='—'a+X,Z:=b+x1}]

)

et par conséquent

MUT(S) = [ { u =

E &
z == b,
X == a+ u,
V==X*b}’

{u==a4+x

]!
zZ==b+ X
X::a+u,

(i3

L3

49
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v==x*b}]

3. Description de 1’algorithme d’unification associative commutative

Pour appliquer les résultats généraux il suffit de préciser
1’opération de mutation d’un systéme S. Cclle ci est définie de la fagon
suivante :

Si p(5) > 0, la mutation de S est mut(S), sinon MUT(S).

11 faut noter que 1’on pourrait définir la nutation uniquement par MUT,
Mais cette opération est intrinséquement plus complexe que mut. En effet il
faut analyser cd(S) pour détecter un bouclage éventuel puis faire un rem-
placement compatible. Or 1’expérience prouve que dans la plupart des cas,
mut permet d’aboutir & une disjonction de systémes complétement décomposés

et donc de résocudre un systéme de fagon extrémement efficace.

4. Terminaison de l’algorithme d’unification associative commutative stan-

dard

Théoréme 13 : Le processus de décomposition fusion et AC-mutation termine

pour toute équation.

Preuve: Le cas ot il n'y a qu’un seul symbole AC est simple. Dans le cas
contraire, le théoréme est une conséquence du résultat géneral sur
la terminaison dans les mélanges de .héories que nous donnons au

dernier chapitre. (OO

5. Un exemple développé comparativement

Nous allons pour terminer comparer sur un exemple volontairement sim-

ple 1’algorithme de Stickel et 1’algorithme standard dont nous venons de
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décrire 1’opération de mutation.

Soit + un symbole AC, f un symbole sans propriété et 1’équation

e = (f(x+y,x+b) == f(u+v,u+a))

a) Par 1’algorithme standard : Le symbole f étant décomposable,
e © 5 = {x+y == utv, x+b == u+a}.
La résolution directe de ce dernier systéme donnant les 4 solutions

suivantes :
o, ={x < a, ueb,vea yeb)

o, = {x —a, ueh,ve (nvl +a), y+ (nv1 + b))}

Q
n

3 {u+ (b+ nv3), x — (a + nv3), v < a, y < b}
o = {fue(b+a), x = (a+a),ve (nv1 +a), y (nvl + b)}
On obtient donc aprés résolution d’un systéme de deux équations diophanti-

ennes l’ensemble des solutions de e.

b) Par 1’algorithme de Stickel :

Le symbole f n’ayant pas de propriété on résoud tout d’abord 1’équation X4y

u+v, ce qui donne les 7 solutions suivantes :

o = {v ¢ x, u <y}

g, = {u ¢~ (y+nv3), x <- (v+nv3)}

oy = {u<-x, vy}

o = {v <= (y+nv,), % <~ (v +u)}

o5 = {u < (nv2+x), y <~ (v+nv,)}

o = {v <~ (nviex), y <= (nv +0)}

o, = {u <- (nv2+nva), v <= (nv1+nv3), x <= (nv3+nva), y <- (nvl+nv2)}

On va alors instancier successivement par chacune de ces sept substitutions
les termes de 1’équation x+b == u+a puis résoudre les équations obtenues.
11 faudra donc résoudre 7 équations diophantiennes qui seront en géneral
plus complexe que les équations issues de S.

Par exem.le il faudra résoudre 1’équation U7<X+b) == 07(u + a), c’est-a-

S
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dire

nv3 + nva + b == nv2 “nv, +a

et on trouve les deux solutions suivantes :

gg = {nv} < a, v, <= b}

{nv

5 <~ (b + nnvj), nv

5 & (a + nnvjﬁ

de méme il faudra résoudre 06(x+b) == 06(u+ﬂ), c’est-d-dire x+b == u+a qui
a pour solution :

ag = {x ¢<- a, u ¢~ b}.

On voit clairement sur cet exemple que la résolution de systémes
d’équations permet d’accélérer notablemeni. la résolution du probléme. Il

faut également noter que la résolution de chacun des systémes peut se faire

en paralléle.

6. Conclusion

Nous avons présenté un algorithme d’unification AC conséquence des
outils que nous avons développé auparavent. Nous aurions pu nous limiter &
1'étude de 1’unification dans le cas d’un seul symbole AC et appliquer les
résultats généraux sur les mélanges de théories donnés dans la suite. Cela
conduit & considérer la décomposition comme l’opération de mutation de la
théorie vide. Nous avons préféré montrer d’une part comment nos outils per-
mettaient d’approcher le probléme et d’autre part comment la décomposition
pouvait, en étant intégrée au processus, accélérer la résolution, Par ail-
leurs, le parallélisme possible dans la resolution d’un probléme d’AC-
unification étant clairement mis en évidence il sera intéressant d’étudier
le colit de 1’algorithme standard AC-unification sur n processeurs en

paralléle.
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CHAPITRE 5

UNIFICATION MODULO LA COMMUTATIVITE DROITE

Nous nous intéressons ici au cas oG l’ensemble des axiomes est réduit

au seul axiome de commutativité droite

Cd(+) : (x +y) +z=(x+2)+y.

C'est un axiome qui intervient dans de nombreuses structures algébriques.
Rappelons que Cd est un axiome que satisiait par exemple la division ou
1’exponentiation dans 1’ensemble des réels.

Un algorithme technique de Cr-unification a été donné par Jeanrond [Jean-
rond1980] sans preuve de correction ni de terminaison. Il ne nous parait

pas simple d’en faire la preuve.

I1 est clair que 1'ensemble des symboles deécomposables est F-{+}. Nous
allons donc uniquement chercher & réscudre modulo Cd un systéme d’équations

dans 1’algebre M({+},X).
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1. Détermination de 1’opération de mutation

51 nous cherchons a montrer que cet axiome est résolvant en calculant

les paires critiques on obtient :

p =+ <Cd, ¢ + Cd>,1 + =49
/" S /"
+ + oz + oz
/" 2 /"
+ oz + 7 + Y
/" /" R
Xy Xy x 2’
Cd,1 Cd, ¢
+ <Cd,e + cd,1 +
/" 7" E
+ z' + Y +
/" /" /"
+ Y + 2’ + oz
/- / /"
X oz X oz x 2’

qui est la seule possibilité de confluence de la paire critique (p,q), mais
qui malheureusement ne satisfait pas les hypothéses requises pour que la

paire critique soit e-confluente.

On pourrait pas conséquent essayer de compléter 1’ensemble des axiomes en
un ensemble qui soit e-confluent. Nous allons plutdt montrer directement

que {Cd} est résolvant. Paur cela nous utiliserons la relation suivante :

Définition 71 : Soit » la relation définie sur les couples de termes par
(u,v) » (u',v?)
<=>
(@) u |-p-| v et w |-q-| v’
ol p et q sont les longueurs des plus courtes preuves de Cd-

égalité avec q < p
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ou bien

LT iy o -
(b) u 'Cd'SUb"Cd uetyv eqrSUbtpy v

(oU rappelons le, "t sub tz” sei tl est un sous terme strict

1
de tz).

La relation » est noethérienne car Cd conserve la taille des termes. En
effet, si il existait une chaine infinie de couples en relation par », Cd
conservant la taille on ne pourra pas avoir une infinité de cas (b) puisque
la relation de sous terme diminue strictement la taille. Il faudrait donc

qu’il y ait une chaine infinie de cas (a) ce qui est également impossible.

Proposition 10 : {Cd(+)} est un ensemble riésolvant, c’est & dire, pour tous

termes t = a+b et t’ = c+d, si t = d t’ alors ou biena =,, cet b =g, d ou

C d

bien il existe un terme w tel que a cd w-detc td W+ b,

Cd

Preuve: Soit
(%) a+b |-|[m1] al+bl I-I[m2] co. C'4d’ |-I[mk] c4d

une plus courte preuve de a+b 2cd c+d.

Si toutes les occurrences d’application d'axiome dans cette preuve sont

plus grande que ¢ (V i € [1..k], m # ¢) alors il est clair que a =, c et

Cd

b =g d.

Sinon, utilisons la relation » définie plus haut pour faire la preuve par

récurrence noetherienne.

Dans (%) désignons par ul, uz, u3 les termes a+b, c¢'+d’ et c+d respective-

ment. Par hypothése on a (”1'”3) » (ul,uz) ; nous pouvons donc appliquer
. N " . ! _ s - .

1’hypothése de récurrence sur (ul,uz) : ou bien a cd c’et b cd d' ou

. = . - ’ 3 =
bien il existe un terme w tel que a cd w+l” et ¢ cd w+b,
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Si m, # ¢ alors ¢ 2ed ¢’ etd cq d’ d’od la conclusion.
Si m = € alors il existe un terme w’ tel que ¢’ = w'+d et ¢ = w’+d’. Si

on est dans le cas ol a t4 c’etb “cd d’, la conclusion est immédiate.

Sinon on a : a td wtd’ et ¢’ *cd w+b, et par conséquent
= ’ ’ = =

wib cd © sub c’+d cd a+b = uy et

w'+d = ¢’ sub ¢’+d = u, donc

2

(ul,uz) R (wtb,w’+d), on peut alors appliquer 1’hypothése de récurrence au
couple (w+b,w’+d). 11 existe donc w” tel que w = w’d et t =4 w”+b.
D’od, en remplagant w et w’ par leurs valeurs dans les expressions de a et

c:
a =y (w”+d)+d’ ed (w’+d’)+d et ¢ 4 (w”+b)+d’ cq (w”+d’ )+b

ce qui fournit la conclusion en prenant w = w”+d’, [J

Comme conséquence des résultats précédents, nous pouvons donc préciser
maintenant une généralisation possible de toute équation indécomposable.

Toute équation e = (us+v == u’+v”) est généralisée dans la disjonction de

systémes

U=[{u==u’,v==v’},
décomposition par (x +

Y)+z=(x+2)4+y.

{u==x+y, ve=z, v 2= x + z, v! == «
décomposition par (x + z) + y = (x + y) + z.
U==2x+2,vazy, 0 ==x+y, v’ ==21}].

On a donc

u Std e,

11 existe un généralisé plus simple, en effet on peut facilement montrer

que U’ BCd e avec

(9

(9

@
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H i

%y WIES ¥
+ v, v’

w=[{u u '}
{wu x =

;x+v}]

Nous allons voir que cette dermiére transfornation n’est pas suffisante
pour donner une opération de mutation qui permette la terminaison du pro-
cessus de décomposition-fusion-mutation. En offet, certaines équations se
généralisent mal par les résultats précéden:.s, car la généralisation fait

apparaitre une autre équation aussi complexe.

Par exemple, 1’équation e = (x+u == x+v) ol x est une variable et u un
terme, se généralise (en prenant la définition de U’ donnée plus haut) en
[{u == v}, {x = z+v == z+u}] ol z est une nouvelle variable. En fait il
suffit de remarquer que le symbole + est simplifiable & droite et & gauche

pour résoudre ce premier probléme. Cela découle des résultats suivants :

Lemme 26 : Pour tous termes u, v, w on a u+v g UHW si et seulement si

VR W (+ est réguliére & gauche).
Preuve: Si v *cq w, alors la conclusion est claire. Montrons la réciproque

par récurrence sur la taille de u.
Si |ul = 1 alors aucune application de 1’axiome Cd n’est possible

en téte et par conséquent v cd w.

Pour un terme u de taille n > 1, usv = u+w implique par les

Cd

résultats précédents 1’existence d’un terme t tel que u “cd t+w et

- - 4 3 » &
u =y t+v donc u “td tew ed t+w. On peut appliquer 1’hypothése de

récurrence sur cette derniére relation car |w| < n puisque Cd est
un axiome qui conserve la taille. Donc v g M 0O

Lemme 27 : Pour tous termes u, v, w on a usv e w+v si et seulement si
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U=y (+ est réguliére & droite).

Preuve: Si u =g ¥ alors la conclusion est claire.
Sinon, en appliquant le lemme sur la structure des termes Cd-
équivalents, soit wu Zcq W auquel cas la preuve est terminée, soit
il existe un terme t tel que u =cd tev et w “cd t+v donc par tran-

w, [

sitivité, u td

On en déduit les Cd-équivalences d’équations associées, pour tous termes u,

V, W

U4V == Usw € vV == w
VH4U == WU D v == W
Cd

La simplifiabilité permet de résoudre le probléme des équations du type x+u

X+v par exemple, mais ce n’est pas suffisant.

Exemple 38 : Soit 1'équation (x+a)+d == (x+c)+tb. Elle se généralise,
d’aprés de que nous venons de voir en une disjonction de systéme qui con-
tient S = { x+a == y+h, x+c == y+d }. Si on généralise indépendament les
deux équations de S, on obtient entre autre systéme :

$" = { x == x’+b, y 2= x’+a, x == y’+d, y == y’+c}, qui fusionne en

§' = { x == x'4b == y’4d, y == x’48 == y’+c }.

Et par conséquent la généralisation Que nous avons utilisée ne convient pas

puisque nous obtenons un systéme similaire au systéme S de départ.

L’exemple précédent est typique des théories A pour lesquelles la connais-
sance de l’ensemble des A-solutions de toute équation de la forme u+v ==
u’+v’ ne permet pas de résoudre un systéme, comme cela est le cas par exem-

ple pour les théories commutatives. C’est un phénoméne analogue & celui

rencontré pour les théories associatives commutatives. Nous allons voir

&
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qu’il faut aveir davantage d’informatioiis sur la structure profonde des
termes & unifier ainsi que sur 1’environnemcnt dans lequel se fait cette
unification, c’est 4 dire sur le systéme nuquel appartient 1’équation que

1’on veut généraliser.

1.1. Une structure de terme Cd-asplatie

De méme que dans le cas associatif commutatif il est naturel

d’introduire une représentation aplatie des termes :

Définition 72 : On appelle représentation Cf_aplastie d’un terme u de sym-
bole de téte + le triplet A(u) = (+, t, T) o0 t est un terme tel que
t(e) # + et T un multi-ensemble de termes en représentation Cd-aplatie,

tels que

*siu-= (((..((t+tl)+t2)+...+tp) alors T = ({rl,...,rp}} avec pour tout !
k € [1..p] A(tk) =1

*siu==talors T = 9.

A(u) se notera plus facilement t+{(tl""’ta}}' O

Exemple 39 : Si u = ((a+g(x,y))+(a+x)) alors Alu) = (+, a, {{ glx,y),
("‘yal{{)(}}) )]).
La Cd-égalité de 2 termes se traduit simplament sur les représentations

Cd-aplaties :

Lemme 28 : Si A(u) = t+T et A(u’) = t’+7’ alors u cg v si et seulement si

il existe un bijection m de T sur T’ telle que V r € T, n(r) Zeq I

Preuve: C’est une conséquence des résultats précédents. 0
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1.Z. Le cas variable : résolution des équations de la forme z+Z == y+Y

Nous donnons d’abord 1’ensemble complet de Cd-solutions d’une équation dans
le cas “variable”, c’est & dire pour les équations de la forme z+Z == y+Y
ol Z et Y sont des multiensembles de variables tels que ZNY=pet z, y
des variables différentes, ce qui est toujours possible puisque + est un

symbole régulier & droite et & gauche.

11 faut tout d’abord noter la différence fcndamentale avec le cas
associatif-commutatif : Z et Y sont des multiensembles dont il ne sera
utile d’instancier les éléments que par des variables, du fait que + n’est
pas associatif. Par exemple (x+((y+z)+u) ne pourra pas s’écrire x+y+z+u.
Les seules variables que 1’on pourra "utilement” instancier par des termes
de la forme x+X dans 1’équation z+Z =z y+Y sont donc y et z. La recherche
d’un ensemble complet de Cd-unificateurs pour 1’équation z+Z == y+Y va donc
nécessiter quelques définitions techniques permettant de décrire formelle-

ment la correspondance entre Y et Z.

Les relations que nous introduisons maintenant ont leur justification
dans le fait qu’a toute Cd-solution a de 1’équation z+Z == y+Y on peut
associer la relation R® sur D(Z)xD(Y) (od D(Z) désigne le domaine du mul-

tiensemble Z) telle que z’ R® y’ <=> a(z’) “cd aly’).

Soit R une relation quelcenque sur D(Z)xD(Y). A chaque élément de Z et Y
nous associons 1’ensemble des éléments qui se correspondent de la maniére

suivante, soient :

20 ={2’ |22 €ZetIyeYtelquezRyetz Ry}
{2 |2 ezetiye Y, 32" € ij avec j < i tel que z” Ry
et z’ Ry}
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z est 1’ensemble des éléments de D(Z) qui sont connectés par le graphe de
la relation R. De méme on défini pour tout #1ément y de Y y. On déduit de R
la relation R définie par Z R ¥ ssi il existe 2, dans Z et Yy dans y tels
que z R yl. Nous associons alors & chaque classe Z une ™nouvelle” variable
notée nv(Z) et & chaque classe ¥y la variable nv(Z) si il existe Z telle que
Z Ry, sinon une nouvelle variable, dans les deux cas nous les notons
nv(§). A chaque variable de Z (resp. y) nous associons la variable notée

nv(z) égale a nv(Z) (resp. nv(y) égale & nv(y)).

A toute relation R sur D(Z)xD(Y) nous pouvons donc associer les substitu-

tions

E. = o (z,¢nv(z))
g () 5
e o ey )
R 1 ")

yleD(Y)
Nous avons maintenant les notations nous permettant de décrire un ensemble

générateur de 1’ensemble des Cd-solutions :

Lemme 29 :
T s (8 En (2 xa(EE(-ER(D). (ye= xs(EEI-E (1)) | V R € D(2)0(Y) )
est un ensemble complet de Cd-unificateurs de 1'équation z+7 == y4Y.

Preuve: Il est clair que chaque élément de I est un Cd-unificateur de z+Z
== y+Y.
Montrons maintenant la complétude.
Soit a une Cd-solution de z+Z == y+Y. On associe & a la relation Ra

sur ZxY telle que
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YVz€Z, Vyey, x Rq y <=> a(x) 2ed a(y)
A cette relation Ro on associe un élément o de I qui vérifie par

définition ¢ g @ [{z,y} UZ U Y], ce qui prouve la complétude.
a

1.3. Résolution des systémes

Nous pouvons maintenant préciser 1’opération de mutation en général.,

Si § est un systéme indécomposable mais non complétement décomposé, composé
de termes sur M({+},X) alors, la mutation de ce systéme est définie comme
la disjonction de systémes obtenue par résclution itérative de 5. Rappelons
que cela consiste & résoudre les équations les unes aprés les autres et &

remplacer les valeurs trouvées dans les autres équations du systéme.

2. Conclusion

La théorie Cd(+) étant une théorie permutative, elle est stricte et
fortement compléte. Par ailleurs nous venons de montrer que si le seul sym-
bole de 1’algébre est +, nous connaissons un algorithme de compléte
décomposition des systémes. Par conséquent nous en déduisons un algorithme
complet de Cd-unification dans M({+},X). Les résultats sur les mélanges de
théories

donnés dans la suite permettrons de conclure en général c’est 3

dire pour une famille quelconque de symboles satisfaisant 1’axiome Cd.
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CHAPITRE 6

SURREDUCTION ET SUPERIEDUCTION

Nous allons étudier dans cette partie, de fagon trés générale, la

surréduction et la superréduction.

La surréduction ou narrowing est une méthode générale de résolution
d’équations dans une théorie équationnelle introduite par Slagles [Sla-
glel974], étudiée par Fay [Fayl978,Fayl979] et complétement étudiée par
J.M. Hullot [Hullotl980] dans le cas de la Re-réécriture. Les résultats de
ce dernier ont été étendus au cas de la R,E-réécriture dans [Jouan-

naudl983].

L’approche que nous proposons dans cetie partie permet de donner une
description unifiée et simple des résultats connus 3 ce jour.
D’autre part les résultats nouveaux que nous obtenons sont les suivants :
# la preuve de correction et de complétude de la RE-surréduction pour

toute relation de RE-réécriture qui soit confluente et noethérienne. Cela
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étend en particulier les résultats les plus généraux dans le domaine qui
avaient été obtenu dans [loc.cit],
* des méthodes complétes de réduction de 1l’arbre des surréductions :
- la RE-surréduction basique qui étend les résultats de J.M.Hullot,
pourvu que (R,E) satisfasse une condition de forte cohérence,
- la détection de branches subsumées de 1’arbre de RE-surdérivation,
% la description finie d’ensembles complets infinis de A-unificateurs
obtenus par RE-surréduction. Ce qui permet de donner un algorithme
décrivant un ensemble complet de A-unificateurs d’une équation, qui termine
méme si 1’ensemble & décrire est infini. Ceci sous la condition que 1’arbre

de RE-surréduction soit rationnel.

Dans toute la suite de cette section, nous considérons 1’ensemble des
axiomes A partitionné en E et R, R étant utilisé comme systéme de RE-

réécriture ainsi que nous 1’avons définie dans les généralités.

Le symbole == utilisé pour décrire les équations est considéré dans
cette partie comme un symbole de 1’algébre des termes considérée. On sup-
pose qu’aucun axiome ne fait intervenir ce symbole. Cela afin de considérer

les équations comme des termes irréductibles en téte.

1. La RE-surréduction en tant gqu’opération sur les ensembles de A-

solutions d’une équation

Nous allons voir dans cette section en quel sens la RE-surréduction

conserve 1’ensemble des A-solutions d’une équation.

Tout d’abord rappellons ce qu’est la surréduction et introduisons la

superréduction,

@B
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Définition 73 : Soit A une théorie, (i},E) un systéme de réécriture
équationnel tel que A = RUE. Les régles de réécriture de R sont notées

g—d. On note -"->RE la surréduction associée & R et a Unif., définie par :

E,
t -"->RE[o,m,g—d] t’ ssi o appartient a UniFE(tlm, g) et t’ = a(t{med]).

o s’appelle substitution RE-surréductrice de t vers t’, RE pourra étre
omis. On note Surred(t,R,UnifE) 1’ensemble des substitutions surréductrices

issues de t pour la méthode d’unification Unif_ et 1’ensemble de régles R.

E;
R et UniFE pourront étre implicites. O

La RE-surréduction est une relation contenant la relation de RE-
réduction. Il est donc en théorie inutile de combiner les deux. Mais bien
que les étapes de réduction soient des cas particuliers des étapes de
surréduction, la surréduction, basée sur 1’unification, est plus colteuse
que la réduction, basée sur le filtrage. En pratique, il est beaucoup plus
simple et efficace de calculer un E~-filtre (ou plus généralement un élément
de FiltreE) que de calculer un ensemble complet de E-unificateurs (respec-
tivement UniFE). C’est pourquoi nous introduisens, & la suite de Fay
[Fayl979] la RE-superréduction qui combine une étape de RE-surréduction et

la mise en RE-forme normale du terme surrécuit. Formellement,

Définition 74 : Soit A une théorie, (F,E) un systéme de réécriture
équationnel tel que A = EUR. On note -""->RE la superréduction associée a R

et a UnifE définie par :
t -**->RE[a,m,g=d] t’ <=> o € Unife (b1, @) et t* = oltlm=dl, .

o s’appelle substitution superréductrice de t wvers t’. On note

Superred(t,R,UnifE) 1’ensemble des substitutions superréductrices issues de
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t pour la méthode d’unification UnifE et 1’ensemble de régles R. R et Unif‘E

pourront &tre implicites lorsqu’il n’y a pas d’ambiguité. O

Nous introduisons maintenant les notations appropriées & la manipula-

tion des ensembles de A-solutions.

Définition 75 : I et I’ étant des ensembles de substitutions et a une sub-

stitution, 1’ensemble I.a est défini par f.a = {d.a | o € I}.
On dit que I est E-inclus dans %’ ssi
Vo€eZ, 3c €5 tel que o = o’
¥ et I’ sont E-égaux ssi ils sont E-inclus 1’un dans 1’autre. 0O

Exemple 40 : Si on prend pour E la théorie minus on a

{x} = {-(=x), -(=(-(-N}

Notation : Une méthode de calcul des E-unificateurs UnifE étant déterminée,

soient

SURES(t,t',A) U ES(tl,tl’,A).a

g€ Surred(t::t’,R,UnifE)

' A).o

U ES(tl,tl ,

o€ 5uperred(t==t’,R,UnifE)

SUPERES(t,t’,A)

Exemple 41 : Si on prend £ = g, R = {x+x — x} et UnifD comme méthode
d’unification alors

SURES(y+(x+a)==a,A) = ES(x+a=za,A).(y ¢ x+a) U ES(y+a==a,A).(x ¢ a)

Le résultat suivant permet de s’assurer que la surréduction ne fait pas

sortir ‘de 1l’ensemble des A-solutions.

b

1@
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Lemme 30 : SURES(t,t’,A) est inclus dans ES(t,t’,A)

Preuve: Il faut montrer que pour toute application Unif toute substitu-

E,
tion surréductrice o de Surred(t==t’, R, UniFE) et tout élément a
de ES(tl,tl’,A), alors a.o est une A-solution de t==t’. Or par

définition de ces deux substitutiors on a
ao(t) —RE a(tl) = u(tl’) REQ_ ao(t’)

et par conséquent ac est une A-solution de t==t’ puisque —*RE est

inclus dans = m]

La preuve de la réciproque nécessite de mettre en évidence le lien entre
RE-surdérivation et RE-dérivation. Des versions particuliéres de ce
résultat sont données dans [Hullot1980] pour € = @ et la Re-réécriture, et
[Jouannaud1983] pour la surréduction associée & la réécriture de Peterson

et Stickel.

Proposition 11 : Soit to un terme et p une substitution RE-normalisée telle
que p(to) —RE[m,g —* d] tl’.
Alors il existe des substitutions o et p telles que :

* to -"->RE[m,g = d,o] t1

* p(t) =t
* D(u) = Var(tl)
*p o= po [Var(to)]

Ce qu’on peut schématiser par

Co -*->RE[m,g—d,q] tl

€ (f‘

“e
p(to) ~*Re[m,g—d] tl'
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)
Preuve: Montrons d’abord que to est RE-surréductible. p(to) étant RE- = ll":'(t())[m<—|.u;1(d)]
- - ’
réductible & l’occurrence m par la régle g = d que 1'on supposera “E p(to)[m<—p(d)] =E tl =
telle que Var(g) N Var(p(to)) = ¢, il existe une substitution y
telle que ﬁ Lemme 31 : Si A = (R, E) est RE-Church-Rosser alors ES(t,t’,A) est A-inclus
dans ES(t,t’,E) U SURES(t,t’,A).
Y € FiltreE(gvP(to)lm)
Preuve: Soit p la RE-normalisée de a.
mais p étant RE-normalisée et Var(g) N Var(p(to)) =0 Si p(t) = p(t’) la conclusion est claire puisque a =p P et que p
)
- i t==t’.
- m"ec("g"’“oh)) c UNIFE(Q'P(toh)) est dans ce cas une E-solution de
Sinon, il faut montrer que pour toutz A-solution a de t==t’ il
Par la condition (3) de la définition de UNIF on a, existe une substitution o qui surréduit t=st’ en t ==t ’ et une A-
solution p de t ==t ’ telle que a =, uo.
Y € UNIF (g,ty, ) 2 e ty==ty q %s
Si p(t) A p(t?) sans qu’il y ait £-égalité, puisque le couple
et y et p pouvant étre choisies de telle sorte que leurs domaines (R,E) est supposé RE-Church-Rosser, au moins 1'un des deux termes
sotent disjoifitay an & yp= y+p: p(t) ou p(t’) doit étre RE-réductible. C’est & dire que
Par conséquent il existe o dans UnifE(g,toim) et une substitution &
? t)==p(t’) RE t ==t ’.
telles que p(t)==p(t’) [CN}
On peut donc appliquer la propriété précédente sur le terme
8.0 ¢ V4P [var(g) U Vnr(to)] . e P
p(t)==p(t’). I1 existe donc une substitution normalisée p telle que
et to est bien RE-surréductible
ET == == w=t ?
Ly t==t? >RE t1 tl
t, ="~ - =
o ‘>RE[m,g d,o] t a(tolm‘—d]) | ’ ’ . " e
avec p(tl) = to et p(tl ) ¢ to et a = P =g Ho. Comme de p
Définissons maintenant y par p = 6|Var(tl)' On a bien par on a
définition de ces objets F +
! - - = 'y - ' o
) n(t)) =ty =, p(b) =, p(E7) =) 07 = plt)")
p = p.o [Var(t )]
B 0 p est une A-solution de t ==t ’. O

1771
Montrons enfin que p(tl) = t;’- En effet,

p(tl) = (p.a)(to[m‘_d]) &Y
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On peut donc déduire des résultats précédents :
Théoreéme 14 : Si A = (R, E) est RE-Church-Rosser alors

ES(t==t’,A) =5 ES(t==t’,E) U SURES(t==t’,A)

Par conséquent les A-solutions d’une équation e sont obtenues soit
comme E-solution de e soit comme le produit d’une A-solution de 1?équation

surréduite composée avec la substitution surréductrice.

Ce résultat permet de caractériser la surréduction au niveau des
ensembles de substitutions qu’elle manipule et par conséquent permet de
mettre en oeuvre les résultats généraux obtenus précédement. Par exemple,
la réduction des termes des équations surréduites utilisée par Fay et
appelée narrowing dans [Retyl985] se justifie de Ffagon trés simple dans
notre formalisme puisque nous avons vu que toute relation de réécriture

conserve 1’ensemble des A-solutions d’un unificande.
Théoréme 15 : Si A = (R, E) est RE-Church-Resser alors
ES(t==t’,A) = ES(t==t’,E) U SUPERES(t==t’,A)

Plus généralement, on peut appliquer les transformations qui conservent les
ensembles de A-solutions sur les équations surréduites : décomposition,

fusion, ou autre mais aussi celles qui généralisent, donc toute opération

de mutation.

Par ailleurs ces résultats permettent de Jjustifier une stratégie de
surréduction ou de superréduction ol on arréte de surréduire un terme dés

que 1’on connait non pas un ensemble complet de E-selutions mais un ensem-

(2
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ble complet de A-solutions, comme nous 1’explicitons dans 1'exemple

suivant.

Réciproquement, le résultat précédeni. permet de considérer 1la

surréduction comme une opération de mutation.

I1 faut également noter que ces résultats restent valables si on se limite

aux substitutions surréductrices (ou superréductrices) RE-narmalisée.

2. Surréduction et unification

Nous allons appliquer les résultats précédents a la recherche

d’ensemble complets de A-solutions d’une équation donnée.

Corollaire 5 : Soit A une théorie telle que le couple (R,E) soit RE-
Church-Rosser et la RE-réécriture noetherierne. Soit I 1’ensemble des sub-

stitutions o telles qu’il existe une RE-surdérivation issue de t==t’

~ r - P == ’
test? S"RE[og] ty== )0 2> ot est 0 StRE[0 (]t sst

[+

avec tn et tn’ E-unifiables, ¢ = p 0

AT et p dans ECU(tn==tn ,E).

Alors I est un ensemble complet de A-unificateurs de t=zt’.

Preuve: Si o est un élément de ¥ il est clair gque c’est une A-solution de

t==t?,

Si a est une A-solution finie de t==z=t’, montrons par 1’absurde que

a s’écrit sous la forme

e =, B.an_l...ao

avec B € ES(tn==tn’,E). Si ce n’était pas le cas par application

de la proposition précédente, on aursit, en posant
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oo
o= o
i=1

a(t==t’) réductible une infinité de fois, ce qui contredit la

noethérianité de —RE.

3 == ’ < = 2 .
Soit p un élément de ECU(tn t ,E) tel que p 5B [Var(tn t )]

On a donc

p.g

a0, S0P .
nel'"9 B CPRERL a

0°E 07A

Ce qui prouve que X est un ensemble complet de A-solutions de

t==t’. O

Ce résultat permet de construire une procédure complete de A-
unification pour une équation t==t' : il suffit en effet de construire pro-
gressivement les surdérivations issues de t==t’. Une telle procédure ne
terminera pas nécessairement, nous en donnerons des exemples dans le
paragraphe suivant. Par ailleurs si elle termine, l’ensemble des A-
unificateurs retourné n’est pas forcément minimal.

Exemple 42 : Soit R le systéme de réécriture confiuent :
~(-x) = x

=(x +y) = (-y) + (~x)
et £ = g,
Soit e=(xsz-y), un ensemble minimal complet de A-unificateurs est
{(x+--y)}. Par la procédure issue du corollaire précédent, on obtient,
outre la solution (x¢-y) qui correspond & la E-solution de t==t’, la solu-
tion (y ¢--x) obtenue par :

xzz-y -"=>[1, y < -x] x == x
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et la solution (x*'(-x2)+(-x1)) (y & x +x,) obtenue par :

1
x==-y -"->{2, y & xl+x2] X == ~x2)+(-xl).

Remarque : Il est clair sur cet exemple qu: la pracédure ne s’arréte pas
alors qu'un critére simple d’arrét pourrait @étre utilisé : si une
surdérivation débouche sur une équation é dont on connait un ensemble com-
plet de A-unificateurs, s’arréter en cretournant cet ensemble composé &
gauche par le produit des substitutions surréductrices qui ont permis

d’aboutir a é.

Dans 1’objectif d’étudier des améliorations de la procédure précédente

nous allons introduire formellement la notion d’arbre de surdérivation.

Définition 76 : On appelle arbre de surdérivation associé & un terme t (qui
peut étre une équation) 1’arbre noté Arb_sur(t) défini par

- Arb_sur(t)(e) = t

- 5i Arb_sur(t)(m) = t* alors Arb_sur(t)(m.i) = t” pour 9y dans

Surred(t’) et t’ —*—>[ai] ?, ©

Un arbre de superdérivation se défini de fagon analogue.

Remarque : Il est équivalent de se donner 1’occurrence d’un noeud t’ dans
Arb_sur(t) et la suite des substitutions surréductrices permettant de

surréduire t en t’.

Remarque : Les résultats précédents permetient de faire des surdérivations
"hétérogénes” en ce sens ol il n’est pas nécessaire de faire le méme type
de surréduction & chaque étape de surréduction, & condition qu’a une pro-
fondeur donnée dans 1’srbre de surdérivation le méme type de surréduction

soit utilisé.
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Un arbre de surréduction hétérogéne

3. Réduction de 1’arbre de surdérivation

La surréduction comme la superréduction permettent de construire de
fagon systématique des algorithmes de A-unification mais de graves défauts
entachent cette généralité. Ce sont la non terminaison du processus de
surréduction et la redondance des solutions trouvées. Il faut donc réduire
et/ou factoriser 1’arbre de surréduction sans perdre la complétude du pro-
cessus qui doit toujours fournir, s’il termine, un ensemble complet de A-
solutions pour 1’équation considérée. Nous allons voir trois améliorations

qui vont dans ce sens.

D’une part la surréduction basique introduite par Hullot [Hullot1980]
qui permet de réduire 1l’arbre de surdérivation en enlevant les branches qui
correspondent en fait & des surréductions sur des sous termes provenant de
parties de substitutions appliquées & une étape précédente. Nous

généralisons cette approche aux réécritures équationnelles.

D’autre part la factorisation de certaines branches infinies ration-
nelles de 1l’arbre de surdérivation. Cela permettra de décrire finiment des

ensembles infinis de A-unificateurs et éventuellement, si 1’arbre de

R, - sumebnclim

33

@
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surdérivation est infini rationnel, de décrire finiment des ensembles com-

plets infinis de A-unificateurs.

Enfin, la suppression des branches subsumées de 1’arbre de
surdérivations c’est-d-dire des branches vui sont en quelle sorte instance
d’une autre branche, permettra également di réduire la taille de 1’arbre de
surdérivation sans perdre la complétud: des ensembles de A-solutions

trouvés.

Nous supposerons dans toute la suite que A est une théorie telle que

le couple (R,E) soit RE-church-rosser et a terminaison finie.

3.1. La surréduction basique

La surréduction basique a été définie et étudide par J.M. Hullet
{loc.cit.] pour la surréduction simple (E = @) puis généralisée & la
surréduction de Peterson et Stickel (R,E-surréduction) dans un travail en

collaboration avec J.P.Jouannaud et H.Kirchner [Jouannaudl983].

L’approche que nous proposons ici va nous permettre de définir et de
prouver la complétude de la surréduction basique pour une classe de rela-
tions de surréduction contenant la surréduction simple et la R,E-

surréduction.

L’idée directrice de la surréduction basique prend naissance dans la
correspondance entre réduction et surréduction exprimée dans le lemme BB@.
Ce lemme met également en évidence 1’existence de E-unificateurs pour
1’équation surréduite si 1’équation réduite correspondante est en A-forme
normale modulo E. Une ”bonne” stratégie de surréduction va donc consister &

calquer une méthode de recherche de Ja forme normale utilisant une
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stratégie correcte. Par exemple réécriture de 1’extérieur vers 1’intérieur
ou de 1'intérieur vers 1’extérieur ou encore réécriture n’utilisant que des

filtres normalisés.

Exemple 43 : Si on considére le systéme de réécriture
h(h(x)) = x
h(a) ~+ a

on a alors en suivant une stratégie de 1’intérieur vers 1’extérieur
h(h(a)) = h(a) = a

et en suivant une stratégie de réduction & filtre normalisé en plus de la

réduction précédente on a la possibilité :
h(h(a)) —=[(x+a)l a

La stratégie de 1'intérieur vers 1’extérieur est donc plus intéressante car
moins générale que la stratégie & filtre normelisé tout en restant
compléte. De plus, chose trés importante ici, 1’ensemble des occurrences
de réductions licites au iéme pas de réductinn Mi pour la stratégie de
1’intérieur vers 1’extérieur est fonction de 1’ensemble des occurrences

licites pour la (i-1)éme réduction, de 1’occurrence de réduction m et de la

régle utilisée g = d :

Mi = (Hi-l - {m.m* | mm € Mi_l}) U {m.m” | m” € 0(d)}

La surréduction basique va utiliser cet ensemble d’occurrences s’il existe
une bonne correspondance entre les accurrences d’application d’une régle
dans la réduction et 1’occurrence d’application de la surréduction

associée. Dans ce cas, la surréduction sera guidée de fagon syntaxique
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(donc efficace) dans les termes & surréduire.
Définissons maintenant la surréduction basique.
3.1.1. Définitions

Définition 77 : Une RE-réécriture étant choisie, on dit qu'une RE-
dérivation

t —>RE[mo,o0] t —'RE[ml,al] —’RE[mn,cn} t

0 1

suit une stratégie & filtre normelisé ssi chaque filtre utilisé o est RE-
normalisé.
Cette méme dérivation suit une stratégie de 1’intérieur vers I1’extérieur

It de la RE-dérivation

ssi & chaque réduction t, —RE[m kel

k ka1 kel

considérée, il n’existe pas de radical & une occurrence plus grande que

"1t O

Définition 78 : Soit to un terme, M. un ensemble d’occurrence de D(to) clos

0

per préfixe et p une substitution RE-normalitée. La RE-dérivation

- 9
pty) =RElm,k ] t * —RE ... —=RElm ,k 1t

et la RE-surdérivation

t -“—>RE[mo,ko] tl ="-3RE ... - ->RE[mn,kn] tn+

0 1

sont basées sur M0 si et seulement si pour tout i dans [1..nl, m. appar-

tient a Mi avec

Mg = M - {mi.m’ | m.n’ € Mi}) U {mi.n” | m e D(dki)}

Mi+1 sera aussi noté 0cbns(Mi,m,ki). La RE-cérivation ou RE-surdérivation
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est dite basique si M0 = U(to). O

Exemple 44 : Si nous considérons le méme systéme de réécriture que dans

1’exemple précédent, la surdérivation suivante est basique
h(y) +y ="=>[1,(y<h(x))] h(x) + h(x) -"->[1,(x<a)] h(a) + a
alors que la suivante ne l’est pas :

hly) +y ="=>[1,{y=h(x))] h{x) + h(x) -"->[2,(x*a)} a + h(a)

Nous pouvons maintenant introduire les ensembles de A-solutions calculés

par surréduction basique.

Définition 79 : Soient t et t’ deux termes, M un ensemble d’occurrences, on
note

SURES(t,t”,A,M) = U ES(t,t)",A) .0
aESurred(t::t‘,R,UnifE,M)
ol Surred(t::t’,R,UnifE,M) est 1’ensemble des substitutions surréductrices

issues de t==t’ pour la méthode d’unification Unif_ et 1’ensemble de régles

E
R, 1'unification se faisant 4 une occurrence de M. R et Unif‘E pourront
8tre implicites dans la notation ci dessus.

L’ensemble des A-solutions de t==t’, trouvées par RE-surréduction basée sur
M est notée BU(t==t’,A,M) on a donc

BU(t==t',A,M) = ES(t=zt’,E) U U
o o€Surred(t==t’ M)

BU(t==t’,A,Ocbas(M,m,k)).c

Nous allons chercher sous quelles conditions BU(t==t’,A,0(t==t’)) est

1’ensemble des A-solutions de t==t’.

=
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3.1.2. Complétude de la surréduction basigue

Définition 80 : M étant un sous ensemble de O(t==t’) clos par préfixe, soit
SU-N(t==t’,A,M) le sous ensemble de 1’enszmble des A-solutions normalisées
de t==t’ défini par :

SU-N(t==t’,A,M) = {0 | o € ES(t==t’,A) et il existe une RE-dérivation basée

sur M de o(t==t’) vers sa forme normale}. O

Remarque : Suivant les valeurs de M, SU-N(t==t’,A,M) peut &tre vide ou non.
Si t==t’ a des A-solutions alors SU-N(t==t’,A,0(t==t’)) est non vide car si
a est une A-solution RE-normalisée de t==t’, il existe une RE-dérivation de
1’intérieur vers 1’extérieur de a(t=z=t’) vers sa RE-forme normale en vertu

du lemme qui suit.

Lemme 32 : Soient t un terme, p une substitution normalisée et t’ = p(t).
Alors toute RE-dérivation de 1’intérieur vers 1’extérieur issue de t’ est
basique et il existe une dérivation basiqusz allant de t’ vers sa RE-forme

normale.

Preuve: La premiére assertion découle des définitions. La seconde provient
du fait qu’il existe toujours unz RE-dérivation de t’ vers sa RE-
forme normale, suivant une stratégie de 1'intérieur vers

1’extérieur. Il suffit alors d’appliquer la premiére assertion. [

Pour prouver la complétude de la surréduction basique nous nous limitons
aux théories qui vérifient la propriété de forte cohérence qui assure une
correspondance entre les occurrences d’application d’une RE-réduction et

celles d’une RE-surréduction associée.

Dffinition 81 : On dit qu’une théorie A = (R,E) est fortement RE-cohérente
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si elle RE-confluente et si pour tout terme t, tout sous ensemble M de O(t)
clos par préfixe, toute RE-dérivation issue de t basée sur M et tout terme
LI t tel que dans cette E-égalité les occurrences d’applications

d’axiomes soient plus grande que les éléments de M alors il existe une RE-

dérivation issue de u et basée sur M. O

Exemple 45 :
# Toute théorie R,E-Church-Rosser est fortement cohérente comme cela est
prouvé dans [Jouannaud1983].

+ Pour la RlLRnl

la R,E-réécriture car dans ce cas 1’application d’un axiome dans une régle

,E-réécriture, il n'y a pas de résultat général comme pour

peut modifier la réductibilité du terme. Il est par contre simple de
vérifier que le systéme de RlURnl,E—réécriture découvert par REVEUR3 dans

le cas des groupes abélien, par exemple, est bien fortement cohérent.

Lemme 33 : Soit A = (R,E) une théorie fortement RE-cohérente telle que le
couple (R,E) soit Church-Rosser, la RE-réécriture noetherienne, t et t’
deux termes et M un sous ensemble de 0(t==t’). Alors SU-N(t==t’,A,M) est

E-inclus dans BU(t==z=t’,A,M).

Preuve: Par récurrence noethérienne en utilisant 1’ordre bien fondé induit
par la relation de RE-réécriture.
Soit p un élément quelconque de SU-N(t==t’,A,M). Si p(t==t’) est
RE-normalisé alors p est un E-unificateur de t et t’, c’est donc
par définition un élément de BU(t==t’,A,M).
Sinon, p(t == t’) est RE-réductible en sa . forme normale par une
dérivation basique dont la premier pas est tel qu’il existe p tel

que,
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te=t’) — == ’
plt==t’) —RElm,k]} tg == to's
t==t’ -"->RE[m,k,0] t==t)’,

pltjsst ’) = t) == ¢,

o] :E H.0
ce qu’on peut résumer par le diagramme suivant :

s
0 t0

n
sl

p(t) =, p(t?)  —REm,k] ¢

— |

E
< fe
t ==t -"->RE[m,k,o] by ==ty

La RE-dérivation de t0==to’ vers sa RE-forme normale est donc basée
sur  M’=Ocbas(M,m,k). La thiorie étant supposée strictement
cohérente, p(t1== 1’) se réduit igalement en sa RE-forme normale
par une RE-dérivation basée sur M'. De plus p(tl:=tl’) est un fils
pour le bon ordre induit par la relation de RE-réécriture de
p(t==t’). En appliquant 1’hypithése de récurrence, x qui est un
élément de SU—N(tl==t1',A,M') appartient donc aussi a
BU(tl==t *yAM ). Comme p =g B0, p est donc E-égale 4 un élément

de BU(t==t’,A,M). [J

Si on applique ce résultat pour M = O(t=-t’) il vient

SU-N(t==t’,A,0(t==t")) C BU(t==t’,A,0(t:=t’)) G ES(t==t’,A)

N _n

|

" SU-N(t==t’,A,0(t==t"))

ce qui s’énonce :

Corollaire 6 : Pour toute thécrie A fortement cohérente

BU(t==t’,A,0(t==t")) =A ES(t==t",A).

De la méme fagon que pour la surréductior simple on en déduit une maniére

de calculer un ensemble complet de A-solitions d’une équation t==t’.
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3.1.3. Une condition suffisante de terminaison de la surréduction

La surréduction basique permet de réduire 1’espace des surréductions
mais en général elle ne termine pas non plus. Nous donnons maintenant une
condition suffisante qui géneralise celle donnée par J.M. Hullot pour 1la

Rg-surréduction.

Proposition 12 : Si A est une théorie tel que le couple (R,E) seit Church-
Rosser, fortement cohérent et noethérien et telle qu’il existe un algor-
ithme fini de E-unification. Si toute RE-surdérivation basique issue d’un
membre gauche d’un élément de R termine alors tuute surdérivation basique

issue d’un terme quelconque termine.

Preuve: C’est essentiellement la méme que celle de [Hullotl980] (1

Exemple 46 : Le résultat précédent s’applique facilement si les membres
droits des régles sont réduits & une variable. La surréduction basique
fournie donc un algorithme d’unification fini pour les théories suivantes :
% L’idempotence : x + x > x

# les quasi groupes [loc.cit.],

% les arbres binaires signés [Kirchner1982],

* Commutativité et idempotence,

* Associativité-commutativité idempotence

etc ...

3.2, Factorisation de 1’arbre de surdérivation

Dans cette section nous montrons comment factoriser les branches
infinies rationnelles de 1’arbre de surdérivation. L’exemple suivant d’un

tel arbre infini est inspiré par [Fages1983].
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Exemple 47 : On considére le systéme de réécriture R suivant

(1) g(f(x,y)) = g(y)

E = B et 1’équation e=(g(x) == g(0)). On a par conséquent
e = (g(x) == g(o)) -"->[1, x « f(xl,xz)] é = (g(xz) == g(o))

€ est égale & e & un renomage des variables prés, Arb_sur(e) est donc un
arbre infini rationnel (au renomage des variables prés). On peut le

représenter par

g(x) == gla)
N

x¢=f(y,x)
Nous allons montrer comment décrire finiment 1’ensemble des A-solutions de

e issues d’une telle branche infinie.

3.2.1. Caractérisation des branches infinies rationnelles de 1’arbre de

surdérivation

Dans ce qui suit nous considérons que nous résolvons 1’équation ey =
(t0==t°’) et que Arb_sur(eo) est un arbre rationel. Nous pouvons donc
cansidérer que les équations dérivées de e, par surréduction  sont
numérotées par un entier de {1..n]. Nous appellerons noeuds de succés de

Arb_sur(eo) les noeuds étiquetés par une équation e telle que ECU(e,E) ne

soit pas vide.

Nous définissons maintenant les objets qui vont nous étre nécessaires pour

décrire finiment 1’arbre de surdérivation.

Soit Loop_Eq l’ensemble des équations e de Arb_sur(eo) dont est issue une

boucle :
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Loop Eq={ e | e -+"->e e, -#"-> e}

0

Soit Fini 1'ensemble des substitutions qui étiquetent un chemin sans boucle

et qui termine sur une équation qui a un enserble de E-unificateurs non

vide :
Fin.1 ={ao]| e - ->[al] e ee - —>[un]ei
b n
tel que
*e = (t == t’) avec T=ECU(t==t’,E) ¥ &
n
# V k dans il' Ty in’ e n’appartient pas & Loop_Eq

%0 =T. ... avec T € 1.}

1

Un élément de Fini est donc un chemin issu du noeud étiqueté par ei, ne
passant pas par une équation donnant lieu & une boucle mais éventuellement

issu d’une telle équation et terminant sur un noeud de succés.

Soit Loopp 1’ensemble des substitutions obtenues & partir d’une boucle dans

une surdérivation issue de ep.

Loopp s{o}lo= OO

tel qu’il existe une surdérivation
* ey - *=> ep
ve, - ->[ol] B, = ->[02] cee - —>[ok] e, e,
1 k
*Viet jdans 1,...,k, i # j=>e #e_ (pas de boucle)}
pi pj
Un élément de Lcopp correspond donc & un chemin décrivant une boucle issue

du noeud étiqueté par ep.

Soit Premp 1’ensemble des substitutions obtenues comme la premiére partie

8
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d’une surdérivation issue de €q» Sans contenir de boucle :

Premp = { o | il existe une surdérivation

0

Y 0
ey - ->[ul] e em ey

. 0
- —>[cn] e
telle que
0
e =e
* e € Loop_Eq
P
# 0 = Un...Ul
*Viet jdans 1,...,n, 1 # j => eg * eg (pas de boucle)}

Un élément de Premp correspond donc & ur chemin sans boucle issu de la

racine et arrivant sur un noeud d’ol part une boucle.

Pour toutes les équations dont est issue une boucle, Inter_looppq décrit

les substitutions permettant de passer c’une boucle & une autre :

Inter_lxmppq = {o | il existe une surdérivation

Al P oo Sl A p
és >[ol] e >[c2] N >[°k] €
avec
_ P
¥ B, 5o,

* ep et eq appartenant a Loop_Eq
¥p#qg

*Viet jdans 1,...,k, 1 # j => e? #* eg (pas de boucle)}

Un élément de Inter_looppq correspond donc & un chemin ne contenant pas de

boucle et joignant deux noeuds d’ol part une boucle.

Nous pouvons maintenant décrire un ensemble complet de A-solutions de

1’équation €y




-198-

Soient Zi les ensembles associés & chaque équaticn origine d’une boucle
définis récursivement comme suit.
* . contient Prem,,
i i
# Pour toute substitution B dans Loopi et a dans Zi, f.a appartient
a Zi,
# Pour tout j dans N et toute substitution y dans Intet_Loopji et a

dans Zi, a.y appartient & Ii.

Un élément de Ei correspond donc & un chemin possible de la racine de
1’arbre de surdérivation jusqu'd un noeud étiqueté par e aprés avoir

éventuellement bouclé 3 des noeuds étiquetés par un ej.

3.2.2. Définition récursive des A-solutions

Scit I 1'ensemble des substitutions défini par :
* Fin0 cz,

* Pour toute substitution a in Ii et A dans Fini, A.a appartient &

En d’autres termes un élément de I est issu, ou bien d’un chemin sans bou-
cle depuis la racine jusqu’a un noeud de succés, ou bien est composé d’un
chemin de la racine jusqu’ad un noeud e, d’o0 part une boucle, suivi par un

chemin débouchant sur un noeud de succés.

Théoréme 16 : I est une ensemble complet de A-solutions de 1’équation ey

Preuve: C’est une conséquence des définitions que nous venons de donner.
D’une part tout élément o de ¥ est une A-solution de €, car ¢ est

le produit de substitutions surréductrices étiquetant un chemin

menant & un noeud de succés en, par un E-unificateur de en.
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Réciproquement, si o = TG ... est une substitution obtenue par

la surdérivation
~ ~ ~ o] h »
&y - *->[01] e - *-)[azl e, ... - *—>[un] e, = (tn == tn )

avec 1 élément de UniFE(en) et UTERRRYLA toutes les équations de
cette surdérivation d’od est issue une boucle (i.e. élément de
Loop_Eq). On vérifie facilemen! que chacune des substitutions i
appartient & 1’un des ensembles Premi, Fini, Loapi ou Inter“loopij.

Donc o appartient a . [

Pour un arbre de surdérivation rationnel la description que nous venons de
donner de X est finie, on peut donc mcdifier la procédure de surréduction
de telle sorte qu’elle termine si l’arbre de surdérivation est rationnel.
I1 s’agit donc de détecter des boucles éventuelles dans 1’arbre de
surdérivation. Il suffit pour cela de gerder 1’histoire de la formation de
1’arbre. 0On obtient dans ce cas un alcorithme qui retourne une définition

récursive finie des A-solutions de 1'équation ey

3.2.3. Exemple de définition récursive des A-solutions
Si nous reprenons l’exemple donné su début, 1’équation g(x) == g(o)
n’est surréductible que par la régle (1) et par conséquent
* Pour tout i dans N, Fini = Fin0 = {(x « 0)}
% L’ensemble £ des A-solutions de 1’équation trouvée ici sera done
récursivement défini par

@ {(x —o)l}cz
® si (x < t) € X alors (x + f(y,t)) € X.
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3.3. Suppression des branches subsumées

L’objectif est ici de montrer comment enlever certaines branches de
1’arbre de surréduction qui n’apporteront que des A-solutions instances

d’autres A-solutions.
Exemple 48 : Considérons le systéme de réécriture confluent
X+ x = x

(a+x)+(x+a)~*a+x

et 1’équation (x + y) + (y + x) = v ol u est un terme quelconque.
On a parmi d’autres superdérivations

(x +y) ¢+ (y +x) == u -"">[yex] x == u

(x+y) + {y+x)==u-"">[xta) a+y==u-"">yal a==u

La seconde superdérivation est une instance de la premiére en ce sens ol a
== u est une instance de x == u et (y<x) £ (x¢a)(y+a). Les A-solutions
trouvées par la premiére surperdérivation sont plis générales que celles
trouvées par le seconde. I} est donc inutile de poursuivre la
superréduction de a == u.

L’idée de base est donc qu’il est inutile de calculer les A-solutions d’une
équation qui est instance d’une autre 3 la condition que les chemins de
1’arbre de surdérivation qui ménent & chacune de ces équations soient

également instances 1’un de 1’autre.

Théoréme 17 : Soient eyr € et e, trois équations telles que .eo —*“-)[al]

e, et ey - —>[02] e,. Si il existe p telle que B(el) =) € et fo, =, o,
alors ES(ez,A).c2 est A-inclus dans ES(el,A)‘ul

-
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Preuve: Soit a € ES(eZ,A), o(tz) = a(tz‘) d’ol
aBlt)) =, alt,) =, alt,’) =, ap(t )
et par conséquent af est une A-sclution de 2t donc
ES(eZ,A).E c ES(el,A)

ce qui compte tenu de la seconde hypothése implique

ES(eZ,A).a2 2 ES(eZ,A).B.ol € ES(el,A).o1

Une conséquence immédiate de ce résultat est que 1’on peut couper” les

branches de 1’arbre de surdérivation instance d’une autre sans perdre la

complétude.
3.3.1. Implantation

La surréduction basique s’implante facilement puisqu’il suffit de cal-
culer & chaque étape 1’ensemble des occurrences basiques. La détection des
boucles et des branches subsumées nécessite de garder 1’histoire des cal-
culs précédents ce qui peut se réaliser =fficacement avec une implantation

de 1’arbre de surréduction par addressage dispersé.

En ce qui concerne 1’implantation de la surréduction elle méme, la simili-
tude entre la surréduction et le calcul de paires critiques peut étre
exploité en implantant la surréduction ou la superréduction par un algor-
ithme de complétion de systémes de réécriture, & la Knuth et Bendix. Cette
idée décrite par N.Dershowitz [Dershowitz1984] est mise en forme dans

[Kirchner1985]. Elle a été réalisée comue une extension du laboratoire de
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réécriture REVE2 pour la superréduction dans le cas E=@ par P.Rety et est
décrite dans [Retyl985]. Un mécanisme de détection des boucles en téte de
1’arbre de surdérivation donc de définition récursive de certains type de

A-solutions, compléte cette implantation.

v

=
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CHAPITRE 7/

UNIFICATION DANS DES MEL/NGES DE THEORIES

Nous abordons dans cette partie 1’un des points les plus difficiles de
la conception d’un algorithme d’unification : la preuve de sa terminaison.
La correction partielle d’un algorithme d’unification construit avec les
outils que nous avons exposé précédemment découle des résultats de correc-
tion de ces outils. La preuve de la correction totale est en général un
probléme difficile (la preuve de terminaison de 1’algorithme d’unification
associative commutative de Stickel est rectée un probléme ouvert prés de 10
ans avant d’&tre résolue par F. Fages [Fagesl984]) et excepté le travail
récent de K. Yelick [Yelickl985] aucun outil n’était donné dans un cadre
général pour travailler modulo des mélanges de théories, c’est & dire une
théorie présentée par un ensemble d’axiomes A tel gu’il existe une parti-
tion de A en parties indépendantes c’est & dire agissant sur des symboles

de fonctions différents.
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Pour de telles théories nous allons montrer que la connaissance d’un
algorithme de compléte décomposition d’un unificande modulo chacun des
éléments de la partition de A, permet de donner un algorithme de compléte
décomposition dans la théorie A. Cela généralise donc les résultats de
Fages sur la terminaison de 1’unification AC [loc.cit] et constitue une

approche unifiée différente de celle proposée par K. Yelick [loc.cit.].

1. Combinaison d’algorithmes de compléte décomposition

1.1. Structuration des systémes de multiéquations

Nous précisons tout d’abord sur quel type de théorie nous allons tra-

vailler.

Définition 82 : Si E est un sous ensemble de A, on note Sysb(E) ou FE
1’ensemble des symboles de fonction qui ont une occurrence dans les axiomes

de E.

Fe = {f| feFetfe Symb(tl) U Symb(tz) pour t

l=tzeE]

0

De maniére a simplifier les preuves nous imposons une forme particuliére

aux équations :

Définition 83 : On dit qu’un systéme de multiéquations est simple s’il est
fusionné et si ses éléments e sont de la forme suivante, e = (V(e)) (i.e
réduit & des variables) ou e = (V(e) = {t}) avec t non variable ou e = (t1

== tz) ol tl et t2 sont des termes non variables. O

Il est facile de montrer que tout systéme de multiéquations est équivalent

4 un systéme de multiéruations simple,
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Exemple 49 : Le systéme { (x ==y == z == t

1 =F tz) } est équivalent au

systéme simple { (x == yE5Z == tl), (tl == tz) 1

Afin de résoudre le probléme posé par 1’égalité multiple de variables
comme x ==y == z dans l’exemple ci-dessus, nous allons définir une forme
canonique des systémes dans laquelle toutes les variables d’une méme

multiéquation sont remplacées par un représentant déterminé.

Définition 84 : Pour un systéme de multiéquations fusionné S, soit RS la

relation définie sur 1’ensemble X des variables par
X RS y <=> il existe une multiéquation e de S telle que x, y € e

On notera x” un représentant de la classe de x et S~ un systéme obtenu en
remplacant dans tous les termes non variables de S chaque variable par le
représentant canonique de sa classe modulo RS. S” sera dit non-ambigu et

noté, pour des représentants fixés, Rempl-Var(S). O
Par application du lemme sur le remplacemant, S et S~ sont A-équivalents.

Exemple 50 : Si on considére le systéme
S={ (x==y==2z=2=a+2), (xl == (x +y) % a)}
on a alors en choisissant x comme représentant de la classe {x, y, z}

ST ={ (x==y==2z==a4+x), (xl==(x+x)*a)}

I1 faut noter qu’en géneral il n’y a pas unicité du représentant de la

classe et donc que S” n’est pas défini de fagon unique.

Nous partitionnons maintenant un systéme en sous-systémes homogénes :

Définition 85 : Soit P = [El,EZ,...,Ep} une partition d’un ensemble
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d’axiomes A, telle que pour tous k et j éléments de [1..p] avec k # j on
ait Symb(Ek) n Symb(Ej) = @. On dit que P est une partition séparée de A.

On associe & la partition P la partition suivante de F :

Pe = {Fp oFp suesfp oF d
1 "2 p
ol Fﬂ désigne les symboles de F qui n’apparaissent dans aucun axiome de A :
i:p
Fg =F- U FE .
i=1 7i

Pour simplifier les notations nous noterons

Exemple 51 : Si on prend
F= {+y *, Tl eg, a, b, ¢, f, g}!

A = {ac(*), ac(+), T(",eq), c(.), c(1)} et

£, = {ac(+)}

E, = {ac(»)}

Ey = {1(*,eq), c(.), c()}
P = {El, EZ' E3} est une partition séparée de A et
Fl = {“'}y Fz = {*}' F} = {A; eg, ., !}-

Définition 86 : Pour tout systéme S indécomposable et fusionné, on note
cd(S) 1’ensemble des multiéquations complétement décomposées de S et am(S)
le complémentaire de cd(S) dans S, c’est & dire 1’ensemble des
multiéquations de S qui sont indécomposables mais non complétement
décomposées (i.e. les équations & muter)

Si P est une partition séparée de 1’ensemble d’axiomes A, pour tout élément
E de P, on note amE(S) (respectivement ch(S)) 1’ensemble des équations de

am(S) (respectivement de cd(S)) dont tous les symboles de fonction sont
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dans F

am(S) = {e le€an(S) et Vtee, Symb(t) CF_}

E
On notera SE = ch(S) U amE(S) O

Exemple 52 : Pour S = {x == alz, x.¢ == y.(alz), xxy == axz} et pour
partition de A donnée dans 1’exemple précédent on a :

ed. = {x == al2}, am. = {x.c == y.(alz)}
£, £ y.(alz

cd. =@, am_ = {xxy == asz}
& £

Définition B7 : Soit P une partition séparée de 1’ensemble d’axiomes A.

la

On

dit que le systéme S est P-séparé si toutes les équations e de S sont

telles qu’il existe un élément Fi de PF tel que Symb(e) & Fi'

O

Lemme 34 : Si P est une partition séparfe de A, tout systéme S est

généralisable en un systéme S’ qui est P-s3paré.

Preuve: Il suffit de généraliser tous l3s termes intervenant dans

systéme., [

Exemple 53 : (Suite des précédents)

L’équation e = (f(xxy,a.(c eg x)) == f(ax(z+u),b) n’est pas P-séparée.
la généralise dans le systéme séparé

Sl 1= {f(xl,xz) == f(x},xa)y

X| ==X 4y,

x
n

= X5 . (x6 eg x),

x
u

=8 x,

le

On
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X5 == 8,
X6:=C
X ==z u}

Remarque : On peut généraliser moins abruptement en définissant la P-
séparation de maniére moins stricte en prenant dans la définition ci-dessus

Symb(e) S F_ U Fﬂ. En fait, les symboles de FB ont un status particulier

3

car on peut les faire intervenir dans certains sous-systémes dés que l’on
sait donner un algorithme fini d’unification de ces sous-systémes. C’est le
cas pour la partition 53 de 1l’exemple car nous avons vu dans les chapitres
précédents un critére simple de terminaison du processus de décomposition-

fusion-mutation pour la théorie E,.

Notation : Dans toute la suite, afin de clarifier les preuves, nous

n’utiliserons pas la remarque précédente et par conséquent nous associerons

a tout systéme S fusionné et P-séparé, la partition {S , S, S_, S.,
v "o El E2

D SE } ou Sv désigne 1’ensemble des multiéquations e de S qui sont de la
p

forme e = (V(e)) (i.e. réduite i des variables) et SE les équations de S

1

dont les symboles sont dans Ei. SE sera encore noté Si.

i

1.2. Une stratégie de compléte décomposition dans les mélanges de théories

Nous allons montrer que si on connait un algorithme de compléte
décomposition pour chacune des théories Ek' c’est & dire un algorithme qui,
prennant en entrée un unificande quelconque, retourne un unificande
complétement  décomposé, alors il existe un algorithme de compléte

décomposition pour A.
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i Commengons par donner la procédure ginérale de compléte décomposition
‘ pour les mélanges de théories. Soit P uie partition séparée de 1’ensemble

d’axiomes A telle qu’il existe un algorithme de compléte décomposition pour

B chaque élément de P.

Nous noterons CUMP-DECk la procédure de compléte décomposition dans la
théorie Ek' Son profil est le suivant :
CDMP-DECk(S : systéme d’équations construites sur Fk)

RETOURNE(unificande complétement déconposé)

SIGNALE (échec)

COMP-DEC(S : systéme P-séparé simple et non ambigu)
RETOURNE (unificande complétement décomposé)
SIGNALE (échec)

Sait W un ensemble de variables tel que Var(S) C W.
Choisir un sous-systéme Sk de S qui ne soit pas complétement décomposé.

SI il n’en existe pas
ALORS RETOURNER(S) (S est complétement décomposé)
SINON [Ri]iEI = COMP—DECk(Sk)
RESIGNALER(échec)  (propegation du signal d’échec)

soit R’
i

"

(s-sk) U R,
soit Ri” = Renpl-Var(Fus(Ri’))
RETOURNER ([COHP-DEC(Ri )] ieI)

FSI
FIN COMP-DEC

Nous allons montrer que si chacune des procédures COMP—DECk termine alors

COMP-DEC  termine. Il retournera alors une disjonction de systémes

complétement décomposés ou bien signalera échec.
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1.3. Terminaison de 1’algorithme COMP-DEC

On suppose dans tout ce paragraphe que la théorie A considérée est non
potente et que P est une partition séparée de A. Tous les systémes

considérés sont supposés séparés et mis sous forme simple.
L’ordre considéré sur les n-uplets d’entiers est l’ordre lexicographique.

Nous introduisons maintenant les mesures de complexité dont la combinaison

va permettre de prouver la terminaison.

Tout d’abord une mesure du nombre de variables qui occurent sous

plusieures familles de symboles.

Définition 88 : Pour un systéme P-séparé S, on note xs(x) le nombre de fam-
illes de symboles différentes sous lesquelles la variable x apparait, vi(S)
le nombre de variables de Var(S) qui occurrent sous exactement i familles
de symboles différentes : vi(s) = | { x tel que xs(x) =i} |

On pose imax{S) = max i.
vi(S)#O

v est le imax(S)-uplet défini par

v(s) = ( )(S), v (8)y.en, vl(S))

Vimax($ imax(S)-1

51 U est une disjonction de systémes, on prend pour 1’ordre lexicogra-
phique:

v(U) = max v(S)
o Seu

Exemple 54 : (Suite des précédents)
Pour le systéme

S ={ X * X, == Xz % X

3 4’

=

=
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X .y =E oK. (xl ' 2)}

onav = Y v, = 2, imax = 2 et v(S) = (2,5).

Des équations particuliéres vont apparaitre dans les systémes, nous
les appelons immutables car elles ne seront jamais modifiées lors des

transformations successives de S,

Définition 89 : Une équation e d’un systéme S fusionné est dite imsutable
si et seulement si elle est de la forme e = (V(e) == {t}) et si V(e) N
Var(Term(S-{e})) = @. Une équation non immutable est dite mutable.
L’ensemble des équations immutables de S est noté Immu(S). Les équations
mutables (respectivement immutables) de cd(S) seront notées cdi(S) (respec-

tivement cdm(S)). Le cardinal de cdm(SE ) sera noté x(S,k). On pose pour
e

tout systéme S

k=p
k(8) = X x(S,k)
k:l

et pour toute disjonction de systémes U

k(U) = max «(S)
Sey

Enfin nous aurons besoin de mesurer le degré de résolution d’un

systéme ou d’une disjonction de systémes :

Définition 90 : Pour tout systéme S on note &(5) le nombre de sous-systémes

SE non complétement décomposés. Pour une disjonction de systéme U on pose
k

8(U) = max §(S).
Seu
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Enfin nous combinons ces trois mesures de la maniére suivante :
Définition 91 : Pour tout systéme S on note Z(S) = (v(5), x(8), &(5}).. O

La preuve de terminaison va se dérouler selon le schéma suivant : la

résolution d’un systéme non complétement décomposé Sk = SE va soit faire
k

décroitre le nombre de variables partagées par plusieures familles, soit

provoquer des fusions dans Sk’ ce qui diminuera éventuellement le nombre

d’équations complétement décomposées et mutables d’autres sous-systémes,

soit augmentera le degré de résolution du systéme ou de la disjonction de

systémes.
Nous donnons tout d’abord quelques remarques techniques.

Remarque : Nous utiliserons dans la suite la propriété suivante :

pour toute sous-théorie Ek de A et pour tout systéme S homogéne sur E si

k)
x ==t (t € X) appartient & S alors x == z avec z € X n’est pas élément de
Eqw(S) (qui rappelons le est fusionné). Cela est simplement di au fait que

la théorie A est supposée non potente.

Lemme 35 : Si un systéme S a des A-solutions et est P-séparé alors Fus(S)

est également P-séparé. Par ailleurs la fusion conserve v.

Preuve: Seit S est un systéme séparé. Si on fusionne des équations x == t
et x ==t’, soit t et t’ sont homogénes sur la méme classe de sym-
boles FE pour E dans P, auquel cas t == t’ est encore P-séparée,
soit t et t’ sont homogénes sur des classes de symboles

différentes. Auquel cas puisque la théorie n’est pas potente t ==

em

=
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t’ n’a pas de A-solution, ce quj contredit 1’hypothése.
Par ailleurs la fusion ne peut pas modifier v puisqu’elle n’agit

pas sur la structure interne des termes. [J

Nous prouvons un premier résultat cui montre que si on résoud un

sous-systéme Sk F SE de S qui partace des variables avec d’autres sous-
k

systémes de S, sous des symboles de ces systémes, alors ((S) diminue

strictement.

Lemme 36 : Soit Sk un sous-systéme de $ non complétement décomposé tel
qu'il existe n dans [1..p] (n # k) avec Var(Term(Sk)) n Var(Term(Sn)) # 2.
Alors en reprenant les notations prises dans COMP-DEC, si Sk est le systéme
choisit dans la premiére étape de COMP-DEC, on a pour tout i de I, {(Ri”) <

§(s).

Preuve: Nous allons montrer que { diminue, méme si Rempl-Var peut faire
temporairement croitre v.
Les notations utilisées sont les mémes que dans COMP-DEC. Soit i €
I.
Soit x une variable occurrant dans un terme de Sk et un terme de
Sn'
Si x apparait dans Ri sous la forme x == t (t € X) ol les vari-
ables de t sont des nouvelles variables (i.e. en dehors de W), x
n’apparait donc plus sous aucun symbole de Fk et par conséquent v a
diminué de Sk a Ri”, la preuve est terminée dans ce cas.
S5i x apparait dans Ri sous la forme x == nv (nv € X-W), le

représentant de la classe de x pourra apparaitre & nouveau sous un

symbole de Fk' Dans ce cas v restera constant de S a Ri"'
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-214- 2 1P
S = [x1 == vy, qui fusionie en {x1 == X, 2= W) == X eg X,
Et alors de deux choses 1’une, Xy == vy, Xy == Xy == 0V,
Xy == V5, xToy == %, . %xl tz)}
* ou bien il existe une variable y apparaissant sous un terme de xa == "vl’
X == X Bg x,
Sk et un terme de Sj pour j € I (j # k) telle que son image dans Ri Xy == (x1 t )} !
i
!
soit de la forme x == t (t ¢ X), auquel cas v a diminué ainsi que et par Rempl-Var, on obtient :
nous 1’indiquions ci-dessus, R” = { X) == X, == V) == x eg x,,
)(2 == )(3 == nv,,
# ou bien ce n'est pas le cas et toutes les variables apparaissant X",y =z X %xl ! z)}
dans les termes de Sk donnent une équation de la forme x == nv (nv qui est tel que v(R”) = (0,4)
I B
€ X) dans Ri' Dans ce cas aucune nouvelle équation mutable n’est
Lemme 37 : Dans COMP-DEC, si le sous-syst.éme choisi Sk est non complétement
apparue dans Sk’ x(S,k) n’a pas augmenté. Dans cette éventualité il
décomposé et ne partage pas de variables avec le reste du systéme (i.e. tel
reste deux possibilités :
que Var(Term(Sk)) n Var(Term(S-Sk)) = @), alors k(S) 2 K(Ri”)-
- soit la résolution de Sk n'ea pas fait fusionner d’équations
i V]
dans S-5k et dans ce cas le systéme a gagné un degré de résclution Preuve: Les équations issues de la compléte décomposition de Sk et qui com-
5(8) > 6(Ri") posent les systémes Ri’ ne peuvent étres que de 1’un des trois
- ou bien certaines équations ont fusionné, faisant peut &tre types suivants:
croitre & mais diminuant « puisqu’il y a alors strictement moins (1) x ==t (t € X) et x € Var(T&rm(Sk)),
[ -‘
d’équations complétement décomposées mutables dans les systémes qui (2) x ==t (t € X) et x € V(Sk)
ont fusionné et qu’il n’y a pas, comme nous 1’avons vu, de nouvelle (3) x == nv (nv € X-W)
équation mutable dans Sk‘ * Les équations du type (1) sont immutables car par hypothése, x ¢

Var(Term(S-Sk)). I1 faut noter que nous n’en sommes sir que
Dans tous les cas YV i € I, Z(S) > {(Ri"). 0 { j

parceque, & cause du renomage Rempl-Var, aucune variable de la

classe de x ne peut apparaitre dans Var(Term(S-Sk)).
Exemple 55 : (Suite des précédents).

# Les variables "x” des équations de type (2) proviennent par
Si on résoud la premiére équation de S, on obtient entre autre systéme
définition des équations de cd(S), il y a donc moins (ou autant)
d’équations de ce type dans Ri que dans Sk'

* Les équations de type (3) n’interviennent pas ici car elles

n’interviennent pas dans la définition de «.
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La fusion de Ri’ provoque les modifications suivantes :

Pour les équations de type (1), si elles fusionnent, cela peut
étre :

- soit avec l’équation qui définit la classe de x i.e. du type
V(e) avec x € e. Par hypothése sur Rempl-Var, cette nouvelle
équation obtenue par fusion est toujours immutable,

- soit avec une équation x == t’ de Sj avec k # j. Il y a alors &
1’évidence une collision de symbole puisque A est supposée non

potente et Ri" n’a pas de A-solution.

Pour les équations de type (2), on a les mémes possibilités :

- fusion avec une équation de la forme e = (V(e)), 1’équation, si
elle était mutable le restera, de méme si elle est immutable,

~ fusion avec une équation x == t’ de Sj avec k # j. I1 y a col-

lision de symbole.

Les équations de type (3) peuvent provoquer des fusions dans les

autres systémes S. (j # k) elles diminuent alors le nombre

J

d’équations mutables complétement décomposées de ces systémes

puisqu’on a alors la configuration suivante :

X, == nv qui fusionne en x, == x, == nv == t, == t2

X == v et que 1’on réécrit par convention én

x, == t X, == X, == nv == t

1 1 1 2 1

Xy == tz t1 == tz

(#%) Soit il y a collision de symbole si x) == tl et x2 == tz ne

sont pas dans le méme sous-systéme Sj’ soit il y a une équation
complétement décomposée et mutable de moins.
Dans tous les cas, le nombre d’équations complétement décomposées

et mutables n’a pas augmenté i.e. K(Ri’,k) < K(Sk).

-

-
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Reste & étudier 1’impact de Renpl-Var sur k dans le passage de Ri’

a R.”.
i

Les classes de variables pour la relation R ont été modifiées par
la fusion précédente. Mais il »st clair que cela ne peut pas tran-
former une équation immutable en mutable, x est conservé : K(Ri",k)

= K(Ri’,k). O

Lemme 38 : Sous les hypothéses du lemse précédent on a (x(S),8(5)) >

(K(Ri"),ﬁ(Ri"))

Preuve: En effet soit x(S) = x(Ri”), ce qui signifie compte tenu de la
remarque (%) faite dans la prouve ci-dessus qu’il n’y a pas eu de

fusion dans d’autre sous-systémzs, et par conséquent (Ri")E étant
k

complétement décomposé, & a diminué de 1. Soit k(S) > K(Ri") et la
conclusion est claire. [
Théoreéme 18 : Si A est une théorie non potente, P = {El, 00 Ep} une par-
tition séparée de A telle qu’un algorithme fini de compléte décomposition
dans E_soit connu pour tout k € [1..p] alors COMP-DEC est un algorithme

fini de compléte décomposition dans A.

Preuve: « La correction de 1’algorithme: résulte de la correction de cha-
cune des transformation qu’il évoque.
* La terminaison résulte des résultats précédents car la mesure
(v(S), «(S), 8(S)) décroit strictement a chaque appel de COMP-DEC.
[}
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Nous venons donc d’établir que sans autre hypothése sur les théories
Ek que 1’existence d’un algorithme fini de compléte décomposition et la non
potence, la terminaison de 1’algorithme de compléte décomposition dans la

théorie A est assurée.

Pour donner un algorithme de A-unification il faudra alors ajouter &
1’étape de compléte décomposition, la résolution de la disjonction de
systémes de multiéquations complétement décomposées. On pourra, si la
théorie A est stricte et fortement compléte, utiliser les techniques
décrites dans le chapitre 2. Dans d’autre applications, on aura ingérét &
conserver les systémes complétement décomposés sans chercher & construire
ses A-solutions finies. Cela revient alors & travailler sur dans les termes
infinis puisqu’un systéme complétement décomposé est une représentation

d’un tel terme [Courcellel984].

Ce résultat est donc sensiblement différent de celui de K. Yelick [vel-
ick1985] qui montre que pour toute théorie A, P-séparée réguliére et non
potente, la combinaison des algorithmes de Ek-unificatinn telle qu’elle la
définie termine.

* D’une part parceque 1’algorithme qu’elle donne fonctionne “a la Robin-
son” et repose donc sur des principes différents de ceux développés dans ce
travail comme nous 1’avons déja souligné.

* D’autre part parceque, en utilisant les outils que nous avons développé
ici, nous avons besoin d’hypothéses plus fortes (théories strictes et
fortement compléte) pour obtenir une conclusion analogue & celle de K. Yel-
ick.

* Mais aussi, comme nous le disions plus haut, parceque nous avens besoin

de moins d’hypothéses pour obtenir un unificande complétement décomposé.

s

o
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2. Applications

Le théoréme précédent est un outil fondamental pour la conception
d’algorithmes d’unification dans des mélanges de théories. Nous en donnons

maintenant quelques exemples.

Exemple 56 : Les théories associative-comnutative

Nous avons donné au chapitre 4 un algorithme de compléte décomposition pour
un seul symbole AC. Le théoréme précident permet donc de construire un
algorithme de compléte décomposition module un nombre fini d’axiomes de
commutativité-associativité, et comme les théories AC sont strictes et
fortement complétes nous obtenons un nouvel algorithme fini de AC-
unification pour un nombre quelconques de symboles AC, en présence cu non

de symboles sans propriétés.

Les avantages de ce nouvel algorithme sont les suivants :

* il est clairement parallélisable puisque chaque élément de la disjonc-
tion de systémes courante peut étre résolue indépendament des autres,

# i1 est plus efficace que celui de Stickel comme le wmontre les
expérimentations réalisées avec 1’implantation faite en CLU dans le systéme
REVEUR3. En particulier les ensembles complets de AC-solutions tomportent
en général moins d’éléments que ceux retaurnés par 1l’algorithme de Stickel
implanté par K. Yelick. Cela tient & deux choses :

- d’une part a la méthode de passage d2 1’équation initiale & un unifi-
cande U tel que p(U) = 0 (c.f. chapitre 4),

- d’autre part au fait que la résclution des systémes d’équations
diophantiennes réduit 1’espace des AC-solutions a gérer.

* enfin, il est facilement intégrable a une bibliothéque d’algorithmes

d’unification standards.
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Exemple 57 : Si on considére la théorie donnée dans les exemples de la sec-
tion précédente : A = {ac(s), ac(+), T(",eq), c(.), c(1)}, nous avons
plusieures fagons de construire un algorithme d’unification pour A. En
effet nous avons le choix de la partition P de A.

* si on choisit la partition

E, = {ac(+)}

1
EZ H {SC(*)}
£y = {T(",eg), c(.), (D)}

le processus de décomposition-fusion-mutation détermine un algorithme fini
d’unification pour la théorie E3 puisque, comme nous l’avons vu, la ter-
minaisen du processus est assurée par un critére simple sur la taille des

termes. Connaissant un algorithme d’unification fini pour £, et E2 par ail-

1
leurs, COMP-DEC fournit donc un systéme complétement décomposé que SUBST
résoud car la théorie A est A stricte puisque qu’elle est permutative.

* Mais une autre possibilité consiste & choisir pour partition

m
"

1 = {ac(s)}

m
"

{ac(#)}

m
"

{1(°,eq)}
4 = {e(]
{e(}

™
[[]

m
"

auquel cas, puisque nous connaissons un algorithme d’unification pour cha~
cune des théories de la partition, COMP-DEC détermine également dans ce cas
un algorithme fini de compléte décomposition. La différence avec le
précédent réside dans le fait que considérant chaque théorie séparément, le
nombre de généralisation nécessaire va &tre plus important et par

conséquent le second algorithme sera moins efficace que le premier.

& 9
.y
[|g
|
\
LAY
wl b
ol
&
&
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Cette derniére remarque est tout & fuit générale. La décomposition par
les symboles de FG étant la mutation de la théorie vide, on peut toujours
considérer la partition la plus fine poss'ble dans laguelle les symboles de
FB seront considéres 4 part. Mais on pord alors en efficacité puisque on
est amener & généraliser davantage que si on insére le processus de

décomposition dans le plus de théories passible de la partition.

Terminons cette partie par une remarque concernant la restriction de

1’approche précédente & des théories non potentes.

Cette restriction est due au fait que l’on souhaite avoir une partition
séparée de A. Elle ne peut donc &tre levée facilement. Mais an peut noter
que les axiomes de la forme t = x sont justement ceux qui, orienté en
t = x, satisfont trivialement les hypothéses nécessaires & la terminaison
de la RE-surréduction basique pourvu que le couple (R,E) soit E-confluent
et E-noetherien. Pour une théorie A potente, si A’ est la plus grande sous
théorie de A qui soit non potente, en posant A” = A-A’ on cherchera &
orienter A’ est un systéme de réécriture R puis on complétera R modulo A’
de maniére & obtenir un systéme de réécriture R’ qui soit E-confluent et
E-noetherien. Sur R’ on essaiera alors d’eppliquer les outils donnés par la
surréduction et la superréduction. C(’est la démarche qu’il faudra suivre
afin d’obtenir un algorithme d’unification pour les axiomes du ”si alors

sinon” présenté dans le chapitre sur les théories syntaxiques.
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CONCLUSICN

Résoudre une équation dans une théorie équationnelle A est un probléme
indécidable en général. Il faut par conséquent se donner les moyens
d’aborder ce probléme avec des méthodes propres a chaque théorie tout en

cherchant & conserver le maximum de généralité.

Ce travail sur la recherche de méthodes et d’outils pour  1’étude
systématique d’un probléme d’unification dans une théorie équationnelle
doit donc étre considéré rétrospectivement en se posant les questions
suivantes :

- que permet-il de faire?

- quelles sont ses limites?

~ quelles perpectives ouvre-t-il?
C’est en cherchant & répondre & ces trois questions que nous reprennocns

maintenant les principaux résultats obtenus.

1. Des approches complémentaires

Notre étude de la résolution d’un probléme d’unification nous a con-

duit & en structurer et hiérarchiser 1’approche.
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Structurer, car pour résoudre un probléme d’unification il faudra :

1) transformer ce probléme en un probléme ”simple” c’est-a-dire en
une disjonction de systémes complétement décomposés. Pour cela il faut
déterminer 1’opération de mutation associée & la théorie, puis prouver
que le processus de décomposition-fusion-mutation termine.

- Aucune hypothése particuliére n'est requise & ce niveau si 1’on
aborde le probléme directement.

- Une approche semi-automatique est proposée si la théorie n’est pas
potente : si un ensemble d’axiomes est résolvant, élors 1’opération de
mutation se déduit de la forme des axiomes. De plus nous avons donné
une procédure de complétion unificationnelle qui permet de compléter
un ensemble d’axiomes en un ensemble d’axiomes résolvant. Cette
approche est particuliérement bien adaptée aux théories permutatives.

- On peut prendre une approche modulaire : nous avons montré qu’en
séparant la théorie A en sous-théories disjointes [Ai]iGI alors, sous
la seule condition que la théorie A n’est pas patente, la connaissance
d’un algorithme de compléte décomposition dans chacune des sous

théories Ai détermine un algorithme fini de compléte décomposition

dans la théorie A.

2) Résoudre un probléme "simple”, c’est & dire savoir déterminer
pour tout systéme d’équations complétement décomposées, un ensemble
complet de solutions dans la théorie équationnelle considérée. Nous
avons montré que si la théorie A est stricte et fortement compléte (ce
qui est le cas pour les théories permutatives) alors cela peut étre

réalisé par un algorithme simple (SUBST).

Pour les théories strictes et fortement complétes cette structuration

<>
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offre plusieurs avantages :

% d'une part elle permet de dégager une structure unifiée
d’algorithmes d’unification, ce qui permet outre la simplification des
concepts, la conception et 1’extensicn aisée et a moindre colt de
bibliothéques de tels algorithmes,

# d’autre part elle permet la construction d’algorithmes efficaces,
car on évite les instanciations *'a la Robinson” par les parties de
solutions déja découvertes, et le regroupement des contraintes dans
les systémes diminue 1’espace de recterche des solutions potentielles,

% enfin, elle met en évidence le parallélisme, puisque chaque élément
d’une disjonction de systémes peut-8tre simplifié et résclu

indépendament des autres.

Hiérarchiser, en utilisant la surréduction. Si 1’on peut partitionner
1’ensemble des axiomes A en E el R, tels que R soit un systéme de
réécriture RE-confluent et E-noetherien alors nous avons montré que la
connaissance d’un algorithme d’unification pour la théorie E détermine
une procédure d’unification par RE-surréduction dans la théorie A =
E UR. Malheureusement catte procédure ne termine pas
systématiquement, aussi avons nous dunné une condition suffisante de
terminaison en utilisant la RE-surréduction basique. Nous avons
également montré comment factoriser L’arbre de surdérivations et le
simplifier, ce qui permet encoce d’améliorer la procédure de

surréduction.

Par conséquent, & condition de pouvoir satisfaire les hypothéses rela-
tives a la terminaison de la RE-sucréduction basique, ou de disposer

d’une preuve de terminaison de la RE-surréduction appropriée a la
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ru == Vv
théorie, nous savons déterminer des algorithmes d’unification pour des | 4
LV == v’
théories qui sont potentes ou/et non régulidres.
{u == X4y
. . . v ==
Au cours de ce travail nous avons donné un certain nombre d’exemples w9 |
o X ’ -
. LYoo= oy
d'application de cette approche globale. Nous allons maintenant discuter de Ry SR €
o I == v’
son efficacité en montrant comment elle permet d’étudier deux problémes |U
{v == y#x
ouverts d’unification : la résolution d’équations modulo la commutativité Iu' == xay
U ==
des crochets de Lie et la résolution d’équations dans les groupes abéliens. w3 r
lu == xax?
I )
== '+
2. Exemples d’approches et de limitations {v Y
Ju == x’4x
L oo yray
2.1. Etude de 1’unification modulo la commutativité des crochets de Lie L
Soit  L(+) Laxiome (x+y)+z = z+(y+x)  traditionnellement L &) Cette transformation fait décroitre la taille des équations sauf si, par
[hoylal = L2,y x10. fusion, on retrouve des termes de méme taille qu’initialement. C’est le cas
L’ensemble des symboles décomposables est donc F-{+}. Cette théorie étant par exemple pour le second systéme si u = v’. Dans ce cas, il faut donc
permutative elle est stricte et fortement compléte et par conséquent la savoir résoudre directement 1’équation
seule difficulté est de trouver une opération de mutation telle que le pro- Gl o X+y == yx.
cessus de décomposition-fusion-mutation termine. Or une étude simple montre que cette équation a pour solutions
o N o, ={x<z2,y+z}
La théorie étant non potente, on va chercher & montrer qu’elle est syntax- 1
. . . . o, = {x < z4z }
ique et par conséquent nous appliquoens la procédure de complétion unifica- 2
. . G = « z +(z+2) }
tionnelle & 1’axiome L(+). Nous laissons le lecteur se convaincre (& la % tx 1
. = { x « z +(z,+(z42)) }
main pour 1’instant) que 1’ensemble des axiomes résultants est L(+) et %a { 1 . 2
(x+x’)+(y+y’)=(x’+x)+(y’+y). La théorie engendrée par L(+) est donc syntax-
i i t toutes incomparables. Par conséquent L(+) est une théorie infini-
ique et une opération de mutation possible est la suivante : qui sont toutes incomp d
& | Laire.
On voit comment les outils introduits dans cette thése permettent dans ce

cas de ”mettre le doigt” sur les équations qui posent probléme.
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2.2. Unification dans les groupes abéliens
Si F = {+, i, 0} alors un algorithme d’unification est donné par [Lank-
ford1984]. Le probléme n’est pas résolu si F comporte d’autres symboles et

c’est dans ce cas que nous allons chercher & appliquer nos outils.

Rappelons les axiomes définissant les groupes abéliens :
((x +y) +2) == (x+ (y +2))
(x +y) == (y + x)
(x +0) == x
(X + i(x)) == 0=
Cette théorie n’étant pas réguliére, elle n’est pas stricte et on ne peut
donc pas lui appliquer les outils de résolution directe des systémes
d’équations complétement décomposées. I1 est donc naturel de chercher &
utiliser ici wune approche hiérarchique, donc & déterminer un systéme de
réécriture RE-confluent et E-noetherien équivalent & 1’ensemble des axiomes
de départ. Pratiquement au moins deux tels systémes de réécriture sont
connus aujourd’hui, comme on a pu le voir plus en détail dans 1’snnexe. Le
premier initialement trouvé par Peterson et Stickel [Peterson1981} en util-
isant la R,E-réécriture est le suivant :
L'ensemble £ des axiomes :
(x +y) +2) == (x + (y + z))
(x +y) == (y + x)
L’ensemble R des régles :
1. i(0) >0
2. (x+0) ->x
qui a pour extension :
3. (y + (x + 0)) > (y + x)
4. i(i(x)) > x
5. (x+i(x)) >0
qui a pour extension :
6. (y + (x + i(x))) > y
7o i((x +y)) => (ily) + i(x))

On sait donc faire de la R,E-surréduction avec cet ensemble de régles, mais

]
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la procédure de surréduction y compris basique ne terminera pas, & cause
par exemple de la régle 7 mais aussi de 1’extension 3.
Si 1l’on considére 1’autre ensemble de régles décrit dans 1’annexe et
découvert par le systéme REVEUR3, on a :

L’ensemble E des axiomes :

(Ix +y) +2) == {x + (y + 2))
(x +y) == (y + x)

L’ensemble R des régles :
1, i(0) -> 0
2. (x+0)->x
3. (0 + x) ->x
4. i(i(z2)) > 2
5. iz + x)) -> (i(2) + i(x))
6. (x+i(x)) ->0
qQui a pour extension :
7. ((x + i(x)) +2) >z

Ici seule la régle 5 ne permet pas d’assurer la terminaison de la
surréduction basique. On va donc la conserver en tant qu’axiome. Il faut
alors compléter 1’ensemble des axiomes précédents module ce nouvel ensemble
d’axiomes. Mais la superposition de la régle 4 dans 1’axiome
i(x+y) = i(x)+i(y} va engendrer une paire critique non confluente de 1la
forme (x+i(y), i(i(x)+y) qui si elle était orientée en régle ne satisferait
plus la condition requise pour la terminaison de la surréduction basique.
On va donc également garder i{i(x)) = x comme axiome. Il faut alors &tre
capable de faire de l’unification modulo la théorie (minus U AC), ce qui
parait un abjectif raisonable compte tenu de la connaissance que 1’on a de
ces deux théories. Il faut noter que la théorie (minus U AC) n’est pas
stricte mais que des méthodes analogues i celles dévelappée pour 1’étude de
la théorie minus ont de fortes chances dz permettrent de conclure. Aprés
implantation de cet algorithme d’unification dans REVEUR3, il faudra

compléter la régle restante en un systém= de réécriture RE-confluent. Un
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algorithme d’unification dans les groupes abéliens découlera alors de la

procédure de surréduction basique.

On voit que la conception d’un algorithme d’unification peut mettre en
oeuvre des techniques et des logiciels dont nous avons essayé de montrer

dans cette thése qu’ils étaient complémentaires.

3. Problémes ouverts, perspectives de recherches et d’applicatiens

Nous revenons pour terminer sur les principaux problémes ouverts et

les perspectives de recherches qu’ouvre cette thése.

® En ce qui concerne 1’étape de compléte décomposition d’un unificande
en un unificande complétement décomposé, citons

- les preuves de terminaison de la procédure de décomposition-
fusion-mutation. Il serait en particulier intéressant de généraliser
la méthode de preuve de terminaison donnée par [Arnborgl985] dans le
cas de la distributivité gauche.

- 1’automatisation de la preuve de terminaison de la procédure de
décomposition-fusion-mutation, soit par un procédé direct, soit par le
codage sous forme de régles de réécriture des opérations de
décomposition, fusion et mutation qui rappelons le, ont pour objectif
de normaliser un probléme d’unification.

- 1’affaiblissement des conditions suffisantes permettant de vérifier
qu’un ensemble d’axiomes est résolvant.

- éliminer 1’hypothése de non potence que nous avons imposée dans

1’étude des mélanges de théories.

@ les résultats sur la résolution des systémes d’équations complétement

décomposées sont ceux qui nécessitent les hypothéses les plus fortes
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dans ce que nous avons fait. En particulier demeurent ouverts les
points suivants :

- les théories strictes sont elles permutatives?

- comment étendre les résultats 3 des théories non strictes en
généralisant par exemple les techniques utilisées pour la théerie

minus?

Les outils que nous avons développés et qui structurent clairement les
algorithmes d’unification pour lzs théories strictes et fortement
complétes, vont permettre 1’étude dz leurs complexité, en particulier

dans le cas d’éxécution en parallél:.

Compte tenu de son importance en unification et en programmation
logique, i} faut chercher & réduire la taille de 1’arbre de
surdérivation. En particulier en suivant les méthodes de réduction du
nombre des paires critiques utiles dans 1’algorithme de complétion,

développées par W. Kuchlin [Kuchlinl985].

Appliguer les méthodes développées dans ce travail pour étudier

directement 1’unification typée.

Des théories jouant un réle important sont souvent infinitaires
1’associativité, minus, la commutativité des crochets de Lie par exem-
ple. Deux directions de recherches complémentaires devront é&tre
explorées :

- Pour une théorie donnée, caractériser les équations qui n’ont pas
d’ensemble complet fini de A-unificateurs. Par exemple pour les cro-
chets de Lie, 1’équation x+y == y+x est-elle la seule qui soit infini-

taire?
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- Décrire des ensembles complets infinis de A-unificateurs & 1’aide
de wméta-unificateurs comme dans' [Kirchner1982] afin de les utiliser

pour faire par exemple de la méta-complétion [Kirchnerl98s].

@
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RESUME

L’objectif de cette thése est de présenter des outils
pour 1’étude et 1la conception d’algorithmes d’unification
dans les théories équationnelles puis de les mettre en
oeuvre sur des exemples significatifs.

Ces outils sans étre universels constituent, a notre
connaissance, la premiére tentative d’étude systématique de
moyens utilisés pour concevoir et réaliser des algorithmes
d’unification dans des théories équationnelles. L’approche
unifiée qu’ils justifient, permet de faire de 1’unification
modulo des mélanges de théories.

Nous montrons comment ils permettent en particulier
d’étudier avec succés des théories constituées d’axiomes
permutatifs tels la commutativité, la transitivité ou encore
1’associativité commutativité ou la distributivité droite ou
gauche, mais aussi des théories non permutatives telle la
théorie minus.

Par ailleurs nous montrons comment étendre la
surréduction a toutes les réécritures équationnelles connues
a ce jour et ce en définissant de fagon abstraite la
réécriture équationnelle sur les termes ainsi que la

surréduction associée.

Enfin une partie de ce travail est constituée de la
description du laboratoire de réécriture équationnelle
REVEUR3, dans lequel le travail que nous décrivons ici joue
un role central.




