
IMPLANTATION ET EVALUATION D'UNE NOUVELLE METHODE

D2 RECONSTRUCTION D‘ IMAGE

EN TOMOGRAPHIE D’EMISSION



toa

ti ii td to toy ta Lo Lo bow bey bey
IMPLANTATION ET EVALUATION D‘UNE NOUVELLE METHODE

DE RECONSTRUCTION D‘ IMAGE

EN TOMOGRAPHIE D‘EMISSION

THESE —

Ky 2 By
(Me. \e;\

POUR L'OBTENTION DU Bl Xe, ) =

Ase

DOCTORAT DE 3EME CYCLE EN INFORMATIQUE

SOUTENUE LE 13 DECEMBRE 1982

PAR

GILLEs KARCHER oe

MEMBRES DU JURY :

Président 7 M. J. LEGRAS

Examinateurs : MM.J. MARTIN .
C. GILORMINI *-

J.P. HATON



Bo ts bs tbo tis try
Lt

J i
i

A Monsieur le Professeur J. LEGRAS

Vous nous avez proposé cette recherche et vous nous avez

guidé avec bienveillance tout au long de sa réalisation. Que ce travail

qui Vous doit beaucoup soit le témoin de ma respectueuse reconnaissance.

A Monsieur le Professeur J. MARTIN

Vous nous avez accueilli dans votre Service depuis plusieurs

années déja et nous avez fait découvrir la Médecine Nucléaire et °

l'Informatique Médicale. Nous vous en exprimons ici notre profonde

gratitude.

A Monsteur le Professeur C. GILORMINI

Nous vous remercions de 1’ attention que vous avez portée 4 ce

travail et de 1’honneur que vous nous faites en acceptant de le juger.

A Monsieur le Professuer J.P. HATON

Nous vous remercions de nous avoir suivis sur_les chemins y

détournés qui ont mené a ce travail et de nous faire l’amitié de participer
au jury de cette thése.



Nous remercions les médecins’et le tout le personnel du Service

de Médecine Nucléaire du C.H.U. de NANCY-BRABOIS pour leur collaboration

“et la qualité de leur accueil.

Nous remercions également Macemoiselie BAKINEL et -lademoiselle

BELLIER pour les heures passées 4 la dactylographie particuliérement

difficile de cette. thése.



wo
J

SOMMAIRE

INTRODUCTION

CHAPITRE I PRESENTATION DE LA MEDECINE NUCLEAIRE ET DE

LA TOMOGRAPHIE D'EMISSION

PREMIERE PARTIE : ETUDE THEORIQUE

CHAPITRE IL : MODELISATION DE LA TOMOGRAPHIE D'EMISSION

CHAPITRE III: ETABLISSEMENT ET RESOLUTION DU SYSTEME LINEAIRE

DISCRET

CHAPITRE IV : AUTRE METHODE DE REDUCTION DES INSTABILITES

DEUXIEME PARTIE : MISE EN OEUVRE

CHAPITRE V’’: DESCRIPTION DU SYSTEME TOMOGRAPHIQUE ET

ORGANISATION GENERALE DES PROGRAMMES

~ CHAPITRE VI : CALCUL DES MATRICES PSEUDO-INVERSEES

CHAPITRE VII: PRE-~TRAITEMENT DES DONNEES D'ACQUISITION

CHAPITRE VIL: LE TRAITEMENT PROPREMENT DIT

TROISIEME PARTIE : EVALUATION : : =

~ CHAPITRE IX : SIMULATION DE LA GAMMA-CAMERA

- CHAPITRE X =z RESULTATS EXPERIMENTAUX

CONCLUSION - - oo



tou Lo
J

INTRODUCTION



ti to af ( abe denne 2 od

ph dy olnara Ra

La tomographie d'émission est une technique d‘imagerie médi-

cale qui est en Médecine Nucléaire l'analogue de la tomodensitométrie (ou

scanner) en Radiologie. Il s'agit dans les deux cas de techniques de recons-
truction d'images représentant des coupes planes d'un objet dont on connaft

un certain nombre de projections.

Plusieurs méthodes ont &té décrites pour reconstruire ces ima-

ges, et elles peuvent schématiquement se classer en trois groupes :

- les méthodes itératives

- les méthodes par rétroprojection

les méthodes analytiques.

Actuellement, les méthodes les plus employées tant en Médecine

Nucléaire qu'en Radiologie sont celles utilisant ‘la technique de rétroprojec-

tion. ¢ -

- Nous nous proposons dans ce travail de décrire, de mettre en

oeuvre et d'évaluer en routine hospitaliére une nouvelle méthode “analytique

de résolution de 1'équation fondamentale de la tomographie d'émission qui

ermet de tenir compte, sous certaines h othéses,de l'absorption radio-P pte, ‘YP! P

active. ~

Cette recherche qui a été proposée et dirigée par Monsieur le

.Professeur J. LEGRAS fait suite & plusieurs études théoriques dans ce domaine

réalisées sous sa direction et notamment 4 la thése de Madame F. ABD EL MONEIM

€ ~ )iqui étudie l'instabilité des équations intégrales de la tomographie
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d'émission aprés transformation de Fourier et A la thése de Monsieur L.R.
oupin ) qui formalise les conditions de compatibilité que doivent véri-
fier les données tomographiques.

Aprés avoir établi 1'équation fondamentale de la tomographie
d'émission, nous décrirons dans la premiére partie de ce travail la méthode
de résolution numérique utilisée ainsi que les techniques de régularisation.

La deuxiéme partie est consacrée 4 la mise en oeuvre de cette
méthode sur le syst&@me de traitement du Service de Médecine Nucléaire et
d' Informatique Médicale du C.H.U. de NANCY-BRABOIS, dirigé par Monsieur le
Professeur J. MARTIN.

Nous présentons ensuite dans la troisiéme partie quelques résul-

tats expérimentaux obtenus avec cette méthode en les comparant en temps de cal

cul et en qualité 4 ceux obtenus par la méthode classique de retro-projection

Cette comparaison porte sur des simulations numériques dont nous décrivons la

technique, sur des fantémes physiques et sur des cas réels.

A la lumiére de ces premiers résultats, il est possible de con-

clure que la méthode proposée est, a qualité égale, environ trois fois plus

rapide que la méthode par rétro-projection et qu'elle permet, au moins sur

des simulations et des fantémes physiques, de corriger l'effet de L' absorption

radio-active, la mise en oeuvre de la correction d' absorption sur des cas

réels restant encore A étudier. e
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CHAPITRE 1

PRESENTATION DE LA MEDECINE NUCLEAIRE

ET DE LA TOMOGRAPHIE D' EMISSION
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Il n'est pas possible en quelques pages de faire un exposé

complet sur les différents aspects physiques et biologiques de la Médecine

Nucléaire.

Nous renvoyons pour cela le lecteur aux ouvrages cités en
maf -

références (( ) t nous ne présenterons que les quelques

généralités indispensables pour comprendre dans quel contexte se situe

la tomographie d'émission et en particulier comment sont obtenues

les données 4 traiter.

I_- GENERALITES SUR LA MEDECINE NUCLEAIRE

1) DEFINITION

La Médecine Nucléaire est la spécialité médicale destinée

essentiellement 4 réaliser des explorations fonctionnelles 4 but diagnostique

utilisant des éléments radio-actifs comme marqueurs de certaines molécules

ou comme traceur du fonctionnement de certains organes.

Les examens de Médecine Nucléaire peuvent se classer en

deux grands groupes.

Les examens “in vivo" ou scintigraphies a

Ce sont des examens réalisés directement sur les patients

en leur injectant un produit radio-actif choisi en fonction de 1'organe

a étudier.

A l'aide de détecteursexternes il est possible d'étudier

la répartition du-produit radio-actif dans L'organisme et d'en déduire

des renseignements sur la morphologie et/ou le fonctionnement de l'organe

éctudié.

De méme que les appareils de radiologie fournissent des images

de la densité aux rayons X, les détecteurs utilisés en Médecine Nucléaire

AA
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fournissent des images de la répartition radio-active.

Les examens n vitro"

Il s'agit de dosages dans des échantillons sanguins de
différents produits biologiques par des techniques Physico~chimiques
dont la plus courante est la radio-immunologie,

2) LES PRODUITS UTILISES DANS LES EXAMENS "IN VIvo"

Ces produits sont plus souvent composés de molécules

marquées pat un atome radio~actif, les molécules étant choisies en

fonction de l'organe A étudier,.

Pour @tre utilisables chez l'homme, ces produits doivent
satisfaire 4 un certain nombre de conditions :

Toxicité 
°

Les molécules utilisées doivent évidemment ne pas @étre

toxiques chez1'homme aux doses habituelles.

Irradiation

Les atomes radio-actifs servant a marquer les molécules

injectées doivent étre choisis pour limiter au maximum 1' irradiation
du sujet. Dans ce domaine, les doses délivrées aux cours des examens -
scintigraphiques sont actuellement du méme ordre ou inférieures i celles ~
délivrées par les examens radiologiques.

Schématiquement 1'irradiation du patient dépend de trois
Paramétres : . -

_ Seuls les rayonnements Y sont utilisables, les rayonnements

-@ et B étant trop ionisants et de pénétration trop faible dans les

~tissus.

Lt
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~ L'élimination biologique

Plus l'organisme élimine rapidement le produit injecté

(principalement par voie urinaire) plus 1'irradiation est faible.P P PB

~- La_décroissance radio-active

Ltactivité d'une source radio-active donnée suit une loi

de décroissance en fonction du temps du type :

_ Log 2 e

A = Ao e T

oi T est dit "période radio-active" définie par le temps au bout

duquel la radio-activité initiale est divisée par 2.

L'idéal est de choisir un isotope radio-actif qui a

la période la plus courte possible compatible avec la durée pratique de

l'examen. Les isotopes utilisés couramment ont des périodes comprises

entre quelques secondes et quelques jours.

La conjugaison de 1'élimination biologique et de la

décroissance radio-active fait que la radio-activité présente dans

l'organisme décroit en fonction du temps selon une loi assimilable a

une exponentielle dont la période est appelée "période biologique"

~ Métabolisme

Le devenir du produit dats 1' organisme doit dépendre de
l'organe 4 &tudier de telle sorte que la mesure de la répartition du

produit fournisse des renseignements utiles sur la morphologie et le

fonctionnement de l'organe cible.

3) LES DETECTEURS DE RADIO-ACTIVITE

Les détecteurs utilisés couramment en Médecine Nucléaire

sont des détecteurs 4 scintillation dont le principe est le_suivant :

€f figure 1.1)

- A



“ laisser Passer que les rayons gamma paralléles A l'axe du détecteur et

Quand un photon gamma interagit avec le cristal de
Iodure de Sodium (NaI), il se produit une scintillation qui est détectée
Par un photo-multiplicateur et transformée en impulsion électrique.

~ Le scintigraphe a balayage (cf figure 1,2)

Il s'agit d'une sonde a scintillation qui effectue un
balayage lent et régulier au-dessus de la zone a explorer.

La sonde est reliée mécaniquement 4 une téte tragante qui
imprime sur papier des points dont la couleur et la densité dépendent
de la radio~activité mesurée,

L'avantage de ce syst@me est de fournir une "carte" grandeur
nature de la répartition de la radio-activité (done du produit injecté)
mais la durée du balayage est longue ( de l'ordre de 20 minutes pour une
zone de 20 cm x 20 cm).

s (cf figure 1,3)

Ce sont de loin les détecteurs les plus utilisés en pratique.
Elles comportent :

+ un collimateur
=
e

 imateur

C'est un "nid d'abeille" en plomb dont le réle est de ne

de faire en sorte que L'"image" sur le cristal d'une source radio-active
que & 

:
-Ponctuelle soit un point. . a -

+ un_ cristal de-Iodure de Sodium -a

 

SE notre Ce Sodium

Il constitue le détecteur Proprement dit en transformant
ies cayons gamma en scintillation. Son épaisseur est de l'ordre du
centimétre et son diam&tre de 20 A 40 em.

- 
+ un réseau de photomultiplicateurs

Les photo-multiplicateurs (de 19 & 9} ) sont disposés
réguliérement au-dessus du cristal.

Al.
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Chaque scintillation produite par le cristal est "vue"
par tous les photo-multiplicateurs qui délivrent chacun une impulsion
électrique dont 1'amplitude dépend de la position relative de la
scintillation (done du rayon gamma) et du photo-multiplicateur.

+ un_calculateur analogique

En analysant les amplitudes des impulsions électriques
fournies par les photomultiplicateurs, il calcule les coordonnées X, Y
et l'énergie Z du photon qui a donné naissance 4 la scintillation et
génére sur un écran cathodique un point a l'endroit correspondant.

L'ensemble de ces points mémorisés par un appareil photo-
graphique en pose forme une image en noir et blanc de la répartition
de la radio~activité,

Les examens réalisés & la gamma~caméra sont beaucoup plus
rapides que ceux réalisés au scintigraphe : 1 4 2 minutes au lieu de
10 4 20 minutes.

4) LES ERREURS DE MESURE

Les mesures de radio-activité sont entachées d'un certain
nombre d'erreurs liées 4 la nature physique du phénomBne étudié et a
la technologie des détecteurs, Les principales erreurs sont dues A la
fluctuation statistique, au défaut de résolution des collimateurs et A
la diffusion des rayonnements par effet Compton. . -

La fluctuation statistique | E .e

t

s
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-La radio-activité est un phénoméne aléatoire : la probabilité
de désintégration d'un atome instable pendant un intervalle de temps
élémentaire est constante, ce qui fait que le nombre de désintdor

pendant un temps fixé suit une loi de Poisson qui peut @tre approchée
par-une loi de Gauss si le nombre de désintégrations mesuré est supérieur
4 10 ou 20. e

Autrement dit, si l'on mesure un grand nombre de fois la
radioactivité émise par une source supposée constante, l'ensemble des
mesures se répartit suivant une loi de Gauss de moyenne m et d'écart
type IT = \



La précision statistique de la mesure peut @tre estimée

par la quantité,

TP = — 5 = ah
TM

sin = 25 = 202%

si n= 100 = 102

si n = 10 000 = 12%

La qualité de la mesure est d'autant meilleure que le

nombre de "coups" mesurés est grand, c'est-a-dire que la source est

active et/ou que le temps de mesure est long.

En pratique, on est limité parle fait que la radio-activité

injectée est trés faible et que le temps de mesure ne peut raisonnable-

ment pas dépasser quelques minutes.

L'effet de collimateur (cf figure1.4)

Le réle du collimateur est de ne laisser passer que les

rayons paralléles 4 l'axe du détecteur.

En fait, les trous du collimateur ont un diamétre non-nul

et les septa entre les trous sont trés minces et n'absorbent donc

pas tous les rayons obliques.

L'image d'une source ponctuelle sur le cristal ne sera
donc pas un point mais une tache d'aspect gaussien dont la "largeur &

“mi-hauteur" est de quelques millimétres, ce qui limite la résolution des
gamma~caméras. - - : :

En pratique, le choix d'un collimateur sera un compromis entre

les deux extrémes suivantes : ¢ -

Petits trous - septa épais : bonne résolution, mauvaise

sensibilité 5

Gros trous -~septa fins : mauvaise résolution, bonne

sensibilité

1é



L'effet Compton

Avant d'atteindre le cristal, les photons gamma en provenance

de l'organisme doivent traverser une certaine épaisseur de matiére et

peuvent donc interagir avec cette matiére notamment par effet Compton.

Lorsqu'un photon incident entre en collision avec un

électron du milieu, il transfert une partie de son énergie 4 1'électron

sous forme d'énergie cinétique et donne naissance A un photon résultant

d'énergie inférieure 4 celle du photon incident et de direction

différente.

L'ensemble de ces photons résultants forme un rayonnement

"diffusé" qui contribue 4 dégrader l'image.

Pour limiter l'effet néfaste du rayonnement diffusé sur

la qualité de l'image, les gamma-caméras disposent d'un systéme dit

de "spectrométrie" qui ne prend en compte que les impulsions comprises

dans une "fenétre d'énergie" correspondant au rayonnement utilisé.

Ces erreurs de-mesures font que le contraste et la résolution

spaciale des images scintigraphiques sont médiocres comparés 4 ceux
des images radiologiques. Ceci est compensé par le fait que, grace a

des marqueurs spécifiques les images scintigraphiques fournissent sur le
fonctionnement des organes des. renseignements inaccessibles aux examens

radiologiques. 7 :

5) LES SYSTEMES DE TRAITEMENT DE DONNEES

.Si les gamma-caméras permettent de réaliser facilement et

rapidement des images représentant la répartition de la radio-activité

dans l'organisme, elles présentent cependant deux insuffisances majeures :

en effet, elles ne peuvent realiser que des examens : : ~

= . Elles sont incapables de rendre compte d'un phénoméne qui

A}
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varie rapidement au cours du temps comme la contraction cardiaque, les
mouvements respiratoires, la circulation sanguine,

L'interprétation des examens se fait par analyse visuelle
d'une image, c'est-a-dire de fagon purement qualitative et subjective.

Pour compenser cela et Permettre ainsi de réaliser des
examens quantitatifs et dynamiques,

gamma-

il est possible de connecter aux
caméras un systéme informatique dont le but est d'enregistrer sous

forme numérique les données fournies par la gamma-caméra et de réaliser
tous les calculs permettant d'extraire de ces données 1'

recherchée,

information

Structure de base (cf figure 1.5)S
e
r
u
c
t
u
r
e
 

d
e

 base

Les différents systémes Proposés par les constructeurs ont
le plus souvent la structure décrite figure

une unité centrale

une interface d'acquisition

une mémoire de masse

une unité de visualisation d'image

une console de commande

Les principales fonctionsES _principates fonctions

- Quelles que soient leurs performances, les syst&més

disponibles sur le marché réalisent les grandes fonctions suivantes :

Acqu ition

Aprés digitalisation, les~données Provenant de la gamma-caméra
sont stockées en mémoire de masse généralement sous forme de matrices dont

Te la taille varie de 32 x 32 41 024 x 1 024.

A 8
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Chaque matrice représente une image scintigraphique dont la

durée varie de 1/100 de seconde a plusieurs minutes. Chaque point de la

matrice contient un nombre représentant le nombre de coups détectés au

point correspondant.

Traitement d'image

Sur les "matrices—images" stockées en mémoire de masse il

est possible de réaliser tous les traitements d'images classiques :

+ opérations arithmétiques

. lissages

. filtrages...

Visualisations

Les matrices peuvent étre visualisées, c'est-a-dire

transformées en images en associant a chaque nombre soit un niveau

de gris, soit une couleur.

on_de_zones_d'intérét

Trés souvent l'utilisateur ne s'intéresse qu'a une partie

de l'image, celle représentant l'organe 4 étudier par exemple, et ne

désire faire des calculs que sur cette partie. Il doit donc étre possible

de définir cette zone (par un curseur ou un light pen) et de la

mémoriser. -

Tl est-possible de-calculer la courbe de tadio-activité sur

une.zone donnée en fonction du temps (c'est-a-dire sur une série d'images

consécutives de durée connue) puis de mémoriser, traiter, visualiser ces

courbes.

II_= LA TOMOGRAPHIE D'EMISSION
S

e

 ON

Les examens scintigraphiques classiques fournissent des

images qui sont en_fait la projection sur un Plan d'un volume radio-actif,



Ceci présente deux inconvénients majeurs :

. Imprécision dans la localisation d'une lésion ;

plusieurs incidences sont alors nécessaires

. Diminution du contraste 3

si une lésion de petite taille (hypo ou hyper active)

est environnée par un volume radio-actif important, cette lésion risque

de ne pas @tre détectable sur une projection car elle sera masquée

par l'activité environnante.

C'est pourquoi pour certains types d'examens, il est

intéressant de reconstruire des "coupes" représentant la répartition

de la radio~activité sur un plan isolé du volume 4 étudier, la description

compléte du volume se faisant en reconstituant une série de coupes

adjacentes.

LES DIFFERENTES TECHNIQUES DE TOMOGRAPHIE

Plusieurs techniques ont été proposées pour reconstruire des

éoupes tomographiques.

%* Reconstruction de coupes longitudinales

On appelle coupes longitudinales des coupes paralléles au plan du

détecteur. Le but de ces techniques est de. "mettre au point" le détecteur

sur le plan 4 reconstruire en rendant flou tout ce qui est en dehors du -

plan. Citons par exemple la technique 4 balayage, la technique 4 _ ouver-

ture codée. ~ :

* Reconstruction de coupes transverses 5

ai existe deux grands types de techniques dependant du type de

Yayonnement €mis par le produit radio- actif utilisé.

Les produits utilisés sont des émetteurs de positrons (électron
positif). Les positrons, lorsqu'ils sont émis se recombinent immédiatement

A Ao



avec un électron du milieu en donnant naissance a 2 Photons d'énergie

Lee, 0,51 Mev et de directions opposées. Les mesures se font par deux détecteurs

en coincidence avec ou sans évaluation du temps de vol.

dey
Cette technique est trés intéressante parce qu'elle permet d'uti-

liser des isotopes d'atomes trés courants en biologie comme 1l'azote,

l'oxygéne ou le carbone. Malheureusement, son développement pratique est
= limité par l'importance de 1'infrastructure nécessaire surtout pour la

vw génération des produits qui ont une demie-vie trés courte (de quelques

x secondes 4 quelques minutes), ce qui nécessite de disposer d'un cycleton
& proximité. ey cle hao.

d 
> La_tomographie & photon unique (SPECT*)

Les produits utilisés ici sont des émetteurs de rayon y comme pour

les examens conventionnels de Médecine Nucléaire.

Les mesures consistent 4 enregistrer la projection du volume radio-

actif selon plusieurs incidences en faisant tourner le détecteur autour

de l'objet ou ce qui est équivalent en faisant tourner l'objet devant le

« . détecteur.

4 ; La reconstruction d'une coupe transverse, ¢ ‘est & dire da détermi-

nation de la radio-activité en chaque point d'un plan perpendiculaire a
l'axe de rotation se fait par- calcul 4 partir des projections de ce plan

suivant les différentes incidences. -

Il s'agit de la technique de _tomographie d'émission de loin la

plus utilisée en pratique, car elle utilise le matériel d'un. service de
Médecine Nucléaire standard (gamma caméra + systéme de traitement), la

. seule modification 4 apporter étant le systéme mécanique permettant de

! : faire taurner la gamma caméra autour du patient.

LES ALGORITHMES DE RECONSTRUCTION EN TOMOGRAPHIE D' EMISSION

- & De nombreux algorithmes de reconstruction ont été décrits. Ils

peuvent schématiquement se classer en trois groupes :

SPECT : Single Photon Emission Computed Tomography

A AA
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1 - Les méthodes analytiques
ness anatytiques

Elles consistent 4 établir les €quations liant les inconnues
aux données et 4 résoudre ces €quations. C'est ce type de méthode que nous
développerons dans la suite.

2 - Les méthodes ératives

Elles consistent & proposer a priori une solution, a en calculer
les différentes projections, 4 comparer les projections obtenues et les
mesures réelles, et 4 modifier la solution en fonction des écarts observés,

ceci jusqu'a obtenir des écarts acceptables.

3 - Les méthodes par rétro-projection

Ce sont de loin les méthodes les plus utilisées en raison de leur

relative simplicité et des bons résultats obtenus. Chaque ligne-projection
de la coupe 4 reconstruire est "rétro-projetée", c'est 4 dire transformée

en un plan formé d'une infinité de lignes paralléles et identiques 4 la

ligne-projection. La supperposition de toutes les rétro-projections aprés
un filtrage convenahle permet de reconstruire la coupe-transverse.

Malheureusement, cette méthode ne permet pas en tomographie d'émis-
sion de tenir compte de 1! absorption de la radio-activité par les tissus

traversés. 
.

La méthode que nous décrirons dans la suite: est une méthode ana-
lytique qui permet de prendre en conipte 1‘ absorption radio-active sous

certaines hypothéses.
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Lecud

Le probléme posé est de calculer la radio-activité en tous

les points d'un volume dont on connait une série de projections mesurées

par une gamma-caméra qui effectue une rotation autour du volume 4 étudier,

la surface du détecteur restant paralléle 4 l'axe de rotation.

Le probléme peut se ramener A la reconstruction d'une coupe

plane de ce volume, le volume entier pouvant @tre considéré comme une

succession de coupes adjacentes.

Nous prendrons dans la suite comme plan de travail, le plan

d'une coupe transverse c'est-a-dire un plan perpendiculaire 4 l'axe de

rotation du détecteur.

I_- NOTATIONS - HYPOTHESES
ONS 

HYPOTHESES

1) GEOMETRIE DU SYSTEME

Dans le plan d'une coupe transverse, nous prendrons les

notations suivantes (cf figure 2, A))i wore @, Ai:
gt ‘

x

O : trace de L'axe de rotation

. R : moitié de la largeur utile du détecteur

C : cercle de centre O et de rayon R qui-représente le

“cercle de balayage

D : le domaine 4 étudier (la coupe transverse d'un patient en

pratique) que l'on suppose convexe et entiérement incluse

dans C

T), Ty 3 traces de la face du détecteur dans deux positions

a . diamétralement opposées ~ .

OXY : le repére mobile 1ié au détecteur (ex est paralléle 4 la
face du détecteur) .

- wo: l'angle entre ox et oX caractérisant la position du

détecteur



2) DONNEES - INCONNUES

a 
Les données sont les mesures physiques ,c'est-a-dire la

- valeur de la radioactivité mesurée pendant un temps donné en chaque point

a du détecteur et pour chaque position de celui-ci autour de L'objet a

examiner Nous les noterons : h (x, w).

Les inconnues sont les valeurs de la densité de radio-activité

en chaque point du domaine 4 étudier D. Nous les noterons en nous

référant 4 un systéme de coordonnées polaires centré eno:

a 
£ (r, 0)

a Nous supposerons que la densité radio-active est nulle en

tous points extérieurs 4 D.

3) REMARQUES

~ Le systéme réel est discrétisé, c'est-a-dire que les valeurs

ae g (x, w) et f (r,9) ne seront connues que pour un certain nombre de
~ valeurs de x, w r,© en général 32 ou 64.

II - ETABLISSEMENT DE L'EQUATION FONDAMENTALE DE LA TOMOGRAPHIE D'EMISSION

1) NOTATIONS

Soit MG, w), un point de coordonnées sut le détecteur

en position T, “w) et My» le point du détecteur en position Ty symétrique

" : de M par rapport 4 ox.

ictGrace au systéme de collimation, les points M et M, ne

Sur la droite A (x, w) nous prendrons les notations suivantes

= . z Ny, Ny l'intersection de A et C

7.2
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Pie Py L'intersection de A et D

H (x, w) la projection de O sur A

hy (x, w) la radioactivité mesurée en My

hy (x, w) la radioactivité mesurée en M,

P (xr, 9) le point courant de A

f£ (r, 9) la densité de radioactivité au point P

£ (r,©) dl la radioactivité émise par une source de

longueur dl centrée en P

2) RAPPEL SUR L'ABSORPTION RADIOACTIVE

La décroissance de la radioactivité due 4 1'absorption d'un

rayonnement par la matiére se fait dans un milieu homogéne selon la loi.

A= Ao e” MeL

Ao est L'activité initiale

A A est l'activité résiduelle

1 est l'épaisseur du milieu transverse

u- est le coefficient d'absorption qui dépend du milieu

et du type de rayonnement

En pratique, on utilise souvent la notion de "couche de

demi-absorption" qui est 1'épaisseur du milieu qui absorbe la moitié du

rayonnement initial

cpa. = EZ
7 . a 

: .

Par exemple, pour les tissus mous de l'organisme et pour

le: rayonnement de 140 Kev du Technecium 99m-qui est le plus utilisé

en Médecine Nucléaire, la couche de demi-absorption est de l'ordre de

6 cm.

3) CALCUL DE-LA RADIOACTIVITE MESUREE EN M, et M,

= * Si l'on suppose le coefficient d'absorption u constant sur

Det nul en dehors de D, la radioactivité due A la source élémentaire de
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longueur dl mesurée en M, et M, sera :
1

en My i: dh, (x,w) = £ (ro) 1 YP Po gy

(2.1) ce
en M, : dhy (x,w) = £ (r,0) 1 YP P2 at

La radioactivité mesurée en M et M, est due 4 la contri-

bution de toutes les sources élémentaires du segment Py Py et sera donc

obtenue en intégrant les équations :

hy (xw) = £ (r,0) e |r Plea
PiPo

(2.2)

: PP.

hy (yw) = £ (r,0) e% | af dl
PPS

Posons :

1, (x, w) = HP —_>

mesurées sur 1'axe HM.
1, (x, w) = HP

1 = HP

Remarque : si l'on suppose le contour D connu et convexe, les fonctions

‘1, (x, w) et 1, (x, w) sont connues c'est-a-dire que l'on sait calculer

1, et 1, pour toutes valeurs de x et w. -

Sur la droite orientée HM, nous avons les inégalités suivantes :

1 oly

d'ou - - - :

Pe] = fap 2, . S

; |p P,| = }12-y =1,-1
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Les équations (2.2) se transforment en

1, Gx, w) .

f(r,0) e# q = 1, Gew) ) dl = hy (x,w)
1, Gx,w)

1, (x,w)

£(r, 0) e Y yGow) - 1) ay. hy (x,)
1, Ge,w)

of r et © sont des fonctions de 1 définies par

reVYx° +1 © =wta tga=I1/x cf figure

4) TRANSFORMATION DES EQUATIONS DE BASE

Dans les expressions précédentes, développons les exponentielles

en sortant du signe les termes indépendants de 1

1, (x,w)
ul, (x,w) - ul

e f (r, 0) e dl = hy Gr,w)

1, Gx,w) : .

1, (x,w)

= ul, Gc, w)

e £ (r, ©) e* ul dl = hy (x,w)
1, Gx, w) 4

d'ot ae -

1, (x,w) j -

(2.3) \- £ (x, 0) Bd = ny(xywy Ht Gow)
- (x pe)

Mm wore . ~

(16,6) -
(2.ay \? £(r,0) eat = nyGeuy eM2G,u)

~ 1, (x,w)

raat = -
he U
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Au lieu de chercher 4 résoudre séparément chacune de ces

deux équations, nous choisissons de résoudre 1'équation obtenue en les

additionnant membre 4 membre.

Remarques :

- ce choix est justifié par les simplifications qui en

résultent dans la suite des calculs grace A la parité des

cosinus hyperboliques introduits.

- si l'on suppose que le coefficient d'absorption u est nul :

+ l'activité mesurée en deux points opposés est alors

égale d'ot hy (x, w) = hy (x, w)

we Pe e Yl.y

?

Les deux équations Q.3 et Q.9 sont (done) équivalentes.

En additionnant les équations 2,3 et @.4 membre 4 membre

nous obtenons :

1, Gow) ie
f(r, 0) (ett ely = hy Gey) etl) Gow) , hy Ges) elt ty Grom)

1, (x,w) . .

or:

eT Mtg ett 2 og oh Cu

d'oa : .

Lew) . : eet

f(r, 0) chil) al = > [mow oP GOW) 4 ho Gesu) ettly Grow)
1, Gx,w) . - a

rt (r,%) est nulle par hypothese en dehors de D. On ne

modifie donc pas la valeur de l'intégrale en remplacgant les bornes

: 21, (x, w) et 1, (x, w) (qui correspondent a P et P,) par - R

2 = x? qui correspondent 4 N

et”

} et Ny

2-6
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En effet dans le triangle rectangle OHN, :

X on? + HN 2
‘ L

L'équation fondamentale de la tomographie d'émission devient

£(r,0) ch (ul) dl = g{x,w)

Ro -x

C9 \\er
avec :

vv g (x,w) = 1 fa ce) eH Gw) + hy (x,w) etl, (x.w)2 3

1
re \6eP nil tease

Soit en remplagant les variables r et par leur expression

en fonction de la variable d'intégration 1 7

i 2 2 Se eegereh .

£ (yx + 12, w+ Arctg +) ch (ul) dl = g(x,w) © :

Rappelons les hypothéses et les notations utilisées pour

6tablir cette équation :

£ (r, 0) : inconnues . ~

g (x, w) : données auxiliaires calculées 4 partir des
. z : mesures hy (x, w) et hy (x, w)

D - _ + domaine de mesure supposé connu et convexe a

- _ l'extérieur duquel f (r,@) est nul

yoo) *)« t coefficient d'absorption supposé constant A

l'intérieur de D et nul en dehors

9 .F
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III_- DECOMPOSITION DE L'EQUATION FONDAMENTALE DANS L'ESPACE DES

FREQUENCES PAR TRANSFORMATION DE FOURIER

L'équation 4 résoudre est :

(2.5) f£(r,0) ch (pl) dl = g (x,w)

Les fonctions g (x, w) et f (r,0 ) sont des fonctions réelles

périodiques de période 2 Il respectivement en w et 0.

Il est donc possible de les décomposer en série de Fourier et

de les écrire sous la forme ole eece plea voter OF

eating ef elites
‘ in®
x £ (r,0) = > £, (t) e ay andes cote

. — Hoa f rts
= inw 7 wal =g (x, w) = Se we eV AD, n if oS

Cale fe. yy Oc) '
Or dans 1'équation (2,5), r et © sont des fonctions de 1

of
ar cfevoaes “®

définies par :

%

- \er_ 2 ne 4
-x : ao a a

x (2.6) \erwe £, (x) ein +a) ch yl dl > <g, (x) } 4 \f2 ie =

= ~- x 
oe

qt

Ne Suit eu permeitant les s
f inw 7 itpe.

terme e en facteur de l'intégrale :

Li\f2 _ x2
. ° y=

. 7 > em f(r) ch ul a ino ai = ehnv gn (x)¥ : Vey? >: .



ma

Or:

£,(r).ch ul. ae L £ (4) .ch yul,cos na + i.f,(r).ch ul,sin na

2 2 2 : * *+r =x + 1° fonction paire de 1 fy (r) fonction paire de

. ch ul = fonction paire de 1

1 cos na fonction paire de 1

+ tga == fonction impaire de 1

sin na fonction impaire de 1

done:

2 - x? : +VR2- x
f(r) ch pl e*TM* a £,(z) ch ul cos na dl

on 2 ® \fA2_ 2Af] - x 
-\Rr*- x

—_ £ (x) ch pl sin nao dl

2 2
R°- x

= { £,(r) ch ul cos na dl

Soit en remplagant a.ans l'équation (2.6).

\ {2-2 me .

em 2 £ (r) chul cosa! dl = einw g(x)n - v in - -

aS a = eta. F inw - 4Soit’en identifiant les termes en e

£(r) ch pl cos na dl = 8, (0)

/ Ls — dl = oe

tga + ==> & = Ante
- x

2-8



=

tga= tga => cosa ==

= x,Cos na= Tn (cos a) = Tn © ot Tn = Polynome de Tchebycheff de

dears n
wt

7 borne 1 = 0 r=x

we

4 a reR
{

a

d'ot

re

R \ Jud, ¥2= 2 £ (x) ch (y\/r*- x*) trO
1 x

y
ee Soit en posant:

7 x T,
1 -# Kn(x,r) = 22 in@/e) xX

R

> (2.7) ( £2) - ch (yu \ x Kn(x,r) dr = 8, (x)

pour nde 04>

J . Nous avons donc transformé 1'équation fondamentale (2.5)

: en un systéme de m Equations intégrales,m étant le nombre d'harmoniques

que l'on désire prendre en compte.

IV_- PROPRTFTES DES FONCTTONS fF (r
5 n*’ Sk on

. , | L'étude théorique des fonctions £, (r) et g. (x) si u = 0 est

développée en détail dans la thése d'état de OuDLY ¢ ),

Nous nous bornerons 4 rappeler et a démontrer rapidement

~ les propriétés utilisées dans la suite pour établir la méthode de

reconstruction tomographique.

2.40
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1) PROPRIETES DE fo (r)

La fonction f(r, @) ou F(x, y) représente la répartition

de la radioactivité en tous les points du domaine de mesure D. I1 s‘'agit

d'une grandeur physique donc réelle et finie en tous point de D.q

En particulier le point 0, introduit par la méthode de mesure

n'est pas un point singulier pour f (r,0).

Supposons que F(x, y) soit la partie réelle d'une fonction

complexe de la variable z = x + iy admettant au voisinage de o le

développement

2 fo\n
« a ta, Z2+a,2z +... ta + aes

° 1 2 \ nN

YS

ot tous les a, sont complexes et finis.

cl

a = . ioye En r ougsant en coordonnées polaires et en posant z = re

le développement précédent devient :

3 r i 2 2i0 n onio.,a, + are’? +a ,r e toe ta rm eM y |,x oF 2 n

f (r,0) étant finie quand r- tend vers 0 et f (r,Q) étant

la partie réelle du développement précédent il faut que to (x) /eTM

admette une limite finie quand-r tend vers 0.

+2) PROPRIETES DES g (x) _

Formons 4 priori l'intégrale

et

fondamentale :

2.44



Comme fo (r) est fini nous pouvons permuter les signes

R (R Dak TS
= £ (r) dr SS _ dxl o * 0\ 42 - x2 MU

Posons J =}

L'intégrale | devient :

R k R

J = x 8, (x) dx = £ (x) Jdr
0 0

Calculons L'intégrale en x

a

‘R k

Tn ® ax

Faisons le changement de variable x = r cos 9

dx = -rsing d.¢

Tr © “= Tn (cos $) = cos-n ¢

borne inf : x=o0 o-5

borne-sup.: x =r e=0

d'od: -

: a
2

J= ré cos Ky cos no dg

2-A2
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kgn
Nous allons vérifier que J = 0 si a 2

k et n de méme paritétet Ley Remarquons d'abord que si k et n sont de méme parité,

cos ¢ Cos n¢ est invariant pour le changement de $ enI -$:=

. Sik et n sont pairs Cos* et Cos n ¢ sont tous les 2 invariants -
Si k et n sont impairs cos* ¢ etCosn ¢changent tous les 2 de signe.

7

- Donec :

7 7 Ht tt|

- : k k k rk kJe cos ¢cos nodp =r cos $-cos n $d = zr cos $ .cosnd.d¢
Tl 0

° z

or cos* 6 peut se mettre sous la forme d'une somme du type :

k

cos*s = > ay cosl >
t= bo
2

] d'ot

an Ah
rk

4 J= > a, cosl¢ cos ng do

-

° 1=0

] e Soit en permutant les signes (ee a
k ~ . : :

cos lo-cos nod d¢
a : JeTall

ny

o
r ——~, ° aT= 0 Jf : : : z

us Or nous avons supposé k<n. comme 1¢ k nous avons done en particulier

vo a th) any :

Par suite des propriétés d'orthogonalité des cosinus, toutes

les intégrales du type i cos 1$ cos ng df sont nulles, donc :

et par suite;
‘' oo R k <a

1 — (2.8) Te. x g(x) dx =0 si
. : k et n de méme parité

Ce qui impose 4 la fonction 8, (x) P conditions P étant

la partie entiére de n/t.) n

; 2 2.48





CHAPITRE 3

ETABLISSEMENT ET RESOLUTION DU

~ SYSTEME LINEAIRE DISCRET

I- DISCRETISATION DES EQUATIONS INTEGRALES EN £(r) :

~ II- METHODE DE RESOLUTION DES SYSTEMES LINEAIRES -

~ ANNEXE : CALCUL DES COEFFICIENT DES SYSTEMES-LINEAIRES
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Dans ce chapitre, nous allons montrer comment il est possible

d'approcher chacune des équations intégrales du systéme (2.7) par un

systéme linéaire dont nous proposerons une méthode de résolution.

I- DISCRETISATION DES EQUATIONS INTEGRALES EN fo (r)

Le systéme de mesure étant discret,x ne peut prendre qu'un

certain nombre de valeurs, que nous supposerons réguliérement réparties

sur L'intervalle 0, R

Soit h la distance entre deux points de mesure et 2 s

le nombre de points de mesure sur un détecteur. Si 1'on numérote les

points de-mesure 4 partir de l'extérieur les valeurs des x; sont

(cf figure 3.1) : [ eRe % AD 08 |

x, =R-i.wh avec R=AS 1) bh

De méme la solution f. (r) ne sera calculée que pour s valeur

der :

Chacune des équations du systéme (2.7) se transforme en un

systéme de s équations, une pour chaque valeur x; de x

pouri=las:

2 2
rm xX,

. - i

Posons; ~

n R
\f2I = f(x) eh Wle= x.2 + Kn Gx; or) dr

i xy F

Ww >



“4
i

4

Le calcul numérique des intégrales I? doit @tre fait avec
i

soin, d'une part 4 cause du caractére oscillant des polyndmes de

Tchebycheff Tn (x,/r), d'autre part 4 cause de la singularité

r°-x,
i

Les intégrales seront évaluées par la méthode des trapézes

généralisée qui consistera 4 garder pour Kn Oxy r) sa formulation

mathématique stricte et 4 approcher les quantités £,(r) ch y\r2~x;?

par une interpolation linéaire sur chaque intervalle du type [ye *5-1]

pour j <i.

Chaque intégrale i peut alors &tre approchée par une combinai-

son linéaire des fo (xj) avec j < i dont les coefficients KP i sont
>

calculés en annexe.

Le systéme de s équations intégrales se transforme alors

en un systéme linéaire de s équations-4 s inconnues :

n n -. = of

Ry fy 81

n n n n

kor f+ Ko fp = 8)

Gay fob

n n n on non _on
ko fy + ke Eo t ceeeee HR OES = 85

= n . a :: avec fe = f- &) qui sont les inconnues
n

hy sh, (x;) qui sont les données

Soit sous forme matricielle

[e} fe) - [el
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Aa n XT O wee 0
1 8) n jn: 

5 k,, ko, 0 0[e"] - |: ce] ft 21 Kg 0 vee
en n :
tS g. :

L'équation fondamentale (2.5) a done été approchée par un

ensemble de m systéme linéaire de s équations 4 s inconnues

lee. x2 [«’] [:"] = (e"]
£(r,0) ch(pl) dl = g(x,w) < > [«'] [e'] Fe]

Cel[e] [4

II - METHODE DE RESOLUTION DES SYSTEMES LINEAIRES

1) - INTRODUCTION

L'équation fondamentale de la tomographie. d'émission -

————f(r,0) ch (u1) dl = g(x,w)
2,2

a 6té remplacée, aprés développement de g (x, w) et de £ (r, @) en

série de Fourier, par le systéme 3 m équations intégrales suivant of

‘mest le nombre d'harmoniques que l'on prendra en compte

2) Kn(x,r) dr = 8, (x)



Chacune des équations intégrales du systéme (2.7) peut

étre approchée par un systéme linéaire de s équations 4 s inconnues

ot s est le nombre de points de mesures sur un rayon.

ny n n

Kk] Fl -

Nous avons d'autre part montré au chapitre 2 que les
6] - . > f ‘ . . .x €quations du systéme ( ) m'avaient de solution acceptable physiquement

ue si:

R 
k<onk

xg, (x) dx = 0 pour
k et n de méme parité

Ce qui impose aux seconds membres de chaque systéme p

x conditions avec P = partie entiaére de 3 = E ‘F

Remarque : sin=0 oul P ul o

2) TRONCATURE DU SYSTEME LINEAIRE DANS LE CAS OU L = O

Le systéme linéaire (3.1) étant une approximation de

l'équation intégrale (2.7) nous supposerons qu'il vérifie également-

les P conditions de compatibilité (2.8) au moins de fagon approximative.

Or, dire qu'un systéme linéaire de s équations n'est soluble
que si les seconds membres vérifient P conditions, entraine que le

systéme est d'ordre m = s-~ P c'est-a-dire qu'il ne comporte que s - P

. - @quations indépendantes (les P équations restantes étant combinaisons

linéaires des précédentes) et qu'il ne peut donc définir que mp variables.

we

> a - eos soe nc'est-a-dire qu'au voisinage de l'origine fo (c) se comporte comme r .



Le systéme ne pouvant définir que m=s-P inconnues,il est alors

naturel de penser que les fy relatives aux valeurs les plus proches de
l'origine sont nulles.

Nousadmettrons done que :

fi = 0 pour m, < j < sHira) fees dey ey fe
ce qui fait que le systéme (3,] ) se transforme en un systéme de

s équations 4 m, 8s ~ P inconnues,

o.2 fe) e]- by)

ou ie] est formé des mp premiéres colonnes de von| \
fF] est formé des mp premiers éléments de £”

nLt ke tes bY key = KML 0 eeeeeeeeeee 0
1 n onan}. 

Kn =] Ko) Koo 0 ceeeeeee 0

J a
‘mp n xe

ee

LJ

|
3) RESOLUTION DU SYSTEME TRONQUE . . -

=

:

= . Le systéme tronqué (3.2) est un systéme surdéterminé de
4 “$s équations a m, = s - P inconnuedsauf si n = 0 ov 1 car alors P = 0).
“ 3 P équations sont done combinaisons. linéaires des autres et peuvent donc
ce, théoriquement étre supprimées. . -

3 - -

- Nous _avons: préféré conserver toutes les €quations et
1 rechercher la "pseudo-solution" au sens des moindres carrés du systéme
~ tronqué, : 7 :

ey

-Introduisons le systéme auxiliaire suivant



n n

ear Fa ~8) = e
n n n _

kop Fp ot Kan Fy ~ 8) = &
n £ n n n

kz, fy) t+ Kap Fy + Kgg £3 783 = &

n n n _
51 fo + ko fo Ge renews oe + Ke me fan - 8. = e.

soit sous forme matricielle

[Ke] Fe)-[s] - [e.]

La pseudo-solution du systéme (3.2) au sens des moindres

z ies. 7 Mo.

carrés est définie par l'ensemble des valeurs fF qui minimisent la norme

s
de la matrice-résidus

ligll = > 2
voto 4

La détermination de la "pseudo solution" se fera par la

méthode de GOLUB qui est une méthode de triangulation décrite dans les

références .

Shématiquement la méthode de GOLUB est basée sur le théoréme 7

suivant :

La multiplication des deux membres d'un systéme linéaire

surdéterminé par une matrice orthogonale transforme le systéme en un systéme

équivalent c'est-a-dire qui posséde la méme "pseudo-solution"-(une matrice

orthogonale est une matrice dont la matrice transposée est égale asa

matrice inverse : [ot] = [a7].

trasiste A multiplier le syst8me linéaire

résoudre par une série de matrices orthogonales convenablement choisies

pour le transformer en un systéme linéaire dont la matrice des coefficients

est triangulaire et dont la solution est alors immédiate.
Li | <
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L'intérét de cette méthode est qu'il existe une matrice

dite matrice “pseudo~inverse" telle que

~~

[a] = [el be]

est la pseudo-solution du systéme (3.2)

[Ra] est une matrice de Tp lignes et s colonnes qui ne dépend
que de [ kn} et peut done @6tre calculée une fois pour toutes et stockée

sur disque.

4) REGULARISATION DE LA SOLUTION

Les résultats fournis par la technique précédente présentent

expérimentalement des instabilités génantes.

Afin d'éviter un traitement supplémentaire du type lissage

ou filtrage, nous allons régulariser la solution en ajoutant au systéme

(3.2) des équations dites "conditions de régularisations" :

L'instabilité numérique se traduit par des fortes

oscillations locales qui correspondent 4 des points oi la dérivée de

la solution prend des valeurs anormalement grandes en valeur absolue.

- Pour réduire les instabilités, nous chercherons donc A

réduire l'ensemble des valeurs absolues des dérivées aux points de

discrétisation. Comme ces points sont équipartis il suffira de minimiser

la somme des carrés des écarts : | -

8 = £) - £5 - :
- J J jt

En effet, sur chacun des intervalles Eis ratl la valeur

de 6. divisée par le’pas de discrétisation représente une approximation

“ 28 = n
“de la dérivée de la fonction f (r).

Pour moduler L'efficacité de cette régulation nous pondérerons
- ay

tous ces écarts par un méme paramétre - (dont la valeur sera fixée
Se. -

N rey
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expérimentalement) et compléterons le systéme tronqué (3.2) par les m, - 1

conditions de régularisation :

n n 
=ef) - ef, =0

(3.3) noo n .
ef, ef, 9

ef" - ef =0
TM-1 TMp

Ce systéme n'est évidemment pas soluble strictement car

les m équations de régularisation imposent en fait que toutes les ff

soient égales.

Cependant la “pseudo solution" du systéme sera un compromis

entre la vérification "au mieux" des conditions (3,3) et la vérification
TN sae z . < x“au mieux" des Mp_} conditionsde régularisation. En effet le systéme

complet 4 résoudre est :

ky ft = 8)

Koy Dt Ry = 8) ;

G.4) be fl +k f+ vee KS amp | mp 7 eS .

es cad efy : ~
: =0

ef ~ et = o

La recherche de sa pseudo solution consiste 4 minimiser

la-norme de la matrice des résidus E définie par;

WN 0



Kf - gt se,

Ko, fT + Ky 85 ~ 8 7 ey

ke, fp ot RS fp eee + ss) fas) ~ apse,
7 an

‘ef - ef *

s 2 L)

‘ lel - yo oe? ny
i=l

A B

Minimiser [lel] revient bien A trouver un compromis entre

la minimisation de A (c'est-a-dire vérifier "au mieux" les s premiéres

€équations) et la minimisation de B (c'est-a-dire vérifier "au mieux"

les conditions de régularisation).

La recherche de la pseudo-solution avec régularisation se

fera par la méthode de triangulation de GOLUB qui consistera a calculer

[Fe] par .

[rm] fr) oS,

ou

[Ra] est une matrice indépendante de Ls,J qui ne dépend que de €

et de ks. et qui peut étre calculée uné fois pour toutes et stockée sur

disaue. -

3.4
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-

Remarques :

Les conditions de régulation

sont d'autant plus sévéres que e est grand.

Il est donc intuitif de penser que plus e€ augmente,

~- plus la régularisation sera efficace

c'est-a-dire que les effets dus A l'instabilité des

calculs seront atténués

~ plus les risques d'effacer des variations brusques réelles

augmentent 
‘

La valeur de € sera donc un compromis 4 trouver entre régula-

risation et fidélité.

5) CAS OU » #0

Dans le cas of wy est non nul, il n'a pas-été possible de

démontrer des conditions de comptatibilité analogues aux conditions (3.8).

Cependant, par arialogie, nous choisissons de stabiliser et

de résoudre les systémes linéaires par la méme technique que lorsque wp est

nul.

6) CONCLUSIONS

3-40



a été remplacée aprés développement de et f éri: Pp Pi PP B(x ,w) (rc, 0) ©P Série de

Fourier par le systéme de m équations intégrales (m étant le nombre

d'harmoniques que l'on prendra en compte) :

R

2 £ (2) ch als ) Kn(x,r) dr = 8, (x)
x

chacune des équations intégrales précédentes est approchée par le systéme

linéaire

dont la "pseudo solution" régularisée est donnée par

[e]=[] (]

ot Ry est une matrice qui dépend de € coefficient de régularisation

et yp coefficient d'absorption mais qui est indépendante des données et

peut donc @tre pré-calculée et stockée sur disque.

Pratiquement la reconstruction d'une coupe tomographique

comportera les étapes suivantes :

~ une fois pour toutes : =

calcul et stockage sur disque des matrices

[Ra] pour n de O 4 n max. . -

—Pour chaque coupe

1) extraction des données : construction du tableau

. - pl, (x.,w.) ul, (x.,w.)
_ di Wey ani jeCxs .w5) = = [ mewn e + hy Ges sw) e

g.4A



hel Le! ea)
wel

ful
J

_1

=a

ios
J

a.

a

2)

3)

4)

5)

transformation de Fourier rapide : calcul du tableau

[ss]

multiplication par R, : calcul du tableau

n

transformation de Fourier inverse : calcul du tableau

[: ;, °;)]

passage des coordonnées polaires en coordonnées cartésiennes

E @;, °»| — [« Oxy, x>|

3. A2



Te

élément de mesure Point de mesure situé au centre de 1'élément
1 0 | de mesure

-—

Ce ee ge Bs
T r rm > q wifingn mpegs +

%, % % * RB

Sis est le nombre de points de mesure sur OR et h l'intervalle

entre 2 points de mesure :

2R = (2s + 1)h

_2s4+1

-Re— Z— bh

Exemple : si s = 4

sur un diamétre, il y a 9 intervalles d'oi :

2R=9h->R= 2h
- 2

Figure 3.1
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ANNEXE AU CHAPITRE 3 : CALCUL DES COEFFICIENTS ke

Il s'agit d'approcher par la méthode des trapézes généralisée

les intégrales du type :

n R

I, = £, (x) chu\/ i? Kn Ge,, 1) dr
ae J

Cette méthode consiste 4 :

1) - diviser L'intervalle d'intégration Xs> Ren i inter-

valles :

[eer] > [eae] Dey) oe Leal

2) - approcher sur chaque intervalle [eset x; | la fonction
J

f @) chy V i par interpegllation linéaire entre X541 et 7

3) - garder pour Ky (x, r) sa formulation mathématique stricte

Les indices utilisés ont la signification suivante :

n = numéro de l'harmonique considéré

i = indice de xy borne inférieure de 1'intégrale

j : indice de Xs valeur courante des bornes des différents

intervalles d'intégration (i. < i)

INTERPELLATION LINEAIRE

Rappelons que sur un intervalle fa, b| la fonction £(x)

supposée définie et contenue sur a, b- peut &tre approchée par

£ OO = £ (a) + EOE Oy - ah "

3-48



Lo

ou sous une autre forme équivalenteio is
b- x + £ (b) a-x

£ (x) = £ (a) b-a a-b
in

Donec sur L'intervalle|x..,, x.
dtl? j

(r) 22g a \ fe 2 X,o 4fy ch rr x; = £51) chy ial n°. Sk

i, it a i itl
+ £, Ge.) chu\ Az - xj? -itloe

j J 41 5

4 Posons pour simplifier 1'écriture
nd £, Oe) i

J = ch?
J

] 25 - jer =h indépendant de j puisque les a sont régulié—
rement répartis

7] Ve La formule d'interpellation devient sur Xian? %;

: n i, a noij £, (x) chu = feel chy ao oi ch;

7
J 

- 
n 

_ 
oe

=. CALCUL DE L'INTEGRALE |, a

Cael . — - .

“ Lorsque i = !; l'intégrale | devient :

_ n (R Z ~ou f£ \/ 2I -= n (r) chy x,% kn (x), r) derre] = 1 x, 1 1

ey 7 fp .

3 Par hypothése, f (r) est nul pour r =R , c'est a dire que

— ~ nh -
fy = 0.

« 

3h



ij bd

ie ie
ii

wa

i iJ
bed

= oes) lke)

ttt ty bY tt te.) toy Li)
‘

s/f ~i La formule d'interpel heion se simplifie en :

L'intégrale sera donc approchée par :

1
I. = £, chy ib i Ka Cs r) dr

Soit, en développant et en sortant du signe § la quantité

ca chy indépendante de r

n R Rn 1 R 1] = £) chy tr Kn (x), 7) dr - 5 r Kn (x), 1) dr
1 x x

1 1

dato

a n
IT=x

1 11 1

avec

I :
n chy R R :

ie ih R Kn (x), 1) dr - -T Ky (x), 4) dr

1 - x) - 4

- R R
Le calcul des intégrales Kn Gye ry) dr et _v Kn (x), r) dr

x B= Pix;
1 1

sera explicité ultérieurement.

SAS
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4 CALCUL DE L'INTEGRALE | AVEC i # 1
a 

ee YE

INTERPOLATION

Si i est différent de 1, 1l'intégrale a approcher est

n R

I. = £ (2) ch u\/ + Kn Gey, x) dr
L x:

L

Kn Gx, r) drleat es eed ee ee ea ee a

J

o woop 0 e
3p

——}
t

i Xie -3rof ch; “tt | Oxy, vr) drLJ
'

co
5 e

n

x

u!

oT
3

Ss

x

*
1

4
1

3

=

wd
'
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ies be be
Los WJ dou
i

i

we

Soit, en développant et en sortant du signe \ les termes
£ ch indépendants de r :

: x. .(%:

Joe eh ent 4 (%5 ka Gey x) de -L\ 7 og kn asat jel jel fe } Xpo 7 r-F x r Ges r) dr

j 541 jr

x. x.
: x. j J- cht [ pail ( Kn (x,, 1) dr - 2 r kn (x., 1) dr

j j h ] i h 1
x. x.L j+l j+l

Posons pour alléger l'écriture : ~

n,i *5
= Kn (x5 xr) dr

j+l Xie

Xs

ni _ J

Y ~ xr Kn (x., rv) dr
j+l *541 =

L'expression précédente devient :

r n i %; yr 1 yo

G.9) = f. ch, —=- A - =jal jel OOj+1 h je Bsa

. | x, n,i n,i
n oi | *j 41 ro 4

- £2 chy | 1*— X a, 9jo [ B je ho jt

n.

MISE EN FACTEUR DES TERMES fy j ’

Dans la somme

n -

l= .
- i

~ . n,i ni

La quantité £" cht intervient dans J et dans J
Jj Jj jt j

3.At



ten]

kena)

eau eee!
&

a7,

En effet, par analogie 4 la cormute ((’),)

ni il} - 41 n

J = f chs] += x

j SL Ry

ion,i n a 1% om
- ‘ - fj-1 chy. j + x

oo

noi fDonec, en mettant f ch; en facteur dans la somme/( ),/ on

obtient :

A x: n,i n,i

£0 ch? | - aft X= t Y +
J J j+l j+l

Posons :

ch n,i Di

kos -x xX + Y +
i,j oh Jl 544 jtl

soe en a & * \la quantité fy ch; n'intervient que dans J

d' ot,

MISE EN FACTEUR DU TERME £© ch; G =i)

19



om!

mq

|

4

|

|

wr
Kn Gry ) dr

st

de degrés n

n

L'intégrale [| peut donc @tre approchée par :
i

1

> Ba" fe
i e 7 a4

jr

avec :

cht n,i n,i
n 1 , ?br [* X - Y i

1 1

i n,i n,ich? > >

no i |x. X - Y(3.10) 1>20 Key ; [rs ‘ 7

n cht n,i n,i
j<i kee -x. X + Y

tad h i+l jt jtl

n 2
Pour calculer les Ky > il

ni { *e1 . ni | *g-1
X = Kn (xy rp) dr et Y = r

>2 %, & x

n,i n,i
CALCUL DES INTEGRALES X rT Y

2 —- kb

Calculs préliminaires 2

_ oni *yay n,i “*g-]
x = Kn Gx) dr ’ =

2 Xy

= _ avec:

2x Tn as)

Kn Og ~
Te i 9K.

. 
i

*i
Tn > = Polynéme de Tchebycheff£

dot : =

3.A4



taeJ é
aif

|

A&

wal

Xa
x in,i g-1) 2r n ep n,i Kony 2r on

X = . 2 dr Y = 2 dr
& Ky Et = x, gL x, re ~ x;

|

|

Prenons comme variable d'intégration l'angle Y’ défini par :

= — = =

cos ¢ r r cos >

d'ot :

x x, sing d@

* = to => dre
cos > wont $

*i 1 - cos26 sin >
wr? = 52 = \ (AR - x? = x) (= kw

cos26 costo

. ar SIM OAH cose Lk
» Si cosfp? x,? cos2 $ x sin $ $

x .

* Tn GC) = Tn (cos $) = cosn $

my cos n >
* ry = cesn24 Ta (>) 2x; oad

. . ~ . x -
“* Borne inférieure : x, > a, = ‘arc cos =—

se 2 a x -

x. =

m facK . = :

Borne supérieure : x,_) > byo

. n,i n,i

Soit, en remplagant X~ et Y :
- L &



du tn La by
i

bee) © ee
as

wt

b. b.
ni i,2 2x, ag ise
X = cos nb 2x SOsne gy ¢2 cosd cos > L 2

i,2 ay, 4 FOR ¢

b, bn,i i,2 2x2 >
y = cos nd d¢ 2 x.2 coat n'¢ d 9

LR a cos? ¢ cos + a 31-2 i,g SOS ¢

by b
>

CALCUL DES INTEGRALES £8 2b ag ot fos ne ay
2 3as 2 cos ¢ aa, 2 cos >

Posons :

b. b. b
A = ts S cos. n> d¢ B z 15 cos n > d¢ c = cos n $ a¢
sy cos $ . 2 : 31,2 aioe 1,2 aig 008 $ i,2 ay g cos o

° ° ° .

> calcul d . . .i bd Ace ? Bia a Cie
b. Fia: 1,2 a ¢ 1+ tg $ big

“Le cos ¢ Log >
a 1 - tg z

1,2 ai,

b.
B 1,2 d ¢ bse

1,2 7, Lee ‘ -‘a cos -¢ a

ak ing
iD. ° b.C . i,k 46 _1 te 6 1 + tg $ : i,z

1,2 a ~ 2 cos $.* Log ryal cos” ¢$ 1 - tg z -
i,k 7 ‘ Fie

» calcul de A! ; B! c! ~
: i,eg i,e ? oa

. - h- fo, 1,2 _
Ae oe Ed
a © aie 9ie

1 mie
B= oe. pei = cos ¢ i,’

2% five °
b. -

1 _ i,@ ds _ a

C - 2 B i,k
i,k aig cos e _

3-24
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‘et ke ob oka
el
ie)
}

wu) i
is

n> 2. Pour n > 2, nous avons la relation classique :

n

les Asie Be

n n n

* calcul par récurrence de fA » 2B » C¢ pour

1,2 i,k i,k

cos n $ = 2 cos $ cos(n-1)$ - cos (n-2)¢

Donec :

a 2 t 2 (cos (n-1)¢do - fecste=Bre do

cos >

d¢_, feoea-t) odo - fesse” ta
cos? >

dée=- 2 |ees (n-1) odo] { cos(n-2) ¢do 0g é
cos? ¢ cos? $

D'od

n- 2 bse n-2
A = <> |sin (n-1)¢ -A

i,2 TM! a. i,
1, & ?

n n-1 n-2

B = 2A - B
i,k i,k isn

n n-l n-2

Ces relations permettent donc de calculer numériquement tous

- nn :

iC; 2 Pour n de 1 ANHM, ide 1 aAset £de lai.
>

in

CONCLUSION

ni. * ont - n
= dr = 2x,X : Kn (x wo r x; B.

g Se agrh

(3.12) sc, n
' n,i e-1 2Y = x Kn (x. _) dr = 2x, C

- =\, ils i bog -

2 g . : ,

n n 7 - ~

ot les valeurs B et C sont calculables par les formules de récur-

i sit i,k .

rence ci-dessus.

3.22
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EXPRESSION DEFINITIVE DES ky

En remplagant dans les expressions (3.10)les intégrales du type

3.23

n,i ni

x et Y par leur valeur (3.12)avec les indices convenables, nous
L L

obtenons : (3.13)

n 2 chy n 2 2
k = ir R x) B - C
1,1 1,1 1,1

n 2 chy n 2 »

F * a [ps 4 Bo 7 SC
l,l 1,l 1,1

n 2 ch, n ark n 2c" |
k = -x x. B + x2 +x. x; B ~ xy

ij ® Vrs hy jl aj OF Gs ii!

avec :

n de O a NHM

idelas

jdelai- .

My ———
hy = ch (x? ~ x.2chs ch wy x; " x;

n n 7 .

B 5 IC, calculables par récurrence selon n

7 Lj 4S :

n R

= £
n

i x.
i
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SCHEMA DE LA PROGRAMMATION -

CHAPITRE 4

REDUCTION DES INSTABILITES .

~ INTRODUCTION

RAPPEL SUR LES PROPRIETES DES DONNEES TOMOGRAPHIQUES

DEVELOPPEMENTS THEORIQUES

APPLICATIONS NUMERIQUES

ANNEXES — -



I ~ INTRODUCTION

La réduction des instabilités est un probléme trés important

dans les techniques de reconstruction d'images numériques particuliérement

en Médecine Nucléaire 4 cause de la médiocre qualité des données

expérimentales.

Dans le chapitre précédent nous avons présenté une technique

de réduction des instabilités qui consiste 4 compléter le systéme linéaire

a résoudre par des équations dites "conditions de régularisation". C'est

une méthode qui 4 priori est "aveugle" puisqu'elle ne tient pas compte

des propriétés des données 4 traiter.

Or nous savons (cf chapitre 2 ) que les données tomographiques

doivent vérifier un certain nombre de conditions dites "conditions de

compatibilité",

Le but de la technique que nous allons développer est

d'exploiter les conditions de compatibilité pour réduire les instabilités

liées aux erreurs de mesure et de réaliser ainsi un "lissage intelligent" ,

c'est~a-dire qui-tienne compte de la nature méme du systéme a résoudre.

Nous allons d'abord démontrer que, si une fonction a (x)
ef OM

vérifie les conditions de compatibilité, les P (= E (a/r)\premiers —s

termes de son développement ‘en série de polynédmes de Legendre _ de

méme parité que n sont nuls. ; - ~

Schématiquement, la méthode consiste 4 approcher les données

és g. (x) par Pa {x) obte
n n . . -

termes du développement de Bo (x) en série de polyndmes de Legendre.

ee Rae co eT
SAnApeTimenmcas liues en supprimant les p premiers

x 0 Whee eRe , xe ee
g (x) qui vérifie, par construction, les conditions de compatibilité est
n

alors considérée comme une approximation de g (x) réduisant l'effet des
n

erreurs de mesure.



II - RAPPEL SUR LES PROPRIETES DES DONNEES TOMOGRAPHIOQUES

1) NOTATIONS

Nous utiliserons les mémes notations qu'au chapitre

c'est-a-dire :

wos l'angle d'incidence

i x = la distance 4 l'axe de projection

~ g (x,w) les mesures physiques .

les coefficients de la décomposition en série

‘eaeit
oq
3

>*a

de Fourier
x

use ot R est le rayon du domaine d'étude

eg

2) PROPRIETES DES g_ (x)

i
x Il a été démontré au chapitre que les données gy (x)

&
{ devaient vérifier les conditions suivantes :-

‘ R 2
“k ie k entier < n
a x 8 (x) dx = 0 si

k et n de méme parité

= 0
7 -

il - o>. yO uw. soit P conditions P = E (n/r) = partie entiére de/n/r

i Si l'on fait le changement de variable usr F » Nous obtenons
- les. p conditions suivantes : , -

J ; kel 1 k k entier <n . ;
R u g, (Ruy du = 0 si ; -

ey
° k et n de méme parité

Notons : & (u) = g (Ru) -

ee

k entier <n

L
~ 1

uk By (u) du=0O si : .
0 a - k et nde méme parité

3) EXEMPLEES S. + n= 0 ou! : pas de condition .

Es



-—

te Le

n=7 P=E (n) = 3 By (u) doit vérifier

3 conditions is

1 
1 1s

ug, (u) du = 0 u B, (u) du = 0 u By (u) du = 0

0 0 0

III - DEVELOPPEMENTS THEORIQUES

1) NOTATIONS

Soit gn (u) une fonction vérifiant les conditions de

compatibilité (1)

Xx Cu), X, (u), Xy (u), ..., X (u), ... la suite des

polynémes de Legendre

n

a. : x, Cu), X, (u), Xx, (u) ..., Xun (u), ... la suite

des polyn6mes de Legendre de degré pair

L : xX, (u), X, (ua), xX, (u), .«., X (u), ..- la suite

des polynGmes de Legendre de degré impair —
rnt

_- En annexe 1 on trouvera un rappel de la définition et des

‘ propriétés principales des polynémes de Legendre. .

2) CAS of n EST PAIR > 2

La suite Lb des polynomes de Legendre de degré pair est une
q . - | en : fs

suice orcthogonale sur [Yl] (ck aemonstration en annexe 1).

- Il est done possible de décomposer g (¥) en série de L
P

a. B, CD = Cg Xy @) +6, X, () +... CK, (+ ee.



inp toa Lee keep tee leu
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X, () B, (w) au

(4.1) C,, = (cf démonstration en

annexe 2)

X, (TM- X),, @) du

Les polyndmes de Legendre de degré pair Xy 2k (u) sont des

polyndmes qui ne contiennent que des termes de degrés pair, ils sont

done de la forme :

= 2 4 u 2kXy, (=a, t+ ay +a, u Fees tags

soit A le numérateur de Coy dans 1'expression

1

2 2k, —A= 9 (to * 82 MF ree + Any u ) By (uy) du

1 1 o4L 
1 oxAza —B (u) du +a ug (u) du + .... + ayk uw g (u) du0 n 2 n 2 0 nmO 0

Les propriétés de a, - Cu) imposent que toutes les
wks 

-intégrales 6,(4) du soient nulles pour 2k< n ce qui
entraine que‘tous les Peso Coy soient nuls si 2k <n
c'est-a-dire que

~“/ fo,

x : si nest pair, les P (P=E aD premiers termes
du développement de a, (u) en série des polynémes de

Legendre de degré pair sont tous nuls -

mo

Soit a (u) les données résultant des mesures expérimentales.

Si les mesures étaient parfaites, By (u) vérifieraient les propriétés
° démontrées ci-dessus. Or les données réelles sont entachées d'un certain
nombre d'erreurs (£luctuations statistiques de la radio-activité,

imprécision du _positionnement du détecteur, digitalisation...) ce qui
fait qu'elles ne vérifient pas les conditions de compatibilité.



Nous aurons

Bo (u) = Co + Cy Xy (u) + ... 4+ C2 x2 (u) + Cc. x (u) +

P termes

Posons

x = =a. (u) = g (u) Cy + Cy Xy (u) + ... Ci-2 X 9 (u)

* (@)=cC X (uw) +O... xX, (uy) +Bn nn ¥ nt2 “n+2 ¥ ore

Par construction Bg (u) vérifie’ les conditions de

compatibilité et peut done @tre considéré comme une approximation de gy (u)

qui réduira l'effet des erreurs de mesure. La méthode de réduction des

erreurs consistera done 4 calculer gn (u) a partir de a, (u) et a
. 

: xappliquer le processus de reconstruction sur go (u)

3) CAS ot n EST IMPAIR > 3

Le raisonnement est identique 4. celui dans le cas oo n

est pair 4 ceci prés que (u) est développé en série des polynomes

de Legendre de degrés impairs, la suite L; étant aussi orthogonale

sur (0, 1) ‘ 3

+B, (w= C, x, (u) + CX (u)os eaeee + Corey Xone] (u) + 2...

avec 1

3 X g (u) duo -(4.2) . = 0 2k+1 (Cu) n

- 2ke+1
Ql

i

}
x

Oke! Cu). X6 ( Xone (u) du

——

Or Kova] peat s’écrire sous la forme

i 

1,Xo] (u) = a, uta,u, + eth3.43 Torte * Bony

donc A le numérateur de Coe se développe en :
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pene stated

l } l
A= a, i g, (u) du + ay st Ea (u) du + .., 2k+1 —

+ Fone] 0 u Bh (u) du

Les conditions de compatiblité imposent que

1 2k+1 —
u g. (u) = 0 si2k+1< n

0

donc que :

Couey = 0 si 2k+1 < m

ce qui peut s'énoncer

nf
sin est impair, les P (P=E (n/r)) premiers termes du

développement de ga (u) en série des polyndmes de Legendre
de degrés impairs sont tous nuls.

En réalité les &€ (u) résultant des mesures expérimentales
n

ne vérifient pas ces propriétés 4 cause des erreurs de mesure et

g, (u) = CX, () + 64x, (u) +... Cw) + CX, (u) +...

Posons :

-g, (v) =, @) = CX, (u) + CX, (u) #22. GOK Cu)

. ko ag. eo eee a
Par construction Bn vérifie les propriétés théoriques

“et peut donc @tre considéré comme une "bonne" approximationde By (u).

4) CONCLUSION 5

La méthode de réduction de l'effet des erreurs de mesure

_ = a % s Os 5 ~-consistera donc 4 approcher By (u) par g” (u) et a appliquer 4 Bo (u)

.le processus de reconstruction tomographique en considérant que

x
go (u) est une "bonne" approximation de gs, (u) puisqu'elle satisfait

aux conditions théoriques.
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au = at ea 2 us), ay of (u).. X, () du = 3. > en Me ED hy

x 
os . zLe calcul de Ba (u) se fera de deux maniéres différentes

selon la parité de n.

Pour n = 0 ou 1 8, (u) n'a pas de condition 3 remplir done
x

on prendra a (u) = by (u)

Iv _- APPLICATIONS NUMERIQUES
eee ees

1) NOTATIONS, APPROXIMATIONS

gy (x) n'est connu que pour les 32 valeurs de x suivantes :

x,=R-ih avec i = 1,32

donc gy (u) n'est connu que pour les 32 valeurs de u

suivantes :

Les intégrales seront approchées de la maniére suivante :

1 32 .

&, () XG) du * gp &, (3) X, (u,)
0 .

sw 32

i=tTt

d'ot la valeur approchée des coefficients C,-d'aprés les relations (4.1)

et (4.2) a 32

& (> x, (a)
n

4 (4.3) Qf

25 . VY2ks af

— Posons pour alléger l'écriture

- 32 .
: a" thy
4, = > wy “/2fast

x” - P= k i /
f.
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t
. = x, (u)

X Wo

Avec ces nouvelles notations la relation ( ) devient :

> %, ay)
(4.4) O = &, ake

2) CALCUL DE sn (u) POUR n PAIR 2

Par définition de Bn (u) nous avons

x
g (a) = 8, (u) - Co Xo (a) + CX, (u) + ...+Cn n-2 X-2 (u)

Or g (u) et donc x (u) ne sont connus que pour 32 valeursn gy
discrétes deu: u., = 85 = 23 j = 1,32

3 63

* =a (a) 8, (u;) [co Xo (a5) + cy x (uy) + eee t+

C2 Xn-2 «3 |

pour j = 1,32

Remplagons dans 1'expression pécédente les Cy. par leur
valeur donnée par la formule (4.4)

x =

G Wp = BO) 32 me
- Xo (a;)- Pa a, ‘% (u;) -

- 32 5 Xx,
~X, (a5). So A (uy) ae (uy)

- i=l

, 32 -
~ x (u.)

=k (u,) & (u,) n-2 “Mi. . n-2 7 2 n ana? .

18
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Les termes xX, étant indépendants de i, il est possible de
32les faire passer sous le signe S d'ot :

(4.5)

(4.6)

(4.7)

posons :

* isl

a (u;) = 8, ()

32

= =. ; Xo (u;) Xo (a;) By GD)

32 _ - .
= >_ X, (u;) X, (uy) 8, (uy)

i=l

32

a Xo (a;) Xo (ay) 8, (a)

Soit en regroupant les signes 3

32

Bh (as) = 8, @)) - ZH, Ge (u,) Ko (uy) +

X, (uy) Xx, (a3) toa Kl, Gy) XD (u;)

Posons 3 : -

U, “Gs i) = Xo (uz) Xo (uy) + X, UX, (a) +

X22 (a). Xo (a)

-La relation(4.5) devient ; - -

- - 32

a i) 8, @)- Dou, Gi) a Gp
tei

Ecrivons la relation (4.7) sous forme matricielle, pour cela

L.A
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4

8s (a) a, (u,)
* ~
cof @

x »
8, (30) &, (ug)

yu, (41) UL 1,2)... UL 1,32)

UL (2,1) seeeeee

Ui=

n .

| Ye (32, 1) u, (32, 32)

La relation(4.7) s'écrit alors :

ie] - fa) - bk

(4.8) [or | ak - v, | x(a, |

3) CALCUL DE gn (u) POUR n IMPAIR $ 3

Les calculs sont les mémes que pour nm pair 4 ceci prés

que tous les polyndmes de Legendre utilisés seront impairs.

En particulier la relation (4.6) devient

u, Gy i) = xy Gy) x, w,) +X) us) XU) te

X24) X2 (5)

L_Ao



at Ld

ea

=a a ee ee)
L 4

aes

La relation matricielle (4.8) reste:

[e]-b - «J+ [a]

4) CONCLUSION

Pour toutes les harmoniques de 0 4 l'infini du développement

en série de Fourier de données tomographiques gn (x,w), la relation

matricielle suivante permet de calculer l'approximation des a, (u)

qui vérifie les propriétés théoriques.

i}: -s) [au

avec

sin owt [uf [o] [er]-[e]

sin pair > 2 UL (i,j) = Xo a) Xo (u;) Bag are ofa

* Xp Gp) > Xp Ca)

sin impair 73 us (i,j) = x, (u,)°X, (a5) J roieiers

+X. Gp Fy Op)

Le processus de reconstruction tomographique sera appiiqué

alt Jes dans le cas du processus décrit au chapitre ( 3 ), nous avons

[.] + [2]
1

m4"2 bd u

LAA
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soit en renplagane| c*

bf -b J 0

par sa valeur

Si on pose

[.J-i]-

Cette expression est trés intéressante en pratique car

* Rae 5comme les Ry les R, sont indépendantes des données et peuvent donc

Stre calculées une fois pour toutes et stockées sur disque.

Cette méthode de régularisation ne consommera donc

aucun temps de calcul supplémentaire.

V - SCHEMADE LA PROGRAMMATION

1) CALCUL DU TABLEAU DES x (uz)

Il se fera en utilisant la formule de récurence

x Gy) = uy

2n - 1 -1

y G@p= n Gye a) n Xy-2 (p

. pour ndeO 413

ide 1 a 32
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2) CALCUL DU TABLiAU DES x (u;)

Les xX, (a) sont calculés 4 partir des xX, (uy) en

utilisant la formule de définition des x

XR yD nde0a13

x, @) = ae OT

32 an? i”
Bogs yt 29) 63fay ni

ide 1a 32

3) CALCUL DES 16 MATRICES UL POUR n de 0 4 15

Sin=0o0u1

[ t] = 0

Sin pair > 2

U, (i,j) = Ko (u,) Xo (u;) + XK, (uy) X, (aj) tee + Kyo (ay) Ky (a)

Soit en utilisant la formule de récurrenceévidente :

Uy Ge = Uy Gd + Ky Cy) Kip (5)

Sin impair > 3 -

Uy Gs 9 =X, WD. Ky @,) + Ky UX; Gy) + + KL, (OY) Kp (ay)

Soit par récurrence :

U, Gay) > UF God + By ) - Hy O? ;

4) CALCUL DES 16 MATRICES [x i , | POUR n= 0 4 15

: +> si i=j . vui,j) + 1-0 Gi, j)

> si ie3 UG, i) > -UG, >

LAS
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Ces 16 maczices [x = v, | seront stockées sur disque

5) CALCUL DES 16 varerces| x* | POUR n = 0 a 15

Sin=0 oul:

Lx] -Cal
Pour nde zaiIs :

1

- lecture sur disque as, |

- lecture sur disque de [: - u,]

multiplication de matrices[ R,] x [: - ¥ |

écriture ad xt Jour disque

bAly
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ANNEXE 1 : RAPPEL SUR ES PCLYNOMES DE LEGENDRE

DEFINITION

Les polyndmes de Legendre sont définis par

1 a”
% 00 = ar

ni! 2 an

(x? = 1)"

Les premiers polyndmes de Legendre sont

x (x) = 1

x, (x) =x

x) = 3/2 x - $

x (x) = 2 x? = 3 x

PRINCIPALES PROPRIETES

1) Les polyndmes de Legendre forment une suite de

polynémes orthogonaux sur =, <1

+ 1

xX, (x) xX, (x) dx = 0

- 1 -

+ 2) Les polynémes de Legendre vérifient la relation

de récurrence suivante : 7 -

2n-]1 1

x (x) . ¢ 1 tel (x) = 1 X-2 oo)
a -

3) Cette relation de récurrence et le fait que KX, = let

X, (x) = x imposent que

tous les polyndmes de Legendre de degré pair sont pairs

— tous les poltynémes de Legendre de degré impair sont impairs

L-AS
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4) Sin # ¥ ec sin et P sont de méme parité, alors

xX (u) et X (u) sont de m@éme parité done x, (u) X (u) est une

fonction paire de u d'od :

1

- 1 X, (u) X, (u) du = 2 gm Os > ae

Les polynomes de Legendre formant une suite orthogonale :

1

X, @) xX, (uy) du =O si n#P

- 1

donc;

Sw (u) du =0 - n#P1 in X U. ju sl

n et P de méme parité

c'est-a-dire que:

- sont deux suites orthogonales sur 0, 1



ANNEXE 2 : CALCUL DES COEFFICIENTS DU DEVELOPPEMENT D'UNE FONCTION

EN SERIE L. OU L.
P 1

DEVELOPPEMENT EN SERIE La

Soit une fonction g (u) définie sur [o.1]

La suite Lb des polynémes de Legendre de degré pair étant

orthogonale sur 0,1 » la fonction g (u) peut se développer en:

g (u) = Cc, X, () + C, X, (u) +... + Con Xoy (u) + 2...

Multiplions les 2 membres de l'égalité précédente par

Xo

d'oti en intégrant entre 0 et 1;

1
g (yu) Xo (u) du = COX, Cu) Kou {u) du +

0 40 - = 6

. oO 1 Vby ;
| 

C, X, Cu) Xp (u) du +... + , Cor Kon (u) Xop (u) du +...

am - Or toutes les intégrales du type

- 1. = | * . : -= 2 ae 
u) X_ (u) du avec P #

. 0 Xx, (u) ly (u) q

le . sont nulles car His est une suite orthogonale sur [ o, | done
| - l'expression — s'écrit :

: ~ 1 | .[ . 5 B (u) Xy (u) du = Cy, 5 Xj, Cu) Xy, (u) du

[ ~—d'ou: 1 . =o> — Xo, (uy) g (u) du -
0 ~~

~ Coy * >

P Xon (u) Xo, (u) du

r

a 
Harel
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DEVELOPPEMENT EN SERIE Li

Ly est également orthogonale sur [o 1]

donc :

g (u) = C) xX, (u) + Cy x, (uy) +...

En multipliant par Xone (u) et en intégrant entre 0 et 1
on obtient :

1 1
g (u) Xone] (u) du = cy x, (u) Xone] (u) du +...

0 0 1

Coed o *2kt1) Xoxa1 Cw)

Xone! (u) & (u) du

Cone

Xe () Xoeey CU) du
2k+1

* Cone Koay OD + ee

AR
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CHAPITRE 5

DESCRIPTION DU SYSTEME TOMOGRAPHI QUE

ET ORGANISATION GENERALE DES PROGRAMMES

LA GAMMA CAMERA

" LE-SYSTEME INFORMATIQUE -

LES DONNEES TOMOGRAPHIQUES

CALCULS A PREVOIR POUR LA RECONSTRUCTION TOMOGRAPHIQUE

-GENERALITES SUR LA REALISATION PRATIQUE DES PROGRAMMES
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scintigraphique.

Le matériel disponible au Service de Médecine Nucléaire du

CHU de NANCY~BRABOIS pour réaliser des tomographies d'émission se compose

d'une gamma-caméra tournante Général-Electric 400T avec sa table d'examen

spécialement congue pour la tomographie, et d'un syst&éme INFORMATEXK

SIMIS IV pour l'acquisition, le traitement et la visualisation des données.

I- DESCRIPTION DE LA GAMMA-CAMERA

1) DESCRIPTION PHYSIQUE (oir figure 5.1 )

La gamma-caméra utilisée se compose d'une téte de détection

Montée sur deux bras mobiles et équilibrée par un contrepoids,

L'ensemble est articulé sur un cercle mobile pouvant tourner

a l'intérieur d'un cercle fixe,entrafnant ainsi la rotation de la téte de

détection autour du patient, le rayon du cercle de rotation étant fixé

par L'inclinaison des bras mobiles.

La téte de -détection est reliée a la console de commande

qui contient toute l'électronique nécessaire 4A la formation de l'image

2) PERFORMANCES a -

Le champ utile de la gamma-caméra est un cercle de 40 cm de

diamétre. .

Le taux de comptage maximum esi de i'ordre de 50 000 coups

par seconde,

_ La résolution est de 6 mm.

La rotation de la téte de d&étection se fait pas a4 pas autour

_ du patient en 32,64 ou 128 positions sur 360°.
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II - DESCRIPTION DU SYSTEME INFORMATIQUE RELIE A LA GAMMA-CAMERA

Il s'agit d'un systéme de marque INFORMATEK SIMIS IV

dont le réle est d'acquérir, de traiter et de visualiser les données

scintigraphiques fournies par la gamma-caméra. Ce systéme est organisé

autour d'une unité centrale de la classe des "Mini-ordinateurs".

1) LE MATERIEL (voir figure 5.2 )

L'unité centrale

Elle comporte une mémoire centrale 4 semi-conducteurs de

64 K mots de 16 bits.

Le cycle machine est de 960 ns.

Elle dispose d'une virgule flottante cablée.

Les périphériques

- 8 bits, ce qui autorise une définition d'image de 256 x 256 au maximum.

Liunit

D'une capacité de 96 Mega-octets répartis sur 4 plateaux dont

une cartouche amovible. -

Liunité de bandes_magnétiques - -
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d'une "mémoire couleurs" de 256 mots de 12 bits entiérement programmables

chaque point de la "mémoire image" fait référence 4 une des 256 couleurs,

chaque couleur étant codée sur 12 bits : 4 bits pour chacune des 3 couleurs

fondamentales : rouge, vert, bleu.

2) LE LOGICIEL

Avec le systéme résident, les logiciels fournis par le cons-

tructeur comprennent des programmes scintigraphiques standard , des

sous-programmes standard , des programmes utilitaires et un systéme de

"macro fonctions".

Les programmes standard

De nombreux programmes sont proposés, chacun réalisant une

tache précise et comportant un dialogue important, citons par exemple :

~ les programmes d'acquisition : statiques, dynamiques,...

- les programmes de traitement d'images : lissages, filtrages,...

- les programmes de visualisation : avec choix du format, de

la mise 4 l'échelle, de 1'échelle de couleurs...

Les sous-programmes standard

Ils réalisent les taches fréquemment utilisées par les programmes

standard :

- gestion du dialogue : -

gestion des entrées-sorties sur disque, bande, unité de

visualisation 5

~ calculs courants sur une image. - z

Ils permettent 4 l'utilisateur de développer et de gérer son

propre logiciel.

Citons-en particulier :

— un assembleur : 7

" n
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- un compilateur FORTRAN IV

- un éditeur de texte

~ un programme bibliothécaire

Les macro-fonctions

Un examen complet fait appel 4 de nombreux programmes

(acquisition, traitement, visualisation, stockage, ...) et chaque

programme nécessite un dialogue important, ce qui rend l'utilisation

du systéme trés souple mais trés lourde.

Pour compenser cela, le constructeur a développé un macro-

assembleur qui permet d'écrire des "programmes de programmes" en chainant

les programmes selon une séquence établie par l'utilisateur (avec possi-

bilité de boucles de tests, de branchements...) et en gérant le dialogue

c'est-a-dire en ne posant 4 l'utilisateur que les questions indispensables

et en répondant de fagon automatique chaque fois que cela est possible.

Ceci permet d'écrire pour chaque type d'examen des procédures

trés faciles 4 utiliser sans amputer la souplesse du systéme.

III - LES DONNEES TOMOGRAPHIQUES -

1) ACQUISITIONS

2 Les données de départ fournies par la procédure d'acquisition

sont constituées par une série de 32, 64 ou 128 matrices 64 x 64 dites |

."matrices-acquisition" chacune de ces matrices représentant l'image de

la projection du volume radio-actif sur une incidence.

2) DONNEES INTERMEDIAIRES

- Chacune des images de la série acquisition comportant _

64 lignes; il est possible de reconstruire 64 coupes.

7" Pour chaque coupe 4 reconstruire il faut extraire de chaque

“matrice-acquisition" la ligne correspondante.
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Le regroupement des données correspondant A une coupe

constitue le "pré-traitement" qui génére sur disque une matrice dite

“"matrice donnée" par coupe 4 reconstruire.

3) RESULTATS

En appliquant le processus de reconstruction 3 chaque

"matrice donnée" on obtient une "matrice-coupe" qui sera stockée sur

disque pour étre ensuite visualisée.

4) TABLES

Chaque fois que cela est possible les calculs indépendants

des données seront effectués une fois pour toutes et leurs résultats

stockés sur disques sous forme de tables ou matrices 64 x 64 au besoin

partiellement remplies.

C'est le cas en particulier pour les matrices "pseudo-inverses".

IV - CALCULS A PREVOIR POUR LA RECONSTRUCTION TOMOGRAPHIOQUE (cf. Figure 5,3)

Nous avons montré au chapitre (3) que le processus de

reconstruction tomographique revient a calculer:

[es] = [xo] [eo].

ot : .
x __iéme - : . .[ca] est lan harmonique de la transformation de Fourier des
données ©

[Rn] est une matrice pré-calculée 0

[Fx] est la nome harmonique de la transformation Fourier des résultats

Les 6tapes du calcul seront donc

~ Calculs 4 faire une fois pour toutes

. : x ~= -Construction des matrices Rn ou Rn pour des valeurs

choisies de € et Wet pour n de O08 NHM, NHM étant le nombre maximum

d'harmoniques dont on tiendra compte.
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~ Pré-traitement pour chaque acquisi:

+ Visualisation d'une incidence (par exemple la face antérieure)

et détermination des coupes 4 reconstruire.

+ Pour chaque coupe, extraction de la ligne correspondante

dans chacune des "matrices-acquisition", création et écriture sur disque

des "matrices données" avec ou sans correction d'absorption.

-T B chaque _coupe:

. Lecture sur disque de la "matrice-donnée"

+ Transformation de Fourier rapide

+ Multiplication de chaque harmonique par la matrice [rn }
a chercher sur disque

- Transformation de Fourier inverse

+ Transformation des coordonnées polaires en coordonnées

cartésiennes

+ Ecriture sur disque des résultats

V_- GENERALITE SUR LA REALISATION PRATIQUE DES PROGRAMMES

“1) PROGRAMMATION

Tous les programmes et sous-programmes ont été écrits en

FORTRAN IV.

Les programmes sources sont entrés directement au clavier

sous le contréle d'un éditeur de texte qui permet une-mise au point facile

grace a4 ses fonctions d'insertion, d'effacement, de recherche de chatne
de caractéres.., Les programmes sources peuvent étre sauvegardés sur

disque et/ou sur bande magnétique par le programme bibliothécaire.
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Les programmes-objets sont générés i partir des programmes

sources par le compilateur FORTRAN et peuvent également @tre sauvegardés

sur disque et/ou sur bande.

2) COMPATIBILITE AVEC LE SYSTEME

Pour que les programmes soient compatibles avec l'ensemble

des programmes standard , il importe de prendre quelques précautions,

- Le dialogue

Si les programmes sont destinés a @tre utilisés en routine,

il faut qu'ils soient compatibles avec le systéme des "macro-fonctions".

Pour cela, tout le dialogue doit étre géré 4 l'aide des sous-

programmes standard qui réalisent les fonctions suivantes :

~ dition du message sur la console appelante

- lecture de la réponse sur le clavier

- test si la réponse est du type attendu : numérique, alpha-

numérique

- Structure logique des données sur disques

La zone donnée du disque est divisée fictivement en

"fichiers" de 4 216 mots, chaque fichier portant un numéro de 1 a nya

dépendant de la place disponible sur le disque.

Par convention, chaque fichier est structuré de la maniére

suivante :

~ Les mots de ! 4 120 représentent l'identification du fichier

qui contient : le type de fichier, la date, le nom du

patient,...

- Les mots de 121 4 4 216: représentent les données, soit une

= matrice 64 x 64 rangée ligne par ligne.

“Les matrices de dimensions. supérieures 4 64 x 64 sont écrites

sur plusieurs fichiers consécutifs.



L'accés aux fichiers est réalisé par un sous-programme
standard qui permet de lire ou d'écrire sur n'importe quel fichier

repéré par son numéro.

Il est bien sfir toujours possible d'écrire ou de lire

n'importe ot sur le disque par adressage en surface, piste et secteur
mais au risque de rentrer en conflit avec le syst&me standard.

C'est pourquoi nous avons choisi de stocker toutes lesi a 3 matrices et les tables selon le format standard 64 x 64 en veillant

a mettre 4 jour correctement les identificateurs qui sont testés par

tous les programmes standard

Ces quelques précautions permettent de rendre les nouveaux

programmes et les données qu'ils générent entiérement compatibles avec

le reste du systéme.
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CHAPITRE 6

CALCUL DES MATRICES "PSEUDO-INVERSEES” [R] ET [Ra]
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I — INTRODUCTION

Nous avons montré au chapitre 3 que 1'équation

fondamentale de la tomographie d'émission peut @tre approchée par un

ensemble de m systémes linéaires de s équations 4 s inconnues

[re] [rs] - [oo] pour n= 08a =

ou

s = nombre de points de mesures sur un rayon

n = indice de l'harmonique considéré

m = nombre maximum d'harmoniques dont on tient compte

[ca] = matrice colonne 4 s éléments représentant le nveme
harmonique du développement en série de Fourier des

données g (x, w) :

[Fa ]- matrice colonne 4 s éléments représentant le nome
harmonique du développement en série de Foutier des

x 7 inconnues f (, » 5 .

- [kn ] = matrice carrée 3 x s triangulaire inférieure

: Les propriétés de g (x, w) et f£ (r,0) permettent de_

tronquer le systéme : -

(J [e}- fs}

. [Fe] - matrice colonne composée des Mp premiers éléments de Fn
[ Ko ]= matrice rectangulaire 4 S ligne et m colonne composée

des Mp premiéres colonnes de Kn

TM ;
a % -- 0 My S- P avec P = partie entiére de/n/r/ ws 2

: LL mm
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Pour rendre le systéme plus stable, on y adjoint m
P-1

équations de régularisations suivantes :

n n
ef) - ef, 20

n n
ef, ef) =0

ef? - ef
TM-1 TMp =*

Le systéme 4 résoudre devient donc :

Le] fal. fe]

ou:

_ _ e-c000000...0

[ks] = [x.] complétée par les m, _, lignes 9 €- €0000...0

: ene

il s'agit donc d'une matrice 4 s + mp_, ligne et mp colonnes

[ee | -[cn] complétée par m_; 0

La résolution de ce systéme surdéterminé se fera en

recherchant la "pseudo solution" au sens des moindres carrés par larec! B par

méthode de GOLUB qui consiste 4 calculer les matrices Rn "pseudo-inverses"

des Kn ~ an

Tal -
Ln

— PLP

ot [ra | est une matrice de TM lignes et s colonnés

D'autre part, on a montré au chapitre que, en exploitant

les conditions de compatibilités que doivent vérifier les données, il

i 7 * x :ést possible de calculer des matrices [R a| a partir des [Rn }
qui réduisent l'effet des erreurs de mesures.

6.2



On a alors;

[ee] - [o] [e]

Les étapes des calculs 4 réaliser sont donc

-calcul des [xm | A l'aide de formules données au chapitre 3

-calcul des [« ] et [me]

-calcul des Rn en "inversant" Jes ray par la méthode

de GOLUB

*

-calcul des]| Ro

Le calcul des matrices Rn doit étre refait pour chaque

nouvelle valeur des paramétres uo (coefficient d'absorption) et ¢

(coefficient de régularisation). L'ensemble de ces calculs étant trés

long, il faut essayer de réaliser au préalable le maximum de calculshet
indépendants de p et c.

Le coefficient d'absorption ‘uo n'intervient dans le calcul
. des matrices Kn que par le facteur multiplicatif

ch. yu x. - x.

devant chaque élément an

ied Appelons K°n- les matrices Kn calculées avec pp = 0
~ ~ c'est-a-dire pour ehu\é

co - -
Les matrices Kn sont indépendantes de wo et ¢



Il est done possible de les pré-calculer et d'en déduire trés pape

Vv les matrices K n en multipliant les Resa par le facteur ch p - x2
iv

Les 6tapes du calcul deviennent donc :

1) Calcul des [kn] indépendantes de ¢ et u

2) Calcul aed Ke | [m] [k=] en fonction de wu et €

3) Calcul des[_Ro |

*4) Calcul de [x =

II CALCUL DES wararced K°a |

Log ee
a
i

Rappelons que les matrices Kn sont des matrices carrées

des x s éléments triangulaires inférieurs c'est-a-dire dont tous les

{eee éléments Kiog avec i < j sont nuls.

ane ie ° a 7Les éléments des matrices KN se calculent 4 l'aide

des formules ( 3.13 ) du chapitre ( 3 ) dans lesquelles on donne

a WU la valeur 0.sey
7 Ces formules deviennent :

a 3 =

k =0 sii j ,

ns Bact leit
o 4 n 2 2 n

] = . Ki i of *i-1 i i, i i or i

_ - Les quantités BF 4° et ce i,j étant calculables par récurrence

selon n d'aprés les formules GB. iy du chapitre (3 )e ‘est~a-dire

x;
a.,k = are cos (i

~ 7 x.
- 2

~ 

x

c - bs, 2 = arc cos x1” ais t- 1
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Cc = 1] tee , Log 2
i,g cos $ $

T-tez |p,
1,2

by 2

A. zhe Lo]
isn

1 °B. = Ey
1,2 - Lyd

c = B.
isg isg

b.
15kn n-2

Fe = i 1 - AL

15d

n n-1 n-1

in 7 7 Ale 7 Ri,

ch = 2 pel _ gh?
1,2 1,2 Lyk

III - CALCUL DES MATRICES Leal

. ~ Les matrices sont obtenues en calculant les matrices

""pseudo-inverses" des matrices| Rn far la méthode de GOLUB.

= Les calculs sont effectués selon la séquence suivante :

Pour n= 0 @ n max:

~ lecture sur disque de la natrice| «°n |

nw
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iy . ; oO- calcul de Kn en multipliant les Kia par Chu

- calcul de Knen supprimant les Mp derniéres colonnes

calcul du K en ajoutant M_} lignes de régularisation

- "pseudo-inversion" de K n (cf références ) 4

- €criture sur disque de la matrice| Ra

REALISATION PRATIQUE

Le calcul des matrices Rn fst fait par le programme KGMR

La "pseudo inversion" est réalisée par le sous~programme

GOLUB dont on trouvera la description dans la référence

Tous les calculs sont effectués en "réels double précision"

mais les résultats sont stockés sur disque sous forme de "réels simple

précision".

Le dialogue est le suivant :

-Premier fichier K.? numéro du fichier disque ou lire la -

premiére matrice K

-Premier fichier R ? numéro du fichier disque ou écrire la_

premiére matrice R

-Epsilon ? coefficient de régularisation

-MU ABSORBTION ? coefficient d'absorption en em!

Le temps de calcul est trés long : environ 10 heures

pour calculer 16 matrices [Ro }

6-6
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Il serait sans doute possible en soignant la programmation

de gagner du temps, mais ces programmes étant destinés 4 étre utilisés

trés rarement, ce travail n'a pas 6té fait.

Iv_- CALCUL DES uarrrces| Rn

Rappelons que les matrices] R"a}se calculent 4 partir des
matrices Rn par les formules :

*

[Fe] -[=] Le -o]

Les étapes du calcul ont été décrites au chapitre

Pratiquement, le calcul des matrices [r*n] se fera 4 l'aide de deux
programmes :

1) PROGRAMME DE GENERATION DES MATRICES [i - Un]: KGUN

Les calculs réalisés sont les suivants :

Génération du tableau xX, (ay) par récurrence :

X, (u,) = 1 avec n de 0 4-13
oO 1

o = RE Gen h

X,; (u,) =u, a
& : ide 1 a 32

2 n-1 : n-1

: XG) = > a KG) OX, GD
n-1 a .

" Normalisation de X. (u.) -
n 1

X_(u,) ~

Xn (u.) = na
1 . A

. 
A

32
2 .

> x (u;)
eT

Calcul par récurrence de [un] puis de [i - Un } pour n
deOa ls ~

. _n=0ou i[ve] = 0
_ ne ae ide 1 a 32

- n=2 Un (i,j) = X, (eA) : X,(asy) j-de 1 a 32



4

n= 3 U3 (i535) = X, (u,i) : x, (u,i)

reer
nes ynG,5) UL G0 + Kl) Kp)

{
Mech

sii=j u,(i,i) 1 yjGoi)

'
kes sii#j UG.i) = - u,G,3)

1

og siiecll
Ecriture sur disque des matrices [: iad us |

|

selon le format standard 64 x 64

2) PROGRAMME DE MULTIPLICATION DES warrtces| R n PAR LES
matetces[I - Un |

— Il réalise simplement les calculs suivants :

Ss Pour nde 0 a 15;

lecture sur. disque de [rn]“eo
lecture sur disque de [1 7% Un |

multiplication de ces deux matrices 32 x 32.

jas
x 7.-.écriture sur disque ae a

J

L

Le dialogue est :

premier fichier R? (ot lire “tes matrices[ R | 2
premier fichier | - UN? (oa lire les matrices [i = u] a

= * premier fichier R* ? (oii écrire les matrices [rn] 2)

=
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V_- REMARQUES

On constate expérimentalement que les natrices| Rn Jee [a*n]
comportent de nombreux éléments négligeables.

Un grand nombre d'opérations pendant les multiplications

matricielles seront donc pratiquement inutiles et il serait intéressant

pour gagner du temps de les supprimer.

Pour cela nous allons, dans chaque colonne des matrices [ Rn]

et [Ren], rechercher les limites supérieures et inférieures i l'extérieur
desquelles tous les éléments sont considérés comme négligeables.

(On considérera comme négligeables les éléments inférieurs a, par

exemple, wooo de 1'élément maximum de la série de matrices).

Les matrices [rn] et[R* | sont des matrices de
dimensions maximales 32 x 32 réels. Elles n'occupent donc que

partiellement les matrices standard 64 x 64 entiéres, ce qui permet

de ranger la valeur des limites supérieures et inférieures pour

chacune des colonnes dans le méme fichier disque que la matriceR

Le travail de "bornage" est réalisé par le programme KBMR

qui sur une série de matrices[ Ru}, recherche 1'élément maximum,
détermine pour chaque colonne le premier et le dernier élément 4

prendre en compte et range ces limites dans le fichier disque avec

la matrice LR 1}

_ Ces limites seront exploitées par le sous-programme de

multiplication matricielle.
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CHAPITRE 7

LE PRE-TRAITEMENT DES DONNEES D‘ACQUISITION

GENERALITES

CAS OU L = 0

CAS OU p #0
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(7.1)

I - INTRODUCTION

Une acquisition tomographique standard se compose de

64 matrices 64 x 64, chacune de ces matrices représentant la projection

du volume radio-actif selon une incidence perpendiculaire & 1l'axe de

rotation du détecteur.

La premiére étape du processus de reconstruction que l'on

appellera "pré-traitement" consiste A extraire de la série des "matrices

acquisitions" les données correspondant a la coupe 4 reconstruire (c'est-a-

dire les 64 n°©TM° lignes des 'matrices-acquisitions") et 3 les ordonner selon
les conventions choisies lors de l'établissement de 1'équation fondamentale

de la tomographie d'émission (cf chapitre 2 ).

Tl s'agit done de calculer 4 partir de l'acquisition tomo-

graphique le tableau

ul, (x. ,w.)_ 1 - pl, (x. ,w.) + 204ig(x, ws) = Fy hy Gy sw.) e ° Leni 5 hy (x, Ww) e

Xs i= 14s représentant les s points de mesure sur un rayon

(en pratique s = 32)

Ws j = 1 4 NI représentant les NI angles d'incidence en pratique NI = 64

hy Gx, Wa) représente la mesure de la radiomaétivité au point x. de

la j reme incidence (point M, de la figure 7.1) =

h, (x. , ") représente la mesure de la radio~activité au point opposé1 - 
.

au point de mesure de hy G;, w;) (point My de la figure 7.1)

1) t&x,, w;) représente la valeur algébrique H P,; sur la figure (7.1)

1, (x, ws) : représente la valeur algébrique H P, sur la figure (7-1)

ll représente le coefficient d'absorption 7



II - CALCULS DANS LE CAS OU u EST NUL

Si l'on suppose u = 0 la relation (7.1) devient :

1(xs 5M) “9 [ cu) + hy (om) |

Le probléme consiste 4 retrouver la valeur h, (x, w ) et

hy (x; 5 wi ) dans la série des" matrices-acquisitions'c lest-A-dire a
Stablir 1a correspondance entre les indices i et j et les
indices des éléments dans les"matrices-acquisitions’ (cf figure),

Supposons que la coupe 4 reconstruire soit la coupe numéro n
BI B ; iéme .,. a FL Fac'est-a~dire située au niveau de lan ligne des 'matrices—acquisitiong!

iéme ,.Le point M (x, > ae ) est done situé sur lan ligne de

la thatrice-acquisition" numéro j et le point M, (x,> i, ) est situé sur
iémela n ligne de la ‘hatrice-acquisition" opposée c cyte la matrice

numéro k avec k = j + 32 si j < 32 et j - 32 si j > 33.

Par convention, l'indigage des x; se fait de 1’ extérieur vers

le centre c'est-a-dire que le point Xs est le point de mesure le plus

externe et le point Xo est le point de mesure le plus prés du centre.

D'autre part, les 64 éléments d'une ligne acquisition sont numérotésde

1 a 64, le centre de la ligne étant situé entre les points 32 et 33.

Tous ces éléments sont représentés sur la figure

: : ime aneLe point de mesure M (x, > mg ) est le 65 = élément de la
iéme . . :n> Ligne de la thatrice acquisition! numéro k, -

‘Le calcul de G (x; 7 ws )} pour i de-1 4 “32 nécessite donc de lire

les deux' hakwices acquilslelend’ opposées, a partir desquelles il est
également possible de calculer G (x; > WwW. +32) pour i= F a 32,



(ey tty

ide! a 32 Matrices o 4: .
| N” ligne] Indice M] Indice mj de 1 a 32 acquisitions 

]

G (x;, Bid j j + 32 N i 65 - i

G (x55 W 5432) j j + 32 N 65 -i L

REALISATION PRATIQUE : programme KPT1

Séquence des calculs

Pour NC de NCI & NC2 (NC = N° de la coupe A reconstruire)

Pour 3 de 1 4 32 ;e

lire les "matrices -acquisitiong' numéro j et j + 32q J

pour i = 1,32

G(I, J) = 5 H,(T, Ne) +H, (65 ~ I, NC)ty

—
GCI, J+#32) = x H, (65-1, NC) + Ho (1, NC)

Ecrire sur disque la matrice G . .

Les matrices acquisitions :sont des matrices 64 x 64 nombres

entilers.

Les caleuls sont effectués en variables entiers et les

‘résultats sont convertis en variables réels, simple précision avant



d'étre recopiés sur disques sous forme d'une matrice 32 x 64 nombres

réels qui occupe la méme place qu'une matrice 64 x 64 nombres entiers,

Pour gagner du temps dans les calculs d'adresses, les

tableaux manipulés seront des tableaux 4 1 dimension, les indices

étant calculés par des incrémentations adaptées.

Dialogue

Numéro coupe haute ?

Numéro coupe basse ?

Premier fichier acquisition ?

Premier fichier résultat ?

IIt ~ CALCUL DANS LE CAS OU y EST NON NUL

Si wk est non nul,le pré-traitement consiste 4 calculer

pour chaque coupe 4 reconstruire :

[>

| “vl. (x, sw.) +ul, (x. ,w.)j hy Ge; ow) e iar ye + hy Gao) e 207i 5g (x; ow) =

NIA
See

La correspondance entre les indices étant la méme que dans le

cas ou HW = 0, il suffit de modifier l'algorithme précédent. en introduisant

‘les coefficients A,> A ,A3>A, de la maniére suivante :-

!6) = 5 [4, * Hy, (I, NC) +A, * Hy (65-1, ne) |

i lA, x H, (65-I,nc) +A, x HCL, x6 | EG (1,J+32) =

7.4
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ul, (x.
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A,=e

5432)

Les valeurs 1, et 1, sont des mesures algébriques de MA, et

MA, la droite M M, étant orientée de M, vers My (cf figure 7.1).

Pour calculer 1, Ges 3) et ly (x, w;) il est nécessaire

de connaitre le contour du domaine de mesure D.

La détermination de D peut se faire par mesure directe

par reconstruction de la coupe en supposant P- O ou par tout autre

moyen. 
.

Nous supposerons D connu et mémorisé sur disque sous la

forme d'une matrice 64 x 64 dont chaque élément vaut 1 si le point

appartient 4 D et O si il n'appartient pas 4 D.

1) CALCUL DES ly et ly (x; , wv)

Le calcul de 1, Gx w;) et 1, (x;, w;) sera fait par un

programme indépendant et les résultats seront stockés sur disque. Ainsi,

si plusieurs coupes & reconstruire ont le méme contour, il suffira de ne

réaliser le calcul de 1, et 1, qu'une seule fois.

Principe du calcul

Tl s'agit de calculer pour chaque angle d'incidence w. et

chaque valeur de x; les longueurs HP yet HP, et pour cela de déterminer

les coordonnées des points H, Piet PS dans le repére 0, X,Y.

. Les coordonnées du point H sont données par 3:

x =X. cos (5)

<
i

a ‘sin (5)

“wn
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La recherche de BP et Py se fera en se déplagant pas 4 pas

partir de H sur la droite de projection 4 c'est-a-dire en incrémentant

les coordonnées de H des quantités

é, = sin w,
J

= - cos w,

by j

Pour chaque nouveau point, le passage de la frontiére de D

sera recherché en testant le passage de 0 A 1 ou de 1 40 du point

correspondant dans la matrice représentant le contour D.

Une fois Py et Py reconnus, les quantités 1, et 1, sont

calculées et recopiées dans le tableau résultat.

L'ensemble des résultats est ensuite recopié sur disque

sous la forme d'une matrice 64 x 64 entiers appelée matrice L.

Structure du programme KCML

Entrée des paramétres (cf dialogue)

Lecture sur disque de la matrice du domaine D

Pour chaque angle Ws -

Pour chaque x;

Calcul des coordonnées de H

Recherche des points P et P;
2

Calcul de 1, et 1, a7

Ecriture sur disque des résultats.

Dialogue

- Numéro de fichier du domaine D

- Angle origine

- Nombte d'incidences

- Numéro de fichier de la table résultat.

2.6
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2) PRE-TRAITEMENT PROPREMENT DIT

Les coefficients de correction d'absorption Ay» A> A; etA,

sont déterminés en recherchant dans la matrice L les valeurs de 1, x, es)
et 1teas feeey 2 Gx > “3 ) et en calculant les exponentielles correspondantes.

Structure du programme KPT2

“Entrée des paramétres (cf dialogue)

~Pour NC de NC] & NC2 (NC = n° de la coupe 4 reconstruire) :

.Lecture sur disque de la matrice L

.~Pour j de 1 4 32

Lecture sur disque des matrices acquisitions J et J +

Pour i= 1 a 32

Recherche de 1, Gx, vw) 1, Cx wi)>

1 (x1 M5432) 12 Oey (5499)

calculde Ay, Ag» Az» Ay

GUI) = FA, Hy (INC) + Ay Hy (65 -1, NC)

; GC1+d#32) = 5 Ag Hy (65 ~1, NC) + A, Hy (I> NCD

-Ecriture sur disque de la matrice G
| -a matrice 32 x 64 réels simples précisions

} - ~ Dialogue . 2 .

a

Nunféro coupe haute ?

Premier fichier acquisition ?

Premier fichier résultat ?

Coefficient d'absorption MV ?

Fichier, de la matrice L ?

7.3



Iv_- CONCLUSION

toon La procédure de pré-traitement des données tomographiques

est réalisée 4 l'aide de trois programmes.

si N= 0 programme KPT1

si NO programme KCML : création de la matrice L

KPT2 : pré-traitement proprement dit

ba
Les programmes KPT1 et KPT2 peuvent étre regroupés en un

programme unique KPTT.

bawiesp
Aprés le pré-traitement,on dispose sur le disque d'une

matrice dite "matrice-donnée" par coupe & reconstruire.

Chaque "matrice-données"est une matrice 32 x 64 réelsary
simple précision qui représente le second membre de 1'équation fondamentale

c'est-a-dire lesSs
ide 1 a 32

Gis) pours ge 1 a 64

,





—2

matrice-acquisitio

n°j

Aue -

a3 n° k

Figure PD



CHAPITRE 8

LE TRAITEMENT

- INTRODUCTION

TRANSFORMATION DE FOURIER DIRECTE ZA

MULTIPLICATION PAR LES MATRICES “PSEUDO-INVERSEES"" oa

_ TRANSFORMATION DE FOURIER INVERSE -) |

. CONVERSION COORDONNEES CARTESIENNES/COORDONNEES POLAIRES -

ORGANISATION GENERALE DU PROGRAMME
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I_- INTRODUCTION

La phase de traitement proprement dit consiste A reconstruire

les coupes tomographiques 4 partir des "matrices-données" générées sur

disque par le "pré-traitement".

Rappelons que les étapes de traitement sont les suivantes :

1) Transformation de Fourier des données ,

2) Multiplication par les matrices pseudo-inverses .

3) Transformation de Fourier inverse .

4) Passage des coordonnées polaires aux coordonnées

cartésiennes _

Chacune de ces étapes sera réalisée par un sous-programme

et la structure du programme principal KTTO sera :

Entrée des paramétres

Pour chaque coupe 4 reconstruire :

- lecture sur disque matrice-données" -

_~ Appel S.P transformation de Fourier directe

~ AppeI S.P multiplication par matrice "pseudo-inverse"

~ Appel S.P transformation de Fourier inverse

- Appel §.P passage des cocrdonnées polaires eu coucdoanée

. Ecriture sur disque matrice_résultat.

Les 'matrices-données"seront lues sur disque et transférées

par le programme principal dans un tableau 32 x 64 variables réelles

-simple précision appelé G (I, J). Ce tableau sera déclaré un COMMON



et servira 4 la transmission des données principales entre les différents

sous—programmes.

En fait, pour gagner du temps dans les calculs d'adresses,

a tous les tableaux seront déclarés 4 une dimension et les indices calculés

par des incrémentations convenables.

Tous les calculs seront réalisés en "réel simple précision"

a L'aide de la virgule flottante cablée disponible sur le systéme,

4

II_- TRANSFORMATION DE FOURIER DIRECTE : SOUS PROGRAMME KDFT

Il s'agit de calculer pour chaque rayon x; les coefficients

du développement en série de Fourier selon w. des domnees G Cx; > ¥5 )

ge
c'est-a-dire de réaliser la transformation de Fourier de chacune des
32 colonnes du tableau G (I, J).

[sirw3)
3 Pour gagner du temps, les colonnes du tableau G (I, J)

seront traitées deux par deux et considérées comme une série de 64

variables complexes.

La transformation rapide de Fourier sera-réalisée en utilisant

: l'algorithme de Sande avec reclassement des indices, dérivé de 1'algorithme .

de base de Cooley et Tukey. .

t La transformation des 32 colonnes 4 64 éléments du tableau
G (I,J) nécessitera donc 16 transformations de Fourier rapides de

2 64 variables complexes.

Les résultats sont recopiés au fur et 4 mesure dans les

ances! colonnes d'origine du tableau G (I, J) selon l'ordre suivant

Bis a b ee[Teeny o

°

| . Les ay représentant les coefficients réels et les b; les

coefficients imaginaires.



Remarques :

Les tables de sinus et cosinus nécessaires 4 la transformation

de Fourier rapide seront calculées 4 l'avance par le programme principal

et rangées dans des tableaux déclarés en COMMON.

Etant donné la nature des images 4 traiter et en particulier

le fort bruit dont elles sont entachées, il est vraisemblable qu'il ne

sera ni utile ni méme souhaitable de conserver toutes les harmoniques.

C'est pourquoi le nombre maximal d'harmoniques NHM que l'utilisateur

désire conserver sera entré en paramétres dans le programme principal.

La structure du sous-programme est alors la suivante :

—Pour N impair de 1 a 31

+Transfert des colonnes N et NY de G (I, J) dans les
1

tableaux tampon X et Y

. Transformation de Fourier rapide de X et Y

«Transfert des résultats limités 4 NHM harmoniques

dans les colonnes N et N,, de G (I, J) ,
1

—Retour

Au retour de ce sous-programme les coefficients de 1'harmonique.

n pour chacun des rayons xy se trouvent dans le tableau G (I, J) sur la

ligne 2n + 1,.en ce qui concerne les coefficients réels, et sur la ligne

2n + 2 en ce qui concerne les coefficients imaginaires.

III - MULTIPLICATION PAR LES MATRICES "PSEUDO-INVERSES" : SOUS

PROGRAMME KMMR =

Le but de ce sous-programme est de réaliser les muicipiicacions

matricielles suivantes : -

- Fn = ~ Ra G@

a est Le numéro de 1'harmonique de 0 4 NHM



Lad

Rn est la matrice "pseudo inverse" pour 1'harmonique n.

Cette matrice de dimensions 32, m P (m P = 32 - partie

5 n 2 z 4 7entiére de 2 ) est pré-calculée et stockée sur disque.

Gn est la matrice des coefficients de l'harmonique n des donnéesLia bua lo
pour chacun des rayons xy et représente deux lignes de

32 éléments du tableau G (I, J) :

aug
la ligne 2n + 1 pour les coefficients réels

la ligne 2n + 2 pour les coefficients imaginaires

boi
Fo est la matrice des coefficients de 1'harmonique n des résultats

et sera rangée sur deux lignes dans le tableau G (I, J) a

la place des Gn .io ia
7 Comme nous l'avons décrit au chapitre b vs matrices Rn

comportent de nombreux éléments négligeables et pour chaque colonne,

dene
seuls les éléments compris entre les limites calculées par le programme

KBMR seront pris en considération, ce qui permet de diminuer le nombre

tw des opérations, donc de gagner du temps.

% 2 La structure du sous-programme KMMR est alors la suivante :

am .
| -Pour chaque harmonique n de O 4 NHM
a

2 Transfert des lignes 2n +1 et 2n + 2 du tableau G (I; J) _

7 respectivement dans les tableaux tampons X et Y ~

¢ -Lecture sur disque de la matrice Rn

Pour chaque colonne de Rn de lam

Lecture des bornes supérieures et inférieures
Multiplications par X, transfert du résultat dans G

Multiplications par Y, transfert du résultat dans G

-Retour -

IV_- TRANSFORMATION DE FOURIER INVERSE : SOUS PROGRAMME KIFTfoe) ee) tee tad
J

Le’ sous~programme est analogue au sous~programme de

i transformation de Fourier directe KDFT.

5 Les colonnes de G (I,.J) sont traitées deux par deux et

_ considérées comme des variables complexes. _ *

+

& ok



La structure de ce sous-programme est la suivante :

Pour N impair de 1 4 31

Transfert des colonnes N et N+] deG (I, J) dans les

tableaux tampon X et Y

Transformation de Fourier inverse de X et Y

Transfert des résultats dans les colonnes N et N+! de

G (I, J)

Retour

V_~ PASSAGE DES COORDONNEES POLAIRES AUX COORDONNEES CARTESIENNES :

SOUS PROGRAMME KTPC

A ce stade du traitement, le tableau G (I, J) contient les

valeurs de "l'image solution" aux noeuds d'un réseau polaire comportant

64 angles et 32 rayons c'est-a-dire que :
1

G (I, J) = £ (r,,0.) 401,32
== j = 1,64

ial
Or tous les programmes standards de visualisation et de

traitement d'image travaillent en coordonnées cartésiennes. Il est donctia indispensable de transformer l'image de la coupe en coordonnées carté-

- siennes,

Cette transformation est faite en recherchant pour chaque -

cal point d'une image 64 x 64 en coordonnées cartésiennes x,y quel est le
point du réseau polaire vy & qui lui est le plus proche. -

Pour gagner du temps, cette recherche sera faite une fois

pour toutes et le résultat~ stocké sur disque sous la forme d'une matricetab a | 64 x 64 dite "table de conversion".

1) CREATION DE LA MATRICE "TABLE. DE CONVERSION" : PROGRAMME KPOC

Pour chaque point d'une matrice 64 x 64 en coordonnées

“ cartésiennes x, y, on calcule les coordonnées polaires r et O par

rapport au centre de l'image, puis on les approche par les valeurs r, et 95fox) fae)
J

i

i



ee
du réseau polaire les plus voisines.

On range ensuite en chaque point de la matrice 64 x 64

la valeur de l'indice K du tableau A une dimension Gl (K) équivalent

a G (I, J) correspondant au point de coordonnée vr, et )6
/ yd

La matrice de 64 x 64 nombres entiers ainsi obtenue est

stockée sur disque.

Structure du programme KPOC
S
E
 

a programme KPOC

Entrée des paramétres

Pour x de 1 4 64 et y de 1 4 64

calcul der, 0

approximation par rT; et 8 i

calcul de l"indice K correspondant 4 Tis 9 i dans

le tableau GI (K) (K = 0 si r > r max)

écriture de K au point x, y

Ecriture sur disque de la table de conversion.

Dialogue

Numéro de fichier de la table de conversion ?

Nombre de points sur un rayon du réseau polaire ?

Nombre d'angles du réseau polaire ?

2) CONVERSION COORDONNEES POLAIRES / COORDONNEES CARTESIENNES :

SOUS PROGRAMME KTPC -

La matrice de conversion est lue sur- le disque et chaque

élément de cette matrice est remplacé par la valeur de 1'élément

correspondant dans le réseau polaire.
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Lecture sur disque de la table de conversion IM

Pour chaque point X, ¥ de la matrice IM

K = IM (X, Y)

si K=0 IM (X, Y) = 0

si K #0 IM (X, Y) = G1 (RK)

Ecriture sur disque de la matrice résultat.

VI _- ORGANISATION GENERALE DU PROGRAMME PRINCIPAL KTTO

STRUCTURE DES DONNEES

Le bilan des tableaux nécessaires aux différents sous-

programmes est le suivant :

Tableau des données principales G (I, J)

C'est un tableau de dimension 32x 64 soit 2 048 variable

réelles qui sert de lien entre les différents sous-progranmes.

Tableau annexe ITC

C'est un tableau de 64.x 64, soit 4 096 variables entiér

qui sera utilisé par les sous-programmes.

KMMR pour y stocker les matrices Rn qui

Ss

es

ont pour dimensions maximales. 32 x 32 soit 1024 variables

réelles qui occupent la place de 2 048 variables entiéres.

KTPC pour y stocker la matrice de conversion et la matrice

résultat qui sont des matrices de 64 x 64 variables

. entiéres.

Tables de sinus pour les transformations de Fourier TS! TS

Ce sont deux tableaux de 32 variables réelles utilisés

KDFT, l'autre par KIFT.

2

l'un par
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Tableaux tampon X et Y

Ce sont deux tableaux de 64 variables réelles utilisés

comme "mémoire-tampon" par les sous~programmes KDFT, KMMR, KIFT.

SCHEMA DU PROGRAMME KTTO ET DE L'UTILISATION DES TABLEAUX

Gii,j) TC x Y
DISQUE | 30 x 64/32 x 64] 641 64

CACLUL TABLES DE SINUS

LECTURE DONNEES SUR DISQUE

TRANSFORMATION DE FOURIER

DIRECTE (S.P. KDFT)

MULTIPLICATION PAR [Fa

(S.P. KMMR)

- Lecture (=. | sur disque

- multiplication

TRANSFORMATION DE FOURIER
INVERSE (S.P. KIFT)

CONVERSION BOSSE RE MCORLES

(S.P. KTPC)

- conversion

TS]

20

g.8-
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CHAPITRE 9

SIMULATION DE LA GAMMA — .CAMERA

PROJECTION EN SUPPOSANT L'ABSORPTION NULLE

SIMULATION DE L'ABSORPTION RADIO-ACTIVE

SIMULATION DES DEFAUTS DE COLLIMATION -

SIMULATION DE LA FLUCTUATION STATISTIQUE

CONCLUSION 2
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La compavaison en qualité de deux méthodes de reconstruction

d'image est a priori un probléme difficile. En effet, chaque méthode résulte

d'un compromis entre régularisation et résolution spatiale et donc la valeur

relative de deux méthodes peut dépendre de nombreux facteurs : conditions

expérimentales (rapport signal/bruit), allure de l'image 4 reconstruire,

type d'information recherchée (détection de discontinuité, de valeurs

moyennes ...).

Nous avons choisi de comparer les deux méthodes en les tes-

tant sur trois types de données :

1 - Des données réelles

On se place alors dans les mémes conditions expérimentales

que dans l'utilisation pratique mais on ne connait pas la coupe réelle.

En cas de discordance entre les deux méthodes, il est donc impossible de

savoir laquelle est la meilleure.

Oo 2 - Des fantémes physiques

Il s'agit de volumes radio-actifs expérimentaux connus généra-

lement réalisés 4° l'aide de récipients divers remplis de liquides de concen-

tration radio-active variable.

L'enregistrement des différentes incidences se fait selon la

méme procédure que pour un cas réel. Les conditions de mesures sont alors

proches de la-réalité, la coupe 4 reconstruire @st connue mais peu réaliste

- puisqu'il s'agit en fait d'une image constante par morceaux.
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3 ~ Des simulations numériques

La coupe 4 reconstruire est connue et peut étre quelconque

y compris des coupes reconstruites 4 partir de cas réels. Les projections

selon les différents angles d'incidence sont obtenues par calcul.

Cette méthode est trég souple car elle permet d'étudier facile-

lement “1"inf1 e sty; ‘image cchnatrusn uence de .nombreux paramétres : type d'image 4 reconstruire,

conditions expérimentales...

C'est pourquoi nous avons écrit un programme de simulation

des acquisitions tomographiques qui calcule les projections d'une image

représentant la coupe réelle selon 32, 64 ou 128 incidences avec les

options suivantes :

- prise en compte de l'absorption radio-active

- simulation-des défauts de collimation

~ simulation de la fluctuation statistique

I_- PROJECTION EN SUPPOSANT L'ABSORPTION NULLE -

Le détecteur est supposé tourner autour de l'image-et

pour chaque incidence la projection de l'image 64 x 64 se fera sur

une ligne de 64 éléments.

Pour réaliser

faut, pour chaque élément

la projection de l'image sur une ligne il

de la ligne de projection calculer la somme

de tous Les elements de i*‘image ou pixei qui s*y projettent. Ceci peut aussi

étre réalisé en déterminant pour chaque pixel en quel point de la ligne

il se projette et en incrémentant 1'élément de la ligne de projection

“correspondant 4 la valeur du pixel.



Les pixels qui représentent un carré élémentaire de l'image

ne se projettent sur un seul élément de la ligne de projection que pour

les angles 0, 90, 180, 270 degrés. Pour les autres angles, chaque pixel

se projette sur 2 ou 3 éléments (voir figure 9.1).

Si l'on se contente de projeter le centre du pixel pour

déterminer oi projeter le pixel entier, cela peut conduire & deson a |
oscillations trés importantes dans la ligne de projection surtout pour

des angles voisins de 45, 135, 225, 315 degrés (voir figure9.2).i"
Or les programmes de reconstruction tomographique sont en

général trés sensibles aux artéfacts. Il est done nécessaire de réaliser

une simulation réaliste et pour ce faire chaque pixel doit @tre affecté

41, 2 ou 3 éléments de la ligne de projection proportionnellement A}

la surface qui s'y projette. Cela peut étre approché en divisant chaque

pixel en 10 x 10 "sous pixels" et en projetant séparément chacun des

sous-pixels en lui associant le 1/100e de la valeur du pixel.

Les calculs seront évidemment longs mais une grande partie

est indépendante de l'image 4 projeter et peut donc @étre réalisée une

fois pour toutes, les résultats étant stockés sur disque sous forme

de tables.

1) CREATION DES TABLES DE PROJECTION : PROGRAMME KCTP 67

: Il-s'agit de créer une série de tables (1 table par angle

d'incidence) indiquant A quels éléments de la ligne“de projection et

dans quelles proportions affecter chacun-des pixels d'une image 64 x 64.(eel
La ligne de projection est une ligne de 64 éléments

supposée tourner autour du centre de l'image donc :, =
- seuls les pixels situés 4 l'intérieur du cercle centréLj 1

- au centre de l'image et de rayon’ 32 pixels pourront @tre

projetésted

33



- il suffit de déterminer la projection des pixels de la moitié

supérieure de l'image, la projection des autres pixels se dé-

duisant facilement par symétrie.

Les tables auront le format standard 64 x 64 et seule la moi-

tié des pixels seraprojetée ton dispose donc de deux mots de la table pour

coder la projection d'un pixel. Ces deux mots seront utilisés de la maniére

suivante :

- ler mot : numéro NP de 1'élément de la ligne de projection ot se

projette le centre du pixel ;

- 2%memot : octet de gauche

octet de droite

Le calcul des pourcentages se fait en projetant chacun des 100

"“sous-pixels".

Les tables sont ensuite stockées sur disque.

Structure du programme KCPT.

Entrée des paramétres (cf. dialogue)

Pour chaque incidence

+ calcul projection du centre + NP -

+ mise 4 jour des deux mots correspondant de la table

Ecriture sur disque de la table -

Dialogue

Angle origine en degrés ?

- _ Nombre d' incidences

Premier fichier Table de projection 2

Pour chaque pixel de la moitié supérieure d'une matrice 64 x 64

+ calcul projection de chacun des 100 ‘sous-pixels

pourcentage du pixel se projetant sur

1'élément NP - 1

pourcentage du pixel se projetant sur

1'élément NP + 1
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2) PROGRAMME DE PROJECTION : KPRO

Ce programme calcule les différentes lignes - projections d'une

image 64 x 64 en utilisant les tables - projections.

Ces lignes - projections sont chacune recopiée une 4 une sur

disque sous la forme d'une matrice 64 x 64 comportant 64 lignes identiques.

Ainsi le programme KPRO génére sur disque une série de 32, 64

ou 128 matrices simulant L'acquisition tomographique de 64 coupes identiques

superposées.

Cette acquisition simulée pourra étre traitée comme une acqui-

sition réelle par les programmes de reconstruction tomographique.

IL- SIMULATION DE L'ABSORPTION RADIO-ACTIVE

L'effetde l'absorption radio-active est de pondérer chacune

des sources élémentaires par un facteur multiplicatif ett ot pest le
coefficient d'absorption supposé constant et 1 l'épaisseur de matiére absor-

bante traversée.

Pour simuler l'effet de L'absorption, il faut pour chaque inci-
dence et pour chaque point de l'image & projeter calculer l'épaisseur tra-

versée par les rayons. Cela nécessite de connaftre le contour du domaine D

a l'intérieur duquel est inscrite l'image 4 projeter et of yp est supposé

constant et A l'extérieur duquel yp est supposé nul. Le domaine D sera stoc-
ké sur disque sous la forme d'une matrice 64 x 64 dont chaque élément vaut

1 s'il appartient 4 D et O dans le cas contraire.

Le calcul des longueurs est long mais indépendant de l'image

a projeter : il ne dépend que du domaine D. Ce calcul pourra donc étre fait

de maniére indépendante et les résultats seront sauvegardés sur disque sous

forme de tables.”
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1) CREATION DES TABLES D'ABSORPTION : PROGRAMME KCTA

ion
Ce programme génére une table par incidence sous forme d'une

matrice standard 64 x 64. Chaque point de ces matrices contient la longueurlu entre ce point et le contour de D en suivant la direction de projection.

Le calcul se fait en se déplagant pas 4 pas a partir de chacunj

des points de D le long de la direction de projection et en testant a chaque

pas le passage de la frontiére de D.

Led Chacune des matrices ainsi créées est rangée sur disque.

Structure de KCTA

fed becca - Entrée des paramétres (cf. dialogue)

- Lecture sur disque du domaine D

- Pour chaque incidence

Pour chaque point de D

- incrémentation des coordonnées correspondant A la direction

de projection ~

- test de passage de frontiéres

« calcul de 1, recopie dans le pixel =

- Ecriture sur disque de la table.

Dialogue ‘ : : .

. Fichier du domaine D ? _ - .

Premier fichier des tables d'absorption ?

Angle origine en degrés ?

Aozee i) Nombre d'incidences ? 7

W
a . ra

2) EXPLOITATION DES TABLES PAR LE PROGRAMME DE PROJECTION

= - Le programme de projection KPRO va lire sur le disque pour cha-

F que incidence la table de projection et la table d'absorption et pondére,
3 5 eo ul

° avant de le projeter, chaque pixel sur la quantité e eM



MZ - SIMULATION DES DEFAUTS DE COLLIMATIONBes =
Si la collimation était parfaite, l'image d'une source ponc-

tuelle sur le cristal de la gamma-caméra serait un point.

ar
Or, dans la réalité, l'image d'une source ponctuelle est une

tache d'aspect gaussien ce qui limite la résolution du systéme. L'image four

nie par la gamma-caméra peut donc @tre considérée comme la convolution de

l'image réelle par la réponse impulsionnelle du collimateur qui sera simulée

numériquement par la série :

Qanaall a
w

°
N

a °S a a
N

a

\catucoll La simulation du défaut de résolution de la gamma-caméra se

fera en convoluant des lignes - projectionspar ce filtre numérique.

IV- SIMULATION DE LA FLUCTUATION STATISTIQUEloniemall
La radio-activité est un phénoméne aléatoire et la mesure m

etc d'une source radio-active suit une loi de Posson de moyenne m qui, si m est

supérieur 4 20, peut étre approchée par une loi de Gauss de moyenne m et

d'écart-type Ym.

La loi de Gauss centrée réduite est simulée en utilisant le

théoréme de la limite centrale qui consiste A additionner un certain nombre

de variables aléatoires uniformes sur [- 0,5, 0,5] a -ists
" Pour-simuler A l'aide de la méme image de départ, des acquisi-

tions de durées différentes, donc de qualités statistiques différentes, on

générera une loi de Gauss de moyenne m et d'écart-type k xm otk est unaie «es paramétre.

baad
“- Ainsi, chaque élément des lignes de projection de valeur M sera

remplacé par

. M+ c. Yk *m -

oi G est la variable aléatoire qui suit la loi de Gauss centrée réduite.



V - CONCLUSION

La simulation des acquisitions tomographiques 4 la gamma-caméra
j est réalisée 4 l'aide de trois programmes :

| aati7 KCTP 3 programme de création des tables de projection

3 KCTM : programme de création des tables d' absorption
7] KPRO : programme de projection proprement dit.

a

1 
La structure de KPRO est la suivante :

Entrée des paramétres (cf. dialogue)

Lire sur chaque disque l'image a projeter

Pour chaque incidence

lire sur disque la table de projection

si u #0, lire sur disque la table d' absorption

pour chaque pixel de l'image a projeter

si y# O pondération par e mul
] projection

- Simulation défaut de collimation

] Simulation fluctuation statistique
Création de la matrice comportant 64 lignes de projection identique

] écriture sur disque de cette matrice.

a Dialogue .

: : . fichier de l'image 4 projeter.? ~
7 r . - * + premier fichier résultat ? . .

: + premier fichier table de projection ? =
] . . coefficient d'absorption MU ?
- - s (si MU #0), table d'absurpiion 7
q - , défaut de collimation ( Y ou N) 2
: . (si oui) coefficients de la réponse impulsionnelle en Z% :
7 ~ - 7 c =?

2 : : . C, = 2

= - cy =?

4 _ - fluctuation statistique ( ¥ ou N) ?

+ (si oui} SIGMH = RACINE (K * MOY) nw t ”
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CHAPITRE 10

RESULTATS EXPERIMENTAUX

4

= = oe oe
roe peers

=

1



La méthode de reconstruction tomographique que nous venons

de décrire a 6té implantée et les divers programmes nécessaires A sa mise

en oeuvre ont été testés et fonctionnent de maniére satisfaisante.

Nous allons,dans ce chapitre,décrire quelques résultats

obtenus par cette méthode afin d'en évaluer les possibilités.ee ee
lau Dans la premiére partie, nous comparons cette nouvelle méthode

avec la méthode classique par rétro-projection filtrage dans le cas ofog
l'on ne corrige pas les phénoménes d'absorption. Cette comparaison porte(aioe sur la qualité des résultats obtenus et sur le temps de calcul.

(caste) Dans la seconde partie, nous évaluons la capacité de cette

méthode 4 corriger les effets de 1'absorption radio-active en supposant8 P

le coefficient d'absorption connu et le domaine de mesure connu.

Pour simplifier l'écriture, nous appelerons dans la suite

la méthode que nous proposons "méthode analytique par linéarisation enems ssa coordonnées polaires" (ALP) et la méthode par rétro-projection filtrage

(RPF).

seg
I - COMPARAISON EN QUALITE ET EN TEMPS DE CALCUL DES DEUX METHODES SANS

-CORRIGER LES EFFETS DE L' ABSORPTION - -jase

1) - Comparaison sur des simulations aou |
Nous présentons les résultats obtenus en partant de trois images

différentes.

== + (pseu
a - oo f(x,y) = 30 + 10 sin x + 10 sin

2n an

16 Te %



Ba i
i &

leone (ened) (asenal

ee ee
a) hail
L

i]

2. Image:

f(x,y) = 30 + 10 sin a x + 10 sin + y

3. Image __d'une_coupe reconstruite & partir d'un cas réel

Cette image représente une coupe du muscle cardiaque qprés

injection de Thalium 201 produit qui se fixe sur les muscles sains.

La simulation est faite en se rapprochant au maximum des con-

ditions expérimentales réelles en ce qui concerne la résolution et 1' absorp

tion (C.D.A. = 6 cm). Pour chaque image, deux niveaux debruit statistique

seront simulés : le premier correspondant 4 une acquisition de bonne quali-

té et le second 4 une acquisition de mauvaise qualité.

A la reconstruction, l'absorption n'est pas corrigée et les

paramétres de lissage sont optimisés pour chacune des deux méthodes.

La comparaison est faite en comparant visuellement les images

obtenues par les deux méthodes 4 l'image de départ et en comparant la

courbe obtenue le long d'un diam&tre pour les images 1 et 2 et le long du

myocarde pour l'image 3. -

_ Les images et les courbes sont présentées en annexe (1 ).

- Les résultats obtenus par les deux méthodes sont de qualité

trés voisine. - "

La différence la plus notable réside dans la forme des arte-

facts qui dans le cas de la méthode APL sont d'allure circulaire (ce qui

.~ rend compte du fait qu'elle travaille en coordonnées polaires).

- 2) - Comparaison sur un fantéme physique

Le-fantéme utilisé est représenté figure (10.1). L'enregistrement

est réalisé selon la méme procédure que pour les cas réels.



La reconstruction est faite selon les deux méthodes et les

courbes de profil d'activité le long de la droite A sont comparées 4 la

courbe théorique (cf. annexe 2 ).

(gaat}

Ici encore, les résultats fournis par les deux méthodes sont

comparables.

Iowa esa fl 3) - Comparaison sur des cas réels
Seen ee Sor Isr Ces “cas “Teen s)

Plusieurs tomographies du myocarde réalisées en routine au(eee
Service ont &té traitées par les deux méthodes.

Dans tous les cas, les résultats fournis par les deux méthodes

sont trés voisins en quantité et ne différent pratiquement que par 1'allure

des artefacts. (cf. annexe 3).

De plus, tous ces résultats ont été interprétés par les méde-

cins du Service et pour chaque cas, les conclusions médicales ont été iden-

tiques avec les deux méthodes, ce qui permet de penser que les deux métho-

des sont de qualité équivalente en pratique.

4) - Comparaison en temps de calcul =

Pour la reconstruction d'une coupe transverse, les temps de

q calcul respectifs sont : : . x

q - + méthode par rétro-projection : 49 secondes

: . pré-traitement 217" - : -

1 = traitement : 32"

| 7 . > méthode A.L.P. : 17 secondes

: S : pré-traitement 2 4"

j traitement 2: 13"
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transformation de Fourier directe : 4"

multiplication de matrices 2 4"

transformation de Fourier inverse : 4"

transformation Polaire/Cartésienne : 1"

La méthode A.L.P. est donc environ trois fois plus rapide que

la méthode classique.

REMARQUES

+ La comparaison des temps de calcul est faussée par le fait que tous

ses programmes sont écrits en Fortran alors que les programmes de rétro-

projection fournis par le constructeur sont écrits en partie en Assembleur.

Le temps de calcul pourrait étre diminué de maniére appréciable en

écrivant en Assembleur au moins les sous-programmes de multiplication des }

matrices et de transformation de Fourier.

+ La méthode A.L.P. se préte trés bien 4 un traitement en paralléle.

En effet, les transformations de Fourier directes et inverses se font de

maniére indépendante pour chaque couronne de rayon X;> et la multiplication

de matrice se fait de maniére indépendante pour chaque harmonique. Un pro-

cesseur paralléle adapté permettrait donc de reconstruire une coupe en

- un temps trés court.

5) - Gonelusion 2

Les quelques résultats expérimentaux présentés permettent de

conclure que : _

+ les méthodes A.L.P. et R.P.F. fournissent des résultats de

qualité trés veisines ;

+ A qualité égale, la méthode A-L.P. est environ trois fois plus

rapide que la méthode R.P.F.

Jo. L.



I ~— ETUDE DE LA CORRECTION D'ABSORPTION
LON

i 
:

= La correction d'absorption est un probléme tras délicat tant du
j point de vue théorique (m@me avec des hypothéses simplificatrices) que du

point de vue pratique, et actuellement, aucune méthode n'a été Proposée

i pour résoudre ce probléme de facon satisfaisante.

Nous nous bornerons ici 4 tester la capacité de la méthode A.L.P.

qd a corriger les effets de l'absorption sur des cas simples constitués par
7 des simulations et un fantéme physique dans le cas of le domaine de mesure
7 est un cercle centré 4 l'origine, ce qui facilite le calcul des quantités

1, (x,w) et 1, &x,w) utilisées dans le pré-traitement.

1- Correction d'absorption sur des simulations

4 Nous utiliserons les mémes simulations que dans la premiére
partie. Les résultats présentés en annexe (4) permettent de

] constater que la correction de l'absorption est de trés bonne
qualité ce qui est particuliérement bien mis en évidence par

les courbes de radio-activité.

- 2- Correction d'absorption sur le fantéme physique

7 - Les résultats obtenus dans ce cas (cf. annexe 4) confirment

u ceux obtenus sur les simulations.

on semble donc que sur ces cas idéaux (y strictement constant sur
. un cercle centré 4 l'origine), la méthode A.L.P. est capable de corriger

- de fagon trés satisfaisante les effets de l'absorption.

Ces résultats trés encourageants permettent d'envisager dans 1' ave-

by Pour cela, il sera nécessaire d'étudier le comportement de L'algorithme
= : proposé dans le cas ot le coefficient d'absorption n'est pas constant et

7 oo _d'étudier l'influence des erreurs de mesures du contour D.



“CONCLUSION
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] La méthode de reconstruction d'image en tomographie d'émission

décrite dans la premiére partie a été implantée et évaluée en routine sur le

systéme de traitement du service de Médecine Nucléaire du C.H.U. de NANCY-

BRABOIS.

A priori, L'intérét de cette méthode est double :P

- elle peut tenir compte de L'absorption radio-active en sup-

posant le coefficient d'absorption constant sur le domaine

de mesure ;

- elle est plus rapide que la méthode classique de rétro-

projection. En effet, elle transforme 1'équation fondamen-

tale de la tomographie d'émission en un ensemble de systémes

linéaires surdéterminés dont on cherche la "pseudo-solution"

' au sens des moindres carrés. Une prande partie des calculs

et en particulier la "pseudo- inversion"des matrices est indé-

pendante des données et peut donc étre réalisée une fois pour

hey : : toutes, les résultats étant stockés sur disque,

—"

: Be aeseyn ai zi 2, &
J 3 . Nous avons comparé expérimentalement la méthode proposée gt la

méthode par_rétro-projection, dans le cas oi l'on néglige Ll‘ absorption, sur

des simulations numériques, sur des fantémes physiques et sur des cas réels

- et nous avons constaté que :
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la méthode proposée est environ trois fois plus rapide que

la méthode classique,

les deux méthodes fournissent des résultats de qualité compa-

rable, aucun critére n'ayant permis de les différencier objec-

tivement.

La mise en oeuvre de la correction d' absorption, théoriquement

possible si l'on suppose le coefficient d'absorption constant a été réalisée
sur des simulations et sur des fantémes physiques. Les résultats obtenus sont

trés encourageants. Cependant, la correction d'absorption sur des cas réels
qui n'a pas été étudiée risque d'étre délicate d'une part parce que 1'hypo-

thése de l'uniformité du coefficient d'absorption n'est qu'une approximation

assez grossiére de la réalité, d'autre part parce que la méthode semble trés

sensible aux erreurs de mesure sur la géométrie du domaine d'étude.

Ce travail qui est L'aboutissement et l'application pratique

d'une série d'études antérieures est aussi le point de départ de recherches

a venir sur l'amélioration de la technique proposée. Ces recherches pourraient

porter en particulier :

- sur la réduction du temps de calcul par optimisation de la

programmation ; -

> sur l'amélioration de la résolution spatiale par augmentation

du nombre d'harmoniques utilisées ;

- sur la réduction des artefacts en introduisant-d'autres tech-

niques de régularisation 4 plusieurs niveaux du traitement ;

~ sur la correction pratique de l'absorption qui permettrait de

= faire de ia comographie d‘émission une technique quantitative.

Nous souhaitons en effet que cé travail soit poursuivi et puiss¢c

contribuer au développement pratique de la tomographie d'émission dont les

résultats cliniques sont-prometteurs.


