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4 La tomographie d'&mission est une technique d'imagerie m&di-
cale qui est en M&decine Nucléaire l'analogue de la tomodensitométrie (ou
scanner) en Radiologie. Il s'agit dans les deux cas de techniques de recons-
. .
truction d'images représentant des coupes planes d'un objet dont on connaft
1 un certain nombre de projections.
«
- Plusieurs méthodes ont &té& décrites pour reconstruire ces ima—
v ges, et elles peuvent schématiquement se classer en trois groupes :
- les mé&thodes itératives
(L1 L - » .
- les m&thodes par rétroprojection
B - les méthodes analytiques.
- ) Actuellement, les méthodes les plus employées tant en Mé&decine
. Nucléaire qu'en Radiologie sont celles utilisant la technique de rétroprojec-

tion. ; -

- Nous nous proposons dans ce travail de décrire, de mettre en

oeuvre et d'évaluer en routine hospitali&re une nouvelle méthode "analytique
~de résolution de 1'&quation fondamentale de la tomographie d'&mission qui
permet de tenir compte, sous certaines hypoth&ses, de 1'absorption radio-

active.

. ’ . Cette recherche qui a &t& proposée et dirigée par Monsieur le
4 ‘ _Pyofesseur‘J. LEGRAS fait suite 3 plusieurs études théoriques dans ce domaine
réalis@es sous sa direction et notamment 3 la thése de Madame F. ABD EL MONEIM
)O ('( b )iqui &tudie 1'instabilité des Equations intégrales de la tomographie
AN -

—
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d'émission aprés transformation de Fourier et 3 la th&se de Monsieur L.R.

OUDINf/’ ) -qui formalise les conditions de compatibilité que doivent véri-

fier les donnees tomographiques.

Apr@s avoir &tabli 1'équation fondamentale de la tomographie
d'&mission, nous décrirons dans la premi&re partie de ce travail la méthode

de résolution numérique utilisée ainsi que les techniques de régularisation.

La deuxime partie est consacrée 3 la mise en oeuvre de cette
méthode sur le systZme de traitement du Service de Médecine Nucléaire et
d'Informatique Médicale du C.H.U. de NANCY-BRABOIS, dirigé par Monsieur le
Professeur J. MARTIN.

Nous présentons ensuite dans la troisidme partie quelques résul-
tats exp€rimentaux obtenus avec cette méthode en les comparant en temps de cal
cul et en qualité & ceux obtenus par la méthode classique de retro-projection
Cette comparaison porte sur des simulations numériques dont nous décrivons la

technique, sur des fantomes physiques et sur des cas réels.

A la lumidre de ces premiers résultats, il est possible de con-
clure que la méthode proposée est, 3 qualité &gale, environ trois fois plus
rapide que la mé&thode par retro—progectlon et qu'elle permet au moins sur
des simulations et des fantdmes physiques, de corriger 1'effet de 1'absorption
radio-active, la mise en oceuvre de la correction'd'absorﬁtion sur des cas

réels restant encore i &tudier. - E
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CHAPITRE 1

PRESENTATION DE LA MEDECINE NUCLEAIRE
ET DE LA TOMOGRAPHIE D'EMISSION
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I1 n'est pas possible en quelques pages de faire un expogé

complet sur les différents aspects physiques et biologiques de la Médecine

Nucléaire.
Nous renvoyons pour cela le lecteur aux ouvrages cités en
) g

références(&\ ) /et nous ne présenterons que les quelques

généralités indispensables pour comprendre dans quel contexte se situe
la tomographie d'émission et en particulier comment sont obtenues

les données 3 traiter.

I - GENERALITES SUR LA MEDECINE NUCLEAIRE

1) DEFINITION

La M&decine Nucléaire est la spdcialité@ médicale destinée
essentiellement 3 réaliser des explorations fonctionnelles & but diagnostique
utilisant des &léments radio-actifs comme marqueurs de certaines molécules
ou comme traceur du fonctionnement de certains organes.-

Les examens de Médecine Nucléaire peuvent se classer en

deux grands groupes. : i

Les examens. "in vivo' ou sciantigraphies’ -

Ce sont des examens réalisés directement sur les patients
en leur injectant un produit radio-actif choisi en fonction de 1'organe
3 étudier.

A 1l'aide de détecteursexternes il est possible d'étudier

la répartition du-produit radio-actif dans l'organisme et d'en ddduire

‘des renseignements sur la morphologie et/ou le fonctionnement de 1'organe

étudie,
De méme que les appareils de radiologie fournissent des images

de la densité aux rayons X, les détecteurs utilisés en M&decine Nucléaire

A4
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_dellvrees par les examens radiologiques.

" tissus.

fournissent des images de 1la répartition radio-active.

Les examens "in vitro"

I1 s'agit de dosages dans des &chantillons sanguins de
différents produits biologiques par des techniques physico~chimiques

dont la plus courante est 1la radio-~immunologie.
2) LES PRODUITS UTILISES DANS LES EXAMENS "IN VIVO"

Ces produits sont plus souvent composés de molécules
marquéespar un atome radio-actif, les molécules &tant choisies en

-~

fonction de 1'organe i &tudier.

Pour 8tre utilisables chez 1'homme, ces produits doivent

satisfaire 3 un certain nombre de conditions :

2. -

Toxicité

Les molécules utilis@es doivent &videmment ne pas &tre

toxiques chez1'homme aux doses habituelles.

Irradiation
=rraciation

Les atomes radio-actifs servant a marquer les molécules

injectées doivent etre choisis pour limiter au max1mum 1’ 1rrad1at10n

du sujet. Dans ce domaine, les doses délivrées aux cours des examens

scintigraphiques sont actuellement du méme ordre ou inférieures 3 celles

Schématiquement 1'irradiation du patient dépend de trois

- paramétres : : ’ -

- Seuls les rayonnements'Y sont utilisables, les rayonnements

- @ et B &tant trop ionisants et de pénétration trop faible dans les

1.z
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~ L'élimination biologique

Plus 1l'organisme &limine rapidement le produit injecté
p p J

(principalement par voie urinaire) plus 1'irradiation est faible.
P

— La décroissance radio—-active

L'activité d'une source radio-active donnée suit une loi
de décroissance en fonction du temps du type :

_ Log 2

A = Ao e T t

ol T est dit "période radio-active" définie par le temps au bout

duquel la radio—activité initiale est divisée par 2.

L'id&al est de choisir un isotope radio-actif qui a

la période la plus courte possible compatible avec la durée pratique

de

l'examen. Les isotopes utilis&s couramment ont des périodes comprises

entre quelques secondes et quelques jours.

" La conjugaison de 1'&limination biologique et de la
décroissance radio-active fait que la radio-activité présente dans
1'organisme décroit en fonction du temps selon une loi assimilable ‘&
une exponentielle dont la période est appelée "période biologique"

- Métabolisme

Le devenir du produit dans 1'organisme doit dépendre de
l'organe a &tudier de telle sorte que la mesure de la répartition du
produit fournisse des renseignements utiles sur la morphologle et “le

fonctionnement de 1l'organe cible.

© 3) LES DETECTEURS DE RADIO-ACTIVITE

- Principes

) Les détecteurs utlllses couramment en Médecine Nucléaire
sont des détecteurs 3 scintillation dont le prlnCLpe est le _suivant

€f figurel.l) ._

A2
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laisser passer que les rayons gamma parall&les 3 1'axe du détecteur et

Quand un photon gamma interagit avec le cristal de
Todure de Sodium (Nal), il se produit une scintillation qui est détectée

par un photo-multiplicateur et transformée en impulsion électrique.

I1 s'agit d'une sonde 3 scintillation qui effectue un
balayage lent et régulier au-dessus de la zone 3 explorer.
La sonde est reliée mécaniquement 3 une t&te tragante qui

imprime sur papier des points dont la couleur et la densité dépendent

de la radio-activita mesurée,

L'avantage de ce systéme est de fournir une "carte" grandeur
nature de la répartition de 1la radio-activité (donc du produit injectg)

mais la durée du balayage est longue ( de 1l'ordre de 20 minutes pour une

zone de 20 cm x 20 cm),

=~ Les_gamma~caméras (cf figure 1,3)

‘Ce sont de loin les détecteurs les plus utilisés en pratique.
Elles comportent :

. un collimateur

C'est un "nid d'abeille" en plomb dont le r8le est de ne

de faire en sorte que 1'"image" sur le cristal d'une source radio-active

_ponctuelle soit un point. ' - ' A -

. un cristal de-Iodure de Sodium =

I1 constitue le détecteur pProprement dit en transformant

iles rayons gamma en scintillation. Son €paisseur est de 1l'ordre du

centimdtre et son diamétre de 20 3 40 cm.

.+ un réseau de photomultiplicateuars

Les phoﬁo—multiplicateurs (de 19 3 9] ) sont disposés

régulidrement au-dessus du cristal.

11
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Chaque scintillation produite par le cristal est ""vue
par tous les photo-multiplicateurs qui d&livrent chacun une impulsion
€lectrique dont 1'amplitude dépend de la position relative de la

scintillation (donc du rayon gamma) et du photo-multiplicateur.

- un _calculateur analogique

En analysant les amplitudes des impulsions €lectriques
fournies par les photomultiplicateurs, il calcule les coordonnées X, Y
et l'énergie Z du photon qui a donné naissance 3 1la scintillation et

génére sur un &cran cathodique un point 3 1'endroit correspondant,

L'ensemble de ces points mémorisés par un appareil photo-

graphique en pose forme une image en noir et blanc de la répartition

de la radio-activita,.

Les examens r&alisés 3 la gamma-caméra sont beaucoup plus
rapides que ceux réalisds au scintigraphe : 1| 4 2 minutes au lieu de

10 3 20 minutes.
4) LES ERREURS DE MESURE

Les mesures de radio-activité sont entachées d'un certain
nombre d'e:reurs_liéesé_la nature physique du phénoméne‘étudié.et a
la technologie des détecteurs. Les principales erreurs sont dues i la
flﬁctuation statistique, au défaut de résolution des collimateurs et a

la diffusion des rayonnements par effet Compton. . ’

La fluctuation statistique . - - -

La radio~activité est un phénomdne aléatoire : la probabilité
de désintégration d'un atome instable pendant un intervalle de temps

€lémentaire est constante, ce qui fait que le nombre de dBsintéorarions

pendant un temps fix& suit une loi de Poisson qui peut @tre approchée
par -une loi 'de Gauss si le nombre de désintégrations mesuré est supérieur
a 10 ou 20. = '

- -Autrement dit, si 1'on mesure un grand nombre de fois la

radioactivitd émise par une source supposée constante, 1'ensemble des
t -

mesures se répartit suivant une loi de Gauss de moyenne m et d'écart

type I =_q;: _ .A )

) Y




La précision statistique de la mesure peut &8tre estimde

par la quantité,.

n
P = —-H__ = —— = ————1
m n \r:;
sin= 25 P =207
si n = 100 P =10 7
si n = 10 000 =172

La qualité de la mesure est d'autant meilleure que le
nombre de "coups' mesurés est grand, c'est-i-dire que la source est

active etfou que le temps de mesure est long.

En pratique, on est limit& par le fait que la radio-activita
injectée est trd@s faible et que le temps de mesure ne peut raisonnable—

ment pas dépasser quelques minutes.

L'effet de collimateur (cf figurei;@

Le rdle du collimateur est de ne laisser passer que les

rayons paralléles 3 1'axe du détecteur.

En fait, les trous du collimateur ont un diamdtre non-nul
et les septa entre les trous sont trés minces et n'absorbent donc

pas tous les rayons obliques.-

L'image d'une source ponctuelle sur le cristal ne sera

donc pas un point mais une tache d'aspect gaussien dont la "largeur 3

mi-hauteur"” est de quelques millimétres, ce qui limite la résolution des
gamma-caméras. . .

En pratique, le choix d'un collimateur sera un compromis entre

les deux extrémes suivantes : : " g =

Petits trous - septa épais : bonne résolution, mauvaise
sensibilité
Gros trous - septa fins : mauvaise résolution, bonne

sensibilité

1 ¢
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L'effet Compton

Avant d'atteindre le cristal, les photons gamma en provenance
de 1'organisme doivent traverser une certaine 8paisseur de matiére et

peuvent donc interagir avec cette matidre notamment par effet Compton.

Lorsqu'un photon incident entre en collision avec un
8lectron du milieu, il transfert une partie de son énergie 3 1'électron
sous forme d'énergie cindtique et donne naissance A un photon résultant

d'énergie inférieure i celle du photon incident et de direction

différente.

L'ensemble de ces photons résultant forme un rayonnement

"diffus&" qui contribue 3 dégrader 1'image.

Pour limiter 1'effet n&faste du rayonnement diffusé sur
la qualité de 1'image, les gamma—caméras disposent d'un systéme dit
de "spectrométrie" qui ne prend en compte que les impulsions comprises

dans une "fentre d'énergie" correspondant au rayonnement utilisé.

Ces erreurs de-mesures font que le contraste et la résolution
spaciale des images scintigraphiques sont médiocres comparés 3 ceux
des images radiologiques. Ceci est compensé ﬁar le fait que, grace i ‘
des marqueurs spécif@ques les images scintigraphiques fournissent sur le

fonctionnement des organes des renseignements inaccessibles aux examens

radiologiques. e . .

5) LES SYSTEMES DE TRAITEMENT DE DONNEES
Si les gamma-caméras permettent de réaliser facilement et
rapidement des images représentant la répartition de la radio-activité
dans 1'organisme, elles présentent cependant deux insuffisances majeures :

en effer, elies ne peuvent realiser que des examens : - -

= o _ Elles sont incapables de rendre compte d'un phénoméne qui

A1
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varie rapidement au cours du temps comme la contraction cardiaque, les

mouvements respiratoires, la circulation sanguine,

L'interprétation des examens se fait par analyse visuelle

d'une image, c'est-i-dire de fagon purement qualitative et subjective,

Pour compenser cela et permettre ainsi de réaliser des

examens quantitatifs et dynamiques, il est possible de connecter aux

gamma-caméras un systéme informatique dont le but est d'enregistrer sous

forme numérique les données fournies par la gamma-caméra et de réaliser

tous les calculs permettant d'extraire de ces donndes 1'information
recherchée,

Structure de base (cf figure 1.5)

Les différents systémes pProposés par les constructeurs ont

.

le plus souvent la structure décrite figure

une unité centrale

une interface d'acquisition

une mémoire de masse

une unité de visualisation d'image

une console de commande

Les principales fonctions

.. Quelles que soient leurs éerformancgs,_les systémes

disponibles sur le marché réalisent les grandes fonctions suivantes :

Aprés digitalisation, les données provenant de la gamma-caméra
sont stockées en mémoire de masse généralement sous forme de matrices dont

la taille varie de 32 x 32 a 1 024 x 1 024,




n

[ ==

Chaque matrice représente une image scintigraphique dont 1la
durée varie de 1/100 de seconde 3 plusieurs minutes. Chaque point de 1la

matrice contient un nombre représentant le nombre de coups détectés au

point correspondant.

Traitement d'image

Sur les "matrices-images' stockées en mémoire de masse il
est possible de réaliser tous les traitements d'images classiques :
. opérations arithmétiques
. lissages

. filtrages...

Visualisations

Les matrices peuvent &tre visualisées, c'est-a~dire
transformées en images en associant 3 chaque nombre soit un niveau

de gris, soit une couleur.

Détermination de zones d'intérat

Tre8s souvent l'utilisateur ne s 'intéresse qu'id une partie
de 1'image, celle représentant 1'organe i &tudier par exemple, et ne
désire faire des calculs que sur cette partie. Il doit donc etre possible

de définir cette zone (par un curseur ou un light pen) et de la

mémoriser. -

Calculs de courbes

Tl est-possible de-calculer la courbe de radio—-activité sur.
une.zone donnée en fonction du temps (c'est-i-dire sur une série d'images
consécutives de durée connue) puis de mémoriser, traiter, visualiser ces

courbes.

IT - LA TOMOGRAPHIE D'EMISSION

Les examens scintigraphiques classiques fournissent des

images qui sont en_fait la projection sur un plan d'un volume radio-actif.

A9




Ceci présente deux inconvénients majeurs :

- Imprécision dans la localisation d'une 1&sion ;

plusieurs incidences sont alors nécessaires

. Diminution du contraste ;
si une 1ésion de petite taille (hypo ou hyper active)
est environnée par un volume radic-actif important, cette l&sion risque
de ne pas &tre détectable sur une projection car elle sera masquée

par 1'activité environnante.

C'est pourquoi pour certains types d'examens, il est
intéressant de reconstruire des "coupes" représentant la répartition
de la radio-activité sur un plan isolé& du volume i étudier, la description
compléte du volume se faisant en reconstituant une série de coupes

adjacentes.

LES DIFFERENTES TECHNIQUES DE TOMOGRAPHIE

Plusieurs techniques ont &t& proposées pour reconstruire des

coupes tomographiques.

* Reconstruction de coupes 1ongitudina1es.

On appelle coupes longitudinales des coupes parall@les au plan du
détecteur. Le but de ces techniques est de. mettre au point" le detecteur
sur le plan 3 reconstruire en rendant flou tout ce qui est en dehors du -
plan. Citons par exemple la technique 3 balayage, la technique d ouver-

ture codée. ' -

¥ Reconstruction de coupes transverses =

Il exisce deux arands types de technlquesdependant du type de

rayonnement émis par le produit radlo actif utilisé.

A Les prodults utilisés sont des &metteurs de positrons (&lectron

ositif). Les positrons, lorsqu'ils sont &mis se recomblnent immédiatement
P P » q

1 Ao
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avec un électron du milieu en donnant naissance a 2 photons d'énergie

sy,

0,51 Mev et de directions opposées. Les mesures se font par deux détecteurs

en coincidence avec ou sans &valuation du temps de vol.

-

Cette technique est tr&s int8ressante parce qu'elle permet d'uti-
liser des isotopes d'atomes trés courants en biologie comme 1'azote,
1'oxygéne ou le carbone. Malheureusement, son développement pratique est
= limité par 1'importance de 1'infrastructure nécessaire surtout pour la
d génération des produits qui ont une demie-vie trés courte (de quelques

X secondes a4 quelques minutes), ce qui nécessite de disposer d'un cycletohn
3 proximité, ’ 6%civhhﬂw

> La_tomographie 3 photon unique (SPECT‘)

Les produits utilis@s ici sont des &metteurs de rayon y comme pour

les examens conventionnels de Médecine Nucléaire.

Les mesures consistent 3 enregistrer la projection du volume radio-
actif selon plusieurs incidences en faisant tourner le détecteur autour

de 1'objet ou ce qui est &quivalent en faisant tourner 1' obJet devant 1le

o ' detecteur.

La reconstructlon d'une coupetransverse c'est 3 dire la détermi-
nation de la rad10—act1v1te en chaque point d'un plan perpendlculalre a
1'axe de rotation se fait par- calcul 2 partir des projections de ce plan
suivant les différentes incidences. V

Il s'agit de la technique de tomographie d'émission de 1oxn la
plus utilisée en pratique, car elle -utilise le mater1e1 d'un- service de
= 2l M&decine Nucléaire standard (gamma caméra + systeme de traltement), la
. seule modification A apporter Stant le systéme mécanique permettant de

faire taurner la gamma caméra autour du patient.

LES ALGORITHMES DE RECONSTRUCTION EN TOMOGRAPHIE D'EMISSION

- De nombreux algorithmes de reconstruction ont &t& décrits. Ils

-

peuvent Schématiquement se classer en trois groupes :

*¥ . R
SPECT : Single Photon Emission Computed Tomography

A dA
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] - Les méthodes analytiques

-~

Elles consistent 3 &tablir les €quations liant les inconnues
aux données et i résoudre ces &quations. Clest ce type de méthode que nous

développerons dans la suite.

2 -~ Les méthodes it&ratives

Elles consistent 3 proposer a priori une solution, 3 en calculer
les différentes projections, 3 comparer lesprojections obtenues et les
mesures réelles, et i modifier la solution en fonction des &carts observés,

ceci Jusqu 3 obtenir des &carts acceptables.

3 - Les méthodes par rétro-projection

Ce sont de loin les méthodes les plus utilisé@es en raison de leur
relative simplicité& et des bons résultats obtenus. Chaque ligne-projection
de la coupe 3 reconstruire est "rétro-projetde", c'est a dire transformée
en un plan formé d'une infinité de lignes parall&les et identiques 3 la
1igne—projection. La supperposition de toutes les rétro-projections aprés

un filtrage convenahle permet de reconstruire la coupe-transverse.

Malheureusement, cette ‘méthode ne permet pas en tomographle d'émis-

sion de tenir compte de 1° absorption de la radio-activité par les tissus

traversés.

La methode que nous décrirons dans la su1te est une methbde ana-
lythue qui permet de prendre en compte 1‘absorpt10n radio-active sous

certaines hypoth&ses.
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II1- DECOUPQSITION DE L'EQUATION FONDA?!

CHAPITRE 2

MODELISATION DE LA TOMOGRAPHIE D'EMISSION

I- NOTATIONS,AHYPOTHESES

II- ECRITURE DE L'EQUATION FONDAMENTALE

MENTALE DANS L'ESPACE DES FREQUENCES
PAR TRANSFORMATION DE FOURIER . - -

IV PROPR;ETE DES FONCTIONS fn (r) ET gn(X) DANS LE CAS OU u =0
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Le probléme posé est de calculer la radio-activita en tous
les points d'un volume dont on connait une série de projections mesurées
par une gamma-caméra qui effectue une rotation autour du volume 3 étudier,

la surface du détecteur restant paralldle & 1'axe de rotation.

Le probléme peut se ramener i la reconstruction d'une coupe
plane de ce volume, le volume entier pouvant &tre considéré comme une

succession de coupes adjacentes.

Nous prendrons dans la suite comme plan de travail, le plan
d'une coupe transverse c'est-i-dire un plan perpendiculaire 3 1'axe de

rotation du détecteur.

I — NOTATIONS - HYPOTHESES

1) GEOMETRIE DU SYSTEME

Dans le plan d'une coupe transverse, nous prendrons les
notations suivantes (cf figure ?'4))=¢:Gﬂ,5 ?)'1E ' =
. - . b - P -,‘" (

S %
0 : trace de 1'axe de rotation
. R : moitié de la largeur utile du détecteur
C : cercle de centre O et de rayon R'qui-représente le

“cercle de balayage

D : le domaine 3 étudier (la coupe transverse d'un patient en

_ pratique) que 1'on suppose convexe et entidrement incluse
dans C —

O¥ : 2xc crigine des anpgles

T], T, : traces de la face du détecteur dans deux positions
- o diamétralement opposées )
OXY : le repére mobile 1ié au détecteur (E§ est paralléle 3 la
. ' face du détecteur) E
- w : l'angle entre ox et oX caractérisant la position du

détecteur L
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~ 2) DONNEES - INCONNUES
= Les données sont les mesures physiques,c'est-i~dire la
- valeur de la radioactivité mesurée pendant un temps donné€ en chaque point
o du détecteur et pour chaque position de celui-ci autour de l'cbjet i
examiner. Nous les noterons : h (x, w).
b g
Les inconnues sont les valeurs de la densité de radio-activité
3 en chaque point du domaine & &tudier D. Nous les noterons en nous
L référant 3 un systéme de coordonnées polaires centré en o :
. £ (r,0)
A Nous supposerons que la densité radio-active est nulle en
tous points extérieurs i D.
.
3) REMARQUES
= Le systéme réel est discrétisé, c'est-a—dire que les valeurs
= g (x, w) et £ (r, ©) ne seront connues que pour un certain nombre de
- valeurs de x, w r, O en général 32 ou 64,
12 3 . . ) ) .
IT - ETABLISSEMENT DE L'EQUATION FONDAMENTALE DE LA TOMOGRAPHIE D'EMISSION
[ - S B
-
1) NOTATIONS -
“ Soit Ml(x, w), un point de coordonnées sut le détecteur
= en position Tl (W) et M, le point du détecteur en position T2 symétrique
e de M] par rapport 3 ox.
- Grace au systéme de collimatioh,_les points H] et M2 ne
. Hegopienlt gae La fadhe—aotivité =n provenance de ia dioiie Ml Mz que
nous noterons A (x, w).
- } Sur la droite A'(x, w) nous prendrons les notations suivantes :
- o N], N2 1'intersection de A et C
- 7.2
J .
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P], P2 1'intersection de A et D
H (x, w) la projection de 0 sur A

hl (x, w) la radioactivité mesurée en M1
h2 (x, w) la radioactivité mesurée en MZ

P (r, ©) le point courant de A

f (r, 9) la densité de radioactivité au point P

f (r,©) dl1 1la radioactivitéd émise par une source de

longueur dl centrée en P
2) RAPPEL SUR L'ABSORPTION RADIOACTIVE

La décroissance de la radioactivité due 3 1'absorption d'un
rayonnement par la mati&re se fait dans un milieu homogéne selon la loi.

A=A0 e vl

Ao est l'activitd initiale
‘;{ Aéfest 1'activité résiduelle
1 est 1'épaisseur du milieu transverse
U est le coefficient d'absorption qui dépend du milieu

et du type de rayonnement

En pratique, on utilise souvent la notion de "couche de
demi-absorption" qui est 1'&paisseur du milieu qui absorbe la moitié du

rayonnement initial

Log 2 ‘

C.D.A. = , : .
: - u o -

Par exemple, pour les tissus mous de l'organisme et pour
le  rayonnement de 140 Kev du Technecium 99m-qui est le plus utilisé
en Médecine Nucléaire, la couche de demi-absorption est de 1'ordre de

6 cm.

3) CALCUL DE.LA RADIOACTIVITE MESUREE EN M] et M2

= - Si 1'on suppose le coefficient d'absorption i constant sur

D et nul en dehors de D, la radioactivité due 3 la source élémentaire de
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longueur dl mesurée en M, et M, sera :

1 2
en M, : dh (x,w) = £ (r,O)rlr-“ By B dl )
2.1) R T
en M2 : dh2 (x,w) = £ (r,0) 1 “H P ) dl

"

La radioactivité mesurée en M] et M2 est due 3 la contri-

bution de toutes les sources &lémentaires du segment P] P2 et sera donc

obtenue en intégrant les &quations :

£(e,0) oM PP a1

hl (x,w) =
P1P2
(2.2)
) - !P PZI
h2 (x,w) = f (r,090) e d1l
PPy
Posons :
1] (x, w) = HPl s
mesurdes sur 1'axe HM2
12 x, w) = HEZ
1 = HP

Remarque : si 1l'on suppose le contour D connu et convexe, les fonctions
'11_(x, w) et 12 (x, w) sont connues c'est-i-dire que 1'on sait calculer

1] et 12 pour toutes valeurs de x et w. . : =

Sur la droite orientée HM2 nous avons les inégalités suivantes :-

'
av]
o]
]
R
|
=t
1l
=
]
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Les équations (2.2) se transforment en

lz(x,w) -

f(r,0) e M (1= 10w ) 4 hy G, w)
ll(x,w)
12(x,w)

f(r, 0) e “H (12(x,w) - D di = hz(x,w)
ll(x,w)

oli r et O sont des fonctions de 1 définies par

r =\/x> + 12 O =w+ a tga=1/x cof figure

4) TRANSFORMATION DES EQUATIONS DE BASE

Dans les expressions précédentes, développons les exponentielles

en sortant du signe U[ les termes indépendants de 1

lz(x,w)
ul,(x,w) -l
e : f (r;0) e dl = hl(x,w)
1, (x,w) ' .
lz(x,w)
2 . ol _ ]
e s £ (r, 0) e o dl = h2(x,w)
1, (x,w) s
d'ou -
1, (x,w) b '
R TA -ul, (x,w)
(2.3) . f (xr, 0) e 1 = hl(x,w) e M %,
= i (Y ) ’ "
1y, G . ‘ ) -
1, (x,w) i '
(2.4) 2 f (r, 0) e ul dl = hz(x,w) 'eu12(x,w)
: - ll(x,w)
(- -
1
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Au lieu de chercher & r&soudre séparément chacune de ces
deux &quations, nous choisissons de résoudre 1'équation obtenue en les

additionnant membre 3 membre.

Remarques :

- ce choix est justifié& par les simplifications qui en
résultent dans la suite des calculs grice & la parité des

cosinus hyperboliques introduits.

= si 1'on suppose que le coefficient d'absorption U est nul :

. 1'activité mesurée en deux points opposés est alors
égale d'ou h] (x, w) = hz (x, w)

- Kl pl _
= e =

. e 1

oo

4
Les deux équations (2.3 et (2. sont (dox@ équivalentes.

-

En additionnant les &quations (2.3 et (2.4 membre 3 membre

nous obtenons :

1, (x,w) )‘(A )
I - Sl O A L hy Gx,w) W (x,w) hy Gx,w) e¥ 2 (%5%)
ll(x,w) '
. or:
e Pl + elll = 2ch (ul)
d'bﬁ : ) ,
1.(x Q) - ’ ) . ‘ L : -
2 (%5 . - ‘
-y £(r, 0) ch(ul) dl = 5 [hl(x,w) e WL (W) by Gew) o™ z("’“j
-4 ll(x,w) -

r (r, 9) est nulle par hypothese en dehors de D. On ne

modifie donc pas la valeur de 1'intégrale en remplacant les bornes
. 2 2

1l (x, w) et 12 (x, w) (qui correspondent i Pl et PZ) par - R™ - x et~
Véz = x2 qui correspondent 3 N, et N

: A 1 2

54
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(2.5)

En effet dans le triangle rectangle OHNl 3

=
on? + mn.2 - ‘on, /
L (N
x2 + HNI2 = R2
EN 2 = R2 - x2

L'équation fondamentale de la tomographie d'émission devient

donc :
)
R? - x "7
f(r,0) ch (pl) dl = g(x,w)
\,52 2
-\ - x
avec : .
-3
g (x,w) = %-{hl(x,w) e-U1l(x’w) + hz(x,w) eulz(x,w) 1

-~

£ o \'42 + 12 6 =w+a tg o =

M

Soit en remplagant les variables r et® par leur expression
en fonction de la variable d'intégration 1 e

2 2 S et c
£ (V): + 17, w + Arctg %-) ch (ul) dl = g(x,w) ~ =

Rappelons les hypoth&ses et les notations utilisées pour
&tablir cette 8quation :

n

(r, 0) : inconnues . ’ -
g (x, w) : données auxiliaires calculées 3 partir dés
- E mesures h] (x, w) et h2 (x, w)
D - _ : domaine de mesure supposé connu et convexe &
l'extérieur duquel f (r, @) est nul
w - - ¢t coefficient d'absorption supposé constant 3

1'intérieur de D et nul en dehors

7.4
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I11 - DECOMPOSITION DE L'EQUATION FONDAMENTALE DANS L'ESPACE DES

FREQUENCES PAR TRANSFORMATION DE FOURIER
L'équation & résoudre est
R2 = x2
£f(r,0) ch (ul1) dl = g (x,w)
L2 _ XZ

Les fonctions g (x, w) et

f (r,0 ) sont des fonctions réelles

périodiques de période 2 II respectivement en w et O .

I1 est donc possible de le

s décomposer en série de Fourier et

de les &crire sous la forme A oy e 3
resd i) 4;,{# P N )
{0 ) .
£ (r,0) = E £ (r) & £ Aoveazs o
e n 9/,(;\6&5(!! f‘ v
i \\L\f {-04‘} rl'
g (x, w) = :EZ::gn (x) i i@\\wjf Y& ﬁggg
("ﬂ.{vft.’- L OR S i'}( oo

Or dans l'équation (2.5), r

définies par :

,g§ 

- inw - = 0t 3
terme e en facteur de 1l'intégrale

= % - X T . 7o

SN
]
s
-
3
1
S
s
R S—
-~

T vy Aad
Fotuhiin 'j"

v

et © sont des fonctions de 1

fl
%
+
R

(ANRAVE

= E (ég(x,w)w‘ S \{ﬁ Pt -

N (

~oe. e o b A U [
Suil eun perumeiiani i1cs b.n.;,uca : et ) el en sortant 4ig
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Or:
ina . A
fn(r).ch ul. e = fn(r).ch ul,cos na + 1.fn(r).ch #l,sin na
2 2 - . : .
. =X + 1 fonction paire de 1 fn (r) fonction paire de
. ch vl = fonction paire de 1
1 cos na fonction paire de 1
. tga = = fonction impaire de 1
sin na fonction impaire de 1
donc:
2—x2 . R--x2
£ (r) ch pl ™™ 41 = £ (r) ch ul cos na dl
B » 2 2%
; g R°- x

<:|

f (r) ch ul sin na dl

22

J’ (r) ch ul cos na dl

Soit en remplagant dans 1 équation (2.6)

\42— x2 M .
Eelnw .2 ' fn(r) ch ul cos(;/} dl = Eeinw gn(x) ]

z n . o _F : inw =
Soit en identifiant les termes en e

i
=

7

2 fn(r) ch pl cos na dl = gn(x)

Prenons comme variable d'intégration r

2 2 B} rdr

1 = r - x —_— dl =
= . E o= g
tga= '}(‘ =0 = AE. tg‘—l
- X

2.4
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IV - PROPRTETES DFS FONCTTONS £ (r)
== n

développée en détail dans la thése d'état de OUDIW\( ),

1
tga= = tga = f~—"" => cosa =

X

Cos na= Tn (cos a) = Tn (%) ot Tn = Polynome de Tchebycheff de
degréf n

borne 1 = 0 r =X
borne 1 = ;‘*— X r =R

d'ot

R
2 fn(r) ch (u \/1'2— X2) Tn(%) \/C_rf—__z dr = gn(x)
- x

X
Soit en posant:
Kn(x,r) = _thTn(x/r) f;"-’
\f2 -2
” :
(2.7) . £ (r) . ch (u \1:2_ x?)  Ka(x,r) dr = g, (%)

pour n de 0 3 o

Nous avons donc transformé 1'équation fondamentale (2.5)

en un systéme de m équations intégrales, m étant le nombre d'harmoniques

que 1l'on désire prendre en compte.

w0 {(x) nava Tr cae n1 u =0
BT g X)) DANG TLFE -CAS O

—_— n

L'étude théorique des fonctions fn (r) et g_ (%) si u =0 est

Nous nous bornerons 3 rappeler et 4 démontrer rapidement

“les propriétés utilisées dans la suite pour &tablir la méthode de

reconstruction tomographique.

2.4o
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1) PROPRIETES DE fn ()

La fonction f(r, @) ou f(x, y) représente la répartition
de la radioactivité en tous les points du domaine de mesure D. Il s'agit

d'une grandeur physique donc réelle et finie en tous point de D.

En particulier le point O, introduit par la méthode de mesure

n'est pas un point singulier pour f (r,0).

Supposons que I(x, y) soit la partie réelle d'une fonction
complexe de la variable z = x + iy admettant au voisinage de o le

développement

2 f N\n
O a +ta; z+a, z"+ .., +<;;? + ...
o/

ol tous les a_ sont complexes et finis.
]
o
}3 En reé?ﬁ§sant en coordonnées polaires et en posant z = re

le développement précédent devient :

f (r,0) étant finie quand r-tend vers O et f (r,0) &tant
la partie réelle du développement précédent il faut que fn (r) /"

admette une limite finie quand.r tend vers O.

-2) PROPRIETES DES gn-(x)A

Formons & priori 1'intégrale

o N 1~ e
o

. . T, - = g - LI - .
COLL én rempiagant g ()\) pal Sa valcuL_uuuuee-yaL i equacion

fondamentale :

2.44




Comme f (r) est fini nous pouvons permuter les signes

n
e
R R I ™ J
I = f (r) dr \ ———— L 4gx
o " o\ A2 - x2 v
(R x
Posons J = —X Tn &) ax
O\,éz— xz e

L'intégrale | devient :

R Kk R
I = x gn(x) dx = £ (r) J dr
0 o "
Calculons 1'intégrale en x
-
(R xk X
4 & ———— Tn () dx
0 2 - x r
Faisons le changement de variable x = r cos $
dx= -rsing¢ d.¢
2 x =71 sin ¢
B k k k
X =71 cos ¢
Tn'(gﬁ_; n (cos 9) = cos-n ¢ :
A Il
borne inf : X = 0 ¢ = =
borne-sup X =r b =0
d'od: -
I
2
J = _ cos k¢ cos no d¢
- 0 -

2.A2
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Nous allons vérifier que J = 0 si ~ 5
k et n de méme parité

T -3 Ly

Remarquons d'abord que si k et n sont de méme parité,
Cosk ¢ Cos n¢ est invariant pour le changement de ¢ en MT-¢ :

L |

. . k . .
Si k et n sont pairs Cos” et Cos n ¢ sont tous les 2 invariants .

Si k et n sont impairs Cos® ¢ et Cosn ¢ changent tous les 2 de signe.

] Donc :
1 7 n I
= ) K K K - k
Jd= cos ¢cos nodd = r cos ¢.cos n ¢d¢ = 5 cos ¢ .cosnd.do
] SR °
. 2

Or Cosktb peut se mettre sous la forme d'une somme du type :
] K

cosk¢_= E a; cosl ¢

1 =0
ki d'ol
; I h
rk

= J = 5 a; cosl¢ cos nd do
- " =9 ’

79 Soit en permutant 1les signes (;t <§E:_ ' o '
. k I '
J /O ) J = Ef. a; cos 1l¢-cos np d¢
: | =% J° . - ' ‘ AT
J Or nous avons supposé k<n. comme 1< %k nous avons donc en particﬁlier

-\ 1 f_@m '

Par suite des propriétés d'orthogonalité des cosinus, toutes

les infégrales du type g cos 1¢ cos n¢ dé¢ sont nulles,donc :

et par suite; )
' . R ' k < n
- . - k ’

(2.8) ] =, o X & (x) dx

0 si

k et n de méme parité

Ce qui impose a la fonction n (x) P conditions P é&tant

la partie entidre de n/r) o

2 2. 48
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CHAPITRE 3

ETABLISSEMENT ET RESOLUTION DU
SYSTEME LINEAIRE DISCRET

I- DISCRETISATION DES EQUATIONS INTEGRALES EN-fn(r)

© II- METHODE DE RESOLUTION DES SYSTEMES LINEAIRES G

ANNEXE : CALCUL DES COEFFICIENf DES SYSTEMES-LINEAIRES
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Dans ce chapitre, nous allons montrer comment il est possible
d'approcher chacune des &quations intégrales du systéme (2.7) par un

systéme linéaire dont nous proposerons une méthode de résolution.

I- DISCRETISATION DES EQUATIONS INTEGRALES EN fn (r)

Le systéme de mesure &tant discret,x ne peut prendre qu'un
certain nombre de valeurs, que nous supposerons réguli&rement réparties

sur l'intervalle O, R

Soit h la distance entre deux points de mesure et 2 s
le nombre de points de mesure sur un détecteur. Si 1'on numérote les

points de-mesure 3 partir de l'extédrieur les valeurs des x; sont
&
o

(cf figure 3.1) : [ (>G%Q. 2, A7 ‘WJ

+
Xx. =R-=-1.nh avec R =Cz—25——l) h

De méme la solution fﬁ (r) ne sera calculée que pour s valeur

de r

Chacune des équations du systémé (2.7) se transforme en un

systéme de s &quations, une pour chaque valeur X, de x

pour i =1 a s

£ (& ch ry X . Kalx.,r) dr =g (=)
) n' R i i n 1
X
L X
‘1
- _ 2y Tn (—r)
.avec Kn(xi,r) = .
= 2 2
r - X.
1
Posons; 3
n R
9
[ = £ (r) ch u\r - xi.2 . Kn (xi,r) dr
i X -

i




i i Ty

F =y

Le calcul numérique des intégrales I? doit @tre fait avec
i
soin, d'une part i cause du caractdre oscillant des polyndmes de

Tchebycheff Tn (xi/r), d'autre part 3 cause de la singularité
ro-x,
i

Les intégrales seront &valuées par la méthode des trapézes
généralisée qui consistera i garder pour Kn (Xi’ r) sa formulation
mathématique stricte et 3 approcher les quantités fn(r) ch u“rz-xiz

par une interpolation lindaire sur chaque intervalle du type [xj, xj_]]

pour j < i.

Chaque intégrale I? peut alors &tre approchée par une combinai-
son linéaire des fn (xj) avec j < i dont les coefficients k? . sont

»]
calculés en annexe.

Le systéme de s &quations intégrales se transforme alors

en un systéme lin8aire de s &quations-3 s inconnues :

n —
ki =8
n n o _n _ n
koy By o+ Ky, £ = 8
Gy . ’ :
n n- n _n n.n _ n
koo £} ¢ Koy g4 eeee + kD ED = gf

= n o .
- avec fi = f. (ri)_ qui sont les inconnues
n

Th. = h  (x.) qui sont les données
i n i

Soit sous forme matricielle

(] [#] - ] o

N
\
o
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J

avec ”n 1
£ n kll 0O ........ 0
1 & K? P o
[fnJ = é [gn] - : [k€]= .21 g @ s D
£ ’
5. ®s SRR
i sl ss

L'équation fondamentale (2.5) a donc été approchée par un

ensemble de m syst@me lindaire de s &quations 3 s inconnues

q;_z_—x_z [K] [f] = [sJ

£(r,0) ch(ul) dl = g(x,w) < > [Kq [fl] [g]:l

GIGEE

1 ME'fHODE DE RESOLUTION DES‘SYSTEMES LINEAIRES

1) - INTRODUCTION

L'équation fondamentale de la tomographie d'@mission -

« R 2 _ T )
— f(r,0) ch (ul) dl = g(x,w) .
2 9 )
- \R - X -

a été remplacée, aprés développement de g (x, w) et de £ (r, 0) en

série de Fourier, par le systéme i m équations intégrales suivant oil

‘m est le nombre d'harmoniques que l'on prendra en compte

g V2 2
2F £, () ch (u Yr'- x7) Kn(x,r) dr = 8, (%)

%S




Chacune des é&quations intégrales du systéme (2.7) peut
8tre approchée par un systdme lindaire de s équations 3 s inconnues

oi s est le nombre de points de mesures sur un rayon.
n n n
k1 FT - F

Nous avons d'autre part montré au chapitre 2 que les

€quations du syst@me ( ):R'avaient de solution acceptable physiquement
N, i
dans le cas o H = 0 que si :

R X k < n
x g (x) dx = 0 pour :
o - k et n de méme parité

Ce qui impose aux seconds membres de chaque syst@me p
;>O conditions avec P = partie entidre de % = E %

Remarque : sin=0o0ul P

]
(@]

2) TRONCATURE DU SYSTEME LINEAIRE DANS LE CAS OU M = O

Le systéme lingaire (3.1) &tant une approximation de
1'8quation intégrale (2.7) nous supposerons qu'il vérifie &galement-

les P conditions de compatibilité (2.8) au moins de fagon approximative.

Or, dire qu'un éystéme linéaire de s &quations n'est soluble
"que si les seconds membres vérifient P conditidns,éntraine que le
systéme est d'ordre m, = s = P c'est-a-dire qu'il ne comporte que s - P
) - Equations indépendantes (les P &quations restantes &tant combinaisons

lindaires des précédentes) et qu'il ne peut donc dé&finir que my variables.

= ' T1 a

[£3}
rt

[#23
f

]
N
&1
r
m

r r—>o

5 T , . -7 n
c'est-3~dire qu'au voisinage de 1l'origine fn (r) se comporte comme r .




= Le systéme ne pouvant définir que m,=s - P inconnues, il est alors

X naturel de penser que les f. relatives aux valeurs les plus proches de
ool l'origine sont nulles.

-

. Nousadmettrons donc que :

f. =0 pour m, < ] < s

ce qui fait que le systéme (3.1 ) se transforme en un systéme de

s équations 3 mp, s — P inconnues,

s [ F]-[]

roo-
oill E??] est formé des mp premidres colonnes de P?ntb(ﬂ

+n P . . PP
[f‘] est formé& des mp premiers &léments de £-

feod o] L) B Qe Lo B By

n
£ kll O) eidiomsxammrerere srore O
1 n n
o | Tn = k21 k22 0 ........ O
;n :
mp ‘n n
ks1 EREERETPRRPPS kmE

| L&Y

3) RESOLUTION DU SYSTEME TRONQUE S -

=
] - .
'{ Le systéme tronqué (3.2) est un systéme surdéterminé de
T - -8 éguations a ﬁP = s — P inconnuedsauf si n=0oul car alors P = Q).
4 5 P &quations sont donc combinaisons lindaires des autres et peuvent donc
= théoriquement &tre supprimées. ) i
- i '
i Nous _avons  préféré conserver toutes les équations et
j rechercher la "pseudo-solution" au sens des moindres carrés du systdme
= tronqué. . C 3
—*]1 - -
)

-Introduisons le systéme auxiliaire suivant




i

-

L]

]

o

i

| -

est triangulaire et dont la solution est alors immédiate.

n n

Ky g T8 T e
n n n

kyy By Ky, fy T8 = &
n f n n n _

kyp £y 4 kg £y * kgg £y T8y T &g
n n n

kg, ED 4k, £) o+ ... * % ne oo -l =e,

soit sous forme matricielle
[®a] [al-[oa] - [e]

La pseudo-solution du systéme (3.2) au sens des moindres

= et n o mpe
carrés est définie par l'ensemble des valeurs fj qui minimisent la norme

de la matrice-résidus 5
liEll = EE e%»
j=1

La détermination de la "pseudo solution" se fera par 1la

méthode de GOLUB quil est une méthode de triangulation décrite dans les
références " =

Shématiquement la méthode de GOLUB est basée sur le théoréme =

suivant :

La multiplication des deux membres d'un systéme lin&aire
surdéterminé par une matrice orthogonale transforme le syst8me en un systéme
équivalent c'est-d-dire qui posséde la méme ''pseudo-solution"-(une matrice

orthogonale est une matrice dont la matrice transposée est &gale i sa
s : t =i =
matrice inverse : [Q ] = 1Q ).

LA s -~ = TR M 3 T rAAa 3
hode ‘consiste 3 multiplier le syst8me lingaire 3

(%]

T o~ A -
e C L
résoudre par une série de matrices orthogonales convenablement choisies

pour le transformer en un systdme linéaire dont la matrice des coefficients

et - —— -
- i = A -
. " L . E
[ 9‘u¢“w~b to g

!

-\ 8
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L'intéré@t de cette méthode est qu'il existe une matrice

dite matrice "pseudo-inverse'" telle que
Y
(] - Rl 6]

est la pseudo-solution du systéme (3.2)

[Rn] est une matrice de m, lignes et s colonnes qui ne dépend
que de [Kn] et peut donc €tre calculée une fois pour toutes et stockée

sur disque.
4) REGULARISATION DE LA SOLUTION

Les résultats fournis par la technique précédente présentent

expérimentalement des instabilités geénantes.

Afin d'éviter un traitement supplémentaire du type lissage
ou filtrage, nous allons régulariser la solution en ajoutant au systé&me
(3.2) des &quations dites '"conditions de régularisations"” :

L'instabilité numérique se traduit par des fortes
oscillations locales qui correspondent i des points ol la dérivée de
la solution prend des valeurs anormalement grandes en valeur absolue.

- Pour réduire les instabilités, nous chercherons donc i
réduire 1l'ensemble des valeurs absolues des dérivées aux points de
. discrétisatiorn. Comme ces points sont &quipartis il suffira de minimiser

la somme des carrés des &carts : -

En effet, sur chacun des intervalles rj, rj+l la valeur
de 55 divisée par le-pas de discrétisation représente une approximation
= i@ . = n
“de la dérivée de la fonction f (r).
Pour moduler 1'efficacité de cette régulation nous pondérerons

- )
tous ces &carts par un méme paramétre ;;,(dont la valeur sera fixée
ezt -

(N}
+




o expérimentalement) et compléterons le systéme tronqué (3.2 ) par les m, = 1
5 conditions de régularisation :
[
n n
. € - =
) fI €f2 0
tal
(3.3) n n _
. sfz Ef3 ?
| .
- n n
ef - ef = 0
-1 "p
|

i

Ce systé@me n'est &videmment pas soluble strictement car

les my, équations de régularisation imposent en fait que toutes 1esf?

} soient &gales.
J Cependant la "pseudo solution" du systdme sera un compromis
7 entre la vérification "au mieux" des m, conditions (3.3) et la vérification
N "au mieux" desﬂmP_l conditionsde régularisation. En effet le systdme
AJ AN T L complet 3 résoudre est :
1
T n
=2 kll fl =g
1
n = n _
J kor Bty 6 =& ]
= - n . .n n n )
o -k cees F =
g .(3 » ksl f1 * ksZ 'f2 & _ ks,mp fmp Bs
. . I
. - n :
A f:f1 €f2 -
: -0
. ; n .
. — 5 fn Sz
— Efmp.l € mp 0

- . . La recherche de sa pseudo solution consiste 3 minimiser

la-norme de la matrice des résidus E définie par;

N
\
20




TS -8 = €1
kyp £] o+ k£ T8 T8 |
Kk, £+ R ksﬁ@ ;5," - g = e,
T tfn - ef; n n TS|
. ef- -

N \
s + mp ; =

1 =1 1 =5 +]

Minimiser [Ell revient bien & trouver um compromis entre
la minimisation de A (c¢'est-d-dire vérifier "au mieux'" les s premidres
équations) et la minimisation de B (c'est-3-dire vérifier "au mieux"

les conditions de régularisation).

La recherche de la pseudo-solution avec régularisation se

fera par la méthode de triangulation de GOLUB qui consistera 3 calculer

- [Fr:] par & - - e
] - RIR SRR

ol

) [Bﬂ] est une matrice indépendante de LGnJ qui ne dépend que de €
et de kij et qui peutAéFre calculée uné fois pour toutes et stockée sur
disque. - ’

3.4




Remarques :

Les conditions de régulation

sont d'autant plus sévdres que € est grand.
I1 est donc intuitif de penser que plus € augmente,

— plus la régularisation sera efficace
c'est-d-dire que les effets dus i 1l'instabilité des

calculs seront atté&nués

= plus les risques d'effacer des variations brusques réelles

augmentent !

La valeur de € sera donc un compromis 3 trouver entre régula-
risation et fidélité.

5) CAS QU p # 0

Dans le cas ol u est non nul, il n'a pas-8té possible de

demontrer des condltlons de comptatibilité analogues aux condltlons ‘(3. 8)

Cependant, par analogie, nous choisissons de stabiliser et
de resoudre les systemes 11nea1res par la méme technlque que lorsque y est

‘nul.

6) CONCLUSIONS C o

. L'équation fondamentale de la tomographie d'@mission
3 _ e ;

f(r,0) ch (ul) d1 = g(x,w)

3 -0




o

y

.. 3

a été remplacée aprés développement de et f e éri
. P PP g(x’w) (r’ e) n série de
Fourier par le systéme de m équations intégrales (m &tant le nombre

d'harmoniques que 1l'on prendra en compte) :

R

2 fn(r) ch (u\/r - x2) Kn(x,r) dr = gn(x)

X

chacune des &quations inté&grales précédentes est approchée par le systéme

Le] [=] - L]

dont 1a "pseudo solution" régularisée est donnée par

[Fl=[] ]

ot Ry, est une matrice qui dépend de € coefficient de régularisation
et y coefficient d'absorption mais qui est indépendante des donndes et

peut donc &tre pré-calculée et stockde sur disque.

Pratiquement la reconstruction d'une coupe tomographique’

comportera les étapes suivantes :

-~ une fois pour toutes : - -

calcul et stockage sur disque des matrices

[Rn] pour n de 0 3 n max. - -

—Pour chaaue coune

1) extraction des données : construction du tableau

- . - nl, (x.,w.) nl. (x.,w.) |
1 ' 271
8(X1,Wj) =z hl(xi’wj) e I hz(xi’wj) e - J

2.M




i 01, 1 1y Ly

Fimts)

1

P D B

J

e .

g

- )

. gt .|

2) transformation de Fourier rapide : calcul du tableau
i
En
3) multiplication par Rn : calcul du tableau

]

4) transformation de Fourier inverse : calcul du tableau

[f (ri, Oj)]

5) passage des coordonnées polaires en coordonndes cartésiennes

[% (ry, @j)] q [f (x> yi)]

3.42
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L

L

€lément de mesure Point de mesure situé au centre de 1'&lément
l 0 l de mesure
———

Si s est le nombre de points de mesure sur O R et h 1l'intervalle

entre 2 points de mesure :

2R =(2s+ 1) nh
_2s + 1
BE=== b

X. =R -1h

Exemple : si s =4
sur un diamétre, il y a 9 intervalles d'ol :

2R=9h->R-= 2

- 2

Figure 3.1




ANNEXE AU CHAPITRE 3 : CALCUL DES COEFFICIENTS ki

H

I1 s'agit d'approcher par la méthode des trapézes généralisée

les intégrales du type

—
H
n
_Hh
=]
~
la]
~r
0
=3
b=
]
N
{
=
[
[y
=
=
~N
»
He
H
'
(=%
2]

Cette méthode consiste 3 :

1) - diviser 1'intervalle d'intégration X; 5 R en i inter-

valles :

[ T xi—l] s [Xi—l, xi—2] ces [xj+l Xj] s ore [Xl’ R]

2) - approcher sur chaque intervalle [xj+l’ xj] la fonction

fn(r) chu\/rz - xi2 par interpellation linéaire entre xJ.+1 et xj

3) - garder pour Ka (xi, r) sa formulation mathématique stricte

Les indices utilisés ont la signification suivante :

n = numéro de l'harmonique considéré
i = indice de X borne inférieure de 1'inté&grale

j ¢ indice de Xj valeur courante des bornes des différents

intervalles d'int8gration (i < 1)

4 > ‘\—a—\‘ -
.INTERPELLATION LINEAIRE
== ;

- Rappelons que sur un intervalle [a, b] la fonction f(x)

supposée définie et contenue sur a, b  peut 8tre approchée par

EGo = @ P 2O 2 £ ) (L) .

343




i

L

J

ou sous une autre forme &quivalente

f (x) = £ (a)

b - x
b~ a

Donc sur 1'intervalle [x. , x.]
j+1? 7]

+ £ (b) :_:_

X
b

(r) 2 _ 2 \/2 - 2 X. -t
fn ch T X = f(xj+]) chy xj+l x° . T

\ /2 7 Fj+l - x
+ fn (xj) chy xj - X —_

AL

Posons pour simplifier 1'&criture

n
fn(xj) = fj

chu\/x.2 - x.2 = cht
3 1 J

I
rement répartis

gy

indépendant de j puisque les xj sont réguli&-

o
La formule d'interpellation devient sur xj+1, xj
| n i % Tr -l X541 T
2 = 2 . _J . -
£, (r) chu \/r x; fj+l th+l 5 fj chj =
- n _ -
CALCUL DE L'INTEGRALE [, .
n L wE -
Lorsque i = }; 1'intégrale | devient :
n R p _ i
[ == n (r) chu \/r?2 - x.2 n (x,, r) d r
s - 1 X 1 1
- /- ]
Par hypothdse, fn (r) est nul pour r = R , c'est 3 dire que
- =
o = 0.

3.4y
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ioJ T i

J

(T |

VDU B ORI TR WU B WO

My e

W, =
?‘ La formule d'interpeli;tion se simplifie en :
L
2 _ 2 . n I R-r
fn(r) chu \/r X fl ch] o
L'intégrale sera donc approchée par :
n R
1 R -
I o fln chl ——E—E- Ka (xl, r) dr
1 X
1
Soit, en développant et en sortant du signe S la quantité
f? ch; indépendante de r
n h R R 1 R
[ =£ ch - Kn (x;, r) dr - — r kn (x,, r) dr
1 1 h 1 h 1
1 X X
1 1
d'ol
n n
I =x £%
1 11
avec
1
n ch] R R )
k11 = =5 R Kn (xl, r) dr - . T Kn (31, r) dr
X, ) x, .
: . - R . ) R -
Le calcul des intégrales Kn (Xll r) dr et T Kn (xl, r) dr
. - _ . . s .
1 1
_sera explicité ultérieurement. _
2_AS




T e ed L

1

i

o ed

FYCE

n
CALCUL DE L'INTEGRALE | AVEC i # 1
i

INTERPOLATION

Si i est différent de 1, 1'intégrale a4 approcher est :

n R

I

i X,
i

fn(r) ch p\/r? - xi2 . Ka (xi, r) dr

soit, en s&parant 1'intervalle d'intégration en

A I Y

1

n i-1
I. = E £ (x) chu\/r? - xi2 Kn (x;, r) dr

1 3 3 X,

s :
X.
n,1i j-1 = 5
J =S fn(r) chu\/r - X, Kn (Xi’ r) dr

3 x]
Alors,

n L o ni B
- > J

i g : i

£ (r) ch\\/rz—XZ ~fn' cnt ¥ - x P R *541 © F
n H i - j+l j+1 h jCj ™

n,1. ] . CX . . X.
1 - {.n i lJ=r _ :m 1 j+l - r
I ‘}jﬂ Chj+l St f. chj —h———]Kn (xi,

r) dr
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o ) . 14
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ey

i

e fedd

i

}

[

1
|

-

i

Soit, en développant et en sortant du signe 5 les termes

f ch 1indépendants de r :

n,i . X, xj a xj
J o= 2 et |- Kn (x., r) dr - - Kn (x,, r) d
j+1 SRS N LU B } ¥ BTy s L
J %341 *3541
[-x (xj X.
. fel
- .f? ch; J; ) Kn (Xi’ r) dr - % r Kn (xi, r) dr
l_ i+l *541
Posons pour alléger 1'dcriture : )
. X,
n,i ]
= Kn (xi, r) dr
j+1 xj+1
X.
n,i _ ]
Y < r Kn (Xi’ r) dr
j+1 j+l :
L'expression précédente devient :
' n,i n 3 xj yn,i 1 Yn,i
G.9) J = f, ch, y ol
RN A L T 1 L T
_ fn Chl XJ &1 Xn,l _ _l_ Yn,l
] J h i+ h j+l
MISE EN FACTEUR DES TERMES f‘jl c"h; sij<i
i Dans la somme ) )
. 1 -
- -t =1 .
- - . . n,i ' i
La quantité £v ch' intervient dans J et dans |
J J j+1 j

3. 4%
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i

En effet, par analogie 38 la formule{( )/}

. . n,i n ; X, n,i n,i
. n 1 j -1 ’ ’ n i ’ >
Jo = Eyenyl =g X -Y |- chi | X -,
J ] J 3 ]
. ,’/""-\
&C’ Donc, en mettant f? ch; en facteur dans la somme{( ), on
obtient : T
o hi _ xj + 1 Xn,x 1 n,i xj -1 n,1 1 n,i
[ B R - S T S
j+l 3+l ] 3
Posons :
i . - .
= chj Xn,l Yn,1 Xn,1 Jn,l
k. = = + + X -
+ —
B LT T i+l 4 T j
MISE EN FACTEUR DU TERME f. chl (j = i)
i i J
Dans la somme :
n : n,1
L=>
_ i =1 b
) n 5 i oL n,i
la quantité fi chi n'intervient que dans J
i
d'oit ’ n
i n,i n,i -
) B chy '[Xj~l X _Y :] E
i1 h i i - =
2 49

]




A4 becs

T

g1

ol

i1

-3

P

b1

i

]

T 5

,,._
i

i

CR

n
L'intégrale | peut donc &tre approchée par :
i
1
E kY. f
: _ 1] J

avec

n :
(3.10) 1>2 kii B i 1 i
i - .
a chj Xn,1 Yn,1 Xn,1 Yn,l
j<i k., . = - X, + + X, -
S T j+l = j
Pour calculer les k?j » 11 reste a évaluer les intégrales
n,i [ ¥e-1 _ n,i | ¥g-1
X2 = . Kn (xi,r) dr et Yg = . r Kn (xi,r) dr
2 L
‘ n,i - n,i
CALCUL DES INTEGRALES ¥X ET Y
2 —_ - L
Calculs préliminaires: B _
) n,i *p-1 n,i RS . -
xz = Kn (x ,r) dr 2 = . r Kn (xi,r) dr )
*e 3
2r Tn (fi) -
Kn (x. ) = L
i,r
e 0Xn
= i
x.l .
Tn (—;—J = Polyndme de Tchebycheff de degrés n
d'ot -
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EESR

e b me

(E0

X i X
n,i =1 2r =n (—;rJ n,1 -1 2r n (_i_g
X = 2 > dr Y = g 2r dr |
X. r< - x, 2 - X,
£ 2 1 £ xg ] xl |
|
|
Prenons comme variable d'intégration 1'angle & défini par :
x; X,
2 — =D r =
T r cos ¢
d'ol :
X, X, sin¢ d ¢
* E I = gr=-
cos ¢ cos2 6
X, _ 2] .
i A e S\ VA e mii
cos2¢ cosz¢ -]
. dr ) X. sin ¢ d ¢ ‘ o 1B _d
2 _ xiz O " X; sin ¢ cos¢
x; =
* Tn G:; ) = Tn (cos ¢) = cos n ¢
* cos n ¢
c ok 2r Tn (_-) = 2 x. L
- r . 1 cos ¢
. i - ‘ X, )
"% Borne inférieure : x, > a, = ‘arc cos — .
Hs £ 1 X
. 2
x; -
* &l . = - -
Borne supérieure PXo biz arc.pos =
- el
. : n,1i n,1r
Soit, en remplagant X . et Y ey

5 L L




i,
X = cos n¢ d ¢ = 2 x. c_o_m d )
2 a cosd cos ¢ 1l . r
i, % i, e
n,i bi,l 2x, 2 d ¢ B >
Y = cos np —F. =2 x. 2 By d ¢
2 a cos? ¢ cosd * a, cos3 ¢
1.2 1, %
i, e ®i,p
CALCUL DES INTEGRALES 08 1% 4 et %"l )
2
ai, g cos o ai, g COS ¢
Posons
n b"q'cosncb - bi’zcosnd) n bi’lcosntb
A = —— d¢ B = — 7 d ¢ C = ——* d 4
i, 2 a,. s $ i, }a cos? ¢ i, % fa. cos3 ¢
> i, o 2 i, e > i, 2
AO Bo o }
> calcul d " . 2
- € 1,2 °? i, C1,2
(b,
° 1,2 d ¢ 1+ tg% i,2
A. = = Log
1,82 cos ¢ ¢
a 1 - tg 7
| 1,8 i,
b ' .
° ( 1,2 d ¢ bl:'q'
Bl,l 5 2 = [tg ¢] -
cos -¢
a a.
L 1ayg
[b. = : ¢ .
C° _ 1,82 d ¢ 1 tg o 1 + tg 2— . 1,2
= o -+ Log
i,0 3 2 cos ¢ ¢
a cos” ¢ 1 - tg 5 =,
13,0 - - ; a2

» calcul de Al

1.8 iR 2 1,8 - s
= _h N b . :
- /bl,l 11,8 -
A =) d¢ = [¢] ' :
1, 2 ai’z ai,}l
2 (
1 Bi,e

()
1
(=9
Rl
[
ws)
]




lasy e les Bl

n n n
+ calcul par récurrence de f , B , pour

1,2 i, 2 i, e
n > 2. Pour n > 2, nous avons la relation classique :

cos n ¢ =2 cos ¢ cos(n-1)¢ =~ cos (n-2)¢

Donc :

cos n ¢
cos ¢

d ¢

"

2 Scos (n-1)¢d¢d - jEEELE:Elﬂ_ d ¢

cos ¢

el é cos ¢

) cos m ¢ d¢ _ 2 5cos(n—l) ¢dé ;cos(n-Z) ¢ 4 s

cos? ¢

cos n ¢ do =2 )cos {(n-1) ¢d¢ _ 5 cos{(n-2) ¢do¢ d ¢
cos? ) cos? ¢ cos3 ¢
D'oll
n 3 b; W n-2
A = = sin (n-1)é -A
i)‘q‘ o a. i,,l
_ 1, % 3
n n-1 n-2
(3.11) B = 2 A - B
i, i, 2 i, 2
n n-1 n-2
C = 2 B - C
i, 2 i, L i, 2

Ces relations perhettent donc de calculer numériquement tous

n ‘n_ . - n . o

; . . i 1 a t 2de 1 3 1i.

les A ) B i g ,C i, gPour n de | aNHM, idelase e i,

‘CONCLUSION
n,i Fg-1 ) : n
X = ) Kn (x ) dr = 2 x. B
2 ol = »
2 X, 1,28
e n,i ¥e-1 ¢
i . - rkn (x, )dr = 2x.2 (
N = il T i ) -
2 X2 ¥ ' L
: n n . : -
oli les valeurs B et (. sont calculables par les formules de ré&cur-
L% i, 2 -

rence ci-dessus.
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)

EXPRESSION DEFINITIVE DES ki

n

>

En remplagant dans les expressions (3.10)les intégrales du type

n,i n,i
X et Y par leur valeur (3.12)avec les indices convenables, nous
2 2
obtenons : (3.13)
n 2 ch} B n 9 B
k = 5 R x, B - ox C
1,1 i 1,1 1,1
i
n 2 Chi — n 2 n
: %1 H Lxl‘l Il Bl ;i Ci i
’ bl . bl
n 2 ch; n ) n n ) n i
. B _ -, _
J LA X541 X B, +=xAL txian B -x7C N
i,] i, j+l i,j+l i,3 i,j!
avec :
n de 0 a NHM
ide!l das
jdel 3ai S )
. i’ - .
ch, = ch J::E—:‘;T?
) J s ] ) 1
n n ] s
. B » C calculables par récurrence selon n
- i-:j 1’j . i
et - A
. s -
n R . T
- fn (r) ch.\ AZ - xiz Kn (xi’F) dr = E kl’J fn (xJ)
= i j=1
323
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:] CHAPITRE 4

. ~ REDUCTION DES INSTABILITES .

] i " INTRODUCTION

1 w .

: RAPPEL SUR LES PROPRIETES DES DONNEES TOMOGRAPHIQUES
DEVELOPPEMENTS THEORIQUES )

o APPLICATIONS NUMERIQUES

L " SCHEMA DE LA PROGRAMMATION -

= ANNEXES - o -
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I - INTRODUCTION

La réduction des instabilit&s est un problé&me trés important
dans les techniques de reconstruction d'images numériques particulidrement
en Médecine Nucléaire & cause de la médiocre qualité des données

expérimentales.

Dans le chapitre précé&dent nous avons présenté une technique
de ré&duction des instabilit&s qui consiste 3 complé&ter le syst@me lindaire
a résoudre par des &quations dites "conditions de régularisation". C'est
une méthode qui & priori est "aveugle" puisqu'elle ne tient pas compte

des propriétés des données 3 traiter.

Or nous savons (cf chapitre 2 ) que les données tomographiques
doivent vérifier un certain nombre de conditions dites "conditions de

compatibilité",

Le but de la technique que nous allons développer est
d'exploiter les conditions de compatibilité pour réduire les instabilités

liées aux erreurs de mesure et de réaliser ainsi un "lissage intelligent" ,

c'est-&-dire qui- tienne compte de la nature méme du systéme A résoudre.

Nous allons d'abord démontrer que, si une fongtion gy (x)
vérifie les conditions de compatibilité, les P (P'= E {a/r‘)premiefs —

termes de son dévelbppement‘en série de polyndmes de Leggndre_ de

“méme parité que n sont nuls. ) - : -

Schématiquement, 1a méthode consiste 3 "approcher les données

e — 1 el e Y

e Ran S b T
KpErilciican

es g {x) par &, {(x) obtenuesen supprvimant les p premiers
termes du développement de g, (x) en éérie de polynéhés de Legendrg.

g§ (x) qui vérifie, par construction, les conditions de compatibilité est
alors considérée comme une approximation de & (x) réduisant l'effet des

erreurs de mesure.
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" Notons : gn(u) = g (Ru)

L
- 1
o 0 8 - C k et n de méme parité

II — RAPPEL SUR LES PROPRIETES DES DONNEES TOMOGRAPHIQUES

1) NOTATIONS

Nous utiliserons les mémes notations qu'au chapitre

c'est—-3-dire :

w = 1'angle d'incidence

x = la distance & l'axe de projection

g (x,w) les mesures physiques

8, (x) les coefficients de la décomposition en série

de Fourier

X
u = ff; ol R est le rayon du domaine d'E&tude

2) PROPRIETES DES gn (x)
I1 a été démontré au chapitge que les données g, (x)
-
devaient vérifier les conditions suivantes :-
R

Kk k entier < n
X g, (x) dx =0 si i )

k et n de méme parité

0 -
{;5; A soit P conditions P = E Gﬁ/:) = partie entiéré~dejn[t§

Si 1'on fait le changement de variable u~> 1 , Tlous obtenons

R
les p conditions suivantes : _
k1 1 . k entier < n R h )
R u® g (Ru) du = 0 si .-

0 k et n de méme parité e

A RS- ¥ {7 S
CO P LUMMLGLU

( k entier < n

e

[~
x .
cat
(=]

lan)
(=
e
o
=

]
o
n
5]

3) EXEMPLE

".n =0 oul : pas de condition




i
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3 conditions

III - DEVELOPPEMENTS THEORIQUES

1) NOTATIONS

Soit EA (u) une fonction vérifiant les conditions de

compatibilité (1)

Xé (u), X, (w), X, W, ..., X (u), ... la suite des

polyndmes de Legendre

Lp g Xo (), X2 (u), X, (w) ..., Xrn (u), ... la suite

des polyndmes de Legendre de degré pair

Li T X] (w), X3 (), X4 (W), .asys X (v), e la suite

des polyndmes de Legendre de degré impair

o+l

- En annexe 1 on trouvera un rappel de la dé&finition et des
propriétés principales des polyndmes de Legendre. -

2) CAS ol n EST PAIR > 2

La suite LP des polyndmes de Legendre de degré pair est une

s . - I 3 .
Sulce orchogonate sur LU,!J (CL aemonstctratclion en annexe 1).

- Il est donc possible de décomposer"gn (4) en série de LP

L g—'n (u)=C0X'0 (U)+C2 X2 (w) + ... C2k XZk (u + ...
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|

felizf

4.1y ¢, =

Xy (W g (W) du

X (u
0 2k

(cf démonstration en

annexe 2)
Dis Xo (u) du

Les polynOmes de Legendre de degré pair X2k (u) sont des

polyndmes qui ne contiennent que des termes de degrés pair,

ils sont
donc de la forme :
(w = a + a, 2, a, uﬁ e ta, w2k
soit A le numérateur de C2k dans 1'expression
1
2k, —
A= o (aO + a, Pt cee v a, u ) &y (uw) du
1 b o2 Ik -
A= a, gn(u) du + a, ut g, (u) du + .... + a2k u gn(u) du
o 0 0
Les propriétés de g - (u) impbsent que toutes les
L 1 2k :
intégrales 8,(w) du

soient nulles pour 2 k< n ce qui

= 0 : .
entralne que‘tous les coeff1c1ents CZk solent nuls si 2 k « n

c'est-3-dire que

"\b ff ;?J

/-.
" du développement de

s1 n est pair, les P (P-= E Qn/r ) premlers termes

Legendre de degré pair sont tous nuls

g (u) en série des polynomes de

Soit gn (u) les données résultant des mesures expérimentales.

Si les mesures &taient parfaites,

g (u) vérifieraient les propriétés

" démontrées c1~dessus. Or les donnees réelles sont entachées d'un certain

nombre d'erreurs (fluctuatxons statlst1ques de la radio-activité,

1mprec151on du p051t10nnement du détecteur,

digitalisation...) ce qui

fdit qu'elles ne vérifient pas les conditions de compatibilita.
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Nous aurons

g, (u) = Co + C2 X2 (u) + ... + Cn—2 Xn-Z (u) + Cn Xn (u) + ...

P termes
Posons
x = -
g, (u) = g, (W C, v Cy X, (u) + ... Cop X _, (W)
o =C X (u+C ..X . (u)+
&n n‘n ‘¢ n+2 “p+2 Y e

Par construction gg (u) vérifie les conditions de
compatibilité& et peut donc &tre considéré comme une approximation de gn (u)
qui réduira 1l'effet des erreurs de mesure. La méthode de réduction des
erreurs consistera donc i calculer gzh(u) 3 partir de én (u) et 3

appliquer le processus de reconstruction sur g: (u)

3) CAS ol n EST IMPAIR > 3

Le raisonnement est identique 3. celui dans le cas od n
est pair 3 cecl prés que'§n (u) est développé en série des polynomes
de Legendre de degrés impairs, la suite Li &tant aussi orthogonale
sur (0, 1) : ' -

(W) +Cy X5 () + .....

g, (W=¢ X * Coray Xopay @ + .o.

1

avec

1 = .
) E X g (u) du =
) _ 2k+1 (u) ®n =
. &2 Covur = SQ

1
}0 X2k+l (u).

X2k+l (u) du

2
Oor X2k+1 peuF s'écrire sous la forme

2k+1

X2 u

E+1 (u) = aju+agu, +

3 Uz T o ¥

oK+ 1

donc A le numérateur de C2k+1 se développe en :




i

i

1 N TE=T IR () N ) S e I (S I ) I [

e |

kstac)

'

]

" et peut donc @tre considéré comme une "bonne'approximationde gn (u)

1 1 1
A=a ug (u du + a u3§ (u) du + .., + a
n 3 0 n

2k+1 _

ok+1l U g, (u) du
0

o

Les conditions de compatiblité imposent que

1

Wl i) =0 si2k+1 < n
o n

donc que :
CZk+l =0 si 2k+1 < m

ce qui peut s'@noncer :
. ‘g:,
’)]/é”,

si n est impair, les P (P = E (n/r)) premiers termes du

développement de é; (u) en série des polyndmes de Legendre

de degrés impairs sont tous nuls.

En ré&alité les § (u) résultant des mesures expdrimentales
n

ne vérifient pas ces propriétés i cause des erreurs de mesure et :

g, (W =C X} (W) + CXy @) + ... C_, (w) + C X (u) + ...
Posons :
£ = g, ) = CX (W) +CX, (@) F L ‘anXn_i'(g)

v * - 5o =18 . . L B - :
Par construction 8, - vérifie les propriétés théoriques

4) CONCLUSION -

La méthode de réduction de 1'effet des errcurs de mesure

. = R N . s, 5 *
-consistera donc a approcher gn (u) par_g; (u) et a appliquer a & (u)

.le processus de reconstruction tomographique en considérant que

gi'(u) est une "bonne" approximation de gn (u) puisqu'elle satisfait

aux conditions théoriques.
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Le calcul de &, (u) se fera de deux mani&res différentes

selon la parité de n.

Pour n = 0 ou 1 CEN (u) n'a pas de condition & remplir donc

on prendra g: (u) = &, (u)

IV - APPLICATIONS NUMERIQUES

1) NOTATIONS, APPROXIMATIONS

g, (x) n'est connu que pour les 32 valeurs de x suivantes :

X, = R-1ih avec i = 1,32

donc én (u) n'est connu que pour les 32 valeurs de u

suivantes :

]

u. = o
i R

Les intégrales seront approchées de la manidre suivante :

1 , . 32 - )
B, () X (@ du® oo Z: g, (u) X (u)
0 : T =1
1 f\“ 32 i ,{ ,
& (u).- (u) du = e N
OXk “ Xk Fi “ 32 < Xk'\’-w _\/&'4‘,

L = l
d'ol la valeur approchée des coefficients Ck—d'aprés les relations 4.1)
et (4,2) . 39

E . e, (W) X (up)

(4.3) . Ck e 1 =i

=z 327 -
T l{/5 :a §
_ X —(u,) §i =
- 1=
- Posons pour alléger 1'écriture
< 32 L
:E 2 A/
= i ‘s “2 "
dk e Xk (u.) /K; { +




Gy a0

t
¢ - X, (W
X W = —5
Avec ces nouvelles notations la relation ( ) devient
32 Xk (u.)
= ~ i
@by G= D gy (uy) Ik
i=1
2) CALCUL DE g: (u) POUR n PAIR 2
Par définition de gz (u) nous avons
® o
g, (W =g (u Co Xo (u) + CpXy (u) + ... +C _, X, ()
Or én (u) et donc g: (u) ne sont connus que pour 32 valeurs
discrétes de u : u, = 65 = 2, j=1,32
d 63

gi (uj) = én (uj) - [}o Xo (uj) + C2 X2 (uj) + ...

Cn-2 Xn—Z (uj )]

pour j = 1,32

Rempiagons dans 1'expression pécédente les Ck par leur
 valeur donnée par la formule (4.4) ‘
1 X 4_ . = . ) . .-
g (u.) = g (u.) ) s
S 33 32 B :
- . Xo (u.)
- Xo (uj). ' g, (u_) PR
_ i=1 _ -
32 X
- X, (uj). << &, (u;) 'd% (u))
E P
T=1
' 32 7
X G ST g, ) Xz (u3)
n—z n —_—
- o “ dn-2 -
1=1




g

i ""‘i - qk

r\i‘gm’j

b

.

[t}

Les termes Xk étant indépendants de i, il est possible de

les faire passer sous le signe :Ezf% d'ol :

2 i=1

gn (Uj ) = gn (u)

32
- ié : Xo (uj) Xo (ui) gn (ui)
32

- E X, (uJ-) X, () g (up)

32
Zi — X o (u.) Xn-Z (ui) g, (u.)
Soit en regroupant les signes
32
% s B = . =
(4.5) 8 (uJ-) =g, (uj) ;gn (“i) Xo (u;) Xo (uJ-) +
X2 (ui) X2 (uj) + ... Xn_2 (ui) =2 (uj)

Posons :

(4.6) U (i, §) =Xo (u) Xo (u) + X, () X, @) o+

Len 8 - X5 (up)
.La relation(4.5) devient : -
- . 32
® - . B Z s B
(6.7) 8, (uj) =8, () E : v, G, 1) g (u)
1= 3

Ecrivons_la relation (4.7) sous forme matricielle, pour cela

posons :

L-4




oo ity

g B * 7 B - ]
J &, (ul) g, (u)
* =
= % -
L gn (032) gn (u32)
r‘ — el —r
e uoa,n U (1,2) .... U (1,32)
= Un 2,1) ...,
=t U =
n .
{ L.Un (32, 1) U (32, 32)_

La relation(4.7) s'écrit alors :

! R] - )R]
1 | B (4.8) I.f:] =<[x -ﬁn] x[én] _ R -

] i 3) CALCUL DE gﬁ (u) POUR n IMPAIR > 3

O S

| . ’ - Les calculs sont les mémes que pour o pair 3 ceci prés

que tous les polynOmes de Legendre utilisés seront impairs. -

. ] Un (i, j). = x1 (ui) Xl'(uj) + XI (uj) X3 (uj) T ann
o - " ) Xn—z (ul) X-n_z (uj)

-| - L_Ao
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La relation matricielle (4.8 ) reste :

[a]-[ - ] - [a]

4) CONCLUSION

Pour toutes les harmoniques de 0 3 1'infini du développement
en série de Fourier de données tomographiques &, (x?wl la relation
matricielle suivante permet de calculer 1'approximation des gn (u)

qui vérifie les propriétés théoriques.

2]+ [ -w] [4]

avec

sin

f

@]

Q

o4
—

=]
W
1

=}
-

[é]
0]

o

sinopair > 2 U (i,j) = Xo (W) Xo (u) + .even -

i Xh-2 (ui> X2, (uj)
. . - > » - = =4 -—: X N
si n impair >3 Un {,1 X] (ui) X, (uJ) T oiean

* X2 (g) X g (up)

’ Le processus de reconstruction tomographique sera appiique
« i
a[% ]

et dans le cas du processus décrit au chapitre ( 3 ), nous avons :

[ ] [=2] |

n

[
(23]
3
|
o

L. A4




o x
soit en remplagant[Gn:]par sa valeur

[ro] - [%] [ -] [

Si on pose

el

[=1- %] [a]

Cette expression est tr&s intéressante en pratique car

£

d * . 2 -
comme les R > les R, sont indépendantes des données et peuvent donc

8tre calculées une fois pour toutes et stockées sur disque.

Cette méthode de régularisation ne consommera donc

aucun temps de calcul supplémentaire.

‘.'—lI -

= V - SCHEMADE LA PROGRAMMATION

" -

g 1) CALCUL DU TABLEAU DES X (u))

Iy : - _ 3 . . . )
| o X o ’ . I1 sé fera en utilisant la formule de récurence

/ Xo (ui) = 1

| xl (ui) = ui. "

~ - ) 2n - 1 N n-1
: ) X (ui) a n ui'_xn~l (ui) n Xn—2 (ui)
= -
. pour n de 0 3 13
2 R -3
- u; - X~ 1h idela32

= R -
=

» - ; )._AZ




2) CALCUL DU TABLi:AU DES xn (ui)

Les Xn (ui) sont calculés 3 partir des Xn (ui) en

utilisant la formule de définition des Xn

s @) nde0a 13
- —
Xn (ui) = 65 ~ T .
4 u. = T ——————
63
NO
idel 332
3) CALCUL DES 16 MATRICES Un POUR n de 0 3 15
Sin=20o0u.l
(] -
n
4 . Si n pair > 2
E; Un (i,3) = Xo (ui) Xo (uj) + X2 (ui) X2 (uj) e X, (ui) Xn—Z (uj)
éa Soit en utilisant la formule de récurrencegvidente T
U, G, ) = U, G0 + X, W) X, (uj)
- ' Si n impair > 3 -

e ) _Un_ i, j) = X] (u—i)- Xl (Uj) + X3 (Ui) X3 (UJ-) + ... + Xn—Z,(ui) Xl‘l"_z (UJ-)

- Soit par récurrence

| o, 7 o SR e X, fg) - CRPN N | _ N
- . 4) CALCUL DES 16 MATRICES [I - Un] POUR n = 0 a 15
i > si i=3 . U, - 1-U3G, )

‘ > si‘;; j UG, Do -0, )

L_A%




]

LT

b L L@ L

bosi

by i § M'_'m i

-3

L

Py paieeR | Sy

Ces 16 marrices [I = Un] seront stockées sur disque
5) CALCUL DES 16 MATRICES[R:] POUR n = 0 & 15
Sin=20 oul:

[ %] - [=]

Pour n de z 3 15

[

lecture sur disque de[Rn]

lecture sur disque de [I - Un]

multiplication de matriceS[Rn] X [I - Un]

S % ;
écriture d{Rn]sur disque

LAl
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ANNEXE 1 :

RAPPEL SUR LES PCLYNOMES DE LEGENDRE

DEFINITION

Les polyndmes de Legendre sont définis par

n
X (x) = — g &2 - n°

n! 2 qxn

Les premiers polyndmes de Legendre sont

Xo (x) =1
X] (x) = x
- 2 _ 1
X2 (x) = 3/2 5
X3 (x) = %— x3 - %- x

PRINCIPALES PROPRIETES

1) Les polyndmes de Legendre forment une suite de

polyndmes orthogonaux sur -1, 1
+ 1 . 1
Aiﬁﬂ‘\
K, @ X ) dx=0 sinéP I,,)@)

— l - A,

2) Les polynOmes de Legendre vérifient la relation

de récurrence suivante : ) T -

2n -1

- = |
X (X? - o < x X O . n X2 i) 3

o : v .
3) Cette relation de récurrence et le fait que X0 = 1 et

imposent que

tous les polynOmes de Legendre de degré pair sont pairs

tous les polyndmes de Legendre de degré impair sont impairs

A

H
'

; Ao

A o /"\ ; / *3 B R
[ Kmiw; A#}@kf” # B M;4

i
RSl B
N

-
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4) Sin # 7 a2t si n et P sont de méme parité, alors
Xn (u) et XP (u) sont de méme parité donc Xn (u) XP (u) est une

fonction paire de u d'ol :

i

1 1

» . Xn (u) X, (u) du = 2 s Xn (u) XP (u) du

& .

B

Les polynames de Legendre formant une suite orthogonale :

aw

|
—

1
fT X, (W X, (u) du =0 si n#P

donc;

ST R

X, @ X, (wdu=0 i *FF
-1 n et P de méme parité
g c'est-3d~dire que:
‘ LP 3 Xo’ X2, s ol s X2k’ ..

L. : X], X3, coe

b 1

X2k+l’ oo

- sont deux suites orthogonales sur o, 1

Lk




ANNEXE 2 : CALCUL DES COEFFICIENTS DU DEVELOPPEMENT D'UNE FONCTION
EN SERIE L_ OU L.
P 1

DEVELOPPEMENT EN SERIE LP
Soit une fonction g (u) définie sur I:O,l]

La suite LP des polyndmes de Legendre de degré pair é&tant

orthogonale sur 0,] » la fonction g (u) peut se développer en :
g (u) = Co Xo (u) + C] X2 (u) + ... + C2k ka ) + ...

Multiplions les 2 membres de 1'égalité précédente par

X @
g (W =Xy (@ =cC X () X, (u+ Con Xy (@) Xy (u) + ...
d'oli en intégrant entre 0 et 1:
1 1
| g (u) X2k (u) du = QOXO (u) sz (u) du +
0 - J]o o -
i ‘ 1 : g i
b . :
| N " C2 X2 (u) X2k (u).du R . CZk.Xzk (u) X2k (u) du + ...
i - Or toutes les intégrales du type
) 1' - | - .. ’ -
- = o X, (w) Xq (u) du avec P # q
e ’ ' sont nulles car L% est uné suitg orthogonale-sﬁ% [rO, 1] done
J N l'expression s'écrit )
g - LN ! _
F ' 1 8w xy @au = ¢, X W X, () du
i B 0 0
i ~d'on : ' r o -
b - < ] XZk (u) g (u) du )
O e
B Gy = e
o X2k (u) X2k (u) du

i
- L_AF
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=i
)
5

Iy

T

s

fisinssey

& AT

Annag

DEVELOPPEMENT EN SERIE Li

Li est &galement orthogonale sur [O I]
donc :
g (u) =C X (W) +C3 X3 () + ...+ C

En multipliant par X2k+l (u) et en intégrant entre 0 et |

on obtient :

g (u) X2k+1 (u) du = C1 X] (u) X2k+l (u) du + ...
0 0
) 1
Cok+1 0 Kok (W) Xypig ()
d'ol:
1
Kokt (u) 8 (@) du
. 0 .
C2k+1
1 _
X2k+l-(u) X2k+1 (u) du

2k+1 Kopaq (@ + ..

AR
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" LE SYSTEME INFORMATIQUE ' <

CHAPITRE 5

DESCRIPTION DU SYSTEME TOMOGRAPHIQUE
ET ORGANISATION GENERALE DES PROGRAMMES

‘LA _GAMMA CAMERA

LES DONNEES TOMOGRAPHIQUES

CALCULS A PREVOIR POUR LA RECONSTRUCTION TOMOGRAPHIQUE

NGENERALITES SUR LA REALISATION PRATIQUE DES PROGRAMMES




T

) scintigraphique.

Le matériel disponible au Service de Médecine Nucldaire du
CHU de NANCY-BRABOIS pour réaliser des tomographies d'émission se compose
d'une gamma-caméra tournante Général-Electric 400T avec sa table d'examen
spécialement congue pour la tomographie, et d'un systéme INFORMATEK

SIMIS IV pour l'acquisition, le traitement et la visualisation des données.

I- DESCRIPTION DE LA GAMMA-CAMERA

1) DESCRIPTION PHYSIQUE (voir figure 5.l )

La gamma-caméra utilisée se compose d'une téte de détection

montée sur deux bras mobiles et équilibrée par un contrepoids.

L'ensemble est articulé sur un cercle mobile pouvant tourner

3 1'intérieur d'un cercle fixe,entrafnant ainsi la rotation de la tdte de

détection autour du patient, le rayon du cercle de rotation étant fixé

par 1'inclinaison des bras mobiles.
La téte de détection est relide a la console de commande

qui contient toute 1'électronique nécessaire a 1a formation de 1°' 1mage

2) PERFORMANCES ‘ _ -

Le champ utile de la gamma-caméra est un:cercle de 40 cm de

diamétre. o

Le taux de comptage wmaximum esi de 1'ordre

[=1)
Ut
<
Cr
<
<
(2]
Q
=4
o
1]

par seconde,

- La résolution est de 6 mm.

La rotation de la téte de d&tection se fait pas a pas autour

" du patlent en 32,64 ou 128 positions sur 360°.
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" 8 bits, ce qui autorise une définition d'image de 256 x 256 au maximum.

br |

IT - DESCRIPTION DU SYSTEME INFORMATIQUE RELIE A LA GAMMA-CAMERA

Il s'agit d'un systéme de marque INFORMATEK SIMIS IV
dont le rdle est d'acquédrir, de traiter et de visualiser les données
scintigraphiques fournies par la gamma-caméra. Ce syst@me est organisé

autour d'une unité centrale de la classe des ''Mini-ordinateurs".
1) LE MATERIEL (oir figure 5.2 )

L'unité centrale

Elle comporte une mémoire centrale 3 semi-conducteurs de
64 K mots de 16 bits.

Le cycle machine est de 960 ns.

Elle dispose d'une virgule flottante c@blée.

Les périphériques

L'interface d'acquisition

Elle digitalise les données fournies par la gamma—caméra sur

L'unité de disques CMD

D'une capacité de 96 Mega-octets répartis sur 4 plateaux dont

une cartouche amovible.

L'unité de bandes magnétiques =

Pour- les stockages des acquisitions et des résultats.

Deux consoles_alphanumériques

Comportant un clavier standard et un écran de visualisation.

Elle dispose d'une "mémoire image' de 256 x 256 octets et
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d'une "mémoire couleurs'" de 256 mots de 12 bits entiBrement programmables :

chaque point de la "mémoire image" fait référence 3 une des 256 couleurs,

‘ié\»‘v!‘w

chaque couleur étant codée sur 12 bits : 4 bits pour chacune des 3 couleurs

fondamentales : rouge, vert, bleu.

- 2) LE LOGICIEL
™
w Avec le systéme résident, les logiciels fournis par le cons-
o tructeur comprennent des programmes scintigraphiques standard , des
_ sous—programmes standard , des programmes utilitaires et un syst@me de
"macro fonctions".
Les programmes standard:

De nombreux programmes sont proposés, chacun réalisant une
j tdche précise et comportant un dialogue important, citons par exemple :
. ~ les programmes d'acquisition : statiques, dynamiques,...
] - les programmes de traitement d'images : lissages, filtrages,...

- les programmes de visualisation : avec choix du format, de
3 . la mise 3 1'échelle, de 1'échelle de couleurs...
E Les sous-programmes standard
A .

Ils réalisent les tdches fréquemment utilisées par les programmes

standard : )
- gestion du dialogue - =
A - gestion des entrées—sorties sur disque, bande, unité de

'1 . o . . visualisation - e

~ calculs courants sur une image. - K
¥ = les programmes utilitaires
;] Ils permettent 3 l'utilisateur de développer et de gérer son
t] T propre logiciel.

‘Citons-en particulier :

— un assembleur . i
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— un compilateur FORTRAN IV
- un éditeur de texte

~ un programme bibliothécaire

Les macro—-fonctions

Un examen complet fait appel 3 de nombreux programmes
(acquisition, traitement, visualisation, stockage, ...) et chaque
programme nécessite un dialogue important, ce qui rend 1'utilisation

du systéme trés souple mais trés lourde.

Pour compenser cela, le constructeur a développé un macro-
assembleur qui permet d'écrire des "programmes de programmes'" en chainant
les programmes selon une séquence établie par l'utilisateur (avec possi-
bilité de boucles de tests, de branchements...) et en gérant le dialogue
c'est-3d-dire en ne posant 2 1l'utilisateur que les questions indispensables

et en répondant de fagon automatique chaque fois que cela est possible.

Ceci permet d'8crire pour chaque type d'examen des procédures

trés faciles 3 utiliser sans amputer la souplesse du systéme.

III - LES DONNEES TOMOGRAPHIQUES -

1) ACQUISITIONS

= Les données_de départ fournies par la procédure d'acquisition

‘sont constituées par une série de 32, 64 ou 128 matrices 64 x 64 dites .

"matrices-acquisition" chacune de ces matrices représentant 1'image de

la projection du volume radio-actif sur une ipcidence.

2) DONNEES INTERMEDIAIRES i
L Chacune des images de la série acquisition comportant i
64 lignés; il est possible de reconstruire 64 coupes.
- Pour chaque coupe a reconstruire il faut extraire de chaque

"matrice-acquisition" la ligne correspondante. :




Le regroupement des données correspondant 3 une coupe
constitue le "pré-traitement" qui génére sur disque une matrice dite

"matrice donnée" par coupe & reconstruire.

3) RESULTATS

En appliquant le processus de reconstruction 3 chaque
"matrice donnée" on obtient une "matrice-coupe" qui sera stockée sur

disque pour &tre ensuite visualisée.

4) TABLES

Chaque fois que cela est possible, les calculs indé&pendants
des données seront effectuds une fois pour toutes et leurs résultats

stockés sur disques sous forme de tables ou matrices 64 X 64 au besoin

partiellement remplies.

C'est le cas en particulier pour les matrices "pseudo-inverses"

IV - CALCULS A PREVOIR POUR LA RECONSTRUCTION TOMOGRAPHIQUE (cf. Figure 5,3)

Nous avons montré au chapltre (3) que le processus de

reconstruct1on tomographique revient i calculer :

(2] - [w] [e]

‘ol : E

[Gn] est la-n "¢ harmonique de la transformation de Fourier des

données

[ﬁn] est une matrice pré~calculée oo

[?n] est la n M€ harmonique de la transformation Fourier des résultats

Les étapes du calcul seront donc :

. . b3 y
= _Construction des matrices Rn ou Rn pour des valeurs
choisies de € et W et pour n de O a NHM NHM étant le nombre maximum

d'harmoniques dont on tlendra compte.
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— Pré-traitement pour chaque acquisition

. Visualisation d'une incidence (par exemple la face antérieure)

et détermination des coupes i reconstruire.

. Pour chaque coupe, extraction de la ligne correspondante
dans chacune des "matrices-acquisition'", création et &criture sur disque

des "matrices donndes" avec ou sans correction d'absorption.

~ Traitement pour chaque coupe:

. Lecture sur disque de la "matrice-donnde"

. Transformation de Fourier rapide

Multiplication de chaque harmonique par la matrice [Rn]

a4 chercher sur disque
. Transformation de Fourier inverse

. Transformation des coordonnées polaires en coordonnées

cartésiennes

. Ecriture sur disque des résultats

V - GENERALITE SUR LA REALISATION PRATIQUE DES PROGRAMMES

1) PROGRAMMATION

Tous les programmes et sous~programmes ont &té &crits en
FORTRAN IV, - .- '

Les programmes sources sont entras dlrectement au clavier
sous le contrdle d'un éditeur de texte qui permet une-mise au point facile
grace a-ses fonctions d'insertion, 4' effacement,;de recherche de chatne
de caractéres... tes'programmes sources peuvent 8tre sauvegardés sur

disque et/ou sur bande magnétique par le programme bibliothécaire.
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Les programmes-objets sont générés a partir des programmes

sources par le compilateur FORTRAN et peuvent également &tre sauvegardés

sur disque et/ou sur bande.
2) COMPATIBILITE AVEC LE SYSTEME

Pour que les programmes soient compatibles avec 1'ensemble

des programmes standard , il importe de prendre quelques précautions.

= Le_dialogue

Si les programmes sont destinés 3 &tre utilisas en routine,

il faut qu'ils soient compatibles avec le systéme des "macro-fonctions"

Pour cela, tout le dialogue doit &tre géré 3 1'aide des sous-
programmes standard qui ré&alisent les fonctions suivantes :
~ &dition du message sur la console appelante
= lecture de la réponse sur le clavier

-~ test si la réponse est du type attendu : numérique, alpha-

numérique

= Structure logique des données sur disques

La zone donnée du disque est divis@e fictivement en
"fichiers" de 4 216 mots, chaque fichier portant un numéro de ] & n, n

dépendant de la place dlsponlble sur le dlsque.

Par convention, chaque fichier est structuré de la manisre

suivante :

- Les mots de | 3 120 représentent 1'identification du fichier
qui contient : le type de fichier, la date, le nom du

patient,...

- Les mots de 121 3 4 216 représentent les données, soit une

: ‘matrice 64 x 64 rangée ligne par ligne.

"Les matrices de dimensions. supérieures a 64 x 64 sont écrites

sur- plusieurs fichiers consécutifs.
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L'accés aux fichiers est réalisé Par un sous-programme
standard qui permet de lire ou d'écrire sur n'importe quel fichier

repéré par son numédro.

Il est bien slir toujours possible d'écrire ou de lire
n'importe oii sur le disque par adressage en surface, piste et secteur

mais au risque de rentrer en conflit avec le systdme standard.

C'est pourquoi nous avons choisi de stocker toutes les
matrices et les tables selon le format standard 64 x 64 en veillant
3 mettre 3 jour correctement les identificateurs qui sont testés par

tous les programmes standard .

Ces quelques précautions permettent de rendre les nouveaux

programmes et les données qu'ils générent entidrement compatibles avec
le reste du systéme.
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CHAPITRE 6 ’

CALCUL DES MATRICES "PSEUDO-INVERSEES” [R] ET [Ra)



3 1

= I - INTRODUCTION

L3

Nous avons montré au chapitre 3 que 1'équation
fondamentale de la tomographie d'émission peut &@tre approchée par un

ensemble de m syst@mes linaires de s équations 3 s inconnues

(] [&] - [e]

o

s = nombre de points de mesures sur un rayon

n = indice de l'harmonique considéré
[y
j . : m = nombre maximum d'harmoniques dont on tient compte
. < 1z . = idme
[Gn] = matrice colonne 3 s &léments représentant le n
R o — - .
harmonique du développement en s&rie de Fourier des
- données g (x, w)
. . = o . idme
rien _ [Fn]= matrice colonne 3 s &léments représentant le n
i : - harmonique du développement en série de Foutier des
o s T
~ _)C inconnues f (r, /)) .
; - [Kn]= matrice carrée s x s triangulaire inférieure
r .
(4 -
: B Les propriétés de g (x, w) et £ (r,0) permettent de
I__" i - . . .

- tronquer le systéme : )

R £ N S

i ol
| . [Fn]= matrice colonne composée des mp premiers &léments de Fn
[E{]r-’matrice rectangulaire 4 S ligne et w, colonne composée
des m, premi&res colonnes de Kn
i .. .. "~ m, =8 -P avec P = partie entidre de/n/r/ '\/?,‘f}‘?
>K , P : s (L 4]




Pour rendre le syst&me plus stable, on y adjoint oy
équations de régularisations suivantes :

n n
Efl €f2 =0
n n
Ef2 = sf2 =0

el

efn, -
Mp-1 ™p -9

Le systéme 3 résoudre devient donc :

[x][&]- [5]

ol @
~ 5 €-€000000 ...0
[in] = [Kn] complétée par les m,_, lignes 0 ?— €00060...0
- :_ E=t

il s'agit donc d'une matrice 3 s + L ligne et m, colonnes

[En] =‘,[G'n] complétée par m,_; O

La résolution de ce systé&me surdéterminé se fera en

recherchant la "pseudo solution'" au sens des moindres carrés par la

- méthode de GOLUB qui consiste & calculer les @atrices Rn "pseudo-inverses"

des Kn o ST

(5] []

[+ — l— [aey

]

[

ou [anleét une matrice de my, lignes et s colonneés

D'autre part, on a montré au chapitre que, en exploitant
les condifions de compatibilités que doivent vérifier les données, il
: o, * - .
ést possible de calculer des matrices [ﬁ n] a partir des [Rn]

qui réduisent l'effet des erreurs de mesures. -
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On a alors;

[Fo] - [w] []

Les étapes des calculs d réaliser sont donc :

—-calcul des [:Kn] a4 1'aide de formules données au chapitre 3

-calcul des [Kn] et [:Kn

—calcul des Rn en "inversant" Jes ih par la méthode
de GOLUB

*
-calcul des [R n:,

Le calcul des matrices Rn doit &tre refait pour chaque
nouvelle valeur des paramdtres u (coefficient d'absorption) et ¢
(coefficient de régularisation). L'ensemble de ces calculs &tant trés

long, il faut essayer de réaliser au préalable le maximum de calculs

indépendants de y et ¢.

Le coefficient d'absorption 1 n'intervient dans le calcul

des matrices Kn que par le facteur multiplicatif

ch H X. = X.

devant chaque &lément kji

Appelons K’n- les matrices Ka calculées avec p = 0
c'est-d-dire pour chllx#j - xi =1

T o =.
Les matrices Kn sont indépendantes de u et ¢




.

I1 est donc possible de les pré-calculer et d'en déduire trés

implement
les matrices K n en multipliant les koji par le facteur ch u ;x.z - xi2

Les étapes du calcul deviennent donc :

1) Calcul des [Kon] indépendantes de ¢ et u

2) Calcul des[Kn], [En],[f n] en fonction de 1 et ¢

3) Calcul des[Rn]

»*
4) Calcul de [:K n]

II CALCUL DES MATRICE{K"n]

Rappelons que les matrices Kn sont des matrices carrées
de s x s @&léments triangulaires inférieurs c'est-i-dire dont tous les

éléments ki’j avec i < j sont nuls.

e . o 5 ;
Les &léments des matrices K n  se calculent i 1'aide

des formules ( 3.13 ) du chapitre ( 3 ) dans lesquelles on donne

-

d ¥ la valeur O.

Ces formules deviennent :

b )
. . =0 si i j
1, )] . # 3
K° = "2 X, x BY = x.2 ct
1, 1 h 1-1 71 1, 1 1 1, 1

- les quantités Bz : et C? j
s b
selon n d'apré&s les formules (3.11) du chapitre ( 3 ) c'est-i-dire

étant calculables par récurrence

) X.
ai,l = arc cos _1
- X
- 2
X,
b g = arc cos = = 1
i? 34 L= 1 1°? 2
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III - CALCUL DES MATRICES [f%1]

B 1 TP
1 + tg -f
A i, =1| log o T
€7 |b.
— bl g
°, =]t 2
Bl’l g¢]
- a.
1,2
a.
I + tg L2 1L
c° = Ll e Log 2
i, e 2 cos ¢ 1 - ¢ ¢
&7 |b.
1,2
b.
Al ek
1,8 = ]
i, e
1 °
B. = A", .
1,8 1,2
1 o
C. = B°.
1,2 1,9
b.1 2
n 2 . ? n-2
r = -1 - A7
Al,z = i I:‘un (n )¢]a Al,z
1,2
B = 2 a7l o g0l
1,2 i, i, e
c? = 2 ¥l o o2
i, e i, e i,

Les matrices sont obtenues en calculant les matrices

"pseudo-inverses" des matricesljZ\Jpar la mé&thode de GCLUR,

Les calculs sont effectués selon la séquence suivante :

1%




e
— calcul de Kn en multipliant les k?i par Ch u\/sz - xi2

calcul de Knen supprimant les my, derniéres colonnes
calcul du K en ajoutant m,_, lignes de régularisation

- "pseudo-inversion" de K n (cf références ) :

= &criture sur disque de la matrice[Rn}

REALISATION PRATIQUE

Le calcul des matrice4:Rn]est fait par le programme KGMR

La "pseudo inversion" est réalisée par le sous=-programme

GOLUB dont on trouvera la description-dans la référence

Tous les calculs sont effectu&s en "réels double précision"
mais les résultats sont stockds sur disque sous forme de "réels simple

précision”.

Le dialogue est le suivant :

-Premier fichier K "? numéro du fichier disque ou lire la

premiére matrice K

~Premier fichier R ? numéro du fichier disque ou écrire la

premiére matrice R

-Epsilon ?  coefficient de régularisation

‘MU ABSORBTION ? coefficient d'absorption en ¢m

Le temps.de calcul est tr&s long : environ 10 heures

pour.calculer 16 matrices [;Rn:}
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Il serait sans doute possible en soignant la programmation
de gagner du temps, mais ces programmes &tant destinés 3 &8tre utilisés

trés rarement, ce travail n'a pas été& fait.

IV - CALCUL DES MATRICES[h*é]

Rappelons que les matrices[R*é]se calculent & partir des

matrices Rn par les formules :
#*
[ﬁ g} = [Rn] [I - Un]

Les é&tapes du calcul ont &té décrites au chapitre

Pratiquement, le calcul des matrices [:R*n] se fera 3 1l'aide de deux

programmes :
1) PROGRAMME DE GENERATION DES MATRICES [I = Un|: KGUN

Les calculs réalisés sont les suivants :

Génération du tableau Xn (ui) par récurrence :

X (u;)

o (Y =.} e . avec n de 0 3-13
uy = R - él-l) h
Kp-Qugd =gy :
idel 3 32
: . 2 n-1 n | n-1
= Xn (ui) 4 - u X(ui) == Xn—2 (ui)
) ; n-1 - B}
Norﬁalisation de X (u.)
n i
Xn (u,) = xn(Ui) S
et L , 32 - _ /<} Ny
' 5 Ry /e
J .
L =T
Calcul par récurrence de [}Un] puis de [I - Un] pour n
- de0Oai1s : -
- .n =0 mxl[Un] = 0 . -
.. - P = i del a 32
= n=2 Un(l,J) = }\o<l-f(11.) . Xo(ﬂ','Y) jde 1 3 32

e s ©
;Jl 1 7 3 é-_




n=3 YD) =KD L F) (1)

n>4 U (59 =V G0 + X, T,
sii=j u @, = 1-y/E,i
sii#j u @i = - U, (5, 5)

Ecriture sur disque des matrices [I o= Un]

selon le format standard 64 x 64

2) PROGRAMME DE MULTIPLICATION DES MATRICES[R n [PAR LES
MATRICES[ I = Un ] -

I1 réalise simplement les calculs suivants : °

= "
. Pour n de 0 3 15;
| i . lecture sur disque de [Rn] s
"] - t lecture sur disque de ‘[I = Un]
- ] .  ” )
- - - multiplication de ces deux matrices 32 x 32 .
= .o - =@ = * ]-.
- : -.Bcriture sur disque def R n| .
=
Le dlalogue est :
: - premier fichier R ? (ol lire “les matrices[,R] ) ?
=] premier fichier | = UN ? (ol lire les matrices [_I = U] 2
ry = - premier fichier R* ? (oli écrire les matrices [R*n] ?7)
= ) -
= |




ikl

-3

V - REMARQUES

On constate expérimentalement que les matrices[Rn]et [R*n:]
comportent de nombreux él&ments négligeables.

Un grand nombre d'opérations pendant les multiplications
matricielles seront donc pratiquement inutiles et il serait intéressant

pour gagner du temps de les supprimer.

Pour cela nous allons, dans chaque colonne des matrices [ Rn]
et [R*n], rechercher les limites supérieures et inférieures 3 1'extérieur
desquelles tous les &léments sont consid&rés comme négligeables,
(On considérera comme négligeables les éléments inférieurs a, par

exemple, IOIEOOO de 1'élément maximum de la série de matrices),

Les matrices [Rn] et[R*n] sont des matrices de
dimensions maximales 32 x 32 réels. Elles n'occupent donc que
partiellement les matrices standard 64 x 64 entiéres, ce qui permet
de ranger la valeur des limites supérieures et inférieures pour

chacune des-colonnes dans le mé@me fichier disque que la matrice R

Le travail de "bornage" est réalisé par le programme KBMR

qui sur une série de matricesERr_’l], recherche 1'élément maximum,
détermine pour chaque colonne le premier et le dernier élément 3

prendre en compte et range ces limites dans le fichier disque avec

la matrice[R], - i - . .

_ Ces limites seront exploitées par le sous-programme de

multiplication matricielle.




CHAPITRE 7

LE PRE-TRAITEMENT DES DONNEES D‘'ACQUISITION

Fi| GENERALITES
; . -
CAS OU p = Q
j ‘ CAS OU u # O
|
i -
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(7.1)

I - INTRODUCTION

Une acquisition tomographique standard se compose de
64 matrices 64 x 64, chacune de ces matrices représentant la projection
du volume radio-actif selon une incidence perpendiculaire & 1'axe de

rotation du détecteur.

La premi@re étape du processus de reconstruction que 1'on

1] =

appellera "pré-traitement" consiste i extraire de la série des "matrices

acquisitions" les donndes correspondant i la coupe 3 reconstruire (c'est-i-
dire les 64 nléme lignes des 'matrices-acquisitions)et & les ordonnmer selon
les conventions choisies lors de 1'établissement de 1'8quation fondamentale

de la tomographie d'émission (cf chapitre 2 ).

I1 s'agit donc de calculer 3 partir de 1'acquisition tomo-
graphique le tableau

: ul (x' ,W-)
1 - ul, (x.,w.) 2°717)
g(xi,wj) = 3 hl(xi’wj) e © 171073 + hZ(xi’wj) e
x; i=13s représentant les s points de mesure sur un rayon
(en pratique s = 32)
wj j =1 3 NI représentant les NI angles d'incidence‘ en pratiqué’NI = 64
hl (xj, wj). représente la mesure de la radio-activit@ au point x. de
la j *®™® jncidence (point Ml de la figure 7.1) -
hZ (xi: wj) représente la mesure de la radio-activiti au point oppost
au point de mesure de h]-(xi’ wj)(po{nt M2 de la figure 7.1)
'l] (xi, wj) représente la valeur algébrique H Pl sur la figure (7.1)
12 (Xi' wj) V représente la valeur algébrique H P2 sur la figure (7:1)
représente le coefficient d'absorption -
U P p
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IT - CALCULS DANS LE CAS OU u EST NUL

Si 1'on suppose U = o la relation (7.1) devient :
1
g(xi’wj) = 7 [hl(xi’wj) + hZ(xi’wj)]

Le probléme consiste i retrouver la valeur h (x., w ) et
h2 (x 5 w ) dans la série des" matrices-acquisitions'c est—a-dlre a
établlr la correspondance entre les indices i et j et les

indices des &léments dans les"matrices-acquisitiond' (cf figure ).

Supposons que la coupe i reconstruire soit la coupe numéro n

g R : iéme .. . o Bl
c'est-3d~dire située au niveau de la n ligne des matrices-acquisitions!

Le point M] (x s w ) est donc situé sur la ni‘me ligne de
la hatrlce—acqu131t10n numéro J et le point M (x
lan Heme ligne de 1la ‘hatrice-acquisition’ opposée ¢ est—a-dlre la matrice
numéro k avec k = j + 32 si j < 32 et j - 32 si j >33.

1 w ) est situé sur

Par convention, 1l'indigage des x. se fait de 1° extérieur vers

le centre c'est-a-dire que le point x; est le point de mesure le plus

externe et le point X3, est le point de mesure le plus prés du centre.

D'autre part, les 64 &léments d'une ligne acquisition sont numérotésde

1 & 64, le centre de la ligne &tant situé entre les points 32 et 33.
Tous ces &€léments sont représentds sur la figure
. ié me ... :
Le point de mesure M] (x R w ) est le 65 = €lément de 1la
iéme '

n llgne de la matrlce-acqulsltlon numéro k.,

Le calcul de G (x . w ) pour i de-1 & 32 nécessite donc de lire
les deux' matr1ces—acqu151t10ns opposees, a partlr desquelles il est

Egalement. possible de calculer G (xi, wj+32) pour i=1a3a 32,




entiers.

idel 332 Matrices o 1 .

q o, N" ligne| Indice M | Indice M
jde 1332 acquisitions 1
G (xi, wj) i j + 32 N i 65 - 1
G (Xi’ wj+32) j j + 32 N 65 - i i

REALISATION PRATIQUE : programme KPTI

Séquence des calculs

Pour NC de NCI a NC2 (NC = N° de la coupe 3 reconstruire)

Pour j de ! 3 32

.

lire les'matrices-acquisitiond’ numéro jet i+ 32

pour i = 1,32

G, Jy =1 Hy (T, NC) +H,(65 - I, NC)

|

G(I, J+32) = %- H, (65-1, NC) + H,(I, NC)

Ecrire sur disque la matrice G . )

Les matrices acquisitions :sont des matrices 64 x 64 nombres

Tes calculs sont effectués.en variables entiers et les

‘résultats sont convertis en variables réels, simple précision avant
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d'8tre recopiés sur disques sous forme d'une matrice 32 x 64 nombres

réels qui occupe la méme place qu'une matrice 64 x 64 nombres entiers.

Pour gagner du temps dans les calculs d'adresses, les
tableaux manipulés seront des tableaux 3 1 dimension, les indices

€tant calcul@s par des incrémentations adaptées.
Dialogue
Numéro coupe haute ?
Numéro coupe basse ?

Premier fichier acquisition ?

Premier fichier résultat ?

IIT —~ CALCUL DANS LE CAS OU p EST NON NUL

S8i M est non nul,le pré-traitement consiste i calculer
pour chaque coupe 3 reconstruire :
r\

1

g (xi’wj) = .2_{_. hi(xi’wj) e_uli(xi’wj) +u12(xi,wj)

+ hZ(Xi’wj) e

R

La correspondance entre les indices &tant la méme que dans le
cas-ou ¥ = 0, il suffit de modifier l'algorithme précédent. en introduisant

les coefficients A Ay, A3, Aﬁ de la maniére suivante :

1

G (II\J) . '2— [Al X‘Hl (Il NC) +A2 X H2(65—I, NC)] :

1 3 | e :
7 [A3 X Hl(65~I,NC) +A4 x HZ(I’ NC):] -

G (I,J+32) =

7.4




A = My (g Yi+32)

_Hl (x .

1 w‘+32)

)

A, =e

Les valeurs 1] et 12 sont des mesures algébriques de MA et

MA2 la droite M] M2 €tant orientée de M1 vers M2 (cf figure 7.1),

Pour calculer 11 (x R w ) et 12 (x s w ) il est nécessaire

de connaitre le contour du domalne de mesure D.

:] La détermination de D peut se faire par mesure directe

par reconstruction de la coupe en supposant}ﬂ’= 0 ou par tout autre

moyen.

Nous supposerons D connu et mémorisé sur disque sous 1la

forme d'une matrice 64 x 64 dont chaque &lément vaut 1 si le point

appartient 3 D et O si il n'appartient pas i D.

1) CALCUL DES l] et 12 (xi, wj)

5 ' Le calcul de 1] (xl, w ) et 1 (x » Wy ) sera fait par un
programme 1ndependant et les resultats seront stockes sur disque. Ainsi,

j] si plusieurs coupes a reconstrulre ont le méme contour, il sufflra de ne

= réaliser le calcul de 1] et 12 qu'une seule fois.

Principe du calcul

| . . )
= Il s'agit de calculer pour chaque angle d'incidence w. et
) _chaque valeur de x; les longueurs HPf et HP2 et pour cela de déterminer
f] - ) les coordonnées des points H, P] et P2 dans le }eﬁére 0, X, Y. _
i} - . Les coordonnées du point H sont données par
X, = X, cos (wj)

y. = X. 'sin (wj)
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La recherche de P

1 et-P2 se fera en se déplagant pas i pas

partir de H sur la droite de projection A c'est-d-dire en incrémentant

les coordonnées de H des quantités

S

sin w.
J

- cos w,
J

Pour chaque nouveau point, le passage de la frontidre de D

sera recherché en testant le passage de 0 2 1 ou de | 3 O du point

correspondant dans la matrice représentant le contour D.

Une fois P1 et P2 reconnus, les quantités 1] et 12 sont

calculées et recopiées dans le tableau résultat.

L'ensemble des résultats est ensuite recopié sur disque

sous la forme d'une matrice 64 x 64 entiers appelée matrice L,

Structure du programme KCMIL

Entrée des paramétres (cf dialogue)

Lecture sur disque de la matrice du domaine D

Pour chaque angle wj

Pour chaque x;

Calcul des coordonnées de H

Recherche des points P ét_P-

1 2

Calcul de 1l et 12 o

Ecriture sur disque des résultats.

Dialogue

~ Numéro de fichier du domaine D

- Angle.origine :

- Nombte d'incidences

- Nﬁméro de fichier de la table résultat.

~
a
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2) PRE-TRAITEMENT PROPREMENT DIT

fesai)

Les coefficients de correction d'absorption A 2, A etA

sont déterminés en recherchant dans la matrice L les valeurs de 1 (x., w.)
1 |

s

et 1 (xl, wJ) et en calculant les exponentielles correspondantes.

Structure du programme KPT2

3

“Entrée des paramétres (cf dialogue)

“Pour NC de NC! i NC2 (NC = n° de 1la coupe 3 reconstruire) :

.Lecture sur disque de la matrice L

.Pour j de 1 3 32

Lecture sur disque des matrices acquisitions J et J + °
% Pour i = 1 3 32
Recherche de 11 (xi, wj) 12 (x., w.),
by Oy Wiaap) 1y Gy Gy +32)

calculde Al.’ Ays Ags A,
G(LL) = 5 A Hy(ILNG) + Ay Hy(65 -1, NC)

G(I,J+32) = % Az Hj (65 -1, NC) + A, H,(1, NC)

-Ecrlture sur disque de la matrice G

matrice 32 x 64 réels 31mp1es précisions

-
- - Dialogue . N B
= L —_— e n
- i ,
{ Nuntéro coupe haute ?
Y N -
= Alivem A m momee e | N ]
dvaLIC L U \_UMPC vaosoco -
- Premier fichier acquisition ?

[
L~

Premier fichier résultat ?
Coefficient d'absorption MV ?

Fichier de la matrice L ?

7.3
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IV - CONCLUSION

La procédure de pré-traitement des donndes tomographiques

est réalisée 3 1'aide de trois programmes.
si N = 0 programme KPTI
si N O programme KCML : création de la matrice L

KPT2 : pré-traitement proprement dit

Les programmes KPT1 et KPT2 peuvent &tre regroupés en un

programme unique KPTT.

Aprés le pré-traitement,on dispose sur le disque d'une

matrice dite "matrice-donnée" par coupe 3 reconstruire.

Chaque "matrice—données"est une matrice 32 x 64 réels
q

simple pré&cision qui représente le second membre de 1'équation fondamentale

c'est-a-dire les

idel a 32

G (xi, wj) pour de 1 64

for

T &
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CHAPITRE 8

LE TRAITEMENT

- INTRODUCTION

TRANSFORMATION DE FOQURIER DIRECTE ;4

MULTIPLICATION PAR LES MATRICES "PSEUDO-INVERSEES' g
TRANSFORMATION DE FOURIER INVERSE
l = . CONVERSION COORDONNEES CARTESIENNES/COORDONNEES é@LAIkES -

ORGANISATION GENERALE DU PROGRAMME
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I ~ INTRODUCTION

La phase de traitement proprement dit consiste & reconstruire
les coupes tomographiques 3 partir des "matrices-donndes" générées sur

disque par le "pré-traitement".

Rappelons que les &tapes de traitement sont les suivantes :

.

1) Transformation de Fourier des données .
2) Multiplication par les matrices pseudo-inverses _
3) Transformation de Fourier inverse .

4) Passage des coordonné@es polaires aux coordonnées

cartésiennes

Chacune de ces &tapes sera réalisée par un sous~programme

et la structure du programhe principal KTTO sera :

Entrée .des param@tres

Pour chaque coupe 3 reconstruire :

- lecture sur disque'matrice-données" 7 -
_— Appel S.P transformation de Fourier directe

= Appel S.P multiplication par matrice "pseudo-inverse"

~ Appel S.P transformation de Fourier inverse

— Appel S, P pascage des cocrdonnfes po

€5 eu courdonnée
_ Ecriture sur disque matrice _résultat.

Les 'matrices données'seront lues sur disque et transférées

par le programme principal dans un tableau 32 x 64 variables rgelles

.simple précision appelé G (I, J). Ce tableau sera déclaré un COMMON




et servira 3 la transmission des donndes principales entre les différents

sous-programmes.

En fait, pour gagner du temps dans les calculs d'adresses,
tous les tableaux seront déclarés 3 une dimension et les indices calculés

par des incrémentations convenables.

Tous les calculs seront réalisés en 'réel simple précision"

4 1'aide de la virgule flottante cablée disponible sur le systéme,

ITI - TRANSFORMATION DE FOURIER DIRECTE : SOUS PROGRAMME KDFT

I1 s'agit de calculer pour chaque rayon x; les coefficients
du développement en série de Fourier selon wJ des données G (x R w )
%% c'est-3-dire de réaliser la transformation de Fourier de chacune des

32 colonnes du tableau G (I, J).

Pour gagner du temps, les colonnes du tableau G I, I
seront traité@es deux par deux et considérées comme une série de 64

variables complexes.

La transformation rapide de Fourier sera-réalisée en utilisant

5 1'algorithme de Sande avec reclassement des' indices, dérivé de 1'algorithme .

de base de Cooley et Tukey.

La transformation des 32 colonnes a4 64 &léments du tableau
G (I,J) nécessitera donc 16 transformations de Fourier rapides de

; _64_variab1és complexes.

-

Les résultats sont recopids au fur et i mesure dans les

-] colonnes d'origine du tableau G (I, J) selon l'ordre suivant

] oo - ok aO’ b al) bl’ 32; b2 "_'

} - E Les a; représentant les coefficients réels et les bi les
coefficients imaginaires.

1 ' | 8.1
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Remarques :

Les tables de sinus et cosinus nécessaires i la transformation

de Fourier rapide seront calculées 3 1'avance par le programme principal

et rangées dans des tableaux déclarés en COMMON.

Etant donné la nature des images 3 traiter et en particulier
le fort bruit dont elles sont entachées, il est vraisemblable qu'il ne
sera ni utile ni méme souhaitable de conserver toutes les harmoniques.
C'est pourquoi le nombre maximal d'harmoniques NHM que 1'utilisateur

désire conserver sera entré en paramétres dans le programme principal.
La structure du sous-programme est alors la suivante :
~Pour N impair de 1 3 31

«Transfert des colonnes N et N+ de G (I, J) dans les

1
tableaux tampon X et Y

. Transformation de Fourier rapide de X et Y

.Transfert des résultats limités & NHM harmoniques

dans les colonnes N et N+ de G (1, J)

1

—Retour

Au retour de ce sous-programme les coefficients de 1'harmonique.
n pour chacun des rayons X; se trouvent dans le tableau G (I, J) sur la
ligne 2n + 1, en ce qui concerne les coefficients réels, et sur la ligne

2n + 2 en ce qui concerne les coefficients imaginaires.

III - MULTIPLICATION PAR LES MATRICES "PSEUDO-~INVERSES'" : SOUS

PROGRAMME KMMR =

__ Le but de ce sous—programme esi de réaliser les multiplicacions

matricielles suivantes : _

A est le numéro de l'harmonique de 0 3 NHM
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Rn est la matrice "pseudo inverse" pour 1'harmonique n.
Cette matrice de dimensions 32, m P (m P = 32 - partie

.o n = = . i
entiére de 3 ) est pré-calculée et stockée sur disque.

Gn est la matrice des coefficients de 1'harmonique n des données
pour chacun des rayons X, et représente deux lignes de
32 éléments du tableau G (I, J) :
la ligne 2n + 1 pour les coefficients réels

la ligne 2n + 2 pour les coefficients imaginaires

Fn est la matrice des coefficients de 1l'harmonique n des résultats
et sera rangée sur deux lignes dans le tableau G (I, J) a

la place des Gn .

Comme nous l'avons décrit au chapitre /65/125 matrices Rn
seuls les éléments compris entre les limites calculées par le programme
KBMR seront pris en considération, ce qui permet de diminuer le nombre

des opérations, donc de gagner du temps.

La structure du sous-programme KMMR est alors la suivante :
.Pou; chaque hﬁrmonique n de 0 & NHM
Transfert des lignes 2n + 1 et 2n + 2 du tableau G (I; J)
respectivement dans les tableaux'tampons XetY -
.Lecture sur disqde de la matrice Rn
. Pour chaque colonne de Rn de I'3im
Lecture des bornes supérieureé et inférieures
Multiplications par X, transfert du r&sultat dans G
Multiplications par Y, transfert du résultat dans G

-Retour ' e,

IV - TRANSFORMATION DE FOURIER INVERSE : SOUS PROGRAMME KIFT

Le sous—-programme est analogue au sous-programme de

transformation de Fourier directe KDFT. .

Les colonnes de G (I, J) sont traitées deux par deux et

considérées comme des variables complexes. S

(e
\
£




La structure de ce sous—programme est la suivante

Pour N impair de 1 & 31
Transfert des colonnes N et N+l de G (I, J) dans les
tableaux tampon X et Y
Transformation de Fourier inverse de X et Y

Transfert des résultats dans les colonnes N et N+1 de
G (L, J)

Retour

V_—~ PASSAGE DES COORDONNEES POLAIRES AUX COORDONNEES CARTESIENNES :
SOUS PROGRAMME KTPC

A ce stade du traitement, le tableau G (I, J) contient les

valeurs de "1'image solution" aux noeuds d'un réseau polaire comportant

2 64 angles et 32 rayons c'est-i-dire que :

1

i=1,32
G (I, 9 = f (x;,0)) _

[SFY
il
—
-
o))
£~

Or tous les programmes standards de visualisation et de

traitement d'image travaillent en coordonnées cart@siennes. I1 est donc

ﬁ@ﬂ&

indispensable de transformer 1'image de 1la coupe en coordonndes carté-

siennes.

Cette transformation’ est faite en recherchant pour chaque

point d une image 64 X 64 en coordonnées cartésiennes X,y quel est le

point du réseau polaire T, e qui lui est le plus proche. B

Pour gagner du temps, cette recherche sera faite une fois
pour toutes et le résultat- stocké sur dlsque sous la forme d'une matrice

64 x 64 d1te "table de conversion".

ﬁﬂﬁé

¥
i‘uaﬂat_qi

1) CREATION DE LA MATRICE "TABLE.DE CONVERSION" : PROGRAMME KPOC

Pour chaque point d'une matrice 64 x 64 en coordonnées

" cdrtésiennes x, y, on calcule les coordonnées polaires r et © par
rapport au centre de l'image, puis on les approche par les valeurs r, et Oj

el e

Hy
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du réseau polaire les plus voisines.

On range ensuite en chaque point de la matrice 64 x 64

la valeur de 1'indice K du tableau & une dimension G} (K) &quivalent

@ G (I, J) correspondant au point de coordonnée r, et N

. 4

N,
.

el

La matrice de 64 x 64 nombres entiers ainsi obtenue est

stockée sur disque.

T o i L e

Structure du programme KPQOC

Entrée des paramétres

-~

Pour x de 1 3 64 et y de 1 3 64

calcul de r, ©

approximation par r, et 0 i
calcul de 1'indice K correspondant 3 ., S i dans

le tableau Gl (K) (K = 0 si r > r max)

écriture de K au point x, y

Ecriture sur disque de la table de conversion.

Dialogue

Numéro de fichier de la table de conversion ?

Nombre de points sur un rayon du réseau polaire ?

4

| t
. HI sy
1
a
'

Nombre d'angles du réseau polaire 7

& .‘,i

2) CONVERSION COORDONNEES POLAIRES [ COORDONNEES CARTESIENNES :
SOUS PROGRAMME KTPC - )

La matrice de conversion est lue sur-le disque et chaque

€lément de cette matrice est remplacé par la valeur de 1'é@lément

correspondant dans le réseau polaire.

f

. | 2.8
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KDFT, 1'autre par KIFT.

Lecture sur disque de la table de conversion IM
Pour chaque point X, Y de la matrice IM
K=1IM (X, Y)
si K=0 IM (X, Y) =0
siK#0 IM (X, Y) =61 (K

Ecriture sur disque de la matrice résultat.

VI - ORGANISATION GENERALE DU PROGRAMME PRINCIPAL KTTO

STRUCTURE DES DONNEES

Le bilan des tableaux nécessaires aux différents sous—

programmes est le suivant :

Tableau des données principales G (I, J)

C'est un tableau de dimension 32X 64 soit 2 048 variables

réelles qui sert de lien entre les différents sous-programmes.

Tableau annexe ITC

C'est un tableau de 64 x 64, soit 4 096 variables entidres
qui sera utilisé par les sous-programmes. )
KMMR pour y stocker les matrices Rn qui B
ont pour dimensions maximales. 32 x 32 soit 1024 variables

réelles qui occupeﬁt la place de 2 048 variables entidres.

KTPC pour y stocker la matrice de conversion et la matrice
résultat qui sont des matrices de 64 x 64 variables
. " enti&res.

‘Tables de sinus pour les transformations de Fourier TS1 TS?

Ce sont deux tableaux de 32 variables réelles utilisés 1'un par




PP PR T B P SO gy o

L [ WA [

COUPE SUIVANTE

Tableaux tampon X et Y

Ce sont deux tableaux de 64 variables réelles utilisés

comme "mémoire~tampon" par les sous-programmes KDFT, KMMR, KIFT.

SCHEMA DU PROGRAMME KTTO ET DE L'UTILISATION DES TABLEAUX

G(,3) TC X Y sl | Ts2
D . ]
TSQUE | 5 X 6al32 x 64| 66| 64 | 20 | 20
CACLUL TABLES DE SINUS
& >
o >
LECTURE DONNEES SUR DISQUE
> =
TRANSFORMATION DE FOURIER
DIRECTE (S.P. KDFT) {4 -
>
MULTIPLICATION PAR [Ré]
(s.P. K®MMR)
g
ES i - :
s Lecture [rn] sur disque g > §
© |. multiplication 2 y 3 ;
S| x N ,
=} S —
TRANSFORMATION DE FOURIER :
INVERSE (S.P. KIFT) i
s 2 '
F .
3 B
CONVERSION POLAIRE/CARTESIENNE
(S.P. KTPC) ;
-~ Lec‘tuz:e‘t::ble de conv. ,C-:j = =
- . conversion I .
- - .
- r
ECRITURE RESULTATS SUR DISQUE
~ " ey =
2.8
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CHAPITRE 9

SIMULATION DE LA GAMMA - CAMERA

PROJECTION EN SUPPOSANT L'ABSORPTION NULLE

SIMULATION
SIMULATION
SIMULATION

-

CONCLUSION

DE L'ABSORPTION RADIO-ACTIVE
DES. DEFAUTS DE COLLIMATION -

DE LA FLdCTUATION STATISTIQUE
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La compavaison en qualité de deux méthodes de reconstruction
d'image est a priori un probléme difficile. En effet, chaque méthode résulte
d'un compromis entre régularisation et résolution spatiale et donc la valeu:
relative de deux méthodes peut dépendre de nombreux facteurs : conditions
expérimentales (rapport signal/bruit), allure de 1'image & reconstruire,
type d'information recherchée (détection de discontinuité&, de valeurs

moyennes ...).

Nous avons choisi de comparer les deux m&thodes en les tes-—

tant sur trois types de données :

1 ~ Des données réelles

On se place alors dans les mémes conditions expé&rimentales
que dans 1l'utilisation pratique mais on ne connait pas la coupe réelle.
En cas de discordance entre les deux méthodes, il est donc impossible de

savoir laquelle est la meilleure.

- 2 - Des fantdmes physiques

I1 s'agit de volumes radio-actifs expérimentaux connus généra-
lement réalisés d - 1'aide de récipients divers remplis de liquides de concen-

tration radio—active variable.

L'enregistrement des différentes incidences se fait selon la
méme procédure que pour un cas réel. Les conditions ae mesures sont alors
proches de la-réalité, la coupe 3 reconstruire est connue mais peu réaliste
puisqu'il s'agit en fait d'une image constante par morceaux.
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3 - Des simulations numériques

La coupe & reconstruire est connue et peut &tre quelconque
y compris des coupes reconstruites i partir de cas réels. Les projections

selon les différents angles d'incidence sont obtenues par calcul.

Cette méthode est tres sqguple car elle permet d'etudler facile-

1ement 1'fnfluence de. nombreux paramétres : type d'1mage d.reconstruxre,

conditions experlmentales...

C'est pourquoi nous avons écrit un programme de simulation
des acquisitions tomographiques qui calcule les projections d'une image
représentant la coupe réelle selon 32, 64 ou 128 incidences avec les

options suivantes :

—‘prise en compte de 1'absorption radio-active
~ simulation-des défauts de collimation

-~ simulation de la fluctuation statistique

I - PROJECTION EN SUPPOSANT L'ABSORPTION NULLE - B

Le détecteur est supposé& tourner autour de l'image-et

pour chaque incidence la projection de 1'image 64 x 64 se fera sur

- une ligne de 64 Gléments. .

Pour réaliser la projection de 1'image sur une ligne il

- faut, pour chaque élément de la ligne de projection calculer la somme

de tous les elements de 1'image ou pixel qui s’y projettent. Cecl peut aussi

gtre réalisé en déterminant pour chaque pixel en quel point de la ligne

il se projette et en incrémentant 1'élément de la ligne de projection

“correspondant i la valeur du pixel.
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Les pixels qui représentent un carré élémentaire de 1'image
ne se projettent sur un seul &lément de la ligne de projection que pour
les angles 0, 90, 180, 270 degrés. Pour les autres angles, chaque pixel

se projette sur 2 ou 3 &léments (voir figure 9.1).

Si 1'on se contente de projeter le centre du pixel pour
déterminer oll projeter le pixel entier, cela peut conduire i des
oscillations tr&s importantes dans la ligne de projection surtout pour

des angles voisins de 45, 135, 225, 315 degrés (voir figure9.?2).

Or les programmes de reconstruction tomographique sont en
général trés sensibles aux artéfacts. Il est donc nécessaire de réaliser
une simulation réaliste et pour ce faire chaque pixel doit &tre affectd
a1, 2 ou 3 &léments de la ligne de projection proportionnellement i
la surface qui s'y projette. Cela peut &tre approché en divisant chaque
pixel en 10 x 10 "sous pixels" et en projetant sépardment chacun des

sous—pixels en lui associant le 1/100e de la valeur du pixel.

Les calculs seront évidemment longs mais une grande partie
est indépendante de 1'image 3 projeter et peut donc étre réalisée une
fois pour toutes, les résultats &tant stockés sur disque sous forme

de tables.

1) CREATION DES TABLES DE PROJECTION : PROGRAMME KCTP . g

? Il-s'agit de créer une série de tables (1 table par angle
d'incidence) indiquant a quels &léments de la 1igne'de projection et

dans quelles proportions affecter chacun-des pixels d'une image 64 x 64.

La ligne de projection est ‘une ligne de 64 &léments

supposde tourner autour du centre de 1'image donc :

- seuls les pixels situds 3 1'intérieur du cercle centré
- au centre de 1'image et de rayorn 32 pixels pourront étre

 projetés

a.3



- il suffit de déterminer la projection des pixels de la moitir
supérieure de 1'image, la projection des autres pixels se dé-

duisant facilement par symétrie.

Les tables auront le format standard 64 x 64 et seule la moi -~
tié des pixels seraprojetée :on dispose donc de deux mots de la table pour

coder la projection d'un pixel. Ces deux mots seront utilisés de la manidre

suivante :

- ler mot : numéro NP de 1'8lément de 1la ligne de projection ol se

projette le centre du pixel ;

- Zmemot : octet de gauche : pourcentage du pixel se projetant sur

;

1'élément NP - 1

[

octet de droite : pourcentage du pixel se projetant sur

\ |
sl

1'élément NP + 1

Le calcul des pourcentages se fait en projetant chacun des 100

"sous-pixels".

Les tables sont ensuite stock&es sur disque.

Structure du programme KCPT.

Entrée des paramétres (cf. dialogue)

Pour chaque incidence

Poﬁr'chaqué‘pixel de la moitié sup&rieure d'une matrice 64 x 64

. talcul projection du centre - NP =

1

s 3 ) : ' R
2 - ' . calcul projection de chacun des 100 sous-pixels
’ ) . mise @ jour des deux mots correspondant de la table
3 . . ~
Ecriture sur disque de la table
- =
3 :
4. Dialogue -
i ) Angle origine en degrés ?
- ,. - _ Nombre d'incidences .
o . Premier fichier Table de projection ?
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2) PROGRAMME DE PROJECTION : KPRO

Ce programme calcule les différentes lignes - projections d'unc

image 64 x 64 en utilisant les tables - projections.

Ces lignes — projections sont chacune recopiée une 3 une sur

disque sous la forme d'une matrice 64 x 64 comportant 64 ligrnes identiques.

Ainsi le programme KPRO génére sur disque une série de 32, 64

ou 128 matrices simulant 1l'acquisition tomographique de 64 coupes identiques

superposées.

Cette acquisition simulé@e pourra &tre traitée comme une acqui-

sition réelle par les programmes de reconstruction tomographique.

II- SIMULATION DE L'ABSORPTION RADIO-ACTIVE

L'effetde 1'absorption radio-active est de pondérer chacune

— 3 ’ P -ul
des sources &lémentaires par un facteur multiplicatif o L ol 4y est le
coefficient d'absorption supposé constant et 1 1'épaisseur de mati®re absor-

bante traversée.

Pour simuler 1'effet de l'absorption, il faut pour chaque inci-

-~

dence et pour chaque point de 1'image & projeter calculer 1'&paisseur tra-

- vers€e par les rayons. Cela nécessite de connaitre le contour du domaine D

-

3d 1'intérieur duquel est inscrite 1'image 3 projeter et oll u est supposé
constant et & 1'extérieur duquel yu est shpposé nul. Le domaine D sera stoc—

ké sur disque sous la forme d'une matrice 64 x 64 dont chaque &lément vaut

-

1 s'il appartient 3 D et O dans le cas contraire.

Le calcul des longueurs est long mais ind&pendant de 1'image

A ﬁfojeter : il ne dépend que du domaine D. Ce calcul pourra donc &tre fait

. de mani&re indépendante et les résultats seront sauvegardés sur disque sous

forme de tables.’
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1) CREATION DES TABLES D'ABSORPTION : PROGRAMME KCTA

Ce programme génére une table par incidence sous forme d'une
matrice standard 64 x 64. Chaque point de ces matrices contient la longueur

entre ce point et le contour de D en suivant la direction de projection.
' Le calcul se fait en se déplagant pas 3 pas a partir de chacun
des points de D le long de la direction de projection et en testant i chaque

pas le passage de la frontidre de D.

Chacune des matrices ainsi créées est rangée sur disque.

Structure de KCTA

— Entrée des paramétres (cf. dialogue)

- Lecture sur disque du domaine D

- Pour chaque incidence
Pour chaque point de D

. incrémentation des coordonnées correspondant & la direction
de projection ’
. test de passage de fronti&res

. calcul de 1, recopie dans le pixel - =

- Ecriture sur disque de la table.
Dialogﬁe

13 Fichier du domaine D ?

Premier fichier des tables d'absorption ?
Angle origine en degrés ?

Nombre d'incidences ? r =

2) EXPLOITATION DES TAﬁLES PAR LE PROGRAMME DE PROJECTION

. Le programme de projection KPRO va lire sur le disque pour cha-

que incidence la table de projection et la table d'absorption et pondére,

: : : . -ul-
avant de le projeter, chaque pixel sur la quantité e i
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II - SIMULATION DES DEFAUTS DE COLLIMATION

Si la collimation était parfaite, 1'image d'une source ponc-

tuelle sur le cristal de la gamma-caméra serait un point.

Or, dans la réalité&, 1'image d'une source ponctuelle est une
tache d'aspect gaussien ce qui limite la résolution du systéme. L'image four
nie par la gamma-caméra peut donc &tre considérée comme la convolution de

1'image réelle par la réponse impulsionnelle du collimateur qui sera simulée

numériquement par la série :

La simulation du défaut de résolution de la gamma-caméra se

fera en convoluant des lignes - projectionspar ce filtre numérique.

Iv- SIMULATION DE LA FLUCTUATION STATISTIQUE

La radio-activité est un phénoméne alatoire et la mesure m
d'une source radio-active suit une loi de Posson de moyenne m qui, si m est
supérieur & 20, peut &tre approchée par une loi de Gauss de moyenne m et
d'écart-type \m. _ - -

La loi de Gauss centrée réduite est simulée en utilisant le’

théoréme de la limite centrale qui consiste 3 additionner un certain nombre

de variables aléatoires uniformes sur [ 0,5, 0 §] -

Pour- simuler a l'aide de la méme 1mage de depart des acquisi-

tions de durées différentes, donc de qualités statlst1ques dlfferentes, on

générera une loi de Gauss de moyenne m et d'écart-type k x m of k est un

paramétre.

- Ainsi, chaque é&lément des lignes de projection de valeur M sera
remplacé par

M+ G. Yk *m

olt G est la variable aléatoire qui suit la loi de Gauss centrée réduite. -
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V - CONCLUSION

est réalisée

KCTP
KCTM
KPRO

La structure de KPRO est la suivante :

La simulation des acquisitions tomographiques 34 la gamma-caméra

-

d 1'aide de trois programmes :

¢ programme de création des tables de projection

programme de cré@ation des tables d'absorption

programme de projection proprement dit.

Entrée

des paramétres (cf. dialogue)

Lire sur chaque disque 1'image a projeter

Pour chaque incidence

lire sur disque la table de projection

si p # 0, lire sur disque la table d'absorption

pour chaque pixel de 1'image 3 projeter

si u# O pondération par e

~ul

projection

Simulation défaut de collimation

Simulation fluctuation statistique

Création de la matrice comportant 64 lignes de projection identique

écriture sur disque de cette matrice.

Dialogue

fichier de 1'image & projeter.?

premier fichier résultat ? -

premier fichier table de projection ? -

coefficient d'absorption MU 2?

. . . -1t D ~
(ei MU £ 0), premier £ ble d'absorpiion 1§

}J
[¢]
o
(6]
r
re

a
défaut de collimation ('Y ou N) ?

(si oui) coefficients de la réponse impulsionnelle en % :

= "2

Cl ?

=

i C2 ?
= = 7 h

C3 ?

fluctuation statistique ( Y ou N) ?
(si oui) SIGMH = RACINE (K * MOY) : K = ? -

Q.8
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SCHEMA GENERAL DE LA SIMULATION

K ¢ T P

L 2

W

K C T ;}(_____.

TABLES DE PROJ.

64 matrices

TABLES D'ABSOR.

64 matrices

DOMAINE D| IMAGE A
PROJETER

I matrice|l matrice

64 matrices

ACQUIS.SIMULEE

J

;‘ K P R O
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CHAPITRE 10

RESULTATS EXPERIMENTAUX




La méthode de reconstruction tomographique que nous venons
de décrire a &té& implantée et les divers programmes nécessaires 3 sa mise

en oeuvre ont &€té testés et fonctionnent de manisre satisfaisante.

Nous allons, dans ce chapitre,décrire quelques ré&sultats

obtenus par cette méthode afin d'en &valuer les possibilités.

.

Dans la premig&re partie, nous comparons cette nouvelle méthode

gt

——

avec la méthode classique par rétro-projection filtrage dans le cas oii

_
-]

1l'on ne corrige pas les phénoménes d'absorption. Cette comparaison porte

¥

sur la qualité des résultats obtenus et sur le temps de calcul.

Dans la seconde partie, nous &valuons la capacité de cette

S !

méthode & corriger les effets de 1'absorption radio-active en supposant

le coefficient d'absorption connu et le domaine de mesure connu.

" Pour simplifier 1'&criture, nous appelerons dané la suite
la méthode que nous proposons "méthode analytique par lindarisation en
coordonnées polaires" (ALP) et la méthode par rétro-projection filtrage
(RPF). " ' '

I - COMPARAISON EN QUALITE ET EN TEMPS DE CALCUL DES DEUX METHODES SANS
-CORRIGER LES EFFETS DE L' ABSORPTION - i

ko

1) - Comparaisen sur des simulations

Nous présentons les résultats obtenus en partant de trois images

différentes.
T o ) 1. Images de '"bosses' de période 16 pixels
A ' i 1'image est g&nérée par programme :
- - )
: i . 21 . 2n
- ’ - f(x,y) = 30 + 10 sin —g % * 10 sin T

B Ao. A
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2. Images_de "bosses'" de période 8 pixels

£(x,y) = 30 + 10 sin —%?— x + 10 sin i? y

3. Image d'une coupe reconstruite 3 partir d'un cas réel

Cette image représente une coupe du muscle cardiaque qprés

injection de Thalium 20! produit qui se fixe sur les muscles sains.

La simulation est faite en se rapprochant au maximum des con-
ditions expérimentales réelles en ce qui concerne la résolution et 1'absorp
tion (C.D.A. = 6 cm). Pour chaque image, deux niveaux debruit statistique

seront simulés : le premier correspondant 3 une acquisition de bonne quali-

té et le second 3@ une acquisition de mauvaise qualité.

A la reconstruction, l'absorption n'est pas corrigée et les

paramétres de lissage sont optimisés pour chacune des deux méthodes.

La comparaison est faite en comparant visuellement les images
obtenues par les deux méthodes 3 1'image de départ et en comparant la
courbe obtenue le long d'un diam@tre pour les images 1 et 2 et le long du

myocarde pour 1'image 3. ’ -

_ Les images et les courbes sont présentées en anmexe ( 1 ).

- Les résultats obtenus par les deux méthodes sont de qualité

trés volsine. : el
La différence la plus notable réside dans la forme des arte-
facts qui dans le cas de la méthode APL sont d'allure circulaire (ce qui

- rend compte du fait qu'elle travaille en coordonnées polaires).

- 2) - Comparaison sur un fantSme physique

Le -fantdme utilisé est représenté figure (10.1). L'enregistrement
est réalisé selon la méme procédure que pour les cas réels.




La reconstruction est faite selon les deux méthodes et les

courbes de profil d'activité le long de la droite A sont comparées a la

courbe théorique (cf. annexe 2 ).

Ici encore, les résultats fournis par les deux méthodes sont
comparables.

b

iWF

3) - Comparaison sur des cas réels

Plusieurs tomographies du myocarde réalisées en routine au

o

¢

Service ont &té traitées par les deux méthodes.

Dans tous les cas, les résultats fournis par les deux méthodes
sont trés voisins en quantité et ne différent pratiquement que par l'allure

des artefacts. (cf. annexe 3).

De plus, tous ces ré&sultats ont &té interprétés par les méde-
cins du Service et pour chaque cas, les conclusions médicales ont &té iden-—

tiques avec les deux méthodes, ce qui permet de penser que les deux métho-

|

des sont de qualité &quivalente en pratique.

4) - Comparaison en temps de calcul

_Pour la recomstruction d'une coupe transverse, les temps de

calcul respectifs sont : - ) : . -

-

ol

g - : : . > méthode par rétro-projection : 49 seco?c‘les

| . : | pré-traitement 17" - - -
i L traitement : 32"

3 o ) . *-méthode A.L.P. : 17 secondes

) . - pré-traitement s 4" .

: ‘ ’ -_' trai;ément : 13"

I

Fl " Ao-3




transformation de Fourier directe : 4"
multiplication de matrices 4"
transformation de Fourier inverse : 4"

transformation Polaire/Carté&sienne : 1"

La méthode A.L.P. est donc environ trois fois plus rapide que

la méthode classique.

REMARQUES

> La comparaison des temps de calcul est faussée par le fait que tous
ses programmes sont Ecrits en Fortran alors que les programmes de rétro-

projection fournis par le constructeur sont &crits en partie en Assembleur.

Le temps de calcul pourrait &tre diminué de manidre appréciable en
écrivant en Assembleur au moins les sous-programmes de multiplication des

matrices et de transformation de Fourier.

+ La méthode A.L.P. se préte trés bien 3 un traitement en parallile.
En effet, les transformations de Fourier directes et inverses se font de
maniére indépendante pour chaqﬁe courconne de rayon ii, et la multiplication
de matrice se fait de mani&re indépendante pour chaque harmonique. Un pro-
cesseur parall&le adapté permettrait donc de reconstruire une coupe en

- un temps trds court. ’ ) . -

5) - Conclusion ' 5

Les quelques ré&sultats expérimentaux présentés permettent de
conclure que : ' -

-+ les méthodes A.L.P. et R.P.F. fournissent des résultats de

qualité trés velsines ;

+ 3 qualité &gale, la méthode A.L.P. est environ trois fois plus

rapide que la méthode R.P.F.
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I - ETUDE DE LA CORRECTION D'ABSORPTION

La correction d'absorption est un probl&me trés délicat tant du
point de vue théorique (méme avec des hypothéses simplificatrices) que du
point de vue pratique, et actuellement, aucune méthode n'a &té proposée
pour résoudre ce probléme de facon satisfaisante.

Nous nous bornerons ici a tester la capacité de la méthode A.L.P.
3 corriger les effets de l'absorption sur des cas simples constituds par
des simulations et un fant8me physique dans le cas oll le domaine de mesure
est un cercle centré 3 1'origine, ce qui facilite le calcul des quantités

ll(x,w) et 12(x,w) utilisées dans le pré-traitement.

I- Correction’'d'absorption sur des simulations

Nous utiliserons les mémes simulations que dans la premiére
partie. Les résultats présentés en annexe ( 4) permetteﬁt de
constater que la correction de 1'absorption est de trés bonne
.qualit@ ce qui est particuli8rement bien mis en &vidence par

les courbes de radio—-activitd.

: 2- Correction d%absorption sur le fantdme physique
P !

Les ré&sultats obtenus dans ce cas (cf. annexe 4) confirment

ceux obtenus sur les simulations.

I1 semble donc que sur ces cas id€aux (y strictement constant sur
un cercle centré i l'origine), la méthode A.L.P. est capable de corriger

de fagon tr&s satisfaisante les effets de 1'absorption.

Ces résultats tr@s encourageants permettent d'envisager dans 1'ave-

~nir la possibilité de corriger les effets de 1tabsorntion aur dee cne rdole

Pour cela, il sera nécessaire d'étudier le comportement de 1l'algorithme
proposé dans le cas oli le coefficient d'absorption n'est pas constant et

d'étudier 1'influence des erreurs de mesures du contour D.

- Ao




*CONCLUSION




La méthode de reconstruction d'image en tomographie d'&mission
décrite dans la premidre partie a &t& implanté@e et &valude en routine sur le
systéme de traitement du service de M&decine Nucl&aire du C.H.U. de NANCY-
BRABOIS.

A priori, 1'intérét de cette méthode est double :
P ’

- elle peut tenir compte de l'absorption radio-active en sup-
posant le coefficient d'absorption constant sur le domaine

de mesure 3

~ elle est plus rapide que la méthode classique de rétro-
. projection. En effet, elle transforme 1'équation fondamen-
' tale de la tomographie d'@mission en un ensemble de systémes
lindaires surdéterminds dont on cherche la "pseudo-solution"
au sens des moindres carrés. Une prande partie des calculs
et en particulier la "pseudo-inveréion"des matrices est indé-
pendante des données et peut donc 8tre. réalisée une fois pour

toutes, les résultats -6tant stock@s sur disque,

-~

- =8 erse = 5 X
Nous avons comparé expérimentalement la m&thode proposée @ la

méthode par-rétro-projection, dans le cas ol L’on néglige L'absorption, sur
des simulations numériques, sur des fantdmes physiques et sur des cas réels

et nous avons constaté que :




la méthode proposée est environ trois fois plus rapide que
la m&thode classique,

les deux méthodes fournissent des résultats de qualité compa-

rable, aucun crit&re n'ayant permis de les différencier objec-
tivement.

La mise en oeuvre de la correction d'absorption, théoriquement
possible si 1'on suppose le coefficient d'absorption constant a &té réalisée

sur des simulations et sur des fantdmes physiques. Les résultats obtenus sont

trés encourageants. Cependant, la correction d'absorption sur des cas réels
qui n'a pas &té &tudise risque d'étre délicate d'une part parce que 1l'hypo-
thése de 1'uniformité du coefficient d'absorption n'est qu'une approximation
assez grossidre de la réalité, d'autre part parce que la méﬁhode semble trés

sensible aux erreurs de mesure sur la géométrie du domaine d'é&tude.

Ce travail qui est 1'aboutissement et 1'application pratique
d'une série d'8tudes antérieures est aussi le point de départ de recherches

3 venir sur 1'amélioration de la technique proposée. Ces recherches pourraient

porter en particulier :

— sur la réduction du temps de calcul par optimisation de la

programmation j "

= sur 1'amélioration de la résolution spatiale par augmentation

du nombre d'harmoniques utilisées ;

- sur la réduction des artefacts en introduisant d'autres tech-—

niques de régularisation 3 plusieurs niveaux du traitement :

= sur la correction pratique de 1l'absorption qui permettrait de

1
i

aire de la comographie d’émission une technique quantitative.

Nous souhaitons en effet que cé travail soit poursuivi et puissc
contribuer au développement pratique de la tomographie d'émission dont les

résultats cliniques sont-prometteurs.




