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Motivations

Les vérifications statiques de la conformité des programmes & la spécifi-
cation semantique du langage qui sont faites par un compilateur sont sou-
vent insuffisantes. Pour y remédier, des tests peuvent &tre placés par
le compilateur dans le code objet afin de détecter les erreurs au moment
de l'exécution d'un programme. Ces tests, s'ils ne donnent pas toujours
satisfaction, occasionnent un supplément de temps non négligeable aussi
bien a la compilation (jusqu'a 50 % du temps de compilation peut é&tre
consacré au placement des tests dans le code objet) qu'a l'exécution (le
temps d'exécution peut &tre augmenté de 5 a 30 %).

C'est la raison pour laquelle de nombreux utilisateurs évitent leur mise
en place, ce qui conduit fréquemment & des résultats trés surprenants,
comme pour cet exemple classique, écrit en langage Pascal :

program essail ;
var X : record a, b, : O.. 255 end ;
begin

x.a : =1 ;

while x.a<>0 do X.a : = x.a + 1 ;

write (x.a) ;
end.

Selon les normes ISO de définition du langage Pascal, le résultat de ce
programme est indéfini. Cependant en pratique, il peut &tre parfaitement

étre exécuté par une machine et pourra conduite & des résultats différents ’
pour une méme machine et un méme compilateur, selon les directives de compi-
lation. L'exécution de ce programme sans l'utilisation des tests a 1'exé-
cution se termine par une détection par le matériel d'un débordement arithmé-
tique de la valeur du champ a de la variable x. La mise en place des tests
& l'exécution modifie radicalement le résultat

puisque le programme se termine avec la valeur 255 affectée i x.a.

Modifions la déclaration de la variable x par :

X : packed record a, b : O0.. 255 end ;

Les champs ' a et b sont a présent compactés et ont chacun une occupation
mémoire d'un octet.

L'exécution avec tests de ce nouveau programme ne modifie pas le
résultat obtenu précédemment c'est-a-dire que le programme s'arréte
anormalement. Par contre sans test a 1l'exécution, le programme s'arréte
normalement avec la valeur O pour x. a ; en effet, le champ a est
initialisé & 1 et est incrémenté de 1 jusqu'a la valeur 255, alors la
valeur est rangée dans un registre de plus d'un octet , la valeur est
incrémentée de 1, atteind 256 (c'est-d-dire 1 suivi de huit chiffres O
dans le registre) ; la valeur d'un octet (soit les huit chiffres 0) est
rangée dans le champ x.a ; ce dernier vaut alors O et le programme
s’arréte sans erreur. Il est pourtant clair que ce programme est incor-
rect.

Dans un tout autre ordre d'idée, le compilateur Pascal dd & Wirth place les
tests a l'exécution lors de l'affectation d'une variable et non lors de son
utilisation. Cette stratégie est économique mais incorrecte. Par exemple,
pour le programme suivant :
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programme essai ;
var X : O.. 10 ;

begin
write (x) ;
end.

La valeur finale de x n'a aucune raison de se trouver dans l'inter-
valle numérique {0,107 .
En pratique, la plupart des tests placés & l'exécution sont redondants.
Certaines stratégies naives de compilation (Welsh [77] ) permettent d'en
éliminer une partie.

(par exemple, supposons la variable i déclarée entre les bornes

O et 10, et supposons l'affectation 1i : = 5 ; les deux tests qui
apparaissent pour vérifier que la valeur 5 est bien d'une part plus
grande que O, d'autre part plus petite que 10 peuvent étre aisément
éliminés) .

Pour des exemples moins naifs, le compilateur ne garde aucune trace du lien
gui peut exister entre les valeurs des différentes variables du programme et
de ce fait, impose la présence de tests qui s'avérent rapidement inutiles et
cofiteux.

Une analyse sémantique permet de fournir au compilateur des informations
permettant d'éviter la mise en place de tests coliteux et inutiles.

&
Si les informations fournies au compilateur permettent déviter de placer
des tests a l'exécution inutilement, elles peuvent également permettre d'a-
jouter des tests que les compilateurs classiques ne placent pas dans le code
objet, ou de déplacer la position de ceux qui y seraient placés. Les tests
a l'exécution permettent de découvrir des erreurs une fois gqu'elles se sont
produites, trop tard pour observer le comportement du programme avant l'erreur.
Une analyse sémantique peut permettre de déplacer un test au point le plus
en amont ot l'erreur est fatale. Enfin, certaines situations d'erreurs a
1l'exécution, comme la non-terminaison, ne peuvent &tre repérées par des tests
& 1l'exécution. Une solution partielle peut &tre apportée par une analyse
sémantique qui permet de déterminer des conditions nécessaires (si ce n'est
suffisantes) de terminaison.

Pour terminer ces motivations concernant l'application de l'analyse
sémantique des programmes & la conception de compilateurs plus évolués
(sinon intelligents), indiquons qu'ad chaque fois qu'un test & l'exécution
peut étre évalué statiquement, le compilateur a découvert une erreur et

agit comme une aide & la mise au point statique.

Nous avons orienté nos recherches vers l'analyse sémantique des
programmes écrits en langage Pascal et avons, dans le cadre de cette thése,
réduit cette étude & un sous ensemble simple du langage Pascal.

Dans un premier chapitre, un paragraphe sera consacré & l'analyse sémantique
décrite dans Cousot P[78] ; cette méthode est la base de toute 1l'étude que
nous ferons ; nous allons expliciter et développer des fonctions sémantiques
qui seront appliquées en vue de l'analyse de programmes dont les variables
seront des varibales simples entiéres, ainsi que des tableaux d'entiers a
indices entiers.
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Nous avons implanté la méthode et construit ainsi un prototype que
nous décrirons dans le second chapitre ; nous y verrons également divers
exemples de programmes, l'explication des résultats fournis par l'analyseur
ainsi que l'utilisation de ces résultats lors de la construction de cet ana-
lyseur, nous avons rencontré les prob. @mes que posent certaines contraintes
dles & la machine (par ex., le temps d'exécution), diies aussi & la méthode
(par ex., certaines approximations de résultats) ; pour ces raisons, nous
avons, un peu en marge de l'analyse sémantique proprement dite, tenté de
faire une étude de graphe de dépendance associé & un programme devant &tre
analysé sémantiguement ; cette étude de graphes fait 1'objet d'un quatr iéme
chapitre.

Le cingquiéme chapitre traite de 1l'étude semantique des variables de type
pointeur sur le tas.




IIT - Analyse semantique

Nous nous proposons dans cette thése de reprendre 1l'analyse sémantique
telle qu'elle a été définie par P. Cousot et R. Cousot et de 1'automatiser
pour le langage Pascal, en limitant toutefois notre é&tude a l'analyse des
programmes €crits avec un sous-ensemble strict du langage Pascal, ce sous-
ensemble sera progressivement &tendu & Pascal tout entier (normes 180) .

Le choix du langage Pascal a &té influencé par sa grande diffusion, par 1la
lisibilité des programmes écrits dans ce langage, par la simplicité du
compilateur ainsi que par les possibilités offertes par le langage de décla-

rer de maniére assez précise le type des variables.

1. Méthode

. Les détails de la théorie sur laquelle s'appuie cette méthode pour-
ront &tre trouvés dans ' Cousot 787 . Dans ce méme ouvrage, la méthode elle-
méme est explicitée et nous allons donner dans ce paragraphe un rapide résumé

de tout ce dont nous aurons besoin dans la suite.

def : analyse sémantique

L'analyse sémantique est une analyse statique (i.c. sans
exécuter le programme) des propriétés dynamiques (i.e. a

1'exécution) de ce programme.

Un programme que nous analyserons sera défini par 1'ensemble E des
€états, par une relation t de transition: t : Ex E > B (oi B = { vrai, faux} )
ainsi que trois fonctions caractérisant les états d'entrée, les états de
sortie et les états d'erreur respectivement. La spécification d'un tel sys-—
téme comporte la donnée d'une spécification d'entrée @ et d'une spécification
de sortie Y . Ceci exprimera l'intention que tout état d'entrée satisfaisant
a la spécification d'entrée @ entraine l'évolution du systéme vers un état

satisfaisant & la spécification de sortie ¥.

Pour ftaire L'étude du comportement d'un tel systéme, 11 faudra cher-
cher & caractériser d'une part l'ensemble des ascendants des états satisfai-
sant

a une condition C € (E-+B) :

pre ") (o) : e - {ley€E : t'(ei, e) et ¢ (e‘)]

g ——




d'autre part l'ensemble des descendants des &tats satisfaisant
a ﬁne condition € (E—» B)
» . (, ) i . .
post (t ) (c) : eb—-){ie,EZE: cley) 6 e (e, 94
*
pre (t” ) et post (t*) seront obtenus comme point fixes d'une

équation

Analyse sémantique en avant : descendants des états satisfaisant & une condi-

tion
Pour faire une analyse "en avant", nous devons caréctériser 1'ensemble
Post (k") (@) des ascendants des &tats d'entrée satisfaisant & une condition
d'entrée @ qui est isomorphe & la plus petite solution de 1'équation
X=0 vy Post (t) (X)
sur le treillis complet (==, v). Cette éguation n'est pas aisément repré-
sentable en machine et sa plus petite solution n'est généralement pas calculable
C'est pourquoi, en pratique, il faut se contenter de calculer une approximation
supérieure I de post (t* ) (@) gui est invariante car post (t* ) (B)=I1.
Pour ce faire, on imagine d'associer & chaque point de programme
(dont les états sont des couples <c, m> oli c€C est un état de contrdle
et m€M un état mémoire) une assertion i, (m) choisie dans une classe d'asser-
tions qui seront a priori jugées intéressantes et que l'on représente par un

treillis. Une connection de Galois (d, ) - od ol € ( E_—§{tt, ££]) ) —yTA
ceC

est la fonction d'abstraction et ¥¢ TT A —> (E —-){tt, ffj ) est la
ceC

fonction de concrétisation - définit la sémantique des assertions approchées ig
c€C associées au programme.

Posant F & T A —»7A, isotone tel que :
ceC

M x.[et (@ vpost (0) ( )NNIcCF

la plus petite solution T du systéme d'équations sémantiques X = F (X) satisfait

la condition post (t*) (B) =8(1) .
Si le treillis A satisfait la condition de chaine ascendante, cette solution
est calculable itérativement T = U F© (&{d )) .

nzo

Sinon, on utilisera une itération chaotique avec stratégie d'extrapolation
pour déterminer une approximation supérieure de I. On a alors obtenu un in-

variant en chaque ppint du programme.
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Analyse sémantique en arriére : ascendants des états satisfaisant a une

condition

Pour faire une analyse en arriére, nous devons caractériser l'en-
semble des ascendants des états de sortie satisfaisant & une condition de
sortie . soit pre (tx ) (¥), gqui est isomorphe & la plus petite solution
d'un systéme d'équations sémantiques en arriére X = B (X) associé au pro-
gramme étudié ot B =XX.[<£ (Y v pre (t) (¥ (X))) .

Toute approximation supérieure de la plus petite solution du systéme
d'équation X = B (X) va caractériser en chaque point du programme les condi-
tions nécessaires pour gque l'exécution du programme se termine, ne se termine

pas ou conduise & une erreur sémantique (selon le choix de‘V Y.

Techniques d'extrapolation

Pour calculer une approximation supérieure I de la plus petite solution

1fp (F) d'un systéme d'équation X = F (X), on calcule la limite

I =1U (AX. XoF (X))rl (A (@P)) d'une itération croissante avec élargissement
riyo
Ayant choisi v satisfaisant :
vXxYe WA VYe€C, (xvY 3z X UT
c€eC

on s'assure que 1lfp (F) € I.
Ayvant choisi satisfaisant la condition qu'il n'existe pas de chaine
. . ° i+ 1 i gl
strictement croissante de la forme X , .... Xl =X v F X)), ..., On

s'assure de la convergence.

Il est ensuite possible d'améliorer 1l'approximation I de 1fp (F) en

calculant la limite Jg=101 (AX. Xa F (X))n (I) d'une itération
ny o

décroissante avec rétrécissement A . Ayant choisi A satisfaisant :

VX, YETTA,V¥YcéEc, X NY E (XayY €Y
c c c
c&C
on s'assure que 1lfp (F)€ J C I

Ayant choisi satisfaisant la condition qu'il n'existe pas de
i +1 i -
chaine strictement décroissante de la forme X°, ... X =X & F(A )s e

On s'assure de la convergence.

En pratique,on réduit les temps de calcul en remplacant la stratégie
d'itération de Jacobi par une strdtégie d'itération chaotique dont 1'idée est
de "suivre l'exécution du programme analysé". De plus, les extrapolations ¥ay

et ¥ ne sont nécessaires que pour les té@tes de cycle du graphe de dépendance




du systéme d'équations.

Ceci fera l'objet d'une étude détaillée au chapitre VI de cette thése.

Analyse sémantique combinée : descendants des états d'entrée qui sont

ascendants des états sortie.

Nous voulons a présent trouver une approximation supérieure
post (ty) () A pre (t‘ ) (YY) c'est-a-dire déterminer en chaque point
du programme un sur—-ensemble des valeurs des variables que 1l'on peut obtenir
sur un chemin d'exécution quelconque du programme, partant du point d'entrée
dans un état satisfaisant la condition d'entrée @ et qui se termine dans un
état satisfaisant le condition de sortie ¥ .
Il est proposé I cousot 78 V de considérer la limite d'une suite de la forme
pl = 1fp (F (&)
1fp (Ax. Pl et B (V) .

I

p2

p2k+l = 1fp (A X. p2¥ et F (@) (X))

26l ot B (Y)Y x)

p?K*2 = 165 (X Xx. p

Cette suite est décroissante et, si elle ne satisfait pas le condition de
chaine descendante, il est possible de forcer la converge au prix d'une perte
d'information par un opérateur de rétrécissement :

pl 5 1fp (F (#)
2

P2 5 py 5 X2 o X°2 1lfp (AX.Pl g B (¥Y) (X))
(1) .
2k+1 k 2k+ N k+1 k
5 p2Fa x o x5 115 Ox.pFq F @) (x))
ok+2  2k+1  2k+2 s
PP A X o0, X2 5 nen  (xx. p2ktla B () ()

Pour calculer les Xk, on utilise une itération chaotique croissante avec
élargissement supérieur, puis, si la solution obtenue n'est pas un point fixe,
on l'améliore par une itération chaotique décroissante avec rétrécissement
inférieur. Il est clair que la résolution séparée des deux systémes d'équa-
tion X = F (X) et X = { B (X) fournirait de bien moins bons réultats que la
méthode (1).

Le lecteur qui désire de plus amples détails concernant la méthode que nous

venons de résumer, est invité a lire rCousot 781 .
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2. Représentation intermédiaire des programmes

. Nous allons & présent décrire la forme des programmes qui pourront &tre

analysés. Il est entendu que cette forme syntaxique simple n'est qu'une
écriture intermédiaire et que tout programme pourra se transformer ra-
pidement dans cette écriture intermédiaire.
Considérons : les affectations

les conditionnelles

les sauts et les étiquettes
Cette forme rudimentaire nous permet dans un premier stade de nous consa-
crer exclusivement & la sémantique. Plus tard, nous compléterons cette

syntaxe.

Notre but est 1l'étude des programmes écrits dans le langage Pascal :
pour cela nous allons dans ce chapitre commencer par 1'étude des varia-
bles entiéres simples ; dans le paragraphe suivant, nous verrons comment

étendre cette étude & celle des tableaux d'entiers. Ultérieurement dans
cette thése, nous consacrerons un chapitre & 1l'étude sémantique des va-
riables dynamiques & savoir les pointeurs sur le tas. Nous pouvons don-
ner ici une des raisons qui nous ont poussé & choisir le langage Pascal :
outre le fait qu'il existe dans‘ce langage desstructures dynamiques ou
des procédures récursives, nous avons &té influencé par les déclarations
des variables qui permettent au programmeur de modifier ou d'améliorer
son programme en changeant les valeurs possibles d'une ou plusieurs va-
riables que son programme utilise. Cette propriété nous permettra de
constater les différences gue vont pouvoir apporter ces medifications
des déclarations sur les tests que l'analyse sémantique va fournir &
l'exécution (ces tests seront le résultat de comparaison de résultats
obtenus sur les différentes variables et seront détaillés plus tard).

Nous allons maintenant décrire la forme syntaxique simplifiée que nous

allons utiliser dans tous les exemples que nous prendrons.

Une affectation s'écrira comme suit :
<variable) :=¢variable > / ¢ constante >

ou
< variable S :=«<variable > < opérateur ><variablej /

¢variable » ¢ opérateury < constantey/
< constante) < opérateury <« variable y /

Lconstante » <opérateur> {constante » .

Nous évitons d'accepter les expressions arithmétiques afin de ne pas sur-
charger 1'étude par 1l'introduction d'arbres gui représenteraient ces

expressions.
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Les opérateurs arithmétiques qui vont étre traités seront - +, —, % , /
(division entiére notée div en Pascal) et la fonction modulo (notée

mod en Pascal).

. Une conditionnelle s'écrira comme suit :
if condition then goto étiquette ;
ou < condition> = <variabley ( opérateur> logique » ¢ variabley /
< variable » <opérateur logique »¢ constantey /
<constanter><opérateur logiquej; <variable » /
< constante >«opérateur logique» <constante) .
Comme dans le cas des affectations, nous ne considérerons pas les condi-
tions composées afin de ne pas avoir & traiter les arbres qui représen-
teraient ces conditions. Notons que la difficulté est d'ordre pratique
et non théorique.

L'opérateur logique pourra prendre les valeurs : =, #, £, <, 2,>

L'étiquette est un entier déclaré dans le paragraphe label au début du
programme.

. Un saut s'écrira naturellement goto < étiquettey ;

3. Informations & déterminer pour les variables simples

Il nous reste & définir le type d'informations & propager i travers ces
instructions du graphe de dépendance du programme, et aussi de quelle

maniére les propager.

Les informations sont multiples, méme si l'on considére les variables
entiéres simples comme seules variables du programme.

Il est difficile, voire impossible, pour un compilateur actuel de savoir

si une variable a été initialisée : en effet, si l'on utilise une variable
sans lui avoir précédemment affecté de valeur, la variable a alors pour
valeur une valeur résiduelle de la mémoire ; ceci ne conduit pas & 1'aban-
don de l'exécution par le compilateur mais conduit assez slirement & une
erreur qui bien souvent n'est méme pas détectée par les tests mis & 1l'exécution
par le compilateur. Pour pallier & cette carence, nous allons nous intéresser
4 l'initialisation des variables d'un programme.

La seconde propriété des variables qui nous préoccupe est de connaitre
exactement ou en approximation) les valeur de ces variables ; or la meilleure
fagon de faire une approximation des valeurs a l'exécution est de les enca-
drer. C'est la raison pour laquelle il parait naturel de chercher a découvrir

lors d'une analyse sémantique les valeurs possibles des variables d'un pro-

gramme.
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Ce sont donc ces deux aspects des propriétés des variables (initialisation
et valeurs possibles) qui vont é&tre traités tout au long des prochains cha-

pitres.

Sémantique opérationnelle

Définissons & présent la sémantique opérationnelle du langage que nous
allons utiliser. Nous précisons que ce langage simple n'est que la repré-
sentation interne que nous donnons & tout programme étudié.

Le graphe de dépendance associé au programme sera supposé connexe et n'aura

qu'un seul point d'entrée et un seul point de sortie.

Soit un programme P :

soit Xk' k€K les variables de P

aj, 1€[1,n] les points de P

La sémantique opérationnelle doit impérativement tenir compte de l'initia-

lisation et des noeuds de jonction comme suit :

- on définit un état e € E comme un couple (c, m) ol
cEc ={ a,,...an, erreur ] est l1'état de contrdle, m€ M° =(D X {i, 7 i})n
est 1'état mémoire, i est la marque d'initialisation,

Ti celle de non initialisation.

- la fonction partielle t de transition induite par le programme
définit la relation de transition t (e,e') = [e&d(f) A &= t (e)]
o d(f) est le domaine de définition de f.

Elle est définie par cas comme suit :

. affectation
sim= (@1, i,), -... (dn, in)eM, on note dj = val (mj)
et ij = init (m3)
la syntaxe de l'affectation est :
a1 :
xj + = £ (x4, K€K)

a2:

la représentation graphique correspondante est :
aiq
xj : = f (xk, k€K)

az
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sémantique : E(a., m) = si ¥k€K, init (mk) = i, (val(m), keK) € a{f)

alors
(ag, m [3/ (£ (valim), x€x), 1)])
sinon

(erreur, m)

ol m [j/v] k = mg pour k 6[1, nl - { j}
mf{3/v1j =v

. test

il se fera de maniére analogue, la représentation schématique est
al

Q (xkr k €.K)

vrai faux

az a3

sémantique :
T (a;, m) = si ¥k € K, init (mk) = i o (val (mk),keK)€Ed (Q)

alors

si Q (val (mk), k&K) alors

(32, m)
sinon (az, m)
fsi
sinon (erreur, m)

fsi

o\~
. jonction de chemins '\\¥ J/

1a représentation achématiague est - [
- J= S \Lub

la fonction partielle est définie

par t (a ,m) =(ay,m)

- dans l'état initial, aucune variable du programme n'est initialisée
6 =%(c,m.[c=ap, n ¥k €l1,n], init (mk) =11

ol ag l'unique point d'entrée du programme
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Initialisation

a) Treillis de propriétés

Pour étudier l'initialisation des variables d'un programme P, il faut
déterminer en chaque point du programme si des valeurs ont été affectées

aux différentes variables de P. Pour cela, nous construisons le treillis
T

s A
4

pour définir le sens de cette approximation, on définit la fonction de

L suivant

concrétisation

¥FelL—s @ x{1i,ilsB
S

¥, (L) = (val, ini). false
¥ (i) = (val, ini). (ini = i)
. i) = (val, ini). (ini =Ti)
¥ (T) = (val, ini). true

A = (Ln = { (v, ---Vn) /3] 6[1111-] ' Vj =4L ) U (-Ll-~-l‘|‘) H

en chaque point du programme, on associe la valeur abstraite vj a la
variable Xj ; l'assertion "faux" a une représentation unique par le

p-uvlet (Ll,..., L) =45.1

: . n
T, € (a—s((x{i, ¥i} ) 5B)
¥, = AP.an.[Vj €l1,nl, ¥ @G @] ;
le sens de l'assertion associée a chaque point du programme est
la conjonction des assertions sur la marque d'initialisation des

variables

e (T aA—>(E—tt, ££]))
ckc
¥ = AT X (e,d JO 2y m 1
sm) g Ty (TG (
quand le contrdle est au point ¢ du programme, l'état mémoire satisfait

l'assertion I. associée a ce point.

La fonction d'abstraction est définie comme suit :

de (E—DB)—s7a

c€
C
ds = AI_/\C:. [dA ()\m. [ I (C'm)])] H
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définissons la projection

Ti€(omx{i, 1id )2 3B)—> 0 x {i, i J—s®)
pour j € fl,p] par
T3=XpP.A (val, ini). (Im € x L1, i} ¥ ,  (uf/(val,ini)]),

dn € ((Dx {i, 71} )2 s B)—>3 )

da =xpl si 335 €l1,n] ,a_ (W3 @)= 4 alors Aj. L
sinon A d.[d I‘(Trj(P))]

fsi .

Les relations entre variables sont ignorées.

d_emx{ir]i—d)—r
d = Ap.[ si ¥val€D, Vini €f i,¥i}, 1 P (val, ini) alors |
sinonsi ¥val €p, Vini € { i, wi |, P(val, ini)=p(ini = i)
alors i
sinonsi Yval€p, Y ini € { i, i}, P(val, ini)=s(ini = ri)
alors ¥i

sinon T

fsi .
La seule information retenue sur les valeurs possibles d'une variable

concerne sa marque d'initialisation.

Le treillis I est muni des opérations U,0\, ¥ , & définies précédemment.

détermination des régles de construction du systéme d'équations en avant

Nous cherchons & déterminer 1'initialisation des variables au cours d'une
exécution d'un programme P commengant dans un état satisfaisant @ ; pour
cela établissons formellement le systéme d'équation & partir de la séman-
tique opérationnelle.
Soit ae le point d'entrée du programme ;
on choisit @ = A (c,m). [ ¢ =as o vi €[1,nl, init (m) =2i];
le systéme d'équation a la forme

X = F (X)
c'est-a-dire

x= o (v post () ( ¥ (X))

= o (B) W o (post (£) (¥ (X))) ;
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il vient
|
oA (@) = Ac. O(A Am. L& (c,m1) |
= Ac. si c = ag alors A j. ok (A(val, ini). [ ini =1i])
E sinon Aj. L fsi
é =Ac. si c = ae alors Aj.1i sinon Aj.L ;
&
g il reste maintenant & simplifier le terme o (post (4) (¥(X)))
4]
4 d (post (1) (§(X))) =d (A(c,m).[3 (c¢',m) e E, ¥(X) (c',m")
E A E(e'm), (c,mD)
£ = A c. o(A Am. [ (c',m) € E, ¥ (X) (¢c',m")
: A b(te'ym"), (c,m)]) ;
{
E pour aller plus loin, on procéde par cas, selon la nature du point de
v contrdle C :
: . Point d'entrée du programme
¥
E si ¢ = ag, alors les états d'entrée n'ayant pas de prédécesseur
E v ¢', m', m At ({(¢', m"),(c,m)) , le terme se.ré&duit a
g!L A ( m. false =41
; 1'équation correspondant au point d'entrée est donc :
5 Xae =)‘3' 11
t
i . Affectation :
é C =ay; et ajg
N2
; xj = f (X , kK K
a
L
{ Aa Am. [3 m', ¥(x) (al,m') AVKEK, init (m'y) =i a

(val (m), k€K) € d(f) o m=m' [ 3 / (£(val (my),

x€x), i )]

=da (Xm.[:] (val,ini), B’A (x,,) (mg3 / (val, ini)])
AV kEK. init (m [ 3/ (val, ini)J y) = i
A (val (mfj/ (val, ini)J ), k€K) € a(f)
amj = (£ (val m{j/(val, ini)J k, k€K, i))])
=°lA (A m[3 (val,ini),

Vx€m)isl ., ¥ xa, 0) mk)

A
¥a (X , (3)) (ini)
’iykgK—{ 31/ init (mk) = i

si jEK alors init (ini) =1

| -
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A
(val (mCj / (val, ini)1k ), k€K) £ a4 (f)

A mj = (£ (val (m[3j/ (val, ini)1 k), k&€K), i N ])
xsi 3k €l1,n] , Xa; (k) =dou d k&K, Xa1 (k) =11i
ou si l'opérateur £ a un domaine de définition vide,

alors le terme se réduit a clA ( A m. false =Aj. L

% sinon, on remarque que l'on peut choisir de maniére équivalente
ini = i et il vient :

o, (Am. [ 3 val,¥xe(t,n) - 138 ,€(xa1 (0 (mk)

Vk €xv] il init (mk) =1
A

(val (m[3j/ (val, i) 1 k, keK) € @ (£)
A

(val (mj) = £ (val (m [ 3/ (val, )A k), kK €K) ).

Comme " est isotone, ce terme est inférieur a :

oLA (An.[ v xel1,n] - { i1 . ¥ (X (k) (mk)
A
Vkexo{3l, init (m) =i17)
=t\l.[JL()‘(val, ini). [ 3 m, Vk €[1,n_] -13)- x,
¥ (x_, () @[1/(val,ini) )],
Avie xvi{il , ¥ x  ni
(m [1/(val, ini)J )
=2, si e wuljlalors o (¥ (x,; (1) i) sinon o, (8x,
(1)) .

Comme dans le cas considéré, on a Xal (1) ; i, il vient

Al.si lexu 31 alors i sinon X 4 (1)

Test

Le test se présente sous la forme schématigue de deux branches et

pour chacune le développement fait ci-dessus est identique.
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)

Jonction de chemin

La représentation schématique est la suivante :

£ x

b

Aa (Am.C3(,meE, (X (c'm") ant ((c',m'), (bm) .
da (Am. (31 €L1,x], ¥(X) (ag, m 1)
da(Aml[31 £C1,k73, ¥, (X (m)J)
an (¥ 6, x )
ae

k 1 =1

L (dA (YA (Xge)) car °1A est un morphisme complet pour 1l'union
1=1

k

L X, car o, o TA = A

1=1

L'équation correspondant au cas ol ¢ = erreur ne sert a rien car
aucune autre n'en dépend ;

elle donnerait un renseignement global sur la présence d'une erreur
mais on préfére les renseignements locaux qui sont donnés de maniére

plus précise par l'algorithme 4d'insertion des tests & l'exécution.

Résolution itérative du systéme d'équation en avant

Donnons maintenant 1l'exemple de la procédure de recherche dichotomique
d'une clé dans une table comportant n é&léments dont les clés sont
rangés par ordre croissant. Fixons n & 100 et écrivons le programme
dans lequel nous aurons préalablement retiré les instructions concer-
nant le tableau (ces instructions ne nous apportent aucune information
dans le cas qui nous intéresse et de toutes fagons un paragraphe sera

consacré plus loin sur les tableaux en particulier)

program dichotomie ;

var I, S, M : integer ;

begin
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while IL S do
begin
M : = (I + 58) div 2 ;
if ... then I :=8+1
else if ... then s : =M -1
: else I : =M+ 1 ;
: =
i end.
o Les instructions remplacées par ... correspondent & des comparaisons

d'éléments du tableau considéré.

Décrivons tout d'abord le graphe de dépendance de ce programme.

1

begin

A4

J end

A

Les régles que nous venons d'établir permettent d'associer automatiquement

j le systéme d'équations suivant & ce programme :

Pl = (I :74i, s : 1i, M : a1i)
b P2 = P1
t P3 = P2  (Ie-1i)
' P4 = P3 (S¢—i) U P6 (Ie—1i, Se—i) U P8 (Te—i, Me—1i) I

U P9 (Se—i, Me—i)
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P5 = P4 (Te—i, Se—i)

P6 = P5 (Me—1i, Ie—i, Se--i)
P7 = P6

P8 = Po6

P9 = P8

P10 = P8

Pll = P4 (Ie—i, Se—i)

pl2 Pi1

il

Comme le treillis L est fini, le calcul par approximations successives du

plus petit point fixe 1lfp (Fp) convergera en un nombre fini de pas.

Intuitivement, l'itération parcourt ce graphe en suivant 1'ordre naturel,
soit & dire que l'analyse de l'arc 4-—>11 n'aura lieu gque l'orsque les

informations qui arriveront au noeud 4 seront complétes.

Au départ, la spécification d'entrée @ est qu'aucune variable n'est ini-
tialisée ; toute utilisation dans une affectation ou un test d'une variable
non initialisée conduit & une erreur sémantique qui sera représentée par

1'infimum du treillis & savoir L. .

Le résultat final est le suivant :

var
pas I S M
1 Ti Ti xi
2 xi Ti Fi
3 i Ti Ti
4 i i
5 i i,
6 i £ i
7 i i i
8 i s 18
9 i i i
10 i it
11 i i
12 i i

A la sortie de la boucle, l'analyse affirme que les variables I et S sont

bien initialisées mais ne peut rien dire sur l'initialisation de la variable

M. En effet, comme on fait une analyse statique du probléme, il est impos-
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sible de savoir si l'arc 4-—311 a €té traversé alors qu'aucun tour
de boucle n'a &té effectué (ce qui conduit la variable M & n'avoir aucune
valeur), ou bien si un tour de boucle a &té fait (ce qui a initialisé M

au moins une fois) : nous résumons ceci par le supremum du treillis L : T

Introduisons volontairement une erreur dans le programme en oubliant
d'initialiser la variable I par exemple. Le test au noeud 4 utilise la
variable I, ce qui conduit & une erreur dans tous les points de programme

de 4 a 12. Si nous introduisons la méme faute sur la variable M, il sera
moins aisé de repérer l'erreur : mais les tests aux noeuds 6 et 8 utilisent
M : nous verrons donc dans le paragraphe consacré aux tableaux comment cette

erreuxr sera repérée.

Résolution itérative du systéme d'égquation en arriére

Le graphe de déperndance associé au méme programme est le suivant :

he_su\-

H:=T+8)/2

N

Des régles similaires aux régles établies pour le systéme d'équations

en avant permettent d'associer le systéme d'équation approché en arriére :
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P12

P11 = P12

P10 = P4 (Mé—1i, S<¢—1i)

P9 = P4 (Mé&—i, T¢—i)

P8 = P9 U P10

P7 = P4 (S¢e—1i, I<—1i)

P6 = P7 u P8

P5 = P6 (I¢—1i, M¢—1i, Se—-1i)
P4 = P11 (I&—i, S&—4)U PS5 (I€¢—i, Se¢e—4i)
P3 = P4 (S¢—T)

P2 = P3 (I¢~T)

Pl = P2

Comme précédemment, le treillis L étant fini, le calcul par approximations
successives du plus petit point fixe 1fp (Bp) convergera en un nombre

fini de pas.

La spécification de sortie du systéme d'équations en arriére sera
choisie telle qu'on ne sache rien sur aucune variable, 1ie pour toute
i variable v, v =T
I Le résultat final est le suivant :
Pasvar . 5 -
1 T T
2 T iy
3 i T T
3 4 i il T
5 i i T
6 i 5t il
: 7 i i i
i 8 i i i
i 9 i i sl
i 10 i i
i 11
‘ 12 iy

=

Les résultats sont qualitativement différents si 1l'on compare les analyses
en avant et en arriére. Mais on remarque toutefois que, lors de l'analyse

| en arriére, nous avons supposé gue la spécification de sortie Y stait

-
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choisie de telle sorte qu'on ne savait rien sur les variables ; toutefois,
l'analyse en avant a apporté des informations qu'il est dommage de ne pas
utiliser. On peut donc prendre pour spécificatiﬁn de sortie HJ les ré-
sultats obtenus par l'analyse en avant. Partant de ceci, 1l'analyse en
arriére fournit des résultats qui coincident avec ceux obtenus par 1'ana-
lyse en avant ; ceci prouve que 1l'analyse en arriére n'apporte dans ce cas
rien de plus gque l'analyse en avant ; mais nous verrons tout au long de

cet exposé des exemples pour lesquels l'analyse en arridre apporte des ren-—

seignements sur 1l'état des variables qui se révdleront indispensables.

Une remarque simple mais importante : dans cet exemple, chaque fois gu'une

variable est utilisée en membre droit, on est assuré qu'elle est initialisée.

Il serait intéressant de combiner les résultats obtenus par l'analyse en
avant et par l'analyse en arriére ; en effet, dans l'analyse en arriére,
nous prenons comme spécification ‘V le fait qu'on ne sait rien sur les
variables du programme : mais l'analyse en avant a apporté une information
qui peut étre trés facilement utilisée. Comme spécification ?’, nous allons

donc prendre les résultats de l'analyse en avant.
La combinaison des deux analyses a été explicité en III.1.
Pour le programme présent, les résultats seront donnés par les tableaux

suivants :

pl D 1fp (F(®)

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 il
I ¥i i i i i i i i i i i i
S Ti Ti i i i i i i il i i i
M Ti i Ti 2y 2y i i i i i T T

1
P2 = pla X2 oa x2 2 1fp (AX. PIAB(Y) (X))

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

1| i vi i i ii i1 i i i i

i i i i ii ii i i i i

M| i »i wi T T i i1 i i T T

P3 =p24 x3 o x> 2 1lfp (AX.P2AF (8 (X))

1 2 3 4 5 6 i/ 8 9 10 11 12
I Ti Fi i i i i i i i i i i
S ¥i xi Ti & 1 i. i b Bl i i i 5 1
M Ti ®i @i T T i i i i i T T
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Dans cet exemple précis, l'analyse en arriére n'apporte aucune information mais
elle pourrait imposer la présence d'un test a l'exécution si la variable M
était utilisée a partir du noeud 11 ; si une erreur est détectée par l'analyse
en avant, l'analyse en arriére permet de déplacer le test d'arrét de fagon &
arréter le programme le plus tdt possible comme le montre 1'exemple modifié

suivant :

be—g.:\,

T:= 4

|
|
|

1<s I>%
X
T )
.- Y
T.z94t R:= T+5)1
e
/"\ A
1 8
Sz / .
s
g Ao
Pl: 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
I ri il i 1 1 1 L RN L L 1
S ri ri ri ri i 1 A e 1 Y n L
M ri ri ri ri A 4 4 L A i i "
P2:: 1 2 3 4 5 o 7 8 9 10 11 12
4 Y L 1 L 4 4
5 1 1 1 i (€
s 1 A i 1 i X 1 1 L 4 4
M 1 L 2 1 1 1 1 L 1 (1 4
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L'analyse en arriére affirme que ce programme s'il commence, conduira

fatalement & une erreur.

Nous verrons, dans le chapitre consacré aux exemples, que tous ne sont

pas aussi triviaux que celui-ci.

6. Analyse des propriétés d'initialisation et intervalles de valeurs

a)

Treillis des propriétés

Nous rappelons que P. Cousot et R. cousot ont proposé de choisir
comme treillis des valeurs : L = {.Lﬁ U { [a,b 1l /wga ¢ by + 0]
oll —oe (+0s) est le plus petit (grand) entier

représentable en machine avec l'interprétation :

¥ W) = A(val,ini). false

¥ (a,b ) = A(val,ini). [ a<¢<val ¢« b
plutdt que d'étudier les propriétés de bonne initialisation et 1'in-
tervalle de valeurs des variables séparément, il a été prouvé (Cousot
[78 ]) que les deux analyses séparées apportent de moins bons résultats
que ceux obtenus en utilisant une unique analyse, que ce soit sur le
plan de la rapidité des calculs ou sur le plan de la précision de ces
résultats.
Le treillis sera obtenu en prenant la réunion de tous les éléments
des deux treillis correspondant & l'initialisation et a 1'intervalle
numérique ; on comstruitla plus petite famille de Moore contenant ces
éléments et en rajoutant toutes les intersections qui ne sont pas dans
1'ensemble. Le treillis obtenu sera bien évidemment infini et il sera
difficile de le représenter schématiquement ; prenons 1'exemple d'un
seul intervalle Vv du treillis des intervalles numériques et essayons

de construire le sous—ensemble fini du treillis composé des ensembles

suivants : {L,i, ¥i, ] et {4, v, 7]

T
\
QT,\/) i, T)

\(L J
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Il suffit de le généraliser pour tout intervalle V

Le supremum T correspond au cas (T,T) c'est-&-dire que l'initialisation
est indéterminée et que 1'intervalle numérique est l'ensemble complet
des valeurs numériques soit [ -o , +90] . Les éléments de ce treillis
seront composés d'un couple de valeurs : le premier champ sera une
valeur d'initialisation (i, ¥i T), le second champ sera l'intervalle

des valeurs possibles.

On choisit donc :

L = ({_j_, i, ¥i, T} x {(a,b]/ ~wga g¢bg +n}) /=
ou = est une relation d'équivalence définie par :
(iniq, intl) = (inip, intjy) ssi (iniq = inip =1
ou
(iniy = ini, = 7i)
ou

(iniy = ini, et inty] = inty)

on définit la fonction de concrétisation par :
¥ ((L, Tapl))
XL((i’ Cabl))
¥ (xi, [ a,bl))
¥, ((T, [ abl))

A(val, ini). false

i n agval «b ]

I
tt

M(val, ini). [ ini

X(val, ini). [ ini =i ]J

Aval, ini). [ si ini = i alors agval \<b]

Remarque
L a un supremum (T, [ -, + ®]) et BL((T,[-—m, +w])) =A(val,ini).
true

a4 condition d'avoir choisi dans la sémantique opérationnelle :

E =.{a,...ap, erreurj x (D x {i,tij =
et D =‘{x EN /-x € x £ += j y

Lorsque la varisable sera initialisée, il importera de connaitre V
de valeurs numériques possibles ; lorsque, par contre, elle ne sera

pas initialisée, les valeurs possibles de la variable seront guelcon-

2 om e D e DA mm o e TV oA e S ~ —~—
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gues, mais surtout

o))

1'utilisation d'une variable qui n'a pas été initialisée constitue

un cas d'erreur. Ceci est d'autant plus vrai pour un langage comme
Pascal dans lequel une variable & qui aucune valeur n'a été affectée
contient une valeur résiduelle de la mémoire gui peut &tre quelcongue :
1'utilisation de cette valeur arbitraire entraine inévitablement des
résultats erronés. Donc, lorsgue la variable n'a &été pas initialisée,

aucun intervalle numérique ne peut lui étre associé.
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Dans le cas ot l'initialisation est indéterminée, cela signifie qu'il y a
eu jonction de deux chemins du programme, dans l'un, la variable a &té
initialisée, dans 1l'autre non. Comme 1l'analyse sémantique est une analyse
statique, il n'est pas possible de savoir quel chemin a &té emprunté, donc
il n'est pas possible de vérifier l'initialisation de la variable ; mais
dans ce cas, il est astucieux de conserver l'intervalle numérique de la

variable dans le (ou les) chemin(s) od elle est initialisée.

Par ex.

D

e

sur Ac, la variable x n'est pas initialisée et n'a pas d'intervalle

numérique significatif

sur Bc, la variable x est initialisée et a V pour intervalle nuémrique

alors posons : sur CD, on ne sait pas si x est initialisée mais si

o "I‘:-A =

elle 1'a été, alors son intervalle est V,

) | soit : (14) U (i, V) = (T, V).

Et 1'on peut se servir de 1'élément | pour marquer les erreurs, quitte &
ik associer une marque spéciale & 1 pour distinguer les différentes erreurs
possibles, comme nous le verrons dans le chapitre suivant. Nous pouvons dés

& présent citer :

-~ l'utilisation d'une variable non initialisée

- la comparaison (dans un test) de deux quantitds gui ne sont pas
comparables

~ la division par zéro

Ty

De plus il est clair qu'une erreur provenant d'une variable ou d'un groupe

de variables induit une erreur au point de programme lui-méme.

Il

L'arithmétique peut &tre réécrite sur J x V ou J= {1, i,¥i, T]

E V=NZXN-= {[a, bl /
E a, b €.N'J
i
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b) Interprétation abstraite

Nous ne présentons pas ici le détail de la détermination formelle
des régles de construction des systémes d'équations sémantiques
approchées pour les intervalles et pour l'initialisation ; intuiti-
vement la résolution itérative des égquations peut se comprendre

comme une interprétation symbolique du programme sur des valeurs
abstraites (ini, [ min, max] ). Le détail sera trouvé dans Cousot
[751. Nous nous contenterons de donner les opérateurs sur les valeurs

abstraites.

Soit x et y deux variables représentées par des couples (j, [ a,bl )
ou jEJ ([a,ple v
et soit deux fonctions i, ¥ qui sont respectivement la premiére pro-

jection sur J et la seconde projection sur V.

Addition

¥ X ® y = cas

(y) = 41 = 1
(y) = 7*i =4

sinon (i, [Inin (Vv (x)) + min (v (y¥)),

it
Q
o]
4}

(x)

(x) =7i ou

[N

el
e

max (v (x)) + max (v (y)) 1)
fcas .
Soustraction

¥ X 6y = cas

i(x) =4 ou T(y) = L = L1
i(x) =Tiou T (y) =71 = L1
. sinon (i, [ min (v (x)) - max (v (y)) .,
max (v (x)) - min (v (y)71)
fcas .
Multiplication
% X 8y = cas
Lio(x) = ou i (y) =
.i(x) =rioui (y) =ri
. sinon/% soit bi = min (v (x)) ; bs = max (v (x)) ;
T bj = min (v (y)) ; bt = max (v (y)) %/

(i, [inf (bi %= bj, bi %= bt, bs %= bj, bs % bt),
sup (bi % bj, bi % bt, bs % bj, bs % bt))]

fcas.
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Division
¥ x div y = cas

L1o(x) =14 oui (y) =4 => 1

oy

(x) =riou i (y) =1i =—> L
- sinon/x soit bi = min v (x) ; bs = max v (x) ;
bj = min v (y) ; bt = max v (y) = /
cas
. bj =bt=0 = L
. bi 0° et bj > 0 =>(i,[ bi div bt, bs div bj ] )

>
- bi > O et bt < 0=3(i, [bs div bt, bi div bj])
- bi > O et 0€(bj, btl=»(i, [ - bs, bs])
i .bs < O etbj » 0 (i, [bi div bj, bs div bt 1)
: - bs < O et bt < 0 (i, [bs div bj, bi div bt 1)
i .bs < O et O € [bj, btIJ(i, [bi, - bil)
. 0¢[bi, bs] et bj>o0 => (i, [ bidiv bj,

bi div bt 1)
. 0€E(bi, bs] et bt <0 = (i, [bs div bt,
bs div bjT1)

- 0€[bi, bs] et o0 €(bj, bt]=>(i, [ inf (bi, - bs),
sup (bs, - bi)l

TR

fecas

3 fcas .

Modulo

% X mod y = cas

.1 =loui(y) = 1 = 1
i(x) Mioui (y) =Ti = Lo
1 . sinon (i, (o, max (v (y)) - 11)
] fcas

Les prédicats peuvent s'écrire de fagon similaire :

™ FTIETYTE

% Relation (x © vy)= cas
i) =lou iy =41 =1
t . i(x) =riou i (y) =7Ti =3 L
. sinon/% soit bi = min v (x) ; bs = 935_; (x) 3
bj =min v (y) ; bt = max v (y) %/
; £as
.bi>bt = L
; . bj > bs = 1
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. sinon x : (i (x),[ sup (bi, bj) , inf (bs, bt)])
y : (1 (y),[ sup (bi, bj) , inf (bs, bt)])

fcas

fcas.

% Relation (x @ y) = cas

i) =doui(y) =4 = L
i) =Tiowi (xy) =Ti = L
. sinon/# soit bi = Eiﬂ_; (x) ; bs = max v (x) ;
; bj = min v (y) ; bt = max v (y) % /
i caE
'g . bi =bj = bs = bt = 1
| .bi=bj=bs => x: (i(r), [bi, bs1)
! y : (i(y), [bi + 1, btl)
. bi=bt=bs = x: (i(x), [bi, bsl)
i y : (1(y), [b3, bt - 11
i .bi=bj=bt = x: (i(x), (bi+ 1, bsl)
y : (i(y), [bj, bt 1)
.bs=bs=bt => x: (i(x), [bi, bs - 11)
y : (i(y), [bi, bt])
. sinon x : (i (x), [bi, bs])
y : (i (), [bj, bt])
* Relation (x < y) = cas
i =1 ouiy =4 = 4
.i(x) =Tioui (y) =¥i = 1
7 . sinon /# soit bi = min (v (x) ; bs = EEE.; (x) ;
bj = min (v (y) : bt = max v (y) »/
t cas
L . bi > bt = 1
i . sinon x : (i (x), [ bi, inf (bs, bt)])
Y : (L (y),[sup (bi, bj), bt1)
fcas
fecas.




% Relation (x &€ y) = cas
.I(x)=.LEBI(y)=_L == 1
L1(x) =ri ou i (y) = ri = 1
. sinon /x soit bi = min v (x) ; bs = max v (x)
bj = min v (y) ; bt = max v (y) %
cas
. bi > bt = 1
. sinon x : (i (x), [ bi, inf (bs,bt-1)])
y : (1 (y), [sup (bi + 1, bj), bt]
fcas
fcas.

L'étude des relations > et > se fait par analogie.

Pendant 1'analyse déductive, nous allons étre amenés & considérer la réunion

de contextes (chaque contexte étant un produit cartésien des "valeurs" des

différentes variables, chaque "valeur" étant elle-méme le produit cartésien
d'une valeur d'initialisation et d'un intervalle numérique). De méme, l'in-
tersection, l'élargissement et le rétrécissement de tels contextes seront a
considérer : pour cela, il faudra savoir gomment se comporteront ces quatre

fonctions avec chaque "valeur" des variables.

% réunion x U y = cas

i o= 4 = x
iy = L = vy
L1 (x) =Tieti (y) =Ti = Ti
] L1ox) =T7i = (T, v (¥))
4 LIy =Ti - (T, vV (x))

. sinon (i(x) u i (y),[ inf (min v (x) ,

} (min v (¥))) .

sup (max v (x), max v (v)])

i fcas.

% intersection x (} y = cas

‘ Lix) =loui(p =L = L
! . sinon

I; cas

I D1 o(x) =1y) =1=1 ()

| P IR =T =1i=1(y
i eT sis=1®
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. sinon i= L1
fcas
cas
.max v (x) < min v (y) = 1
.min v (x) > max v (y) => 1
. sinon v =[sup (min v (x), min v (y)),
inf (max'v (x), max (v y))]
fcas

si i# L eti#¥ialors (i, v)

| f_cis"

! % élargissement x V y = cas

L1ox) = 4L -y
4 iy = 4L = X

. i(x) =rieti(y) =ri=>7i
.i(x) =ri = (T, v (y)
1 i (y) = ri = (T, v (x)
. sinon 1 = i (x) Ui (y)
1 min v = si min (v (y)< min v(x) alors -oo
": sinon min v (%)
1 Ea_%\—r=_s_g_£a_>3\—7(y)>@x_z(x) alors +o

sinon max ¥ (x)
=> (i, v)
feas.

% rétrécissement x A y = cas

Lix) =L oui(y = L+ = 1

f ea )
1 L1 =1(y) = 1i=1(x)
[ .E(X)‘:T -_-_.>I=Z(y)
l i =T = 1=1 (&
L FEAD
i cas

.max v (x) < min v (y) = 1

. min v (x) 3y max v (y) => L\

: SLfon

min v = si min v (x) = - « alors min v(y)

'r sinon inf (min K-;(x),_mi_n_\_l (¥))

max v = si max v (x) = + e alors max v (y

sinon sup(max v(x), max v (y))
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fcas

sil# L et 1 # ¥i alors (i, v )

feas.

Application & l'exemple

Reprenons le programme de la recherche dichotomique et appliguons
l'analyse sémantique déductive en avant a cet exemple. Les résultats
vont €tre qualitativement différents.

Ecrivons les équations sémantiques :

Pl =¢

P2 = P1

P3 = P2 (Ie—-1)

P4 = P3 (S¢«—100) U P7 (I&——S+1) U P9 (I«——M + 1) U P10 (Se—M-1)
P5 = P4 (I&—8)

P6 : P5 (Me—1I + 8)

2
P7 = P6
P8 = P6
P9 = P8
P10 = P8
Pll = P4 (Ie—5S)
P12 = P11

La spécification d'entrée ¢ est telle gqu'aucune variable n'est initialisée
et par conségquent, aucun intervalle ne leur est associé. Au départ de
l'analyse, on a Yiy2 PiO = 4

Les variables I, S, M seront rangées dans cet ordre :

P1 ={Ii,Ti,Ti}
Pé = P1
={¥i, =i, 7i]
P3 = P2 (Te—1)
{Gi, T1,13 ), *i, =i §

© ) o o
P4 v (P3 (S¢«——100) U P7 (Ie——S + 1) U P9

Il

(Te—M + 1)

o)
>
i

U P‘{O (Se—M -~ 1))

=P; v (P (S «——100))

= 1 vi(i, [1,11), i [100, 1001), ¥i]
= [, [1,11, (i, [100, 1003 , ¥i]
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P! = Pi (I 8)
=], f1,11 ), (i, [100, 1001 ), ®i ]
1 1]
P6 = P5 {(Me——(1 + 8) / 2)
=la, 1,11y, (i, [100, 100Dy, (1, [50, 501)
P7=P8=P9=P10=P61
2 L} 1 ] L}
P4=P4 v (P3 (8S¢—100) U P7 (Ie—S + 1) UP9 (I&e—M + 1)
UPl(')(S<——-M— 1))
= {4, 1,1, , U100, 1001), *i ] v [, [1,1011),
(i, [ 49, 1001y, i, [50,50]1) ]
={wu, [1, +«1), ¢, [ - , 1001), (T, [50,501) ]
Pz = {(, [1, 1001), G, [1, 1001), (r, [50,501)]
PZ=I(i, L1, 100y, (i, [1, 1001y, (4,1, 10017)
2 _ .2 _ .2 _ 2 _ 2
P, = Pg Py P10 s
3 2 2 2
P, = B, vV (' (Se——100) uP7 (I&— S + 1) U P, (Ie—M + 1)
3
2
,— UP  (Se—M - 1))
=1, [1, +o1) ,(i, [-=,100]), (T, [50,501)}
v{, {1, 1011y, (i, [o0,100D), (T, [1,1001)
: = [ (1, [1, +=]), (i, [-=, 100]), (T, [ -, + wl)l
P, = { (i, [1,1001), (i, [1,1001), (T,[-w, + =]
pg = {@,[1,100l), (i, [1,1001), (i, [1,100])]
3 3 .3 3 3
P, =Pg =Py =Py =Fg
4 3 .
P4 < P4 donc le systéme est stable

on peut maintenant calculer :

4 4
P11 = P4 (I=5)

|, [1, +oD), (i, - , 100D, (T, [-w, +=])]

. 4 4
: P = P
12 11

I

[, [1, +o1), (4, [ =0 ,1001) , (7, [ -0 , +@I)]

A présent, nous allons améliorer les résultats obtenus par une

analyse avec rétrécissement.
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p“:’ = [ri, vi, i}
5 . , .
P, = {Ti, Ti, Ti )}
5 5
P3 = P2 (Ie—1)
=1, [0y, vi, 21
5 4 5 4 4
P, = P, A(P] (Se—100) u P, (Ie=S+ 1) UP, (Ie-M+ 1)
4
UPlO (S«—M - 1))
2{(11[11 +°°])r (il[—“rlool)r (T![.—wl +ewl )
al, €1, 1011, &, (o,1001), (r, [1,1001) ]
= |, U1, 1011), (i, fo,1001), (T,[1,100)
5 _ 5
P5 —P4 (I 8)
= { (i, [1,1011), «i,[1,100]), (T, [1,100]) }
P5~P5 (Me—(I + S ) / 2
6 ~ s Bt * )
=§ @, [1,1011), ¢4, L1,1001 ), (i, [1,1001) ]
5 .5 5 5 5
P =PFg =Py =Py =Fg
6 5 s i
P4 o) P4 donc la stabilité est atteinte
p.2 =% (159
11~ Fa >
= { G, T1,1011), (i, [a,1007), (v, [1,100]) ]
P6—P6
12 7 11

= |, [1,1011), 4, l0,1001), (v, [1,1000) }

Plusieurs constatations :

aucune variable utilisée n'est dans le cas non initialisée (sinon une
erreur serait apparue)

toutes les variables utilisées sont initialisées (si une variable
utilisée a une marque d'initialisation & T, cela veut dire qu'en ce
point de programme, on sait pas si la variable a é&té initialisée ;
donc, afin de ne pas utiliser cette variable si elle n'a pas été

initialisée, il faudra a l'exécution mettre un test sur 1l'initialisa-

tion).
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L'analyse en arriére recherche les ascendants des états de sortie,
c'est-a-dire en chaque point les conditions nécessaires avant

1'action pour terminer 1'action dans la situation attendue et sans
erreur.,

ex. pour pouvoir effectuer 1'instruction a : = b, il fallait qu'avant,
la variable b ait été initialisée ;
1'analyse en avant a déja étudié les cas ol b n'a pas été initialisée

(ce qui conduit & une erreur & 1'exécution) et od une erreur se pro-
page ;

si Ta marque d'initialisation de la variable b est T, cela signifie
qu'en arrivant & 1'instruction, le contrdle ne peut pas savoir si

b a été initialisée i1 faudra donc ajouter avant cette instruction
un test qui permettra 1'arrét du programme en cas d'erreur (ie.en
cas de non-initialisation) ;

ce test va étre déplacé de facon a arréter le programme le plus tot
possible.

I1 nous faut donc définir la sémantique en arriére de notre langage et en
particulier des instructions élémentaires que nous utilisons :

a) initialisation :
pour une affection, toutes les variables qui sont en
membre droit doivent avoir été initialisées avant 1'af-
fectation ;
pour un test, toutes les variables doivent &tre initia-

lisées avant le test ;

b) intervalle numérique :
pour une affectation, 1'analyse en avant n'apporte
aucune information sur les valeurs abstraites des
variables du membre droit de 1'affectation ;
1'analyse en arriére va pouvoir apporter des informa-
tions concernant les variables du membre droit afin
que la variable du membre gauche soit telle que 1'ana-
lyse en avant 1'a définie ;
la relation qui va lier les valeurs des différentes
variables va dépendre de 1'opérateur op défini ;
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nous allons les &tudier cas par cas ;

pour les tests, nous ne rechercherons aucune information par-
ticuliere.

Les instructions du type z : =z + x ou z : = z - x sont des
cas particuliers de 1'addition et de la soustraction ; de

méme 1'instruction z :

X est un cas particulier de 1'addi-

tion (z : = x + 0)
% addition ( z=x [H y) = (x'"=z8yety'=1z86xetz' quelconque)
soit . 3 (x') =i
min v (x') = min v (z) - max Vv (y)
max vV (x') = max v (z) - min v (y)
i(y') =i
min ¥ (y') = min ¥ (2) - max V (x)
max V (y') =max v (z) - min v (x)
i(z) =T
min V (z') = -
max v (z') =+
% soustraction (z =x [ y) =x' =z @ yety' =x80zetz' quelconque)
soit . i (x') =i
min V (x') = min V (z) + min ¥ (y)
max V (x') = max v (z) + max v (y)
iy =i
min v (y') = min Vv (x) - max v (z)
max v (y') =max v (x) - min v (z)
i(z') =71
min V (z') = - @
max v (z') =+
x multiplication (» = x (@ y) = (x' = zdiv yety' =z div x et z'
quelconque)
s0it /% xi =min Vv (x) 3 xs =max v (x) 3 yi =minv (y) 3 ys = max v (y)
zi =minv (z) ; zs =max v (z) x /
x' = cas
yi =ys =o0 =S5 L
zi 3 0etyi=0 — (i, [zi divys, zs div yil)
zi > 0 et ys<0 — (i, C[zs div ys, zi div yi1)
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. zi >0 et O0elyi, ysI = (i, [~ zs, zs1)
.zi<0etyi>0 = (i, Uzi div yi, zs div ys1)
_ .zi <0etys< O = (i, [zs div yi, zi div ys1)
. zi <0 et0€C Tyi, ys1=(i, [zi, - zi1)
. 0 €lzi, zs1 et yi>0 == (i, [zi div yi, zi div ys1)
. 0€lzi, zsT et ys< 0 = (i, Czs div ys, zs div yil)
. 0€T7zi, zs1 et Oelyi, ys1=(i, [ inf (zi, - zs), sup (zs, -
4 - Tzi) 1)
2 fcas .
. y' =cas_
E . xi=xs=0 == 1
: . zi>0 et xi >0 = (i, [zi div xs, zs div xil)
. zi>0 et xs <0 = (i, lzs div xs, zi div xi1)
.zi>0 et Oe(xi, xsJ = (i, [ - zs, zs 1)
. zic0 et xi>0 => (i, [zi div xi, zs div x11)
. zic0et xs<0 = (i, lzs div xi, zi div xs1)
. zi< 0 et 0€(xi, xs1 = (i,Czi, - zil)
. 0crzi, zsT et xi>0 = (i, [zi div xi, zi div xs 1)
. Oeczi, zs1 et xs<0 => (i, [zs div xs, zs div xi 1)
. 0etzi, zs1 et Oe€xi, xsl=(i, inf 'zi, - zs), sup (zs - zi)])
fcas
T(z) =T
” min v (z') = -
max v (z') = +w
3 % division (z =x [div] y ) =(x'=z@8yety' =xdiv z et z' quelconque)
E soit /% xi=min v (x) 3 xs = max v (x) ; yi =min v (y) 3
ys=max v (y) 5 zi =min v (z) ; zs =max v (z) x /
1 (xt) =i
win ¥ (®') = inf (zi 2 yi, 2% & ys. 2zs =& yi, 28 * y&)
max v (x') = sup (zi % yi, zi % ys, zs x yi, zs % ys)
-y = cas
.zi =28 =0 = 1
: xi>0 et zi > 0 => (i, [xi div zs, xs div zi])
xi>0 et zs < 0 = (i, [xs div zs, xi div zi7J)
: xi>0 et 0¢ [zi, zs] =(i, [ - xs, xs1)
. xs<0 et zi»0 = (i,[ xi div zi, xs div zs1)
L
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- xs < 0 et zs< 0 => (i, [xs div zi, xi div zs] )

. Xs < 0 et 0e (zi, z8} = (i, [xi, - xil)

- 0€0xi, xsJ et zi> 0= (i,[ xi div zi, xi div zs7)

- 0€ 0 xi, xsJ et zs< 0= (i, [xs div zs, xs div zi])

. 0€[xi, xs1 et 0e (zi, zsI=(i, [ inf (xi, - xs), Sup  Xs,-xi)J)

fcas .

iy =T

min ¥ (2') = -
max v (z') = + «

* modulo z = x [mod] y

les informations apportées par 1'analyse en arriére dépendent de la
définition de la fonction modulo ; nous avons choisi celle donnée par
la norme ISO:AFNOR ;

c'est-a-dire y doit &tre un nombre supérieur ou égal a 1.

T(x') =iV (x') =V (x)
i) =i min v (') =1 s max Vo (y') =+
i(z') =T ;s;minv (z') =-w ; max v (z') = +

Les valeurs que nous venons de décrire pour x', y' ne sont toutefois pas
les meilleurs possibles ; on peut en effet trouver une meilleure approxi-
mation des intervalles en signalant que 1'analyse en avant ne modifie pas
les variables x et y. Cela signifie que d'un autre cdté, les variables x

et y ont des intervalles aprés instruction qui sont inclus dans les inter-
valles avant instruction et vice versa. Donc les intervalles définitifs

que nous allons trouver pour les variables x et y sont des intervalles qui
sont d'une part inclus dans les intervalles avant instruction, d'autre part
inclus dans les nouvelles valeurs que nous venons de décrire dans les pages
précédentes.

A AT~ " + LI | YN v inale e AN o a e Wiy T Ak b o A !
Appelons x" et y" les valeurs finales s ona 7 x" 2 X %' et ¥ A=

Les tests s'effectuent plus simplement puisque 1'analyse en arriére ne
calcule aucune information concernant les valeurs numériques. Nous avons
donc @ x" = (i, v (x)) et y" = (i, V (¥))-

Remarque

Nous n'avons pas parlé des variables qui ne sont pas initialisées, ni des

cas ol une erreur apparait (par la présence de l).
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Si une erreur est apparue aprés une instruction, l'analyse en arriére

va chercher & remonter le plus haut possible dans le programme cet

indicateur d'erreur afin de pouvoir arréter l'exécution de ce pro-

gramme le plus tdt possible.

exemple

Nous reprenons ici l'exemple du tri par remontée des bulles donné dans

Cousot 78 ; tous les éléments de tableaux et les instructions y fai-

sant référence ont été enlevégs du programme :

program tri ;

begin
read (N) ;
I:=N;
while I<>0 do
begin
J =0 ;
while J<>I do J:=J+ 1 ;
I:=1-1;
end ;
end .

dont voici le graphe de

dépendance :




Nous n'avons jusqu'a présent pas parlé de l'instruction de lecture dont
la sémantique est simple :

read (x) => x = (i, [-o , +=l) ;
en effet x est bien initialisé et ses valeurs sont quelconques puisque
choisies en lecture (un format, possible en Pascal, apporterait des
précisions supplémentaires) l'analyse en arriére ne peut que supposer que

X a une initialisation indéterminée avant la lecture.
Les égquations sémantiques en avant sont :

Pl = ¢

P2 = P1 (lire (N))

P3 = P2 (I¢+——N) U P6 (Le—TI —1)
P4 = P3 (I <» O)

P5 = P4 (Je— 0O) U P7 (J &—JT + 1)
P6 = P5 (J = 1)

P7 = P5 (J<> 1)

P8 = P3 (I = 0)

Les équations sémantiques en arriére sont :
pg = ¥
P7 = P5 (Je—J - 1)
P6 = P3 (Ie—I + 1)
P5 = P6 (J = I) U P7 (J<>1I)
P4 = P9 (J«—T)
P3 = P8 (I =0) U P4 (I1<>0)
P2 = P3 (I«—T)
P1 = P2 (N¢—T)

Nous prendrons comme précédemment . @ = {‘ti, Ti, “.til chaque composante
correspondant & I, J et N rangés dans cet ordre
.Y = 1le résultat de l'analyse en avant

en P8

L'étude gque nous ferons sur le graphe de dépendance dans un chapitre
ultérieur donne le noeud 5 comme point ol va se faire 1l'élargissement

(et le rétrécissement) ainsi que l'ordre de parcours des ares de ce

graphe.




Nous ne donnerons pas le détail de tous les calculs et obtenons :

;ololep (7 (#))

P1 = | ¥i, vi, xil
P2 = |{*i, ¥i, (i, [ - , + «D)]
P3 = {(i, [ ~@ , +0]), (T, [ -w , +0l), (i, [ -0 , += 1)}
P4 = {1, [ =@ , 4+ol), (T, [ ~@ , +x]), (i, [ -® , +«])]
P5 = {(i, [ -a , +2]), (i, [ - , +07), (i, [ - , +2 1)}
P6 = {(i, [ ~a , 4al), (i, [ w0 , +w01), (i, [-® , +0])]}
P7 = {(i, [ ~o , +el), (i, [ -® , +01), (i, [ -x , +=1)]
P8 = {(i, [0,01), (T, [ -w, +), (i, [~ , +@1)}
/98 =0' A ¥ on x> 1fp (' B (1)
Pt = {¥i, vi, 7i J
P2 = {¥i, xi, (i,[o, + )]}
P3 = {(i, [0, +x1), (T, [ —e , +20]), (i, ] -w , +w])
P4 = (i, [0, +o1), (P, T ~w , +=]), (i, [ -~ , +®])
P5 = J(i, [0, +03), (i, [ =@ , +21), (i, [ -® , +27)
P6 = {(i, [0, +21), (1, L - , 401), (i, [ -w , +x 1)
P7 = Ji, [0, +o1), (i, 0 -0 , +21), (4, [ ~o , +2 1)
P8 = {(i, [0,01), (*, [-& , +0]), G, [ -0 , +@])}
/3 =0" a %3 on X2 1 @2 F (@)

Pl = Jxi, ¥i, 1i}
P2 = [¥i, ri, (i, [0, +=] )}
p3={(d, Co, +al), (T, [ 1, +@]1), (i, [0, + wl) ]
P4 = (i, [ 1, +al), (x, [1, +*1), (i, [0, + 0] )]
PS = { (i, [ 1, +a1), (i, [0, +%1 ), (i, 0, + ©1)]}
P6 = (i, [1, +@l), (i, 01, +21), (i, [0, + 1) ]

; P7 = { (i, [ 1, +«1), (4, [0, +01 ), (i, [ 0, + ®1) ]
P8 = § (i, [ 0,01), (T, [ 1, +&1), (1, [0, +w] ]

La suite des calculs montre la stabilisation des résultats.

f. Placement des tests & 1l'exécution

Soit @ € TU A, le résultat d'une analyse sémantique satisfaisant :
cEC

] Yctc, Vm & M ,[(poste (ti) (@) A pre (t*) (\F)_]_

] = Q) (c, m) ;

(c, m)
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soit la sémantique opérationnelle de la forme :
t ((c, m), (¢', m')) = Ei_Tec (m) alors (c' m') = t (c, m) sinon

(erreur, m) ;
si le programme est compilé, non pas pour réaliser t avec les tests &
l'exécution Te. , cEC, mais pour réaliser t' tel que

t' (e, m), (¢', m")) = si Te', (m) alors (c',m') = t (¢, m) sinon

(erreur, m) ;

appelons exécution correcte de t (t') une suite finie ey, ... g d'états
tels que k > 1, @ (eq), V3 €[1, k - 1] ¢t (ej£%+ 1) , ?”ek)
et Vi€E€(l, k1 , Y¥mée M , ej # (erreur, m)

thi
si Ycé€ c, meMn, [TeC (m) A~ (@ (c,m] = Te'y (m),
alors toute exécution correcte de t est une exécution correcte de t'
dem
pour toute exécution correcte ef, ... ey de t, on a :
Y3 €01, kI , [post (£5) @ a pre (£) (¥)1 (ej) et par
conséquent ¥ (Q) (ej)jde plus, si ej = (cj, mj) et j < k, on a
' E (e, my), (3 + 1, mj + 1))
et ¢j + 1 # erreur donc Tec (mj) ; il vient Te'cj (mj) et donc

on a t' ((cj, mj), (cj + 1, mj)).

La signification de ce théoréme est que 1l'on peut rajouter des tests a

l'exécution, sans que rien ne soit changé pour les exécutions correctes.

th2
si Yecec, meM, e’ _(m=L(F Q) (c,m) = Teg (m) AF(Q (c,m)]

alors toute exécution correcte de t' est une exécution correcte de t
dem
par définition de F
o (@v post (t) (¥ (Q)) & F (Q),

donc ¥ (ol (B v post (t) (¥ Q)))) => &F(F(Q)) car ¥ est isotone,
donc @ v post (t) (¥ (Q)) = ¥ (F(Q)) car 1=8od ;

il vient

Te' (m) =>[[(@ v post (t) (¥ (@)1 (c,m) =£>[Tec (m) n ¥(Q)

(c,m]]

ram

c'est cette condition qui est vraiment nécessaire pour que toute

exécution correcte de t' soit une exécution correcte de t, mais on
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lui préfére la condition suffisante du théoréme 2, car F a déja été
implanté en machinepour les besoins de l'analyse sémantique ;
soit maintenant ey, ...., e une exécution correcte pour t' on Vi & (1,k},
ona ej= (cj, mj)
ona @ (eq),
donc [¢ v post (£) (¥ (@)1 (ep) .
comme t' (ej, ep) n ¥ m ey # (erreur, m), on a T'eyy (mg) ;
on en déduit : Te (m) & ¥(Q) (cil, ml) ;
et, si k > 1, ona t (e, ej), donc post (t) { ¥ (Q)) (62) ;

supposons : par induction j < k et post (t) ( ¥ (Q)) (ej) ;

comme t' (ej, ej + 1) et cj + 1 # erreur, on a T'ecj (m3j)

et donc Tecj (mj) A ¥(Q) (cj, mj) ;
onat (ej, ej + 1) et donc post (t) ( ¥ (Q)) (ej + 1) ;
par induction, VY j €[1, k 1 . t (ej, ej +1) donc e], ... e, est un

chemin d'exécution correcte.

La signification de ce théoréme est que l'on peut enlever des tests a
l'exécution sans que rien ne soit changé pour les exécutions correctes.

Les théorémes 1 et 2 montrent que les exécutions correctes sont les mémes
pour t et t'.

Il resterait & montrer gue toute exécution incorrecte de t' (c'est-a-dire

une trace finie el, ... ek avec ck = erreur ou une trace infinie el....Iﬁ % 5.

avec @ (eq) et 1 Y (ej) pour j > 1) est un préfixe d'une exécution incor-

recte de t.

Dans la pratique, nous placerons des tests & 1l'exécution en tout point du

programme ; les théorémes 1 et 2 nous permettent d'enlever parmi ces tests

ceux qui ne modifient en rien une exécution correcte ;

dans 1l'exemple précédent, il reste ainsi un test : il faut au point 2 du

programme (c'est-a-dire juste aprés l'instruction de lecture), vérifier que

la variable N est positive ou nulle - il est facile de prouver que pour N
négatif, ce programme ne se termine pas.

Notons aussi que les bornes — & et + 0 n'existent pas en machine

et sont représentées par respectivement le plus petit entier et le plus

grand entier ; cette convention conduira & la mise en place de tests sup-

plémentaires afin d'éviter les débordements arithmétiques (lors d'additions,

soustractions, ...).




g) Extension aux tableaux

La méthode s'étend trés rapidement aux tableaux d'entiers & un seul

indice entier. En ce qui concerne l'indice, c'est une variable comme

les autres ; les instructions ol cet indice est utilisé sont plus di-
verses : par ex l'instruction t [i ] : = ... ou t est un tableau
d'entiers et i un indice de ce tableau utilise la variable i : il faudra
donc veiller a ce qu'elle soit bien initialisée avant (sinon veiller &

la mise en place d'un test portant sur l'initialisation de i si celle-ci
est indéterminée). L'initialisation du tableau est plus délicate &
traiter, car & cause de la fonction d'élargissement, il n'est pas possible
de savoir si tous les éléments du tableau ont été vus ou si seulement une

partie d'entre eux a été initialisée.

ex :
@
JT:= 4
v
@
tCI11:=0
v
T LA ®
T:=T+4

il est clair que seuls, sur ce schéma, les é€léments t [1] 7 iz ke
t [10 ] seront initialisés & la valeur O, mais prenons le méme

E exemple modifié :




=ttt

YT

de fagon générale, la perte d'information dle au choix des interval-
les de valeur (et non & des ensembles de valeurs) entraine 1'impos-

sibilité de pouvoir distinguer entre les deux exemples.

Comme, de plus, l'élargissement est indispensable pour qu'une analyse
sémantique puisse se faire un un temps raisonnable, il nous faudra perdre
de l'information sur les tableaux et ne pas les considérer comme des

variables entiéres normales.

Nous nous contenterons donc de savoir si aucun élément du tableau
considéré n'est initialisé, sinon nous indiquerons l'initialisation

par la marque d'indétermination.

La probléme des intervalles numériques peut &tre résolu de fagon similaire
en considérant que le tableau est une seule variable dont 1'initialisation
ne sera que _L,'Ti et T, et dont 1l'intervalle sera la réunion de tous

les intervalles des éléments dont la marque d'initialisation n'est pas

¥i-

par ex :
gI:so l'analyse sémantique appliquée 3 ce
programme fournira l'information sui-
Cg) vante en 5 : t = (T, [0,0] ).
tl1l:=0 c'est-a-dire, il y a au moins un élé-

mént de t qui est initialisé et si on
choisit un é€lément initialisé, sa

valeur sera dans l'intervalle [ 0,0}

va

Sk

Comme nous étudions les tableaux, nous sommes amenés a considérer que les
déclarations qui seront faites des variables ne seront plus seulement les

valeurs entiéres, mais aussi des sous-ensembles d'entiers.

Pour les variables, il faudra faire attention lors des affectations de

rester conforme aux déclarations du programmeur.




= 35" 2

Pour les tableaux, les affectations aux €léments devront rester conformes

aux déclarations ainsi que les utilisations des indices.

Voyons un exemple complet, celui de la recherche dichotomique d'une clé

dans un tableau :

recherche dichotomique

program dichotomie ;
var I, S, M : integer ;

t : array E 1 .. 100 ] of integer ;

k : integer ; (# clé & rechercher x)
1 : integer ; (% indice auxiliaire %)
a : integer ; (% valeur auxiliaire )
begin
for 1 : =1 to 100 do
begin
read (a) ;
t[1] : =a;
end ;
read (k) ;
I :=1;
S : = 100 ;
while I £ 8§ do
begin
M:=(I+S)£\12;
if t{M] =k then I : =35+ 1
else if t [M] > kthen S :=M-1
else I :=M+1;
end ;
end.

La boucle for au début d“ programme sert uniquement & initialiser

le tableau t (on suppose évidemment que les &léments du tableau

sont triés)

Le graphe de dépendance simplifié est le suivant -
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sead (&)

I>S

=(T+8)/y

-
[
j@

= Efvd=tk

PRy, T =y

TR — <

Le résultat de l'analyse sémantique est :

I S M T
1 i Ti xi T, [ - +x ]
2 i *i *¥i T, [ ~» +o ]
3 i, [1,11 Ti i T, [ - , +0]
4 i, C1,101] i, £0,1001] T, (1,100] T, [-® , +®]
5 i, [1,1001 i, [1,100] T, {1,100] T, [ - + ]
6 i, [1,100] i, [1,100] i, [1,1001 T, [ -2 , +x]
7 i, [1,1001 i, {1,1001] [1,100] T, [ -= ]
8 i, [1,1001 i, [1,1007 i, [1,100] T, [ -w , +=]
9 i, [1,100] i, {1,1001 [1,100] T, [ - +w]
10 i, U1,1001 i, [1,1001 i, [1,100] T, [ - , +a]
11 i, [1,1013 s, (0,100] T, [ 1,1001 T, [ -0 , +2]

A chague utilisation de la variable m comme indice, l'analyse vérifie que m

reste conforme aux déclarations [1,100'1de 1l'indice de t et que M est bien

initialisée.
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7. Conclusion

Nous venons de voir les résultats obtenus par un analyse sémantique de
deux exemples;dans un prochain chapitre, nous donnerons des exemples

supplémentaires.

La premiére constatation que nous pouvons faire est que le nombre des

tests qui devront &tre mis & 1l'exécution est de beaucoup plus faible

que le nombre de tests mis par le compilateur, car les vérifications
de débordement sont faites par l'analyse sémantique ; certains tests

mis par l'analyse sémantique se révélent fort utiles et pourtant le

compilateur ne peut pas les trouver : par ex le test n > O dans
l'exemple du tri par remontée de bulles. Ceci provient du fait que,

par les intervalles, l'analyse sémantique garde un lien entre les dif-
férentes variables du programme. La vérification de 1'initialisation
n'est pas faite par les compilateurs et pourtant la non-initialisation
des variables est source de bien des erreurs, trés souvent difficilement

! détectables.

3 Ce qui va donc nous intéresser, c'est de pouvoir automatiser cette

méthode et c'est l'objet de ce-qui va suivre.
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Prototype d'Analyseur Sémantique

Introduction

Le prototype que nous avons construit est congu pour analyser des
programmes qui seront écrits dans un langage, qui sera un sous-
ensemble du langage Pascal dont nous définirons la syntaxe exacte.
Cette syntaxe, qui est relativement succinte, a été choisie ainsi
afin de ne pas compliquer le programme du prototype, étant entendu
que le principal probléme qui nous préoccupait était la sémantique.
L'analyseur sera décomposé en deux parties : la premiére phase de
préparation s'occupera de reconnaissance syntaxique, construction de
graphes de dépendance, d'étude de ces graphes et construction
d'interpréteur abstrait ; la seconde phase sera consacrée uniguement

a l'analyse sémantique.

Syntaxe

Les différentes instructions sont :
- les affectations
- les sauts conditionnels if .... then goto
- les sauts inconditionnels goto

- les boucles for, while, repeat non imbriquées

~ les lectures read, readln

- les écritures write, writeln

— les conditionnelles if ... then ... (else...)

Les expressionsarithmétiques comportent un opérateur unaire ou

binaire (+, -, %, div, mod).

Les expressions logiques sont simples : un opérateur logique

binaire (<, £ P> e =y %)

~

Les variables seront des variables entiéres (ou d'intervalles

entiéres) ou des tableaux d'entiers (ou intervalles d'entiers)

e

un indice a valeurs dans les entiers (ou les intervalles

o

‘entiers) .

Les déclarations des 3tiquettes sont, comme en Pascal, obligatoires
et les déclarations des variables ne feront apparaitre que les deux

types suivants : entier et intervalle d'entiers.

Les erreurs de syntaxe les plus flagrantes seront détectées au moment

de la reconnaissance syntaxique et produiront un arrét de l'exécution

du programme.
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Pendant la reconnaissance de la syntaxe, nous construisons des tables
d'ares et d'instructions qui représentent en mémoire les graphes de

dépendance (le graphe et son inverse).

Les instructions qui se trouvent dans une boucle while, for, repeat

ou une conditionnelle if_.. then .. (else .. sont réduites & la lecture,

l'écriture ou l'affectation, ce qui interdit momentanément 1'imbrica-
tion de telles instructions et oblige de ce fait l'utilisation de
l'instruction de saut ; ce choix a &té fait afin que, dans un premier

temps, la reconnaissance syntaxique ne soit pas trop importante.

Aprés la construction des graphes une étude rapide permet de détecter
les erreurs grossiéres comme par ex : les boucles sans fin(l : goto ﬁ.
Pour les programmes contenant ce type d'erreurs, il sera demandé au

programmeur de revoir son programme.

3. Etude du graphe

Cette étude fera l'cbjet d'un complet chapitre ultérieurement ; dans
ce chapitre, nous allons seulement donner 1'idée générale du probléme.

Dans le programme suivant représenté par le graphe :

4

Nous voyons que l'analyse symbolique aura le noeud 1 comme point de
départ ; intuitivement, nous nous doutons qu'elle va exécuter la
boucle 2 -~ 3 jusqu'é obtention d'une condition qui lui permettra
d'atteindre le point 4. L'exécution calcule la condition de sortie
de la boucle 2 - 3 - 2 grace aux valeurs exacies des vdrliables Jdu
programme. Ce calcul d'une condition de sortie ne pourra évidemment

se faire de facgon identique lors d'une analyse sémantique puisque

les valeurs exactes ne seront pas connues.

Pour l'analyse sémantique, il faudra donc connaitre, & partir du
graphe seul, les chemins qu'il faudra emprunter, dans quel ordre et

sous quelle condition.
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Intuitivement, nous pourrons affirmer gu'il faut analyser une boucle
avant de pouvoir analyser l'arc de sortie lui correspondant et que lors
d'une jonction simple de chemins, il faut attendre que toutes les in-
formations en provenance de ces chemins soient présentes. Sur le petit
exemple, l'exécution symbolique se ferait donc ainsi : (1 2), (2 3),
(3 2), 2 3), (3 g e 3 2), (2 4).

La condition de sortie serait calculée par 1l'analyse sémantique pro-
prement dite mais on peut trouver un ordre d'itération indépendamment
du calcul de cette condition. Nous verrons que la numérotation des arcs
va nous faciliter le travail et permettra d'écrire cette représentation
schématique sous la forme d'une expression réguliére. Afin de permettre
une meilleure compréhension du sujet, voyons l'exemple suivant ou les

arcs ont été numérotés a l'avance :

s

L'ordre de parcours est facile & trouver sachant ce que nous venons
de préciser : arcs 1, (entrée de boucle), (2,3), (2,3), ... (2,3),
(sortie de boucle), 4, 5 on recommence cette séquence jusqu'a obtenir
stabilité des résultats en tous les points puis on peut quitter la
boucle et analyser l'arc &, entrer dans la boucle (7,8) et l'analyser
jusqu'a obtenir pour elle aussi stabilité des résultats ; & ce moment,

on peut analyser l'arc 9.

L'étude du graphe devra comprendre de plus la recherche des points ou
devront se faire les élargissements dans l'analyse sémantique du

programme considéré. L'élargissement permet & toute boucle de voir ses
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résultats stabilisés plus rapidement ; il est donc indispensable que
toute boucle dans le programme puisse bénéficier de cette propriété ;
et par conséquent, toute boucle doit contenir parmi les points qui la
constituent un point particulier appelé noeud dfélargissement ou point
de coupure. Etant donné gque l'élargissement va dans le sens d'une perte
de précisions sur les résultats, il est préférable que 1'ensemble des
points de coupure de tout programme soit le plus petit possible.

Par ex : dans le graphe précédent, les noeuds 2 et 5 constituent le

plus petit ensemble de points de coupure.
Ces deux thémes seront repris dans le chapitre correspondant.

Toute anomalie dans le graphe (instructions non accessibles physique-
ment, entrées ou sorties multiples du programme, ...) sera détectée
d ce stade de 1'étude et 1l'arrét de l'analyse sera automatique afin de

permettre au programmeur de corriger son programme.

Compilateur abstrait

Pour l'exécution, nous avons tout d'abord écrit les équations sémanti-
ques associées aux graphes de dépendance, puis nous avons résolu ces
équations. Mais il semble évident gue automatiquement, il n'est pas
raisonnable de vouloir écrire ces équations et les résoudre. La méthode
que nous allons employer consistera & choisir des actions qui permet-

tront de simuler la résolution des équations.

ex {Pl} qui aura pour équations
X : =x+ 1 P2 = Pl (x¢—x + 1)
(P2}
pourra en fait s'écrire plus simplement :
&4 partir du contexte abstrait en Pl, exécuter (xe—X + 1)

et ranger le résultat dans le contexte de P2.

Pour cela, nous allons décrire des instructions élémentaires qui seront
origines les actions élémentaires rencontrées par l'analyse sémantique
(par ex : exécuter un arc) ou les actions élémentaires que l'on trouve

dans tout langage d'assemblage (par ex : saut conditionnel).

A partir de ces instructions et des résultats obtenus par l'étude du

graphe de dépendance d'un programme, l'analyseur (dans une premiére




passe de compilation) génére une suite de ces instructions, formant
ainsi un interpréteur abstrait dont 1l'exécution aura pour résultat
les résultats attendus de l'analyse sémantique. Les instructions de
ce langage auront la particularité de ne pas travailler sur les
valeurs réelles des variables mais sur leurs valeurs abstraites ;
les instructions pourront &tre considérées comme des fonctions dont
les ensembles de définition varient selon l'instruction. Appelons
provisoirement C le contexte abstrait d'un nceud ;
% la premiére de ces instructions est 1l'instruction d'exécution
d'un arc du graphe (c'est-a-dire une affectation, une branche de
test, une lecture, ...)
arc : NxC——C
(j, m»—>0O
ol j désignera l'instruction & exécuter,
m sera le numéro du contexte de départ
le résultat sera mis dans un contexte dit de travail et
référencé par la valeur O ceci permettra de vérifier la cohérence
de tout résultat intermédiaire - aprés une exécution d'arc-avant

de ranger le résultat dans le contexte convenable.

% Nous noterons que l'analyse en avant fait toujours référence aux
résultats obtenus par l'analyse en arriére (et vice-versa, l'analyse
en arriére fait toujours référence aux résultats obtenus par l'ana-
lyse en avant) ; il faut donc prévoir de pouvoir faire 1'intersection
de ces deux analyses & tout moment, spécialement lorsque l'un des
contextes vient d'étre modifié (par un calcul, un élargissement, ...)

inter : ¢ x C—C

(i, —oi.

La jonction de chemins dans le graphe nous fait apparaitre deux possibi-
lités lors de l'analyse sémantique : la phase d'élargissement et celle

de rétréciss

3

ment., Mais 1'élargissement (ou le rétrécissement) ne se
fait gqu'aux noeuds qui ont &té désignés par 1l'étude du graphe comme
points de coupure, les autres noeuds de jonction étant des noeuds de
jonction normaux ; pour les noeuds de coupure, ce seront les fonctions
d'élargissement et de rétrécissement qui seront utilisées ; pour les
autres, il suffira de connaitre les fonctions de réunion et d'intersec-

tion ;
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% élargissement : Cx C—oC

- elargt - (i, ih———s3 soit. C (j) = C (LYv C (3J)

x= rétrécissement : C x C———C

- retrect- (i, J)—m 3 soit C (j) = ¢C (L) a C (3J)
% réunion : Cx C—C

- reuna -~ (i7 Ip——u3j soit C (J) =C (i) U C (3J)
x intersection : Cx C——C

- interc - (i, Ir——s3j soit C (j) = C (1) C (3)

Notons que interc fait l'intersection de deux contextes calculés par
l'analyse en avant (ou deux contextes calcules par l'analyse en arriére)
alors que inter fait l'intersection d'un contexte abstrait trouvé par
l'analyse en avant avec un contexte abstrait calculé par l'analyse en

arriére : ces deux fonctions sont différentes et il é&tait préférable

de bien les dissocier.
Nous aurons bien entendu besoin de l'instruction de chargement. que nous

noterons :

rangtda : C——— C qui range un contexte i dans un contexte j
]
Les fonctions d'élargissement et de rétrécissement, bien gue similaire,
ont dl &tre séparées lors de la création de l'interpréteur ; ceci est
di au choix que nous avons fait lors de 1'étude du graphe de dépendance

et, plus particuliérement, 1'étude des noeuds de coupure.

Nous sommes de plus amenés & conserver certaines valeurs & ces différents
noeuds, et & introduire de ce fait des contextes spéciaux qgue nous appel-
lerons contextes de rétrécissement. Et bien entendu, il faudra étre ca-~

pable de charger des valeurs dans ces contextes de rétrécissement, ainsi

que de récupérer des valeurs rangées.

Ce qui nous fait définir les fonctions de rangement suivantes :

rangtdr : C ———C rétrécissement
rangtra : C @,
rétrécissement

Ces fonctions seront complétées par une fonction permettant d'ajouter
de nouvelles valeurs dans ces contextes de rétrécissement

reunr ;. B x C —C
rétrécissement rétrécissement rétrécissement




% rangtdr i | ——a—— | soit C (3) = C (i)
retrec.
¥ rangtra 2 l—aj soit Cc (j) = cC (i)
) retrec
% reuny : (1,3)e—>] soit c (j) = c¢ (i) U c (3) .
retrec retrec retrec

C'est & ce niveau que vont apparaitre les conditions de stabilité dont
nous parlions sous peu. Ces conditions vont déterminer si une boucle
mérite d'étre analysée une nouvelle fois ou si l'exécution peut quitter
la boucle et passer & l'arc suivant. Une fonction comp va comparer deux
contextes et fournira la réponse par l'intermédiaire d'une variable

cond booléenne :

# cond : CxC——3B

(i,3) ol = C (i) opc C (j) et opc est un

opérateur de comparaison

C (i) et C (Jj) étant des contextes, le seul moyen de les comparer
est de voir lequel contient l'autre. Nous faisons le choix opc = C
et il nous suffira de changer la place de i et j si nous voulons

obtenir l'inclusion inverse.

Le saut conditionnel sera obtenu par la fonction jump qui aura pour
argument la valeur booléen cond et pour paramétre une valeur booléenne :Si

cond est égale a cette valeur, alors le saut au numéro de ligne indiqué

comme résultat devra s'effectuer, sinon continuer en séquence.

* jump : B— N p sera en général choisi & tme
P——>n n sera le numéro de ligne dans
l'interpréteur abstrait

Le saut inconditionnel sera désigné par

£ jumpi :§ |——>N

n

Grdce a ces 13 fonctions nous allons pouvoir construire le compilateur

abstrait mais auparavant, nous pouvons faire quelques remarques.

Tout d'abord, de la méme fagon que nous devions conserver les contextes

de rétrécissement, nous allons devoir garder pour chague noeud téte de

cycle (point de coupure ou non) les contextes de 1l'exécution précédente
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mais au lieu de créer une nouvelle classe de contextes - ce qui nous

obligerait & utiliser de nouvelles fonctions d'interprétation -, nous

allons tout simplement utiliser les contextes correspondant aux noeuds

5 de numérotation. De la sorte les fonctions portant sur les contextes
"normaux" (ie par les contextes de rétrécissement) sont toujours uti-
lisables. Les contextes de comparaison seront numérotés & partir de - 1
en décroissant & mesure que les noeuds tétes de cycle seront rencontrés.
Un probléme auquel il faudra faire trés attention est celui des graphes
[ pour lesquels il existe une boucle qui a plusieurs entrées : ce cas,

I s'il est souvent oublié&, perturbe considérablement les calculs de l'ana-
i lyse sémantique.

Pour chaque programme, il suffira d'écrire le code abstrait en avant

et le code abstrait en arriére et les informations sur les graphes
deviennent alors sans objet.

Donnons 1'exemple du code abstrait en avant pour 1l'exemple suivant :

®

Nous omettrons volontairement le détail des techniques de compilation

utilisées pour obtenir le résultat stivant :

1 arc 1 1
2 inter 0 2
3 rangtda O 2
4 comp 2 = 1
5  jump & 16
6 élargt -1 2
7 inter 2 2
8 rangtda 2 -1
; 9 arc 2 2
| 10 inter 0 3
: 11 rangtda O 3
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12 arc <) 3
13 inter 0 2
14 réuna 0 2
15 jumpi 4

16 arc 4 2
17 inter 0

18 rangtda 0 4

Ces 18 instructions élémentaires décrivent uniquement la phase d'élar-

! gissement. La construction de ce compilateur nécessite une étude rapide

3 de l'ordre de parcours délivré comme résultat par 1l'étude du graphe.

Ce compilateur fait gagner du temps (50 % & 75 %) & l'analyse sémantique :
pour donner un ordre d'idée, pour un programme d'environ 150 lignes, le
gain de temps est de 50 secondes pour un temps d'exécution (d'analyse
sémantique) total de 75 sec. Mais nous devrons faire d'autres comparai-

sons afin de pouvoir juger efficacement du gain réalisé.

5. Analyse sémantique proprement dite

La phase d'analyse sémantique est constituée de deux parties : 1l'exécu-
tion de l'analyse en avant et l'exécution de l'analyse en arriére. Ces
exécutions se font directement & partir des interpréteurs abstraits
décrits ci-dessus ; il reste & décrire la mise en oeuvre des fonctions
communes a ces deux analyses, a savoir l'arithmétique et les predicats
sur les valeurs abstraites. La derniére phase de l'analyseur sémantique
consiste & calculer les tests qui doivent étre mis & l'exécution.

La description des actions propres & chaque situation ou & chaque

instruction a été faite dans tout ce qui a précédé.

6. Conclusions

Nous avons effectué un regroupement des différentes phases afin de
rendre le programme plus lisible et plus structuré d'une part, d'uti-
liser le minimum de place avec les variables d'autre part.

Ce programme complet a été écrit en langage Pascal et a été implanté

sur ordinateur IRIS 80 ; il compte environ 6500 instructions et a été

divisé en deux parties sensiblement de méme taille.

v
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La premiére partie regroupe la phase d'analyse syntaxique et de
construction des graphes (~ 1800 lignes), d'étude des graphes (~ 500
lignes) et de construction des interpréteurs abstraits (~ 700 lignes) :
en tout « 3000 lignes. ‘

La seconde partie ne s'occupe que de la sémantique et des tests

( ~ 3500 lignes).

Annexe : utilisation de l'analyseur

Avant de commencer 1'étude d'un programme, l'analyseur a besoin de deux
valeurs d'indicateurs qui sont les options. La premiére option concerne
la premiére phase de l'analyseur : six valeurs de 0 & 5 sont possibles

et ces valeurs correspondent & :

pour O : aucune informatique n'est écrite

pour 1 : écriture de la table des arcs et de 1l'interpréteur
abstrait

pour 2 : écriture de toutes les tables construites pendant la
phase d'analyse syntaxique (arcs, étiquettes, instruc-
tions, noeuds, noeuds d'élargissement)
écriture des expressions réguliéres représentant les
graphes
écriture de l'interpréteur abstrait

les options 3, 4 et 5 reprennent les options 0, 1 ek 2 respective-

ment et font en plus une étude complémentaire du graphe afin de

détecter les boucles mal construites.

La seconde option concerne la phase sémantique et permet la sortie de

résultats intermédiaires. 11 valeurs sont possibles

0 : liste des tests a l'exécution

1 : liste des tests & l'exécution et liste des numéros des
lignes dans lesquelles apparaissent des srrours

2 : liste des tests & l'exécution
contexte final sans autre indication que les valeurs
abstraites de toutes les variables en tous les noeuds
du graphe

3 : ajoute & l'option 2 une analyse en avant préliminaire,

permettant de découvrir le type d'une erreur apparue
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: ajoute a l'option 2 tous les contextes intermédiaires

£

>
=

=

4
5 : méme résultat que l'option 4 mais signale le code des

erreurs
Les options suivantes (de 6 & 10) ne peuvent &tre utilisées que sur de
petits exemples & cause de la quantité d'informations réunies

6 : ajoute a 5 la liste des fonctions appelées de l'inter-

préteur
: ajoute & 6 toutes les analyses en avant détaillées

7

8 : ajoute & 6 toutes les analyses en arriéres détaillées
9 : ajoute & 6 toutes les analyses détaillées

Ces options ont surtout servi & vérifier que les fonctions sémantiques

€taient bien conformes & leurs spécifications.

L'option 10 est une option 9 réduite (elle évite 1'impression de contextes

intermédiaires tant que ceux-ci sont invariants) .

Pendant toute 1l'analyse, nous avons conservé avec l'indicateur d'erreur
un code qui permet dans une trés large mesure de trouver d'ou provient
1l'erreur. Nous avons donc rangés les différentes erreurs possibles dans

sept catégories :

- ytilisation d'une variable non intialisée

- débordement arithmétique (dans le calcul d'une expression)

- débordement logique (comparaison de deux variables dont les
intervalles ne sont pas compatibles pour ce test. Ce qui
conduit & une branche de test inaccessible)

- incompatibilité avec les déclarations

- incompatibilité de variables (cas ol l'on veut affecter
une valeur d'une variable & une autre variable dont les
valeurs abstraites sont incompatibles)

- incompatibilité avant-arriére (l'information obtenue
par l'analyse en avant est incompatible avec 1'information
obtenue par 1'analyse en arriére)

- valeur incompatible avec une fonction (ex mod - 1 est

interdit)

Remarque
Dans la machine, il n'existe pas de -« ou + « ; nous avons donc utilisé
les plus petite et plus grande valeurs entiéres - 32768 et + 32767.

Bien que 1'IRIS 80 soit une machine 32 bits, nous avons préféré ces deux
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valeurs pour la lisibilité. Le fait que les infinis soient devenus des
valeurs finies va compliquer un peu les vérifications et obliger a '
ajouter des tests dans les fonctions arithmétiques et les prédicats
afin d'éviter les débordements ; dans toutes ces fonctions, il faudra

tenir compte du fait que chaque opération doit donner un résultat qui

doit rester entre les bornes numériques fixées.
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V - Exemples

1. programme : uniforme - binary - search : temps d'analyse 19 mn
3 100€
| 2. programme : bubble - sorting : temps d'analyse 23 mn
! e
= 100
|
% 3. programme : gries - justify : temps d'analyse 25 mn
100

.

4. programme gries - justify : déduit du précédent par modification

de la ligne 23

5. programme : ackRermann : temps d'analyse 20 mn

100°

6. programme : partition - exchange - sort : temps d'analyse 105 mn

100°

7. programme : list marge — sort : temps d'analyse 132 mn

100®

8. programme : pged (erroné : & la ligne 41)

9. programme : binary - search (erroné : k non initialisé)
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PROGKAM UNIFURM-BINARY-SEARCH;

LABEL 20,30,40,97,%8,99;

VAR

BEGIN
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REAC(w) ;
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END .
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U <= N

DO

THEN GOTO
THEN 6OTD

= J THEN GOTO 68;
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PRKOGRAM BUBBLE-SUKTING;
LABEL 1,2,37‘075;

VAR
¢ INTEGER}
J ¢ INTEGER;
¢ INTEGER;

1 ¢ ARRAY(0..1000! BF IWNTEGER;
INTEGER;
INTEGER
ENTEGER

e o s

BEGIN
READI(N) ;
K = 13
WHILE K <= N DO
BEGIN
READ(X);
Sliwnt = X3
K = K + 1

=z
-e

=0 THEN 6070 53

<> 1 THEN GCTL 33

THEN GOTO 43
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A LA LIGNE : 43

® 60208000000 0900000

- 66. %
I il LT, { o , J )
J HH INIT~?, { 1, 1000 )
N HH INIT ( ¢ ,» 100C )
51 s INIT-72, (-32768 , 327617 )
X 3t MIT=-2, (-32768 , 32767 )
K 3 INIT (-32768 , 32767 )
L s [NIT=-7, ( 1, 32767 )

LISTE DES TESTS A L EXECUTION

LIGNE = 18 N > 0
LIGNE ¢ 18 N (= 1000
LIGNE ¢ 24 J <= 999

A \-E‘._:._." H




1 PROGKAM GRIES-JUSTIFY;
2
4 LABEL 21427,55;3 - 165 &
&
5 VAR
6 N3 Ueedl?67;
7 L V..2767%
3 S P U.e.ag167;
9
10 b ¢ INTEGER;
11 F 2 0..3¢767;
12 U 2 U..z2767;
13 Tt 1..32767;
i 14 E ¢ INTEGER;
15
16 K 2 1..3¢767;
17 A ¢ INTEGER;
1& X ¢ INTEGER;:;
19 C ¢ INTEGER;
20
21 EEGIN
22 READ(X);
23 N ¢= 1003
24 READ(Z);
25 REAC(S) ;
26 READ(B)
21 IF N <=1} THEW GCTC 333
28 A = 7 M3UL 23
29 IF A =0 THEN
30 BEGIN
31 A = N - 13
32 Q@ 3= S DIV A
33 C = A
34 A = S MOD (3
35 T 3= 1+ A3
36 P 2= Q + 1;
317 END
38 ELSE
39 BEGIN
40 A = 4 - 13
41 P ¢= S DIV A
42 C t= Aj
43 A = S MOD C3
44 T := N - A;
45 € 2= P + 1;
46 END;
47 K = N3
48 E = §3
49 2L
50 IF K = T THEN GOTU 27
51 IF X <> X THEN
52 BEGIEN
53 E v 8 E 5
54 END;
5% KN o$= K = 1; LISTE DES TESTS A L EXECUTICHK
56 E HE Q; ERE X LR S 32T - X - s % &
57 GCTL 213
58 21:
59 IF E = THEN GOTO 33;
60 IF X <> X THERN LIGNE = 25 Z >=
61 BEGIN LIGNE ¢ 26 S >=
62 B 2= B + Eg3 LEGNE 3 54 K >=
63 END; LIGNE ¢ 63 K >=
64 Ntz K o= 13
65 E t= E - P;
66 33:
67 END .

PO O




nggcRAM GRIES=-JUSTIFY;
B LHBEL 21427,35;

\.rAR

J.e22767;
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Oee32767;

.
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e ve
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READ(X)

THEN GOTG 33
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THEN GOTD 27;

IF K =T
A THEN

<< X
BEGIN

o

= B + Ej
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THEN GOTO 33;
THE™"
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PROGRAM ACKRERAANNS

LABEL 1,4,3,‘015’6;

VAR
V ¢ AKKAY{1l..1u00! CF INTEGEK;
P ¢ ARRAY[1..1023!' TOF INTEGER;}
M ¢ INTEGER;
I ¢ INTEGER:;
L ¢ INTEGER}S
J ¢ INTEGEK;
L ¢ INTEGER;
N ¢ INTEGEK;
BEGIN
REAC(N)
REAC(N);
IF M = Q THEN GDTD 53
L 3= M + 1;
J 1= 13
wkFlLE J <= L DU
BEGIN
NI dY = 1%
PlLJr = -1
J t=Jd + 13
ENC3;
viiy 2= 13
Pi1t = 03
1:
Vil := 1 + 13
PllY == t o+ 1;
1 := 1)
2
IF PlI®' =1 THEN GETU 33
L =1 + 1;
IF PiTY <> vIL! THEN GLTO 13
L 2= 1 + 13
VIiL! = V[l
PILY 2= P[L! + 1;
IF I = M THEN GDTO 43
I := 1 + 1;
GCCTC 23%
3:
L T2 0 =* Lh
viLr = vilrts
PlLY = 03
IF I <> M THEN GOGTC 13
44
L 3= M + 1;
TF PILLY <> N THEN GUTLC 13
Z = Vil
GOTL &3
5
Z = N+ 1
6
END.

LISTE DES TESTS A L EXECUTICN

LIGNE = 17 M >= 0
LIGNE ¢ 17 M <= 996
LIGNE ¢ 19 N = -1
LIGNE ¢ 41 1 (= 998

LIGNE 3 54 N <= 32766
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PROGRAM PARTITIUN-EXCHANGE=-SCRT

LABEL 20430,40,41,50,60,61,70,71,80,81,82,€3,9G,99;

VAR

[V VR o]
(@]

ey 9 o0 sq

ARRAY[1..1000!
ARRAY[1..1300:!
ARRAY[1..10300!
ARRAY[1..1000!

aF
CF
OF
CF

INTEGER;
INTEGER
INTEGER§
INTEGERS

70

INTEGER;
INTEGER
INTEGER;
INTEGERS
INTEGER
INTEGER;
INTEGER;
INTEGER
INTEGER;
INTEGER;S
INTEGER
INTEGER}
INTEGER;

o oo

ee 93 9 ee ©0 se we v

X VXD OO D2

-
oo o0

BEGIN
READ(N) ;
B = 13
wrillLE B8 <= N DO
BEGIN

n
(=]
..
T om
m pad
.. IT> es we o0 O
] [ow IO T IR T BN T I 24

-n

<M THEN GOTO 803

ve oo
es ee 1y |}

i

|

x\?\:_..«»«m

—

()
o
L1]

KL THEN GOTC 403

THEN GOTO 41j

IF K{I! >= K1 THEN COTC 603
I == 1 + 13
GOTE 503

60:

THEN GCTC 613




70 D 3= C - I3

71 B := 1 - L

12 IF D >= B THEN GLETO 71
73 B = Q + 1

74 Stey ¢= 1 + 13

75 SOfE! = R1j

e C 3= 1 - 13

17 cOTO 203

78 71

76 G 2= Q0 + 13

80 St = Lj

81 sgl@y 2= 1 - 13

82 L =1 + 13

83 GO0TO 203

84 8QC:

85 D = L + 1;

86 81z

871 1F J > r1 THEN GCTED 903
88 K1 2= wild!;

89 R1 = R[4}

9C 1 ¢2= J - 13

91 g2

92 IF K[! <= Kl TH4EN GOTU 83
93 B = [ + 13

94 Ri{B!Y = Ril!;

95 I ¢t= 1 - 13

96 GOTC 823

9% 83:

98 B = 1 + 13

99 RiB?! := R1;

100 J 2= J + 13

101 GCTC 81

102 9y0:

103 1F & = 3 THEN 6OTO 99;
104 L = S[Q1;

105 C = SulQ;

106 G = § - 13

107 G070 203

108 g99:

109 END .

LISTE DES TESTS A L EXECUTIOK

LIGNE = 27 N (= 1000
LIGNE ¢ 40 M >= -327671
LIGNE 42 L >= 1
LEGNE ¢ 42 L K= 1000
LIGNE ¢ 42 Q K= 969
LIGNE ¢ 42 C >= -32767
LIGNE ' 48 4 >= -32767
LIGNE : 51 Jd <= 1000
LEGNE = 59 I <= 999
LICNE 85 VARIABLE J A INIFTIALISER
LIGNE ¢ €5 J  O>= -32767
LIGNE 85 VARIABLE R1 A INITIALISER
LIGNE ¢ 88 4 »>= 2
LIGNE =2 88 Jd <= 1000
LIGNE : 93 I >= 2
LIGNE 3 1G5 L <= 32766
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1 PROGRAM LIST-MERGE-SOKT
P
3 LABEL 20930,31,432+51,60461,62,71,80,481,82,993
4

5 VAR

6 Rl ¢ ARRAY[1..1000!' GF INTEGER}
7 k1l 2 ARKAY({1..1000! OLF INTEGER;
8 Ll ¢ ARRAY[U..1000!' ULF INTEGER};
9 N ¢ INTEGER;S

10 I ¢ INTEGERS

11 A ¢ INTECER;S

12 U ¢ INTEGER}?

¥3 T ¢ INTEGER;

14 P ¢ ENTEGER;

15 o ¢ INTEGER;

16 E ¢ INTEGER;

17 M ¢ INTEGVER;

18 S ¢ INTEGERS

19

20C EEGIN

21 READ(N) 3

22 Uu = 13

23 WHILE U <= N DG

24 BEGIN

25 READ(A);

26 R1{uU! = A;

21 Kl{ur 2= Ay

28 Lot= U + 13

29 END 3}

30 M = N + 13

31 L1[I0Y 2= 13

32 L1IIMY = 23

33 LIINY = U3

34 M = N - 1%

35 L1[{MY 3= 03

36 U e= N - 23

37 I = 13

38 READ(E)} 3}

39 WHILE I <= © DG

40 BEGIN

41 L1{L! 2= 3 - I

42 L1[ffr ¢= L1{IY - 2%

43 t= 1 + 15

44 END;

45 2C:

46 S = P

47 T ¢= N + 13

48 P = L11S;

49 G ¢= Li[Ty,

50 IF Q= J THEN GOTD 99;
51 30

52 IF K1[P? > K1[Q! THEN GDTO 60,
53 IF E > 0 THEN GUTU 313

54 L1[S! 2= 0 - Py

55 GLTC 323

56 al:

51 L1{SY := P

58 228

59 S &= “PJs

60 P s= L1[P!;

61 IF P > 2 THEN GOTC 30;

62 LI[S! := w3

63 S &= Tv

64 T 2= Q3

65 51:

66 @ = L1[Q's

61 IF ad > 0 THEN GOTO 513

68 GETO 813




79
71
72
73
T4
75
76
77
738
79
80
81
82
63
84
85
86
87
88

30
91
g2
93
94
95
96
N
98

THEN GUTD 613
- Q;

THEN GOTO 30;

THEN 6OTu 713

THEN GOTC 303
THEN 6OTC 81;

DES TESTS A L EXECUTION

S 1= Qs
G 2= L1lQYs;
IF « > 0
L1[SY = P;
S = T3
T :t= Py
71:
t= L1[PY;
1F P J
80:
F =0 - P;
§ 2= b - g%
1F G <> 0
IF E > v
L1{SY = P;
GOTU 23
g1
L1(SY = 9-P3
g2:
LI[TY = O3
GOTOD 203
99:
END.
LISTE
LIGNE
LIGNE
LEIGNE
LEIGNE
LIGNE
LIGNE
LIGNE
LIGNE
LIGNE
LICGNE
LIGNE
LIGNE
LIGNE

LIGNE

: 22 N >= 1
: 22 N K= 999
s S0 Q@ >= 0
: 50 4@ <= 1000
: 52 P >= 1
: 52 P K= 1000
s 5 T >= 2
: 53 § (= 0
: 61 P D>= -327¢61
: 6l P (= 1000
: 67 Q >= -1000
: 18 Q@ >= -1000
¢ 718 Q@ K= 10C0
. g4 P O>= ~327&7
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PRUGKAM PG .C.D.-TAB
LABEL 1'2,3,Qy5’0;

VAR

S1 ¢ ARRAYI[1l..1
K INTEGER;

I INTEGERS

L INTEGER;

S INTEGER;

FC ¢ INTEGER;

J ¢ INTEGER;

N ¢ INTEGER;

A ¢ INTEGER;

s se oo oo

EECIN
REAC(N) ;
K ots 13-
WEILE K <= N
BEGIN

W
.

—
.
L
—
|
—
-
'\0

LEAU;

JUJ3! CF INTEGER;

¢0TQ 53
THEN GLTL 33
THEN €CTC a3

N

GOTU 63
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PRGOGRAM BEINAKY-SEARCH;
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BEGIN
READ(N) 3§
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BEGIN
READ (A)
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.
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oo e G
H u e O
.
"
(=

THEN GOTO 983

— T
nou

THEN €¢OTO
THEN GLTO

IF
IF
GOTO

: ARRAY[1..1000! CF INTEGER}
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VI

Etude du graphe

L.

Introduction
Dans les chapitres, nous avons supposé que cette étude devait
nous donner des informations susceptibles de servir l'analyse
sémantique. Les deux informations que nous aimerions avoir sont :
- comment choisir les points de coupure ?
- comment parcourir un graphe ? ie, quels arcs suivre ?
Nous avons vu que les points de coupure sont les noeuds du
graphe auxquels sera appliquée la fonction d'élargissement (et
par voie de conséquence, la fonction de rétrécissement) ; remar-
quant que 1l'élargissement conduit & une perte de précision sur le
résultat, il est nécessaire d'obtenir un ensemble de points de

coupure le plus petit possible.

La parcours d'un graphe doit se faire indépendamment des instructions
et devra tenir compte d'une série de contrainte§concernant le graphe

ainsi que du fait que le graphe n'est pas forcément "bien construit”.

Ces deux problémes ont en fait un point commun : 1l'algorithme de
parcours en profondeur d'un graphe. Cette idée nous a amenés a
penser qu'un seul programme pouvait résoudre ces problémes simul-

tanément.

La premiére partie va nous rappeler ce qu'est le parcours en pro-
fondeur d'un graphe, suivie d'un paragraphe consacré & la recherche
des points de coupure dans un graphe réductible. Ce résultat sera

étendu dans un troisiéme paragraphe aux graphes irréductibles.

Le parcours en profondeur va également nous permettre de construire
des composantes fortement connexes dans un graphe et la décomposi-
tion d'un graphe en composantes fera l'objet d'un quatriéme et

cinquiéme paragraphe.

Notre but sera de regrouper tous ces résultats en un unique
algorithme, de préférence itératif et nous en parlerons & la fin

de ce chapitre.

Parcours avec priorité a la profondeur

Ce paragraphe résume les travaux de R. Tarjan [72]




a)

b)

définitions

. un graphe G est défini par A x N oli A est un ensemble d'arcs
et N un ensemble de noeuds ; nous ne considérerons que les
graphes orientés ;

. un chemin m-——z———>n est une suite de noeuds et d'arcs qui
part de m pour arriver a n ;

. un chemin est simple si tous les noeuds sont distincts ;

. un chemin n-——31—~>n est dit fermé ;

. un chemin c : n———f——»n est un cycle si tous les arcs sont
distincts et si le seul noeud & apparaitre deux fois (exacte-

ment deux fois) dans C est n.

parcours en profondeur

Soit G un graphe que nous aimerions explorer ; a l'état initial,
aucun noeud n'est exploré ; nous commengons le parcours en un

noeud quelconque et choisissons un arc que nous allons suivre ; en
traversant cet arc, cela nous conduit & un nouveau noeud ; nous
continuons ainsi et & chaque étape, nous choisissons un arc partant
d'un noeud déja atteint et nous suivons cet arc qui conduit & noeud

qui est soit nouveau, soit déja atteint.

Quand nous suivons un arc partant d’'un noeud, nous choisirons un
noeud non encore atteint (s'il existe) et commencerons une nouvelle
exploration & partir de ce point ; éventuellement, nous traverse-
rons tous les arcs de G exactement une fois chacun ; un tel procédé

est appelé "parcours" de G.

Considérons maintenant la régle suivante : quand il s'agit de suivre
un arc, nous choisirons toujours un arc partant du dernier noeud
atteint qui a encore des arcs inexplorés ; une exploration qui uti-
lise cette technique est appelée "parcours avec priorité a la

profondeur" de G.

Ci-dessous l'algorithme de parcours en profondeur ; le résultat
de ce programme est un tableau 'nombre' qui fait correspondre a
chague noeud un numéro d'ordre ; notons que les numéros d'ordre
dépendent de la fagon dont on choisit entre plusieurs arcs inex-

plorés issus d'un méme noeud celui qui sera traversé en premier.




= B3 —

c) algorithme de parcours en profondeur

procédure dfs (n)

~

début

nombre [ n ] : i

i
-
G e s P T AT TS

pour tout m successeur de n faire
si m n'a pas encore été visité alors dfs (m) £si i
fpour “
fin
début /% programme principal %/
i:=0
dfs (no) /% no est le noeud initial %/

fin

3. Recherche des ensembles minimaux de coupure dans un graphe réductible

a) introduction
Les graphes finis orientés qui ne contiennent pas de cycles, ne peuvent
étre décrits que par des chemins finis, chacun d'eux contenant un nombre
fini d'arcs ; et, de ce fait, l'analyse des chemins de ce graphe se fait

habituellement dans le sens d'orientation des arcs.

L'analyse devient différente lors de la présence des cycles, car le
nombre et la longueur de chemins ne sont plus finis; dans la plupart
des cas, l'analyse des chemins de graphes guelcongues peut &tre ramenée
& celle de graphes sans cycle en choisissant un sous-ensemble approprié
de noeuds - appelés noeuds ou points de coupure - de telle sorte que
tout cycle du graphe contienne au moins un de ces noeuds ; les points
de coupure décomposent le graphe d'une facgon naturelle en composantes

ne contenant aucun cycle et pouvant &tre analysées séparément.

o

Nous allions résumer ici 1'étc

b) définitions
. un graphe qui ne contient aucun cycle est appelé "dag" (directed
acyclic graph) ;
un parcours en profondeur d'un graphe est une facgon d'explorer ce

graphe en utilisant une pile ;

ad I
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. le parcours en profondeur définit deux ordres possibles sur les noeuds
- préordre : ordre dans lequel les noeuds ont &té empilés pendant
le parcours ;
- postordre : ordre dans lequel les noeuds ont &té dépilés pendant
le parcours ;

. il définit aussi une partition sur les arcs.

- les arcs en arriére u-——— Vv tg v est déja dans la pile guand
u y est empilé ;
- les arcs du dag ;
la classification des arcs dépend du graphe et du parcours en profon-
deur ;
. pour un graphe G = (N, A, r), (ol r est la racine), et un parcours
en profondeur d , on définit 1l'arbre de G par Gd = (N, A;, r) ou A est
l'ensemble des arcs du dag généré par le parcougs en profondeur 2
G, est toujours un arbre avec racine et si un arc de A - Ad‘lui est

a d
ajouté, un cycle est aussitdt généré.

c) ensembles de coupure

def . un noeud u coupe un chemin P ssi il est point terminal d'un arc

dans P ;

. un ensemble S de noeuds dans un graphe G est un ensemble de
coupure ssi tout cycle de G est coupé par au moins un noeud
de S ;

. un ensemble S est minimal si pour tout autre ensemble S' :
sl <is'l;

. notons C: 1'ensemble des cycles de G qui ne sont pas coupé€s

par un ensemble S.

rg

. S
S est un ensemble de coupure ssi CG =@ .

Le probléme de coupure de cycle est monotone dans le sens suivanc :

Lemme
soit G un graphe et S, S, deux ensembles de noeuds tels que
]
CZ E_sz ; alors le nombre minimal de noeuds qu'il faut ajouter

a 52 pour obtenir un ensemble de coupure est supérieur ou égal
au nombre minimal de noeuds qu'il faut ajouter & S1 pour obtenir

un ensemble de coupure.
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Le principal probléme est de savoir choisir un nouveau noeud qui

pourrait &tre ajouté & un ensemble S sans violer l'hypothése 4d'in-

duction. Le théoréme suivant montre que, sous certaines conditions,

ceci peut étre réalisé :

LR

soit S un ensemble d'un ensemble minimum de coupure donné dans un

graphe G et soit vl———avc—+~-—qvnf————>v un cycle non coupé de CZ

2 1
supposons que vy a4 la propriété que chaque cycle de Cg coupé par
vi (1 € [Z,n] ) est aussi coupé par v, ;

alors il existe un ensemble minimal de coupure de G qui contient

S U {Vll

d) ensembles de coupures minimaux dans les graphes réductibles

Partie détaillée par Adi Shamir [ 79 ]
Nous ne reverrons pas ici la notion du graphe réductible

(voir Hecht 77 ) :

def.. si u—>3v est un arc en arriére dans un graphe réductible,
alors u est appelé la téte et v la queue ;
. soit G un graphe réductible qui est partiellement coupé
par un ensemble S de noeuds ; alors une téte u est active
s'il existe un chemin dans l'arbre, chemin de u & la queue
correspondante qui n'est pas coupé par les noeuds de S ;
. une téte active est maximale si aucun de ses descendants

dans l'arbre n'est une té&te active.

Notons que si une téte u est active, alors il existe au moins

S . g . -
un cycle dans C qui contienne u mais la réciproque est fausse.

G

De plus, & moins que S ne soit un ensemble de coupure, le graphe G
contient au moins une téte, et, de ce fait, aussi au moins une
téte active maximale. Le théoréme principal justifiant l'algo-

rithme de coupure peut s'énoncer comme suit :

th

soit G un graphe réductible, S un sous-—ensemble d'un ensemble

minimum de coupure ; si u est une téte active maximale de G,

alors SU {ui est aussi un sous-ensemble de 1l'ensemble minimal
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de coupure.

L'algorithme de base est & présent une conséquence directe du théo-

réme :

algorithme 1
1. commencer avec S = @

2. choisir une téte active maximale u dans G qui respecte

l'ensemble S ; s'il n'y en a plus, arréter ; sinon ajouter

u a S et répéter le pas 2.

Pour implanter cet algorithme, il convient d'énumérer les tétes de G
par un parcours en profondeur du graphe et de les considérer en
post—ordre. D'aprés les propriétés du parcours, tous les descendants
d'un noeud u dans l'arbre (ceci est en particulier vrai pour les
tétes actives) apparaissent avant u dans le post ordre. Toute téte
qui est active & un moment intermédiaire de l'algorithme est aussitdt
ajoutée a S et, de ce fait, cesse d'étre active, en respect avec le
nouvel ensemble S. De plus, l'ensemble S ne peut que grossir et une

té&te qui n'est pas active ne peut pas le devenir & un stade ultérieur.

Par conséquent, si des tétes sont considérées en post oxrdre, alors
toute t&te gqui est encore active quand vient son tour est une téte

active maximale.

L'algorithme 1 peut é&tre implanté de la fagon suivante :

algorithme 2
mettre S=¢ , empiler la racine sur la pile (vide) ;
répéter
tant que il existe un arc non marqué sommet ———— u faire
marquer cet arc ;
si u n'a pas encore &té visité alors l'empiler ;
sinon si 1'arc sommet——s u est un arc en arriére
alors marquer u en tant que téte ;
fsi
ftant ;
si sommet est marqué en tant que téte et est active en res-
pectant l'ensemble S alors l'ajouter & S ;
fsi ;

dépiler le sommet de la pile ;

jusqu'a pile vide ;
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algorithme linéaire

Le moyen le plus simple de vérifier qu'une téte donnée u est active
est de rechercher des chemins non coupés dans 1l'arbre entre u et les
queues correspondantes. Ceci peut-&tre réalisé de fagon linéaire en
propageant des étiquettes a partir de u en traversant les arcs de
l'arbre. La structure spéciale des graphes réductibles nous permet
d'utiliser des étiquettes trés économiques : & chaque noeud u est
rattaché un nombre 1, (u) qui sera modifié chaque fois qu'un nouveau
point de coupure sera rajouté & l'ensemble courant S.
Notons n (u) (nombre compris entre 1 et INI) la position de u dans la
séquence de noeuds de b pris en préordre.
def
1s (u) = ngj n (v) / il existe un arc en arriére W-———>v
et un chemin dans l'arbre u__ﬁf_aw qui n'est pas coupé
par SJ
si aucune téte v de la sorte n'existe, alors lS (u) est défini par O.

Ces étiquettes ont la propriété suivante :

th
soit G un graphe réductible S un ensemble arbitraire de noeuds |
de G et u un noeud qui ne fait pas partie des noeuds dont les
descendants propres dans l'arbre sont des tétes actives, alors
lS (uyg n ().
Supposons maintenant que ces étiquettes sont initialisées et
modifiées {(quand S change) par un processus externe de telle
sorte que l'algorithme 2 puisse bénéficier de cette information
supplémentaire. Le théoréme suivant montre que, quand des tétes
actives successives sont considérées et désactivées en postordre,
le pas 6 de l'algorithme peut &tre implanté comme une simple véri-

fication qui ne requiert qu'un temps constant.

th
soit G un graphe réductible et S un ensemble arbitraire de
noeuds de G. Si un noeud u est tel qu'aucun de ses descendants

directs dans l'arbre n'est une téte active, alors u est lui-

méme une téte active ssi ls (u) = n (u) .
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Ce qu'il reste & faire, c'est développer une procédure efficace pour
générexr les étiquettes lS (u) ; pour cela, nous allons mélanger les
deux opérations de calculs d'étiquettes et de sélection de point de
coupure. A une étape intermédiaire dans le processus, seuls quelques
noeuds de G auront une étiquette (soit L ce sous-ensemble) et S est
un sous-ensemble de noeuds étiquetés. Afin de rendre ce procédé
efficace, nous devons ajouter de nouveaux noeuds i L et a S, en

accord avec les régles suivantes

i) les noeuds sont ajoutés & L en postordre (i.e. un noeud est
étiqueté seulement une fois que les &tiquettes, de tous ses
descendants sont connues)

ii) un noeud qui ne peut &tre ajouté i S qu'immédiatement aprés

avoir été ajouté a L.

A présent, nous allons développer daux procédures, l'une pour ajouter
un noeud & L (tout en gardant S fixe), l'autre pour ajouter un noeud
a S (tout en gardant L fixe)
Ces procédures préservent la correction des étiquettes dans 1'ensemble L
avec respect des points de coupure dans l'ensemble S, et la correction
en tout point du processus d'étiquetage se déduit alors par une induction
sur ILY + IS1).
La procédure pour étendre L est motivée par le théoréme suivant :
th
soit G un graphe réductible et S un ensemble arbitraire de noeuds,

alors pour tout noeud u de G, l'équation suivante est vérifiée :

1s (u) ={O si u S ou si u n'a pas de descendant direct
E§§_(ls vl) ys ls (vi), n (vi + 1), ... n (v_)) sinon
ol U———>Vv], ..., U———3 vi sont tous les arcs de l'arbre
partant de u
et u—-svy + l1,...u———> vp sont tous les arcs en arriére
partant de u.
Considérons le probléme de modification d'étiquettes des noeuds de L
quand un nouveau noeud est ajouté & S ; comme le prouve le théoréme

suivant, au plus une étiquette peut &tre affectée si les régles sont

observées :
th
soit G un graphe, L un ensemble de noeuds pour lesquels des

étiquettes ont été calculées en postordre , et $ un sous ensemble

de L.




- 99 —

si u est le noeud suivant ajouté & L, alors ajouter u a4 S laisse
toutes les étiquettes de S correctes avec respect du nouvel ensem-

ble SU { u et change lsU f

L'algorithme final utilise un parcours en profondeur pour numéroter

les noeuds du graphe G en préordre, pour les étiqueter en postordre,

pour considérer les té&tes successives en postordre et pour ajouter de
nouveaux noeuds a S (en changeant leur é&tiquette & O quand l'étiquette

de postordre et le numéro de préordre coincident).

Il a la méme forme que l'algorithme 2 ; et son temps d'exécution et '

son occupation de mémoire sont linéaires en IN1 + IAX.

Algorithme 3

mettre S & § ; mettre le compteur ¢ & 1, empiler r sur la pile
(vide) ; f
répéter

~

mettre n (sommet) & ¢ ; incrémenter c ; mettre 1 (sommet) a O

e

tant que (( il existe arc non marqué sommet — > u et u déja
visité) ou (;é arc)) faire
si (il existe arc non marqué et u déja visité) alors

si (sommet - —»u) est un arc en arridre alors 1

1 (sommet) : = max (1 (sommet), n (u)) £si
sinon
si (1 (sommet) = n (sommet)) alors ajouter sommet a<
faire 1 (sommet) : = O ;
fsi

conserver le sommet courant de la pile dans v ;
dépiler ;

si (77 pile vide) alors 1 (sommet) : = max (l(sommet
1 (v)) fsi

fsi

ftant

si (il existe un arc non marqué sommet ——3u et u non visité)

et (- pile vide) alors marquer 1l'arc ;
l'empiler ;
fsi

jusqu'a pile vide ;
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un ensemble minimal de coupure S est : {2,31
il n'est pas unique puisque }2,5] et{3,6j
sont également des ensembles minimaux de

coupure

L'objectif est & présent d'étendre ces résultats aux graphes qui

ne sont plus réductibles.

4. Ensembles de coupure dans les graphes quelconques

Cette partie résume un article de Barry Rosen [80]

a) Introduction

Soit G = (N, A, r) un graphe orienté oli tous les noeuds pourront
étre atteints par un chemin partant de la racine r ;
dans les applications, il ne sera pas nécessaire de découvrir un
ensemble de coupure minimal mais il serait intéressant de découvrir
un ensemble de coupure bien plus petit que l'ensemble des noeuds

du graphe ;

l'algorithme 4 qui va &tre développé ici s'exécute en temps linéaire

et trouve deux ensembles S

1 et 52 tels que § = S| U 52 est un ensemble

de coupure vérifiant :
S; & | ensemble minimal de coupure| «lsil +|52| =1{sl ;
et lorsque le graphe sera réductible, 1l'ensemble S, sera vide et

S = 81 sera l'ensemble minimal de coupure.

b) Modification

L'algorithme 4 sera l'algorithme 3 sensiblement modifié ;
les structures de données de cet algorithme sont connues, mais il y
a certaines modifications dans la terminologie ;

un arc a part d'un noeud u (origine ou queue de a) pour aller & un

noeud v (extrémité ou téte de a) ; le nombre d'arcspartant d'un noeud
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u est le degré ;
nous ne définirons pas une pile ni les fonctions classiques que l'on

peut appliquer a ce type abstrait ; une affectation au sommet de la

pile T change T sans en changer la longueur ;

l1'algorithme 4 exige une plus grande dépendance vis & vis de l'ordre
de parcours;nous supposons que les graphes sont représentés de telle
sorte que les fonctions premier - arc et arc - suivant soient utilisa-
bles pour énumérer les arcs qui partent de chaque noeud : si des arcs
partent d'un noeud u, premier - arc (u) est 1l'un d'eux, sinon premier -
arc (u) prend la valeur spéciale nil , soit un noeud u ek un arc a

qui part de u , arc-suivant (u, a) est soit un autre arc partant de u,
soit la valeur nil ;

si le degré de u et non nul, la suite (a, ...ad) des arcs partant de u
est définie par : aj) = premier - arc (u), aj , 1 = arc - suivant

(u, ai) pour i €[1,degré (u) - 1].

é) algorithme 4
variables :: ¢ : entier (compteur)
nombre, étig : tableaux d'entiers indexés par les noeuds
et initialisés & O
i u, v : noeuds de G
a : arc de G
T : pile

visite -~ sommet, essai - arcs : étiquettes

début
T : = pile vide,
empiler (r, premier - arc (x) ;
c:=1;81:=¢;S2:=¢

visite-sommet :

(u, a) : = sommet (T) ;
nombre [u] : =Cc ; c: =C+ 1 ;
essai - arcs :
v : = extrémité (a) ;
:zarc - suivant (u, a) ;

sommet (T) : = (u, a) ;

4 I
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si nombre [v] = 0 alors empiler (v, premier - arc (v)) ;
aller & visite - sommet ; ‘
sinon si v est dans une paire empilée alors etig [ ul: = max |

(etig [u 1, nombre [ v]) I

sinon etiq [ul:= max (étig [ul, etiq [v])
3 fsi
si etiqg [u] = nombre [u] alors ajouter u a Sq i €tig [ul : =0

sinon si étig Lul> nombre [ ul alors ajouter u & s, ; étiq [ulx = ©

fsi

depiler T,

si T # pile vide alors

(v, a) : = sommet (T)
étigq [v1l : = max (etig [ v], etiq [ul) ;
u:=v;

aller a essai-arcs ;

fsi
fin.
4
d) exemples @

ex 1 Sl={2,51 et Sy, =9
il est pourtant évident que le seul
point qui nous intéresse en tant que
point de coupure est le noeud 5 il

@i) faudra donc améliorer ce résultat.
ex 2

deux résultats possibles :
i) s, = [ 4]
ii) s = {51}

dans les deux cas Sy = @
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Nous nous contentons pour l'instant des résultats obtenus par l'algo-
rithme 4 car nous verrons ultérieurement qu'une combinaison astucieuse
avec l'algorithme que nous allons développer maintenant nous donnera de

bien meilleurs résultats.

5. Composantes fortement connexes

Cette étude a été traitée par Robert Tarjan [ 72]

a) Introduction
A présent, nous allons tenter de trouver une méthode de parcours
d'un graphe ; pour ce faire nous voulons décomposer ce graphe en

sous—-graphes qui auront des propriétés trés particuliéres.

b) connection forte

def soit G un graphe orienté ; supposons que pour tout couple (u, V)

x
de noeuds de Gj il existe deux chemins Py tu—>V et

*
Py @ V—>u

alors G est dit fortement connexe.

prop '
on définit une relation d'équivalence sur 1l'ensemble des noeuds
u~v ssi 4 p chemin fermé : u-__f__,u qui contienne v ;
soit Ni les classes d'équivalence définies par cette relation et
Gi les sous graphes (Ni, Ai) oli Ai = { (u, V) € A / u, v €Ni}
alors
i) tout Gi est fortement connexe
ii) aucun Gi n'est un sous graphe propre d'un sous graphe

fortement connexe

def les sous graphes Gi ainsi définis sont appelés composantes for-
tement connexes de G.
considérons les arcs du graphe et voyons l'incidence d'un parcours en

profondeur appliqué & celui-ci

. l'ensemble des arcs qui conduisent & un nouveau noeud forme un

un arbre
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Les autres arcs se subdivisent en trois catégories ;

. certains arcs vont d'un ancétre a ses descendants dans l'arbre : ils
seront ignorés car ils n'affectent en rien les composantes fortement
connexes ;

. d'autres arcs vont des descendants vers leurs ancétres dans l'arbre :
ils seront appelés arcs frontaux et seront notés up——Vv ;

. d'autres enfin vont d'un sous arbre & une autre dans 1l'arbre : ils

seront appelés arcs transversaux et seront notés également ur——> Vv ;

Le probléme de trouver les composantes fortement connexes d'un graphe se
raméne aux probléme de trouver les racines des composantes. Nous construi-
sons un test simple qui permet de déterminer si un noeud est racine d'une
composante fortement connexe :
lowlink (u) = min ( { ul U { v/u——~3—)r———>v
_e_t_jw(w__;_‘__;u_e_t_:_w__*_‘)vgwetvdansla
méme composante}y
c'est-a-dire que lowlink (u) est le plus petit noeud qui est dans la
méme composante que u et que l'on peut atteindre en traversant zéro
ou plus d'arcs dans l'arbre suivi plus un arc frontal ou un arc trans-

versal.

prop v est racine d'une composante fortement connexe ssi lowslink (v) = v

EX

pour le graphe suivant




*
{47
on a l'arbre : (:)

(el

¢) algorithme

procédure connection (u).

asbut
C:=C+ 1 ;
lowlink (u) : = C ;
nombre [ul: =cC ;

empiler u ;
pour v successeur de u faire
si v n'a pas €té numéroté
connection (v)
lowlink (u) : =

sinon si nombre[ v] < nombre
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les valeurs de lowlink sont
entre crochets
Ces racines sont marquées

par %

alors

min (lowlink (u), lowlink (v))

[ul alors

si v est dans la pile alors lowlink (u):=

min (lowlink (u), nombre [ vI)

fsi

fpour
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si lowlink (u) = nombre [ u ]alors
commence une nouvelle composante fortement connexe
tant que v au sommet de pile vérifie nombre [ vI]3nombre [ u.
enlever v de la pile et l'ajouter & la composant
ftant
fsi

fin ;

programme principale

début

pile : = @
pour w non encore numéroté faire connection (w) ;

fin.

th 1'algorithme qui découvre les composantes fortement connexes s'exécute

correctement et requiert un temps en O (INI, IAL).

Décomposition d'un graphe en composantes fortement connexes

Ce paragraphe résume 1'étude de Michael Karr [74]

a) Introduction
Nous allons dans ce paragraphe poursuivre l'étude des composantes
fortement connexes ; notre probléme sera de décomposer un graphe en
composantes fortement connexes, puis de décomposer chague sous-graphe

en composantes fortement connexes.

b) Probléme
Remarquons gque si un arc fait partie d'un sous graphe, les noeuds qui le
forment font &galement partie de ce sous graphe, mais la réciproque
est fausse.
def Si H est un sous graphe de G, on dit gue H est une composante

fortement connexe de G si

i) H est fortement connexe
ii) il n'existe aucun sous-graphe de ce contenant H et stricte-

ment plus grand que H, qui soit lui-méme fortement connexe.
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En d'autres termes, H est un sous graphe fortement connexe maximal !
de G ; pour abréger, on dit que H est une compbsante de G.

Il n'est pas trés difficile de prouver qu'il existe une unique décom-
position de tout graphe orienté en composantes fortement connexes.

La question qui se pose maintenant est de savoir comment choisir

entre les sous graphes fortement connexes contenus dans H.

def soit H un sous-graphe de G ; pour tout noeud n de G, on dit que
n est noeud d'entrée de H si les arcs dont n est la téte ne sont

pas dans Ay.

A présent nous pouvons définir les sous graphes fortement connexes de H.

def soit H un sous graphe de G ; pour tout sous—graphe K de G, on dit
que K est une composante fortement connexe relativement a H si

i) K est sous graphe de H,

ii) K consiste en un noeud isolé et aucun arc ;

7

ou

deux noeuds distincts de K sont sur un cycle orienté

contenu dans K et qui ne contient aucur. noeud d'entrée de H.

Pour abréger, nous dirons que K est une composante de H.

Pour spécifier un sous graphe fortement connexe, il suffit de spécifier
. . . +
ses arcs ; pour réaliser ceci, on associe une fonction o : A — N

injective telle que si toute composante est objectivement définie par

un couple (p, g) on ai :

aeﬂ<~;>PH\<o(a)\< dy
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avec cette convention nous pouvons représenter une décomposition en
composantes fortement connexes par un arbre (les noeuds de l'arbre

contiennent un couple d'entiers représentant un sous-graphe non trivial)

le graphe se décompose en composantes

fortement connexes et cette

décomposition sera représentée

par l'arbre @

Pour plus de commodité, nous préférerons écrire sous la forme

] 12 [34 [56] 781 910

c¢) Algorithme
L'algorithme présenté est une adaptation de l'algorithme connection
vu dans la paragraphe précédent ; nous allons faire un parcours en

profondeur dans le graphe, mais en prenant tous les arcs dans le

m———

sens contraire (& cause de la numérotation des arcs qui doit se faire
a partir du début du graphe.
Afin de faciliter la suite de 1'étude, nous faisons les hypothéses
suivantes :

- tout noeud de G peut &tre atteint par un chemin en arrieére
1 a partir d'un noeud de soxrtie ;

l - soit X l'ensemble des noeuds de sortie.

Pour 1'implantation de 1l'algorithme de recherche des composantes
fortement connexes, nous allons utiliser les données suivantes :
. une pile T
. O : fonction de numérotation des arcs
. A : arbre de décomposition

. ¢ : compteur des noeuds
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. 1 : compteur des arcs

. entrée : tableau de booléens indicé par les noeuds
indique qu'un noeud est noeud d'entrée potentiel
d'une boucle

. bloqué : tableau de booléens indicé par les noeuds
précise si une tentative de chemin en arriére
4 travers les noeuds en question est possible ou
non

programme principal ;

début
C:=1i:=0;
T : = pile vide ;
X : = { noeuds de sortie du graphel
pour tout arc a de A faire o (a) = O fpour

pour tout noeud n de N faire

il
Il

blogque [ n]: = entrée [n] : = faux ;

lowlink [ n]J: nombre [n] : 0;
fpour
t : = décomposition(X) ;

Fin

procédure décomposition (2 ) ;

p : entier; y : ensemble ;

début
t : = arbre vide ;
p:=1i+1,
pour tout noeud n de Z faire bloque [n] : = vrai £ pour
pour tout noeud n de Z faire connection (n) £ pour
si pg< i alors t: = [p, iJak, fsi
fin
procédure numérotation 1 (n) ; (% numérote tous les arcs qui entrent
par un noeud qui n'est noeud d'entrée d'une composante %)
début
pour tout arc a dont la téte est n faire
i:=41i+1;
o (a) : =1 ;
fpour
bloque [11] : = vrai;
fin
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procédure numérotation 2 (n) ; (% numérote les arcs d'entrée d'une

composante, arcs qui n'ont pas encore été numérotés %)

dsbut
pour tout avec a dont la téte est n et tq o (a) # o faire
i:=1i+1;
o (a) : =1 ;
fpour
fin

procédure numérotation 3 (n), (% numérote le reste des arcs d'en-
trée d'une composante au moment ol celle-ci va étre

étudiée %)

début
pour tout arc a dont la téte est n et tqg o (a) # O et issu
d'un noeud bloqué faire
ik =@l
o (a) : =1 ;
fpour
fin

procédure connection (n)
début
C:=C+ 1 ; nombre n : = C ; lowlink n : =c ;
empiler n ;
pour tout noeud p prédécesseur de n faire
si bloque ( pl = vrai alors entrée [n] : = vrai
sinon si nombre [pl = O alors
connection (p) ;
si bloque [ p] = vrai alors entrée [nl]l: = vrai
sinon lowlink [nT : = min
(lowlink [n] , lowlink [p])
£si
sinon si nombre [p]{ nombre [n] et p est dans T alors
lowlink [nl : = min (lowlink [n] , nombre [p])

fsi

fpour
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si lowlink [n]= nombre [ nl alors
si nombre [n]J = c alors
si  bloque [n] = faux alors numérotation 1 (n)
sinon numérotation 2 (n)
£si

dépiler n ;

sinon
y =0
rejeter
m : = sommet (T) > B
dépiler m ;
si entrée[ml : = vrai alors
numérotation 3 (m)
y:=yUlmn}]
fsi
lowlink [m] : = nombre [ml : = oi
jusque m = n ;
fsi
fsi
A
fin
Remarques

Cet algorithme, s'il trouve les composantes fortement connexes de fagon
correcte, perd beaucoup de temps & l'exécutionen considérant les noeuds
isolés et en testant par un appel de la procédure décomposition si ce

noeud est un cycle : la réponse est évidemment négative et cet appel a

été de trop. Nous devons donc améliorer les résultats sur ce plan.

De méme, la numérotation des arcs est superflue puisque les arcs sont
déja numérotés (au moment de la construction du graphe) ; bien sir,

les numéros ne sont pas les mémes mais peut &tre gue si l'arbre de
décomposition prenait en compte les numéros effectifs plutdt que iles
valeurs données par la fonction O, pourrait-on espérer un gain de place

mémoire.

Les deux algorithmes (recherche des points de coupure et recherche des

composantes fortement connexes d'un graphe) sont basés sur la méme tech-




- 112 -

nique de parcours & savoir parcours avec priorité a la profondeur, si
ces deux informations pouvaient &tre découvertes simultanément, cela
économiserait quelques parcours du graphe. Ceci fait l'objet des para-

graphes qui suivent.

Graphe - inverse du graphe

La premiére différence qui nous apparait clairement est que 1l'algorithme
de recherche des points de coupure exécute un parcours en profondeur du
graphe étudié ( cad en traversant les arcs dans leur sens d'orientation)
tandis que 1'élgorithme de recherche des composantes fortement connexes
exécute un parcours en profondeur du graphe déduit du graphe initial en
inversant le sens de tous les arcs (appelons le graphe inverse) et notons

G_1 le graphe inverse de G.

Nous allons ici faire des restrictions sur les graphes que nous étudierons
(l'analyseur veillera & ce que ces conditions puissent &tre vérifiées) ;
ces restrictions ne seront pas trop contraignantes si l'on se souvient
que les graphes qui seront étudiés ne sont pas quelconques et sont en

fait des graphes de dépendance de programme Pascal.
Les restrictions sont les suivantes :
. un seul point d'entrée et un seul point de sortie
(tout programme comme par l'instruction begin et se termine par
1'instruction end)

. tout noeud du graphe peut &tre atteint par un chemin en arriére

partant du noeud de sortie

. tout noeud du graphe peut &tre atteint par un chemin en avant

partant du noeud d'entrée.

lemme

H -1
Il existe une bijection entre un graphe G et le graphe inverse G
qui a tout arc associe l'arc dont le sens d'orientation a été inver-—

sé.
On en déduit immédiatement :

lemme

L'image du noeud d'entrée de G par cette bijection est le noeud de

sortie de G—}, inversement, l'image du noeud de sortie de G est le
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d'entrée de G-1.

Nous nous souvenons en outre gque l'analyse sémantique utilise deux
techniques qui sont l'analyse en avant et l'analyse en arriére. L'analyse
en avant a besoin d'informations sur le graphe G tandis que l'analyse en
arriére a besoin des mémes informations sur le graphe inverse G 1.

Il nous est naturellement venu & 1'idée de regrouper dans un méme algo-
rithme la recherche des points de coupure d'un graphe G et la recherche
des composantes fortement connexes du graphe inverse G—1 ; l'application
de cet algorithme au graphe inverse nous donnera les points de coupure
de G ! et les composantes fortement connexes de (G_l)"1 = G. Ainsi
1'information sera compléte pour le graphe et son inverse. Si nous arri-
vons A construire cet algorithme , nous effectuerons un parcours avec
priorité a la profondeur d'un graphe, ce qui nous permettra de connaitre
un ensemble (si possible minimal) de points de coupure ; ce parcours
sera exactement celui que nous ferons dans le graphe inverse ol tous

les arcs auront été inversés, ce qui nous permettra de connaitre les

composantes fortement connexes de ce graphe inverse.

Algorithme récursif

a) Introduction
Dans ce paragraphe, nous allons regrouper en un algorithme récursif
l'algorithme de recherche des points de coupure et l'algorithme de
recherche des composantes fortement connexes. Une remarque : le pre-
mier a &té écrit de facon itérative mais il est clair que sa struc-

ture est celle d'un algorithme récursif qui utilise une pile.

début /% Px/
C:=C+ 1 ; nombre[n]: =C ; empiler (n)
pour tout suivant s de n faire

si nombre | s} = O alors

P(s) ;
étigfnl: = max (étig(nl , etiq[dl)
sinon si s est dans la pile alors etigq[nl: = max (etig [n] ,
nombre [s1 )
sinon etig [nl: = max (etig{nl,
fsi etig (s1)

fpour
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si etig[n]>» nombre [ n] alors
s: =50 jn)
etig[n] : =0

£si

dépiler (n)

fin

Méthode

L'instruction "pour tout suivant s de n faire" va devenir du fait de

> G : "pour tout prédécesseur P de n faire "

la kijection G

Entre l'algorithme de connection (VI.6.) et l'algorithme P ci-dessus les
similitudes provenant du parcours en profondeur sont évidentes. Les dif-
férentes proviennent des partes A et B ot la recherche s'effectue d'une
part si les points de coupure, d'autre part sur les tétes de cycles de

composantes fortement connexes.

On peut noter ainsi que les piles utilisées ne sont pas identiques car
dans l'algorithme P ci-dessus, un noeud est dépilé dés qu'on a vérifié
s'il est point de coupure tandis que dans l'algorithme connection, on ne

dépile des noeuds que si l'on a trouvé une composante entiérement.

De plus si une composante fortement connexe est découverte, cette compo-
sante est alors aussitdt étudiée en tant que sous graphe contenant peut-
8tre lui aussi des composantes fortement connexes ; mais dans ce sous
graphe, les points de coupure ontJéja été découverts et n'ont pas & étre
recalculés ou modifiés ; pour pallier & ce probléme, nous introduisons
une variable auxiliaire qui nous indiquera & tout moment si nous sommes

ou non dans le premier appel de la procédure décomposition (si ce n'est

pas le premier appel, il ne faut rien changer aux points de coupure).

Comme les piles ne sont pas utilisées de la méme fagon dans les deux al-
gorithmes, la solution consiste & garder deux piles différentes. Nous
allons pouvoir écrire un algorithme récursif trés simplement en modifiant
la procédure connection mais sans changer le programme principal ou les

différentes procédures de numérotation des arcs.

Les différents cas qui apparaissent dans 1l'algorithme connection sont :

vrai

il

- blogue [ p]

- nombre [p] @]

I

- nombre [ p] ( nombre [ n ] et p est dans la pile
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Etudions les cas : ‘

. Le cas "nombre [p] = O " est le méme que pour l'algorithme P puisque |

la numérotation par un parcours en profondeur est la méme.

. Un noeud P est bloqué si tous les arcs qui lui sont incidents sont déja
numérotés (on bloque un noeud afin d'éviter tout retour en arriére a
travers lui) ; dans ces conditions, les étiquettes rangées dans le ta-
bleau étig et qui vont définir les points de coupure sont déja déterminées

et ne sont pas modifiées dans ce cas.

. Remarquons que la pile de l'algorithme connection contient toujours la
pile de l'algorithme P et 1'on peut méme écrire que :
nombre [p].s nombre [ n | si p est dans la pile de l'algorithme P

ceci est immédiat si l'on considére qu'un noeud est empilé en méme temps

qu'il est numéroté,

Cette étude par cas nous améne & considérer les possibilités suivantes :

vrai

bloque[ pl

nombre [ pl = O

nombre [ p] ¢ nombre {n] et p est dans la pile (de l'algorithme i
connection)

- p est dans la pile Ii

c) algorithme
Les parties appelées A et B ne sont pas modifiées ; elles garderont chacune

leur pile 8 et T (resp) ; la variable niveau = vrai s'il s'agit de 1l'appel

principal de la procédure décomposition. La procédure connection modifiée

s'écrira :

procédure connection (n) ;

début |
C:=¢C+ i, nombre Lnl]: = lowlink [nj : = C : empiler S (n):
empiler T (n);
pour tout prédécesseur p de n faire

si blogue [ pl = vrai alors entrée [n] : = vrai

sinon si nombre { pl = 0 alors
connection (p) ;
si bloque [ p]l = vrai alors entrée [n]: = vrai
sinon lowlink [n]} : = min (lowlink [ n]

lowlink[p1)
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si niveau = vrai alors étiqlﬁn] : = max (etig
[n], étig[pl) fsi
fsi

sinon si nombre [ p] { nombre [nl et p est dans T alors

lowlink {n]: = min (lowlink {nl , nombre [pl )
si niveau = vrai alors étiq [n] : = max (etiqjjn] 7
nombre [p] ) £si

sinon si p est dans T alors
si niveau = vrai alors etiq[rx]: = max (etig[nl,

etig [p] ) fsi

fin.

10. Algorithme itératif

a) introduction
Avant d'implanter 1'algorithme précédent, nous avons voulu le transformer
en un algorithme non récursif : ceci nous permettra un gain de place du
fait de 1l'empilement souvent excessif de données par le compilateur.
Mais la transformation d'un programme récursif en un programme non récur-
sif voit apparaitre une pile, ce gui porte le nombre de piles & 3 et qui
ne facilité guére la compréhension et la lisibilité du programme. Nous

introduiscns un nouvel ensemble.

b) ensemble
On remarquera que la pile de l1l'algorithme de recherche des points de
coupure est toujours incluse dans la pile de l'algorithme de recherche
des composantes. La troisiéme pile qui apparait de par la transformation
en itératif de la procédure récursive connection, va contenir pour un
noeud donné, la liste de ses prédécesseurs. A ce point précis, nous
pouvons faire une amélioration en considérant la possibilité de ren-

contrer le cas de figure suivant : 0
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(si n n'a gqu'un seul prédécesseur p, il y a pourtant deux arcs partant

de p et arrivant en n)

Nous choisissons de remplacer cet empilement de noeuds prédécesseurs
d'un noeud donné par l'empilement des arcs incidents a ce noeud. Et
afin de conserver de quel noeud les arcs sont les arcs incidents, nous

allons considérer des éléments du type (noeud, arc).

3 L'empilement d'un noeud pourra se faire en donnant & "arc" une valeur

3 spéciale.

Donc il est simple d'empiler soit des arcs, soit des noeuds sous la

forme d'éléments définis ci-dessus.

ex considérons le sous graphe suivant :

lorsque le contrdle sera au noeud C, l'algorithme va empiler le

g
noeud C ainsi que tous ses arcs incidents, ce qui nous fournira
1'état de 1'ensemble :
(¢, nil ) ol nil est la marque spéciale
(c,\)

1 (c, B)

Comme tous les noeuds vont étre empilés, les piles des algorithmes de

| base (& savoir l'algorithme P et 1'algorithme connection) seront in-
cluses dans cet ensemble ; et afin de pouvoir retrouver tout élément
| de l'une ou de l'autre, nous introduisons deux pointeurs sur 1'en-

semble : pt-boucle désignera le sommet de la pile de 1'algorithme de
recherche de points de coupure, pt-sommet désignera le sommet de la

pile de 1l'algorithme de recherche des composantes fortement connexes.

Du fait de l'inclusion de ces piles, on aura toujours pt-sommet 3
pt -boucle. Les noms ne sont pas choisis au hasard car pt.sommet désigne-
ra (aprés étude des arcs) toujours 1'élément au sommet du nouvel ensem-
ble tandis que pt-boucle sera décrémenté jusgu'a la rencontre d'un

noeud qui est une sortie de boucle.
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Le dépilement ne pourra pas se faire de fagon naturelle comme pour
une pile donc seuls les éléments qui seront au deld de pt-sommet
pourront &tre réutilisés pour les autres éléments; nous allons leur
ajouter un indicateur précisant si un élément donné a été libére,
c'est-a-dire si sa présence dans l'ensemble est devenue inutile ;
dans ce cas, aucun des deux pointeurs ne se soucieront de lui et la
place qu'il occupe sera réuilisée dés que le pointeur pt.sommet sera

revenu en dega de la position de cet élément.

lLa transformation en algorithme itératif de la procédure connection
peut se faire de la sorte ; mais la procédure décomposition (VI. 6 C)
est également récursive car appelée par connection ; ceci nécessite

un apport d'information dans cet ensemble.

La premiére modification consiste a conserver tous les noeuds d'entrée
a une boucle ; - ces noeuds étaient rangés dans la variable locale y
de décomposition - nous "empilerons" dans notre ensemble ces noeuds
munis d'une nouvelle margue spéciale % et chacun de ces é&léments sera

dépilé au moment de son étude.

Le second probléme sera de conserver l'entrée des boucles étudiées,
ceci étant fait automatiquement par le compilateur dans le cas de la
procédure récursive ; comme nous en avons maintenant 1'habitude, nous
introduisons un élément nouveau : (- niveau, premier-arc). La variable
niveau comptera le niveau d'imbrication des boucles et sera changée de
signe afin qu'aucune confusion ne soit possible avec les noeuds du
graphe ; la variable premier-arc désignera le numéro susceptible d'étre

donné au premier arc numéroté dans le sous graphe.

Cette petite astuce nous permet de savoir rapidement si nous étudions
une composante triviale (ie aucun arc n'a pu &tre numéroté) ou non ;
car dans le cas d'une composante triviale, aucun sous arbre ne doit

8tre créé dans l'arbre de décomposition.

exemple

Nous donnons ici un exemple sans nous soucier de la fagon dont les arcs
sont numérotés, ni comment les valeurs de lowlink et etiqg permettent de

découvrir les composantes fortement connexes et les points de coupure




=~ A9 —

Surle schéma, nous allons barrer les éléments qui seront libérés

étape 1 @

_ étape 2 (n4, mil)

| (n4, a3)

étape 3 /% entrée de la boucle #x/
(n4, nil)

i (n2, =) Hpptiing;

étape 4 (n4, nil)
(n2, 0)
(n2, al) /% premier noeud de la boucle %/
(n2, a4)

&tape 5 (n4, nil)
(n2, 0)
(n2, al) ( A ;
(n3,0) /% deuxiéme noeud de la boucle %/
(n3 a2)

étape 6 {(n4, nil)

| (n2, 0O)

| 2, al
! (n a)( 2,)

] {(n3, 0) /% étude du deuxiéme noeud % /

| &tape 7 (n4, 25£)Ln&ﬁh}
(n2, 0)
(n2, al)

(n3, 0)

|
|
i (nl1, 0) /% étude de l'arc de sortie »/
1 (n1, al)

|

etc ...
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d) algorithme final

Nous sommes maintenant préts & faire la transformation de 1l'algorithme
récursif décrit au paragraphe 9 en un algorithme itératif. Mais dans

3 un premier temps, cette transformation fait apparaitre des instruc-

3 tions de saut (conditionnel ou inconditionnel) ; ces instructions
peuvent &tre remplacées aisément & condition de prendre gquelques
précautions. Nous introduisons pour cela un ensemble de situations

qui vont décrire les différents cas qui apparaissent dans le programme.

Trois groupes de situations sont & envisager :

le premier groupe considére les différentes possibilités

concernant les noeuds prédécesseurs d'un noeud donné

le second groupe examine le noeud en question (s'il est téte

de boucle)

le troisiéme groupe correspond au classique dépilement de la

pile qui est créée lors de la transformation récursif — itératif

Voyons en détail ces trois groupes de situations :

% situation 1 conditions la définissant
bloquée bloque [pl = vrai
non-visité nombre [ pl =0
inférieur nombre [p] nombre n et p dans l'en-
semble
interne P est dans l'ensemble
* situation 2 conditions la définissant
autoboucle lowlink [nl = nombre [ nl= C et block
| cul-de-sac lowlink [ n1 = nombre [ni= C et Dblock
boucle-trouvée lowlink [ nl = nombre [nl# €
shunt lowlink [ ni # nombre [nl

rg le cas"cul-de-sac" a été ajouté afin de faciliter 1l'exécution :
en effet si tous les noeuds prédécesseurs d'un noeud n sont blo-
qués, alors le noeud n n'a pas d'autre solution qu'étre un

noeud normal c'est-a-dire qu'il est bien téte de boucle mais

d'une boucle ne contenant aucun arc. Ce cas évite au programme

de chercher les boucles triviales.
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rg Le cas auto boucle a été différencié afin de considérer le cas ol un
arc part du noeud n et revient au méme noeud sans passer par un
autre noeud, ce cas n'était pas repéré par l'algorithme récursif
d'old une amélioration sensible.
La fonction block & résultat boolgen indique si tous les noeuds pré-
décesseurs d'un noeud sont bloqués.

Lors d'un dérilement d'un &lément, le troisiéme groupe de situation exa-

mine le premier élément non libéré au sommet :

% situation 3 conditions la définissant
sortie noeud = O
fin boucle noeud < O (cad niveau < 0)
nouvelle entrée arc = %
test arc = nil
normale autres

La procédure principale peut s'écrire :
procédure ordgraphe ;
début

initial ;

répéter
initialiser situations ;
tant que ( arcs nil ) et ( situation 1 # non visité )
faire etudenoeud ftant
si (situation 1 # non-visité) alors
étude arc ;
si ((situation 2 # boucle trouvée) ou (71 (indboucle)))
alors
répéter
continuer -~ étude ;
jusqu'a (situation 3 = sortie ou nouvelle entrée
ou normale) ; .
fsi
fsi

jusqu'd (situation 3 = sortie) ;

fin ;

Le détail de cette procédure risque de paraitre fastidieux pour le lecteur
et pour cette raison, nous ne donnerons que les points importants :

"initial" initialise les différents tableaux ainsi que 1l'ensemble
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que nous avons défini

. "étude-noeud" calcule tout d'abord la situation 1 et calcule les

i différentes valeurs de lowlink, nombre et étig comme nous 1'avons
vu dans les algorithmes précédents.

. "étude-arc" calcule la situation 2 et teste si un noeud est point
de coupure ; puis en fonction de valeurs de la situation 2, elle
numérote les arcs grdce aux procédures de numérotation déja détail-
lées ou bien commence 1l'étude d'une nouvelle boucle. La variable
indboucle indique s'il s'agit d'une véritable boucle (ie non triviale)
"continuer-étude" marque les fins de boucle et indique si une autre
boucle commence ou si un autre chemin partant du noeud considéré est

a étudier.

€) Conclusion
D'autres modifications permettent d'améliorer la lisibilité des résultats,
comme par ex. ne plus numéroter les arcs du graphe mais écrire dans 1'ex-
pression réguliére du sens de parcours les numéros des arcs tels que la

construction du graphe les a définis.

Cet algorithme a été implanté dans le cadre général de l'analyseur séman-
tique. Pour donner un ordre d'idée, il compte quelques 500 instructions en
langage Pascal et son temps d'exécution varie entre 3 et 5 secondes pour

des programmes comprenant entre 120 et 150 lignes.

Dans l'annexe qui suit, nous donnons trois exemples illustrant les ré-

sultats obtenus.

f) exemples

|
|
i x ex 1
|
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pour le graphe :
noeuds de coupure E 4

= expression réguliére : 23 s I8 917 10]a &

[

pour le graphe inverse :

noeuds de coupure : 5
expression réguliére : 4 6 [10 7 [8 9 ] 5 3 ] 1 2
* ex 2

AL

. U 7 AL
1§ & &S -
©
2 1% 2 P -
' @ o © @ A
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pour le graphe :
noeuds de coupure s 2, 3,7, 9, 14, 17
= expression réguliére :

123 [4as5678])of10 11 12 [13 141 15 16 17 ]

18 19 [20] 21 22 23 24 25 (27 28] 26 29 30

pour le graphe inverse :
noeuds de coupure : 2, 6, 11, 10, 14, 17
expression réguliére :
29 30 26 [28 277 25 23 22 {201 19 21 18 24 [17 16
[13 14112 15 11 10 ]9 f67548]3 [2] 1

Frru

343
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pour le graphe :
noeuds de coupure : 2, 3, 9, 12, 14
expression réguliére :
1[3 [4) 2567897 10 11 [12 (13 147116 [17718
(19 [20 21 22 23 247 257 26 27 28 29 ] 15

pour le graphe inverse :
noeuds de coupure : 3, 6, 10, 12, 14
expression réguliére
15 13 [ 12 29 28 27 26 {20 [19 24 25 211 23 22]
18 [17] 16 J14 111 10 [8675 (4] 23971
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VII -~ Pointeurs

1. Introduction
Ce chapitre sera consacré & 1l'étude des variables de type pointeur
sur le tas, mais les résultats que nous pourrons obtenir ne sont

pas implantés dans 1l'analyseur sémantique & ce jour. Dans un lan-

Ry e

gage comme Pascal, l'utilisation d'une variable de type pointeur
pour accéder & un bloc de mémoire pose le probléme de vérifier
que le pointeur utilisé n'est pas nil ; les compilateurs repor-
tent cette vérification au moment de l'exécution des programmes,
; mais cette solution & l'inconvénient de découvrir trés tardive-

ment les fautes de programmation.

Dans un premier temps, nous considérerons un pointeur comme une
variable entiére puis nous étendrons le cas ou le pointeur n'est
pas nul pour différencier les différents éléments qu'il peut

i désigner.

i Pour résoudre le difficile probléme d'interaction mutuelle des
pointeurs dans un programme, nous reprendrons un analyse des
partitions des variables pointeurs telles que deux variables
dans des groupes distincts ne puissent pas repérer indirectement

le méme objet.

Et nous remarquerons que ces deux méthodes peuvent étre faites

simultanément et apportent alors des résultats plus fins.

é 2. vVariables de type pointeur

a) Initialisation

Comme pour une variable entiére, une variable de type pointeur
doit é&tre initialisée par une affectation et toute utilisation
d'un pointeur non initialisé entrainera une erreur & l'exécu-
tion. Le treillis des valesurs est donc le m3me gque les varia-

bles entiéres du programme.:

14
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b) valeurs

Si une variable de type pointeur a été initialisée, une valeur
lui a donc été affectée : cette valeur est soit le numéro (dans
la mémoire) d'un objet, soit la valeur spéciale nil. Le treillis

des valeurs est le suivant :

N
T

Nous pourrions terminer ici l'analyse en combinant les deux
méthodes, ce qui, nous le savons, donne de meilleurs résultats
que les méthodes appliquées séparément. Le treillis des valeurs
possibles sera la plus petite famille de Moore contenant les &lé-

ments des treillis précédents ainsi que toutes les réunions.

ex. recherche d'une valeur n dans une liste L (ol tout objet

sera de la forme [ valeur, suivant] )




P :
b :

tant que

vrai ;

((p <> nil) et (b)) faire

début
Ssi (p?. valeur = n) alors b : = faux
sinon p : = pT.suivant G

fin ;

1'analyse des valeurs nous donne :

b

9 0 b W N e

B
i
(L, 1)
(1, T)
(i, * nil)
(i, ® nil)
(i, ¥ nil)
(i, T nil)
(i, T)

xi
Ti
(i, T)
(1, ™)
(4, &t)
(i; EE)
(i, tt)
(i, T)
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On constate que l'utilisation sur les arcs 5-——56 et 5——7 du
pointeur p est correcte car p est initialisé & une valeur non-nil.
Mais aucune autre information n'est découverte ici.

C'est la raison pour laquell: nous allons essayer d'affiner les
résultats en considérant, outre la variable pointeur elle-méme, mais
1'objet pointé. Cet objet pourra étre un élément isolé ou bien une
liste d'éléments que nous représenterons. Afin de simplifier 1'exposé,

nous nous limiterons aux éléments de la forme :

. un champ "valeur" et un champ "suivant" ; la généralisation se
fait aisément dans le cas de plusieurs champs "valeur" ou plu-

sieurs champs "suivant"

Description

Supposons que le pointeur est dans le cas (i, ¥ nil) alors, il pointe
vers un élément qui a un champ "valeur" et u n champ "suivant" ;
plusieurs cas surviennent, a savoir que ce champ est lui aussi une
variable de type pointeur et ses valeurs possibles sont décrites dans

le treillis schématisé plus haut. Voyons ces différents cas :

valeur suivant valeur suivant
pp____4_ 1 ri | p»———a[fr (T, nil)
pv———ﬁl 1 (i, nil) p— (T, nil)
pr—3)| | @, niy p— [ @, o i

Mais dans le cas ol p a pour valeur (T, nil), cela signifie que
l'initialisation de p est indéterminémais si p a été initialisée
alors il pointe sur un élément (ou sur une liste d'éléments) c'est-a-

dire que p peut se schématiser gréce aux éléments cités ci-dessus.

Appelons étape 1 1'étape de calcul décrite ici et revoyons les
différentes valeurs possibles pour un pointeur p, et appelons p; le

pointeur (s'il existe) a l'étape 1 le pointeur p, sera le contenu du

champ "suivant" du premier élément de la liste pointée par Pq
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Pour 1l'instant nous ne soucions pas trop du champ "valeur" que nous
pourrons étudier comme pour les éléments des tableaux c'est—a-dire

considérer un seul élément pour tous les objets désignés.

Les différentes possibilités de ces pointeurs seront -

étape O étape 1 schéma de liste

PO : it

po : (i, nil)

po : (i, 1nil) pl : 41 P3| | |
pl : (i, nil) o | Il |
pl : (i, 7nil) Be—i e, o
pl : (i, T) Pom—m——— s I Y |
pl : (T, nil) P [ ———
pl : (T, anil) P [ —3
po : (i, T)

po : (T, nil)

po : (T, = nil) pl : i Plems e sl | =
P1 : (i, nil) pP——2—3 ] f—1
pl : (i, nil) P2 I — s
pl : (i, T) p—2—] [ 1 ]
pl : (T, nil) Pa= o ol L——t—1
pl : (T, inil) P ] [ —3—

Il apparait clairement que dans les cas ol p; est (ou peut &tre) -1 nii,
on pourra faire une étude au niveau 2 et regarder le deuxiéme &lément
pointé : cet élément aura un champ "suivant" que l'on appellera p, et
qui pourra avoir six valeurs différentes ; comme le cas ol Py est 7 nil
apparait quatre fois, le nopbre de listes supplémentaires sera de 24. Et
ainsi de suite, on peut construire Pn si 1l'on veut obtenir une précision

& l'étape n. Dans la pratique, nous allons vraisemblablement devoir nous

limiter & n petit (!)

A l'étape 1, le treillis des valeurs pourra se construire facilement en
remarquant que les six valeurs de pj forment un treillis donc le supremum
est la valeur nil pour p, ; les valeurs auront un indice pour indiquer

s'il s'agit de p, ou Py -
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Le treillis au niveau 2 se déduit des treillis au niveau 1 en ajoutant
les valeurs possibles pour pp dans le cas ol p, vaut nil c'est-a-dire

pour (T, 7 nil)1 (deux fois) et (i, 7 nil)1 (deux fois)

rqg dans le schéma on omet le niveau O et (T, 1 nil)1 tient lieu de

(T, nil), 5 (T, 7 nil),; et plus en aval sur le schéma du treillis

(i,7nil) (T, v nil)y
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d) Exemple & 1l'étape 1

Etudions le programme dont le graphe de dépendance est le suivant :

L'analyse sémantique en avant nous fournit les résultats suivants :

p x Y
1 (2i)o (i)
2 (i, nil), (1i)

i 3 (i, Ty, (T,Anil)g et (i, T)q
4 (M Mg (T,Anil)g et (i, T)4
5 i, Ty (i,anil), et (i),
6 (i, Ty, (i,7nil), et (i, T),y
7 (i,1il)g et (I, T),  (i,7nil) et (i, T),

(i, T)q

8 (i, T). (T, Tnil)y et (i, T),

Cconclusion : au noeud de sortie, le pointeur est initialisé, mais
aucune valeur n'est précisée ; quant au pointeur y , on
ne sait pas s'il a été initialisé mais s'il 1'a été, il
est 7 nil et pointe sur un élément dont le champ "suivant”
est un pointeur initialisé (sans qu'aucune valeur ne soit

précisée 1la non plus).

| S—
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3. Collections de pointeurs

Ce paragraphe résumé 1'étude par Patrick et Radhia Cousot [ 76 ]

a) Introduction
Considérons les déclarations suivantes :

-type liste = T élément ;

élément = record
valeur : .. ;
suivant : liste ;
end ;

var p, q : liste ;

Le compilateur ne peut pas dire si, & un moment donné de 1l'exécution,
les variables de type pointeur p et g désignent des objets distincts. Il
serait bien toutefois que l'analyse sémantique puisse déterminer ce
genre d'information afin de repérer les effets de kord inattendus qui

conduisent souvent & des erreurs & 1'exécution et interdisent 1'opti-

misation des programmes.

b) notions de collection

Une collection sera représentée par l'ensemble des variables de
type pointeur qui désigne un objet de cette collection. La construc-

tion de telles collections devra &tre telle que les collections

soient disjointes.

ex soit p, g deux pointeurs vers une collection Cq
I, s, t pointant vers une collection C2
nous noterons C1 = {p, q} et 02 ={r, S, tg
au point de contrdle considéré (les informations obtenues

sont locales), nous saurons que la partition est ({p, g},
{r, s, t} )

11 reste & voir comment ces informations se propagent lors de
l'analyse sémantique en fonction du graphe et des instructions

du programme

c) description

. jonction de chemins
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l'union de deux partitions pose le probléme de savoir si deux
collections quelconques (l'une dans la premiére partition, l'autre
dans la seconde partition) ont des pointeurs en commun, c'est—-a-dire
qu'il existe un objet pointé par certains éléments de la premiére

collection et pointe par certains éléments de la seconde collection.

ex

QR TUPTRRE N W - PN N E ARSI 70 ) B € CTRNOOURS Sy I
{t

s ® tl})

[N

avec P, € {plr cma B |

alors il faut supposer que les 31 et les sp, peuvent pointer vers
les mémes objets

la partition finale sera :

( {Pl cesPos Sy oae. sil,{a ... Ami ir, = rjg : it, ...t13

. parmi les instructions du programme, nous remarquons que, si p, q

sont des variables de type pointeur,

les affectation p : =nil, p : = g (oG g vaut nil)
les conditionnelles p = nmnil
les créations new (p)

ont la particularité de prendre la variable p indépendante de toute
autre collection il faudra donc extraire p de la collection & laquelle
elle appartenait avant l'instruction considérée et créer une collec-

tion réduite a p.

. les autres instructions : affectations p : = q, p : = qT . suivant,

P T. suivant : = (o (R,

retirent p de la collection & laquelle il pouvait appartenir avant

=

1l'instruction pour le mettre dans la collection & laquelle appartient
gq

les conditionnelles p <>nil n'apportent aucune information ni

aucune modification

d) exemple

procédure copy (var sy, s, : liste) ;
var Cl' Coe 1 : listej;




st Limbonle)

——

= {85 &=

begin
Cl:=s51;s2;=mnil ; 1 ; = nil ;
while c1 # nil do
begin
new (C2); CZT . valeur : = ClT . valeur ; ¢c2%. suivant : = nil :
if 1 = nil then s2 : = C2
else 1T . suivant = c2
l:=¢C2;cl:=cC1 1 . suivant ;
end ;
end.

Le graphe de dépendance associé & ce programme est :

4
(‘4‘.'—' )54
Az 'm\e
R.-mil

mewr (2g)

®©

caq. Ma?&u 1= e4 T qﬂ;\,Pmuv

v
3

(‘A". M‘\fﬂl\'\,k’:: m./*‘f
ed:= Al awvand

o
@?&

59
A sz CJ\\.\

fewif

b

'/Q'\ )sw',\}am)':: ey
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Le systéme d'équatiors sémentiques associé est le suivant :

Pl=g

P 2 = extraire (Cl, P1) U (] c1, st})
P 3 extraire (s2, P2)

P 4 extraire (1, P3) U P 12

P 5 P 4

P 6 extraire (C2, P5)

P 7 P o

P 8 P 7

P9 extraire (1, P8)

P10 = P 8

P11 = extraire (s2, P9) U ( { s2, c2}) u P8 U ({1, c2})
P12 = extraire (1, Py1) U ( {1, c2 [
P13 extraire (Cl, P4)

La spécification d'entrée @ sera choisie la plus optimiste, & savoir s, et
se sont dans la méme collection ; la résolution de ce systéme nous donne

le résultat final :

P1=({st, s2},c1l, {c2},11})
P2=({sl, s2,c1}] ,{c2}, {1} )
P3=({st,ct} ,{s2}] , fc2},i1})
P4=(fs1, c1) , {s2, c2, 1})
p5=()st, c1{ , fs2, c2, 1})
P6=(]sl,ct) , ¥s2,1],{c2 )
P7=(ys1l,c1], §s2,1],] c2 )
P8=(]st, c1}, Js2, 1}, {c2 )
Pa=(]st,c1}, {s2,1],{c2 )
P10 = ({st, c1}, Js2, 1}, {c2 )
P11 = (}s1, c1}, §s2,1 , c2})
P12 = (Js1, c1}, §s2, 1 , c2])
P13 = (ysifc1l , {s2, 1 , «c2])

4. Description
Le but de ce paragraphe est de regrouper les deux analyses que nous venons
de développer. D'une part, 1l'étude des particuliers aux différents points

de programme ; d'autre part, l'étude & un niveau déterminé de la liste
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pointée par les divers variables de type pointeur qui se trouvent dans
le programme. Le niveau donnera le nombre d'éléments de précision que
nous voulons obtenir sur la liste : & 1'étape 3 par ex, la variable P
de type pointeur pourra pointer sur une liste gquelcongue mais on"%aura
rien au dela du 3é élément. Le pointeur P aura des valeurs qui seront

extraites du treillis suivant :

2l

Tout élément de ce treillis se trouve sous la forme d'un couple (j, t) o
jé{jq 71, Tlet té {nil, =t ndd T] sauf les éléments .., 7i (un élément
non initialisé n'a aucune raison d'avoir une valeur quelconque) et T =
(T, T)

Dans le cas ol la valeur t vaut 1 nil, cela signifie que p pointe vers

un élément qui a un champ "suivant" de type pointeur ; donc ce champ aura
des valeurs qui seront extraites du méme treillis ; et si ce champ & une
valeur 71 nil, alors il pointera lui aussi sur un élément de liste. Donc
au niveau de précision k, il y aura pour chaque pointeur k valeurs appar-
tenant & T avec toutefois la condition que la iéme valeur n'existe que si

éme . : K »
la (i-1) est 7nil. Ceci reprend ce gue nous avions dit précédemment.

A un point du programme (ou & un noeud du graphe de dépendance) seront
associé€es d'une part une collection des variables de type pointeur du
programme, d'autre part les valeurs (sous la forme d'un couple (j, t)

ot j¢ [i,qi, T] et t € !nil,tnil, T] ) de chague pointeur, (s'il existe)
de chaque champ "suivant", ainsi de suite selon le niveau de précision

demandé.
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Nous allons détaillé cette étude au niveau 1 pour les différentes

. instructions, soit une instruction I, Pi 1
5 =

gramme encadrant cette instruction et faisons 1l'étude par cas :

et Pi les points de pro-

# I :: = (p : = nil)

4 la partition en Pi sera définie par extraire (Pi 17 P)

| ST =

4 la valeur abstraite de p sera (i, nil) et bien sfir, p n pointe vers

aucune liste dont la valeur suivante pourra &tre . .

X I 2

(p : =q)
si la valeur abstraite de g au niveau O est (i, nil) dans la parti-
tion en P1 sera donnée par

extraire (Pi—l,P)

] sinon la partitionen Pi sera définie par extraire (Pi-1, p) U ({p, al:

la valeur abstraite de P en P sera la valeur abstraite de Q en Pj_1,

Ces résultats ne peuvent bien entendu &tre vrais que si g est ini-

tialisé au niveau O sinon cela conduit & une erreur de l'exécution.

¥ XTI o= (p:=90 i suivant)
Cette instruction ne peut étre traitée que si g est initialisé & une

| valeur autre que nil au niveau O en Pi 1

! La partition en Pi sera donnée par extraire (Pi-1, p) U ({p, al )

La valeur abstraite au niveau O de p en Pi sera la valeur au
niveau 1 de g en Pi-1. La valeur abstraite au niveau 1 de p en Pi

ne peut étre déterminée.

% I:: (p!. suivant : = nil)
Cette instruction conduit & une erxreur si p n'est pas (i, T nil)

au niveau O de Pi—l (ou bien (T, nil), (i, T) , (T,T))

La partition en Pi_ n'est pas modifiée en Pi car cette instruction

1
nous met dans 1'impossibilité d'isoler le pointeur p

prencons l'exemple suivant :

la partition est {r,pE

{ P T. suivant : = nill




4
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en Pi la partition reste{r, pl

T 2
P L 17 ]

Le probléme gqui se pose est le suivant : la modification de la liste

pointée par p change peut-étre la liste pointée par r.

Il faudra donc modifier les valeurs abstraites de toutes les variables
type pointeur qui pointent (peut-&tre) sur la méme liste d'objets,
c'est-a-dire tous les pointeurs qui sont dans la méme collection.

On peut avoir les configurations suivantes

j { ,
0 CIg— IT3— 17

i_p f. suivant : = nil}
I S N = S W P

q 4

la valeur abstraite n'est pas modifiée
i §

2.0 —— -

{p1. suivant : = nil]

qf

la valeur abstraite de g est modifiée au niveau 2 seulement

?\f
Va3

l,p 1. suivant : = nil}

| NS
7/ Q

la valeur abstraite de g est modifiée au niveau 1

v CH—CD = B

{p7. suivant : = nil | o
o O 7 B s = S B

la valeur abstraite de g n'est pas modifiée.
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Conclusions : les valeurs abstraites au niveau 1 de toutes les
variables de type pointeur peuvent étre modifiées
la partition n'est pas modifiée
et si v (g) est la valeur abstraite au niveau 1 avant
1l'instruction I, la valeur abstraite aprés exécution
de l'instruction sera v (q) U (i, nil)1 le niveau n'est

évidemment pas modifié.

%I :: = (pl. suivant : = q)

Comme précédemment, si la variable de type pointeur p n'est pas initia-
lisée ou est initialisée & la valeur nil au niveau O ; cela conduit a

une erreur ; si q n'est pas initialisée, le résultat est le méme.

Au niveau O, le pointeur p aura la mé&me valeur en Pi qu'en Piy et sa

valeur au niveau 1 sera celle de g au niveau O.

Les pointeurs p et g vont & présent pointer vers les mémes objets donc
la composante en Pi contiendra p et g et sera la réunion des deux compo-

santes en Pi-{ qui contenaient p et g.

Pour les variables qui étaient dans la composante de p en Pi- la

1’
valeur va étre modifiée puisque la structure de la liste 1l'a été. Pour
ces pointeurs, la valeur abstraite au niveau O n'est pas modifiée ; au
niveau 1, il faudra faire la réunion de l'ancienne valeur abstraite de
p au niveau 1 et de la valeur abstraite de g au niveau O. C'est un cas

plus général que la cas I :: = (p T_suivant : = nil).

% I :: = (new (p))

La partition en Pi sera modifiée et donnée par : extraire (p, Pil) ;
la fonction new crée un nouvel objet et p va pointer sur cet objet donc
au niveau O, p vaudra (i, 7 nil) mais aucune information n'est donnée

sur l'objet en lui-méme donc au niveau 1, p wvaut ( 7i).
Les tests se traitent de fagon analcgue

% I :: = (p = nil)

La partition en Pi est définie par extraire (p, Pi-1)

Ce test conduira & une erreur si au niveau O, la valeur de P ne peut pas
&étre nil ; donc les seules possibles sont (i, nil), (T, nil), (i, T) ou
(T,T) il est bien évident que dans le cas présent, il n'existe plus rien

au niveau 1, soit \ .

La valeur de p en Pi sera donc ( 2, nil).
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¥ I = (p<y nil)
La partition en Pi est la méme gqu'en Pi-1.

Une erreur apparaitra si, au niveau O, le pointeur p n'est pas initialisé
ou est initialisé a nil exclusivement ; sinon la valeur de p en Pi sera

inchangée par rapport a Pi-1.

I = (p=4q)
Ce test n'est valide que si en Pi-2 les variables p et g sont dans la
méme composante de la partition. Et dans ce cas, la partition en Pi est

la méme qu'en Pi-1.

Les valeurs de p et g seront égales en Pi et au niveau O, cette valeur
sera le résultat de l'intersection des valeurs au niveau O de p et de q ;
et si la définition le permet (c'est-a-dire, s'il peut exister un niveau

1 de p et gl

% I = (p<>q)
Ce test n'aura aucun effet sur les résultats en Pi sauf si des cas d'erreur
apparaissent (p ou g non initialisés). Toutefois si au niveau O p = (i, nil

et g = (i, nil) alors une impossibilité va étre détectée.

Hormis ces cas particuliers, le contexte en Pi sera le contexte en Pi-1.

Nous nous limitons & ces quelques instructions, l'analyse a un niveau
supérieur ou égal & 2 sera une généralisation de ce que nous venons de
développer.

A la jonction de chemins, la partition sera la réunion des partitions

sur les chemins concourants et la valeur au niveau O sera la réunion

des valeurs O, (si la définition le permet) la valeur au niveau ! sera la

réunion des valeurs au niveau 1.

NB La réunion est bien entendu la réunion dans le treillis défini plus
haut. Comme ce treillis est un treillis fini, il n'est pas nécessaire
de définir un élargissement puisque la solution approchée sera connue

en un nombre fini de pas.
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5. Application & 1l'exemple

Nous allons prendre l'exemple de l'insertion d'un élément dans

une liste d'éléments triés.

Le graphe est le suivant :

ML DL IaL aess

s T e T T

mer(€)
(®)
et Aw:'\lalﬂ) T (
® © @)
QT‘Q)'@QQ'W::M' t r‘mmﬂ}f ﬂ\;e ‘QT'AW&JOJ‘\)l: P QT.),W}.U“M},:';

Nous supposerons qu'au départ la liste L contient au moin un élément ie

L : (i, Tnil), (i, T) (pour les niveaux O et 1 dans cet ordre)
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, ! ' T = [ I
? . ! S (xr1m8)
[p el 183 & sl R | :
oL ' T C :
;(J Li.xci, {H (-{,,'lm;,ex : CA\J)T‘) : : 1 LJ:I,T) : (*)’lnwe)
10 : {Q‘l, ‘IES (.-Aaa'lm&\ q 8 L \ 4 G m;‘ts :
et 3, ded o 2nt) v ) Goamt) | L,’ & A
gLt | pand) | Gm | ) | G L) ) L
| b 1] Girtmt) ) umm.a)) : ounit) Gomt 1L
i 1 ) T (A 1md i
I e, 103 Granit) | Wl | by, 2
/| Aym ' h 3 i |
_[?:L,cl, §e1 2 ! ((4,.1) T | 1 (L \
] il— . I L)y . {
%m'”’ a3 Gon®) | G . ooy ® Tm)b F e
ey, 123 (2l : £4T) e | i ) 1, )
TpiLied, 101 *‘*n"lm&) ) . Gyant) 1y 1)
J{P’L)C,t} (A' ‘1"‘;{} i (A‘.)'TX (‘ [ . &, (J: *1m1€): L
{eoit (b w®) | (L L) | W T (4 1mid)
?‘ It—,e ‘ (-*'-‘lmf. 4 Y ) (J~  d | ' .
i ( O | ) (M‘lm.uf,) | 1 ) m&)l (vl)ﬂ'me)
I o TR S 2 () il ) - (’l‘mm’e,): T P
{V‘L'C'J,§Qj ‘ : ) ML) : (.,L,)nwe) T : [F )
(%, ) | Ty v T
LeiL ‘ i ) . | ™ T)
£ p e - 388 . . w !
{ (4, '1m;,€,§ ! (4 ! & (&) 1 | :
prby ey, 18} . ™ i 45T ¥ | L ) ’M){ (<) 1mk)
{f«L,L‘,) Q‘ )"'lm.\,\ { (,.,L,"T) C -1;,.,.:8,) ! ' (v(l)jm'% : (4 e
{ ] (T _'m&\ / (T ! ! 14 . “pm" ) 1 )
e L, ¢, Q] G Q ! Ay T) unmm) | . (o ""“e) ' (—c'nm(&)
b aml) | . ! e ' gyt
{‘?’ L, C’}: XEE (\) N I' (*’T) (i) 'lmif}i (imm«f&) (t‘jmt)i (:()TIN')(’J)
leotel, 1] G 11"? TR Al I i Lo T L)
A \ \ v (
le b cd, 18 . o B Yo () | Came
G, 1) o W) ! & ‘ o 4 1mt)
YLQ’ N , 1l (L).lmm ! iy () amd) | (J_')_,m.e)
T, ) (T ’ v < amle)
Lerre, €] @) ()| G )} (n)
1 Py | | g § ,
{ p ) T | ) | ) CHame) | Ly 1)
e 03 (r,T) .’ (. 7™ 1 o)
| (r,1) (G y | !
l ) i) : (T, v |
’ RERN A
|




- 143 -

6. Généralisation

a) notations et définitions

Nous allons généraliser ici la méthode d'analyse des variables
de type pointeur & un niveau quelconque.
Soit n le niveau de précision demandé (n >» O), p le pointeur analysé.
La valeur abstraite v (p) obtenue par l'analyse sera définie par :

v (p) = /A\ v (p)i ot v (p)j prend ses valeurs dans le treillis

L base T (VII. 4.)

La valeur abstraite au niveau i (O ¢<i<n) de p est égale a :

.4y 1

. (i) 1

LE@.v @) i= 3 @ i, v () 1)

dans ce cas seulement, une valeur pourra étre donnée au

niveau i + 1

Nous aurons besoin des opérations de réunion et d'intersection
sur le treillis !

des initialisations A et sur le treillis B

////,\\\\' des valeurs mmf/// \\\\.

T4

Ces fonctions seront notées f1(i} U (i) et N(v), U (v) respec-

tivement.

Faisonsl'étude des instructions I d'un programme entre les points
ketk +1

La partition en k sera notée P (k) et P (k +1) sera la partition
aprés l'exécution de 1l'instruction et la collection contenant

le pointeur sera notée P (1) (p) au point 1.

23

o
v
4
-+
D
2]
+
]
+
o]
o)
3
n

* I = (p : = nil)
. Px 4+ 1 = extraire (Py, p)

. v (p), = (i, nil) et Yi>o vip) 3=-

* I :: = (p: =q)
Braiy = extraire (P, p) U {p.q}
. siv(glo =Ti alors v (p)g = L

sinon V3 v (p) J =v {(q) 3.




= (p : =q7® . suivant)

- Pp , 4 = extraire (P, , @) U {pal
siv (q)o =711 ou v(q)o = (i (q)o, nil) alors v (Plo = s

sinon Y 0<&j < n -1 vip)j=vi(g Jj+1

si v (@)p = ouli alors v (p) n=L1

sinon si v (q) n = (i (@), nil) alors v (p) n
sinon v (p) n
fsi.
= (p 1. suivant : = nil)

“Pr+ 1= Pk

.81 v (Plg = Ti ouv (plg = (i (p)), nil) alors v (p)y = L

sinon . v {p)o inchangé

<

() = (i, nil)
(p)j = L V2gjgn

<

. V¥ pointeur « € P (k) (p) (en l'absence de toute autre

information, nous sommes obligés de considérer la

solution la plus pessimiste)

. v
. Vi1gign vini= (G, ¥ oai=1
v ey
£si.
: = (p*t. suivant : = q)
- B =By B {praj
.81 v (Plg="Viouv (plg = (i (P}, nil) ou v (Qg =

alors v (p)gy = L
sinon .V (p)o reste inchangé

.v(p)j=v(q)j_1 1€ j<n

(n) o reste inchangé ainsi que tout v (») j =41
(v ju @ il
(") 3 u () ni1]

. ¥Yr & P (k) g ( ), r-ste inchangé ainsi que

tout v (r) 3 =1 1 j < n
Y 1£3ign v(e)j=(, v)
ot i=1 () 3j U, (UHE i (@)
(1) 11 e
E = & i U U v (q) 1
T=voe) 3 <V)(1>,(‘1’) Q) 1)

fsi
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% I :: = (new (p))
z Pk+1 = extraire (Pk, P)
-V (Pl =@, Tnil), v {p)g =11 etv (p)j=1 24 jg n
Notons que - et ceci restera vrai pour 1l'étude des conditionnelles -

lorsgqu'une valeur abstraite ol un niveau donné devient | , alors les

valeurs abstraites des niveaux supérieurs seront égales i .

La généralisation que les affectations du type p : = gq T.suivant{..suivant
se fera aisément en introduisant des variables intermédiaires.
Des informations locales concernant les positions relatives de deux
pointeurs dans une liste éviteraient des pertes d'informations au niveau
des valeurs .
ex si y : = p alors l'affectation pT. suivant : = nil modifie la

valeur abstraite au niveau 1 de p comme de " mais ne modifie pas

la valeur abstraite au niveau O de r ., comme nous avons été obligés

de le supposer.

Remarques :
des affinements des informations sont possibles
a. considérer des partitions a différents niveaux
par exemple, soit p une variable de type pointeur vers deux
sous arbres il est possible de considérer la partition comme

nous l'avons fait jusqu'a présent :

/? la partition sera

lprar i

mais il est aussi possible de considérer les pointeurs gq et

comme totalement indépendants et pour cela, nous introduisons

des partitions a différents niveaux : en 1 : {p, q, ¥, ....j
en 2 : {_q, o TN g {r, ..j
etc

de la sorte, 1l est possible de comparer de fagon plus précise
deux pointeurs ou de connaitre les variables modifiées

ex gf. champ ! : = nil ne modifie en rien le pointeur r
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1'’instruction new (p) donne comme seule information : la valeur
abstraite de p est égale a (i, nil)g

mais rien ne permet de distinguer cette valeur abstraite d'une autre
valeur abstraite (i, 7 nil), (-~ provenant d'une instruction new (q) -)
il serait pourtant intéressant de pouvoir affirmer que ces deux
pointeurs ne pointent pas sur le méme objet.

Notons que dans certains cas, la collection de pointeurs ne peuvent

pas donner d'informations.

Considérons la séquence suivante :

new (p) ;
new (q) ;
q 7. suivant =p ;
P . suivant : = q ;

Faisons une étude au niveau 1 ;
- si on ne fait aucune différence sur les résultats des divers appels
de la fonction new, on obtient p : (i, 7 nil),, (i, 7 nil),y
q (i, " nil),, (i, 1 nil),

Mais ces pointeurs ne sont visiblement pas égaux :

~ = ]
e J

la condition p = g ne peut donner aucune information ;

1

supposons & présent que nous gardions une trace des différents appels

de la fonction new en numérotant les objets créés on obtiendrait alors

new (p) ; p: (i, (" nil)l)o
new (q) ; q : (i, (1 nil)jy)g
q V. suivant : = p ; q : (i, (71 nil)jy) g, (i; (= nil)1)1
P 1. suivant : = q ; p : (i, (Anil))g,, (4, (1 ni1)2)1

comme (7 nil) 4 # (7 nil)2 , la condition p = g nous retourne aloxs

une réponse négative.

conditionnelles

I :: = (p nil)

. Pk o I extraire (P, p) ~
si v (p)g =1i ou v (P)y = (i(p), Tnil) alors v (p)g = L

sinon v (p)g, = (I (P)y, nil) et v (p)j =1L l«jgn
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% I ::= (p <>»nil)
P+ T %
si v (ply = T7i ouv (p) = (i (p), nil) alors v (p)o=i

.

sinon v (p) est inchangée.

xI :: = (p=q)

k+ 1= Pk

- si P (p) #P (@) ouv (p),=T1iouv (@), =71
alors v (p)lg = v (q)o = 1

a sinon si 33 : i (p) F (i) i (@) j =L avec (p) j et i (q)j £ -

1
v

ou v (p) I (VM V (@ j=lavecV (B JetV (@ . 1
alors v () =v (@, = L
! sinon Yo<jsn v (PI=v (@F=E @IN) I (@7,
v @3N v (@3).
I :: = (p<>q)
P41 T B
f .§_i_v(p)o='\iouv(q)o=’1i alors v(p)o=v(q)o=J-

sinon les valeurs abstraites de p et g restent inchangées.

d. jonction de chemins

Soit deux chemins k et 1, m le chemin partant de la réunion en a :
- Pm = Pk u Pl
.Y pointeur P, v niveau j (0<Jj < n)
viey=@G, @i v i, i v,@E3iu®™ v, (® i)
5=y /1 4 A

ce qui se généralise en :

v (p) 3 = (U (1) i,{pijg )y , U () v, (p) Ji).
chemins chemin chemins chemin



T
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Analyse en arriére

Le complément d'informations qu'apporterait l'analyse en arriére concerne
les valeurs des variables de type pointeur en leur imposant a chaque
niveau l'initialisation (dans le cas oG elle vaut T) ou la valeur -Tnil
(dans le cas ou elle vaut T) si l'analyse le juge nécessaire. Comme pour
l'analyse en arriére avec l'initialisation 'III.5) l'analyse en arriére

pour les variables de type pointeur n'est pas trés difficile & mettre en

oceuvre et les tests qu'il faudra placer a l'exécution se calculeront de la

méme fagon que pour les variables entiéres.

Conclusion

Certaines informations complémentaires pourraient nous &tre utiles comme
par exemple le fait que deux pointeurs dans une méme collection qui
pointent le méme élément de la liste (et plus seulement la méme classe
d'objets) ceci nous éviterait une perte d'informations lors des affec-

tations du type p T. suivant : = ...

Mais ce n'est qu'ad l'usage que nous pourrons nous rendre compte de l'utilité

de certains résultats intermédiaires ou de 1'utilité d'employer des ana-

lyses plus fines (& des niveaux plus é&levés).
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VIII - Conclusiong

La mise en oeuvre de l'analyse sémantique a permis de prouver
l'efficacité de la méthode ; l'analyseur fournit les renseignements
que nous avons décrits dans cette thése mais l'étude des variables
‘de type pointeur n'est pas encore implantée. Pour donner un ordre
d'idée, l'analyse d'un programme d'une centaine de lignes prend un
temps compris entre 20 secondes et 2 minutes (respectivement avec
5 variables et 17 variables) analyse syntaxique et étude du graphe
comprises. On peut donc obtenir & peu de frais des renseignements

importants sur un programme.

La prochaine étude de cette recherche sera bien sir 1l'implan-
tation de 1'étude des variables de type pointeur qui pourra étre
accompagnée de celle des variables booléennes considérées uniquement
comme variables simples. Des problémes techniques mais non théorigques
sont posées sur les booléens construits & partir de relations entre
variables du programme, par les variables de type enregistrement ou
par les ensembles. Le probléme théorique qu'il nous faudra résoudre
sera l'étude des procédures non récursives (l'étude des procédures
récursives sera résolu en combinant les résultats des recherches sur

les pointeurs et sur les procédures non récursives).

Actuellement, les essais de l'analyseur portent sur une bonne
centaine d'exemples choisis dans Manna [74] ainsi que dans le volume
de Knuth : Sorting and Searching, vol. 3 Une rapide comparaison nous
permet de constater l'efficacité de l'analyse. Si l'on considére comme
instructions, les instructions significatives (i. e. les affectations,
les tests, les écritures et non les instructions de saut, les décla-
rations, ...) et si l'on choisit un échantillon significatif d'exemples,

nous avons un ensemble de 997 instructions.
L'échantillon pourra étre trouvé au chapitre V

Un compilateur classique aurait placé 1976 tests & l1l'exécution,

soit en moyenne 1,981 tests par instruction.

L'analyse sémantique fait apparaitre 247 tests soit en moyenne

0,249 tests par instruction.
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Le rapport du nombre de tests placés par le compilateur et du
nombre de tests placés par l'analyseur est en moyenne de 7,9 (il varie
entre 6 et 17) Certains tests placés par l'analyseur ne peuvent pas
étre découverts par un compilateur car ils concernent l'initialisation
ou bien ils proviennent d'un bien existant entre des variables des
programmes ; on en dénombre 70 (soit 28 %). 69 tests ont été placés
dans les programmes afin d'éviter les débordements arithmétiques dans
les différentes opérations. Les autres tests placés par l'analyseur
proviennent du dimensionnement des tableaux (qui est statique en Pascal)
ou bien de 1'impossibilité pour 1l'analyseur de les supprimer par mangque
d'information (les liens qui existent entre les variables n'apparais-

sent que sous forme d'intervalles numériques).

Des essais plus importants vont étre faits afin d'augmenter

1'échantillonnage et de confirmer les premiers résultats.
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