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INTRODUCTTION

La commande directe, par ordinateur, de processus industriels
peut rarement E€tre effectuée en boucle ouverte, étant donné le grand nombre
de perturbations qui peuvent intervenir sur le systéme et les contraintes a
respecter. Or, mis & part quelques cas ol la commande optimale en boucle
fermee est calculable théoriquement et s'exprime simplement i tout instant
en fonction des variables d'etat du systéme (par exemple : équations
lineaires et critére quadratique), il est impossible de la calculer suffi-
samment rapidement pour pouvoir agir sur le systéme physique en temps réel.
On est conduit a faire tous les calculs préalablement et A consulter des
tables au moment de la commande ; on se heurte alors aux problémes de di-

mension, les ordinateurs destines a la commande &tant generalement de petite

taille.

Nous avons essayeé de montrer sur un exemple comment on peut
reduire les calculs grace i une étude directe des équations différentielles
par les méthodes non linéaires (plan de phase en particulier) et gridce 3
l'emploi des techniques d'interpolation. Celles—ci résolvent également le

probléme du stockage lors de la commande en temps reel.

Pour mieux utiliser 1'ordinateur a chaque échantillonnage,
nous avons construit une commande optimale en boucle fermée qui, outre la
recherche classique sur les valeurs de la variable d'entree, calcule éga-
lement les durées d'applications des commandes ; Nous avons montré que ce

probléme se raméne i une recherche de cnemin optimal dans un graphe.
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I.1 - VESCRIPTION DU MOTEUR

Le systéme a4 commander est un moteur 3 courant continu de
type série, alimenté par un pont redresseur triphasé mixte, Ce processus

constitue un montage de traction industriel, classique.

I.7.7 - NOTATIONS EQUATION

Notaitdonas

1 . intensité traversant le moteur (A)

Y : vitesse de rotation du moteur (rd/s)

R : resistance du circuit (Q)

L ¢ auto inductance du circuit (henry)

J : moment d'inertie du moteur (kg—mz)

£ ¢ coefficient de frottement visqueux (N-m/rd/s)
Cf : couple de frottements secs (N-m)

R : couple de charge (N-m)

K(I): coefficient de proportionnalité du couple moteur 4 1l'intensitd (N-m/A)

V(t): tension appliquee 4 1'instant t aux bormes du moteur (V)

Toutes les grandeurs seront exprimées en unités du Systéme

International.

Parmi ces coefficients, certains sont effectivement des

constantes : moment d'inertie, auto-inductance de 1'induit ;3 d'autres
R ™ . dI : B2

sont en réalité des fonctions de I, 30 ¢ mais ici nous les considérons

comme constants : résistance, auto-inductance de 1'inducteur, coefficient

de frottements visqueux, couple de frottements secs et couple de charge.

Compte tenu de ces hypothé&ses, les equations qui régissent

le fonctionnement du moteur sont alors (1)

_ . dar
1-1 V=1L e + RI + k(I) Q

(D
s _ _




I11.1.2 - VALEURS NUMERIQUES

Les valeurs numériques de ces coefficients seront alors

les suivantes

= 40 10_3 Henry

L
R = 0,85 ohm

J = 0,3 keg-m°

£ =102 N-m/ (rd/s)
Cf= 3 N-m

I' = 30 N—m

IT.1.3 - KEPRESENTATION DU COUEFFICIENT DE PROPORTIONNALITE COUPLE-INTENSITE

Le coefficient de proportionnalité couple-—intensité a &té
mesure en utilisant le moteur en genératrice & excitation indépendante,

4 vitesse constante (9 = 1.400 tr/mn soit 146,5 rd/s).

Les résultats obtenus sont résumés dans le tableau (I.])

Tension aux borges Courant d'excitation 2 U
de 18(%2??Z?trlce I(Ampares) 107 k(1) = =
17 1 11,6
32 259 21,8
36 3,1 24,5
41 3,7 28,0
45 4,0 30,7
67 5,6 45,7
80 7,0 54,5
100 9,0 68
120 11,5 81,8
140 13,7 95,5
160 16,5 109
172 18,5 117
180 20 123
190 22,7 129,5
200 25 136,5
220 32 150




C'est un phénomene de saturation qui se représente en physique

par un polynome de degré impair sous la forme

I=dk+sk5+Yk7

Dans ce cas précis, nous avons 3

19/1,5 (pente a l'origine)
1,404
y = 0,136

o]
I 1]

La figure I.] montre la courbe obtenue par cette représentation

polynomiale, comparée avec les points expérimentaux.

Cette representation, intéressante physiquement, puisqu'elle
tient compte de l'interprétation théorique du phénomdne de saturation, sera
aussi trés bonne pour les calculs car on pourra considérer que méme si la
precision est faible (ici du méme ordre de grandeur que celle des mesures),
1l'expression mathématique rend correctement compte de la forme d'une courbe

de saturation et permettra des extrapolations.

Cependant, le calcul de k en fonction de I interviendra trés
souvent, ce qui oblige & resoudre 1'édquation I(k) - I, = 0, par la méthode
de Newton par exemple. Malgre la vitesse de convergence de cet algorithme
(cing ou six itérations au plus pour une précision de 10—3), la rapidité
de ce calcul, qui interviendra un trés grand nombre de fois, est insuffisante.

Nous prendrons donc une représentation polynomiale P(I) = k(IL).

Aprés differents essais, nous avons été conduits 3 prendre les
polynomes d'interpolation de Tcnebychev de degré 7, augmentés de 1,5 ]0—3,
pour satisfaire aux conditions reelles : k(0) » 0, k(I) > Q pour I > 0,

avec assez de précision.

Eu effec, ces deux conditions sonct fondamencales pour L etude
du systéme et conduisent & des résultats absurdes si elles ne sont pas
respectées. Le tableau (1.2} nous montre les valeurs obtenues, d'ume part
avec la résolution de 1l'équation I(k) - Io = 0, et d'autre part, avec la
méthode choisie. Nous constatons que l'erreur due i 1'interpolation est

largement inférieure aux erreurs de mesure.




———————— L3169 -] Valeur absolue
Intensité I(A) Résolution de Interpolation de
k(I) - I =0 polynomiale l'erreur
° |ae|
0 0.00000E 00 ~0.41866E-06 0.4107°
2 0.15789E 00 0.15432E 00 31073
4 0.31543E 00 0.31469E 00 11073
6 0.47105E 00 0.47232E 00 11073
8 0.62100E 00 0.62119E 00 2107%
10 0.75983E 00 0.75755E 00 21073
12 0.88329E 00 0.87950E 00 41073
14 0.98990E 00 0.98653E 00 41073
16 0.10810E 01 0.10791E 01 21073
18 0.11590E 01 0.11587E 01 31074
20 G.12264E 01 0.12269E 01 51074
22 0.12854E 01 0.12857E 01 31074
24 0.13376E 01 0.13369E 01 21073
26 0.13843E 01 0.13823E 01 21073
28 0.14265E 01 0.14234E 01 31073
30 0.14649E 01 0.14613E 01 3107°
32 0.15002E 01 0.14968E 01 41073
34 0.15328E 01 0.15302E 01 21073
36 0.15630E 01 0.15617E Q1 11073
38 0.15913E 01l 0.15911E 01 31074
40 0.16178E 01 0.16182E 01 41074
42 0.16427E 01 0.16428E 01 11074
44 0.16663E 01 0.16650E Q1 11073
46 0.16887E 01 0.16858E 01 31072
48 0.17099E 01 0.17066E 01 31073
50 0.17302E 01 0.17304E 01 21074
y {
TABLEAU 1.2

Ce calcul est effectué par le sous programme FUNCTION REW (AI).




1.2 - DESCRIPTION Ut L'ALIMENTATION EN PUISSANCE DU MOTEUR

Nous utiliserons un pont redresseur mixte triphasé (Ref.12 )

relie au reseau par l'intermédiaire d'un auto-transformateur (Figure (1.2)).

A

Thi Th2 E.SThs L1

D1 ZFoz D3

Schema du pont redresseur

B

FIGURE 1.2

1.2.1 - NOTATIONS - EQUATIONS

Les notations utilisées seront les suivantes

Thi (i = 1,2,3) Thyristor i

D, (i =1,2,3) Diode i

Ui(t)(i = 1,2,3) tension entre la pnase i et le neutre & l'imstant t
Ueff tension efficace entre phase et neutre

Dm tension maximale entre phase et neutre Um = Ueff V2
v tension aux bornes de la charge

o angle d'amorcage des thyristors

VC tension de commande

w

pulsation du reseau




temps réduit s = ot

S
U=1U+v3
m

Nous avons les valeurs numériques suiv aites
100 =
312

En prenant comme origine des temps, le point t, ou

Ul(to) = U3(to), les tensions Ui s'écrivent :

= i -
Ul(t) Um sin (wt + 6)

- : _2m .
U2(t) = Um sin (wt 3 + 6)
U,(t) = U sin (ot - L) + Id

3 m 3 6

ou en fonction du temps reduit

&) il

U](s) = Um sin (s + E)
U.(s) = U in (s - 2T + 15
o\8 m St 37 %
U.(s) =T sin (s - 2B 4 &
3 m 37 %

1.2.2 - COMMANDE DU PONT

L'allumage d'un thyristor est réalisé par l'envoi d'une impul-
sion sur sa gachette. Cette impulsion est obtenue en comparant une tension
sinusolidale redressée dans sa partie positive, qui sert de référence, avec
la tension continue de commande Vc' Pour les trois redresseurs commandés du

pont, 1'allumage se produit dans 1l'ordre indiqué par la figure (1.3}.

Nous repérerons l'instant d'amorcage des thyristors par

1'angle ¢ : temps réduit auquel Th] (voir figure (1.3}) commence 3 conduire.

I.2.3 - TENSION AUX BORNES VE LA CHARGE POUR UN ANGLE D'AMORGAGE CONSTANT

Nous étudierons cette tension dans le cas ol la charge est
telle que 1'intensité ne puisse s'annuler lorsque V > O : ce qui sera
q p q q

réalisé pour le systéme choisi (cf. chapitre II).




Nous supposerons :

- les inductances du transformateur d'alimentation nulles et par conséquent,

nous négligerons les commutations entre diodes,

—- le courant de maintien des thyristors nul

La tension V présente alors deux formes suivant les valeurs

de

S G(¢, %) V(s) = U sin(s + 1) = U cos(s - %5

3
b3
_____ s € Gg , bt Z%J V(s) = U sin s
s € (¢, n) V(s) = U sin s
ﬂ
b > EY

————— | se Uu Z%—+ ¢) V(s) =0
voir figure n° [1.4) et [I.S)

1.2.4 - TENSION AUX BORNES DE LA CHARGE LORS DU CHANGEMENT D'ANGLE D'AMORCAGE

Le changement de commande, c'est-i-dire de tension V , sera
c
toujours realisé a l'instant s = 1 (synchronisation externe de la sortie
analogique de l'ordinateur). Nous passerons de la tension V 1 correspondant
c

-

a l'angle d'amorcage ¢1, d la temsion V correspondant i l'angle d'amor-

C2
cage ¢2-

Quatre cas sont alors & envisager suivant les valeurs de
¢1 et ¢2 par rapport a gvet compte tenu du féit que le thyristor déja
allume ne change pas d'état en présence d'une nouvelle impulsion et qu'une
impulsion sur un autre thyristor n'a d'effet que si ce dernier est susceptible

de conduire (tension positive i ses bormes).

Les quatre configurations possibles sont representées dans
les figures (1.9), (1.6}, [1.7], (1.8} et les équations correspondantes

sont




Figure (I .6)
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(¢1, -;l) V(s) = U cos (s - E“)
[1 ﬁ+-¢:} V(s) = U sin s
3’ 3 2

(¢1, -?T:r) V(s) = U cos (s - g)
(% s 17) V(s) = U sin s

[1r, 2—;:- + ¢2) V(s) =0

(cbl, TT} V(s) = U sin s

wi=

[—%,2—§+ ¢2} V(s) = U sin s

[¢], vr} V(s) = U sin s

(r, -+ 6,) V(o) =0




1.3 - DEMARRAGE ROTOR BLOQUE

Nous avons vu au § I.1.2 que le couple résistant T et le
couple de frottements secs Cf seraient considérés comme constants. Ceci
ne peut &tre rigoureusement vérifié puisque, lors du démarrage, la vitesse
reste nulle tant que le couple moteur n'est pas au moins &gal au couple
resistant total T + Cf R Cf est alors un couple de frottements secs sta-
tique, supérieur & la valeur dynamique, trés difficile & évaluer, qu'il

prendra quand le moteur commencera a tourner.

De plus, les equations du systéme sont totalement différentes

et permettent de comnaitre analytiquement 1'intensité& en fonction du temps :

pont redresseur débitant sur un systéme inductance-résistance.

Nous donnerons brié&vement les résultats relatifs 3 cette
phase de fonctionnement, et dans la suite nous prendrons toujours les

conditions dynamiques en imposant @ » 10 rd/s (voir chapitre III).

1.3.1 - EQUATIONS

Quand le moteur, soumis & un couple extérieur, commence &

tourner, %% devient positif ; avant le systéme d'é&quations (1) se réduit i
( o R
2-1 L gf * RL = V(©)
(2)
2-2 Q=20

Montromns que la charge du pont redresseur satisfait bien aux
hypoth&ses du paragraphe I.2.4 i savoir que I ne peut s'annuler & un instant

to ol V(to) > 0.

Supposons que I s'annule & l'instant ty ol V(to) > a>0

Nous avons toujours I(t) > 0 (redress eur)




Les solutions de 1l'équation (2-1) sont continues et V est

continu donc quel que soit e » 0, il existe ae > 0 tel que

i) E > I(t0 - A to) >0
5 3 dl
ii) It (to A to) <0
iii) V(t) > a > 0 pour tout t appartenant 3 (to b, to]
alors d'aprés l'équation (2) : RI =V - L ai soit I(t - At) =
dt [ o R
donc les hypothéses sont contradictoires pour e %

Le résultat cherché est donc démontre.

~ i
Nous voyons que deux cas se présentent :¢ < % et ¢ > o

3 3
L'expression du courant, 4 un instant s, connaissant la

valeur initiale a l'instant s = ¢ va €tre donnée ci-dessous.

Etudions d'abord la forme du courant s uw une période

[¢, Zg + ¢) connaissant la condition initiale TI(¢)
Notons ¢, les temps réduits, ¢ + 2 g u
. 2 km < . <
81 les temps réduits, s + ol s appartient &
2w
I+
(¢, =5 + o)

et nous montrerons que les quantités I(sk) sont liées par récurrence linéaire.

1.3.2 - EXPKESSION DE L'INTENSITE LORSQUE ¢ 2 %
a) §_§~_IQ3 “l
alors V(s) = U sin s

d'ol en résolvant (2)
I(s) = A(s, ¢) + C(s, ¢) T (¢)

avec R _
‘m(s ¢)

A sin (s ~8)) — A sin(p - 0)) e

I

A(s, ¢)

R
~ So (s—¢)
e

it

C(s, ¢)




1 R2 . LZ m2
15
tg 8 = =
En particulier :
ICm) = A(m, ¢) + C(m, ¢) I(¢)
D a6 (n ¢+ 25
V(s) = U
et I(s) = C(s, m I(m

En particulier :

I(¢ + 3%) = 1(¢1) = C(¢ + zg, m I(w) = C(¢, %) I(m)

Nous voyons que nous avons immediatement les deux relations de

recurrence .

I(ﬂn) = A(m, ¢) + C(w, ¢) I(rbn)

I(¢n) C(¢, %) I(wn_ ) avec I(¢) donné.

1

On en tire :

I(r) = ACr, ¢) anl G0 o » < E L0 1
0
et
1= cPTHED o)
1(¢ ) = Alm, ¢) C(m, ¢) ZWJ = B (Zg,, 0) I(¢)
1 -cZ, 0

d'ol pour s quelconque, les resultats suivants :

1]

I(s)) = A(s, ¢) + C(s, ¢) I(s ) pour s & (¢, m)

2
C(s, m) I(ﬁn) pour s € (w, ¢ + —%

i

I(Sn)




- ]2_.
- bR 27
e e n 2q Le "~ 3
Remarquons que la quantité C ng , 0) = e tend

vers 0 quand n tend vers +« donc que

I(n) tenma vers I . =.__;§£%§_@L__
"o-eHF L0

_ A(m, ¢) C(wm, ¢)
I(¢ tend vers 1 =
XB ¢f 1 - C('Z"g' > O)

Les valeurs de wa et I¢f sont indépendantes de la condition

initiale I(¢), l'intensite I(sn) tend vers I solution périodique, indépen-

f
dante de la coadition initiale , c'est le regime permanent.

1.3.3 - EXPRESSIUN DE L'INTenSITE POUK ¢ \<.3’I

Nous appliquerons la méme méthode de résolution que dans le

paragraphe precédent pour obtenir les resultats suivants

I(s) = A(s + £, 9+ D) + C(s, 9 I(¢) pours e (¢, 3
2
I(s) = A(s, ) + C(s, P 1) pour s € (3, ¢ + =)

puis les suites de recurrence

nm, _ 2T LT .
IR = A (55 ¢+ 9) * U5 5 ) T(g)
I(o, ) = Ao + gg-,-g) + C(o + g, 0) I(E%

Comme dans le paragraphe 1.3.2 ces valeurs tendent vers

des valeurs finales indépendantes de I(¢), quand n tend vers + o ;

2n Zny Zn W il
: - A(“g', ¢+ ‘3) Ao + 3 3) C(3 s )
Ul _ 21
Ef ! C(—§ , 0)
. 2
A+, D va &, e+ 5D Cp + 5,0
Tog ~ I
1_('('_3"0)

et les valeurs I(sn) tendent vers les intensités finales I correspondantes ;
s

£
‘ B s . 2
regime permanent périodique de periode 3% . Cette pericde de démarrage a été

simulee numeriquement par le sous-programme SINLI écrit en FORTRAN.




I.4 - PKOGRAMME DE SIMULATION

1.4.1 - S0US PROGRAMMES UTILISES

Nous avons établi un programme genéral MSTHY qui simule le fonctionnement
du moteur, avec les conditions initiales Io, Qo et un angle d'amorgage
donnés. Ce programme a necessité l'élaboration des sous-programmes

suivants

SINLI : intégration des equations (2) pendant une période

SIVOO : intégration des eyuations (1) pendant une periode , la
résolution des equations differentielles se fait par la méthode
de Kutta-Runge d'ordre quatre (sous—programme KUTMS) sur le
découpage suivant : chaque période est separee en deux inter—
valles correspondant aux equations de V(s) (§ I1.2.3) et
chacun des intervalles est lui-méme découpé en N parties
égales. Aprés plusieurs essais, nous avons fixe N = 2, la
précision des resultats augmentant tré&s peu pour des valeurs

plus grandes.

. MOVi2 : intégration des equations (1) lors du changement d'angle

d'amorcage : passage de ¢1 a ¢, (§ I.2.4)

2

Chacun de ces sous-programmes gére totalement le systéme
pendant une période, c'est—-a-dire qu'il choisit 1'équation de V corres-
pondant au temps reduit s en cours, incrémente le compteur de temps,
réinitialise le temps reduit a la valeur qu'il doit prendre pour la

pericde suivante &l inifgre les €quaiious coriespondant au Foiccionnewent .
s & Y

Le programme MSTHY fait la liaison entre ces sous—programmes.
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1.4.2 - ORGANIGRAMME DE MSTHY
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CHAPITRE 11

Commandabifite du Systeme




PLAN DU CHAPITRE II

I1.1 - Etude génirale des Zquaitions

11.1.1 - Notations, hypoinéses pnyasiques
11.1.2 - Exdistence, unicité, continuiié des solutiona
11.1.3 - Solutions bornées

11.2 - Etude des points sdnguliers pour une alimentalion constante

11.2.1 - Etxdistence, undicité

11.2.2 - Caractinistique Xor Yo négdme pesrmanent
11.2.3 - Classdigication

11.2.4 - ttude des trnajectolines iso0lées (séparatrices)

I1.3 - btude du systeme héek

I1.3.1 - Etude sur une période
11.3.1.1 - Majoration en vitesse
11.3.1.2 - Majoration des pointes d'intensite

11.3.2 - Comparaison avec Le cas V constant
11.3.2.1 - Sur une pénicde
11.3.2.7 - En rlgime 2taodi
11.3.2.3 - Conclusion

11.4 - Domaines attelanables. commandes admissibles

11.4.1 - Majonations directes
11.4.2 - Test sun Les commandes admissLiblesd




IT.1 - ETUDE GENERALE DES EQUATIONS

I1.7.1 - NOTATIONS - HYPUTHESES

Dans ce chapitre, les équations (1) seront écrites sous
forme canonique en prenant pour variables d'état, l'intensité et la

vitesse respectivement notees x et vy.

Les equations (1) s'écrivent alors sous la forme (3)

3-1 _j% = = -Ilj (Rx + x(x)y = V(t)}
(3)
3-2 %%.= % (-fy + k(x)x - Cf - F)

soit avec les valeurs numeriques

4o L (-0,85% - kGOy + V(D)) = -21,25x = 25 k(x)y + 25 V(t)
(3"
dy

vy _ 1 G0,0ly + k(x)x - 33}

ou sous forme vectorielle :

X = F(X,t) avec X

]

(x,¥) |X| = max (]x], |¥])

1]

@) F (5 = - ¢ [Rx + k(Y - V(D)

% (-fy + k(®x - Ce - r)

F (X,£)
y

La solution de (4) passant par la condition initiale Xo

au temps € s'écrira

X(XO, t , t)y ou (x(xo, Yoo t

o s 8, y(xg, v, £, B))

[¢]




L'étude physique du systéme nous a donne les hypothéses

sulvantes

k est une courbe de saturation et les reactions d'induit sont négligées

d'olt

. . .+ + 3 . .
H])- k est une application de R dans R continue, derivable, croissante
a déerivee pornde K' = sup |k'(x)|

R

V tension redressée n'admet des discontinuit&s qu'au moment d'allumage

des thyristors soit

! . . + + . _
hz)— V est une application de R dans R continue par morceaux, bornée

+
sur R

H,)= x(t) > 0 quel que soit t reel positif (Intensitée délivree par un

pont redresseur)

= y(t) > 0 quel que soit t reel positif (on suppose que le moteur ne

peut €tre entrainé en sens inverse de sa rotation normale) .

IT.7.2 - EXISTENCE, UNICITE, CONTINUITE DES SOLUTIONS

Montrons avec les hypothéses H1 et Hz que X(Xo’ to, t)
solution de (4) existe pour tout ¢t > t, > 0, est unique et continue par

rapport 3 t.

I1 suffit de prouver que F est lipschitzienne en X i t fixe,

g ~ i .
et integrable en t sur tout compact de R a X fixe.

La deuxiéme condition est immediatement verifiée puisque V est

continue par morceaux. Montrons que la premiére 1'est aussi.

Soient Xl(xl’ yl) H XZ(XZ’ Yz)

= -1 15 _ -
Fx(Xl,t) - F (X,,t) = i (K(x] X,) * k(xJ) v, = k(xy) Yz}
P l —_— - -
Fo&Le) = Fo(X,50) = 5 (C£0r) = ) + k(x x| = k(x)x, )
soit

A

. 1
IFX(}"]:C) - Fx(xz’t>] m (RJIXJ - X2‘ + Ik(xl) - k(xz)”y2}+ ,yj = Yzl k(xl)}

A

1
]Fy(Xl,t) S F(%,,0] <3 (£ly, - vl + Jex)) - NCNNENE [, = x,] k(x,))




avec l'nypothése H] nous ootenons enfin :

I 1 )

|FX(X1,E) - FX(Xz,t)l € I-[(R + K ]yzl)[xl - le + K(x]) |yl - yZ[)
N i ; ot

F 0 = F e | ag (Gley| + R D g - x| + £ly) - 5, 1)

donc a t fixe F est lipscnitzienne pour tout couple Xl’ X, tels que

2
leI <t ow {le <+ o le systéme (4) admet une solution unique, continue,

passant par le point XO au temps t .

IT.7.3 - SOLUTTONS BOURNEES

Nous ne nous preoccuperons que des solutions situées dans

le quart de plan positif (nypothéses H, et h2) et nous démontrerons que ces

1
solutions sont bornées en utilisant le théor&me suivant (ref. 45)

Tnéoneme :

Soit le systéme differentiel :

J x

Ly

fl

Fx(x, ¥y )

F (x, y, t)
y

Soient Al et B] deux constantes positives définissant le

rectangle R, : [x| < Al s ly] < B

i 1

Soit ¢ définie dans le complementaire de R] ([ﬁl) et satis-—

faisant 3

1) ¢ (x, y) >0

2) i) lim ¢ (x, y) 0 wuniformement en y

x|

1i) lim ¢ (x, y) = 0 uniformement en x
|V >+ o

3) ¢ localement lipschitzienne
4) pour tout t > 0 et pour tout point (x, y) appartenant a {RJ 1] existe

e > 0 tel que

: 1
nlimO h

[CP (X + h FX(XaY)t) s Yyt n Fy(XQth)} - 9 (st)J» > e > 0




alors il existe deux constantes A et B telles que pour toute condition
initiale X t on ait un nombre T tel que :

(x» Yoo t) o qu
, B)] <A

X(X t
x(xgs v, by

et ]y(xo, Yos Eos e)| <B

pour tout t > To

Montrons que ce theoréme s'applique i nos equations
2 2

L . e - +

Considerons la fonction ¢ definie par #(x, y)y = e (Lx Iy

Lx? et Jy2 sont les &nergies emmagasinees respectivement dans la self et

le rotor (inertie) du moteur.

¢ wverifie immediatement les conditions 1), 2), 3). Pour satisfaire 4) il

suffit de montrer qu'il existe deux constantes A] et Bl telles que

Lot F_+ it F_ >0 sur (R
9x X y 'y 1
nous avons

1 (39 37 | pu? 2y
> 5% FX + P Fy} Rx™ + fv x V(t) + (r + Cf) y

Comme nous ne nous intéressons qu'au quart de plan positif, le seul terme

negatif de 1l'expression ci-dessus est - x V(t) ; il suffit donc de prendre

- X > Al tel que sz - x V(t) > 0 quel que soit t

d'od x > Al > % sup V(t). C'est l'intensite maximale sans force contre
t

électromotrice.

-y > B] tel que, pour la valeur de x rendant minimum la partie négative,

N TR ) SR O Y T
L CAapLTODLVIL DULL pPUDLLLIVE,

Or Rx2 - x V(t) est minimum pour x = %ig?. Cette valeur minimum est alors
v(e)? . .
egale 3 - i x il suffit donc de prendre
o 2 f i
-(r + Lf) + /V(r + Cf) + E—[gup V(t)}
Y > B S

1 2 f




IT.2 - ETUWE DES POINTS SINGULIERS POUR V CONSTANT ‘

Montrons d'abord que lorsque le rotor n'est plus bloqué, les
equations de V sont celles données au paragraphe 1.2.3, c'est~a-dire que x

ne peut s'annuler en un point t ou V(t ) za > 0.
o o

Supposons que x s'annule i 1'instant €, ol V(to) >a >0,

nous avons toujours x » 0 , y > 0 (hypotné&ses H_ et H4), les solutions de

3
(3) sont continues et V est continue dans un intervalle (a, to} donc

quel que soit € > 0, 1l existe Ato tel que :

> =
£ 2 x (t0 Ato) >0

dx
ac (&, ~ A ) 50
V{t) 2 a >0 pour t dans (to = Ato, to}
alors d'aprés 1'équation 3-1 : Rx + k(x)y = V(t) - L %%
. _ B B _
soit Rx(to to) + k(x(t0 Ato)) y(to Ato) > a

ce qui est impossible pour tout e > 0 puisque k est une fonction continue

croissante et k(0) > 0.

V est donc une fonction periodique et nous appellerons Vm

sa moyenne.

T
v =1 V(t) dt = éE~(1 + cos ¢) = 149 (I + cos ¢)
m T 2m

)

Nous verrons dauns les paragraphes suivants que le comportement
du systéme alimenté par V_ donne des renseignements sur les trajectoires
m
reelles. Nous allons donc étudier ce cas, et, en particulier, le comportement

asymptotique.




IT.2.1 - EXISTENCE, UNICITE DU PUINT SINGULIER

Les points singuliers notés (Xc’ yc) sont définis par les

équations

soit donc a resoudre le systéme (5)

= RxC - K(xc) ¥ B Vm =0

(5

- fyc + k(xc) xC = Cf -T =0

ce qui nous donne 1'&quation en x :
c

(6) h(x) = £V o+ k(x) (¢, + 1) - kz(xc)xc -REx =0

. . +
Montrons que (6) admet une solution unique sur B
quand x tend vers 0 , h(x) tend vers Vm >0
quand x tend vers +®, h(x) tend vers -«

il existe donc au moins un point x_ tel que h(x]) = 0 , supposons que ce

1
soit le premier obtenu et montrons qu'il est unique.

B'(x) = - RE - k2(x) + k'(x) (C. + T - 2 xk(x)}

£
h(0) > 0 donc h'(x]) < 0

D'aprés 1l'hypothése H], k est croissante donc k'(x) > 0 et il existe

A tel que x > A entraine Cf + ' < 2 x k(x) soit h'(x) < 0

- si X, > A alors h'(x) < 0 pour tout x > X, donc X, = X, unique

- si X < A alors h'(xl)S 0, Cf + T -2 X, k(xl) > 0 , lorsque x croilt,
Ce # T - 2 x k(x) tend vers 0, k' est non croissante, k2 décroit donc h'

decroit soit
h'(x) € 0 pour x appartenant i [x] , A}

Dans les deux cas h'(x) ¢ O pour x > X, il existe un seul point tel que

h(xc) = 0, On tire alors yc d'une des équations (5).

Le sous programme SIVIF calcule, pour Vm donné, la racine X,
de 1l'équation h(x) = 0 par la methode de Newton, puis Yoo

__L-— JE— —
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11.2.2 - CARACTERISTIQUE (xc, gc) : REGIME PERMANENT

Etudions la courbe (xc, y ) lorsque Vm varie.
c

D'aprés les equations (5) nous avons - f Yo + k(xc)xC —Cf-F =0
X
c £
d'ol — = ; > 0
vy,  kx) + k'(x)x

Le fonctionnement du moteur étant limité a 200 rd/s (voir

chapitre III), nous voyons que xc est croissant en fonction de y. et que

X, appartient 3 (XC]O’ XCZOO} avec
XclO obtenu pour yC = 10
%200 " "’ Ve ° 200
Le tableau (II.1) donne les différentes valeurs de x > Y,

C
en fonction de Vm. Nous voyons que %, appartient a (24,5 R 25,5) , ce qui

nous permettra dans certaines approximations de prendre x, = 25.

Soit X, =Y (yc) cette caractéristique

PH I V HOYEH LHTELS I TE VITESSF
FINALE FILALE
10 295.07 25.51 199. 74
20 288.95 25.438 194,973
50 277.47 25,44 i&87.07
50 263.08 25.39 176.40
50 244,72 25,32 163.21
o 223,45 25,21 147, ¢9
70 199.91 25.15 135.91
20 174,583 25.06 112.75
90 165,96 24,96 9390
100 123.10 2 9 7510
110 98.n1 24,77 5C .79
120 74 .58 24,62 39. 5L
130 53.21 2060 23.90
140 34.85 24,53 10,37

Tapleau IT.! : Régime permanent

. e
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11.2.3 - CLASSIFICATION

Pour étudier le point singulier, nous utiliserons la premiére

methode de Ljapounov en linearisant les équations (3) autour du point (xc,yc).

Posons :

X =X +u

c
= +
y yc v
ce qui nous donne :
L i, = R(x + u) —k(x_ +u) (y +v) +V
dt c c c m
J dy _ k (x +u) (x +u) - f(y +v) -C. =T
dt c C c i
avec la dérivapilité de k nous ecrirons K(xC + u) = k(xc) + k'(xc)u + g(uz) 3

nous obtenons les équations (6)

r% - % (- R+ " (x) y)u = k(x)v + k'(x) u V]
(6)
) )

que nous écrirons plus simplement sous la faorme (7)

G = au + v + £(u,v)
(7)
I v = yu t+ 6v + g(u,v)
avec
(7" lim £(u,v)/p = lim  g(u,v)/p = 0 02 = u? + y2
P> 0 i P+ 0 ’
Posons S=qa + 8§
P = a6 ~ By

Le type de point singulier (xc, yc) dépendant des valeurs

de S et P, il nous faut donc calculer ces valeurs approximativement. Pour les

valeurs faisant intervenir xc nous prendrons xC = 25, k(xc) = 1,35,
k'(xy) = 25 10>,
Ce qui donne : S =~ 21,28 - 0,625 s
P =~

225 + 0,02 y_
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Soit :

S <0

s% = 450 + 26,4 y_+ 0,39 y °

1

13

4P % 900 + 0,08 y_

Selon les valeurs de Y.» mous obtenons les trois configurations

suivantes pour le syst@me linéarisé

y < 12 foyer stable

noeud stable a une tangente

~«
R
[aS4

y > 12 noeud stable & deux tangentes

Compte tenu du resultat (7'), le comportement du systéme
réel (3) est le méme que celui du systéme linéarisé, autour du point singu-
lier ; ce que nous avons vérifié a l'aide de la simulation numerique : voir

les figures (11 - 1} , (11 - 2} , (11 - 3} , (11 - &4}

Kemarques

Yo < 12 le foyer stable est trés peu visible car l'amortissement est
trés grand comme le montre la figure (II - J}

Y, F 12 ce cas est impossible a obtenir, puisqu'il correspond & une
limite de fonctioanement

Vo7 12 C'est la partie qui nous intéressera dans la suite puisque

le fonctionnement du moteur ne sera &tudie que pour Y > 10 rd/s

11.2.4 - ETUDE VES TRAJECTOIRES ISULEES ([SEPARATRICES)

Le comportement autour du point singulier, dans le cas du

noeud a4 deux tangentes, a éeté décrit plus en détail, en étudiant les valeurs

. Vmm e M men -
LSO veLeTue w

propres du syscéme iinéarise {(lieces aux coustaunies dé iLempsy, <

()

propres (direction des tangentes). Ces résultats sont presentés dans le

tableau (II - 2)-
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PHI  V MOYEN VALEURS PROPRES DIRFCTIONS PROPRES
UH NEIX JK NFrIX
|
20 288,95 |-0.16EF 03 -0,14F Oli—O.MZF-Ql -0.B9E 01
50 277.97 |-0.16E 03 -0.15¢ 01;—o.u35—01 -0.47E 01
40 263.98 |-0.15E 23 -0.16F 01]-0.46E-01 -0.45E 01
50 244,72 0. 14E D3 -0.17E 01-0.49E-01 -0.42E 01
6o 223.45 |F0.13E 03 -¢.18C 01 -0,53E-01 -0.39F 01
70 199.91 |-0.12E 03 -0.20C 01 -0.58E-01 -0.35F 01
60 176,853 |-0.10E 05 -0.22E 01!-0.66E-01 -0,31F 01
Jo 148.96 1-0.93E D2 ~0.26F 91 |-0,76F-01 -0.27E 01
100 123,10 |-0.78E 02 -0.31E 01 /-0,91E-01 -0.23F 01
110 28,01 |~0.63E 02 -0.386F 01|-0.11E 09 -0.10F 01
120 74,48 -0.LBE 02 -0.50F 91 |-0.14F A0 -0.1LE 01
130 53.21 |-0.33E 02 -0,72F 011-0,21E 07 -0.99F no
|-9.30€ 01 -0.57F 0o

P
Koyl
o
N
£ =
.

(o)
(%1

j-O.IQE 02 -0,10F 92

TABLEAU II.2
Nous remarquons que la direction DI vers laquelle tendent
toutes les trajectoires, se rapproche de 1l'axe Oy et que la direction D2’
trajectoire singuli&re, se rapproche de 1'axe Ox quand Vm augmente,

resultat préevisible si l'on considére les valeurs numeriques du systdme (6)

en assimilant Xc a 25.
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u = - (21,25 - 0,625 y )u - 34 v
c

(8) ] Y

v = 6,6u "36'

s+ /5% -40p s-J/8% - 40p
Les valeurs propres sont Al = . AZ =
2 2
. A, 6,6) VB, (4= - A, 6,6)

et les vecteurs propres 1 (56- R 2 35 5 > 6

1
directions propres tendent vers

quand vy tend vers +® , A tend vers ¥« . X  tend vers 0 donc les
c

— —
VP1 (axe 0x) VP, (55 ; 6,6) = axe Oy

En résume, nous savons que :

- toutes les trajectoires du systéme réel tendent vers le point singulier
puisque les solutions sont bornées et que le noeud est stable (stabilité

globale)

- le systéme est & structure stable (grossier), puisqu'il ne possé&de qu'un
y g p q

point singulier qui n'est pas un foyer faible

La simulation du systéme réel alimenté par Vm nous montre
que les séparatrices sont tré&s proches de celles du systdme linéarisé dans
le domaine d'étude x < 45 A, ce qui nous permet de dire que pour atteindre
le point Y. correspondant a Vm’ en partant des condi Hons initiales (xo, yo)
telles que Vo < Yoo il faut appliquer une commande V 3 Vm, puisque les

trajectoires ne coupent pas la séparatrice assimilée i 1'axe Ox.

La condition de grossiéret@ prouve que l'dtude faite reste

celles choisies.
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11.3 - ETUDE DU SYSTEME REEL

Les equations qui regissent le fonctionnement du moteur
sont les equations (3) ol V est la tension délivrée par le pont redresseur.
Les equations de V sont celles données au paragraphe I.2.3 comme nous
1'avons vu précédemment. V est donc une fonction péeriodique de période
T = %% = f%ﬁ s, continue sur une période ; les résultats concernant 1'exis-
tence, la continuité et les solutions bornées, obtenus au paragraphe II.|

sont donc toujours valables.

IT.3.1 - ETUDE SUR UNE PERIODE, MAJOURATIONS

Nous allons montrer que 1'on peut majorer les variations
de x et y sur une période, majorations qui donneront des renseignements
quand aux ''pointes d'intensité" dues au pont redresseur et quant aux va-
riations de y, importantes pour la connaissance des domaines atteignables.

Dans toute cette partie, nous utiliserons implicitement le lemme suivant.

Soient - x] solution de i] f](xl,t)

= x2 X, = fz(xz,t)

avec xl(O) > x2(0) et fl(X’t) > fz(x,t) quels que soient x et t

alors x](t) > xz(t) guel que soit t
Nous obtenons alors les résultats suivants

11.3.1.1 - Majoration de La vitesse

° 1 B
Y =5 (- 0,01 y + k(x)x - 33) (eq. 3-2)
avec X maximum = Xy = 45 A soit k(XM) = 1,65
y >0
donce
1 4,2 _ 140

[y o3 IkGgYx - 33 < 0,3

d'ol sur une période

€] |ay] < 1 rd/s
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11.3.1.2 - Majornations de £'intensite

Nous &tudierons les pointes de courant dues i l'alimentation
par le pont redresseur, dans le domaine d'utilisation ol V "différe le plus"
de V_c'est i dire pour ¢ 3 —

m 3
x = 25 [— U,85 x = k(x)y + V(t)) (éq. 3~1)

nous avons donc toujours x g 25 V(t) quel que soit t

t
donc |x(t) - x(t )| < ( 25 V(u)du
Jtg
sur l'intervalle (¢, n) nous obtenons avec la valeur numérique U = 312 volts

x(s) g x(¢) + 25 (cos ¢ — cos s} soit pour s = g

M

2 x(m) - x(¢) < 25 (cos ¢ + 1)

Cette majoration est tré&s proche de la realité lorsque le

pont est utilisé& 3 faible ouverture.
- par exemple pour ¢ = 130°
M2 donne x(m) - x(¢) < 9,2 A alors que la valeur reelle est 6,4 A
Ce resultat peut &tre améliore de fagon sensible en tenant compte de la

faible variation de y sur une periode (Ml)°

On obtient alors, en considérant x croissant (seul cas qui nous intéresse

puisque nous cherchons a majorer les maxima d'intensité)
x €25 (- 0,85 x(¢) - k(x(¢)) (o) - 1) + v(©))

soit en intégrant :

M3 x(s) < x(¢) + 25(cos ¢ = cos s) — 25 (0,85 x(¢) + k(x¢)(y¢—l)) %

Nous voyons que cette majoration est beaucoup plus fine que la précédente
puisqu'elle tient compte des conditions initiales, au lieu de supposer le

cas le plus défavorable x(¢) = 0 v(¢) = 0

- par exemple pour x(¢) = 25 4 , y(¢) = 10 rd/s , $ = 130°

M3 donne x(m) = x(¢) € 6,5 A (valeur réelle 6,4 A)

En particulier, la majoration (M2> est sans signification pour ¢ voisin de &

3
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par exemple pour ¢ = — et les conditions initiales x(¢) = 12, y(¢) = 100
p 3 ¢, ¢

M2 donne Ax < 37,5 A

M3 x < 19 A

La valeur reelle est 14 A

I1.3.2 - COMPARAISON AVEC LE CAS V = Vm

171.3.2.1 - Sur une période

Nous appellerons (x,y) les solutions du systame reel,
(x les solutions du systéme alimenté par la tension V nous avons
y y p
m’ “m m ’

alors les éequations (9) liant Ax = x - x et by =y - Y

bx =25 (- 0,85 &x -y (k(x) - k(x )] - byk(x ) + V(t) = V_)
4
by = T3 [— 0,01 Ay + k(x)x - K(xm)xm)

Montrons que si les conditions initiales & 1'instant reduit ¢ sont identiques

(Ax¢ = 0) Ay¢ = 0), alors trajectoires de (x,y) et (xm, ym) se recoupent.
En négligeant les quantités y - Yo faibles (Ml)
x(¢+) > xm(¢+) puisque V(¢) > Vm
y(o,) >y (4,)
Supposons alors x(t) > xm(t) sur (O,T)
T T
on a (Aﬁ) < 0 puisque J [Vm - V(t))at = 0 d'od x(T) < x_ (1)
0 0

contraire a 1'hypothése.

On montrerait plus genéralement par la méme methode que si
>
x(9) > x (¢)
y or =y {9y
alors x(T) - xm(T) < x(¢) - xm(¢) : les courbes se rapprochent, et si

x(¢) < x (¢)

() =y ()

alors xm(T) - x(T) < xm(¢) - x(¢) : les courbes se rapprochent. ‘
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11.3.2.7 - Comparaison des négdmes étabiis

Nous avons wvu que les trajectoires du systéme (7) tendent vers

le noeud stable & deux tangentes (xc, yc) (§ II.2.2)-

L'existence de la fonction ¢ (§ II.1.3), et 1'unicité des
solutions, entrainent que le syst&me réel admet une solution périodique de
periode T unique. La stabilite glopale du systéme assure que toutes les so-

lutions de (3) tendent vers cette solution periodique quand t tend vers +,

Pour comparer la position du cycle obtenu avec le point

(Xc’ y ) correspondant, nous utiliserons un raisonnement analogue 4 celui
c

du paragraphe précédent.

¢ étant donné, soit [xp(t), yp(t)J la solution périodique

et (xc, yc) le point limite pour V = Vm, on a

xp(t + T) = xp(t) quel que soit t dans R+

[}

yp(t + T) yp(t) quel que soit t dans R+

en intégrant les é&quations (3) de t & t + T on obtient alors (10)

re+T (t+T t+T rt+T .
10~1 l [Rx(u) + k(x(u))y(u)} du =J V(u)du= V_du= [Rx +k(x )y Jdu
£ t t m t (o] {04 C
t+T X t+T re+T \
10-2 ) {k(x(u))x(u) - fy(u)Jdu = . (Cf+F)du =Jt [k(xc)xc - fch du

Supposons alors que sur l'intervalle (t, t + T] on ait

ou l ¢ 10=1 est contredit

10-2 est contredit

compte tenu des hypothéses x > 0 , vy >0 , k(x) > 0 croissante.
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Ce résultat signifie que les configurations de la figure II.7

AX Ax

sont impossibles :

cxt/%m) 5/

1.7 [1.6

En réalité, nous aurons toujours une configuration telle
que celle de la figure II.6, l'oscillation en vitesse restant extr&mement
faible (< 0,05 rd/s) quel que soit ¢ et cette vitesse &tant trés proche en

moyenne (y) de Y, comme le montre le tableau (II.B}

¢ Y *e Ve o

(degres) (volts) (A) (rd/s) (rd/s)
10 295,67 25,49 199,58 199,65

50 244,72 25,30 163,10 163,39

70 199,92 25,14 130,82 131,42

90 148,97 24,94 93,91 94,41

110 98,02 24,75 56,77 57,00
130 53,21 24,59 23,90 23,94

TABLEAU II.3

11.3.2.3 ~ Conclusion

Nous admettrons que les résultats des paragraphes (II.3.2.1)
et (I1.3.2.2) s'étendent aux trajectoires complétes, c'est—i-dire que les tra-
jectoires (x,y) et (xm,ym) se recoupent 3 chaque période si les conditions ini-
tiales sont identiques. Ce resultat a etd vérifié sur toutes les simulations
que nous avons effectuées (exemple : figure 1I.8) et nous l'utiliserons pour
obtenir des majorations et des minorations relatives aux domaines atteigna-

bles et aux commandes admissibles.
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11.4 - DOMAINES ATTEIGNABLES, COMMANDES ADMISSIBLES

L'étude faite dans les paragraphes precédents va nous per-
mettre d'obtenir des majorations simples sur les commandes admissibles, des
renseignements concernant les aomaines atteignables et un test simple pour

déterminer 1l'espace des commandes admissibles,

Rappelons le resultat final du paragraphe II.2.4 : pour
atteindre le point (x, yc) > Ve correspondant i Vm, X quelconque, avec
des conditions initiales (xo, yo) ¥, ¥ ¥ il faut appliquer une tension
vV > Vm.

Le systéme physique impose une contrainte d'intensité
x ¢ L, avec L = 45 A;nous allons montrer comment cette contrainte réduit

1'espace des commandes admissibles et en conséquence les domaines atteignables.

11.4.1 - MAJORATIONS DIRECTES

. . A iéme _ .
Calculons l'accroissement d'intensité & la p période

avec les conditions initiales X,s ¥, et la tension Vm.
Nous savons que |Ay| < 1 rd/s(Ml) sur une période.
Comme x, = 25 A, nous pourrons écrire Vm = 0,85x25 + k(25)yC

Soit Vm ~ 21,2 + 1,36 Ve la commande appliquée pendant

p périodes :

dx - .
‘E 225 (- 0,85 L - k(L) x (y_ +p) + V)
. ax
Pendant p periodes Ax » sup w7 x pT
soit AX > % (= 17,1 - 1,7 Y~ 1,7 p + 1,36 yc)

I1 suffit qu'il existe un p tel que Ax » 45 A pour que

le point Ve ne puisse &tre atteint a partir de (yo, xo) sans dépassement

de contrainte.




o

Soit donc (- 17,1 - 1,7 y, = 1,7 p+ 1,36 yc) 2 45

ou 1,7 Yo § 1,36 Vo © 17,1 == (239-+ 1,7 p).

En prenant la valeur de p entiére qui rend cette derniére

. : _— 280 .

expression maximum, c'est-a-dire —5—-+ 1,7 p minimumj;donc p = 13, nous
optenons !

(1) Y, € 0,8 Yo T~ 47

- Donc si y £0,8 by © 47 on ne peut aller du point (xo, yo) au point
)

(x , y ) en une seule commande ; ce resultat peut aussi étre exprimé par :
& ‘g

- Partant du point (xo, yo) on ne peut atteindre en une seule commande un

point (x, y) tel que vy * 47

0,8

En exprimant maintenant Vm en foncti onde l'angle d'amorgage

Vm = 149 (1 + cos ¢) dans la majoration de Ax sur p périodes, on a
P
(12) bx > ¢ (- 38,2 - 1,7(y, + p) + 149(1 + cos ¢))

Ax doit @tre inférieur a AxM =1L - X_ pour tout p donc si le deuxiéme membre
de (12) est supérieur a Xy Ppour au moins une valeur de p, la contrainte sera

dépassée,ce qul se traduit par

g

(- 38,2 - 1,7 (y_ + p) + 149 (1 + cos®)} > ax,

. - . 2
En prenant pour p la valeur gui rend cette expression minimum, soit p“= ———

nous obtenons

<1 (13) l cog A > =0 75 « O 0114 v o+ 0 0L (AR — » N [ set wBwi €1
- Ny } koSS [ = e = ./O i Py “Ol l T TR e TP

l'application d'une commande correspondant & 1'angle d'ouverture ¢, au systdme

ayant pour conditions initiales (xo, yo) entraine un dépassement d'intensité.
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11.4.2 - TEST SUR LES COMMANDES ADMISSIBLES

Nous allons montrer que l'on peut améliorer le resultat (13),
en prouvant qu'il suffit de connaftre une commande non admissible (Vm), pour
les conditions initiales (xo, yo), pour en déduire que toute commande V > Vm
n'est pas admissible pour les m@mes conditions initiales. Démontrons d'abord

le lemme sulvant :

Lemme :

Etant donné une commande Vm, soient :
- (xc, yc) le point limite correspondant
- S la trajectoire issue du point (xo, yo) telle que
i) X =y (v,)
ii) 45 0 pour tout x appartenant i [x L)
dt (e

iii) g%-> 0 pour tout x appartenant i (xo, L)

iv) yL <y, en notant yL le point correspondant 3 x = L

alors toute trajectoire (xl, yl) issue de conditions ini tiales (x

10° Y107

avec y, o <y, admet au moins un point tel que x, > L

Demonstrhation :
Soient (A), (B), (C) les domaines du plan de pnase définis
par leurs fronti&res comme suit : (figure II.9)
x =L
. =
(4) °
S I U
y =0 :
1
(A) |
2 = .= ! fom .. N
(B)4I (graphe de x=Y(y) T H |
(€) ! E
x =0 %¢ 1 —
©47 " 7% « L
T
y =20

Figure I11.9
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a) - Supposons que(x ) appartienne a (A)

10° Y10

Soit S1 la trajectoire issue de (x] ). Supposons que S, satisfasse

0’ Y10 1

la contrainte, c'est-a—dire :

X, < L pour tout y1 <y

1 L

11 _ Yoo _ _ .
alors —— = I Vm Rxl K(Xl)le 21 {Vm RxL k(xL)yLJ >0 (ii)

Or, quand t tend vers +« y tend vers Y. > ¥y, (iv), donc la trajectoire
Sl sort du domaine (A) et par continuité, coupe la frontidre en un point

qui, puisque x est croissant dans (A),appartienct a

= (x = L) ; c'est contraire & 1'hypothése

- I(S) ; c'est impossible i cause de 1l'unici té des solutions

b) - Supposons que (Xlo’ ylo) appartienne 3 (C), alors il existe au moins

un point de S1 dans (A)U(B) , en effet supposons que

Xl < Y(y]) pour tout yl < yL’ alors

A 1 ]

-7 k&) - fy -0 Cf] €5 (k 5J) v ) =&y, -1 - ch =0
dyl dx]

donc <0, T >0 ¢ c'est impossible puisque Yy tend vers

Yo 7 YL quand t tend vers +w

¢) — Supposons que (x ) appartienne & (B)

10° 710

alors il existe un point de S  qui appartient & (A), sinon la trajec-

I
toire reste dans (B)U(C) ; c'est impossible pulsque Yy tend vers

¥y > YL, quand t tend vers +e , nous sommes ramenés au premier cas.
Ce lemme étant démontre, montrons le résultat annoncéd.

Soit V une commande telle que V > Vm s S' la trajectoire

issue du point (xo, yo), sous la commande V.

dx fdx
[ > ] .
== L—- puisque V > Vm

g ar g

dt




donc il existe des points de S' dans (A), S' ne peut couper S en un point

(x , vy ) sinon on aurait
s c

dx dx

LS| . =S

[dySJ - [dyCJ
S’ S

c'est impossiple puisque S' &tant au dessus de S au point (x0+ , yo+) on

doit avoir au point d'intersection

s) dxs
___J < &ETJ d'ot le résultat cherché
st F %

Nous voyons que ces démonstrations utilisent le résultat
suivant : y(t) tend vers Ve quand t tend vers + « et ne sont donc valables
que pour une commande constante sur (0, +w) ; cependant nous avons vu au
paragraphe 1II.4.1 que le maximum d'intensité était atteint au bout d'une
quinzaine de périodes au maximum. Comme nous appliquerons des commandes
constantes sur des intervalles de temps supérieurs ou égaux a 30 périodes,

les résuitats trouvés seront applicables.

On peut enfin montrer par le méme raisonnement que si Vm
est une commande admissible pour les conditions initiales (xo, yo), alors
toute commande V telle que V < Vm est aussi admissib le pour les mémes con-
ditions initiales. Ces résultats vont nous permettre de réduire considéra-

blement les calculs d'optimisation, comme nous allon s le voir dans le

chapitre suivant.
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ITI.1 - INTRODUCTION

ITI. 1.1 - DEFINITION DU PROBLEME

Nous cilercnons a realiser une commande par ordinateur de ce
systéme en temps réel. Les conditions physiques imposent une commande "en
boucle fermée'". En effet, il faut pouvoir s'opposer aux perturbations qui
peuvent €tre importantes, risquent d'entrainer le systéme loin de la tra-
jectoire optimale, et surtout de 1'amener dans un domaine ol les contraintes
ne sont pas respectées. L'utilisation de 1l'ordinateur, et le processus
pnoysique, imposent une commande &chantillonnée. Les lectures de 1'dtat du
systéme et les commandes ne peuvent &tre effectudes de facon continue,
puisqu'elles se font sur ordre de l'ordinateur et nécessitent un certain
nombre de calculs. D'autre part, nous avons vu au paragraphe 1.2.4 que le
pont redresseur réalisait un echantillonnage naturel, puisqu'un changement
de la tension de commande ne peut intervenir qu'au bout du temps nécessaire
a l'extinction du thyristor passant ; ce changement n'a d'effet que sur

1'allumage du thyristor suivant.

Nous nous placerons dans le cas d'un horizon borné (O, H),
et déciderons donc du nombre d'instants de commande, soit N. Pour améliorer
les caractéristiques de la commande, N &tant fixé, nous avons choisi d'agir
sur deux paramétres : la tension de la commande appliquée et le temps pen-
dant lequel cette commande est appliquée ; c'est-i—dire le choix des ins—
tants d'échantillonnage. Nous nous proposons alors de minimiser sur (0, H]s

l'intégrale du carré de l'écart entre la vitesse de rotation et une vitesse

de reference choisie Vg 3 definissons alors les notations utilisées.
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IT1.7.2 - NOTATIONS UTILISEES

N : nombre d'instants de commande
. ' : . . éme . .
ti : instant d'application de la 1 commande i1 =1, ..., N (Notation
rétrograde)
¢i : angle d'amorgage appliqué entre les instants ti et t._,
X, : valeur de 1l'intensité a 1'instant £
v : valeur de la vitesse & 1l'instant t,
' . . . éme

At.l : temps d'application de la i commande ti = ti—] = ti

Ry : revenu entre l'instant t, et l'horizon H
A : toute grandeur A optimale pour le critére choisi
Atmin : temps d'application minimum possible pour une commande
X. : vecteur d'état (x., y.) & l'instant t,

i i i i
Vg : vitesse de référence choisie

Interpolation de degré n : Interpolation par des polynomes de Tchebychev de

)

degre n sur la base d'interpolation de Tchebychev (racines du polynome Tn+l
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111.2 - ETUDE GENERALE DU PROBLEME

111.2.1 - FORMULATION
Nous avons donc & resoudre le probléme suivant :

3 tout instant €, trouver la commande $; 3 appliquer au
systéme et l'intervalle d'application e, = ti—l = ti de cette commande,

tels que le revenu entre l'instant t, et l'horizon H soit minimum, c'est-

a-dire

(]4) Ri(xi,ti, ti_l, 2= sis t]’¢i3¢i_]> “"¢]) = Ri(xi,ti)
N

avec la contrainte sur le temps Z Ati = H et les contraintes physiques
i=]

sur les variables d'état.

Nous avons vu précédemment (§ III.1.1) qu'il existe un
échantillonnage naturel de l'ensemble ordinateur-processus, ce qui nous
conduit a définir 1l'intervalle de temps minimum Atmin possible entre deux
commandes successives. Cet intervalle sera un multiple de la période T

2

(periode de la tension V fournie par le systéme redresseur T = 3%? et un

diviseur de l'horizon H : H = p At . .
min

Les intervalles de temps Ati seront alors de la forme
ot = ki AtmiIl ol les ki peuvent prendre toutes les valeurs entiéres de
un a p en respectant

La généralité du probldme n'est en rien réduite si nous
limitons les valeurs possibles des ki a un nombre plus petit M, puisqu'il
suffira de faire M = p, pour resoudre le probléme initial. Nous allons
donc resoudre 1'équatilon (14) avec la condition supplémentaire

N
» k. =1,2, ..., M et ) k,=p

At., = k. At .
1 i min

111.2.2 - GRAPHE REPRESENTATIF DES COMMANDES

Pour déterminer les instants de commande possibles ti’ nous

sommes ramenés a construire un graphe ayant les caractéristiques suivantes

°
°
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- 11 existe un point origine (commande N & l'instant t = 0)
- il existe un point extremité unique (horizon H)
- la longueur d'un arc sera la valeur ki

-

- la longueur de tous les chemins allant de 1'origine & 1'extrémité est p

- un chemin allant de l'origine & 1'extrémité contient N arcs

- un arc est origine d'au plus M arcs

Chaque point du graphe sera représente par deux indices (i,j)
i numero de la commande

j nombre de At ., Trestant a parcourir jusqu'a l'extrémité

Nous avons traité en exemple le cas p = 10, N=5, M= 3

auquel correspond le graphe de la figure III.1. Ce graphe est &tabli sans

ambiguité avec les hypothéses de construction données.

Qo

L et PN

FIGURE III.!
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1171.2.3 - PRINCIPE D'OPTIMALITE

La discrétisation naturelle du systéme et la nécessité
de connaltre une commande en boucle fermée, nous conduisent 3 résoudre
l'equation (14) en utilisant le principe d'optimalité de Bellman, appliqué

au graphe précédent.

Introduisons les notations suivantes

i,k . . 5 s .
- ri’ (Xi’ ¢i) : revenu élementaire pour aller du point (i, j) au point
(i-1,k) avec les conditions initiales Xi
=i,k . : . 5 -
- Ri’ (Xi) ¢ revenu optimal pour aller du point (i, j) 3 l'extré-
mité (0,0) en passant par le point (i-1,k) avec les
conditions initiales Xi
A3 . . . ..
= Ri (Xi) ¢ revenu optimal pour aller du point (i,j) a 1l'extrémité
avec les conditions initiales Xi
A3,k . 7 . .
= ¢i (Xi) : commande optimale A appliquer pour aller du point (i,j)
au point (i-1,k) avec les conditions initiales Xi
(15) R (X;) = min R. (Xi>
k possible
Le principe d'optimalité s'écrit alors sur un arc ;
~3sk _ Jsk -k
(16) RYT (X)) = opt i Ky 9 v RO (X))
93
X. = . : .
avec i-1 X(Xl, tss ¢i’ tl_l)

I

et t.

£, + k., At
11 1 1 m

in
Cette &quation (16) doit @tre résolue pour tous les chemins
du graphe et toutes les conditions initiales possibles. La commande au point
(i,j) en cours est déterminée par la valeur de k, qui satisfait 1'équation (15)
-~ k
et la valeur ¢i’ correspondante. Nous allons donc donner les méthodes d'op-

timisation et de stockage de ces renseignements, compte tenu des contraintes

physiques imposées.
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I11.3 - METHODES D'OPTIMISATION ET DE STOCKAGE UTILISEES

111.3.71 - TRAITEMENT DES CONTRAINTES

Nous sommes amenés a résoudre l'équation (16) en tenant

compte des contraintes physiques suivantes

a) 0Ogdsrm

b) x(t) < 45 A quel que soit t réel positif
¢) y(t) < 200 rd/s o " il

d) y(t) > 10 rd/s " " "

Détaillons chacune de ces inégalités et donnons le traitement

correspondant.

Cette contrainte est liée au fonctionnmement du pont redresseur
(§ I.2.1) et se traduira par le fait que nous cherchewns 1'optimum de (16)

pour ¢. appartenant a l'intervalle (0, =
¢, ap

b) x(t) < 45 A

Cette contrainte sur l'intensité est imposée par le moteur
lui-méme et les redresseurs, qul ne peuvent supporter un courant trop élevé ;
en réalité, c'est une contrainte thermique, beaucoup plus difficile 3 expri-
mer ; nous imposerons a la valeur inférieure du courant sur une période de ne

pas dépasser 45 ampéres.

Nous avons vu dans le paragraphe IT.4.2 que pour des tensions
d'alimentation constantes, si une commande ¢, est telle que X(XO’yo’to’¢o’t)sL
quel que soit t, alors toute commande ¢1 > ¢0 est telle que x(xo,yo,to,¢l,t)$L
quel que soit t. Ce résultat est utilis& pour ramener le probléme d'optimisa-
tion avec contraintes, i une recherche de 1'intervalle admissible pour ¢, les
conditions initiales étant données. Nous noterons ¢min(xo) la plus petite

valeur de ¢ qui respecte la contrainte avec la conditiom initiale Xoo
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Pour rechercher cette caractéristique ¢ (X), nous avons

d'abord étudié, 3 partir de quelle vitesse initiale, toitz commande dans
@,7@ est admissible pour x = 25 A soit y = 150 rd/s. Nous avons ensuite
intz2rpolé cette courbe, pour y sur (10,150} par des polynomes de degré 7,
pour % sur @,45) par des polynomes de degré 4. Les interpolations avec
des polynomes de Tchebychev de degres inférieurs ne respectent pas les
contraintes en tout point. Nous donnons dans le tableau III.1 les compa-
raisons entre les valeurs réelles, l'interpolation de degré (7) en y et

l'interpolation de degre (5) en y pour X fixé égal a 25 A.

L'utilisation de la majoration (13) nous a permis, lors
du calcul de ¢min(xo) (XO point d'interpolation de Tchebychev) de restrein-
dre l'intervalle d'étude de ¢, sur lequel on procéde ensuite par dichotomie.
Le calcul de @min(xo,yo), par interpolation est effectué par le sous-

programme PHIMI (X0,YO).

VIIESSh ¢ min ¢ min ¢ min ¢ min ¢ min
rd/s T (xd) T (rd) réel (rd) réel T
S I I S AN A, St S S
10.0 0.21180E 01 0.21160E 01 0.21154E 01 0.2E ~02
20.0 0.19774E 01 0.19793E 01 0.19799E 01 0.6E -03
30.0 0.18514E 01 0.18522E 01 0.18517E 01 0.5E -03
40.0 0.17313E 01 0.17288E 01 0.17289E 01 0.1E -03
50.0 0.16129E 01 0.16091E 01 0.16101E 01 0.1E -02
60.0 0.14948E 01 0.14933E 01 0.14932E 01 0.1E -03
70.0 0.13777E 01 0.13801E 01 0.13795E 01 0.6E -03
80.0 0.12625E 01 0.12671E 01 0.12656E 01 0.2E -02
90.0 0.11496E 01 0.11521E 01 0.11523E 01 0.1E -03
100.0 0.10371E 01 0.10339E 01 0.10371E 01 0.3E -02
110.0 0.92010E 00 0.91235E 00 0.91600E 00 0.4E -02
120.0 0.78874E 00 | 0.78394E 00 | 0.78324E 00 0.6E -03
130.0 0.62758E 00 0.63504E 00 0.62891E 00 0.7E -02
140.0 0.41394E 00 | 0.42841E 00 | 0.43366E 00 0.5E -02
150.0 0.11679E 00 0.83589E-01 0.27391E-01 0.6E =01

Tableau I1I.]1
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c) vy < 200 rd/s

Contrainte mecanique introduite pour éviter l'emballement du
moteur, cette contrainte n'interviendra pas explicitement dans nos calculs,
car les commandes conduisant i des valeurs de y dépassant 200 rd/s ne sont
jamais optimales pour le critére choisi. Nous vérifierons seulement lors de

la recherche des commandes que cette contrainte est bien satisfaite.

d) y > 10 rd/s

Cette contrainte a eté introduite au paragraphe 1.3, pour éli-
miner de notre &tude la phase de fonctionnement i vitesse nulle. Cette iné-
galité artificiellement introduite par le calcul, ne nécessite pas une véri-
fication tré&s précise. Nous avons procédé comme pour la contrainte (b), et
avons interpolé la caractéristique ¢max uniquement sur y avec X fixé a 25 A.

L'interpolation de degré 5 est réalisée par le sous-programme PHMAX (YO).

Nous voyons comment les résultats du paragraphe II.4 obtenus

par l'étude des trajectoires dans le plan de phase ont permis de ramener le

probléme des contraintes, a un probléme de détermination de 1'intervalle
(¢min(xo) , ¢max(xo)) » tel que toute commande appartenant i cet intervalle
respecte les contraintes pour la condition initiale X,

La figure (III.Z} montre l'espace des commandes admissibles en

fonction de Yo» POUT X fixé & 25 ampéres.

IT1.3.2 - RESOLUTION DU PROBLEME D'OPTIMALITE SUR UN ARC

Nous avons maintenant i résoudre 1'8quation (16) gue nous

rappelons

A

Aij 7 N o] (Ajsk/n ~ = e .
D v = . :
=i N ol v—i (s AL R I\i_] \Al_l)J

¢i (¢min(xi)’¢max(xi>)

N
[$)]
N

pour tous les indices 1, j, k et toutes les conditions initiales X,

5
possibles. C'est une optimisation & une variable que nous résoudrons par la
est définie par

méthode de Fibonnaci. Rappelons que la suite de Fibonnaci, FP”

la relation de ré&currence
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Le minimum d'une fonction définie sur un intervalle (a,b) est

(b-a)
k-1

localisé avec une précision Pg par l'algorithme de Fibonnaci utilisé

jusque l'ordre k.

’ -~ ~j,k .
Nous nous imposons de connaltre la valeur ¢i’ dans un in-

tervalle de longueur € € 2 10 3

pour avoir une precision semblable & celle
21 s LV 11 g : e égal

des contraintes. L'intervalle d'€tude (¢mln(Xo) 6 ¢max(xo)) peut &étre éga

a (O,H), et 1'intervalle de Fibonnaci doit donc &8tre utilisé jusqu'a

l'ordre 18

o=
| S

( Flg=2.584 , F_=1.5973

1

Nous aurons donc 17 ou 18 ''mesures'" a effectuer pour chaque

optimisation : une "mesure' &tant le calcul du revenu &lémentaire

4= _
jsk by S k)Atmln 2
r- (Xl’?l) = [}’(Xi,yi,ti,tbi,t) - yFJ dt
i

t.

i

qui suppose la résolution de l'équation différentielle : ce calcul est long
(4 minutes sur I.B.M. 1800) et doit &tre répété pour tous les indices i,j,k

et tous les Xi° Nous allons le réduire en interpolant a Xi fixé, l'expression

3,k ~k
r- (Xi’¢i) + R (Xi-
1 1-1
par rapport a ¢i, puis en faisant le calcul d'optimisation sur le polynome

d'interpolation. Nous avons choisi, aprés essais, une interpolation de

degré 8. Une vérification sur l'arc (1,2) 7 (0,0) donne les résultats

suivants :

~2,0 Z -
{xo =5 A ¢l calculé directement = 1.1577
v = QN vAle ;\2’0 ralrnld nor Ta nnluvnome AVintrarnalarinan = 1 1877
Yo . " calfpla pax PO LY I

~2,0 .

x, = 22,5 A ¢l calculé directement = 0,778
¥, = 130,781 rd/s 5?’0 calculé par le polynome d'interpolatiocn = 0,786
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Le premier résultat est tré&s bon car cette valeur correspond a

3

la contrainte, par contre le deuxi@me resultat moins précis (erreur = 8 10
est compens& par le fait que le revenu est peu sensib le aux variations de ¢

autour de ¢.

I
1l

On trouve pour ¢f’0 0,778 R 29,603

]
t

2
pour q;]’ 0,786 R 29,648
et le point choisi est particuliérement défavorable puisque pour ¢ admissible,

le revenu varie de 34 a 700.

Cette méthode de calcul nous permettra de réduire le temps

de calcul sensiblement de moitié&, pour une optimisation, puisque nous ne

ferons que 9 "mesures" : calculs du revenu au 9 points d'interpolation.

L'optimisation sur le polynome &tant,elle, trés rapide.

~J sk
ITT.3.3 - INTERPOLATION DES REVENUS OPTIMAUX R, (%) ET DES COMMANDES

, RS
OPTIMALES ¢i (Xi)

La résolution de l'equation (16) i, j, k, Xi étant fixés,
nécessite la connaissance de
k _ k,1
Ri—l(xi) =1=Tt3,3 Ri_l(X.
I1 faut donc connaitre les revenus optimaux de 1'étape précé-

dente pour la valeur Xi— , comme il est impossible de calculer ces revenus

1
pour toutes les valeurs de X;_|» puisque les variable sd'état sont continues,
il est nécessaire d'introduire un quadrillage, puis de faire une interpolation
sur deux ou plusieurs points, pour trouver la quantité ﬁgiﬁ(xi_l). Nous avons
choisi d'interpoler ces revenus globalement sur 1'espace des phases par une

5 vawiakl

A
-

.

(o
}
]
1

~ 3 N
,,,,,, L ST & SN a2V 2 - ~ Caa oo o

{nforpoTnk{nn Aa Tnkoky:hn" 3 da

[OROR

D'autre part, au moment de la commande en temps réel, il est
~ 3 = ~i,.k .
nécessalre de connaitre la valeur ¢i’ (Xi) pour des valeurs de Xi qui n'ap-
partiennent pas au quadrillage choisi. Nous avons donc aussi interpolé les

¢i’k(Xi) dans 1'espace des phases, par des polynomes de méme degré que ceux

des revenus. Nous avons verifié la validité de cette interpolation sur 1'arc
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(1,2)(0,0) avec X fixe & 25 ampéres, les résultats sont donnés dans

le tapleau III.2 suivant

intensité vitesse 5?’0(xi,yi) ﬁ?’o(xi,yi) ] ﬁ?’o(xi,yi)
X i interpole réel interpolé
25.00 10.00 2,12385 0.59485E 04 0.59214E 04
25.00 20.00 1.98003 0.48844E 04 0.48957E 04
25.00 30.00 1.85891 0.40078E 04 0.39812E 04
25.00 40.00 1.73343 0.31865E 04 0.31791E 04
25.00 50.00 1.60850 0.24598E 04 0.24800E 04
25.00 60.00 1.49165 0.18562E 04 0.18752E 04
25.00 70.00 1.38264 0.13627E 04 0.13609E 04
25.00 80.00 1.27446 0.95379E 03 0.93690E 03
25.00 90.00 1.15969 0.61670E 03 0.60308E 03
25.00 100.00 1.03759 0.35657E 03 0.35653E 03
25.00 110.00 0.91884 0.18058E 03 0.18895E 03
25.00 120.00 0.82595 0.80187E 02 | 0.86543E 02
25.00 130.00 0.78919 0.24559E 02 0.31864E 02
25.00 140.00 0.83915 0.20785E 01 0.76615E 01
25.00 150.00 0.99836 0.19682E-01 0.14199E 01
25.00 160.00 1.27598 0.99544E 01 0.92174E 01
25.00 170.00 1.67110 0.39994E 02 0.36672E 02
25.00 180.00 2.19122 0.91805E 02 0.94237E 02
25.00 190.00 2.89450 0.18762E 03 0.18349E 03

|

Tableau III.2

Nous constatons une erreur relative plus importante au voisi-
nage de 120 et de 150 rd/s. Cette anomalie autour de 150 rd/s s'explique, car
ies revenus variant de U a 6.000, la précision sur les valeurs faibles est
médiocre ; ceci correspond en réalité i deux modes de fonctionnement du
moteur : démarrage (loin du point Vp les revenus sont importants) et ré&gu-—
lation autour de la valeur de consigne (revenus faibles). Nous avons, alors,
decoupé l'intervalle de variation de la vitesse []0, 190) en deux intervalles
et nous obtenons les résultats du tableau III.3 dans l'intervalle [80—190)

pour une intensité initiale de 25 ampéres.
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intensité vitesse 4250 ﬁZ,O ~2,0
X. y. dJl 1 R1
|l | interpolé | _interpolé | _ réel __
25.00 190.00 2.99974 0.18640E 03 0.18762E 03
25.00 180.00 2.04611 0.90890E 02 0.91805E 02
25.00 170.00 1.55043 0.41631E 02 0.39994E 02
25.00 160.00 1.25731 0.15516E 02 0.99544E 01
25.00 150.00 1.04036 0.23329E 01 0.19682E-01
25.00 140.00 0.86519 0.22237E 01 0.20785E 01
25.00 130.00 0.75237 0.23153E 02 0.24559E 02
25.00 126.00 0.74051 0.78372E 02 0.80187E 02
25.00 110.00 0.84917 0.18388E 03 0.18058E 03
25.00 100.00 1.04191 0.35590E 03 0.35657E 03
25.00 90.00 1.18927 0.60833E 03 0.61670E 03
25.00 80.00 1.03178 0.95021E 03 0.95379E 03

Tableau III.3

La répétition des imprécisions, aux mémes endroits que
précédemment, nous a conduits a etudier rigoureusement les commandes
autour du point v, = 120 rd/s, on constate alors 1'existence d'un
point anguleux pour LA 125 rd/s. La figure I1IL3 montre les
trois courbes obtenues : la courbe reelle et les courbes tracées 3

partir des interpolations.

On peut alors envisager deux solutions pour améliorer la
précision sur ; et i ;
- utiliser des polynomes d'interpolation de degré élevé
~ chercher le point anguleux de la courbe Yo — $(yo) qui cor-

respond au passage sur la contrainte en résolvant 1'écuation (17).

(17) ¢min (Xoa yo) = ¢ (Xos yO)

et interpoler séparément sur les deux axes de courbes.

Cette derniére solution est malheureus eme nt trds lourde,
puisqu'il faut résoudre 1l'équation (17) pour tout X, et tout point du

grapne. Nous avons donc conservé la premiére solution, qui respecte les

contraintes, malgré une imprécision autour du point anguleux.
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I11.3.4 - INTERPOLATION DES VALEUKS FINALES ET DES REVENUS ELEMENTAIRES

Nous avons vu dans le paragraphe IIX.3.2 que nous résolvions

1'équation (16), pour Xi fixe, en interpolant l'expression

( dsk -k Al
{ £ (X2 0;) + Ri_l(xi_])Jsur o5
R - . 15k
Une simplification apparalt lorsque le critére r, ne dépend

pas explicitement du temps, mais uniquement de la trajectoire, ce qui est le
cas dans l'exemple traité actuellement oli la référence est fixe. Les revenus
ri’K(Xi,¢i) indépendants de 1 et j peuvent s'@crire r i(Xi,¢i). Les valeurs
finales Xi— ne dépendent pas de l'origine des temps choisis et s'écriront

1

Xi—l(xi’¢i’ti’t' + k., At ., ) =X

. . LK.
i i min 1-1(X1’¢1’ 1)

I1 suffit donc de calculer, pour les Xi et les ¢i appartenant
aux points d'interpolation et les valeurs de ki possibles (1,2,3), le

i .
revenu r (Xi,¢i) et les valeurs finales Xi—l (Xi,¢i,ki).

L'équation (16) sera resclue, pour Xi appartenant aux points
. ] _B L i k
d'interpolation, en utilisant les interpolations de r et Xi—] sur ¢i.
Vérifions, sur un exemple, que le polynome de degré 8 en y

choisi, domnne une précision suffisante

avec X, = 22,500 ampdres ; y; = 130,781 rd/s
ky
les résultats obtenus pour X s Yo T (ki=2) par interpolations
sur ¢i, sont résumés dans le tableau 1II1.4 et comparés aux résultats donnés

par le calcul dicecti.

Nous donnons ces valeurs pour 10 valeurs de ¢i equiréparties

rs R
sur l'intervalle [¢min(xi) s n]
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VITESSE INTENS | TF NEVE -
164,103 20,5056 30,49 0 ﬁ;il
151,737 26.3105 1,09 0.2730
137,069 21.2780 18,27 1.1252
122.114 17. 0410 231.07 1.3772 Interpolation
108.506 12,4308 392.68 1.6293
95.717 5. 4540 547,00 1.3815
31.?3? 5.24967 (54,09 2.1334
87.912 2.9617 722.5 2.3854
£6. 3103 1.3409 755. 9 2.6375
85.G 14 $.3302 TS, 17 2.5895
55.555 ~0.0116 766 .48 3.1415
VITESSE INTENS | TE REVEIU pI
164,232 29.5731 39. 79 0.6211
151,813 26.3692 3L, 36 n.5732
137. 154 21.9099 17.96 1.1252
122.095 17.1179 231.01 1.3772
108. 934 12.54599 392,31 1.6293
98.787 S.40483 5L1.07 1.2813 Calcul direct
91. 863 5.3166 £53.92 2.1334
87.584 2.9928 723. 29 2.3354
26.117 1.3542 755,43 7. 6375
35. 624 0.3451 765.03 2.9295
35,575 n.0000 76G.20 3,1415

Tableau II11.4

171.3.5 - INTERPOLATION DANS L'ESPACE DES COMMANDES

~] ~] sk
Par définition R?(Xi) = min' Rf’ (Xi)
1 k possibles 1

Si pour les arcs (i,j) ¥ (i-1,k) du graphe (k prenant toutes
les valeurs possibles) les revenus ii’k sont des fonctions continues de Xi,
alors l'enveloppe inférieure Ri de ces fonctions en nombre fini est aussi
continue ; ceci est vral dans cet exemple, ol le critd@re est contindment
dérivable par rapport & chacune des variables, les solutions de 1'équation

differentielle étant elles—-mémes continues par rapport aux conditions

initiales (§ I1I.1.2).




I11.3.

_49_

ik ~J
L'expression r (Xi,¢i) + R (Xi—l) est donc continue par
. i i
apport ., et X,.
rapp a ¢1 e i
~Jsk
Nous avons constaté que pour un arc, la commande ¢i est
continue par rapport a Xi’ bien que la commande ¢i ne le soit pas, comme

on peut le voir sur la figure (III.Q) relative au point (2,4) du graphe.

De méme 1'indice k discret ne peut &tre interpolé et il faudra
au moment de la commande, calculer les valeurs de ﬁi’k(xi) pour les k pos-—
sibles, choisir la plus petite de ces valeurs, ce qui donnera le k optimal,

] ~1,k “ .
et en déduire la commande ¢i’ correspondante & appliquer.

6 - ORGANIGRAMME DE LA CONSTRUCTION DES COMMANDES OPTIMALES

Nous avons enregistré les résultats, sur disques magnétiques
pour une plus grande commodité de calculs, sous les noms suivants
Ky
DTTA fichier des revenus éelémentaires, r ~, et des valeurs finales
pour tous les points X;s ¥;» ¢; appartenant aux

i
points d'interpolation de Tchebychev, et pour les valeurs de ki

17 Yin

égales a 1, 2 et 3.

~]K
DREVO fichier des revenus optimaux Ri (Xi)
ik
DU@PPT  fichier des commandes optimales ¢ (Xi)
1

L'organigramme est alors le suivant :




Programme RET

e o . i
Calcul des revenus élémentaires r

r i . .
des valeurs finales iy > Yiog o

pour les différentes valeurs de
——— DTTA

k.l =1, 2, 3 et les valeurs de

X. . . sur les points d'inter-
T p

polation de Tchebychev.

Programme C@MIT

—————————————————————————————————————— «———— DTTA

Calcul de la commande optimale
¢i’0 et du revenu optimal ﬁi’o

pour les ares (1,3)7(0,0) j=1,2,3 | — DREVY
et les valeurs de X;, ¥, sur les

points d'interpolation de Tchebychey ———— DU@GPT

Programme COMPT “ DREV®
--------------------------------------- ——— puger

Calcul des commandes optimales
~3,k . 23, ke
¢i’ et des revenus optlmaux Ri’
sur les points d'interpolation en

x; et y, et pour tous les points du

graphe. DREV(

nrTAT™M

- 3 s e A




117.4 - RESULTATS

111.4.1 - PROGRAMME DE SIMULATION - ORGANIGRAMME

lecture des conditions initiales (xo,yo)

¥

Initialisations

1P = D
i=10
k= 0

v

lecture des fichiers
DREV(®, DUYPT

i

_recherche des chemins
existants (i,j)~ > (i-1,k)

¥

53,k . .
calcul des Ri’ par interpolation

choix du plus petit qui

donne k

¥
J>K

calcul de ¢ par interpolation

]

simulation du processus
sur 30 x Ky périodes

~

indices de la commande sulvante

i=1i-

1
i=i-k

Test clef

\\\\V//// lire les nouvelles

conditions ini-
tiales x. .
i* Vi

=51




du systéme, par le programme SIMUT sur @, H) = 2 secondes soit 300 périodes.
Un test sur une clef de pupitre permet de simuler les perturbations, c'est-

a~-dire de reintroduire, a 1'instant d'échantillonnage, des conditions initiales

Nous avons simule numériquement, la commande en boucle fermée

differentes de 1'état du systéme a cet instant.

I11.4.2 - RESULTATS COMPARATIFS

temps reel, avec des conditions initiales differentes, pour etudier le com-

portement de cette methode de pilotage, lors du demarrage, et en période de

Nous avons effectue plusieurs simulations d'une commande en

regulation (figures III.5 et III.6).

commande a écnantillonnage fixe, pour cinqg et dix instants d'echantillonnage.

Nous avons compare les resultats obtenus a ceux que donnent les

Les résultats sont alors les suivants :

Conditions

initiales

135

Revenus

cing commandes

echantillonnage
fixe
11.731
1.083

19,5

cing commandes

dix commandes

echantillonnage | échantillonnage
optimisé fixe
8.493 7.773
902 880
17,3

meilleure que celle avec cing instants d'échantillonnage fixes, et inférieure

Nous comstatons que les resultats concordent avec les prévisions :

La commande en cing coups avec optimisation sur le temps est

a celle realisée en dix inetante fivae

surtout sensiple dans la periode de demarrage, puisque, dans ce régime, on

peut plus facilement forcer le systéme & se maintenir sur les contraintes.

L'amélioration par rapport a 1'échantillonnage équiréparti est

Nous avons aussi constate que les variations d'intensité respec-

taient les contraintes imposées.

Ces résultats justifient, a postériori, les methodes de traite-—

ment des contraintes et d'interpolation utilisées.
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CONCLUSTON

Les difgicultds rencontrnees Lons de La commande directe par
oracnateuwrs industrniels, de processus non Linéaines, nous ont condudts a
recnenchen La diminution du volume des caleuls préalables, une solution au
probleme au stockage, et une meilleure utilisation de L'orndinateur aux
instants d'écnantillonnage.

Nous avons alons montrne comment une etude mathématique des
équations difgérentielles peutl appornten aes résultats intéressants quant &
La connaissance des domaines atiedlgnables, et diminuer ainsi, Les caleuls
nécessites parn La recnercne d'une commande optimate avec contraintes sun
L'etak,

Nous avons utilisé, chaque §ois qu'il Etalt possible, Les
techniques a'interpolation a une ou plusiewrs variables pan Les polynomes
de Tchebychev, en indiquant Les Limites de validité de ces interpolations.
Ces méthodes numénriques reduisent considérablement Les caloeuls et résolvent
Les problemes de stockage en mémosre Lors de La commande en temps néel.

Pour obtenin de meilleuns nésultats avec Le méme nombre d'ins-
tants a'echantillonnage, nous avons oplimisé Les valewrs de commandes el
La durée a'applicalion de celles-cl ; nous avons alors moniné que ce pro-
bleme se ramenail a La recherche d'un chemin optimum dans un grapne. La
comparaison des nesultats donnés parn cette méthode avec ceux obtenus pour
un échantillonnage equirndpartc, monthe £'avantage de &'optimisation supplé-
mentaire sun Le Lemps.

Les méthodes employées dans L'étude ae ce probléme concreft,
powviatent etre géndralisées a certaines classes ae systemes regls par
des Equations differnentielles ordunaires et conduine a La réalisation pra-
tlque de systémes de commande directe utilisant des orainateurs Andustriels.
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