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Résumé

En CAO classique, on suppose que les surfaces admettent une représentation paramétrique

B(u,v) et sont interpolées par des interpolations du type Bezier, B_spline, B_spline ou

NU RBS. Ces méthodes ne permettent pas de traiter valablement des surfaces géologiques

complexes. C’est la raison pour laquelle le projet GOCAD a été développé au Labora-

toire Informatique et Analyse des données de I’Ecole Nationale Supérieure de Géologie

de Nancy. Dans ce projet, les surfaces sont modélisées par des facettes triangulaires

(T-surfaces); car cette sorte de caractérisation est un bon compromis entre la précision

d’approximation et la simplicité de manipulation de la surface. Les travaux décrits font

partie du projet GOCAD et ont pour but de modéliser et manipuler les T-surfaces.

Nous développons d’abord une méthode qui convertit une surface isovaleur définie

par une grille réguliére 3D en T-surface. Les données d’entrée de cette méthode sont

une liste de valeurs correspondant a la valeur en chaque noeud de la grille. Dans le cas

ow il existe des discontinuités, il est possible de modéliser la T-surface de facon interactive.

La mise en oeuvre des opérations booléennes sur des solides définis par leur bord a

toujours été un probléme délicat. Dans cette thése, nous proposons une méthode générale

permettant de résoudre Je probléme posé dans le cas ot les objets sont des T-solides.

L’algorithme exploite pleinement la base de données du projet GOC AD, il tient compte

de tous les cas particuliers qui peuvent se présenter en pratique. Ensuite, ces résultats

sont étendus aux solides quelconques.

En s’appuyant sur les études précédentes, nous développons une méthode de découpage

de T-surfaces complexes. En utilisant cette méthode, nous effectuons des opérations

“chirurgicales” correspondant aux applications géologiques sur les T-surfaces.

Les résultats obtenus a l’issue de ce travail constitue une contribution originale dans

le domaine de l’informatique appliquée aux sciences de la terre.



Abstract

In geometric modeling by classical CAD methods, the surface are supposed to be a para-

metric representation B(u,v) et are interpolated by numerical methods such as Bezier,

B_Spline B_Spline or NURBS. However, these methods cannot treat correctly complex

geological surfaces. This is the main reason of the GOC'AD project (ENSG). In this

project, the complex surface are modelled by triangular facets. Since this sort of caracter-

isation is a good compromise between the precision of approximating and the simplicity

of manipulating of the surface. This thesis is a part of the GOCAD project, its aim is to

model and manipulate the T-surfaces.

We develop first one method which converts an isovalue surface defined by a regular

3D grid into T-surfaces. The input data of this method is a list of values corresponding

to the values at each node of the grid. In the case where there is some discontinuity, we

can model these T-surfaces interactively.

The implementation of the boolean set operations of solids defined by their border

has always been a difficult problem. In this thesis, we propose one general method which

allows to resolve the problem in the case where the objects are T-solids. The algorithm

makes use of the data-base of GOCAD project; it can treat all special cases and these

results are extended to any manifolds.

Based on the previous studies, we develop a method to cut the complex T-surfaces.

With the help of this method, we accomplish some “surgical” operations on T-surfaces

corresponding to geological applications.

The resultats obtained in this work constitute an original contribution to computer
applications in earth sciences.
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Partie I

Outils de base



Introduction

0.1 Modélisation géométrique de surfaces par l’approche clas-

sique

En CAO classique, les surfaces modélisées sont supposées admettre une représentation paramétrique

B(u,wv) et sont interpolées par des interpolations du type Bezier, B_spline, 8_spline ou NURBS

(voir [32]). Comme V’indique la Figure 0.1, une surface de Bezser B(u,v) est définie par une

série de points de contrdle {p;;} formant un réseau régulier rectangulaire {p11,p12,---,;Pmn} :

B(u,v) = Sy pi *Bim(u)-Byn(v) u,v € [0,1]
t=1j=1

avec

Bim(u) = i mh wui(1 7 u)TM?

Bin(v) = ji ay wi(l —v)rrt

Dans cette formule, les points de contrdles {p;; (0 < 1 < m et 0 < 7 <n} sont approximés et

non pas interpolés par B(u,w) (sauf les points situés aux 4 coins).

Les bases mathématiques des B_splines, des B_splines ou des NURBS sont proches de

celle de la méthode de Bezser si bien que les interpolateurs correspondant ont des propriétés

similaires. Les surfaces modélisées par ces méthodes sont généralement réguliéres et lisses et

possédent des propriétés trés séduisantes pour les applications mécaniques (par exemple, ces

surfaces sont souvent plusieurs fois dérivables et ceci est important en CFAO). Grace & leur

simplicité de mise en oeuvre, ces méthodes sont largement utilisées dans tous les domaines

concernant la modélisation géométrique des surfaces manufacturées.

Inconvénients de ces méthodes

Les difficultés concernant l’application de ces méthodes classiques & la modélisation des surfaces

géologiques ont trois origines :

e En général, la surface & modéliser est connue aux points échantillonnés {q1, 92, ..., gm}

qui sont répartis irréguliérement sur la couche. Ce fait implique que les points de contréle

doivent étre considérés comme une fonction de ces points connus {p(t, 3) = D(q1,---;@m)}-

5
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(a) (b)

Figure 0.1 (a) Les points de contréle {p;;}; (b) Ja surface de Bezter associée.

Dans ce cas, évidemment, la solution du probléme n’est en général pas unique et une infinité

d’ensembles de points de contréle peuvent étre construits 4 partir de ces m points informés

générant des surfaces de Bezter.

@ Ces méthodes ne permettent pas de traiter valablement des objets trés complexes. Une

surface représentant un objet géologique est souvent trouée pour rendre compte d’accidents

naturels (faille, intersection par un déme de sel, etc..), il est dans ce cas extrémement

difficile de définir les points de contréles. De plus, ces méthodes ne fonctionnent que sur

une base de points de contréle compléte homéomorphe 4 une grille rectangulaire, ce qui

limite par conséquent la variété de surfaces que l’on peut modéliser avec ces méthodes.

e Ces méthodes s’adaptent difficilement aux modifications interactives de la topologie des

surfaces modélisées. Par exemple, pour mettre 4 jour une faille (ajouter ou supprimer

une faille, etc..), il est indispensable de reconstruire complétement le réseau rectangulaire

correspondant aux “points de contréle” p;j, et ceci est incompatible avec une utilisation

interactive.

e Ces méthodes ne permettent pas de prendre en compte des données hétérogénes, plus
= wat 1. cz

ou moins précises ei irréguligrement distribuées comme le sont, par exemple, les données

géologiques.

0.2 Modélisation géométrique des surfaces complexes par des

éléments triangulaires dans le cadre du projet GOCAD

Comme le montre la Figure 0.2, depuis une dizaine d’années, dans des domaines variés comme

la biologie, la médecine, la géologie, on s’oriente souvent vers des techniques de triangulation
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Figure 0.2 Modélisation des surfaces par triangles.

afin d’obtenir une représentation a la fois simple et relative précise d’une surface complexe a
modéliser dont on ne connait, & priori, qu’un ensemble de points. Cette sorte de caractérisation
est un bon compromis entre la précision d’approximation et la simplicité de modélisation et de
manipulation de la surface.

De plus, les facettes triangulaires s’adaptent a la compléxité des surfaces et permettent ainsi
une précision plus fine dans la définition de leurs formes. Cette aptitude 4 s’adapter 4 toutes
les topologies rend l’utilisation des facettes triangulaires trés séduisantes pour la représentation
de surfaces complexes.

De nombreuses méthodes ont été développées dans la littérature pour modeéliser les surfaces
par les éléments triangulaires comme par exemple, la méthode de la triangulation de Delaunay
(en 2D ou 3D) ou encore la méthode de reconstruction d’une surface connue par des coupes
sériées (cf Chapitre 3.1). Grace 4 la solidité de leur base mathématique et A la simplicité de
leur mise en oeuvre, ces méthodes se sont montrées extrémement efficaces pour modeéliser les
surfaces complexes correspondant aux objets “naturels” rencontrés par exemple en géologie et
en médecine.

Ce type de modélisation des surfaces est celui qui a été retenu dans le projet GOCAD
développé a l’Ecole de Géologie de Nancy (INPL) par l’equipe infographie du CRIN sous
la direction de J.L Mallet. Le présent mémoire s’appuie fargement sur les acquis du projet
GOCAD, notamment en ce qui concerne :

@ La base de données géométrique

e L’interpolation des surfaces triangulées basée sur l’algorithme DSI (voir [16])
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0.3. Objectif et Organisation de cette thése

La géométrie algorithmique est un domaine en plein essort qui a pour objectif d’effectuer, de

fagon efficace, des calculs géométriques sur ordinateur. Cette thése constitue en fait une étude

de Géométrie Algorithmique dans la perspective d’applications géologiques et miniéres. Les

travaux décrits font partie du project GOCAD et ont pour but de résoudre les deux problemes

suivants :

e tout d’abord modéliser géométriquement les objets géologiques par des surfaces triangulées

appelées T-surfaces;

e ensuite, construire des outils pour la manipulation de ces T-surfaces tels que :

~ Calcul des opérations booléennes sur les solides définis par des T-surfaces fermées

— Découpage des T-surfaces complexes par des couteaux ou ciseaux informatiques (cf

Chapitre 2.2)

~ Calcul de volume entouré par des T-surfaces fermées quelconques

— Détermination de la position d’un point par rapport 4 une T-surface fermée

—etc...

Premiére partie

La premiere partie de ce mémoire est dédiée a la construction d’un ensemble d’outils de base

permettant la modélisation et la manipulation des T-surfaces. Elle est composée de 3 chapitres :

1. le premier chapitre rappelle brievement quelques structures de données utilisées pour la

modélisation des T-surfaces, des T-solides dans le cadre du projet GOC' AD.

2. le deuxiéme chapitre est consacré 4 la construction et & l’utilisation du T-octree associé

& une T-surfaces. Plusieurs problémes au niveau de la construction du T-octree sont

abordés; des résultats expérimentaux montrent l’efficacité de la construction du T-octree

et la rentabilité de son utilisation.

3. Le troisieme chapitre exposera certains problemes géométriques de bas niveau qui peuvent

étre rencontrés dans les modélisations et les manipulations des T-surfaces. Les solutions

de ces problemes peuvent servir dans tous les domaines concernés par la Géométrie Algo-

rithmique.

Deuxiéme partie

Dans la deuxiéme partie de ce mémoire, nous développons des algorithmes de manipulation des

T-surfaces.

1. Le premier chapitre de cette partie est consacré aux T-solides (identifiées & leur peau

constituée par des T-surfaces fermées). Dans un premier temps nous n’étudions que les

opérations booléennes sur les T-solides. L’algorithme proposé exploite pleinement les struc-

tures de données du projet GOC'AD. I] tient compte de toutes les situations délicates qui
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peuvent étre rencontrées en pratique. Ensuite ces résultats sont étendus aux solides quel-

conques définis par leurs bords. C’est une nouvelle approche qui simplifie considérablement

la méthodologie de la mise en oeuvre des opérations booléennes des solides définis par leur

bords. Cet algorithme est basé sur les T-solides et, en utilisant le T-octree associé sa

complexité est en moyenne O(N) (N est le nombre de triangles ), alors que les autres

méthodes proposées dans la littérature sont de O(N) et nécessitent de nombreux calculs

(voir [21]) préparatoires et O(N*) (voir [4]).

Dans un deuxiéme temps, le calcul du volume entouré par une T-surface fermée et la

détermination de la position d’un point par rapport 4 une T-surface fermée sont abordés

dans ce chapitre, ces deux problémes sont trés importants pour les applications géologiques.

2. Le deuxiéme chapitre de cette deuxiéme partie est intitulé “opérations sur les T-surfaces” .

On présente tout d’abord une méthode de découpage des T-surfaces et ensuite on effectue

des opérations chirurgicales sur des T-surfaces complexes, ces opérations peuvent corre-

spondre a:

e un découpage d’une couche par une faille

une rupture de gisement 4 cause d’une faille

la mise en place d’un trou dans une couche percée par un dome de sel

e

e

e la suppression des morceaux isolés (ou incorrects)

e etc ...

Troisiéme partie

La troisiéme partie expose trois méthodes concernant la modélisation géométrique des surfaces

complexes par des éléments triangulaires. Dans la plupart des cas, les méthodes existantes

pour la fabrication des T-surfaces (comme la méthode de la triangulation de Delaunay) peuvent

donner des résultats satisfaisants, cependant, ces méthodes ne permettent pas de traiter de

maniére adéquate des objets complexes qui sont connus 4 partir des valeurs appartenant aux

noeuds d’une grille réguliere 2D ou 3D. Par exemple, en exploitation des mines, un gisement

est souvent découpé en petits blocs qui constituent un réseau parallélépipédique formant une

grille réguliére 3D. La teneur ¢ = y(az,y,z)}, 4 chaque noeud de cette grille, est estimée par une

méthode géostatistique et le corps du gisement (noté G) est défini par l’ensemble des points

ayant une teneur supérieure 4 une teneur de coupure (to) donnée > G = {y(z,y,z) > to}. G

est souvent composé de morceaux en forme de lentilles. La peau de G est trés complexe, il est

souvent difficile d’obtenir un modéle géométrique 4 la fois précis et simple 4 manipuler, et ceci

constitue un inconvénient important pour la planification de exploitation des mines.

Dans cette partie nous avons développé une méthode qui convertit une surface isovaleur

(cf page 130) définie par une grille réguliére 3D en T-surface. Les données d’entrée de cette

méthode sont une liste de valeurs correspondant & la valeur en chaque noeud de la grille. Dans

le cas de la présence d’une discontinuité (faille), il est possible de modéliser ces T-surfaces

interactivement avec les outils développés dans la deuxiéme partie de ce mémoire. Les exemples

proposés montrent la précision et l’efficacité de cette méthode en modélisation géométrique des

objets définis sur les grilles. :



Structure de données

1.1 Définitions prélimilaires

1.1.1 T-surface simple

Définition

Nous appellerons T-surface, toute surface décomposée sous forme d’un ensemble de facettes

triangulaires. Les cotés de chaque triangle sont les “arétes” de la T-surface tandis que les

sommets de chaque triangle sont appelés les “noeuds” ou encore “vertex” de la T-surface. Dans

cette thése, nous ne considérons que le sous-ensemble des T-surfaces “simples” satisfaisant les

deux contraintes suivantes :

1. Chaque aréte de la T-surface ne peut au plus appartenir qu’a deux facettes triangulaires

différentes, cette condition exclu en particulier le cas indiqué dans la figure 1.1(a). Une

aréte qui n’appartient qu’a un seul triangle (respectivement 4 deux triangles) est dite

“libre” (respectivement liée).

2. Si ZT, et Tz sont deux facettes triangulaires quelconques appartenant A une méme T-surface,

alors les positions relatives autorisées entre T, et T, sont les suivantes :

e TT = ¢; elles n’ont pas de point commun.

e T; et Ty ne possédent qu’un seul sommet commun.

e T, et T2 ont un cété commun .

La frontiére d’une T-surface simple est constituée par ensemble des arétes libres de celle-ci.

Plus précisement les arétes libres forment des cycles élémentaires simples disjoints. Un tel cycle

est appelé bord de la T-surface, et la frontiére de celle-ci est alors définie comme l’ensemble de

ses bords. Enfin, une T-surface est dite ouverte, si l’ensemble de ses bords n’est. pas vide.

10
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Ca) Ce) (ft)

Figure 1.1 Différents cas de figure entre deux triangles quelconques.

Notation

Si un triangle T, appartenant 4 une T-surface simple a un cété commun avec un triangle 7»,

alors Tz est appelé triangle adjacent de T; et cette relation est notée adj(T,, 72). Evidemment,

cette relation est symétrique et l’on a donc :

ady(T), T2) = adj (I2,T1)

Il convient de remarquer que deux triangles qui se touchent suivant lun de leurs cétés ne sont

pas nécessairement adjacents comme le montre ]’exemple représenté sur la Figure 1.1.d ott le

triangle T(a,e,d) n’est pas le triangle adjacent du triangle T'(a,},c).

Remarque

La deuxiéme conirainie intervenant dans la définition de ia notion de T-surface simpie implique

les conséquences suivantes :

e Deux triangles T, et T; appartenant 4 une méme T-surface ne peuvent avoir une intersec-

tion d’aire non nulle (cf figure 1.1(b)).

e L’intersection de deux triangles T, et T2 appartenant & une méme T-surface ne peut étre

contenue, en partie ou en totalité, a l’intérieur de l’une de ces deux facettes (cf figure

1.1(c)).
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e Une T-surface peut étre ouverte ou fermée.

e Une T-surface peut étre constituée de plusieurs morceaux disjoints ou joints par leurs

sommets .

e Un triangle quelconque peut avoir au plus 3 triangles adjacents.

e Pour toute T-surface fermée, chaque facette triangulaire doit avoir trois facettes adjacentes

et seulement trois. Ceci exclu en particulier le cas présenté sur la figure 1.1(e), mais si

lon ajoute le triangle T(e,c,d), alors la surface représentée sur la Figure 1.1(f) est une

T-surface topologiquement valide méme si T'(a,c,d) est d’aire nulle).

T-surface simple fermée

Soit S une T-surface qui est topologiquement fermée et soit V le volume (supposé non nul)
entouré par S dans l’espace 3D. S$ est définie comme une T-surface simple fermée si la condition
suivante est vérifiée :

Pour tout couple de points p et g appartenant a V (p # q), il existe

toujours un chemin C(p, q) joignant p et q tel que:

e C(p,q) appartient 4 V.

¢ pour tout point z € C(p,q) (z ¥ p et q), il existe une con-

stante r > 0 telle que tout point w verifiant dsst(w, z) <r

appartient a V.

P-surface

Nous appellons P-surface toute surface constituée par un ensemble de facettes polygonales sim-

ples (définies plus loin). Toute P-surface est supposée respecter des contraintes semblables A

celles introduites pour les T-surfaces.

T-solide

Un solide est un objet dont le bord (peau) sépare l’espace en deux régions: Vintérieur et

Pextérieur (Autrement dit, la peau d’un solide est une surface fermée qui sépare Pespace en

2 régions). En principe, le volume d’un solide (lespace entouré par la peau) ne peut étre nul.

Le solide est indéformable, c’est 4 dire, la distance entre deux de ses points est constante. Un

solide peut étre composé de plusieurs morceaux, contenant éventuellement des trous 4 V’intérieur

de chacun de ces morceaux; il peut étre convexe, concave ou quelconque, mais les excroissances

filiformes ou planes sont interdites (cf Figure 1.2.b)

Dans ce qui suit, nous désignerons par S(V) la peau de tout solide V et nous dirons que V

est un T-solide si S(V) est ’union d’une suite 5,(V) = {5},5?,...,$"} de T-surfaces simples

fermées :

svy= U si

S3ES.(V)
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Remarques

Pour tout couple (Si, 52) de T-surfaces simples fermées appartenant & S;(V) on peut avoir les
positions relatives suivantes :

e Les deux T-surfaces S' et $3 sont disjointes.

e Les deux T-surfaces S! et $i partagent des points communs. Compte tenu que S(V) est
une ‘T-surface simple, cela ne peut se faire que de l’une des deux facons suivantes :

1. Comme V’indique la Figure 1.3.b, S* et S27 peuvent se toucher suivant une aréte
géométriquement commune. Bien que géométriquement commune, une telle aréte

doit tout de méme rester topologiquement distincte afin que l’on ne se trouve pas dans

la situation oti une aréte est partagée par plus de 2 triangles, ce qui est incompatible

avec le fait que S(V) soit une T-surface simple.

2. Comme l’indique la Figure 1.3.a, si et si peuvent se couper suivant une ligne LE =
Sim $3. Pour que S(V) soit une T-surface simple, il est nécessaire que les arétes
(resp. les sommets) de EZ soient & la fois les arétes (resp. les sommets) de S* et de

53; dans le cas contraire, S(V) a des facettes qui se recoupent dans leur intérieur et
n’est donc pas une T-surface simple.

L’exemple illustré dans la Figure 1.3 montre que l’ensemble $,(V) n’est pas unique pour un

T-solide V donné mais l’union des éléments de $,(V) constitue toujours la pean S{(V) de V gui

est unique géométriqument.

Pour clarifier la définition d’un T-solide V a aide de sa peau S(V), nous donnons le lemme

suivant :

Lemme 1
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Ca)

Cb)

Figure 1.3 (a) S} coupe S?; (b) S} ne coupe pas S? mais joint par Jes arétes communes

e Deux T-surfaces quelconques 57 et S7 de S* ne se croisent pas mais peuvent éventuellement

étre connectées par des arétes géométriquement communes mais topologiquement dis-

tinctes.

e L’union de toutes les T-surfaces de S* est géométriquement identique 4 5; U S2.

Démonstration

Soient S$, et S2 deux T-surfaces simples fermées qui se croisent, soit L = $1 S2 = {h,la,...,lm}

la ligne de V’intersection de S; avec Sz qui peut étre composée d’un ensemble de contours

polygonaux disjoints et soient V; et V2 les T-sclides définis par 5; et Sz. La ligne LE découpe S;

(: = 1,2) en m4 1 T-surfaces simples {S;fk) : & = 1,m-+ 1} et l’on pose :

Si? = {51(k) : 5i(k) est & l’intérieur de V2}

Sout — {5,(k) : 5\(k) est & Pextérieur de V2}

Si? = {So(k) : S2(k) est a Vintérieur de V1}

Sot = {S2(k) : S2(k) est & Pextérieur de V)}
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Il est évident que si" et SS (resp. 52“! et $3”) constituent la peau de (V; — —V2) (resp. (V2—Vj)).

Les T-surface de Sj" (resp de So“, de Si" et de S3"*) ne peuvent pas se croiser mais peuvent
éventuellement partager les arétes appartenant 4 Z, donc si l’on colle chaque T-surface de 9%"

avec les T-surfaces de S$"! sur le long de leur frontiére commune, on obtient une T-surface
correspondant a sir U Sout qui ne peut étre qu’une T-surface fermée simple ou qu’un ensemble
de T-surfaces dimples fermées qui sont jointes par des arétes de 4 Symétriquement pour S?u%
et Si". On peut constater que la T-surface $i” U S$" (resp. Si" U $2¥t) est géométriquement

identique 3 & 5(V, — V2) (resp. S(V2 — V;)) car on a Ja relation suivante :

S(V, — V2) U S(V2 — V4) (Si" U S$") U (S24 U S42!)

(Si" U S$) U (S24 USI") = (SPU S84) U (5,2 U 524) = $US

donc le collage des T-surfaces de $i” avec celles de $2“ (resp. le collage des T-surfaces de $3”

avce celles de 59%*) donne Pensemble des T-surfaces simples fermées cherché $*.

Corollaire 1

pour un T-solide quelconque V, il existe toujours un ensemble de T-surfaces simples fermées

S = {5}, 5},...,5)} tel que :

e Deux T-surfaces quelconques S! et 5} de S ne se croisent pas mais peuvent éventuellement

étre géométriquement connectées par des arétes communes.

¢ L’union de toutes les T-surfaces de S est géométriquement identique 4 S(V).

Démonstration

Ce corollaire peut étre démontré a l’aide de la procédure suivante décrite en pseudo-C et utilisant

le lemme précédent. Soit S(V) = {51,52,...,5,} l'ensemble de T-surfaces simples fermées

décrivant la peau d’un T-solide V.

début

Sp = S;

pour-tout (T-surface S,; sauf 5,)

{
ponr-tont (T-surface $i de S-)

if (S} coupe S;)

{
/*transformer S; et S’ en T-surfaces

simples fermées non croisées (Lemme 1)*/

S'= = Si + $5;

Sinalten toutes les T-surfaces de S$” 4 Sz;
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return( Sr);

fin

A Vissue de cette procédure, Sy est un ensemble de T-surfaces simples fermées non croisées

(mais se touchant).

En géométrie, deux T-solides différents ne peuvent avoir la méme peau, sinon, ils sont le

méme T-solide .

Corollaire 2

Un ensemble quelconque de T-surfaces simples fermées définit dans l’espace un seul T-solide

dont la peau est constituée de ces T-surfaces simples fermées.

Démonstration

Soient 5), S52 deux T-surfaces simples fermées (disjointes ou croisées) et Vj,V2 deux T-solides

définis respectivement par S; et S2. De la démonstration du lemme ci-dessus, on déduit facile-

ment qu’il existe un seul T-solide V tel que S(V) soit géométriquement identique 4 5; U S2 et

tel que V = (Vi — V2) U(V2—V). On peut donc démontrer le corollaire 2 par la procédure

suivante décrite en pseudo-C :

Soit S = {5,,52,...,5,} un ensemble de T-surfaces simples fermées et soit V = {Vi, V2... »Vn}
Pensemble des T-solides tels que S; = S(V;).

début

Vr = Vi;

pour-tout (T-surface V; de V sauf V,)

{
@ calcul de U Vp;

VsEVr

eU= U V; 5

Vj;EVr

@ calcul de Vi —-U et U -V,;

@ ajout de V; —U et de U —V, a Vz;

}
return( Vr);

fin

A Vissue de cette procédure, V7 est le T-solide cherché: S(Vr) = U S;.

Si€eS:
i
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Remarque

D’aprés le corollaire 2, Une série quelconque de T-surfaces simples fermées peut étre considérée

comme la peau d’un T-solide, plus précisément, un ensemble quelconque de T-surfaces simples

fermées définit dans l’espace 3D un et seulement un T-solide. Compte tenu du corollaire 1,

dans ce mémoire, pour faciliter le calcul tout T-solide manipulé sera défini par un ensemble de

T-surfaces simples fermées tel que deux T-surfaces quelconques de cet ensemble ne se croisent

pas.

P-solide

un P-solide est un solide dont la peau est une surface fermée, formée de facettes planes polyg-

onales quelconques. Ces facettes peuvent contenir a leurs intérieurs des trous polygonaux (cf

figure 1.4). Comme nous avons fait pour la définition d’un T-solide, nous supposons que tout P-

solide est aussi indéformable et peut étre composé de plusieurs morceaux, mais les excroissances

filiformes ou planes sont interdites. La peau d’un P-solide est toujours une P-surface.

Notion de polygone simple

Définition

Soit OP un contour polygonal fermé situé dans un plan de espace 3D et entourant une région
polygonale P de surface finie non nulle. Nous dirons que P est un polygone simple si, pour

tout couple de points p; et po appartenant A l’intérieur P de P, il existe au moins un chemin
C'(p1,p2) allant de p; vers p2 et tel que :

e

peP

péC(pi,p2) <=> ou bien

= sommet de 8P

On trouvera sur la Figure 1.5 quelques exemples et contre exemples de polygones simples.
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Cd)

Figure 1.5 Exemples de polygones: (a), (b), (c) et (e) sont les polygones simples ; {d) ne I'est pas.

En général, le contour polygonal est défini par un ensemble de points ordonnés correspondant

aux sommets du contour; lorsque l’on se déplace sur le contour, la région polygonale ainsi définie

doit toujours étre du méme cété du contour orienté.

Polygone simple avec trous

En pratique, l’intérieur d’un polygone simple peut éventuellement contenir des trous polygonaux

{Q1, Q2,---Qm}. Nous conviendrons de noter H(P), l’ensemble des trous polygonaux contenus

dans un polygone simple P :

H(P) = {91,Q2, ---Qm}

Lorsque H(P) est non vide, P est appelé “polygone simple avec trous”.

1.2 Structure de données des entités géométriques

Remarque préliminaire

Les travaux décrits dans cette thése font partie du project GOCAD et toutes nos structures de

données sont celles de la base de données géométriques réalisée dans ce projet. Cette base de

données est décrite en Langage C’. Nous proposons dans ce qui suit un bref rappel de celles-ci.
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Vertex

La notion de vertex est la structure de données la plus simple du systéme de GOCAD. Un

vertex est un point de l’espace 3D auquel on associe des informations.

L’implémentation d’un tel vertex en Langage C est la suivante:

#define COOR_t float

typedef struct VERTEX_t

{

COOR.t x, y, z 3;

short movable ;

long stuff ‘I

} VERTEX_t ;

Les significations des champs de cette structure sont les suivantes :

® (z,y,z) sont les trois coordonnées de ce sommet

@ movable est un drapeau spécifant les modes de déplacement autorisées pour le vertex

lorsque l’on applique lalgorithme DSI (voir [16]).

Noeud de vertex

Un VERTEX_NODE-+t est défini comme une structure dans laquelle il y a un pointeur vers un

vertex :

typedef struct VERTEX_NODE_t

{

struct VERTEX_NODE_t * next A

VERTEX_t * pvrtx ;

} VERTEX_NODE_t ;

Les raisons de cette définition sont les suivantes :

@ un vertex peut étre partagé par plusieurs objets différents. Par exemple, sur la Figure 1.6,
~ Oo at mae — Ho Ara iles vertex (a3, ¢,06) sont partagés par les surfaces S$, et S,. Ces deux surfaces “pointent

vers ces vertex au travers de la structure VRTX_NODE.t.

e Deux objets différents peuvent partager des vertex commums. Comme le montre la Figure

1.6. Si S, est translatée d’une distance ‘d’, alors les trois sommets commums sont aussi

translatés de la méme distance d. Il est évident qu’aprés cette translation S, reste liée &

Sp puisqu’elles ont les 3 vertex (a3,a4,a6) en commun; cette structure sera utilisée pour

le découpage de triangles dans le chapitre 2.1.
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Figure 1.7 Structure atomique.

Atome

Afin d’accélérer la rapidité de |’interpolation d’une T-surface par la méthode DSI (voir [16]), il
est nécessaire d’avoir un accés rapide & tous les vertex connectés avec un vertex donné. Pour

cette raison, on considére les liens entre un vertex donné et ceux qui se trouvent autour de lui

comme une structure atomique (cf Fig 1.7 )

@ chaque vertex “k” est considéré comme le noyau de l’atome & ;

@ lorbite A(k) de Patome “k” est constitué par les vertex ayant un lien direct avec “k”.

Tous ces vertex sont appelés les satellites de noyau (vertex) “k”.

L’implémentation de cette structure en Langage C' est la suivante :

typedef struct ATOM_t

{

struct VERTEX_t * pivrtx

struct ATOM_t ** p_sat ;

int nb_sat ;

cOOR_t Nx,Ny,Nz;

CONTRAINT_t * p_constaint ;

long stuff :

} ATOM_t ;
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Figure 1.8 Structure de TRGL-4.

Les significations de certain champs de cette structure sont les suivantes :

@ p_urtz est un pointeur vers le vertex noyau de latome;

e (Nz, N,,N,) désignent les 3 composants du vecteur orthogonal a la surface au point pointé
par p-uriz; ce tableau correspond en fait au codage de l’orbite A(k).

@ p-_sat|s] est supposé contenir l’adresse de l’atome correspondant au i-éme satellite du noyau
pointé par p_uriz.

Triangle

Dans ce qui va suivre, un triangle est décrit par deux groupes de pointeurs ;

@ 3 pointeurs p_atom|s] vers les 3 atomes dont les noyaux correspondant aux 3 sommets du
triangle.

6 3 pointeurs pirgi[s] vers les 3 triangles adjacents. Certains de ces pointeurs peuvent
éventuellement étre NULL.

L’implémentation en Langage C' est la suivante:

typedef struct TRGL_t

{
strect TROT + 2 # .

struct TRGL_t * next 3

struct TRGL_t *+* p_trgl[3] ;

struct ATOM_t #*# p_atom[3] 5

long stuff 3

} 6TRGL_t ;

Pour la consistance de cette structure, les pointeur p-trgl[ ] et p-atom[] sont supposés obéir aux
régles suivantes:
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e les deux groupes de pointeurs sont respectivement numérotés de 0 4 2.

@ le cdté opposé de l’atome p_atom|s] est commun avec le triangle voisin pointé par p_trgl[s].

e le triangle est supposé étre orienté par lordre de rangement de ses 3 sommets dans

p-atorn[ }.

Dans certaines circonstances, ces régles permettent d’accéder plus rapidement aux triangles

voisins. c’est par exemple, le cas lorsqu’étant donné un sommet a, du triangle TJ, on veut

chercher le triangle adjacent qui ne contient pas le sommet ay.

Commentaires
4

1. Dans la structure TRGL-t, les 3 sommets du triangle sont modélisés par 3 pointeurs vers

3 atomes dans lesquels il y a des pointeurs vers les vertex correspondants. La question

qui se pose est: pourquoi accéder indirectement plutét qu’avoir des pointeur vers les 3

vertex correspondant aux 3 sommets; la raison est que, lorsqu’on veut visualiser une T-

surface, non seulement on a besoin des coordonnées des sommet des triangles, mais aussi les

composants des vecteurs orthogonaux a la T-surface en chacun des sommets des triangles

et ces normales sont rangées non pas dans les vertex mais dans les atomes.

2. On peut imaginer qu’il ne vaille pas la peine de construire la structure TRGL_t parce

que la structure ATOM_t contient toutes les informations nécessaires pour reconstruire les

triangles correspondants. En réalité, ce n’est pas le cas, parce que !’on n’a pas de moyen de

savoir si le triangle formé par un atome et deux de ses satellites constitue un vrai triangle

appartenant a la T-surface ou un trou triangulaire.

3. Dans la structure TRGL.t, les 3 pointeurs vers les trois triangles adjacents constituent un

grand avantage pour Jes manipulations des T-surfaces. A l’aide de cette structure :

e il est facile de se déplacer d’un triangle a l’autre.

e l’orientation des triangles liés avec un triangle donné peut s’effectuer rapidement en

utilisant une procédure récursive (cf page 101)

Polygone

Ici, les polygones traités sont des polygones simples. Un polygone simple est défini comme une

liste de VERTEX_NODE_+ correspondant aux sommets ordonnés du polygone. Le premier

élément ef ie dernier élément de cette liste constituent implicitement un cdté du polygone.

L’implémentation en Langage C est la suivante :

typedef struct POLYGON_t

{

struct POLYGON_+t * next 5

VERTEX_NODE_t * p_line t

long stuff ;

} POLYGON_t ;
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T-surface (T-solide)

Une T-surface dans le systeme de GOCAD est définie comme un ensemble de triangles non

ordonnés dont les sommets eux-mémes constituent une liste (V-set). On peut constater qu’une

telle T-surface peut étre composée de plusieurs morceaux, chaque morceau peut étre ouvert ou

fermé.

La notion de T-surface est implémentée en Langage C de la facgon suivante :

typedef struct TSURF_t

{

struct TSURF_t * next H

int open .

int nb_trgl ;

int nb_atom 3

TRGL_t * p_trgl ;

VSET_t * p_vset 7

ATOM_t * p_atom ;

Toctree_t * p.toctree ;

long stuff >

} TSURF_t ;

Les significations des principaux champs de cette structure est la suivante :

@ open est drapeau qui spécifie si la T-surface est ouverte ou fermée:

=0 => la T-surface est considérée comme fermée. Si la T-surface est composée de

plusieurs morceaux, alors chacun d’eux doit étre fermé. Une T-surface fermée peut

étre considérée comme un T-solide.

<0 => la T-surface doit étre considérée comme ouverte. Si la T-surface est composée

de plusieurs morceaux, alors elle est considérée comme ouverte lorsqu’au moins un

morceau est ouvert.

>0 => on ne sait pas si la T-surface est ouverte ou fermée.

e p_vset est un pointeur vers la liste de VERTEX_NODE_t correspondant aux sommets de

la T-surface.

e nbirgl (resp. nb_aiom) indique le nombre de triangles (resp. atomes) de la T-surface.

@ p-iociree est ie pointeur vers je T-octree des triangies (cf chapitre suivant).
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Chapitre

Construction et utilisation d’un T-octree

2.1 Introduction

Dans la manipulation et la modélisation des T-surfaces (cf Partie II), il existe de nombreux

problémes géométriques pour lesquels il est nécessaire d’accéder de fagon efficace aux triangles

d’une T-surface donnée; par exemple, on peut citer les problémes suivants :

e intersection d’un triangle avec une T-surface.

e intersection de deux T-surfaces .

¢ opérations booléennes sur des solides dont les surfaces frontiéres sont constituées par des

T-surfaces.

e intersection d’une T-surface par une droite.

@ position d’un point par rapport 4 une T-surface.

@ etc...

Pour les problémes de ce genre, il existe toujours un algorithme naif consistant 4 parcourir

tous les triangles afin d’identifier les triangles concernés. La notion de T-octree, présentée dans

ce chapitre, permet d’améliorer les performances en n’accédant qu’aux triangles qui ont une

certaine chance d’étre concernés.

2.2 Notion de T-octree

Subdivision de boite et Octree associé

Comme I’indique la Fiqure 2.1, considérons une boite B parallélepipédique dont les arétes sont

supposées étre paralleles aux axes (oz, oy,az) de l’espace 3D. Cette boite peut étre subdivisée

24
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en 8 sous-boites homogénes B(t1) numérotées de 3) = 0 4 81 = 7 (cf Fig 2.1). En fait, ce

processus de subdivision peut étre effectué récursivement en considérant qu’une boite quelconque

B(11,32,--.,!n) génére 8 sous-boites numérotées de la facgon suivante:

B(81,%2, -.-;#n,0)

B(s1,82, ...,8n, 1)

B(s1,%2, weoytny 2)
B(#1,82, -.-;8n; 3)

Bi, 2, ney tn; 4)
B(s1,82,-..;8n,9)

B(sy,%2,...,8n, 6)

Bis, $2; 28 a 7)

Bis, £2, aesy Sn) =

Comme Iillustre la figure 2.1, le processus de subdivision peut étre décrit par un arbre octal
respectant les deux régles suivantes:

1. la boite initiale est représentée par la racine de l’arbre.

2. chaque boite B(s1,%2,...,2,) est représentée par un noeud du n°” niveau de I’arbre.

La deuxiéme régle ci-dessus implique que :

e chaque noeud de l’arbre posséde 7 noeuds fréres, sauf évidemment si le noeud est la racine

de l’arbre,

e chaque noeud engendre huit noeuds fils, sauf évidemment si le noeud est une feuille.

e le niveau n de l’arbre est composé de 8” noeuds.

Par définition, cet arbre est appellé octree (voir [1] [33]). On peut remarquer que tout octree

ainsi défini posséde une infinité de niveaux et n’a aucune feuille; en pratique, cela est inacceptable
et nous devons définir des régles permettant d’arréter le processus de subdivision et générant
des feuilles afin d’obtenir un arbre fini.

T-octree : Présentation sur un exemple

Comme le montre la figure 2.2(a), considérons une T-surface composée de 15 triangles! et,
comme indiqué sur la figure 2.2(a), soit B la plus petite boite parallélépipédique contenant la
surface et ayant ses cétés paralléles aux axes (oz, oy,oz) de l’espace 3D. On pent apnlianer A

cette boite le processus de subdivision décrit au paragraphe précédent en mettant dans chaque

sous-boite le numéro d’identification des triangles qui l’intersectent. Afin d’obtenir un octree
fini, nous utiliserons les deux régles suivantes :

1. Si le nombre de triangles contenu dans une boite est inférieur & un nombre donné fixé
a priori, alors cette boite est une feuille de Poctree et tous ses successeurs doivent étre

supprimeés de l’octree.
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Figure 2.1 Subdivision octale.

2. Si une boite a une taille inférieure & un seuil donné fixé A l’avance, alors cette boite doit

étre considérée comme une feuille de )’octree et tous ses successeurs doivent étre supprimés

de l’octree.

Si nous appliquons ces deux régles 4 la surface présentée sur la Figure 2.2(1.a), alors elles générent

les boites représentées sur la Figure 2.2(1.c) et Poctree représenté sur la Figure 2.2(2).

Un tel octree associé 4 une T-surface sera appelé un “T-octree”.

2.3 Construction d’un T-octree

2.3.1 Structure de données TOCTREE_t

Dans le projet de GOC'AD, chaque noeud de T-octree est implémenté comme une structure de

données dont le type TOCTREE_t est défini comme suit :

typedef struct TOCTREE_t

{

typedef struct TOCTREE.t * parent

typedef struct TOCTREE_t +** child ;

int nb_trgl ;

} TOCTREE_t ;
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[_] bofte correspondant 4 une branche
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Figure 2.2 (1) Subdivision octale de ta bofte initiale; (2) T-octree associé.

Les différents champs de cette structure ont les significations suivantes :

e nb_irgl est un entier dont la valeur absolue est égale au nombre de triangles qui intersectent
la boite correspondant au noeud.

@ parent est un pointeur vers le noeud parent.

e chsld est un pointeur qui est considéré :

— comme un pointeur vers un tableau de 8 pointeurs child[s] vers les enfants de ce noeud
si ce noeud correspond A une branche de I’arbre.

~ comme un pointeur vers une sous-liste de triangles intersectant la boite associée au
noeud si le noeud correspond A une feuille de l’arbre.

De plus, afin de faciliter ’idendification du type de noeud, on impose les deux régles suivantes:
p 

Pp &

@ si le champ né_trgl de la structure TOCTREE_t contient une valeur négative, alors ce noeud
est considéré comme une branche.

@ si le champ nb_trgl de TOCTREE_t contient une valeur positive (ou 0), alors ce noeud est
de type feuille.

Ce champs nb_trgl est rempli au moment de la construction du T-octree.
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Structure de données TRGL_NODE_t

Jusqu’a présent, nous n’avons pas explicité la liste des triangles stockés dans les noeuds ter-

minaux du T-octree. Une telle liste sera codée comme une liste chainée de “noeuds-triangles”

contenant les triangles et dont le type est défini ci-dessous :

typedef struct TRGL_NODE_t

{

struct TRGL_NODE_t * next .

TRGL_t * p.trgl ;

} TRGL_NODE_t;

Les deux champs de cette structure ont la signification suivante :

@ next est un pointeur vers le “noeud-triangle” suivant correspondant au prochain triangle
de la liste.

e p-.irgl est un pointeur vers le triangle de la liste attaché au “noeud-triangle”.

On peut se poser la question de savoir si l’on n’aurait pas pu utiliser directement la structure
TRGL.t pour coder les listes de triangles contenues dans les feuilles du T-octree. En effet, la
structure TRGL-t contient, elle aussi, un champ next que l’on pourrait songer a utiliser pour
construire de telles listes chainées. En fait, cela n’est pas possible car :

@ ce champ est déja utilisé pour le codage des T-surfaces et son contenu ne peut donc pas
étre changé,

e un triangle peut intersecter plusieurs boites correspondant aux noeuds terminaux du T-
octree et il doit alors se trouver dans plusieurs listes or, dans la structure TRGL-_t, on ne
dispose que d’un seul champ nest.

Pour ces deux raisons nous sommes obligés d’introduire la structure TRGL_NODE_t pour constru-
ire les listes chainées de triangles contenus dans les noeuds d’un T-octree.

Algorithme de construction d’un T-octree?

L’algorithme de construction du T-octree associé A une T-surface est réalisé par la fonction
Build_Toctree() et peut étre décomposé en deux fonctions :

e la fonction Busld_Toctree() elle-méme qui crée la boite racine dy T-octree et lance Ia
procédure recursive de construction du T-octree.

e la fonction Split_Box_of.Toctree_Recursively() qui est appelée par Busld_Toctree() pour
diviser la boite racine en 8 sous-boites. Cette fonction est récursive et s’appele elle-méme
pour diviser les 8 sous-boites qu’elle génére. :

nous proposons dans ce qui suit une version “pseudo-C” de ces deux fonctions :

?cet algorithme nécessite de tester Pintersection d’un triangle avec un cube (cf Chapitre 1.3)
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TOCTREE.t * Build_Toctree( p_tsurf )

{
/* Quelques contréles */

if( p-tsurf-> p_toctree

&& le T-octree est déja & jour) return (p_tsurf-> p-_toctree) ;

/* Création d'une liste de TRGL_NODE.t */

Soit 7 la liste de triangles de la T-surface;

Soit © la liste de TRGL.NODE_t correspondant 4 T;

pour-tout( triangle r € T)

{
Création d’un TRGL_NODE_t @ ;

8.pirgl = adresse der ;

Insersion de 9 4 0 ;

}

/* Création de la boite racine */

allouer la mémoire pour la boite racine pointée par B ;

p-tsurf-> p_toctree = B ;

B-> nb_trgl = p_tsurf->nb_trgl ;

B-> parent = NULL ;

B-> child = 0;

Détermination de la géométrie de la boite racine B:

{2min 1¥min»Zminy Ge, d, > d,}

/* Division de la boite racine B en sous-boites */

Split_Box_of_Toctree_recursively(0, B, 2min, YminsZmin ,4,,dy,d,) 3

return(p_tsurf->p_toctree) ;

void Split_Box_of_Toctree_recursively(level, B, min; YminyZmin ,4,,d,,d,)

{
/* arréter la processus récursif pour produire une feuille elf

if( B->nbirgl < MAX TRGL || level > MAX _LEVEL) return ;

/* diviser la boite B en 8 sous-boites: {B[0], B[1},... »Bi7]} */
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a, /2;

d, /2;
d, /2;

allouer la mémoire pour {B[0], B[1],..., B[7]} ;

qd,

d,
d,

pour-chaque( sous-boite B[s])

{
¢ Construire la sous-liste O,,4, de triangles intersecté B[s];

¢ Bi)— > child = O,,,, ;

e Déterminer la géométrie de B[s]: {x[], y[s], z[t],d:,d,,d.} ;

}

/* construire le T-octree récursivement */

pour-chaque( sous-boite Bs] )

{

}
return ;

Split_Box_of_Toctree_Recursiveley (level + 1, B[s}, 2[#], y[t], [1], d.,d,, dz) ;

}

On ne manquera pas de remarquer que cet algorithme nécessite de tester si un triangle donné

intersecte ou non un parallélépipéde rectangle ayant ses cétés paralléles aux axes de coordonnées;

ce probleme sera résolu ultérieurement au chapitre 1.3.

2.4 Evaluation de l’algorithme

2.4.1 Complexité de Valgorithme

Supposons que la distribution des triangles de la T-surface soit assez homogéne dans l’espace 3D

et que les triangles aient & peu prés la méme taille comme c’est souvent le cas dans la plupart

des applications pratiques en géologie ou en médecine.

Soient B un noeud de type branche et E(B) (resp. N(B)) la liste (resp. le nombre) de

triangles attachée & B. Si l’on divise B en 8 sous-boites {Bo, Bi, Bo, ..., Bz}, alors les triangles

contenus dans B sont répartis dans les 8 sous-listes {Lo, £1, L2,...,L7} correspondantes. Pour

chacune de ces sous-boites B; (t = 0,7), le calcul principal consiste A tester intersection de

chacun des N(B) triangles contenus dans B avec le parallélépipéde correspondant a B; et le

nombre total de ces tests pour les 8 sous-boites est donc égal & 8N.

Soient N(B;) le nombre de triangles contenus daris B;; compte tenu que les triangles sont sup-

posés distribués de fagon homogéne dans B, on peut supposer que ce nombre est proportionnel

a N(B):

N(B;) +h x N(B)
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On en déduit que l’on peut écrire :

7

SO N(Bi) & 8hxN(B) = kx N(B) avec: k>1
=

Soit N le nombre total de triangles d’une T-surface. Afin de construire le premier niveau du

‘T-octree associé, on effectue 8N tests et la somme des nombres de triangles dans les 8 sous-boites

est alors égale 8 kN. Si l’on répéte cette procédure récursivement, au nieme niveau, le nombre
total des triangles contenus dans tous les noeuds de ce niveau est alors égal 4 k"N et le nombre

total de tests effectués est égal a:

8N(k" — 1)
. k- N4+8k?-N...48k"7!.N =8-N+8 +8 +8 Cay

Dans la pratique, on fixe la profondeur maximale (n yng) du T-octree et l’algorithme fonctionne,

en moyenne, alors de fagon linéaire (voir [1]).

2.4.2 Analyse de performance

Afin d’évaluer lefficacité réelle de l’algorithme de construction d’un T-octree, nous avons testé

celui-ci sur trois types de surfaces générées de fagon automatique pour lesquelles la profondeur

de l’octree a été fixée 4 7 et le nombre maximal de triangles par feuille 45:

e La T-surface 5S; représentée sur la Figure 2.3.a est de forme rectangulaire et a tous ses

triangles situés dans un méme plan. Les triangles ont la méme taille et possédent tous un

coté paralléle au plan (zoey).

e La T-surface Sz représentée sur la Figure 2.3.b est union de la surface S, définie ci-dessus

avec la surface S{ obtenue par rotation de 5; d’un angle de (180 — 2-6) degrés autour de
Ya... AD
AaOAT FL.

e Lasurface 53 est a peau d’une sphére dont les facettes triangulaires ont approximativement

la méme taille.

Avec ces trois types de T-surfaces, nous avons obtenu les résultats présentés dans le tableau

suivant sur une machine fonctionnant & la vitesse de 7 Mips :
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Figure 2.3 (a) Sy est une T-surface plate rectangulaire; (b) Sz est constitué de S, et S;’.

[- Performance de la construction de T-
temps de ca n moyen

dans les feuilles

7 13.

octree
J

ires Occup

4

Remarque

¢ Comme le montre le tableau ci-joint, le temps de calcul varie quasi-linéairement en fonctiondu nombre de triangles; ceci vérifie l’analyse de complexité ci-desSUS.

@ Il est possible de limiter Val
T-surface en précisant la boi
espace de travail est limité.

gorithme de construction d’un T-octree & une partie d’unete de départ. Ceci peut étre tras intéressant dans les cas of
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2.5 Utilisation du T-octree

2.5.1 Recherche des intersections d’un segment avec une T-surface

Supposons que lon ait 4 déterminer l’intersection d’un segment E' avec une T-surface S$. En
supposant que F# n’est pas tangent a la surface S, on est assuré que cette intersection est
constituée par l’ensemble fini des points d’intersections de F avec les facettes de S. La recherche
de ces points peut alors étre effectuée & l’aide de la procédure récursive suivante appliquée
récursivement 4 chaque noeud B(s1,82,..8n) du T-octree associé a la T-surface S -

e tout d’abord on initialise 4 0 tous les champs stuf f des triangles composant la T-surface
(voir page 20 la structure TRGL_).

e si E n’intersecte pas la boite correspondante, alors E n’intersecte pas non plus les sous-
boites dont la racine est B(#1, 22, ...,%,).

¢ si E intersecte la boite correspondante, alors il est nécessaire d’examiner le type de
B(t1,12,-..,%n). Compte tenu de ce qui a été dit précédemment, le type de ce noeud
est indiqué par le champ nb_trgl de la structure contenant B(81,82,...,8n) :

— si nb_trgl = 0, alors B(s1,:2,...,1,) est une feuille vide.

~ si nb_irgl > 0, alors B(t1,%2,...,in) est une feuille contenant une liste de triangles.
Soit T; un triangle de cette liste; le fait que T; peut étre inclu dans plusieurs noeuds
du T-octree nous conduit 4 considérer les deux cas suivants -

1. Pintersection de E avec T; a été déja calculée; en pratique, cette information
est stockée dans le champ stuff de la structure de type TRGL.t dans laquelle est
rangé le triangle T; (stuff = 1). Dans ce cas, on passe au triangle suivant sans
rien faire.

2. sinon, on calcule BN T; et l’on marque T; comme ayant déja été considéré pour
le calcul de l’intersection (stuff = 1).

— si nb_irgl < 0, alors ce noeud est type branche (non terminal). On exécute alors
récursivement la méme procédure pour chacune des huit sous-boites B(#1, 82, ...,0)
++; B(#1,£2,...,7) de ce noeud.

Cet algorithme doit étre appliqué 4 la racine B du T-octree. Tl est implémenté par la fonction
Segment_Inter_Tsurf() suivante décrite en pseudo-C :

void Segment_Inter_Tsurf(segment,B intersection)

/* initialisations */

initialiser @ 0 tous les champs stuff des triangles ;

@ poser :
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if( B— > nbirgl == 0) /* noeud vide*/

return ;

/* Si B est um noeud terminal, il faut calculer

Vintersection du segment avec chaque triangle attaché 4 B */

Soit O la liste des triangles rangés dans B ;

if( B— > nbirgl > 0)

pour-tout(triangle @ € ©)

{
p = intersection du segment avec 6;

if(p # 4)
Insersion de p dans intersection;

}

/* B est un noeud non terminal */

else if(segment intersecte la boite B)

{
/* Calcul de intersection du segment avec les triangles */

Recherche de huit noeuds fils B[6] B[1] B[2] B[3] B[4] B[5] B[é] B[7);

for(i=0;i< 8;i++)

Segment _Inter_Tsurf(segment ,B[i],intersection) ;

}

return ;

Remarques

e La détermination de )’intersection d’un triangle ou d’un cube avec une T-surface, peut étre

obtenue 4 l’aide d’un algorithme analogue a celui présenté ci-dessus.

e Vimplémentation de lalgorithme d’intersection d’un segment avec une T-surface requiére

la recherche de l’intersection de ce segment avec un triangle. La solution de ce probléme

sera présentée au chapitre suivant.



Position relative d’objets élémentaires 3D

3.1 Position du probléme

I] existe de nombreux problémes ot 1’on a besoin de déterminer la position relative de certains

objets de espace 3D. Par exemple, certaines opérations sur les T-surfaces, qui seront présentées

dans les chapitres ultérieurs, nécessitent la détermination de :

@ la position d’un point par rapport & un polygone plan,

@ la position d’une droite par rapport a un triangleP Pp PP gle,

e la position d’un triangle par rapport a un parallélépipede

Afin de ne pas alourdir inutilement |’exposé des méthodes qui seront pésentées dans les chapitres

ultérieurs, nous avons rassemblé dans ce chapitre l’exposé des quelques méthodes de position-

nement dont nous aurons besoin ultérieurement.

3.2 Position relative d’un point

3.2.1 Appartenance d’un point 4 un triangle 2D

Soit T un triangle du plan (oz, oy) dont les trois sommets sont notés po{zo, yo), pi(ti1,y1) et

P2(%2,y2) et soit p(z,y) un point du plan (oz,oy). Pour déterminer la position de p(x,y) par

rapport 4 7’, on peut utiliser l'un des deux algorithmes suivants :

35
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pl p2

(b) (ce)

Figure 3.1 La position relative d’un point p par rapport a un triangle T.

algorithme 1

On calcule tout d’abord les 3 produits vectoriels suivantes:

A = pfoA phi
V2 = ppi A pp2

V3 = pp2Apps

On utilise ensuite les régles de décision suivante :

ep € T,si Vj, Ve et V3 ont la méme direction (cf Fig 3.1.(a)).

@ p € un cété de T, si l’un des vecteurs Vi, Ve ou Vs; est nul.

@ pest l’un des points po,p1,p2 si deux des vecteurs Vi, Va, Vs sont nuls.

e p ¢ T, dans tous les autres cas (cf Fig 3.1.(b)).

algorithme 2

Supposons que l’aire de T ne soit pas nulle et, comme le suggére la figure 3.1(c), considérons le

repére d’origine po et de vecteurs de base U et V tels que:

= popi

= Ppop2ao
Les coordonnées (a, f) du point p dans ce repére son alors telles que :

pop = o-U + BV (1)

a et # peuvent étre obtenus de la fagons suivante :

Compte tenu de (1), on peut ecrire :
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. p—| 1-20) (#2 - 20)
on pose : D= Eys—=Bo) UlBa—yo)

Puisque laire de T’ est supposée non nulle et que D est égal a 2 fois l’aire de T, on est assuré

que D#0et Vona:

(t@— 20) (x2 — 20)
(y —yo) (v2 — yo)

D

(z1 —2zo) (#- 0)

(yi —yo) (y—yo)

D

Tl est évident que :

epeT si:

a>0 ae

B<0 ef

a+ pcl

@ p€ un coté de T.

~ sia=0et0<f < 1, alors 
p € pop: ;

~ sif =0et0<a< 
1, alors p € pop: ;

-— sia,B >
O
0
e
t
a
+
f
 

=1, alors p € pipp ;

e pest Yun des points po, p; ov po.

-sia=O0Oet@ = 0, alorsp=po;

—sia=Oetf = 1, alorsp =p;

-sia=letf = 0,alorsp=p1 ;

e p ¢T, dans tous les autres cas.

Comparaison des deux algorithmes

On peut remarquer que le coiit du calcul de 3 vecteurs Vi, V2, V3 est identique 4 celui du calcul

de @ et §. Une fois a calculé, si a > O, on peut conclure que p ¢ T, ialigonibayae 2 nécessite

donc en moyenne une fois moins de calcul que Valgorithme 1.
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3.2.2. Appartenance d’un point 4 un polygone simple

La méthode décrite ci-dessous pour tester l’appartenance d’un point 4 un polygone a été présentée

par Preparata et Shamos (voir [22]). Comme l’indique la figure 3.2(a), considérons une droite

horizontale 7 passant par le point z, dont on veut tester l’appartenance au polygone P du plan

(oz, oy).

Supposons tout d’abord que ! ne passe pas strictement par aucun sommet de P; deux cas

peuvent se présenter :

1. Sil n’intersecte pas P, alors z est a |’extérieur de P

2. Sil ne passe par aucun sommet de P et si L est le nombre d’intersections de | avec P,

alors :

e si Z est impair, alors z est A l’extérieur de P

e si Z est pair, alors z est & l’intérieur de P

@ on peut remarquer que si une intersection de / avec P est confondue avec z, alors z

est sur la frontiére de P

Considérons maintenant le cas particulier ou 2 passe par un sommet de P. Il est évident qu’une

petite rotation de 7 autour de z ne modifiera pas la classification de z (extérieur ou intérieur

de P) et cette remarque va nous permettre d’enlever l’ambiguité. Pour ce faire, considérons les

deux cétés p;_ip; et pipj,1 consécutifs de P adjacents au sommet Pi par lequel passe la droite J;

comme |’indique la Figure 3.2, deux cas peuvent se présenter :

@ piz1 et pj_; ont des ordonnées supérieures (respectivement inférieures) a celle de p;. Dans

ce cas, une petite rotation de ? autour de z évite que I passe par p; : ou bien / n’intersecte

aucun des segments p;4ip; et p;p;1, ou bien 7 intersecte les deux. Donc, le nombre

d’intersections est égal soit 4 0 soit a2.

® pi-1 et pi4i1 se trouvent de part et d’autre de I et une petite rotation de 7 autour de z

permet d’éviter que f passe par p; mais l’intersection de 7 avec p;_1p; ou pip;41 continue

d’exister. Ceci prouve que dans ce cas, le nombre d’intersections doit étre pris égal al.

En fait, ce sont les ordonnées de p;_1 et de pj41 qui jouent le réle essentiel: le cdété Pipi¢a dont

le sommet p; appartient 41 doit étre pris en compte si p;;1 a une ordonnée plus grande que

celle de p;—1 ,sinon, il sera ignoré (le cété ayant deux extrémités appartenant a 1 est également

ignore).

3.2.3 Position relative d’un point par rapport 4 un parallélépipéde

Soient p(z,y,z) un point de l’espace 3D dont on veut déterminer la position par rapport A un

parallélépipéde rectangle B ayant ses arétes paralléles aux axes de coordonnées et défini par :

@ les coordonnées { x_min, ymin, z.min } de son sommet le plus proche de Vorigine des

axes de coordonnées
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e les dimensions { scale_z, scale_y, scale_z } de ses arétes suivant les 3 directions de Pespace.

La méthode de positionnement d’un point par rapport & un parallélépipéde est due & Cohen et
Sutherland (voir [8]). Le principe de la méthode est basé sur une technique de codage binaire.
Chaque bit de ce code caractérise de fagon unique lune des six positions possibles de p par
rapport a B: en haut, en bas, & gauche, 4 droite, devant ou derriére. La signification de ces bits
dans le code en fonction de la position de p par rapport & B est la suivante :

bit 1 =1 => en haut

bit 2 =1 => en bas

bit 3 =1 => 4 gauche

bit4 =1 => 8 droite

bit5 =1 => devant

bit 6 = 1 => derriére

Si tous les bits sont 0, alors p est a Vintérieur de B.
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3.3 Position relative d’un segment

Intersection de deux segments du plan (xoy)

Soient B1(p1,p2) et E2(p3, ps) deux segments du plan (zoy) dont les extrémités sont respective-
ment constituées par les points {p1(21, y1), p2(z2, y2)} et {p3(23,y3), pa(aa, y4)}. Supposons que
les équations des deux droites supportant ces deux segments soient respectivement :

Ajyz + By + Ci = 0

Ast + Boy + Co = 0

Pour tout point g(z,y) du plan (zoy), on appelle “puissances de g par rapport A E1(p1,p2) et
E2(p3,p4)” et l’on note respectivement pow,(q) et pow(q) les nombres réels définis par :

powi(g) = Aiz + By + Cy = 0

pow,(q) = Axt + By + Cp = 0

Ces deux nombres nous permettent de déterminer l’intersection de E1(pi1,p2) et B2(p3,pq4) de la
fagon suivante (voir [8]) :

@ si pow; (p3) - pow;(p4) > 0 ou pow2(p1) - pow2(p2) > 0, alors Ey n’intersecte pas Bp.

®@ si pow;(p3) = 0, alors By 1 Ez = p3 (idem pour P1, P2, pa).

e dans tous les autres cas, F intersecte EF’, et les coordonnées (z*,y*) du point d’intersection
peuvent etre déterminées de la facon suivante :

* — £y+Az2
CF TEX

x . yitAye
YO = TEN

pow2{pivec: A = Powetpa)aust pow2(p2

Test d’intersection d’un segment avec un rectangle du plan (zoy)

Considérons un segment E(a,b) et un rectangle F situés dans le plan (wey) et dont on se
propose de tester |’intersection. On suppose que ce rectangle a ses cétés paralléles aux axes de
coordonnées et que :

® (min, Ymin) sont les coordonnées des sommets de ce rectangle les plus petites.

@ (scale_x, scale_y) sont les longueurs des cétés de ce rectangle dans les directions z et y-

Comme le suggére la Figure 3.3, plusieurs cas peuvent se présenter et l’existence d’une intersec-
tion peut étre déterminée de la facon suivante ot (Za,¥a) et (2,y,) sont supposés représenter
les coordonnées de a et 8:
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@ si, comme I’indique la Figure 3.3.a on est dans le cas ou :
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Ta,Tb < Tnin ou

Yoa,¥b < Vynin ou

Za,th > Lyin + scale ou

Ya¥s > Yin + sealey

alors le segment F n’intersecte pas le rectangle R.

@ si, comme l’indique la Figure 3.3.b on est dans le cas ot :

Binin < 2a < Zpin +. scalex et

Ymin < Ye < Ymin + scaley
ou

Zmin < 2 < BZyinp +. scaler et

Ymin < Ys < Ymin + scaley

alors le segment EF intersecte le rectangle R.

e si l’on ne se trouve pas dans l’un des deux cas triviaux précédents, alors il est nécessaire

de calculer ’équation du segment :

Az+By+C=0

A = Ya = yb
avec : B= gs —- £4

C = 2bYa — Ba-¥b

si la puissance des 4 sommets du rectangle R par rapport au segment EF est toujours

de méme signe, alors, comme le suggére la Figure 3.3.c, le segment n’intersecte pas le

rectangle.

¢ dans tous les autres cas le segment F intersecte le rectangle R (voir [22]).

Test d’intériorité d’une diagonale de polygone

Soient P un polygone simple! ayant n sommets notés {po,pi,... »pn}. Etant donnée une diago-

nale E(pa,pg) de ce polygone, nous nous proposons de déterminer si E'(pa,pg) est entigrement

située 4 ]’intérieur de P ou non.

Afin de simplifier exposé, considérons tout d’abord le cas particulier of a = i—let @ =:41

et posons :

diagonale a tester

angle interne associé a B(p;-1, p41)

E(pi-1,piti1) =

O(pi-1 »P¥yPit1) =

Si #(pi—1, ps, pit1) > 180° alors F(pi_1, piz1) est évidemment 4 lextérieur de P mais, si ce n’est

pas le cas, il est nécessaire de tester la position relative de chaque coté B(p;,pj;41) de P par

rapport a la diagonale E(p;_1,pi41); en pratique, trois cas peuvent se présenter :
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Figure 3.3 Le test d’intersection d’un segment et d’un rectangle.

1. E(pj-1,pi41) et B(pj,pj41) se coupent.

2. une extrémité, pj ou pj+1 du coté E(p;,p;41) est sur la diagonale E'(p;_-1,p:41); (le cas
ou lun des deux points p; ou p;41 coincide avec lune des extrémités de E(pi-1,pi4i) est
supposé inclus).

3. les deux extrémités du cété (pj, p41) sont sur la diagonale E(pi-1, pi41).

La position relative de la diagonale F(p;_1,p;41) par rapport au polygone P peut étre déterminée
en considérant les nombres N et M définis de la facon suivante :

N = {nombre de cas de type 1}

Mi = {nombre de cas de type 2}

+ 2x {nombre de cas de type 3}

On utilise alors la régle de décision suivante :

e si N > 0, alors B(pi-1,pi41) ¢ P (cf Fig 3.4(b)).

e si N = 0, alors on doit considérer deux cas :

~ si M = 4, alors il est nécessaire de tester si le sommet Pi+2 appartient au triangle

T'(pi-1, Pi, Pit1) :

Pit2 € T(pi-1, pi, pit1) => E(pi-1,pi +1) ¢P
pi+2 € T(pi-1, pi, Pit) => E(pi-i1,pi +1) € P

~ si M > 4, alors on doit tester les positions relatives de tous les sommets de P (exceptés
Pi-1, Pi et piz1) par rapport au triangle T(pi-1,Pi,pi41). Si, comme le suggére la
Figure 3.4(c), l’un de ces sommets est situé a Pintérieur de T'(p;-1,pi,p;41), alors
E(pi-1,pt +1) ¢ P, sinon B(p;_-1,p: +1) € P.

Dans le cas général ot {a —f| > 1, on peut s’inspirer de ce qui précéde pour déterminer de fagon
analogue la position relative d’une diagonale E(a,f) par rapport au polygone P.
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Figure 3.4 Test d’intériorité d’une diagonale du polygone P.

Intersection d’un segment avec une facette triangulaire

Nous nous proposons de déterminer !’intersection entre un segment F(a, 4) et un triangle T'(po, pi, p2)

definis respectivement par :

@ les extrémités a(%a, ya, Za) et B(x, ys, 20)

@ les trois sommets po(<o0, yo, 20), pi(@1, 91,21) et po(x2, y2, 22)

Remarquons tout d’abord que l’équation du plan P contenant T'(po,pi,p2) peut s’exprimer sous

la forme suivante :

Az+ By4+Cz4+D=0

avec :

yo 20

A=ly1 41

y2 z2

Zo Zz 1

Ty 2, 1

a2 22 1
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Zo yo 1 Zo yo 20

CH>im wl} D=-la ym a

Z2 y2 1 2 y2 22

La puissance pow(p) d’un point p quelconque de coordonnées (x,y,z) par rapport au plan P est

alors définie par :

pow(p) = Ar + By+Cz+D

On peut alors tester |’intersection du segment E(a,6) avec le triangle T'(po,p1,p2) en utilisant

la régle de décision suivante :

e si les puissances des deux points a et b par rapport au plan P sont de méme signe, alors

le segment n’intersecte pas la facette.

e si la puissance de a (resp. 6) par rapport & P est nulle, alors l’intersection du segment

avec la facette est a (resp. 5) sia (resp. 4) est A l’intérieur de la facette.

@ sil’on n’est pas dans |’un des deux cas précédents, il est nécessaire de calculer l’intersection

c du segment E(a,6) avec le plan P. Pour ce faire, comme |’indique la Figure 3.5, con-

sidérons les distances d, et dy de a et 6 au plan P:

A-ZatB-yatC-2za+D
(A?+B?24+C72)

dy = A-244+B-y,+C-z,4+D
(A?+B?+C?2)

Les coordonnées (a-,yc,z-) du point ¢ sont alors définies par :

da HI

— ZatrA-z,

Zo = “ATEN

— YatrAryy
Yo = 1+A

7 — Zatr-zp

Gg = 14)
y = da — pow(s)

avec : = "a, = pow(s)

Sic est 4 l’intérieur? de T(po,p1, p2), alors l’intersection du segment E(a,) avec la facette
est c, sinon il n’y a pas d’intersection.

miu4a 39

AESt a uli Segiment avec um parailélépipéde
See eee eS 8A,
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Dans ce qui suit, nous nous proposons de déterminer la position relative d’un segment E(a, 8)

par rapport a un parallélépipéde rectangle ayant ses cétés paralléles aux axes de coordonnées.

Nous supposerons que :

e E(a,b) est défini par ses extrémités a et 6 de coordonnées (24, ya, Za) et (2, ys, 23).

?Nous avons déji proposé au paragraphe 3.2.1 une méthode permettant de tester si un point est 4 Vintérieur
d’une facette triangulaire.
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Figure 3.5 Détermination de Vintersection d’un segment ab avec un triangle T’.

® le parallélépipéde est défini par les coordonnées minimales (2snin» Y¥minsZmin) de ses som-mets et par les tailles (scale_x, scale_y, scale_z) de ses cotés dans les trois directions dePespace.

Dans ce qui suit, nous nous proposons de déterminer la position relative de ce segment et de ceparallélépipéde; pour ce faire, nous proposons de procéder de la maniére suivante :

@ si lune des conditions suivantes est vérifiée :

Za,Th < Fyiy ou

Yas¥b < Yin ou
Za,2 < Zsnin ou

Za,Zb > Fypi + sealer ou

Yas¥b > Yemin + scale_y ou

20,26 > 2s, +. scale_z

alors le segment E(a,8) n’intersecte pas le parallélépipéde.

¢ de méme, si l’une des conditions suivantes est vérifiée :

Timin << fa < Zmin + scales et

Ymin < Ya < Yay + scale_y et
2min < 42 < gig +. scalez

ou

Tmin < 2 < yg +. scale_x et

Ymin < Yb < Ymin +. scale_y et

2min < 2 < 2min + scale_z

alors le segment E(a,b) intersecte le parallélépipéde .
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e si l’on ne se trouve pas dans l’un des deux cas triviaux précédents, alors il est nécessaire

de projetter le segment et le parallélépipede sur chacum des trois plans (ray), (yoz) et

(zoz) :

— si parmi ces trois plans il n’y en a aucun dans lequel la projection du parallélépipéde®

intersecte* la projection du segment? alors le segment intersecte le parallélépipéde.

— sinon, ils ne s’intersectent pas.

3.4 Position relative d’un triangle

Test d’intersection d’un triangle avec un rectangle de l’espace 2D

Dans ce qui suit, nous nous proposons de déterminer la position relative d’un triangle T(po, p1, p2)

par rapport 4 un rectangle ayant ses cétés paralléles aux axes de coordonnées. Nous supposerons

que le triangle et le rectangle sont situés dans le paln (zoy) et que :

e T(p0,pi,p2) est défini par ses sommets (po,p1,p2) de coordonnées (zo, yo), (21,y1) et

(2,92).

e le rectangle est défini par les coordonnées minimales (2,,,5.,Y min) de ses sommets et par

les tailles (scale_x, scale_y) de ses cdtés dans les deux directions de l’espace.

Pour déterminer si le triangle et le rectangle s’intersectent ou non, nous proposons de procéder

de la facon suivante :

e si une des conditions suivantes est vraie:

£0,71,52 < Fyn ou

Yoo¥i.¥2 < Yamin ou

Z0,51,52 > Lying t scale ou

Yo.¥1,92 > Yan t+ sealey

alors le triangle n’intersecte pas le rectangle.

e de méme si:

Zmin < 20 < Zypjnp +. scales et

Ymin < YO < Ymin + sealey
ou

Bmin < Ti < 2yysn +. scaler et

Ymin < ¥1 < Ymin + scaley
ou

Emin < 22 < 2yin +. scales et

Ymin < 92 < Ymin + scaley

alors le triangle intersecte le rectangle.

3Cette projection est alors un rectangle ayant ses cétés paralléles aux axes de coordonnées.

‘Le test d’intersection d’un segment avec un rectangle a été présentée précédement au paragraphe 3.3.

>Cette projection peut étre réduite & un point.
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e si]’on ne se trouve pas dans |’un des deux cas triviaux précédents, alors il est nécessaire de

déterminer si au moins un cété du triangle intersecte le rectangle®; si oui, alors le triangle

et le rectangle s’intersectent.

Si aucun des trois cétés du triangle n’intersecte le rectangle, alors on doit tester si le

rectangle est contenu dans le triangle. Pour ce faire, il suffit de tester si un sommet du

rectangle est contenu 4 l’intérieur du triangle’. Si le sommet n’est pas contenu dans le

triangle, alors le rectangle n’intersecte pas le triangle, sinon ils s’intersectent.

« dans tous les autres cas, le triangle intersecte le rectangle.

Recherche de l’intersection de deux triangles de l’espace 3D

Soient Tj, T2 deux triangles définis par leurs sommets et soient P, et P2 les deux plans contenant

respectivement 7, et T2. Posons que Bp = T1 NT), By = TN Py et By = T, MP; il est évident

que :

e si FB} N Bz = ¢, alors Eo = ¢ ( T, n’intersecte pas Ty).

e dans tous les autres cas, compte tenu que F, et #2 sont colinéaires, on est assuré que Eo

est la partie commune de & et de Fg. La détermination de cette partie commune peut

étre effectuée de la maniére suivante :

1. on teste tout d’abord la position relative de chacune des deux extrémités du segment Ey

par rapport au segment 2’, :

— si les deux extrémités sont toutes a Pintérieur de E2, alors Ey = Fy.

~— si Pune des deux extrémités de Ey est 4 lintérieur de F2, alors cette extrémité

constitue une extrémité de Ho (cette extrémité est dite “interne” ).

2. de la méme fagon, on teste ensuite la position des deux extrémités de E2 par rapport

a By.

Si dans les deux étapes ci-dessus on a extrait deux extrémités “internes”, alors By = Ti NT?

est constituée par le segment dont les deux extrémités sont ces deux points. Notons

toutefois que si ces deux extrémités sont confondues, alors Bp peut se réduire & un point.

Test d’intersection d’un triangle avec un parallélépipéde

Considérons dans l’espace 3D un triangle T(po, 91, p2) et un parallélépipéde rectangle ayant ses

cétés paralléles aux axes de coordonnées tels que :

@ T(po,p1,p2) est défini par ses trois sommets (po, pi, p2) de coordonnées (z0, yo, zo), (21,91, 21)

et (@2, y2, 22).

®Le test d’intersection d’un segment avec un rectangle a été présenté au paragraphe 3.3

"Le test de Pappartenance d’un point & un triangle au paragraphe 3.2.1
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e le parallélépipéde est défini par les coordonnées minimales (2 ,325;Yynin»Zmin) de ses som-

mets et par les tailles (scaler, scale_y, scale_z) de ses cdtés dans les trois directions de

Vespace.

Dans ce qui suit , nous nous proposons de déterminer la position relative de ce triangle et de ce

parallélépipéde; pour ce faire, nous proposons de procéder de la maniére suivante :

@ il est évident que si lune des conditions suivantes est vérifiée :

20,471,752 < Zmnin ou

YO¥1;92 < Ymin ou

20,21;22 << 2ypnsn ou

0,21,22 > Zyi_ + scalea ou

Yo,¥1s¥2 > Ymin + scale_y ou

20,21,22 > Zin + scalez

alors le triangle n’intersecte pas le parallélépipéde.

e@ de méme si:

Zmin < 21 < fy t+ scaler et

Yain < Yl < Ymin + sccley et

Zmin < 21 << 2yyjyn t+ scalez

ou

Zmin < £2 < 2yysq t scales et

Yin < y2 < Yin + scale_y et

Zain < 22 < 2yyiq + scalez

ou

Zmin < 23 < 2yyjy t+ scalesz et

Ymin < ¥3 < Ymin + scale_y et

Zmin < 23 << 2ypip + scalez

alors le triangle intersecte le parallélépipéde.

e si l’on ne se trouve pas dans l’un des deux cas triviaux précédents, alors il est nécessaire

de calculer I’ équation du plan contenant le triangle et la puissance de chaque sommet du

parallélépipéde par rapport a ce plan :

— si la puissance des 8 sommets du parallélépipéde est toujours de méme signe, alors le

parallélépipede n’intersecte pas le plan du triangle et par conséquent n’intersecte pas

le triangle.

— sinon on projette le triangle et le parallélépipéde sur les trois plans (soy), (yoz) et

(zoz). Si parmi ces trois projections il y en a au moins une telle que la projection du

triangle® n’intersecte pas la projection du parallélépipéde® alors le triangle n’intersecte

pas le parallélépipéde.

e dans tous les autres cas, le triangle intersecte le parallélépipéde.
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3.5 Position relative d’un polygone simple

Recherche de l’intersection de deux polygones simples en 3D

Considérons deux polygones simples sans trous R et Q situés dans des plans différents et définis

par leurs sommets respectifs r; et gj :

R définipar: {ri,ra,...,rm}

Q définipar: {q1,q2,.--)9n}

Soit Pr et Pg les plans contenant respectivement R et Q; Nous nous proposons de construire la

suite des segments appartenant a PRM Pg et constituant ensemble PNQ. Pour ce faire, nous

proposons de procéder de la fagon suivante :

@ si les puissances des sommets de @ (resp. RA) par rapport au plan Pp (resp. Pg) sont de

méme signe, alors RN Q = ¢.

e si R et Q n’appartiennent pas au cas trivial ci-dessus, il est nécessaire de calculer effec-

tivement |’intersection de RM Pg et QM Pr a Vaide de Valgorithme présenté au prochain

paragraphe; posons :

L(Q,Pr) = QNPR = {ld,12,...15}

L(R,P9) = RAPQ Uhilh, UR}
L(Pr, Pg) = PrRIPg

tt

Il est évident que L(Pr, Pg) est une droite tandis que L(Q, Pr) et L(R, Pg) sont constituées

respectivement de segments colineaires Ib et contenus dans L(Pp, Po).

On supposera que la droite L(Pr, Pg) est orientée et que les segments lb et uy, sont

numérotés de facon croissante suivant la direction positive de L(Ppr, Pg).

En remarquant que

PQQ =L(Pr,Q)NL(Pa,R)

on en conclut que la résolution du probléme consiste 4 calculer la partie commune de

L(Pr,Q) et L(Pa, R) (voir [34] [28]).

Détermination de intersection d’un polygone simple avec un plan

Ainsi que nous venons de le voir, l’algorithme précédent nécessite le calcul de intersection d’un

polygone simple @ avec un plan P dans l’espace 3D. Il est évident que l’intersection recherchée

est un ensemble de segments colinéaires dont les extrémités sont les intersections des arétes de

@ avec P. La recherche de PQ consiste donc 4 calculer les intersections des cétés de Q avec

P et les joindre ensuite deux 4 deux de fagon adéquate pour construire des segments :

e Supposons tout d’abord que P ne passe par aucun sommet de Q et soit M = {mi,mza, ...,. mi}

Vensemble des points d’intersection des arétes du polygone @ avec le plan P; on peut re-

marquer que le nombre d’éléments de M est pair ou égal & 0. Dans ce cas, les segments
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Figure 3.6 Calcul de l’intersection d’un Polygone simple Q avec un plan P.

d’intersections de P avec @ peuvent étre obtenus en joignant les points de M deux & deux
de la facon suivante:

QNP ={mim2,m3mq,... 272141 782(i41))---, Mgi_yMg}

Cette facon de procéder suppose que les points rm; sont numérotés en fonction de leurclassement sur la droite intersection du plan P avec le plan Pg contenant le polygone Q.

e considérons maintenant le cas particulier ot P passe par un sommet gi de Q. On peut alors
appliquer le méme algorithme que celui déja exposé au paragraphe 3.2.2 pour déterminer
la position d’un point par rapport a un polygone simple et l’on doit done considérer deux
cas :

— siles deux sommets voisins gi-1 et 9:41 sont situés du méme cété de P, alors les cétés
adjacents p;—1p; et pipi41 doivent étre ignorés.

~ sl p;_1 et p;41 se trouvent de part et d’autre de P, alors Pp; doit étre pris en compte
et constitue alors l’un des points d’intersection m; (voir [22]).

Test d’intersection d’un polvgone simple avec un parallélépiptde

Considérons dans espace 3D un polygone simple Q et un parallélépipéde rectangle ayant sescotés paralléles aux axes de coordonnées tels que :

¢ © est défini par ses sommets {g;} de coordonnées (#i, yi, z:).

e le parallélépipéde est défini par les coordonnées minimales (25,;,, Y¥min»Zmin) de ses som-
mets et par les tailles (scale_z, scale_y, scale_z) de ses cotés dans les trois ‘directions de
Vespace.
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Dans ce qui suit , nous nous proposons de déterminer la position relative de ce polygone et de

ce parallélépipéde; pour ce faire, nous suggerons de procéder de la maniére suivante :

e si chaque sommet g; de Q satisfait les conditions suivantes:

ot = te, Bie > yin + scales

Yi < Yamin OU ¥i > Ymin t+ scaley

a SG Bin 23 > 2yyin + scalez

alors le polygone n’intersecte pas le parallélépipede.

e si parmi les sommets de Q, 1] en existe au moins un, disons qj, tel que:

Zmin < fi < Iain + scales et

Ymin < Yi < Yyain + scaley et

Zmin < 2 < 2ynsyn + scalez

alors le polygone intersecte le parallélépipede.

e si on ne se trouve pas dans ]’un des deux cas triviaux précédents, alors on calcule

Péquation du plan Pg contenant le polygone et on teste les puissances des huit som-

mets du parallélépipéde par rapport au plan Pg. En désignant par {w1, w2,..., 8} ces

huit puissances, il est évident que :

— si toutes les valeurs w; sont de méme signe, alors le polygone @ n’intersecte pas le

plan P.

~ sinon on projette le polygone et le parallélépipéde sur les trois plans (xoy), (yoz) et

(zox). Si parmi ces trois projections il y en a au moins une telle que la projection du

polygone simple?? n’intersecte pas la projection du parallélépipéde!! alors le polygone

Q n’intersecte pas le parallélépipéde.

e dans tous les autres cas, le polygone @ intersecte le parallélépipéde (voir [8]).

10Cette projection est aussi un polygone simple éventuellement dégénéré en un segment.

11Cette projection est un rectangle.
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Opérations booléennes sur les T-solides

4.1 Introduction

La mise en oeuvre des opérations booléennes (intersection, union, différence etc..) sur des

solides définis par leur surface extérieure a toujours été un probléme délicat. Intuitivement,

le probléme est simple, mais, jusqu’& présent, il y a peu de travaux consacrés 4 sa résolution

pratique. De plus, comme le fait remarquer P.Martin (voir [20]), les articles consacrés 4 ce

sujet présentent des algorithmes contenant des erreurs graves!, et, interdisent la modélisation

d’objets non convexes et celle d’objets ayant des trous 4 l’intérieur des facettes définissant leur

surface extérieure ( voir Figure 4.1). Indépendamment des erreurs, ces conditions sur les objets

sont inacceptables pour les applications pratiques car, 4 partir d’objets convexes sans trous, les

opérations booléenes peuvent engendrer des objets n’ayant pas de telles caractéristiques. On

perdrait donc la stabilité de la classe d’objets pour ces opérations, ce qui interdirait d’appliquer

celle-ci plusieurs fois consécutivement.

Généralement, les auteurs (voir [19],[20],[3]) qui se sont intéressés au probléme, considérent

sa résolution pratique comme étant extremement complexe, et se limitent 4 la présentation de

jeux d’essais plus ou moins formels ne prenant en considération que quelques cas particuliers?;

les cas de figure qui ne sont pas traités correctement sont souvent ceux dont la résolution est la

plus cotiteuse en temps de calcul. Il s’en suit que, si l’on souhaite vraiment traiter correctement

les nombreuses situations pouvant réellement se présenter en pratique, alors de tels algorithmes

deviennent inutilisables (voir [29}).

Dans ce chapitre, nous proposons une méthode générale permettant de résoudre le probleme

posé dans le cas ott les objets considérés sont des T-solides, c’est-a-dire, des solides dont la peau

est constituée de facettes triangulaires planes (voir page 12). En fait, la méthode présentée

1Par exemple Verreur du “test de joignabilité” cité par P.MARTIN (voir [20]).

2je m’excuse pour les disjugements potentiels
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s’applique plus généralement 4 tout P-solide dont la peau est constituée de facettes polygo-

nales planes (voir page 17) car nous démontrerons (voir page 75) qu’il est toujours possible de

décomposer une facette polygonale en facettes triangulaires (voir Figure 4.1).

Soient V, et V2 deux T-solides (cf chapitre 1.1) dont les peaux seront respectivement notées

S(V1) et S(V2). Dans ce qui suit nous nous proposons de construire la peau des T-solides déduit

de V, et V2 par application d’opérateurs booléens binaires :

S(V,NV2) = peau de Vintersection (Vj M V2)

S(V,UV2) = peau de Punion (Vj U V2)

S(Vi —- V2) = peau de la différence (Vi — V2)

S(VWAV2) = peau de la différence symétrique {(Vi — V2) U (V2 — Vi)}

4.2 Algorithme et sa mise en oeuvre

Algorithme général

Nous supposerons que les deux conditions suivantes sont vérifiées :

S(VNV2) #8

S(Vi)N S(V2) = ensemble fini de lignes

La premiére condition ci-dessus permet d’éliminer le cas oi le-probléme posé est trivial, tandis

que la deuxiéme permet d’eliminer le cas ot les deux surfaces sont tangentes sur des portions

de facettes d’aire non nulle; dans les applications pratiques, la deuxiéme condition n’est pas trés

contraignante et peut toujours étre satisfaite en déplacant trés légerement certains sommets de

triangles si nécessaire.

Sous ces hypothéses, le principe de la méthode proposée repose sur les trois faits suivants :

e Les T-solides Vj et V2 se coupent suivant une ligne polygonale S(V1) M S(V2).

e Les sommets de cette ligne polygonale S(V;)MS(V2) correspondent toujours A l’intersection

d’un cété d’une facette triangulaire de S$(V,) (ou S(V2)) avec une facette. de $(V2) (ou

5(V;)).
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e Chaque cété de cette ligne polygonale S(Vi) M.S(V2) se situe toujours 4 la fois & l’intérieur

d’une facette de S(V,) et 4 lintérieur d’une facette de S(V2).

Pour tout couple de T-surfaces (51,52), posons :

E(5;, 52) =8,)NS2

Compte tenu des trois faits présentés ci-dessus, notre algorithme peut étre décomposé en 3

étapes successives :

1. Pour chaque facette T; de S(V), on détermine le morceau (sommets et segments) de la

courbe polygonale Z(S(Vi),S(V2)) situé a Vintérieur de T,. En fait, ce morceau n’est

autre que L(T,,5(V2)). De la méme facon, on détermine l’intersection de chaque facette

de S(V2) avec S(V;).

2. On découpe chaque facette T; de S(Vi) en sous-facettes triangulaires suivant la ligne

polygonale L(T,,5(V2)) obtenue 4 l’étape précédente (si L(1,, S(V2)) existe). De la méme

fagon, on découpe chaque facette Tz de S(V2) suivant la ligne polygonale Z(T2, 5(Vi)).

3. Une fois l’étape 2 réalisée, on sépare chacune des T-surfaces 5(V,) et S(V2) en deux parties

Sin(Vi/V2) et Sout(Vi/ V2) :

Sin(Vi/V2) = partie de S(V,) située a l’intérieur de

5(V2)

Sout(Vi/V2) = partie de S(V,) située & l’extérieur de

5(V2)

Sin(V2/Vi) = partie de S(V2) située A Vintérieur de

S(Vi)

Sout(V2/Vi) = partie de S(V2) située a l’extérieur de

5(V1)

On obtient ainsi quatre morceaux de T-surfaces ouvertes (cf figure 4.2) qu’ »’agii de

recoller deux 4 deux le long de la ligne polygonale d’intersection Z(5(Vi),5(V2)) afin

d’obtenir les T-surfaces fermées S(V; 1 V2), S(V; U V2) ou S(Vi — Va), etc...

A travers ces trois étapes, les opérations booléennes générent des solides de méme nature, c’est-a-

dire, des solides répondant a notre définition du T-solide donnée au chapitre 1.1. Cette cohérence

est nécessaire pour nous assurer que l’on pourra appliquer plusieurs fois de suite et combiner

ces opérations afin de réaliser des opérations plus complexes.
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Figure 4.2 Exemples d’opérations booléennes dans le cas ou V; et V2 sont deux tétraédres
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4.3. Détermination de l’intersection de chaque triangle de S(V)

avec S(V))

Algorithme simple

En désignant par 7; un triangle quelconque de S(Vj), et Tz un triangle quelconque de S(V2), on

peut écrire :

L(M%,S(V2)) = Uo mar

T,€S(V2)

De cette relation, on peut déduire que la détermination de £(T,5(V2)) consiste 4 calculer

Pintersection de T; avec chaque triangle de $(V2) 4 l’aide de Palgorithme® précédemment présenté

au chapitre 1.2. En utilisant cet algorithme pour chaque triangle de $(V;) et chaque triangle de

S(V2), le coat est de l’ordre de O(n, +n2) ot: n1 et nz sont respectivement le nombre de triangles

de S(V,) et de S(V2). En général, ce cotit n’est pas du tout élevé et de plus l’algorithme est

facile 4 mettre en oeuvre.

Algorithme proposé

Reprenons les symboles définis précédemment et soit £(7,,72) l’intersection de Ty avec T>.

L’idée de Valgorithme proposé est basée sur les faits suivants :

E(1,T2) = L(%2,T1)

E(%,T2) € L(T2,5(V1))
L(T,,T2) € L(T,,5(V2))

Pour un triangle T; de S(V1), le calcul de intersection L(T), S(V2)) de T; avec S(V2) consiste

& calculer les intersections L(T,,T2) de T, avec chaque triangle T; de S(V2). Il est intéressant

d’attacher £(%1,%2) avec Tz afin d’éviter le calcul ultérieur de £(12,T) = L(T,T?).

En procédant ainsi, il est possible d’obtenir a la fois Vintersection de chaque triangle de

S(V,) avec S(V2) et lintersection de chaque triangle de S(V2) avec S(V;) en ne calculant que

le premier type d’intersection. Ceci économise 4 peu prés la moitié des calculs par rapport a

Valgorithme simple présenté ci-dessus; de plus cela permet d’éviter la construction du T-octree

relatif 4 S(V,) normalement utilisé par l’algorithme “simple” présenté ci-dessus pour le calcul

“de L(T2,5(Vi)).

Nous présentons ci-dessous une version écrite en pseudo-C de Valgorithme proposé ayant
+

u
wane 2a

pvus acs flemoGe>

e calculer les intersections L(T;, S(V2)) et les attacher a T; pour chaque triangle T; de S(V;)

e calculer les intersections L(T2,5(V;)) et les attacher 4 T2 pour chaque triangle T2 de $(V2)

void Computing_Intersection_Segments(5(V,), 5(V2))

{

3Intersection d’un segment avec une T-surface.
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if(le T-octree de S(V2) n’est pas construit)

Build_Toctree( S(V2) );

/* calcul de intersection de chaque triangle de S(V,) avec S(V2) */

pour-tout(triangle T, € S(V))

{
/* construction de la liste A, des segments de T; 1 S(V2) ;

@ faire L, = liste vide ;

@ TrgltInter_Tsurf(T,, S(V2)->p-toctree, L,) ;

@ Attacher L, a7; ;

return ;

void Trgl_Inter_Tsurf(T;, B,L,)

{
if( B est un noeud de type feuille)

{
soit 7 la liste des triangles contenus dans B ;

pour-tout( Th € T )

{

if( (I= TNT) ¥ 4)

{
ajouter 7 dans 1, ;

attacher | 4 T);

}

}
return ;

}

/* B est un noeud de type branche */

if( T, intersecte la boite correspondant 4 B)

{
Recherche des huit noeuds fils de B: B{0],..., B[7] ;

for(: = 0;1 < 8;£++4)

TrglInter_Tsurf(Tj, Bf], Z,) ;

}
return ;
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Définition et construction de \(T,,S(V2)) associé & L(T;, S(V2))

Les segments de L(T,,5(V2)) mis bout a bout constituent un ensemble de lignes brisées polyg-

onales {A;} 4 l’intérieur de T; (cf section 4.4.1) que nous désignerons par 4(T1,5(V2)) dans ce

qui suit :

A(Ty, S(Va)) = {A1,A2,-.-}

La construction de ces lignes {A;} consiste a joindre deux 4 deux les segments de L(T,, 5(V2))

ayant une extrémité commune. Les lignes {A;} 4 construire se distinguent par leurs extrémités; en

effet, deux lignes différentes doivent posséder des extrémités différentes car sinon elles devraient

étre fusionnées.

Lalgorithme de construction de ces lignes correspond 4 la fonction Set_Intersection_Lines()

présente ci-dessous en pseudo-C; cette fonction est telle que :

e l’argument d’entrée LE est identique 4 la liste de segments L(T, 5(V2))

e le résultat retourné par cette fonction correspond 4 la liste des lignes A(71, 5(V2)). Chacune

des lignes polygonales 4; de l’ensemble 4(T),.5(V2)) est supposé codée sous forme d’une

liste correspondant aux sommets ordonnés de la ligne.

LINE_LISTt Set_Intersection_Lines( L )

{
/* Soit A la liste des lignes construites 4 partir de L */

@ faire A = liste vide ;

while( L # 4)

{
e Construire le sous ensemble LZ, de Z contenant les segments

connectés directement ou indirectement au premier segment

de L;

e fare L=L-—L,

@ Créer la ligne A; correspondant 4 la mise bout 4 bout de

tous les segments de L,;

@ Ajouter A; a A;

}

return( \ ) ;

4.4 Subdivision des facettes de S(V,) (et S(V2) ) en triangles

Considérons un triangle T; de S(V,). Dans ce qui suit, nous nous proposons de subdiviser T, en

petits triangles non recoupés par les segments de £(T ,.5(V2)). Notre algorithme de subdivision

opére de fagon globale en prenant en compte simultanément tous les segments de L(T,, 5(V2));

les deux étapes de cet algorithme sont les suivantes :

1. on subdivise Ty en régions polygonales délimitées par L(T,,5(V2)).
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Figure 4.3 Lignes polygonales \; appartenant 4 Pensemble \(T;,5(V2))

2. on subdivise chaque région polygonale obtenue 4 I’étape 1 en petits triangles.

4.4.1 Nature de A(T;, 5(V2))

Comme le montre la Figure 4.3, l’ensemble A(T;, 5(V2)) est constitué de lignes polygonales 4;

dont les sommets sont :

1. Les intersections de T, avec les arétes de S(V2) (sommets 2, 5 et 6 sur la Figure 4.3).

2. Les intersections des 3 cétés de T; avec les facettes de 5(V2) (sornmets 1, 3, 4 et 7 sur la

Figure 4.3).

Du point de vue informatique, ces deux propriétés permettent de construire les lignes de A(T, 5(V2))

sous forme d’un ensemble de lignes polygonales. Prenons par exemple la ligne 4; de l’exemple

représenté sur la Figure 4.3 et dont les sommets sont numérotés {1,2,3}. Cette ligne 1 est

constituée des segments {1,2} et {2,3} de L(T,,5(V2)) ayant le sommet {2} pour extrémité
commune. Ces deux segments correspondent a l’intersection de deux triangles Ti? et T?> de

S{V2) avec T mais, grace aux deux propriétés énoncées ci-dessus, il est possible d’organiser les

calculs de telle fagon que l’extrémité “2” ait exactement les mémes coordonnées dans le cas du

segment {1,2} et du segment {2,3}. Ceci assure qu’une fois les segments de L(T,S(V2)) cal-

culés, on peut directement joindre les segments de cet ensemble ayant une extremité commune

afin de construire les lignes polygonales {A;} constituant A(Ty, $(V2)).

En fait, les lignes de A(T,,5(V2)) font partie de lintersection A(Pp,,5(V2)) du plan Py,

contenant T; avec S(V2) et il est intéressant d’étudier la nature de cet ensemble.

4.4.2 Nature de l’intersection du plan P;, avec S(V2)

Puisque S(V2) est représentée par un ensemble de facettes triangulaires planes, on est assuré

que l’intersection 4(Pr,,5(V2)) de Pp, avec S(V2) est telle que :

A(Pr, ,5(V2)) = U {Pr, 1 T2}
T2€5(V2)

Pour toute facette T; de S(V2), cing cas doivent étre considérés :
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e Py, nintersecte pas T2. Dans ce cas (Py, NT2) est vide.

e Pr, contient seulement un sommet de 7). Dans ce cas, (Pz, NT2) se réduit 4 un point qui

sera ignoré, car sa prise en compte ne modifie pas l’intersection de Py, avec S(V2).

e Pr, contient un seul coté ab de T2 ( Py, passe par deux sommets a et b). Soient Ty le

triangle adjacent de Tj ayant ab comme cdté commun avec T2 et c (resp c*) le troisigme

sommet de T2 (resp Tj). Dans ce cas, suivant la position relative de c et de c* par rapport

& Py,, deux sous-cas peuvent apparaitre :

~ Comme Pillustre la figure 4.4(a), soit p un point appartenant 4 P;,. Supposons que ¢

et cTM soient du méme cété de Py, et que p se déplace dans la direction perpendiculaire

aab. Lorsque p passe d’un cété a |’autre de ab, sa position relative par rapport 4 S(V2)

ne change pas. Autrement dit, il est possible de traverser la surface fermée 5(V2) en

tout point de ab sans changer de cété relativement & S(V2). Ceci est inacceptable et

c’est pourquoi ab doit étre supprimé de lintersection (Py, ,5(V2)).

— Dans la figure 4.4 (b), les points c et c* sont situés de part et d’autre de Py,. Dans

ce cas, il est impossible de déplacer p d’un cété 4 l’autre de ab sans changer de cdté

par rapport a la surface fermée S(V2) et l’on en déduit que ab appartient bien a

Pr, 0 S(V2).

e Tz est entiérement contenue dans Pr,. Nous supposerons que ce cas ne peut pas arriver.

Néanmoins, si le cas se présente, on peut toujours déplacer légérement l’un des trois som-

mets de T2 afin de se ramener au cas précédent.

e Pr, intersecte deux cotés de Tz aux points a’ et b’. C’est le cas le plus général et Pry NS(V2)

est alors identique au segment. a/b’.

Compte tennu que les cing cas présentés ci-dessus sont les seuls possible, il est possible d’établir

la propriété suivante :

Lemme 1

L’intersection A(Pr, ,S(V2)) du plan Py, avec $(V2) ne peut étre représentée que par un ensemble

de contours fermés polygonaux.

Démonsiration

Comme indiqué précédement, (Pr, 1 T2) est soit vide soit un segment, donc \(Pz,,5(V2)) ne

peut étre qu’un ensemble de lignes polygonales {A1, A2,..., An}. Comme l’indique la Figure 4.5,

supposons que parmi ces lignes, il y en ait une, 4;, qui ne soit pas fermée et dont les sommets

sont supposés numérotés de 1 jusqu’A m 4 1.

Soit (M,MTM) un segment appartenant & Py, et recoupant le segment (m,m +1). Si lon

considére un point p se déplacant dans Pp, et allant de M vers M*, deux cas doivent étre

considérés :



a
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x (a) x (b)

Figure 4.4 Plan Py; traverse le cété ab.

Pp

Figure 4.5 M se déplace vers M* en deux chemins.

1. si p se déplace sur le segment (M,M”), alors il traverse le segment (m,m + 1) et change

donc de position (intérieur ou extérieur) par rapport 4 la surface S(V2). On en déduit que

M et MTM sont situés de part et d’autre de la surface S(V2).

2. compte tenu que A; est ouverte, p peut également se déplacer comme indiqué sur la Figure

4.5 sans couper A; et donc sans recouper la surface fermée S(V2). Puisque la surface S(V2)

n’est pas recoupée en allant de M vers MTM*, on en déduit que ces deux points sont situés

d’un méme cété de 5(V2).

Les cas ci-dessus étant contradictoires, on en conclut que A; ne peut pas étre ouverte.

Remarque

En pratique, deux lignes A; et A; de ensemble A(Pr,,S(V2)) peuvent avoir diverses configura-

tions lune par rapport a l’autre :

1. A; peut étre toute entiére contenue 4 l’interieur de 4; (voir Figure 4.6.a).

2. A; peut avoir des sommets communs avec A; (voir Figure 4.6.b).
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(a) 
(b)

Figure 4.6 Positions relatives des lignes 4, € \(T1,5(V2)): (a) A1 est situé a Pinterieur de A>; ()

deux contours croisés peuvent étre convertis en deux contours non croisés mais partageant des sommets

commnuns.

3. A; peut intersecter A; (voir Figure 4.6.b).

Le dernier cas qui peut paraitre surprenant peut arriver lorsque S(V2) est composé de T-surfaces

simples fermées {o,02,...,0,} se touchant par des cétés communs sans se croiser. En effet,

notre algorithme de construction des lignes polygonales 4; ne trie pas les segments en fonction

des T-surfaces simples fermées o, dont ils proviennent.

Il est possible de démontrer que le dernier cas peut toujours étre transformé en deuxiéme

cas. Par exemple, considérons le cas représenté sur la Figure 4.6.b pour lequel les contours \;

et A; sont constitués des sommets suivants :

A; «— {...,1,2,3,4,5,...}

Aj + {...,0,2,5,4,0,d,...}

il suffit de redéfinir 1; et A; de la fagon suivante :

Ai + {...,1,2,8,4,5,...}

Aj «> {...,0,2,3,4,c¢,d,...}

4.4.3 Types des lignes j; appartenant a \(11, 5(V2))

Dans ce paragraphe, comme le suggére la Figure 4.7, nous nous proposons d’identifier les quatre

types de courbes 1; pouvant appartenir 4 l’ensemble A(T,,5(V2)). Pour ce faire, on s’appuie

sur |’étude présentée au paragraphe précédent tout en tenant compte du fait que L(t, S(V2))

= L(Py,$(V2)) 07; :

@ TYPE 1 ==> La ligne polygonale traverse deux cétés différents du triangle -

(voir Figure 4.7(a)).
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(a) (b) Cc)

Figure 4.7 Trois types des lignes d’intersection élémentaires \(T,,S(V2)).

b3

bl

a3 3 cl 3

Figure 4.8 Jes lignes d’intersection croisées de \(T,,5(V2)) peuvent toujours étre converties en lignes

non croisées.

@ TYPE 2 => La ligne polygonale entre et sort sur un seul coté du triangle

(voir Figure 4.7(b)).

e@ TYPE 3 ==> La ligne polygonale ne coupe aucun cété du triangle car elle

est située a |’intérieur de celui-ci (voir Figure 4.7(c)).

@ TYPE 4 ==> Deux (ou plusieurs) lignes polygonales ayant l’un des trois

précédents types présentés ci-dessus se croisent 4 )’interieur

du triangle (cf Fig 4.8).

La Figure 4.9 présente quelques exemples concrets d’ensembles A(T,,5(V2)). En pratique, ils cor-

respondent généralement a des combinaisons des trois premiers types d’intersection élémentaires

présentés ci-dessus.

Nous verrons, dans les deux remarques suivantes, que le type 4 ainsi que les cas de dégénéréscence

peuvent toujours se ramener aux trois premiers types présentés ci-dessus. En conséquence, seuls

ces trois premiers types sont & prendre en considération et le type d’une ligne \; appartenant a

A(T;, S(V2)) peut toujours étre déterminé 4 l’aide de la fonction suivante décrite en pseudo-C :

void Set_Type_of_Intersection_Line(,,T))

{
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Figure 4.9 un cas concret \(T1,5(V2)) est souvent la combinaison des cas élémentaires.

Soient V; et V, respectivement le premier et le dernier sommet de 4,3

if( V; et V; appartiennent au méme cété de T;)

Ay-type = 1;

else if(V; ef V: appartienent 4 deux cétés différents de T,)

Aj-type = 2;

else

Ay-type = 3;

return ;

A partir de maintenant et comme le suggére la fonction ci-dessus, nous supposerons que seuls

les trois premiers types peuvent étre rencontrés; cela suppose que le type 4 ainsi qu’un certain

nombre de types “dégénérés” soient convertis en une ou plusieurs lignes de type 1, 2 ou 3.

Remarque 1: Conversion du type 4

Supposons que 5(V2) soit constitué par une suite {o1,02,...,0n} de T-surfaces simples fermées.

Suivant la position relative de ces diverses T-surfaces o;, une ligne de type 4 peut étre générée

dans les cas suivants :.

e Si T, passe par un sommet d’une T-surface oj, alors le type 4 peut arriver. En modifiant

légéerement la position de T}, il est toujours possible de supprimer ce cas; comme le montre

la Figure 4.10, ce type de ligne se transforme alors en plusieurs lignes ayant les types 1, 2

ou 3.

e Si deux T-surfaces o; et oj sont jointes par des arétes communes, alors le type 4 peut

apparaitre si Ti traverse ces arétes. I] est encore possible de transformer ce type de ligne

en plusieurs lignes ayant les types 1, 2 ou 3; pour ce faire, on procéde de la maniére illustrée

par l’exemple représenté sur la Figure 4.8.(a) : Soient Az, A2 et A3 les trois lignes qui se
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(a)

(b)

Figure 4.10 (a) le triangle T, traverse un sommet p; de 'S(V2); (b) un déplacement léger de T, peut

éviter que T; traverse le sommet p; de S(V2).
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(a) {b)

Figure 4.11 Exemples de cas de lignes 4; dégénérés: (a) Je segment 12 est coincide avec un cété du

E triangle; (b) Ia ligne passe par un sommet du triangle.

croisent & lintérieur de 7; et sont constituées des sommets suivants :

Ay <> {a1, 42,43}

Ag +—+ {b1,42,63}
A3 +> {c1,42,c3}

Le point a2 partage chacune de ces trois lignes en deux parties et le nombre de ces morceaux

de ligne est donc nécessairement pair. Si l’on colle deux 4 deux les morceaux rencontrés

lorsque l’on tourne autour de a2 dans le sens des aiguilles d’une montre, alors on obtient

une série de lignes AZ, A} et A3Z appartenant aux trois premiers types et ayant les sommets

suivants ;
AT — > {a1,a2,c1}

AB —_ {b3, a2, c3}
A3 = {o1, a2, c3}

Ces trois nouvelles lignes ainsi générées ne se croisent plus mais partagent un sommet

commun.

Il est possible que pour un méme triangle 7 on ait plusieurs cas de figure de type 4; on peut

alors opérer itérativement comme décrit ci-dessus pour convertir les lignes correspondantes en

lignes de types 1, 2 ou 3.

Remarque 2: Types dégénérésa
Les quatre types élémentaires présentés ci-dessus peuvent, dans certains cas limite, dégénérer

comme l’indique la Figure 4.11. En pratique, ces types dégénérés peuvent toujours étre identifiés

a Pun des trois premiers types élémentaires de lignes polygonales..

4.4.4 Partition de 7, en régions polygonales
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Figure 4.12 Partition d’un triangle T, en régions polygonales simples définies par les lignes polygo-

nales Ai € A(T), 5(Va))-

Les polygones simples ainsi générés peuvent, éventuellement, contenir des trous mais chaque

polygone I, € A(T, S(V2)) doit satisfaire les conditions suivantes :

e Les cétés de Il, ne peuvent étre que :

— des lignes complétes A; € A(T), 5(V2))

— des morceaux de cétés de Ty

e Les sommets de I; ne peuvent étre que :

— des sommets de Ty

— des sommets de A(T, 5(V2))

Afin de faciliter exposé, nous utiliserons les notations suivantes dans ce qui suit :

\7(7,,5(V2)) = lignes polygonales de A(Z, 5(V2)) de type 1 et type 2.

A5(T1,5(V2)) = lignes polygonales de A(T, S(V2)) de type 3.

Le fait que les lignes A; de types 1, 2 ou 3 ne se croisent pas a | intérieur de T; assure que :

e T, peut étre décomposé en régions polygonales simples par les lignes de \1?(T,, 5(V2)).

L’ensemble de ces régions est noté I(T, $(V2)) = {Ih, M2,..., ,} et l’on suppose que les

sommets de chaque polygone II, appartient soit & ceux de Tj soit & ceux de A)?(T, $(V2)).

e Chaque ligne A; de AR(T), S(V2)) étant fermée peut toujours Etre cuusidérée comune ust

trou polygonal situé & lintérieur d’un polygone I, de I(71, S(V2)). En d’autres termes,

on peut toujours poser :

Ai € A(,)

On en conclut que T, peut toujours étre partitionné en régions polygonales simples trouées

ou non. La figure 4.12 montre un cas concret d’une telle partition.
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4.4.5 Procédé de partition

Soient m 1,2 > 0 le nombre des lignes polygonales Ap? de A}2(T,, 5(V2)) et mg > 0 le nombre de
lignes polygonales A3 de A°(T, 5(V2)) :

X2(7,,8(V2)) = {Ay?,A37,..., AR,
(T,,5(V2)) = {3,43,...,93,}

La partition de T, en régions polygonales simples peut étre effectuée en deux étapes correspon-

dant aux deux ensembles de lignes \1'?(T,,5(V2)) et 47(%), S(V2)) :

étape 1. Traitement des lignes de \1)?(7,, 5(V2))*

Si mj,2 > 0, alors, T, peut étre divisé en deux polygones simples P; et P2 par la ligne a” E

412(T;, 5(V2)). I est évident que Aj’? (si m1,2 > 1) appartient & Pun des deux polygones P; ou

P2 qui peut lui méme étre ensuite subdivisé en deux polygones. Si l’on répéte cette procédure

itérativement, 4 ]’étape s < my, le triangle T, est subdivisé en (s+ 1) polygones. Si la ligne Age,
existe, elle appartient obligatoirement 4 l’un de ces s + 1 polygones, qui est lui méme subdivisé

par De Finalement T, est partitionné par les lignes de A?(T,, S(V2)) en (21,2 + 1) régions
polygonales. Remarquons que, si m1,2 = 0, alors T; ne doit pas étre modifié.

On conclut de ceci que, pour pouvoir effectuer le traitement décrit ci-dessus, il suffit de définir

la division d’un polygone simple quelconque par une ligne ie * contenue dans ce polygone. Afin
de présenter l’algorithme utilisé pour ce faire, comme le suggére la Figure 4.13, supposons que

ye comporte m sommets {a;} et que que le polygone simple P partitionné par xP? comporte
n sommets {pz} :

x = {o1,a2,.. Gm}
P = {pi,p2;---,Pn}

En remarquant que les extrémités a1 et ay, de x? appartiennent nécessairement a la frontiére
de P, soient (p;,pi41) et (pj,pj41) les cotés de P tels que :

a. € (pi, pi+1)

Gm € (pj, Pj+1)

La partition de P est alors réalisée de la fagon suivante :

@ Si: < yy, alors les deux polygones résultant de la partition sont:

P; (p1,P2, seep Pty 21, 42) --) my P7415 --Pn) et P2(a1,42, sy Bm Pj+1) +++) Pitt):

oe Siem
ee > 3, alors les deux polygones résultant de la partition sont:ud pe teen OVaae,

Pia 9 P25 +09 Pt, Om; @m—15 -+) 81) Pi41) Pn) et P2(a;,42, sos9 Bm 5 Py s+) Di-1)-

e Sit = j, alors a; et ay, appartiennent au méme coté (p;,pi41) et les deux polygones

résultant de la partition sont:

Py (pi, p2, +++) Diy 91,82, --)@myPi41,--Pn) et P2(a1, 42, ...,@m).-
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pi pit]

Figure 4.13 Partition d’un polygone simple par une ligne de X'»?(T;, S(Va))

étape 2. Traitement des lignes de A3(T1, S(V2))

A Vissue de l’étape 1, T, est décomposé en un ensemble II(7,,5(V2)) de mi2+1 polygones P; :

nT, 5(V2)) = {Fi, P2, oPry oti}

Si m3 # 0, alors A? appartient & un polygone P; € I(T), S(V2)) et 43 divise P; en deux régions :1 1 g

@ la premiére région est entourée par 4?

e la deuxitme région est le polygone P; dont l’intérieur posséde un trou délimité par le

contour fermé 43.

En appliquant cette procédure pour chaque ligne de A3(7,,5(V2)), Ti est décomposé en un

ensemble de régions polygonales simples dont certaines possédent des trous.

Algorithme proposé

Les deux étapes du processus de partition de Tj par les lignes de 1(7, S(V2z)) peuvent étre mises

en oeuvre par la fonction suivante décrite en pseudo-C :

POLYGON + Split_TIrgl_to_Polygons(T7, , X(T, 5(V2)) )

{
/* Soit II la liste de polygones 4 construire */

H=T; ;

pour-tout( 4, € (T;, 5(V2)))

if( Ay.type == 3) continue ;

pour-tout(I; € I)

{
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e division de H; par A; en deux sous-polygones P; et P2;

@ ajout de P, et de P, aT:

WT=WT@uP, UP;

@ suppression de 4; de A:

AzA-2;;

}
}

pour-tout( A; € A(T, 5(V2)) )

pour-tout( 0; € I )

if( A;-type !=3) continue ;

if( 4; a Pintérieur de I)

HU ) = HUT ) UX; ;

ajouter 4; a Tl;

break ;

}
}

}

return( IE ) ;

4.5 Triangulation d’un polygone simple (ayant éventuellement

des trous)

4.5.1 Position du probleme

La division d’un polygone plan P (avec ou sans trous) en triangles consiste a trouver un ensemble

de triangles 7(P) = {T%1,T2,..., Tn} tels que :

e les sommets de chaque triangle de 7(P) appartiennent 4 l’ensemble des sommets de P.

e deux triangles distincts de T(P) ont, an plus, un cdté commun on un sommet commun

e la somme des aires des triangles de T(P) est égale a l’aire de P.

Pour un polygone donné P, si l’ensemble des triangles de T(P) n’est pas vide, alors P sera dit

irsangulable (la triangulation n’est pas nécessairement unique). En général, P est plongé dans

un espace tri-dimensionnel mais, puisque ses sommets sont situés dans un plan, il est possible de

réaliser la décomposition en 2D. Supposons que l’on projete P sur un plan de coordonnées (roy)

et que cette projection ne se réduise pas & un segment, il est évident que si cette projection est
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N = {Nz,N,,Ni}

Figure 4.14 La triangulation d’un polygone simple est equivalente 4 celle de sa projection sur ’un

des trois plan de coordonnées (roy), (yoz) et (zoz).

triangulable, alors P peut étre triangulé de la méme manieére. En pratique, pour des raisons de

précision, il est souhaitable de projeter P sur celui des trois plans de coordonnées (xzay), (yoz)

ou (zoz) pour lequel l’aire de la projection est maximale.

Comme lindique la figure 4.14, soit P un polygone admettant {pj_1,p;,piz41} comme ses

trois sommets consécutifs non alignés, On peut alors calculer Ja normale de P :

N = pipj-1 A pipisi

soit Nz, Ny et Nz les trois composantes de N. Il est évident que le plan de projection optimal

est:

(zoy) , st |Nz| = maz{|Nz|,|Nyl, |Nz|}
(yor), si [N.| = maz{|Nz) [Ny [N.]}
(zoz), st |Ny| = mazx{|Nz|,|Nyl, |Nz[}

Une fois le plan optimal choisi, le probleme de la décomposition de P consiste &4 décomposer la

projection de P en triangles.

Dans la littérature, plusieurs méthodes ( voir [5}, [7], [27]) ont été proposées pour trianguler

des polygones simples. En fait, la définition des polygones simples utilisée dans ces algorithmes

est beaucoup plus restrictive que la ndtre et n’est pas utilisable pour les applications que nous

envisageons dans ce mémoire (cf Figure 4.15). :
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a | SS
a a ‘a

(1) (2)

Figure 4.15 Le sommet a coicide avec a’ et b coincide avec b’: (1) Triangulation correcte (2)Trian-

gulation incorrecte obtenue par les méthodes existantes.

4.5.2 Décomposition d’un polygone simple sans trous

Existence de la décomposition

Lemme 2

En 2D, pour un polygone simple quelconque sans trous P ayant plus de 3 sommets, il existe au

moins une diagonale joignant deux sommets non consécutifs de P qui est entigrement contenue

a Pintérieur de P.

Démonstration

Soit n > 3 le nombre de sommets du polygone simple sans trous P. La somme des angles

internes 6; de P vérifie toujours la relation suivante :

n

379; = (n — 2) - 180°
f=1

la moyenne des angles internes est donc :

360°

n

1 < a
p= Bh 180 _
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y

Figure 4.16 Angle 6(p;-1,p;,pi) est angle le plus petit.

¢ sim = 0, alors le segment p;_1p;:41 est la diagonale cherchée, car 6;(pi_1,pi,pi;1) est un

angle interne de P.

e sim € (1, n — 3], alors comme le suggére la figure 4.16, parmi les sommets {p,|k € T(1)}

on peut toujours trouver un sommet p; tel que :

O(pi-1, Pi, p;) = min{6(pi-1,pispj)} k € T(z).

On en déduit que le segment pip; ne coupe aucun cété de P et compte tenu du fait que

9;(pi-1,Pi,Pi+1) est un angle interne de P, on est assuré que le vecteur p;p; est orienté vers

Pintérieur de P. Il s’en suit que le segment p;p; n’a pas de possibilité de sortir de P, donc il est

contenu entiérement dans P et constitue la diagonale cherchée.

Lemme 3

En 2D , pour un polygone simple quelconque sans trous P ayant plus de 3 sommets, il existe au

moins un sommet p; tel que la diagonale p;_1p;41 soit toute entiére contenu & intérieur de P.

Démonstration

Considérons le processus iteratif suivant décrit en pseudo-C:

begin

S=¢;
P'=P;

while( P* n’est pas un triangle)

{



|

ehh ame apnea 4.5. TRIANGULATION D'UN POLYGONE SIMPLE (AYANT EVENTUELLEMENT DES TROUS) 75

® compte tenu du Lemme 1, il existe une diagonale interne

pip; de P* qui divise P* en deux polygones adjacents P*(1)

et P*(2) tel que:

P*(1) 9 P*(2) = pipj;

@ sans nuire 4 la généralité, on peut toujours supposer que

P*(1) est celui des deux polygones vérifiant la proprieté

suivante:

P°(YNS = ¢;

® on pose

Ss
pt

{pips}

P*(1);
}

end

ce processus iteratif se termine en n —2 étapes et le segment 5 obtenu est précisement la diagonale

interne cherchée.

Corollaire

Tout polygone simple sans trou est irsangulable.

Algorithme de décomposition®

Compte tenu des lemmes 2 et 3 ci-dessus, la décomposition d’un polygone simple sans trous P

en triangles peut étre effectuée de deux fagons différentes décrites ci-dessous en pseudo-C :

Procédure itérative en deux étapes (selon Lemme 2)

void Triangulate_Simple_Polygon_Iter(P, T(P))

{
P? =P }

T(P)=¢;

while(P* n’est pas un triangle)

{
1 : recherche du sommet p; de P* tel que p;~ip;41 soit une

diagonale contenue dans P*.

2:

— construction du triangle T(p;1,pi,pi4i): T(p) =

T(p)UT.

— P* = polygone déduit de P* par suppression du som-

met p;.

5Ces algorithmes nécessitent de tester l’intérieurité d’une diagonale polygone simple (cf Chapitre 1.3)
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}

T(P) =T(p)UP* ;

procédure récursive (selon Lemme 3)

On suppose 7(P) = ¢ en entrée :

void Triangulate_Simple_Polygon_Recur(P, 7(P))

if(P est un triangle)

T(P)=T@)UP;
else

@ recherche de la diagonale p;p; contenue dans P.

@ Division de P en P(1) et P(2) par pip; -

e /* on rappelle cette fonction pour P(1) et pour P(2) */

— Triangulate_Simple-Polygon-Recur(P(1), 7(P)) ;

— Triangulate_Simple_-Polygon_Recur(P(2), 7(P))) ;

return() ;

Comparaison de ces deux algorithmes

e Dans lalgorithme 1, ce qui est le plus cotiteux est la recherche de p; dans P*. Pour ce

faire, il faut effectuer en moyenne 2-k tests d’intersection® de deux segments en 2D. Le

nombre total de tests est alors :
n-4 l-i

ae mies
1=0

On constate que la complexité de l’algorithme est en moyenne O(n”), mais en pratique n

est souvent petit (n < 10) et cette méthode est malgré tout assez rapide.

e Dans Valgorithme 2, la recherche du segment pip; est opération la plus cotfiteuse en temps

de calcul. Pour effectuer cette recherche, il faut également 2-% tests d’intersection de deux

segments en 2D. Le nombre de niveaux de la recursion est en moyenne égale a fog(Z), douc

le nombre total de tests est %#log(2) (O(n -log(n)) ) (voir [5] [7]).

Du point de vue de la mise en oeuvre (En langage C), l’algorithme 1 est plus simple que

Valgorithme 2. En revanche, le dernier est plus rapide. Pour améliorer le temps de calcul,

lorsque le nombre de sommets de P devient grand, il est conseillé d’utiliser l’algorithme 2.

®k est une constante caractérisant la complexité de P*. Si P* est un polygone convexe alars k = 1.0 et si P*

est concave, alors k est proportionnel au “degré” de concavité de P*
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Figure 4.17 L’angle 0(q;,pi,pi-1) est le plus petit.

4.5.3 Décomposition d’un polygone simple ayant un seul trou

Lemme 4

Dans un plan, pour un polygone simple P ayant un seul trou polygonal Q, il existe au moins

un segment pg; joignant un sommet p; de P et un sommet g; de Q tel que pj;q; soit situé 4

Vintérieur de P et a lextérieur de Q.

Démonstration

Soient P un polygone simple avec n(> 2) sommets et Q un polygone simple ayant m(> 2) som-

mets qui sont situés 4 l’intérieur de P. D’aprés le corollaire du Lemme 3, si P n’avait pas de trou,

alors P pourrait étre triangulé par un ensemble de triangles T7(P) = {T,Tb,...,Tn—2}. Parmi

ces triangles, il en existe au moins un, disons T;, dont deux cdtés sont deux cédtés consécutifs de

P:

T; = T(pp-1, Pk, Pk+1)

Soit ? € [0,m] le nombre de sommets de Q situés 4 l’intérieur de T; et soit I(t) = {31,72,.--, 71}

ensemble des indices de ces ! sommets:

e sim # 0, alors comme le suggére la figure 4.17, parmi les sommets {g;|7 € I(s)}, il existe

toujours un sommet g; tel que :

O(pi-1, pi, gj) = rn {O(pi_1, pi,gx)} bE I(t)

Tl est évident que le segment pig; ne coupe aucun cdté de P et de Q. Ceci implique que pig;

est situé 4 la fois 4 lintérieur de P et a Vextérieur de @ et constitue le segment cherché.

e sim = 0, alors Q est situé entierement 4 l’extérieur de T;. Le probleme se réduit donc a

la recherche de la diagonale p;qg; pour le polygone P* qui est déduit de P en enlevant le

sommet p;.

En appliquant cette méthode itérativement, deux sous-cas apparaissent
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1. soit le segment p;g; est trouvé & une étape r € ]0,n — 3}.

2. soit & Pétape r = n — 3, P devient un triangle et Q est contenu dans P. Dans ce cas, le

segment existe toujours.

Corollaire

Un polygone simple P ayant un trou Q a ’intérieur peut toujours étre transformé en un polygone

simple P* sans trou tel que :

e P* entoure la région située & l’intérieur de P et a l’extérieur de Q.

e P* posséde les mémes sommets que ceux de P (éventuellement dupliqués).

Démonstration

Supposons que P et Q aient respectivement des sommets p; et gj; tels que :

P= {pi » P25 sng Preah

Q = {n, G25 +++) Qn}

Soit pig; le segment défini selon le lemme 3 et soit pj (resp g}) le sommet dupliqué de p; (resp

gj). Comme l’indique la Figure 4.18, si les sommets de P et de Q sont numérotés dans le sens des

aiguilles d’une montre, alors le nouveau polygone P* sans trou sera défini de la fagon suivante :

PY = {Pr1 9 P25 ++-Pis 97. 9j—-1) + G5-4+29 95 Pi Pit1 Pit+2, Pn}

On constate facilement que la région entourée par P* est identique 4 celle située 4 l’intérieur de

P et & Vextérieur de Q et l’on en déduit que P peut étre triangulé de la méme facon que P*.
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Analyse de Compléxité

Soit np (resp ng) le nombre de sommets de P (resp Q). l’algorithme peut étre décomposé en 3

étapes suivantes :

1. Prenant un sommet g; de Q, on cherche le sommet p; de P qui est le plus proche de g; que

tous les autres sommets de P. Le coiit de calcul est donc de O(n, + ng).

2. Tester si le segment gip; apartient & P et se situe 4 V’extérieur de Q. Le cofit de calcul est

également de O(n, + ng).

3. Transformer P en un polygone simple sans trou P* et trianguler P* en utilisant la

procédure récursive (cf page 76). Le cotit du calcul est donc de O((np +ng)-log(np+nq)).

On conclut de ces 3 étapes ci-dessus que |’algorithme fonctionne en moyenne de O((np + nq) -

log(np +Q)) (voir [27]).

Décomposition d’un polygone ayant plusieurs trous

Soit P un polygone simple affecté par un ensemble H(P) de trous polygonaux :

H(P) = {Q',Q?,....QTM}

Les polygones Q* € H(P) sont des polygones simples non croisés entre eux mais pouvant avoir

des sommets communs. Par une démonstration analogue a celle du lemme 4, on peut démontrer

qu’il existe au moins un segment Pigs joignant un sommet de P et un sommet d’un polygone

Q* de H(P) qui est contenu 4 lintérieur de P et & l’extérieur des polygones de H(P).

Comme Vindique la figure 4.19(b), par une démonstration analogue 4 celle du corollaire du

lemme 4, la région située 4 l’intérieur de P et 4 lextérieur des polygones de H(P) peut étre

transformée en un polygone simple Py tel que :

H(P1) = H(P) —{Q*}

Si on répéte cette procédure itérativement, al’étape m, P est transformé en un polygone simple

sans trou P* et la triangulation de P consiste donc a trianguler le polygone P*.

L’algorithme de décomposition s’ecrit en pseudo-C sous la forme suivante :
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void Triangulate_Polygon(P, 7(P))

{
Soit 7(P) la liste de triangles obtenue 4 partir de P;

T(P) = $4;

if( H(P) == 4)

Triangulate_Simple_Polygon_Recur(P, T(P))

return ;

while( H(P) # ¢)

{
# Recherche du segment p,q? ;

e Transformer P ayant H(P) = Q en un polygone simple P
et poser P=P;

@ Enlever Q* de H(P) ;

}

Triangulate_Simple_Polygon_Recur(P*,7(P*))

T(P)=T(P*);

Analyse de Compléxité

Soient np (resp nb) le nombre de sommets de P (resp Q*) et m le nombre de trous. Par une
analyse identique 4 celle du polygone ayant un seul trou, le coat du calcul de ’élimination du

premier trou Q! est donc de O(np +n). La transformation de P en un polygone simple P* est

alors :
m m

DiOnp tng) < m-Onpt+ Sond)
k=l k=l

posons :

- k
H= Sing

k=1

la borne supérieure du calcul de la transformation de P en P* est de O(m-(np+H)). En

utilisant la procédure récursive de Ja triangulation du polygone simple sans trou (voir page 76),

la triangulation de P* est de O((np + H)log(np + H)). Le cout total est inférieur 4 O((np +

H)(log(np+H)+m)), alors l’algorithme est en moyenne inférieur 4 O((n p+ H)(log(n p+H)+m))

qui est 4-peu-prés de méme ordre de grandeur que la méthode existante ( O(np -log(np)+m-

log(np) + H -log(H) )(voir (27]).

Commentaire sur la méthode de décomposition

La méthode de décomposition que nous proposons posséde les avantages suivants :
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e Valgorithme n’ajoute pas de points pour reconstruire les triangles.

e Valgorithme est trés général et fonctionne dans tous les cas.

e lalgorithme est trés efficace en terme de temps de calcul ( O((n, + H)(log(np + H)+m)) ).

En contrepartie de ces avantages, on peut reprocher 4 cet algorithme de produire des triangles

qui ne soient pas nécessairement proches de triangles équilatéraux, ce qui est aussi le cas des

autres méthodes (voir [25] [19]).

4.6 Détermination des positions des facettes de S(V,)par rap-

port a S(V)

Aprés la décomposition des facettes de S(V;) et de S(V2) (voir section précédente), les triangles

de S(V,) (ou de S(V2)) peuvent étre divisés en deux ensembles :

1. Pensemble 99 des triangles de S(V,) qui n’ont pas été décomposés; en d’autres termes, 129

est l'ensemble des triangles de 5(Vi) qui ne sont pas intersectés par S(V2).

2. ensemble 91 des triangles de S(V,) qui ont été décomposés en sous-triangles; en d’autres

termes, 2} est ensemble des triangles de $(Vi) qui sont intersectés par S(V2).

3. ensemble 9 des triangles de S(V2) qui n’ont pas été décomposés; en d’autres termes, 29

est l'ensemble des triangles de S(V2) qui ne sont pas intersectés par 5(Vi).

4. ensemble 9} des triangles de S(V2) qui ont été décomposés en sous-triangles; en d’autres

termes, 23 est l’ensemble des triangles de 5(V2) qui sont intersectés par S(V;).

Le probléme posé consiste & déterminer la position relative de chaque triangle de Q? et de

(resp de 28 et de 03) par rapport & S(V2) (resp S(Vi)).

4.6.1 Détermination de la position d’un point par rapport a S(V2)

Soit TP un triangle de Q}. Puisque TP n’est pas intersecté par S(V2), la position d’un point

quelconque appartenant a T/ est identique a celle de TP (a l’intérieur ou & |’extérieur de $(V2)).

Suivant que les facettes de S(V2) sont orientées ou non, nous proposons deux algorithmes pour

la détermination de la position d’un point par rapport a une T-surface fermée 5(V2).

Algorithme 1

Soit M un point quelconque en 3D dont on veut déterminer Ja position relativement 4 une

‘T-surface fermée S(V). Le principe de la méthode proposée consiste a :

e lancer une demi-droite A 4 partir de M dans la direction positive de l’axe oy.

@ compter le nombre v(M,5S) d’intersections de A avec S(V).
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Si A ne passe pas par les arétes ni les sommets de 5(V), on vérifie facilement que:

e si v(M,S) est pair ou nul, alors M est 4 l’extérieur de S(V).

e si »(M,S) est impair, alors M est 4 lintérieur de S(V).

La détermination de l’intersection d’une demi-droite (ou un segment fini) avec une T-surface

fermée a été présentée au chapitre 1.2 (cf page 33) et le seul probléme restant 4 résoudre est

celui de l’incrémentation de v(M,V) lorsque A traverse une aréte ou un sommet d’un triangle

Te S(V):

Cas ot A passe par une aréte de S(V)

Selon la définition d’une T-surface et compte tenu du fait que 5(V) est fermée, on est siir que

aréte ab du triangle T € S(V) est aussi |’aréte d’un autre triangle (et seulement un) T* € S(V).

Ceci nous permet de définir les segments of = TMP et By = T* NP ot P est le plan horizontal

contenant A. Suivant la position relative de af et By par rapport 4 A, les quatre cas suivants

doivent étre pris en considération :

1. (cf Fig 4.20(a)) si af et By se trouvent de part et d’autre de A, alors le nombre d’intersections

est égal a 1 pour T' et T* (cette fagon de procéder est analogue 4 celle décrite page 38 pour

le test de ’appartenance d’un point a un polygone).

2. (ef Fig 4.20(b)) si af et By se trouvent du méme coté de A, alors le nombre d’intersections

est égal a 0 ou 2 pour T et T* .

3. (cf Fig 4.20(c)) siaf appartient a A, alors la facette T est ignorée. Le nombre d’ intersections

est égal a 2 pour T et T* .

4. (cf Fig 4.20(d et e)) si ef et By coincident avec ab, c’est-a-dire si laréte ab est horizontale,

alors, suivant la position relative de T et de J* par rapport & P, deux sous-cas doivent

étre considérés :

e si T et T* sont au-dessus (ou au dessous) de P, alors le nombre d’intersections est

égal 4 0 (fT et T* sont ignorées).

esi fT et T* sont de part et d’autre de P, alors le nombre d’intersections es
: . : * 4: J_.. . :

sauf si cb appartient a A, auquel cas, T et T* doivent atre ignords (cf Fig

+

Dans les trois premiers cas ci-dessus, l’incrementation du nombre d’intersections se fera comme

suit:

e si ’extrémité a a une ordonnée supérieure a celle de A, alors on incrémente le nombre

d’intersections de 1.

e sinon, le nombre d’intersections reste constant.
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Cas ou A passe par un sommet de S(V)

Supposons que A passe par un sommet p; de S(V) et soit :

e P le plan horizontal passant par pj,

e T(p;) = {T1,T2,...,Tm} Vensemble des facettes triangulaires ayant p; comme sommet

commun,

e C(pi) = {pig,pi92,---,Pigm} ensemble des intersections des triangles de T(p;) avec P.

Comme lindique Ia figure 4.21, supposons que l’on déplace un point z dans le plan P autour du

point p; dans le sens des aiguilles d’une montre. Lorsqu’on croise un segment p;q; de £(p;), la

position de z par rapport 4 S(V) change. Si l’on note la position de z au départ comme “+”,

alors la position courante de z, au cours de ce déplacement, est stgne((—1)*) ott & est le nombre

de segments de L(p;) rencontrés depuis la position de départ. En supposant que, au départ, z

est sur la droite A, on en conclut que le nombre & de segments de £(p;) situés au-dessus de A

peut étre considéré comme le nombre d’intersections de A avec tous les triangles de T(p;).

BOOLEAN. Position_of_Point1(M, S(V))

{
Soit A la demi-droite paralléle 4 oy et passant par M ;

Soit v(M, A) le nombre des intersections de A avec S(V) ;

y(M,A)=0;

pour-tout( triangle T € S(V))

{
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Figure 4.21 Cas oi A passe par un sommet p;, de S(V).

if( A passe par l’intérieur de T)

v(M, A) =v(M,A) +1;

else if( A passe par un cété de T)

v(M, A) est incrémenté 1 on 2;

else if( A passe par un sommet p; de T)

v(M, A) est incrémenté de k (>0)

suivant la configuration des triangles autour de PB

:

if( v(M, A) est pair ou égal 4 0)

return( 4 lextérieur) ;

else

return( 4 l’intérieur) ;

Algorithme 2

Soit M un point quelconque en 3D dont on veut déterminer la position relativement 4 une T-
surface fermée S(V) composée de triangles T'(ao, @1, 42) ayant les sommets ag, a1 et a2 ordonnés
de telle fagon que :

es Agate = vecteur orientZ wore MPoviert 24 orery
525 N G2 = Vecveur Oficnve Vers 1 exterieur de S v)

3, Bi

Comme le montre la Figure 4.22, le principe de la méthode proposée consiste a :

e lancer une demi-droite A a partir de M et orientée dans une direction quelconque, par
exemple la direction positive de l’axe ox.

@ déterminer le premier point d’intersection O de A avec S(V) et le triangle. T(ao, a1, a2)
s‘ils existent.

84
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Figure 4.22 (a) La demi-droite intersecte la T-surface au point 0; (b) un triangle est supposé orienté

par l’ordre de ses 3 sommets.

@ examiner le produit scalaire de MO avec la normale N au triangle T'(ag, a1, 42)

Si A n’intersecte pas S(V), alors M est situé 4 l’extérieur de S(V); dans le cas contraire,

plusieurs sous-cas doivent étre considérés :

1. si A ne passe ni par les arétes ni par les sommets de T'(ao, a1, 42), alors la position de M

par rapport a S(V) peut étre déterminée par le signe du produit scalaire (OM A N) :

e M est & Vintérieur de S(V), si OM AN est positif.

e M est A Vextérieur de S(V), si OM A N est négatif.

e M est sur S(V), si OMAN est nul.

2. si A passe par une aréte ou un sommet de T'(a9,41,42), alors on teste si le segment MG

joignant M au barycentre G de T(a0,a1,a2)) intersecte une facette de S(V) différente de

Tao, 41,42) :

e si MG n’intersecte aucune autre facette de S(V), alors la position de M peut étre

déterminée comme dans le cas 1 ci-dessus.

@ si MG intersecte S(V), désignons par T* # T le premier triangle intersecté par MG.

On peut alors reprendre itérativernent le processus de détermination au cas numéro

1 ci-dessus.

L’algorithme ainsi proposé peut étre décrit & |’aide de la fonction suivante décrite en pseudo-C :
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BOOLEAN.t Position_of_Point2(M, S(V))

{
Soit A la demi-droite paralléle & oz et passant par M ;

Soit O le premier point d’intersection de A avec un triangle T € 5(V);

while( T # ¢ )

{
if( O est 4 V’intérieur de T)

{
-

N = aoa) A ayaz ;

if( N-OM > 0.0)
return( 4 l’intérieur) ;

else

reurn( 4 1’extérieur) ;

}

if( O est sur un cété ou coincide avec un sommet de T)

soit G le barycentre de T ;

if( MG n'‘intersecte aucune facette de S(V))

{
N = aga, Aaya ;

if( N-OM > 0.0)

return( a l’intérieur) ;

else

reurn( 4 l’extérieur) ;

else

{
soit T* le premier triangle intersecté par MG ;

on pose: O= T° OMG ;

T=T" ;

}
}

return( 4 l’extérieur) ;

we

Remarque

L’algorithme 2 nécessite Vorientation de la T-surface S(V) (voir Fig 4.23(a)). Dans les cas

ot S(V) n’est pas orientée, cette méthode est tout de méme envisageable car il suffit d’abord

d’orienter S$(V) (voir page 101). L’algorithme 2 a pour avantage d’éviter le cas.oh A passe par

les sommets ou les arétes de S(V2) , il est alors plus simple 4 mettre en oeuvre (En langage C).
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4.6.2 Détermination des positions des facettes de 22 et de 9! par rapport &

S(V2)

Position des facettes de 09

Soient T € OP et T(0), T(t) et T(2) ses trois triangles adjacents. Il est évident que si T(0),

T(1) et T(2) appartiennent & 9, alors leurs positions par rapport 4 S(V2) sont identiques a

celle de T; on en déduit que la position de toutes les facettes de 29 qui sont liées avec T peut

étre déterminée 4 l’aide d’une procédure récursive.

Si lon applique cette méthode, alors la position de toutes les facettes de 9 peut étre

déterminée trés rapidement. En remarquant que les sommets des facettes de 29 ont la méme

position que les facettes elles-mémes, on en déduit également la position de ces sommets (cf Fig

4.23(a)).

Position des facettes de 9}

Comme l’indique la Figure 4.23(b), les facettes de 2] peuvent étre classées en deux types :

1. celles qui ont au moins un sommet initial de $(V;)

2. celles qui n’ont aucun sommet initial de $(V,). Leurs sommets ont été crées au cours du1

processus de décomposition présenté précédement.
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Algorithme

void Determining Position_of_Trgls( $(V,), S(V2))

pour-tout(triangle T € S(V;))

{
if( T est un triangle initial && sa position n’est pas determinée

{
® soit g le barycenter de T ;

® poser:

— position de T' = Position_of_Point1l(g, S(V2)) ;

@ pour tout triangle T* lié directement ou indirectement 4 T,

poser :

~ position de T* = position de T;

}
}

pour-tout(triangle T € S(V,))

if( 7 est un triangle non initial)

{
if( T posséde un sommet initial)

son signe est identique 4 celui de son sommet initial ;

else

{
poser:

position de T = Position_of_Point1(g, 5(V,)) ;

}
}

}
return ;

}

4.7 Complexité et résultats expérimentaux

Analyse de complexité

. 
. 

5 
: :Soient Vj et V; deux Tsolides auxquels on se propose d’a érations boolsennes.

sT-surfaces associées

et le calcul de ces opérations se déroule ensuite en trois étapes principales:

1. Calcul de 7, .S(V2) pour tout T; € S(V) et le calcul de %N5(V) pour tout Ty € $(V2).

2. Subdivision en triangles de tout Ty € Q} et de tout T) € OQ}.

3. Détermination de la position de tout triangle de S(V;) (resp de $(V2)) par rapport a $(V2)

(resp $(Vi)).
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Figure 4.24 Temps de calcul mesuré pour les opérations booléennes sur deux sphéres.

Soient Ny (resp N2) le nombre de triangles de $(V;) (resp S(V2)) et M; (resp Mz) le nombre de
triangles de S(V,) (resp 5(V2)) intersectés par S(V2) (resp S(V;)). Afin de faciliter la discussion,

on suppose que N, % N32. Avec ces notations, les trois étapes mentionnées ci-dessus peuvent

étre analysées de la fagon suivante :

@ ETAPE 1 : le calcul de T; M S(V2) est composé de deux sous-étapes:

— Parcourir le T-octree de $(V2). Ceci cofite O(M1)

~ Tester lintersection de T, avec les triangles de S(V2). Ceci cote également O(Nj).

@ ETAPE 2 : le cout de cette étape est & priori O(M,+M2). En remarquant que, en moyenne,

M; + Mz = VN + No, on en déduit que le cout de l’étape 2 est O(./Mi + N2).

e ETAPE 3 : la détermination de la position des triangles initiaux de $(V;) (resp S(V2)) par

rapport a 5(V2) (resp 5(V;)) est faite par une procédure récursive trés rapide. Dans cette

procédure, le calcul principal est la détermination de la position des triangles non initiaux

et le coat correspondant est en O(My + Mo).

On peut constater que, aux étapes 2 et 3, l’algorithme est en O(./Mi + M2) et a Vétape 1 en

O(N; + No). En pratique, les calculs aux étape 1 et 3 sont trés petits par rapport & celui de
Pétape 2, donc, on peut dire que, en moyenne, notre algorithme est en O(./Ny + No) A condition

que les T-octrees soient déja construits. Dans le pire cas ot tous les triangles de S(V;) (resp

5(V2)) sont intersectés (Af; = N, et Mz = No), V’algorithme fonctionne en O(M; + M2) =

O(N, + N2) (linéaire).

En pratique, le volume de calcul a l’étape 1 est trés petit. par rapport & celui de l’étape 2, et

Von peut donc dire que :

e En moyenne, notre algorithme est en O(./N; + No) & condition que les T-octrees soient

déja construits.
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e Dans le pire cas ot tous les triangles de 5(V) (resp S(V2)) sont intersectés (My = Ny

et Mz = Nz), l’algorithme fonctionne en O( MM, + M2) = O(N; + N2) et peut donc étre

considéré comme linéaire.

La figure ci-dessous illustre la performance de l’algorithme sur une machine fonctionnant a la

vitesse de 7 Mips.

4.8 Quelques extentions

4.8.1 Opérations booléennes sur les P-solides

Introduction

Comme nous |’avons présenté dans l’introduction de ce chapitre, la résolution pratique des
opérations booléennes des solides définis par leurs bords (P-solides) n’est pas une chose facile
si on souhaite traiter correctement les nombreux cas qui peuvent réellement se présenter en
pratique.

En s’inspirant des recherches effectuées sur les T-solides, on peut imaginer que la mise en
oeuvre des opérations sur les P-solides (voir page 17) doit étre semblable 4. En fait, en constru-
isant des P-octree et en subdivisant certains polygones, il est tout A fait possible d’effectuer les
opérations booléennes sur des P-solides de la méme fagon que pour les T-solides.

Dans ce qui suit, nous proposons une autre approche du probleme consistant a transformer
virtuellement les P-solides en T-solides. Grace aux études faites sur les T-solides, cette
méthode permet de traiter correctement tous les cas particuliers. Les solides résultants ne
sont pas des ‘T-solides mais des P-solides comme ceux obtenus par les méthodes classiques.

Algorithme général

Soient Vy et V2 deux P-solides. Dans ce chapitre, on a démontré qu’un polygone simple quel-
conque pouvait étre subdivisé en triangles (voir page 75), donc les peaux S(V) et S(V2) peu-
vent étre virtuellement transformées en T-surfaces fermées en divisant virtuellement toutes
les facettes de S(V,) et de S(V2) en triangles.

Comme pour les T-solides, la mise en oeuvre des opérations booléennes sur les P-solides est
effectuée également en trois étapes :

1. ETAPE 1 : Pour chaque facette polygonale P; de $(V;), on détermine l'ensemble A(P;,5(V2))
des lignes polygonales d’intersection de P, avec $(V2). De la méme fagon, on détermine
Vintersection de chaque facette de S(V2) avec S(Vj).

2. ETAPE 2 : On subdivise chaque facette Py de V; par les lignes polygonales de A(P,, S(V2))
obtenue a l’étape 1 (si A(P,,5(V2)) existe); 4 issue de cette subdivision, les facettes P, con-
cernées sont remplacées par des sous facettes polygonales. On opere de facgon symétrique
pour chaque facette de S(V2).
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Fieure 4.24 Intersection d’une cone avec une sphére.
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Recherche de \(P,,5(V2))’

Soit T'(P,) ’ensemble des triangles virtuels remplissant une facette Py de $(V,) et soit 1(Py, S(V2))

les lignes polygonales d’intersection de P, avec S(V2). Si A( Py, S(V2)) n’est pas vide, alors il est

constitué par l’ensemble des intersections de P; avec toutes les facettes polygonales de S(V2) ;

les lignes polygonales de A(P;,.5(V2)) sont alors constituées par une série de segments dont les

extrémités sont :

e soit l’intersection de Py avec les arétes de 5(V2).

e soit l’intersection des arétes de P, avec les facettes de $(V2).

Soit T(P,) ensemble des triangles virtuels décomposant la facette polygonale P,. On peut

constater que :

@ A(P,,5(V2)) est géométriquement identique 4 \(T(P,),5(V2)), pourtant ce dernier peut

posséder plus de segments (plus d’extrémités) que le premier.

e les extrémités de A(P,,5(V2)) sont aussi celles de A(T(P,), S(V2)).

On en déduit que la recherche de A(T (P,), S(V2)) consiste & regrouper les segments de \(T (Pi), 5(V2))

afin d’éliminer les sommets de A(P,5(V2)) qui appartiennent 4 des cdtés virtuels des triangles.

Comme Pindique la figure 4.28, soit P* une facette polygonale de 5(V2) qui est subdivisée

virtuellement en quatre triangles {7;', T7, 73,77} et supposons que P; est subdivisée en deux

triangles {7), 72}. L’intersection L(P,,P*) de P, avec P* est constituée par les segments ab =

TTY, be = TY NTZ, de = TNT et ef = T2NTZ (ces segments sont colineaires). Les segments

de L(P,,P*) peuvent étre obtenus par la méthode présentée au chapitre 1.2 (cf page 33) en

utilisant les T-octrees. Une fois ces segments obtenus, il suffit de combiner deux a deux ceux

qui ont une extrémité commune. Les segments ab et bc (resp de et ef) sont regroupés en un seul

segment ac (resp df). La combination résultante est :

L(P,, P*) = {ac, df} = {ab, be, de, ef }

Décomposition de P, par \(P,,5(V2)) en sous-polygones

Par analogie avec ]’étude effectuée au paragraphe 4.4.3 et comme le suggére la Figure 4.29, on

peut identifier trois types élémentaires de lignes polygonales 4(P, S(V2)). En plus des trois types

élémentaires présentés sur la Figure 4.29, on peut rencontrer d’autres types de configurations

pour les lignes A(P,,5(V2)) mais ceux ci peuvent toujours étre convertis en l’un des trois types

élémentaires. En pratique, les cas réels rencontrés dans les applications correspondent souvent

a une combinaison des trois types élémentaires (voir page 65). On peut toujours considérer

que les lignes polygonales de A(P,,5(V2)) ne se croisent pas mais possédent, éventuellement,

des sommets communs. En utilisant la méme méthode que celle présentée au paragraphe 4.4.4

pour la partition d’un triangle en régions polygonales, on peut toujours partitionner P, en

régions polygonales par les lignes de A( Py, S(V2)); les régions polygonales ainsi obtenues peuvent,

éventuellement, posséder des trous polygonaux.

La figure 4.30 illustre un exemple de division.

*Cette recherche nécessite de calculer intersection de deux facettes polygonale (cf Chapitre 1.3)
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Figure 4.28 Intersection de deux polygones P* et Pj: P, 1 P* = {ab, be, de, ef} = {ac, df}
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Figure 4.29 Trois types de lignes d’intersection élémentaires.

Figure 4.30 Un exemple de Ia partition d’un polygone simple.
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Détermination de la position de chaque facette de S(V\) (resp S(V2) par rapport &

S(V2) (resp S(Vi))

En utilisant la méme méthode que celle présentée au paragraphe 4.6, on peut déterminer la

position par rapport & 5(V2) de chaque triangle virtuel de S5(V;) qui n’a pas été intersecté par

S(V2). En fait, les facettes de $(V,) peuvent étre classées en deux types :

e les facettes initiales (possédant 3 sommets initiaux) de 5(V;), c’est-a-dire, celles qui n’ont

pas été intersectées par S(V2) (l’ensemble de ces facettes est noté 29)

e les facettes créees pendant la subdivision (l’ensemble de ces facettes est noté 9).

Il est évident qu’une facette polygonale de 2° posséde la méme position par rapport a S(V2)
ue l’un de ses triangles. Les facettes de 2} peuvent se séparer en deux groupes :q 8 1 P group

@ les facettes qui ont au moins un sommet initial de S$(V;). Dans ce cas, la facette posséde
la méme position que ses sommets.

@ les facettes qui n’ont aucun sommet initial et dont tous les sommets ont été créés au cours
de la partition. Dans ce cas, la détermination de la position d’une facette de ce groupe

ne peut alors étre effectuée que par identification de la position de Pun quelconque de ses

points, par exemple le barycentre.

Algorithme

void Set_Operations_of_Psolid($(V), S(V2), 5(ViinV2),S(VioutV,), S(VoinV,), S(V2outV2) )

{
Division de chaque facette de S(V,) en triangles virtuels;

Division de chaque facette de S$(V2) en triangles virtuels;

pour-tout( polygone P € S(V;))

{
Calcul de A(P,5(V2)) 4 aide du T-octree de $(V2);

Division de P en sous-polygones par \(P, $(V2));

}

pour-tout( polygone P € S(V2))

{
Calcul de A(P,5(V,)) 4 aide du ‘T-octree de $(V,);

Division de P en sous-polygones par \(P,S(V;));

}

Déterminer la position de tout polygone de S(V,) par rapport A S(V2)3

Déterminer la position de tout polygone de S(V2) par rapport a S(Vi)3

Constitution de S(V,inV2),5(V, outV2), S(VoinV, JetS(VzoutV,) ;
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Figure 4.31 Ferméture de S en direction d.

return ;

4.8.2 Fermeture d’une T-surface ouverte dans une direction ¢

Définition

Comme indiqué sur la figure 4.31, soit § une T-surface ouverte ne se recoupant pas et dont la
frontiére est C,, soit dun vecteur donné et soit P un plan trés éloigné de S et perpendiculaire a
d. Posons :

e SS = cylindre infini de génératrices paralléles a d s’appuyant sur le contour C

@ Sp = partie de S$ comprise entre C et P

¢ Sc = partie de P entourée par la projection de C suivant la direction d

e S4=SUSpUSG

Si les conditions suivantes sont réalisées

| SN(SpUSo) =C

S* est fermée

alors nous dirons que St est la fermeture de S dans la direction d.
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5(V2)

$1 : =

Sa

Figure 4.32 Opérations booléennes sur les fermetures de T-surfaces: (a) 51M S2 est faisable; (b)
5, 1 S2 n’est pas faisable.

Opérations booléennes d’une fermeture d’une T-surface avec un T-solide

Soit sé la fermeture d’une T-surface ouverte S, et soit V, le solide associé dont la peau est sf,
Compte tenu que les parties de st différentes de 5; ne sont pas définies comme étant composées
de facettes triangulaires, il convient de remarquer que :

e st n’est pas une T-surface

e V, n’est pas un T-solide

Il s’ensuit que, si lon combine V; avec un T-solide V2 & l’aide d’opérations booléennes, alors,

comme le suggére la Figure 4.32, le résultat n’est pas nécessairement un T-solide. Pour garder
la cohérence du modéle, si la peau du solide résultant de lune de ces opérations est constituée

(entiérement ou partiellement) par Sc ou Sp, alors cette peau n’est pas une T-surface et nous
considérerons l’opération comme impossible & réaliser (voir figure 4.32(a)).-

Dans les cas ot ces opérations sont possibles, la difficulté majeure lors de Ja mise en oeuvre

est en fait la détermination de la position de chaque facette de S(V2) par rapport & Sy, car SZ
n’est pas une T-surface fermée. On peut cependant remarquer que si les facettes de S, sont

orientées, alors la résolution du probleme est facile.

Notons que l’on peut généraliser ce qui vient d’étre dit au cas ou la peau du solide V2 est

elle méme constituée par la fermeture d’une T-surface S2 (cf Fig 4.32 (b)).

4.9 Calcul du volume d’un T-solide complexe

Soit V un T-solide complexe quelconque dont la peau S est supposée orientée positivement de
Pintérieur vers l’extérieur de V. Le principe du calcul du volume |V| de V est basé sur la formule
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Migure 4-92 Exemple d’ensemble S(V;) — Sz lorsque Sj est une T-surface
ouverte,
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suivante oll P, @, R sont trois fonctions de (¢,y,z) :

dP 86Q aR _/ / if (Set Ge + Gp eedvds = fi i yy Pasdy + Qdads + Rdedy

En effet, on peut remarquer que :

oP aQ OR _ OP 8&Q OR _ _Set Gy tae tS ff [Get Ret Gptedas = f ff aedyas = v1

il suffit donc, par exemple, de choisir P, Q et R tels que :

P=Q=0etR=z

On peut alors calculer le volume |V| a laide de la formule suivante :

viz ff dedy = ff zaee|v | gy > [eddy
TES(V)

ot T désigne une facette triangulaire quelconque de S orientée vers l’extérieur de V.

Calcul de f f, zdrdy

Comme l’indique la figure 4.34, soit T(A, B,C) un triangle quelconque de S dont la normale N
orientée vers l’extérieur de S est supposée définie par :

N=GAACB

Désignons par (t4,y4,2,4), (g,¥B,2B) et (tC, ¥C;2¢) les coordonnées des trois sommets du
triangle.

La valeur absolue de l’intégrale Lf frcaBc) zdady correspond au volume vol(ABC) compris
entre la projection de T(A, B,C) dans le plan roy et T(A, B,C). Pour faciliter la discussion,

on suppose que le sommet C est celui ayant la coordonnée z la plus petite :

z¢ >= min(za, 2B,2¢)

Soit P(C) le plan horizontal passant par C. Comme T’illustre la figure 4.34 T(A"”,B",C) est
lintersection de vol(ABC) avec P(C). Hest évident que P(C) divise vol(ABC) en deux parties :
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e l'une, située au dessus de P(C), est une pyramide de base quadrangulaire O(A, B, B”, A”)
et de sommet C’ dont le volume sera noté vol;(ABC)

e Pautre, située au dessous de P(C), est un prisme droit de base triangulaire A(A” B”C)
dont le volume sera noté vol2(ABC)

Soient |T(A” ,B” ,C)| Paire du triangle T(A”, B’,C’), |O(A, B, BY", A")| Paire du rectangle O(A, B, B”, 4
et A la distance perpendiculaire entre le point C et le plan contenant O(A,B, B”, A”). On vérifie
facilement que l’on a:

vo (ABC) = ABBA" |A

_ (|BB"j+|AA”|)-|B”.A”| .

~ 2 cole

BB" |+|AA" » AD

i 2 *|B’A 1-(4)

[BB"|4+{AA”| . 2-|AA" BC]
2 3

_ ([BB"|+|AA” )- JAA" B"C|

— 3

vol(ABC) = |oo"| -|A A" B"O|

On peut donc écrire :

vol(ABC) = vol, (ABC) + vol,(ABC) = 3(|BB"| + |AA43- joc'|) -| A A” B’C|

avec :

iA A"B"C| — WMea-2cyp-ye) ; (fp-7¢)(¥a-yo)l

(BB"|+|AA"|43-|CO') = zy tzptec

f fp zdady = e|3(z4 +25 +2¢)-((t4—20)¥p —yo) — (zz - ar —yc))|
=> . at

{41 si N-o6z >0
avec: e= ae

1 siN-d<

Orientation d’une T-surface fermée

Pour orienter une T-surface fermée S il suffit d’orienter chacune de ses facettes T. $i les facettes
triangulaires sont codées & l’aide de la structure de données TRGL_t présentée au chapitre 1.1,
il est facile d’accéder aux trois facettes adjacentes d’une facette donnée T et, récursivement,
a tous les triangles qui ont un lien avec T. L’orientation d’une surface fermée peut donc étre
réalisée par les deux procédures suivantes décrites en pseudo-C :
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void Orientating_Tsurf( S )

{
pour-tout(triangle T € S)

{
if( T n’est pas orienté )}

{
Orientating(T) ;

Orientating_Trgls_Recursively( T ) ;

}

}
return ;

}

void Orientating_Trgls_Recursively( T )

{
pour-tout( T* = triangles adjacents & T)

{
if(T’ # ¢ &KT* n’est pas encore orienté )

{
Orienter T* dans la méme direction que T ;

Orientating_Trgls_Recursively( T* ) ;

}
}

}

On constate que la premiére fonction ci-dessus nécessite de savoir orienter un triangle T de S de

telle fagon que sa normale soit dirigée vers l’extérieur de S$. Comme |’indique la figure 4.22(b),
soit T'(A, B,C) une facette de S de sommets A, B et C. Posons :

N=BCABA

Par convention, orientation de T(A,B,C) consiste & ordonner les trois sommets de A, B et

C de telle fagon que N soit dirigé vers lextérieur de S. Soit G le barycentre de 7(A, B,C)
considéré comme I’origine de N et soit G’ un point voisin de G appartenant a N et tel que S
ne soit pas recoupé par le segment GG’. L’orientation de T(A, B,C) peut alors se déduire de la

position de G’ de la facon suivante :

e lorientation de F(A, B,C) est définie par l’ordre {A, B,C}, si G’ est 4 V’intérieur de S.

e lorientation de T(A, B,C) est définie par l’ordre {A,C, B}, si G’ est & l’extérieur de S.

La méthode de la détermination de la position d’un point par rapport a une T-surface fermée a
déja été présentée au paragraphe 4.6.1.



Opérations chirurgicales sur les T-surfaces

complexes

Introduction

Les opérations sur les T-surfaces, qui vont étre présentées dans ce chapitre, sont trés différentes

des opérations booléennes sur les T-solides présentées au chapitre précédent. Plus précisément,

ce sont des opérations semblables 4 celles effectuées par les chirurgiens sur le corps humain mais

les objets 4 “opérer” sont ici des T-surfaces quelconques définies au chapitre 1.1. En utilisant

ces opérations chirurgicales, on peut par exemple :

@ couper une T-surface a |’aide d’un couteau ou d’une paire de ciseaux informatiques.

e enlever un morceau d’une T-surface pour trouer la T-surface.

e coller un morceau de T-surface & une T-surface déja existante.

@ etc ..:

Si les T-surfaces manipulées représentent la peau d’organes biologiques, alors les opérations

présentées dans ce qui suit sont littéralement des opérations “chirurgicales”!.

5.1 Découpage d’une T-surface par une autre T-surface

5.1.1 Position du probléme

Considérons tout d’abord les deux exemples représentés sur la Figure 5.1 :

103
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(a)

(b)

Figure 5.1 5S, est découpée par Sy

e La T-surface S$, représentée sur la Figure 5.1.(a) est supposée représenter une couche

géologique. Au cours du processus de modélisation, le géologue regoit de nouvelles infor-

mations indiquant que cette surface S, doit étre recoupée par une deuxiéme T-surface S,

correspondant 4 une faille dont la présence était jusque 14 ignorée. La prise en compte de
yo oroen o od vot 8 dé nr ad aa Jee sores efearde OF 2h oF ote oe A ak ak
la aie OF, COlSISLE 1Cl a GeCOUPEL oO, Efi GEUA MOrceauA separes of ECL Og SiLuUeS UC pare Eb

d’autre de S,.

e La Figure 5.1(b) illustre un autre exemple classique en CF'-AO ot S, représente une surface

manufacturée que l’on souhaite séparer en deux morceaux S} et S? afin de pouvoir enlever

par exemple S$}. Dans ce cas, il est nécessaire de découper S, par le plan S,.
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(a) (b)

Figure 5.2 Deux nouveaux types de lignes polygonales

Dans les deux exemples ci-dessus, aprés découpage par S,, la surface S, est remplacée par une

surface S/ telle que :

Si est géométriquement identique 4 S,

Si, est topologiquement différent de S,

Pour garder la cohérence du modéle de T-surface, c’est & dire, pour que S$,’ soit aussi une

T-surface, il est nécessaire de :

1. retrianguler les facettes de S, qui sont intersectées par S, et de

2. réarranger les liens entre les facettes de 5), de telle fagon que les facettes ayant la ligne

1= 5,95, comme cétés communs ne soient plus topologiquement adjacentes (voir [28]).

5.1.2 Configuration de Pintersection d’une facette de S, avec 5,

Soient T, une facette de S, qui est intersectée par Sp et soit L(T,,5,) ensemble des segments

définis par

L(T.,53)= LJ TAT
TES,

Soit A(T, Sz) l’ensemble des lignes polygonales qui peuvent étre construites 4 partir des segments

de L(T., 5p). Dans le cas particulier ot 5, est fermée, nous avons vu au chapitre 2.1 (cf page 63)

que A(T, S,) pouvait toujours étre identifier 4 une combinaison des trois types canoniques. Dans

le cas ott Sp est ouverte, ces trois types déja étudiés, on doit rajouter les deux nouveaux types

représentés sur la Figute 5.2. Si nécessaire, comme nous l’avons fait au chapitre 2.1 pour les

surfaces fermées, dans le cas ot S, est ouverte, on peut toujours réarranger les segments des

lignes de A(T, .S,) de telle fagon que ceux-ci ne se coupent jamais tout en ayant, éventuellement,

des sommets communs (voir Figure 5.4). .
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a /\ * aE é\ '
LEP LIL

Figure 5.3 Les lignes croisées de A(Ta, Sy) peuvent étre converties en lignes non croisées.

Figure 5.4 Des cas concrets de lignes de \(T,, 5y) obtenues en pratique.

5.1.3 Partition de T, par \(T.,.5,) en régions polygonales

Afin de faciliter la discussion, nous utiliserons les notations suivantes :

Ai,2(Ta, 55) = lignes polygonales de A(Ty,5;) de type 1 et type 2.

As(Ta, 5») = lignes polygonales de A(Ta, Sp) de type 3

Aq(To,5s) = lignes polygonales de X(T), Sp) de type 4

As(To, 5s) = lignes polygonales de \(Tz,55) de type 5

Le fait que les lignes d’intersection appartenant aux quatre ensembles ci-dessus ne se croisent

pas a l’intérieur de Tq assure que la partition de Ty peut étre étre réalisée a l’aide du processus

suivant lui méme décomposé en quatre étapes :

1. T, peut étre décomposé en régions polygonales simples par \3,2(T1,5,). L’ensemble de

ces régions est noté R(T,) = {P),P2,..., Pn} tel que les sommets de chaque polygone

P, appartiennent soit a ceux de T, soit & ceux de A1,2(Ta, 5). Considérons deux régions

polygonales P; et P; appartenant 4 R(T,) et possédant des lignes de 41,2(Ta, 5p) comme

frontiére commune. Pour que les lignes de 1,2(To,5s) fassent partie de la frontiére de

Si, aprés l’opération de découpage, il est nécessaire que P, et P; soient topologiquement
disjointes. Pour ce faire, comme le suggére la Figure 5.5, nous proposons de réaliser une
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copie 4 2(Tu, 54) de l’ensemble 41,2(Ta, Sp) pour que Az,2(Ta, Sp) et 4,2(Ta, Sp) subdivisent

T, en régions polygonales topologiquement disjointes.

2. Une fois l’étape 1 terminée, les lignes de 43(T,, 55) appartiennent forcément aux éléments

de R(T,). Considérons une ligne | appartenant & A3(Ta, 55) et située a l’intérieur d’un

polygone P; € R(T,). Comme le suggére la Figure 5.5.b, pour que I fasse partie de la

frontiére de S/, on procéde de la facon suivante :

(a) Soient {a1,a2,...,a,,} les sommets de I dont on supposera que a, est le point situé
sur le coté pjp;41 de P; et a,, celui situé a l’intérieur de P;. On duplique tous ces

sommets excepté an.

(b) Soient {p1,p2,...,pn} les sommets de P;. On remplace P; par le polygone P* dont
les sommets sont les suivants :

— . / / / . .P; _ {pi,p2, +++ 9Pj341,42,---3@m,Gy_1, 4m _9)-- +99), Pj5+4+1)P542)--- Pn}

3. Soit 7 une ligne polygonale de A4(Ta, Sp) appartenant au polygone P; € R(T,). Pour que
i fasse partie de la frontiére de $4, on duplique 7 exceptées ses deux extrémités. Comme

Pillustre la Figure 5.5.c, et sa copie i’ constituent un contour fermé définissant un polygone

d’aire nulle qui peut étre considéré comme un trou situé a l’intérieur de P;. Selon le lemme

présenté au paragraphe 4.5.3, P; peut alors étre transformé en un polygone simple sans

trou.

Les lignes de A5(Ta, 5p) peuvent étre traitées de fagon analogue que celle pour 44(T,, 5»)

(cf Figure 5.5.d).

A Vissue des trois étapes décrites ci-dessus, T, est décomposée en régions polygonales simples.

Pour obtenir la partition recherchée, il suffit donc maintenant de décomposer chacun de ces

polygones en triangles.

5.1.4 Réarrangement des liens entre les facettes de S’

Aprés la décomposition présentée ci-dessus, les facettes triangulaires de Sg peuvent se séparer

en deux groupes :

e celles qui n’ont pas été décomposées, c’est & dire, celles dont les triangles n’ont pas été

intersectés par S(V2). Soit % l’ensembie de ces facettes.

@ celles qui ont été décomposées en sous-triangles. Soit ; l'ensemble de ces facettes.

Les facettes de 2; seront remplacées par leurs triangles résultant de la décomposition. I] est

donc nécessaire de réarranger les liens entre les facettes de 54, (5S, = subdivision de Sy ). Ce

réarrangement est effectué en deux étapes présentées ci-dessous; Soient T une facette triangulaire

de 2) et F* Pun de ses trois triangles voisins :
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Division par les lignes de type 5

Figure 5.5 Division d’un polygone simple par les différents types de lignes.

Etape 1: Liens entre les triangles résultant de la subdivision de T

Comme l’indique la figure 5.6.a, Supposons que T' soit subdivisée par la ligne I(a1, 42,43) en cing
triangles {71 ,T2,T3,74,T5}. Par suite de la duplication des lignes d’intersection I(a1,a2,a3) au
cours de la décomposition et d’aprés la définition de la relation adj(A, B) présentée au chapitre
1.11, on peut affirmer que T n’est pas le triangle adjacent de T; . Cette non adjacence de T;
et Ts reste vraie méme si T, et T3 ont un cété géométriquement confondu car, par suite de la

duplication de I(a;,a2,a3), ce cdté est lui aussi dupliqué.

Les liens corrects entre ces cinq triangles résultant de la subdivision représentée sur la Figure

5.6.a sont donc :

adj (Ty ? T2), adj(T3, T4) et adj(T4, Ts)

Etape 2: Liens entre T et un triangle adjacent T*

Suivant que TTM* est subdivisée ou non, deux sous-cas doivent étre pris en considération :

¢ T* € Qo: Comme indiqué sur la figure5.6.b, puisque T' sera supprimé de Sq pour construire

Si, il ne peut donc plus étre le triangle adjacent de T* dans S!. Cependant, dans ce cas,
il convient de noter qu’il existe toujours un triangle résultant de la subdivision de T' qui

est adjacent a TTM.

e T* € Q): Comme indiqué sur la figure5.6.c, supposons que TTM soit subdivisé en {7}, 73, TS}.

Dans ce cas, le lien entre 1’ et T* est remplacé par les liens entre les triangles résultant de

la subdivision de 7 et T*. On obtient donc les liens suivants :

adj (I, TY) et adj (Ts, T>)

1Si les deux triangles A et B ont un cété commun, alors le relation adj(A, B) est vraie
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adj(T,T*) est remplace par adj(T2,T*1) et adj(T5,T*2)

Figure 5.6 Réarrangement des liens entre Jes triangles de S!.

Remarque

Notre algorithme de découpage de T-surfaces peut s’étendre facilement aux P-surfaces?. Les
problemes qui peuvent étre rencontrés pour la mise en oeuvre du découpage de P-surfaces sont
pratiquement les mémes que ceux des T-surfaces, En fait, il suffit de construire un P-octree
pour la P-surface & couper et ensuite le processus de découpage peut étre déroulé de la méme
facgon que celui présenté pour les T-surfaces.

void Cut_Tsurf_by_Tsurf(S,, 54)

{
Construction du T-octree de S; ;

pour-tout(triangle T € S,)

{

Voir définition page 31.
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@ Calculde L= TNS; :

L = Computing_Intersection_Segments(T, Sy) ;

¢@ Construction de l’ensemble A des lignes déduites de

V’ensemble de segments L : A = Set_Intersection_Lines(L);

« Détermination du type de chaque ligne de A ;

@ Division de T par les lignes de A en fonction de leur type ;

@ Réarrangement des liens entre les triangles résultant du

découpage de T;

}

pour-tout( triangle T € S,)

{
if(T a été découpé)

Réarrangement des liens de T avec ses triangles adjacents ;

}

return ;

}

La fonction ci-dessus appelle les fonctions suivantes qui ont déja été présentées :

@ Computing Intersection_Segments( )

o Set_Intersection_Lines( )

5.2 Opérations interactives

Introduction

Dans ce qui suit, nous supposerons que les objets géométriques® & manipuler interactivement sont

stockés dans une base de données géométriques dont le contenu est “filmé” par une “caméra

informatique”. Cett camera informatique projette l'image des objets filmés dans une fenétre

rectangulaire dessinée sur |’écran d’une station de travail (voir Figure 5.9) et nous nous proposons

d’agir sur ces objets & travers des manipulations effectuées sur leurs images.

Afin de simplifier l’exposé, dans ce qui suit, comme le suggére la Figure 5.7, nous sup-

poserons que |’espace 3D est repéré par rapport 4 un systéme de coordonnées orthonormé inverse

Ocop(z*,y", 2°) attaché a ia caméra et tei que :

@ Porigine Ocop soit confondue avec le centre de projection de la caméra

e le vecteur unitaire ff de l’axe Ocopz” soit orienté suivant l’axe de visée de la caméra

e le vecteur unitaire 0 de l’axe Ocopy” soit orienté suivant la verticale de la caméra

3Par exemple des T-surfaces.
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Figure 5.7 Systéme de caméra informatique.

e le vecteur unitaire ¢ de l’axe Ocopz” soit tel que

g=nxed

Pour déterminer l’ouverture de la caméra, on utilise une fenétre de vision homothétique de la

fenétre correspondant 4 |’image projetée sur l’écran et telle que :

@ la fenétre de vision a ses cotés paralléles aux axes Ocapz” et Ocopy”

@ la fenétre de vision est centrée sur l’axe Ocopz” et est située 4 une distance d du centre

de projection Ocop

Enfin, comme le suggére la Figure 5.7, la profondeur de champ correspondant au volume ef-

fectivement vu par la caméra‘ est définie par deux plans orthogonaux & l’axe Ocopz” appelés

respectivement front plane et back plane (voir [8] [16]) et tels que :

e le front plane coupe l’axe Ocopz” 4 une distance f de Ocopz” et l’on suppose que les objets

situés avant le front plane ne sont pas vus par la caméra

@ le back plane coupe l’axe Ocopz” 4 une distance 6 de Ocopz” et l’on suppose que les objets

situés aprés le back plane ne sont pas vus par la caméra

Vision perspective

Afin de simplifier ’exposé, on peut sans nuire 4 la généralité, supposer que la fenétre de vision et

la fenétre correspondante sur l’écran sont confondues. Comme le montre la Figure 5.8, on con-

state alors que l’image p* d’un point p appartenant au volume visible correspond 4 l’intersection

*On remarquera sur la Figure 5.7 que ce volume est en fait un tronc de pyramide.
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Figure 5.8 Vision perspertive .

de la droite Ocopp avec la fenétre de vision. Cette transformation appelée “transformation
perspective” n’est pas linéaire mais peut tout de méme étre modélisée a l’aide d’opérations

matricielles en utilisant des coordonnées homogénes (voir [8]).

Le fait important que nous retiendrons de la vision perspective ainsi définie est que la donnée

d’un point p* dans l’espace image (écran de la station de travail) définie un segment de droite

P;p, tel que, comme le suggére la Figure 5.9, on ait :

e le point Pp, correspond 4 ]’intersection de la droite OcoppTM avec le front plane

e le point p, correspond & l’intersection de la droite OcoppTM avec le back plane

Tous calculs faits, les coordonnées (x3, 7,24) et (wf, 2, 2¥) de ces deux points se déduisent des

coordonnées (z”,y”, z”) de p* & aide des relations suivantes :

s af a 7b
zy = TEP a= Tee

y= Fo w= ee
ze = f zp = 4b

5.2.1 Construction d’un couteau informatique

Soient p* et g* deux points sélectionnés sur la fenétre de vision a l’aide, par exemple, d’une souris
et soient (p},p;) et (97,95) les segments de droites associés définis au paragraphe précédent.
Comme ie suggere ia Figure 5.10, on peut toujours considérer que ces deux points pTM et q*
définissent une T-surface 5(p*,qg") composée des deux triangles T(ps,po,97) et T(ps, 95, q)- Si

nous posons S, = S(p*,g") et si nous calculons la T-surface $/ résultant de la découpe de Sq

par S, = S(p*,g*), alors S(p*,q*) joue le réle de la lame du couteau.

Il est possible de généraliser ce processus de découpe en considérant non plus deux points,
mais toute une suite de points L = {p*,q*,...,r*} générant une T-surface S(ZL) correspondant a
la lame du couteau. L’algorithme de construction de S(L) peut étre décrit & aide de la fonction
suivante présentée en pseudo-C : :
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Figure 5.9 Un point p* sur I’écran définit un segment Psp, en 3D.

TSURFt Get_Knife(L, camera)

{

}

Soit S(L) la T-surface 4 construire 4 partir de L;

Soient p le premier sommet de L et q le deuxiéme ;

S(L) = 4;

while( q # $)

{
Recherche des segments psp, et q;q en fonction de camera;

Construction des triangles T(p;,ps,q,) et T(ps,9/,%)

S(L) = S(L) UT (py, pe,gs) UT (ps, 94,0) 3

P=4;3

g=q>next ;

}

return( S(L) ) ;

Comme on le voit, cette fonction posséde deux arguments d’entrée correspondant & la liste L

des points sélectionnés sur |’écran et aux paramétres courants définissant la caméra utilisée. En

sortie, la fonction retourne la T-surface $(Z) correspondant & la lame du couteau.

5.2.2 Construction d’une paire de ciseaux informatique

On peut remarquer que la lame du couteau définie au paragraphe pécédent recoupe complétement

la partie de la surface 5, se trouvant dans le volume de vision y compris les parties cachées de

Sq. Bien souvent, au lieu de tout découper de fagon aveugle, on préfére ne découper que les
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Figure 5.10 Construction d’an couteau informatique (une T-surface en 3D).

parties directement visibles 4 partir du point de vue défini par la position de la caméra un peu

comme le ferait une paire de ciseaux découpant une piéce de tissu. Pour ce faire, il est nécessaire

de modifier la position des points {pp,qo,--., ro} utilisés pour construire la lame de couteau au

paragraphe précédent afin que cette lame ne coupe que la partie visible de la surface Sy découpée.

5.2.3. Application a la modélisation des failles en géologie

Position du probleme

En Géologie, la faille est un phénoméne accidentel qui, au cours de l’évolution de la terre,

provoque des cassures dans les surfaces correspondant aux couches géologiques; en pratique, ces

cassures peuvent elles-mémes étre assimilées 4 des surfaces découpant les surfaces géologiques

comme le suggére la Figure 5.11.

Généralement, les failles ont des formes géométriques complexes et sont trés différentes de

Pune & l’autre dans l’espace. Par ailleurs, la pluspart du temps, on a peu d’informations pour

les caractériser, et leur modélisation est souvent réalisée en plusieurs étapes par approximations

successives. On imagine facilement que les couteaux et ciseaux informatiques peuvent étre un

outil trés intéressant pour simuler la mise en place interactive de ces failles. Dans ce qui suit,

nous présentons en détail les différentes opérations correspondant 4 la mise en place dune faille
recoupant une surface donnée.

Sélection des objets sur l’écran

Soit o = {51,52,...,5,} un ensemble de T-surfaces affichées sur ’écran 4 l’aide d’une caméra

informatique. Ces surfaces sont composées de triangles eux-mémes composés de sommets et

c’est pourquoi on est amené 4 distinguer deux catégories d’objets pouvant étre sélectionnés par

exemple & l’aide d’une souris :
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a
(a) (bd) (e)

Figure 5.11 Trois exemples de failles géologiques simples.

e Les sous-objets qui comprennent les sommets, les arétes ou les facettes d’une T-surface.

Sélection d’une T-surface

Soit pyspy le segment associé 4 un point p* sélectionné sur ]’écran et soit Q l’ensemble des

intersections q(S) de psp, avec chacune des surfaces S affichées a l’écran. Deux cas sont a

considérer :

e Si Q est vide, alors la tentative de sélection a échoué et aucune surface n’est sélectionnée.

e Si Q n’est pas vide, alors la tentative de sélection a réussi et la surface S sélectionnée est

celle pour laquelle le point g(S) associé est le plus proche du centre optique de la caméra.

Sélection d’un sommet de triangle de T-surface

La sélection d’un sommet de triangle de T-surface est effectuée avec une tolérance de séléction

notée € correspondant au “rayon” d’une petite fenétre carrée entourant le point désigné sur

V’écran a Vaide de la souris. Seuls les sommets p de triangles dont l’image sur l’écran tombe dans

cette fenétre sont considérés comme des candidats a la sélection (cf fig 5.12); soit A l’ensemble

de ces sommets sélectionnés. Deux cas sont 4 considérer :

e Si A est vide, alors Ja tentative de sélection a échoué et aucun sommet n’est sélectionné.

e Si A n’est pas vide, alors la tentative de sélection a réussi et le sommet sélectionné est

celui de A qui est le plus proche du centre optique de ja camera.

Désignation d’un vecteur dans l’espace

En appliquant la méthode de la sélection des objets sur ]’écran présentée ci-dessus, on peut

désigner des points de l’espace 3D comme par exemple des sommets de triangles de T-surface.

Soit g un premier point sélectionné 4 l’intérieur du volume visible et soit p* un deuxiéme

point désigné sur l’écran & l’aide de la souris. On notera que : ‘
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Figure 5.12 Sélection d’un sommet de triangle

e Le premier point g correspond A un point caractéristique de l’un des objets affichés sur
Pécran, par exemple le sommet de l’un des triangles d’une T-surface.

e Le second point p* est a priori indépendant des points caractéristiques des objets affichés
sur l’écran. En fait, p* correspond & un point situé dans la fenétre de vision et n’est utilisé
que pour définir le segment PF, associé.

Soit @ le plan passant par g et paralléle au plan (Ocop2”; Ocopy”); en pratique si l’on assimile
Pimage de q 4 q lui méme, alors Q peut étre considéré comme un plan paralléle a V’écran. I
est naturel de définir le vecteur gp comme étant le vecteur d’origine g correspondant au premier
point et d’extrémité p tel que :

P=pyp,NQ

Translation d’une T-surface

Etant donné un objet dans Vespace, la translation de celui-ci consiste 4 déplacer chaque pointde cet objet d’un vecteur donné. Reprenons la classification des objets dans la sous-section 1 :

e Pour un sous-objet quelconque, la translation peut étre effectuée de facon triviale, il suffit
de translater tous les sommets de ce sous-objet.

© Pour un objet principal comme une T-surface, il est évident que sa translation peut
s’effectuer de la méme facon que celle d’un sous-objet. Or la exécution de la transla-
tion d’un morceau d’une T-surface n’est pas triviale, car les facettes d’une T-surface sont
arrangées de facgon quelconque. II est donc nécessaire de trouver les facettes appartenant
au morceau sélectionné. Tout d’abord, on sélectionne une facette T, sur le morceau Sz.
On marque toutes les facettes T qui ont la relation link(T.,T) a Vaide d’une procédure
récursive. L’ensemble de ces facettes marquées constitue réelement le morceau S, de T-
surface & sélectionner; ensuite on translate toutes ces facettes du vecteur désigné.
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Simulation de failles

Ainsi que nous DPavons dit en introduction, en géologie, une faille peut étre considérée comme

| une surface de rupture complexe de l’espace 3D suivant laquelle les couches géologiques se sont

rompues. En pratique, comme le montre la Figure 5.13, la modélisation d’une faille doit étre

| effectuée en trois étapes :

1. modélisation de la surface complexe correspondant 4 la faille

2. coupure des surfaces géologiques par la faille

3. translation relative des morceaux de surfaces géologiques situés de part et d’autre de la

surface de la faille

Les vecteurs de translation sont soit donnés soit construits interactivement a 1’aide de la procédure

décrite au paragraphe précédent.

5.2.4 Application 4 la modélisation des dbmes de sel en géologie

Au départ, lors de leur formation, les couches géologiques sédimentaires sont toutes horizontales.

Les couches de se! beaucoup plus légéres que les autres ont tendance 4 remonter localement sous

forme de gouttes de sel intersectant les couches supérieures plus denses comme le montre la
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Sa Sb

S'a ,

fea — ee

(a) (b) (c)
modelisation de deux couches enlevement du morceau de S'a

Sa et Sb separement decoupage de Sa par Sb situe au dessous de Sb

Figure 5.14 Modélisation du déme de sel .

Figure 5.14.c. Sur cette Figure, la surface S$, correspond 4a |’interface séparant la couche de sel

et une couche plus dense située au dessus et elle méme limitée vers le haut par une deuxiéme

interface S,. Au cours du processus de modélisation, les surfaces S, et S, sont tout d’abord

modélisées séparément et l’on obtient ainsi la Figure 5.14.a qui physiquement inacceptable pour

un géologue. Pour passer de la Figure 5.14.a, a la Fighure 5.14.c, il est nécessaire de passer par

létape représentée sur la Figure 5.14.b. Les deux opérations représentées par des fléches sur la

Figure 5.14 sont les suivantes :

1. calcul de la découpe Si de Sq par Sy.

2. suppression du morceau de Sf situé au dessous de Sy

Pour réaliser l’étape 2 ci-dessus, on sélectionne d’abord une facette 1 appartenant 4 la partie &

enlever S/ et on supprime ensuite toutes les facettes T* topologiquement liées avec T’.
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Triangulation de Delaunay

Nous rappelons ici briévement le principe de la triangulation de Delaunay et deux algorithmes

pour sa mise en oeuvre. Pour une description plus approfondie et plus compléte, on pourra

consulter (voir [9]) et les références qui y sont citées. Dans ce qui suit, nous nous intéresserons

& la triangulation de Delaunay en 2D et en 3D.

6.1 Diagramme de Vorono:

6.1.1 Définition

Soient P = {p1,p2,-..,pn} un ensemble de points dans l’espace Euclidien BTM et d(p;,p;) la

distance euclidienne entre deux points p; et p;. A chaque point p;, nous pouvons associer une

région R(s) définie par :

R)={pekTM | d(p,pi)<d(p,p;)} 7 € [1,N]

qui constitue le lieu géométrique des points qui sont plus proches du point p; que de tous

les autres points de P. Cette région est appelée le polyédre de Vorono: associé au point pi.

L’ensemble de ces polyédres associés 4 tous les points de P forme alors une partition de l’espace

#TM, appelée partition de Voronos.

Prenons m = 3. On peut interpréter géométriquement les polyédres de Voronos en utilisant

une analogie biologique. Imaginons que chaque point représente le noyau d’une cellule et que

toutes les cellules se développent simultanément vers l’extérieur 4 partir de leur noyau, et avec

la méme vitesse de croissance. Dés qué deux cellules se touchent, elles s’arrétent au point de

contact. Au bout d’un certain temps, chaque cellule sera en contact avec ses voisines, et seules

celles dont le noyau se trouve sur ]’enveloppe convexe de P pourrons croitre 4 l’infini. La forme

résultante de chaque cellule est exactement le polyédre de Voronos correspondant & son noyau.

121
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(a)

Figure 6.1 (a) Polygone de Voroni; (b) Le diagramme de Voronas et Ia triangulation de Delaunay.

A partir des polyédres de Voronos, on peut définir une relation de voisinage entre les points
de P:

Deux points p; et p; sont dit voisins si leurs polyédres de Voronos respectifs sont adjacents.

Avec cette notion de voisinage, en reliant les points voisins de P, on obtient alors une tri-

angulation de P, connue sous le nom de triangulation de Delaunay (dual du Voronos).

Dans le cas m = 2, intuitivement s’il n’y a que deux points, le demi-plan H(p;,p;) défini

par la médiatrice de pjp; contenant p; est justement le polygone de Voronos associé a p;. Donc,

généralement le polygone de Voronos de p; est donné par V(t) = NH(p;,p;) avec 7 € [1, N] et
j ## (cf Fig 6.1.a). Le diagramme de Voronos peut étre donné par V = UV(z) avec s € [1, N].
On obtient son dual en reliant une paire de points de P qui partagent une méme aréte du

diagramme. En général, il contient toutes les informations de proximité. Ceci joue un réle

fondamental et puissant dans l’algorithmique géométrique (cf Fig6.1-b).

6.1.2 Propriétés en 2D d’un diagramme de Voronoi

Les propriétés importantes d’un diagramme de Voronos en 2D sont les suivantes :

1. le polygone V(r) est ouvert si et seulement si p; est un point qui est sur l’enveloppe convexe

de P.

bd . Le diagrarmme de Voronos d’un ensembie de N points posséde au pius ZV — 5 sommets et

3(N — 2) arétes.

3. Pour toutes triangulations d’un ensemble P de N points dont K points sont sur lenveloppe

convexe de P, il y a 2(N ~— 1) ~ K triangles et 3(N ~ 1) — K arétes.

4. la triangulation de Delaunay vérifie le critere “Max-Min angle” (voir [9]). Ce critére max-

imise le plus petit angle de chacun des triangles de la triangulation, ce qui permet de min-

imiser le nombre de triangles allongés, propriété importante pour les calculs numériques.
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De plus, en supposant qu’il n’existe pas 4 points cocirculaires on a:p/us, Ppp Pp p

@ Chaque sommet du diagramme de Voronos d’un ensemble de points P est exactement

intersection de trois arétes du diagramme (cf Fig 6.1.b), le cercle dual défini par le triangle

de Delaunay ne contient aucun point de P. De plus la triangulation de Delaunay sur

Vensemble de points P est unique.

6.2 Construction de la triangulation de Delaunay en 2D

6.2.1 Complexité du probleme

En 2D, Shamos (voir [22]) a démontré le théoréme ci-dessous qui établit la borne inférieure de

la complexité du probléme dans le pire des cas.

Théoréme 1

La construction du diagramme de Voronos pour n points dans un plan est en O(n * log(n)).

Dans l’espace, on a le théoréme suivant di 4 Klee (voir [9}).

Théoréme 2

Le cout de la construction de la triangulation de Delaunay pour n points dans l’espace est O(n”).

Les algorithmes de la construction des diagrammes de Vorono: et de Delaunay connus 4 ce

jour appartiennent 4 deux catégories :

e les algorithmes du type “diviser pour régner”. On dispose de ensemble des données .

e les algorithme dits incrémentaux. Ils construisent les diagrammes dynamiquement en

fonction d’une nouvelle donnée.

Dans la suite, nous présentons l’algorithme de Shamos (diviser pour régner) et un algorithme

classique (voir [9]) qui construit de fagon incrémentale la triangulation.

6.2.2 Aigorithme de Shamos

L’idée essentielle est d’utiliser la technique “diviser pour régner” afin d’optimiser l’algorithme.

Soit P = {p1,p2,...,pn} un ensemble de points en 2D, la procédure Vor(P) peut s’écrire en

trois étapes :

1. Partitionner P en deux sous-ensembles P; et P2 de taille égale (si possible).

2. Construire Vor(P,) et Vor(P2) récursivement.
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3. Fusionner Vor(P,) et Vor(P2) pour obtenir Vor(P).

L’étape 1 et L’étape 3 se font en O(n) (voir [23]), on arrive donc 4 un algorithme optimal en

O(n - log(n)).

Dans l’étape 1, la partition se fait généralement suivant les coordonnées en x; l’étape 2 est

simple, car la construction de Vor(P,) (et Vor(P,)) se fera lorsque l’on n’a plus que 2 points,

dans ce cas Vor(P,) (et Vor(P,)) est la médiatrice de ces deux points. Pour expliquer l’étape

3, nous allons présenter les lemmes suivants :

Soit o(P;, P2) Yensemble des arétes de Vor(P) qui sont partagées par V(t) et V(j) pour

ps € Plet py € P2.

Lemme 1

o(P;, P2) est l'ensemble des arétes d’un sous-graphe de Vor(P) (voir [22]).

Lemme 2

Si o(P,, P2) n’a qu’une aréte, alors o(P;, P2) est une droite; sinon, ses deux arétes extrémes sont

des demi-droites.

Supposons que Py et Pz soient séparés par une ligne verticale. Désignons par x; la partie

du plan située 4 gauche de o et par x, la partie du plan située a droite.

Lemme 3

Vor(P) est Punion de Vor(P,)M x; et Vor(P2)Nz,.

La fusion de Vor(P,) et Vor(P2) peut s’effectuer en trois sous-étapes :

1, Construire la chaine polygonale o séparant P, et Pp.

2. Enlever les arétes ou parties d’arétes de Vor(P2) situées 4 gauche de o et enlever les arétes

ou parties d’arétes de Vor(P;) situées 4 droite de a.

3. Vor(P) est Punion de Vor(P,) et Vor(P2) mise 4 jour 4 l’étape précédente.

L’exemple de la figure 6.2 illustre le processus de la construction de o :

Soit 4; la tangente commune en haut 4 P, et P2, dans l’exemple, c’est la droite passant par

le point 3 de p; et le point 7 de P2. o est initialisé par la médiatrice de 41. on parcour cette

médiatrice de haut au bas, on rencontre un cété de Vor(P2) (ici le cété séparant le point 7 et

le point 8 de P2) et on construit o avec la médiatrice du point 3 de Py et le point 8 de P2. On

répéte ce processus jusqu’a trouver la médiatrice de la tangente commune en bas qui est ici la

droite passant par le point 6 de P, et le point 10 de Py».
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Figure 6.2 Construction du diagramme de Voronot par l’algorithme de Shamos.

6.2.3 Algorithme incrémental

La construction dynamique du diagramme de Voronos signifie que chaque point est introduit

Pun aprés l’autre au cours de la construction. Ceci répond 4 beaucoup de besoins pratiques. La

complexité de cet algorithme est en O(n *n) dans un plan, sa génération en 3D coute O(n?)

dans le pire des cas.

On construit d’abord un triangulation de Delaunay sur un ensemble réduit de points qui peut

se limiter 4 trois points non-alignés. Quand on ajoute un nouveau point dans une triangulation

de Delaunay, celle-ci n’est en général modifiée que localement. Notons 7,, la triangulation de

Delaunay associée aux m premiers points de P, T |’ensemble des triangles de +, et C union

des cercles circonscrits aux triangles de 7. La modification nécessaire dans la triangulation 7,

pour obtenir une triangulation de Delaunay 7,,4; dépend de la position du nouveau point ajouté

Pm+1- On peut distinguer trois types de situations géométriques de ce point par rapport aux

ensembles JT et C :

© pm+1 appartient 4 7.

© pm41 n’appartient pas a4 7 niaC.
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@ pm+1 n’appartient pas 4 T mais 4 C.

La figure 6.3.a montre un exemple ou les points p,g et r sont respectivement en situation 1, 2

et 3.

Traitement du cas 1

La modification nécessaire dans ce cas consiste 4 chercher tous les triangles dans 7,, dont le cercle

circonscrit contient le point pm41. Soient I ensemble de ces triangles et F\, F2,...,---, Fn les

cétés des triangles de [ non communs 4 deux triangles de [. La triangulation de Delaunay t,,41

est alors l’union de +, —T avec (pm4i, Fly = 1,...,2) qui sont les nouveaux triangles, construits

en reliant les cotés Fj avec le point px41. La Figure 6.3.b montre une telle construction.

Traitement du cas 2

Dans ce cas, on obtient la triangulation 7,41 en joignant simplement le point p41 avec les

cétés de l’enveloppe convexe de 7, qui sont vus par le point pm41 (cf Figure 6.3.c).

Traitement du cas 3

On cherche d’abord les triangles dans +,, dont le cercle circonscrit contient le point pm4i1. Soient

I ensemble de ces triangles et Fy, F),...,F, les cétés des triangles de [ non communs & deux

triangles de T. On cherche ensuite les cétés de l’enveloppe convexe de 7,, qui n’appartiennent

pas 4 [ mais sont vus par le point pm41. Soient Fy41,...,F) de tels cdtés. La triangulation

Tm+1 est alors ’union de (+, —T) avec (pm41, Fy|y = 1,...,n,2+1,...,2) qui sont les nouveaux

triangles. construits en reliant les cétés e; avec le point pm41. L’exemple illustré sur la Figure

6.3.d permet d’observer le processus d’une telle construction.

En poursuivant ainsi l’ajout des points dans P un par un jusqu’au dernier point, on obtient

la triangulation de Delaunay complete de tous les points de P.

6.2.4 Obtention de T-surface a partir de la triangulation de Delaunay 3D

Soit un objet V dans l’espace, dont la frontiére S(V) est une surface sur laquelle un ensemble

de n points P = {p,,...,pn} sont connus par leurs coordonnées. L’objetif est de représenter la

forme S(V) de cet objet par une T-surface.

On construit d’abord la triangulation de Delaunay en 3D qui est un ensemble de tétraédres,

T(P) sur P, soit V(P) le volume représenté par l’ensemble de T(P). Si tous les points de P

sont sur lenveloppe convexe, alors la peau 5(V(P)) du volume V(P) est la T-surface cherchée;

sinon on doit procéder en éliminant des tétraédres les uns aprés les autres de maniére 4 respecter

la régle suivante jusqu’a ce que tous les points de P soient sur la frontiére.

régle

les tétraedres que l’on peut éliminer sont ceux qui ont exactement une face, 3 arétes et trois

points sur S(V(P)) ou ceux qui ont deux faces , cing arétes et quatre points sur $(V(P)).
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Figure 6.3 Construction de Ja triangulation tattm41 4 partir de celle de rm.

Ce processus est semblable 4 une sculpture. A la sortie de ce processus S(V(P)) est la T-

surface cherchée.



Conversion de grille (2D et 3D) en

T-surfaces

7.1 Conversion de grille 2D

Soit z = y(z,y) une fonction connue par les valeurs aux noeuds d’une grille réguliére (rectan-

gulaire) et dont le graphe est constitué par une surface S plongée dans l’espace (oz, oy, oz). On

se propose d’approcher 5 par une T-surface en n’utilisant pour ce faire que les seules données

fournies par la grille. Si la fonction y(a#,y) est supposée continue, la solution est triviale car il

suffit de découper chaque cellule de la grille en deux triangles.

Dans les applications géologiques, g(x,y) est souvent affectée par des lignes de discontinuités

correspondant 4 des “failles”, i] est alors nécessaire de redécouper les triangles traversés par les

discontinuités. En pratique, nous proposons d’opérer de la fagon suivante :

e on triangule S en supposant qu’il n’y a pas de discontinuité

e chaque discontinuité est approchée par un ensemble de lignes polygonales que l’on peut

utiliser pour générer une surface cylindrique verticale D (voir Figure 7.1) elle méme trian-

gulée

eine

e on effectue le découpage de la surface triangulée S par la surface triangulée D a l’aide de

a méthode “ découpage de T-surfaces” présentée au chapitre 2.2.-~

7.2 Conversion de grille 3D

Introduction

Dans certaines applications, une surface complexe est définie par une grille réguliére 3D. Par

exemple, en exploitation miniére, le corps du gisement est souvent découpé en petits blocs

128
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Figure 7.1 (a) construction de la surface cylindrique verticale représentant Ia faille; (b) Génération

de T-surface 4 partir de grille 2D avec discontinuité.

réguliers, si on attache la teneur moyenne de chaque bloc a son centre, alors on obtient des

données définies sur une grille réguliere 3D. La teneur ¢ = y(2,y,z) en chaque noeud de la

grille est estimée par la méthode de Krigeage et le corps de gisement G est défini par l’ensemble

de points possédant la teneur plus grande qu’une teneur de coupure ¢p. Bien souvent, G est

composé de plusieurs morceaux isolés de forme “lentilles”, donc le bord de G est en fait une

surface trés complexe.

Dans ce qui suit, nous proposons une méthode qui convertit une surface définie par une grille

3D et une teneur de coupure tg en une T-surface. Les données d’entrée sont une liste de valeurs

correspondant aux valeurs en chaque noeud de ia grille. ‘lout d’abord, notre méthode calcule

les points d’intersection de la surface avec la grille; et ensuite, nous effectuons une triangulation

sur ces points d’intersection. Cette triangulation peut étre faite en n’utilisant & chaque étape

que les valeurs associées aux 8 noeuds voisins dans la grille. Done cette méthode a l’avantage

@utiliser peu de mémoire et d’étre efficace.

Lorsque la T-surface obtenue présente des rugosités importantes, la méthode DSI présentée

dans la section suivante est appliquée pour la lisser. :
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Figure 7.2 Le domaine d’étude est partitionné en petits cubes élémentaires.

7.2.1 Notion de surface isovaleur dans un gisement

Soit 4 = y(z,y,z) une fonction connue par ses valeurs aux noeuds d’une grille réguliére couvrant

un domaine parallélépipédique de l’espace 3D et soit 49 une valeur donnée appelée “valeur

de coupure”. En supposant que la fonction y(«,y,z) n’est jamais constante dans le domaine

d’étude, on définit alors la surface isovaleur S(to) (voir [14]) comme l’ensemble des points de

Vespace tels que :

(z,y,2) € S(to) => o(z,y,2) = to

Nous proposons dans ce qui suit un algorithme de construction de S(to9) sous forme d’une T-

surface en n’utilisant pour ce faire que les seules valeurs de y(z,y,z) connues aux noeuds de la

grille réguliére R couvrant le domaine d’étude.

7.2.2 Triangulation automatique de S(to)

Comme l’indique la Figure 7.2, afin de simplifier la discussion nous supposerons que le domaine

d’étude est un parallélepipéde rectangle ayant ses axes paralléles aux axes de coordonnées et

que le réseau régulier couvrant ce domaine divise celui-ci en “cubes” élémentaires notés O. Par

ailleurs, nous supposerons que les hypothéses suivantes sont toujours vérifiées :

La grille R est suffisament fine pour que S(io) intersecte un cété d’un cube élémentaire O

au plus une fois.

@ Si deux sommets (x’,y’,z’) et (x”,y”,z”) d’un cube élémentaire O satisfont:

(x’,y’,2’) > to et p(x”, y”,2”) < to

alors ce cube est intersecté par S(ig).

e Si aucun cété d’un cube élémentaire O n’est intersecté par S(to), alors S(to) est toute

entiére située a l’extérieur de ce cube.

e La surface S(to) ne passe strictement par aucun sommet du réseau R (les sommets des

cubes élémentaire QO).
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Figure 7.3 Il y a deux possibilités de construire C car Ja face en haut de Ja cube O contient deux

segments de C.

Comme Villustre la figure 7.2, soient {a,b,c,d, k,l, m,n} les huit sommets d’un cube élémentaire

O du réseau et soit P la partie de S(tg) située 4 l’intérieur de O:

P= on s(t0)

Il est possible que P soit composé de plusieurs morceaux disjoints mais dans tous les cas,

nous désignerons par C’ sa frontiére constituée par ]’ensemble des intersections des six faces

{F;(Q) : + = 1,6} de O avec S(to) :

6

C= U{F(9) S(to)}
t=1

Approximer S(to) par une T-surface revient alors 4 approcher P par un morceau de cette T-

surface pour chaque cube élémentaire O du réseau. Pour ce faire, on commence par supposer

que la frontiére C de P est en fait une ligne polygonale composée éventuellement de plusieurs

morceaux.

Compte tenu des hypothéses simplificatrices formulées au paragraphe précédent, l’intersection

d’une face F;(Q) de O avec S(ép) est au plus constituée de deux morceaux de courbes que l’on

peut alors approcher par deux segments de droite; en opérant ainsi, on approche C’ par un en-

semble de contours polygonaux. En pratique, comme l’indique la Figure 7.4, on peut recenser

13 cas topologiquement différents correspondant aux différents types de frontiéres C’ possibles

(voir {34]); parmi ces cas possibles, nous distinguerons des cas simples et des cas complexes :
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e Les cas simples sont ceux pour lesquels chaque face ;(O) du cube O contient au plus un

segment de C’. Le contour C est alors soit vide soit composé d’une seule courbe polygonale

fermée.

e@ Les cas complexes sont ceux pour lesquels au moins une face F,(O) du cube O contient

deux segments de C’. Le contour C peut alors étre constitué de 1 ou 2 courbes polygonales

fermées.

Dans les cas simples, le contour C' peut étre obtenu en joignant la paire de segments possédant

un sommet commun. Dans les cas complexes, le probleme majeur consiste 4 choisir la maniére

correcte pour construire les cétés de C’ lorsque la méme face contient deux segments de C (Fig

7.4). Nous proposerons une méthode pour résoudre ce probléme dans la section suivante.

Une fois le contour polygonal C' déterminé, il ne reste plus qu’a contruire le ou les morceaux

de T-surface S(Q) tels que :

e C est la frontiére de S(O),

e les sommets de 5(Q) sont ceux de C,

e S(O) est contenu dans 0,

e@ S5(Q) ne se recoupe pas elle méme

Dans tous les cas, C comporte au maximum 12 sommets. C' ne peut étre qu’un contour simple

comme présenté sur la figure 7.5 grace au fait que P est un morceau de S(%o). Nous pouvons

conclure qu’il existe toujours une T-surface 5(O) satisfaisant les contraintes ci-dessus. On peut

Vobtenir & laide de la procédure suivante (en pseudo-C) : _

LIST_OF._TRIANGLES.t Triangulating_Contour(C)

{

soit 7 la liste de triangles 4 construire;

soient p;_1, p; et pi41 les 3 sommets consécutifs de C;

T=¢;
while( C n’est pas un triangle)

{
pour-tout(sommet p,; de C )

{
if( pj-1 et p,4, me sont pas situés dans la méme face de F,(0))

{
Construire le triangle T(p;-1,p;,pi41)3

Ajouter T(pi-1,p;,pisi) & T: T+ = T(pi-1, pis pisn)s
Supprimer le sommet p; de C : C —= pi3

}
}
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}

Ajouter C a7 ;

return( 7 ) ;

}

A VPissue de cette procédure, la T-surface S$ (voir Fig 7.6) est une T-surface satisfaisant les

contraintes ci-dessus. En général, plusieurs T-surfaces peuvent étre produites 4 partir d’un

contour C’ donné; dans ce cas, nous proposons de choisir la T-surface ayant l’aire la plus petite

comme solution (voir Fig 7.7).

7.2.3. Détermination de F;(Q) NM S(te)

Soit F,(Q) une face quelconque de D avec ses 4 sommets (k,1,m,n), soit (H;(Q) le plan contenant

cette face et soit C; l’intersection de (H;(Q) avec C. Comme le montre la Figure 7.8 (voir [18]),

on peut considérer 3 cas topologiquement différents :

1. S(t) traverse deux cétés opposés de F;,(Q).

2. S(to) traverse les deux cétés adjacents de F;(Q).

3. S(to) traverse les 4 cétés de F;(O).

Dans les deux premiers cas, C; est constitué d’un unique segment de droite dont la construction

est triviale mais, lorsque les quatre cétés sont traversés, il y a deux segments de droite dont

la construction peut se faire de deux manieéres différentes. Dans ce dernier cas, comme nous

allons le voir dans ce qui suit, la connaissance des variations de y(s,y,z) au voisinage de O est

nécessaire pour supprimer toute ambiguité .

Supposons que l’on ait déterminé le point pp ot S(to) coupe le cdté kf comme indiqué sur la

Figure 7.9 et donnons-nous un pas # > 0 petit par rapport 4 la taille de O; considéré, on peut

alors construire la suite {0,pi,...,pn} de points telle que:

~

pay = he &
BEE iad lll

; _ Oe(F)

Gps « | 20(Bi) |
avec ox

| z = +ltel que : 6;- oy >0

Dans cette expression, ele) et ao) désignent les dérivées partielles de g() au point pr
calculées & Paide d’une méthode d’interpolation locale basée sur les valeurs de g() connues aux

noeuds de la grille réguliére.

Soit p;, le premier point de la suite ainsi définie 4 franchir la droite (kr) ou la droite (Im). En

remarquant que la suite {po,y1,..-,p2} se situe approximativement sur la surface S(to), nous
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Figure 7.4 Génération de contours C en fonction des valeurs aux sommets d’un cube élémentaire

Q. Ces valeurs sont notées “+” Jorsqu’elles sont supérieures 4 Ia valeur de coupure to et “—” Jorsqu’elles

sont inférieures.
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. C ne peut pas étre un contour tortu

c est un polygone simple en 3D montre sur la figure

Figure 7.5 C est toujours un contour simple et ne peut pas étre un contour comme celui dans (b).

(b)

Figure 7.6 (a) Une triangulation correcte de C; (b) Une triangulation incorrecte de C car les sommets

1 et 3 sont situés dans Ia méme face de O.

sommes maintenant en mesure de décider si I’on est dans le cas 1 ou dans le cas 2 représentés
sur la figure7.9; en effet, il suffit de regarder si py se trouve 4 gauche de la droite (kn) ou a droite

de de la droite (Im):

Pn est a gauche de (kn) => cas 1

py est & droite de (im) => cas 2

On congoit aisément que la décision ainsi prise aura d’autant plus de chance d’étre exacte que

la méthode d’interpolation locale utilisée pour déterminer y(p;,) fait intervenir plus de noeuds

du réseau R.
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(b)

Figure 7.7 L’aire de la T-surface obtenue dans (b) est plus petite que celle dans (a), donc la T-surface

dans (b) est considérée comme meilfeure.

7.3 Lissage de la T-surface S(t)) par DSI

Dans certains cas, la T-surface S(49) obtenue par la méthode présentée précédement peut avoir

des rugosités locales (pouvant étre trés importantes). Pour les applications pratiques, ces ru-

gosités présentent des inconvenients. Afin d’éviter celles-ci, on peut soit :

e découper la grille R plus finement.

e régulariser la fonction t = y(z,y,z).

Si on ne peut appliquer une des méthodes précédentes, on se propose d’utiliser une méthode

de lissage appllée “Discrete Smooth Interpolation” (DSI voir [16]). Dans ce qui suit, nous

présentons briévement cette méthode et montrons quelques exemples de T-surfaces traitées par

DSI.

7.3.1 Introduisant la méthode DSI

Supposons que les sommets de la T-surface S(to) ont été numérotés de 1 a N et soit 2 l’ensemble

de ces N sommets. Dans ce qui suit, nous allons identifier le sommet numéro “k” avec le “sommet

k”:

Q= {1,2,...,N}

Pour un sommet quelconque “kK” appartenant 4 2, nous définissons le voisinage N(k) comme le

sous-ensemble de Q :

a € N(k) <> (a,k) est le coté d’un triangle de S(to)

le vecteur joignant l’origine de espace 3D et un sommet donné k est noté 9}, et gy est la collection

de tous ces sommets :

¢ = {¥1,92,..-,~N}
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la méthode DSI est basée sur un critére de rugosité locale R(y|k) définie & chaque noeud KE |:

R(y|k) = || D7 v%(k) - val?
a€N(k)

les coefficients {u%(*)} sont des pondérateurs donnés. Pour étude présentée dans cette section,

nous avons choisi ces coefficients de la facgon suivante :

aay . J -|A(A) si ask

ve = { 1 si a@€ A(k)

avec

{ A(k) = N(k)~{k}
|A(k)| = le nombre d’éléments de A(k)

Le critére de rugosité locale R(p|k) est utilisé pour construire une rugosité globale R(y) tel

que :

R(v) = D7 R(vlk)
ken

En pratique, la T-surface S(to) doit respecter un ensemble de contraintes données et ce qui

introduit une contrainte sur l’ensemble gy des solutions admissibles; la méthode DSI suppose

que chacune de ces contraintes peut étre exprimée de la maniére suivante :

Ci(g) = 0

Le but de la méthode DSI est de rechercher |’ensemble y des sommets qui minimise R*(y) tel

que :

R*(yv) = D> R(v|k) + Dw? - |Ci(y)??
keQ :

les coefficients w? sont appelés “facteurs de certitude”, et ils sont donnés pour moduler Vimportance

relative de chaque contrainte.

7.3.2 Lissage d’une T-surface

Soit $°(to) la surface initiale produite par notre algorithme et soit y® la collection de ses sommets

associés gy? :

0.50 0 6
e = {1,"2--..9N}

nous nous proposons de transformer cette surface en une T-surface lisse S(ig) qui est proche de

la $°(t9); autrement dit, chaque noeud y; de S(to) doit satisfaire les contraintes suivantes :

0
Gir Fi
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ceci nous suggére de choisir R*(y) tel que :

RY(p) = D7 R(elk) + Do we - lle — PIP
ken En

La minimisation de R*(y) permet de calculer la position des sommets de la T-surface lisse S(to).

On trouve sur la Figure 7.10 un exemple de lissage de surface S(t) obtenu a l’aide de DSI.
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Figure 7.8 Intersection d’une face F,(Q) avec la surface isovaleur S(io) et génération du segment de

droite correspondant appartenant aC.
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Figure 7.9 (a) p, est 4 gauche de (kn); (b) px est 4 droite de (Im).
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Figure 7.10 (a) Exemple de surface isovaleur obtenue 4 Vaide de notre
méthode. (b) Ia méme surface aprés lissage a l’aide de la méthode DSI.
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Figure 7.11 (a) Surface isovaleur correspondant 4 une fonction math ématique.
(b) Surface isovaleur correspondant a la peau d'un gisement.



Reconstruction de forme 4 partir des

coupes sériées

8.1 Introduction

Dans beaucoup d’applications, un objet ou un ensemble d’objets sont connus par un ensemble

de coupes sériées. Par exemple, en médecine, les coupes sériées sont constituées par des images

planes obtenues en déplacant un appareil d’échographie ou de rayons-X dans une direction

donnée. Ici la structure 4 reconstruire apparait sous la forme de contours correspondant &

V’intersection de la peau de l’objet avec les plans d’acquisition des données.

Parmi les méthodes proposées dans la littérature, on distingue deux approches différentes :

e Méthode de Kappel et Pauchon(voir [28]) qui réduit le probléme en construisant une série

de T-surface, chacune est entre deux sections adjacentes.

e Méthode de Boissonnat (voir [2]) qui construit directement le volume de l’objet au lieu de

construire sa peau.

Dans la premiére approche, la surface entre deux sections adjacentes est constituée par des

facettes triangulaires, chacune d’elle étant définie par deux points d’un contour (dans une sec-

tion) et un point dans l’autre contour (l’autre section adjacente). La construction de cette

surface est équivalente & la recherche d’un chemin dans un graphe. Si l’on associe un poids &

toutes les arétes du graphe, un algorithme classique de la recherche du plus court chemin peut

donner une construction optimale. Plusieurs méthodes pour définir le poids sont proposées :

e basée sur le volume entouré par la surface.

@ basée sur l’aire de la surface.

e basée sur la longueur de ses arétes joignant les deux contours.

142
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@ etc...

Grice a l’existence de ces critéres, cette méthode devient trés utile dans un nombre considérable

d’applications. Néanmoins, cette méthode ne peut pas fonctionner lorsque la différence de deux

contours devient grande. Un cas extréme est un contour convexe dans un plan, un contour spiral

dans un autre plan. Le résultat va étre une T-surface qui se croise avec elle-méme.

La méthode de Boissonnat est une approche toute nouvelle. Elle peut traiter les cas ot l’objet

contient de multiple contours et le nombre de contours varie d’une section 4 autre. Différente

de la premiére approche, cette méthode ne construit pas directement la peau de objet mais son

volume. I] est naturel qu’une fois le volume de !’objet construit, sa peau (une T-surface) peut

étre obtenue facilement en cherchant la frontiére du volume de objet. Cette méthode utilise

la triangulation de Delaunay (voir [23]), elle permet de traiter les objets multiples et les objets

avec des trous, sans jamais produire une T-surface qui se recoupe par elle-méme.

Dans ce chapitre, nous présentons brievement la méthode de Pauchon (voir [28]) avec le

critére basé sur la longueur des arétes entre les contours et ensuite l’approche de Boissonnat.

8.2 Algorithme de Pauchon

8.2.1 Représentation du probléme et résolution générale

Soit Ly = {pi,...,pm} la liste ordonnée des points d’un contour simple situé dans un plan; de

méme soit Lz = {qi,..-, qn} la liste ordonnée des points d’un contour simple situé dans un plan

paralléle au premier (cf Figure 8.1).

Dans un premier temps, on suppose que la triangulation cherchée doit contenir les arétes

Pig: et pmgn- Pour obtenir une représentation pratique de |’ensemble des triangulations possibles

entre Ly et Lz, on définit un graphe G = {C;;, N} associé a L, et Le (cf Figure 8.1). Les noeuds

de ce graphe noté Cj; représentent un segment p,q; joignant le point p; de Ly et g; de £2, un

arc & (Ci;,Ci,) de G qui joint Cj; 4 Cj, représente le triangle T(pi, qj, 9x).

La triangulation [ cherchée doit respecter les régles suivantes :

e Tout point d’un contour doit étre relié au moins 4 un point de l’autre contour, autrement

dit, une triangulation est représentée par un chemin dans G qui part-de Cy, et va en Cynn

en passant au moins une fois sur chaque ligne et chaque colonne.

e Si le segment p;q; appartient 4 1, alors ]’un des deux segments pj41q; ou pjgj41 doit ap-

partenir aussi aT’. L’interprétation de cette regle sur G est :

tout noeud Cj; de G doit étre relié par une aréte soit au noeud Cj;41, soit au noeud Cj41;.

e Les arétes de [ ne doivent pas se croiser. Si un chemin dans G représentant une trian-

gulation de LZ; et Lz passe par Cj; et Cj41;, alors il ne peut pas passer par Cj;41, d’ot

Vorientation donnée aux arcs de G.
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Figure 8.1 La triangulation se réduit 4 Ja recherche d’un plus court chemin dans un graphe.

Le graphe G permet donc de donner une interprétation trés simple du probléme initial en terme

de théorie des graphes : toute triangulation admissible entre Z, et L2 est représentée par un

chemin dans G joignant Cy; et Cy,n, on peut aussi montrer que le nombre total de triangulation

est T(m,n) = Ltn dh. 7, L’idée est donc d’associer un coiit aux arcs de G et de chercher le
plus court chemin au sens de ce coiit entre Cy; et Cran. Pour que la triangulation correspondant

& ce plus court chemin soit celle qui représente le mieux la portion de surface entre les contours

Ly, et Dg, il faut que le coiit soit bien choisi.

Pauchon a constaté qu’en minimisant la somme des longueurs des arétes qui relient un

contour 4 l’autre, on obtient des triangulations trés satisfaisantes que le contour soient connexe

ou non. Le coiit associé & chaque aréte du type (Cj;,Cij41) ou (Cj, Ci41;) a donc été choisi égal

4 la longueur du segment pigj41 Ou pi+19;-

8.2.2 Cas ott les deux coupes ont le méme nombre de composantes

Soient {Cy1,C12,...,Cin} les contours de la coupe 1, {C21,C22,...,C2n} ceux de la coupe 2 et

G;; ’équibarycentre des points du contour Cj;(y = 1,2;s € [1,n]). Pours allant de 1 an, on

associe le contour Ci; au contour C2, de la coupe 2 dont le centre de gravité est le plus proche

de celui de Cy;. On triangule Cy; et C2, par la méthode décrite ci-dessus.

Le seul cas ofl cette méthode donnerait des résultats absurdes est celui ott Gj; et Gy, auraient

un méme plus proche voisin dans {G;|t € [1.n]}. Ce cas est peu probable dans les applications

tant que la distance entre deux plans de numérisation successives n’est pas trés grande. Or cela

est toujours vrai si l’on veut avoir une numérisation suffisemment précise de l’objet (cf La Figure

8.2).
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Figure 8.3 Les deux coupes contiennent un nombre différent de contours.

8.2.3 Cas ott une des coupes a une composante connexe et lautre a n com-

posantes connexes

Cette situation est représentée dans la Figure 8.3.a ot une coupe est constituée d’un seul con-

tour et la suivante de deux. Dans ce cas relativement simple, une idée naturelle est d’essayer de

diviser le contour C' de la coupe 2 en deux sous-contours 5,1 et 5-2 et de se ramener ainsi au

cas que on vient de voir. Pour diviser le contour C’, une méthode simple est la suivante :

Soient P le plan médian de Gy; et Gy2 et T lintersection de P avec Je plan de la coupe 2.

T intersecte C en deux points Py et Py»: il est alors facile d’en déduire S,1 et $2.

Il peut cependant se produire que 7 coupe C' en plusieurs points comme indiqué sur la

Figure 8.3.b. Dans ce cas la décomposition de C en deux sous-contours reste faisable, mais

elle est plus délicate 4 mettre en oeuvre, surtout dans la généralisation & un nombre n de
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contours (n > 1): en effet, cette généralisation conduit a chercher, d’une maniére analogue, une

décomposition de C’ en n sous-contours qui doivent correspondre aux n contours de la coupe

suivante. La médiatrice T utilisée dans exemple ci-dessus (n = 2), doit étre rermplacée par le

diagramme de Voronot associé aux équibarycentres (G;) nj = 1 des nm contours. Ce diagramme
définit une partition du plan en n régions. En projetant cette partition sur le plan de la coupe

n’ayant qu’une composante connexe, on obtient la superposition du diagramme et du contour.

Moyennant certaines manipulations analogues 4 celles représentées sur la Figure 8.3.b, dans le

cas ot n = 2, on peut en déduire une décomposition du contour C' en n sous-contours.

8.3 Algorithme de Boissonnat

8.3.1 Position du probleme

Supposons que !’on ait un ou plusieurs objets dans l’espace 3D, qui sont intersectés par un nombre

fini de plans spécifiques, pas forcément paralléles. Les seules informations connues de ces objets

sont les intersections de leurs peaux avec les plans. Chaque intersection peut étre représentée

par un nombre fini de courbes fermées et orientées qui séparent l’intérieur et |’extérieur des

objets. Ces courbes sont approximées par des lignes polygonales fermées appellées contours.

Soient C’ ensemble des ces contours et M l’ensemble des sommets de C. La reconstitution de

Vobjet se fait en construisant le volume, dont le bord est obtenu tranche par tranche 4 partir

de la triangulation de Delaunay associée 4 deux sections adjacentes. Dans ce cas particulier la

triangulation de Delaunay peut étre calculée de facon efficace en ne faisant intervenir que des

opérations 2D.

Soient Py, P, deux sections adjacentes et C1, C2 deux contours situés respectivement dans

P, et Pz (Ci et Co peuvent étre constitués de plusieurs composantes connexes). Dans ce qui

suit, Cy et Cg sont considérés comme étant contenus dans la triangulation de Delaunay de leurs

sommets.

8.3.2 Construction du volume convexe

Soient M; (s = 1,2) le sous-ensemble des points M situés dans le plan P;, DT; (resp V;) la trian-

gulation de Delaunay (resp diagramme de Voronos) de M; dans le plan P; et DT la triangulation

de Delaunay de M = My + M2 en 3D.

L’intersection de DT avec le plan P; (# = 1,2) est identique & DT;.

Une importante conséquence de cette proposition est que le contour Cj va étre contenu dans

DT si et seulement si C; est contenu dans DT;. Cette condition est satisfaite lorsqu’il existe un

ensemble de cercles dans P; (s = 1,2) tel que chaque cercle passe par les sommets de deux cdtés

consécutifs sans contenir aucun autre sommet de C; (cf Figure 8.4). Si cette condition n’est pas

vérifiée, il suffit d’ajouter de nouveaux points comme I’affirme la proposition suivante.
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Figure 8.4

Proposition 2

Chaque polygone simple est géométriquement identique 4 un polygone contenu dans la triangu-

lation de Delaunay de ses sommets et obtenu en ajoutant au plus un nombre fini de points sur

certains cétés du polygone initial.

Grace 4 ces deux propositions, maintenant on peut supposer que les contours de C; (s = 1,2)

sont contenus dans la triangulation DT;. La méthode de la triangulation de Delaunay a été

présentée auparavant (voir chapitre 3.1), dans la suite, on détaille la construction de DT une

fois DT, et DT2 connues.

Pour ne pas alourdir le probleme, on suppose que les deux plans Py et P2 sont paralléles.

Les tétraédres de DT sont de deux types (cf Fig8.5) :

e Le tétraédre T; qui a 3 sommets dans P;(¢ = 1,2) et par conséquent di a la proposition 1

ces 3 sommets sont également les sommets d’un triangle t de DT;; le quatriéme sommet

de T est le point de M;(t # 7) qui est le plus proche du centre du cercle circonscrit a7.

e Le tétraédre 7,2 qui n’a pas de face contenue dans P, et Pz mais posséde un cété contenu

dans Fy (resp. et P,) et qui fait partie de DT, (resp. DT).

La proposition suivante réduit le probleme du calcul de ces tétraédres 4 celui de la recherche

d’intersections des segments dans un plan. s

Proposition 3

Un coté e, de DT, et un cdté e2 de DT> appartiennent aun tétraédre de DT si et seulement si

leurs cétés duals dans le diagramme de Voronots s’intersectent lorsque l’on projette perpendicu-

lairement P, sur P2.

Considérons le graphe G(M,, M2) qui est l’union de deux diagrammes de Voronos obtenus aprés

projection de P, sur P2 suivant une direction orthogonale 4 ces plans. Un noeud de ce graphe

est un sommet V; de l’un des deux diagrammes de Voronos VY, et V2 ou l’intersection entre un
cété de Vy et un cdté de V2. Toutes les informations concernant la structure de la triangulation
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Figure 8.6 Génération des tétraédres 4 partir de deux contours qui se réduisent 4 deux triangles.

de Delaunay 3D de M, U M2 peuvent étre déduites de ce graphe. A chaque noeud de ce graphe

correspond un tétraédre tel que :

@ Si le noeud est un sommet de V, (ou V2), il est alors le centre d’un cercle circonscrit sur

un triangle noté T(abc) de DT, (resp DT). Lorsque l’on projete P, sur P2, ce noeud est

projeté a l’intérieur d’une cellule de V2 (resp V,) associée & un point de Mz (resp Mj)

noté B. Ce noeud correspond a un tétraédre T(abcB) de type Ty (resp Tz). Considérons

lexemple simple de la Figure 8.6. Dans les deux plans P; et Py, Cy et Co se réduisent a

deux triangles 4; = T(abc) et t2 = T(ABC) et le centre du cercle circonscrit 4; est I;. DT;

contient évidement %;. Notons Vay, Vic, Vea, Vas, Vac, Voa les cdtés du diagramme de

Voronot dual aux cétés ab, bc, ca, AB , BC, C'A respectivement. Dans cet exemple, on
| obtient un tétraédre 5; = (abcB) de type 7), et un tétraédre Sz = (aABC) de type To.
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e Si le noeud est l’intersection de deux cétés vy dual de e, de DT, et vg dual de eg de DT,

il correspond 4 un tétraedre de type Tz contenant e; et e2. Dans l’exemple de la Figure

8.6, on obtient les 3 tétraédres suivants :

— Vic intersecte Vgc produit le tétraédre S3 = (bcBC).

— Veq intersecte Vgc produit le tétraédre Sq = (acBC).

— Va- intersecte Vac produit le tétraédre Ss = (acAC).

La relation d’adjacence entre ces tétraédres est donnée par le graphe G(M,, M2). Par exemple,

S4 posséde 4 voisins S1, 52, S3 et Ss, Sl a deux voisins 53 et S4 et donc deux faces sur le bord

de la triangulation DT (qui est ’enveloppe convexe de M).

Remarques (Grace a la proposition 3)

e DT est indépendant de la distance des deux plans. La méthode de calcul de DT par la
proposition 3 peut alors éviter beaucoup de problémes numeériques.

e Le nombre de tétraédres de DT’, dans le pire cas, est de l’ordre O(n *n) .

8.3.3. Adaptation du volume convexe au contour

position du probléme

Soit O un objet (un ensemble d’objets va aussi étre appellé un objet), la seule information

connue de cet objet est un ensemble de E sections qui sont les intersections de l’objet avec Z

plans. Supposons que dans chaque section, l’objet est constitué par des régions polygonales

simples, certaines pouvant étre situées 4 l’intérieur des autres. L’objectif est de trouver un objet

O’ dont les intersections avec les L plans de coupe sont exactement les sections de coupes (ceci

évite Pobjet ayant une épaisseur nulle). Le probléme de la construction de O’ se réduit 4 la

construction de Z — 1 formes partielles, chacune joignant deux sections de coupe C; et Ci41

situées dans deux plans adjacents. La méthode consiste 4 calculer la triangulation de Delaunay

des points M; de Cy et Mj41 de C2 qui est un solide convexe. Pour modéliser la portion Oi2

de l’objet O entre P, et P,, il est nécessaire d’éliminer certains tétraédres . On applique cette

procédure itérativement pour toutes les paires de plans adjacents; 4 la fin, on obtient un ensemble

de tétraédres O’ qui doit satisfaire les conditions suivantes :

1. O' est un solide. Un solide est défini comme un ensemble de tétraédres (ou Punion

d’ensembie disjoints) connectés face a face et sa frontiére est un polyédre simple.

2. O' intersecte les plans de coupe suivant les sections de coupe données.

Marquer les arétes dans les sections de coupe

Chaque section de coupe est supposée avoir une face dessus et une face dessous, la face dessus

du plan P; est vue dans la face dessous du plan adjacent P;_;. Par convention, les normales 9;

a ces plans sont orientées dans la direction dessous dessus.
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abcA,

(a)

Figure 8.7 Recherche des tétraédres internes.

Pour séparer V’intérieur et Vextérieur de |’objet les contours sont orientés dans le sens des

aiguilles d’une montre autour des normales des plans correspondants. On peut distinguer facile-

ment si une aréte M;M; se trouve 4 l’intérieur, a |’extérieur ou sur les contours de la fagon

suivante :

e M;M; est 4l’intérieur, si M;Mj-1, M;Mj et M:Mi+1 sont dans le sens inverse des aiguilles

d’une montre.

e M;M; est a l’extérieur, si M;Mj_1, M;M; et M;Mj41 sont dans le sens des aiguilles d’une

montre.

e M;M; est sur les contours, si Mj41 = M;.

Recherche des tétraédres internes

Rappelons que toutes les informations concernant DT sont contenues dans le graphe G(M1, M2)

défini précédement (noté G). Ce graphe est obtenu en superposant les deux diagrammes de

Voronos DV, de M, et DV, de Mz. Chaque noeud de G représente un tétraédre de DT et deux

noeuds sont adjacents si et seulement si ils représentent un tétraédre ayant une face commune.

G posséde les 3 propriétés suivantes :

e L’ensemble de tous les tétraédres de DT partageant une aréte e dans P; (s = 1,2) est

représenté par tous les noeuds de G appartenant 4 |’aréte de v; dual a e (cf Fig 8.7.a).

e L’ensemble de tous les tétraédres de DT partageant un sommet commun m de FP; est
A ‘

représenté par tous les noeuds n(s) de G appartena

de la cellule de vu; autour de m (cf Fig 8.7.b).

: #3 P

nt alo frontiore at tambant Ain
enant 2.2 ironticre ef tomes 2s ipar tou 3 VOU

e@ L’ensemble de tous les tétraédres de DT partageant une aréte mym 2 avec m, € P, et

m2 € Po est représenté par les noeuds de G appartenant 4 un cycle élémentaire de G noté

G(m4,m2). ,

Si un tétraédre de type T,, ZT) ou Ty, contient une aréte dans le plan Py ou dans P, qui est

& Pextérieur des contours donnés, ce tétraédre n’appartient alors pas au modéle $j, sinon,
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la condition 2 ci-dessus ne serait pas vérifiée. Dans le graphe G, ceci implique que !’on doit

supprimer tous les noeuds représentant les tétraédres contenant les arétes qui sont a |’extérieur

des contours et les arétes qui sont adjacentes & ces noeuds dans G (régle 1). En effectuant ce

procédé, G devient G;. Une fois cette régle appliquée, il reste 4 satisfaire la condition 1.

On doit d’abord éviter la situation ot une portion de la triangulation Dj, est connectée

(méme localement) seulement avec une portion de D2 4 une k-dimension (k = 0,1). Ce genre de

connection va produire des liens étranges qui engendrent une tranche non solide. Heureusement

on peut vérifier ce comportement sur chaque aréte interne ou sur la frontiére d’un contour donné.

Dans la triangulation DT, cette aréte e (du plan P2) est contenue dans une série de tétraédres se

joignant face-4-face commengant par un tétraédre de type T2, ensuite un ou plusieurs tétraédres

de type Tj2. Si e est a l’intérieur d’un contour P2, alors cette série va se terminer dans un seul

tétraédre de type T2; sinon, elle se termine dans un tétraédre intermédiaire de type T12 ayant

une face sur !a frontiére de DT. Pour obtenir une représentation de solidité de Oy2, on doit étre

sir que les tétraédres qui sont gardés (attachés 4 cette aréte e dans S12) sont encore connectés

face-a-face & au moins un des deux tétraédres possibles de type T}, sinon, la région locale du

contact de cette portion du modéle avec le plan P2 va étre unidimensionnelle, il n’y a donc

pas de solide. De cette maniére, on arrive 4 un critére décrivant les tétraédres intermédiaires

qui doivent étre éliminés. Pour un tétraedre S de type Ti2 qui est gardé aprés l’exclusion des

tétraédres ayant une aréte 4 lextérieur de Ci ou C2 (régle 1), on effectue le test suivant :

Supposons que S ait deux arétes e € P; et f € P2, ces arétes étant a l’intérieur ou sur le

bord. On vérifie si S est connecté (4 travers les tétraédres gardés) face-a-face 4 au moins un

des deux tétraédres possibles de type TJ; et connecté aussi a au moins un des deux tétraédres

possibles de type T2. Si ceci est vrai, alors § appartient 4 Oj2, sinon S doit étre rejeté (régle 2).

La solidité ci-dessus peut aussi étre vérifiée dans le graphe G1. Soit n un noeud de type T42

de G, situé 4 l’intersection d’une aréte v; de Vi et d’une aréte v2 de V2; soit S le tétraédre

correspondant. S appartient 2 Qj2 si et seulement si n est connecté avec un noeud de type Ti

& travers une série d’arétes appartenant 4 v; au moins, et connecté avec un noeud de type Ty a

travers une série d’arétes appartenant 4 v2 au moins. Lorsqu’un noeud a été éliminé pendant le

processus, il ne peut plus étre un élément du chemin vérifiant les conditions 1 et 2 des noeuds

quels qu’ils soient. Cette propriété peut étre vue dans G; de la maniére suivante :

On oriente les arétes de Gy qui font partie de V, et V2 a partir den vers les noeuds de type Ty

ou Ty (cf Fig 8.8). Pour traiter les arétes infinies de G,, on suppose que chaque aréte infinie se
termine avec un noeud infini, ce noeud ne correspond pas 4 un tétraédre de Oj2 qui est donc

éliminé. L’aréte infinie esi donc orientée de la méme maniére que les arétes Finies.

Un noeud n de type Ty2 appartient & un chemin valide si et seulement s’il existe au moins

deux arétes de G, provenant de n, lune faisant partie de V, et autre faisant partie de Vo.

Lorsqu’une aréte de Gy regoit une orientation contradictoire, elle ne peut pas étre utilisée dans

le “solid path” et doit donc étre éliminée. :

Il reste & décider quels tétraédres de type T; et de Tz doiventétre gardés. Considérons un

ensemble de tétraédres ayant le méme type TJ; (s = 1,2) maintenus aprés l’application de la

régle 1 et intersectés par le plan P; (s # y) au méme point. Ces tétraédres sont donc connectés
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Figure 8.8

face-a-face. Si cet ensemble a un élément qui partage une face avec un tétraédre gardé de type

T\2, alors tous les tétraédres de cet ensemble doivent étre gardés (régle 3). Dans le graphe G4,

cette régle est facilement appliquée aprés une contraction du graphe. Si deux noeuds de méme

type T; sont adjacents, on les considére comme un seul noeud de type T;. Un noeud est éliminé

si et seulement si il n’a pas d’arétes adjacentes.

Construction de la forme totale

Pour la construction de la forme entiére de l’objet, on applique la méthode ci-dessus 4 LE — 1

tranches. L’objet reconstruit va, dans plupart des cas, satisfaire les conditions 1 et 2 (cf page

27). Or la condition 1 peut étre violée si une face d’un plan de coupe P; se trouve isolée dans

deux tranches adjacents P,_1P; et Pj Pj41 (cf Fig 8.9.a). Dans ce cas, l’objet reconstruit ne va

intersecter P; que sur des sous-ensembles de la section de coupe donnée. La condition 1 peut

aussi étre violée si on trouve une aréte d’un plan de coupe P; ayant une singularité dans les deux

tranches adjacentes contenant |’aréte (voir Fig 8.9.b).

Ces difficultés arrivent lorsque la distance entre deux plans adjacents est trop grande. Pour

éviter ce genre de circonstances et la création d’objets “non-solide”, on doit effectuer des coupes

intermédiaires. Si cela n’est pas réalisable, il est alors nécessaire d’interpoler des nouvelles

sections.

La duplication de la section C; du plan P; produit une nouvelle section Cj, on place on

proche de Pj. La tranche entre Cj et Ci peut étre calculée par un moyen trivial et ceci va

garantir qu’aucune face de la section de coupe n’est perdue et qu’aucune singularité ne peut se

produire.
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Conclusion

Nous avons expliqué en introduction les probémes que posait l’application informatique aux

sciences de la terre, pour lesquels le projet GOC'AD se développe. Ce mémoire fait partie de ce

projet.

Nous avons présenté ensuite des algorithmes pour résoudre certains de ces problémes :

Tous

Premiérement, nous construisons un ensemble d’outils de base pour la modélisation et

la manipulation de T-surfaces complexes; ces outils peuvent également étre utils pour

d’autres applications de GOCAD.

Deuxiémement, nous décrivons des algorithmes détaillés pour ]a modélisation de T-solides

(T-surfaces fermées) et un algorithme pour le découpage de T-surfaces ainsi que des outils

pour les opérations chirurgicales sur les T-surfaces effectuées de facon interactive.

Troisigmement, nous présentons trois méthodes pour la modélisation de T-surface. La

deuxiéme méthode qui convertit une grille 3D en une T-surface est une nouvelle ap-

proche, elle est trés utile en pratique. Par exemple, beaucoup d’applications miniéres

fournissent des données définies sur les grilles 3D (surtout les grilles de valeur 0 et 1, 0

signifie “a l’extétrieur” de la matiére et 1 signifie “a l’intétrieur” de la matiére), dans ces

cas, cette méthode peut construire des T-surfaces automatiquement. En utilisant les outils

développés dans GOCAD, toutes les modélisations de ces T-surfaces peuvent étre faites

de fagon simple (ex: simulation de faille).

ces algorithmes ont été implémentés et testés sur divers exemples, nous constatons que :

La mise en oeuvre d’un algorithme géométrique n’est pas une chose facile & cause de la

présence des cas particuliers, ceci étant souvents ignorés dans |’algorithme théorique. Un

aigorithme simpie et efficace peut étre tres iourd a impiémenter, or, bien souvent nous

jugeons un algorithme en ne regardant que sa complexité théorique. Nous soulignons ici

qu’étre correct est plus important qu’étre rapide.

La technique de conception en programmation est trés importante. Une bonne technique

peut faciliter énormement le calcul et économiser considérablement la mémoire.

L’erreur numérique en informatique est un phénoméne important si l’on veut garantir la

stabilité du calcul. Par exemple, dans le cas ot les objets manipulés ont des tailles trés

154
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différentes, les mesures effectuées sur les petits objets peuvent devenir invisibles devant

celles effectuées sur les grands.

Les surfaces traitées dans ce mémoire sont constituées par des facettes planes. Dans le futur,

nous allons étendre les algorithmes aux surfaces composées de facettes curvilignes en connection ,

avec le tracé de rayon (en cours de développement dans GOC'AD) et avec l’application de CFAO.
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