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Ce travail est divisé en trois parties.

Dans la premiére partie, nous posons le probléme de
la reconnaissance de formes qui est modélisé par une &quation
de relation floue ol la relation &tablit un pont entre les at-
tributs de la forme et sa catégorie d'appartenance (chapitre 1),

La discussion de la composition qui intervient dans
la relation d'équation floue, nous améne i nous intéresser aux
normes et aux conormes {chapitre 2). Les négations (chapitre 3)
sont envisagées pour &tablir le passage entre les différentes
notions duales l'une de l'autre. Les régles d'inférence (chapi-
tre 4) sont utiles pour la construction des relations. A la
suite de PEDRYCZ qui s'était limité & la composition sup-t nor-
me de YAGER, nous avons apporté des solutions 3 la détermina-
tion d'un opérateur de maximalisation pour la résolution d'équa-
tions de relations floues dans le cas de la composition généra-
le SUP-T avec T norme triangulaire quelconque (chapitre 5), ain-
si que pour un opérateur de minimalisation pour le probléme dual

Dans la seconde partie, nous avons rappelé les résul-
tats des mesures d'incertain développées par DUBOIS et PRADE.

Daps la derni&re partie, nous avons mis en pratique
les notions théoriques précédentes. L'application 2 la reconnais
sance des phonémes est faite a partir des données acoustiques
brutes, et non pas obligatoirement parmi les meilleures fournies
au départ.

= 3 =

CHAPITRE 1

LES EQUATIONS DE RELATION FLOUE
DANS LES PROBLEMES DE RECONNAISSANCE DE FORMES

Nous allons discuter la forme gque doit prendre une
équation de relation floue pour répondre 2 un probléme de

reconnaissance de formes.

1. INTRODUCTION DE LA NOTION DE RELATION FLOUE

On se trouve devant le probl2me suivant : deux &vé-
nements A et B sont en présence. Quel lien existe~t-il entre

ces deux événements ?
Deux exemples d'application sont envisageables :

a) A est un événement cause, B est un événement effet. Il con-

vient de rechercher une relation de cause & effet.

b) A est une forme, B est une catégorie. On a alors affaire &
un probléme de reconnaissance de formes et 11 faut trouver
une fonction discriminante gqui permette d'affecter la for-
me A i une catégorie B. Pour cette application, on peut gé-
néraliser la notion de relation de cause 3 effet et appli-
quer ce terme 3 la fonction de discrimination. Ce probléme

de cause 3 effet peut se formaliser ainsi :
R,A=2B8B

ol o est une composition d'opérations qui calcule l'effet B

i partir de la cause A au moyen de la relation R.
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2. LES EVENEMENTS

) Yi Yn

Les &vénements A et B sont décrits respectivement X

par m et n propriétés ou attributs. A et B possé&dent ces

propriétés avec un degré d'appartenance u € |§,y]. A et B

sont alors les ensembles flous ayant la forme suivante :

X, X ()p1

il i m
A= uxl caee uxi s uxm xrr
¥y vy Y Op:
B = u cene u aeae i
7y Y4 Yn X4 X Xm Y Yi Yn

A ou B sont des ensembles ordinaires si les valeurs u € {0,1}.

3. LA COMPOSITION ,

Dans la relation de cause 3 effet, le degré d'appar-
tenance de la propriété y. de l'effet B dépend, a priori, de - Suivant ce schéma, R doit posséder m lignes et n colonnes.
toutes les m propriétés x5 de la cause A. Ceci conduit au
schéma de calcul suivant : _ L'ensemble des flé&ches du schéma symbolise la composition ..

- La composition ., représentée ici par le calcul du degré
d'appartenance de yj’ pourrait &tre éventuellement différen-
te pour le calcul de chacune des n propriétés de B. A la
suite de tous les auteurs, on n'envisage que le cas ol . est

identique pour toutes les n colonnes de R.




Le choix est fait en prenant appui sur l'exemple
- QUELLE, STGNIFICATFGN DOIN-ON DORNER A LA COMPOIIIIN & 7 suivant (ce choix concerne des classes d'opérateurs et non

pas un opérateur particulier).
Elle se déroule en deux temps.

X, X
a8 2)
D'abord, une "pondération" de M, par 1'€lément r;. de la
i J Prenons : A = [:D
relation R en utilisant un opérateur approprié (Opl)'
1 1 P
C'est la prise en compte d'un attribut de A évalué par son et intéressons-nous i une propriété j de B.
degré d'appartenance et "combiné" avec un élément Ty pour
contribuer & l'évaluation du degré d'appartenance d'un at- Par convention, une propriété (de A ou de B) est considérée :
tribut de B. Chaque calcul évalue une “"contribution par- g .
tielle" - comme plutdt absente si 0 £ug 0.4 ; elle sera dite petite (P},

- comme plutdt présente si 0.6gu <1 ; elle sera dite grande (G).
Puis, évaluation d'une certaine "globalité" faisant inter-
Pour cette &tude, nous supposons provisoirement qu'une
propriété (de A ou de B) est interprétée comme une variable
binaire, les deux valeurs possibles &tant notées P et G. Ainsi,
et x, sont petites ou grandes.

venir les m contributions partielles précédentes. Ce deu-
xiéme calcul fait intervenir un autre opérateur (Opz) (ou

le méme que précédemment). A noter qu'il est souhaitable

que cet opérateur posséde la propriété d'associativité si les seules valeurs de X,

' .
l'on désire que le résultat final ne soit pas dépendant de Dal®' L'exemple &, SHppAse quel -
l'ordre des attributs de A.

x. n'a pas (peu) d&'influence sur la propriété yj, quelle

que soit la valeur de son degré d'appartenance (P ou G),

1

a une influence sur yj ; Yj sera grand si %, est grand,

. COMMENT CHOISIR LES OPERATEURS Opl ET OpZ 2 X,
' . et inversement.

Le choix des opérateurs sera dicté par :

l'existence des propriétés souhaitables ou nécessaires :

monotonie, commutativité, symétrie, associativité, ... ;
la simplicité (en vue de la réduction des colits de calcul)} ;

l'adaptation & une application donnée.
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Résultat Résultat
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ol (a,b) représente un choix (P ou G) pour les coefficients de
la colonne j de la relation,
(c,d) représente les résultats de 1l'opérateur 1.

Pour O, et O,

suivantes sont possibles.

seules les 16 fonctions binaires

NOW NON
S BT oU oU ET
N° d'opéra-
s |%/]2 8 |9 ] 15
Arguments

P ) 4 P |p |P |P |P |P |P |P |G|G |G |G |G |G |G |G
P G PP |P |P |G |G |G |G |P|P IP [P |G |G |G |G
G P P |P |G IG |P |P |G |G |PIP |G |G |P |P |G |G
G G P |G |P |G |P |G |P |G |P|G |P |G |P |G |P |G

On prend tous les couples possibles (Opl et Opz) et

on élimine ceux qui ne conviennent pas

- Les opérateurs 1 et 16 sont éliminés car trivialement sans

intérét.

- Il est souhaitable que O et Op2 soient commutatifs

pl

. car pour O la "pondération" de u, par i3 dépend seu-
i

pl’
lement de ces seules valeurs et non pas de l'ordre dans

lequel elles sont prises ;

. car pour Opz, le résultat final ne doit pas dépendre de
1'ordre des attributs de A. Donc, pour les arguments (P,G)

. ou par commutation (G,P), les opérateurs doivent donner
le méme résultat : on &limine les opérateurs 3,4,5,6,11,
12,13,14.

- En non binaire, les opérateurs 7 et 10 sont en partie crois-
sants et en partie décroissants. Les opérateurs 7 et 10 ne
peuvent garantir un résultat ccohérent et sont a &liminer.

On teste systématiquement les couples d'opérateurs
(opl—o 2) formés i partir des opérateurs restants 2,8,9 et 15,
et cela en se fixant successivement pour (a,b) les quatre con-

figurations :

choix 1 pour (a,b) = (P,P)
choix 2 pour (a,b) = (P,G)
choix 3 pour (a,b) = (G,P)
choix 4 pour (a,b) = (G,G)




Pour le choix n°® 1, il n'y a pas de couple ccnvenable.

Pour le choix n°® 2, on obtient O =2et O = 8.
pl p2

Pour le choix n° 3, on obtient O =8 et O
pl p2

Pour le choix n® 4, il n'y a pas de couple convenable.

= 2.

En non binaire, les opérateurs 2 et 8 sont croissants
par rapport & chacune des variables. En ajoutant des condi-
tions aux limites et compte tenu des propriétés pré&cédentes
imposées, l'opérateur 2 est une t-norme et l'opérateur 8 est
une t-conorme (voir chapitre 2).

Les deux compositions (O —Opz) décrites sont donc

pl
t-conorme - t-norme

et t-norme - t-conorme

Elles s'avérent trop générales ; en fait, on se borne simple-
ment 3 considérer les compositions sup t-norm et inf t-conorme
parce qu'elles possédent des propriétés intéressantes (voir
chapitre 5}.

CHAPITRE 2

NORMES ET CONORMES TRIANGULAIRES

Dans ce chapitre, on rappelle les définitions des
t-normes et des t-conormes introduites par MENGER |MEN-4Z]
lors de l'étude des espaces métriques aléatoires. Nous utili-
serons les résultats démontrés par LING \EJN-6§] et
SCHWEIZER et SKLAR [SCH-60 et SCH-61] . Nous attacherons un
intérét plus particulier 3 la construction et a la comparai-
son de ces t-normes et de ces t-conormes. Nous ferons appa-
raitre le rdle important joué par les générateurs additifs
et multiplicatifs. Nous proposons la construction de t-normes

et de t-conormes i l'aide de générateurs numériques.

1. DEFINITIONS

a) Une application T : |0,1] x [0,1] + [0,1] est une norme

triangulaire ou t~norme ssi

T, ¢ {gég:g; Z g(l,a) s conditions aux limites
T2 : T(a,b) = T(b,a) commutativité

T3 : T(a,b) < T(a,c) si bgc non décrolssance

T4 T(a,T(b,c)) = T(T(a,b),c) associativité

T confare & |0,1] une structure de groupe commutatif

avec 1 pour élément neutre.
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Une t-norme T est archimédienne ssi

: T est continue

: T(a,a) < a pour tout a € ]0,1[>

Une t-norme archimédienne T est stricte ssi

T; + T est strictement croissante sur ]0,1[]x 0,1

b) Une application S

triangulaire ou t-conorme ssi

51

L(S(1,1) =1
“1s(0,a) = S$(a,0) = a
S(a,b) = s(b,a)

S(a,b) ¢ S(a,c) si b g ¢

S{a,s(b,c)) = s(s(a,b),c)

[0, x [0, » [0,1] est une conorme

conditions aux limites

commutativité

non décroissance

associativité

§ confére & [0,1] une structure de groupe commutatif

avec 0 pour é&lément neutre.

Une t-conorme S est archimédienne ssi

S est continue

S(a,a) > a pour tout a € J0,1|%

Une t-conorme archimédienne S est stricte ssi

S est strictement croissante sur Jo,10x Jo, 1%

2. OPERATIONS DUALES

- 13 -

A toute t-norme T correspond une t-conorme S (et ré-

ciproguement) définie par l'une des formules

S{a,b)

ou

T(a,b)

1 - T(l‘all-b)

13

1 - S(l-a,l-b)

3. FONCTION PSEUDO-INVERSE. GENERATEUR ADDITIF

Définition :

Etant donné une fonction f

0,10 ~ |0,+=|_vérifiant

£(1) = 0, continue et strictement décroissante, on appelle
= o 1
pseudo-inverse de £ et l'on note f( ) la fonction définie

par

b)

H

f(_l) (a)

f(-l) représente la pseudo-inverse de f et £

£ 1) siae [0, £00)]

0 sia € J£(0),+o[C

1 est la fonec-

tion réciproque de £.

La relation £(1)

finir une t-norme.

0 est une condition nécessaire pour dé-




- 14 -
- 15 -

Théoréme

Une application T ; [:0,1] x [0,1] ~ |0,1] est une

T 3 Les normes triangulaires continues et archimédiennes
t-norme archimédienne ssi 9

(-1) dont les fonctions génératrices sont telles que f(l) = 0 et
T(a,b) = £ [£(a) + £(0)]. £(0) est fini, sont nilpotentes si, pour toute suite {ai}ieN
Ce théoréme est Al & LING |LIN-63]. de nombres de J0,1[_, il existe un n, tel que . =
£ n n
§ (-1) 50
. f(a,) > £(0) et donc T(an,a;,.-.s8,4) = £ fla,)| = 0.
La fonction f est appelée générateur additif de T ; i=1 & 0r=1r s i=1 i
elle est définie & une constante multiplicative prés.
Remarque :
La t-norme T est stricte ssi : lim f£(a) = +=, B
a+0
a>0 Dans le cas oll £(0) est fini, on peut toujours sup-
poser £(0) = 1 puisqu'un générateur additif est défini & une

constante multiplicative prés.

Le générateur additif f est normé ssi £(0) = 1.

o fElz - : RGEE

Cas d'un générateur additif pour une t-norme stricte

0

Cas d'un générateur additif normé

Remarque :

Pour une t-norme stricte, alors PAGE Y 1
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Propriétés
£ (gqa)) = a 1 .
AT g
£(£° @) = min(a,£(0) g =g
Définition
Etant donné une fonction g : |[0,1] + [0,+=|_ vérifiant 0 < 1 2
g(0) = 0, continue et strictement croissante, on appelle
pseudo-inverse de g et l'on note g(_l) la fonction définie
par :
Cas d'un générateur additif
- . - our une t-conorme stricte
- g7Ha) siae [0,901)] F
( l)(
g a) ) -
1 sia € Jqg(1),+=|_. Le générateur additif g est normé ssi g(l) = 1.
Théoréme :
Une application S de [0,1] x [0,1] + [0,1] est une |
t-conorme archimédienne ssi ! 1
7 (-1]_1
S g'=
// '_v'
- -
sta,b) = g™ (Ta) + g(b)] -
g 'f"f'
La t-conorme S est stricte ssi : lim g(a) = += , i s
arl S
a<l s
0L w2 g‘-g a
| 0 1

Proprigtés
¢ (g(a)) = a
¢ (g(a)) = max(a,g(1))




4, t-NORMES ET t-CONORMES DUALES NON PARAMETREES

Si une t-norme possé&de f pour fonction génératrice,
alors la t-conorme duale a pour fonction génératrice la fonc-
tion g définie par :

glx) = £(1-x) et gV (x) =1 - £
Il existe une infinité de fonctions £ (ou g) de [0,1| dans
[D,+»|_ , continues, strictement décroissantes (ou croissan-
tes) telles que £(1) = 0 (ou g(0) = 0) ; donc, il existe une

infinité de normes (ou de conormes).

Les t-normes et les t-conormes duales les plus im-
portantes, ainsi que leurs propriétés, sont données dans le
tableau suivant. Les générateurs additifs permettent d'envi-
sager d'autres normes et conormes. Considérons par exemple
~ la fonction génératrice f(x) = iii ; on obtient le produit

de Hamacher qui est une norme stricte :

_ ab
T @P = =p-ap
et pour concrme duale :
- la fonction génératrice f£(x) = 2n zii ; on obtient le produit

d'Einstein qui est une norme stricte :

- ab
T Bl = Ty ey

et pour conorme duale :

a+b
1+ab

S (a,b)
Il

e
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De son cdté, Mizumoto IyIZ-BQ} considére des fonc-

tions génératrices trigonométriques :
- la fonction génératrice f(x) = cos % X introduit la norme
nilpotente :

Tc(a,b) = % Arc cos

N

min{l, cos L a+ cos % b)}

et la conorme duale

n

Sc(a,b) Arc sin

min(l, sin a + sin b)] ]

V]
[VE]

R

- la fonction génératrice f(x) = 1 - sin % X introduit la nor-

me nilpotente :

NE
NI

Ts(a,b) = % Arc sin‘max(o, sin a + sin b-l)]

et la conorme duale

5 =
Ss(a,b) e Arc cos.?ax(o, cos % a + cos % b—l)] 3
- la fonction gé&nératrice f£(x) = cotg % ¥ introduit la norme
stricte
_ 2 ¥ m
T, (a,b) = = Arc cotg.fotg 7 a + cotg % %]

et la conorme duale

2
St(a,b) == Arc tg[}g % a + tg % ?].

1§

- En considérant la fonction génératrice f(x) tg %(l-x),

nous proposons la norme :

tg F(l-a) + tg %(1-b)]}

TH(a,b) = max(0,1<-% Arctg

et la conorme duale :

5

T oow
fg 72 + tg

o=

Sy(a,b) = min{l, % Arctg

- 2 =

5. INEGALITES ENTRE t-NORMES ET ENTRE t-CONORMES

Tw(a,b) est la t-norme la plus faible. En effet,
Tw(a,b) respecte les conditions aux limites et T (a,b) est

nulle partout ailleurs.

Min(a,b) est la t-norme la plus forte. En effet,
min(a,b) respecte les conditions aux limites et puisqu'une
t-norme est commutative, pour un b donné avec b £ a £ 1,
nous devons avoir T{(l,b) = b et compte tenu de la non-décrois-
sance, la valeur la plus grande sur le segment est b, c'est-
d-dire le minimum de a et de b.

SCHWEIZER et SKLAR l}CH—GQJ montrent que toute norme T(a,b)

vérifie :

Tw(alb) < T(alb) < min(a,b)

T(a,b)

Tw(a,b) min(a,b)

Par dualité, la t-conorme la plus faible est max(a,b) et la

t-conorme la plus forte est S&(a,b).
Toute t-conorme S(a,b) vérifie
max(a,b) § S(a,b) ¢S (a,b)

S{a,b)

max(a,b) S, (arb)




- 22 - ; - 23 -

Remarque :
Cependant, deux t-normes (ou deux t-conormes) ne

sont pas forcément comparables entre elles. Par rapport & l'article de Mizumoto [MIz-86] , nous

avons trouvé la différence suivante : la norme T, n'est pas

Ainsi, pour le produit et la norme de Mizumoto T comparable au produit.

£ f
0.6 x 0.4 = 0.24 <Tt (0.6,0.4) = 0.2826
Ty (0.9,0.9) = 0.8047 < 0.9 x 0.9 = 0.81

La représentation tridimensionnelle des t-normes est

donnée ci-aprés. -

Entre les t-normes précédentes, on vérifie l'ordre \
suivant :

t-normes ! \

min {a)
i \ (
I )
Tg Produit de Hamacher N 3
M . A o
TS Tf Produif min{e,b) Mizumoto Ts

T, Produit d° Einsfein

TH

Tm

Te

Hamacher T=8b/8+b-ad

| Tw — Hizumote Tt




IO N, T

Tm=a+b-1 ¢ o+b>=1,5in6n 0
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orme Th
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Par dualité, 1'ordre entre les t-conormes est le

suivant :

t-cono: rmes

Sw

S¢

Sy Somme bornee

Sh
St Somme d’Einstein

Ss Sp Somme probabitiste

S Somme de Hamacher

\/4& {v)




La représentation
est la suivante :

max(a,b)
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tridimensionnelle des t-conormes

= 27 =

Hamacher Sz3+b-28b/1-at

Mizumeto S¢
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6. AUTRES CONSTRUCTIONS DE t-NORMES ET DE t-CONORMES

You |You-83] propose une autre construction des
t-normes et des t-conormes (voir A. Kaufmann, note de tra-
vail n° 109).

Soit une fonction k continue sur |0,1], strictement
croissante, telle que k(0) = 0 et k(1) = 1 ; alors, pour tou-

te t-norme T(a,b)
F(a,b} = k—llﬁ(k(a),k(b))] est une t-norme,
et pour toute t-conorme S(a,b)

F'(a,b) = k }[S(k(a),k(b))] est une t-conorme.

Exemple :

Considérons la fonction k(x) = i?% qui vérifie les

hypoth&ses du théoréme 1. Avec la t-norme produit T(a,b) = a.b:
on obtient la t-norme !

2ab

F(a,b) = g3pi7-ap -

La t-conorme duale du produit est la somme probabiliste

= - ' 1 - ' = a+b
Sp(a,b) at+b-ab, d'old la t-conoxme F'(a,b) BT

Remarque :

Pour F(a,b) (ou pour F'(a,b)), le théoréme 1 conduit
3 envisager une "déformation &lastique" d'une t-norme T (ou

d'une t~conorme S) & l'aide de la fonction k.

[P ST ST P

= 29 =

Soit une fonction h continue sur ]O,l], strictement

décroissante, telle que h(0) = +« et h(l) =1 ; alors :

h_ll}(a).h(b)] est une t-norme,

Fl(a,b)

h'lljl(a) + h(b)-1] est aussi une t-norme.

it

et F,la,b)

Exemple :

La fonction h(x) = —_'if‘“ vérifie les hypothéses du
in = X
théoréme 2 ; alors : sin 3
N P oo
Fl(a,b) = % Arc sin jSln ol a).(sin E-bﬂ
2 . bt
et Fz(a,b) = = Arc sin T ; 1 o

sont des t-normes.

En posant h(x} = £(x)+1, la fonction réciprogue
ht(x) vérifie n"l(x) = £} (x-1) et 1'on retrouve le résul-

tat valable pour les t-normes strictes
T(a,b) = £ 1|E(a) + £(b)].

En appliquant la premigre partie du théoréme 2 & la
fonction hix) = f£(x)}+l, on obtient
= 7 1) (£ (6)+1)]
F,(a,p) = h [(£(a)+1)
‘ol Fo(a,b) = £ LE(a)+E(D)+E(2) £(D)]
d'o L ar E
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Donc, pour un méme générateur £, on peut former une

deuxidme t-norme stricte & l'aide de la relation précédente.

Exemple
La fonction f(x) = - &nx génére la t-norme produit ab
et la t-norme Fl(a,b) = abe-ﬂnaﬂ‘nb moins utilisable.

Soit une fonction 4 continue sur [0,1[ , strictement

croissante, telle que £(0) = 1 et &(1) = +» ; alors
G, (a,b) = z_l]}(a).l(b)] est une t-conorme,
et  G,(a,b) = £_l|3(a)+£(b)-lj est aussi une t~conorme
Exemple
La fonction £(x) = TéE définie sur |D,1|_vérifie les

hypothéses du théoréme 3 :

Gl(a,b) = a + b - ab (somme probabiliste)

a+b-2ab

i-ab sont des t-conormes.

et Gz(a,b)

7. FAMILLES PARAMETREES DE t-NORMES ET DE t-CONORMES

De nombreuses familles paramétrées de t-normes et de
t-conormes duales ont &té introduites par différents auteurs.
Les plus importantes, ainsi que leurs propriétés, sont envi-

sagées dans les tableaux figurant chapitre 5, § 5.4.

"

Wt [ 4= = e = = e 3
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8. GENERATEURS ADDITIFS NUMERIQUES

8.1. Position_du_probléme

Trés souvent, la fonction génératrice est donnée
sous une forme analytique et, 3 part pour quelques fonctions
simples, l'expression de T(a,b) est difficilement utilisable.
Afin de construire une norme ayant une "configuration" voulue,
on propose de modeler la fonction génératrice & notre conve-
nance. Pour cela, nous partons d'une fonction f continue sur
|0,1), affine par morceaux, strictement décroissante et véri-
fiant £(1) = 0. Cette fonction génératrice sera ainsi d&finie
par une succession de n segments de droites. Nous n'envisa-
geons que des générateurs additifs normés (£(0) = 1). Les
points de jonction de deux segments ou points de cassure Mi
sont les données du probléme :

X, f(xl) =Y,

ssyn-L

8.2.

Algorithme de calcul de la norme T(a,b), a et b &tant spécifiés

1) Repérer le segment qui contient a (entrée dans la table
par les Xi) et calcul de f(a) par interpolation linéaire.
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2) Méme calcul pour b, d'ol la valeur f£(b).
3) si f(a) + £(b) > 1, alors T(a,b) = 1 sinon.

y=Ffx) | 4) Repérer le segment qui contient f(a) + f(b) (entrée dans
' la table par les yi), puis calcul de T(a,b) par interpo-

lation linéaire.

Exemple :

La norme T(a,b) est tracée pour a et b variant avec

un pas de 0.05. Nous avons envisagé le cas de trois segments

fla)+f(b)

=

joignant les points :

f(a) ’ Mo(o;l) Ml(.4;.8) MZ('G;'z) M3(l;0)
i
| -
' nombre de segments 3
0,400 0,800
9,400 0,200

f(b) 1,000 0.008
i
x
0
f'[f(a)+ f(b)] :
(pour 3 segments) ] ;
p g | 4‘
' St

i Gene add numérigue




nombre de segments

0,200

J.500

1,000

- 34 -

puis les points :

1y (0:1) M, (.27 .6) My(.85.4) My(1;0)

1('

L5

7.800
G, 400
0,030

Gene add numérique

8.3. Courbes de ntveau de la_t-norme

Pour aveir une idée visuelle de "l'allure" de la
t-norme, on trace dans le plan (a,b) gquelqgues courbes de ni-
veau, par exemple T(a,b) = 0,.2,.4,...,1.

On se donne donc la valeur de la courbe de niveau

T(a,b) = x avec 0 £ X £ 1. On & alors

fla) + £(b)

y = £(x)

f fonction connue, X connu,et a et b sont & déterminer.

- 35 -

Par suite de la non croissance de £, on a toujours
a 2 x et b > x.

on ne prend donc en compte que les segments de f si-
tués i droite du point M(x,y).

Le point M(x,y) est situé sur le segment MiMi+l repé-
ré par l'abscisse de ses extrémités X4 et i (i=0,1,...,n-1).
La variable a croit de x & 1 et la variable b décroit de 1 & x
de fagon 3 garder f(a) + f(b) constant. On décrit donc les
segments repérés par les abscisses (xi,xi+1) ) O (Xj'xj+1) @ EXe
(xn—l’xn) respectivement dans l'ordre direct pour a et rétro-
grade pour b. On arréte le calcul lorsque a et b sont égaux,
pulsque T(a,b) est commutatif.

A une é&tape quelconque du calcul

a est sur le segment (xj’xj+1) j=i, i+1, ..., (n-1)

b est sur le segment (Xk-l'xk) k=n, n-1l, ..., i+l

Yk-1

Yk

N ————— —

X1
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et de a calculé avec b, = x,_. (extrémité gauche du segment
On a alors : § k k-1 qui porte b) :

f(a) = Yy + (a-xj)(yj-yj+1)/(xj-xj+l) a = %y = ((xj = xj+l)/(yj = yj+1))(y - ¥y Vi) (5)

£(B) = yieoy * PR )) (e ¥y / (e 7%
Algorithme des courbes de niveau

puis y = f(a) + £(b) (1)
| 1) Prendre une valeur T(a,b) = x ; calculer y = £(x).

La relation (1) indigque que a et b sont liés. La cour=

2) Prendre j i, premier segment possible pour a,

be de niveau comprenant le point (a,b) est un segment de droi-

te. Il nous suffit alors de déterminer ses extrémités. n, dernier segment de £ pour b.

|
»

3) Avec aj = L+ on calcule bj : on a le couple (aj,bj)

i+
Calcul de a en fonction de b, et réciproquement : ! J
six _; < bj < X s on retient le couple (aj,bj)

a = x, + ((x'_xj+l)/(yj_yj+l)) (Y'Yj'yk—l &

J ] et j = j+1, aller en 4
(Xk-l-b)((yk—l-yk)/(xk-l_xk))) L six,_, = b. , on retient le couple (a.,b.)
= J 33
b= x ) + (k=% ) /(¥ =v) (¥-yyhyy ) + f et g = T « [k =Ly dllex om 3
(xj_a)((Yj'yj+1)/(xj-xj+l))) (3) ; si X1 > bj , on sort du segment (xk_l,xk) et avec

bk = Kpq on calcule ak : on a le couple (ak,bk)

Les relations (2) et (3) restent valables tant que Sl xj <a <

|
l , on retient le couple (ak’bk) et
a et b se situent sur leur méme segment respectif. Lorsque a t
I k
|
i

X541

arrive au point de jonction avec le segment suivant, 1'indi- = k-1, aller en 4
ce j est incrémenté ; lorsque b arrive au point de jonction
avec le segment précédent, l'indice k est décrémenté ; a et b i 83 xj+1 =3 situation d&ja vue

| 7 = = ‘
peuvent arriver en méme temps & des cassures de f, les deux si xj+1 <a impossible

indices j et k sont changés.
4) Pour le couple retenu, si a < b, alors aller en 3, sinon
Pour l'algorithme, on a besoin : toutes les courbes de niveau sont calculées, alors fin,

| sinon aller en 1.
(extrémité droite du segment qui i
porte a) :

de b calculé avec a., = X.
3j j+1

bj = X H ((xk_l-xk)/(yk_l-yk)) (y_yk-l_yj-i-l) (4)
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CHAPITRE 3

9. GENERATEURS MULTIPLICATIFS NUMERIQUES

Nous utilisons l'algorithme donné au § 8.2 pour le ! NEGATIONS
calcul de la norme T(a,b) avec a et b spécifiés. Nous par- s  mmemeesa-
tons d'une fonction h continue sur |0,1], affine par mor- |
ceaux, strictement décroissante, telle que h(0) soit trés

grand et h(l) = 1.

Nous rappelons les d&finitions et les propriétés

La norme T(a,b) est calculée par la formule : des négations. Ces négations nous serviront a construire
d'autres t-normes et t-conormes.

T(a,b) = b ' [h(a).h(b)]. !

1. DIFFERENTES NEGATIONS

Exemple :
Une application n : [0,1] » [0,1] est une négation ssi

Nous avons envisagé le cas de trois segments joignant
les points MO(O;IOOO) , Ml(.3;10) 7 Mz(.6,3) et M3(1;l).

Nl : n{0) =1, n(l) =0

e

! N2 : n est non croissant.

nombre Q2 seaments 3 b
1.300 10.000 ¥ . ‘
N.600 32.000 : Une négation n est stricte ssi

. =Y
1,000 1,003

N3 : n est continue

N4 : n est strictement décroissante.

Une négation stricte est une négation forte (ou né&ga-

tion involutive) [TRI-79] ssi

Q /(§> ;I / :-.. \ X ;. N5 : n(n(a)) = a ¥ a.
TS -
N e

i Exemple : n(a) = l-a est une négation forte.

S

Gene mult. numerigue
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2. t-NORMES ET t-CONORMES n-DUALES

Si T est une t-norme et n une négation forte,

S(a,b)

n |}(n(a),n(b))] est une t-conorme, et réciproquement

T(a,b) n [S(n(a),n(b))] est une t-norme.

S et T sont dites n-duales l'une de l'autre, ce qui est la

généralisation des opérations duales (chapitre II, § 2).

3. GENERATEUR D'UNE NEGATION FORTE

r
A toute négation forte n, on peut associer une appli-
cation t de |0,1] dans [0,+~|_ continue et strictement crois-

sante, vérifiant t(0) = 0 et t(1l) fini, telle que :

n(a) = 7 [R(1) - t(a)] .

Le générateur additif t de la négation forte est dé-
fini & une constante multiplicative prés ; on prendra alors
en général t(l) = 1.

Pour une négation forte, il existe toujours un seuil
s € jO,l\:tel que n(s) = s ; le seuil vaut :

e =1t '——-‘21):] 3

De plus, si n est une négation forte, alors
nx(a) = 1l-n(l-a) est aussi une négation forte, en général

distincte de n.

s s

et it st

¥
!
'
|
!
;
|
§

T ML SO S R — S NS R
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Exemple 1 :

A partir de t(x) = /X avec x € |0,1], on vérifie que
t est continue et strictement croissante sur \p,]J. De plus,
£(0) = 0 et t(1) = 1, alors nf(a) = (l-/E)Z, le seuil vaut
s = %. La négation forte n® associée est nx(a) = lf(l—/T:E)z
dont le seuil vaut s = %.

Exemple 2 :
A partir de t(x) = ﬁg% avec x € |0,1], t est continue
et strictement croissante sur [0,1]. De plus, t(0) =0 et
(1) = 1, alors n(a) = 52:1 est une négation forte dont le
seuil est %. La négation forte associée est n”(a) = 4€i;f)

dont le seuil est %.

4. LIEN ENTRE NEGATIONS FORTES t-NORMES ET t-CONORMES

Les propriétés imposées & t montrent que t est d la
fois un générateur de négation forte et un générateur additif
d'une t-conorme nilpotente. De méme, & partir d'un générateur
de négation forte, on peut obtenir un générateur additif d'une

t-norme nilpotente par la formule :
£(x) = t(1) - t(x) .

Inversement, pour une t-norme nilpotente £, puisque £(0) est
fini, on peut construire un générateur de négation forte par

la formule :

tix) = £(0) - £(x) .
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Ainsi, & partir d'un générateur t de négation forte,

on peut former
- la négation forte n(a) = t }|E(1)-t(a)] ;

- la t-norme Tta,b) = £ "M F(a)+£()], avec £(x) = t(1)-t(x)

(1) t™a) siae [D,t(1)]

(a) = = -
1 st a € [£(1),+=|_;

posons t

- la t-conorme S(a,b) t(-l)}}(a)+t(b)]

minlj,t_I[}(a)+t(b)j] si t prend ses

valeurs sur |0,+=|_. '

i

Si, & partir d'un méme gé&nérateur t, on a formé n,

T et S, alors :

[
[=]

]
e

sla,n(a)]

{ T[a,n(a)]

R8ciproquement, pour toute t-norme (respectivement
t-conerme) nilpotente, il existe une né&gation forte et une t-

conorme (respectivement t-norme) nilpotente telles que les

propriétés précédentes soient vérifiées.

Exemple : 3 partir de t(a) = a, on obtient :

n(a) = l-a
T(a,b) = max(0,a+b-1)

S(a,b) = min(0,a+b).

=TT S —

e e e
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CHAPITRE 4

OPERATEURS D'IMPLICATION FLOUS - SYLLOGISME

Dans une premigre partie, nous allons définir et dis-

cuter des opérateurs d'implication flous.
bDans une deuxiéme partie, on envisagera le syllogisme.

La premiére prémisse du syllogisme se traduit par un opérateur

d'implication.

1. LES OPERATEURS D'IMPLICATION FLOUS

Un opérateur ¥ de |0,1] x [D,1] ~ |B,1] est un opéra-
teur d'implication flou ssi : §
0 x0
0 n1
1 %0
1%

1]

]
O e

o

et ¥a,a';b et b' & [0,1]

a<a'=>axbgya'xb

(2) 1
b <b'=>a=rbygaxb'
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H On peut d&finir une infinité d'opérateurs d'implica-

Aux quatre sommets non flous, l'opérateur x doit don- | tion flous. A titre d'exemples, citons-en guelques-uns tré&s
ner des valeurs en accord avec la logique binaire. i utilisés. Pour chacun d'eux, on envisage la définition, ainsi
; qgue les courbes de niveau.
L'opérateur ® est : | b
~ monotone non croissant par rapport & la premiére variable, ¢ 1. L'opérateur "standard sharp"
- monotone non décroissant par rapport & la deuxiéme variable. :
: 1 sia<loub=1
i ax b=
0 sinon 1 0 Type I et I
Remarque : | )
1
- 0 B =
On ne doit pas confondre le concept d'implication ~+
avec celui de méta-implication =>. On doit dire pour une im~- | b
plication A -~ B : "A infeére B", alors gue pour une méta—impli-%
cation A => B, on utilise "si A alors B". I 2. L'opérateur "standard strict"
| "1 s1iacghb 1
- i ax,bs= . 1 Type It
Wéber |WEB-83] a proposé trois procé&dés de construc- | |0 sinon
( tion d'opérateurs d'implication flous : g 0
H 2
I 0
type I a + b = sup(z ] T(a,z) < b)
T
n | 3. L'opérateur de Godel (ou de Sanchez, noté aussi a)
type II . a~+b=nl[infly | s(b,y) > al] | .
s i l1siaghb
| ax, b=
= | 3 b sinon
type III a . b =n[I(a,n(T(a,b)))] ;
il
En particulier, le type I correspond & l'opérateur de b [
maximalisation T gue nous définissons page 91.
|
‘ Ainsi, par deux approches trés différentes :
1 1

1 o Typel 1

- opérateurs d'implication flous,

o
N F oo

- résolution des équations de relations floues,

on aboutit au méme opérateur T.

JoE T r———— e = -
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4. L'opérateur de Goguen
1 siacghb
a®, b=
. % sinon
b
1

b Type I

a
P t a

5. L'opérateur de Lukasiewicz

a g b = min(l - a+b , 1)

Type I et 11

1-a+b

NP by

=l

T —

i

6. L'opérateur de Kleene-Dienes

o AP -

a % b=1-a+ ab

1-3+ab

L'opérateur L n'est d'aucun des trois types de Wéber.

)

[(r

N o @

7. L'opérateur de Lee (ou de Kleene-Dienes)

a %, b = max(b , 1

-a)

Type 1II

l—‘.

N & o @

Seuls certains opérateurs vérifient les égalités :

{

a®x0

1 xb

|

(3)
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i
{

Les opérateurs de Lukasiewicz (x;), de Kleene-Dienes De la table de v&rité précédente, on tire les consé-

(xG), de Lee (x7) vérifient les &galités (3). gquences suivantes

On peut aussi définir des opérateurs d'implication 1) D'aprés la ligne 3 du tableau 1 :

flous paramétrés Ly°lr BAI‘ID_85 €4 KAU-85]. ' Si a » b est vrai et si a est vrai alors b est vrai ;

c'est la régle de détachement du modus ponens.

2. MODUS PONENS -~ MODUS TOLLENS 3 6\
. f b
Suivant les conventions de la logigue propositionnel- |
le, nous utiliserons : ;
. b
le chiffre 1 si la proposition est vraie, § Dans un tableau hendécadaire & double entrée, avec a
le chiffre 0 si la proposition est fausse. en abscisse et b en ordonnée, le modus ponens se traduit

) par la présence d'un "1" au sommet supérieur droit.

Considérons 1l'opérateur d'implication en logique binaire :
4 2) D'aprés la ligne 1 du tableau 1 :

a + b est vrai ssi a < b ! Si a » b est vrai et si b est faux alors a est faux ;

c'est la régle de détachement du modus tollens.
et sa table de vérité

modus tollens |

0 1
1 1.
1l 1 modus ponens | 3
0 0

i A
Tableau 1 ! Pour le méme tableau hendécadaire, le modus tollens

se traduit par la présence d'un "1" au sommet inférieur

gauche.
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A partir du schéma suivant, nous retrouvons facile-

ment les deux modus.

b (modus ponens
T _:I sortie b = 1)
Résultat =1

la régle du modus
ponens_s'applique

(modus tollens| , Résultat = 1 : \

entrée b = 0) Ta rigle du wodus S a
tollens s'appligue

' (modus ponens

entrée a = 1)

T

(modus tollens
sortie a = 0)

3) La ligne 4 du tableau 1 ne présente pas d'intérét car 1'in-
férence fausse se traduit par : a toujours vrai et b tou-

jours faux.

4} La ligne 2 du tableau 1 ne permet pas de conclusion.

]

TP

.- R T
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3. LES OPERATEURS DE_PSEUDO-IMPLICATION FLOUS [KAU-85]

D'autres opérateurs peuvent &tre introduits. Ils cor-
respondent & des applications de [0,1] x |0,1] dans |0,1] qui
ne satisfont pas a certaines des propriétés définies par (1)
et (2). De tels opérateurs sont appelés des opérateurs de

pseudo-implication flous.

L'opérateur de Zadeh (ou de Mandani) utilisé pour le

produit de deux ensembles flous
a ®g b = min(a,b) =a , b

xg ne vérifie ni la propriété (1)}, ni la proprigté (2). Seul
le modus ponens est satisfait.

(SRR

L'copérateur de Mizumoto

ax, b= (ax;b), (a £ o)

9

vérifie le modus ponens et le modus tollens, mais la proprié-

té (2) n'est pas satisfaite.
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|‘ b b
b b i
| s 56 .8
1 , 3 Ll
2 :
1-b ” : . ¢
& ] I 4
1 5 P 1 4 1-2 5
8 2 i a (_- 3
L . ] 0
0 1 2 0

- — =

i L'opérateur de Willmott :

a ® . b =min|max(l-a,b) , max(a,1-b,min(b,l-a)]

| Un autre opérateur, toujours proposé par Mizumoto : 12

a %,b= (a,b), (ay a), byb qui peut aussi s'écrire :
vérifie le modus tollens, mais la propriété (2) de monotonie ax,b= max|min(a,b) , min(l-a,l-b) , min(l-a,b)]
n'est pas satisfaite.
ou encore
b b | ax, b = min]}mx(l—a,b) , max{a,l-a) , max(b,l-b)]
{
i
8 654 2 1 vérifie les relations (3).
1 !
1-a .s,_.J 2 '
b 6 4 t
1-b 5 5 i
1-b K3 6 ]
8 8 I R a
-a a
| a mill| N
| 0 1 8 656 8 |
i Y 8 656 8
F I-a ] 3._J ' L_ma
: b b $ :
( L'opérateur d'inférence de Zadeh : _ 1:h % :E
B _ 1-a M ?
q ax, b=3, (a, b =max[l-a, min(a,b)] ) 3 b R b

vérifie la propriété (1), mais ne satisfait pas la propriété
(2) de monotonie. Cet opérateur vérifie aussi les égalités (3)-
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Les régles de détachement sont strictes en binaire ; elles sont

4, LE SYLLOGISME
moins franches, en général, dans le domaine flou.

Nous travaillons dans le domaine flou avec les régles

St —_-—1

de détachement du modus ponens et du modus tollens sur des ta- | Pour présenter notre travail, nous utiliserons

- N . ! . ' :
bleaux hendédcadaires, et non plus comme en binaire uniguement | 1'exemple suivant.

aux quatre sommets de ces tableaux.
! '- Exemple 1 :

Considérons A et B hendécadaires et la régle d'infé-

" B, et E, représentent 1'univers du discours : rence caractérisée par l'opérateur de Lukasiewicz

’

F(E,) = (& : E » [0,1]} I axg b =min(l , l-atb)
F(E)) = {8 : E, » [0,1]}, r Ab
t R 2gle d'infé térisé srat ‘ e
e une r&gle d'inférence caractérisée par un opérateur = (ou
g par Hn ©op (oug 1 YRR R R Y Y !
un pseudo-opérateur) d'implication flou. Posons alors I
R(A,B) = A % B, soit pour les fonctions d'appartenance 9 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
.8 1S S T S T O A O A O B O [ ) B Y-
My % g (e,e,) = ny(e)) x ugley) I .7 S0 S T T I Y O W A (S .8 | .7
L 6 1 1 1 1 i 0 1 8 7 6
et y' sont des noms d'objet.
j 5 1 1 1 1 i i .8 |.7 6 -
|
de détachement du modus ponens est : .4 1 i 1 1 il 9 8 (.7 6 .5 .4
.3 L3 1 1 1 8 .7 6 (.5 .4 |.3
Antécédent 1 Si x est A alors y est B
Antécédent 2 x' est A | 2 1 1 1 9 8 7 6 5 (-4 3 ]2
T ¢' est B . 2! 1|1 |(9)].8|.7[-6|.5f-4|3]-2]2
i 0 ifiey.e |7 |6 .5 .43 1.2 (.20
- -~ - \f_ a

de détach d 1 : |
e détachement du modus tollens est . 4 .5 .6 .7 .8 .9 1

Antécédent 1 Si x est A alors y est B

Antécédent 2 y' est B Tableau II

Conséquence x' est A
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Pour le modus ponens, afin de généraliser les résul-

tats de la logique binaire, il nous faut :

- choisir une entrée a,
- consulter le tableau,
- déduire un résultat b.

En flou, en gé&néral, pour un a donné, on déduit du
tableau de composition R(A,B) plusieurs valeurs de b différen-
tes. Pour a = 0.6 et une inférence totale correspondant a
R(0.6,b) = 1, on obtient b = 0.6 ou 0.7 ou 0.8 cu 0.9 ou 1.
Donc en flou, il nous faut imposer une régle supplémentaire
afin que pour un a donné, ne lui corresponde qu'un b unique.

On envisage alors, pour un a donné, un seuil d'infé-
rence p. On considére sur la colonne correspondante du tableau
R(A,B), la premiére valeur supérieure ou &gale au seuil d'in-

férence p. Pour a = 0.6 et p = 0.85, on obtient b = 0.5.

On pourrait envisager de prendre sur une colonne don-
née a la valeur b la plus grande, mais ce choix conduirait &
prendre b = 1 pour toute valeur de a. Ce choix de ré&gle est

donc sans intérét.

Si l'on envisage de prendre une valeur guelconque

parmi les solutions possibles, il n'y a plus de régle objectivé

Le seuil d'inférence a la signification suivante :

- pour p = 1, on dira que l'inférence est totale, la déduction
est compléte. Dans ce cas, on vérifie sur l'exemple que b=a i

- pour ¢ < p < 1, plus le seuil d'inférence est faible, plus
les valeurs de b sont faibles ;

et =ty

- ——— e ———— e e =

= i — s —a e =
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- pour p = 0, il n'y a plus d'inférence, la dé&duction est nul-
le. Dans ce cas, on vérifie sur l'exemple que pour toute va-

leur de a, alors b=0.

La régle d'inférence floue qui consiste & prendre,
compte tenu du seuil d'inférence p, parmi les valeurs b pos-—
sibles celle qui est la plus petite, est donc plus riche que
la régle d'inférence binaire. On peut en effet modeler le de-
gré d'inférence par le biais du paramétre p. ‘

Pour le modus tollens, nous appliquons le méme procé-

dé, en lisant en entrée non b et pour un seuil d'inférence p

donné, on dé&duit non a.

El, E2 et E3 représentent l'univers du discours :
F(E,) = {an : B »~ [0,1]}
F(E,) = {B : E, > [0,1]}
F(Ey) = {C : By » [0,1]}

et R une ré&gle d'inférence caractérisée par un opérateur = (ou

un pseudo-opérateur) d'implication flou.

Soit P+ P,y et Ps les propositions conditionnelles
floues suivantes :

Pl : 8i x est A alors y est B

P2 : 81 y est B alors z est C

P3 : 8i x est A alors z est C




|
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Soit R(A,B), R(B,C) et R(A,C) trois relations floues
définies sur E; x E,, E, x E; et E, x E3 qui sont obtenues
respectivement 4 partir des propositions P,, P, et P,.

La régle de détachement du modus ponens est la suivante :
Antécédent 1 : Si x est A alors y est B

Antécédent 2
Antécédent 3 : x' est A

: Si y est B alors z est C

Conséquence z' est C
La régle de détachement du modus tollens est la suivante
Antécédent 1 : Si x est A alors y est B

Antécédent 2 : Si y est B alors z est C
Antécédent 3 : z' est C

>

Conséguence x' est

Ces deux régles de détachement correspondent au syllogisme
indirect (passage composé de A & B, puls de B & C).

Le syllogisme indirect sera dit parfait si pour toute
entrée avec la régle de détachement du modus ponens et du mo-

dus tollens, on a la propriété
R(A,B) o R(B,C) = R(A,C) (4)

oll "." représente une composition de relations floues. Kaufmann
[Rau-85] et Mizumoto [MIZ-8Z] envisagent la composition

"o" = MAX-MIN et concluent "On ne rencontre pas en flou des
opérateurs ayant les trois propriétés (1), (2) et (4). Chaque

opérateur possé&de un inconvénient"”.

Yy —————— __,_._-_.‘._._.____.,__-*“--_,:,,__ﬂ,,._.q
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Nous envisageons une composition "," plus générale.
On définit au chapitre 5, un opérateur de maximalisation 7 qui
intervient dans la résolution des é&quations de relations floues
(composition "," sup t-norm). Cet opérateur T est &galement un

opérateur d'implication.

Soient E, = {ell,elz,...,elm}, E, = {e21,e22,...,e2n}
et By = {e31,e32,.::,e3p} trois ensembles flq}s non vides, et
F(E)) = {a: E ~ 0,0}, F(B,) = {B : Ey ~ 0,1]} et
F(E;) = {C : By |©,1]} les ensembles flous sur E, E, et Eq

respectivement.

i C(e3k) pour

On note a; = A(eli)’ b, = B(ezj) et Cy =
< P

1¢igsmlcjgnetl sk

Théoréme :

Soit T une t-norme archimédienne et T 1l'opérateur de
maximalisation associé ; les relations floues R(A,B), R(B,C)
et R(A,C) appartenant respectivement a F(E; sz), F(E, an)
et F(El xE3) et définies par :

R(A,B) = tA@B
R(B,C) = B@C
R(a,C) = A@C

vérifient l'inégalité :

R(A,B) - R(B,C) £ R(a,C)

oll "." désigne la composition sup-T.
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De plus, si pour tout i = 1,...,n et ¥k = 1,...,p,

il existe un indice j € {1,...,n} tel que :
°

alors : R¢{A,B) o R(B,C) = R(A,C).
L'opérateur 1 (ainsi que ses propriétés) n'étant dé-
fini qu'au chapitre 5, nous envisageons la démonstration de

ce théoréme en annexe 1.

Jusqu'ad la fin de ce chapitre, nous ne traitons que
le cas particulier ol A, B et C sont tous les trois hendéca-

daires.

Dans ce cas, le syllogisme indirect est parfait si
1'on considére en (4) la composition "," = sup t-norme avec
t-norme archimédienne, et comme opérateur d'implication 1'opé-
rateur concordant de maximalisation associé & la t-norme. En
effet, il existe toujours un bj tel que a; € bj < cj

< by < ag)s
(ou c:J 3 a])

Par exemple, pour la régle d'inférence de Goguen :

1 siaghb
ax, b=
4 b
5 sia>b
la composition sup-produit, ot la t-norme est T(a,b) = ab,

conduit & un syllogisme indirect parfait.

e

— — — =

| T T
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Par contre, pour l'opérateur de Godel (ou de Sanchez)

1 siaghb

bsia>hb

qui est l'opérateur de maximalisation correspondant & MIN, la
composition MAX-MIN ne conduit pas & un syllogisme indirect
parfait (puisque la norme est non archimédienne et seulement

continue) .

©

Cependant, avec A, B et C hendécadaires, on peut aussi
considérer un opérateur x (ou un pseudo-opérateur) d'implica=-
tion flou et une régle de composition "." quelconque. Afin de
tester dans ces conditions un opérateur = (ou un pseudo-opé-
rateur) d'implication flou avec une ré&gle de composition "o
donnée, nous utilisons la notion de seuil d'inférence au § 4.1 et

nous introduisons deux indicateurs.

Pour une régle d'inférence donnée avec le modus ponens,
on envisage les onze valeurs d'entrée de a et 1l'on considére
sur une colonne donnée de R{A,C) et de R(A,B) , R(B,C), la
premidre valeur supérieure ou &gale au seuil d'inférence p.

R(AC)

-6

o be——

R(ABJoR(B,C)
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| ]
f
. . E MC
Oon calcule pour le modus ponens un premier indicateur, |
par exemple la somme des valeurs absolues des différences ! R(A,B).R(B,C)
i 2 s AZ A ¥ 1 1 1] 1 1 1 1 1 1 1 3 1
cy p Ca,p divisée par les onze entrées considérées. ¢
' | .9 Y YR R Y Y X
Pour le modus tollens, on envisage en entrée les 11 .8 1 1 1 1 1 1 1 N 1 9
valeurs possibles de C et l'on considére sur une ligne donnée |
de R(A,C) et de R('A,B) . R(B,C) la premiére valeur supérieure , & L ! L . i L L 1.9 -8
ou égale au seuil d'inférence. On calcule pour le modus tol- [ .6 ot ik 1 1 1 1 1 1.9 |(9)]-.8 8
lens un second indicateur ?n effe(zztvuant la somme des valeurs |. .5 1 1 1 1 1 1.9 8 l.8 [.7
absolues des différences a - a divisée par les onze N
. ¢,p  C/P _ | .4 SR I T O T I O - 8.8 1.71.7
| entrées envisagées. Si les deux indicateurs sont faibles, le |
syllogisme indirect est presque parfait et l'on peut estimer 3 1 1 1 1.9 8 1.81.71.7].6
que la raggle d'inférence et la composition envisagée sont ' 2 1 1 1 1.9 slsl.71.71.61.6
bien adaptées. E (:)
I 1 1 1 (.9 ((9/].8|.8 7.7 .6 ].6|.5
0 SHEC) 8l.8l.7].7]1.6].6]|.5].5
i = >a
| Exemple 2 : i 0 .1 .2 .3 .4 .5 .6 .7 .8 .9 1
R2gle de Lukasiewicz xg et composition "." = MAX-MIN.

f Tableau III
On envisage A = B = C pris tous les trois suivant les

‘ valeurs hendécadaires croissantes. f
Pour un seuil d'inférence p tel que 0.8 < p < 0.9,

les termes considérés pour une colonne donnée a sont encer-
clés dans les tableaux II et III

] On utilise le tableau II précédent et le tableau III
1 suivant pour R(A,B) . R(B,C), avec "." = MAX-MIN.
)
|

- en trait plein, les termes correspondent & une différence

t non nulle pour k- P
a,p a,p

H

=

i - en pointillés, les termes correspondent & une différence

1
nulle pour c -c g
P a,p a,p

pPour le modus ponens, dans notre exemple, le premier

indicateur il vaut -OT-]?- = 0.082,

Nous présentons ensuite quelgues exemples de calcul

d'indicateur.

et o e ——————— e




rj9\<p<l Tp<.8| 5¢p<.6].3¢p<.d] . 1gp<.2

% = standard sharp 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000

X, = standard strict 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000

3 % = G&del (Sanchez) 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000
g ®y = Gaines 0.027 | 0.091 | 0.109 | 0.073 | 0.009
%i Hy = Lukasiewicz 0.082 | 0.164 | 0.136 | 0.055 | 0.009
° He = Kleene Dienes 0.073 | 0.127 | 0.155 | 0.055 | 0.00%
%, =Leeou Kleene Dienes| 0.000 | 0.000 | ©.227 | 0.082 | 0.009

é g X = Mizumoto 0.000 | 0.000 | 0.000 [ 0.000 | 0.00C
% % %, = Zadeh 0.000 | 0.000 | 0.227 | 0.082 | 0.009
gf?;‘ 5 = willmott 0.000 | 0.000 | 0.227 | 0.082 | 0.009

- 64 -

Exemple

|

A=B=¢C-={0, .1, .2, ..., 1}

p seuil d'inférence.

indicateur correspondant au modus ponens avec la composi-
tion "." = MAX-MIN.

i

i2 indicateur correspondant au modus tollens, avec la méme
composition.

Pour le pseudo-opérateur minimum LY le modus tollensg
n'est pas vérifié et nous n'envisageons pas le calcul de l'in-

dicateur i, pour 1'opérateur g

A l'exception de la restriction relative & ¥g, nous

avons constaté que i, = 1i,.

Valeurs de i, (ou de i2) pour différents
opérateurs en fonction du seuil @'infé-

rence p

I
|
I
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Exemple 4 :

A=¢C=1{0, .1, .2, ..., 1}

B = di; 49 a8 ro.s,n 0}
i, indicateur correspondant au modus ponens avec la composi~
tion "o" = MAX-MIN.

.9¢p<l | .7¢p<.8|.5¢p<.6|.3¢p<. 4| . 1gp<.2

¥ = standard sharp 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000

¥, = standard strict 0.036 | 0.036 | 0.036 | 0.036 | 0.036

o ®; = G3del (Sanchez) 0.027 | 0.027 | 0.027 | 0.018 | 0.000
=5

% %, = Gaines 0.027 | 0.091 | 0.109 | 0.073 | 0.000
u

g % = Lukasiewicz 0.082 | 0.164 | 0.136 | 0.055 | 0.009
o]

e = Kleene Dienes 0.073 | 0.127 | 0.155 | 0.055 | 0.009

B = Lee ou Kleene Dienes | 0.000 | 0.000 | 0.227 | 0.082 | 0.009

xg = Minimm 0.000 | 0.000 | 0.000 [ 0.000 | 0.000
wu

. g Xy = Mizumoto 0.145 | 0.055 | 0.027 | 0.018 | 0.000
o Q

2 H % = Zadeh 0.000 | 0.000 | 0.227 | 0.082 | 0.009
R

B8, = Willnott 0.000 | 0.000 | 0.227 | 0.082 | 0.003

Valeurs de il
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Branpie 1 CHAPITRE 5

a=c¢=1{0, .1, .2, ..., 1}
) ! EQUATIONS DE RELATION. FLOUE

B ={1, .9, .8, ..., 0}

indicateur correspondant au modus tollens avec la compo-
sition "." = MAX-MIN.

L2

Comme on l'a vu au chapitre 1, les relations floues
vant nous permettre de travailler sur des problémes de re-

9¢p<l | .74p<.8| .5¢p<.6] 3¢p<. 4| . 1gp<.2 connaissance de formes. On s'intéresse & la détermination de

' * [ la relation de cause "3 effet avec la composition habituelle
¥, = standard sharp 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 i . :
r MAX-MIN. On sait que l'on a un ensemble de solutions qui for-
¥, = standard strict 0.036 | 0.036 | 0.036 | 0.036 | 0.036 | me un sup demi-treillis. On aura donc & déterminer la solu-
o % = GSdel (Sanchez) 0.027 | 0.027 | 0.027 | 0.018 | 0.000 tion maximale, ainsi que les solutions minimales. On envisa-
5 , ge soit une cause, d'oll un probléme uni-dimensionnel, soit
Pt ® = Gaines 0.027 | 0.091 | 0.109 | 0.073 | 0.000 s g
o un ensemble de causes, d'od un probléme bi-dimensionnel.
‘84 = Lukasiewicz 0.082 | 0.164 | 0.136 | 0.055 | 0.009
© % = Kleene Dienes 0.073 | 0.127 | 0.155 | 0.055 | 0.009 Nous proposons une méthode originale pour déterminer
. ’ un opérateur de maximalisation et les solutions minimales pour
®, = Lee ou Kleene Dienes| 0.060 [ 0.000 | 0.227 | 0.082 | 0.009 . - -
‘ la composition plus générale SUP-T et un opérateur de minima-
i lisati iti INF-S.
% = . - _ B . _ isation pour la composition S
2]
H .
] b3 x5 = Mizumoto 0.009 | 0.018 | 0.027 | 0.018 | 0.000
ks
+H
| é S x, = Zadeh 0.000 | 0.000 | 0.227 | 0.082 | 0.009 __ 1. PROBLEME UNI-DIMENSIONNEL LIE A LA COMPOSITION MAX-MIN
8 W
é} %o = Willmott 0.000 | 0.000 | 0.227 | 0.082 | 0.009

Soit les ensembles finis non vides X = {xl,xz,...,xn}

l © et ¥ = {y,,y,,...,y,} avec card X = |X] = n fini, et
' Valeurs de i, card ¥ = |Y| =m fini, et F(X) = {& : ¥ + |0,1]} la classe de

E ' tous les ensembles flous sur 1l'intervalle réel unitaire I = |0,1].
|

Soit A € F(X), B € F(Y) et R une relation floue ap-
partenant & F(X x Y) telle que l'équation suivantesoit véri-

fige

n
1 . B(yj) = (R o B) (yj) = i\=/l|_R(xi,yj)A A(xi)] ¥j = 1,...,m (1)




3 T

La relation floue R € F(X % Y} est 1'inconnue de
1'éguation MAX-MIN précédente (1). Il s'agit de trouver la
relation R telle que "si A alors B par R". La relation R
est appelée relation de "causalité” cu de "méta-implication”
qui permet d'obtenir B si l'on se donne A.

Yy Y3 ¥3
o xl
i T e T %2 Y ¥, Y3
11 :
TT | *3
Cause A Xy Effet B
(si) (alors)
R
(opérateur)

Il existe des causes A gui ne peuvent entrainer les
effets B. De méme, tous les effets B ne peuvent &tre produits
par n'importe quelle cause A. Il existe des ensembles A et B
tels qu'il n'y ait pas de relation R vérifiant R o A = B.

Cependant, s'il existe une solution de 1'équation (1),

en général elle n'est pas unique. Désignons par :
R={RCXxY| R, A& =B}
1'ensemble de toutes les solutions de 1'équation (1).

Sanchez (1974) a montré que l'ensemble R avec R # j/

posséde la structure d'un sup demi-treillis car les propriétés |

de distributivité pour la composition MAX-MIN avec le MAX sont
vérifiées (si les opérations sont définies)

R o (A VA2)=(ROA1)V(RQA2)

1

(R, VR

Al 2)0A=(R10A)V(R20A)
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mais elles ne sont pas vérifiées pour le MIN, en particulier

Ro (A A By) CI(RoB) ARG (3)

Exemple 1 :

Soit les relations

X XZ X X
yl YZ Yl YZ
X.{.6 | .9 X R .6
R.—_Rl: 1 R2= 1
Xy 8! .4 X, .4 6
alors :
Yy ¥y
RO(AIVA2)=(ROA1)V(R‘,A2)= 6.5
Yy Yy
(RIVR2)°A=(R1°A)V(R25A)=
Yy ¥
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2. PROBLEME BI-DIMENSIONNEL LIE A LA COMPOSITION MAX-MIN

Soit les ensembles finis non vides X = {x,,%,,. X}

Y={ } ll 2’ "In
Yyr¥oeeewsypt et z = {zl,zz,...,zp} avec |X| =n, |¥Y| =q

et 2| =p finis, A€ F(Xx¥), R€ F(Y x Z) et B € F(X x 2)

des relations floues liées par l'équation suivante :

m
B(x,,2z) = (R o &) (x,,2,) = A
i’k e i%k 3\=/1|_ (Xi’yj) A R(yj'zk):] (4)
¥i=1,...,n |
Yk = l:---rp .

La relation R est 1'inconnue de l'8quation précéden- |
te (4). Appelons R={RCXxY | R, & = B} l'ensemble des |
solutions de l'équation (4). Dinola et Sessa [pIN-B{] font !
remarquer que l'&quation (4) est €quivalente au systéme de !
n équations floues uni-dimensionnel de la forme (1) : ‘

|

i ; ¥i=l,...,n (5)
avec A; € F({xi} XY) et B, e F({xi} X Z)

Les fonctions d'appartenance &tant données par :

Ai(xi,yj) = A(xi,yj) %3 = Ljam .,

Bi(xi,zk) = B(xi,zk) Yk = l,...,p |

Si l'on dési E
) n‘ es?gne par Ri l'ensemble de toutes les solutions de
1'équation i de la forme (5), alors : 3

n

R = R
AR
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3. EXISTENCE DES SOLUTIONS. SOLUTION MAXIMALE PCUR LA
COMPOSITION MAX-MIN

Pour résoudre l'équation R o A = B, nous sommes ame-
nés 3 introduire différents opérateurs et différentes compo-

sitions.

La transposée d'une relation floue A € F(X x ¥) est

la relation floue notée ‘2e F(Y x X) telle que :

Vi =1,...,n

t =
Alygexg) = Blxg,yy)

J vj b jravess 5L

3.2. L'opérateur_de maximalisation_o_et l'opérateur de

Soit l'opérateur o de Sanchez (ou *q de G&del) ou de
maximalisation, ou encore de pseudo-complémentation

L'opérateur g ou opérateur de minimalisation
10,13 x [2,1] ~10,1]

0 si a

€58
bsiazxzhb

aghb-=

(1'opérateur ¢ n'est pas le dual de l'opérateur «).
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8.8. La_composition @) :
La composition (g)de “Ae F(Y x X) et de B € F(X x 2)
est la relation floue notée tA@)B = ‘Es, avec B € F(Y x 2),
telle que :

v oot
Rlyyrz) = /\ A(yj,xi) a B(xi,zk):l (7)

¥j=1l,...,m ; ¥k=1,...,p

3.4. La_compostition |

La com iti £
position de A€ F(Y X X) et de B € F(X x 2)
est la relation floue notée tA.@DB € F(Y x X) telle que :

t Rk
A@B(yj,zk) = 1\=/1'—A(yj'xi) GB(xi,zk):‘ (8)
¥ =dp... 0 3 ¥k=1l,...,p

3.5. Ezistence des solutions :

Une condition nécessaire et suffisante pour qu'il
existe des solutions & l'équation R . A = B est que 4 soit
solution de cette équation.

La condition suivante
¥i=1,...,n
B(xi,zk) € sup A(xi,y) (9)

y ¥k=1,...,p

est une condition nécessaire d'existence des solutions.

- 73 -

3.6. Solution_mazimale

R' est la solution maximale de R (avec R # ¢) si :

¥Y(x,y) € X x Y
R(x,y) £ R'(%,y)

¥R € R
Sanchez montre que 1l'ensemble R des solutions de 1'é&quation
R o, A = B, avec "," = MAX-MIN, posséde la structure d'un
v
sup demi-treillis avec pour solution maximale R = tAC)B‘
Exemple 2 :

Considérons :

X, X, X3 X4 Yy ¥y ¥3
a=[2]s] o] 4] NI
Y1 Y Y3
xll al: 1
v ot x.|.4 1 o3
alors : R = A(@B = "2 € R
x3 il i 1
Xy 1 Ll o3

Remarque :

Les résultats similaires sont démontrés pour l'équa-
tion R o A = B (A inconnue, B et R donnés). Une condition né-
cessaire et suffisante pour qu'il existe des solutions &
l'équation R , A = B (avec A inconnue) est que X = t(R‘C)tB)
soit solution de cette éguation. Lorsque les solutions exis-

v
tent, A est la plus grande solution.
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4. LES SOLUTIONS MINIMALES POUR LA COMPOSITION MAX-MIN

4.1, Probléme uni-dimensionnel

pour déterminer les solutions minimales, ainsi
que leur nombre, introduisons la fonction ordinale.

4.1.1. Fonction ordinale :

Soit la fonction ordinale définie par

Fj = (Xi € XlA(Xi) >/B(Yj)} j=1,..0,m (10)
Exemple 5 :
Considérons :
X] %2 X3 Xy Y1 ¥y Y3
e DR EEE
| -2 o .4] B 3
alors : Ty = F{yl} ='(x2,x4}
r, = F{yz} = {xz}

,_,
[

5 = Tlyg) =" y,x,)

4.1.2. Eléments minimaux :
Un élément M est dit élément minimal de R si pour
tout R € R, R € M alors R = M. Dinola [DIN-84] montre les
propositions suivantes.

Si R # @ alors Fj A0 ¥y =1,...,m

(c'est la condition nécessaire (9)).

si Fj #9 ¥j =1,...,m alors :

A@B et "A(@B € R

Si R # ¥, R possdde des éléments minimaux.
Pour déterminer ces &léments minimaux, il suffit de garder
t
un élément et un seul non nul dans chaque colonne de A() B.
- 2%
Les éléments minimaux sont au nombre de N :

N = 1 [T,
ug (v) #0 .

La réunion des N® &léments minimaux redonne
R = tA@B :

M, = R* = tA@B (11)




Exemple 4
Sanchez montre que toute relation floue comprise
il x2 X3 %4 ¥y Yy Y3 entre R’c et ‘é est solution de 1'éqguation (1).
n-[2fe] o]«] =-[a]ela)
v Ainsi, pour l'exemple précédent :
R
Y, ¥ : Y, Y, ¥ Yy Yy Y3
xf 1] 1 a“b=!éﬁ:i x p.21.31.4 x, l.5].1
;=x2.4 1 R, = X, .41.8 3 e R R2=x2 40 .81 . e
%y 1 il xg 0 0 0 Xq 0 0
x, 1 1 Xy .4 0 3 N .4 .3
mais Rl et R2 ne sont pas comparables.
1 ¥
i} x| 0l ¢ 2 6B g zi :ﬂ De méme :
R'= x, 41 .8
x5 0] 0 Yy Yy Y3
Xy .4 0 Xy 0 0 0
R3=:2 = ﬁ Z e R
3 |
Xy .3 0f.3
ml 0 0 Q Rmz 0 0 0 Rn3 0 0 0 mais Ry n'est pas comparable & R™.
.41 .81 .3 .41 .8 0 0} .81]-.3
0 0 0 0 0 0 0 0
ol ol o 0 .3 4f 0] 0 Proposition 4
tA@B est 1'élément minimum de R
ma| 0] 0] o lou B(y,) =0
ol.8{ o ssi 3 ¥j=1,...m
0 0 0 ou Fj =1
.4 013
|
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Exemple 5 : Théoréme_1
Les relations A € F(X) et B € F(Y) sont données par : tA@B o tA@B ssi ou bien
¥i=1l,...,n
X Ky, Xy Xy Y, ¥y ¥ I) B(yj) <1 %¥j=1,...,m alors A(Xi) > B(yj) Vi=1,...,m
= ‘ l =
A L.Sl.fs .2 .4’ B .5 56
II) il existe au moins un indice jx, jx =1l,...,m tel que
P o= =
it I‘{Yl} {xl} B(y’jt) =1 alors A(xi) =1 ¥i=1,...,n
B(yz) =0
P, = iy} = {x} Exemple 6 :
Y1 Y9 Y3 ¥, Y2 Y3
Les relations A € F(X) et B € F(Y) sont données par
3 .5 0.8 X .5 0] .8
1
v b4 1 0 1 X 0 0 X b4 X y Yy
R=tA@B=X2 T R*=ta@e = 2 - YR 1 "2 73 1 Y2
3 %3 a=lol.e] 1] B =
xy 1 0 1 X 0 0 0
4
La condition I) est satisfaite et
si B(yj) =0 ou I‘j =1 ¥j=1,...,m , alors la structure N ¥
de R est celle d'un treillis : f X, [ .6] .4
tA@5 = BA@B = %2 |8 .4
£ v Xq .6 4
A(@B =R
L'ensemble des solutions de l'éguation R o A =B
posséde 9 &léments minimaux. La structure de R est la suivante :
|
‘a(@s = :

S_pe
) R=R
Remarque : Sessa ]_SES—84J donne deux théorémes sur la résolu-

tion des équations MAX-MIN.

Rm Rm2 ng




Exemple 7 :
Les relations A € F(X) et B € F(Y) sont données par :

X] X3 %3 Y1 ¥

A=3111]1 B = l.7 II!I

La condition II) est satisfaite et

x1 .7 1
tA@B=tA@B=x2 7101
Xg .7 1

L'ensemble des solutions de l'éguation R o A = B posséde
9 &léments minimaux. La structure de R est la méme qu'd 1'exem-

ple 6. Remarquons que dans les exemples 6 et 7

A(x,) >0 ¥i=1,...,n
IR| =1 ssi et

B )= j
<y3) 0 ¥j

]
—
~
.
~
=]

De plus! la matrice nulle, c¢'est-d-dire la matrice
R(xi,yj) =0 ¥i=1,...,n , ¥} =1,...,m , est 1l'unique &lé-
ment de R.

Remarque :
Dinola et Pedrycz |DIN-82a] et Dinola et Sessa

[DIN-83b] déterminent les &léments de R ayant la plus petite

mesure floue.
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4.2. Probléme bi-dimensionnel :

Le probléme bi-dimensionnel attaché & la composition
MAX-MIN, suit la méme démarche que le probléme uni-dimension-
nel |[DIN-84] et |SES-84].

Considérons 1'exemple suivant |SES-84].

Exenple 8 :

Trouver la solution maximale et les éléments mini-
maux de 1'ensemble R des solutions de R o A = B, oll "," dési-
gne la composition MAX-MIN avec R pour inconnue et

Yp ¥y Y3 2; %3 %3
[
x, .1 0 1 X, 15 .1 .8
A=x,0.2 .7 |.3 B=x, | .6 |.5 |.6
xy | -4 9 1 xy |6 |5 9
v

Déterminons la solution maximale R = tA@)B |

v v
On vérifie que R o A = B, donc R # @, et R est bien la solu~
tion maximale.

éme

et Bi désignant la 1 ligne i = 1,...,n des re-

A
i
lations respectives A et B, construisons




Dans cet exemple : o STeRRTEEe o

z z
1 2 3 ) Si Ri # @, alors il existe au moins une solution

minimale Mi < R pour tout R € Ri'

=t -
W= "3@B =y, 0] 0

v
. ) -
Si R # ¢, l'ensemble A, = {M; e Ry | M, g R} est

Zl 22 23
non vide pour tout i =1,...,n.
" ¥y 0 0
W, = A B, = 60 .51 .
! 2 208, = v, o1 b e A partir de W,, gardons un élément et un seul non
, s 0 nul dans chaque colonne de W, (cf. page 74). On obtient :
Zl 22 23 Zl 22 23 Zl 22 23
" ypp ot of o Lot 0 ¥, 10 0
Wy = A, @8, =y, |.6].5].9 wh =y, o] 0] o wiTH =y 0
¥y {-6]- s Y3 51 0] .5 y3(-5]-1 215
L. L'ensemble A, contient les deux matrices M(I) et M(II) B
Proposition 1 ! : !
n
» v
La relation R” = (;/ W,)AR , appartient & R avec A =<{MfI) ' M{II)}
=1 H
_t
Wi = Ai.C)Bi i =1,6..,8 A partir de W2, on obtient
z Z Z
et Ry R appartient 3 R ¥R € R : Lot
y 0 0 0
Z,, 2r 2 1
1 %2 %3 My =y, |-61.50.
| - v,| o].1] 0 “ y; L0 o0

L'ensemble.!\.2 contient la seule matrice M2 o

Soit Ry l'ensemble de toutes les solutions de 1l'équa- My = {Mz}'

tion

Ro,A, =B, avec i=1,...,n
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Si R # @ pour tout R € R, alors il existe au moins

un &lément M € A tel que M L R ¢

A partir de W3, on obtient huit matrices : .
Proposition 5
Zl 22 23 Zl 22 23
¥y 0jofo Yy olofo y
wD oy, e Ls @ wi =y, l6]s]o) w0 -
y;l 010 y;Lofo].9 il
4, %31 %3 a5 5 % %oy 1
¥y 010710 v, 010110 yl 0] 0lu
W™ =y lelofol u"=y,| o0ls|@ W'D =y, s
5 L0 .9 vyl610]0 vyl .61 04 A
I B 5 % % A,
Y, 01010 Y, 0[]0
W oyl olol®@ w™ =y lofolo
¥y L-6 ()| o vy -6 &1.9

L'ensembleJL3 ne contient que deux matrices car on
doit éliminer les matrices M qui contiennent des &lé&ments su-

et = v
périeurs aux éléments correspondants de R :

_ o (II) (VI)
Ay o= (M ;Mg 1.
Proposition 4
Si R # @, l'ensemble :
n
A= Merxxy)|mn= i=1Mi' M, enL)

est un sous-encsemble fini de R.

Les éléments minimaux de.A sont les &léments minimaux
de R, et réciprogquement.

_ oD
= M1 vV M, VM

n

= (1D
=M VM, VM

(I1) _
3

(1) (V1)
MO VM, VMg

2

(IT) _
3

Dans cet exemple, . est formé des relations floues suivantes

Z_l 22 23
o] .1

.6].5] .6
5| o0].9
Zy &5 45
of.1} o
6] .51.6
61 0.9
2y %2 %3
ol o) o
.61.5] .6
sl.1l .9
2] %2 %3
ol o] o
.61.5] .6
6] .1] .9
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On constate que M et P sont les é€léments minimaux
5. DETERMINATION D'UN OPERATEUR DE MAXIMALISATION POUR LA

RESOLUTICN D'EQUATIONS DE RELATION FLOUE DANS LE CAS DE
LA COMPOSITION sup-T, AVEC T norme TRIANGULAIRE QUELCONQUE

de A, donc ceux de R.

R&sumé :

Soient X et Y deux ensembles finis non vides,

1] 1 ' F(X) = (A : X~ 0,0]} et F(¥) = (B : Y~ [0,1]} les fa-

o<

51 .6 milles d'ensembles flous sur X et Y respectivement, et
61 1] .9 F(XxY) l'ensemble des relations floues sur Xx¥. On consi-

dére l'équation de relation floue
ROA=B (12)

ol "," désigne une composition sup-t norme triangulaire,
A€ F(X), B € F(Y) et R une relation floue appartenant &
0] .1 0 I F(XxY).

O hel] .o Si T désigne une norme triangulaire quelcongue,

1'équation (12) peut aussi s'écrire :

sup [T(R(x,y),A(x))] = B(y) odyéey
xexX

A et B étant donnés, on considére la relation R comme incon-

nue de l'équation (12) et on désigne par :

= |LJ6l.[.55.] .6
0 R=({R|RoA&=B¢EFXxY)}

1'ensemble des solutions de (12).

En supposant R non vide, on veut déterminer 1'é&lément

maximal R de R s'il existe.

v ——— T p—




Ainsi, dans le cas oll T est la norme triangulaire
MIN, c'est-i-dire dans le cas ot o désigne la composition
MAX-MIN, on sait que l'opérateur o de Sanchez permet de dé-
finir la solution de (12) par :

R = tA@B

o est l'opérateur de maximalisation associé 3 la composition
"o" = MAX-MIN.

Pedrycz donne les propriétés de l'opérateur de ma-
ximalisation |PED-83¢] associé 3 la composition sup t-norme
triangulaire, et détermine l'opérateur de maximalisation
[PED-834] dans le cas de la norme de Yager, c'est-i-dire :

T(a,b) =1 - min |1, ((1-a)p + (1-0)P)1/B] , p 1

On se propose, aprés avoir rappelé les conditions
suffisantes que doit vérifier l'opérateur de maximalisation,
de généraliser ce résultat et de définir un opérateur de ma-~
ximalisation noté 1, associé i la composition sup-T ot T est
une norme triangulaire quelconque.

Soit t [E’),l] X I:O,lj > [:0,1:] un opé&rateur.
On veut déterminer les conditions suffisantes pour que

tA@E = X
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c'est-3~-dire pour que

v t
€ R, ¥(x,y) € XxY¥ R(x,y) ¢ R(x,y) = "Alx) 1 By
YR € R, ¥(x,

(tA) () T (R o A)Y(y)

(Fa) @ (R & &) (x,y)

tA(x) T supLT_T(R(Z,Y) 1A(2) )]
z€X

]

donc, si l'opérateur t vérifie la condition :
’

13
atTbs»atc sibzxc (13)
alors, puisque pour tout x € X :

supI-T(R(z,y),A(z))] > Tl:R(X:Y),A(X)]

zeX

& A(x

Ea(x) 1 sup|[T(R(z,y) ,A(z))] > A t T(R(X,¥),A(X))

z€X
De plus, pour que

Ea(x) T T(R(x,y),A(x)) > R(X,¥),
il suffit que l'opérateur T vérifie la condition :
(14)

at Tla,b) > b

car “A(x) = A(x).
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On obtient ainsi :

A @ (R o B (x,y) = (A@B) () > Rix,y)

v

donc, pour que tA@‘Br définisse une relation R telle que, quel
que soit R € R, R ¢ R, il suffit que 1 vérifie les conditions
(13) et (14).

Il reste & préciser a quelle condition g appartient

a
el

Boit R € R, R étant supposé non vide, puisque
v
¥(x,y) € XxY R(x,y) & R(x,y)
v
T(R(x,y) s&(x)) & T(R(x,y),A(x))

donc, sup|T(R(x,y),A(x))] < supEr(x(x,y) (A(x))]
x€X x€eX

c'est-da-dire

B(y) < sup|T(R(x,y),A(x))]
x€X

v
Pour que R appartienne & R, il suffit gque

T(a t b,a) ¢ b (15)

car alors

y t
T(R(x,y) ,A(x)) = T|A(x) 1 B(y),A(x):l < B(y)

a 5
puisque "A(x) = A(x), et donc :

—_—_ v
sup|T(R(x,y) ,A(x))] = (R o R)(y) g B(y)
xeX

~
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v v
Finalement, B(y) & (R o A)(y) $ B(y), donc R € R et

1'on a ainsi établi la proposition suivante :

8i T est un opérateur de [0,1] x [0,1] » [0,1] et
si R # ¢, alors pour que tA(D B définisse 1'élément maximal
v
R de R, il suffit que 1 vérifie les trois conditions suivan-
tes : .

atbx»xaTtTc sibzxc (13)
a1 T(a,b) > b (14)
T(a T b,a) ¢ b (15)

Un opérateur T vérifiant les conditions (13), (14) et
(15) est appelé opérateur de maximalisation associé & T pour
1'équation (12).

5.3.1. Normes continues :

cesesasenertacrae

Si T est une norme triangulaire vérifiant la condi-

tion supplémentaire suivante :
va € [0,1], la fonction xi+ T(a,x) est continue sur i0,1],
alors l'opérateur t défini par :

a 1T b={sup x|T(a,x) g b}

est un opérateur de maximalisation pour 1'équation (12).




T

Remarque :

T est un opérateur d'implication flou du type I de
Weber.

Montrons que a T b = sup{x|T(a,x) ¢ b} vérifie (13},
(14) et (15) :

a T b vérifie (13) : trivial
a1t T(a,b) = sup{x|T(a,x) s T(a,b)}

donc x = b et (14) est vérifiée

T(a T b,a) = T|sup{x|T(a,x) < bl,a]
si a ¢ b, alors x=1 et T(a,l) = a < b ; (15) est
vérifiée
si a > b, alors x=b et T|sup{x|T(a,x) ¢ b},a] ¢ T(b,alt

donc (15) est vérifiée.

5.3.2. Normes archimédiennes :
a) Condition pour que (15) soit vérifiée :

On a : T(a T bsa) € b

donc, si a ¢ b, l'inégalité (15) est vérifiée quel que soit
1'opérateur T.

On peut donc supposer a > b. L'in&galité (15) s'écrit

aussi :

£ F@ T by +£(a)] ¢ b sl
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si £V F(a 1 b) +£(a)] = 0 (dans le cas oll T n'est pas
stricte et ot f(a t b) +f{a) » 1), alors (15') est vérifiége.

(=) = 1

Sinon, on a f =f est décroissante, (15')

et puisque f

peut aussi s'écrire :
f(a T b) + £(a) 3 £(b)

c'est-3d~-dire :

f(a T b) 3 £(b) - £(a)

et puisque :

£(b) - £(a) 2 0

atbg £ EDm - £la))

En conclusion, pour gue :

T(a T b,a) € Db (15}
il suffit que :

a>b=>arthbg £ ED -£la)] (16)
b) Condition pour que :

T(a T b,a) £ b (15)

a1 T{a,b) 2 b (14)

soient vérifides simultanément.

On suppose la condition (16) vérifiée, alors (15)

l'est également.
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Pour a = 1, la relation (16) donne, pour b < 1
1tbg £YEMb)) = b,

tandis que (14) donne :
1 tT(l,b) =1l1Tbz3xb

Les relations (14) et (16) ne sont donc compatibles
que si l'on a, pour b < 1, 1 t b = f'l(f(b) - £(1)).

Plus généralement, posons pour a > b :
=1
athb=f "(f(b) - f(a))
et vérifions qu'alors la condition (14) est satisfaite :

T(a,b) ¢ b

et a1t T(a,b)

£ E(T(a,b) - £(a)]

_l - -
= £ EED (£a) + £y - £(a)]
81 T n'est pas stricte et si f(a) + f(b) > 1, alors :

£ (g(a) + £(b))

]
o

et at Tab) = £1F(0) - £@)] = £713 - £(a)] 2 b
car f(b) > 1 - f(a) => b < f'llj - £(a)]

donc (14) est vérifige.
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Si f(a) + £(b) & 1, ou si T est stricte, g1 J g7
et
a1 T(a,b) = £ 1(£(b)) = b
donc (14) est vérifiée.
En conclusion, si on pose :
atb=fl(f(b) -£(a)) pour a > b (17)
les relations (14) et (15) sont vérifiées.
¢) Recherche de t : |0,1] x [0,1] » [0,1] pour que
T(a T b,a) < b (15)
a T T(a,b) 2 b (14)
b>c=>atTb>ar1c {(13)

soient vérifiées simultanément.

On suppose la relation (17) vérifiée, alors (15) et
(14) sont vérifiées et, d'aprés (17), a1 a = f_l(O) = 1.

Pour que (13) soit vérifiée, il faut en particulier
que

On est donc amend 3 compléter la définition en posant :

]
A
o
]
—
w0
e
w
A
jox
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Il est immédiat de vérifier qu'alors, la condition
(13) est satisfaite car :

si ¢

N
o

< a, f(c) - f(a) » £(b) - f(a)

et £ HE(e) - £(a)) ¢ £ H(EWD) - £(a))
c'est-3d-direatcgarth
sicgaghb, atcgl=arth

siagcgb,ate=1=acthb.

On a posé, pour a = b,
atb=£1Em) - £(a) = £71(0) = 1. En particulier, si T
est archimédienne non stricte, 0 t 0 = f—l(f(O) -£(0)) =1 ;
mais si T est une t-norme archimédienne stricte, £(0) n'est
pas défini.

On convient de poser encore dans ce cas, 0 1 0 = 1,
et par conséquent :

vae [0,1], ata=1

En tenant compte des résultats des paragraphes 2
et 3, on a donc établi le résultat suivant.

= Y7 =

Soit T une norme triangulaire archimédienne de

fonction génératrice f.

L'opérateur T : |0,1) x [0,1] + [0,1] défini par :

{ f-l(f(b) -f(a)) si a>b
b_

1 siaghb

est un opérateur de maximalisation associé & T (au sens

donné par la définition du paragraphe 1) .

b

Exemple 9 :

soit A =1}.2] .4, .6 et B=|.4].6 .

xy ; alors

Considérons la norme produit T(x,y)

f(x) = - 4nx et f-l(x) =&

si a

IN
o

ath
si a>b

o
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9.0 Remarque_3
R n'est pas vide car R = |1 [0 € R
L Soit R une solution de R o A = B dans le cas ol
lI°l| = sup_T4.
Alors, l'opérateur v : [0,1] x [0,1] + [0,1] défini par :
-2 1] 1
et:tA@B=.4@l.4|.6]= 1 1 l1siagh
s 2/3 1 avb=|bsia=1
5 coto€ [0,1_sia>b

v
o8 VeEiEle ek appasianE 8 B permet d'cobtenir une solution majorant R : pour cela, si on

pose R = EA@B et si R,(a;,by) = o, il suffit de choisir

Remarque 2z : o 2 R(ai'bj)'

Mais l'ensemble R des solutions n'admet pas d'élé-
En procédant comme pour les générateurs additifs

P . . ment maximal.
numeriques, on peut envisager des opérateurs numériques de

maximalisation.
Exemple 10

5.4. Opérateurs de mawimalisation associés_d_certaines i - m o e '

B 0
Si une norme triangulaire T est continue mais non alors R =|.3|.8]| est solution de R o A =3B , avec "," = sup-T,.

archimédienne, ou si elle est discontinue, il est possible, il

dans certains cas, en utilisant les relations (13), (14) et 1] a

(15), de construire un op&rateur de maximalisation associé Quel que soit o € [D,1[T R, = |1 |o| est Sgalement solution.
j 3 cette t-norme. - e e 1«

. I1 suffit de choisir a » .8 pour que R, > R.

‘ Ainsi, T(a,b) = min(a,b) est une t-norme continue,

mais non archimédienne, n'admettant pas de générateur addi- 1 1

) . . . 0 _ )

tif mais qui admet, ainsi qu'il a ét& vu au § 5.1 de ce cha p— g n'existe pas car R, = |1 1 n'appartient pas a R.

pitre, l'opérateur de Sanchez comme opérateur de maximalisa- 1 1

tion.

On a obtenu de cette manitre les résultats qui sont
résumés dans le tableau ci-aprés.
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DETERMINATION DES SOLUTIONS MINIMALES POUR LA RESOLUTION
D'EQUATIONSDE RELATION FLOUE DANS LE CAS DE LA COMPOSITION
sup-T AVEC T NORME TRIANGULAIRE QUELCONQUE

Soit T une norme continue (alors il existe un opéra~
teur de maximalisation )

. Supposons que T vérifie en plus
la condition suivante :

bl < bz < a alors T(a,bl) < T(a'bz)

Alors, l'opérateur 6 [0, x [0, + [0,1] défini par :

aTtTbhbsiaxhb
agbs=

0 si a<b

est tel que R® = tAB € R.
Remarque -

Une T-norme archimédienne vérifie les conditions
précédentes.

afh=0

abb=zadb
=f-"£(b)-f(a)]
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A partir de R®, en procédant comme au § 4.1, on

peut déterminer les &léments minimaux pour la composition
sup-T norme.

Exemple 11 :
Considérons la norme produit T(a,b) = ab.

L'opérateur concordant T est l'op&rateur de Goguen x,

[1 siagh
aTtThbs=

& sia>b
a
L'opérateur 8 est défini par :

sia<b

0
2 siazxb

Reprenons les résultats de l'exemple 8

1!
a=|.2!.41.6 B=|.4|.6 et R=| 1] 1
273 1

La solution R* correspondant 3 la composition
® &
"," = MAX PRODUIT est R* = "A(®B :

L o] o
.4 l.a]l.6] = 1] o} =&"
J6 2/3
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A partir de R®, on obtient les 2 &l&ments minimaux :

010 0 0
le =11 Rm2 = 0 0
01 2/3 1
Remarque :

La t-norme T(a,b) = min(a,b) est continue et véri-
fie b1 < b2 § a , alors min(a,bl) < min(a,bz).

Nous avons ainsi obtenu au § 4.1.2. les &léments
minimaux.

De mé&me, on peut traiter le probléme bidimensionnel
avec la composition sup-T norme, comme au § 4 de ce chapitre.

7. DETERMINATION D'UN OPERATEUR DE MINIMALISATION POUR LA
RESOLUTION D'EQUATIONS DE RELATION FLOUE DANS LE CAS DE

LA COMPOSITION inf-S ol S EST UNE CONORME TRIANGULAIRE
QUELCONQUE

On considére 1'équation de relation floue duale de
l'éguation floue (12) :

RO A=38 (127)

ol "O" désigne une composition inf-conorme triangulaire,

A et B sont donnés et R est une relation floue inconnue.

w’«mvu 2 Areli M
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On désignera par :

R' = {R|[R@ A =B, R€ F(Xx¥), A€ F(X), BeF({)]
1'ensemble des solutions de (12').

En supposant R' non vide, on veut déterminer, s'il
existe, 1'élément minimal de R', c'est-3-dire déterminer une
solution R de (12') telle que :

¥(x,y) € XxY , ¥R € R' , R(x,y) € R(X,y)

§i S désigne une conorme triangulaire quelconque, 1'équation

(12') peut aussi s'écrire :

inf[S(R(x,y) ,A(x))] = B(y)
XEX

Ainsi, dans le cas od S est la conorme triangulaire
MAX, c'est-3i-dire dans le cas ol O désigne la composition
MIN-MAX, on sait que l'opérateur B, dual de l'opérateur de

Sanchez «, d&fini par :

b siac<hb
aBb=
0siazxb

permet de définir la solution R de (12') par l'égalité :
R="2@s
ol tA désigne la transposée de A et tAE est défini par

Ca@®m ) = A e B
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Exemple 12

SiA=1.41}.2 I.6 et B={.5].2 ’

5 1
alors R' # @ car R = | .7 0 est une solution de
8 .4
Rp A =B, ol O = MIN-MAX,
.4 25 0
et a@e=|.2|® [.5].2] =[.5] o] =R
.6 0 0

On vérifie que R appartient d& R' et est 1'élément
minimal de R'.

On appellera opérateur de minimalisation pour l'équa-
tion (l12') et on notera ggr OU plus simplement ¢, si aucune
confusion n'est possible, tout opérateur [0,1] x [0, - [0,1]
tel que tA(@E& = f{, ol R est la solution minimale de (152"

(si elle existe).
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pour qu'un opérateur ¢ de |0,1] x [0,1] ~ o, 1]
soit un opérateur de minimalisation pour 1'équation (12'),
1'ensemble R' é&tant supposé non vide, il suffit que ¢ véri-

fie les trois conditions suivantes :

bge=>aobgaaoc (13%)

a ¢ S(a,b) £ (14"')

b
S(a 0 b,a) »b (15%)
Démonstration : Posons Ry = tA@B.
a) Puisque R' # ¢ , B = RO A et :
R (x,y) = (M) @ RnA) (xy) = (W) o (RAA) ()

= (fa) (x) ¢ inf|B(R(z,y),A(2))]
z€X

et puisque inf|S(R(z,y),A(z))] § S(R(x,y),A(x))
z€X

quel que soit x € [0,1] d'aprds (13'), on a :

R (x,y) € ("B (0 0 SR,y ,AK)
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b) D'aprés (14'), puisque (tA)(x) = A(x) :
R (x,y) ¢ (*A)(x) o S(R(x,y),A(x))

ke '
et donc ¥(x,y) € XxY, YR € R', R (X, ¥) & R(x,y).

c) Par suite, puisque S(a,b) est une fonction croissante de a:

S(Rm(x,y),A(x)) = s((tA)(x) o B(y),A(x)) & S(R{x,y),A(x))

et d'aprés (15'), puisque (tay (x) = A(x)
1o
B(y) ¢ S(("RA)(x) o B(y),A(x)) & S(R(x,y),A(x)).

Il en résulte :

B(y) ¢ inf S(R (x,y),A(x)) ¢ inf S(R(x,y),A(x)) = B(y)
xexX xex

donc : inf S(Rm(x,y),A(x)) =(Rm£J A)(y) = B(y)
X€X

c'est-a-dire : Rm € R'.

Ainsi, Rm est bien la solution minimale de (12') et

Rm =R .
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Soit S la conorme triangulaire duale de la norme

triangulaire T définie par :
s(a,b) =1 - T(l-a , 1-b)

et soit T l'opérateur de maximalisation associé a T pour

1'éguation (12). Alors, l'opérateur o , défini par :
aob=1- (1-a) T (1-b)

est un opérateur de minimalisation associé 3 § pour l'équa-

tion (12'), duale de l'équation (12).
En effet :
- 8i b g ¢, alers d'aprés (13) :

(1=-a) T (1-b) » (1-a) 1 (1-c¢)
et

1 - (l-a) 7 (1=-b) ¢ 1 = (i-a) T (l=c),
donc (13') est vérifiée.

- D'aprés (14), l-a T T(l-a,l-b) > 1-b,

1 - (l-a) t (1-8(a,b))
1 - (1-a) 1t T(l-a,l-b) & b,

donc a ¢ S(a,b)

[

donc (14') est vérifiée.

- D'aprds (15), T((l-a) T (1-b),(l-a)) & 1-b,
donc S(a o b,a) =1 - T(l-a ¢ b,1-a}
=1 - T((l-a) 1T (l_b)/l'a)) > b,

donc (15') est vérifiée.
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Si S est une conorme triangulaire vérifiant la con-
dition supplémentaire suivante : ¥a € IZ),I] ; la fonction
x_p+ S(x,a) est continue sur |0,1] ; alors, l'opérateur 8_ de
0,11 x |0, +[0,1] défini par : °

a 8_ b = inf{x|s(x,a) » b}
est un opérateur de minimalisation pour 1'égquation (12').
En effet :
- (13') est vérifide car
b ¢ ¢ => {x|S(x,a) 2 b}D {x|s(x,a) > c}

donc

inf{x|S(x,a) » b} ¢ infix|S(x,a) » c}

c'est-3-dire

- (14') est vérifiée car

a B, S{a,b) = inf{x|S(x,a) » s(a,b)} ¢ b.

- 111 -

- (15') est vérifiée car, puisque la fonction x ~ S({x,a) est

continue sur |0,1] :

ag,be {x|8(x,a) » b}

c'est-a-dire S(a Bs b,a) > b

Remarque_2 :

Si dans la proposition (13') on supprime l'hypothése
de continuité sur |0,1] de la fonction x> S(x.a), alors 1'élé-
ment minimal de R' peut ne pas exister méme si R' # @.

ainsi, par exemple, dans le cas ol O = inf-§,
(cf. tableau des résultats), la fonction x -+ S4(x,a) n'est
pas continue sur [0,1] et, si R est une solution de RO A = B,
1'opérateur u de [0,1] x |0,1] ~ [0,1] défini par

0sia>b
aub=|bsia=0
molmne€]0,1] siac<hb

permet d'obtenir une solution de (12') minorant R.
t
Pour cela, i on pose R = A(B et si

Rm(xj.’yj) =m, il suffit de choisir m & R(xi,yj) . Mais l'en-
semble R' des solutions n'admet pas d'élément minimal.
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et quel que soit m € Jo,1]

t

m| 0
A®B=Rm= m!| 0

(n]o]

est solution de {1 2.

Il suffit de choisir m eJo

solution Rm < R.

++1] pour obtenir une

- l 0
Mais R n'existe pas, car R, = | @

o=ofo]
Lofo]

n'appartient pas a R'.

D'aprés 1la remarque 1, 1°'

opérateur de minimalj i
g ' isation
0 associ€ 3 S est donna par :

2 0b =1« (1-a) ¢ (1-b)

donc, d'aprds la proposition 3, si 1

e & > 1l-b, c'est~3-dire si

aob=1 - f_l(f(l-b)—f(l-a))
= g7 g (b) g (a))

et 2 0b=0siasyhb.
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Si la conorme triangulaire S est archimédienne, de

fonction génédratrice g, alors l'opérateur ¢ défini par :

aogb-=

g Hgb)-g(a)) si a <b
{ sia b

est un opérateur de minimalisation associ& & S pour 1'équa-

tion (12‘) C

Exemple 14 :
Soit Sz(a,b) =a+ b =-ab ; alors :
= =X
g(x) = -2n(l-x) , g Yx) = 1-e

ot sia<hb
l1-a

et a ocb =
0 siaz2b

.5 0
alors R' # gcar R=|.7].4| €R'
1.
et :
.51 0
ta@B=[1/3 0] =ReRr
0 0
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CHAPITRE 6

MESURES D' INCERTAIN

Les mesures d'incertain sont des mesures d'ensem-
bles qui généralisent les mesurg¢s de probabilités. Suivant
les cas, on rencontrera soit des distributions de densité
portant sur des singletons de X, soit une fonction'm portant
suxr les parties de X.

On n'envisage dans ce chapitre que le cas d'un en~
semble fini X comportant n singletons :

X = {xl, Hor eeey xn},

1. DEFINITION D'UNE ALGEBRE

Une famille:)oﬁ' de parties de X est une algébre ssi

1) getxed
2)A€\7&=>Zeﬁ'
3) aefl

=>Aq13etAUBeJ‘t

B ef

Un sous-ensemble A eﬂc@(x) est formé de p &léments

A"'txi e..p xi}
1 p

si 1 < p § n, le sous~ensemble A est dit composite.
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2. MESURES DE PROBABILITE

Une mesure de probabilité P est une application de

@(x) dans |0,1] vérifiant :

1) P(X) =1

2) AeﬁsiAnB=¢=> P(A U B) = P(A) + P(B).
B e

A partir des axiomes d'une mesure de probabilité,

on déduit les propriétés suivantes :

P(A) + P(R) =1

et par conséquent : P(g) = O.

AL B => P(A) ¢ P(B) ; l'application P est croissante.

Pour tout couple A et B € ﬁ g

P(AUJB) = P(R) + P(B) - P(ANB).

Dans tous les exemples de ce chapitre, les cases

mesure d'incertain,

représentent les valeurs imposées par les contrain-

représentent les valeurs données pour construire une

tes ou les valeurs calculées i partir d'autres cases.
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Exemple 1 : mesure de probabilité

Considérons X = {a,b,c} et

aed| ¢ {alf tb} |{c}| {a,b} {{a,c} [{b,c}| {a,b,c}
#2 a5 .5 .7 .8 1

o

P(A)

Pour une mesure de probabilité

p
P(A) = ¢ P(x, )

3.1. Définttion _d'une mesure d'incertain

Une mesure d'incertain g est une application d'une
algebre f de X (fini) dans [0,1] vérifiant

g (@)

g(X)

]
(=

(1.1)

]
—

(1.2)

VAe:ﬂi:
si A LB =
VBeo%’ < > g(A) € g(B) (1.3)

Une mesure d'incertain n'est donc pas une mesure
mathématique au sens strict du terme. Du reste, pour éviter
toute confusion, Kaufmann préfére le terme de "valuation" &
celui de mesure d'incertain.
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La relation (1.3) traduit que si A est contenu
dans B, on a toujours autant confiance en 1'occurence de B
qu'en celle de A.

Exemple 2 : mesure d'incertain

Considérons X = {a,b,c} et

aef| | tar| o} tc}| {a,bi| {a,c}| tb,e} |fla,b,cl

g(a) ol Ll | 123, 3| 1Z4. g | 1241 1

La notation précédente signifie par exemple éue pour
A = {a,b}, g peut prendre n'importe quelle valeur appartenant

au segment fermé [.3,1].

3.2. Propridtés d'une mesure d'incertain

Les relations (1) impliquent :

vaefl g(A() B) < min(g(A),g(B)) (2)

¥B GJ% g(A U B) » max(g(A),g(B)) (3)

La relation (1.3) permet de déterminer une plage
dans laquelle doit se trouver la valeur de la mesure floue ¢

pour des &léments composites.

I1 existe donc une infinité de fonctions g satisfai-
sant les relations (1). Pour d&finir les fonctions g vérifiant
(1), il est nécessaire de restreindre la classe de telles fonc-

tions g. Deux démarches sont possibles.
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4. PREMIERE CONSTRUCTION DES MESURES D'INCERTAIN

4.1. L'opérateur_de combinaison % :

Afin de calculer facilement les valeurs de la fonc-
tion g pour les éléments composites, nous substituercns 3 la
relation (1.3) la relation moins générale :

YA € de

. si AV B = @ alors g(AUB) = g(&) x g(B) (1.3")
¥B € dz

ol x est une opération interne définie sur 1},1]. Ainsi, sui-

vant le probléme posé, on aura & choisir parmi les différen-
tes fonctions g vérifiant (1.3').

L'opération = doit satisfaire :

- l'associativité : g(&) x (g(B)xg(C)) = (g(A)xg(B))xg(C)
- la commutativité : g(A) = g(B) = g(B) x g(A)

- la monotonie si g(A) 2 g(B) alors g(B)xg(C) > g(B)xg(C)

et la conditions aux limites : g(A) % 0 = g(A).

En particulier, lorsque l'opérateur x est une conor-
me, les conditions précédentes sont satisfaites.

Puisque AU R = X, la relation (1.3') implique
g(a) = g(B) =1 (4)

Pour la construction des valeurs de g(A) pour A eg?(x), la re-

lation (1.3') peut &tre adaptée au cas de deux ensembles A et
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B non nécessairement disjoints. (1.3') est &gquivalent a

(L.3") 3

YA efﬁ

g(AU B) % g(A) B) = g(A) = g(B) (1.3")
¥B e‘ﬁ)

(voir la démonstration |PRA-82] page 14).
En définissant uniquement g sur l'ensemble des sin-

gletons de X, la relation (1.3') ou (1.3") permet la connais-
sance de g(A) pour tous les éléments composites appartenant a

EP(X) $

g(a) = g{ kf} gy b =gy #0029y (5)
=100 1 P

en notant g; = g({xi}).

Llensemble'{gi}i=l'n est la densité de g.

De telles mesures g sont appelées mesures décomposa-

bles. Puisque g(X) = 1, alors :
g, ® ... g, =1 (6)
Cette relation est trivialement satisfaite dés

qu'il existe un %y € X tel que g; = 1. La relation (6) est
une condition de normalisation des mesures d'incertain.
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4,2.1. Composition x : somme bornée :

seressteassestsisaesanns

Choisissons pour la composition %, la conorme somme

bornée
a ® b =mnin(l, atb).

La relation (1.3') s'écrit alors

v ef
ve e f

siANB=¢g g(RUB) = min(l,g(A)+g(B)) (7)

Exemple 3

Considérons X = {a,b,c} et

A _gil_&)"_r x g(B) | g(B)+g(R)

2 0 {a,b,c}) 1 1
tal [[(L2] | {b,c} .9 1.1 -
{b} {a,c} .8 1.1
(e} |[L6] {a,b} .5 1.1

{a,b} [ .5 {c} .6 1.1

{a,c} | .8 (b} <3 1.1

{b,c} .9 {a} 2 1.1

{a,b,c}| 1 @ 0 1
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Dans le cas ol l'opérateur x est la somme bornée,

alors :
g(A) + g(R) » 1
n
et I 9; 2 1 la somme s'effectuant pour les singletons de X.
i=1
n
Dansg le cas limite ol I g; = 1, la densité g est
i=1

une mesure de probabilité.

4.2.2. Camposition ® : maximum - Mesures de possibilité :

...... P R R N e

Choisissons pour la composition x la conorme maxi-

mam <

a % b = max(a,b).

La relation (1.3') est remplacée par (1.3"), mais puisque
AN BC AaUB, alors d'aprés la monotonie :

g{ANn B) < g(AUB) ,

(1.3") s'écrit, pour l'opération x maximum :
P

va e fb
g(A UB) = I(A UB) = max(II(a),1(B)) (8)
vs el

La mesure g ainsi définie, notée aussi II, dans le
cas particulier de la conorme maximum, est une mesure de pos=-

sibilité. La densité {gi}i~l a = {Hi}i_l n est appelée dis-
=47 =4

tribution de possibilité.
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Rappelons la relation (3)

va e b
v efb

g(A U B) 2 max{(g(A),g(B)) ;
ainsi, une mesure de possibilité apparait comme un cas limite
des mesures d'incertain. La conorme la plus faible é&tant le
maximum, une mesure de possibilité correspond 3 la valeur la
plus faible prise par le degré de confiance de AU B lorsqée

l'on connait le degré de confiance de A et B.

Exemple 4 :

Considérons X = {a,b,c} et

A g(A)=T(A) A g(B)=T(R)

g | o Jamer | 1]
{a} {b,c} .3
{b} la,c} 1
{c} {a,b} 1
{a,b} 1 {c} .2
{a,c} 1 ib} e
{b,c} .3 {a} 1
{a,b,c} : ] 0

Afin de normaliser T , il faut prendre l'un des I,
égal a 1. :
Ainsi : max Hi =1

i=1,n

De plus, on vérifie que :

max ([ (8) ,M(B)) = 1
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Puisque g(X) = 1, pour une mesure de possibilité, il n'est

pas possible gue la mesure compléte ne scoit ni en A, ni en A

Ma) #1=>0([&) =1

L'un des sous-ensembles A ou A a une mesure de pos-
sibilité égale & 1, l'autre ayant une mesure de possibilité
susceptible de prendre n'importe quelle valeur dans l@,]l. La
possibilité d'un événement et celle de son complémentaire ne

sont que faiblement liges.

4.2.3. Campositior # : same probabiliste :

settesstassseadtssnaasteranrans

Choisissons pour conorme ® la somme probabiliste :
axb=a+b-ab

La relation (1.3') s'écrit alors :

vae
vB e &,

si AnB = @ g(AUB) = g(A)+g(B)-g(A)g(B) (9)
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Exemple 3 :

Considérons X = {a,b,c} et

| A g (A) A g(a)
e [T o [ tamer | 1

{a} -z {b,c} i
{b} 3] {a,c} 1

{c} 1 {a,b} .44
{a,b} .44 {c} 1
{a,c} 1 {b} .3
{b,c} 1 {a} 2
{a,b,c} 1 3 0

La relation (4) donne alors :

g(a) + g(B) - g(A).g(R) =1
soit : (1 ~-g(a)1 ~g®)) =0
ou encore :

max (g (A),g(B)) = 1

On ne retrouve pas, comme cas limite, une mesure
de probabilité.
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4.2.4. Composition » : conorme Sy, ¢

seenessnsssceasanreate

Choisissons pour opération x, la conorme Sw s

a si b=0
Sw(a,b) = {b si a=0
1 sinon

La relation (1.3') s'écrit alors :

wa ek st ANB =g g(aUB) = S _(g(R),g(B))
vs e &

Exemple 6 :

Considérons X = {a,b,c} et

A a(n) 2 g(®)

R A S bt Bkttt

@ 0 {a,b,c} 1
ta} o] {b,c} 1
{b} ta,c} .2
{c} 2] {a,b} .1

{a,b} .1 {c} .2
{a,c} .2 {b} .1
{b,c} 1 {a} 0

{a,b,c} 1 9] 0

(10)
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La condition de normalisation est alors
ou bien Ik tel que 9 = 1
ou bien Jk, 3t # k tel que g, # 0 et g, # 0.

Remarguons qgue g(A) = 0 => g(X).= 1.

4.2.5. Les mesures de Sugeno :

R I I I I AP -t

Nous sortons du cadre ol l'opération x est une co-
norme pour définir des mesures d'incertain vérifiant (1.3').

On utilise alors les mesures 9, de Sugeno définies

pour A € J-1,+=|” . La relation (1.3') devient
VA € ﬁ
. si AAB = @, alors (AUB) = A)+ +
e 0 g9y ) =g, () 9,(B) AgA(A).gA(B)
(11)
Rappelons gue 9 n'est pas une conorme.
Le cas X = 0 est celui des probabilités.
La condition de normalisation gl(x) = 1 est satisfaite si
n
I (1 +Ag,) =1+ 2 12
2 i (12)
(voir démonstration en annexe 2).
En introduisant la fonction ¢(x) = % tn{l1+ix) avec X # -1 et

A # 0, la condition de normalisation (12) s'écrit aussi

n
21 ¢lgy) = ¢(1)
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La condition de normalisation peut &tre réalisée soit :

1) Si l'on se donne une valeur A € ]-1,+w|:, on peut trouver
les 94 satisfaisant la condition de normalisation (12)

(cf. exemple 7).

2) si les {qi}i=l,n avec g; € [0,1] sont donﬁ?s, il existe
une valeur unique et une seule X € j-l,+m|_pour laquelle
la condition de normalisation (12) est vérifiée LgUA—B6

et LES—8§]. Plus précisément, en posant Kn(A) = I (l+lgi),
i=1

Kn(k) est une fonction positive, croissante et convexe.

L'unique racine A de l'é&quation (12) est :
°

n
. positive si I g; < 1, la mesure gy correspondante est
i=1
une mesure de crédibilité (voir § 5.1)

s n
. négative si [ 94 > 1, la mesure 9y correspondante est
i=1
une mesure de plausibilité (voir § 5.1) ;

n
. nulle si I gy = 1, la mesure g, correspondante est une
i=1
mesure de probabilité.
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n
La f i =
onction Gn(A) = iEl(l+)\gi) - X - 1 est appelée
la fonction caractéristique des g -

La deuxiéme mé&thode de normalisation sera utilisée
dans l'application chapitre 7, § 3.3.1.

Remarquons que si 1l'un des g; est égal & 1, la va-
leur unique de A est égale a -1.

Exemple 7

Considérons X = {a,b,c} et les mesures construites
d partir des mesures de Sugeno (l1)

X=-1/2 A=1/2| A =1 ]2 =10
_____ L | 9p® | @ | 9w
5 0 0 o | o
{a} 73] 1/5 1712
b} (2751
{e) (i72] [2/5] |(372] | O75
{a,b} 2/3 1/2 1/3 4/15
{a,c} 3/4 16/25 3/5 9/20
{b,c} 4/5 8/11 7/8 1/2
{a,b,c} 1 1 1 1
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4.2.6. Composition # base sur la conorme paranétrée de Sugeno :

On peut aussi envisager des mesures d'incertain

correspondant 3 la conorme nilpotente :

a % b =min(l, atbtrab) avec A € ]-1,+=|_.

La relation (1.3') s'écrit alors :

VA e'fk -
si apB = ¢ alors g(AUB) = min[},g(A)+g(B)+kg(A)g(B)]
¥B G\ﬁ
(13)

Les mesures g, de Sugeno apparaissent alors comme

un cas particulier de (13).

n
La condition de normalisation est I (1+Agi) % 1+x.
i=1

Exemple 8 :
Considérons X = {a,b,c} et les mesures construites
3 partir de la conorme paramétrée de Sugeno (13)
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{a,b} .56 415 8 5
{a,c} .83 .835 .92 .7
{b,c} .96 1 1 1
{a,b,c} 1 1 il 1

4.2.7. Composition x basée sur la conorme paramétrée de Yager :

........ R A R R R T Y P P IR T e S

Envisageons la famille paramétrée de conormes nil-
potentes définies 3 partir de la conorme de Yager :

axb= min(l,aq + bq)l/q , avec g > 0
La relatien (1.3') s'écrit alors :

va e & ) 1
si AnB = g alors g(AUB) = min 1:9(A)q+g(B)€]q (14)
v e &

avec q > 0

La condition de normalisation est

[ =

p (90921, 1a
somme s'effectuant sur les singletons de X.

1

s
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Exemple 9 :

Considérons X = {a,b,c} et les mesures construites
=2

i partir de la conorme paramétrée de Yager (14) pour g

A g(a)
e | o |

{al} 3]

{b} 7] ’
{c} 9]

{a,b} .5

{a,ct .949

{b,c} .985

{a,b,c} 1

Rappelons 1l'ordre vérifié par les principales co-
normes :

max(a,b) & atb-ab gmin(l,a+b) ¢ Sw(a,b).

1) La contrainte la plus faible liant g(A) et g(A) pour toute

i t
mesure d'incertain basée au sens de (1) es

vaedl g =0=>g@® =1 (15)

C'est le cas de la composition Sw(a,b).
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s B :
2) si l'opération ® est une conorme plus petite ou égale 3

la somme born = mi
§e s = min(l,a+b), alors : 4.4. Mesures d'incertain duales :

vaed %
g(a) + g(a) » 1 (16) 4.4.1. Propriétés des mesures &'incertain duales :
: T e
3) Si l'opération x est une conorme stricte ou si ¥ est une La mesure d'un événement g(A) et celle de 1'é&véne-
conorme inférieure ou égale 3 la somme probabiliste ment contraire g(A) peuvent ne pas &tre déductibles l'une

S, = atb-ab, alors : de l'autre et g(A) apporte alors des informations complémen-
taires a g(A).

¥a G\% max(g(A),g(X)) =1 (17)
Soit g une mesure floue décomposable et ¢ une néga-

Tout L AR ; - -
es les mesures floues qui vérifient (17) seront ap- tion forte. Construisons alors la mesure floue g, définie

pelees mesures de pSeudO-pOSSlbllité . Les mesures de
s = . = A = ¢ (A) VA € X
ossibilité c:()zzespondant a ® = max font partle d
P e cette gc ( ) !9 ]

si g vérifie la relation (1.3'), l'opération x est une conor-

4) Sil opération ® €St une conorme nilpot t Y
P ente ayant pour me tr g
générateur additif ¢; alors :

, - o va e fo _ _ _
va e &Y sla@ay] + ¢|9(@®] 5 6(1) (18) s si AUB = X alors g (BnB) = g (A) 19, (19)
vB

La conditi i ;
on de normalisation correspondante est : 4 1'opérati binai _L t dafini
0 opération binaire es &finie par :

1¢(9i) % ¢ (1) (cf. exemple 9) va € |0,1]
- a] b=clcla = c(b)] (20)
¥b € |0,1]

U=

i

l est une norme triangulaire.

Les mesures g et Ec sont dites c-duales l'une de
f 1'autre. Ainsi, les mesures d'incertain basées sur les normes
se déduisent par dualité des mesures d'incertain basées sur

les conormes. Les mesures d'incertain basées sur (19) véri-
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fient les propriétés analogues & celles basées sur les conor

mes :

vaefl _
ve el 9(AuB) | aB) =5@) | 3(B) (21)

et
ga) | §® =0 255

Soit A = {xil, «ess %} ; alors & S
P ptl *n

) La mesure d'incertain g(a) peut s'exprimer 3 partir
e la connaissance de g sur l'ensemble des éléments composi-~
tes de X comprenant exactement (n-1) éléments

Posons : g, = g(X -
§:g; =g(X {xi})i=l,n i on a alors

Q|

(a) =3 - =3 3
9N X-{xh =79 | ..} 9; (23)

Xi¢A ptl n

{gi}i=1,n est appelée la codensité de g.

La condition de normalisation de la codensité est
obtenue en traduisant g(g) = 0, soit

5y L Lgy =0 (24)

Cette relation est trivialement satisfaite d&s qu'il existe
un x; € X tel que Ei =0,

Y
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4.4.2. Exemple

R ..

4.4.2.1. Composition l_: minimim — Mesures de nécessité :

Les mesures d'incertain g qui vérifient

vaef _
J(ApB) = W(BpB) = min(N(a),N(B)) (25)

ve e

sont appelées mesures de nécessité (ou mesures de certitude).
Toutes les mesures de certitude vérifient la relation (2).

La norme la plus forte étant le minimum, une mesure de néces-
sité correspond i la valeur la plus forte prise par le degré
de confiance de Aa B lorsque l'on connait le degré de confian-

ce de A et B.

Les mesures d'incertain duales des mesures de néces-

sité sont les mesures notées g définies par :
vaed g@) =1-g(@

Ces mesures g vérifient (8) et sont donc des mesures de pos-
sibilité.
L'éguation de dualité est :

VA eﬁ T(a) = 1 - N(R) (26)

oll I et N désignent respectivement des mesures de possibilité
et de nécessité. Cette dquation de dualité exprime la néces-
sité d'un &vénement correspondant 3 1'impossibilité de 1'évé-

nement contraire.
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Exemple 10 : mesures de nécessité (dualité avec les mesu-
res de possibilité définies par axb =max(a b))

o Considérons X = {a,b,c} et 1la mesure 4'incertain dé-
finie par (25) avec a | b = min(a,b) :

..... i L L R T T ]
g 0 {a,b,c} ' M
{a} 0 ib,c} 8 5
{b} 0 {a,c} K . =
{c} i {a,b} 0 —=
{a,b} o] {c} K T
{a,c}- A " {b} 0 0
e ) (a) 0 =
{a,b,c} 1 P " ¢

Pour normaliser g, il faut g
prendre 1l'u é
b, e n des 9 égal
min g, = 0
-i=1,n T

et min(N(A),N(&)) = 0
t
. L'un des sous-ensembles A ou & 2 une mesure de néces-~
sité égale i 0, l'autre ayant une mesure de nécessité suscep-

tible de prendre n'importe quelle valeur dans [3,]] ; done :
- ’ H

N(B) #0 = N(X) =0 [
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En tenant compte de (26), on vérifie que :
vaed M(A) 3 N(A)

Ainsi, un événement incertain est d'abord possible avant

d'étre nécessaire.

De plus, N(A) > 0 => N(A) = 0, donc W(A) = 1.

Un événement quelque peu nécessaire (N(&) > 0)

est donc complétement possible (I (a) = 1) et

nm(a) <1 =>MN(A) =1 , donc N(A) =0

Un é&vénement non entidrement possible (T(A) < 1)

n'est jamais nécessaire (N(A) = 0).

Pour une mesure de probabilité, la probabilité d'un

événement P(A) détermine complétement celle de son contraire

P(R) =1 - P(A).

Par contre, pour caractériser une proposition in-
certaine A, nous prendrons un couple de nombres (N(A),T(A))
bien que dans le cas ol N(A) > 0 (ou II(A) < 1}, un seul nom-

bre suffit.
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4.4.2.2, Composition l.: max(0,a+b=1) :

(dualité des mesures associées i la somme bornée :

a®x b =nmin(l,a+b)).
Soit la norme Tm(a,b) avec :
Tm(a,b) = max(0,a+b-1)

La relaticn (19) s'écrit alors :

VAGCft

si AUB = g = g g
e ség U] X alors g(AnB) = max (0,g(A)+g(B)~1)

Exgmple 11, «

Considérons X = {a,b,c} et

IS WA N LG Aty

g 0 ta,b,e} [ 1 T
{a} 1 {b,c} .8 .9
b} .2 {a,c} 7 9
{c} .5 {a,b} 4 9
{a,b! e} .5 .9
{a,c} b} .2 9
{bye} ' ta} 1 .9
{a,b,cH| 1 @ 0 L

(27)

Bl
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Dans le cas ol l'opérateur | est la norme Tm(a,b) p

alors :
g(a) + g <1

g. < n-l
li\

et

il M3

i

1a somme s'effectuant sur les éléments composites de X.

4.4.9.3. Composition l.: produtt_ab :

(dualité des mesures associées d la somme probabiliste :

axb=a+b-ab).
Soit la norme produit :
a| b=ab
La relation (19) s'écrit alors

vaed
(28)

si AUB = X alors g(AgB) = g(A).g(B)
¥B €




- 142 -

Exemple 12 :

Considérons X = {a,b,c} et la mesure d'incertain
définie par (28) avec a | b = ab :

_____ A | s A g(&) nin{g(a),g(A))
8 o [ amer | 1 [T o ]
{a} 0 {b,c} .8 0
{b} 0 {a,c} ] 0
{c} 56 {a,b} 0 0
{a,b} | [ 0] ic} .56 0
{a,c} {b} 0 0
{b,c} la} 0 0
{a,b,c} 1 ) 0 0

H

Dans le cas ol 1l'opérateur | est le produit

min(g(a),g(R)) = 0

4.6, Classificati L A
[ication_des _mesures_d'incertain basées sur

Rappelons 1'ordre vérifié par les principales normes
Tw(a,b) ¢ max (0, a+b-1) ¢ ab ¢ min(a,b).

1) Pour toute mesure d'incertain basée sur une norme | au
sens de (19), on a :

VA € % g(A) =1 => E(X) =0 (29)

S
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2) 8i | est une norme plus grande ou égale &

Tm = max(0, a+b-1), alors :

G(B) + g@) €1 (30)

va e R

3) si l est une norme stricte ou si | est une norme supérieure

ou égale au produit ab, alors :

YA € Jt

nin(g(A),g(A)) = 0 (31)

La condition de normalisation équivaut alors &

i'existence d'un i tel que §i = 0, Toutes les mesures
-]

o
floues gui vérifient (31) seront appelées "mesures de
pseudo-nécessité". Les mesures de nécessité correspondant
a2 | = min font partie de cette classe.

4) Si l est une norme nilpotente ayant pour générateur addi-

tif ¢, alors :

waef ¢|§(A)] + ¢|§<K)] 2 ¢ (0) (32)

La condition de normalisation correspondante est :

0(3;) % ¢(0)

[ Se =]

i=1
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Soit une mesure d'incertain g basée sur une conorme
triangulaire = et Ec la mesure duale basée sur la norme tri-
angulaire | .

Dans le cas particulier oll g = g, les mesures d'in~
certain qui vérifient :

vaed T, =q@) = o[s®] (33)

avec ¢ négation forte, sont appelées mesures d'incertain auto-
duales ou mesures de pseudo-probabilité.

Pour ces mesures, la connaissance de g(A) équivaut
3 celle de g(3).

Exemple 13 :

Considérons X = {a,b,c} et la mesure de Sugeno cor-
respondant & x = 1,

La connaissance de 9, pour les singletons de X, per-
met la construction de la table de g avec la conorme
a ® b = min(l,a+b+ab). Les &léments gl(K) s'obtiennent & par-
tir de ceux de gl(A) par la formule

~ -9 r
9,3 = = c cll_gl(l-\)]

ol cl(t) = %&% est la négation de Sugeno.

[S—
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De méme, la connaissance de §l pour les é€léments

composites de X redonne la méme table El en utilisant la

b+ab-1
norme duale a | b = max(0 , éibié———).
L . a® | a® |
9] 0 0
{a} 1/15 1/15
{b} 1/4

{c} (1i/2 ] 1/2
{a,b} 1/3 [1/3]

{a,c} 3/5
{brC} 7/8
{a,b,c} 1 1

g, et El sont des mesures de pseudo-probabilité.

Exemple 14 :

Envisageons les conormes nilpotentes g basées sur

1'opérateur de Yager :

vaef %/__—”~_____-
si AnB = @ alors g(AVUB) = g(A)q+g(B)q avec g > 0
2

vB e ft (

La fonction génératrice est ¢(t) = t9 et 1a condition

n

de normalisation I (gi)q = 1. La négation forte associée 2 la

i=1
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q/
conorme est c(t) = V1-t9 et 1a mesure d'incertain duale est
définie par

VA E|g

— q/
si AUB = X alors g(ApB) = g(A)q+§(B)q—1 (35)

v e &

g et g sont des mesures de pseudo-probabilité.

Considérons X = {a,b,c} et prenons q = 2

a 9,(A) [ F,(a)
e [ o | o]
{a} (=3 ] 43
{b} ] .4
{c} .866 .866
{a,b} .5
{a,c} .916 916
{b,c} .954 .954
{a,b,c} 1 1

N

1)

2)
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A toute norme et conorme nilpotentes t-duales, pour une

n
densité (gi} telle que I ¢(gy) = ¢ (1) que l'on uti-
i=1

i=1l,n
lise la relation (1.3') ou la relation (19), on n'obtient
qu'une seule mesure d'incertain (cas des mesures d'incer-
tain auto-duales) : une mesure de pseudo-probabilité.

La connaissance de g(A) détermine alors complétement celle
de g(&).

Par contre, pour une densité donnée {gaphs avec

i‘i=l,n
max g; = 1, & toute norme stricte (ou 3 toute norme supé-
i=L,n
rieure ou égale & l'opération produit) et a la conorme

duale stricte (ou & la conorme duale inférieure ou égale
3 la somme probabiliste) correspond deux mesures d'incer-
tain, en général distinctes :

- une mesure de pseudo-possibilité définie par (1.3'}),

~ la mesure de pseudo-nécessité duale définie par o)«

g(R) n'est pas toujours déductible de g(A).
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5. DEUXIEME CONSTRUCTION DES MESURES D'INCERTAIN : MESURES
DE CREDIBILITE ET DE PLAUSIBILITE

On affecte & chacun des sous-ensembles de X une fonc-
tion de poids.

5.1. Crédibilité et plaustbilité gu sens de Shdfer
Indépendamment de la théorie des ensembles flous et
de la théorie des possibilités, Shi#fer |[SHA-76] introduit les
mesures de crédibilité et de plausibilité.

Une mesure de crédibilité Cr est une fonction de
E?(X) ensemble des parties de X (fini) dans [0,1] telle que :

H

i) Cr(g) =0

ii) Cr(X)

i

2

iii) VA; € X i=1,...,k avec 0 < k g 2"

k k
cr(\J a,) 3 © Cr(a,) - I Cr(a,Na,)
i=1 i=] = 1¢9 13
k
4ot (- crn )
i=1 *

La relation précédente de superadditivité s'écrit
pour k=2

Cr(auvB) > Cr(A)+Cr(B)-Cr(AnB).

Toute mesure de crédibilité est complétement dé&finie
3 partir d'une fonction m, appelée pondération probabiliste
de base, de?(x) dans |0,1] telle que :

m(g) =20

Im(a) =1
AcX
A

T S — -
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La crédibilitd de A se calcule & partir de la pon-

dération probabiliste de base m, par la relation :

Cr(a) = & m(B) (36)
BSA

YA € X
La crédibilité de A est obtenue en sommant tous les
poids en faveur de l'information incertaine associée aux en-

sembles inclus dans A.
cr(A) et Cr(R) vérifient 1'iné&galité :

YA € X Cr(h) + Cr(d) < 1 (37)

Le référentiel X peut recevoir lui-méme une valeur
m(X) non nulle, qui correspond & la part allouée a4 l'ignoran-

ce totale.

La pondération probabiliste de base m n'est pas une
mesure d'incertain ; elle ne satisfait pas (1) ; m est une

pondération relative.

Par dualité, la mesure de plausibilité Pl est défi-
nie par :
VA & X P1(A) = 1 - Cr(A) 3 Cr(a) (38)

La plausibilité d'un événement est toujours plus gran-
de que sa crédibilité. La plausibilité Pl vérifie :

i) PL(g) = O
11) PI(X) =1
ii1) ¥A; & X i=l,...,k avec 0 < k & 2°
X
y k K+1 ‘
P1(NA,) & T PL(A) - L Pl(AiUAj) + .o+ (-1) pl(_\JAi)
i=1 * i=1 . i< i=1
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La relation précé&dente de subadditivité s'écrit
pour k=2

P1(AUB) < PL(A) + P1(B) - PL(A ) B)

Toute mesure de plausibilité est complétement définie & par-
tir de la pondération probabiliste de base :

VA € X P1(R) = I m(B) (39)
BhAFP

La plausibilité correspond & la somme des poids en
faveur de l'information incertaine associée aux ensembles qui
possédent une partie commune avec A.

PL(A) et PL(A) vérifient 1'inégalité :
vA £ X PL(A) + PL(R) > 1 (40)

Crédibilité et plausibilité sont des mesures d'incertain puis-
qu'elles vérifient (1).

Un sous-ensemble A de X tel que m(Ad) > 0 est appelé
élément focal (ou noyau) de la mesure de crédibilité asso-
ciée & m.

Dans le cas général d'une mesure de crédibilité ou
de plausibilité, les &léments focaux n'ont pas besoin d'étre
disjoints, ni de former un recouvrement de X.

Une information certaine sera représentée par un seul
élément focal A quli recevra le poids 1, ce qui exprimera gue
l'on est slir que l'information est correctement représentée
par A, et par A seulement.
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Dans le cas particulier ol tous les &léments focaux
de la pondération probabiliste de base m se réduisent aux

seuls singletons de X, alors :
va < X P1(A) = Cr(A) = P(A) ,

ol P(A) est la probabiliﬁé de A. La pondération probabiliste
de base est alors la densité de probabilité.

L'approche de l'incertain par des mesures de crédii
bilité et de plausibilité est plus fine que celle procurée
par les probabilités ol la connaissance de P(A) détermine cel-
le de P(A). L'intérdt des mesures de crédibilité et de plausi-
bilité est que deux propositions contraires A et A peuvent ap-
paraitre toutes les deux plausibles sans &tre crédibles.

Exemple 15 -

Considérons X = {a,b,c} et la fonction d'ensemble m

(pondération probabiliste de base)

S YU A (1. Y B Cr(a)__|__. PL(A)__

@ 0 0 0

{a} .1 ] 1 .6

{b} 2 .65

{e} .1 .65
{a,b} | (205] 35 .9
{a,c} | [15] .35 .8
{b,e} | 1] .4 .9
{a,b,c) .3 1 1
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Réciproquement, si l'on connait la crédibilite
r

. on
peut déterminer la pondération probabiliste de base m par 1 Exemple 16
formule : par la
Reprenons l'exemple précédent ; la fonction de com-
VA £ X m(a) = % (_l)[A-Bi cr (s) (41) munalité correspondante est donnée dans le tableau suivant :
Bs-a
5.1.2. Ponctions de camuwnalits : | fe. o O
SsE 5 5 2 0
A t PN
sutre oute mesure de crédibilité, on peut associer une {a} 1 .6 6
i 1
b onction d'ensemble que la pondération probabiliste de {b) 2 65 65
ase m, une fonction de communalité de $(x) dans [0,1] tell
que : i Bl {c} .65 65
{a,b} #35 35 =9
Q(@) = 1 et ¥x ex Q({x}) = P1(ix}) 2.l = AL "
’ . - .
Crédibilité et fonction de 3 {b,c} 4 4 9
communalité sont relié ' C . . .
relation : “rusSEg IBEE MR
{a,b,c} 1 .3 1
VA S X cr(a) = g (-1!Bl 0(B) ol
BAa=g
§.8
ou réciproquement
VA &£ X -
o(a) = B;:A m(B) (43) | On considare un certain nombre de cas particuliers de

mesures de crédibilité ou de plausibilité.

5.2.1. Les fonctions de corroboration simple :

................. care e

S

Elles sont telles que la pondération probabiliste de

base est partout nulle sauf :

sur un sous-ensemble Y de X ol elle vaut s, et

sur X oll elle vaut 1-s.




—

- 154 -

Connaissant la pondération probabiliste de base m

. ] 14

on en déduit la crédibilité et la plausibilité;{ s e o 1 :
- b

0siagy
YA X , Cr(a) = S siA> Yetd#X
1 sinan=xXx
et :
1l siAAY#g
YVAS X , Pl(a) = s si AAY=getarsggyg
0sia=g¢g

Exemple 17 :

Considérons X = {a,b,c} et la corroboration simple

définie sur ¥ = {a,b} avec s = .3 g
H___I_&_“ .__m(A) Cr(a) P1(A)
O o
{a} 0 0 1
{b} 0 0 1
{c} 0 0 .7
{a,b} | 3] <3 1
{a,c} 0 0 1
{b,c} 0 0 1
{a,b,c} .7 1 1

(44

(45)

. 8 = ‘!

5.2.2. Les fonctions de corroboration consonante :

.............. sesesevareatren R

Pour de telles fonctions, l'ensemble des &léments
focaux {A € X , m(A) > 0} forme une suite de sous-ensembles |
emboités A S Ay ... < Am (si A # A i=l,n , alors m(a) =0). |

Exemple 18 :

Considérons X = ta,b,c} et la pondération probabilis-

te de base m telle que m({a}) = .1 , m({a,b}) = .3 et
m(ia,b,c}) = .6 :
A m(a) Cr(A) P1(A)
..___‘; ________ SR S .-_-_a_-_
{a} . 1
{b} 0 0 9
{c} 0 0 .6
{a,b} .4 1 '
{a,c! 0 o | 1
{b,c} 0 0 .9
{a,b,c}| (6] 1 1

Pour des fonctions de corroboration consonante, on

vérifie que :

min(Cr(a) ,Cr(B)) (46)

¥A C X Cr (AnNB)

max(PLl(A),PL(B)) (47)

¥B < X P1(AVUB)
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. Si les éléments focaux sont emboités (cas des fonc

io i ]

ibns de corroboration consonante), alors la fonction de pl

s . a‘
ilité de Shéfer se confond avec la mesure de possibilite i

au sens de Zadeh. La foncti
} ion de crédibilita
la mesure de nécessita. S

R §?§'Tg§?¥?§.gloues de Sugeno :

On considére les foncti g
) lons paramétré
|0,1] telles que et o

g, (AUB) =
A ) =9, @) +g,(B) + A9, (2) . g, (B) (48)
avec X @ J-1,+=[ .
P
our X 2 0, les mesures 9 sont des mesures de crédi-

mais
; . ne sont pas des mesures de nécessité sauf dans
€ cas trivial des mesures de Dirac telles que

bilité,
A} =
Ix ex, v e { 9(A) = 0six ga
g(A) =1 si x €a
-

P .
ar dualité, pour -1 < ) $0, les mesures g, sont

des ibilité

mesures de pla951b111te, mais ne sont pas des mesures d
0ssi )
possibilité, sauf dans le cas trivial des mesures de Dirac i

Pour u -
N sous-ensemble A, on obtient deux mesures

floues : une mesure d i i t une si-
€ crédibilité
L e ne mesure de plau.i
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5.3. Densité_et_pondération probabiliste de base.
Egéﬁeag_e&éze;Eeﬁ_éeuz_ggngézuezignﬁ_dz_m§§zzg_
'{neertain

Pour un ensemble X fini i n &léments, on peut cons=
truire une mesure d'incertain & partir d'une densité, c'est-
3-dire, & partir de la connaissance de n-1 valeurs (en tenant
compte de la contrainte de normalisation) (cf. exemples 3 &
15).

Par contre, a partir de la fonction d'ensemble m,

pondération probabiliste de base, on construit une mesure

. . ; n
partir de la connaissance de 2"-2 valeurs (en

d'incertain a
tenant compte des contraintes m(g) =0et I m(A) = 1).
ASX

On examine successivement trois cas.

5.3.1. Mesure de possibilité ou de nécessité :

cesussbestsacarhetsseraarasseaaneeis

Une mesure de possibilité (ou de nécessité) peut
s'exprimer 3 la fois en termes de densité g; = q((xi}),
i=l,n, ou en termes de pondération probabiliste de base sur
des ensembles emboité&s. Les mesures de possibilité (ou de né-

cessité) sont des fonctions de corroboration consonante.

Connaissant la densité d'une mesure de possibilité,
posons Hi = H({xi}) =94 i=1,n , en reconsidérant éventuel-
lement l'ordre des <y de fagon que les valeurs Ki , i=1,n ,

soient rangées en ordre dé&croissant.
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La pondération probabiliste de base est alors :

17 By islim (49)

avec Hn+l =0

Réciproguement, si l'on connait la pondération probabiliste

de base, on obtient la densité Hi

n
;= I m, i=1,n (50)

Exemple 19 :

Reprenons l'exemple 4 des mesures de possibilité

I, =n({ah =1
I, = T({b}) = .3
Iy =T(c}h) = .2
Alors : m = m({a}) = n, -n,=.7
m, = m{{ab}) =1, - fy = .1
my = m({abc}) = My = .2
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N I N W

----- ;s"" -"""5"""— o 0 0

{a} [ .7 .7 1

{p} 3] 0 0 .3

{c} [.2 ] 0 0 .2

{a,b} 1 1 .8 1

{a,c!t 1 0 .7 1

{pb,c} .3 0 0 B3

fa,b,ct 1 2 1 1

Exemple 20 :

Reprenons 1'exemple 10 des

N, = N(ie}l) = .7

N2 = N({b,c}) = .8

Ny = N({a,b,c}) =
alors : m; =miich) = -7

=2
[N
]

m({a,b,c}) = .2

my

m({b,c}) = .8 - .7 = .

mesures de nécessité
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..... P e [ ew [ ww
g 0 e I P

{a} 0 0 g

{b} 0 0 5

{c} .7 E =
{a,b} 0 0 p
{a,c} exl 0 .7
{b,c} .8 ' 1 s
L_f?'b'C} 1 ¥ 1

Exemple 21 :

R : N = N .
éClproquement, connaissant la ponderatlon probabl-
n ’ n nsit N
liste de base consonante [e] calcule la de ité I :

=
i

1 =m({ap) = .7-

=}
"

2 m({a,b}) = (

My = m({a,b,c}) = .3
Alors : [, = _
1 I({a}) —m1+m2+m3=l
I, = =
5 = I({b}) = my, +my = .3
H3 =n({c}) = m3 = .3
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A m Cr(a) n(A) =g(A) Pl (A)

""é“""'S _________ o _-___-__5_---__h_____6___
{ay (271 7 1 1
b} |0 0 ] 3
ter |1 0 3 8
{a,b} |0 7 1 1
{a,c} |C 0] .7 1 1
{b,c} | 0] 0 .3 .3
{a,b,c}| .3 1 1 1

5.3.2. Mesures de Sugeno :

pour A 2 0, aux mesures de crédibilité 93 définies
pour une densité&, correspond la pondération probabiliste de
base associée, donnée par i:BANO-Blj :
: |B] =1
va €X , m(a) = X T gy

b 4 ieA

avec A 2 0 (50)

= 95 = 9 (& Dy g
En considérant la bijection involutive A %\_ de 1-1,0]

dans |0,+=|_, les mesures g, de crédibilité avec A 3 0 per-

mettent de définir les mesures de plausibilité :
= -A v
Iy = T avec A 63-1,0]
en utilisant la relation

vAC X 9'1_2:? (A) =1 - g,(® (51)
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Exemple 22 :

Considérons 1'ensemble X = {a,b,c} :

_____ T T B MU N+ 5
) 0 0 5 _______
{a} 1/12 1/12 1/2
{b} 1/10 1/10 11/20
{c} 1/5 1/5 11/15
{a,b} 4/15 1/12 4/5
{a,c} 9/20 1/6 9/10
b,c} 1/2 1/5 11/12
{a,b,c!} 1 1/6 1
=]
Crédibilité Plausibilité

Pour un méme ensemble A, on obtient deux mesures
floues

i une mesure de crédibilité et une
mesure d i-
bilité. s

Réciproguement, connaissant la pondération probabi-
1lité de base m, on peut calc
uler la mesure de §
cormere ugeno par la
gd) =¢ (1 1 +am(x,)]-1} st x
x,en ] i # 0 (52)

déterminer la pondération probabiliste de base a
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5.3.3. Somre probabiliste o?.produit 5

Connaissant une densité g; = g({xi})i=l’n attachée

une mesure basée sur la conorme somme probabiliste, on peut
ssociée par

la formule

3
vAaC X, m(B) (53)

n
=
«Q
-
-
=)
=
'
«Q
2=

Exemple 23 :

Reprenons 1'exemple 5 correspondant & la conorme

axb=a+b-ab:

A g(R) miﬁl___
””” P I

{al .2 0

{b} o3 0

{c} 1 0.56
{a,b} 0.44 0
{a,c! 1 .14
{b,c} 1 24
{a,b,c} 1 .06




Pour une densité Ei = g(ix,})
mesure basée sur la norme duale proéuit=l
la pondération probabiliste de base ass

VAE X ’ m(A) =

avec gi' = E(Ei})g‘_:l ,

Exemple 24 :
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(1-g5)

A attaché&e 3 une
r on peut déterminer
ociée par la formule

(54)

Re
prenons 1l'exemple 12 correspondant & la norme

a l b = ab :

E"i\ _____ g(a) m(a)

| s | o T o |

{a} 0 0

{b} 0 0

tclt .56 .56

{a,b} 0 0

ta,c} .7 .14

{b,c} .8 .24

{a,b,

c} 1 'Of___J
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5.3.4. Conclusion :

cessaan

Toutes les mesures d'incertain basées sur des normes
ou des conormes triangulaires ne sont pas des mesures de Cré-
dibilité ou de plausibilité. Une mesure d'incertain basée sur
T, Ou sur Sw ne peut pas &tre une mesure de crédibilité ou de

plausibilité.

La relation exacte entre les mesures de crédibilité
et de plausibilité et les mesures basées sur des normes ou

sur des conormes triangulaires, reste 3 découvrir, si elle

existe.

5.4. Approche_d'une mesure de plausibilité ou_de _gcrédibrlité $

Oon peut approcher une mesure de plausibilité Pl ou
une mesure de crédibilité Cr dont la pondération probabiliste
ne se raméne pas 3 une densité, par une mesure d'incertain ba-

sée sur une densité.

5.4.1. Approche d'une mesure de plausibilité par une mesure de possi-
bilité ou d'une mesure de crédibilité par une mesure de

Pour tout A & X :

pl(a)y = I (sup XB(x).m(B)) 3 sup ( I XB(x).m(B)) =
BE& X <x€A xEA BCSX
= sup Pl({x})
XEA
ol Xg est la fonction caractéristique de B

(x) = 1 si x€B
Xg 0 si x € B
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Le membre de droite est normalisé si, et seulement si

H

Jx € X tel que P1({x}) = 1, c'est-a-dire /N B#g
BeX
m(B)> 0

donc, si les &léments focaux ont une intersection non vide.

On peut alors approcher 1la plausibilité par une mesu-~
re de possibilité M(A) dont la densité est déterminée par

T({x}} = P1({x}) ¥x € X

De méme, pour tout a <€ X

Cr(a) ¢ inf(_x
X€A Be X

Xg(xX).m(B)) = inf (1 - Pl({x}))
XEA

Si les 8léments focaux ont une intersection non vide,
On peut approcher la crédibilité pPar une mesure de nécessitéa
N(A) dont la densité est déterminée par N({x'})
pour tout x' appartenant i 1'
de la forme X - {x} (c'est-3
(n-1) &léments)
non vide,

=1-pl{x'}
ensemble des &léments composites
~dire ceux comprenant exactement

- 81 les &léments focaux ont une intersection
alors on a les inégalités suivantes ;

vaC x OsCr(a) s M) s M(A) ¢ PL(A) < 1
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Exemple 25 :

Considérens X = {a,b,c} et la pondération probabi-

1 se m telle que m(ia = .2, m((a,b}) = .3,

liste de ba le g ({ }) .

m({a C}) = 1 et m({a b C}) = .4. L'intersection des éléments
( ] . D

focaux est {a} et est donc non vide.

g = A
n e [erm [ v g [ aw mew | e |
e o | o | 0 0 0
1 1
{a} .2 .3

.5 .5
{c} o] 0 0

{a,b} J5 .5 1 1
{a,c} | 1] .3 .3 1 8
{b,c} | [0 0 0 .7 ;
{a,b,c} .4 1 1 b

..............

une mesure de probabilité :

sessacansn srseascvsenas

On peut approcher une mesure de plau%ib%lité E?SZZit
mesure de crédibilité par une probabilité en equlréparo; =
les valeurs de la pondération probabiliste de base m.
truit alors la densité de probabilité telle que

1
¥x € X piX . Z e I m(B)
X ’ ( ) IBI
ou lBl est le cardinal de B.

On obtient alors les in&galités suivantes

VA S X, Cr(dA) & P(A) < PL(A)




- 168 -
- 169 -

Exemple 26 :

5.5. Mesureg d!information :

Considérons x =
actériser le degré

liste de
base de l'eXEmpl ‘
L'objet de ces mesures est de car

{a,b c} et
4 la pond .

&ration probabi-
babiliste de base.

e 15 ;.
I de croyance en la pondération pro

pla) = m({a}) + M({a,b})
—_——r i) m({a
2 +2\’m+mw=
Soit un référentiel X comprenant un nombre n fini

.3
p(b) = m({p}) 4+ Eiingll s mlabl) | uq d'éléments et W, (x} 1a fonction d'appartenance 3 un ensem-
m(ia,b})
2 + ———éééLSll = .375 ple &' flou de X. Rappelons que R' est normalisé s'il existe
| un X € X pour lequel uA,(xk) = 1.

si 1l'on connait la pondération probabiliste de base

.325 |
m(B) pour tcutes les parties de X, alors on peut introduire
n des sous-ensem-

p(c)

m({c}) + m({b:CJ’)
- " m({g,c}) + m({aéb,c}) =

une foncticon dépendant du cardinal de chacu
bles de X et calculer une quantité notée

i F(m,£) = I m(B) . £([B[)
BCX

si £(|B|) est une fonction décroissante de |B]|,

est une mesure de spécificité (ou de précision)

# alors F(nm,f)
> 0 avec |B| faible.

qui porte 1l'attention sur les m(B)

d si £(|B|) est une fonction croissante de |B|, alors
F(m,f) est une mesure d'imprécision qui porte l'attention

sur les m(B) > 0 avec |B| grand.

HI




*T
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5.5.1. Mesure de spécificité (ou de précision) de Yager

Une mesure de spécificité satisfait les conditions
suivantes :

i) VA' sous-ensemble flou de X, Sp(a') € [D,1] |
ii) 8p(A’') = 1 <=> A' est un singleton de X
iii) A' et B' normalisés
A'S‘B'(uA.(xi) < Wpr (%)) => Sp(A') 3 sp(B')

i=1,n

Les éléments de A' &tant rangés suivant les valeurs
décroissantes de uA.(x), créons un élément fictif x
que uA.(x = 0.

f
n+1 tel !

n+1)

La spécificité d'un ensemble flou normalisé A' est
définie par : q

? uA'(xi) = UA'(xi'i']_)

Sp(m) = Sp(A') . 253

i=1

Dans le cas oll 1'on peut d&finir une pondération pro-
babiliste de base m, par exemple pour une distribution de pos=

sibilité&, la spécificité de l'ensemble flou A" s'exprime aus-
si par : %

m(B)

sex 1B] (56)

(cas de la fonction f(x) = %)

Sp(m) = Sp(a') =

INnea
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Exemple 27

Reprenons les donndes de l'exemple 19 :

n({al}) plixh =1

n({b}) plixy}) = .3

T(te)) = ulixgh) = .2

I(fah-nib)) , LBH-TIteh |, T
Sp(a') = 1 3

N
©

- 0.3 - 0.2 , 0.2 _
_1-0.3, > § %2

a 1

—
Uy

ou encore @

,b}) , m({a,b,c})
sp(a) = m({a}) + TUSEIL 4 B2

= =1

.1, 0.2 _ 28
—0.7+ Bt e 55 = g

SP(A ) est minimum et egal a _!1 dans le cas de 1 191101751103

totale :

21
m(x) =1 et ¥A # X, m(A) =0 alors Sp(A') =4
&lé-

les
¢ maximum et &gal & 1 dans le cas olt tous

e donc pour des mesures de

ments focaux sont des singletons,

probabilité.

i déra-
& évalue donc 3 quel point la pon

La spécificit Tl
tion probabiliste de base m s'é

bilité.

loigne d'une densité
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5.5.2. Degré d'imprécision de Higashi et Klir :

Higashi et Klir introduisent le degré d'imprécision
d'un ensemble flou A' normalisé :

U(A*) = HI(m) = I
BCX

m(B) . log, ({B|)
(cas de la fonction f(x) = log2 x)

Le degré d'imprécision U(A') satisfait les condi-
tions suivantes

i) ¥A'C X, UA") € [0,+=|

ii) U(A') = 0 <=> A' est un singleton de X

iii) A'C B' => U(A') ¢ U(B')

]
U(A') est maximum et vaut 1og2 n dans le cas de l'ignorance
totale.

. :
< U(A') est minimum et vaut 0 dans le cas ol tous les élé-

ments focaux sont des singletons, done pour des mesures
de probabilité.

U(A') procure une estimation de l'imprécision des
éléments focaux de A',

1
. Le cas d'une mesure de probabilité correspond au ma-
ximum de précision des éléments focaux et au minimum de con-
flit entre eux, puisque ces 8léments focaux sont des single-
tons qui ne se recouvrent pas.

Dans le cas d'une mesure de possibilit&, il n'y a pas
de conflit puisque les &léments focaux sont emboités et seule
1'imprécision subsiste.

= __)____,,___.‘—
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5.5.3. Degré de confusion de Hohle :

esressbessncstesssirssessane

Pour une crédibilité, Hdhle a proposé d'introduire

le degré de confusion

HC(m) = - m(B) . &n|Cr(B)]

z
Ba X

HC(m) est minimum et vaut 0 dans le cas ol la pondération
probabiliste de base ne posséde qu'un seul élément focal.

HC(m) est maximum si la pondération probabiliste est &qui-
répartie sur un nombre maximum d'éléments focaux tels qu'il
n'y ait pas deux éléments focaux inclus l'un dans l'autre

.

(alors m(A) > 0 => m(A) = Cr(a)).

HC(m) peut Btre considéré comme un bon indicateur

de la confusion de l'information incertaine représentée par m.

Exemple 27 :

Pour X = (a,b,c,d} , alors HC(m) = %n 6.

5.5.4, Degrd de dispersion de Yager :

P R R R R

Pour une plausibilité, Yager a proposé d'introduire

le degré de dispersion :

m(B) n|P1(B)].

HD (m) est minimum et vaut 0 dans le cas ou les éléments fo-
caux ont une intersection non vide {(cas d'un minimum de co-
hérence entre les éléments focaux ; cf. exemple 24) .

En particulier, pour une distribution de possibilité&, les

&léments focaux sont emboités et le degré de dispersion

est nul.
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. HD{m) est maximum si la pondération probabiliste de base
est équirépartie sur les singletons de X (cas d'un maxi-
mun d'éléments focaux disjoints, alors
m(A) > 0 => m(A) = P1(A)).

HD (m) évalue la dispersion des é&léments focaux.

Les propriétés de ces différents indices (additivité
%f projection) ont &té& étudiées par Dubois et Prade
|DUB 85b et 86b].

- 175 -

CHAPITRE 7

APPLICATION A LA RECONNAISSANCE DES PHONEMES

Notre objectif est de mettre en application les
concepts théoriques développés précédemment. Nous partons
d'un probléme de reconnaissance de formes et, d'une fagon
plus précise, de reconnaissance de phonémes et nous abou-
tissons & des résultats numérigues pour apprécier la qua-

1ité de la reconnaissance.

1. LES FORMES ACOUSTIQUES

Les données acoustiques de chague phongme sont is-

sues d'un analyseur spectral : c'est un banc de 32 filtres :

le premier filtre est un passe-bas & 200 Hz,

le dernier filtre est un passe-haut a 6400 Hz.

Les trente autres sont des passe-bandes dont les fréguences
centrales sont approximativement en progression géométrique.
L'intervalle entre deux fréquences centrales successives est

légérement inférieur 3 un ton musical.

Tous les filtres sont des filtres du second ordre.
La sortie analogique de chague filtre est redressde, puis in-
tégrée durant 1/50e de seconde. A l'issue de cette période,
la sortie des intégrateurs est convertie en valeurs numéri-
gues sur 6 bits : on aura donc des résultats numériques dans

la plage 0-63.
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Pour constituer le corpus des écha

’ n
i gt tillons servant

ésultat est listé et
€es) au milieu de 1a zone

on analyse un mot. Le r
on choisit un échantillon (32 donn
"stable" d'un phonéme.

On a effectus
ué deux releveé i
$ & environ un mois d'in-

1c
ervalle, desquels on extrait respectivement

- 24 phollélﬂes s 3 Ooccurences de huit phoneztes dlfféIellteS
(flChleI PHON l)l

12 phondmes (fichier pPHON 2).

2. LE CHOIX DES PHONEMES

On isi
a choisi, pour lesg expériences,

présentent la particularité : TS henenes i

S5 :
it de se ressembler fortement entre eux

exemple : |s| et lz] ou [olet lo];

= soit d'8tre tras différents des autres
exemple : |a| et |s

;

3 l

; !

Les huit phonaémes sont les sui

2 V .
$0Ci&€ un numéro de code tout~3 g

~fait arbitraire) |

Phonémes |v!

1] tal| Isl] 121] 12| 3]

N° de code 9 1 4

lo]

18 17 21 6 7
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TABLEAU PHON 1

N* code|
------- |-------—------—---———-—-------------—--_--—--——-————---—------—-
9 | 24 14 33 19 10 5 4 il [} 1 ol o 1 3l 0 0
1 1 1 1 by 6 10 4 B3 2 [¢] o 2 2 0 4 5
------- ]---------—'——----—--—___------------—___—_----—---—-—---—-—-----
i | | 6y X5 #13 6 k| 1 1 0 [} [s] o] 0 Q [¢] ]
| Q 0 0 [s] 0 4] 2 0 2 1 6 g2 4 1 [ 5
------- | mm———— - - -
4 | 5 12 8 10 8 11 8 11 21 20 7] 7 10 7 1 A&
| 1 2 3 3 7 2 2 cl 5 3 5 4 2 o] 3 3
------- ‘--—-~--------—_—_-------------———-—-—--—---—-—-----——----—-—--—-
4 i 4 8 5 S 3 4 € 8 13 14 11 20 18 8 2 2
| 5 7 8 4 2 1 1! o 4 4 4 s 7 11 7
------- |---_-----— - -
18 | [¢] o] 0 Q 1} 0 0 [+ 0 0 [} 0o o 0 4] 0
| s & 1 o] 1 1 d; 2 3 4 12 25 33 50 60 34
------- i - ———
17 | 0 [} [¢] o 0 Q 0 0 o] 4] Q o] 4] Q 0 4]
| 0 0 Q0 [s) 0 o] 0 0 0 1] [} 2 4 5 16 10
------- | ——— = o = - - " 1 ] -
1 { 7 Y5 11 7] s 4] 2] (4} 0 o 4] 0 0 0 0 0
! 4] [+] 0 0 0 4] 1 o 2 0 7 11 11 10 15 10
------- ‘------ - -
21 | 3 1 0 (4] 0 [} 0 0 0 [} 4] [¢] 0 o 0 0
| 0 0 0 1] 0 [4] 4] 0 0 0 10 26 22 25 37 17
-—————-— l ----------------------- - - - T " -~
18 | 0 0 [¢] (s} 1] 0 0 0 o o] [} [} 0 o} 0 0
| "] 0 o 0 [¢] 1 1 1 2 4 12 24 28 52 64 31
------- | —-———— ———— - -
4 | 4 10 8 S 7 9 ue 8 a8 22 24 13 12 8 5 4
1 s 7 8 4 2 1 0 [} 1 4] 3 2 2 3 3 2
....... }---_-_------_--_ - - -
6 | 4 7 6 7 8 12 25 12 7 15 22 12 10 7 8 8
| 14 13 7 3 2 1 2 0 [ o] 1 1, b o] 2 3
_______ I-——---------_----------------—--------—------—-_-—--—-----———---
6 | 11 10 12 16 22 20 14 16 8 5 5 2 3 3 [} 4
| 9 10 2 0 0 0 0 4] 1} 4] [¢] [¢] e 0 4 5
------- l------------_-_---_------_—-—-------___-—---------_----—----_-_-
] { 11 23 50 20 23 6 k) 3 0 [¢] 1 1 2 1 [} 0
| 1 1 2 1 [ -1 6 2 1 Q s 4 2 2 5 4
_______ i_-__-___-_--_ - - -~
S { 9 10 15 18 8 2 1 0 [¢] [ ] [¢] 4] 0 o] 0
| 0 0 Q 0 0 0 0 0 4] [} 1 [} 1 0 3 4
_______ '___---_-_-_____-_--_-_-_--_--_-_-_--_-_-_--____---_-_--—---—---_
7 | ¢ 20 18 38 18 _18 10 5 5 8 4 g 15 8 3 2
| 2 2 o 0 [+] o] [} 0 0 [} 0 2 3 2 5 3
_______ '_-----_----_- - - -
17 | [¢] 0 o} Q 0 0 0 o) 0 0 0 0 0 [} o 0
| Q ) 0 0 0 0 0 o 0 ¢ 3 5 g 13 18 11
------- I——-_-———-----_--_---_---_--------_---_-------—----—-—------——_--
21 | 1 0 4 Q 0 0 0 o] 0 0 0 0 [} [} 0 0
| [¢] 1 0 c [} 4] 1 1 2 3 11 22 33 51 60 30
------ I - — -
7 | 8 14 24 32 49 13 8 3 0 2 3 2 2 3 6 8
| 5 2 0 o 0 0 0 0 o 1] 0 2 2 3 5 3
- - l _______ - — -
1 P12 4 13 5 1 0 0 [¢] 0 0 [¢] 0 o o] Q o]
i 0 1 0 o] Q ] 2 o oL b 6 10 8 4 7 5
-—----;T'. ______ A ——
17 | ¢] 0 0 0 0 0 0 0 0 4] o 4] 0 [o] 0 0
: 4] 0 0 0 V] 0 0 [} 0 ] 5\ 2 4 4 12 9
6 | 10 S 8 6 g 15 11 18 22 10 16 15 10 9 &€ 10
: 9 6 3 [ [¢] o 0 0 0 0 1 3 3 3 2
21 + 2 0 1 [s] 0 0 [¢] 0 [*] 0 0 0 0o o 0 0
- : Q [¢] [ 0 [} ol 2 o] 1 2 ¢ 21 30 56 50 35
7 | 19 12 25 19 23 5 6 2 0 2 p? 2 3 2 0 o]
_ : o Q [} 0 0 0 o 0 0 0 [} ] 1l 1 5 5
18 | 1] [¢] 4] [+} o] 0 0o 0 0 o} 0 [+] [} o] 0 0
| [} 0 [} o o] [} a8 0 2 3 13 28 31 53 58 28




= 1.78

TABLEAU PHON 2
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3. PREMIERE EXPERIENCE

3.1. Phase _d'apprentissage. Recherche des relations R

Dans la phase d'apprentissage, chague phonéme Ay est
connu. On utilise le lot de 24 phon2mes formant le tableau
PHON 1.

3.1.1. Determlnatlon des coefficients de la matrlce A s
Chaque phon&me apparait trois fois dans le tableau
PHON 1 ; nous avons ainsi effectué& une moyenne pour chacun
des huit phon2mes. Nous avons ensuite normalisé les données
par rapport 3 la plus grande valeur de chacun des huit phoné-
mes moyens définis précédemment. Nous obtenons pour chacun
des phonémes Ajr By eeen Bg les valeurs d'appartenance
X i=l,...,8
l—lAi( ]) ) ’ 2
j=1,...,32.

3.1.2. Détexnunation des coefficients de la matrice B n

............. “eesscessus st acssr it

Pour 1l'un quelconque des phongmes connus du tableau
PHON 1, appelé Yyr On donne 3 la fonction d'appartenance
Ug (yj) j=1,...,8 , les valeurs suivantes
g

. 1 sij=k
1 73 0 sij#k
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Ainsi, pour le premier phonéme,

code est 9, 1a S Peeeand dont le numéro de

1 est la suivante

9 1 4 18 17 323 6 7

B =
teste w5y~ LT o[ oo o]

3.3 C'L.a}c‘:g%‘c};_eimatricesRi H

Pour chacun des huit phonémes

A,),
cule une relation floue R, par 1' ( i)1=l,...,8' °n cal-
i

équation floue :

t
R, = ™A, i
0 l®Bi l=l,...,8

olft)e !
@ est 1'opérateur de maximalisation

aves chacun (page 88 ) concordant

e des sept normes suivantes

MIN

PRODUIT

T

n

HAMACHER (y = 1/2)
HAMACHER (y = 2)

SUGENO (A = ~- 1/2)
SUGENO () = 1)

On effectue 1a phase de r

X econnai 3
12 phonénmes (dtz)z B g B R

=1,...,12 9u tableau pHON 2, Pour l'un des

phoném
es ﬂa donné, du tableauy PHON 2, on calcule

aa,, # ® =
' Welia, 800 = T A (9) - & (572 ;

Ce euclidienne. On cherchejil i ’ ] e e
) e minimum de g K
= (A !
olt A, le phonéme n° k reconnu, tel que -y 1)l=l,,.,,8'

pour ¢ donnég,

d(Ak"ﬁn) SOit minimum.
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3.3. Interprétation :

Le probléme de reconnaissance de formes peut &tre
résolu par des méthodes plus &laborées que celle que nous
avons utilisée, en particulier la reconnaissance aurait pu
atre effectuée par les sous-relations maximales de simili-

tude et l'algorithme de Pichat |HIR-81].

Pour un phonéme présenté, appelé del’ on obtient
- ® -
un résultat g+ composé de huit valeurs U@ l(xi)i=l,...,8
considéré comme fonction caractéristique d'appartenance. Le
calcul de 652 s'effectue au moyen de la relation floue
Rk M ﬁl =<32 olt Rk est la relation floue associée au phonéme

reconnu, numéroté k, et "o." les compositions suivantes

MAX-MIN
MAX-PRODUIT

MAX-T

MAX-HAMACHER vy = 1/2
MAX-HAMACHER y = 2

MAX-SUGENO A = -1/2
MAX-SUGENO x =1

Le référentiel &tant fini, nous appellerons les com
positions MAX-MIN suivant 1l'usage et non SUP-MIN. La méme
&tiguette étant utilisée pour les autres compositions.

Si ug (y,) € 10,1}, les matrices R, ne comportent
que deux colonfies différentes, donc le coefficient d'appar-
tenance Up 2(yk) correspondant au phon&me reconnu est égal
3 1 et toutes les autres valeurs uUgQ L(yi)i#k sont égales et
différentes de 1.
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b 1

” (2) . g
| Phonéme présenté :d% 2 : 1

De plus, l'opérateur de maximalisation() intervient Phondme reconmu i 21
seulement pour des compositions a T 0 et a t 1. Or,

a T 1 =1 pour toute valeur a et quelle gue soit la composi-

tion "u" , et ‘

=y ' 1
- 1.000 | 0.068 | 0.068
a 10 =0 silacomposition "," est MAX-MIN ou MAX-PRODUIT | el o] oen | 068 | 0 .068{
o o ‘ MAX-HAMACHER
Ainsi, les résultats sont identiques pour les trois ‘ ) = 426{_426l'426 _42611_000l_426 .426‘
i "o . g
compositions MAX-MIN, MAX-PRODUIT ou MAX-HAMACHER : o MEX-T B! | I
v 7 | de Sugeno :
e 3.3.1. Tnterprétation par les nesures de Sigenc
inter—
i (%:) 42 g est in
Chacune des huit valeurs U@, ¥X;)i=1 .., :
1ité) du
1 &tée comme la mesure de crédibilité (ou de plausibi
| Résultats : .

classement obtenu.
Phonéme présenté :d2£2) -

1 on définit g sur l'ensemble des singletons :
Phonéme reconnu : 1 : B
g, = glixgh) = U@ g (%) 1=1, .00
- : : AU > L . st i
i : | L La condition de normalisation e
MAX-PRODUIT  yq ) | .368 | 1.000 | .368 | .368 | .368 | .368 | .368 | .368| | 8
1 | / (1 +ig) =1 +A
MAX-HAMACHER H i
{ =
y On détermine la valeur X qui satisfait la condition
1 i res
| | | | d ormalisation. On sait que X est unique et les mesu
wom MAX-T Wy ‘.653 | 1.000 | .653 | .653 | .653 | .653 | .653 | .653 | en
¢ [ d'incertain sont :
‘ 3
- des mesuxes de crédibilité si x > 0,
- des mesures de plausibilité si x < 0.
&
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On calcule ensuite tous les g(A) ol A est un sous-
ensemble composé de 1 4 8 éléments. Les résultats ne sont
donnés que pour les g(A) o A est composé de 1, 2 ou 3 &l&-
ments (appelés groupes). De plus, on n'indique pour chaque
g(a) que la valeur maximale pour un groupe de 1, 2 ou 3 élé-
ments. On calcule aussi la valeur associée

i

soit Cr(a) 1 - PL(R)

soit P1(A) 1 - Cr(a).

Résultats

Puisque uﬁb(yk) =1, l'interprétation en termes de
mesures de Sugeno conduit 4 la valeur A = -1, donc & une

plausibilité. Les mesures de plausibilitéd s'effectuent donc

sur des ensembles emboités ; nous avons toujours des mesures
de possibilité,

Les résultats sont identiques pour les compositions
MAX-MIN ou MAX~PRODUIT ou MAX-HAMACHER :
"o" MAX-MIN
ou MAX-PRODUIT

ou MAX-HAMACHER

Numéro du phon&me présentéd ;J% ;2) =1

Numéro du phonéme reconnu : 1

A = -1 : plausibilité

Groupe de 1 : {1} créd = 0.040 plaus = 1.000

Groupe de 2 19,1} {1,4} {1,18} {1,17} {1,21} {1,6} {1,7}

créd = 0.063 plaus = 1.000.

Svg

= {85 =

Il y a donc
- 1 seul groupe A composé du phonéme reconnu ;

- 7 groupes (C%) composés du phonéme reconnu et d'un autre

phonéme quelcongue ;

- 21 groupes (Cz) composés du phonéme reconnu et de deux au-
g P 7 P

tres phonémes quelconques.

3.3.2. Interprétation en texmes de mesures de possibilité sur des

secnen T T R R AR R R A

sous-ensembles emboités :

........ cessessaraveven

La condition de normalisation est max{gi} = 1. Les
i

mesures de possibilité Hi (assimilées aux g; normalisées)
sont ordonnées. On en déduit la pondération probabiliste de

base associée aux ensembles emboités (page 158).

Les résultats font apparaitre les valeurs successi-
ves de m(A) avec la liste des él&ments qui composent le sous-
ensemble A. En dernidre ligne apparait la part allouée &

1'ignorance totale.

Les mesures de possibilité prennent en considération
la part alloude a l'ignorance totale, ce gui constitue une
interprétation numérique importante dans le cas des problémes

de reconnaissance de formes.

Remarquons que la norme Tm' ainsi que la norme de
Sugeno, font intervenir le maximum. Si aucun maximum n'est
utilisé, les résultats sont identiques pour les sept compo-

sitions. C'est le cas du phonémedkfi).
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I Befo, 1] | MAX-MIN | mAReme ] oTTTITmmom——e-
S, X=Tm | MAX~SUGENG 1 e mm ===
! | MAX-PRODUIT | | MAX-SUGENO | maX-suGENO
| MAX~HAMACHE I =12 -
| HD= e I g A
_____ =0 |MAX-HAMACHER 2| | !
; T e |
2632 | m(1) =0.347 ] m(1) =n £tk . Lo TTTmoes—aee
2 0.
: ft‘ ) | m(X) =0.368 | mgxi =o.g;; | 1) =0.515 | m(1) =0.220
I =1 Isp =067 | sp <olezs I n(X) =0.485 | m(x) =0.790
: { B =1.105 | A1 =1.959 f s 19.276 1sp =0.309
=0.368 = =1.454 HI =
—mmeeaeal DD TP0.368 | HC =0.278 | HC  =0.351 { Ho ,3‘332
| M(21)=0.932 | m(21)=0 moa 1 oo TTTTTme—mae-- .
( o I m(21)=0.574 =0.721 | m{2tien g1
}\ﬁ 9218 | m(X) =0.068 | m(X) =0.426 } gfil) 0.721 | m(21)=0.421
'y =18 | Sp =0.940 | $p = =0.637 ) 20.279 | n(x) =0.579
: | I =0.205 | WI =1.275 | ny o3 [ Sp =0.49
________ [ HC  =0.183 | HC =0.363 | HC =0.837 | HI =1.738
' --?-;E;;_-B _________________ =0.356 | HC =0.316
=0.903 | m(6) = ———— e m e e—aaa
| p@ = ) =0.423 | m
i jta)-s I g(x) 0.097 | m(X} =0.577 } mE§; 23'519 I m(6) =0.360
. I Sp =0.915 | sp  =0.495 | g 481 | m(X) =0.640
' : Sé =0.290 | HI =1.730 | H? 22-579 | Sp =0.440
L - =0.226 | HC =0.317 | He oo ias | HI =l.019
! | m(6) =0.926 | m( 51 0 g 222 LE ome
(4, =0.926 | m(6) =0.531 | m(6) =0.608 | m e
1 £ /1 m(x) =0.074 | m(xi “olees } m(S) =0.608 | m(s) =0.479
e | Sp =0.935 | sp ' =0.590 | s( ) =0.392 | m(X} =0.521
! DHI  =0.222 | KI =1.407 | HY oq.v98 | SB 20:545
_____ | HC  =0.193 | HC =0.355 Z1-175 | HI =1.s62
| -----? ___________________________ | HC  =0.367 | HC =0.340
n(9) =0.786 e
w | m(9) =0.590 | m(9) =0.723 | wror —m son
= Jt-‘Lg | m(X) =0.214 | m(X) =0.410 ; 2&3) =0.723 | m(9) =0.453
P } iF '3-::3 | Sp =0.641 | sp : =g'§;; } g o8
=0.643 | HI = = Sp  =0.527
| e aah 1.231 | HL =o0.8
I 8336 .831 | HI :
— - __1 HC =0.365 | HC =0.356 | o o8 e
B(8) =1 | m(4) o gaa TITTmTmmmemeeee "
( | m(4) =0.244 =0.324 | m(4) = 100
{ £ L4 ! E | m(X) =0,756 } :E;; =8‘32‘ | m(4) =0.171
e WER ot | Sp =0.338 | sp =0.408 | B{¥) 20.829
I =0 | HI  =2.265 | HI= = 408 | sp  =0.27s
| HC =0 | HC  =0.211 2.028 | HI = =2.487
| ] s ot | HC  =0.265 | HC =0.155
m(6) =0.630 n [ T S
, @) | m(Xp %0:790 | m(s) =0.630 | m(6) =0.630 | m(s) =0
i -~ | m(X) =0.370 | m(X) =0 -553
T | Sp =0.676 | sp  =0.576 | Sp & —0.gye | N(X) 20.553
i | HI  =1.111 | HI =1.111 | H? =g'676 I Sp =0.609
______ | HC  =0.368 ) HC =0.368 | He <111 | HT  =1.341
I I _;;)__ ¥ =0.368 | HC =0.,360
W2 m(1) =0.744 | m(1l) =0.740 o s
} oy | m(X) =0.256 | m(X) =0.260 ; 25;3 =2"‘4 [ m(1) =0.734
| TeTh 1 Ssp =0.776 ) sp o =0.773 | sp . (236 I mx) =0.26¢
I ; £3 20769 | M1 =0.779 | T oives { ¥ .96
=0.349 a ' I =o.
I________________________1_§f 0.350 | HC =0.349 | Hc ,0_323
| m(1) =0.596 | 58 e A
@ . m(1) =0.358 =0.388 | m(1) =0 149
Lg% 1m0 =0.41e ) nox) 00642 | k) o288 | mi1) =0.342
| | Sp =0.635 | Sp = =0.438 | sp ' o9 oo | m(X) =0.658
! ; BI =124 D slieds | HL  o3a57 f o maes
- =0.365 | HC =0. S =1.973
: 23 : 285 | HC  =0.300 | HC =0,27s
| m(17)=0.816 | m(17)=0.66 N
=0.662 =
| ‘%u) | m(X) =0.184 | m(X) =0.338 ; §f§3’=8'79’ | m(17)=0.495
| ‘o=21 | Sp =0.839 | sp =0.704 | § _0~203 | m(X) =0.505
} { BI  =0.553 | HI =1.014 | HE ,o'iii { ﬁ? E01558
HC  =0.312 =0, iy =Las1e
I | HC 0.367 | HC =0.324 | HC =0.345
| m(18)=0.700 | m(18)=0.700 =000 Tt e A e |
| g% 1m0 =0.300 | n(x) =0.300 i o oy TEMLREIEY
I %,=17 | s5p =0.738 | Sp  =0.738 | Sp = =0, 00 | m(X) =0.300
| | KI =0.900 | HI =0.500 | H!I, -0'738 | Sp  =0.738
| | HC =0.361 | HC =0.361 | HC = -900 | HI  =0.900
] . =0.361 | HC =0.361
| (1) =0.706 | m(1) =0
=0.40
| jztz) | m(X) =0.294 | m(X) =o.59; } $f§§ :3'423 | m(1) =0.386
| %,y =1 | sp =0.743 | sp @ —0.476 | Sp ' wp.ege | 2AX) =0.614
| | HI =0.882 | HI =1.798 | i _2'300 | Sp =0.463
[ | HC  =0.360 | HC =0.307 | HC <715 | HI = =1.842
_ . =0.320 | HC =0,300
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Analysons les résultats correspondant au phoné&me /a/.
En phase d'apprentissage, pour le phondme /a/ codé 4, aprés
avoir effectué une moyenne, on obtient des coefficients tous
strictement positifs. La composition a T 0, avec a > 0, cor-
respondant & la norme MIN ou PRODUIT ou HAMACHER, conduit &
un résultat nul. Ainsi, la matrice Rk ne contient gue des 1
dans la colonne 3 (voir position du code 4) et ne contient

que des 0 dans les sept autres colonnes.

f{(Z) du

En phase de reconnaissance pour le phonéme 6
tableau PHON 2 correspondant & un /a/, la normalisation s'ef-
fectue par rapport & la plus grande valeur (16) . Un certain
nombre de filtres ont des valeurs é&gales ou voisines de cette
plus grande valeur. En envisageant la composition "." MAX-MIN
ou MAX-PRODUIT ou MAX-HAMACHER, on obtient '

] 1 4 18 17

21 6 7

= | .000] .000 | 1.000 | .000 | .000 | .0C0 | .000 | .000

u
Py

d'ol le résultat m(4) =

1. Pour la composition "," MAX-T - ou
MAX-SUGENO, on obtient de fortes valeurs pour la part allouée

3 l'ignorance totale.

Par contre, le phonéme éf §2) correspondant toujours
3 un /a/, les valeurs fournies par le tableau PHON 2 sont

plus éloignées de la plus grande valeur (27).
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4. DEUXIEME EXPERIENCE

On modifie la dé&termination des coefficients de 1la
matrice Bi‘

Pour un phon2me donné, ce phonéme devant &tre recon-
nu, on lui attribue un coefficient d'appartenance égal a 1.
Les coefficients d'appartenance sont donnés subjectivement
pour les autres phondmes suivant qu'ils ressemblent beaucoup

Ol assez ou un peu ou peu au phonéme donné.

Phonémes SR VeV VYV YWY /2/ /237 | /a/

Numéros de code 9 1 4 18 17 2N 6 i

B pour le code 9 a1 .7 .1 .1 N o1 al; .1

B pour le code 1 .7 1 <3 .2 .1 .2 2 .2

B pour le code 4 o3 o) i il .1 sl .6 .6

B pour le code 18 o2 .3 .1 1 .7 .8 vl .1

B pour le code 17 .2 o2 il ) 1 .6 .1 3l

B pour le code 21 .2 =2 .1 .8 .6 1 .1 Ll

B pour le code ¢ 3 33 .4 i .1 .1 1 .8

B pour le cede 7 -3 .3 .4 .1 arl .1 .8 il

Résultats

2 (2) _
Phonéme présenté : #& 1 =1
Phonéme reconnu : 1

17 21 6 7

9 1 4 18 { L
‘ [ 421 ( 421 ‘ 421 | .421 | ) J
no" MAX-MIN U =11.000 11.000 \.4211 ” l
L] &1

] 8654}.576 \.421 {.576 |.576 ‘.SZEJ
"o MAX-PRODUIT L{bz = [;lODO 51.000 [

:1%;2) =18

Phonéme reconnu : 21

Phonéme présenté

1205 ‘ .205_[

|
= .208 \ .205 { 205 l .955 ‘ 955 | 1.000

" ° " MAX_MIN UG g

.000 | .205 ‘ 205
- 361 | 205 | 955 | 955 l 1 [
"o MRX-PRODUIT up = ‘Ff’l | 2 \

L'un au moins des lp, i(yj) &tant égal é 1, l'izter-
i r les mesures de Sugeno conduit toujours a la
prétatlon—pfl et donc & une plausibilité. Nous ne donneons
;i:e?:sxrésul;ats pour des mesures de possibilité.
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| Belo,1) | |MAXMIN|PROD | Tm |HAMACH|HAMACH|SUGENO|SUGENQ)
|ler essai | | | 1 =1/2| ¥ =2 |A=-1/2| A=1 |
| | | | | | [ ! |
| g) | m(9,1) | .579 | .135 | .047 | .189 | .087 | .070 | .028
P # 7=1 | m(e,1,4) | | .288 | .100 | .333 | .221 | .148 | .060
] f { m(X) | .421 | .421 | .753 | .421 | .421 | .633 | .851
"""""""""""""" - et DY (U0
| | m(21) | .045 | .045 | .045 | .045 | .045 | .045 | .045 | hell ]
| o) | | | | ! | I | —
| R°7-18 | m(21,18,17) | .750 | .593 | .328 | .646 | .514 | .420 | .233 [
| @ | m(X) | .205 | .205 | .526 | .205 | .236 | .407 | .650 | yi*_
____________________________________________ L %
| | | 1 | | | 1 | J| |I—
| j%Lz) | m(6,7) | .226 | .226 | .226 | .226 | .226 } .226 1 222 | {u)
=6 | | i | | | | 4 "=18
{ 2 | m(X) | .194 | .392 | .677 | .317 | .465 | .630 | .708 | [¥
| | ! l I | ! | | h)
{ ‘?[z} | m(6,7) | .333 | .333 | .312 | .333 | .333 | .333 I .242 | i% "
b, =6 | | | | | | | | ‘
I 4 | m(X) | .333 | .337 | .569 | .333 | .387 | .531 | .594 | |{______
I | m(9) | .107 | .107 | .107 | .107 | .107 | .107 | .107 | J®¥_g¢
| k) | m(9,1) | .679 | .672 | .382 | .679 | .657 | .488 | .279 | {4
| o= | | | | | | | [
| i m(X) | .214 | .221 | .510 | .214 | .236 | .405 | .614 | ku)
""""""""""""" E T I -
9 | IR
! | | ICREEE
N%g =4 | | ! | | | | | o
| | m(X) | .313 | .737 | .856 | .667 | .787 | .844 | .888 | [
| [ ! | | I | | | [ E—
| g | m(6,7) | .556 | .438 | .312 | .477 | .377 | .365 | .242 | 1.,
| f£7 =4 | m(6,7,4) | .074 | .140 | .100 | .135 | .139 | .177 | .078 | §7u,
I | m(x) { .370 | .370 | .388 | .370 | .370 | .370 | .525 |
| | m(1) | .300 | .192 | .167 | .203 | .174 | .179 | .147 | h;""
| ») | m(1,9) | .392 | .387 | .393 | .381 | .400 | .386 | .353 | [,
i 'ﬁg =1 | m(1,9,4) | | .113 | .100 | .108 | .118 | .110 | .088 |
| [ m{x) | .308 | .308 | .308 | .308 | .308 | .308 | .324 | —
| i m(1) | .300 | .090 | .069 | .101 | .074 | .078 | .056 | _9Ll
| #51} | m(1,9) [ .010 | .220 | .241 | .210 | .236 { .232 { .254 I 5
Vg =1 | | i | | | R R |
{ A | m(X) | .690 | .690 | .690 | .690 | .690 | .690 | .690 | P)
- - e e e R S i — o - e = =21
| | | | | | | ! | | r
i (2) | m(18,17) { .342 | .094 | .062 | .111 | .072 | .075 | .046 | L ____
| =21 | m(18,17,21) | .342 | .591 | .400 | .574 | .562 | .481 | .299 |
{ 4o | m(X) | .184 | .184 | .438 | .184 | .192 | .324 | .580 | {) .
___________________________________________________________________________ !
| | m(18) | .200 | .200 | .200 | .200 | .200 | .200 | .200 | { ____
g | m(18,21) | .100 | .100 | .100 | .100 | .100 [ .100 [ .100 | {
1 $%)219 | m(1s,21,17) | .400 | .289 | .211 | .309 | .267 | .238 | .187 | P,
;oM | m(X) | .300 | .300 | .300 | .300 | .300 | .300 | .341 |
_______________________________________________ - =i s
| ! | | | | | | | [
| al2 | m(9,1) | .353 | .288 | .223 | .321 | .259 | .240 | .210
| ft2,= | m(9,1,4) { | .065 | .100 | .032 | .094 | .113 | .07L
. | m(x) | .647 | .647 | .647 | .647 | .647 | .647 | .648

= 19 =

IMAX-MIN |MAX-PROD| MAX-Tm |MAX~HAMA|MAX-HAMA |MAX-SUGE|MAX-SUGE |
| | ¥ =1/2] & =2 | A=-1/2] A=1 |
-------- o Dt et Daaed httaed Rttt
[Sp—o 342|Sp=0.239|Sp=0.165|Sp=0.266|5p=0.208|Sp=0.185|Sp=0.149
|HI=1.802|HI=2.291{HI=2.745|HI=2.140|HI=2.462{HI=2.622|HI=2.840 |
iHC=O.364]HC=O.492[HC=O.234[HC=O.476|HC=0.484[HC=O.337|HC=0.145 |
————————— ——---———————--————————-—-—————--——————-—-——-—-————--——|
|Sp=0.321|Sp=0.300|Sp=0.241[8p=0.307|Sp=0.287|Sp=0.262|Sp=0.219 |
JHI=1.802|HI=1.,918[HI=2.331|HI=1.879]|HI=1.998 | HI=2.183|HI=2.480 |
[HC-O 359{HC=0.512|HC=0.400|HC=0.477{HC=0.532|HC=0.465|HC=0.314 |

|Sp—0 253|Sp=0,238|Sp=0.217|Sp=0.244 |Sp=0.233|Sp=0.221|5p=0.214
|HI=2.155|HI=2.289 |HI=2.482|HI=2.238 |HI=2.339|HI=2.450|HI=2.508 |
|HC=0.466|HC=0.465|HC=0.289 |HC=0.481|HC=0.435|KC=0.328 |HC=0.263

| Sp=0.275|Sp=0.275|Sp=0.254 | Sp=0.275|Sp=0.271|Sp=0.260|Sp=0.238

|HI=2.107 |HI=2.110 |HI=2.280|HI=2.107 |[HI=2.144 |HI=2.241|HI=2.315 |
|HC=0.501|HC=0.500 | HC=0.368 |HC=0,501|HC=0.481|HC=0.391|HC=0.364 |
[ e e e o i i 2 |
|Sp=0.473|Sp=0.471|Sp=0.362{Sp=0.473|Sp=0.465|Sp=0.402|Sp=0.323 |
|HI=1.321|HI=1.335|HI=1.914|HI=1.321|HI=1.364 |HI=1.702|HI=2.154 |
|HC=0.407 |HC=0.410|HC=0.387 |HC=0.407 {HC=0.415 | HC=0.421 |HC=0.331

|Sp=0.177|8p=0.145|Sp=0.136]Sp=0.150{Sp=0.141|Sp=0.137|Sp=0.133
|HI=2.534 |HI=2.822 |HI=2.903 |[HI=2,774 |HI=2.856|HI=2.894 |HI=2.927 |
|HC=0.363 |HC=0.225|HC=0.133 | HC=0.270|HC=0.188 | HC=0.143 |HC=0.106 |

|Sp=0.349|Sp=0.322|5p=0.278|Sp=0.334 |Sp=0.304 |Sp=0.297|Sp=0.244
|HI=1.784|HI=1.890|HI=2.099|HI=1.840|HI=1.972|HI=2.005|HI=2.305 |
|HC=0,428 [HC=0.493|HC=0.511|HC=0.471|HC=0.516 |HC=0 518 |HC=0 420 |

| Sp=0.535|Sp=0.462|Sp=0.440|Sp=0.468|Sp=0.452|Sp=0.449 |Sp=0.406
|HI=1.315|HI=1,489 |HI=1.566 |HI=1.475|HI=1.511|HI=1.532|HI=1.438 |
|HC—O 503 [HC=0.543 |HC=0.551|HC=0.544 | HC=0.540 | HC=0.550 |HC=0.561 |

ISp—O 391|Sp=0.286|5p=0.276|8p=0.292{Sp=0.279|Sp=0.281|Sp=0.270
|HI=2.079|HI=2.289|HI=2.310|HI=2,279 |HI=2.305|HI=2.301|HI=2.365
|HC=0.260|HC=0.277 |[HC=0.274 |[HC=0.278 | HC=0.274 |[HC=0.275|HC=0.271

|Sp=0.334|Sp=0.293|8p=0.239|Sp=0.296|Sp=0
[HI=1.742|HI=1.888|HI=2.242|HI=1.878 HI=1
|HC=0.607 |HC=0,521 | HC=0.449|HC=0.531|HC=0

.282|5p=0.262|Sp=0.210 |
.944|HI=2.088 [HI=2.432 |
.534|HC=0.,500|HC=0.362 |
I ---------------------------------------------------------------
|Sp=0.421|Sp=0.412|Sp=0.401|Sp=0.413|Sp=0.410[Sp=0.405|Sp=0.393

|HI=1.634 |HI=1.680|HI=1.741|HI=1.672|HI=1.689|HI=1.717|HI=1.759

|HC=0.526 | HC=0.585 [HC=0.614 |HC=0.579 | HC=0.590|HC=0.607 |HC=0.587 |
[Sp=0.257|Sp=0.247|Sp=0.230|Sp=0.252|Sp=0.242|Sp=0.239|Sp=0.220 |
|HI=2.294 |HI=2.332|HI=2.406 |HI=2.313|HI=2.349|HI=2.360{HI=2.458 |
|HC=0.282|HC=0.304 |HC=0.,318 | HC=0.294 | HC=0.310{HC=0.313 [HC=0,332 |
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Remarquons que la reconnaissance du phonéme présen-
té est la mme que les valeurs u
ou a 0,1

p(¥;) appartenant a (0,1}
s Mais les résultats numériques des pondérations

probabilistes de base sont différents suivant les expériences.

Dans la deuxiéme expérience, les sept normes don-

nent toutes des résultats numériques différents de la pre-

miére expérience. De lus, pour des valeurs Mp(y:) subjec-
p B'Yj

tives appartenant 3 0,1, 1a composition MAX-MIN scinde

moins les groupes de phonémes que les six autres compositions.

La spécificité est minimum et vaut % 7 pour le pho-
néme \ﬂ éz)

+ On obtient une spécificité faible égale 3 .133
car la pondération probabiliste de base s'éloigne d'une den-
sité de probabilité.

Le degré d'imprécision est maximum et vaut log2 8=3
dans le cas de l'ignorance totale.

On retrouve pour le pho-
néme ‘ﬁ 6(2) un degré 4'i

mprécision élevé &gal 3 2.924.

A l'opposé, la spécificité est &levée pour le pho-

némeiﬂ éz) et est égale 3 .535 ; 1a pondération probabiliste

de base est &levée sur le singleton reconnu.
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Nous prenons des valeurs subjectives plus faibles
s
pour les coefficients d'appartenance pour tous les phonéme

différents du phonéme donné.

Phonémes A A AGANCARCAR

N° de code 9 1 4 18 17

B pour le code 9 1.3 0

A0 .1
B pour le code 1| .3 1] .1 0 0 0

B pour le code 4| .1/[ .1 1 0

. 0 0
B pour le code 18 0] .1 0 1f -2 3

d

. 0 0
B pour le code 17 0 0 0] .2 1 2

0 0
B pour le code 21 0 0 ol .3 .2 1

B pour le code 6| .1| .1]| .2

< il
B pour le code 7| .1] .1] .2 0 0 0

Remarquons que la part allouée & l'ignorance totale
est plus faible dans le deuxidme essai que dans le premier
essai, car les données subjectives sont plus différenciées.

r
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| BGCO,IJ.[ MAX-MIN I MAX-PRODUIT | MAX~SUGENO |-
=2me essai | | | A ==1/2 |
| o) | m) =0.575 | m(1) —0.135 | m1) e | < e e s A e -
PR = | m(1,9) N I mEl),B) =S I | Belo,1] | MAX-MIN | MAX-PRODUIT | MAX-SUGENO |
|A [ I | | [2me essai] I | N =-1/2 |
! | m(X) =0.368 | m(X =0.368 = o e = T T e e e e e e e e mee=s |
A N | m(x) | onl(Xe O'“f_I I gw | Sp=0.636 | Sp=0.414 | Sp=0.309 |
| ) | m(21) =0.700 | m(21) =0.458 | m(21) =0.337 | Vb, =1 | HI=1.227 | HI=1.671 ] HI=2.096 |
{ ﬁ2)=18 | m(21,18) =0.095 | m(21,18) =0.181 | m(21,18) =0.128 ! | | HC=0.413 | HC=0.478 ! HC=0.440 {
| m(21,18,17)=0.136 | m(21,18,17)=0.293 | m(21,18,17)=0.256 | |~ T T T T T e 1 semg o1
| [ m(x) =0.068 | m(X =0.068 R 1ole [ Sp=0.802 | Sp=0.654 I Sp=0.521 |
. p-use 1 Bl . _l m(X) 0.279 } | Q%ZE)=18 | HI=0.516 | HI=0.850 | HI=1.370 |
= %(.2) | m(6) =0.226 | m(6) =0.226 | m(6) =0.226 | i | HC=0.514 | HC=0.592 | HC=0.569 {
v =6 | | | | [ e e e e e e e s e T e SN g e e e e i
| @ | m(6,4,7) =0.581 | m(6,4,7) =0.382 ' m(6,4,7 =0.145 [ g I Sp=0.451 { Sp=0.424 | Sp=0.364 |
| | m(X) =0.097 | m(X) =0.097 | mEX;; ; 5 v { | 3)=6 | HI=1.435 { HI=1.581 | HI=2.018 |
[ S < PR MS M ccpse S et i SN . oSS HC=0.534 | HC=0.600 I HC=0.457 |
| @) | m(86) =0.333 | m(6) =0.333 | m(6 =0.33 i e e B e i I |
I fL | [ } g i } i ﬁ,“’ | Sp=0.506 | Sp=0.508 [ Sp=0.455 |
| | m(6,4,7) =0.333 | m(6,4,7) =0.329 | m(6,4,7) _=0.136 | | %4 =6 | HI=1.353 { HI=1.356 | HI=1.713 |
| I | m(X) =0.074 | m(X) =0.074 | m(X) ' =0.392 | il | HC=0.613 | HC=0.612 J HC=0.510 l
________________________________ _— B ‘|....___ P ————— ———————— == - —————— e ————
I pie [ m(9) =0.700 | m(9) =0.445 | m(9) =530 ’ 1 a2 | $p=0.770 ] Sp=0.642 [ Sp=0.566 |
l 3%5 s | m(en) =0.086 | m(9,1) =0.341 | m(9,1) =0.383 { | &'=e 1 HI=0.729 ! q1=0.534 |, GHI=E-gli '
, I | | , | I HC=0.433 | HC=0.531 I HC=0.515 |
! | m(X) =0.214 | m(X) =0.214 | m(X = == e D B - o g = T = |
y— - - LSRR T w1 spe0.292 | sp=0.235 | 5p=0.170 |
| a0 | [ | P £, =4 | HI=1.815 | HI=2.128 | HI=2.665 |
| &6 =¢ | | | [ | HC=0.363 | HC=0.225 I HC=0.293 |
l | m(4,6,7) =0.688 | m(4,6,7) =0.263 | m(4,6,7) =0.156 [ e e e e e e e e R o = ] I
i | | ’ | mx) =0. 676 } g0 I Sp=0.676 | Sp=0.650 | Sp=0.597 |
S N ra S S (" B i N | f¥=4 | EI=1.111 | HI=1.162 [ HI=1.278 [
. ! j’gu) | m(6) =0.630 | m(6) =0.579 | m(6) =0.481 | | 3 | HC=0.368 i HC=0.412 | HC=0.473 i
[ ey =4 | | m(6,7) =0.051 | m(6,7) =0.117 | L BT T T T T e e !
| | i i | m(s,7,4) =0.031 | | 4w i Sp=0.735 | Sp=0.678 | Sp=0.671 |
| I | m(X)= =0.370 | m(X) =0.370 | m(X) —0.370 | | Yeg'=1 | HI=0.888 N HI=1.002 [ HI=1.016 |
Jmmmmmae e S— L S-S ) i1 } HC=0.409 | HC=0.508 | HC=0.516 |
ENYY | m(1) =0.692 | m(1) =0.579 | m(1) 0.5 | T e e S T T T T !
| b | m(1,9) =0.113 | m(1,9) = @ __ | Sp=0.417 l 3b50. 17 L Sp=0.402 '
[ | | | | Q‘qu =1 | HI=1.882 | HI=1.882 | HI=2.017 |
: [ m(X) =0.256 | m(X) =0.256 | m(X) =0.256 | { | HC=0.468 | HC=0.468 ! HC=0.329 {
| g | m(1) =0.310 | m(1) Ts0.310 | m(y) Co.51p A | sp=0.751 | $p=0.751 | Sp=0.662 1
' ! ﬁ“ )=1 | | { ) % I A®) o2y i HI=0.761 | HI=0.761 | HI=0.991 |
| l l | e | HC=0.463 | HC=0.463 | HC=0.519 |
| | I m(X) =0.414 | m(X) =0.414 | m(X) T |
S L RS SRS s Sub S S SR N g | P i Sp=0.738 ! Sp=0.682 | Sp=0.648 |
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[ e e e e P f7=1 | HI=1.702 | HI=1.767 | HI=2.003 |
| {2) | m(18) =0.700 | m(18) =0.589 | m(18) =g.s538 | I W | HC=0.514 } HC=0.536 ] HC=0.383 i
[ j%AA =17 | i m(18,21) =0.111 | m(18,21) =0.112 | e e e e e e e e ——————— e e om0 =
| ! | | m(18,21,17)=0.050 |
} | m(xX) =0.300 | m(X) =0.300 | m(X) =0,300 | )
| %U;) | m(1) =0.353 | m(1) =0.288 | m(1) =0.240 |
} N =1 { | m(1,9) =0.065 | m(1,9) =0.113 |
I l l
f | m(X) =0.294 | m(X) =0.294 | m(X) =0.572 |
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CONCLUSION

Nous avons &té& amené i introduire une composition
d'opérateurs Opl-Op2 qui nous a conduit 3 envisager les nor-
mes et les conormes triangulaires. A la suite de nombreux
auteurs dont WEBER, nous avons apporté notre contribution i
la construction de ces normes et conormes grdce a la notion
de générateurs numérigues.

Les travaux sur les opérateurs d'implication flous
ont montré qu'il n'existait pas d'opérateurs réalisant 2 la
fois la spécification de l'implication, le syllogisme par-
fait et la régle contrapositive (KAUFMANN). Nous avons alors
introduit la notion de seuil d'inférence pour le syllogisme

et nous avons donné la condition pour que le syllogisme in-
direct soit parfait.

Nous avons repris les résultats de SANCHEZ et de
DINOLA et SESSA pour les &quations de relations floues. Ce-
pendant, il nous a semblé important d'utiliser comme PEDRYCZ
une composition SUP—T-plus générale que MAX-MIN. Nous avons
donc déterminé les opérateurs de MAXIMALISATION, ainsi que
les solutions minimales pour les &quations SUP-T, ainsi que
les opérateurs de MINIMALISATION pour les équations INF-S.

Cependant, est-il possible d'envisager une composi-
tion plus générale que la composition SUP-T en considérant
une composition CONORME-NORME ?

- e

oy
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En effet, la composition SUP-T a 1'inconvénient de
ne prendre en considération que le plus grand élémentld'u?e_
série donnée, alors que la prise en compte d? ?outes es in
formations serait plus judicieuse. La composition CONORME-
NORME ouvre la vole prise par notre équipe pour nos futures

recherches.

Enfin, nous avons voulu utiliser les résultats pré-
cédents pour apporter une interprétation numérique aux ré- ]
sultats des problémes de reconnaissance de formes. L?s m?si-
res d'incertain développées par PRADE, nous ont permis d'c
tenir des résultats numériques intéressants pour la recon-

naissance de phonémes.
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ANNEXE 1

Démonstration du théoréme

On a :

R(A,B) (eli'ezj)
R(B,C)(ezj,e3k)

R(A,C) (eli'e3k)
et 1'on veut montrer :
¥i=1,...,m

¥k = 1,...,4P

Premier cas : si a, < ck

(chapitre 4, § 4.2, page 59)

sup T(a.tbj,bjtck) ¢ a; T o

b.€B
J

, donc a; Cp = 1

posons : B, = {bj €B | bj < ayl

B ={bjeB|

B ={bj€BI

et soit ’I‘1 = sup T(ai T bj 0 bj T ck)

bjGB1
T
2
bjeB2
3
bjGB3

= sup T(ai 1 bj , bj L ck)

T, = sup T(ai T bj ’ bj T ck)
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Puisque B = B, U B, U B3, on a : sup T(airb.,bjrc

) = max(T,,T.,?T ) _ -l —£(a,))
bjeB x L7%2%3) anile, cas. | ' a; > O c'est-d-dire a;TCy b (f(Ck) i
L)
. , e P .
et si bj e Bl, c'est~a~-dire si bj < a; € Cy d

i

. o»oaglt
Posons : By {bj e B | by 1

}
i B B, = {b, €B | a; » b. > Cy
T(ainj ' bjrck) T(ai-rbj r 1) =a; T bj . j . :
By = {bj €B | ¢ > bj}
et Tl =a, T (max bj) ;
b.€EB | N
i et soit T, = sug T(ai T bj ' b:1 T Cy
bje 4
si bj °] B2’ c'est-3-dire si a; £ bj < o

Ty = sup T(ai T by bj T ck)

T(ai'rbj , bjrck) =T(1,1) =1 et T2 =1

.
’

T, = sup T(a, T b, bj T ck)

(e}

- . , ' = T,,Tc.Tg)
i si b, € B,, c'est-3-dire si a, ¢ ¢, < b. 1 a : su T(a.Tb»:b-Tck) max (T, g Tg
J 3 3 i k 3 Puisque B = B, U Bg U By, om bjé; 17373

T(airbj ' bchk) =T(1, bchk) = bj T ¢

et = 4 et si b, € B,, € eSt—a-dL’Ie b, > a, > Cy» alors :
3 . ] 4 2 i k
3 (I!I n b-) T

k = b. T¢) =b, TC
bjeB3 T(ai T bj . bj T Ck) (1 , 3 k 3 k
et T, = (min) T ¢ i
En conclusion, pour le premier cas, si B2 # ¥, c'est-3- 1 bjeB4
dire s'il existe un J  tel que bj e l%i,ck] , alors
o
¢ - [ R ] > cy it

max(Tl,Tz,T3) =T, =1= a; T oy si bj € Bg, c'est~a-dire si a, > b] X

himédienne stricte
| ) i - - pour une t-norme arc
Si By = #, max(T;,T),T3) = max(T,T,) < 1 a; T o .

-1
“Liget —fla,))+EE (£ (e ) ~E(b) )]
T(ainj,bchk) £[£f T (£(by) fla;)) X 3

It

€l by -fla)+ile) -t By] = 3y T e
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= pour une t-norme archimédienne non stricte :

tel que bj = ay

i i . B
Si By = g et s'il existe un bJ € B,

= n a alors :
(-1) 7 -1 -1 ou s'il existe un by € By tel que by = Cy, ©
T(ainj,bchk) = f |££ (f(bj)—f(ai))+ff (f(qg-fﬂﬁ)ﬂ

f('“[f(ck)-f(ai)] = £ F (o)~ (a,)]

ou Tg =a; T Cp

puisque ai > ck ;

si bj e B6’ c'est-3-dire si a, > Cp > b
T(airbj " bjrck) = ’I‘(airbj r 1) = a

et TG =a; T (max bj)

bjeBG

En conclusion pour le deuxiéme cas :

St By # f/, c'est-a~dire s'il existe un j tel que
° i
by e]ck,ai]_, on a : 1

Ty = (minb,) Tt ¢, g a, 1 ¢, = L |
4 Leg I k i k S |
3774 4
Te = a, 1 (max b.) §a tTe, =T
6 i bjeBs b ] i k 5

donc : max(T4,T5,T6) =T = a; T o, o
Si B5 =g et si ¥j = l1,...,n, bj > a; ou b, <c
alors puisque t est strictement monotone :

T4 S ai T ck et T6 < ai i ck

et donc : sup T(aitbj B bchk) = max(T4,T6) < a

bjeB i ] Ck.
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—= En effectuant le produit membre 4 membre des &gali-
n
i ient @
tés précédentes, aprés simplification, on obtien

n e
‘ +Ag(x) = T (1 + Agy
Démonstration de la condition de normalisation des mesures 1 g i=1

de Sugeno
=1 :
D'od la relation (12) puisque g(X)

Soit X = {xl,xz,...,xn} et A, = {xl’xz""’xz} 0 ¢ 2gn . (12)
1
14+ 2= 1T (1 + Kgi)
Posons 9; = gx({xi}) i=1,...,n i=

Les mesures de Sugeno vérifient pour ) € J-1,+=

VA Gj%

= ej% sl AnB = ¢ alors gA(AlJB) = gA(A)+gA(B)+AgA(A).gA(B)
(11)

IB) =gl {xh =gy ) + g, + ‘9B, 1) g,
d'on

1+ Ag(Al) =1 + Xg(Az_l)(l + Aql) + Ag2

1+ lg(Aﬁ) = (1 + Agz)(l + kg(Al_l)).
Ecrivons cette relation successivement pour
£ =1,...,n
U]
L+ Ag(a)) = (1 + Ag) (1 + Ag(@)) i
1 + Ag(AZ) = (1 + Agz)(l + Ag(Al))

(3

1+ 3g(X) = (1 + g ) (1 + Ag(a, 1))
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Les compositions de relations floues scnt intro-
duites dans les problémes de reconnaissance de formes, en
généralisant les notions binaires classiques. Ainsi appa-
raissent, & partir des différentes contraintes, les normes
et conormes triangulaires.

Nous rappelons que le syllogisme indirect n'est
pas parfait, quel que soit 1'opérateur de composition floue.

Nous déterminons pour la composition sup-t norme
(ou inf-t conorme) un opérateur de maximalisation (ou de

minimalisation).

Aprés avois repris les résultats des mesures d'in-
certain, nous donnons une application numérique au probléme
de classification des phonémes.

Mots-clés : Normes et conormes triangulaires.
Opérateurs d'implication flous.
Syllogisme.
Equations de relation floue.
Mesures d'incertain.
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