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CHAPITRE 1
Ce travail est divisé en trois parties.

ié i 3 LES EQUATIONS DE RELATION FLOUEDans la premiére partie, nous posons le probléme de

i la reconnaissance de formes qui est modélisé par une équation DANS LES PROBLEMES DE RECONNAISSANCE DE FORMES

de relation floue o0 la relation 6tablit un pont entre les at- 2000000000 Wate remmammanan sono noon a neem r cae ecrnnrrnccccn

tributs de la forme et sa catégorie d'appartenance (chapitre 1).

‘* La discussion de la composition qui intervient dans Nous allons discuter la forme que doit prendre une
la relation d'équation floue, nous améne 4 nous intéresser aux

normes et aux conormes (chapitre 2). Les négations (chapitre 3)

sont envisagées pour établir le passage entre les différentes

notions duales l'une de l'autre. Les régles d'inférence (chapi-

tre 4) sont utiles pour la construction des relations. A la

suite de PEDRYC2 qui s'était limité 4 la composition sup-t nor-

me de YAGER, nous avons apporté des solutions 4 la détermina-

tion d'un opérateur de maximalisation pour la résolution d'équa-

équation de relation floue pour répondre 4 un probléme de

reconnaissance de formes.

1. INTRODUCTION DE LA NOTION DE RELATION FLOUE

On se trouve devant le probléme suivant : deux évé-

nements A et B sont en présence. Quel lien existe-t-il entre
tions de relations floues dans le cas de la composition généra- ces deux événements ?

le SUP-T avec T norme triangulaire quelconque (chapitre 5), ain-

si que pour un opérateur de minimalisation pour le probléme dual Deux exemples d'application sont envisageables :

Dans la seconde partie, nous avons rappelé les résul-
a) A est un événement cause, B est un événement effet. Il con-

tats des mesures d'incertain développées par DUBOIS et PRADE.
vient de rechercher une relation de cause a effet.

Dans la derniére partie, nous avons mis en pratique b) A est une forme, B est une catégorie. On a alors affaire 4
les notions théoriques précédentes. L'application & la reconnais un probléme de reconnaissance de formes et il faut trouver

sance des phonémes est faite a partir des données acoustiques une fonction discriminante qui permette d'affecter la for-

brutes, et non pas obligatoirement parmi les meilleures fournies me A A une catégorie B. Pour cette application, on peut gé-

au départ. néraliser la notion de relation de cause 4 effet et appli-

quer ce terme 4 la fonction de discrimination. Ce probléme

de cause 4 effet peut se formaliser ainsi :

R.A=B

of » est une composition d'opérations qui calcule l'effet B

A partir de la cause A au moyen de la relation R.

-
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2. LES EVENEMENTS

Les é6événements A et B sont décrits respectivement

par m et n propriétés ou attributs. A et B possédent ces

propriétés avec un degré d'appartenance u € [0,1]. Aet B

sont alors les ensembles flous ayant la forme suivante :

1 i m

A = uy sot! uy. eeen uy

1 L m

¥y Ys Yn

B= Hy, eae. "Y3 mos Hy

A ou B sont des ensembles ordinaires si les valeurs u € {0,1}.

3. LA COMPOSITION

Dans la relation de cause 4 effet, le degré d'appar-

tenance de la propriété y. de l'effet B dépend, a priori, de

toutes les m propriétés xy de la cause A. Ceci conduit au

schéma de calcul suivant

Xy

Xi R

Xm

Op2

xX, Xi Xm y1 y Yn

- Suivant ce schéma, R doit posséder m lignes et n colonnes.

- L'ensemble des fl&éches du schéma symbolise la composition o.

- La composition ,., représentée ici par le calcul du degré

d'appartenance de Y4¢ pourrait étre éventuellement différen-

te pour le calcul de chacune des n propriétés de B. A la

suite de tous les auteurs, on n'envisage que le cas ol 6 est

identique pour toutes les n colonnes de R.



a)

b)

. QUELLE SIGNIFICATION DOIT-ON DONNER A LA COMPOSITION . ?

Elle se déroule en deux temps.

D'abord, une “pondération" de uy, par 1'élément Ti5 de la

relation R en utilisant un opérateur approprié (0,))-

C'est la prise en compte d'un attribut de A évalué par son

degré d'appartenance et "combiné”" avec un élément Ti

contribuer &@ 1'évaluation du degré d'appartenance d'un at-

pour

tribut de B. Chaque calcul évalue une “contribution par-

tielle".

Puis, évaluation d'une certaine "globalité" faisant inter-

venir les m contributions partielles précédentes. Ce deu-

xiéme calcul fait intervenir un autre opérateur (0,9) (ou

le méme que précédemment). A noter qu'il est souhaitable

que cet opérateur posséde la propriété d'associativité si

l'on désire que le résultat final ne soit pas dépendant de

l'ordre des attributs de A.

. COMMENT CHOISIR LES OPERATEURS 0. ET On2 2.
pl

Le choix des opérateurs sera dicté par :

l'existence des propriétés souhaitables ou nécessaires :

monotonie, commutativité, symétrie, associativité, ... ;

la simplicité (en vue de la réduction des cofits de calcul)

l'tadaptation 4 une application donnée.

?

Le choix est fait en prenant appui sur l‘exemple

suivant (ce choix concerne des classes d'opérateurs et non

pas un opérateur particulier).

Prenons : A= [ 1]

et intéressons-nous 4 une propriété j de B.

Par convention, une propriété (de A ou de B) est considérée :

- comme plutét absente si ‘0 <$u< 0.4 ; elle sera dite petite (P),

- comme plutdt présente si 0.6<¢u < 1;elle sera dite grande (G).

Pour cette étude, nous supposons provisoirement qu'une

propriété (de A ou de B) est interprétée comme une variable

binaire, les deux valeurs possibles étant notées P et G. Ainsi,

les seules valeurs de x, et Xp sont petites ou grandes.

Dans l'exemple, on suppose que :

x, n'a pas (peu) d’influence sur la propriété Yyr quelle

que soit la valeur de son degré d'appartenance (P ou G),
i

sera grand si x, est grand,Xx, a une influence sur Y5 3 Y5
2

et inversement.



OD

EE ih. . TEA.X4 Xo - a
données données u
imposées imposées [¢] )

Résultat Résultat

Cas 1 imposé Cas 2 imposé

0 l oO l
a ——O OE

données +

i éimposées [¢ |

Résultat Résultat
Cas 3 imposé Cas 4 imposé

ot (a,b) représente un choix (P ou G) pour les coefficients de

la colonne j de la relation,

(c,d) représente les résultats de l'opérateur 1.

Pour Ont et On2" seules les 16 fonctions binaires

suivantes sont possibies.
NON NON

ET OU_OQU ET

8 19 5

~ 9 -

On prend tous les couples possibles ae et o.2) et

on élimine ceux qui ne conviennent pas :

~ Les opérateurs 1 et 16 sont 6liminés car trivialement sans

intérét.

- Il est souhaitable que 0 et O52 soient commutatifs :
pl

. Car pour O la "pondération" de uw, par Tay dépend seu-
ipl’

lement de ces seules valeurs et non pas de l'ordre dans

lequel elles sont prises ;

. car pour 0 2° le résultat final ne doit pas dépendre de

liordre des attributs de A. Donc, pour les arguments (P,G)

. ou par commutation (G,P), les opérateurs doivent donner

le m@me résultat : on 6élimine les opérateurs 3,4,5,6,11,

12,13,14.

- En non binaire, les opérateurs 7 et 10 sont en partie crois-

sants et en partie décroissants. Les opérateurs 7 et 10 ne

peuvent garantir un résultat cohérent et sont 4 éliminer.

On teste systématiquement les couples d'opérateurs

(051 Opa) formés & partir des opérateurs restants 2,8,9 et 15,

et cela en se fixant successivement pour (a,b) les quatre con-

figurations :

choix 1 pour (a,b) = (P,P)

choix 2 pour (a,b) = (P,G)

choix 3 pour (a,b) = (G,P)

choix 4 pour (a,b) = (G,G)



Pour le choix n° 1, il n'y a pas de couple convenable.

pl 2 et ng = 8.

Pour le choix n° 3, on obtient 0 = 8 et O = 2,
pl p2

Pour le choix n° 4, il nty a pas de couple convenable.

Pour le choix n° 2, on obtient O

En non binaire, les opérateurs 2 et 8 sont croissants

par rapport 4 chacune des variables. En ajoutant des condi-

tions aux limites et compte tenu des propriétés précédentes

imposées, l'opérateur 2 est une t-norme et l'opérateur 8 est

une t-conorme (voir chapitre 2).

Les deux compositions Ke. O42) décrites sont donc :
1

t-conorme - t-norme

et t-norme - t-conorme

Elles s'avérent trop générales ; en fait, on se borne simple-

ment 4 considérer les compositions sup t-norm et inf t-conorme

parce qu'elles possédent des propriétés intéressantes (voir

chapitre 5).

CHAPITRE 2

NORMES ET CONORMES TRIANGULATRES

Dans ce chapitre, on rappelle les définitions des

t-normes et des t-conormes introduites par MENGER |MEN-42]

lors de l'étude des espaces métriques aléatoires. Nous utili-

serons les résultats démontrés par LING [Lin-65] et

SCHWEIZER et SKLAR |[SCH-60 et SCH-61]. Nous attacherons un

intérét plus particulier 4 la construction et a la comparai-

son de ces t-normes et de ces t-conormes. Nous ferons appa-

raitre le réle important joué par les générateurs additifs

et multiplicatifs. Nous proposons la construction de t-normes

et de t-conormes 4 l'aide de générateurs numériques.

1. DEFINITIONS

a) Une application T : fo,1] x fo,1] + {0,1] est une norme

triangulaire ou t-norme ssi

tT): tara - Ras rl 5h conditions aux limites

Ty 3 T(a,b) = T(b,a) commutativité

T3 : Ta,b) < Tla,c) si bec non décroissance

Ty T(a,T(b,c)) = T(T(a,b) ,c) associativité

T confére a [0,1] une structure de groupe commutatif

avec 1 pour élément neutre.



Une t-norme T est archimédienne ssi 2. OPERATIONS DUALES

T, : T est continue A toute t-norme T correspond une t-conorme § (et ré-

ciproquement) définie par l'une des formules

Te + Tla,a) < a pour tout a € Jo,1/.

1 - T(l-a,1-b)ttS(a,b)

Une t~norme archimédienne T est stricte ssi ou

1 = S§(1-a,1-b)T(a,b)

.

T, : T est strictement croissante sur ]0,1|/x J0,1

= 3. FONCTION PSEUDO-INVERSE. GENERATEUR ADDITIF
b) Une application s : [0,1] x [0,1] > [0,1] est une conorme

triangulaire ou t-conorme ssi 
péfinition

sg. {8b =1 aa _ 
7 _vérifi

14 s(0sa) = S(a,0) =a conditions aux limites Etant donné une fonction f [0,1] > [0,+~|_ vérifiant

f(l) = 0, continue et strictement décroissante, on appelle

pseudo-inverse de f et l'on note (7) la fonction définieS, + S(a,b) = S(b,a) commutativité
par :

S31 S(a,b) < S(a,c) sibsec non décroissance

gay eta) si ae [b,£(0)9
54, : S{a,S(b,c)) = $(S(a,b),c associativité e"*) (a) = .4 ’ 1b) ,c) ciativité ; oi. a eEc0r 280

S confére & [0,1] une structure de groupe commutatif
avec 0 pour élément neutre.

Remarques

Une t-conorme S est archimédienne ssi -l

“ a) ef) représente la pseudo-inverse de f et £ est la fone-

So : S est continue tion réciproque de f.

| ion f(1) = 0 est une condition nécessaire pour dé-5S, : Sa,a) > a pour tout a é Jo,1]. b) La relation £(1)

finir une t-norme.

Une t-conorme archimédienne S$ est stricte ssi

8, : § est strictement croissante sur J0,1[0x Jo,1f.



Théoréme

Une application T ; [0,1] x [0,1] + [0,1] est une

t-norme archimédienne ssi

(a,b) = £0)a,b) = £ [£(a) + £(by].

Ce théoréme est di a LING |[LIN-65].

La fonction £f est appelée générateur additif de 17

elle est définie 4 une constante multiplicative prés.

i

La t-norme T est stricte ssi lim f(a) = +o,

a+0

ard

Cas d'un générateur additif pour une t-norme stricte

Remarque :

Pour une t-norme stricte, alors ef) = eu

-15 -

Les normes triangulaires continues et archimédiennes

dont les fonctions génératrices sont telles que f(1) = 0 et

£(0) est fini, sont nilpotentes si, pour toute suite tas tien

de nombres de Jo,1|[L, 12 existe un Np tel que
n -

2 £(a,) > £(0) et donc T(agrAyree+ sng) = e t)

4

nh

x flay)| = 0.
i=l

Remarque :

Dans le cas ot £(0) est fini, on peut toujours sup-

poser £(0) = 1 puisqu'un générateur additif est défini 4 une

constante multiplicative prés.

Le générateur additif f est normé ssi £(0) = 1.

(-1). ¢ -1

ie

0

Cas d'un générateur additif normé
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Propriétés

2) (g(a)) = a

£(¢'1) (ay) = min(a,£(0))

Définition

Etant donné une fonction g: [0,1] > [0,+e/ vérifiant

g(0) = 0, continue et strictement croissante, on appelle

pseudo~inverse de g et l'on note gi) la fonction définie

par

ry g(a) siae [0,g(1)]
g (a) =

1 sia e€é ]g(1),te[_.

Théoréme :

Une application S de [0,1] x [0,1] + [0,2] est une

t-conorme archimédienne ssi

s(a,b) = g'!) (aca) + gtb)]

La t-conorme S est stricte ssi : lim g(a) = t~ .

atl

a<l

-17 -

Cas d'un générateur additif

pour une t-conorme stricte

Le générateur additif g est normé ssi g({l) = 1.

ile 1 {_______ eg

g)) (g(a) i] ey

gS) (gtay) = max(a,g(1))



4. t-NORMES ET t-CONORMES DUALES NON PARAMETREES

Si une t-norme posséde f pour fonction génératrice,

alors la t-conorme duale a pour fonction génératrice la fonc-

tion g définie par :

g(x) = £(1-x) et gh Yee ea - eV (xy

Il existe une infinité de fonctions f (ou g) de [0,1| dans

[0,+0/_ , continues, strictement décroissantes (ou croissan-

tes) telles que f(1) = 0 (ou g(0) = 0) ; donc, il existe une

infinité de normes (ou de conormes).

Les t~normes et les t-conormes duales les plus im-

portantes, ainsi que leurs propriétés, sont données dans le

tableau suivant. Les générateurs additifs permettent d'envi-

sager d'autres normes et conormes. Considérons par exemple :

~ la fonction génératrice f(x) = = 3; on obtient le produit

de Hamacher qui est une norme stricte :

_ ab

Thy (8/2) = atb-ab

et pour conorme duale :

- la fonction génératrice f(x) = &n o* 7 on obtient le produit

d'Einstein qui est une norme stricte :

i ab

4, (2P) = Tetiqa) (I-B)

et pour conorme duale :

atb

l+ab
s (a,b)

i-]

19 -

a
wo Q

6 0 AG
a a oO

‘ded S
no Aor

0 nn

Go 2 3
Se q 6a

- —

It v W
gq ~

= o Q
RQ v *
~ ©

we ~

Bi a
od &

&

~
a = t

‘ 0 a x o
% x a Ge \

Ss a a I a a t
tl Sg 1 ® ga Q 2 a

o 3 Ay + a el qd
=~ i S <a OU 6 od ad
a It 4d Od tod \ ti
~ " ~ ‘ED = 4

0 = gs 4p Q Q u =
- ~ ~ o th ~ Oo ES
Co] * ~ o 9 © 54 = =
0 ~~ 44 S 4 9° * ~
uM HH ve a ON = q
Ou n no a i

on

a

A

Q ° =

ata . Q ~
aA & 0 fea + a
| c i ag ~
Qed 4“ a s A
t+uan ~ Ho qo ~~
© I 4 ov 4 * g
sa 6 se q vl
ol eq & go od 4 &
a “aL gE wo
+ i i oO a 7 q
gao GS WooM 4
—E— - ~_ On Q = ~
too “ ~ On — Q D m4

~ ~ a a ~~
=~ Ge ~ ~ YO ~

Q rd © 5 a
. I ~ t

oo — Qo 7
i UY uw Wy no
E
i)

ad oo

toi s lou a
ABO add

Sg q
dered Add
nun c aun

CQ0 e GO

v
Il e Ki

~ 6 ~

A 9 a
. a ~

C9) a 16

3 =
a “

vo (a ov ia
0 ou U OW
od OH cd mh

Vy Su 39 gu da
& Ov ap vy av OP
ua 4 0 | E do ne
Oo Vu ed woo Hu Quer
a Ow oo Od OW
b aa ~ H aa ga ~
a ow a a o3 Ow qd

Hm t ra oe wom]

WH Wd aq v mn m



- 20 -

De son c&té, Mizumoto [MIZ-86] considére des fonc-

tions génératrices trigonométriques :

- la fonction génératrice f(x) = cos 5 x introduit la norme

nilpotente ;:

T (a,b) = a Arc cos min(1 cos 2 a + cos 2 pb)
cen T u 2 $3

et la conorme duale :

2 1 lo.S,fa,b) == Arc sinh mina, sin 5 a+ sin 5 v) | ;

- la fonction génératrice f(x) = 1 - sin $ x introduit la nor-

me nilpotente :

9 or

T, (a,b) aS Are sin maxi@, sin 3 a + sin 5 b-1)]

et la conorme duale

5 =

§, (a,b) =e Are cos|max(0, cos $ at cos $ b-1)| ;

- la fonction génératrice £(x) = cotg 5 x introduit la norme

stricte

_ 2 7 TT, (a,b) = 7 Arc cotg jcotg za + cotg $ >]

et la conorme duale

Arc tslts Fa + tg $b).2
S, (a,b) =
t

I- En considérant la fonction génératrice f{x) tg TEs

nous proposons la norme :

tg F(l-a) + tg q-b) ]3T, (a,b) = max{0,1 -4 Arctaq

et la conorme duale ;

owttg 7zarttg b)}.Ba5), (a,b) = min{l, - Arctg

- 21 -

5. INEGALITES ENTRE t-NORMES ET ENTRE t-CONORMES

T, (a,b) est la t-norme la plus faible. En effet,

T, (arb) respecte les conditions aux limites et T (arb) est

nulle partout ailleurs.

Min(a,b) est la t-norme la plus forte. En effet,

min(a,b) respecte les conditions aux limites et puisqu'une

t-norme est commutative, pour un b donné avec b< asl,

nous devons avoir T(l,b) = b et compte tenu de la non-décrois-

sance, la valeur la plus grande sur le segment est b, c'est~

a-dire le minimum de a et de b.

SCHWEIZER et SKLAR |SCH-60] montrent que toute norme T(a,b)

vérifie :

T,, (arb) < T(a,b) < min (a,b)

T(a,b)

x x

T (arb) min(a,b)

Par dualité, la t-conorme la plus faible est max(a,b) et la

t-conorme la plus forte est S$, (arb).

Toute t-conorme $({a,b) vérifie

max(a,b) < S(a,b) < S$ (a-b)

S(a,b)

—Ds a

max (a,b) 8, (ard)
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Cependant, deux t-normes (ou deux t-conormes) ne

sont pas forcément comparables entre elles.

Ainsi, pour le produit et la norme de Mizumoto T, :
t

0.6 x 0.4 = 0.24 < T, (0.6,0.4) = 0.2826

Ty, (0.9,0.9) = 0.8047 < 0.9 x 0.9 = 0.81

Entre les t-normes précédentes, on vérifie l'ordre

suivant :

t-normes

min (a)

Ta Produit de Hamacher

Ts Tt Produit

T,, Produit d’ Einstein

TH

Tm

Tc

| Tw

= 23) =

Remarque :

Par rapport a l'article de Mizumoto |MIZ~-86], nous

avons trouvé la différence suivante : la norme T, n'est pas

comparable au produit.

La représentation tridimensionnelle des t-normes est



[ a:

progutt Einstein Tsab/te(1-aX(1-b)

Tmse+b-} $f orbs} singn 0
Mizurriole Te

- 25 -

Par dualité, l'ordre entre les t-conormes est le

suivant :;

t-conormes

Sw

1S¢

Sb Somme bornee

Sh

Sj Somme d’ Einstein

Ss Sp Somme probabiliste

Sa Somme de Hamacher

\ for (v)
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i

La représentation tridimensionnelle des t-conormes

WW?
ALIS

LAVAS

Vise \
WO

WINES
WA esbcxs

Mizumota St Hamacher Sza+b-2ab/1-ab
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6. AUTRES CONSTRUCTIONS DE t-NORMES ET DE t-CONORMES

you |you-83] propose une autre construction des

t-normes et des t-conormes (voir A. Kaufmann, note de tra-

vail n° 109).

Théoréme_1

Soit une fonction k continue sur [0,1], strictement

croissante, telle que k(0) = 0 et k(1) = 1; alors, pour tou-

te t-norme T(a,b) :

F(a,b} = ke ¢k (a) ,k(b))] est une t-norme,

et pour toute t-conorme S(a,b) :

F'(a,b) = k 1 {S(k(a),k(b))] est une t-conorme.

Exemple :

Considérons la fonction k(x) = a qui vérifie les

hypothéses du théoréme 1. Avec la t-norme produit T(a,b) = a.br

on obtient la t-norme

_ 2ab

F(a,b) = apri-ab *

La t-conorme duale du produit est la somme probabiliste

= ath- ' 1 Z ' — ath
S, (a,b) atb-ab, d'oti la t-conorme F' (a,b) Spel

Remarque :

Pour F(a,b) (ou pour F'(a,b)), le théoréme 1 conduit

& envisager une "déformation élastique" d'une t-norme T (ou

d'une t-conorme S$) 4 l'aide de la fonction k. }

= 29) -

Théoréme 2

Soit une fonction h continue sur jo,1, strictement

décroissante, telle que h(0) = +# et h(l) = 1; alors :

n+ h(a) -n(b)] est une t-norme,F, (a,b)

itet F, (a,b) n-'th(a) + h(b)-I] est aussi une t-norme.

Exemple :

La fonction h(x) = *- vérifie les hypothéses du
sin 5 X

théoréme 2 ; alors : 2

t afr Arc sin} (sin 5 a).(sin 5]F, (arb)

2 '
et F, (a,b) = Arc sin a es

: .
[Dasa x a sin 5 b

sont des t-normes.

Renarque_1

En posant h(x} = f(x)+1, la fonction réciproque

not (x) vérifie n(x) = f7) (e-1) et L'on retrouve le résul-

tat valable pour les t-normes strictes

tia,b) = £ /[£(a) + £(b)].

En appliquant la premiére partie du théoré
me 2 4 la

fonction h(x) = f(x)+1, on obtien
t

nv} |e (a) +1) (£ 0b) +1)F, (a,b)

e-2[E (a) +£ (b) +£ (a) .£ (b)}
"

d'ot F, (a,b)
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Donec, pour un m@me générateur f, on peut former une

deuxiéme t-norme stricte 4 l'aide de la relation précédente.

Exemple

La fonction f(x) = - 2nx génére la t-norme produit ab

et la t-norme F,(a,b) = abe" *Panb noing utilisable.

Théoréme 3

Soit une fonction #% continue sur [0,1|_, strictement

croissante, telle que £(0) = 1 et &£(1) = +m ; alors :

glk (a) 2 (b)] est une t-conorme,G, (arb)

iet Gy (a,b) g-*[% (a) +2 (b) -1] est aussi une t~conorme,

Exemple

La fonction &(x) = — définie sur [0,1|_vérifie les

hypothéses du théoréme 3 :

G, (a,b) = at b- ab (somme probabiliste)

_ atb-2ab =
et Go (a,b) = “lap sont des t-conormes.

7. FAMILLES PARAMETREES DE t-NORMES ET DE t-CONORMES

De nombreuses familles paramétrées de t-normes et de

t-conormes duales ont été introduites par différents auteurs.

Les plus importantes, ainsi que leurs propriétés, sont envi-

gsagées dans les tableaux figurant chapitre 5, § 5.4.

Ont oh re oe
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8. GENERATEURS ADDITIFS NUMERIQUES

8.1. Position du_probléme

Trés souvent, la fonction génératrice est donnée

sous une forme analytique et, 4 part pour quelques fonctions

simples, l'expression de T(a,b) est difficilement utilisable.

Afin de construire une norme ayant une "configuration" voulue,

on propose de modeler la fonction génératrice a notre conve-

nance. Pour cela, nous partons d'une fonction f continue sur

{0,1}, affine par morceaux, strictement décroissante et véri-

fiant £(1) = 0. Cette fonction génératrice sera ainsi définie

par une succession de n segments de droites. Nous n'envisa-

geons que des générateurs additifs normés (£(0) = 1). Les

points de jonction de deux segments ou points de cassure My

sont les données du probléme :

x, > £(x)) = yy

8.2. Construction de La _norme T(a,b) @ partir de_ la fonetton

Algorithme de calcul de la norme T(a,b), a et b 6tant spécifiés

1) Repérer le segment qui contient a (entrée dans la tabie

par les x3) et calcul de f(a) par interpolation linéaire.



fla}+f(b)

f (a)

f(b)

srt terre
a

f (fla) + f(b) ]

(pour 3 segments)

TT

6.400

0.600

£000

2)

3)

4)

Méme calcul pour b, d'ot la valeur f(b).

Si f(a) + £(b) > 1, alors T(a,b) = 1 sinon.

Repérer le segment qui contient f(a) + f(b) (entrée dans

la table par les Yio puis calcul de T(a,b) par interpo-

lation linéaire.

Exemple :

La norme T(a,b) est tracée pour a et b variant avec

un pas de 0.05. Nous avons envisagé le cas de trois segments

joignant les points :

My (071) M,(.4;.8) M, (.67 +2) M, (170)

nombre de segments

1

wa

eco

0.208

0,009



nombre de segments

G,200

o,600

+000

~ 34 +

puis les points :

My (071) M,(.2;.6) My (.87.4) M, (170)1°

a

#690

6.406

o.0g0

8.3. Courbes de niveau _de_ta_tonorme

Pour avoir une idée visuelle de "L‘talliure" de la

t-norme, on trace dans le plan (a,b) quelques courbes de ni-

veau, par exemple T(a,b) = 0,.2,.4,...,1.

On se donne donc la valeur de la courbe de niveau

T(a,b) = x avec 0 < x ¢ 1. On a alors

fla) + £(b) = y = f(x)

f fonction connue, x connu,et a et b sont 4 déterminer. . iieniaee eae iy ccteeiee

= 35 =

Par suite de la non croissance de f, on a toujours

ar>xetbox.

On ne prend done en compte que les segments de f si-

tués 4 droite du point M(x,y).

Le point M(x,y) est situé sur le segment MiMi 4y repé-

ré par l'abscisse de ses extrémités x, et x, (i=0,1,...,n-1).
itl

La variable a croit de x A 1 et la variable b décroit de 1 ax

de fagon 4 garder f(a) + £(b) constant. On décrit done les

segments repérés par les abscisses (Xi 0X47) a) oe (X50%54) 3) Ms

(Xa X_) respectivement dans l'ordre direct pour a et rétro-

grade pour b. On arréte le calcul lorsque a et b sont égaux,

puisque T(a,b) est commutatif.

A une étape quelconque du calcul :

a est sur le segment (%5 0X5 yy) jai, itl, ..., (n-1)

b est sur le segment (xy eX) k=n, n-l, «.., itl

Yq-1

Yk

Xk
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et de a calculé avec b, = x,_, (extrémité gauche du segment

On a alors : k k-1 qui porte b) :

f(a) = Y4 + (a-x,) (yy ~¥ 541) 75 -* 544) a, = Xs cE (Cx, > X54) 7 YS = Y541)) (y - ¥3 7 Yxuy? (5)

! f(b) = Ye-1 + (b-xX, 1) (CY, ey TY) 7 0 TX)
Algorithme des courbes de niveau :

puis y = f(a) + £(b) (1)

1) Prendre une valeur T(a,b) = x ; calculer y = £(x).

La relation (1) indique que a et b sont liés. La cour~
2) Prendre j i, premier segment possible pour a,

be de niveau comprenant le point (a,b) est un segment de droi-
i d b.

te. Il nous suffit alors de déterminer ses extrémités. my Gernier segment de f pour

3) Avec a. = Ray, On calcule b. : on a le couple (ay rb5)

| Calcul de a en fonction de b, et réciproquement : 4 3
si Xp < b, < X, 7 On retient le couple (aqua)

az=x, + ((%5-¥5 4.) 7 (Y5-¥ 541) (Y"¥57Y_-1 i”
J et j = jtl, aller en 4

C240 7B) (Cy YA) 7 ey XI) 4) si x,_) = b, , on retient le couple (a.,b.)
- J J 3

B= Xp t (CHA (Ye Vy) (Y-¥ GAYA t SEI Gs THE o IR Ei, Slee ey 8

(ja) (yy -¥ gag) 5-41) )) (3) 4 si x,_) > b, , on sort du segment (% 1 1X) et avec
1

by = X11 On calcule a, ? on a le couple (ap ry)

Les relations (2) et (3) restent valables tant que si x, <a, <Xs4) , On retient le couple (a, ,b,) et

a et b se situent sur leur méme segment respectif. Lorsque a © 3 a

arrive au point de jonction avec le segment suivant, l'indi- f k = k-l, aller en 4

ce j est incrémenté ; lorsque b arrive au point de jonction
si x. =a, , situation déja vue

jtl kKavec le segment précédent, l'indice k est décrémenté ; a et b

peuvent arriver en méme temps 4 des cassures de f, les deux oH x ga
441 kK! impossible

indices j et k sont changés.

4) Pour le couple retenu, si a < b, alors aller en 3, sinon

Pour l'algorithme, on a besoin : toutes les courbes de niveau sont calculées, alors fin,

sinon aller en l.

{extrémité droite du segment quide b calculé avec a. = x

J porte a) :
jt+l

woe yee seers -
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9, GENERATEURS MULTIPLICATIFS NUMERIQUES

Nous utilisons l'algorithme donné au § 8.2 pour le

calcul de la norme T(a,b} avec a et b spécifiés. Nous par-

tons d'une fonction h continue sur [0,1], affine par mor-

ceaux, strictement décroissante, telle que h(0) soit trés

grand et h(l) = 1.

La norme T(a,b) est calculée par la formule :

t(a,b) = hn! [h(a) -h(b)].

Exemple :

Nous avons envisagé le cas de trois segments joignant

les points My, (071000) ’ M, (.3710) 1 My (.6,3) et M,(1;1).

nombre a2 seoments 3

1.380 10.000

9.609 3.900

1,000 1.900

attendee! tomer ree: Li ae re tert eee
ee eee gt eli per

pani
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CHAPITRE 3

NEGATIONS

Nous rappelons les définitions et les propriétés

des négations. Ces négations nous serviront 4 construire

d'autres t-normes et t-conormes.

l. DIFFERENTES NEGATIONS

Une application n: [0,1] + {0,1] est une négation ssi

Nl: n(Q) =1, n(1) = 90

N2 : n est non croissant.

Une négation n est stricte ssi

N3 : n est continue

N4 : n est strictement décroissante.

Une négation stricte est une négation forte (ou néga-

tion involutive) |PRI-79] ssi

avY¥ a.NS : n(n(a)) =

Exemple n(a) = l-a est une négation forte.
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2. t-NORMES ET t-CONORMES n-DUALES

Si T est une t-norme et n une négation forte,

S(a,b) n [? (n(a) ,n(b))] est une t-conorme, et réciproquement,

n [S(n(a},n(b))] est une t-norme.T(a,b)

S$ et T sont dites n-duales l'une de l'autre, ce qui est la

généralisation des opérations duales (chapitre II, § 2).

3. GENERATEUR D'UNE NEGATION FORTE

C

A toute négation forte n, on peut associer une appli-

cation t de [0,1] dans [0,+[_ continue et strictement crois-

sante, vérifiant t(0) = 0 et t(1) fini, telle que :

nia) = t? [€(Q) - tlay) .

Le générateur additif t de la négation forte est dé-~

fini a une constante multiplicative prés ; on prendra alors

en général t(1) = 1.

Pour une négation forte, il existe toujours un seuil

s @ ]0,1|_tel que n(s) = 5 ; le seuil vaut :

s=t- EQ] :

De plus, si n est une négation forte, alors

n* (a) = l-n(l-a) est aussi une négation forte, en général

distincte de n.

ve
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Exemple 1

A partir de t(x) = /x avec x @ [0,1], on vérifie que

t est continue et strictement croissante sur |0,1]. De plus,

t(0) = 0 et t(1) = 1, alors n{a) = (i-/a)?, le seuil vaut
s= - La négation forte nTM associée est nTM (a) = 1-(1-/T=a) *
dont le seuil vaut s = i

Exemple 2 :

A partir de t(x) = + avec x € [0,1], t est continue

et strictement croissante sur [0,1]. De plus, t(0) = 0 et

t(1) = 1, alors n(a) = ee

seuil est 5. La négation forte associée est nTM (a) =
est une négation forte dont le

4(l-a)

-3a

dont le seuil est Z,

4, LIEN ENTRE NEGATIONS FORTES t-NORMES ET t-CONORMES

Les propriétés imposées 4 t montrent que t est 4 la

fois un générateur de négation forte et un générateur additif

d'une t-conorme nilpotente. De méme, 4 partir d'un générateur

de négation forte, on peut obtenir un générateur additif d'une

t-norme nilpotente par la formule :

f(x) = t(1) - t(x) .

Inversement, pour une t-norme nilpotente £, puisque £(0) est

fini, on peut construire un générateur de négation forte par

la formule :

t(x) = £(0) ~ £(x) .
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Ainsi, a partir d'un générateur t de négation forte,

on peut former :

- la négation forte n(a) = tye) -t (ay) :

la t-norme T(a,b) = £97!) [E(a)+e(b)], avec f(x) = t(1)-t(x)

(2) tla) sia e [B,t(1)]
(a) = = =

1 sia é [t(1},+°[_;
posons t

(fe (ay te (by)- la t-conorme S(a,b)

minfi,t + [ke (a)+t (b) J] si t prend ses
valeurs sur |0,+@[.

tt

Si, A partir d'un méme générateur t, on a formé n,

T et S, alors :

" Oo

U Bes[a,n(a)]

Tla,n(a)]

Réciproquement, pour toute t-norme (respectivement

t-conorme) nilpotente, il existe une négation forte et une t-

conorme (respectivement t-norme) nilpotente telles que les

propriétés précédentes soient vérifiées.

Exemple : 4 partir de t(a) = a, on obtient :

nia} = l-a

Tla,b) = max(0,atb-1)

mn Foy os Ul min(0,atb).

= 43 =

CHAPITRE 4

OPERATEURS D‘IMPLICATION FLOUS - SYLLOGISME

Dans une premiére partie, nous allons définir et dis-

cuter des opérateurs d'implication flous.

Dans une deuxiéme partie, on envisagera le syllogisme.

La premiére prémisse du syllogisme se traduit par un opérateur

d'implication.

1. LES OPERATEURS D'IMPLICATION FLOUS

Un opérateur » de [0,1] x |0,1J + [0,1] est un opéra-

teur d'implication flou ssi :

0x 0

Ox 1

1 0

lei

(1)

hoo re Oe eH

et ¥a,a';b et b' @ (0,0

a<a'=>axbo2zat xb

(2) 1
b<b' > axb¢ax b'



Aux quatre sommets non flous, l'opérateur # doit don-

ner des valeurs en accord avec la logique binaire.

L'opérateur x est :

= monotone non croissant par rapport 4 la premiére variable,

- monotone non décroissant par rapport a la deuxiéme variable.

Remarque -

On ne doit pas confondre le concept d'implication +

avec celui de méta-implication =>. On doit dire pour une im-

plication A+B: “A inf@ére B", alors que pour une méta~impli-

cation A => B, on utilise "si A alors B".

Wéber [WEB-83] a proposé trois procédés de construc-

tion d'opérateurs d'implication flous :

type I a>b= sup(z | T(a,z2) ¢ b)
T

n -_
type II a>be=nfinfly | S(b,y) > al]

s

type III a, b = n[P(an(T(a,b)))]
we

En particulier, le type I correspond 4 l'opérateur de

maximalisation t que nous définissons page 91.

Ainsi, par deux approches trés différentes :

- opérateurs d'implication flous,

- résolution des @équations de relations floues,

on aboutit au méme opérateur Tt. CRP
[reer

On peut définir une infinité d'opérateurs d'implica-

tion flous. A titre d'exemples, citons-en quelques-uns trés

utilisés. Pour chacun d'eux, on envisage la définition, ainsi

que les courbes de niveau.

1. L'opérateur “standard sharp"

lsia< loub=t1

a x, b=

0 sinon 1 0 Type et II

[
b

2. L'opérateur "standard strict”

\l siagb 4

ax, b= I!

2 |O0 sinon 1 Type
0

7 2

3. L'opérateur de Gédel (ou de Sanchez, noté aussi a)

lsiag<b

b sinon

1 Type I NF &



4, L'opérateur de Goguen

siag<b1

a é sinon
a

Type J

o|or
a

5. L'opérateur de Lukasiewicz

Type I et II

1-a+b

a Xe b = min(l - atb , 1)

Ne Hm &

Ne DH &

eee a
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6. L'opérateur de Kleene-Dienes

aX, b=1- a+ ab

l-a+ab a |

| Aa

L'opérateur Xe n'est d'aucun des trois types de Wéber.

ny Fan @

7. L'opérateur de Lee (ou de Kleene-Dienes)

aX, b = max(b , 1l-a)

Type III

Seuls certains opérateurs vérifient les égalités :

ax 0

i (3)
1x b b

i |
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Les opérateurs de Lukasiewicz (x), de Kleene-Dienes De la table de vérité précédente, on tire les consé-

(tg), de Lee (#5) vérifient les égalités (3). ] quences suivantes

On peut aussi définir des opérateurs d’implication 1) D'aprés la ligne 3 du tableau 1 :

flous paramétrés [voir BAN,-85 et KAU-85]}. Si a+b est vrai et si a est vrai alors b est vrai ;
c'est la régle de détachement du modus ponens.

2. MODUS PONENS ~ MODUS TOLLENS % SN
6

Suivant les conventions de la logique propositionnel-

le, nous utiliserons : .
b

le chiffre 1 si la proposition est vraie, Dans un tableau hendécadaire 4 double entrée, avec a

le chiffre 0 si la proposition est fausse. en abscisse et b en ordonnée, le modus ponens se traduit

par la présence d'un "1" au sommet supérieur droit.

Considérons l'opérateur d'implication en logique binaire :

2) D'aprés la ligne 1 du tableau 1 :

a+b est vrai ssi a< b Si a+ b est vrai et si b est faux alors a est faux ;

clest la régle de détachement du modus tollens.

et sa table de vérité

via) vib)

0 modus tollens

modus ponens 5

Tableaw | Pour le méme tableau hendécadaire, le modus tollens

se traduit par la présence d'un "1" au sommet inférieur

gauche.

Sue Ain OrRa ane
pore



A partir du schéma suivant, nous retrouvons facile- a
P ' e ——— 3. LES OPERATEURS DE PSEUDO-IMPLICATION FLOUS [KAU-85]

ment les deux modus. te er wr rrr ey ener D'autres opérateurs peuvent @étre introduits. Ils cor-
b (modus ponens

sortie b = 1) i respondent & des applications de [0,1] x [0,1] dans [0,1] qui

Résultat = 1 ne satisfont pas 4 certaines des propriétés définies par (1)

, 1) laa raar gle du modus | — et (2). De tels opérateurs sont appelés des opérateurs de
! ponens s'applique | ©

pseudo-implication flous.

L'opérateur de Zadeh (ou de Mandani) utilisé pour le

produit de deux ensembles flous

a Mg b = min(a,b) =a A b

X_ ne vérifie ni la propriété (1), ni la propriété (2). Seul

le modus ponens est satisfait.

i {modus tollens 1 R@suptat = 1 Q
entrée b = 0) la régle du modus 2a j

| tollens s'applique ; : b b

(modus ponens

(modus tollens entrée a = 1) i

sortie a = 0) 1

| |

| | 0 1 °

| 3) La ligne 4 du tableau 1 ne présente pas d'intérét car Line |
| férence fausse se traduit par : a toujours vrai et b tou-

jours faux. L'opérateur de Mizumoto

| 4) La ligne 2 du tableau 1 ne permet pas de conclusion. aug b= (a xX, b) 4 (a %, b)

vérifie le modus ponens et le modus tollens, mais la proprié-

té (2) n'est pas satisfaite.
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b

b b |

|

| 1
1 a

2 6
1-b b $

4 i

1 1-a :

b : 2

= a 0 2 a

0 1 0

i L'opérateur de Willmott :

ax,, b = min|max(l-a,b) , max(a,1-b,min(b,1l~a)]Un autre opérateur, toujours proposé par Mizumoto : 12

a, d= (@y db), (ay ay Dy B) qui peut aussi s'écrire

uvérifie le modus tollens, mais la propriété (2) de monotonie a Xo b max |min(a,b) , Min(i-a,l-b) , min(1-a,b) ]

n'est pas satisfaite.

ou encore

b aX), b= min|max(l-a,b) , max(a,l-a) , max (b,1-b)]
'

; vérifie les relations (3).

1-a

b f

, a 3

-ala

5 : a

| } 1 8 656 8
| I-a

| t a 8 a
h b 4 é

L'opérateur d'inférence de Zadeh : f 125 Z ?

_ _ I 118 & 2
am, b=, (a, b) = max[i-a , min(a,b)] i 7 ' b Lie b

vérifie la propriété (1), mais ne satisfait pas la propriété

(2) de monotonie. Cet opérateur vérifie aussi les égalités (3):
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4, LE SYLLOGISME

Nous travaillons dans le domaine flou avec les régles

de détachement du modus ponens et du modus tollens sur des ta-

bleaux hendécadaires, et non plus comme en binaire uniquement

aux quatre sommets de ces tableaux.

E, et Ey représentent ltunivers du discours :

F(E,) = (A: EB) + [o,1)}

itF(E,) = {B : BE, > [0,1)},

et R une régle d'inférence caractérisée par un opérateur * (ou

un pseudo-opérateur) d'implication flou. Posons alors

R(A,B) = A B, soit pour les fonctions d'appartenance :

Uy Bp (Ep reg) = vale) & Hp leg)

et y' sont des noms d'objet.

de détachement du modus ponens est :

Antécédent 1 Si x est A alors y est B

Antécédent 2 x' est A

Conséquence y!' est B

de détachement du modus tollens est :

Antécédent 1 Si x est A alors y est B f

Antécédent 2 y' est B '

Conséquence x' est A

eee etaesece

= GS =

Les régles de détachement sont strictes en binaire ; elles sont

moins franches, en général, dans le domaine flou.

Pour présenter notre travail, nous utiliserons

l'exemple suivant.

Exemple 1 :

Considérons A et B hendécadaires et la régle d'infé-

rence caractérisée par l'opérateur de Lukasiewicz

Tableau II



Pour le modus ponens, afin de généraliser les résul-

tats de la logique binaire, il nous faut :

- choisir une entrée a,

- consulter le tableau,

- déduire un résultat b.

En flou, en général, pour un a donné, on déduit du

tableau de composition R(A,B) plusieurs valeurs de b différen- |

tes. Pour a = 0.6 et une inférence totale correspondant 4 f

R(0.6,b) = 1, on obtient b = 0.6 ou 0.7 ou 0.8 ou 0.9 ou l.

Done en flou, il nous faut imposer une régle supplémentaire

afin que pour un a donné, ne lui corresponde qu'un b unique.

On envisage alors, pour un a donné, un seuil d' infé-

rence p. On considére sur la colonne correspondante du tableau

R(A,B), la premiére valeur supérieure ou égale au seuil d'in-

férence p. Pour a = 0.6 et p = 0.85, on obtient b = 0.5.

On pourrait envisager de prendre sur une colonne don- |

née a la valeur b la plus grande, mais ce choix conduirait 4

prendre b = 1 pour toute valeur de a. Ce choix de régle est

done sans intérét. t

}

parmi les solutions possibles, il n'y a plus de régle objective

Si l'on envisage de prendre une valeur quelconque

Le seuil d'inférence a la signification suivante :
;

- pour p = 1, on dira que l'inférence est totale, la déduction |

est compléte. Dans ce cas, on vérifie sur l'exemple que h=a ik
}

- pour 0 <p <1, plus le seuil d'inférence est faible, plus

les valeurs de b sont faibles ;

(Gepteemomasesrrnaes
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- pour p = 0, il n'y a plus d'inférence, la déduction est nul-

le. Dans ce cas, on vérifie sur l'exemple que pour toute va-

leur de a, alors b=0.

La régle d'inférence floue qui consiste 4 prendre,

compte tenu du seuil d'inférence p, parmi les valeurs b pos-

sibles celle qui est la plus petite, est donc plus riche que

la régle d'inférence binaire. On peut en effet modeler le de-

gré d'inférence par le biais du paramétre p.

Pour le modus tollens, nous appliquons le méme procé-

dé, en lisant en entrée non b et pour un seuil d'inférence p

donné, on déduit non a.

E,- E, et E, représentent l'univers du discours :

F(E,) = (A: BE, + [0,1)}

F(E,) = {iB : E, * fo, 1] }

F(E,) = {C : BE, > [0,1]}

et R une régle d'inférence caractérisée par un opérateur x (ou

un pseudo-opérateur) d'implication flou.

Soit Pir Py et P, les propositions conditionnelles

floues suivantes :

Pp, : Si x est A alors y est B
1

P. Si y est B alors z est C

P. : Si x est A alors z est C
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Soit R(A,B), R{B,C) et R(A,C) trois relations floues

définies sur E, x Ey, Es x E et E) x Ey gui sont obtenues

respectivement a partir des propositions Py Py et Px.

La régle de détachement du modus ponens est la suivante :

Antécédent 1: Si x est A alors y est B

Antécédent 2 : Si y est B alors z est C

Antécédent 3 : x' est A

Conséquence z‘ est C

La régle de détachement du modus tollens est la suivante

Antécédent 1: Si x est A alors y est B

Antécédent 2 : Si y est B alors z est C

Antécédent 3; 2' est C

|Conséquence x' est

Ces deux régles de détachement correspondent au syllogisme

indirect (passage composé de A 4 B, puis de B 4a C).

Le syllogisme indirect sera dit parfait si pour toute

entrée avec la régle de détachement du modus ponens et du mo-

dus tollens, on a la propriété

R(A,B) » R(B,C) = R{A,C) (4)

of "." représente une composition de relations floues. Kaufmann

[KAU-85] et Mizumoto [MrIZ-82] envisagent la composition

"," = MAX-MIN et concluent "On ne rencontre pas en flou des

opérateurs ayant les trois propriétés (1), (2) et (4). Chaque

opérateur posséde un inconvénient".

+

Seay ENSUE

pe emoen

Nous envisageons une composition "," plus générale.

On définit au chapitre 5, un opérateur de maximalisation 7 qui

intervient dans la résolution des équations de relations floues

(composition ",“ sup t-norm). Cet opérateur 1 est également un

opérateur d'implication.

Soient E) = fey prepares rey pte E, = fey, 1 ggr-+ ran}

et E3 = {egy r@ggre+sr@gpf trois ensembles finis non vides, et

F(E,) = {A : B, > (O,1]}, F(B,) = {Bs E> f0,1)} et

F(E,) = {C : BE, > (o,1]} les ensembles flous sur E), E, et E,

respectivement.

On note a, = A(e,,), bs = Bley.) et cy. = Cles,) pour

le<eigsm, 1 ¢<j3e<netleke¢op.

Théoréme :

Soit T ane t-norme archimédienne et t l'opérateur de

maximalisation associé ; les relations floues R(A,B), R(B,C)

et R(A,C) appartenant respectivement a P(E, xE,), F(E, xE,)

et F(E) xE) et définies par :

R(A,B) = "A@B

R(B,c) = *B@c

R(A,C) = "AGC

vérifient l'inégalité :

R(A,B) o R(B,C) < R(A,C)

ot “," désigne la composition sup-T.
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De plus, si pour tout i = 1,...,n et ¥k = 1,...-DP,

il existe un indice j € {1,...,n} tel que :
°

alors : RfA,B) o R(B,C) = R(A,C).

L'opérateur 1 (ainsi que ses propriétés) n'étant dé-

fini qu'au chapitre 5, nous envisageons la démonstration de

ce théoréme en annexe 1.

Jusqu'a la fin de ce chapitre, nous ne traitons que

le cas particulier of A, B et C sont tous les trois hendéca-

daires.

Dans ce cas, le syllogisme indirect est parfait si

l'on considére en (4) la composition "," = sup t-norme avec

t-norme archimédienne, et comme opérateur d'implication 1'opé-

rateur concordant de maximalisation associé 4 la t-norme. En

effet, il existe toujours un b5 tel que ais b, s C5

(ou cy < bs < ay).

Par exemple, pour la régle d'inférence de Goguen :

Ilsiagsb

ax, b=
4 b

q Ssiarb

la composition sup-produit, o& la t-norme est T(a,b) = ab,

conduit a4 un syllogisme indirect parfait.

——
pers ete
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Par contre, pour l'opérateur de Gédel (ou de Sanchez) :

lsiagb

b sia>b

qui est l'opérateur de maximalisation correspondant 4 MIN, la

composition MAX-MIN ne conduit pas 4 un syllogisme indirect

parfait (puisque la norme est non archimédienne et seulement

continue).

Cependant, avec A, Bet Cc hendécadaires, on peut aussi

considérer un opérateur x (ou un pseudo-opérateur) d'implica-

tion flou et une régle de composition "." quelconque. Afin de

tester dans ces conditions un opérateur % (ou un pseudo-opé-

rateur) d'implication flou avec une régle de composition "o"

donnée, nous utilisons la notion de seuil d'inférence au § 4.1 et

nous introduisons deux indicateurs.

Pour une régle d'inférence donnée avec le modus ponens,

on envisage les onze valeurs d'entrée de a et l'on considére

sur une colonne donnée de R(A,C) et de R(A,B) © R(B,C), la

premiére valeur supérieure ou égale au seuil d'inférence p.

R(AC) R(A,B)OR(B,C)

—= 9

<<

© 7

gt-——



On calcule pour le modus ponens un premier indicateur,

par exemple la somme des valeurs absolues des différences

1 2
co a Sap divisée par les onze entrées considérées.

t ‘

Pour le modus tollens, on envisage en entrée les 11

valeurs possibles de C et l'on considére sur une ligne donnée

de R(A,C) et de R(A,B) >» R(B,C) la premiére valeur supérieure

ou égale au seuil d'inférence. On calcule pour le modus tol-

lens un second indicateur en effectwant la somme des valeurs

absolues des différences al = ae divisée par les onze
c,p C,p

entrées envisagées. Si les deux indicateurs sont faibles, le

syllogisme indirect est presque parfait et L'on peut estimer

que la régle d'inférence et la composition envisagée sont

bien adaptées.

Exemple 2

Régle de Lukasiewicz x, et composition "," = MAX-MIN.

On envisage A = B = C pris tous les trois suivant les

valeurs hendécadaires croissantes.

On utilise le tableau II précédent et le tableau III

suivant pour R(A,B) »o R(B,C), avec eo" = MAX-MIN.

11 ee ET TT TN wT oe
= 63 &

R(A,B) oR(B,C)

Pour un seuil d'inférence p tel que 0.8 < p < 0.9,

les termes considérés pour une colonne donnée a sont encer-

clés dans les tableaux II et III

s

- en trait plein, les termes correspondent 4 une différence

al 2
non nulle pour c -c¢ ;

P a,p arp’

- en pointillés, les termes correspondent 4 une différence

1 2
nulle pour c = q

E arp arp

Pour le modus ponens, dans notre exemple, le premier

vaut a = 0.082.indicateur i I
1

Nous présentons ensuite quelques exemples de calcul

d'indicateur.
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Exemple 3 ; | Exemple 4 :
A=Be2#Ce= {0, .l, 1.2, «ee, 1} Azce{o, fn on oven 1}

i

p seuil d'inférence. B= {l, .9, «8, «.+, OF

4) indicateur correspondant au modus ponens avec 1a composi- i i, indicateur correspondant au modus ponens avec la composi-~
3 ow o a

caen NaS & Caer } tion "9" = MAX-MIN.

i, indicateur correspondant au modus tollens, avec la méme |
composition.

- -9<p<l | .7<p<.8| .Sep<.6] .3¢p<.4] .lep<.2

Pour le pseudo-opérateur minimum xg, le modus tolled

n'est pas vérifié et nous n'envisageons pas le calcul de l'in-| mF standard sharp 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000

; , al |
dicateur i, pour l'opérateur m, = standard strict 0.036 | 0.036 | 0.036 | 0.036 | 0.036

|
‘ n - nt

A l'exception de la restriction relative 4 %g, nous | *3, * Gédel (Sanchez) 0.027 | 0.027 | 0.027 | 0.018 | 0.000
avons constaté que i, = ig. | 3 x, = Gaines 0.027 | 0.091 | 0.109 | 0.073 | 0.000

4

| 8; % = Lukasiewicz 0.082 | 0.164 | 0.136 | 0.055 | 0.009

°o

-9ep<l1 | .7.g0<.8] .5<p<.6} .agp<.4] .lep<.2 6 = Kleene Dienes 0.073 | 0.127 | 0.155 | 0.055 | 0.009

x = standard sharp ‘| 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 By = Lee ot Kleene Dienes| 0.000 | 0.000 | 0.227 | 0.082 | 0.009

x = standard strict 0.000 | 6.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000

| Xe = Minimum 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000

a 4%, = Gédel (Sanchez) 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 i a

Fi i ' a Xq = Mizumoto 0.145 | 0.055 | 0.027 | 0.018 | 0.000

+ %4 = Gaines 0.027 | 0.091 | 0.109 | 0.073 | 0.009 | | go
a 20 117 Zadeh 0.000 | 0.000 | 0.227 | 0.082 | 0.009
a Xe = Lukasiewicz 0.082 | 0.164 | 0.136 | 0.055 | 0.009 i a
5 | oO, 19 = Willmott 0.060 | 0.000 | 0.227 | 0.082 | 0.009

| HeoF Kleene Dienes 0.073 | 0.127 | 0.155 | 0.055 | 0.009 } 2
j

a= Lee ou Kleene Dienes| 0.000 | 0.000 | 0.227 | 0.082 | 0.009 | Valeurs de 4,

\ i Xg = Mizumoto 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000
°

o

34 4, Zadeh 0.000 | 6.000 | 0.227 | 0.082 | 0.009
aM

aS %1> = Willmott 0.000 | 0.000 | 0.227 | 0.082 | 0.009
}

Valeurs de i, (ou de i,) pour différents

opérateurs en fonction du seuil d' infé-

rence p
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Exemple 5 : CHAPITRE 5

A=c = {0, .1, .2, ..., 1}

B= {l, .9, .8, «se, 0} EQUATIONS DE RELATION. FLOUE

i, indicateur correspondant au modus tollens avec la compo- j

sition "," = MAX-MIN. )

Comme on l'a vu au chapitre 1, les relations floues

} vant nous permettre de travailler sur des problémes de re-

9ep<l | .7¢p<.8] .S<p<.6} .3<p<.4] -Lgp<.2 connaissance de formes. On s'intéresse 4 la détermination de

. i la relation de cause “A effet avec la composition habituelle
*) = standard sharp 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 E

MAX-MIN. On sait que L'on a un ensemble de solutions qui for-

%) = standard strict 0.036 | 0.036 | 0.036 | 0.036 | 0.036 me un sup demi-treillis. On aura done 4 déterminer la solu-

o x, = Gédel (Sanchez) 0.027 | 0.027 | 0.027 | 0.018 | 0.000 | tion maximale, ainsi que les solutions minimales. On envisa-~

3 : t . . : 5
. e soit une cause, d'ofi un problame uni-dimensionnel, soit

$ x, = Gaines 0.027 | 0.091 | 0.109 | 0.073 | 0.000 3 ’ P ’
« | un ensemble de causes, d’oi un probléme bi-dimensionnel.

@ 85 = Lukasiewicz 0.082 | 0.164 | 0.136 | 0.055 | 0.009

° Xe = Kleene Dienes 0.073 | 0.127 | 0.155 | 0.055 | 0.009 Nous proposons une méthode originale pour déterminer

. un opérateur de maximalisation et les solutions minimales pour
x, = Lee ou Kleene Dienes| 0.000 | 0.000 | 0.227 | 0.082 | 0.009 - °

la composition plus générale SUP-T et un opérateur de minima-

wy = Mi _ _ _ . _ | lisation pour la composition INF-S.

a

4 i
bs d %g = Mizumoto 0.009 | 0.018 | 0.027 | 0.018 | 0.000 |
a 

|

4

3 S x), = Zadeh 0.000 | 0.000 | 0.227 | 0.082 | 0.009 1. PROBLEME UNI-DIMENSIONNEL LIE A LA COMPOSITION MAX-MIN

ae

‘e #19 = Willmott 0.000 | 0.000 | 0.227 | 0.082 |} 0.009
Soit les ensembles finis non vides X = {X) Xone eX)

et Y = {yy 1Ygreeer¥n} avec card X = |X| =n fini, et

Valeurs de i, card ¥ = |¥| =m fini, et F(x) = {A : X + |0,1]} la classe de

tous les ensembles flous sur l'intervalle réel unitaire I = [0,1].

Soit A @ F(X), B @ F(Y) et R une relation floue ap-

partenant 4 F(X x ¥) telle que l'équation suivantesoit véri-~

fiée :

n

Bly.) = (Ro A) (v5) = MRD A A(x,)] Vjo= l,.e..,m (1)



La relation floue R € F(X x Y) est lL'inconnue de

L'équation MAX-MIN précédente (1). Il s'agit de trouver la mais elles ne sont pas vérifiées pour le MIN, en particulier :

relation R telle que "si A alors B par R". La relation R

est appelée relation de "causalité” ou de “méta-implication" Ro (A, fA Ad) € (Ro Ay) A (Ro A) (3)

qui permet d'obtenir B si l'on se donne A.

Exemple 1:

Soit les relations

N

Ed ad ho
hw

*

Cependant, s'il existe une solution de l'équation (1),!

en général elle n'est pas unique. Désignons par : (Ry Vv Ro) A= (Ry eo A) V (Ry o A) it

R={RCXxy|R4.,A=B}
' A . wRo (A, A Ag)

Cause A Effet B | A= A, =i 2]. A, = 51.3

(si) (alors) |

R ¥i ¥2 Yi Y2

(opérateur) x, 1.6 | .9 x 7] 25Reiko = 2 r= t

j ~ 1 2
| Xo 8) .4 Xo 4) .6

Il existe des causes A qui ne peuvent entrainer les

effets B. De méme, tous les effets B ne peuvent &tre produits | 1
alors :

par n'importe quelle cause A. Il existe des ensembles A et B 7 y
'

tels qu'il n'y ait pas de relation R vérifiant R.A=B8. ' 1 2
| = =Ro (A, V Aj) (Ro Ay) V (Ra. A) 6 | 5

'

}
j

I
l'ensemble de toutes les solutions de l'équation (1). i Yi Y9

@eaa Beas [Sle
Sanchez (1974) a montré que l'ensemble R avec R # wx

posséde la structure d'un sup demi-treillis car les propriétés |

de distributivité pour la composition MAX-MIN avec le MAX sont

Ro (A) VA) = (Ro Ay) V (Ro Ay) 7

(R, V Ry) o A
1

|

|

vérifiées (si les opérations sont définies) :

'

I
|

(R, 2 A) V (Ry o A) |



UR_LAUTIONS. SOLUTION MAXIMALE PO
2. PROBLEME BI-DIMENSIONNEL LIE A LA COMPOSITION MAX-MIN 3. EXISTENCE DES SOL

COMPOSITION MAX-MIN

Soit les ensembles finis non vides X = {X) Xone ee eX },
Z F 

= 
mes ame-ésoudre l'équation R . A = B, nous so

Ys {¥y1¥oreeer¥} et Z= {By rZgrees 2) avec |X| =n, [¥| =n Pee BS eiet [Z| = p finis, A @ F(X x ¥), Re F(¥ x 2) et B € F(X x 2)
des relations floues liées par 1'é

nés A introduire différents opérateurs et différentes compo-
'

quation suivante : | sitions.

m

Bley say) = (Ro A) (x5,2,) = MB ry) A R(y5 7%) ] ‘ls tx aeaesoele Bing. xeTaivan, Hews

ot La transposée d'une relation floue A € F(X x ¥) est
Vk = 1,...,p

la relation floue notée ta € F(y x X) telle que :

La relation R est l'inconnue de l'équation précéden-
te (4). Appelons R= {RCXxyv|R,A=

solutions de l‘équation (4).

remarquer que l'

Vi = 1,...,n
B} l'ensemble des

Dinola et Sessa {DIN-84] font

6quation (4) est équivalente au syst&me de
n équations floues uni-dimensionnel de la forme (1)

t
A x = A(x, .)(yye 4) ( { Yy .

3.2. Liopérateur_de _maximaltsation o et Liopérateur_de

? : mintmalisation g :Re A, = By Vi= 1,...yn (5) |

Soit l'opérateur a de Sanchez (ou %, de Gdédel) ou deavec A, € F({x,} xY) et B, é F({x,} XZ)

maximalisation, ou encore de pseudo-complémentation

Les fonctions d'appartenance étant données par :

Ay Oxy ryy) = A(Xs+¥4) Vj = 1,...,m

Bi (x, ,2,) = B(x; ,2,) Vk = 1,...,p

Si l'on désigne par R; l'ensemble de toutes les solutions de
l'équation i de la forme (5), alors ; L'opérateur g ou opérateur de minimalisation :

: 0,1) x [0,1 + [0,4]R= (VR (6) (0,13 x [2,
i=1

0 sia<b

agb=l) siazb

u é .(L'opérateur o n'est pas le dual de l'opérateur a)
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3.3. La_composttion @:

La composition @ de +A € F(Y x X) et de B € F(X x 2)

est la relation floue notée ‘A@B = R, avec Re F(Y x 2),
telle que :

v not
Rly512,) = /\ Aly 5 s% 4) a B(x, 2,)| (7)

Vjsl,...,;m ; ¥VkK=1,...,p

tLa composition (@) de A @ F(Y x X) et de BG F(X x 2)

est la relation floue notée ty (QB @ F(Y x X) telle que :

fa Bl -vit@) ¥51%,) = he Aly 5 ey) o B(x, 124) (8)

WJ=l,...jm 7; ¥KE1,...,0

3.5. Extstence des _soluttons :

Une condition nécessaire et suffisante pour qu'il

existe des solutions 4 l'équation R . A = B est que R soit

solution de cette équation.

La condition suivante

Vie=l,...,n
B(x; +2.) < sup A(x, ,y) (9)

y Vk =1,...,p

est une condition nécessaire d'existence des solutions.

3.6. Solution _maxtmale

R' est la solution maximale de R (avec R # @) si :

¥Vix,y) @X x ¥

R(x,y) < R' (x,y)

VRER

Sanchez montre que l'ensemble R des solutions de 1'équation

Ro A= B, avec "." = MAX-MIN, posséde la structure d'un
v

sup demi-treillis avec pour solution maximale R = © B.

Exemple 2 :

Considérons :

Vv t
alors : R= A@)B =

Remarque :

Les résultats similaires sont démontrés pour 1'équa-

tion R , A= 8 (A inconnue, B et R donnés). Une condition né-

cessaire et suffisante pour qu'il existe des solutions 4

l'équation R » A = B (avec A inconnue) est que i = “(R@® ‘s)
soit solution de cette équation. Lorsque les solutions exis~-

Vv

tent, A est la plus grande solution.
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4. LES SOLUTIONS MINIMALES POUR LA COMPOSITION MAX~MIN

4.1, Probléme_uni-dtmenstonnel :

Pour déterminer les solutions minimales, ainsi

gue leur nombre, introduisons la fonction ordinale.

4.1.1. Fonction ordinale :

Soit la fonction ordinale définie par

T= {x, € X|A(x,) 2 Bly.)} j= 1,see ym (10)

Exemple 3 :

Considérons :

alors : Ty iy} = ty, x4}

Ty = Tlys} = ix}

ry t3° Tty4} =" bey 2X4)

4.1.2. Eléments minimaux :

Un élément M est dit élément minimal de R si pour

tout R@ R, R <M alors R= M. Dinola [DIN-84] montre les

propositions suivantes.

SiR#@ alors r. 7 0 ¥j = 1,---,TM

(c'est la condition nécessaire (9}).

Si Ts #@ Wji=1,...,m alors :

‘a@s et “A@BeR.

Si R # @, R posséde des éléments minimaux.

Pour déterminer ces éléments minimaux, il suffit de garder
t

un élément et un seul non nul dans chaque colonne de a@ B.
coe Fd

Les éléments minimaux sont au nombre de N” :

4
Nv = {rT |

q 3
Hp fy) #0

La réunion des n* éléments minimaux redonne
t

R* = “A@B:

M, = R* = “a@s (11)
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Exemple 4
Sanchez montre que toute relation floue comprise

Vv

entre R® et R est solution de l'équation (1).

Ainsi, pour l'exemple précédent

¥) Y2 ¥3
1 sig

b si 7 2] .3 xy

De R, = a f8 eR R, = *2 e
0 0 X3

4 0 x4

mais R, et R, ne sont pas comparables.

0 sia De méme :

b si

Rus

- 
x)

R, = 72 eR

2g

*4

mais R, n'est pas comparable 4 RTM,

“aA(@B est l1'élément minimum de R

fou Bly.) = 0

: ssi : ¥y = lyse ym
ou f, =1

3
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Exemple 5 : Theoréme_1

Les relations A @ F(X) et B € F(¥) sont données par : “a@B = “A@B ssi ou bien

Vie-l,...,n

X) Xp XX ¥z; Yo ¥3 I) Bly) <1 ¥341,...,m alors A(x.) > Biv Vj =l,ee.,m

= | | =

II) il existe au moins un indice i, * = 1,...,m tel que
P = =|

nd Tty,} {x} B(y3) = 1 alors A(x,) = 1 Vi=el,...,n.

Bly,) = 0

Ty = lly} = {xj} Exemple 6 :

¥, ¥2 ¥3 Les relations A @ F(X) et B € F(¥) sont données par :

x -8 x

Yt 7 E “ot x % By My ¥) ¥2
R = “A@B = R" = "AQ@B =

x 1 x a=L.ol.el i] B=
x 1 x

La condition I) est satisfaite et :
i

si Bly.) = 0 ou rs = 1 ¥jy=1,...,m , alors la structure us 2
de R est celle d'un treillis : | ‘ xy -6 | .4

ta@p=-a@se *2|-6l4

Vv x, L.6 4

Pad © w i Dy

L'ensemble des solutions de l'égquation R ,. A= B

posséde 9 éléments minimaux. La structure de R est la suivante :

+ _pM
_ R=R

Remarque : Sessa |SES-84] donne deux théorémes sur la résolu-

tion des @équations MAX-MIN.

Rm Rm, Rg
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Exemple 7

Les relations A € F(X) et B @ F(¥Y) sont données par ;

X) XQ %3 Yi ¥2

La condition II) est satisfaite et :

x) 7 1

“ae - “A@s = x, <7] 21

X3 7 1

L'ensemble des solutions de l'équation R . A = B posséde

9 éléments minimaux. La structure de R est la m@me qu'a l'exem-

ple 6. Remarquons que dans les exemples 6 et 7

A(x.) > 0 Vi = 1,...,;n

Bly.) = 0 ¥j=1,...,m

De plus, la matrice nulle, c'est-d-dire la matrice

R(x 7¥5) =O ¥VWiel,...,n , ¥j =1,...,m , est l'unique é61é-

ment de R.

Remarque :

Dinola et Pedrycz |DIN-82a] et Dinola et Sessa

[DIN-83b] déterminent les éléments de R ayant la plus petite

mesure floue.
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4.2. Probléme bi-dimenstonnel :

Le problame bi~dimensionnel attaché a4 la composition

MAX-MIN, suit la méme démarche que le probléme uni-dimension-

nel [bIN-84] et [SES-84].

Considérons l'exemple suivant |SES-84].

Bxemple 8 :

Trouver la solution maximale et les éléments mini-

maux de l'ensemble R des solutions de R . A= B, o "," dési-

gne la composition MAX-MIN avec R pour inconnue et

¥y ¥2 ¥3 2, 72 73

x, {1 | 0 | .5 X Pes tua [os

A=x,|.2 |.7 | 3 B=x, |.6 |.5 | .6

x,|-4 | 9 1 x, | -6 | -5 9

Vv Vv
On vérifie que R . A= 8B, donc R#@G, et R est bien la solu~

tion maximale.

eu ,n des re-Ay et B, désignant la i ligne i = 1,...

lations respectives A et B, construisons

t a
W, = A, @ 3, i=1,...)n



Dans cet exemple :

Oo jw JO IN

L

t Yi 4°
W) = A, @B, = yy

y3|-

2h

t 1 4
W = A, @B, = y, L.6

V3 i)

2)

t vy
W3 = “A; @B3 = y, [6

¥3 6 uriin {oO [he

n

La relation RTM = (V WA R , appartient
i=l

_t
W, = “A, ©B,

et Ry R* appartient A R ¥RER:

Soit R, l'ensemble de toutes les solutions de 1'équa-

tion

= 9% =

Si Ry % @, alors il existe au moins une solution

minimale My < R pour tout R € Ry:

Vv

+ ' xSi R #@, l'ensemble A, = {M, € R; | M, ¢ R} est

non vide pour tout i = 1,...,n.

A partir de Wye gardons un élément et un seul non

nul dans chaque colonne de W, (cf. page 74). On obtient :

a ea 2, 72 33

Yy Oj} .1 0 %y 0 0

(1) L (IZ) _
M, = Yo 0 0 M, = Yo 0 0

3 5 5 ¥3 -5[. m5

L'ensemble A, contient les deux matrices uit) et w(t) $

(1) y(IZ)4
1

A, = tml? ,
1

A partir de Wo: on obtient :

1 2 3

Yy 0 0 0

M, = Yo -64 .5| .6

¥3 0 0

L'ensemble~1, contient la seule matrice M, H

Ay = {My}.
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A partir de Wa on obtient huit matrices :

4 29 43 2) 22 43 4) #2 %

Yy 0] 0] 0 ¥) o[ 0] 0 Y; Oo} 0

ul) = y, | 6 [5 |B ulTM) =y {6 |.5 | 0 uit) = y,| 6 | 0
vy; [9 | 0 y,Lo1 0.9 y3_01@

2) 22 23 fy 4 2) 42 %

Yy o}o y,|9} 0] 0 Y, 0

(Iv) _ (vy _ (VI) _
M, Yo Le 0 | 0 M, = ¥5 0 }.5 |¢% M, = Yo a5

Y3 | 9 v1.61 0} 0 v3.6] 0 |

2) 22 43 2 2. 5

¥, O10; 0 ¥, 0] 0} 0

wT) 2 yo | 0 | 0 1® uD -y | o foo
¥; 6 CB)| 0 Y3 L:6 @|.9

L'ensemble A, ne contient que deux matrices car on

doit 6liminer les matrices M qui contiennent des éléments su-
. Vv

périeurs aux éléments correspondants de R :

(IT)
ae 3= {M ' nV),

3

Si R # @, L'ensemble

a

A = (ME P(XxyY)[M= VM, M, 6A}
q=1 a L 1

est un sous-ensemble fini de R.

Les éléments minimaux de.A sont les éléments minimaux

de R, et réciproquement.

~ 85 -

si R #@ pour tout R € R, alors il existe au moins

un élément M@“~ tel que M< R

fig

t

‘Y +

Y &
ct.

Se

M
(VI}
3

Dans cet exemple, A, est formé des relations floues suivantes

— wll)
My

a Il s

= yitt)
P=M, VM, VM

2 y(t

v M, VM

VM, V

(II)

3

wiv?)

(IT) _

3

Zz. Zz
1 72 73

o|. 0

.6 | .5] .6

5] 0] .9

a 2p Og

of .1] 0

61.5] .6

61 0] .9

2, 22 43

o| 0

5

5 | .14.9

2) 42 43

of of} 0

.6 {| .5] .6

6] 1] .9
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On constate que M et P sont les éléments minimaux
5, DETERMINATION D'UN OPERATEUR DE MAXIMALISATION POUR LA

RESOLUTION D'EQUATIONS DE RELATION FLOUE DANS LE CAS DE

LA COMPOSITION sup-T, AVEC T norme TRIANGULAIRE QUELCONQUE

de f., donc ceux de R.

Résumé :

Soient X et Y deux ensembles finis non vides,

F(X) = {A : X + [0,J]} et Fly) = {B : ¥ > [Q,1]} les fa-

wad 25 | .6 milles d'ensembles flous sur X et Y respectivement, et

6 ft] 9 F(Xx¥) l'ensemble des relations floues sur Xx¥. On consi-

| dére l'équation de relation floue

R.oA=B8B (12)

ot "," désigne une composition sup-t norme triangulaire,

A @ F(X), B& F(y) et Rune relation floue appartenant 4

O|.1 0 F(X xY).

-6[ .1] .9 ! Si T désigne une norme triangulaire quelconque,
L'équation (12) peut aussi s'écrire :

! sup [T(R(x,y) A(x))] = Bly) ot ye ¥

| xEX

A et B étant donnés, on considére la relation R comme incon-

nue de l'équation (12) et on désigne par :

=|{.6].5] .6 jQ R= {R|R.eA=BE F(XxY)}

l'ensemble des solutions de (12).

» trem
P=] .6}].5] .6 i En supposant R non vide, on veut déterminer 1'élément

| v

-5 4-1] .9 } maximal R de R s'il existe.
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Ainsi, dans le cas of T est la norme triangulaire
MIN, clest-a-dire dans le cas 00 4 désigne la composition
MAX-MIN, on sait que l'opérateur a de Sanchez permet de dé-
finir la solution de (12) par :

R = "~@s

@ est l'opérateur de maximalisation associé 4 la composition
"4" = MAX={MIN.

Pedrycz donne les propriétés de l'opérateur de ma-
ximalisation |PED-83¢] associé 4 la composition sup t-norme
triangulaire, et détermine l’opérateur de Maximalisation| PED-83a] dans le cas de la norme de Yager, c'est-A-dire :

Marb) = 1 - min 2, ((Q-a)p + (1-b)p) ye], pod

On se propose, aprés avoir rappelé les conditions
suffisantes que doit vérifier L'opérateur de maximalisation,
de généraliser ce résultat et de définir un opérateur de ma-
ximalisation noté t, associé 4 la composition sup-T of T est
une norme triangulaire quelconque.

Soit t: [0,1] x [0,7] + [0,1] un opérateur,

On veut déterminer les conditions suffisantes pour que

“a@®s = R

- 89 -

c'est-a-dire pour que :

Vv t
@R, ¥(x,y) @ XxY R(xyy) ¢ R(x,y) = A(x) 1 Bly)¥R ER, '

(Fa) (x) t (Ro A) Cy)(Fa) @ (RB 6 A) Gey)

ta tx) t sup|T(R(z,¥) ,A(2) J

zeX

°

i érifie la condition :donc, si l'opérateur t vérif

13atbpatc sibze (13)

alors, puisque pour tout x @ X:

sup[T(R(z,y) A(z) )] » TER(x,y) A(x)]

zZexX

5 A(x))Sa(x) t sup[T(R(z,y) A(z))] » “Atx) t T(R(x,y) AL

zex

De plus, pour que

Eacx) t TUR(K,y) -A(K)) > RORY)»

il suffit que l'opérateur 1 vérifie la condition :

(14)at T(a,b) 2b

car face) = A(x).
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On obtient ainsi :

(Fa) © (Roo A) Gey) = (FA@B) (x,y) > ROLY)

y

donc, pour que ‘@s aéfinisse une relation R telle que, quel

que soit RE R, Rg R, il suffit que t vérifie les conditions

(13) et (14).

Il reste a préciser & quelle condition & appartient

Boit RE R, R étant supposé non vide, puisque :

v

¥(x,y) €XxY R(x,y) < R(x,y)

T(R(X,y) ACK) < T(R(R,Y) ,A(K))

done, sup[T(R(x,y) ,A(x))] ¢ sup [2 (R(x,y) -A(x) J
x€X x€X

c'est-a-dire :

Bly) ¢ sup[P(R(x,y) A(x) )]
x€X

v

Pour que R appartienne 4 R, il suffit que :

T(a tb,a) ¢ b (15)

ear alors :

v

T(R(x,y) ,A(x)) = A(x) T Bly) ,A(x)] $ Bly)

- t
puisque “A(x) = A(x), et donc :
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v v

Finalement, Bly) < (Ro A)(y) < Bly), donc RE Ret

l'on a ainsi établi la proposition suivante :

Proposition J :

Si t est un opérateur de [0,1] x [0,1] > [0,1] et

si R#@, alors pour que "A@B définisse 1'élément maximal
y

RK de R, il suffit que t vérifie les trois conditions suivan-

tes +

atbrwate sibre (13)

at (a,b) 2b (14)

Tia tb,a) ¢b (15)

Un opérateur t vérifiant les conditions (13), (14) et

(15) est appelé opérateur de maximalisation associé 4 T pour

L'équation (12).

5.3.1. Nommes continues :

Si T est une norme triangulaire vérifiant la condi-

tion supplémentaire suivante :

va € [0,1], la fonction xi+ T(a,x) est continue sur Du,

alors l'opérateur 1 défini par :

at b={sup x|[T(a,x) < b}

est un opérateur de maximalisation pour l'équation (12).
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Remarque :

Tt est un opérateur d'implication flou du type I de

Weber.

Montrons que at b = sup(x|T(a,x) < b} vérifie (13),

(14) et (15) :

at b vérifie (13) : trivial

at T(a,b) = sup{x|T(a,x) < T(a,b)}

donc x = b et (14) est vérifiée

T(a t b,a) = Tlsup{x|T(a,x) < b},al]

siags< b, alors x=l et T(a,1) =a<b; (15) est

vérifiée

sia > b, alors x=b et Tlsup{x|T(a,x) < b},a] <T(b,a)gt

donc (15) est vérifiée.

5.3.2. Nommes archimédiennes :

a) Condition pour que (15) soit vérifiée :

Ona: T(a tT b,a) € b

done, sia < b, l’inégalité (15) est vérifiée quel que soit

l'opérateur Tt.

On peut done supposer a > b. L'inégalité (15) s'écrit

e!l) yea tb) +£(al] <b (18!)
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Si eo ela « b) +£(a)] = 0 (dans le cas of T n'est pas

stricte et of f(a t b) +f£(a) 2 1), alors (15') est vérifiée.

(-1) -1Sinon, on a £ =f et puisque et est décroissante, (15')

peut aussi s'écrire :

flat b) + f(a) > £(b)

c'est-a-dire

f(a t b) > £(b) - Fla)

et puisque

f(b) - f(a) 20

atb<«< £ '(£(b) - £(a))

En conclusion, pour que :

T(a t b,a) < b (15)

il suffit que :

a>b=>artb¢ £ '[F(b) -£(a)] (16)

b) Condition pour que :

T(a t b,a) ¢ b (15)

at (a,b) 2b 14)

soient vérifiées simultanément.

On suppose la condition (16) vérifiée, alors (15)

l'est également.
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Pour a= 1, la relation (16) donne, pour b < 1

1 tb <¢ £1 (£(b)) = b,

tandis gue (14) donne :

1tT(l,b) =ltbeb

Les relations (14) et (16) ne sont donc compatibles

que si l'on a, pour b << 1, 1 tb = € 1 (£(b) - £41)).

Plus généralement, posons pour a >b :

=
atb=f “(f£(b) - £(a))

et vérifions qu'alors la condition (14) est satisfaite :

Tla,b) <b

et at a,b) = £4 [F(T(a,b) - Ela]

eee) (g(a) + £0n))) - Ela]

Si T n'est pas stricte et si f(a) + f(b) > 1, alors :

e')) (f(a) + £(b)) = 0

et at T(a,b) = £"[F(0) - e(a)] = £24 - etal] xb

car f(b) > 1 - f(a) => b< £7 h - E(ay]

donc (14) est vérifiée.,
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: -1 -1
Si f(a) + £(b) < 1, ou si T est stricte, ¢! ) =f

et :

at T(a,b) = £ /(£(b)) =b

donc (14) est vérifiée.

En conclusion, si on pose :

atb-=f l(£(b) -£(a)) pour a>b (17)

les relations (14) et (15) sont vérifiées.

c) Recherche det: |0,1] x 0,1] > [0,1] pour que

T(a tT b,a) <b (15)

at T(a,b) 2b (14)

b>oc=>atb Rate (13)

soient vérifiées simultanément.

On suppose la relation (17) vérifiée, alors (15) et
-1 -

(14) sont vérifiées et, d'aprés (17), ata=ft (0) = 1.

Pour que (13) soit vérifiée, il faut en particulier

que
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Tl est immédiat de vérifier qu'alors, la condition

(13) est satisfaite car :

sic ON lex < a, £(c) - f(a) >» £(b) - fla)

7
et £ “(f(c) = £(a)) < £1 (£(b) - £la))

c'est-a-dire atcsatb

sic<agb,atcgel=atb

siagecegb, atc=ls=atb.

On a posé, pour a = b,

atb=£ '(£(b) - £(a)) = 74(0) = 1. En particulier, si 7
est archimédienne non stricte, 0 Tt 0 = £71 (£(0) -£(0)) 1;
mais si T est une t-norme archimédienne stricte, £(0) n'est

pas défini.

On convient de poser encore dans ce cas, 0 T 0 = Lig

et par conséquent :

va é€ [0,1], ata=1

En tenant compte des résultats des paragraphes 2

et 3, on a donc 6tabli le résultat suivant.

- YF -

Soit T une norme triangulaire archimédienne de

fonction génératrice f.

L'opérateur t : {0,1} x [0,1] + [0,1] défini par :

joee -f(a)) sia>b

1 siag<¢b

est un opérateur de maximalisation associé 4 T (au sens

donné par la définition du paragraphe Ls

b

f"[f(b)-fla)]

Exemple 9 :

Soit A =| .2| .4) .6 et B=|.4, .6 :

xy ; alorsConsidérons la norme produit T(x,y)
1 x

£(x) = - nx et £ (x) =e.

“A oYsia

sia>b
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0 | 0

R n'est pas vide car R =|/1] 0 ER

Oj1

2 1 1
t _ | _et: AGB = 4 @ L.4| 6 = a 1

«6 2/3, 1

Vv

On vérifie que R appartient a R.

En procédant comme pour les générateurs additifs

numériques, on peut envisager des opérateurs numériques de

maximalisation.

Si une norme triangulaire T est continue mais non

archimédienne, ou si elle est discontinue, il est possible,

dans certains cas, en utilisant les relations (13), (14) et

(15), de construire un opérateur de maximalisation associé

a cette t-norme.

Ainsi, T(a,b) = min(a,b) est une t-norme continue,

mais non archimédienne, n'admettant pas de générateur addi-

tif mais qui admet, ainsi qu'il a été vu au § 5.1 de ce cha-

pitre, l'opérateur de Sanchez comme opérateur de maximalisa-

tion.

On a obtenu de cette maniére les résultats qui sont

résumés dans le tableau ci-aprés.
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Soit R une solution de R . A = B dans le cas ot

"tos sup-T,.

Alors, l'opérateur v : [0,1) x [0,1] + [0,1] défini par :

1 sia b4A

Ikavbe= jbsia

eo o8 a € [0,1|_si a>b

permet d'obtenir tine solution majorant R : pour cela, si on

pose Ro = AaOB et si R, (ay b,) =a, il suffit de choisir

a> R(ay rb.) :

Mais l'ensemble R des solutions n'admet pas d'élé-

ment maximal.

Exemple 10

sia = [21.5] .8] ece=(.8] ol,

4°alors R=|.3 est solution de R,A=858 , avec “," = sup-T

il/.

1 {a

Quel que soit aeé {0,1|7, R, =t1lio est 6également solution.

lia

Tl suffit de choisir a » .8 pour que R, > R.

1 1

R n'exi ar R, ={[1 1 n'appartient pas 4 R.Mais R n'existe pas c 1

1. L
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- DETERMINATION DES SOLUTIONS MINIMALES POUR LA RESOLUTION

D'EQUATIONSDE RELATION FLOUE DANS LE CAS DE LA COMPOSITION

Sup-T AVEC T NORME TRIANGULAIRE QUELCONQUE

Soit T une norme continue (alors il existe un opéra~

teur de maximalisation t). Supposons que T vérifie en plus

la condition suivante :

b, < by $ a alors Tla,b,) < T(a;b,)

Alors, l'opérateur 6 : [0,1] x [0,1] ~ [0,1] aéfini par :

atbsiazxb

aébes=

0 sia<b

‘

est tel que RTM = "~©B ER.

Remarque =

Une T-norme archimédienne vérifie les conditions

précédentes.

a@b=0

abb=asb

=f-'Lf(b)-f(a)]

lou

Vv

A= |.2!.4! .6 Be] 4] .6 et R=/| 1] 1

2/3} 1
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A partir de R", en procédant comme au § 4.1, on

peut déterminer les éléments minimaux pour la composition

sup-T norme.

Exemple 11

Considérons la norme produit T(a,b) = ab.

L'opérateur concordant t est l'opérateur de Goguen xy

jl sia fa or

atbe=

b sia>b
a

L'opérateur 6 est défini par :

sia<b0

2 siazb

Reprenons les résultats de l'exemple 8

La solution R*TM correspondant 4 la composition
t

"4" = MAX PRODUIT est RTM = “AGB :

2! o| a
4 |.4|.6] =|.2] 0] = R*

6 2/31
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5 x 5
A partir de RTM, on obtient les 2 éléments minimaux :

o o! oO

Ra =!1 Rn = 0 0

1 2
ofa 2/3, 1

La t-norme T(a,b) = min(a,b) est continue et véri-

fie by < by $a, alors min(a,b)) < min(a,b5).

Nous avons ainsi obtenu au § 4.1.2. les éléments

minimaux.

De méme, on peut traiter le probléme bidimensionnel

avec la composition sup-T norme, comme au § 4 de ce chapitre.

7. DETERMINATION D'UN OPERATEUR DE MINIMALISATION POUR LA

RESOLUTION D'EQUATIONS DE RELATION FLOUE DANS LE CAS DE

LA COMPOSITION inf-S of S EST UNE CONORME TRIANGULAIRE

QUELCONQUE

On considére l'équation de relation floue duale de

L'équation floue (12) :

ROA=B (12°)

ot "UO" désigne une composition inf-conorme triangulaire,

A et B sont donnés et R est une relation floue inconnue.
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On désignera par :

R' = {tR[RQ A= 8B, R@ F(XxY¥), A © F(X), BE F(Y)}

l'ensemble des solutions de (12').

En supposant R' non vide, on veut déterminer, s'il

existe, 1'élément minimal de R', c'est-a-dire déterminer une

solution R de (12') telle que :

¥ix,y) @XxY , ¥RER , Rlx,y) < R(x-y)

Si S désigne une conorme triangulaire quelconque, 1'équation

(12') peut aussi s'écrire :

inf[S(R(x,y) -A(x))] = Bly)

x6X

Ainsi, dans le cas of S est la conorme triangulaire

MAX, ctest-a-dire dans le cas o1 0 désigne la composition

MIN-MAX, on sait que l'opérateur 8, dual de l'opérateur de

Sanchez a, défini par :

bsita<b

aBbs=

Osiiarzvb

permet de définir la sclution R de (12') par l'égalité :

r= ‘a@s

ot ty désigne la transposée de A et “a®s est défini par

(fa@s) (x,y) = (FA) (x) B BLY)
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Exemple 12

SiA=).4 2 | +6 et B=; .5] .2 ,

ls} oa

alors R' #4 @ car R=|.7 0 est une solution de

8) 14

Rpo A= 8B, otf O = MIN-MAX,

Tia! 5! 0
et ‘a@s = 21@ Lsl.2| =[.5] 0] =

«6 0 0

yd)

On vérifie que R appartient 4 R' et est 1'élément

minimal de R'.

On appellera opérateur de minimalisation pour l'équa-

tion (12') et on notera Tor OU plus simplement ¢o, si aucune

confusion n'est possible, tout opérateur [0,1] x [0,1] > [0,J]

tel que “a@s = R, ot R est la solution minimale de (12')

(si elle existe).
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Pour qu'un opérateur o de |0,1] x fo,4] + [0,4

soit un opérateur de minimalisation pour 1'équation (12'),

l'ensemble R' étant supposé non vide, il suffit que ¢ véri-

fie les trois conditions suivantes :

bec=macbeaadc (13")}

ao S(a,b) < b (14')

S(a ob,a) %b (15')

t

Démonstration : Posons R, = A@B.

a) Puisque R' #9, B=ROAet:

(ta) © (RDA) (x,y) = (FA) (x) o (RRA) (y)Ry (¥r¥)

(fa) (x) o inf/S(R(z-y) ,A(z))]

zex

et puisque inf[S(R(z,y) A(z) )] € S(R(x,¥) ,A(X))

zeX

quel que soit x € [0,1] d'aprés (13'), ona

R, (try) < (fa) (x) of S(R(x,y) -A(X))



~~
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b) D'aprés (14'), puisque (Fa) (x) = A(x) :

RA (ery) (FA) (x) S(R(x,y) ,A(x))

et done ¥(x,y) € XxY¥, VRE R', Riix,y) ¢ R(x,y)-

Par suite, puisque S(a,b) est une fonction croissante de a:

S(R, (x,y) ,A(x)) = s((*A) (x) o Bly) ,A(x)) < S(R(x,y) ,A(x))
~~

et d'aprés (15'), puisque cfa) (x) = A(x)

Bly) ¢ S((TA) (x) 0 B(y),ALK)) ¢ S(ROCy) A(x).

Il en résulte :

Bly) < inf S(R.(x,y),A(x)) ¢ inf S(R(x,y),A(x)) = Bly)

x@X xex

donc : inf S(R, (x,y) ,ACx)) = (Ry A) (y) = Bly)

xEX

c'est-a-dire : Rn er,

Ainsi, Ry est bien la solution minimale de (12') et

Ra =R.
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Soit S la conorme triangulaire duale de la norme

triangulaire T définie par

S(a,b) = 1 - T(l-a , 1-b)

et soit t l'opérateur de maximalisation associé a T pour

l'équation (12). Alors, l'opérateur 9 , défini par :

aod be=1- (l-a) t (1-b)

est un opérateur de minimalisation associé 4 S pour 1L' équa-

tion (12'), duale de l'équation (12).

En effet :;

- Sib<¢ oc, alors d'aprés (13)

(l-a) t (1-b) 2 (1-a) t (1-c¢)

et

1 - (l-a) t (1l-b) ¢ 1 (l-a) t (i-c),

done (13') est vérifiée.

- Diaprés (14), l-a tT T(l-a,1-b) 2% 1-b,

1 = (l-a) t (1-S(a,b))

1 - (1-a) t T(l-a,l-b) < b,

donc ao S(a,b)

{t

donc (14') est vérifiée.

- Diaprés (15), T((l-a) t (1-b),(1-a)) ¢ i-b,

donc S(a o b,a) = 1 - T({l-a o b,l-a)

1 - T((l-a) T (l-b),1-a)) > b,

done (15') est vérifiée.
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Si S est une conorme triangulaire vérifiant la con-

dition supplémentaire suivante : ¥a & [0,2] , la fonction

ah? S(x,a) est continue sur fo,1] ; alors, l'opérateur 8. de

[o,1] x (0,1) + [0,1] défini par °

ap b= inf{x]S(x,a) » b}

est un opérateur de minimalisation pour l'équation (12').

En effet

- (13') est vérifiée car

b<oc-= {x|S(x,a) 2 blDd‘{klS(x,a) >}

donc

inf(x|S(x,a) 2 b} ¢ inflx|S(x,a) 2 ch

c'est~a-dire

- (14') est vérifiée car

a B, S{a,b) = inf{x|S(x,a) > S(a,b)} < b.
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- (15') est vérifiée car, puisque la fonction xr S(x,a) est

continue sur [0,1] :

a B, b @ {x|S(x,a) 2 b}

c'est-a-dire S(a Bs b,a) >b

Remarque 2 :

Si dans la proposition (13') on supprime l'hypothése

de continuité sur [0,1] de la fonction x! S(x,a), alors 1'é1é-

ment minimal de R' peut ne pas exister méme si R' # @.

Ainsi, par exemple, dans le cas ol og = inf-S,

(cf. tableau des résultats), la fonction xf 8, (x,a) n'est

pas continue sur fo,4] et, si R est une solution de RO A= B,

l'opérateur uy de [0,1] x [0,1] + [0,1] défini par

0 siav2rb

aube=tbsia=0

motimée 0,1] sia<b

permet d'obtenir une solution de (12') minorant R.

Pour cela, si on pose R, = *a@sB et si

Ry (5 ¥4) =m, il suffit de choisir m < R(X; +¥5) . Mais l'en-

semble R' des solutions n'admet pas d'élément minimal.
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et quel que soit m é Jo,1] 3

Lo |“A@B = R = nfo)
TM

im] o |
est solution de (12').

Il suffit de choisir me Jo
solution R, < R.

,-1] pour obtenir une

‘ = ! :Mais R n'existe pas, car R, =| 9Q07 0 |
Lo[o|

n'appartient pas 4 R',

D'aprésO° p la remarque 1, l'opérateur de minimalisationG associé 4 S est donné par :

@aaqb=] - (l-a) ¢ (1-b)

1donc, d'apr&és la Proposition 3, si l-a > 1l-b ’

agbe=]- £+ (£(1-b) -£(1-a))

= g} (g(b)-g(a))
et @4oqb=0 sia > b.

—_——— or?
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Si la conorme triangulaire S$ est archimédienne, de

fonction génératrice g, alors l'opérateur 90 défini par :

gt ig(b)-g(a)) sia <b
ag8 -|

0 siazb

est un opérateur de minimalisation associé 4 S pour l'équa-

tion (2") .

Exemple 14 :

a+b-ab; alors :Soit S, (a,b)

g(x) = -%n(1-x) , go) (x) = 1-e*

b-a sia<b
l-a

et agbe=
0 siazb

. 0

alors R' # @ car R={.7|.4] € R'
if.

et:

~5} 0

*a@s =|1/j 0) = Re R!
0 0
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CHAPITRE 6

MESURES D‘INCERTAIN

Les mesures d'incertain sont des mesures d'ensen-

bles qui généralisent les mesures de probabilités. Suivant

les cas, on rencontrera soit des distributions de densité

portant sur des singletons de X, soit une fonction:m portant

sur les parties de xX.

On n'envisage dans ce chapitre que le cas d'un en-~

semble fini X comportant n singletons :

X= {x), Kor cece xb

1. DEFINITION D'UNE ALGEBRE
S
e
a
 

NES AGRE RE

Une famille # de parties de X est une algébre ssi ;:

1)getxeR

2 ACK > Ref

3)a ek
=> AnBetavUsedk

Bek

Un sous-ensemble A ef B(x) est formé de p éléments

A= tx, poseey Ky }

i Pp

sil <p <n, le sous~ensemble A est dit composite.
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2. MESURES DE PROBABILITE

Une mesure de probabilité P est une application de

Bix) dans [0,1] vérifiant :

1) P(Z) = 1

2) anew
Be

si A/YB=@ => P(AUB) = P(A) + P(B).

A partir des axiomes d'une mesure de probabilité,

:

on déduit les propriétés suivantes :

P(A) + P(A) = 1

et par conséquent : P(g) = 0.

AC B=> P(A) < P(B) ; l'application P est croissante.
~ ‘

Pour tout couple A et B & f $

P(AU B) = P(A) + P(B) ~ P(A\B).

Dans tous les exemples de ce chapitre, les cases

représentent les valeurs données pour construire une

mesure d'incertain,

représentent les valeurs imposées par les contrain-

z ; 7 ._ tes ou les valeurs calculées 4 partir d'autres cases
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Exemple 1 : mesure de probabilité

Considérons X = {a,b,c} et

AeR{ B) fal] tb} | fc}! fa,b} } {a,c} | {b,c}] {a,b,c}

P(A) o} [22 5 25 7 8 1

Pour une mesure de probabilité ;

B

P(A) = =£ P(x, }

3.1. Définettion d'une mesure d'ineertain

Une mesure d'incertain g est une application d'une

algébre de X (fini) dans [0,1] vérifiant :

Q S MN °O (1.1)

QQ ~ "

(1.2)

VA eh
Si A £B=va ek S > g(A) < g(B) (1.3)

Une mesure d'incertain n'est donc pas une mesure

mathématique au sens strict du terme. Du reste, pour éviter

toute confusion, Kaufmann préfére le terme de "valuation" &

celui de mesure d'incertain. .
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La relation (1.3) traduit que si A est contenu

dans B, on a toujours autant confiance en l'occurence de B

qu'en celle de A.

Exemple 2 : mesure d'incertain

Considérons X = {a,b,c} et

ac &| a] fat] tb}] ick] fa,bi] fa,ch] tb,cl | fa,b,c}

g(A) Oo} CACTI] 63,0] 104-0) 4-0) 1

La notation précédente signifie par exemple que pour

A = ta,b}, g peut prendre n'importe quelle valeur appartenant

au segment fermé |.3,1].

3.2. Propriétés d'une mesure d'incertatn

Les relations (1) impliquent :

va e de g(A() 8B) < min(g(A),9(B)) (2)

¥B e @ g(A UB) » max(g(A) ,g(B)) (3)

La relation (1.3) permet de déterminer une plage

dans laquelle doit se trouver la valeur de la mesure floue g

pour des éléments composites.

Il existe donc une infinité de fonctions g satisfai-

sant les relations (1). Pour définir les fonctions g vérifiant

(1), il est nécessaire de restreindre la classe de telles fonc-

tions g. Deux démarches sont possibles.
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4, PREMIERE CONSTRUCTION DES MESURES D'INCERTAIN

4.1. Liopérateur de combinatson_x :

Afin de calculer facilement les valeurs de la fonc-

tion g pour les éléments composites, nous substituerons 4 la

relation (1.3) la relation moins générale :

VA € K
. si AQ) 38 = @ alors g(AUB) = g(A) » g(B) (1.3")

¥BE K

oli x est une opération interne définie sur [0,1]. Ainsi, sui-

vant le probléme posé, on aura 4 choisir parmi les différen-

tes fonctions g vérifiant (1.3').

L'opération » doit satisfaire :

- l'associativité +: g(A) » (g(B)xq(C)) = (g(A)xg(B))#g(C)

- la commutativité : g(A) x g(B) = g(B) * g(A)

- la monotonie si g(A) 2 g(B) alors g(A)xg(C) 2% g(B)xg(C)

~ et la conditions aux limites : g(A) »% 0 = g(A).

En particulier, lorsque l'opérateur x est une conor-

me, les conditions précédentes sont satisfaites.

Puisque AU A = X, la relation (1.3') implique

Q(A) x g(A) = 1 (4)

Pour la construction des valeurs de g{(A) pour A Jom, la re-
lation (1.3') peut @tre adaptée au cas de deux ensembles A et
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B non nécessairement disjoints. (1.3') est équivalent 4

(1.3") :

WA efe
g(AU B) x g(Af) B) = g(A) » g(B) (1.3")

¥B et

(voir la démonstration [PRA-82] page 14).

En définissant uniquement g sur l'ensemble des sin-

gletons de %, la relation (1.3') ou (1.3") permet la connais-

sance de g(A) pour tous les éléments composites appartenant a

Gx) :

g(A) = gf Cn (x, }) = 9g, Hee BOY (5)

1 3 a pJ

en notant g, = g({x,}).

L'ensemble (9, }4.) 1 est la densité de g.

De telles mesures g sont appelées mesures décomposa-

bles. Puisque g(X) = 1, alors :

Gy Reve #g, = 1 (6)

Cette relation est trivialement satisfaite dés

qu'il existe un ap é€ X tel que 3, = l. La relation (6) est

une condition de normalisation des mesures d'incertain.
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4.2.1. Composition x : somme bornée :
ee ey

Choisissons pour la composition x, la conorme somme

bornée

ax b =min(]l, atb).

La relation (1.3') s'écrit alors

wae Wh
wed siANMB=@ g(AU 8B) = min(1,qg(A)+9(B)) (7)

Exemple 3 :

Considérons X = {a,b,c} et

Pe fem |e [sm | seam

2 0 {a,b,c} L L

ta} |{(.29 {b,c} +3 1.1 :

{b} {a,c} 8 lel

{eo} [Te] {a,b} ms lil

{a,b} | .5 {c} -6 1.1

{a,c} | .8 {b} 3 1.2

{b,c} ad {a} +2 lel

{a,b,c} 1 g 0 L
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Dans le cas ot l'opérateur x est la somme bornée,

g(A) + g(A) 21

n

et =oog, 21 da somme s'effectuant pour les singletons de X.

g. = 1, la densité g estDans le cas limite ot i

Ay ios i
une mesure de probabilité.

4.2.2. Composition x : maximum - Mesures de possibilité :
ee ewer eee eoeee Cee eeeaseaneneesees

Choisissons pour la composition % la conorme maxi-

mum s

ax b = max(a,b).

La relation (1.3') est remplacée par (1.3"), mais puisque

Af\BGQAUB, alors d'aprés la monotonie :

g(Af) B) ¢ g(AUB) ,

(1.3") s'écrit, pour l'opération » maximum :

YA € fe
g(AU B) = (A UB) = max(I(A),1(B)) (8)

we e

La mesure g ainsi définie, notée aussi I, dans le

cas particulier de la conorme maximum, est une mesure de pos~

sibilité. La densité ig,}, az {T.},
f

idel ifisijn est appelée dis-

tribution de possibilité.
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Rappelons la relation (3)

wa e %

vB e
g(AU B) 2 max(g(A),g(B)) ;

ainsi, une mesure de possibilité apparait comme un cas limite

des mesures d'incertain. La conorme la plus faible étant le

maximum, une mesure de possibilité correspond 4 la valeur la

plus faible prise par le degré de confiance de AU B lorsque

l'on connait le degré de confiance de A et B.

Exemple 4 :

Considérons X = {a,b,c} et

pA | a fA) =A) x g (R) =m (R)

op | 0 tweet a
tal te 6) 3

{b} {a,c} l

{e} {a,b} 1

{a,b} 1 {ce} 2

{a,c} 1 {b} 3

{b,c} 3 {a} 1

{a,b,c} 1 g Fi

Afin de normaliser ll, i1 faut prendre l'un des Il.

égal 4l. °
Ainsi : max ay =l

i=l,n

De plus, on vérifie que :

max(f(A),1(A)) = 1
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Puisque g(X) = 1, pour une mesure de possibilité, il n'est

pas possible que la mesure compléte ne soit ni en A, ni en A

M(A) #1 => (A) = 1

L'un des sous-ensembles A ou A a une mesure de pos-

sibilité égale 4 1, l'autre ayant une mesure de possibilité

susceptible de prendre n'importe quelle valeur dans o,1). La

possibilité d'un événement et celle de son complémentaire ne

sont que faiblement liées.

4.2.3. Camposition * : same probabiliste :
weed bee eee meee ee tena eeeeonneaeare

Choisissons pour conorme » la somme probabiliste :

ax b=a+b - ab

La relation (1.3') s'@écrit alors :

va e tb

ype
si AB = @ g (AUB) = g(A)+g(B)-g (A) g(B} (9)



- 12€ -

Exemple 5 :

Considérons X = {a,b,c} et

A g (A) A g (B)

“sg | oo |. {a,b,c} | 1 |

{a} [2] {b,c} 1

fb} 3) {a,c} a}

{ck Ll] {a,b} 44

{a,b} 44 tc} 1

{a,c} 1 {b} 23

{b,c} 1 fa} 2

{a,b,c} 1 g 0

La relation (4) donne alors :

g(A) + g(A) - g(A).g(A) = 1

soit : (1 - g(A)} (1 = g(A)) = 0

ou encore : max(g(A),g(A)) = 1

On ne retrouve pas, comme cas limite, une mesure

de probabilité,
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4.2.4. Composition x : conorme 5:

Choisissons pour opération x, la conorme Ss, :

a si b=0

S,, (a,b) = tb si a=0

1 sinon

La relation (1.3') s'écrit alors

vaek ., AQ\B=@ g(AUB) = S,(g(A) 19 (B)) (10)
¥B¢ £

Exemple 6 :

Considérons X = {a,b,c} et

fa ee tee ee

{a,b} al {c} 2

{a,c} 2 {b} ol

{b,c} 1 fa} 0
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La condition de normalisation est alors

ou bien 4k tel que Gg. = 1

bi

ou bien qk, 42 # k tel que g, #0 et Tp 7 0,

Remarquons que g(A) = 0 => g(A) = l.

4.2.5. Les mesures de Sugeno :
i ere

Nous sortons du cadre ot L'opération * est une co-

norme pour définir des mesures d'incertain vérifiant (1.3')

On utilise alors les mesures 3 de Sugeno définies

pour é J-1,+@|7 . La relation (1.3') devient

VA e &
. si AAB = i =wa ek fy %, alors g, (AUB) = 9, (A) +g(B) hg, (A) +9, (B)

(11)

Rappelons gue gy n'est pas une conorme.

Le cas 4 = 0 est celui des probabilités.

La conditi i iondition de normalisation 9, (X) = 1 est satisfaite si:

n

TI (1 + dg.) =oo gy) 1+ {12)

(voir démonstration en annexe 2).

En introduisant la fonction ¢(x) = + &n(1lt+Ax) avec \ # -1 et
4 # 0, la condition de normalisation (12) s'écrit aussi

n

rE o(gy) = ¢Q)
i=l a
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La condition de normalisation peut @étre réalisée soit :

1) Si l'on se donne une valeur A € ]-1,42(0, on peut trouver

les oy satisfaisant la condition de normalisation (12)

(c£. exemple 7).

2) Si les {g,}42) , avec 94 © [0,1] sont donnés, il existe

une valeur unique et une seule 4 € ]-1,+~|_ pour laquelle

la condition de normalisation (12) est vérifiée [HUA-86

et LES-85]. Plus précisément, en posant KO) = (l#ag,),
i=l

KO) est une fonction positive, croissante et convexe.

L'unique racine A de l'équation (12) est :
°

n

- positive si = g,; < 1, la mesure Fy correspondante est

i=l

une mesure de crédibilité (voir § 5.1) ;

n

‘ négative si f= g, > 1, la mesure Jy correspondante est
i=l

une mesure de plausibilité (voir § 5.1) ;

n

- nulle si £ 3, = 1, la mesure g, correspondante est une

i=l
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n

La fo i =netion GO) = i sa) -~ 4 - 1 est appelée

la fonction Caractéristique des gy

La deuxiéme méthode de normalisation sera utilisée

dans l'application chapitre 7, § 3.3.1.

Remarquons que si l'un des g, est égal 41, la va-

leur unique de A est égale a -1.

Exemple 7 :

. Considérons X = {a,b,c} et les mesures construites

a partir des mesures de Sugeno (11) :

A=-1/2 A= 1/2] 4=1 1]. = 10

nates adh. 921420) [ Say2'A) | ay (A) | gig (a
3 0 0 0 | 0 |

{a} Oo 175 GAZ
tb} 2/5 3/11

{c} (172) 12/5] | [272] L1/5—
fa,b} 2/3 1/2 1/3 4/15

{a,c} 3/4 16/25 3/5 9/20

Abc) 4/5 8/11 7/8 1/2

{a,b,c} 1 1 1 1

ea
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4.2.6. Composition » basée sur la conorme paramétrée de Sugeno :

On peut aussi envisager des mesures d'incertain

:

correspondant 4 la conorme nilpotente :

ax b=min(l, atbthab) avec A é ]-1,+2 c.

La relation (1.3') s'écrit alors

VA ef -
= % alors g(AUB) = min[i,g (A) +g(B) +4g(A) g(B)]

¥B ek
(13)

Les mesures g, de Sugeno apparaissent alors comme

un cas particulier de (13).

(1+Ag,) 2% lta.La condition de normalisation est
1troi

Exemple 8 :

Considérons X = {a,b,c} et les mesures construites

& partir de la conorme paramétrée de Sugeno (13)
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A= 1/2 1. = 1/2 | » = 1]. = 10

A Gy 72 (A) 3/2 6A) g, (A) 949 fA)

g 0 0 | o | o

fa} 2 1] 2 v1

{b} C.4] 3 5 [2]

| 
ic} 7 7 L-6 | 23

{a,b} 256 -415 8 5
|

{a,c} -83 .835 -92 .7

{b,c} .96 1 1 1

{a,b,c} 1 l 1 1

Cece eaee PUP R mer eer d es eee ese nnnseeenra

potentes définies

La relation (1.3') s'@crit alors 5

va @ .

avec q > 0

La condition de normalisation est

somme s'effectuant sur les singletons de x.

ax b = min(l,a@ + pd 1/4 '

i

n

zu

wed si ApB = @ alors g (AUB) = min 1 g(A) Tg (3) 7

1

4.2.7. Composition » basée sur la conorme paramétrée de Yager :
ee ee mene resneesee

Envisageons la famille paramétrée de conormes nil-

a partir de la conorme de Yager

avec q > 0

Qe

(9,9 > 1, la

(14)

is

A partir de la conorme paramétrée de Yager (14) pour q

> 133) =

Exemple 9:

{a,b,c} et les mesures construites

= 2

Considérons X =

A g (A)
i= ~---{--2 a

la} 3] ‘

{b} LF] .

{ce} [9 |

{a,b} 5

{a,c} .949

{b,c} 985

{a,b,c} l

4.3. Classtfication des mesures dlincertain Dasées sur

une _conorme

Rappelons l'ordre vérifié par les principales co-

normes :

max(a,b) ¢ atb-ab <min(l,atb) ¢ S,fa,b).

1) La contrainte la plus faible liant g(A) et g(R) pour toute

mesure d'incertain basée au sens de (1) est

va e W

C'est le cas de la composition S,, (a,b).

g(A) = 0 => g(A) = 1 (15)
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2) Si l'opération » est une conorme plus petite ou égale 4

la somme bornée 8, = min(l,at+b), alors ;:

wAeEd g(A) + g(K) 21 (16)

3) Si l'ope .

) Si l'opération x est une conorme stricte ou si ® est une

conorme inférieure ou égale A la somme probabiliste

Sy = atb~ab, alors :

wAcdb = max(g(A),g(K)) = 1 (17)

Toutes les mesures floues qui vérifient (17) seront ap-

pelées "mesures de pseudo-possibilité", Les mesures de

possibilité correspondant A » = max font partie de cette

classe.

4) Si l'opération » est une conorme nilpotente ayant pour

générateur additif 4, alors :

vaede ¢igial] + og] > oc) (18)

La condition de normalisation correspondante est :

n

hy 82) > (2) (cf. exemple 9)

fei
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4.4. Mesures d'incertain duales

4.4.1. Propriétés des mesures d'incertain duales :

La mesure d’un événement g(A) et celle de 1'événe-

ment contraire g(A) peuvent ne pas &tre déductibles l'une

de l'autre et g(A) apporte alors des informations complémen-

taires 4 g(A).

Soit g une mesure floue décomposable et c une néga-

tion forte. Construisons alors la mesure floue 56 définie

par :

g(a) = clg(A)] WAEX

$i g vérifie la relation (1.3'), l'opération x est une conor-

me triangulaire, alors g vérifie la relation suivante

wa 6 fu

vp eft
si AUB = X alors (AB) = gQ(A) 1 g,(B) (19)

ot l'opération binaire | est définie par :

va @ [0,1] _
- a | b= clea) * (b)] (20)

¥b e [0,1]

il est une norme triangulaire.

Les mesures g et 3 sont dites c~duales l'une de

l'autre. Ainsi, les mesures d'incertain basées sur les normes

se déduisent par dualité des mesures d'incertain basées sur

les conormes. Les mesures d'incertain basées sur (19) véri-
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fient les propriétés analogues 4 celles basées sur les conor

mes : j

vac Hh _
K g(AuB) | g(AqB) = g(a) | G(B) (22)

et

g(A) | G(R) = 0 1)

VB €

Soit A = tx, r eee, X% } G alors A =, {x,1 ie toseer Ky }.
Pp tpt] n

et La mesure d'incertain g(A) peut s'exprimer a partir

e ta connaissance de g sur l'ensemble des éléments composi-

tes de X comprenant exactement (n-1) éléments

Posons : g, = g(X -Sig, = g(x Ga) sean ?} on a alors

a! (A) = 9( A (x-{x.}) = G5 =
: i g. --— .x, fA i ioe i L 9a (23)

{Si tieain est appelée la codensité de g.

La condition de normalisation de la codensité est
obtenue en traduisant g() = 0, soit

Gy lee 1g, = 0 (24)

Cette relation est trivialement satisfaite dés qu'il existe

un x, € X tel que 53 = 0,

PO I linn oma —.
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4.4.2. Exemples :

4.4.2.1. Composttion L: mintmum - Mesures de nécesstté :

Les mesures d'incertain g qui vérifient

wae fe _
g(AQB) = N(AqB) = min(N(A) ,N(B)) (25)

wpe et

sont appelées mesures de nécessité (ou mesures de certitude).

Toutes les mesures de certitude vérifient la relation (2).

La norme la plus forte étant le minimum, une mesure de néces-~-

sité correspond 4 la valeur la plus forte prise par le degré

de confiance de ANB lorsque l'on connait le degré de confian-

ce de A et B.

Les mesures d'incertain duales des mesures de néces-—

sité sont les mesures notées g définies par :

vaeie g(a) =1 - g(A)

Ces mesures g vérifient (8) et sont done des mesures de pos-

sibilité.

L'équation de dualité est :

VA eh M(A) = 1 - N(A) (26)

ouot I et N désignent respectivement des mesures de possibilité

et de nécessité. Cette équation de dualité exprime la néces-

sité d'un événement correspondant A l'impossibilité de 1'évé-

nement contraire.
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Exemple 10 : mesures de nécessité (dualité avec les mesu-

res de possibilité définies par axb=max(a b))

- Considérons X = {a,b,c} et la mesure d'incertain dé-~

finie par (25) avec a | b = min(a,b)

== —— BLP SIREN) [OR | sani) min(N(A) ,N(K))
g 0 {a,b,c} u ST eres 6 TS “

{a} 0 {b,c} 8 7

{b} 0 {a,c} “m :

{eh 7 {a,b} 0 0

{a,b} Lo] {c} 7 5

itera C7] ‘ tb} 0 F

tbc} [8] fa} 0 ;
{a,b,c} 1 g 5 ;

Pour normaliser ot il faut gdprendre 1' é
s
t
 
t
o
m
,
 

un des 
dy 

égal

min g., = 0
-1=1,n =

et min(N(A),N(A)) = 0

L'un - Ades sous-ensembles A ou E a@ une mesure de néces-
sité égale 4 'g 0, l'autre ayant une mesure de nécessité suscep-

tible de prendre n'importe quelle valeur dans [0,1] + done— f :

N(A) #4 0 => N(A) = 0

a ae
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En tenant compte de (26), on vérifie que :

va € I(A) % N(A)

Ainsi, un événement incertain est d'abord possible avant

d'&tre nécessaire.

De plus, N(A) > 0 => N(A) = 0, donc I(A) = 1.

Un événement quelque peu nécessaite (N(A) > 0)

est done complétement possible (1(A) = 1) et

(A) < 1 => I{A) = 1, donc N(A) = 0

Un événement non entiérement possible (I(A) < 1)

n'est jamais nécessaire (N(A) = 0).

Pour une mesure de probabilité, la probabilité d'un

événement P(A) détermine complétement celle de son contraire

P(A) = 1 - P(A).

Par contre, pour caractériser une proposition in-

certaine A, nous prendrons un couple de nombres (N (A) ,1(A))

bien que dans le cas of N(A) > 0 (ou N(A) < 1), un seul nom-

bre suffit.



- 140 -

4.4.2.2, Composition |: max(0,a+tb-1)

(dualité des mesures associées & la somme bornée ;:

ax b = min(1l,atb)).

Soit la norme T (arb) avec :

T (ark) = max(0,at+b-1)

La relation (19) s'G6crit alors :

WA e ft
L A i a _ =

a eK si AUB = X alors g(AqB) = max (0,g(A)+g(B) ~1) (27)

Exemple 11 :

Considérons X = {a,b,c} et

panna ed RL GD |g lalte a)
g 0 {a,b,c} 1 |

{a} al {b,c} 8 9

{b} 2 {a,c} -7 9

{c} “5 {a,b} 4 9

{a,b} te} 5 9

{a,c} ~ tb) 2 .9

{b,c} : {a} wl 9

fa,b,c}| 1 g 0 l

ei a
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Dans le cas 00 l'opérateur {| est la norme Tard),

alors :

ne
et: z g, < n-l

la somme s'effectuant sur les éléments composites de X.

4.4.2.8, Comosttion_L _i produit ab :
:(dualité des mesures associées 4 la somme probabiliste

axb-=atb- ab).

Soit la norme produit :

aba|b

La relation (19) s'écrit alors

wa ck
(28)si AUB = X alors g(AnB) = 9(A).g(B)

vB esu
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Exemple 12 :

Considérons X = {a,b,c} et la mesure d'incertain

définie par (28) avec a {| b = ab:

| A gta) A g(A) | min(g(A),g(A))

g 0 | tabor] 1 | . |
{a} 0 {b,c} 8 0

{b} 0 {a,c} «7 0

{oc} 56 {a,b} 0 0

{a,b} | [0] ic} 56 0

{a,c} Lb} 0 0

{b,c} ta} 0 0

{a,b,c} 1 g 6 0

z

Dans le cas of l'opérateur | est le produit

min(g(A),g(A)) = 0

4.5. Classtft : i }fteatton des mesures d'incertain basées sup

Rappelons L'ordre vérifié par les principales normes

T,(a,b) ¢ max(0, atb-1) < ab ¢ min(a,b).

1) Pour toute mesure d'incertain basée sur une norme i au

sens de (19), ona :

wa c & g(A) =1 => G(A) =0 (29)
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2) Si [ est une norme plus grande ou égale 4

Tha 7 max(Q, atb-1), alors :

wae g(A) + g{(A) ¥ 1 (30)

3) Si | est une norme stricte ou si | est une norme supérieure

ou égale au produit ab, alors :

wae ~~ min(§(A),g(B)) = 0 (31)

La condition de normalisation équivaut alors 4

i'existence d'un i tel que oy = 0. Toutes les mesures
5

oO

floues qui vérifient (31) seront appelées "mesures de

pseudo-nécessité". Les mesures de nécessité correspondant

a | = min font partie de cette classe.

4) Si L est une norme nilpotente ayant pour générateur addi-

tif ¢, alors :

va ede ofa] + slam] > $ (0) (32)

La condition de normalisation correspondante est

hos (94) % (0)
i=l
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Soit une mesure d'incertain g basée sur une conorme

triangulaire » et Se la mesure duale basée sur la norme tri-

angulaire | .

Dans le cas particulier of g = g, les mesures d'in-

certain qui vérifient :

wae = g(a) = g(a) = o[9(R)] (33)

avec c négation forte, sont appelées mesures d'incertain auto-

duales ou mesures de pseudo-probabilité.

Pour ces mesures, la connaissance de g{A) équivaut

& celle de g(A).

Exemple 13

Considérons X = {a,b,c} et la mesure de Sugeno cor-

respondant 4 i = i,

La connaissance de 9, pour les singletons de X, per-

met la construction de la table de g avec la conorme

ax b= min(1,atbtab). Les éléments g, (A) s'obtiennent 4 par-

tir de ceux de g, (A) par la formule

= 1 - g, (A) J
18) = pgiray > oa [8 ()]

ot c,(t) = cea est la négation de Sugeno.

foe
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De méme, la connaissance de 3, pour les éléments

composites de X redonne la méme table gy en utilisant la

atb+ab-1
norme duale a | b= max(0 , —

A gy (A) 91 (A) |
pooneronn pons Sonsepe ene an

{a} L1/i5 | 1/15

{b} 1/4

{c} O72 ae

{a,b} 1/3 [173 |

{a,c} 3/5 3/5

{b,c} 7/8 7/8

{a,b,c} 1 1

g, et sy sont des mesures de pseudo-probabilité.

Exemple 14 :

Envisageons les conormes nilpotentes g basées sur

L'opérateur de Yager :

va 6 i
si AnB = @ alors g(avB) = V g(A)4+g(B)4 avec q > 0

2ve eh (

La fonction génératrice est $(t) = 7 et la condition

i 7 s
de normalisation £ (g.)4 = 1, La négation forte associée 4 la

i :
i=l



q/
conorme est c(t) =V1-t74 et la mesure d'incertain duale est

définie par

va e &

ved
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/ 
_ q/

si AUB = X alors g(AqB) = Vg(a)%+9(B) 9-1

g et g sont des mesures de pseudo-probabilité.

Considérons X = {a,b,c} et prenons gq = 2

A gy (A) go (A)

eg | o | 0 |

{a} Last] 3

{b} LF] 4

{c} 866

{a,b} 5

{a,c} 916 516

{b,c} 954 954

{a,b,c} 1 1

(35)

1)

2)
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A toute norme et conorme nilpotentes t-duales, pour une
n

toe — v i-
densité {gitieiin telle que oe 30 = ¢(1) que l'on uti

lise la relation (1.3') ou la relation (19), on n'obtient

qu'une seule mesure d'incertain (cas des mesures d'incer-

tain auto-duales) : une mesure de pseudo-probabilité.

La connaissance de g(A) détermine alors complétement celle

de g(A).

Par contre, pour une densité donnée {gi }ycy n avec
~he

max g, = 1, A toute norme stricte (ou A toute norme supé-

i=1,n

rieure ou égale & l'opération produit) et 4 la conorme

duale stricte (ou 4 la conorme duale inférieure ou égale

a la somme probabiliste) correspond deux mesures d'incer-

tain, en général distinctes :

~ une mesure de pseudo-possibilité définie par (1.3'),

~ la mesure de pseudo-nécessité duale définie par (19).

g(A) n'est pas toujours déductible de g({A).
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5. DEUXIEME CONSTRUCTION DES MESURES D'INCERTAIN : MESURES

DE CREDIBILITE ET DE PLAUSIBILITE

On affecte 4 chacun des sous-ensembles de X une fonc~

tion de poids.

5.1, Crédebilité et plaustbilité au sens de Shdfer

Indépendamment de la théorie des ensembles flous et

de la théorie des possibilités, Shafer |SHA-76] introduit les

mesures de crédibilité et de plausibilité.

9 Une mesure de crédibilité Cr est une fonction de

{X) ensemble des parties de X (fini) dans [0,1] telle que :

i) Cr(g) = 0

di) Cr(X) = 1

iii) VA, OX i=l,...,k avec 0 < k ¢ 2”

k k

ort A.) 2 fee - 7 Cr (Ay AA;)

tee CU ce(A a.)
ier *

La relation précédente de superadditivité s'écrit

pour k=2

Cr(AVUB) > Cr(A)+Cr(B)-Cr (AqB).

Toute mesure de crédibilité est complétement définie

a partir a fonction m, appelée pondération probabiliste

de base, de 7 (X) dans [0,1] telle que :

a
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La crédibilité de A se calcule 4 partir de la pon-

dération probabiliste de base m, par la relation :

Ccr(A) = ££ m(B) (36)

BSA

vA SX

La crédibilité de A est obtenue en sommant tous les

poids en faveur de l'information incertaine associée aux en-

sembles inclus dans A.

Cr(A) et Cr(R) vérifient l'in@égalité :

VA GX Cr{A) + Cr(A) < 1 (37)

Le référentiel X peut recevoir lui-méme une valeur

m(X) non nulle, qui correspond 4 la part allouée 4 l'ignoran-

ce totale.

La pondération probabiliste de base m n'est pas une

mesure d'incertain ; elle ne satisfait pas (1) ; m est une

pondération relative.

Par dualité, la mesure de plausibilité Pl est défi-

nie par :

VAS X P1(A) = 1 - Cr(A) > Cr(A) (38)

La plausibilité d'un événement est toujours plus gran-

de que sa crédibilité. La plausibilité Pl vérifie :

i) P1(G) = 8

ii) P1(X) = 1

iii) VA, X ifl,...,k avec 0 <k ¢ 2”

‘ ie k+1 i
PlI(MA,) < & P1L(A,) - = P1(A,UA,) +...t(-1) P1(UA,)

i=l i=l aS 3 i=l
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La relation précédente de subadditivité s'écrit

pour k=2

PI(AUB) <¢ PL(A) + P1(B) - PL(AY) B)

Toute mesure de plausibilité est complétement définie 4 par-

tir de la pondération probabiliste de base :

VA CX Pl(A) = t m(B) (39)

BnA#S

La plausibilité correspond 4 la somme des poids en

faveur de l'information incertaine associée aux ensembles qui

possédent une partie commune avec A.

PL(A) et PL(A) vérifient l'inégalité

VAS X PL(A) + P1(A) 21 (40)

Crédibilité et plausibilité sont des mesures d'incertain puis-

qu'elles vérifient (1).

5.1.1. Eléments focaux :

Un sous-ensemble A de X tel que m(A) > 0 est appelé

élément focal (ou noyau) de la mesure de crédibilité asso-

ciée an.

Dans le cas général d'une mesure de crédibilité ou

de plausibilité, les éléments focaux n'ont pas besoin d'&tre

disjoints, ni de former un recouvrement de X.

Une information certaine sera représentée par un seul

élément focal A qui recevra le poids 1, ce qui exprimera que

l'on est sir que l'information est correctement représentée

par A, et par A seulement.
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Dans le cas particulier oi tous les éléments focaux

de la pondération probabiliste de base m se réduisent aux

seuls singletons de X, alors :

VAC X P1(A) = Cr(A) = P(A) ,

ot P(A) est la probabilité de A. La pondération probabiliste

de base est alors la densité de probabilité.

L'approche de l'incertain par des mesures de erédi-

bilité et de plausibilité est plus fine que celle procurée

par les probabilités ov la connaissance de P(A) détermine cel-

le de P(A). L'intérét des mesures de crédibilité et de plausi-

bilité est que deux propositions contraires A et A peuvent ap-

paraitre toutes les deux plausibles sans étre crédibles.

Exemple 15.

Considérons X = {a,b,c} et la fonction d'ensemble m

(pondération probabiliste de base)

tanto A__o}_- m(A) fae Crf{A)__} iu PL{A) __J
g 0 0 0

{a} | 1 .6

{b} 2 65

{co} Lr Bit 65

{a,b} | [05] 235 9

{a,c} 35 8

{b,c} | C2] 4 9

{a,b,c} 3 1 L
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Réciproquement, si l'on connait la crédibilité, on,

peut déterminer la pondération probabiliste de base m par 1
formule : ° °

VA © xX ma) = 5 (-1)!A-Bl ercgyBea (41)

5.1.2. Fonctions de commnalité f

A toute mesure de crédibilité

autre fonction d'!

, ON peut associer une

ensemble que la pondération probabiliste de
§ ? ction de communalité d 1 e

ba em une fon e 9x) dans jo, tell

Q(@) = 1 et ¥x ex Q({x}) = P1l(ix})

Crédibilité et fonction @ e@ communalité sont relié

relation ;: “Fens

VAS X cr(a) = og (41)! BI
BA ASD Q(B) (42)

ou réciproguement :

VA SX Q(A) = ££ m(B)
BOA (43)
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Exemple 16 :

Reprenons l'exemple précédent ; la fonction de com-

munalité correspondante est donnée dans le tableau suivant :

A Cr (A) Q(A) P1 (A)
Be aare, 7 —— paseo os 4

{a} [.r] 6 6

{b} C22] .65 665

{c} .65 65

{a,b} 35 35 a

{a,c} “ED 245 8

{b,c} 4 4 a)

la,b,ch 1 3 1

5.8. Dtverses classes de_mesures de crédtbilité ou_de

On considére un certain nombre de cas particuliers de

mesures de crédibilité ou de plausibilité.

5.2.1. Les fonctions de corroboration simple :
Chee ase eee sree oetonresesseantnaees

Elles sont telles que la pondération probabiliste de

base est partout nulle sauf :

sur un sous-ensemble Y de X of elle vaut s, et

sur X off elle vaut Il-s.
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Connaissant la pondération probabiliste de base m
sz 2 a : . . 

"
On en déduit la crédibilité et la plausibilité J se |0 I]:i f .

OsiaZzy

WAC XK , Cr(A) = ssiAS Yet A#xX (443

lsiA=x

et

lsiAny #¢@

<VAC X , PLl(A) = I-s SiLAANY=Getazg (45)

OsiA=@Q

Exemple 17 :

Cc Paonsidérons X = {a,b,c} et la corroboration simple

définie sur Y = {a,b} avec 5 = 3; °

Ln ely! m(A) | Cr(A) P1 (A)

g 0 o |. .

{a} 0 0 ji

ib} 0 0 ;

{o} 0 0 "9

{a,b} | (23] 3 1

{a,c} 0 0 :

{b,c} 0 0 ;

{a,b,c} 7 l ;
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5.2.2. Les fonctions de corroboration consonante :
ee aes e meee renee ewer ee nee

Pour de telles fonctions, l'ensemble des éléments

focaux {AG X , m(A) > 0} forme une suite de sous~ensembles

emboités A, A, --- SAL (si A #A, il yn, alors m(A) =0).

Exemple 18 :

Considérons X = 1a,b,c} et la pondération probabilis-

te de base m telle que m({a}) = .1 , m({a,b}) = .3 et

m(ia,b,c}) = .6¢

A m(A) Cr (A) P1(A)
pe pen boa, en ae

fa} 1 1

{b} 0 0 9

{ce} 0 0 6

{a,b} 4 1

{a,c} ) ot 1

{b,c} 0 0 9

{a,b,c}| [6] 1 1

Pour des fonctions de corroboration consonante, on

vérifie que :

min (Cr (A) ,Cr(B)) (46)VAC X Cr (Af\B)

max (P1(A),P1(B)) (47)VBC X P1(AUB)
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Si les éléments focaux sont emboités (cas des fonc
tions de corroboration consonante), 

~
alors la fonction de plausibilité 

<9

ibilité de Shafer se confond avec la mesure de possibilité
au sens de Zadeh. La fonctiE ion de crédibilité se co

la mesure de nécessité. none aves

B\26 3. Les mesures floues de Sugeno :TOMO Ree oe mares ere een an .

On considére les foncti S
- 1ons paramétré
[0,1] telles que : es de dans

A =g, (AUB) 9, (A) + g, (B) + Ag, (A) + gy (B) (48)

avec } @ J-1,+e[0 .

Pour 4 20, 1, les mesures

° 
ont pas des mesures de nécessité sauf dans

€ cas trivial des mesures de Dirac telles que :

Osix @A
°odx, ex, vache { 9A)

g (A) lsix 6A
a

p 

.

ar dualité, pour -1 < } <0, les mesures g, sont
des IMesures de plausibilité, mals ne sont pas des mesures de
ossibi épossibilité, sauf dans le cas trivial des mesures de Dirac

Pour u ~n sous-ensemble A, on obtient deux mesures
ficues ‘ 

t6é etu é d ausi-

une mesure de crédibili n mesure e pl L
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5.3. Densité et _pondération probabiliste de base.

Passage_entre Les deuz_congtructions_de mesures
'ineertain

Pour un ensemble X fini an éléments, on peut cons-

eruire une mesure @'incertain 4 partir d'une densité, c'est-

a-dire, & partir de la connaissance de n-1l valeurs (en tenant

compte de la contrainte de normalisation) (cf. exemples 3 4

15).

Par contre, 4 partir de la fonction d'ensemble m,

pondération probabiliste de base, on construit une mesure

d'incertain a partir de la connaissance de 2°-2 valeurs (en
XE m(A) =1).

ASX
tenant compte des contraintes m(@) = 0 et

On examine successivement trois cas.

5.3.1. Mesure de possibilité ou de nécessité :
eee meme eee eee enet et eeeveasaneereeea

ae

Une mesure de possibilité (ou de nécessité) peut

s'exprimer a la fois en termes de densité g, = g({x,}),

i=l,n, ou en termes de pondération probabiliste de base sur

des ensembles emboités. Les mesures de possibilité (ou de né-

cessité) sont des fonctions de corroboration consonante.

Connaissant la densité d'une mesure de possibilité,

posons Ty = T({x, }) =G, 5 i=l,n , en reconsidérant éventuel-

lement L'ordre des x, de fagon que les valeurs Il, , i=l,n ,

soient rangées en ordre décroissant.
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La pondération probabiliste de base est alors :

A (A) = gfA) m(A) ees) hie n= PL(A) |
_ 

SS 

0 
q

m= Ty - Byyy i=l,n (49) g 0 :
1

ta} Co a :avec II +17 0 

3" {b) L3] ° °
Réciproquement, si l'on connaft la pondération probabiliste {eo} 

:de base, on obtient la densité TT, ‘ 
1 1 8 1{a,b} :

7 1
n 

fa,cl 1 °
—,= = m, 4el,n (50 

. x
2 ji J ’ ) {b,c} 3 0

l 1

“4a,b,c} i 2

Exemple 19

Reprenons l'exemple 4 des mesures de possibilité ; Exemple 20 :

s de nécessité :TN, =M({a}) = 2 Reprenons l'exemple 10 des mesure

T, = M({b}) = .3 
N, = N(ic}) = .7

I, = M(ic}) = .2 
Ny = N({b,ci) = -8

: = = . _ 
= N({a,b,c}) = 1

Alors : m = m({a}) = Hy, -—, = .? 
‘ 

N3 u

my =m(fab}) = 1, - mf, = .1
2 ? 2 Alors : m, = m(ic}) = 7

m, = m({abc}) =f, = .2 

=° , ‘ mM) = m({b,ch) = 8 - .7 = -h ,

| m, = m({a,b,c}) = .2
1

{



Exemple 21:

Réciproquement, connaissant

liste de base consonante, on calcule

nN
{

Ti ({a})

= I({b})

—({c})

it m({af}) = .7°

" m({a,b}) = 0

m( {a,b,c}}) = 3

=m +m +m, =

mM +m, =

la pondération probabi-

la densité I, ;
i
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A m Cr (A) IM (A) =g(A) P1(A)

re ee 0 | o | Po

fa} |[.7] 7 i 1

{ob} [CO] 0 3 3

tc} [TO] 0 oe 3

{a,b} |[[_o] .7 i L

{a,c} [0] 7 1 1

tb,c} |[_ 0 | 0 3 23

{a,b,ch] .3 1 L 1

5.3.2. Mesures de Sugeno :
eacaseaeses

Pour A 2 0, aux mesures de crédibilité Jy définies

pour une densité, correspond la pondération probabiliste de

base associée, donnée par (BaN,-81] 3

| A] ~1
va Sx, m(A) =A I g, avec A > 0 (50)

i
x,GA
i

et 3, = 9, 4%) scion

En considérant la bijection involutive A+ i de ]-1,0]

dans [0 ,+[- , les mesures Fy de crédibilité avec \} > 0 per-

mettent de définir les mesures de plausibilité :

Gy: = i avec i' é¢ }-1,0]

en utilisant la relation

WAC X g- pay A) zl - gf) (51)



=
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Exemple 22 :

Considérons l'ensemble x = {a,b,c} :

A 919 (A) m(A) g- Ty (A)
| @ | oo | oo Pog
{a} 1/12 1/12 1/2

{b} 1/10 1/10 11/20

ic} 1/5 1/5 11/15

{a,b} 4/15 1/12 4/5

{a,c} 9/20 1/6 9/10

{b,c} 1/2 1/5 11/12

{a,b,c} l 1/6 1

Crédibilité Plausibilité

Pour un méme ensemble A, on obtient deux mesures
floues : une mesure de crédibilité et une mesure de plausi-
bilité,

Réciproquement

lité de base Mm,

formule :

, connaissant la pondération probabi-

On peut calculer la mesure de Sugeno par la

GA) = ECT [2 +Am(x,)J-1) sir ¥ 0 (52)x, GA
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5.3.3. Sanme probabiliste ou produit fs

attachéeConnaissant une densité g, = g(x} aeiin
liste, on peut

mesure basée sur la conorme somme probabi 
7

a une

1é 71 46 babili j I 22

erminer a pon eration pro abiliste e ase associce par

VA GC = i- 53

Exemple 23 :

e

Reprenons l'exemple 5 correspondant 4 la con
orm

axb=at+b- ab:

2 tO) lec d
po - | o | 0

{a} +2 0

{b} «D 0

{c} 1 0.56

{a,b} 0.44 0

{a,c} 1 14

{b,c} 1 24

{a,b,c} 1 .06
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Pour une densité g, =@a, = Si attachée A une7m <
esure bas&ée sur la norme duale produi

la pondération probabiliste de base as

t, on peut déterminer

WAC X , m(A) = q_ og} I

x, EA x, GA
le-

“gi (54)

avec 35 * g( fe 3) 51) n

Exemple 24 :

Reprenons 1'exemplel2al b=ab: ip correspondant 4 la norme

L a g (A) m(A)

a | o | 0 |
{a} 0 0 |

tb} 0 0

{ec} -56 56

{a,b} 0 0

{a,c} 7 .14

{b,c} 8 24

{a,b,c} 1 06
ed

sociée par la formule .

|

————.
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5.3.4. Conclusion :
eeeeaarace

Toutes les mesures d'incertain basées sur des normes

ou des conormes triangulaires ne sont pas des mesures de cré-

dibilité ou de plausibilité. Une mesure d'incertain basée su
r

T ou sur s,, ne peut pas étre une mesure de crédibilité ou de

plausibilité.

La relation exacte entre les mesures de crédibilité

et de plausibilité et les mesures basées sur des normes ou

sur des conormes triangulaires, reste a découvrir, si elle

existe.

5.4. Approche d'une _mesune de plaustbiltté ou_de erédtbrirte 3

On peut approcher une mesure de plausibilité Pl ou

une mesure de crédibilité Cr dont la pondération probabiliste

ne se raméne pas a une densité, par une mesure d'incertain ba~-

sée sur une densité.

d'une mesure de plausibilité par une mesure de possi-5.4.1. Approche

pilité ou d'une mesure de crédibilité par une mesure de
eee ee een twee eee HHO Des assesareHsssHeresesesaesseeeess

nécessité :
eo

Pour tout AC X :

P1(A) = = (sup Xp (x) -m(B)) % sup ( I Xp (x) -m(B)) =
BOX xéAaA xGR BEX

= sup Pl({x})
x€A

ou Xp est la fonction caractéristique de B

es = lsixe€éB

Xp O si x¢B



- 166 -

Le membre de droite est normalisé si, et seulement si:3

dx @ X tel que Pl({x}) = 1, clest-a-dire /)\ B#¢g
BEX

m(B)> 0

donc, si les éléments focaux ont une intersection non vide,

On peut alors approcher la plausibilité par une mesu~
re de possibilité N{A) dont la densité est déterminée par

T({x}) = Pl ({x}) ¥x € X

De méme, pour tout A £ x

Cr(A) < inf(_£ x, (x).m(B)) = inf (1 ~ P1({x}))

x€A BEX ae

Si les éléments focaux ont une intersection non vide,
On péut approcher la crédibilité par une mesure de nécessité
N(A) dont la densité est déterminée par N({x'"})
pour tout x' appartenant & l'ensemble des 61é

de la forme X~ {x} (c'est-a

(n-1) éléments)

non vide,

= 1-Pl{x'}

ments composites

~dire ceux comprenant exactement
- Si les éléments focaux ont une intersection

alors on a les inégalités suivantes ;
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Exemple 25 :

a ; ce

Considérons X = {a,b,c} et la pondération probab

= .3liste de base m telle que m(ia}) = .2, m({a,b}) ,

(f 3) 1 et m({a,b,cl) = .4. L'intersection des élémentsm({a,c}) =.

focaux est {a} et est donc non vide.

A m(A) Cr (A) N(A) =¢(A) H(A) = g(A) P1 (A)

5 5{oc} C0] 0 0

{a,b} ae) 5 1

{a,c} | (21) 3 3 l

{b,c} | [ 0] 0 0 -7 -

{a,b,c} 4 1 1 1

5.4.2. Approche d'une mesure de plausibilité ou de crédipilité pat
une mesure de probabilité :

a eeeaesses ee

TRG Ges aye Fee

On peut approcher une mesure de plausibilité ou u

j é équi issante de crédibilité par une probabilité en équiréparti

tee ili - On consles valeurs de la pondération probabiliste de base m

truit alors la densité de probabilité telle que

1
= r ~—=- . m(B)vx @€ xX , p(x) 53 Gi Ey

ot | 8| est le cardinal de B.

On obtient alors les inégalités suivantes

YAS X , Cr(A) < P(A) < P1(A)
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Exemple 26 :

, Considérons x = {a,b, 6} 5.5, Mesures d'information !
. c |

iste de base de ieee 1D, et la pondération pleBab |

ple 15 : i- L'objet de ces mesures est de caractériser le degré

- d iliste d .
Pla) = m(fa}) + m({a/b}) BLfa,eh) oli e croyance en la pondération probabiliste de base

oO2 + Miura,b,c}) _
4 8 Soit un référentiel X comprenant un nombre n fini

p(b) =m m 14 : ' 7
({b}) 4 miibech) P m({a,b}) fasts. a'éléments et Uae (x) la fonction d'appartenance 4 un ensem

2 + Btasbech) = 375 ble A' flow de X. Rappelons que A’ est normalisé s'il existe

pic) = un xX, € X pour lequel Lys (%) = il.

Si l'on connait la pondération probabiliste de
 basem({ct) + MUb ch) | mfa,c

2 + mitarc)) + mClarbsc})
m(B}) pour toutes les parties de X, alors on peut i

ntroduire

une fonction dépendant du cardinal

bles de X et calculer une quantité
de chacun des sous~ensem-

notée

F(m,f) = 2 m(B) . £(|B/)
BCX

si £(|B]) est une fonction décroissante de |B,

est une mesure de spécificité (ou de précision)

> 0 avec |B| faible.
alors F(m,£)

qui porte l'attention sur les m(B)

$i £(|B|) est une fonction croissante de |B|, alors

( F(m,£) est une mesure d'imprécision qui porte l'attention
sur les m(B) > 0 avec |B] grand.
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5.5.1. Mesure de spécificité (ou de précision) de Yager ;TSO M Ree mene ee emo eee mere d ewer esatasetares

Une mesure de spécificité satisfait les conditions

suivantes :

i) ¥A" sous-ensemble flou de X, Sp(A') € [0,1]

ii) Sp(A') = 1 <=> A' est un singleton de x

iii) A' et B' normalisés :

Ate B' (ug. (x,) Ug: (X;)) => Sp(A') > Sp(B") |

i=l,n

}
Les éléments de A’ étant rangés suivant les valeurs

décroissantes de Ua. (x), créons un élément fictif Xn41 tel (
que uy. (X4,) = 0.

La spécificité d'un ensemble flou normalisé A' est

définie par ;

MN bai (¥,) = uy, (x...)Sp(m) = Sp(A') = f At (55)
i=l

Dans le cas of l'on peut définir une pondération pro-

babiliste de base m, par exemple pour une distribution de pos-
sibilité, la spécificité de l'ensemble flou A! s'exprime aus-~-
Si par : 

;

Sp(m) = Sp(A') = f£ ae (56)
BOX

(cas de la fonction f(x) = *)

Exemple 27 :

Reprenons les données de l'exemple 19 :

H({a}) = p(ix,}) = 2

T({b}) = u(ixg}) = -3

"M(te}) = wlixz}) = -2

S A! _ c} TL )
p( ) 7 7 2 + 3

N oo- 0.3 - 0.2, 0.2 _1 0.3 + 5 + a

1
e ay

ou encore

wby) , mifa,b,ch)
spat) = m({a}) + BURR + 3

Q es
+

Qobw
Ht

N a

|
i

e wy

Sp A est minimum et égal a — dans le cas de l ignorance
( ) ini Ol

totale :

1
hoem(X) =] et VA #X, m(A) =0 alors Sp(A') =

a ous les élé-
Sp(A') est maximum et égal a 1 dans le cas ot t

des mesures

ts focaux sont des singletons, donc pour demen

probabilité.

t la pondéra-
ee uel poinLa spécificité évalue donc ag P é de proba-

éloi J nsit
tion probabiliste de base m s'éloigne d'une 

de

bilité.
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5.5.2, Degré d'imprécision de Higashi et Klir ;
Saatetale «5 cove. . ence eee ewe eee anes wenen euneee .

Higashi et Klir introduisent le degré d'imprécision

d'un ensemble flou A' normalisé

U(A') = HI(m) = £
BCX

m(B) . log, (|B{)

(cas de la fonction f(x) = log, x)

Le degré d'imprécision U(A') satisfait les condi-

tions suivantes

i) VA'C X , U(A') € [0,4=[7

ii) U(A') 0 <=> A' est un singleton de x

iii) A'S B' => U(A') ¢ U(BS)

'- U(A') est maximum et vaut log, n dans le cas de l'ignorance

totale.

: nk

- U(A') est minimum et vaut 0 dans le cas of tous les é1é-

ments focaux sont des singletons, done pour des mesures

de probabilité.

U(A') procure une estimation de L'imprécision des

éléments focaux de A',

1. Le cas d'une mesure de probabilité correspond au ma-

ximum de précision des éléments focaux et au minimum de con-

flit entre eux, puisque ces éléments focaux sont des single-

tons qui ne se recouvrent pas.

Dans le cas d'une mesure de possibilité, il n'y a pas

de conflit puisque les éléments focaux sont emboités et seule

l'imprécision subsiste.

=
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5.5.3. Degré de confusion de Héhle :

Pour une crédibilité, Héhle a proposé d'introduire

le degré de confusion :

HC(m) = - m(B) . gn{Cr(B)]=

Be X

HC(m) est minimum et vaut 0 dans le cas ot la pondération

probabiliste de base ne posséde qu'un seul élément focal.

. HC(m) est maximum si la pondération probabiliste est équi-

répartie sur un nombre maximum d'éléments focaux tels qu'il

n'y ait pas deux éléments focaux inclus l'un dans l'autre

(alors m(A) > 0 => m(A) = Cr(A)).

HC(m) peut @tre considéré comme un bon indicateur

de la confusion de l'information incertaine représentée par m.

Exemple 27 :

pour X = (a,b,c,d} , alors HC(m) = fn 6.

5.5.4, Degré de dispersion de Yager :

Pour une plausibilité, Yager a proposé d'introduire

le degré de dispersion :

HD(m) = - £ m(B) gn[P1(B)].
BCX

HD(m) est minimum et vaut 0 dans le cas ot les éléments fo-

caux ont une intersection non vide (cas d'un minimum de co-

hérence entre les éléments focaux ; cf. exemple 24).

En particulier, pour une distribution de possibilité, les

éléments focaux sont emboités et le degré de dispersion

est nul.
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- HD(m) est maximum si la pondération probabiliste de base

est équirépartie sur les singletons de X (cas d'un maxi-

mum d'éléments focaux disjoints, alors

m(A) > 0 => m(A) = P1(A)).

HD(m) @évalue la dispersion des éléments focaux.

Les propriétés de ces différents indices (additivité

et projection) ont &té étudiées par Dubois et Prade

[DUB 85b et 86b].
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CHAPITRE 7

APPLICATION A LA RECONNAISSANCE DES PHONEMES

Notre objectif est de mettre en application le
s

concepts théoriques développés précédemment. Nous parton
s

d'un probléme de reconnaissance de formes et, d'u
ne fagon

plus précise, de reconnaissance de phonémes et nous
 abou~

tissons a des résultats numériques pour appréci
er la qua-

1ité de la reconnaissance.

1. LES FORMES ACOUSTIQUES
oS

Les données acoustiques de chaque phonéme sont 
is-

sues d'un analyseur spectral : c'est un banc de 32 filtres :

le premier filtre est un passe-bas 4 200 Hz,

le dernier filtre est un passe-haut a 6400 Hz.

Les trente autres sont des passe-bandes dont les fréquen
ces

centrales sont approximativement en progression géomét
rique.

L'intervalle entre deux fréquences centrales succes
sives est

lég@rement inférieur aA un ton musical.

fous les filtres sont des filtres du second ord
re.

La sortie analogique de chaque filtre est redressée, pu
is in-

tégrée durant 1/50e de seconde. A L'issue de cette pé
riode,

la sortie des intégrateurs est convertie en valeurs 
numéri-

ques sur 6 bits : on aura done des résultats numériques dans

la plage 0-63.
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TABLEAU PHON 1

N* code |

Pour c M:mera aetna ct. ce... x4»9f = SRR es a ee
au onstituer le corpus des €chantillons serva t 9 | 24 14 33 19 10 5 4 2 O 1 2 O9 L 1 8 8

X expériences, on a n ) 2 2 1 2 6 106 4 392 2 09 2 2 2 0 4 5
nalyse un mot. ZL -

. + Le résultat est 1j | ===5=== | toc ctr rent tr ete rena cc crr carer ran nrencen sense nannsawaeecrn cas enan
on choisit u ‘ s isté at: on n échantillon (32 données) au milieu de 1 ° | 0 0 0 0 0 0 2 0 2 i 6 7 ‘ 1 5 5
Stable" d'un phoname. @ zone Lee | eee eee eee e ene eee eee n nee ne een nee ene nem mer ee rene teseee

4 | § 12 10 8 ll 8 il 21 20 7 +=%F 10 #F 2 2

i; ot 2 3 3 7 2 2 3 5 3 S$ 4 2 O60 3 3

On a effectué || Sse -$s | ee ee ee on See ie ol
ué de 5

tervalle, desquels i EEREVES 4 environ un mois d'in- ‘ | 5 ; 3 5 2 i i i "i ts =) 3 5 1 5 4
on extrait respectivement ; | “a | 8 0 “oo o 0 0 oo > Oo. OlUOlUCOCOC

ad } ade2t.i oo 2 1 12 2 3 4 12 25 33 50 60 34

- phonémes : 3 ee a SEER mot nr ne neces er cc noni an nen anne senna nnn nnn ss renee ne
— occurences de huit phonémes différentes 17 [| 8 0 Oh 6uOlUlOUlUC lll

icnier PHON 1) . | | © 0 6 0 6 0 @ 0 0 G0 6 2 4 5 16 20
‘ wow enn- | poten e reer nnn een cose ser nmr rrr rs cnn men cnn remem ae on ar ee

12 ph 1 {| 7 18 11 7 5 © ec 0 6 60 80 @ 0 8 0
phonames (fichier PHON 2). eee ee ee ee eee

2. | 2 2 0 © 0 60 0 0 9 © 0 G@© 9 GO 9 98

' Oo © 80 0 G0 @ © G0 O OG 16 26 22 25 37 17
weer i wee a ee ee ee wee ew eee eee eee ene mew ew ee ee eee wm eee See ewe eee wesese =

2. LEC 1@ | 0 60 © 6 © 60 0 6© 6 0 © G@ 6 0 oO 0
wS_CHOTX DES PHONEMES } 0 86 © 0 © 1 2 1 2 4 12 24 28 52 64 31

eoeen-- |rercee awww ed

4 | 4 10 @ 5S 7 9 17 &8 @ 22 24 13 12 8 5S &

On a choisi ; 8 7 @ 4 2 42 09 GO 2 O09 3 2 2 3 3 2
é hoisi, pour les expériences, huit phona . (iets Joecresccen= aecterccnenne wen ennnn nnn enna cere nnn reer erence aren

présentent la Particularité ; pnhonémes qui 6 | 4 7 6 7 +8 12 25 12 #7 1 22 12 10 7 & 8

‘ } 14 13 #7 3 2 & 2 O09 O© O09 F 2 LO 2 3
we----= [omer rrr ernst etre cece cnr rrr ran rere nmr csr eae er ee eee

= q : 6 | 22 10 12 16 22 20 14 16 8 5 5 2 3 3 O 4
soit de se ressembler fortement entre e | 9 10 2 0 @ 0 0 @ 09 G@ © O L G0 4 5

exemple ; [s| et | US FR were | See Ss5 Ee ee Se et
z[ ou [d]}et lol; 9 | ll 23 $0 20 23 6 3 3 6 O 1 1 2 2 0 0

' to. 2 21 6 5 6 2 1 6 5 4 2 2 5 4
wee | prt een een nn wn nnn errr nt rene renee en meen ren mT

- soit d'&€tre tra iffs 9 | 9 10 18 18 8 2 10 0 0 0 60 0 9 OG 9
arf | ! s différents des autres r 0 0 0 0 0 0 0 6@ @ 0 1 O© 2 GO 3 4

mple Ff false dpaete aster) wn cctey PBBBBM, wricett Devrrretetr gsm rst te rn

Is]. 7 | 9 20 18 38 18.18 10 5 5 8 4 9 15 8 3 2
} 2 2 0 060 60 6 © 0 0 0 ® 2 3 2 & 3

Les huit phonmes sont lee coe. [Pann es DlhCUlUlllUC
némes so . ; | 17 | © 0 6 60 © © © 6 © 0 9 G 0 G 6

socié un numéro de cod nt les suivants (i1 leur est as- 1 0 0 © 6 © 0 0 @© 9 6 3 5 9 23 318 21
ode tout-4~ { I een | penn nee n nn een nnn nnn nnn nn nen nner tran emma nnn sere soe

fait arbitraire) ; 22 | 1 0 © 0 60 0 0 © 09 @ 8 G0 9 G OG 0
| oOo 1 0 0 © O 1 2 2 F AL 22 33 51 60 30

|
|
1

!
|

Phonémes 7 8 14 24 32 49 13 8 3 O 2 2 36 86
¥| ls] ie] 121] pi] 101 A

N° de cod 1 i20040643~«6S8l OUCH
=? 18 17] 21 6 7 0. 1 0 0 6 0 2°60 «2 «fF 6 10 8 4 7 5

PY eres eE [ene cesta ence nnen nnn cnc enne nc enennnenncennnntncne neces ---
L—_] 17 | © 0 0 0 © 60 60 60 0 © © © G0 6 6 0

! o 0 0 0 G6 6 6 6 0 © 1 2 4 412 9

6 | 10 5 8 6 9$ 235 12 18 22 19 16 18 10 9 6 QO

! 9 6 3 0 1 66 0 6 60 69 1 3 3 3 2

‘ 21 + 2 0 t 6 0 0 © 0 60 60 0 60 6° 6 09 9

. ! o 0 6 6 0 1 2 6 1 2 $ 21 30 56 50 35

7 | 19 12 25 19 235 6 2 6 2 2 2 «3 2 0 6
© 0 0 60 0 6 0 6 6 6 60 0 1 1 5 5

ies | lO CCC lll

0 i} 0 © @© 0 0 6 1 6 2 43 43 28 31 53 58 28
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3. PREMIERE EXPERIENCE

3.1. Phase d'apprentissage. Recherche des relations RF,

sfeee Cf SAR g See Hse

Dans la phase d'apprentissage, chaque phonéme A, est

connu. On utilise le lot de 24 phonémes formant le tableau

PHON 1.

3.1.1. Détermination des coefficients de la matrice Ay:

Chaque phonéme apparait trois fois dans le tableau

PHON 1 ; nous avons ainsi effectué une moyenne pour chacun

des huit phon€mes. Nous avons ensuite normalisé les données

par rapport 4 la plus grande valeur de chacun des huit phoné-

mes moyens définis précédemment. Nous obtenons pour chacun

des phonémes Ay, Ror seer Ag , les valeurs d'appartenance

Hy (x3) i=1,...,8

j=l,...,32.

3.1.2. Détermination des coefficients de la matrice By 2
CO eee eo eH Oem Rea E ETHER EHH E HEHE TEE EA EE HD ESE DOS

Pour l'un quelconque des phonémes connus du tableau

PHON 1, appelé Yyr on donne 4 la fonction d'appartenance

Up (ys) j=l,...,8 , les valeurs suivantes

. lsije=k

i 9 0sij#k
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Ainsi 
i

nS1, pour le premier phonéme
,code est 9, la matrice B none Be mango ns

;, @st la suivante ;

9 1 4 1817 21 «6 7

Bitecte ne 9)*|2] 0] oTo[oTofo fo]

3.1.3, Caloul des matricesR
Steere eeccseneee L

Pour chacun des huit phonémes (A.)
atcul { 
a

€ une relation floue R,; par 1' os al
équation floue ;

t
R, & i
‘ a,@ B, i=1,...,8

ot '@est l'opérateur de maximalisation
e des sept normes Suivantes :

MIN

PRODUIT

T
m

HAMACHER (7 = 1/2)

HAMACHER (y = 2)

SUGENO (A = ~ 1/2)

SUGENO (\ = 1)

8.2,#. Phase _de_veconnatssance

On effectue la phase de r

=1,...,12 du tableau PHON 2. Pour l'un des

phonémes &, donné, du tableau PHON 2, on calcule

d(a., Wt.) 
:i? atist,...,g OI EF fay (g) - B (5)7?

“ _

 ey 
3) 

065) 
est la distan-

erche le minimum de d &Soit A le phonéme n° k reconnu, . biel

ce euclidienne.

tel qu peand(ay, ve) soit minimum. oe Bene e eonné
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3.3. Interprétattan :

Le probléme de reconnaissance de formes peut étre

résolu par des méthodes plus élaborées que celle que nous

avons utilisée, en particulier la reconnaissance aurait pu

atre effectuée par les sous-relations maximales de simili-

tude et l'algorithme de Pichat [HIR-81].

Pour un phonéme présenté, appelé qe on obtient
2 OQ 2 .

un résultat a? composé de huit valeurs 1g a4) 421,...,8

considéré comme fonction caractéristique d'appartenance. Le

calcul de a, s'effectue au moyen de la relation floue

R, a , =, ot Ry est la relation floue associée au phonéme

reconnu, numéroté k, et "." les compositions suivantes

MAX-MIN

MAX- PRODUIT

MAX-T,,

MAX-HAMACHER y = 1/2

MAX-HAMACHER y = 2

MAX-SUGENO i = -1/2

" rayMAX-SUGENO

Le référentiel étant fini, nous appellerons les com

positions MAX-MIN suivant l'usage et non SUP-MIN. La méme

étiquette étant utilisée pour les autres compositions.

Siu, ty.) € {0,1}, les matrices R, ne comportent

que deux colonies différentes, donc le coefficient d'appar-

tenance Ua, oY) correspondant au phonéme reconnu est égal

Al et toutes les autres valeurs 1g g Yi) iv sont égales et

différentes del.
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D 'opée plus, l'opérateur de maximalisation(@) intervient

seulement pour des compositions at 0 et atl Or

at 1 = 1 pour toute valeur a et quelle ique soit 1 i-
Eomt aa 

a composi

a = i ititT 0 0 si la composition ",." est MAX-MIN cu MAX-PRODUIT

ou MAX-HAMACHER.

Ainsi 
Z

. 7 insi, les résultats sont identiques pour les trois

ompositions MAX-MIN, MAX-PRODUIT ou MAX-HAMACHER ::

1 si jy=k

He (ys) = a
+ Q si j4k

Résultats

Phonéme présenté fi?) =1

Phonéme reconnu : 1

a <-MIN 9 l 4 18 17 21 6 7

MAX-PRODUIT u 368|: 1.000 | .368 | 368). |_ = 
| 368 | .368 | .368) .368

"," MAX-=-T | |1 u ,| 653 | 1.000 | .653 | .653 | .6 |@ -653 | .653 | .653

Phonéme présenté Jf - : 18

Phonéme reconnu : 21

0.08

was
__|

| uo" MAX-MIN

MAX-PRODUIT Qy || .068 | .068
|

MAX-HAMACHER

| |
now _| o” MAX Th Hey 1 «426 al, .426 | .426

|
.068 | .068 | 1.000 | 0.068

|

.426 | 1.000 | .426
|

ea ecoavenrseserres
as3.3.1. Interprétation par les mesures de Sug

eno :

est inter-
Chacune des huit valeurs UB o(*)ge1,...,8

prétée comme la mesure de crédibilité (ou de plausibilité) du

classement obtenu.

( on définit g sur l'ensemble des singletons :

g, = Gx }) = Wy %) i=1,..+,8

4 La condition de normalisation est :

8

\ a (l + Ags) = lt d
i=l

4

| On détermine la valeur A qui satisfait la condition

de normalisation. On sait que dX est unique et les mesures

g'incertain sont :

- des mesures de crédibilité si A > 0,

- des mesures de plausibilité sir < 0.
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On calcule ensuite tous les g(A) of A est un sous-

ensemble composé de 1 a 8 éléments. Les résultats ne sont

donnés que pour les g{A) of A est composé de 1, 2 ou 3 61é-

ments (appelés groupes). De plus, on n'indique pour chaque

g(A) que la valeur maximale pour un groupe de 1, 2 ou 3 41é6-

ments. On calcule aussi la valeur associée :

soit Cr(A) = 1 = PL(K)

soit P1(A) 1 - Cr{A).

Résultats

Puisque H@ ty) = 1, l'interprétation en termes de

mesures de Sugeno conduit 4 la valeur \ = -1, done a une

plausibilité. Les mesures de plausibilité s'effectuent done

sur des ensembles emboftés ; nous avons toujours des mesures

de possibilité,

Les résultats sont identiques pour les compositions

MAX-MIN ou MAX~PRODUIT ou MAX-HAMACHER

"4" MAX-MIN .

ou MAX~PRODUIT

ou MAX-HAMACHER

Numéro du phonéme présenté ; i fa =]

Numéro du phonéme reconnu : 1

X} = -l1 : plausibilité

Groupe de 1 : {1} créd = 0.040 plaus = 1.000

Groupe de 2: {9,1} {1,4} {1,18} {1,17} {1,21} {1,6} {1,7} :

créd = 0.063 plaus = 1.000.
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Il y a done

- 1 seul groupe A composé du phonéme reconnu ;

- 7 groupes (C5) composés du phonéme reconnu et d'un autre

phonéme quelconque ;

- 21 groupes (c3) composés du phonéme reconnu et de deux au-

tres phonémes quelconques.

3.3.2. Interprétation en termes de mesures de possibilité sur des
ns rarer arr ee ee

sous-ensembles emboités :
pee b a eee emerson srpeses

La condition de normalisation est max{g,} = 1. Les
i

mesures de possibilité ts (assimilées aux g, normalisées)

sont ordonnées. On en déduit la pondération probabiliste de

base associée aux ensembles emboités (page 158).

Les résultats font apparaitre les valeurs successi-

ves de m(A) avec la liste des éléments qui composent le sous-

ensemble A. En derni@ére ligne apparait la part allouée 4

l'ignorance totale.

Les mesures de possibilité prennent en considération

la part allouée 4 l'ignorance totale, ce qui constitue une

interprétation numérique importante dans le cas des problémes

de reconnaissance de formes.

Remarquons que la norme The ainsi que la norme de

Sugeno, font intervenir le maximum. Si aucun maximum n'est

utilisé, les résultats sont identiques pour les sept compo-

sitions. C'est le cas du phonéme fb?)
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| Belojal | MAX-MIN.) MAKGD ayyramitcotMAX-Tm «|| MAX*SUGENO | waxcaneean7 | MAX-PRoDUIT | Tm | MAX-SUGENO | MAX~SUGENO

| sepeg (MAXTHAMACHER. 5) fo Asv2 | =
{_HD=O _|MAX-HAMACHER’ 2 | |

i (aay sores) aay cals TT USE :+632 | m(l) =0.347) ) meq) an eae) Dra 0.3| f | m(X) =0.368 | mx) =0 es | mex) 20-528 | m(a) =0.220
P vo sl | Sp =0.678 =0. | M(x) =0.485 | m(x
| LHI =2.105 me 2o7422 | SP =0.576 | Sp "fe aesee =1.959 | HI = mes02
THe 0.368 | He 30.278 He can [ HI =2.370

i | m(2)=0-932 | alaijce nnn ta — ee| ad, . m(21)=0.574 | m(21)©0.721 | méaivco an) || t ? oe | mix) =0.068 | m(X) =0.426 Be ape | m(21)=0.421
) 2 tee aaene | Sp =0.627 | sp =0174¢ eee 50-pu
i Re HI = =1.279 HI =0. BR Bondo?
veeeeen we! BO 80-183 | HE 0.363 HC =O abe | HY =2.738

P mle) 00808 Pa) ean eae eerste7 =0. m(6) =0.423 | m(6) =0.519.) 072. 00 en
1 X)_ | mx) 20.097 | mx} 201577 | m(6) =0.519 | m(6) =0-360 |

5» =6 | Sp =0.915 | sp =0.495 B(x) =0.482 | m(X) =0.640
Y "0.290 | HI 91.730 | Ri cilag, | SP 70-440

_—a "0.226 | HO =0.317 -444 [ HI =1.919a 1 [ HC 0.352

fe | m(6) =0 926 W auey 2oesl Wo rane aB : m(6) =0.531 | m(6) 20.608 | a as

| & } | m(X) 0.076 | mex) aoraea | BES) 29-808 | m(s) =0.479
; 4 A F0.935 | Sp =0.590 | Sp =0.687 High meee=0.222 | HI : cose |i SP O48= =1.407 | HI = gto
wewnee nd BC (80-193 | He #0.355 Hc solagn | ME wi-562

| a(a) 200786 aCe) ease agree; pu Sos m(9) =0.590 | m(9) =0,723.) nyo) cn nea

| Se Ls sp =o ane | m(X) #0.420 mix) a t mee conees
| | HI watege a =0.641 | Sp =0.758 an” =o, Eo20. =1.231 | HI <9. or a2iVw | He 0.330 | He 0.365 A 70-831 { HI =1.623
: wtncnacesteanlattneereee ME 70388 | HO 50°938
! i) | m(4) =0.244 | m(4) =0.324. |) n/a) cn ua.

| fy =4 Sp sl | m(X} =0.756 | mix) =o ae pomid) moeag2ie = | Sp =0.338 | sp =o.ag | BOX) 70-829
| [ HO =o | HI =2.269 | HITM 2/028 | He wgr2uSSewee enwet e | HO =0.212 | HO =0.26 | HI 2.487radi ae wn enesemcsceseest ee 1265 | HO 0.155

=0.630 | m(6) =0.630 | m/é\ an can) rrA) | m(X) 20.370 | ay =0.630 | m(6) =0.630 | m(6) =0.553
“Gil ‘spr cone ) =0.370 | m(X) =0.370ee | Ep 50-676 | Sp =0.676 | sp =0.676 | esl oases

jae socseae fee rchiL | ME =acaa2 fe oeSesettenso LS =O. HC 20.368 HC cy $1,341
By La renee | Ho =0.360

wy . | m(2) =0.740 aclsqa 7h foe |

[98 | RA SERS | a 31 a See aay a
; § | HI =0.776 | sp 20.773 | Sp. =0.776 | syn) 297268ee ae 069 | HI =0.779 | HI =0.768 oe Eee
wecee eee =0. HO 50.350 =o, =Onn2S; Ree aecuneeereuettreee eee [| HC =0.352

=0.596 | m(1) =0.358 | m(1) 20.488 |) cyl) ce vni; att) -358 | m(1) =o.

[gl fend SS 42g) ce2t ng) seer VG eae4 Eg =0.638 | Sp =0.438 | Sp =0.464 [ m(X} =0.658
| =1.241 | HI =1.925 | HI «1. [ Sp =0.425

I | HO =0.365 | HO =0.285 | He eet | HI =1.973
We 1 Rl _! 300 | HO =0,.276

M(17)"0.816 | m(17)=0.662 | m(17)=0.797 | aligven denw) 
(17)=0.662 | m(17)=0.79 =foo | m(X) 50,184 | m(X) 20.338 | Byki ap oe Bie, mises

I we, Sp =0-839 | Sp =0.704 | Sp =0.822 | 5 nee| By yOnsso) | ui 51.014 | RI 20,620 | fe et see
_ g | 70.367 | HE "0.324 | HC =0.365

{ m(18}=0.700 | m(18}=0.700 | m(18}=0.900) nrinvan oano 
}=0.700 | m(18)=0.700 =ft, u. | m(X) =0.300 | m(X) =0.300 | Oa deosan moat aecnea

1 sp 0.738 | Sp =0.738 | Sp =0.738 | § M Bese
| RY Beau | HI =0.900 | HI =0.900 | HE Sees=0, | HO =o, =0. ae! 361 | HC £0,361 | HO =0.361

m(1) =0.706 :

| git) | mx) 0.294 ai sees mix solace | Mtl) =0.386
| ay = | Sp 50.743 | Sp =0.476 | Sp mo ema poe seners
| Ee = 5 see | nt =1.798 | HI #1.715 | ie ei ane

=0.307 | HC 0.320 | HC =0.300

- 187 -

Analysons les résultats correspondant au phonéme /a/.

En phase d'apprentissage, pour le phonéme /a/ codé 4, aprés

avoir effectué une moyenne, on obtient des coefficients tous

strictement positifs. La composition aT 0, avec a> 0, cor-

respondant a la norme MIN ou PRODUIT ou HAMACHER, conduit a

un résultat nul. Ainsi, la matrice R, ne contient que des 1

dans la colonne 3 (voir position du code 4) et ne contient

que des 0 dans les sept autres colonnes.

fU(2) duEn phase de reconnaissance pour le phonéme 6

tableau PHON 2 correspondant 4 un /a/, la normalisation s'ef-

fectue par rapport 4 la plus grande valeur (16). Un certain

nombre de filtres ont des valeurs égales ou voisines de cette

plus grande valeur. En envisageant la composition "," MAX-MIN

ou MAX-PRODUIT ou MAX-HAMACHER, on obtient :

9 1 4 18 17 21 6 7

-000 | .000= | ,000] .0006| 1.000] .000 | .000 | .000
u

Ay

1. Pour la composition "," MAX-T, oud'ot le résultat m(4) =

MAX-SUGENO, on obtient de fortes valeurs pour la part allouée

a l'ignorance totale.

Par contre, le phonéne & {?) correspondant toujours

Aun /a/, les valeurs fournies par le tableau PHON 2 sont

plus éloignées de la plus grande valeur (27).
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4, DEUXIEME EXPERIENCES
E
G
R
E
 

ENCE

On modifie la détermination des coefficients de la
matrice By

Pour un phonéme donné, ce phonéme devant &tre recon-
nu, on lui attribue un coefficient d'appartenance égal 4 1.
Les coefficients d'appartenance sont donnés subjectivement
pour les autres phon&mes suivant qu'ils ressemblent beaucoup
ou assez ou un peu ou peu au phonéme donné.

Premier essai

Phonémes /y/ |/i/ |/a/ V/s/ |/£/ /2/|/2/ | /o/

Numéros de code 9 1 4 18 17 21 6 7

B pour le code 9 1 7 ol oll ol ol ol 1

B pour le code 1 7 1 3 «2 ol +2 +2 +2

B pour le code 4 a] or a al. el wl -6 -6

B pour le code 18 22 3 ol 1 .7 8 ol «1.

B pour le code 17 22 +2 rl 7 1 «6 «1 1

B pour le code 21 +2 22 il +8 -6 i ov, «1

B pour le code 6 23 op 14 i ol al. 1 -8

B pour le code 7 +3 a3 «4 a al al 8 1

Résultats

z (2)Phonéme présenté : £ 1

Phonéme reconnu : 1

9 l 4 1 4722 | 6 7

421 6421 | .421 .4211! 421]."" MAX-MIN ug = | 1.000 1.000 421 |
i

| 865 | 576 | 421 576 | 576 | 576 |"0" MRXCPROOUIT Up, = | 1.000 1.000 | «

: Se = = 18
.

Phonéme reconnu : 21

Phonéme présenté

«205 | .205 |955 .955 | 1.000| 205"eo" MAXCMIN ig = £205 | -205 | .20

205 | .205=| 3 | 1| .205 | .955 | 985 | 1.000 |: |
"4" MAX-PRODUIT "e = een 36

a ‘inter-i .) 6tant égal 41, lL'un au moins des ug 4 (v4) met one a an

rétation par les mesures de Sugeno conduit j omens

. 1 r 1, et donc & une plausibilité. Nous ne don
valeur = -l, 

ee

ue les résultats pour des mesures de possibiligq
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| Befo,1) | |MAXMIN|PROD | Tm | HAMACH| HANACH | SUGENO| SUGENO|
lier essai | | | | |B =1/2|¥=2 | 1/2|A=1 |

| | | { | I ! |
| (2) | m(9,2) | .579 | .135 | .047 | .189 | .087 | .070 | .028
\ 7 a1 | (95,4) | | .288 | .100 | .333 | .221 | .148 | .060
1 4 | m(X) | 9422 } 6422 | .753 | 642% | 6422 | 1633 | 850i bonne een ene nen en ene w ene n nn nn wenn en conn en nn eons ene one sane
mena nnn nnn nn nn nn nn nn nnn nr 7 pelo. ape |{MAX-PROD| MAX-Tm |MAX-HAMA|MAX-HAMA | MAX-SUGE | MAX-SUGE
| | m(21) | .045 | .045 045 | +045 | -045 | 045 | 045 | | | ¥e1/2} 8 =2 | A=z-1/2] A=1

| p@ | | | 
7

I R Diss | m(21,18,17) | .750 | | | I \ | |
1 2% | m(X) | .205 | | | | | | |

{
226 |Sp=0. 321|Sp=0. 300|Sp=0. 241|Sp=0- 307|Sp=0.287|Sp=0.262|Sp=0.219

|

yy 2)
| A, /=18 |HI=1.802|HI=21.918[HI=2.332|HI=1.879|HI=1.998|HI=2. e183 1Be 2.480

+708 | | HC=0.359{HC=0.512] Hc:

.233|Sp=0.221|S

-482|HI=2.238|HI=2.339|HI=2.450/H

-289|HC=0.481|HC=0.435|HC=0.328/H

A’=6 |HI=2.155|HT=2.289/H.

|HC=0.466|HC=0.465|H
eee (==

| Sp=0.275|Sp=0.275|Sp=

.107|HI=2.110/H

.501|HC=0.500|H

|Sp=0.473|Sp=0.471|Sp=0.362|Sp=0,473|Sp=0.465|Sp=0.402|Sp=0.323 |

|HI=1,321|HI=1.335|HI=1.914|HI=1.321|HI=1.364|HI=1.702|HI=2.154 |

|HC=0.407|HC=0.410|HC=0.387|HC=0.407 |HC=0.415|HC=0.421|HC=0.331

|Sp=0.177|Sp=0.145|Sp=0.136|Sp=0.150|Sp=0.141|Sp=0.137|Sp=0.133

|HT=2.534|HI=2.822|HI=2.903|HI=2.774 |HI=2.856|HI=2.894 |HI=2.927

|HC=0.363|HC=0.225|HC=0.133|HC=0.270|HC=0.188|HC=0.143 | HC:
awe | ee no oo oe ee oe ee ee es ee

|Sp=0.349 | Sp=0.322|Sp=0.278|Sp=0.334|Sp=0.304 | Sp=0.297|Sp=0.244

.099|HI=1.840|HI=1.972]HI=2.005|HI=2.305

-511|HC=0.471|HC=0,.516|HC=0 518] HC:

-452|Sp=0.449|Sp=0.406

.511]HI=1.532{HI=1.438 |

-540|HC=0.550|HC

.279|Sp=0.281|/Sp=0.270

.305|HI=2.301|HI=2.365

io m(X) +184 | .184 | .438 | .184 | .192 '=1.741|HI=1.672|HI=1, 689|HI=1.717 |HI=1.759
-614|/HC=0. pig PRO=O 590|HC=0.607|HC=0.587

7257 |Spo0.247 |Sp=0-230]Sp=0-252|Sp=0.242 |Sp=0.239 |Sp=0.220
=2.349|HI=2.360|HI=2.458

«310]HC=0.313{HC=0,332
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Remarquons que la reconnaissance du phonéme présen-
té est la méme que les valeurs u

ou a [0,2]

By) appartenant 4 {0,1}
, Mais les résultats numérigques des pondérations

probabilistes de base sont différents suivant les expériences.

Dans la deuxiéme expérience, les sept normes don-
nent toutes des résultats numériques différents de la pre-
miére expérience. De plus, pour des valeurs iBlY,) subjec-
tives appartenant A [0.1], la composition MAX-MIN scinde
moins les groupes de phonémes que les six autres compositions,

La spécificité est minimum et vaut z 7 pour le pho-néme fe ial , On obtient une spécificité faible égale 4 .133
car la pondération probabiliste de base s'6loigne d! une den-
sité de probabilité.

Le degré d'imprécision est maximum et vaut log, 8=3
dans le cas de l'ignorance totale. On retrouve pour le pho-Y (2)néme i

6
un degré d'imprécision élevé égal 4 2.924,

A l'opposé, la spécificité est élevée pour le pho-
name & ue et est égale A .535; la pondération probabiliste
de base est 4levée sur le singleton reconnu.

g

- (98 =

Nous prenons des valeurs subjectives plus faibles

espour les coefficients d'appartenance pour tous les phoném

différents du phonéme donné.

phonémes /y/ | /31/ | fal \/s/ | f4/| /2/) ff | 10/7
7

N° de code 9 1 4 18 17 21 6

0 QB pour le code 9 lip «3 0 0 0 0

el} .lB pour le code 1] .3 lj} .l 0 0 0

2") 3B pour le code 4] .1] «1 1 0 0 0

‘ 0 0B pour le code 18 oO} .1 0 1} .2 3

. 0 0B pour le code 17 0 0 O| .2 1 2

0 0B pour le code 21 0 0 0} .3] .2 1

1] .3B pour le code 6] .1] .1] .2 0 0 0

ard alB pour le code 7] .1] .1] .2 0 0 0

Remarquons que la part allouée a l'ignorance totale

est plus faible dans le deuxiéme essai que dans le premier

essai, car les données subjectives sont plus differenciées.f



| BeQ,1) |
[ame essai} | |

=0.458

=0.181

m(6,4,7)

| m(X)

m(6,4,7) =0.329

m(X) =0.074

m(9) : |
m(9,1) =0.341 |

|

|

m(6,4,7)

m(X)

m(9)
m(9,1) =0.383

m(9)
m(9,1)

m(18)

m(18,21) +1212 |
m(18,21,17)=0.050 |
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; Befo,1) | = MAX-MIN | _MAX-SUGENO |
j2me essai] =-1/2 |

Re |

| Sp=0.309 |

HI=1.227 | -HI=2.096 |

i | Sp=0.802

i | HI=0.516 | HI=1.370 |

j | HC=0.514 { HC=0.569 |
|| ae a a a nn rt nee een ene ee een {

Dy | Sp=0.451 { Sp=0.364 |

Ry =6 | HI=1.435 | HI=2.018 {
. | HC=0.534 | HC=0.457 i

1a | Sp=0.506 | Sp=0.455 |
| we, = | HI-1.253 | HI=1.713 |

HC=0.409

@) Sp=0.770 t Sp=0.642 | Sp=0.566 |
| Be’=9 | HT=0.729 | HI=0.984
j | -He=0.433 |

+ oe) { Sp=0.292 1 Sp=0.235 | Sp=0.170 |
{ &oea | HI=1.815 1 HI=2.128 I HI=2.665 |
j | -HC=0.363 1 HC=0.225 | HC=0.293 |

[ee ee ewe eee ae a ee a a eS eens |

i) \ Sp=0.676 | Sp=0.650 | Sp=0.597 |
| plas HI=1.111 | HI=1.162 | HI=1.278 \

» 1 I HC=0.473 i
Jee een nnn nnn nnn nnn nn nn nnn nnn nnn nnn nnn nen nn nnn nner eres nens |

4 | Sp=0.672 |

i fay HI=0.888 | HI=1.016 I
j

Sp=0.648

| HI=1.092 |

HC=0.500

I
| HI=2.003 |

HC=0.383 |
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CONCLUSION

Nous avons été amené 4 introduire une composition

d'opérateurs Op, -Op, qui nous a conduit 4 envisager les nor-

mes et les conormes triangulaires. A la suite de nombreux

auteurs dont WEBER, nous avons apporté notre contribution &

la construction de ces normes et conormes grace 4 la notion

de générateurs numériques.

Les travaux sur les opérateurs ad'implication flous

ont montré qu'il n'existait pas d'opérateurs réalisant a la

fois la spécification de l'implication, le syllogisme par-~

fait et la régle contrapositive (KAUFMANN). Nous avons alors
introduit la notion de seuil d'inférence pour le syllogisme

et nous avons donné la condition pour que le syllogisme in-

direct soit parfait.

Nous avons repris les résultats de SANCHEZ et de

DINOLA et SESSA pour les équations de relations floues. Ce-

pendant, il nous a semblé important d'utiliser comme PEDRYCZ

une composition SUP-T plus générale que MAX-MIN. Nous avons
done déterminé les opérateurs de MAXIMALISATION, ainsi que

les solutions minimales pour les équations SUP-T, ainsi que

les opérateurs de MINIMALISATION pour les équations INF-S.

Cependant, est-il possible d'envisager une composi-

tion plus générale que la composition SUP-T en considérant

une composition CONORME-NORME ?
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En effet, la composition SUP-T a l'inconvénient de

é dtune
ne prendre en considération que le plus grand élé

ment u
in-

série donnée, alors que la prise en compte de toutes l
es i

oni 
E-

formations serait plus judicieuse. La composition CO
NORM

NORME ouvre la voie prise par notre équipe pour nos f
utures

recherches.

Enfin, nous avons voulu utiliser les résultats pré-

i é i éri ux ré-
cédents pour apporter une interprétation nu

mérique a

j . s mesu-
sultats des problémes de reconnaissance de formes. Le

é é s ont permis d'ob-
res d'incertain développées par PRADE, nou 

Pp

i con-
tenir des résultats numériques intéressants pour 

la re

naissance de phonémes.
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ANNEXE 1

Démonstration du théoréme

On ai

R(A,B) (ey 47295)

R(B»C) (@95 1234)

R(A,C) (e) 5 123,)

et l'on veut montrer :

¥Vi = Lyees,TM

¥VkK = 1,...,p

Premier cas : si ay < cy ni

Posons 3: By =

(chapitre 4, § 4.2, page 59)

sup T(a, tb, sb; ty) $a, To

b.€B
J

et soit qT, = sup Tla, T b, ri b, T cy.)
bj€B,

i =

2
b, eB,

T, = sup Tia, Tv b. a lbr

b,€B,

sup Tla, T bs 7 b, T Cy)

j T cy)
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Puisque B = By U Bo U Ba, on a: sup T(a.tb.,b.te ) = max(T,,T.,7
b.e€B 3 7k yrrae 3) 

. _ al _

u Deuxiéme_cas : si a; > yr clest-a-dire a,To, £ “(£(c,) £(a,))
et si b, é€ Bie c'est~4-dire sib. <a, <a :

ihPosons : By {b, es | b, 2 a,}

Maytby » bsto,) = Tlayrby , 1) = aj t by B, = {b, €B | ay > b; > %)

= {b, @B | co, 2 ba}et qT) =a, T (max b.) ; *6 3 | eeeJbj EB,
et soit T, = sup Tta, T b, ’ bs t Cy)

b.6B 2
. ' j7"4

si b, € By, c'est-a-dire si ay <b. < cy: °
j 

T, = sup T(a, tb, + bs t Cy)
S pes, ¢ 7 7

T(a,tb, , b.te,) = 7(1,1) =letT, =1 ; aioj j “k ' 27- '

= _t by » bs TO)Te - sup Tay t Oy 1 05 * Sk
j7 6

si b5 e B3, c'est-a4-dire si a, € c, < b. : = T/T

Puisque B = By, UB, U Be, on & = SUP Tlaytbsrb5tey) max (®gr75 76)
TC b 

7
a;t 5 b te) =T(1, bstc,) = Bs T Cy

se aw Be, Bye c'est-a-dire b, 2 ay > Cyr alors :

et tT; = (min b.) t a, 
, .

j k
b,€B, = T(i b tc) =b, toe

T(ay tb,» byt C,) = 3 k 3 E

En conclusion, pour le premier cas, si B, # @, clest-a- | et 84 = ‘alee PS |
di ‘i i j ie 

_
re s'il existe un i, tel que °i é€ [247%] , alors J

max(T,,T,,T,) =T, =l=a, ta. 
- i

yrFgrts 2 i k 
si b, € By, ctest~A-dire si a, > b, > Cy 3

Si Bo = 6, max(T,,T5,T3) = max (T, ,T,) <ls aj toc - pour une t-norme archimédienne stricte
k’

elee-l v1 ~£ (bsT(aytb,,/b;tCy) eT [fe te (by) Ela) FEE (ey) £(oy)1)

= (Et) flay )+£(e,) -ftby)] = ay FM
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pour une t-norme archimédienne non stricte ;: 
Si Be. = @ et s'il existe un b, é€ By tel que bs L

5
= , on a alors(-1) yer -1 ou s'il existe un b, € Bg tel que by = o

Tayths,b,te,) =f [ff (£(b,)-£(a,))+£¢ (Elo) -£(b,))]

= c, >T
(-1) 5 or 

Tq = AGT Me % 6
=f If (c,)-£(a,)] =f [£(c,) -£(a,)]

T =a tT ¢. 2 Typuisque a; > CLF 
ee 6 -

et max(T,+Ts rT) =a, T Cysi by é Bey c'est-a~dire si a, > co 2 b. :

Ta, th, Z bstey) = ie me, > l) =a

et T; =a, Tt (max b.)
i

b5EBe

En conclusion pour le deuxiéme cas ;

Si Be #@, ctest-a-dire s'il existe un j tel que
o

b, ele.a ll, ona: 
|

H " {min b.) tec $ato =T 
1

4 b.er,. J k i k 5 
|374 
(

T = a, T ae b5) < a, T = Ts.
.EB
3776

donc : max(T4,T, ,T¢) = T, = ay T Cy.

e

Si B. =f et si ¥j = ty4.07n, ce >a
alors puisque t est strictement monotone :+

i ou bs < cy

Ty a a; T Cy et Ts < a; is Cy

et donc : Sue, TMa,tb, ' bite, ) = max(T4,T,) i cy.

3
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ANNEXE 2

En effectuant le produit membre A membre de
s égali

tés précédentes, aprés simplification, o
n obtient

n =
4 

5 
a 

8 a
g

bémonstration de la condition de normalisation des mesures 1 + Ag(X) i=l i

de Sugeno

D'oa la relation (12) puisque g(x) = 1

Bote X= Gey ekg reeset et By = {Xp eXgeeeee ke} Og ken

I (12)

: = +e TF (1 + Ag,)Posons g, = 9, ({x,}) i= 1,...,n 
, i ‘

Les mesures de Sugeno vérifient pour \ ¢ J-1,+@|7

VA eh
zs, ef si AAB = G alors g, (AUB) = 9, (A) +g, (B) hg) (A) «g, (B)

(11)

g(A,) = g(Ay {x,}) = g{Ay_ i) + Jp + AGfA,_,) Sy

d'otd : 
|

1+ Ag(Ay) = 1 + Agia, J) CL + Age) + Agy

1+ Ag{A,) (1 + Ag) + Ag (Ag~1))>

Ecrivons cette relation successivement pour

L=1,...,n

ul

1 + Ag(A,) = (1 + Ag) (1 # Ag(@)) 
i

1+ Ag(As) = (1 + Ags) (1 + Ag(A,))

th

«
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Les compositions de relations floues scnt intro-

duites dans les problémes de reconnaissance de formes, en

généralisant les notions binaires classiques. Ainsi appa-

raissent, a partir des différentes contraintes, les normes

et conormes triangulaires.

Nous rappelons que le syllogisme indirect n'est

pas parfait, quel que soit l'opérateur de composition floue.

Nous déterminons pour la composition sup-t norme

(ou inf-t conorme) un opérateur de maximalisation (ou de

minimalisation).

Aprés avois repris les résultats des mesures d'in-

certain, nous donnons une application numérique au probléme

de classification des phonémes.

Mots-clés : Normes et conormes triangulaires.

Opérateurs d'implication flous.

Syllogisme.

Equations de relation floue.

Mesures d'incertain.


