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INTRODUCTION
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Un probléme fondamental en &lectricitd est d'établir la 1liai-
son entre la densité de charge sur un conducteur et le potentiel crée par
cette distribution en un point quelconque, en particulier, si ce conducteur
est placé dans un dié&lectrique, continu ou discontinu, de forme variable.

Ce probléme est important puisqu'il permet, par exemple de cal-
culer les capacités d'un ensemble de conducteurs, mais il est aussi trés dif-
ficile puisqu'il conduit 3 la résolution d'un systéme d'&quations intégrales.

La connaissance d‘une solution numérique est alors un atout trés
précieux et dés 1'instant ol une méthode mathématique permet d'y parvenir,
elle devient d'un intér@t considérable.

Notons que, la solution numérique de problémes de la théorie du
potentiel a un intérét qui dépasse le cadre de la simple électrostatique
puisque 1l'on sait, que, par des analogies, le méme probléme se trouve, dans
les méres termes, posé dans bien des domaines de la physique ou de la mé-
canique.




A. PROBLEMES PLANS

I. CAS GENERAL

I. 1 Position du-problépe :

Etant donné un domaine D2 entouré par un domaine D

]9

les fronti&res respectives des domaines Dl et D2 . Nous nous proposons

Pl et Pz

de trouver numériquement la solution ¢(x,y) du probléme défini par les

quatre relations :

(1) Ap = O i 1l'intérieur du domaine D2
(2) Ap = 0 3 1'intérieur du domaine Dl
3) ¢ est donné sur la frontidre I'y

¢ (Pi) = F (Pi) en tout point Pi de T

F fonction donnée

-

(4) le flux 3 travers T2 est continu

i ; \
€1 '._dib. \I l d¢ ;
\ dn fext \ dn { int

0
m
N

€] et €, représentant des constantes

P -
7 e N
M o .
do;ble 7 nP ~
couche g (Dl sext T )
» ¥ ¢ int | \
\l (e0) y N -/Fl
simple couche h K D €2 w /
L 247 /
! -l /
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I.2. POTENTIELS DE_SIMPLE COUCHE ET DQUELE COUCIE

La relation (3) é&tant une condition de type Dirichlet,
répartissons continument sur T; un potentiel de double

couche de densité g, donné par la formule (5)

- ¥y cos (PM,n.)
— |l g(s) —— P g5y
g | F r (M,P)
v I

—— g

P point courant sur I';, la normale n_ étant orientée

5
vers l'intérieur, r(i,P) dé&signant la distance arithmé-
tigque PHM.

e

cos(PM,np

s'évaluant & partir du produit scalaire
r(M,P)

e
PM.n
D

—1:7~;'—Cette fonction est solution de l'éguation de
PM

Laplace (relation 1) dans tout le plan.
La relation (4) étant une condition de type
Heumann, répartissons continument sur T', un potentiel de

simple couche de densité h, donné par la formule (6)

=

-

(6) h(gy) Log WM dg,

N point courant sur T,

Cette fonction est solution de l'équation de Laplace




(relation 2) dans tout le plan en dehors de T, ‘jlopérateur

Laplacien étant linéaire, le potentiel induit en M apparte-

nant au domaine est donné& par

S cos (f’—ﬁ,gg) 1 {"‘

(7)) se= —! gfs_) —- -— as_+ —| B(&y)LoghMdEy
i P rw,p) Py

Tor

Vi

ﬂ\&‘z

I. 3. RESOLUTION NUMERIQUE.

La résolution numérique de ce problZme s‘effectue en
deux temps.

I. 3. 1. DETERMINATION DEES DENEITES DE COUCEE g et h

On détermine les densités de couche g et h, correspon-
dant au probléme posé&, en écrivant les relations (3) et
(4) . La continuité du potentiel de simple couche et la discon-

tinuité du potentiel de double couche donnent pour la rela-

tion (3) en tous points Pi

de T 1

1 cos(§3i;ﬁg) 1 f )

T I r (Pi +P) L 'y

e
_J"’// e
o ‘fik\.
. -
fi Rt
T 1 # P
- Fresat= K“\ \!‘,
N h! Y,
§ s 1 E %
[ I Y ! \
i 1 Ny / !
{\ . ,,f“q :_,) P,
\ S e /
y ¥ td
\ 2 ) S
o P
BRclF SR I
- 3 -




La dérivée normale d'un potentiel de double couche est une fonction con-
tinue, par contre la dérivée normale d'un potentiel de simple couche est

discontinue et s'exprime par les formules suivantes en tous points Ni

de rz
2 oz >
fd¢ § i / COS(NNi’nNi) i ‘ E cos(PNi,n )
S8l = h () + /Ry ag v +leey & — P g
{dn | int / r (¥, 1) 4 r (v, ,P)
T, 1
(46 | | } °°S(NNi’nNi) | 4 cos(BN, ;i)
%Eﬁj ext h(Ei) + — h(EN) ———— g+ —-g(sp) — ————ds,
ﬂj r (N, ,N) g dn  r(N;,P)
T'p i Iy
La relation (4) entraine
€ € ﬂ —x —>
2- =1 a cos(PNi,n ) :
glsp)’ — ——3—F—a - (e1 + ) b ()
q / dn r(Ni,N) P
VAR
f -2 —>
€y ~ € .} cos(NNi,’nN.)
+ — lh () s acies B = [
q | N r (N, ,N) N

/Ty

-

La détermination des densité&s g et h se fait 3 partir du systéme intégral

obtenu en regroupant les relations (8) et (9)




E

T S — —_— = — -

o s 2] ey PIERLE lf
. - s =
EARS T ) j I8 e b h (g,) LogNP,dg = F(P,)
T
r r(P;,P) sz
(8)
(10) S+
g5 = e ; ( a coo(PNi,np)
e gis; )= -- oo ds ) - eyt
1 P an rw,,p) P 172 R
T, i
€2 . €] ( cos(ﬁﬁl,ﬁ&i)
+ -——-———J higy) -—————2i-de =0
T r (N, ,N)
(9) I‘z 1

Nous calculons alors de mani@re approchée les valeurs

de la fonction g en n points P1

seecsscsccce P

n
et de la fonction h en n points Nl“"' ...... Nn
correspondant & des angles polaires
op = 9. _ = lgie
e n
n n

2
réguliérement espacés sur ( O, 2 9) de 1la quantité~:1~
n

Pour cela, on écrit (8) aux points Pl"“'Pn

et (9) aux points Hyeeveo.N ce qui donne 2n relations.

Toutes les intégrales qui interviennent dans

ces relations sont de la forme

9
11
(11) £(8) k (y,6) de

(2
|
J o




T o — -

Od f est une fonction périodique de période 2 7; k(y,s)
noyau. On remplace chaque intégralé par sa valeur approchée
4 l'aide d'une formule de quadrature.
Compte tenu de l'ordinateur dont nous disposons,v
nous avons choisi une méthode d'interpolation trigonométrique.

Les noeuds dfinterpolation &tant les j guil correspondent aux

points Pj et Nj On obtient alors

2% 29 n
(12) £(6) k(y,0) d6 » — 2  £(6.) k (¥,6.)
| \ n e 3 j
J
Lo

Le systéme d'équations intégrales (10) devient aprés discré-

tisation le systdme matriciel

(13)
i B 1] [l
| RN R
' ! !
|

|

!

s
i

Les sous-matrices .iAl LQJ 7 {EJ ’ rDi seront expli-

— - — -

citées dans chacun des exemples traités. La résolution du sys=

téme matriciel (13) conduit 3 la détermination des densités

T - e T o e o e
I. 3. 2 _CALCUL DU POTENTIEL

—— . ——

Les densités étant connues, on calcule le potentiel en un




point quelconque du domaine gr8ce 3 la formule (7)

~

1 cos(?ﬁ)ﬁg) 1
b)) = ~= | g(s ) —e——— as_ +--| D(Ey)Log Nidey
- P x (M4,P) L
Iy Pp

La technique de quadrature précé&dente ne peut pas s 'appliquer
sans modification. En effet les noyaux log et %?» présentent
une pseudo-singularité et une approximation correcte de ces

expressions nécessiterait l'utilisation de polynomes de tré&s

haut degré.

I.3.2.1. ETUDE DE L'INTEGRALE LE LONG DE ry

Si le point M se rapproche du contour Iy, appelons

Pk.le point parmi les Pl' P Pn le plus proche de M

g ceeens

~..
T P
/ ~
/ ™~
M /'n .

R S
cos(PkM,n )

L"expression de — -» qui doit intervenir lors de 1la
r(M,%{)

discrétisation de l'intégrale n'est plus bornée.
Parmi les techniques possibles de calcul du poten-
tiel, nous dé&composons 1l'intégrale le long de I'y en deux par-

ties.




I ad

1

=

cos(PM,nP) 1 [ cos (PM,n_)

H oy
‘ gis;) ds_=-—F | g(s_)-g(s )+g(s }| ——— B as
v ir, . r(mM,p) P g/ tTP Py Ppd  r(n,p) P
LrI,l .
(14)
—r 2 et
cos(PM,nU) | cos (PM,n )
. tg(sﬁ)“G(sD ;1 _ — aE +_l__9(Sp ) — ds
T E PL r (4,P) ooy k {; r (M,P)
1 1
Le noyau de la premiére des deux intégrales est régulief
et s'annule lorsque le point P est en Pk. La seconde in-
tégrale est connue strictement.
| cos(PH,n))
(15) { P ds 2 sz ~
) - = 27 pour IM intérieur & T,
o r(M,p) -
!
On applique alors cette technique de quadrature (cf. page s5)
en tous les points du domaine intérieur a T,
On obtient :
i cos(ﬁﬁ,ﬁ;)
e g(s ) ————— ds_= 2g(s_ )
T P r(u,p) P P
'y
n — - .
2 ~r—cos(P.M,n_") f ds %._ -
+ — > Ps - | -
pa 3 gls, )-g(s_ )
n Ty T4 ) ae / Py Fie
3 J .
Bfad =07

I.3.2.2. ETUDE DY L’INTEGRALE LE LONG DE T,

———

La m&me difficulté apparait avec 1l'expression de Log M

- 8 -




lorsque la distance WM devient trop petite

Soit N , le point parmi les Nl’ Nz"""'Nn le plus proche
R

de N
I 1 [
__; h(gN) Log NMdgN=— {h(gN) —h(E,'\7 )+h(EN )_:{ LOgNMdEE

(ns»"]‘ 4T k 3

2
(17)
1 & -
=3 [h(s?,)—h(EN ).I LogNMde,. i._ h(g.. ) { LogNMde
- J{ 3 1 N g M

T, ] & Jr,

-

Cette méthode ne s'applique que dans la mesure oll 1'on est

susceptible de calculer mathématiquement ( Log NMdEN (cas du

L,}Pz
cercle) . Sinon une technique différente eost exposée page 27

lors de 1l'é&tude de l'ellipse.

IT. CAS DE DEUX CERCLES _COWCENTRIQUES CENTRES A L‘ORIGINE

Dans un but de simplification et afin de tester nos résultats
d l'aide d'une solution stricte, nous avons d'abord envisagé
le cas de 2 cercles concentriques centrés 3 l'origine.

PROKLEME : Trouver numériquement la solution ¢ (x,y) du pro-

bléme dé&fini par

(1c) A = 0 & 1l'intérieur de c, O¢ orx
(2¢) 4% = 0 dans la couronne comprise entre C; et C, = peR
(3¢) ¢ sur C1 = F (y) fonction donnée

Sy Lo

G . “uQ
(4c) €1 {-—- = 2 __ & la traversée de c,

én § ext dn /int

_9_




/
e o
# ‘,-/'
£ bl L EEEEE A B
s L 7 )
i s o Rm %
H 7 % t
| : Y :
double { i } ,
couche % , 4 ¢
,t\ \._ ;’e 2 ;’- l
simple couche Y Ar)  /(R)
- +._Int .~ /
L § \.w___.// //
N a '/
. Ext rd
g

Les particularités suivantes apparaissent

= Le calcul de la dérivée normale se raméne 3 une dérivar:

tion partielle par rapport 3 r
= ~—t
cos (P i,nP)
~ L'expression de se calcule & 1l'aide des
r(Pi,P)

relations trigonométriques dans le trianglde rectangle

’//,//. ‘\‘\\\
P, AT 5. An
i | ,K‘V/ XP cos(PPi,nP) 1
\j ] (13) =
Vo !
E ‘f r(Pi,P) 2R
.“‘“\ . <]

Nous utilisons toujours les potentiels de simple couche et de
double couche. Les conditions (3¢c) et (4c) se traduisent par le

systéme (10). Le potentiel induit en M est donné par la formule

(7)




TI.1. CALCUL DEE DENSITES_SOUS FORME DISCRETE

IT.1.1. Ecrivons que le potentiel est connu au point Pi de C

1
ot
1 cos(PPi,nP) 1
(19) g(Pi)+—~—' g(sp) dsm+——~ h(EN)LogNPidEN - F(Pi)
T r(P;,P) T
. Cl 02
Compte tenu de la relation (18)
(20) (P )+—}—- { (s_)ds +-i-—- h(g.,)LogNP dg,. = F(P,)
giﬂRJigpp% by LOGNP dEy i
<y c,
Les coordonnées polaires de N sont (r,«) celles de Pi(R,ei)
— 2
NP% =R2- 2Rr cos(6; = a) + r
Soit pour (20)
29 (29
| . : 2 2
| g(Pi)+;;~ g(Re) d9+;- h(ra)Log[R-zR}cgg(eia)+r_Jda = F(Pi)
T
| O (e}
|
i: b . ~
Chacune des précédentes intégrales peut -&tre approchée par la méthode
de quadrature exposée en I.3.1. pages 5 et 6. La relation (19), écrite
S [ETnS Pl"""Pn réguliérement espacés sur (0,217 donne 1'expres~
sion matricielle
o ~ t & = 1 7
(al Tel + [3] [n] = [¥]
. 1
(21) avec Atj T ok Ajy= 1+ —-
n n
|
r i7.2 2
B.. = — Logiji R"= 2Rrcos(8.-o.)+r /
13 n i L - J) sk

L - 11 -




Nous remarquons que la somme des €léments de chaque ligne ou
de chaque colonne) de la matrice /A |est constante. Une justification simple
est donnée page 38

IT.1.2. TRADUISONS MAINTENANT LA CONTINUITE DU FLUX A TRAVERS C

2
€y = g1 [ cos(kfl:f. ,'W
8
—— g(s ) — —-—-——I—DL ds_ - (g1 + €5) h(Ei)
™ P oar r(N.,P) P
e &
1
€] . €2 COS(NNi’“Ni)
- — h(¢, )———————— dg_=0
w o r(N,,N) Y
(.‘ 1
C
2
cos(PNi,np) PNi . np R-= rcos(® - a.)
Posons f = = = = L 5
r(Ni,P) ;ﬁiZ R® - 2chos(6-ai)+r
2, 2
af (R™+ %) cos(eﬂai) - 2Rr
——— = 2
dr [-Rz - 2Rr cos(6~ai) + rz_]
Nous obtenons alors en divisant par e,
€1
b= — [ 2 2, 2
€0 ! 2rR-(R"+ r")cos(0-ai) .
(22) — R} gme) 86 ~(Zl+ 1h(g;)
i } @2 ~2Rrcos(89ai)+ rZJ '
L e
€3 21
[ ——
€2
* h{ra)dae = ©

--12 -




e

Aprés discrétisation la relation (22) devient

€1
- 2rR - (R2+r2)cos(e—ra,)
N}
2 — R g(Re.)
2 . 22
R™~ 2Rrcos(6j- a;) +r ]

i=1
(23)
€1
1 - — n
€1 52 ——
- ( +1)h (ri) —_— if h(ro,) = 0
€2 u J
j=1
wa relation (23) écrite aux n points Nl’ NZ""""Nn réguliérement
espacés sur (o,Zﬂ) de la quantité 29 donne l'expression matricielle
n
= 'y = T
! =
el e » 0o o] = [o]
€}
avec ] - — 2Rr - (R2+ r2) cos(6' = ax)
€2 j 1
Ci] = 2 R =
B {RZ— 2Rr cos(®, - ai) + rzj 2
(24) J
1 - g €1 1 ——E1
D,.=~—=2— et D,,=(1+ ) - =2
ij ii
n €9 n
it j

La remarque précédente relative & la matrice EA_]se retrouve pour la
matrice [D :l

Pour une matrice de dimension inférieure 3 40, sur IBM 1130, la méthode
de triangularisation de Gauss, pour la résolution du systéme matriciel
(13) donne les densités g et h sous forme discréte.

Pour une matrice de dimension supérieure, il est nécessaire d'8tablir un
programme de résolution de grand syst8me linéaire utilisant le disque de

1'ordinateur.

- 13 -




II. 2. CALCUL DU POTENTIEL EN UN POINT QUELCONQUE DU DOMAINE

Le potentiel est donné par la relation (7

: cos(ml—fp 1 (£ ) LogNHds
- g(s ) ————>——ds + — 1| n EN Log N
o (M) § P r(M,P, P 5
] cl z C2

M est repéré dans un systéme de coordonndes polaires(p,y)

II. 2. 2 ETUDE DE L'INTEGRALE LE LONG DE Cl

On utilise le résultat de I.3.2.1.

St gn n
1 cos(PM,n ) 2R R-pcos( 6,-p)}{g1Re.)~g(RO)
-—~{ g(s ) ——— P g5 = 2g(R6k)+ —2[ . }[ 4 5 j
1 P roq,p) P n j=I % 20Rcos(,.-) + p
Je i ;

I1.2.2. ETUDE DE L'INTEGRALE LE LONG DE 02

On utilise le résultat de I .3.2.2,

Dans le cas du cercle Log NMdgN se calcule strictement
c

1our -le point ! intérieur au cercle CZ’ on utilise le th&oréme suivant

La valeur d'une fonction harmonique au centre d'un cercle est

égale 3 sa valeur moyenne sur le cercle.

-

{

t} LogNMdEN = 27rLogr si M est intérieur a C2
€2

Remarque : Pour r = | le terme complémentaire disparait ; pour cette rai-
son, nous avons choisi dans les applications numérique® un rayon r différent

de 1'unité.

- 14 -




1 7 1 f
. o r _ 2
_n_.j n(EN) LogFMdgN = 2rh(rek)Logr +£;— J {h(gN) h(ENk)] LogNM dEN
c
2

WV €2

En discrétisant

P

l !
— | h(g,)LogMde  _ - - £2 )2 ]
q f N N 2rh(r6k)Logr + - ;ﬁjh(rgj) h(rek{]Loglf 20rcos(6j () }
~ <y j=1
J#k

Pour le point M extérieur au cercle CZ’ on montre en annexe que

est égale 32 qr Logl oil 1 représente la distance

La discrétisation donne cette foig :

&

n .

I gl A J - 2 2
N l h(gN)LogNMdgN = 2rh(r613Logl +.EL_£22NJP(er) h(u6k§Logtf 29rcos(8j w)+p.
i

€2

n

i=1
j#k

II. 3. APPLICATIONS NUMERIQUES

IT.3.1. SOLUTION STRICTE

Nous avons construit pour le cercle un probléme de barriére particulier et
’ /
nous utiliserons cette solution pour toutes les vérifications numériques
ultérieures.,
Une fonction du type psin ¢ est harmonique 3 1'intérieur d'un
k. !
cercle et une fonction du type (kp+ ——) sin ¥ cst harmonique dans une

p
couronne circulaire.

Soient deux cercles Cl et 02 concentriques de rayon R = 4 cm et r = 2 en.

-15_




Les potentiels extérieur et intérieur valant 3 priori

300 p sin

-
[}

int
2

200 (p + — ) sin ¥
p

n

¢

ext

Ces deux potentiels sont continug au passage de C2

(9 int)C = (¢ ext)C = 600 sin ¢
2 2

Au passage de C2, il y a bien conservation du flux

¢ ‘g 94 2
( ] = = 200 (1 - — ) sin
do ext % ext p
dé - d¢
—_— = 300 sin y et (————} = 100 sin ¢
dn int CZ <8 ‘ext 02

Le potentiel sur CI est alors déterminé par

( ¢ ext ) = 900 sin ¢
¢

Nous avons donc résolu le probldme &tudié dans le cas

€1

i
—_— s — et F () = 900 sin ¢
€9 3

|




II. 3. 2. CALCUL DES DENSITES

Les points de discrétisation correspondant aux angles polaires

1 i=1,2, vevveee n

Pour determiner les densit@s de couche g et h, nous avons pris 50 points
de discrétisation sur chacun des cercles. Le systéme matriciel (13) est

alors du type

@ L] [] -]

Ne disposant pour ce calcul que d'un petit ordinateur, 1'IBM 1130 (8k),

nous avons di utiliser la méthode de Richardson (R&f V) pour résoudre le

systéme matriciel précédent. La matrice [A“]k de dimension (100, 100) est
bien conditionnée, ses valeurs propres sont toutes réelles, mais pas toutes

de m@me signe. ‘Nous avons remplacé le systéme (25) par le systéme équivalent.

@ B[] - [ (o

systéme dont les valeurs pPropres sont toutes positives. La plus grande
valeur propre de la matrice Lﬂﬂt [:A] est &gale 3 4. la plus petite 3
0,444, Le nombre de condition est €gal 3 9 et le nombre d'itérations a 2.

Dans un but de plus grande généralité, nous n'avons pas tenu-

compte des symétries du probléme particulier traité. Les résultats sont alors

les suivants :

- 17 -




sc ee escasc

e w0

-

N

#s se se 40 s o

.o

gi 3 hi z

1 ; 50.2324150 i - 6.2790522 :

5 . 428.661453 . 53.5826804 :

9 ; 701.045375 . = 87.6306692 :

13 ¢ 800.000030 - 100.000001 ;
17 ; 701.045367 .- 87.6306702 ;
21 ; 428.661448 = 53.5836814 :
25 : 50.2324208 ;- 6.2905443 3
29 : =340 6234 : 42.5779267 :
33 - 647;213610A : 80.9016978 :
37 P -793.6917790 1 99.2114686 |
41 .- 743.821205 s 92.9776475 ;
45 § = 509.939205 ; 63.7423990 ;
49 - 149.905055 : 18.7381314 ;

Tableau 1
II. 3. 3. CALCUL DU POTENTIEL EN UN POINT INTERIEUR DU DOMAINE

Les ré&sultats obtenus sont donnés par le tableau 2.

- 18 -
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L'erreur relative, due aux erreurs de discrétisation et aux errecurs de
chute, ne dépend pratiquement pas du rayon polaire choisi y et sur le

rayon polaire ¢ = T / 50 1le tableau 3 montre son évolution

¢}
tintérieur i C

5 . P . R e

Erreur relative! . couronne circu- .,
g H s : : Exrreur relative
. laire (CI’CZ)

o
. °

1

. . . v

. . - N . 3 . B
——

. s ° .

. . .

0.2 . 1.3 10- ; 2.2 . 8.6 10-’ ;
0.6 . 70 10’ 1 2.4 N PV T
0.6 3.7 10 | 2.6 D 6.7 108
; 0.8  , 3.3 10-/ | i 2.8 6.4 108
: .o i 2.6 10- 1 3.0 ;1o 107
' 1.2t 19 107 3.2 7.8 10-7
: wd  » onp M B L 3.4 © 7.8 108
: 6 i 1.7 107 i . 3.6 :os.s 105
: 8. i 7.5 10 i .18 P20 a0t
2.0 i 65 105 i . 4.0 : 7.5 108

Iab}eau 3 (n =50

La modification de la formule de quadrature pour tenir compte du noyau en

cos

Log est trés satisfaisante, celle due au terme en est nettement moins

bonne. Une &tude plus détaillde reste & faire. g
Au voisinage du contour Cl’ l'erreur de discrétisation est nette-

te. Par contre pour fes valenre deg n

de discrétisation est sensiblement la méme en tous les points du domaine

-..20..




intérieur. Pour 12 points sur chaque cercle l'erreur relative, due aux

erreurs de discrétisation et aux erreurs de chute, est donnée par le ta-—

III. CAS DE DEUX ELLIPSES HOMOFOCALES

homofocales.

III. 1.

POSITION DU PROBLEME

¢(x,y) du probléme défini par

(le)
(2¢e)

(3e)
(4e)

A

A

¢ sur 1'ellipse E

{2

¢ =0 & 1'intérieur de E

¢

d¢

dn woE

- 21 -
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!

bleau 4 pour le rayon polaire § = §/12
p : : p . :
e . = % Erreur ¥ couronne * =
intérieur a C, 3 . . . . Erreur .
= 1* relative 3 circulaire + e +
N N . relative .
0.4 3.0 103 F 2.4 ;3.0 102
0.8 3.0 103 ¢ 2.8 . 3.4 10-> *
1.2 3.1 103 ¢ 3.2 * 4.6 1= ¥
1.6 2 3.3 10-3 3.6 : 4.5 10-3 :
2.0 £ 3.7 10-3 & 4.0 :-9.1  10-% ¢

Tableau 4 (n=12)

Aucune simplification n'apparait dans le cas de deux ellipses

Nous utiliserons les formules générales &établies dans la partie I

Nous nous proposons de trouver numériquement la solution

2

O dans le domaine compris entre E, et E

1 2

onction donnée

34 la traversde de E2




(7)

(8)

27)

S

double
eouche-

simple
couche

Nous répartissons toujours un potentiel de simple couche (condition de
Neumann) de densité h(£) sur E2 et un potentiel de double couche (condition
de Dirichlet) de densité g(s) sur E]

Le potentiel induit en M est donné par la formule (7)

e
1 cos(PM,n ) 1
$(M) = — g(s_) ds_ + — h(&, )LogNMdg
7 P ru,p) Pog | o
QLE] E2

III. 2. CALCUL DES DENSITES SOUS FORME DISCRETE

III. 2. 1. ECRIVONS QUE LE POTENTIEL EST CONNU AU POINT Pi de E1

Fal

1 cos(fii;;;) 1
P.) + — s ) ds_ + — h(£ )LogNP.d& _ = F(y.)
&( 1 T a( P £(P.,P) P q ( N & 1 °N lpl
VE = E

1
Scit encore :

(21

, if:zqr

kil r(P,,P)
v/ o

’ afle vy, i dE
1 cos(PPi,n ) (¢s l! N j
g+ | gRe) —— L7 P "}de + — ' h(ro)LogNP. / da = F(yp,)
de; ‘ﬂ} . da
= !

v/

- 22 -




= = S

Appelons c¢ le rapport du petit axe au grand axe de 1'ellipse, le point

courant P, de El est repéré par
iR

ay ¢
(28) D(ej) = =

4 c2 cos2 ej + sin2 ej

L'é€lément d'arc a pour expression

b p2 + p.2 - a2c2(04c0326+sin26)
!

! 9
de (czcos‘6+sin28)3

La normale'ﬁz étant 3 prendre au "point courant” P (condition de

Dirichlet).

. — .
-Les paramétres directeurs de la normale n; au point courant Pj sont :

cos 0. sinb,

- et - 1
2 2 2
a a“c
—
cos(ﬁ?i?;;) = "p

s'évaluant 3 partir de

r(Pi,P) PPi

Dans un premier temps, nous discrétisons les deux intégrales inter-
venant dgns la relation (27). Dans un second temps, nous &crivons cette
relation en n points correspondant aux angles polaires utilisés pour la
discrétisation.

On obtient :

PR 7 e T
’ \L0) L &_l LgJ * l_b_[ Ln_l ’_l‘
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D'une fagon générale, lorsque le point Pj tend vers le point Pi’ 1'expres-

cos(PjPi,nP-)
sion de 3 tend vers
r(Pi,Fj) 2R(Pi)

R &tant le rayon de courbure au point Pi de la courbe.

Le rayon de courbure pour une courbe en coordonnées pclaires est donnée par

2 2
(p +p'6) 3/2

02+29'2w pp™
On cbtient alors pour l'ellipse

/
1 c f c2c0529i + sin26i \ 3/2
(29) = ;

’\ {
R(P) 22 ' c4coszei . Sinzei /

Les ccefficients des matrices [A] et LB}sont aprés simplification

c2 1
A.. = 1 + —
= n cécosze./+ sinze.
i i
2 2 2 008 By s s i
) 2 a,” ¢ pJ (ej)pi(ei)(c éﬁ?bjﬁ§1n9i51nej ca,
ij 2 ; 2 2 . 2
ei3se P.,P, . . .+ .B/2
i n | a“( i J) o (QJ) (c“cos BJ sin ajﬁ/
a c a, c
avec p- (8 = et r( 9 =
/;zcosz 6+sin28 czcosze + sin28
2 2 2
.,P.) = p.7 + 0 - .Ps C .0,
d (Pl, J) % %- 2plpJ gos(eJ 61?
A 5. 3
r —ca /gicosf@. ~gin’e,
i = l—-Logipiz + r.2— 2r. p.cos(ei—a.j 2 “2 23 - 23 /2
J n = J 3t 3 (c"cos” 0 + sin 9;§




III. 2. 2. La continuité du flux 3 travers E2 s'éerit :

—_— —3
i)
. f 4 cos(LNi,np) 1
L | (s )— ds_— (ey+ep)h(E,)
T P dan r (b, ,F) P =
i
’ o =3
; cos(NNi,nN )
- SIE2 h(EN)__________;L_ ﬁéN =G
q } r(N,,N)
B i
2

= 0 ...
La normale o €tant 3 prendre au "point de calcul" Ni (condition de
i

- . —i . P
Neumann). Les paramdtres directeurs de la normale n i1ntérieure sont
cos6 sinei N,
cette fois - et —
2 2 2
a a’c

La relation (g) s'écrit

T o

e LG Ted~ prlist = |

Ir 'expression de la dérivée nor .le est :

df 3f of
—— = Qf m—— + 5

oi o et B sont les cosinus directeurs de la normale au point Ni

Pour une fonction f(x,y) des deux variables x et y, le changement de
variables x=rcos6, y=rsiné transforme la fonction f{x,y) en une fonction
¥(x,08)

Les dérivées partielles de f par rapport 3 x et y s'expriment en fonetion

o . .
des dérivées partislles par rapport & r ot 0 par les relaiions




o o — —

of JF sin6 OF
5— = cosb =

9x Jr r 30
3f = sin® oF . cosB oF
3y ar r 08

L'expression simplifige de la dérivée normale est

> ;I___TT_~_~‘_5:.(c2cosz +sin’ ) _3F sinScosG,l_CZ)Eg_
dn E/é cos” 6+ sin“® or T N 36
Les coefficients des matrices [01 et {D} sont dans le cas ot =l = —%-
J e
R o A -t S
. - 24 u(Gi)ZZ] + =D 31n61coseiZZZ ca, v(ej)
= n vv(e.) Lu(e. 13/2
i j’-
avec u(e) = c2 cosze + sin28
v(8) = ch cosze + sin29
w(6.,6.) = c2 cosb, cosb. + sinb, sinbd,
1] 1 ] 1 J
2 2 ) 2
& 1.) = - L
d (Pj,hi) e (ej) 2r(ei) p(ej)cos(ei ej) +r (ei)
s ]
7(6.,8.,) = - ¢“ sinb. cosH, + cosB, sinb.
i3 1 J 1 J

b 3 [2 N
1206007(8,) = 0, )cos(® 0.0 - rP(o;) - 3(ej)J w(e;,0.)

ZZ1 = A

d (Pj’Ni) v V(Sj)
272 =)r3(6 ) 2(6.,8.) - 2 £2(0.)p(5.) | Z(6.,6,) cos(6.-8.)
22 mixT(8;) 20850, 1P (85) [ 200450, 7%

o

. \ 2
- w(ei,eg) sxn(eiﬂej{}+ r(Oi)p (653
. _ 4
(Z (ei,ej) + 2u (65)51n (Gi ejﬂ { /d (PjJNi)V v(ej)

/
A

2 _ .2 ~ _ 2
d (Ni’Nj) =r (ei) 2r (ei) r(ej)cos(Gi Oj) +r (Gj)

- 26 -




o4 r(ei) u(Si) -r (ej) w(ei,ej) .caZVv(ej)

13 o P AR R YATCR) ue.)3/?
s07.s i’3 i i
i#]3
- 3/2 —
w(ei,ei}i caz\/v(ei)

i
D.i = 29 + u(e.)J 3/2
)

v(e,) _J' u(e,)

ITI. 3. CALCUL DU POTENTIEL EN UN POINT QUELCONQUE DU DOMAINE

ITII. 3. 1. ETUDE DE L'INTEGRALE LE LONG DE E!

Le principe est analogue & celui de 1.3.2.1. (page %), 1l'intégrale

—> —
cos(P¥,n )
--—--—————-E—-dsP valant 27 pour tout point
r(M,FP)
M intérieur au contour fermé C
4 " cos(P.,n ),
! cos(PM,n ) - i’ p. [ \- -
(16) [ P _ 2 j [ ds !
= g(sP) ——————ds, = Zg(sP Y +— § I_g(sP ) - g(sP ):
T r(M,P) k n j=1 rQ,P.) de /i 7 k|
vV E, j=k J 0=03
JITI. 3. 2. ETUDE DE L'INTEGRAL LE LONG DE E2
L'intégrale fLogNMdN ne peut pas se calculer ais@ment. On utilise alors
le potentiel V*(M), égal 2 une constante, correspondant 3 un potentiel de
A > . o i U
simple couche h (N) sur E2 est solution du probléme intérieur de Neumann
. . * e e .
(REf II page 6) la fonction propre h (N) vérifie la relation
_27_.
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cos(ﬁﬁ;ﬁa)

(33) ¢ KO - | KW@ ——gE_=0
N
E r(M,N)
2
Discrétisons alors 1l'intégrale en n points Nl ...... ...;;.Nn par la méthode

d'interpolation trigonométrique. Ecrivons la relation discrétisée enn points
Ml"""""'Mh' Les mémes angles polaires &tant utilisés pour les points

Niseoorons Noet M.

La relation (33) s'écrit

(34) [n'] [h*] - [o}

La matrice (DfI se déduisant de la matrice [Dm par modification des

é1léments de la diagonale.

Avec les notations de la page 27

D i = Dij
i#j . 3/2
(35) ¢(e.,e.ﬂ vV v(6,)
D,. = ¢ + u(8.) 1 ca -
1 1 2
j ve) | Fuce,) |32

La relation {(34), traduit donc que la matrice rDij admet la valeur propre

0. Les éléments de la matrice [h{] sont donc les composantes du vecteur
propre correspondant & la valeur propre O. Le calcul numérique du vecteur -
propre est effectué en se fixant la dernidre composante h¥n égalea _3 1

et en résolvant le systéme d'ordre (m~1) obtenu en supprimant la dernidre

ligne et la dernidre colonne de la matrice D'

. _ -~ - —
] ' v o fo -7t
D'iq  DYgpemswsenons o . D' ,n-1 " | D'y o
|
D'n 1,1 D' D'n,n~1 h*
’ n~1,2 ® n- - D' .
n-1, n
L o ! L_ ]




. . X .
Connailssant maintenant les valeurs h i (i=1......n), on calcule le potentiel

constant V pour un point M éloigné du contour E2 et par conséquent pour le

point central O

1 ' %
X
(36) VvV (0) = ___./ h (EN)Log ON dg,
q

E
2
Le calcul de l'intégrale—L— / h(gW)LogNMdsN s'effectue de la fagon
ﬂ \J’Y ‘
suivante E,
ﬁ ,
1 1 'r x k |
—=  h(E)) LogWMdg = — | | h(Ey)-kh(E)| LoghMde + % ' R(E )LogiMat,,
q N q / ~ i N7 N q / N N
v E iiEz E2

2

A [h(gN)-kh*(gNiLogNMdgN sy
T L/Ez h

Le noyau de 1'intégrale précédente est continu et s'annule en prenant pour

valeur de k la quantité
h(N,)
k = —2

* (9
h (Li)
k dépendant du raycn vecteur considéré.
e
Remarque : Les formules démontré&es utilisant le vecteur propre h ne s'ap-

pliquent qu'a 1'intérieur de Ez. I1 est naturel d'obtenir des résultats

rédiogres légdrement & 1'extérieur de E,.

IIY. 4. RESULTATS NUMERIQUES :

Le rapport c cdu grand axe au petit axe de l'ellipse est &gal i 0,5. La
donnée du potentiel sur E, est F(¥)=450 sin ¢y Les points de .discrétisation

correspondent aux angles peclaires.

_29_.
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En prenant 16 points sur chacune des ellipses, le systéme matriciel

4] =] -

de Gauss.

lE J de dimension 32 est résclu par la méthode

* e
Les composantes du vecteur propre h sont données par le

tableau 5 ainsi que les densités de couche g et h. La valeur de

V(0) est - 0,3415909 pour une cllipse de grand axe Egal i 1

a0 se es we

¢ oo o

e

.o

v ea

i 3 hi : B i 2
1 119.2722 : 185.1909 ) 0.9985567 )
2 293.9209 : 347.7578 0.6939345 :
3 403.6503 : 262.8475 : 0.6167643 d
4 467.1173 : 140.2916 , 0.5952366 :
5 467.1172 X 140.2911 0.5952160 d
6 403.6511 : 262.8473 : 0.6166952 :
7 293.9218 ) 347.7578 ) 0.6937822 =
8 119.2725 : 185.1935 : 0.9982172 :
9 - 119.2720 ) 185.1902 : 0.9982132 :
o - 293.9211 : 347.7570 : 0.6937719 :
11 : - 403.6509 : 262.8481 0.6166793 )
12 - 467.1180 : 140.2919 0.5951941
13 - 467.1177 : 140.2915 4 0.5952067
w3 - 403.6511 : 262.8472 : 0.6167225
15 - 293.9215 347.7578 0.6938685
16 - 119.2727 185.1931 1.000000

Le tableau

" T v 2 1
TABLEAU

6 indique les valeurs du potentiel pour

ﬂ/2j

-30._
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B - PROBLEMES TRIDIMENSIONMELS DE REVOLUTION

Les formules générales de la théorie du potentiel & trois variables (Réf I)
sont analogues & celles éteblies pour deux variables . Les courbe: T
sont remplacées par les surfaces S, 1'élément différentiel ds par dy

Les noyaux des potentiels de simple et de double couche étant cette fois

cos et 1 au lieu de cos et Log r
2 r r

Envisageons un systéme de coordonnées cylindriques (p ;8 , z) Le problime

est de révolution s'il ne dépend pas deg .

Mous avons directement envisagé un probldme de barriédre particulier : celui
de deux cylindres de révolution concentriques. Ce probléme ayant pour
avantage de nous permettre de tester nos résultats 3 1'aide d'une solution

stricte que nous serons en mesure de construire.

I - Cas de deux cylindres de révolution concentriques

I - 1, Position du problame

Nous nous proposons de trouver numériquement 1a solution ¢(p, 2z),

indépendante de ¢ , du probl2®me défini par les quatre relations :

(1ley) 4¢ =0 a l'intérieur de 5,
(2cy) A¢ = O dans la couronne cylindrique 15 8,
(Bey) ¢ donné égal &

fF(z) sur la surface cylindrique extérieure S1

1 O sur les faces extr8mes du cylindrezll et I,
(4cy) gliggg = €, fgiﬁ\ a la traversée de 82

‘L‘Ln‘ cxLo !l‘dl)l’ inte
= 32 =




L'unité de longueur sur Oz a été choisie pour que la hauteur du cylindre

soit égale & 5 cm. Les rayons des 2 cylindres sont Rl = 2cm et R2 = 1 cm

A2
\\:<
@JPZ Rl = 2 cm
Iy |
P R2=1 cm
M { h=1Tcm
sl

Répartissons continument pour les conditions de Dirichlet

fsur 51 un potentiel de double couche de densité g
4 sur I1 un potentiel de double couche de densité g;

Lsur 12 un potentiel de double couche de densité 82

pour la condition de Neumann

sur S) un potentiel de simple couche de densité h

4 1.2 Calcul des densités sous forme discrate

Nous allons écrire successivement :

la donnée du potentiel sur Sy
la nullité du potentiel sur &)

la nullité du potentiel sur Zy

la continuité du flux & travers So

_33..
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Nous obtenons un systéme intégral de 4 équations & 4 inconnues

Dans le cas d'un cylindre de révolution, les intégrales doubles inter-
venant se raménent & des intégrales simples en utilisant les intégrales
elliptiquess

En annexe; nous montrons que chacune des intégrales

ferr
CI1 (A,B) = ae A>|B| >0
TA¥B cos 0) 1/2
o]
ram
l ae
CI2 (A,B) = (A+B cos0)3/2 A>|B| >0
J) ©°

CI3 (A,B)

1}

am

[ e

|  TE+B cos0)5/2 A>|8| >0
o

7

peuvent s'évaluer en fonction des intégrales elliptiques de premidre et de

seconde espéce

m/2
E{m) # V1-m®sin2e as 0 <m<l
1w
f
¥(n) =] /2 dse 0 <m<l
/ V1=m251n26
J o

Nous sommes donc en mesure d'exprimer les deux intégrales suivantes en

fonction des intégrales CI1, CI2, GI3

2w
CY(A,B) =] o +B8 cos8 d8 _ B CI1(A,B)+ (a=AB ) CI2(A,B)
(A+B cos0)3/2 B B
le]

CI1(A,B)+

2
CZ(A,B) = a? +B° cos6+y’' cos 6d46= vy
j (A+Bce 8)5/2 B2
(o]

(B' = 2Ay') CI2(A,B) + (a' - AB"+A2y"') CI3 (A,3)
B B2 5 B2




La premiére quadrature des intégrales doubles est donc effectude i 1'
aide des intégrales elliptiques. La seconde quadrature se fait numérique-
ment en discrétisant par la méthode d'interpolation trigonométrique (cf
page 6). En &crivant les 4 relations en n points correspondant aux angles

polaires utilisés pour la discrétisation, on obtient le syst@me matriciel

= S T T T
1
Lo
ADlO ADZO ADBO AD4O g ]F
i |
|
ADSO AD6O AD70 AD80 h ! 0
(39) =i
AD90 AD100 ADllO ADIZO gl | 0
. i
|
AD|30 ADMO ADISO AD160 g, |0
. ! 2L

La matrice AD &tant construite bloc par bloc comme pour les probldmes
plans. Les coordonnées cylindriques des différents points sont :

1 2

; 2
P(2, ¥, 2), N(1, w, Z),:Pl(dl, n, 0) et P7( 62,n , 1)

I. 2. 1. Ecrivons la donnée du potentiel sur Sl

Ecrivons d'abord que le potentiel est connu en un point fixe

Pi (2 coswi, 2 51nwi,zi) de S

| A — 3
] ] cos (PP, ,n ) h()
w‘ Zg(Pi) + ‘l““{; g(P) 7 ik dp + l r(P,,N) o
| s r* (P, ,P) T g i
| i 2
| A —e e
: 2

! i i cos(P]Pi,n*) ) . , cos(P Pi’an) 9
| o BB e d gy (B) Pt = ()
; - o (. ,B) r° (2, ,p%)
| i 1 f 1
o &
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les normales n &tant dirigées vers l'intérieur

La discrétisation de la relation (40) permet de déterminer la premidre
ligne de 1la matricefjADl

Considérons 1l'intégrale sur Sl’ la fonction sous le signe somme devient
infinie quand le point P tend vers le point Pi On montre (REf I) que cette
intégrale est absolument convergente. Le calcul des él&ments du bloc ADlO
ne peut s'effectuer par la méthode générale. Il faut avant de déterminer les
éléments du bloc AD10 30 RO

connaltre ceux des blocs AD” et AD .

Détermination des €léments du bloc AD30 : intégrale double due au potentiel

de double couche g sur 3

P] { 51 cos ny Pi 2 cos wi P‘Pi'2cos?i?51cosnl npl 0
. 8 sin n, 2 sin y, ZSimJJi-Glsinnl 0
! 0 z, z, 1

i i

ap! = 8! g8l gnd

-»eiu-) ——-—T
,n -
cos(P Pi b ) . z;
2 1 il 1,2~ 2 1 1_ 4] 3/2
Y - 8 -
r (Pi’P ) L4 + (5 )7+ 2o 4 cos(n wil
—> —> o2 29
PP.,n) | ! 1
A1) 1 y, Sos(PE, 11 PRI .
@n 1 g](P ) 3 1] dPp’ = ~— [ § g1(6] ] i dn
q r (P.,P) q [ o
o 1 0 /oLA + (al)2 +zi2 -481cos(nl-wiﬂ 3/2
N e | I . ot .
L'intégrale en n &tant prise sur une période ne dépend pas de la valeur
wi (probléme de révolution). L'intégrale double se raméne alors grice a
CI2 & une intégrale simple.
a2
(42) I } 5] nra "T Isl\ n lvr:T Irl\ ¢l
" ) i vice ni\ Js Di\v-jj gl\o J 4o
J
C
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avec Ai(§l) =4 + (51)2 + z; et Bi(al) = -451

La technique de quadrature utilis@e pour les intégrales simples dans les

problémes plans s'applique ici pour 1'intégrale (42)

1 1 ,..1
=z, 383 ., B.. )
(3) 2 >z 383 CI2 (A, B g G8)
Tn 3
En &crivant la relation (43) en n points Pl""""""Pn’ on obtient
30 2 1
AD™ ., = — z. 8. CIi2 (A.., B..
ij Tn i j ( i’ 13)
avec Aij = Lk (6lj)2 + zi2
et B - 451'
ij = 5

Un calcul analogue conduit

ADAO.. - 2

1] an

D
(7 z;) §°1 c12 (Aij . Bij)

2..2 2
= f =
avec Aij b+ TP+ @@ Zi)

2.
-4 53

1

et B..
13

Détermination des &léments du bloc AD]O : intégrale double due au potentiel

de double couche g sur S1

Pi 2 cosw{ P | 2cosy PPi 2(coswi-cosw) np -cosy
2sin wi 2siny 2(sinwi -siny) -siny
21 z z, - z 0
i
cos(PPi,np) 2 [l - cos(w-wi)J et dp

2 = - 7 : sur S, = 2dydz
LD T8 (2 - 8cos(¢-wiﬁ 3/2
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Les €l&ments ADlO se déterminent de la méme fagon que précédemment

ij
i#j.
10 1 r. 2 SN
AD = -— 1701 (A,.,B,.) - (z,-2,)" CI2 (A.., b..)
13 on L 117 13 1] 137 137
i#]

avec A,. = 8 + (z.- z.)2
1] 1 J

-8

et B..
1]

La détermination des &léments AD

10 . —
i de la sous matrice 10 conduit 3 une

i
forme indéterminée avec les formules précédentes. Le calcul aboutissant

du reste d@ la valeur m = 1 (intégrale divergente) pour les intégrales

elliptiques.

{ cos(ﬁ?}?ﬁz)

L'intégrale —%} 5 dK est égale 3 2 si K appartient 3 1la
| T (Pi’K)

J D

frontiére du domaine fermé D. Nous prendrons comme domaine fermé D, la

surface latérale §, ainsi que les 2 surfaces’ L1 et T
Co décompose alors 1'intégrale
4 il 5
i x ; ’——,t; H e~ 5
1 COS(PPi ,n_) 1 / Cqs(;T;i,n ) T cos(PzPi,n ) 2
- 5 dP + 3 lp AP+ | — 5E— dp“= 2
g T(P;,P) ';’ r“(P,,P) /o (@)
s < E1 # Zp

Le terme de la diagonale ADlOii provient du terme en 2g (Pi) et du terme

provenant de 1'intégrale sur Sl pour P en Pi. Soit pour i fixé

ST 5 e, = a0 o 10
it = 4T (> Ay, > AT v 2 ADTLL)
=l < —
. j=1 j=1
j#i
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Détermination des €léments du bloc AD20 : intégrale double due au potentiel

de simple couche sur S,

| - 1/2
N cos,, Pi 2cosybi NPi = !5+ (zi - 2)2 - 4 cos(uw - wi):I
sinw 251mpi
Z | 2 dN = dw d2
i
P T &Z‘H
_l_. _Eﬁgl. dN = _l_. h(z ) dw T/2 dzZ
] -
T =N i | Ls + (z,- )%= 4 cos (w - ¥.)
’s ;0 J o = i
2 d ;

L'intégrale en w ne dépend pas de la valeur Wi.

L'intégrale double se raméne alors grace & CIl i une intégrale simple

4

r i T
I -
L) 2N gL / cti [a,(2,5,() h(Z) dz
/ i i
T r(P.,N) q =
/ S 1 ¥ Q
© 2
soit ADZO.. = i CIl (A..,B..)
13 T 13" 1]
avec A,. 2
ij = 5 + (zi - Z.,)
et B.. = - 4
1]

1 I
I. 2. 2. ECRIVONS QUE LE POTENTIEL EST NUL AU POINT Pi] (5i > Ny s 0) de L i

BN

1" (.ETP:, ] ,—5} ) i K (;i;l 2)
cos . L0 cos .0
(44) _1 | g(P) _ir_7°j;—_£L' dpP + i —Eégl—-dN " 2g1(Pli) + l—ng(Pz)'—E___jL_gi(
9 S] r (P i,P) q Szr(P i,N) ﬂf ¢ (P]i,P )
v

Dy

_.39_.
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La discrétisation de cette relation permet de construire la deuxiéme ligne

. -
de la matrice [ADf

H
50 1 i 3 1 .2 I
L. o= — ..5B.. ~ {$8,7)- ..sB. . )
ap”7 - 1 CIl (AIJ,BIJ) + Lts (6,7)-2j ] CI2 (AlJ,B”)!
avec A,. = 4 + (& ])2 + zj2 }
ij i
et B,.. = -4 6.]
ij i
De méme
.. = L crroqa..,B,L)
ij ij
n
2.
avec Aij =1 + (611 ) 2 + Z5 ¢
et B, = -28,
ij i
AD70.. =0 et AD70.. =2
ij ii
1] 2 2
ap80 = = 875 c12 (Ai.,B.j)
ij n
_ 1, 2 L. 2, 2 2
avec Aij = (éi ) + \Gj.) + 9
Et Bb,. =-248§ 2 6.'
ij 3 i
. . . 2 2 2
I. 2. 3. Ecrivons que le potentiel est nul au point P 4(6i oL ,%) deis
St e et T e
> y s T2 1
l cos(PP.",n ) i 1/ 1 Bon (P Ry By ) 1 2
srmn _— ] = 1 h(N)AN +—; g, (P ) ————— dF +2g(P".)
45 5 | e5— A o ey el I RS IS :
, 222, ,P) [ e @?m LT
v i? i 3 3 »
5 “g_ .
1 2




La discrétisation de cette relation permet de construire 1la troisiéme

ligne de la matrice [AD1

90 __1[ e 22 2
ST Lcn &y 50; ) [4 . 5% @ z)] CI2(A; 1By )

S e

2 2 2
avec A.. = (8§, ) + (7 -z.)" + 4
ij i j

Et B,., = - 45,2
ij i
a0 = 1 oerp oL, B
ij o i3 “ij
2 2
avec Aij (612) + 1 + (9~ zj)
et B,, = -2 6.2
ij i
a!?O o2 8 o AL, B
n 137 Ui
2.2 1.2 2
avec Aij - (Gi Yo o+ (Gj YY"+ 9
1 2
et D.. = =2 8, 8.
1] 1 ]
ADIZQ. = 0 et AD 120.. = 2
ij ii
i#j
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I. 2. 4. TRADUISONS MAINTENANT LA CONTINUITE DU FLUX A TRAVERS 52 AU

POINT Ni (1, w Zi)

La continuité du flux s'exprime par

y . 1
S YN
dn |ext . - dn .Jint

Dans le cas d'un cylindre de révolution, 1l'expression de la dérivée

noramle dé se réduit 3 d¢
dn Ap

La relation (46) devient donc

47 EYR IB k
D o) (2
3p,f ext 30 7 int

Soit pour la continuité du flux

,  COS(N,,n) e, +es / cos(NN,,n 7 )
g(B)— —~—5—=—L dp + 2 f(N) + | h(N) ——— 0 av
/51 T TNP) o2 Jsz N
— _— 'S 5> —
5 cos(P]N.,n l) : ' 2 3 cos(PzNi,n ) o
+ g, (P) 5 } P ap' + } g, (P7) i 2P arP° = 0
3p r (N.,P) / 30 r (N,,P")
1 z i
Zi v &2 ]

La relation (48) permet cette fois de déterminer les éléments de

la quatridme ligne de la matrice [AD] . Détermination des éléments du

130 -

bloc AD . Les coordonnées cylindriques de r sont (2, ¥, z) celles de

Ny (v 2))
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e o

>
cos(PNisEP) _ 2 =p cos (V= wi)

r2(d,;,? - [pz+4—(zi—z)2-4pcos(¢_wi)jjlz
—_— _—
3(?) _9d cos (PHi,np) 4P =
' 3 2(Nji,P)
m {Zn . =
= 2 g(z) l:§+110-(21—2)%%os(w~w{)—2cosz(w-wi;%£ ]dz
O Jo IS + (Zi-z)i - ACOS(w—wi}lb

L'intégrale en § est ind&pendante de wi, elle s'exprime en
fonction de CZ(A,B) (formule 38) avec a'=-6, S'=10-(Zi—z)2
.="2s

—_— —— m
g(P) _3 cos(PN;,nP) dP= 2 CZ[Ai(Z),Bi(Z)]S(Z)dZ
Sy XY ed (uiP) o}
soit
139 .
AD}Y = g% cz [Aij,bij]

avec Aij =5 + (23 - Zj)2

et Bij = -4

Détermination des E€ldments du bloc ADI4Q. Nou
sommes en présence de la méme difficulté qu‘au bloc AD

T s P == = oo " 3
L'intégrale cos (M, ,DNi) d¥ est absolument
1

2o

32 r2(ni, M)
convergente lorsque H - Ni. La normale &tant cette fois 3
prendre au point de calcul Ny
140

i4;
habituelle, On obtient :

Les termes A se calculent par la méthode

P STy 5 aar = ) -
Al)lj ] L-—CLl(Aij,bij)-i'(zi-z.j)‘CIZ(L\.ij,Bij)J
19‘3 2n
= . eay 2 -
avec Aij = 2 + (21 = uj) et Bij = -2
- 43 -




Calculons ensuite les 8léments diagonaux AD%?O

Soit la surface fermée constituée par la surface

lat&rale 35, et les 2 faces Z? et 1} du plus petit cylindre.

5

z’ \

™
;?)
/

~

(

——>
Calculons cos (PNi,nygi) 4P

o b4 - .
92"'214‘22 I‘z(["'iaP)

LS

&
n

_  —
(4%9) 1 5 » cos(PN4,0Hi) gp =
T J82+x) 41, r2(Ny,P)
—_— -
—
=1 ~ » cos(®Ni,agidocos (PWi,mp) gp

| ™ 32+21 ] rz(Ni,?)
f = =5 g
' + 1 « . Cos (PHi,np) gp

™ 82+El+22 rz(ﬂi’P)

la seconde intégrale qui apparalt dans le membre
de droite de la précédente &galitéd est connue strictement
et vaut 2,

Transformons la relation (49)

. [ e ol BN
_1_J cos'\sHisUgi’/ 4P + 1 ; . cos{¥ Hi,nui) 4gp +
m 82 rz(Ni,F) ™ Zl rz(N%PZ)

=~ G4 =




+ 1 cos (P2Hi Dyi) ap‘ _
1 M
w Lo r2(n,,2?)
(50) 1 cos(PHi,nni)—~00s(Fi,ng) 4P +
T jS2 r2(My,P)
[ L J—, o o
L Ccos (P Ui Tpi)-cos(plij,mp)  apl +
mo)EyF r2(Hi,pl)
r . e =
S an T 2.
1 cos(PZNi’nNi)—cos(P ii,np) sz + 2
ki JZQ rZ(Ni’PZ)

S5implifions par les termes communs aux 2 membres
de la relation (50). 9n obtient

— > == = —_—
(51) 1 cos(PNi:nHi) ap = 1 cos(PMisNygi)-cos (PHi,np) av
ki J52 r2(H¥i,P) ™ 32 r2(H1,?
— — ( — —
-1 » cos(?lﬁi,n?l) arl = 1 - cos(P2ui,np2) ar? + 2
T Ty T x2(ng,eD) ™ )2y T %(mi,e%)

—_— —3
—» _» Lorsque le point P€ 5,5, &valuons cos(PHj,ny i) et
cos{(PNji,np)

-

COS(?Ni,nﬂi)

donc cos(¥H

> > 5
= cos{(w=-wi)-1 et cos(PHj,n,) = l-cos(w-wj)
P BT,
> > > >
i’nNi) = - ¢o08 (PNi,nD)




La relation (51) se simplifie el devient

> = —_—

cos(Plii,BWi) 4P =-27 + Xcos(leiinf) dPl +
B2 r2(%i,P) Iy r2(gi,el)
— -~ 5
. cos (P2Ni, ny2) dp
o 22 & (Lig,22)
Le terme en 4147 provient de 2 €1 + €2 7w h(¥y) et
ii EI—:—EE
du terme de l'intégrale sur S, pour N en Iy « Pour i fix&
, . . oz
ap % = 281 4 o no ar « YT Ap 130 4 7 oap 189 Ly
ii —e ij ij > 140
€1 ~ &, i i j AD 4
Z Ak J
j*i
ADkigo et AD%i?O correspondant & la discrétisation sur
X o
Zl et 22
inat 21z & 5 5130 3160
Oétermination des Eléments des blocs AD et AD
130 Ella se fait d'une fagon identiquz & celle
de AD « Les résultats sont :
150 1 ]
AD;S = -6 4y 65 cz [Aij,sij]
n
A Lo+ (592 + 22 £ 3, = -2 ¢
| avec f ij j - u,l a .uij = J_
!
160
= zZ. - 2 CZ(A;.,344
ADij % (-i ) 5j (‘3133 13)
2.2 2 2
aveac Aij = 1 (05) + {(41-T) et rij = = 2064

La résolution du systZme matriciel [AD][X]* IBDI détermine
les densité&s de couche g, h, z;, PR
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I.3 - CALCUL DU POTENTIEL EN UK POINT JUELCOMQUE DU DOMATNE

Le potentiel en un point M du domaine intlrieur est
donné par

—

1 ->
o @if) = 1 | g{(?) cos(Pli,np) dP +
K Sl ]’.‘2(’-:3,?)

'
0

- S
gl(Pl) cos(?TEEl nply apl
1 ¢, el

E

— >
2(?%) cos(P2i,n,2) dP

Ly 2,2 %)

[1A)

R

i est repéri en coordonndes cylindriques par (p,6, h)

I.3.1 - Etude de 1'intégrale sur la surface 53

3oit Py le point parmi les Pl...?n le plus proche
de i, wa techmigue utilis&e précédemment ne s'applique plus,

J ->
L'intégrale 1 J [g(?)—g(?k)] cos(PM,np) 4P est
9 9. -
11 o i r =~ ‘il., P )
encore régulisdre mais so0on noyau tend vers une quantité finie

non nulle (vraisemblablement difficile 3 déterminer) lorsque
P est en Pk.

Hous discrétiserons donc dircctement 1'intégrale surx
——
Vi =1} 8(?) cos(¥¥,np) dP
U 2 (1, P)

81

v, = %E g {Cll(Aj,Bj)+[4—p2—(h—zj)2JC12(Aj,Bj)}g(2j)
avec A4 = 0? + 4 + (n - zj)2
By = - 4p
._47..
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I.3.2 = Etude de l'intégrale sur $o

Le calcul de cette 1intégrale s'effectue sans difficulté si 1e
point M n'est pas sur la surface 59

m 27
(53) Vo = 1| h(2) dy dz

Tio [p2+1+(h_z)z_zpcos(w—e)]1/2
i J

En utilisant 1'expression de CI1

CIl(ay, 2j)

13

avec Aj =02+ 1 + (b - Zj)2

Bj = - 2

Le potentiel de simple couche Vo est continu dans tout
1'espace. Cependant lorsque le point I est confondu avec le
point N, la quantitd 3 intdgrer tend vers 1'infini, Pour
résoudre cettc difficults d'interpolation, on utilise le
développement asymptotique de 1'intidgrale elliptique de
premil3re espice,

2T .
o = _4 (/TlT\
O /A + 2 cos8 Vi + [g] VA + 8] /

lim |¥(m) - 1 Loz _16 | = 9
m>1 2 lem?2 .l
Lorsque ¥ est sur la surface 32, 0 =1
' E(Z) K( /-£——~— )
T Jo V& + (h-2)2

._48_




Posons alors h1(2) = k(Z
V& + (h-2)

d'ed 1 - mz = (h~-2)2
4+ (h - 2)°

Transformons alors l1'intégrale Vo

ki
(54) v, = 4 hy (2) .K/[ 4 ) + 1 Log _.Q‘_‘A)_%] 4z
™ 0 1V G+ (h=2) 2 2 4+ (h-2)2
™
T 2
- @ by (2)-ky(h)] Log _ (h-2) az
7 Jo b2 ! G+ (h=2) 7
m
- 2h1(h) Log _(h-2)° dz
T 0 t+(h-2) 2

La dernié&re intégrale se calcule strictement par voie &l8mentair

m
Log (b=2)2 47 = 2n Log h + 2(7-h) Log (m-h)
o 4t+(h-2)2

ﬂLog[4+(h—w)2] + h Log 4+(ﬂ-h)2
4+h2

~ 4 Arc tg m-h - 4 Arc tg h
2 2

Dans la premiZre int&grale de la relation (54)
le crochet vaut 2 Log 2 lorsque Z = h, la quantit& 32 intégrer

dans la seconde intégrale est nulle pour Z = h,

On regroupe alors les deux premidres intégrales de(54)
w

0 P
Vo = 4 hl(z)K‘Z 4 ') +1 nhy(h) Log —(0=2)2 7 47
T )0 n \V4+(h-2)2 2 4+ (h=-2)2

2
- 2hy (h) Log  (h-2) az
™ 0 4+(h-2)2

On discrétise alors la premBre intédgrale

Ve =4 Y { h,(v,\g// 4 \ .3 ha(h) T.oo (h=2i)2 4
5 o & = i~ o e s B — [ A - © -~ =
T ifie {Ver(u-zdz ) 3 4+ (h-21)2
it
2
+ 8 hy(h)Log 2 - 2 h1(h) Log ..(b=2)" 4z
N i Y 4+ (h=2) 2
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1,.3.3.

Etude de 1'intégrale sur

Ly

—— . 1
Va =1 gl(Pl) cos (P17, npl) dp
) Zl r2(?,i’91)
v 1 [ ] 1
vg =2+ )y s.% c12 [A,,3.] 5,(5.1)
e o >1
PP R i3 j
avec Ay = p2+ (6% )2 + B2
5 = - 1
et Bj ZpGJ
I.3.4. Btude de 1'intégrale sur Lo
s e
v, =1 5,(®%) cos (p2y, mp2) gp?
T r2(i1,22)
n
vV, =2 (m-n) } §25 c12 [ay, B3] g, (842
nn j=1
avec Aj = p2 + (rsz)2 + (h-w)?
et RBj = - Ip sz
- 50 -




I.4 - APPLICATIONS NUMERIGUES

1.4.1. -~ Solution stricte

ilous avons construit, dans le cas de 2 cylindres de
révolution, une solution strictz que nous utiliserons pour les
vérifications numérigues ultérieures.

3 I3 3 - 3 = E
Envisageons le cas traité& dans 1la partie A ol 1 1
€9 3
Une solution particulidre .de A9 = O, & l'intérieur
d'un cylindre de révolution, s'annulant sur les 2 faces
z =0 et z = 1 et prenant des valeurs données sur la surface

cylindrique (réf, IIT page 170 b) est :

ig (p) sin =z

(33) *int

od I? est la fonction de Bessel modifiée de premidre espice
et d'indice zéro.

De méme une solution particulidre de A% = 0 dans la
couronne cylindrique est

(56) B o, ™ [alo(p) + BKo(p)] sin z

I et X, fonctions de Desscl nodifiées de premidre et de
seconde esplc: et d'indice zéro.

Ecrivons d'abord la continuité du poteuntiel 3 travers

o

)
(57)  aI (1) + BK,(1) = I5(1)

Ensuite la continuité du flux 3 travers 8o

e =1 fd¢ . (22 =1 {3g
{dn}ext 3 {dn} ex€=$>[3p}ext 3 (ap}int

(58) uI“O(l) s BK'O(l) = %




e ome ==

On utilise les relations entre les fonctions de Ressel

modifiées

Il(x) = I'o

Kl(x) = ~K

(x)

T (%)

Qegroupans alors las relations (57) et (58)

o I (1) +8
o

Iﬁ I,(1) -8

59

Le d&terminant du
donc une solution

Nous avons

‘1
[

U TE
T3

o

ic)(l) = 10(1)
Kl(l) =_L I1(1)
3

systime précédent &tant non nul, il existe
unique en a et B

0,84136963

H

3,47701331
résolu le problidme dans le cas

=[a10(2) + B KO(Z)] sin z

@ et B ayant les valeurs précédentes,

Le¢ potentiel &tant donné en tout point du domaine
par les relations (55) et (56).

I,4,2. - Calcul des densités

Les points de discrétisation correspondent

- aux points de cfte z; = i 1 = Ly2,0eepn
n+l
~ auk Ceicles Conccutrigues de rayou P - 24 L-lecen
n+l

- 52 -




Hous avons pris 25 points de discrétisation sur
chacune des 4 surfaces. Le syst3me matriciel (39) est du typ

fa] [x] = [2]

La matrice LAD] de dimension (100,100) est bkien
conditionn&e. Sas valeurs proores ne sont pas toutes positiv
Le syst3me (3%) est remplacé& par le systémz.,

(69) [ap]® [ap] [x] = [2]

La résolution du systZme (60) est effectuée par la
néthode de Richardson. Les résultats sont les suivants :
- » t a“nn
La plus grande valeur propre de la mattlce[ﬁD] [AD]est 332,3

La plus petite valeur propre de la matrice [AD]t [AD]est 1
Le nombre d'ité&rations est égal 5 2

Les densités sont données dans le tableau 7.

_53_.
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I .1 G POTENTIEL I H POTENTIEL I Gl POTENTIEL I G2 POTENTIEL I
I I I DE DOUBLE COUCHE I DE SIMPLL COUCHE I DE DOUBLE COUCHE 1 DE DOUBLE COUCHE I
I I SUR Sl I SUR S2 I SUR =k I SUR >0, )
I 11 00119109 I 0s0128199 I =0.4370907 I =064370907 I
I 21 061220251 I 040244221 I =0s4368863 I =0:4368863 1
I 3 I 062202044 i 000357254 I =004365355 1 ~064365355 I
I 41 03105970 I 0.0465015 I =004360230 I -0.4360231 1
I 51 02937456 I 0,056611¢4 I =004353267 I ~0.4353267 I
I 61 004693050 I 000655207 I ~004344168 1 ~004344]168 I
I 71 0.5366464 I 0,074298¢ I =0e4332552 I ~0,4332552 1
I 81 0.5950701 I 0.0816215 1 =064317937 I =0.4317937 I
I 91 066439021 I 00877770 I ~004259720 I =0e4299720 I
I 10 1 0.(825452 I 0s0926690 I ~0e4277137 I ~064277137 I
I 111 067105109 I 0s096220C I =0:4249199 I ~064249199 I
112 1 07274379 I 0.0983735 I «064214507 I =0.4214507 I
I 131 07331050 I 00990951 I ~=064170837 I =0.4170837 I
1 141 067274379 I 0.0983735% I ~0e4116228 I ~0.4116228 I
I 151 067105109 I 0.0962200C I =-0.4051222 1 -0.4051222 I
I 16 1 0.€825453 I 000926690 1 =0e3976077 I =063976077 I
I 17 1 0e6439021 I 0.0877770 I =003889811 I -0.3889811 I
I 18 1 05950701 I 00816215 I ~0e3790617 I ~0e3790617 I
I 191 0.5366464 I 0.0742986 I =003675928 I ~063675929 I
I 201 04693050 I 00655207 I ~0e3542271 I =0.3542271 I
I 211 003937456 1 060566114 I =0.3384972 I =063384972 I
I 221 02105970 I 0.046501% I ~003197681 I ~003197681 I
I 23 1 002202044 I 0.0357252 I =0.2971692 T =062971692 I
I 241 002220251 I 0.0244221 I ~002695507 I =062695507 I
I 251 0.0119109 I 0.012819° I =0.2356827 I ~002356827 I

I N=25 I
I TABLEAU 7 1




Ie4s3 POTENTIEL EN UN POINT QUELCONQUE DU NOMBRE
LES RESULTATS SONT DONNES POUR 3 VALEURS de h
1 I v I Y, I ERREUR I
I h=31/26 CALCULE 1 EXACT I  RELATIVE I
I 00100 I 003466 I 03554 1 0+028 I
I 0300 I 0.3528 I 003626 I 06026 I
I 00500 I e 26 76 I 03774 I 04025 I
i 04700 I 0s3913 1 03993 I 06020 I
I 06900 I Ool2bé I 0.4301 i 0.013 1
I 1,000 I 0e4360 I 0ok 89 1 0.028 1
I 1.100 I 0,4538 I 0s4668 I 0+027 I
I 1,300 I 0s4836 I 005095 I 0s050 I
I 14500 I 005291 I 065625 I 0s059 1
I 1,700 I 005904 I 0.6273 I 0.058 I
1 1,900 I 066718 I 007060 I 06048 I
I I v I v I ERREUR I
1 b= 4308 2 CALCULE I EXACT I  RELATIVE I
I 00100 I 008431 I 008250 I 0+021 I
I 06300 I 068606 I 068416 I 06022 I
1 0.500 1 008963 1 068752 i 00024 I
{ 0.700 I 069512 i 069269 I 02026 I
I 0.°00 I 1.0269 I 00,9982 I 0.028 I
I 1,000 I 1.0744 I 1.0419 I 0.032 I
1 1,100 I 1,0933 I 1.0835 I 00009 I
I 1,300 I 101602 I 101826 I 0.018 1
I 1,500 I 1.2618 I 1.3055 I 0,033 1
1 1.700 I 1.3991 I 1.4559 I 00039 I
1 1,900 I 1.5893 i 1,6386 I 06030 1
I Y I v I ERREUR I
I h = 9/2 i CALCULE I EXACT 1 RELATIVE I
I 00100 I 1.0312 1 1,0025 I 0.028 I
I 0.300 " 10,0525 I 1:0226 I 0.029 I
I 0500 I 1.0958 I 1.0634 I 0.030 I
I 06700 I 151623 I 141263 1 0e032 I
I 0:.900 i 102542 1 1,2129 I 0e034 I
I 1,000 I 1.2085 I 1.2660 I 06045 I
I 1.100 T 103347 I 1s3L68 I 0013 1
i 1,300 I 14157 I 14370 I Q014 I
I 1500 I 105390 I 105863 I 00029 I
I 1,700 I 107058 I Le7691 I 0.035 I
I 10900 I 1.9374 I 19910 I 0.026 1




CONCLUSTION

Pour des problémes plans, lorsque les domaines n'ont pas de
points anguleux, les résultats sont bons et peuvent se généraliser facile-
ment pour des domaines plus délicats que ceux de deux.cercles concentri-
ques ou de deux ellipses homofocales.

La détermination des potentiels de simple couche et de double
couche ne pose pas de difficultds. Seuls, le calcul de la dérivée normale
en chacun des points du contour intérieur, et le calcul du rayon de cour-
bure, par 1l'intermédiaire du cercle aggculateur, pour le contour extérieur,
sont assez lourds. Par contre, le calcul du potentiel au voisinage des fron-
tiéres des domaines est souvent délicat, par suite des intégrales pseudo-

singuliéres qui interviennent.

Pour le probléme tridimensionnel de deux cylindres de révclution
que nous avons envisagé; nous avons rencontré des difficultés par suite de
la présence d'angles. L'ordinateur auquel nous avions accds (IBM 1130 8k) n'a
pas permis de prendre un nombre de points de discrétisation supérieur 3 25.
I1 est fortement vraisemblable que les résultats seront considérablement
améliorés lorsque conme pour les problémes plans, nous pourrons prendre au
moins 50 points de discrétisation sur chacune des surfaces, c'est-a-dire ré-

soudre un systéme linéapire de dimension minimum (200,200) .

Nous espérons reprendre le probléme tridimensicnnel de révolution
avec un plus gros ordinateur et envisager le probléme plus général des

isolateurs.

S




Anpexe 1. Calcul de 1'intégrale ¢ = Log MW 41! pour i
extérieur au cercle Coo Co
27
$ =1 Log 1H? dll = 1 | Log (r? +22-24r cos 6)r do
2 C2 2 30
r # %
2m
d¢ I 4 2{(2-r cosb) do
d2 2 ]9 ;2 +2% -~ 28r cos ©
2T 1l 7,.2,,2 - r2
= | re+a2-2gr cosf ]+ 2= X
= T g’ =
5 1y 5 de
= [rz + 22~ 2pr cos 6]
2w
= ., 2t ,x(e?- r2) do
2 L 22 ) r2 + 92~ 22r cog 6
™
2 2
=r . + 2r (&< - %) do
2 22 o re + 89— 22r cos ©
1
Posons tg 6 = t d'o 1 (1 + tz)de = d¢t
2 2
x
d¢ - rm  «+ 2vr (22 - rz) 2 drt
de 2 29 9 (1+t2) [ré + 4= 22y 1 = t2
1+ ¢t2
= 7r 2r (R2-¢2) dt
[ [ 3 (r=2)2+(r+8)2¢cZ




Lanaat's

On pose alors t = r ~ g
r + 2 v
= pour & < r, om trouve d¢ _ ,
ag ’
soit $(L) = ¢(3) = 27 v Log r pour & < r
= pour L >r
-0
de - 1r L 2r (22 - rz) (r-2) du _ 27r
de 3 2 JO (r+2)(r-2)%(1+u?) 2
$(2) = 27 ¥ Log & + Cte !
- B S 12 ynen pr oot ore P e Gt o
${r-e) = [ Log [rz + (r-e)2 -~ 2(r-e) r cos e]de
2 |0
121T
_ 2 2
B 5 Log [Z(I - er) (l-cosb) + ¢ ] as
2 Jo - -
o
2 2
$(r+e) = r Log [Z(r + er)(l-cos 0) + ¢ ]de
2 jo i
2T
¢{r+e) -d (x-e) = X Log lﬁ(rz—er)(1-cose)+82]+4er(l—cose) do
2 o 2{x“~er)(l-cosb)+e?
[ 27
=r Log |{ 4 4er(l-cosb) de
2 JO 2(r“-cr)(l-cosb)+e?

h > 9 => Log (1+h) < h

N o~
o i
i~
S|t
~ii
[t (0]
(e 1]
Olo
SN A

a}

Zm
O < ¢o(r+e)=¢(xr-e) < ¢ € o a6
o
- J -

3]
N
r

= I &




'y W

O < ¢(r+e) -~ ¢(r-e) < xr

Donc ¢(r+e) > 2Zmr Log

2T

4er(l=cos6)

2 0 2{ri-egy){l-cosb)
r done § = O
¢(R) = Zm v Log £ pour & >r

I1X%




Annexe 2, Calcul des intégrales ©I1, €12, CI3, se¢ ramenant

aux intZgrales elliptiques

T
CIil (A,8) = | a9
2 (4 + 3 cosf) L/«
27 '
CI2 (A,B) = a0
0 (X + B cos0)37%
Al
CI3 (4,B) = a6

l. Intervalle de définition

La quantité VA + 3 cos © n'est définie; quel que socit
0 € [O,ZWJ gue si A + 2 > ) et A= > 3
soit A > || > o

2, %E&duction de 1'intervalle d'intégration

Chacune des intdgrales CIl, 2I2, CI3 est 3gale I deux fois
i'intégrale de 0 3 7
27
T
d
CI1 (A,B) = 48 = 2 de -
D {A+3 cos9) o) (A+B cos B)~7“
Effectuons le changement de variabie d = w=~9
s} m
CIL(A,B) = 2 |} -d¢ -2 d¢ - =CI1(A,B)

+W[A+Bcos(ﬂ—¢)]1/2 8] (Aaﬁcos¢)1[2

Hous pouvons donc &tudier las 3 intAsvales QT1, CI%, et 212
uniquement dans la cas ol & est positif,




e

3. Utilisation des intépgrales elliptiques de premidre et

de seconde aspéce

Figurent dans les tables

m/2 {ﬂ/z
(A1) “(n) = 46 et E(m) = /Y1-mZsinZ6 d6
D V1-n2s5inZ26 J 0
O<m < 4
En posant tg 0 = tynous obtenons
+o *oo
K(m) = dt = dt .
(1+t2) /I-mz t4 V(1+t D) (1-n2)e2+1|
0 1+t 2 o
De nénme
+ +0 2
[ j 2 2 1 - mz & 2
E(m) = 1 - Bt dt - Lo+it & dt
12 241 14t 9 (1+¢2) [y - mIEZ
1+t 2
(+oo
E(m) =| (Q-p2t’ + Q-p?) + o° o
Jj0 (1+t‘)/(1+t‘)[(1—&‘)5111] i
40
I(m) = (1-m?2) dt

o /A+eDH[A-nd)c2+1]

5 + o0
+ m” dt
0 (1+t2)/(1+t2)[(1-m2)t2+1]
donec pour O < m < 1
[‘:oo
(.;;2) ar - V(m)

}0 /(1+t%) [(1-m2)e2+1]

+o ‘
de - 1_ E(m +p’-1
2 (1+t2)/(1+e ) [(1-m2)t2+1] na mZ

E(m)




4, Calcul de CI1(A,BR)

Etude pour 3 > D

27 m
CI1(A,B) = 46 . 2 40
0 VYA+Bcos® 0o YA+5-2B sin2 §
2
m/2 T2
= 4 do = 4 do
0 VA+B-2B sin4p V/A+B (O V| _ 2B gin2 ¢
A+3B
Or A = B> Dws2B<C A + BE»0</ 2B 71
A+ B
Soit pour B> 0 CIl(A,B) = ___4& K(' 23
A "f’A"'B { A+B
et quel gque soit B#0 \
CIL(A,B) = _4 ¥ [2]3] )l
Ya+B]  WA+[B] ,’
5. Caicul de CI2(A,B)
Etude pour B > 9
2w T
c1z (A,B) = ae L - 2 s o
0 (A+B cos 08)>7% D (A+B cos@)3/4
Posons alors t = tg g d'cd de =1 (1 + t£2)4f
pA 2
+@ ok
at 2
CI2(A,B) = 4{ — — = 4| - (1+t-)dt I
Jo (1+t? )f A+B%—}§§ |372 L“-.+B+(A-?})t2_]\/.(l+t.2)
L J 0" [A+B+ (4B )2
2 =
Posons alors C~ = A + B puisque A + B > 0 et 4 - 3> 9
A - B

I

2 =
C #tant différent de 1 sinon pour C2
disparafc.

1, 12 racine carrie

=T 1=




CI2(A,B) =—% o (1 + £%)dt
(1=8)37/2  Jo (t2+c2)/(t2+1)(c2+c2)

(=]

+ 4{1-c?)

CI2(A,B) = dt
(a-3)3/2 V(£2+1) (£ %+c2)
G
CI2(A,3) = —t dt. _
c(a~8)3/2 o f1+c2)(1+c2 )
¥ )

c&-

dt
(A-72)372 o (£2+4c¢2)/(c2+1) (t2+c?2)

t = cu
+ ﬁll:&i} c du
(2=3)372 {0 c2(u2+1) [(1+c2u?) «
\/(1+u2)c2

|

On retrouve alors les intégrales E et X et apras simplification, quel
que soit B # O
CI2(.,B) = 4 Z /2 B )
(A=) va+]38] v A+T2T
6., Calcul de CI3(A,3B)
27 ki
CI3{A,B) = a8 =2( 40 .
3 (i+8% cos 0)2/4 Jo (n+B cos0)5/2
On pose toujours t = tg 5 »uis c? = A+ B, ¢t # 1
2z A = R
On trouve le résulwt suivant, quel gque soit B # O
S R
CI3(A,B) = — 4 - 4A%/2'B +(|B|-2)/ 2|8
3la-13])2[a+]5])3/2 L+|B vV X5 ‘
=VIL~
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