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INTRODUCTION

Un probléme fondamental en électricité est d'établir la liai-

son entre la densité de charge sur un conducteur et le potentiel crée par
cette distribution en un point quelconque, en particulier, si ce conducteur
est placé dans un diélectrique, continu ou discontinu, de forme variable.

Ce probléme est important puisqu'il permet, par exemple de cal-
culer les capacités d'un ensemble de conducteurs, mais il est aussi trés dif~
ficile puisqu'il conduit A la résolution d'un systéme d'équations intégrales.

La connaissance d‘une solution numérique est alors un atout trés

précieux et dés l'instant o& une méthode mathématique permet d'y parvenir,

elle devient d'un intérét considérable.

Notons que, la solution numérique de problémes de la théorie du

potentiel a un intérét qui dépasse le cadre de la simple électrostatique

puisque l'on sait, que, par des analogies, le méme problaéme se trouve, dans
les mémes termes, posé dans bien des domaines de la physique ou de la mé-
canique.



A. PROBLEMES PLANS

IT. CAS GENERAL

I. 1 Position du “probléme

Etant donné un domaine Dy entouré par un domaine Dis

les frontiéres respectives des domaines D, et Dy - Nous nous proposons

ry et lg

de trouver numériquement la solution $(x,y) du probléme défini par les

quatre relations

(1) 4¢ = O 4 lL'intérieur du domaine Do

(2) Ap = 0 a l'intérieur du domaine D,

(3). ¢ est donné sur la frontiére Tj

o (P;) = F (P;) en tout point PS de Ty

F fonction donnée

(4) le flux 4 travers [9 est continu

. \ E \

€3 se = E92 : do
\ dn jext \dn / int

€; et € 9 représentant des constantes

eo P

a pw
A M fo TM.double ey np ~.

couche ¢g D, gext pee a

] os ‘sy

p @ int }
Tv! r ; 1

simple couche h \ D fe.) 8 i
: se a i

\ e Py /
\ 

f

\

, ‘ (e1) /
. es

ye



I.2. POTENTIELS DE SIMPLE COUCHE ET DOUBLE COUCEE

La relation (3) &étant une condition de type Dirichlet,

répartissons continument sur [, un potentiel de double

couche de densité g, donné par la formule (5)

a

(5) ty cos (PM,n~)
~—-; g(s_) —~a ASD
# P r(M,P)

e Py

+P

P point courant sur [,, la normale n, étant orientée
“o£

vers l'intérieur, r(H,P) désignant la distance arithmé-

tique PM,

ee ee

cos (PIt,n,,)

—_———— s'€évaluant 4 partir du produit scalaire

~——-- Cette fonction est solution de l'équation de

Laplace (relation 1) dans tout le plan.

La relation (4) Gétant une condition de type

Neumann, répartissons continument sur [, un potentiel de

simple couche de densité h, donné par la formule (6)

*

fend

(6) h(é,) Log WM dg,

WN point courant sur [o

Cette fonction est solution de l'équation de Laplace



(relation 2) dans tout le plan en dehors de I, °;fopérateur

Laplacien étant linéaire, le potentiel induit en M apparte-

nant au domaine est donné par

1? cos (PYn)) 1 i

(7) o (M) = == g{s_) —- ~~ ds_+ —! h (§,)) LOGNMdE,,
i P sx (TM,P) Pe.

Ap 1 rp 2

tT. 3+ RESOLUTION NUMERIQUE.

La résolution numérique de ce probléme s'effectue en

deux temps.

I. 3. 1. DETERMINATION DES DENSITES DE COUCEE g et h

On Gétermine les densités de couche g et h, correspon-

dant au probléme posé, en Gécrivant les relations (3) et

(4). La continuité du potentiel de simple couche et la dgiscon-

tinuité du potentiel de double couche donnent pour la rela-

tion (3) en tous points Ps de 1,

— Fe oh

1 cos (PP. ,np) 1 f
__} + =g(sp) __ ds,+ ees F(P,)(8) g(P,) +

1)



pe

La dérivée normale d'un potentiel de double couche est une fonction con-

tinue, par contre la dérivée normale d'un potentiel de simple couche est

discontinue et s'exprime par les formules suivantes en tous points Ny

de To

fe Oo ,

\ 1/ cos(NN my \ | z cos(PN.,n_)
7 =h (&,) + + (6) a de, te) le) AF as,
dn / int x (i, JN) t r(N, 5P)

‘To a

‘ cos (iN, n ) fh arco
fo j | iy, cos(PN, ,n,,)
do = 1 i 1 d i
ie ext h(é,) : h(E) ss dey = g(s,) ee ds,q | r(N, 5N) 4 dn x(N;,P)

Jr, “Ty
La relation (4) entraine

€ € f >
2 =i q cos(PN, ,n)

B(s)o- ——+- Ra, - (er + €2) b (E,)
T | dn r(N, ,N) P

w ry

f —?t -—>
eg 7 €1 | cos(NN, ny )

+ ——————— th (E,,) = dE, = 0
q j : r(N. ,N) a

fT, z

>

La détermination des densités g et h se fait 4 partir du systéme intégral

obtenu en regroupant les relations (8) et (9)



(10)

if cos (PP; ;n,,) _ i {
ee

Me gece ww ee ee

P,) + --j sGP, ‘| g p? h(&,,) LogNP dé. = F(P,)
q

(8)

f° = Pi “DP

eo - e] | a cos ( Nin)

oe g(S_)—-- ~e-------- ds. = cf, + &.) h
q : Pan r(w.,P) P 1" 2). BE

1 1

ey te

Eo. €] cos (NN, ny )

+ ———-—— h(t.) ----------=+ dé, = 0qt Jt i r(N,,N) N
(9) 2 =

Nous calculons alors de maniére approchée les valeurs

de la fonction g en n points Py eee oes ceccoe PF

et de la fonction h enn points Nycee- 2 eGhae a

correspondant 4&4 des angles polaires

a qT. 8 _*_ + 22028)

n 4 on

2
réguliérement espacés sur ( 0, 2 9) de la quantité—21—

n

Pour cela, on écrit (8) aux points P cone PL
1

et (9) aux points Nypeeeee NL ce qui donne 2n relations.

Toutes les intégrales qui interviennent dans

ces relations sont de la forme

£(e) k (¥,9) de



ou f est une fonction périodique de période 2 9; k(y,6)

noyau. On remplace chaque seats aie par sa valeur approchée

a l'aide d'une formule de quadrature.

Compte tenu de l'ordinateur dont nous disposons,

nous avons choisi une méthode d'interpolation trigonométrique.

Les noeuds d‘interpolation étant les j qui correspondent aux

points P, et Ny On obtient alors

2 24 A . 27 M
wh) £(0) k(y,8) do v—~ > £(8.) k (¥s6:)

| : n j=l 3 3

A
0

Le systéme d'équations intégrales (10) devient aprés discré-

tisation le syst&me matriciel

(13)
A
 ee Se ier, ee He: Pe. Se

Pfiay 7) [isy] fey] |
i

Prey pat | mat ey !
yi +JLu Lo |

Les sous~-matrices jallal, Toy , fo] seront expli-
citées dans chacun des exemples traités. La résolution du sys-

téme matriciel (13) conduit a la détermination des densités

PUR were me la taa a ieiantee
ae ve © LaucuL DU POTERINTIEL

Les densités 6tant connues, On calcule le potentiel en un



point quelconque du domaine grace Aa la formule (7)

h (Ex) Log NMdé)

1 [ cos (PH, n) 1

$

Ty l'9

La technique de quadrature précédente ne peut pas s'appliquer

sans modification. En effet les noyaux log et = présentent

une pseudo~singularité et une approximation correcte de ces

expressions nécessiterait l'utilisation de polynomes de trés

haut degré.

I.3.2.1. ETUDE DE L'INTEGRALE LE LONG DE Ty

Si le point M se rapproche du contour T,, appelons

P, le point parmi les Pie Bp Po le plus proche de M9, * emma

a

Ney, P
oy be k

fosM fon .

i

cos (P. M,n 3}

“--, qui doit intervenir lors de laL"expression de St

riM,8_

discrétisation de l'intégrale n'est plus bornée.

Parmi les techniques possibles de calcul du poten-

tiel, nous décomposons 1'intégrale le long de Ty, en deux par-



1 i. cos (PM,n_)
i eee

1 | cos (PM,n,,) ,

g{s.,.) ds =--—{ | g(s.)-g(s )+g(s 1} ———~-2- as
Ye, > r(M,P) B a/ P PE PyS or (M,P) P

Ty .

(14)

wt i” te

cos (PM,n_) { ~=cos(PM,n_)
ra i [g(s.,) ~g (Ss. | — ee ds + 1 g(s,, ) —— as,
Ty E Py rv (M,P) Pog k fp r(M,P)

1 I

Le noyau de la premiére des deux intégrales est régulier

et s'tannule lorsque le point P est en r La seconde in-

tégrale est connue strictement.

; cos (PH, n>)

(1s) = oS = 297 pour M intérieur 4 Tr,
BP‘ r r(M,P)

On applique alors cette technique de quadrature(cf. page 5)

en tous les points du domaine intérieur 4 Tr,

On obtient 3;

7 f cos (PM,n_)

(16) g(s_) —____*_ as = 2g(s_ )
1 Pr (M,P) e Me

ry

n —

+ 2 S cos (P.M,n_) { ds | .
= t- | —Tig(s. )-g(s_ )n “xy r(M,P ) \ wae Py 2, |

JAR a 9=03

I.3.2.2. ETUDE DE L°INTEGRALE LE LONG DE Ir,

La méme difficulté apparait avec l'expression de Log NM

- 8 -

a 8 ee



lorsque la distance NM devient trop petite

Soit ! le point parmi les Noe Noeeeeee-NL le plus proche

de N

1 f Th ft

—| h(é) Log NMdé =— [h(E ) “Bh (Ey )+hlén 7 LogNMdé
T/ I UT > k KkTo

(17)

1 | . 1 P
—} fhe.) “hey | LogNMdg 4 h(E, ) | LogNMde,
7 ko N

Cette méthode ne s'applique que dans la mesure of l'on est

susceptible de calculer mathématiquement f Log NMdE,, (cas du

cercle). Sinon une technique différente est exposée page 27

lors de l'étude de l'ellipse.

TI. CAS DE DEUX CERCLES CONCENTRIQUES CENTRES A L'ORIGINE

Dans un but de simplification et afin de tester nos résultats

a l'aide d'une solution stricte, nous avons @'abord envisagé

le cas de 2 cercles concentriques centrés a l'origine.

PROELEME :; Trouver numériquement la solution $(x,y) du pro-

bléme défini par

(1c) 4¢ = 0 4 l'intérieur de Cy O¢ pr

(2¢) 4% = O dans la couronne comprise entre Cy et Co ro acR

(3c) > sur Cy = F (~) fonction donnée
foods y tows
ay | . {Be(ac) £1 = = a= a la traversée de Cy
dn / ext dn fint

-~ 9=+



4M ener %

; io f Ks, ‘
i 2 * *,
{ : \ i

double j j : 3 i
couche ~* : E ¢

1 ‘ & 2 i 1

simple couche \ S Ar) #(R)
te Int /\ ee f

7 a y

: Ext pn

mage

Les particularités suivantes apparaissent

~ Le calcul de la dérivée normale se ram@ne A une dérivar:

=tion partielle par rapport ar

ae

cos (PP, ,n,)

~ L'expression de se calcule 4 l'aide des

r(P, +P)

relations trigonométriques dans le triangle rectangle

ye oN

P, fh et
iy j ae ,P cos (PP, ny) 1

i awa | (13) ee

‘ = 4 r(P,,P) 2R

Nous utilisons toujours les potentiels de Simple couche et de

double couche. Les conditions (3c) et (4c) se traduisent par le

Ssystéme (10). Le potentiel induit en M est donné par la formule

(7)



(19)

(20)

TI.1. CALCUL DES DENSITES SOUS FORME DISCRETE

II.1l.1. Ecrivons que le potentiel est connu au point Pi de Cy

he

1 cos (PP, ,np) l (

g(P;)+—— g(s,,) ds_+— h(,.) LogNP dé, - F(P,)
r(P, ,P) .

IJ i q

wey <2

compte tenu de la relation (18)

1 f 1
y+ a . = .g(P,) 2iR | g(s,)ds,, : h(é,,) LogNP dé. F(P,)

i ©2

Les coordonnées polaires de N sont (r,«) celles de P,(R,6,)

— 
2

NP? =R°- 2Rr cos(e, - a) +4
i i

Soit pour (20)

"29 (29
1 xr 2 2

g(P,)+—— g(Ré@) de+—- h (ra) Log[R2 antes (0,4) +r?| da = F(P.)* 249 29 + =
° °

Cnacune des précédentes intégrales peut -étre approchée par la méthode

de quadrature exposée en 1.3.1. pages 5 et 6. La relation (19), crite

a Enrite Bysene edd réguliérement espacés sur (0,217 donne l'expres~
sion matricielle

————— = - .

Lay fe} + [s} Caf = [ej
]

(21) avec Ay == ch: Asi 1+ —-

n n

fae wat

= Log | R2- 2Rreos(8.-a.)+r~
ityn



i.

Nous remarquons que la somme des éléments de chaque ligne ou

de chaque colonne) de la matrice rA lest constante, Une justification simple

est donnée page 38

II.1.2. TRADUISONS MAINTENANT LA CONTINUITE DU FLUX A TRAVERS C
2

€9 — €} { cos (PN. wn.
8——_- g(s_) — aot OE) ds_ - (€, + €9) h(é;)

T P oar r(N.,P) P
Vie =

4

El . €2 edn?

-— = h(E.) > dey = 0
T r(N, ,N)

t i

Cc
2

ae ee Pe

EOaCEN, >t) PN; - a Re= reost® -1a,)

Posons f = = = 5 2 5
r(N. ,P) Py. 2 RY - 2Rrcos (6~a,)+r

i i

2. 2
of (R°+ rv) cos (8-0, ) - 2Rr

—“-- 2

or [ x2 - 2Rr cos (8~a,; ) + :? |

Nous obtenons alors en divisant par e9

ey

I~ — [24 2,2€ i 2rR-(R'+ x )cos(@-ai)2 €(22) ———— R{ g(Re) ao -(EL-+ 1phte,)
qT J. -2Rreos(6¢ai)¢ r?] 2 ,

Ey of

fea ee

£2
t h{ra}da = ©

~:12 -



Aprés discrétisation la relation (22) devient

1= 2 2rR - (R447) cos (e--a,)
j2. Re g(R8.)

2 ; 2j2 3
R'- 2Rrceos(6j- a) tr

j=l
(23)

©}
-— n

€] eo —_—

= € +1) h (j) + —— 7 h(ro,) = 0
£92 a J

j=l

~4 relation (23) écrite aux n points Ny» Noreeeeee NS réguliérement

espacés sur (0,29 | de la quantité 21 donne 1'expression matricielle

n

fo} | + (v} [nr] = foLe | L. Lo}
&}

avec t-— 2Rr - (R24 a) cos(6) — as)
Eo 5 1

C = 2 R—

a fr’ 2Rr cos(6, - a5) + :? | a
(24) ’

q = 2 e} } —~—SL

D..= -————2— set: ~*OD..= ( 1 + ——) - ———22
ij ii

n eo n

i# j

La remarque précédente relative 4 la matrice fA Jse retrouve pour la

matrice fo 1

Pour une matrice de dimension inférieure A 40, sur IBM 1130, la méthode

de triangularisation de Gauss, pour la résolution du systéme matriciel

(13) donne les densités g et h sous forme discréte.

Pour une matrice de dimension supérieure, il est nécessaire d'établir un

programme de résolution de grand systéme linéaire utilisant le disque de

l'ordinateur.

- 13-

a



Ii. 2. CALCUL DU POTENTIEL EN UN POINT QUELCONQUE DU DOMAINE

Le potentiel est donné par la relation (7)

1 cos(PM,n,) 1 { (E.)Lognuae
= e(s_) ———~-+—— ds + — h(é,_) Log$(M) 7 Peu,e, P | N N

: cy 
4 Co

Mest repéré dans un systéme de coordonnées polaires(p,y)

II. 2. 2 ETUDE DE L'INTEGRALE LE LONG DE Cc,

On utilise le résultat de 1.3.2.1.

1 cos(PM,n_) R- 8 .-W)}igiRe.)-g (RE)= e(s_) ———_-P us = 2g (Ro 1. BS [Rvewet yllotep-ee"| P x(M,P) P n a ms R-29Reos (0, -p) + Pac 1 

i?

II.2.2. ETUDE DE L'INTEGRALE LE LONG. DE cy

On utilise le résultat de I 3.2.2.

Dans le cas du cercle Log NMde yy se calcule strictement

c

tour -le point * intérieur au cercle Cy, on utilise le théoréme suivant :.

La valeur d'une fonction harmonique au centre d'un cercle est
égale 4 sa valeur mMoyenne sur le cercle.

i”

f

LogNMde., = 2%rLogr si M est intérieur i Cy

“2

Remarque : Pour r = 1 le terme complémentaire disparatt 3 pour cette rai-
son, nous avons choisi dans les applications numérique@® un rayon r différent

de l'unité.

~14-



i

1 i 
1 f =

+ —! - 7 2| n(Ey) LogkMdE,, = 2rh(r6, )Logr vere | { h(E) ney LogNM dey
c
2 Ly 9

En discrétisant

‘

1

| h(E, )LogNMdé,, _ —_—", . co iy 8]q } N N 2rh(r0, )Logr + " 28) h(r6,,)] Log [r apucaste', Wp a

“ Co jel

J#k

Pour le point M extérieur au cercle Cys on montre en annexe que

| toe NM I
we Oi . ;arithmétique du centre du cercle au point M

est 6gale 22 qt Logl ot 1 _représente la distance

La discrétisation donne cette fois :

ee 
no.

I

> h(E, )LogiMdé., = arhkee Yuagt +

j=l
“2 j#k

Ii. 3. APPLICATIONS NUMERIQUES

TI.3.1. SOLUTION STRICTE

Nous avons construit pour le cercle un probléme de barriére particulier et

nous utiliserons cette solution pour copes les vérifications numériques
ulitérieures.

Une fonction du type psin wp est harmonique 4 l'intérieur d'un

'

cercle et une fonction du type (ko-+ Ky sit wv est harmonique dans une
fp

couronne circulaire.

Soient deux cercles C, et C concentriques de rayon R = 4 em et r = 2 cn.1 2

~ 15 -
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Les potentiels extérieur et intérieur valant 4 priori

> = 300 p sin ywint

2

% oye = 200 (p ~~ aE

Ces deux potentiels sont continu au passage de Cy

(¢ int), = (6 ext), = 600 sin ¥
2 2

Au passage de Cy» il y a bien conservation du flux

hdd | a6 2
(] = = 200 ( 1-—) sin v

dn ext a0 ext e

dg f do— = 300 sin y et ( | = 100 sin y
eo int Cy dn fext cy

Le potentiel sur C, est alors déterminé par

{

\? ext } = 900 sin p
c

Nous avons donc résolu le probléme étudié dans le cas

ey
1

—_ = et F (vy) = 900 siny
€2 3

- 16-



II. 3. 2. CALCUL DES DENSITES

Les points de discrétisation correspondant aux angles polaires

2i-1

6. = ———f i= 1, 2, .......0n

n

Pour déterminer les densités de couche g et h, nous avons pris 50 points

de discrétisation sur chacun des cercles. Le systéme matriciel (13) est

alors du type

© tel GO]
Ne disposant pour ce calcul que d'un petit ordinateur, 1'IBM 1130 (8k),

nous avons di utiliser la méthode de Richardson (Réf V) pour résoudre le

systéme matriciel précédent. La matrice fa" | de dimension (100, 100) est

bien conditionnée, ses valeurs propres sont toutes réelles, mais pas toutes
de. méme signe. -Nous avons remplacé le systéme (25) par le syst&me équivalent.

co WTC) a] = [af (2)
systéme dont les valeurs propres sont toutes positives. La plus grande

| valeur propre de la matrice {ayt fa] est gale 4 4. la plus petite 4
| 0,444, Le nombre de condition est égal 4 9 et le nombre d'itérations A 2.

Dans un but de plus grande généralité, nous n'avons pas tenu-

compte des symétries du probléme particulier traité. Les résultats sont alors

les suivants :

- 17 -
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*

i 5 gi hi

‘ I 50.2324150 : = 6.2790522

5 428 661453 — 53.5826804

9 701.045375 ~ 87.6306692

13 800.000030 - 100.000001

17 : 701.045367 De 876306702

21 : 428.661468 : — 53.5836814
25 : 50.2324208 6.2905448

29 ~ 340 6234 : 42.5779267

: 33 > 6474213610 : 80.9016978

37 — 793.691779 : 99.2114686

: 4l De 743.821205 92.9776475
: 45 : = 509.939205 =: ~—=—«6 37423990

49 ~ 149.905055 18.7381314

Tableau 1

II. 3. 3. CALCUL DU POTENTIEL EN UN POINT INTERIEUR DU DOMAINE

Les résultats obtenus sont donnés par le tableau 2.

~ 18 -
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382,45 >
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L'erreur relative, due aux erreurs de discrétisation et aux erreurs de

chute, ne dépend pratiquement pas du rayon polaire choisi wy et sur le

rayon polaire p= / 50 le tableau 3 montre son évolution

p : :
couronne circu- tt

¢ 5 : Erreur relative
’ laire (C, ,C,) : .

° o

p ;

iimtérieur a Cy
me oe poms xe‘Erreur relative:

a

a

v

.
—

7
°

°o os 68 ee .

.

.

0.2 } 1.3 10-8 F 2.2 5 8.6 10-7

: 04 {71 to? i } 2.4 5 14 10-7

0.6 : 3.7 107 2 2.6 ; 6.7 10% 3

0.8 , 3.3 to FO 2.8 ; 6.4 10-8 }

1.0 © 2.6 to fF 3.0 ; 1.0 10-7
2 ¢ 1.9 10-7 tt 3.2 > 7.8 10-7:

—@ os we Wee’ & ¢ 3.4 ; 7.8 10-8}

1.6 D7? to 3.6 : 5.5 10-5 :

: 1.8. 7.5. 10-/ ou 210, Ms

20: 65 wh 40 t-75 108 |

Tableau 3 (n= 50)

La modification de la formule de quadrature pour tenir compte du noyau en

cosLog est trés satisfaisante, celle due au terme en est nettement moins

bonne. Une étude plus détaillée reste 4 faire. z

Au voisinage du contour Cys l'erreur de discrétisation est nette-

de discrétisation est sensiblement la m@me en tous les points du domaine

- 20 -



intérieur. Pour 12 points sur chaque cercle l'erreur relative, due aux

erreurs de discrétisation et aux erreurs de chute, est donnée par le ta-

bleau 4 pour le rayon polaire » = G/12

ole

cope .? = + Erreur + + P couronne +. intérieur 4 C,. ;, 7 A og : . Erreur .+ 1+ relative 2 + circulaire + ; +
: 2 + * « relative

: 0.4 23.0 1-7 F } 2.4 ; 3.0 10-3 *

0.8 230 1 F Ff a 234 10-93

. 1.2 73.1 to * ? 3.2 * 4.6 19-3 *

: 1.6 #33 10-7 = + 3.6 : 4.5 10-3 +

= 2.0 23.7 1o-? + = 4.0 2-91 10-8

Tableau 4 (n = 12)

III. CAS DE DEUX ELLIPSES HOMOFOCALES

Aucune simplification n'apparait dans le cas de deux ellipses

homofocales. Nous utiliserons les formules générales établies dans la partie I

III. 1. POSITION DU PROBLEME

Nous nous proposons de trouver numériquement la solution

¢(x,y) du probléme défini par

(le) 4o=0O £4 l'intérieur de ED

(2e) 4 $¢=0 dans le domaine compris entre Ey et ES

(3e) ¢ sur l'ellipse E, = F(v) fonction donnée

(4e) okst) = €9 (| 4 la traversée de Ey
an xt am kine

- 21 -



(7)

(8)

(27)

double

eouche

simple

couche 
1

3

Nous répartissons toujours un potentiel de simple couche (condition de

Neumann) de densité h(E) sur ED et un potentiel de double couche (condition

de Dirichlet) de densité g(s) sur E,

Le potentiel induit en M est donné par la formule (7)

et he

1 cos(PM,n_ ) 1
$f) = — g(s_) ds) + —— h(&,,) LogNMd&

1 |, Ps (M,P) Pod, N nN
wey 

2

III. 2. CALCUL DES DENSITES SOUS FORME DISCRETE

III. 2. 1, ECRIVONS QUE LE POTENTIEL EST CONNU AU POINT P, de E,

F —

1 cos (PP? ,n") 1
g(P.) + — e(s_) ds| + — h(E, )LogNP.d&_ = F(yp.)1 qT P r(P, ,P) P q N 1 °N 1

vey Eo

Soit encore :

29 ss , i29 :( cos(PP. ,n-) és ) | dey }
e(P; ) + | g¢rey —_i? po ee +— | h(ra)LognP, j da = F(p,)

q r(P.,P) de, qf | da,
r/o 

J 8) ce



Appelons c le rapport du petit axe au grand axe de l'ellipse, le point

courant P. de Ey est repéré par

J

(28) e(8;) =

c ease 8. + sin” 6.
Jj Jj

L’élément d'are a pour expression

fas ‘ , 2 22 12a econ 6+sin6)
ea 2 2.3do; (c“cos*6+sin’ 8)

La normale 1 étant 4 prendre au "point courant" P (condition de

Dirichlet).

as 
— *

-Les pagamétres directeurs de la normale es au point courant PS sont :

cos 6. siné,
- — 1 et -

2 22
a avec

—>

cos(PP, yn) PPi TMpFP s'évaluant 4 partir de
2) 1) x1 1,1/2r(P, ,P) PP." | [nil |

Dans un premier temps, nous discrétisons les deux intégrales inter-

venant dans la relation (27). Dans un second temps, nous écrivons cette

relation en n points correspondant aux angles polaires utilisés pour la

discrétisation.

On obtient :

— a 1 3. fel BI CLP

| sooo LI Lei 60” OL LF

- 23-



D'une fagon générale, lorsque le point P, tend vers le point Ps, 1'expres-

i’ P

sion de tend vers

r(P; »P,) 2R(P;)

cos(P;P om )

R étant le rayon de courbure au point P; de la courbe.

Le rayon de courbure pour une courbe en coordonnées polaires est donnée par

2 2

(09 + p'@ ) 3/2

9742p 12~ pp"

On cbtient alors pour l'ellipse

(29) 1 =-—l

\ |2R(P;) 2a . ePcos%e, + sino, /

t

{ c7cos76, + sin2e. | 3/2
i i

Les coefficients des matrices fal et [Blsont aprés simplification
L

i

|

oe 1
Ag Tit i

n ec cos 8. ‘+ sin'6.
i i

22. 2 00S Seer at 2. 2 a, c¢ p, (8,)e; (8) (ec ES80 “4sine sind , ca,

ij 2 , 2. 2 <2
ae -5P. 7 : 3 -p/2i#j n a (5 > Os (85) (c“cos 6 ;tsin a; B/

a,c a,c

avece(6 = et r(9 = =

gr cos” Sesin® 6 c”c0s26 + eines

2 2 2
oF.) =P + 0. - 2D. 2“ Bi.d (P; > Bs o 27505 gos(6, 83)

7 9. ;

1 ro° 2 Cay cece. 0, ~ein’e,
B,. = —Logjp.” + r.°- 2r. p.cos(0.-a,) “~~, -__1
*J n iL + J jo? os (e*cos 6 ,+ sin’o ,j/?

- 24 -



Til. 2. 2. La continuité du flux a travers E. 3s'écrit :
2

—_—

, cos(PN, ,n ) .

S251 | p(s) ds (eytez)h(E,)
Gq P an r(N.,P) P

E i

/ —

cos(NN, ny )
. eZ 4 h(E) ———_—_—— at = 6

q r(N.,N)
E 1

2

_—_ : seLa normale ny étant 4 prendre au "point de calcul" N. (condition de
i

= : 
==> . PayNeumann). Les paramétres directeurs de la normale n intérieure sont

cos 5 sind, Ne
cette fois - et —

2 2 2
a ac

La relation (g) s'écrit

pan Pe] gj] + ieo LU | a l
ul a)rt

U ‘expression de la dérivée nor le est ;

df bf of
ee = q—— + §

dn Ox ay

ou ao et 8 sont les cosinus directeurs de la normale au point i,

Pour une fonction £(x,y) des deux variables x et y, le changement de

variables x=rcos8, y=rsin@ transforme la fonction f{x,y) en une fonction

F(xr,8@)

Les dérivées partielles de f par rapport 4 x et y s'expriment en fonction

ee tass . 
= 

.
des dérivées partisalles por rapport & ¢ et 0 par les relations



of oF sind 0F
a OC = Ccos8 az
ox we|2UC~S 30

Sf . sing -OF. 4 £088 _OF_
3y or xr a8

L'expression simplifiée de la dérivée normale est

af ay ai aera Fe (c7cos* +n” ) OF + sin@cos@(,_ 2) 3F
dn ife cos” 6+ sin’é or r a6

Les coefficients des matrices (c| et (>| sont dans le cas of SL «= +
J L ey

1 - oe Tote is - aa
c __ 24 u(6 221 + TC i) sin®;cos® .222 ca, v(és)

ij n Oy . [uco 9177?

avec u(@) = em cos6 + sin?6

v(6) = ot cone + sin’ é

w(0.,8.) = Ee cosé. cos6. + sinés sind.
1 Jj i J z J

a°(P,.N,) = 0*(0,) - 2r(8.) e{8,)cos(e,* 85) + x7(0.)
9
a

Z(8.,;9.) = ~- ce” sin®. cos6, + cos6. siné.
ij i j i j

c 5_[2054(0;) ~ 0 ,)eo8@;-8,)) - | x0.) - Fe, CT

Fa
4 . Seyd @,.48,) WG)

w(6.,8.)

221 ae oa

a) 2 r
ZZ2 mr (6) 2(0; 40.) -~2r (050 (8,) | 208,84) cos(é ;-9),)

\ >
‘ : \ 2
- w(6; 00) sin(,-0,)) + r(O.) 5 “Hy

. 4lz (0558,) + 2u (8,)sin (0,-0,) ; /d (PrN) ves)
}

ie

a” (8,85) = r°(0,) ~ 2 (8;) e(0;)cos(0;- 9,) + r(8,)

- 26 -
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24 EXO) u(6;) -r (8,) w@, 8.9 cary 5)

D.= -

ij n a7 (MN. .8.)¥ veo.) u(o.) 9/2
ij 1 sj 1 J

7 3/200
,w(8.,0.)7 ca,\ v(8.)

D,, = 29+ u(e,.)) —+} . es lt
, vee) { u(6,)

III. 3. CALCUL DU POTENTIEL EN UN POINT QUELCONQUE DU DOMAINE

III. 3. 1. ETUDE DE L'INTEGRALE LE LONG DE E,

Le principe est analogue 4 celui de 1.3.2.1. (page 4%), l'intéprale

cos (Pif,n”)
—-—____P_ ds, valant 21 pour tout point

r(M,FP)

M intérieur au contour fermé C

j cos(P..n_ )
(16) 1, cos(PMyn,) 2 > i” Ps fas \ 5== | a(sy) —————*— dsp = 2e(s, y+ ———1 ie(s, d- e(sp ):

a | r(M,P) k on j=l rQP.) ae Pg k |
VE, j=k a 0=0j

TT. 3. 2. ETUDE DE L'INTEGRAL LE LONG DE E,

L'intégrale | LogNMAN ne peut pas se calculer aisément. On utilise alors
/

SOS
le potentiel V (M), égal 2 une constante, correspondant 4 un potentiel de

~ . S oa SIS
simple couche h (N) sur Ey est solution du probléme intérieur de Neumann

(REéf II page 6) la fonction propre h(n) vérifie la relation



cos (NM,n_)
(33) 4 h*() - hTM (1) et

E

by = 0

r(M,N)
2

Discrétisons alors l'intégrale en n points Nycceccece cme eN par la méthode

d'interpolation trigonométrique. Ecrivons la relation discrétisée enn points

Myseseeees ee eM. Les mémes angles polaires étant utilisés pour les points

Rysteeeeee NOt Myeeeeee eM

La relation (33) s'écrit

oo [el fe] = fl
La matrice [D"] se déduisant de la matrice [p| par modification des

éléments de la diagonale.

Avec les notations de la page 27

ij a

ij . 3/2(35) ¥(9;50,)) ¥v(@6.)
D.. = 7 + u(6.) + cay =ij foe) | Fue, 13/2

La relation (34), traduit done que la matrice [D'] admet la valeur propre

QO. Les éléments de la matrice [ | sont donc les composantes du vecteur

propre correspondant 4 la valeur propre 0. Le calcul numérique du vecteur -.

propre est effectué en se fixant la derniére composante he égale A 1

et en résolvant le systéme d'ordre (M1) obtenu en supprimant la derniérey PP

ligne et la derniére colonne de la matrice D!

' ' ’ = ~~ | - Tf?; Dn Di pevseeecessees Diya | i | Din ®

Dt

|

x |n~-1,]1 D' D'n,n-1 h*
n 1,2 n-. n-l, n



5 : x os
Connaissant maintenant les valeurs h i (i=1......n), on calcule le potentiel

constant V pour un point M éloigné du contour Ey et par conséquent pour le

point central 0

! *x

(36) V (0) =— h (€,) Log ON dé,

q

E

Le calcul de L'intégrale—! | h(E, )LoghMdé,. s'effectue de la Saeon

7 J :

suivante Ey

a 

|

Ly a k if—~ . n(E_) Lognmag = Le! | nce_y nice )] rogimar + © 1itte Jnoemae.

a E vES Ey

- - | [nCEy)-kh” (CE JLognmes, +ky*

Js, -

Le noyau de l'intégrale précédente est continu et s'annule en prenant pour

valeur de k la quantité

h(n.)

k= :

iqh (N;)

k dépendant du rayon vecteur considéré.

Remarque : Les formules démontrées utilisant le vecteur propre h” ne stap-

pliquent qu'd l'intérieur de E,. Il est naturel d'obtenir des résultats

rédiogres légérenent & i'extérieur de Eo:

III. 4. RESULTATS NUMERIQUES :

Le rapport c du grand axe au petit axe de l'ellipse est égal 4 0,5. La

donnée du potentiel sur E, est F(~)=450 sin » Les points de discrétisation

correspondent aux angles polaires.

- 29 -



En prenant 16 points sur chacune des ellipses, le systéme matriciel

[4] ix] = E | de dimension 32 est résolu par la méthode

de Gauss. .

Les composantes du vecteur propre h~ sont données par le

tableau 5 ainsi que les densités de couche g et h. La valeur de

V(O) est - 0,3415909 pour une ellipse de grand axe égal 4 1

s Bi h. h
i i

1 119.2722 ; 185.1909 0.9985567

2 293.9209 : 347.7578 0.6939345
3 403.6503 ‘ 262.8475 0.6167643

4 467.1173 , 140.2916 0.5952366
5 467.1172 : 140.2911 0.5952160

6 403.6511 262.8473 0.6166952

7 293.9218 : 347.7578 0.6937822

8 119.2725 : 185.1935 0.9982172

9 - 119.2720 185.1902 0.9982132

0 ~ 293.9211 : 347.7570 0.6937719

11 ; - 403.6509 262.8481 0.6166793

12: - 467.1180 140.2919 0.5951941
130 ~ 467.1177 140.2915 0.5952067

ie ~ 403.6511 262.8472 0.6167225
5 - 293.9215 347.7578 0.6938685

16 ~ 119.2727 185.1931 1.000000

ibe

Le tableau 6 indique les valeurs du potentiel pour des angles appartenant

0, + 4/2 |

nm Th
TABLEA
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B - PROBLEMES TRIDIZENSTIONNELS DE REVOLUTION

Les formules générales de la théorie du potentiel A trois variables (Réf I)

sont analogues 4 celles établies pour deux variables . Les courbes ff

sont remplacées par les surfaces S, 1'élément différentiel ds par d,

Les noyaux des potentiels de simple et de double couche étant cette fois

cos et 1 au lieu de cos et Log r

2 r Yr

Envisageons un systéme de coordonnées cylindriques (» ,6 , z) Le problame

est de révolution s'il ne dépend pas dee .

Nous avons directement envisagé un probléme de barriére particulier : celui

de deux cylindres de révolution concentriques. Ce probléme ayant pour

3

avantage de nous permettre de tester nos résultats 4 l'aide d'une solution

stricte qué nous serons en mesure de construire.

I - Cas de deux cylindres de révolution concentriques

I - 1. Position du_probléme

Nous nous proposons de trouver numériquement la solution blo, z),

indépendante de 6 , du problame défini par les quatre relations :

(ley) Ag = 04 l'intérieur de S,

(2cy) Ag = 0 dans la couronne cylindrique 8)» 8,

(3cy) @ donné égal A

(F(z) sur la surface cylindrique extérieure 8,

| O sur les faces extrémes du cylindret | et LZ,

(4cy) e, (dd: = €5 id 4\ A la traversée de S.

un) cALo ‘ani ante

= 32 =



Een Rare me UE kas a I

L'unité de longueur sur Oz a été choisie pour que la hauteur du cylindre

soit égale & , cm. Les rayons des 2 cylindres sont Rl = 2cm et R2 =

Répartissons continument pour

{sur $1 un potentiel de
i
¢ sur =) un potentiel de

[ sur £2 un potentiel de

pour

sur S59 un potentiel de

Rl = 2 cm

R2=1 ecm

h= 7 om

les conditions de Dirichlet

double couche de densité g

double couche de densité Z1

double couche de densité 82

la condition de Neumann

simple couche de densité h

1.2 Calcul des densités sous forme discrate

Nous alions écrire successivement :

la donnée du potentiel sur 8)

la nullité du potentiel sur 2

1a nullité du potentiel sur Lg

la continuité du flux A travers So

~ 33 -
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Nous obtenons un systéme intégral de 4 équations 4 4 inconnues

Dans le cas d'un cylindre de révolution, les intégrales doubles inter-

venant se raménent 4 des intégrales simples en utilisant les intégrales

elliptiques.

En annexe, nous montrons que chacune des intégrales

(oT

CI1 (A,B) = ae A>|B] >0
TASB cos 6) 1/2

°

,2T

a0

cI2 (A,B) = “TAB cos0)3/2 A>|B] >o
/ 90

CI3 (A,B) "

en

de

| (A¥B c0s0)5/2 A>|B|] >0
3°/

euvent s'évaluer en fonction des intégrales elliptiques de premiére et deP 8 p p

seconde espéce

{2 ) ————
E(m) 4 lem®@sin?e ae O <n<l

ii w

f
K(m) =| 1/2 do 0 <m<]

| Vi-m?sin2e
70

Nous sommes donc en mesure d'exprimer les deux intégrales suivantes en

fonction des intégrales C11, CI2, C13

(QT

CY(A,B) =/ a +8 cos@ de _ 8 CI1(A,B)+ (aeA8 ) CI2(A,B)

(A¥B coso)3/2. +B 3
Oo

fem

ae i 7 ? ? 2CZ(A,B) "| a? +8° cos6+y' cos 6d6=

So

y' CI1(A,B)s+

(A+Bes 6)5/72 Be

(gi = 2Ay") CI2(A,B) + (a* ~ ABt+ASy") CI3 (A,B)
B BO B Be



La premiére quadrature des intégrales doubles est donc effectuée A 1'

aide des intégrales elliptiques. La seconde quadrature se fait numérique-

ment en discrétisant par la méthode d'interpolation trigonométrique (cf

page 6). En Gcrivant les 4 relations en n points correspondant aux angles

polaires utilisés pour la discrétisation, on obtient le systéme matriciel

ae, Soares= “
f 

: |

1 |ap! ap2° ap3° apt? e | IF

i {

|
ap? ap®? ap/0 ape? . lo

(39) =|
AD2? ap 10° ap! !° ap!2 gl | O

F i

ap!39 ap 40 ap'99 ap! 60 B 0

_ Poi

La matrice AD étant construite bloc par bloc comme pour les problémes

plans. Les coordonnées cylindriques des différents points sont

1 2P(2, v, 2), NCI, w, 2), Pcs! n}, 0) et P2C 62,n*, 9)

I. 2. 1. Ecrivons la donnée du potentiel sur s

Ecrivons d'abord que le potentiel est connu en un point fixe

Ps (2 cosy. , 2 sin; »Z;) de Ss,

“A ———® -—

' cos(PP.,n_)} h(W)
2e(P5) + | eg(P) “5 ivte dP + a r(P.,N) en

T | r°(P.,P) qf e
a 1 “ So

mG oF a1 1 cos(P P.,n*) 1 i 9 cos(P Pop ) 2

+ BP) 5 pCR Ot ap Bg (PO) y= FEZ)
(P.,P ) r(P.,P)

i , i

Ly Bis
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(41) St

q

les normales n étant dirigées vers lL'intérieur

La discrétisation de la relation (40) permet de de tenn ner la premiére

ligne de la macrice | aD |

Considérons l'‘intégrale sur Sy» la fonction sous le signe somme devient

infinie quand le point P tend vers le point Ps On montre (R@éf I) que cette

intégrale est absolument convergente. Le calcul des éléments du bloc ap!
ne peut s'effectuer par la méthode générale. I1 faut avant de déterminer les

éléments du bloc ap! connaitre ceux des blocs Ap? et ap’?

Détermination des éléments du bloc ap?0 : intégrale double due au potentiel

de double couche g, sur;

Pi 6 cos xn P. 2 cos yy, p!p, lacosy.-g bcos, n : 0
{ 4 1 i 3 i ri’) i Pp

| 6 sin n, 2 sin ve 2siny ,-5 sinn

oO Z. Z. I
i i

ap) = 6! gs! gn!

“ >

cos(P Ps a ly Z.

‘=
r *(p,,P! ) 4 + 1,2 +2. @ 4 5! cos(ni- ¥,)) auie

. . fe 24f \ cos(P Pion ) 1 1 1 iL d 1

g,(P) > = ap == / 8 go 7, 0n
r-(P.,P ) 7 fee

ry 2 oO io} 4 + at)? +27 ~43'cos(n!-y,)) 3/2

a 1. . at “L'intégrale en n &tant prise sur une période ne dépend pas de la valeur

vy (probléme de révolution). L'intégrale double se raméne alors grace A

CI2 4 une intégrale simple.

a2

— 1 sl
bo:o re th > | of Ge ws we Bymca ac

noe
oN Co

- 36 -



avec A(6) = 44 (8)? + 2,7 ct B.Csl) = 46)

La technique de quadrature utilisée pour les intégrales simples dans les

problémes plans s'applique ici pour l'intégrale (42)

1, - 1 ,..1SS ze. 3 wa, B..(43) 2. Sz, 364 cl2 (Aj; Bia) g dj )
fn j

En écrivant la relation (43) enn points PyrteceeeeeeaeP on obtient

ap?., = z, 8) cr2 (Aras Bs)
j tn j j’ “ij

avec Ase = he a!5)? + z.°

et B.. - 46);
ij =

Un calcul analogue conduit

apo, =— 2. (q@ - 2.) 623 cra (A. , BL.)
ij 1 ij ij

qn

avec A.; = 4+ (¢75)? + (9 - z.)°

_ _, 2.

Détermination des éléments du bloc ap! : intégrale double due au potentiel

de double couthe g sur Sy

P. 2 cos; P | 2cosy PP 2(cos),-cosp) a -cosy

2sin v; 2siny 2(siny. -siny) -siny

24 z Ze. - Z Oo
i

cos(PP,,n_) 2 [1 - cos(j-w.) :
> +E = > 7 - . &F oP our S, = 2dydz

r°(P; ,P) | 8+ @yr2)*- Bcos (vb )] 3/2



Les éléments ap!° se déterminent de la méme fagon que précédemment

ij

i#j,

10 lor 2 _
AD =—— !Cil (A..,B..) - (z.-z.)" CI2 (A.., b..)

ij on & 1j’ 13 1 j ijé 1s |

ifj

2
avec A,. = 8 + (z.7 2.)

1jJ 1 J

et Be. = — 8
1j

10
La détermination des éléments ADS; de la sous matrice 10 conduit 4 une

forme indéterminée avec les formules précédentes. Le calcul aboutissant

du reste 4 la valeur m = 1 (intégrale divergente) pour les intégrales

elliptiques.

i cos (KP; »n,
— ee IKL'intégrale + 5 est égale 4 2 si K appartient a la

! r (P; 5K)

DGs

frontiére du domaine fermé D. Nous prendrons comme domaine fermé D, la

surface latérale S, ainsi que les 2 surfaces‘ Ry et To

Ca décompose alors l'intégrale

é f” = ; ti i ema ~s

cos(PP. wn) j cos(P'P. sn ) cos(P“P. ,n )
1 J P 1! SP ip 11 1’ p 2.TT | 5 dp + TT 3 i dP +7 (> dPTM= 2

fg (Py oP) "| r“(P.,P) / r°(.,P*)
v8) i /¥y i JE i

Le terme de la diagonale ap! provient du terme en 2g (P;) et du terme

provenant de l'intégrale sur Sy pour P en Pi. Soit pour i fixé

inap? = 4 3 10 + n 30 n 40

y= StS gt Ze Og? yg?
j=! j=l jel
j#i
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Se

Détermination des éléments du bloc ap2° : intégrale double due au potentiel

de simple couche sur S$
2

i 

i 
2 

1/2N | cos, Py 2cosp; NP; = |5 + (2, ~ 2)" - 4 cos(w - ¥2|

stnw 
2siny;

Zz | zZ. dN = dw dZ
1

fl fl "
So} BOM aye ay ee i/2 4%fi | r(P; ,N) I j | 5 + (2.7 z)7~ 4 cos (uw - ¥)|¥ 

e ° 7 
*

; S5 
v y

L'intégrale en w ne dépend pas de la valeur Yes

L'intégrale double se raméne alors grace 4 CII 4 une intégrale simple

+

p i 9
I =

=a i AO) gy 2 | cll | A; (2) ,B, (2) n(Z) dZ
E 1 L

qT ; r(P. ,N) q =
ig i YO
/ 8,

soit ap-?.. = —- cri (a..,5..)
13 a 1j° iJ

avec As 8 = 5+ (2, _Z )?

et B.. = - 4
ij

1 I I

I. 2. 2. ECRIVONS QUE LE POTENTIEL EST NUL AU POINT Ps (6; 2 Ts 5 0) de 2 1

. 

Ss

1 oy ’ a a>

fl (PP. n_) cos(P-P! n*)cos as 
+3(44) _I | g(P) = dP + iL AD dN + 2¢,(P'.) + LY 2 aone Fite

q s, rv (P oF) qT 3 7 yeN) vy} r (el P )

J
Bo

- 39 -
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La discrétisation de cette relation permet de construire la deuxiéme ligne

. 7

de la matrice [AD |

;

50 Lt: ~ 18 "eos?ig TT LST MapBy? * [4 ~ (6, !)-23 | ex (A, 503,

1,2 2 }
avec As; = 4+ (6; + 2j

et B.= -46,!
ij i

De méme

ap®’.. = 1 cr (a,.,B..)
ij zn ij’ ij

a
avec Ass el¢ (3, ) 2 + 6

et B = -26 !
ij i

ap’?., = 0 et ap’°., = 2
ij di

if; 2 2ap89.. = = 85 Cr2 (A; 5 Bi 3)
ij n

avec A. = 5.) 2 + (8.2) 2 + 49 2
L 1

Et B.. =- 2 6 2 s,!
ij j 1

2.2.7?
I. 2. 3. Ecrivons que le potentiel est nul au point P 2; Xs 31) delg

f° =a : yo “9 “=
i /

wei
ary a

| napan +L / 2,2)
r(P7_"N) q

1é
*

7)

—s

cos(P P.
i” p

5
:2*(P 2

i
P

>

n_')
aPl42g(p?,) =

) i



La discrétisation de cette relation permet de construire la troisiéme

ligne de la matrice [ap |

90 1_ _ ~¢g 22. ¢q_ny2AD .., = — fort (A; 598, 3) I4 (5; ) (I-z) | eG. ne
ij 2n L

2
= T - +avec As; (6; ») +¢ z;) 4

Et .3 = 48,7
ij i

100 _
AD ij = 7 ctrl Cae 3.)

_ 2 _ 2avec Ay. = (6; 2) + 1+ (9 z.)

et B.. = -2 8.2
ij i

ap'lO 2 2 81 ore a... BL.)
ijn

2.9 1,2 2
avec 455 = (8; y+ Sy y+ 9

12

et B., = -26, 6,
ij j

ap!70) sg et ap 129g 2
ij il

i#Jj

- 41 -
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I. 2. 4. TRADUISONS MAINTENANT LA CONTINUITE DU FLUX A TRAVERS S5 AU

POINT N; (1, wy 23)

La continuité du flux s'exprime par

“Os (hoe 8 as |
dn jext - - dn } int

Dans le cas d'un cylindre de révolution, 1'expression de la dérivée

noramle dé se réduit a dé

dn 30

La relation (46) devient donc

(47) faq) [34
ey = €2

d0,f ent 39 intt

Soit pour la continuité du flux

" 5 COS(PN; 5”) €, +€2 j cos (NN, jay" )
Be) —y ap + 2 —— h(n) ‘| n(y) ——_+— as

ey 1 #2J54 do rv (N;,P). Js, r° (N,N)

1 1 i 2 2
5 cos(P Nj on ) 1 2 3 cos(P N, on ) 2

+ &, (2) — 7 i dP + By (PF) —— 5 5 a)
3p r (N, oP ) fy 30 r (N; »P )

ry vw o2

La relation (48) permet cette fois de déterminer les éléments de

la quatriéme ligne de la matrice [ ap | - Détermination des éléments du

bloc ap!30, Les coordonnées cylindriques de r sont (2, ¥, z) celles de

N. (p, i? 4)
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> >

cos @Ni,DP) 2 =p cos (W- wi)

r2(H,,P) 7 [p “+4=(2,-2) 2-49 cos(p-03) ] 72

—_> —_—_>

2(P) _9 cos (PRi,ny) dP =

Sy 00 »2(Nq,P)

7 pee - es
= 2 gz) [-6+ li0-(Zi-z) 2eos(w-w, )-2c0s27(p-wy dw |=

0 Jo [5 + (Zi-z)2- 4eos(p-u,)]?

L'intégrale en ~» est ind&épendante de wW,, elle s'exprime en9 
rT

fonction de CZ(A,B) (formule 38) avec a'=-6, B'=10~(24-2)-
's=-2,

7
—> _—_

g(P) _9 cos(PN;,9P) dP= 2 CZ[Ay(2),5y(z)]g(z)dz
34 3p ri (NGP) 3

soit
139

ADT} = = CZ [4559345]

avec Aqg = 5 + (2; - z4)2

octt tal bs to.
u | a

Détermination des éléments du bloc apl4o, Nou
sommes en présence de la méme difficulté qu’au bloc AD

L'intégrale cos(Hi.,HNi) dN est absolument2 ——

5 a Ni

convergente lorsque H > Ny. La normale @étant cette fois 3

prendre au pvoint de calcul Nye

Les termes se calculent par la méthodeapis?
iA;

habituelle, On obtient 2:

fae fe mr i g.\e2 yiARG; = om [-CI1 (Ai 5,344) +( 24-25) “CI 2(4445,B15))
if; 2n

Od 2 =avec Aas = 2+ (24 - Ej) et Bay = =2

bg eae a



Calculons ensuite les éléments diagonaux ADT:
140

Soit la surface fermée constituée par la surface
latérale 55 et les 2 faces uF et IB gu plus petit cylindre.

*

By ‘sy

}

“

>

cos (PNi,"yi) dP
gtit+ry

r*(itgsP)

—_ >

(49) l . cos(PN;,UNi) gp =
mT Js2eyy ey 2(H1 2 r (Hy ,P)

+
—_

a it nx cos (PN, Oni) cos (2Ni,mp) ap
Tm pSotty r7(Ni,?)

io &
+1 ~~ gos G@Nisnp? ap

TPS ath thy “(Ha,P)

La seconde intégrale qui apparatt dans le membre

et vaut 2,

Transformons

| [ ae,
>| cost=4i sana) ap +

de droite de la précédente é&zalité est connue strictement

la relation (498)

18, any) t
Ng ynyi? dP + e a0L A cos tt

4&4 m



+1 cos(P2hy Nyi) ape _
= 2,

i Bo r7(t,,?7)

(59) 1 cos(PNi,nNi)-oos(FNi,ns) dP +

m jS2 r2(Ny,P)

TF, = TT, >
L cos (P Ne Byg)-cos(plhi, np) api +
TT yey r2(Ni,pl)

f . Fs, —,

Oe 2 "
i cos (P2Nynni)-cos(P Yi,np) ap * + 2
T j2 r2(N;,P2)

Simplifions par

de la relation (50). On ob

YF fs

-—> >

cos(PNi, nui?(5

2

—> —>

cos(Piiy,npl)2 dP
a ysre (Ry wel)4a|r

—» 5» Lorsque le point

cos (PNz,np)

~> >

cos(PNy,ny7) = cos(w-wyi)-l
7

PN,

> >

donc cos(PN; snyy) == ¢os

- 45

les termes communs aux 2 membres

tient

— => _ 5

PN. one: te mend gecos(* Pie yid-cos(PNisap) ev
r2(8i,2)

>

dP = 2
1 2D

—>

cos(P2Hi, Bp2)
9

7(i,27)

—>

|
)e.

oe

2

ap? +2a
1

P€ 59, @valuons cos(PNy,nyi) et

>=

et cos(PN;,m»y) = l-cos(w-wj)

PR,
i

> >

DT,
G Nyon)



ets

La relation (51) se simplifie et devient

> > f > =>; l

cos(PNi,@Ni) dP =-207 +] cos(pliiy,mP) ap” +

yB2 r2(ha,P) By r2(8i,21)

> 2

cos(P2Ni, ny 2) dP

e Bo Se (liy,22)

149 7 € E z ;
Le terme en AD{.~ proviant de 2&1 + &2 m7 BCR) et

ii ey > e5

du terme de l’intégrale sur Sy pour H en Ny « Pour i fixé

; s ey oe

apt’? 2 2&1 + €2n- 27 + Jap 159 + Fy ap TO? _ 5
ii _ ij 5 ij L49

Ee, ~ €, j i J AD G,
z a6 J

jeri

AD 43° et ap 36° correspondant £ la discrétisation sur
x rad

dy et is

oe foo 4 8 Zu a = a misd wlbs
bpétermination des éléments des tlocs AD et AD

130 Elle se fait d'une fagon identique 4 celle

de Ad - Les résultats sont 3;

159 i
Di, 7 7G i 6, 2 [A;,>3a4]

n

A 1+ (6.)2 4 27 tb, = - 26avec Si j vr a ij a j

169
= f —_ ME ws BesADS é CZ, 1) 64 C2(4 45314)

2
2. ? . 2 ae A

avec A,. = 1 * (6%) + (41-7) et re, = = £04
ii J ij

La résolution du syst&me matriciel fap | [x]= [BD | détermine
les densités de couche g, h, 2]; Boe
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I.3 - CALCUL DU POTENTIEL EN UN POINT QUELCONQUE DU DOMATNE

Le potentiel en un point M du domaine intérieur est

donné par

—3 f
eG) = 1 | g(T) cos(Pli,np) dP +1 h(i) dN

7 }Sy r2(i,P) tw YSo rR)

(52) >> >~s
ea g, (2!) cos(piu, net) apt

m yey 1? (a,P?)

a > 2

+1 22(2*) cos(P2it,np2) dP

T jo r7(4i,P*)

“est repér& en coordonnées cylindriques par (9,9, h)

1.3.1 ~- Etude de l'intégrale surla surface 5}

Soit Py, le point parmi les Py...P, le pilus proche

de 4. La technique utilisée précédemment ne s'applique plus.

a> >

[829-8 Px) | cos(PM,np) dP est
t Dra F

1 rr” tHyP)

encore réguliére mais son noyau tend vers une quantité finie

non nulle (vraisemblablement difficile 3 d&terminer) lorsque

P ast en Pk.

rn

L'intégrale 1 |
o

Nous discrétiserons done directement L’intégrale sur 34

——> >

V,2L g(P) cos(PH,np) dP

w r?(4,P)
Si

v= oa ) (C11(A5,35)+ [4-0 *-(h-z5) 2] 612(45,35) Fa (24)
n ij

avec Ay = 0 + 4 7 Ch - 2
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I,3.2 = Etude de l'intégrale sur $9

Y,=1 | h(QD) = dv
e J8, xti,¥

Le calcul de cette intégraie s'effectue sans difficulté si le
point M n'est pas sur la surface 32

T 25

(53) Va = 1) k(2Z) dw dz

T [p *#1+(h=Z) 2-29 cos (w-0) [1/2oO

En utilisant l'expression de CIl

n

Vo=L 2 Cir(a;, By)
n j=l

avec Ay = o0*+ 1 + (h - z5)?

By = — 2p

Le potentiel de simple couche Vo est continu dans tout
l‘espace. Cenendant lorsque le pomt '1 est confondu avec le
point N, la quantita 3 intégsrer tend vers l'infini, Pour
résoudre cette difficuité d'interpolation, on utilise le
développement asymptotique de l'intégrale elliptiaue de
premiére espice,

27 .

dé = 4 K{ / 2/3] \
OVA + Bcose YA + fel WAS lst /

lim |EK(m) - i Log 16 7 = 9
mol 2 len2 |

Lorsque M est sur la surface 39,9 = 1

* sey AVES)Vo = 4 h(2) \ & enol A 2 } dz
7 JO V4 + (h=Z)
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(54) v, =4 | C2) [x/ [4 | é
a ado + Vecettoay2

Posons alors hy (2) = ECZ

V4 + (n-Z)2

d'o& i - me = (h-Z)2
4+ (nh - 2)¢

Transformons alors l'intégrale Vo

Log =f bez) 2 dz
4+(h-Z) 2role

[h,(2)-by(h)] bog _ (h-2)? azI

ale ty,~ 3 4+(h-Z)~

T

_ 2hy(h) Log _(h-2)% dz
T oO 4+(h-Z)2

La derniére intégrale se calcule strictement par voie élémentaiz

7

Log (h-zZ)? dZ = 2h Log h + 2(1-h) 1 -g Atiees Log h (t-h) Log (1-h)

0 4+(n-z) 2 5
~ mLog [4+(h-1) *] + h Log 4+(1-h)

4eh2

~ 4 Are tg mM-h - 4 Arc tg bh

ez 2

Dans la premidére intégrale de la relation (54)

le crochet vaut 2 Log 2 lorsque Z = h, la quantité 3 intégrer
dans la seconde intégraie est nulle pour Z = h.

Qn regroupe alors les deux premiéres intégrales de(54)
T

9 Pp

Vo =4 ny, (Zz) xf } 4 -} +1 hy (h) Log —(b-2)2 7 az
wT $9 1 4+(h-Z)2 2 4+(h-Z)2 |

2

- 2h, ()) Log (h-Z) AZ

T 0 4+(h-2)-

On discrétise alors la prenmBre intégrale

Vo =e 4 J § ni z,)yxf | 4 \a4 hy Oh) Log (h-Zi)? 4
HT iti (/4+Ch-zip2 ) 2 4+(h-£4)2

TT

2
+ 8 h)(h)Log 2 - 2 bi(h) Log h-Z az

N w 9 4+ (h=2) 4
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1.3.3. Etude de Ll’ intégrale sur by

sg :

Yael 3, (2!) cos (Pli, mpl) ap
mika r2Ci,Pl)

fay cr2 [ay,3)] 54 (6,2Vo = 2b 6," CI2 {A,,3,] 5,(6,*)3 in jel J i’-j |

avec Ay = 02+ (54; 2 + n?

ay = - wlet B, 20 Sj

1.3.4. Etude de l'’intégrale sur lo

ye

Y,o2 | g,(?*) cos (p2u, mp2) ap?
© PB r*(i1,P2)

n

v, = 2 (1h) , 62; C12 [Ay> Bi] s> (857)

fl i) nND Oa hate
NSet Bi



I.4 - APPLICATIONS NULERICUES

1.4.1. - Solution stricte

Nous avons construit, dans le cas de 2 cylindres de

révolution, une solution strict? que nous utiliserons pour les

vérifications numérigues ultérieures.

— s 2 =” = ~ €
Envisageons le cas traité dans 1a partie A of i 2b

Eo 3

Une solution particuli@ére de Ad = 0, 2 L'intérieur

d'un cylindre de révolution, s'annulant sur les 2 faces

z= 0 et # = 7 et prenant des valeurs données sur la surface

ecylindrique (réf. Til page 170 b) est :

(55) bint = To (9) sin z

ou To est la fonction de Bessel modifiée de premiére espéce

et d'indice zéro.

De méme une solution particuliére de Af = 0 dans la
couronne cylindriaue est

($6) © ove, 7 fal, (pe) + BK, ) | sin 2

I, et K, fenctions de Bessel modifiées dea premiGre et de

seconde espSc2z et d'indice zéro.

Ecrivons d'abord la continuité du potentiel 4 travers

(57) aE (1) + BKG(L) = I, (1)

Ensuite la continuité du flux & travers S»5

dd = 1 {dd . | 2d = 1 {do

[s| ext 3 is | ext 7” Be) oe 3 Bel oe

(58) ar’ <1) + BK' (1) = -



On utilise les

modifiées

Ty (x) a

Ky (x)

a I (1) +8
°

i? I,Q1) -8

59

Le déterminant du

done une solution

Nous avons

F(z)1 ei
E49 3

par les relations

1.4.2,

Les points

eee me a ae ee ee

relations entre

v

1 5°

a et 8B ayant les valeurs

Le potentiel tant donné

les fonctions de Ressel

(x)

-K', (x)

aegroupans alors leas relations (57) et (58)

Ko(1) = I5(1)

Ky (1) = i 111)

3

Systime précédent Gtant non nul, il existe
unique ena et 8

3, 84136963

Wi 9,47701331

résolu le probléme dans le cas

= [a1 (2) + B K,(2)] sin z

précédentes,

en tout point du domaine

(55) et (56),

~ Calcul des densités

de discrétisation correspondent

- aux points de cSte 2; = Ti i = 1,2,...,7

n+1

~ aux Cercles Conccitrigues de Layou oy = a a= Lec ek

ntl
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Nous avons pris 25 points de diserétisation sur

chacune des 4 surfaces. Le systame matriciel (39) est du type

fae] [x] = []

La matrice [Ap] de dimension (190,100) est bien
conditionnée. Sas valeurs propres ne sont pas toutes positives.
Le syst4me (3%) est remplacé par le syst&me.

(69) [ap] [an] [x] = [2]

La résolution du systéme (60) est effectuée par ia
méthode de Richardson. Les résultats sont les suivants :

La plus grande valeur propre de la matrice [ApD]*[ap]est 338,93

La plus petite valeur propre de la matrice fap] [aplest 1

Le nombre d'itérations est égal 3 2

Les densités sont données dans le tableau 7,

- 53-
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H POTENTIEL
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G2 POTENTIEL
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004353267

004344168
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003790617

=003675929

003542271
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002971692

=0.2695507

7002356827 Bt tt
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1564.3 POTENTIEL EN UN POINT QUEL CONQUE DU NOMBRE

LES RESULTATS SONT DONNES POUR 3 VALEURS deh

Se ee eee es ein ee orm mn ra cy ate ey me es my ee ee wm mm et rehearse fe ey ee ee ee

I

I
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EXACT

I ERREUR I
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(CER Cou Fees ae Eee Bn CEN 2S oo eS eR oe BE a eae RSE ON a SS SS OO eS. ses Ds Es

ea SO Soot HH
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I _ I V

I b= an 4 CALCULE

I 0.100 I 008431
I 0300 I 068606
1 0500 I 008963
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I 10300 I 121602
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I I V

I h = 4/2 i CALCULE
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CONCLUSION

Pour des problémes plans, lorsque les domaines n'ont pas de

points anguleux, les résultats sont bons et peuvent se généraliser facile-

ment pour des domaines plus délicats que ceux de deux-cercles concentri-

ques ou de deux ellipses homofocales.

La détermination des potentiels de simple couche et de double

couche ne pose pas de difficultés. Seuls, le calcul de la dérivée normale

en chacun des points du contour intérieur, et le calcul du rayon de cour-

bure, par lL'intermédiaire du cercle ausculateur, pour le contour extérieur,

sont assez lourds. Par contre, le calcul du potentiel au voisinage des fron-

tiéres des domaines est souvent délicat, par suite des intégrales pseudo-

singuliéres qui interviennent.

Pour le probléme tridimensionnel de deux cylindres de révolution

que nous avons envisagé, nous avons rencontré des difficultés par suite de

la présence d'angles. L'ordinateur auquel nous avions accés (IBM 1130 8k) n'a

pas permis de prendre un nombre de points de discrétisation supérieur 4 25.

Il est fortement vraisemblable que les résultats seront considérablement

améliorés lorsque conme pour les problémes plans, nous pourrens prendre au

moins 50 points de discrétisation sur chacune des surfaces, c'est-a-dire ré-

soudre un systéme linépire de dimension mininun (200,200).

Nous espérons reprendre le probléme tridimensionnel de révolution

avec un plus gros ordinateur et envisager le probléme plus général des

isolateurs.



Annexe..l. Calcul de l’intégrale o = Log HN dil pour i
extGrieur au cercle foe C2

2a
¢=1 Log uN? aw = 1 Log (r? +22-22r cos 6)r dé

2 Cy 2 $9

r # 2

27

deé 15 2(2-r cosé) dé
dz 2 JO 2 +2° ~ 2r cos 0

20 1 f+2.,2 . r2= [r¢+e2-2er cosa}+ g- Eo= rr Q

2 jo 2 ge[x2 + 22—- 2er cos 6 |

cm

= x 2m 4 r(22- r2) déol fo ee. ae 
a

2 & 22 9 r2 + g2~ 22r coa 8

T

2 2
=r , + 2x (2% - r*) ao

2 22 9 r2 + 27= thr cos 8

Posons tg @ =t d'ot il (1 + t7)ae = dt
2 2

ag arm + 2r(22 ~ ¢2) 2 dt
dg R 22 9 (1l+t2) r° + 2%— 22r 1 = £2

1 + ¢2

= ar sy 2r (22-12) dt
g gL 3 Cr-2)24(r42)2e2



atest

On pose alors t = r

ns

~ pour £< rx, on trouve do

Ag

soit (2) = 6(2) = 2m x Log yr pour & <x

- pour Lo o>Y

OO

dog . mr y, 2x (2? - r*) (r-2) du _ 27r
ag g gL JO (vt2) (r-2) 7G +07) 2

o(2) = 20 x Log & + Cte

rap

20

o{r~e) Log [x? + (r-e )? - 2(r-e) xr cos 0 fae
9

27

2 2Log [2¢x - er) (l-cos6é) +e ] aé
9 1 

.!

QT

2
o(rte) = x Log [2(2? + er)(l-cos 6) + e€~ ]de

9djs ty toh
20

| Log [2¢e2-e r) (1-cos6) te 7] 44e r(1-co88) doo(rte)-o(r-e) = x
2 43 2(r“-er) (1=cos6) te 7

20

=x Log Ll + 4er(l-cos6) dé
2 490 2(r*-er) (1-cos0) te~

ho > 0 => Log (1th) < kh

20

O < o(rte)-o(r-e) < x 4e x (1-cos0) ae

2 30 2(e2-cr)(i-cose)? of

= IT =



Qn

Oo < $C rte} = (ree) <r | 4er(1-cos6)
2

Done $(rte) > 2m¥ Log r done C =

3° 2(r eer) (l-coso)

o(2) = 207 x Log & pour & or

- IIt -



Annexe 2, Salcul des intégreies G11, Cf2, C13, se ramenant

aux intégrales elliptiques

aT

cil (A,B) = { 40
9 CA + 3 cosé)ilé

a

uhC12 (A,B) a6

0 (4 + 8B cos0yale

an

C13 (4,8) = a6
a

La quantité VA + B cos @ n'est d&éfinie, quel que soit
8 € [o, 20 | gue si A +B > 3D et &-BO> DO

soit A > lz | > 9

2. Réduction de 1l’intervalle d*intésration

Chacune des int&grales Gil, 212, Ci3 est Seale 2 deux fois
i’intégrale deo A of

20 F

2 déCLL (A,B = eee wwe= 9

9 (AFB cos9)i/2 0 (A+B cos 86)

Effectuons le changement de variabie > = TH8

5 
T

CEi(A,B) = 2 nde lg ——St____, =CI1L(A,#)
+7 [A+Beos(m-9) ]1/2 a (A=Ecosg)t 2

Nous pouvons done é6tudier les 3 int4-
uniquement dans le cas of 3 est pos



pr

3. Utilisation des intégraies elliptiques de premiére et

de seconde espdce

Figurent dans les tables

1/2 ("/2

{Ai} K(m) = —_ d6@ ~et E(m) = YVi-m¢sin20 dé
9 VYi-n2sin26 | 9

; Ovm <4

En posant tg @ = t,nous obtenons

“00 Fo

K(m) = dt = dt ee

(1+t2) /T-n2 te V(l4+t24Ci-m2) e241 |
o \ Late Jo

De méme

+O +o 2

2,2 L-m? ,E(m) = 1 - Bett dt _ Lstit + dt

1+t2

+o

E(m) = (i-m*)¢2 + (aig) + ar dt
9 (Let 4)V(14e4) [Cl-e4)t “+1 ]

00

E(m) = (1-m2) dt 4
o ¥¢(l+t2) [-n4) e241 |

% eae

+ m7 dt

ho (ee 4) V(14t2) Fi -m2) 241]

done pour 0 <m< tl

(42) \* dt = Elm)
Jo V(ite~) [(l-m4) e241]

oO

dt =

D9 (14t2)/ (1402) P-m2)t 241 |

1 Em) + m@-1) E(m)
«A nm &

ata aaa



4. Calcul de CI1(CA,B)

Etude pour B > 9

20 1

CLIL(A,3) = d& = 2 d9

2 VA+Bcosé o VA+B-2B sin2 9

2

w/2 m2
= G dg = 4 d¢ pot eo

9 VA+B-28 sin*¢ VA+B JO Vv; _ 2B gin2 6

AtB

Sr A - B> On 2B A + BEV OX / 2B el

A+B

Soit pour B> 0 CI1(A,B) =__4_ x ' 23
YAR AtB

et quel que soit 3B) ,

CL1(A,B) = _4 x 2 |
Ya+[Bl iWatTBT /

5. Caicvui de Ci2(A,B)

Etude pour B > 9

21 T

CIl2 (A,8) = a8 = 2 dé

0 (A¥B cos 6) 2/4 9 (A+B cos0) 3/2

Posons alors t = tg a a'ci dt = i (1 + t2)de

2 2

oe
+O 2

dt +tCI2(A,B) = | — —_ a
Jo (Lee")) AtBh ges [3/2 FEB EPG oad)

L J 0° (A+B+(AB)EzZ

2 ’ =Posons alors C° = A + B puisque A+ B>O et A - B> 9

A - B

2. ETE ; 2 . JC @tant différent de 1 sinon pour C” = 1, ia racine carrée

disparait.

aT



ci2(A,3) = 4 Ql + t “at
(a-B) 3/20 Jo (42402) Me 241) Ce 2te02)

CLI2(A,B) = 4 dt + 4(1-c*) dt 5
(A-3)3/2 V(t *4+1) (t 2402) CA-E) 974 JO (e2+e2) Ve 241) (2 2402)

G

t = cu

b “ °CI2(A,3) = —£ poet, + 4lncF) = =.
e(A~B) 3/20 Jo Kise 2) (14e2°-) (A=8)37? fo c2(a2e1) [eetud) =

i ce? (ltu2)c4

On retrouve alors les intégrales BE et K et aprds Simplification, quel
que soit 8 #90

6. Calcul de Ci3(A,38)

27 T

CI3(A,B) = de = SO
9 (AT 72 (24+B coso)5/2

Qn pose toujours t = tg

On trouve le résultt suivant, quel que soit B #0

i]CI3(A,B)
4 eral

: - 4au/2ia] +¢/Bl-a)e/ 2/3]3[a-[B1)2[a+]s}]3/2 /ath aT

ce a a

=-Vit-~



BIBLIOGRAPHIE

(1)N.M. GUNTHER

"La théorie du potentiel et ses applications aux problémes

fondamentaux de la physique mathématique Gauthier-Villars 1934.

(2) A. HAURAT

"Equations intégrales intervenant dans la méthode du potentiel”

Thése de doctorat de spécialité Nancy 1969.

(3) J. LEGRAS

“Technique de résolution des équations aux dérivées partielles"

Dunod 1956.

(4) J. LEGRAS

"Précis d'analyse numérique" Dunod 1963

(5) Ph. NOEL

"Suritération des grands systémes linéaires. Quelques applica-

tions aux équations aux dérivées partielles. Thése d'Etat Nancy 1967.



NOM DE L'ETUDIANT : Gérard HIRSCH

Nature de la thése : Spécialité

"Méthode du potentiel - Application 4 des

"Barriére" plans et de révolution".

Cachet : Université de Nancy Vu, Approuvé

Faculté des Sciences et Permis d'imprimer

NANCY, le 4 Novembre

Le Doyen,

J. AUBRY

problémes de

1969


