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RESUME

Le but de ce travail est essentiellement de trouver une méthode
simple permettant de calculer le développement en série d'un petit

paramétre € de l'invariant adiabatique pour l'oscillateur harmonique.

La premiére partie, jusgqu'a 1.D inclus est une introduction du
concept d'invariance adiabatique; on montre - en suivant pour cela
d'une part VANDERVOORT, d'autre part HERTWECK et SCHLUTER - que la
variation de l'invariant adiabatique tend vers zé&ro plus vite que
toute puissance de ¢, lorsque € tend vers zéro. Ce résultat situe
alors parfaitement les conditions d'application de la méthode. Le
paragraphe 1.E est une présentation personnelle de 1l'auteur du
concept d'invariant exact remplacant, en la simplifiant, l'analyse
de LEWIS basée sur le travail de KRUSKAL. Dans 1.F, on montre la
connection entre le concept d'invariant exact, la méthode de
CHANDRASEKHAR et le développement adiabatique de la fonction de
Lewis; il est possible de remplacer le calcul complexe du dévelop-
pement de cette fonction par une simple formule de récurrence:
c'est le point le plus original et le plus intéressant de cette

thése.

La seconde partie, effectuée en collaboration avec Jacky BITOUN
et André NADEAU concerne la dérivation algébrique sur ordinateur de
la formule de récurrence en vue de son application pour les calculs

numérigues.

La troisiéme partie, dlile & de nombreuses discussions avec

André& NADEAU et 3 sa collaboration amicale pour tous les caculs
numérigques, est d’abord une application a des calculs 4 iunvarianis
adiabatiques; on obtient ensuitelesvaleurs propres de 1l'égquation de

Hill en utilisant les transformations qui aboutissent & l'invariant

exact pour tout ordre d'adiabaticité.
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INTRODUCTION




L'étude d'un systéme physique et de son évolution au cours
du temps sera grandement simplifiée si l'on connait une ou plu-
sieurs constantes du mouvement. Ainsi, pour un systéme dont le
mouvement est périodique avec un Hamiltonien constant, la sur-
face de l'espace des phases,entourée par la trajectoire,donnée
par:

J = p dg (1)
(g coordonnée, p moment)

est une constante du mouvement.

Lorsqgue l'Hamiltonien n'est pas constant mais varie lente-
ment au cours du temps, la trajectoire n'est plus une courbe
fermée et J n'est plus défini (du moins par 1l'éguation (1) ).
Cependant, si l'on considére un systéme dont l'Hamiltonien est
d'abord constant, ensuite varie lentement, enfin est de nouveau
constant, alors J est parfaitement défini avant et aprés la mo-
dification du systé&me: J est un invariant adiabatique en ce
sens que si la variation est infiniment lente, il aura la mé&me
valeur avant et aprés, bien que les courbes fermées décrites
avant et apr@s la modification du systéme puissent &tre trés
différentes.

La notion physique d'invariant adiabatigue fut introduite
par EINSTEIN /1/ au premier congrés Solvay en 1911 en réponse
4 une question de LORENTZ; la question é&tait la suivante:
"Quel est le comportement du pendule simple lorsque sa longueur
est progressivement réduite ?". Le probléme , fondamental en mé-
canigue guantique, était de savoir si le nombre de guanta é&tait
modifié. EINSTEIN donna immédiatement la réponse, a savoir que
le rapport E / i olil E est l'énergie du pendule et u sa frégquence
reste constant ainsi que le nombre des guanta, & condition que
la longueur du pendule soit réduite de fagon adiabatique, c'est
3 dire infiniment lentement; en d'autres termes, E /w est un
invariant adiabatique du mouvement. L'énergie variera proportion-
nellement & la fréquence et sera échangée avec le systéme gquil cau-

se la variation de longueur.




Un autre invariant adiabatique est donné par le moment
magnétique d'une particule chargée tournant dans un Champ magné-
tique variant lentement avec le temps. Les deux problé&mes sont
équivalents 3 condition d'identifier la fréquence de Larmor avec
le double de la fréquence de l'oscillateur. Nous nous limiterons
dans ce travail au cas du systéme unidimensionnel simple: 1;oscil-

lateur harmonique 3 fréquence lentement variable.

La constance de 1'invariant adiabatique d'un tel systéme a
fait 1'objet de nombreuses investigations. Le probléme est en gé-
néral traité au moyen d'une méthode de perturbation dans laquelle
un paramétre e sans dimension représente la lenteur de la varia-
tion. Les solutions des équations du mouvement et 1'invariant
adiabatique sont exprimés sous forme de séries en puissances de ¢
et dans chaque cas, on montre que la variation est nulle i tout
ordre de e c'est & dire J a la méme valeur avant et aprés la varia-
tion. KULSRUD /2/ fit remarquer qu'un tel résultat ne signifie pas
que l'invariant adiabatique est une constante exacte du mouvement,
mais seulement que sa variation tend vers zéro plus vite que toute
Puissance de & , lorsque € tend vers zéro. Le calcul effectif du
développement de l'invariant adiabatique en vue des applications
devient rapidement compliqué, le calcul & la main de l'ordre
quatre &tant déja fastidieux. Nous nous sommes donc attachés 3

trouver une méthode permettant de tourner la difficulté.

Dans la premi&re partie, nous rappellerons la définition
mathématique précise de 1'invariance adiabatique et nous montrerons
que 1l'intégrale d'action pour l'oscillateur harmonique est un
invariant adiabatigue. Nowe dérivone encuite 4'una SRR Bl
simple un invariant exact du mouvement primitivement introduit par
LEWIS /3/ & la suite de calculs longs et .compliqués, basés sur une
méthode générale dlie 3 KRUSKAL /4/. Cet invariant exact dépend
d'une fonction du temps w qui est connue comme solution d'une
équation différentielle du second ordre non linéaire. On peut

maintenant calculer w au moyen d'une méthode de perturbation




1'injection du développement dans l'expression de l'invariant exact
redonnant l'invariant adiabatique du mouvement; malheureusement, cette
méthode ne conduit pas 3 une simplification notable des calculs. A
partir de l'analogie trés étroite avec une méthode itérative de réso-
lution de l'éguation de l'oscillateur harmonique dlie & CHANDRASEKHAR
/5/, nous introduisons alors une suite de fonctions Ph gui remplace
avantageusement la suite des approximations adiabatiques Wn de w, les
résultats étant &quivalents dans la limite adiabatique. L'intéré&t des
fonctions Py est qu'elles se déduisent 1l'une de 1l'autre par une for-

mule de récurrence /6/.

La seconde partie aura pour objet le traitement de cette
formule de récurrence au moyen d'un ordinateur travaillant avec un
langage algébrique. Pour tester notre méthode, nous avons mené les
calculs jusqu'a 512; il aurait été possible, pour ne pas dire facile

de les mener plus loin.

Nous passerons auxX applications dans la troisiéme partie
tout d'abord en calculant effectivement l'invariant adiabatique de
l'oscillateur harmonique dans deux cas distincts et spécifiques :
d'abord lorsque l'invariant converge au cours du temps vers 1l'inva-
riant exact défini par LEWIS; ensuite, lorsqu'il existe un effet
veritablement nonadiabatique. Enfin, nous développerons une applica-
tion intéressante de ces invariants, & savoir le calcul des valeurs
propres de l'éguation de Hill. Dans le domaine ol l'adiabaticité est
bonne, les résultats sont trés précis et ce domaine est justement

celui ofl le déterminant de Hill pose des problémes de calcul numérique.

Le test sur l'équation de Mathieu prouvera l'efficacité de la méthode.




PREMIERE PARTIE

LA METHODE ADIABATIQUE




1. A - INTRODUCTION

L'étude de 1'évolution au cours du temps d'un oscillateur

harmonique & fréquence variable peut se faire en général de deux
fagons différentes: )

-~ on écrit les deux équations canoniques de Hamilton
c'est & dire deux équations différentielles du premier ordre:
c'est le schéma hamiltonien ou canonique.

- on écrit 1l'éguation de 1l'oscillateur harmonique
du second ordre: c'est le schéma newtonien.

L'une et l'autre de ces deux méthodes présentent des diffi-
cultés; il est intéressant alors de les utiliser ensemble en re-~
tenant de chacune ce gu'elles ont de plus efficace. Ainsi nous
dériverons un invariant exact 3 1'aide des é&quations canoniques.
Ce résultat n'étant pas directement utilisable, l'attaque directe
de l'équation de l'oscillateur harmonique nous permettra alors de

le développer en série et de retrouver l'invariant adiabatique.

Nous allons d'abord définir et établir 1l'invariance adiabati-

gue de l'intégrale d'action.

l. B - Invariance de l'intégrale d'action dans la limite adiabatique.

Considérons toujours le systéme unidimensionnel de l'oscilla-
teur harmonique caractérisé& par un Hamiltonien H (g, p, w) ol g
et p sont la position et l'impulsion conjuguée , w étant la fré-
quence. Lorsgue w ne varie pas, le mouvement est périodique; dans
ce cas, la trajectoire dans 1l'espace des phases est une courbe
fermée stable. On peut donc définir une période, une énergie moyen-

ne E et 1l'intégrale d'action

9l = p dg . (1)

oli l'intégration se fait sur une période. J est en fait la surface
intérieure 34 la courbe 3 Hamiltonien constant décrite par le sys-
téme: J est égal 34 E/w et est strictement constant pourvu que w

le soit. En effet, la fonction de Hamilton vaut




H=3 (p?+ uiq?) (2)

en prenant la masse égale 3 l'unité. La trajectoire dans 1'espace
des phases est une ellipse de demi axes V2E et V2E/w’dont la sur-

face (divisée par 2m est
Jd =E / w (3)

Maintenant, si w varie avec le temps, le mouvement du systéme
n'est plus périodique et on ne peut plus définir avec précision un
contour d'intégration. La notion d'intégrale d'action perd toute sa
signification. Cependant cette notion peut &tre reprise et prolon-
gée si la fréquence w varie lentement (c'est & dire adiabatiquement)
cela revient i postuler que la trajectoire dans 1l'espace des phases
est "presque fermée": nous n'avons plus un invariant exact du mou-

vement, mais un invariant adiabatique.
Ecrivons 1'équation de l'osciliateur harmonique:

=2 & W = 0 (4)

Lorsque w est constant, la solution générale de cette équation

s'écrit:
q = A cos (wt +¢ ) (5)

ol A et ¢ sont des constantes dépendant des conditions initiales.

Nous avons alors: (< > signifie valeur moyenne sur une période)
dq
<( _ )2> = % A2 w2 (6)
dt
2 _ 1,2
< q Ol — 5 A
< E > = % A% 2 (7)




L'invariance adiabatique se traduit de la fagon suivante:
Supposons que w, au lieu d'&tre constant, varie lentement avec
le temps de telle sorte que

=~="3 , << w (8)

Alors, pour de telles variations le rapport E / w est cons-
tant.,

Il reste une ambiguité dans cet &noncé du fait que E n'est

défini que lorsque w est constant. Eliminons les &lé&ments intui-
tifs en énoncant un théoréme dit a CHANDRASEKHAR /5/.

1. C - Théoréme fondamental de 1l'invariance adiabatique.

Supposons que w (t) est une fonction du temps telle que

w(t) >  w, si t > - (9)

wlt) > w, si t > 4w

Supposons aussi que toutes les dérivées de w s'annulent

lorsque t tend vers plus ou moins 1'infini.

d w
——— -> O
n
dt + o
lorsque t > _ (10)
¥nzzl

Pour ces deux limites (t + #*%) nous pouvons définir une

énergie moyenne et une intégrale d'action, donc un invariant.

Posons:
(J) to+w = J+
(11)
(J) t->_oo = J_

h -
[ o o e — = s S Wiy S =



Nous allons alors considérer le rapport:

A = —T (12)

Posons:

soe |1 @

£ -t [ w dt

(13)

3l

Le théoréme d'invariance adiabatique s'exprime de la fagon

suivante:
A > 1 lorsgque T —+ (14)

On peut le formuler de fagon un petit peu différente en intro-

duisant un paramétre € en posant
w = wlet) (15)
Le théoréme devient

A= R lorsque e >0

1. D - Variation de 1l'intégrale d'action.

Nous allons maintenant exposer une méthode pour obtenir la

variation de 1'intéagrale d'action durant le chanaement de fréanence

La méthode utilisé&e par VANDERVOORT /7/ sur une idée de
SOMMERFELD /8/ est la suivante:
Pour éliminer la difficulté associée & la perte d'orbites fer-

mées dans l'espace des phases, nous opérons une transformation cano-




nique permettant de définir J méme lorsque la frégquence varie.

La transformation fait passer des variables (g, p) 3 de nouvelles
variables (6, J) de telle manié&re gue ces derniéres se réduisent

a la variable angulaire et & la variable d'action ordinaires lors-

que les orbites sont fermées dans l'espace des phases.

Pour le traitement de l'oscillateur harmonique le choix des
variables de la fonction génératrice le plus indigué conduit i
introduire une fonction F(g8w) pour passer de 1l'espace (p, gq) &
l'espace (8/ J) puisque F prend la forme simple (GOLDSTEIN /9/):

F =F(gq, 6, w = qu cotgh (16)

N =

L'impulsion p et l'action J sont données par:

3

P =35 F(g, 6, w) = wg cotgs
(17)
0 1 2 1
J=--§-8—F(q,8,w)=§wq —
sin®b
et le nouvel Hamiltonien
H, = H ( w) + 2 F(q,0 ,0)
1 g, P, 3t 7 r W
= % (p2+m2q2) +o g2 cotgs (18)

le point indique la dérivation par rapport au temps; H(g, p, w)
est donné par l'éguation (2).

Les nouvelles équations canoniques sont données par:

as _ o,
at = aJ
(19)
ag _ _ M
dt a8




H; doit &tre exprimé en fonction de 8, J et wu
Il nous faut donc calculer P et g en fonction de J et 8.
D'aprés la seconde équation de (17) g est donné par
q=l/3E sin 8 (20)
w »
ce qui, par substitution dans la premiére, donne p sous la forme
p = V2wl cosb (21)

En portant (20) et (21) dans 1'équation, nous obtenons 1'ancien

Hamiltonien H en fonction des nouvelles variables 6 et J:

H (P2 + wzqz)

Il
N =~

wJ cos20 + wl sin?e

= wJ (22)

H ne dépend pas de 9, ce qui est normal, puisque les transfor-

mations ont été choisies dans ce sens.

H, s'écrit alors

@
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€
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On peut maintenant expliciter les nouvelles équations canoniques
(19) :
oH °

do6 _ il 9 . 24
IE i (w) sin2 6 (24)

|

Il

£

+
N~




oH .
J 1
g_g=_w=- () Jcos2 6 (25)

(24) ne contenant pas J, on peut donc la résoudre indépendam-
ment de (25). On résoud par une méthode itérative, c'est i dire en
négligeant le terme 1/2(d /w)sin 26 dans (24) et utilisant la solu-
tion obtenue pour calculer la nouvelle solution en tenant compte

alors de ce terme.
A l'ordre zéro en (&/w) nous aurons:

60 =:/det + 0 (26)

puis & l'ordre un:

© .

Pour reporter dans 1'équation (25), nous devons développer

le cosinus autour de 6=6, d'ol:

. 1 [
coszel ~ cos2 (80 + > Jﬁ 5 51n260 dt)

24

. © .
cos2 80 - 31n280 J o s1n230 dt (28)

Reportons (28) dans (25)

J__ o o w .
T = - cos23O + = 51n230 /{ 78 51n290 dt (29)
Intégrons cette é&quation:
t - t .
Log l {_’ = - W cos26 ., dt + L] { D sin2g dt}2
J w 0 2 w 0
0 t t
0 0
(30)




ol le second terme a &té inté&gré par parties.
D'ol:

J t o 5 1 t [:) ' 2
3; = exp| - ,{t = cos eo dt + 3 ( J’t o 51n290 dt ) (31)
0 0
On développe le membre de droite de (31) jusqu'a l'ordre
deux en (®/w) et on fait une moyenne sur 0.
On obtient en posant
6 =er at (32)
t 5 t
J _ 1 w = W - 2
< JO>e =1 + 5 ( J' e cos26 dt ) + ( j- e sin26 dt ) (33)
o o

HERTWECK et SCHLUTER /10/ ont obtenu un

en travaillant directement sur 1l'équation de

résultat identique

l'oscillateur harmo-
nique gue nous &crivons de nouveau:

g+ w2 (t) g=0 (34)
Posons: t; = [ wdt {35)
(34) devient:
dzg 1 dw dg
ymta=-(yaE ) & B8
dtl 1 1

Nous résolvons par une méthode itérative analogue & la précé-
dente, c'est & dire en évaluant le membre .de droite de (36) en
fonction de la solution obtenue lorsque ce membre est pris égal a

z€ro, et on résoud l'équation résultante comme une é&quation non
homogéne.

La solution de (36) sans second membre est:




q=e't1 (37)

=

on reporte a droite de (36). Cela entraine:

2 ,
d g +q = -i (_.}_ dw eltl (38)
dt2 w dt
1 1
Posons:
q = exp (fydt,) (39)
(38) devient
d 2
5%_ + vS + 1+ % g%—)y =0 (40)
1 1

Posons maintenant:

[

= Xt
Y = 333 (41)
Reportons dans (40), nous obtenons:
dy + 2iy + 1 dw (1_y2) = 0 (42)
at Z de,
1

Tenant compte du fait que y=1 (car fydtlzitl) on peut
négliger y2 devant 1 dans (42) et ainsi nous avons a résoudre
l'éguation du premier ordre linéarisée.

Y 4 2iy + 2 9%— =0 (43)

dtl 2w d 1

La résolution de cette équation ne pose pas de probléme

et on obtient /10/:

A= ZE o4 p)? (44)




ol P est donné par

<+ o0

=1 1 dy -2it -

P ¢ gt © dat (44bis)

Montrons que ce résultat est identique & (31):
Posons dt = wdu (45)
lorsque t + *» u tend vers *» car w tend vers une constante

différente de zéro pour ces deux limites

d'ol
du (46)

Compte tenu de (46), l'é&quation (44) est alors identique au
résultat de VANDERVOORT donné par (33) dans lequel on a pris des

bornes infinies.

Regardons maintenant le comportement de P avec & paramétre

de lenteur gque nous introduisons dans (45) en posant
u = et (47)

On a alors en suivant un calcul donné par HERTWECK et
SCHLUTER /10/

+ o
B e ( 1 s =iufe o, (48)
72 } w qau
Posons aussi:
flu) = 14w (49)

Supposons que la fonction f(z) ol z est complexe, soit




4ﬁwai%

analytique et intégrable dans le domaine

]Im(z)[ < ao (50)

Faisons alors la transformation

u > u - ia (51)

avec 0 < a < a

0 0. étant constant, le chemin
d'intégration sera déplacé parallélement & lui-méme.

On obtient alors pour l'inté&grale (48)

+ oo
u-ia

fu-iz)e ¥ T 4u (52)

00

On peut sortir le terme constant e—a/8

+eo :
= & LU

f(u-ia) e & du

OO

-

Majorons le module de l'intégrale :

+oo . +o
_iu
f(u-ia) e € du | € |

f(u-ia) dul = 2M

-0 -0

M est une constante qui tend vers zé&ro avec ¢

D'od :

[P| < e M (54)

(53)




Nous obtenons donc le double résultat important:
- P tend vers zé&ro plus vite gque toute puissance de ¢
- P, qui représente la variation non-adiabatique,

n'est pas développable en série des puissances de .

On peut é&galement déterminer P en identifiant 1'équation de
l'oscillateur harmonique avec l'équation de Schrddinger:
2
¥, kv =0 (55)

dx2

pour le mouvement unidimensionnel d'une particule au-dessus
d'une barriére de potentiel lentement variable (DYKHNE /11/).
Les expressions asymptotiques de V¥ lorsque x ~+ *o sont liées
entre elles par le facteur de réfléxion, et ce facteur a la for-
me e-OL/E ol € est maintenant le paramétre caractérisant la lenteur
de la variation dans 1l'espace du potentiel, ce qui est en accord

avec les résultats précédents.

La variation de l'invariant adiabatique J échappera donc aux
développements en série des puissances de ¢, ce phénomé&ne étant
d'ailleurs 1ié& au caractére asymptotique des séries le représen-

tant (voir Annexe A).

Néanmoins, si, € &tant suffisament petit, la variation de J
est négligeable, on peut alors s'intéresser 3 cette quantité
comme un invariant du mouvement et les développements en série
des puissances de £ sont utiles. Nous allons maintenant nous y

intéresser en déterminant d'abord un invariant exact du mouvement.




e

1.

E - Invariant exact du mouvement.

1. E-A Position du probléme: en dynamique analytique,

les constantes exactes du mouvement sont en général obtenues par
la formulation canonique suivante: si 1'Hamiltonien est indépen-
dant de 1l'une des coordonnées, alors le moment conjugué est un

invariant.

KRUSKAL /4/ a développé une méthode générale pour les
systémes aifférentiels "presque périodiques“(o) qui permet,

dans le cas de systémes hamiltoniens de trouver ces constantes.
L'application de cette méthode au cas de l'oscillateur harmoni-
que a conduit LEWIS /3/ & introduire une fonction w, l'invariant

exact étant alors une fonction:
I =1I(g, p, W) (56)

I1 est possible de retrouver simplement les résultats

dérivés par LEWIS, de la maniére suivante:

1. E-B Transformations canoniques et fonction de LEWIS.

Rappelons 1'équation donnant 1'Hamiltonien de l'oscilla-

teur harmonique:

H(p, 4, t)=%(p + w'g”)

=]

(") On définit un systéme presque périodique comme un systéme
d'oscillateurs linéaires dont les fréyuences varieit lanitsment
avec le temps. Ici, presque périodique est synonyme d'adiaba-

tigque




On va chercher une transformation

(p, 9, t) > (P, Q, ©) (57)

telle que le nouvel HamiltonienXK(P, Q, 8) soit celui d'un

oscillateur harmonique - donc indépendant de 9.

A ce moment en prenant la frégquence égale 3 1, on pour
ra écrire

2 2

K(Pr Q, 8) = (P + Q) (58)

N|

Les nouvelles équations canoniques seront données par:

dQ _ 9K _

a ~ 3 - F ) (59)
ar _ _ 3K _ _ g

de 3Q (60)

L' Hamiltonien K est une constante et la frégquence

étant é&gale 3 1, l'invariant I du mouvement est:

K/1 = %(PZ + 02 (61)

H
1

Passons d'abord de

(P, 9,8 ) - (P, Q, t)

On doit avoir, si L(P,Q,t) est le nouvel Hamiltonien

&
&

|
|

- (63)

ol
¢t
@
0O

(64)

|
|
ol




or, nous avons:

(65) par rapport a Q:

@ _ g | ge
dt do dt
§2=d_Q.@=P
dt de dt
donc

3L _ 48
30 - 9 3¢

3L de

3 - F ax

Intégrons

_ 1,248
L=39 3

Dérivons par rapport 3 P et identifions & (66)

oL of,

3P

op

(P, t) =

+ fl(P, t)

Intégrons par rapport 3 P

£, (P

1

On choisit

ce gquil entraine

d'old
= 41
L =3
= 1
L(P,Q, 0) =1

rt)

L

£,

0 si

{
0

dé

dt

P
Q

+ £, (8)

il
o

deé
dt

(65)

(66)

(67)

(68)

(69)

(70)

(71)




On a donc l'invariant I connecté 3 1'Hamiltonien K

=32 @®%+ 0% =Ta (72)
‘ dt
de . e Tee - :
ar étant considéré comme une fréquence, I apparalit alors
également comme un invariant adiabatique pour 1l'Hamiltonien
L (rapport de l'énergie sur la fréguence)

Nous.allons maintenant chercher une fonction génératrice

permettant de revenir 3 1l'Hamiltonien de départ H:
Nous allons poser avec LEWIS

a 1

w ()
w est une fonction du temps qu'il s'agit de déterminer.
On cherche une transformation de la forme
g = Qe-m(t) (74)
(le bien fondé de cette transformation linéaire n'impliquant
gue g et Q apparaitra par la suite; i1l est certain que l'on

pourrait en choisir d'autres)

m est une fonction du temps gqu'il s'agit de déterminer

et qui est reliée 3 w.

La fonction génératrice de la transformation est F(q,P,t)

et 1'on a

oF _
oF
=5 = 0 (76)




On a également

- dj = d— L]

t
dgQ dam
= e + —
P=g3c" " *t i@ (77)
40 _ 40 48 _ P_
dt =~ ds t 2
w
- PTw dm _ 9F (78)
= —— 4 — = et
p 5 th/ﬂ 5
v 3F
Q = CI/'TT =§$ (79)

Intégrons (79)
F=294+ £(q,t) (80)

dérivons par rapport & g

OF _ P 9f  py dm
3T T 2t VT
d'ol
pf (7 _ 1 g dm
Ele| (w2 n) P+ T dt
Intégrons par rapport a q :
=z -1 1,2 dm

Notons gqu'il s'introduit encore une fonction du temps
gque nous annulons en choisissant judicieusement les conditions
initiales sur F : F(0,0,t) = 0)

Reportons (81) dans (80) et dérivons par rapport a P. Nous
obtenons:
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SF _ 3F a_g T 1
3 -5 77t (3P«
w
ce qui entraine nécessairement:
L-l:o —_— T = W (82)
w2 m

(la détermination 7=-w n'apportant rien de nouveau, nous la
laissons de cdoté ).

w va é&tre déterminé par la relation:

L=%(P2+Q2)
2w
2L o2 4202y 4 OF
Calculons Q_
ot
2
= I g 4drm
F==P3+357 3%
w
p 2
- 29 , g dw
w 2w dt
2 2
9 _ _Pgdw  1lg dw_1g  dw2
3t 2 dt 2w = 2 2 2 dt
w dt
Calculons:
2
OF _ 1 52,4242 142/ dw_1g (4w 2 Pg dw
H+3p =3 pHwa) + 53a/w w2 2.7 ) 2 dt




“ w2 dt w2 dt
H + F _1 ( Ei + 2(Q + wz) )= 1L
ot 2 2 4y 3
w
_1 .22 o°
=z (=5 +%5)
w w

En identifiant, on trouve qu'il faut que w obeisse 3 1'égquation

2, aw

—% = w" ( - /W + wz)
w dt
ou encore
W+ wlw = 13 (84)
w

Equation primitivement dérivée sous cette forme par
LEWIS /4/. Notons gque COURANT et SNYDER /12/ avaient dérivés

le méme invariant exact d'une fag¢on différente.
L'invariant I s'exprime alors en fonction de p g et w.

= 1
=3

(t
bl
]
(t
w3

th
(b}
(-l

. -
crant S+ v

D

B |
combinés au cours du temps pour donner 1l'é&quation d'un oscilla-
teur harmonique.
Le point correspondant 3 cet oscillateur décrit une courbe
non fermée dans 1l'espace (q,p), un cercle dans 1l'espvace (Q,P)

et une droite dans (6,I) avec la vitesse de/dt=l/w2




=~

On peut penser gque nous n'avons rien gagné i remplacer
l'équation de l'oscillateur harmonique (34) par une équation
différentielle non linéaire. Ce n'est pas tout & fait le cas
pour trois raisons. Premiérement, on peut choisir pour w n'im-~
porte guelle solution particulidre de 1l'égquation (84). Deuxia-
mement, l'invariant exact I a une forme tré&s simple en fonc-
tion de g, p et w. Enfin, pour le probléme de l'invariant
adiabatique, on peut résoudre directement (84) par une métho-
de de perturbation; en effet, anticipant sur sa solution, no-
tons gue l'hypothése adiabatique ol w devient une fonction de

et consiste en premiére approximation (e£=0) i négliger le pre-

mier terme de (84) ce qui entraine w=w-l/2 qui n'est autre que

WKB. (84) est donc plus simple que 1l'équation de départ.

Méthodes de perturbation.

1.F1l Résolution de l'égquation de Lewis:

on pose de nouveau u=ct, l'éguation (84)devient:

2
52 g—g + wz(u)w = l? (86)
du w

Nous cherchons une solution de la forme:

= 2n
wo= ) Won € (87)

n=0
Il est facile de voir gue la solution ne comportera que
des puissances paires de e£. On obtient alors pour les deux
premiers termes en identifiant dans (86) chaque coefficient

du développement en € :
w—l/Z

_ 3 Y2 dw
ig ¥ (

2
dt) (88)

1 -7/2 3w
gw 2
du




L'approximation w0=m—1/2

n'est autre que WKB /13/.
I1 faut noter que l'application de la méthode de pertur-
bation fixe le choix des conditions initiales sur w mais cela

n'a pas d'importance puisgue nous pouvions les prendre quelcon-

gues.
5~ db -
Revenons 3 3¢ due nous développons :
.- 1. $an, 2" (89)
&= 2"~ I ac ¢
w
n=0

Développons Q également:

Qo € = q/w (90)

A l'ordre zéro nous aurons donc le changement de variable

et de fonction.

(91)
1/2

On retrouve les transformations utilisées par CHANDRASEKHAR

/5/ pour traiter par une méthode itérative, 1l'é&quation de l'oscil-

lateur harmonique.

[
1
\9]
a
¢
c
5
(¢
o
a
a
8
£y
I-i
ar
4]
o
Z..
o
k!

Nous faisons dans 1'équation de l'oscillateur harmonique

2
d 2 _
__gdt +w (t) g =0 (34)

les changements de variable et de fonction




dt1
gt ~ ¢ (92)
2
a, =% gq (93)
identiques au systéme (91)
Nous obtenons alors:
dqu-
+ wéq, =0 (94)
dt2 1 1
1
ol l'on a posé:
2 -3/2 a2 -1/2 (95)
wl =1 + w 2 w
dt
Introduisons ¢ en posant de nouveau u=ect
2 2 -3/2 &%  -1/2 (96)
w? =1+ €7 w -, w
1 2
du

Le nouvel Hamiltonien

3 l'éguation (94)

2

2 2
(py+w] ay)

tof

(pf s qi) + g2 fl(ql,pl,ul)

|
N

Dans 1l'espace (ql,pl) le nouvel Hamiltonien est donc

constant 3 des termes d'ordre e prés.

et g

on introduit t2 15

Recommengons le processus;

Hl(pllql,ul)(avec u,=et,) associé

(97)

tels gue
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dt,

ag; = (98)
1

a; = 1'% q (89

Nous obtenons alors
2 2
d"q, + w5 g, = 0
a4 &2 (100)

2

avec wg =1 + wI3/2 a w-l/z
2 71

dtl

w, est égal a 1 plus des termes d'ordre 34 et sie est
assez petit, l'approximation w2=1 est une amélioration & la

solution précédenteie nouvel Hamiltonien

1 2 2 4
H(Pzrq2,u2) = j(p2 + q2) +€ f2(p2q2u2) (101)

est constant dans 1'espace (quz)a des termes d'ordre 34 prés.

Le processus peut étre itéré indéfiniment eth est égal

a8 1 plus un terme d'ordre EZN.

Posant wNzl, nous avons alors

2
d qN

+ gy= 0 (102)
2

dtN

ty étant donné par

[t
e = {(m, W N T 1oz
N J . N-1" .

0

Le dernier Hamiltonien s'écrit

2N (quNuN) (104)

2 2
(pN + qN) +¢ fN

N~

HN (lequuNI)

HN est le développement en série des puissances dece de

1'Hamiltonien
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K(P,Q,8) = = (P%+Q?)

[T

Les solutions PN et QN étant elles-mémes les développements
de P et Q.

1.F3 Equivalence des deux méthodes dans la limite adiabati-

que; formule de récurrence /6/.

Nous introduisons

-1/2

on = (wwl...wn) (105)
-4 _ -4,2
Ph+1 n n+l
2
= ot w32 A 12 (106)
dt
n
mais
p
-1/2 _ "n
“n ~ Pn-1 (1.6
a_ -1/2_4a (o oat dt,)
de_ “n dt ‘o, _, dt; dt_
p
a =-1/2 _ 4 n,. 2 _ - _ .
dc_ “n T dt (o )pn-l Pn Ph-1 Pn Pn-1
n n-1
Le point indigque la dérivation par rapport au temps.
dz i/2 a E , 2
/e _ 4 - <
dtz “n T dat (o, Pn-1 °n pn—l) Pn-1
n

a®  -1/2 _ . 3 - 2 o8
—3 = P P " Pn Pn-1 Pn-1 HES)

o I N)
o)
=}
=)
|
o)




Reportant (107) et (108) dans (106) nous obtenons

3
-4 _ -4 Pn 3 . 2
Pptr = Pp 1+ == (B oy = o, By Po_y)  (109)
pn—l
|
i -4 -4 bn pn—l
Pre1™ Pn Y 5o T (110)
n n-1

Nous avons une formule de récurrence que nous pouvons
encore simplifier; si on remplace successivement o; ,o;il,
4dans la formule (110) par leur valeur issue de cette
méme formule, on obtient:

ey p;

o4 2 -4 Po
+
n+1 o 1 o
mais
-4 -4 2 -4 _ Po
1 T Pp @1 = Py * 57
0
avec
-1/2
po—w
donc o
-4 _ "n 2
Prel 5. + (111)

Cette formule de récurrence simple va nous permettre de

calculer les invariants

w

un ordre

[HY

laya.,

+I‘\'L'IQ lToae ~haoanmromantco
oUsE e CcahrangementT=

de variables ayant é&té supprimés.

Revenons maintenant a l'égquation (84) gue nous réécrivons

sous la forme:
w = e ¥y (112)
w

Nous notons tout de suite l'analogie avec (111)




Appelons wn la solution de (112) arrétée a 1l'ordre €2n:
_ 2 2n
Wn = Wy + € Wy ¥ ce. tE Won (113)
Pour calculer Wn+l connaissant Wn (c'est 3 dire trouver
le terme w2n+2) on doit reporter Wn dans (112) ,ce qui entraine(°):
2
a™w
~4 2n+4, _ 2 n 2
Wn_*_1 + O(¢e ) =g du2 / wn + W (114)

Nous voyons que Wn est alors le développement de p_ en

n
: o = 2n
puissances de € arrété 3 l'ordre ¢

n+2

p_. = wn + o(e2 ) (115)

n

Si 1l'on veut calculer exactement Wn et plus précisément,
si l'on ne veut pas les termes d'ordre supérieur, alors il faut
résoudre (111) ou (112) en développant toutes les quantités et
s'arréter 3 l'ordre désiré; c'est un calcul relativement délicat
que LEWIS automatise 34 l'aide d'un langage algébrique sur ordi-
nateur (FORMAC), mais qu'il est obligé d'arréter assez rapide-
ment (& l'ordre 66). Mais il n'y .a pas d'inconvénient 3 utiliser
des résultats corrects & l'ordre €2n méme s'ils contiennent en
plus des termes d'ordre supérieur erronés. On utilisera alors
(111) gqui résoud directement et bien plus simplement le probl&me
d'obtenir les ordres élevés. Nous n'avons plus qu'a utiliser
cette formule de récurrence gue nous allons traiter pour une
utilisation systématique sur un ordinateur travaillant avec le
langage FORMAC.

(°) Le symbole 0(e™) représente une somme de termes qui s'annulent

. . . 1
au molns aussi vite que € .




DEUXIEME PARTIE

TRAITEMENT ALGEBRIQUE SUR ORDINATEUR

DE LA FORMULE DE RECURRENCE




Nous allons montrer la nécessité de recourir 3 un langage
algébrique sur ordinateur pour pouvoir utiliser la formule de
récurrence et nous donnerons une description rapide du langage

utilisé. La partie purement technique du programme est reportée
en Annexe B.

., A - Nécessité d'émployer un ordinateur travaillant avec un langage

algébrique.

On se propose de calculer par récurrence Py ( 1 variant

de 1 a4 n,n &tant défini par les besoins et les possibilités du

calcul ) & partir de la formule suivante, issue de l1'éguation
(111) :
2
_ n -4 ., -1/4
Ph+1 °© ( N i Po ) (116)

on a remplacé wz par 084 pour ne faire intervenir que des &lé&ments
de la suite Py -

L'exploitation entiérement algébrique de cette formule,

afin d'obtenir le développement

_ (n+1) 2i
Pney (B = 1 ppy e

i=1

(117)

n'est pas plus simple que la recherche du développement de w

donné par 1'éguation (87). Mals si nous désirons seulement avoir
la valeur numérique de P+l a un instant t donné alors la connais-
sance explicite du développement (117) n'est pas indispensable.

I1 suffit de reporter dans (116) directement les valeurs prises

par o, b et Py a cet instant pour obtenir la valeur de Pt

n 1°




La présence d'une dérivée seconde dans (116) va néanmoins
compliquer le probléme par rapport a l'utilisation numérique habi-
tuelle d'une formule de récurrence; nous allons mettre ceci en
évidence en examinant le calcul des trois premiers termes de la

suite et nous généraliserons aisément pour tout n.

Pour bien distinguer la fonction avec 1la valeur numérique
de cette fonction nous adopterons la notation suivante:

.pll p2! c ey pn

représentant la fonction: t-VV9pi (t) (1 de 1 3 n)

représentant la valeur numérique de cette fonction au point t
donné. Ce systéme de notation est é&tendu 3 toutes les dérivées.
Par hypothé&se on suppose connues les valeurs numériques 3§

l'instant t ge o et de ses m premiéres dérivées, soit:

50’ pol "'I(IB)O
ol m dépend de n d'une maniére gque nous expliciterons. Ces valeurs

se déduisent immédiatement de celles de w et de ses dérivées.

Pour calculer e, nous devons utiliser 1'équation (116) dans

laguelle nous faisons n=0; ce qui entraine:

b
B 0 -4 -1/4

qui donne la relation entre les valeurs numériques:
4 A Y
o -4,-1/4 ‘
) (119)

1 Po 0




On obtient donc 51 d partir

de 50 et SO.

Calculons 52; on utilise 3 nouveau (116) mais pour n=1, ce

gui donne:

P
_ -1 -4 ,-1/4
1
et numérigquement:
B
= 1 ~=4 [ -1/4
Py = ( EI + Po )

(120)

(121)

Calculer 52 revient donc & connaitre 51, Sl et 50. Le

calcul précédent nous a fourni 51
il faut d'abord dériver deux fois
générale (116). On obtient:

mais pas 51. Pour le calculer

(118) ou d'une fagon plus

8 o 0.5
g . n -4,-5/4 ,"'n _ "n"n _ =156
n n P
n
) 3 .
B L[5 fa, -4y-9/4 En _ Pnfn ap=2 5 52
Pn+1 a2 |77 '% 0 b 2 o o
n n °n
(123)
. 4 3 . ) s ..
On -4, -5/4 ,Pn 2°nPn on 2pnon
* gt ey I i
" i Pn P Pn
-6 °2 -5 .
+ 20047 o 40, oo)]
Ces expressions sont déja lourdes 3 obtenir & la main.




L'équation (123) nous permet alors de calculer numérique-
ment bl‘

Finalement 3 cette é&tape du calcul, nous aurons dfi:
- dériver deux fois 1'équation (118) ou (116),
- connaitre:

~

g ; o 3 I
pol pol pol pol po

Regardons maintenant le calcul de 53. Nous appliquons (116)

pour n=2; ce qui entraine:

6 -4 -
P, = (== + pr4)y~1/4 (124)
3 P, 0
gqui donne pour les valeurs numérigues:
. P2 | -4,-1/4
By = (= + 5,%) (223
s 0

Il nous faut connaitre

- ?2 : calculé 3 l'étape précédente

- 62 : pour le calculeg il~fau§ ut%liser (123) pour
n=1. On doit alors connaitre 51, bl, bl’ Pyr 0 les deux dernié=
res n'étant pas connues, il faut pour les obtenir, dériver deux
fois (123). Il est alors prohibitif de le faire & la main; on le
fait alors avec un ordinateur travaillant avec un langage algé-
brigque (FORMAC) .

Pour calculer 53 nous aurons donc dii:

- dériver quatre fois la formule de récurrence (116)

- connaltre: N

= 3 Pt 5
por po! pol po! Qol pol

oLk
(]




2.

Généralisons, n étant quelconque. Pour calculer pn+l il faut:
- dériver 2n fois la formule de récurrence (116):
ceci est parfaitement justiciable de FORMAC. Nous donnons en
Annexe B le programme et les formules de dérivation obtenus jusque
n=5 permettant donc de calculer 96(512).
- connaitre:

~

50, 60’ ..., B avec m= 2n+2
Remarquons que 1l'on peut &galement utiliser FORMAC dans le
cas ol w a.une forme compliquée, pour dériver:

w—l/2

Po

Présentons maintenant rapidement le langage FORMAC.

B - Bréve description du langage.

FORMAC est un langage mis au point par les chercheurs de
IBM (TOBEY et alii /14/) qui est utilisable sur les ordinateurs
de la série 360. FORMAC est 1'abbréviation de FORmula MAnipulation
Compiler. Le langage de base est le PL/1 et FORMAC est en fait
constitué d'une série de sous-programmes qui sont appelés a 1'exé-
cution et permettent de travailler sur les formules algébriqgues
comme sur des chaines de caractéres. L'exécution est alors essen-
tiellement la méme gu'en PL/1 mais, alors gu'en PL/1 les expressions
arithmétiques calculées donnent des nombres, les expressions FORMAC
donnent de nouvelles expressions FORMAC. On retrouve les mémes
fonctions préconstruites qu'en PL/1 et la possibilité pour 1l'utili-

o m vy
saccul

(¢

Tan~rama
b e S =

]

=

(0]
ot

{

de gé&né&rer ses proprec Ent&rat A
donc de pouvoir travailler directement sur des variables algébri-
gues et de réaliser les opérations mathématicgues telles que substi-
tution, détermination du coefficient d'une variable donnée, sépara-
tion de numérateur et dénominateur et surtout dérivation de fonc-
tions de plusieurs variables. C'est donc un outil utile pour une

algébre systématique ennuyeuse.




TROISIEME PARTIE

ETUDE NUMERIQUE DU DEVELOPPEMENT DE L'INVARIANT

EXEMPLE D'APPLICATION




Nous avons dégagé une méthode simple permettant de résoudre
a tout ordre 1l'équation de 1l'oscillateur harmonique dans 1'appro-
ximation adiabatique. Nous allons 1l'utiliser pour calculer numé-
riguement, sur des exemples, le développement de 1l'invariant du
mouvement et ainsi, d'une part tester sa validité, d'autre part
regarder l'intérét d'obtenir les ordres &levés. Nous l'applique-
rons ensuite au calcul des valeurs propres de 1l'équation de Hill,
1'étude numérique é&tant faite sur le cas particulier de 1'équation
de Mathieu.

3. A - Calcul des invariants 3 un ordre &levé.

Nous voulons obtenir le développement suivant:

+ 00
S PR (126)
i=0
ol ji = ji(p,q,w) (127)

On n'écrit pas le signe é&gal dans (126) car le développe-
ment n'est en général pas convergent mais asymptotiquement con-
vergent (voir Annexe A). On sait cependant que les développements
asymptotiques permettent d'approcher des fonctions avec une bonne

approxXimation. Pratiquement on arréte le développement a 1l'ordre

EN et on écrit:
N
J#J,. =7 3, ¢ (128)

N"
Nous appellerons J "approximation adiabatique d'ordre ¢

N:

LEWIS /3/ suggére de calculer JN en reportant l'approxima-

tion correspondante de w dans I donné par:




1 2 e .2
I = 5 ( 35 + (wg-wq) © ) (85)
W

En effet, si dans I on reporte Wn (développement de w

arrété 3 l'ordre €2n = approximation adiabatique de w d'ordre
€2n) et Wn’ on obtient alors un développement J¥n+l tel que
w _ 2 (n+1)
.J2n+l = J2n+l + 0 (e ) (129)
gy est un développement infini en puissances de e iden-
2n+1 o+l

tique a celui de J jusgu'a l'ordre ¢ inclus; si € est suffi-

sament petit la différence entre les deux l'est également et on
pourra confondre les deux avec une bonne précision: nous dirons
gque J¥n+1 constitue une "représentation asymptotique" de J d'ordre
e2n+2, Si nous nous reportons & l'équation (115) nous constatons

que p_ constitue une représentation asymptoticgue de w d'ordre
2n+2
€ .

Wrl comme valeur de w et obtenir un développement J

=

On peut donc injecter o, et én dans I & la place de Wn et

P .
2n+1"°

JP = gv + 0 (

E2n+2
2n+1 2n+1

) (130)

On déduit immédiatement de (129) et (130) que:

Jo 2n+2

2n+1 e * 0 (=

2n+1 ) (131)

gqui montre que Jgn+1 constitue une autre représentation asympto-

LD
110 &

o}
tigue de J également d'ordre ¢°

Pour obtenir un J2n+l quelconque il suffira d'utiliser soit

wn (et &n) soit °h (et bn) dans I et de laisser tomber les termes




. x + . .
d'ordre supérieur a €2n l. Remarquons que l'on obtient directement

deux termes de la suite Ji car l'invariant exact contient 3 la

fois w et w et la dérivation multiplie par €.

Nous avons calculé, en utilisant Wn et P l1'approximation

adiabatique d'ordre €2

P N . - ag  dw
Jy = 35 (PHwa)+e 5,2 au
(132)
e . 2 dw, 2 1 @0 3 dw2 2 22
+ ——§( (EG) + (G — - T3 (EE ) (PT-wg™))
8w du 2w

Bien que le calcul algébrique de Ph soilit, en raison de la
formule de récurrence, plus simple que celui de Wn on retombe sur
le probléme des expressions longues a manipuler; toutefois on a,
pour calculer o7 beaucoup moins de manipulations & faire.

LEWIS /3/ a utilisé FORMAC pour calculer W 8

(e”). On est limité

3
pour le.:calcul d'ordres plus élevés par la capacité de mémoire
des ordinateurs méme les plus puissants. On peut espérer avec Pn
gagner quelques ordres, mais de toute fagon on doit, dans les

deux cas, injecter le résultat dans I pour trouver J2n ce gqui

+17
complique encore le calcul.

Dans une optique purement numérique du probléme, c'est a
dire si 1l'on veut seulement pouvoir connaitre la valeur numérique
de JN 34 1'instant t, alors la connaissance explicite du dévelop-
pement (128) n'est pas indispensable; il suffit d'injecter les
valeurs numériques de Wn’ Wn (ou Pn bn) 3 l'instant t dans I pour
obtenir le résultat. En faisant ceci nous ne pouvous plus S1liinsy
les corrections diies aux termes d'ordres supérieurs mais si nous
pouvons négliger ces corrections alors le processus est correct.
Numériguement oy est alors beaucoup plus simple & calculer que
Wn; en effet calculer Wn 3 l'instant t exige de toute fagon la
connaissance du développement (113), alors que le calcul de on

3 1'instant t est facile a l'aide de la procédure mise au point




dans la seconde partie et qui nous a permis de calculer p jusqu'a

1l'ordre 812 inclus sans difficulté.

3, A - 1 L'invariant adiabatique converge vers 1l'invariant exact.

Considérons la fréquence suivante

-2n/@n+1) _ u-2nA2n+D

w(t) = (et) (133)

=

On peut trouver analytiquement w associé& 3 cette fonction

(LEWIS /3/)
w o= a8l g, e |2 (134)
avec 1
Glu,e)= g O e Craeronl o IR 2 (135)
k=0

w a donc une forme analytique qui définit parfaitement sa
valeur V t € [O,m[ mais le développement en € n'est pas toujours
convergent. Si l'on considére z=w2 alors le développement de z
en puissances de € est un polyndme donc s'arr&te et a un rayon de

convergence infini.

Regardons quelle va &tre la convergence du développement

de w pour le cas n=1
On a alors

= u—l/3)l/2

W[

G(u, &) = (1 +

2

lGu, ) ]2 = (1 + 55 u"2/3,1/2

(136)




/2

On sait que (l+x)! converge si |x|<l donc il faut ici

2
%— u_z/3 < 1
82
dong t> 55 (137)

Il ne nous paralt pas possible de calculer le rayon de
convergence pour o ; mais compte tenu de (115) o, he peut pas
converger si Wn ne converge pas. C'est en quelque sorte le prix
payé 3 la simplicité du calcul. De toute fagon au bout d'un temps
suffisament grand, l'invariant calculé soit 3 partir de Wn’ soit

4 partir de P, Va converger vers l'invariant exact.

Remarquons que la fonction w(t) choisie ici ne répond pas
complétement aux critéres d'adiabaticité, définis au paragraphe
1.C, en raison de la singularité & l'origine. En effet au voisi-
nage de z&ro le critére d'adiabaticité est violé (—%g>l) et la
méthode n'est plus applicable alors que la fonction w et 1l'inva-

riant exact I restent parfaitement définis.

Nous avons choisi pour illustrer cet exemple, les valeurs

t—2/3

e=1 et n=1 (la fonction correspondante w(t)= est tracée en

figure 1).

Le tableau de la page suivante montre la convergence de on
vers la solution exacte w de l'équation de Lewis donnée par (134).
Nous avons tracé deux réseaux de courbes représentant les approxi-

J J de l'invariant.

mations J 37 e 11

1'

D'abord (Figure 2) pour des temps allant de 0 & 8, on est

dans la zone ol le critére d'adiabaticité est violé:

pour t < 8 (138)

v
W

e le°
~
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On note la divergence qui apparait & partir de J Pour

11°
des temps inférieurs 3 2, tous les ordres sortent de 1l'échelle.

Le second réseau (Figure 3) couvre l'intervalle de temps
[0,50] et montre la convergence attendue de l'invariant adiaba-
tique Jn vers l'invariant exact I que nous avons calculé et qui
vaut:

I = 0.1061033 (139)

La convergence évidemment s'améliore au cours du temps.

- 2 Présence d'effets non-adiabatigues

Il existe deux sortes d'effets que 1l'on qualifie de non-
adiabatiques. Les premiers ne sont pas de vrais effets non-adia-
batiques mais plutdt une manifestation des termes d'ordre é&levé
dans les séries asymptotiques; nous avons constaté ce phénoméne
pour des temps petits sur l'exemple précédent et nous avons vu
gu'ils pouvaient &tre trés importants. Les seconds sont des vrais
effets non-adiabatiques et ne sont pas représentables par les ter-
mes d'ordre &levé. Cela se traduit par un saut de la valeur de 1l'in-
variant lorsque l'on passe d'une région ol la fréquence est constan-

te 34 une autre par une variation lente.

Nous avons choisi comme fonction amenant de tels effets

(Figure 4)

w(t) = a - Be (140)

o et B sont des constantes.

Cette fonction est paire; nous pouvons étudier le comporte-

ment de l'invariant sur 1'intervalle [0,+%].

Nous prenons comme valeurs numériques:
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a=1,5 B =0,5 et JO(O) = 0,5

Nous apellerons AJ (saut non-adiabatique) la différence entre la
valeur de l'invariant adiabatique lorsque t + +» et sa valeur pour
t=0 déterminée par la convergence de la série & 1l'origine, convergen-
ce asymptotique mais suffisament bonne pour dé&terminer sa valeur avec
une précision meilleure que le milliéme du saut, ce qui est suffisant
ici. Nous pouvons choisir cette valeur comme invariant exact puisqu'il

en existe toute une famille et que nous avons le choix.

HOWARD /15/ a calculé l'intégrale (31) par une méthode de col;
il obtient:

(é%) = (AO - Al/E) exp (- %) sin 260 (141)
avec ogg
o 3] B 2
Yy = 2af Logg ol i exp (t©) dt
0
et les deux coefficients (142)

Y7 1 + 2Log(a/8)
(20Log° (a/8))

A =7 i A =

Il 1/2

60 représente les conditions initiales, & savoir:

(0) _ g(0)
(0) q(0)

- g
tg 6, = 0) = 143)
g w( )q (

0
puisque w(0) = 1

La valeur du saut dépend des conditions initiales sur g et 4.

[

L'éguation (141) indique qu'il est maximum si 60=n/4 donc si q(0)=4(0).
=

_ HBH(0) _ 1 2 2 ) -1
JO(O) =% "2 (@ (0) w™(0) + §°(0)/w(0) >
cela entraine
a(0) = 4 =2 (144)

conditions initiales que nous prendrons.




Nous avons tracé plusieurs réseaux de courbes correspondant
3 différentes valeurs de €:

- pour e€=0,1 et 0,15 (Figures 5 et 6) les conditions
sont trés adiabatiques, la série converge bien et les oscillations
gui existent pour les premiers termes sont absentes pour J11 qui
prend rapidement sa valeur finale.

- pour e plus grand (¢=0,25; Figure 7), le caractére

asymptotique (°) des séries apparalit et le saut est é&levé.

On peut tirer de ces courbes et des calculs annexes les
conclusions suivantes:

- l'apport des ordres élevés est intéressant pour ob-
tenir une excellente précision (donc un excellent invariant du mou-
vement) dé&s que les conditions sont réellement adiabatiques (ici
£<0,15) . Quelgue soit l'ordre d'approximation, le saut non-adiaba-
tique a la méme valeur; la précision sur la constance au cours du
temps de cette approximation sera donc limitée par l'amplitude de
ce saut. La figure 6 montre alors, et ceci justifie nos calculs,
que Jll est constant pour cette précision (c'est a dire que les
oscillations ne dépassent pas l'amplitude du saut) alors que J3
oscille avec une amplitude vingt fois plus grande, les termes
d'ordre inférieurs étant en dehors de 1l'échelle.

- dans les calculs plus courants ol une telle précision
serait un luxe, on peut remarquer que sans aucun effort analytique
supplémentaire (il suffit de connaltre w et w) il est plus judicieux

d'utiliser comme invariant J; donné par:

1 [ .2 . 0, 2
JY=§E(D+ (qu)+—2-qa) /:)J

qui est bien meilleur que l'invariant historique: J0 = E/w

[

D'autre part, l'utilisation de Dn pour calculer la solution
de 1l'éguation de l'oscillateur harmonique donne pour des temps trés

élevés une excellente approximation de la solution, alors que les

(°) Nous entendons par caractére asymptotique le fait que la série

=

commence 3 converger, puis, a partir d'une valeur donnée de n, di-

verge (Annexe A).




méthodes par pas (exemple: méthode de Runge et Kutta) sont prohibi-
tives; le nombre de pas & utiliser entraine des erreurs d'arrondis

qui, s'additionnant, peuvent masquer la variation.

Nous avons juste i calculer

t t
g (t) = p Acos S— . dt' + B sin — at’ (145)
n n 2, 2,
0 Dn(t ) : pn(t )

A et B sont donnés par les conditions initiales; 1'intégrale

ft dt/pi est calculable rapidement et avec une excellente précision

o
par une méthode numérique classique en raison du caracté@re lentement
2
. . -€°t
variable de w, donc de pn.(Pour la fonction w=a-Be nous avons
8

obtenu une précision relative de 10 ° avec seulement 15 nmoints nour

le partage de l'intervalle d'intégration)

3. B - Calcul des valeurs propres de l'équation de Hill; application a

l1'équation de Mathieu.

3. Bl : Rappels sur 1'équation de Hill:

On va s'occuper de 1l'équation de l'oscillateur harmonique
2 -
g+ w(thg =0 (146)

ol w est maintenant une fonction périodique du temps. Le théoréme

de Floguet dit gu'une telle équation différentielle a pour solution

générale

g=c, e F (&) + C, e HHEF (-t (147)

Revenons en effet sur la démonstration de Floquet:
Soit g(t) et h(t) un systéme de solutions de 1'équation

(146), alors si F(t) est une autre solution on doit avoir:

F(t) = A g(t) + B h(t) (148)
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A et B sont des constantes déterminées par les conditions

initiales.

g(t+27m) et h(t+27m) doivent également &tre solutions de
1'équation de Hill.

On peut donc écrire

g(t+2m) = ul g(t) + a2 h(t)
(149)
h(t+27m) = By g(t) + B, h(t)
Reportons dans (148)
F(t+2m) = (Aal+BBl) g(t) + (Aa2+BB2)h(t) (150)

On pourra donc trouver des solutions particuliéres telles

que:

F(t+2m) = k F(t)

Aal + BBl = kA
si (151)

Aq, kB

2 + B82

Ces deux équations ont une solution autre que A=0 B=0 si:

|

>
o~
®
tn
¥

{153)




o (t+2m) = e IH(EF2ZM ohion

- e—lut e~21ﬂu F(t) e21ﬂu

d (t)

¢ est donc une fonction périodique de période 27,

2

lut@(t) et, comme il est aisé de le voir,

e-luté(-t) sont solutions de 1l'équation de Hill.

La fonction e

La solution générale s'écrira donc:

_ _ ipt

. ™Mt 5 ey (147)

3. B2 - Méthode de Hill pour résoudre cette équation et
calculer les valeurs propres:

Le calcul de u sera donc le point crucial de la recherche
de la solution et c'est ce paramétre gue nous nous proposons de
déterminer par notre méthode.

Développons @ en série de Fourier; on obtient pour la solu-
tion q;:

(154)

En portant dans 1l'équation différentielle (146) on obtient

un systéme infini 4'Bquations qui admet des sclutione nom nulles

- oo ovawesaTilo 000

si son déterminant est nul
Alu) = 0 (155)
; ~ 2
Si on développe w“ (t)

i wz(t) = AO + 2A1 cos 2t + 2A2 cos 4t + ...+ 2An cos2nt.

\ (156)




A(u) = {Bm,n} (157)
avec
(u=-2m) € 5 A,
B =
Bl 4m2 - A,
-Am-n
B = = — (m#n)
men 4m2-AO

WHITTAKER et WATSON montrent /16/ que 1l'on peut obtenir

pour le déterminant une expression simple:

sin2 {(Tu/2)

A(uw) = A(0) - 57
sin (Eu%xa) {158)

Les racines du déterminant de Hill sont alors les racines

de 1'égquation

sinz(%ﬂu) = A(0) sinz(%w/ib) (159)

Cette é&quation est évidemment beaucoup plus simple & résou-
dre numérigquement. Néanmoins, lorsque AO est grand, le calcul de
A(0) devient pénible (le nombre de rangées qu'il faut prendre pour
gue le déterminant converge est d'autant plus grand) et les erreurs
de chute importantes; dans ce domaine la méthode adiabatique va se

présenter comme un complément intéressant de celle de Hill.

-

3. B3 - Application de 1l'invariant de Lewis & 1l'é&quation
de Hill.

Nous allons écrire les solutions de (146) sous une forme

matricielle

q g(0)
M ] (160)

g(T) §(0)
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T étant la période de w

Posons
Ag = g (0) H ¢0 = &(0)
(161)
qq = q(0) ; o, = ¢(0)
Nous avons
9y = (C1 + C2) @0
9, = (C, C2)|d>0 + ing,
c. =12 9o
1 2 @O ¢0+1u®0
(162)
c. =1 | 3o %o
2 2 @O &g +lu¢o
si T est la période
_ - iyt -iuT
g(T) = ap = C, e oy + c, e LN
° ®0
= qo cos uT + lqo E?‘FTUQ—O sinuT
de méme
° o iuT _ —-iuT
g(T) = dp Cl e @O C2 e @0
. iuT _ -iuT
+ 1L1Cle @0 iu C2 e @O
_ 4 s ud i HT - ~-iuT k- .
= C1 (@O + id 0) e C2 e (@O + 1u®0)
A | it _ _-iuT, ;2 g 1 iuT, -iuT)
qT =5 q0/<1>0 (e e ) (@0 + 1u¢0)+§q0 (e +e
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. o (dgrineg) .
qT = qO il ————33——— SinuT + qo cosuT
Ce qui donne sous forme matricielle
F - ud ¢0 — - -
qT cosuT lm{—)—' sinuT qo
= . (163)
. ¢0+iu¢0 .
A i 3 sinuT cosuT q
0
L - — 0 - e ..J

Les valeurs propres X de la matrice sont solutions de 1'équa-

tion

2

AT = 2X cosuT + 1 = 0

A = exp (iuT) (164)

Une autre méthode pour calculer dn et éT est d'utiliser

la transformation de Lewis.

q = Qw
é = Qw + wQ
mais 9 = (%%) %% = 1 %%
w
q = (%%) /w + wQ
au bout d'un temps T
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On peut écrire sous forme matricielle

o " — — _
9y W 2 Q9
= (165)
. . i dQ
dm wT W (,e)e=e
I | S d L _

T
0 = 21 at (166)
0 wo (t)

Q = A cos® + B sin®@

dae _ _ -
a - A sin6 4+ B cos6 ’
Qy = Q(0) = A = qo/w0
dQ _ —.—. _ o—.
(Feh=0 = B = (qp = woQp) Wy = Wgdp = Wodp
—- - m -7
Q@] cos0 sin® A
Lo S
_deJ i sin® cos® ] L_B i
- 7 =
A — 0 q
w5 0
B -w w &
0 0 0
L L - -




d'olt 1'expression matricielle finale

1T 1T TR

drp W 0 cos0 sin0® %7 0 d,
0

éT &T %— =sin® cos0 —Qo Wy &O

L)L ) L J L J oLl

99

= [M] (167)

99

La recherche des valeurs propres u se raméne donc & résou-
dre l'éguation de Lewis pour connaitre W et Wn et chercher alors
les valeurs propres de [M].

3.B4 - Cas ol w(t) varie lentement

Nous avons vu (1.F) gque l'on peut développer alors w en
puissances de e (paramétre de variation lente) les coefficients du
développement sont des fonctions de w et de ses dérivées. Les
approximations adiabatiques de w sont donc périodiques avec la

période de w.

On peut donc écrire:

WT = wo
[' (168)

L Wp = Wg

La matrice Dﬂ prend alors la forme simple:




. . 2 .
cos0 51n@wowo w051n6
] = (169)
. -2 2 ) .
51n9(w0 + wo) cosO + 31n9w0w0

Calculons les valeurs propres de cette matrice; elles sont
données par:

A% - 2Xcos@ + 1 = 0 (170)

dont les solutions sont:
A = exp (%i06)
Comparant avec (164) il vient

uT

Il
@

donc T
- dt
Hag = P J - (171)
0

On met 1'abbréviation ad. pour indiquer gque cette formule
gqui est valable 3 tout ordre en €, n'a de sens gue pour une appro-
ximation adiabatique. En effet pour obtenir cette formule remar-
guablement simple il faut supposer que Ww, =w, ce qui a permis la

T
simplification de la matrice[MJ.

Notons que a l'ordre z&ro nous avons:

w = ‘J)_l/2
donc T
u o= % J wdt (172)
0

On reconnait 1'approximation WKB d'ordre zéro.




3. B5 - Test de la méthode sur l'équation de Mathieu.

Nous prenons:

wz(t) = A = 2Qcos2t (173)

Le déterminant de Hill prend la forme simple:

; 1 9 0 0 0 ;
4% - A
Q 1 Q 0 0
22 - A 22 - A
0 Q 1 —92 0 . (174)
02 - A 02 - A
0 0 Q 1 Q
22 - A 22 - A
0 0 0 —2 1
42 - A

On peut calculer numériquement ce déterminant par une métho-
de classigue telle gue la méthode du pivot, mais étant donné gu'il
s'agit en fait d'un déterminant infini on doit prendre un rang suf-
fisament grand pour obtenir la précision désirée. Il est facile de
voir que la convergence ne sera pas atteinte avant que 4n2>A, ce
qui signifie que plus A sera grand, plus le rang nécessaire 3 l'obten-
tion de la valeur du déterminant sera élevé. Pour des valeurs de A
trés grandes, il est judicieux de trouver une formule de récurrence
(voir Annexe C) gui utilise le fait que le déterminant, dans le cas
de 1'éguation de Mathieu, a une forme particuliére (seulement trois
diagonales non nulles, symétries) et qui permet d'obtenir le résul-

tat & la précision voulue quelque soit A, méme trés grand.




Cette méthode nous permet donc d'obtenir des valeurs de u
trés précises que nous pouvons comparer auxXx valeurs adiabatiques.

L'accord est trés bon, allant jusqu'd une précision relative de 10—8.

Nous avons tracé le rapport p/vA en fonction de 1//A pour
une valeur

20/ = 0,4

L'approximation WKB est constante et égale a:

I
_ 1/2
wﬂi _ % [' (A 2Qcos2t) at
0 VA
ki
= 1 J’ (1 - 0,4 cos2t)l/2 dt
T

0

0,98959875

Nous avons tracé deux figures:

- sur la premiére (Figure 8: A>30) les approxima-
tions adiabatiques & tout ordre sont confondues avec la solution
exacte directement obtenue par résolution du déterminant de Hill.

- sur la seconde (Figure 9: A<30) nous représen-
tons les deux premiéres approximations adiabatiques, les approxima-
tions d'ordre supérieur sont confondues avec Ho e Pour A<10 la limite
adiabatique ne signifie plus rien. Nous avons 1l'apparition des fameuses
zones instables de 1'équation de Mathieu pour A voisin d'un carré
parfait; dans ces zones, p devient imaginaire et la solution corres-
pondante de 1'dquation de Mathieu (146) devient exponentiellement

croissante ou décroissante suivant le signe de ypu, donc instable. Ce

- .
hAnArmSne av
agnemene eo

icte A
wemen (2ETe C

(o
fur
[=

sur la figure (8) maigc il n'ect nas visihle

i
J

étant trop petit pour 1'échelle utilisée. Il est remarquable que la

o}

méthode adiabatique, et ceci indépendamment de 1l'ordre d'approximation
traverse ces zones sans discontinuité, en gquelque sorte sans les voir.
Ceci est dfi au fait gque la solution adiabatique impose & w d'é@tre
périodique, donc & p d'étre toujours réel et donc aux solutions

d'étre toujours stables.
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CONCLUSION




- Nous avons donné dans ce travail une méthode permettant
de calculer le développement en série de 1'invariant adiabatique
pour l'oscillateur harmonique.

Puisque les solutions des équations du mouvement sont
obtenues sous forme de séries asymptotiques en €, ol € est un
paramétre petit caractérisant la lenteur de la variation de uw,

il est raisonnable de chercher les constantes approchées du mou-
vement également sous forme de développement. Le processus formel
consiste 3 développer 1'Hamiltonien de telle sorte que, a chaque
étape, il soit indépendant de 1'une des coordonnées; le moment
conjugué est alors constant. Nous avons montré que le développe-
ment de l'invariant exact trouvé par LEWIS et notre généralisation
de la méthode itérative de CHANDRASEKHAR réalisent effectivement
ce processus, les deux voies é&tant strictement identiques dans la
limite adiabatique. Dans cette optique nous avons pu nous débaras-
ser des multiples changements de variables de la méthode de
CHANDRASEKHAR et il en est découlé wune formule de récurrence qui
permet, a l'aide d'un langage algébrique, de résoudre le probléme

du calcul technique des ordres é&levés.

L'utilisation de ces calculs est un probléme délicat. En
effet, si l'on s'intéresse 3 la résolution de l'équation de l'oscil-
lateur, on peut considérer que la constance au cours du temps des
invariants d'ordre successif est une indication de 1l'erreur que

l'on fait en employant 1'approximation w 1. Dans ces conditions

n+l=
le saut non-adiabatique représente l'erreur inévitable guelque
scit l'ordre auquel on travaille. Cependant, 1l'erreur est non seu-

lement indiquée par le saut non-adiabatigue, mais Bgaleamant

0]

l'amplitude des oscillations de Jn pour l'intervalle considéré.

On a vu que l'utilisation de J par exemple, permet, dans certains

11’
cas, de limiter cette variation au saut non-adiabatique alors que
les premiers termes de la suite donnent des oscillations d'ampli-
tudes pouvant &tre cent ou mille fois supérieures au saut. Il se-

rait d'ailleurs utile de préciser la connexion entre 1l'erreur sur




S

la solution et les variations au cours du temps des invariants
adiabatiques successifs. Notre travail indique clairement gque les
ordres élevés sont surtout intéressants pour la résolution de 1'é-

quation.

De toute maniére, la nature des séries obtenues étant
asymptotique, les ordres &levés ne sont utiles que pour ¢ suffisament
petit. Ces ordres é&levés devront &tre utilisés pour obtenir des
solutions trés précises dans des problémes ol les conditions

d'adiabaticité sont excellentes (par exemple, en Astronomie).

Pour l'utilisation usuelle, les premiers termes de la suite
sont les plus intéressants. Notons en particulier que Jl est obtenu

sans plus de travail que J,.=E/w mais est invariant 3 l'ordre ¢!

0
(alors que J0 n'est invariant gu'a l'ordre eo). De méme Hy (plutdt
que uo=1/T §uwdt) donne une bien meilleure approximation de la va-
leur propre de 1l'équation de Mathieu. Nous pensons qu'il serait

maintenant justifié de les utiliser comme approximation courante.

Néanmoins, dans un traitement purement adiabatique, certains
phénoménes échappent totalement au développement (saut non-adiaba-
tique de l'invariant, zones instables de 1'équation de Mathieu) . Il
est alors possible de les retrouver en utilisant une méthode plus
modeste gui est une combinaison de manipulations algébriques et
numériques, permettant d'exhiber la solution sous forme de série
X0+EX1+€2X2+... valable seulement sur un intervalle [O,T]. A 1l'ins-
tant zéro, les conditions initiales sont totalement absorbées par

b4 La validité de ce développement est limitée par 1l'apparition

0
des termes séculaires sur snxn qui croissent au maximum comme
(et)n. On s'en débarasse en réinitialisant & l'instant T, c'est a
dire en réintroduisant sur X 1'écart entre la valeur a 1l'ordre
z8ro et la valeur exacte. Nous avons alors une véritable méthode
numérique, mais le pas T que l'on peut utiliser doit simplement
gtre tel que gT<<l (au lieu de T<<1l). Le fait gue 1l'on renonce a
obtenir un développement en e valable quelque scoit T (c'est la

philosophie de la méthode adiabatique) semble modifier profondé-~




ment la nature des séries obtenues. L'avantage est que 1l'on peut
optimiser le processus. En effet, on a un compromis & trouver entre
l'effort analytique et numérique (plus l'algébre sera poussée, plus
grand sera l'intervalle de validité, donc T). T prendra des valeurs
d'autant plus grandes que & est petit, méme avec peu de termes car
la convergence de la série est liée au produit eT. La méthode,
testée sur 1l'é&quation de Mathieu, a fourni de tré&s bons résultats
et encourage & son utilisation pour d'autres problémes: en parti-
culier le probléme fondamental en physique des plasmas du mouvement
d'une particule dans un champ magnétique lentement variable dans

l'espace.
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ANNEXES




ANNEXE A : Développements asymptotiques

Nous nous sommes largement inspirés, dans ce qui suit, de
WHITTAKER et WATSON (Référence /16/ p. 150-154)

l. Définition d'un développement asymptotique:

Soit la série divergente

a, + a,e + ... + a_ & + ...

0 1 n

. . =R P n
et Sn la somme des (n+1) premiers termes (série arrétée i l'ordre &)

On dit que la série est le développement asymptotique d'une

fonction f(g) si 1l'expression Rn suivante
_ _ n
R () = |f(g) s, (e)| /e

satisfait les conditions

I
()

- 1lim Rn(e) (n £ixé)

e > 0

I
8

- 1lim Rn(a) (e fixé)

Si nous pouvons nous exprimer ainsi, la série va commencer

~

a converger (lorsque 1l'on augmente n) puis & diverger.

Pour e petit, nous pourrons alors approcher la valeur de la
fonction f(e) avec une grande précision en prenant une valeur de n

correcte.
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2. Unicité du développement.

Un méme développement asymptotique peut représenter plusieurs
fonctions. Il existe des fonctions L(g) gui sont représentées
asymptotiquement par une série dont tous les termes sont nuls, c'est
d dire des fonctions telles que

lim =0 (vnfixé)

-1/¢

La fonction e (e>0) est une telle fonction.

Le développement asymptotique d'une fonction J(e) est alors

également le développement asymptotique de

J(e) + L(g)

Inversement il est facile de voir gu'une fonction ne peut

pas &tre représentée par plus d'un développement asymptotique.




ANNEXE B : Dérivation FORMAC de la formule de récurrence.

< -1/2

Pour éviter d'avoir & dériver P o=u nous avons préfeéré

travailler sur une formule de récurrence différente de (116) en

posant
_ 2 -4
R, = ( WWy -eew ) S = Py (B1)
1'éguation (116) devient alors:
ar a’r
o D 2 "n,2 _ 1 -1 n
Riv1 16 Bn (G ) 7 Rp (—3 )+ Ry (B2)
dt
On aura donc d dériver formellement 1l'expression:
5 -2 4u.2 1 -1 d%u
V==—=0U (=) - 0~ =— (B3)
16 dt 4 dt2
On met les dérivées sous la forme
k+2
kv . ]
= = 7 Z¢ (k,3 ) /U (B4)
k
dt .
J=1

Le programme FORMAC ci-dessous calcule les expressions
algébriques des ZC(k,j) qui sont fonctions des dérivées de U

notées

=i D(j) (BS)

On donne dans les pages suivantes les résultats du calcul

pour k allant de 1 & 10.
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INPUT TO FORMAC PREPROCESSOR
EKAL: PROCEDURE OPTIONS (MAIN) ;
FORMAC_OPTIONS;
OPTSET (LINELENGTH=70) ;
OPTSET (EDIT) ;
OPTSET (EXPND) ;

L=2 ;

LET (P(2)=5/16+xDP (1) . (T)** 2 ;P(l)= —-1/4xDP(2) .(T) );
DO IP=1 TO 10; LET(I="IP") ;

DO J=1 TO L ; LET(J="J") ;

LET(SP(J)= DERIV(P(J),T) ; SS(J+1)=-J*P(J) *DP (1) . (T)); END;
L=L+1 ; LET( SP("L")=0 );

LET (SS(1)=0 ) ;

DO J=1 TO L ; LET(J="J") ;

LET (P (J) =SP (J)+SS (J)) ; ATOMIZE (SP(J) ;SS(J)) ;
DO M=IP+1 TO 1 BY -1 ; LET (M="M");

LET (A=CHAIN (DERIV (DP (M) . (T) ,T) ,DP (M+1) . (T) ) ) ;
LET (P (J) =REPLACE (P (J) ,A)) ; END;

SAVE (P (J)) ;

LET (2C(I,J)=P(J)):;

SAVE (P (J)) ;

DO M=IP+2 TO 1 BY -1 ; LET(M="M");

LET (B=CHAIN (DP (M) . (T) ,D(M)) ) ;

LET (2C(I,J)=REPLACE (2C(I,J),B)) ;END;

PRINT_OUT (ZC(I,J)) ;

ATOMIZE (2C(I,J)); END;END;

STOP ;

END EKAL ;




7CL1y1) = - 1/74 D(Z)

IC(1,2) = 7/8 D(1) D(2)

— - o - —— - —— e —— ——— -

ZC(25,2) = 9/8 D(1) O(3) + 7/8 D(2)

o - ————— —— _—— - - ——— . ——— - — i ————— - ———

2¢(2,2) = - 2978 D(1) D(2)

- b = B e Ak Em e e e - —— -

- —_——— o — - —— " ——— - - - —

7C(3,2) = 11/8 D(1) D(4) + 23/8 D(2) D(3)

o —— - ———— o —— o ———_ T —

71C(3,3) = = 47/8 D{1) D{3) - 9 D(1) D(2)

IC{3,4) = 147/8 D{1) DE2)

e - —— e M —————— ——— — —— ——— i ——

2
2C(4,2) = 13/8 D{1) DI(S) + 17/4 D(2) DU4&) + 2378 N{3)
? 2
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ANNEXE C : Calcul du déterminant de Hill pour 1'équation de Mathieu

On se propose de calculer le déterminant donné par 1'équa-
tion (174). Ce déterminant infini converge et il suffit de s'arré-

ter a un rang donnant la précision voulue.

Il faut donc savoir calculer le déterminant de rang (2n+1):

1 a 0 .
n
@h-1 1 3y -
0 a _, 1 .
L . . . . . s . ol a; = ——4g§—— te=2]
(21i) “=-A
. 1 an_2 0
i=0,1, .., 0
s an-l 1 an—l
3 0 a 1
n

Lorsaue A est grand, pour obtenir une bonne convergence,
il faut prendre des déterminants de rang &levé; les méthodes clas-
siques (mé&thode du pivot, par exemple) risquent de ne pas pouvoir
fournir la précision désirée. Il est alors tré&s utile de calculer
les Ai par récurrence; remarquons que cette méthode fera gagner

également beaucoup de temps au point de vue calcul.

Dé&val onnon
Déeveloppon

s An par rap
deux déterminants de rang 2n (Eg. C-2; page 77)

]

art 3 la nremidvra cnlAanmna. ~n oh+
DIEE 2 S92 RPaAasSmisok s <

Développons le premier par rapport & la derniére ligne
et le second par rapport a la premiére ligne. On obtient (Eg. C-3)

trois nouveaux déterminants de rang (2n-1), le premier n'est autre




que An_l; le second et le troisiéme définissent deux nouvelles

suites de déterminants gue nous appellerons Bi et Ci'
On peut donc schématiser 1l'équation (C-3) par:
A = A - a_ B - a_a c (C-4)

Développons maintenant Bn par rapport a la derniére
colonne; on obtient un déterminant de rang 2n (Eq. C-5) gue l'on
développe par rapport 4 la premiére colonne, ce qui fournit
(Eq. C-6) deux dé&terminants de rang(2n-1), le premier étant An-l
et le second définissant une suite Di' Réécrivons alors (C-5)

sous la forme:
B = a_ (A - a D ) (Cc-7)
Développons également Cn par un processus anologue aux

précédents; le résultat donné par 1l'éguation (C-8) peut &tre mis

sous la forme:

(C-9)

Développons enfin D ., ce gui entraine (Eg. C-10) ou d'une

fagon équivalente:

D =

e an+l (A - a_ B ) (C-11)

n-1 n n-1

Le systéme des équations (C-4, C-7, C-9 et C-11) nous

permet alors, connaissant A .., ., C ., D. , de calculer A_,
n=—4i L=l 1= 4 arit= i b

Bn’ Cn, Dn ce qui résoud notre probléme.
Notons que l'on pourrait s'affranchir des déterminants
Bn’ Cn' Dn' Le résultat est alors pour An une série de n termes

de terme général compliqué dont l'utilisation purement numérigue

ne facilite pas les calculs.
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