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INTRODUCTION

On se propose d'étudier dans ce travail le probléme connu sous le nom de

"Probléme du voyageur de commerce", en anglais "Traweling salesman problem" ;

en termes mathématiques on le désigne comme la recherche des circuits hamil-

toniens & codt minimal.

Rappelons 1'énoncé de probléme : un voyageur de commerce part d'une ville

quelconque d'un réseau de villes et doit passer par chaque ville une et une

seule fois, revenir & son point de départ en parcourant une distance minimale.

Pour résoudre de fagon effective ce probléme, BELLMANN a proposé un algorithme

qui a ses justifications dans la programmation dynamique, FORD JONHSSON et

FULKERSON avaient élaboré auparavant une solution qui s'inspirait de la pro-

grammation linéaire avec l'application d'un algorithme proche du simplex et

KRUKSAL une solution faisant appel & des éléments de la théorie des graphes.

Nous nous intéresserons ici plus particulitrement & l'utilisation de méthodes

du type Branch and Bound qui sont par ailleurs les plus récentes.

La méthode Branch and Bound la plus classique pour la résolution du probléme

du voyageur de ‘commerce est l'algorithme de LITTLE. Cependant, on constate

que son application devient impossible quand le nombre de points du réseau

dépasse 20 méme sur un ordinateur de grande taille.

On a donc essayé d'abord d'adapter l'algorithme de LITTLE de fagon & diminuer

l'emplacement mémoire et ceci par des méthodes de calcul qui permettront le

retour & la situation & l'étape p du développement de 1'arborescence quand

on est & la situation p+j.

L'écriture du probléme du voyageur de commerce sous la forme d'un programme

linéaire en variables booléennes nous permettra auparavant de justifier le

choix de la variable de séparation qu'a fait LITTLE.



Mais cette adaptation n'est pas suffisante et l'algorithme de LITTLE

ainsi modifié ne permet pas d'obtenir une convergence vers une solution

optimale quand on a un réseau dont le nombre de points dépasse 40 ou 50.

On a donc essayé d'envisager un objectif différent pour ce type de graphe

toujours @ l'aide d'une méthode Branch and Bound, mais dans laquelle le

mode de construction et de cheminement dans l'arborescence sont différents

on calculedes circuits sous-optimaux. De plus cette deuxiéme méthode

permet & tout moment d'obtenir un encadrement de l'optimum. On peut ainsi

se fixer un temps de calcul et l'algorithme fournira quand ce temps sera

écoulé le dernier circuit sous-optimal trouvé et une estimation de la

différence par rapport au vrai cofit minimal.

La comparaison et la programmation de ces deux algorithmes fourniront la

matiere de la troisiéme partie et permettront de définir des critéres

d'tapplication de l'un ou de l'autre selon les dimensions du graphe.



Principes de la Méthode Branch and Bound

On considére l'ensemble des solutions réalisables, c'test-a-dire l'ensemble des
solutions qui satisfont les contraintes d'inégalité et d'égalité ; on essaie

de diviser cet ensemble en deux ou plusieurs sous-ensembles disjoints, sans les

expliciter de facon exhaustive, par des critéres qui dépendront du probléme &

tratter; parmi ces sous-ensembles on va chercher & voir lequel a le plus de

chances, & priori, de contenir la solution optimale; on verra plus loin comment

peut se faire ce choix.

Ce sous-ensemble étant choisi, on le divise selon les mémes critéres en deux

ou plusieurs sous—ensembles parmi lesquels s'opérera & nouveau un choix pour
la prochaine division ou séparation qui est le terme employé dans la biblio—

graphie francaise.

Quand on itére ce procédé, on arrive au bout d'un nombre fini de séparations sur

un sous-ensemble qui n'a plus qu'un seul élément ; cet élément sera la solution
optimale ou plutét une des solutions optimales, puisqu'il n'existe aucune théo-

réme d'unicité.

On constate donc que pour tout probléme destiné & étre résolu par une méthode
Branch and Bound, il faudra préciser deux types de renseignements : les critéres

permettant d'opérer une séparation et les critéres permettant d'effectuer un
choix sur les sous-ensembles.

Critéres de séparation

Dans la pluspart des cas en programmation linéaire en variables entitres ou

pooléennes, c'est un critére qui consiste & fixer une valeur pour une variable

jusqu'alors indéterminée; le nombre de sous-ensembles résultant de la séparatior

sera de 2 si la variable est booléenne et égal-au nombre de valeurs du domaine

de définition de la variable si la variable est entiére.

Critéres de choix d'un sous—ensemble

Définition d'un sous-ensemble pendant : un sous-ensemble est dit pendant

s'il n'a pas encore subi de séparation .

Si on appelle E l'ensemble qui contient toutes les solutions réalisables

et 2, (?) ; pl) pl?) les sous-ensembles issus & l'itération p
yO ti) mn

de la séparation de 5 on aura

pet) Lp?) y BP) uy RiP)
ik 1 ‘QD osee ‘mp

Remargue : Le critére de choix doit se faire sur l'ensemble des bouts pendants

qui résultent de toutes les séparations et non pas uniquement sur

5(?) (p)(p)
Ey P7 veeee By
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. os iéme 5 .Pour choisir un sous-ensemble pour la p séparation, il faut associer
& chaque sous—ensemble pendant une valeur minorante ou majorante de ka fonc—
tion objectif qu'on appellera la borne du sous-ensemble (en anglais Bound).

On choisira donc le sous-ensemble plp-e) pendant qui aura la borne la plus
petite ou la plus grande selon que le probléme traité sera un probléme de
minimisation ou de maximisation.

Remargue : le meilleur minorant d'une fonction objectif est évidemment le
plus grand et le meilleur majorant est évidemment le plus petit.

Représentation par arborescence de cette méthode |

Ensendle-
des

solutions

réalisables



1ére méthode de progression dans l'arborescence

Aprés une itération donnée, c'est-&a-dire aprés avoir effectué une séparation
supplémentaire et affecté une borne & chaque sous-ensemble issu de la sépara—

tion, on choisit celui parmi tous les sous-ensembles du graphe qui n'ont pas

encore été divisés, qui a la borne la plus favorable, c'est-a-dire la plus

petite s'il s'agit d'ume minimisation et la plus grande s'il s'tagit d'une

maximisation. -

Pour ce qui est du choix de la propriété séparatrice et de la méthode de calcul

de la borne, ils sont étroitement liés au probléme traité et il faut se réfé-

rer & l'exemple traité pour le concevoir clairement. On peut voir quelle est

la facon dont on peut représenter les sous—ensembles et leurs liaisons entre-

eux, gréce & un graphe arborescent dans lequel la sourcereprésente l'ensemble

de toutes les solutions réalisables du probléme. un sommet quelconque l'un des

sous-ensembles intermédiaires, un are la liaison d'un sous-ensemble avec le

sous-ensemble dans lequel il est inclus. :

Deuxiéme méthode de progression dans 1'arborescence

Au lieu de prendre apres chaque nouvelle itération le sous—ensemble choisi

entre tous les sous-ensembles pendants qui a la borre la plus favorable afin

de lui appliquer la technique de séparation , on peut choisir celui des

2{?) pour lequel a? ¢ a?) i¢pi=t.... my

TM, étant le nombre de sous—ensembles résultant de la séparation de pet)
jet

On arrive ainsi plus rapidement sur un sous-ensemble & un seul élément, mais

dont 1'élément n'est pas nécessairement la solution optimally: On continue

alors le processus de séparation & partir du bout pendant BG) qui a les pro-
priétés suivantes : :

(1) gli) Z ze Pe étant la borne associée au dernier sous-
J ensemble terminal trouvé

(2) i Dk m/e £ ef

Il peut alors se présenter deux possibilités : soit aprés un nombre fini de

séparations on détermine un autre sous—ensemble terminal avec une berne

gt < gf et dans ce cas on recommence la recherche d'un bout pendant véri~

flant les conditions (1) et (2) énoncées plus haut, soit aprés un nombre fini

de séparations la borne la plus petite des sous-ensembles issus de la derniére

séparationest supérieure ou égale & gf ; dans ce cas on cherche un sous-ensemb

pendant qui vérifie les conditions (1) et (2), ctest-a-dire on prend le sous—

ensemble pendant dont la borne est inférieure a g? et qui a Sve Gebtermind dans

une séparation la plus éloignée de la source possible.

On obtiendra une solution optimale lorsqu'il n'existe plus dans l’arborescence

de bouts pendants, dont la borne soit inférieure & la’ borne du dernier sous—

ensemble terminal trouvé. La solution optimale sera 1'élément de ce sous-

ensemble.



Intérét théorique comparé des deux méthodes de progression

On suppose dans ce paragraphe qu'on est confronté avec un probléme de minimi-
sation.

La grande particularité de la deuxitme méthode par rapport & la premiére est

qu'au bout d'un nombre de séparations qu'on connaft, on obtient une solution

sous-optimale & laquelle est associée une borne que l'on peut considérer comme

un majorant de la fonction objectif; donc, contrairement & ce qui se passe dans

la premitre méthode ot l'on améliore, selon un certain procédé propre au pro-

bléme, les minorants de la fonction objectif jusqu'& ce qu'on arrive sur un

sous-ensemble terminal qui dans ce cas contient tout de suite une solution opti

male, on améliore dans la deuxiéme méthode des majorants de la fonction objec—

tif en calculant des sous-optimaux.

Le point qui peut rester commun dans les deux méthodes pour un probléme donné,
c'est la méthode de calcul de la borne associée & chaque sous-ensemble.

Nous verrons plus loin que ces différences au niveau théorique se répercutent
au niveau pratique quand on traitera le probléme du voyageur de commerce pour

des nombres de variables qui rendent le traitement sans calculateur impossible.

Etude et programmation du probléme du voyageur de

commerce & l'aide d'une méthode Branch and Bound

Présentation du probléme réel

Imaginons un réseau de villes et un voyageur de commerce qui doit partir de

l'une des villes, visiter chacune des villes une et une seule fois et revenir

& son point de départ.

Etant donné que le trajet d'une ville i & une ville j entrafne un certain

cofit , le probléme qui se pose au voyageur de commerce est de trouver un cir-

cuit qui minimise la somme de ses dépenses sur les différents trajets.

C'est bien un probléme d'optimisation linéaire avec contraintes, puisqu'il s'

agit de minimiser la somme des cofits occasionnés par les différents trajets en

respectant la régle que le voyageur de commerce ne peut et ne doit rentrer

qu'une et une seule fois dans chaque ville et revenir & son point de départ.

Remarque concernant les cofits

Le cofit pour aller de la ville i & la ville j n'est pas nécessairement

égal au cot de la ville j & la ville i . Il suffit pour cela d'imaginer

que l'on prend pour cofits, soit le temps ti. » soit la consommation d'essence

et que-la ville j soit située 4 une altitude plus élevée que i ; on aura
alors 3

to. > t.. ou si c,. est la consommation d'essence
ij ji ij

C55 > aa
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Ce qu'il est important de constater c'est qu'il n'est pas indifférent dans
ce cas 1a de prendre un trajet passant par (i,j) et un trajet passant par

(j,i).

Au contraire, lorsque les cofits sont exprimés en terme de distances séparant

les différentes villes alors on a

d.. = d..
ij ji

Ce cas particulier pourra nécessiter un algorithme de résolution plus spé-

cifique qui assurera une convergence plus rapide.

Interprétation du probléme en termes de programme linéaire

Représentation sous forme de graphe

Remarque : Chaque sommet représente une ville et chaque arc un trajet.



Il est clair qu'il existe des solutions réalisables sur un tel graphe.

Dénombrement du nombre de solutions réalisables pour_un graphe symétrique

(c.& d. un graphe auquel correspond me matrice des cofits symétrique)

(a - 1)!Nombre de solutions réalisables dans un réseau 2 n villes >

pour un graphe non symétrique N = (n-1)!

La solution théorique brutale du probléme du voyageur de commerce consiste—
rait & énumérer toutes les solutions réalisables (c'est-&-dire & rechercher
tous les circuits hamiltioniens du graphe) & calculer leur cofit et choisir
celle qui correspond au cofit minimal.

En fait ce qui nous intéresse ici n'est pas de savoir qu'il existe ume facon

théorique de trouver une solution optimale, mais de calculer cette solution de
maniére effective quand la diménsion du graphe le permet. Or on voit bien que
méme pour un graphe de petite taille de dimension n= 10 le nombre de solu-
tions réalisables est égal & 9 1= 362 880 solutions.

Formalisation en langage de programme linéaire

Associons & chaque arc(i,j) du réseau ume variable xij qui prendra la valeur
O si l'arc (i,j) n'appartient pas au circuit solution et la valeur 1 si
l'are (i,j) appartient au circuit solution.

xij = 1 l'are (i,j) appartient au circuit

xij = 0 l'are (i,j) ntappartient pas au circuit

\

Fonction objectif

Min F(*¥) = Q ais OMG
>

“ow a, 5 est le cofit associé & l'are (i,j)

Contraintes

Dans cette catégorie de contraintes entrent celles qui expriment le fait que

les circuits de longueur inférieure & n sont interdits.

L'énoncé complet de toutes ces contraintes n'apporte pas de relations déter—
minantes : on verra comment au niveau de l'algorithle on peut vérifier ces

contraintes au moment ot elles apparaissent. '



Les plus simples parmi ces contraintes sont toutes celles du type

*y ot MG ST :

pour un graphe de dimension n elles donnent naissance & (2 ) relations

(nombres de couples parmi n ), c'est-d—dire past relations.

En ignorant les variables duales associées & ces contraintes, nous allons

énoncer des résultats pour un probléme qui contient le probléme du voyageur
de commerce; ces résultats seront formulés en supposant implicitement que les
contraintes unilatérales sont toujours vérifiées.

Contraintes bilatérales

Traduisons le fait que de chaque ville i le voyageur de commerce ne part

gu'une et une seule fois

ay x. = 1 5 (3)

Conditions de signe

a > 0 £49 = 1,...... n

Construisons le probléme dual

Si & la série de conditions (3) on associe pour tout i la variable duale & ,

et & la série de conditions (4) on associe pour tout j la variable duale 6 |

‘le probléme dual reviendra & optimiser. J

tax (LO 4 Lp) | (5)

avec comme contraintes

X, +6, €4, | (6)

% chaque contrainte (6) est associée une variable iy sur laquelle on a
la condition de signe Xi5 >
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On en déduit une condition d'optimalité intéressante pour notre probleme, a
savoir que

ou x.. = O aw, +8, = d..
ij 

ij

ce qui peut encore s'écrire

+0. . 7. = 06; <4; = *ij

ou a5, -%, - (35> Oxy x50 0 (1)

ce qui veut dire que si @ i etB, vérifient les conditions (6) on ne devra

admettre un arc (i,j) dans le circuit qu'a la condition

“ig 78a 7B;

Il faut remarquer que dans ce raisonnement nous n'avons pas supposé que les

X.. étaient des variables booléennes et que par conséquent les théorémes

retdtirs au Primal -— Dual étaient applicables .

De 1'implication (2) on peut construire un algorithme de résolution du pro-

bleme du voyageur de commerce en 5s ‘appuyant en outre sur une méthode Branch

and Bound. :

Interprétation en termes de modifications des cofits

L'analyse au probleme du voyageur de commerce peut se faire de facon plus

directe en ne passant pas par la dualité.

Pour cela considérons la matrice des cofits associée au réseau;

as, = cofit de ltare (i,j)



Par convention pour interdire un arc (i,j) on posera dij =

ce qui rend le poids de la variable iy prohibitif.

Comme dans la solution finale on n'accepte aucun des arcs (i, i) on pose done

d(i,i) = 00 ¥,:= 1,0

On raisonne alors de la fagon suivante : comme on a la contrainte

xX x,. = 1
J 1g

entrafne de toute fagon un cofit minimum pour chaque are (i, k,) ou ay Ki =

i= 1, ..... n cette contrainte

ue ( a, 5)

Ceci permet de ramener le probléme du voyageur de commerce au probléme équiva—
lent suivant :

Appelons g, la somme des a, . pour i = 1,ne oe n

®& = ast Uni FG “s) (45; )

et considérons la matrice des cofits a) = d.. - a.
ij aij iki

c'est-a-dire

© dig = A 8g A creer ee din ~ 844

954 - 83.5 09 453 - Agyy verses eee ay, ~ Ao,

-d oe -. . 69
nt nkn

Alors le probléme du voyageur de commerce peut s'écrire :

Min Da xe +g
ij °

1 i = 1,.... nm»4oO O°

MoM x * I a
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Tl s'agit maintenant de rédiger ce probléme en procédant de la fagon

suivante :

Dans la matrice a,” on calcule .

Lo (1)a; P; = min ( 4; )

i

_ ££... (1)on pose gy = j min ( 45; )

et on considére la matrice a, (2) = 4. 4) - dad...
ag Ad J PJ

e'est-a-dire

oo (1) oe (1) _
Ayo ~ 4252 din 44 pn

(4)
V7 4p OP

(1) | (1),
a4 44 435 A252 0

(n)an > Aap wee.

On en revient alors & résoudre le probléme suivant :

7 2Min Ya,” ij + gy + g

i"a ‘ a , b

Interprétation : on constate que quel que soit le circuit hamiltonien qu'on
puisse trouver le cofit minimal du circuit sera égal & g, + g_

done quel que soit l'ensemble 4 qui sera optimal il lui correspondra

nécessairement et au minimum le coft 8, +B,

(2)
Remarque : La matrice des cofits a .: contient nécessairement un zéro

pour chaque ligne et un zéro pour c aque colonne.



Algorithme de LITTLE pour la résolution du probléme

du voyageur de commerce

Revenons & l'analyse Primal—Dual du probléme; on avait établi les propositions
suivantes :

trouver - Min | dL. d.. x.. (1)
J ,

avec = 1 j = 1, ....n (2)X..

aj

1j

r

yy Xo = 1 i = teen (3)
i

et les contraintes de non bouclage équivaut & trouverg

Maxd 0 5 + d., B. . (4)
; J J

avec X. + B< a 5 . (5)

d ~O% - =et que ij Oo B,> o=— iy 0

Appelons case admissible tout élément de la matrice

d - O = ia Oo, p; gui est nul.

On a la relation suivante

ox _ X.. = O
it Boe tg = is

oO + p -_ = Oi j € dij =P Xj

Ceci veut dire qu'on n'admettra une variable Xj dans le circuit que si la

relation &. +B. = d.. est vérifiée.
1 J 1)
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Si on pose

a, = min (a;; )

J

et B; = :min ( da,, -Q.)
j . i i

i

la relation (5) est vérifiée ¥F i et j = 1, ....20

On construit done un tableau & partir des cofits o& on enléve le minimum sur
chaque ligne & la ligne et cette opération étant achevée on recommence sur le
tableau obtenu la méme opération sur les colonnes.

Dans ce tableau on a donc sur chaque ligne et sur chaque colonne au moins um
zéro. Ce sont autant de cases admissibles, done de couples (i, 3) pour lesquels
les variables a peuvent prendre des valeurs égales & 1.

Il s'agit maintenant de construire & partir de ces cases admissibles et &
partir de la borne minimale & + 8, établie dans l'analyse directe un circuit
hamiltonien de cofit minimal.

C'est & ce niveau que se justifie l'emploi de la méthode Branch and Bound
exposée dans le chapitre précédent et avec les particularités spécifiques au
probléme suivantes.

On prendra comme ensemble source E l'ensemble de tous les circuits hamilto—

niens de longueur n .

Borne associée & l'ensemble source E

he ER° i i

"«° étant les &. min (a...) ) = min (a..)
i i ij a

j j )

-B° = mi (0) o% _y °BS étant les B; = min ( 4.5 ~ a, y= a ( 45; x, )

la démonstration a été faite dans 1l'analyse directe ot on avait

y Mo 7 ww
L i

2

a i re
J J

°

Choix de la propriété séparatrice

Quand parmi les variables admissibles, & une itération donnée k , on aura

choisi de la fagon qu'on verra dans le paragraphe suivant celle qui paraft la

plus favorable on aura déterminé par la méme occasion wun are qu'on note i, Jy
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Cet arc servira & déterminer deux sous-ensembles E (x) et E (as)
tels que . 4 2

1
(x) (kx) (s") . .E, U Ey = E

(x!)
E étant le sous-ensemble pendant auquel est associé la borne minimale
avant l'itération k (c'est le sous—ensemble pere).

Si on note (i, 23,) le fait que l'are (i, dy, ) n'appartienne pas & un en—

semble, Ey (ik) et z, ‘*) seront définis de la fagon suivante :

BO). pk?) N?) Gi iy)1 = kK? Ik

z,{*) - aX) 9 (ik, a)

La notation \ a, vx} signifiera ensemble des circuits hamiltoniens
contenant Ltare (iy, i)

Calcul des bornes associées & chaque sous-ensemble E, (is) et 2)

Les indices 1 et 2 assignés aux deux sous-ensembles sont conformes aux deux
relations dans lesquelles ils sont définis : l'indice 1 sera pour des sous-
ensembles qui contiennent un arc supplémentaire, l'indice 2 pour des sous-—
ensembles qui ne contiennent pas un are donné.

Borne de E, (ix)

1 1
Un arc (i, > j,,) étant choisi et et étant la borne de l'ensemble Blk ) ,

kl)

et on interdit l'tarc

dans la matrice des cotits correspondant au sous—-ensemble Bf qu'on note
(x1) ; i ;as, » on barre la ligne i et la colonne jy,

associé & l'are (i, 5 i,) qui créerait un cycle de longueur inférieure ou

6gal 2 n- 41. (On verra plus tard que cet are est unique).

On calcule alors les quantités
4

x," = min ( ai. ) ) ’ iEI = ensemble des lignes non barréss
j J

k (x!) k .et; = min’ ( 4, -%i° ) jET = ensemble des colonnes non barrées
4 J
i

d'ot on déduit la nouvelle borne an de nts}

Mo OY ak EB; *
& = 8 iEI jES
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Pour montrer qu'il s'agit bien d'une minorante pour les circuits définis par

l'ensemble pls) » on peut se reporter & la page 15 avec cette différence quia
lieu que toutes les variables *ij aient des valeurs indéfinies, il n'y en

ait qu'une partie, e'est-a-dire qu'on a pour tout sous—ensemble ES » 1l'équi-
valence suivante

a (x!) x x!Trouver in ij fl, 3 aj aj

équivaut & trouver

1 = ° -

Min eee [ax a; jl oxy, + es + 208) + Doo
jE - tik} ; a

avec d. Os) =d. Ak ) ” & () - B09)
ad 1d 1 J

Borne de E (ik)

Nous verrons dans cette section que le calcul de cette borne est 1ié au choix

de la variable de séparation

Xi jk
1

En effet, pour toute case admissible de la matrice a,j" ) calculons
les quantités suivantes.

Si x et y- sont les coordonnées d'une case admissible quelconque, on pose

1 1

Hoy) = min CaO) + min (ax, )

k1x,y/Ae)) 0 , ix
» lty

Interprétation physique de la quantité a x i ¥ )

X¢ x,y) est la quantité minimale qu'il faudra dépenser de toutes fagons si

on ntadmet pas ltarc ( x,y ) 3 si on ne prend pas l'are ( x >» y) on prendra

of wluc fexvrore
plus fevers’

nécessairement un aitre are partant de x et a ui dans le ¢ e ae

entrafnera un cofit égal & min ( ayy )

ity

De méme si on ne vient pas en y en partant de x il faudra y venir d'un

autre point et dans le meilleur des cas cela entrafnera une augmentation du
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i, et jy. sont les coordonnées d'une case admissible et représentent par

conséquent un arc dont la défection serait plus cofiteuse que n'importe quelle

autre des cases admissibles & l'itération k .

On se sert de ce critére pour le choix de la variable qui définit la propriété

séparatrice.

On choisira pour élément de séparation wm arc (i, ; iy, ) tel que

BO kde Max (YG, a) )
7s ik I

jE J

On établit aussi le calcul de la borne de g, de la facon suivante

1k ik ot
G& = & + YG a)

Démontrons que cette borne g," réalise bien une minorante pour le sous—en-

semble z, (*)

On cherchait au niveau du sous-ensemble E

1 1

Min } xo, a, ) + a
tJ. iJ

i ETI

jEJ

ot I -= ensemble des lignes non barrées

J = ensemble des colonnes non barrées

si X (i, 5 jy. ) est ltare déterminant la séparation, la quantité

¥ (4, 7 Jk ) peut étre écrite sous la forme

vO, ig ) = t; + X5

. . 1
ou Xi ue : d., joe ))

. Gs!)
et Yo wnt ai )

k



|
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1

si on pose a, = 4; (k’) -¥, ¥jns-{ x}
Ko kj

(1c) 1 :
a i3k = 4ijnfF) _ t, ¥iEI- { ix}

~ (x)
di 2g 09 ;

d __ (x) = a, ) pour les autres éléments
ij ij

la relation (1) équivaut &

ss 1 F

Min Dax, a. Cs) + gs 4 f, +,
ik tid J

jE J

gui équivaut & écrire

: (k) (k)Min XY as ar + 85 avec xX... : = 0
iE TI

j EJ

On a ainsi mis en place des relations de récurence qui donnent une borne mino-

rante de plus en plus grande, car ae si) 2 0 et Kr of (Uk) + ZB. )y 0
k.’tk' % . i . - 4 oe

iET j

Ce procédé converge nécessairement au bout d'wum nombre fini d'itérations; le

probléme est de savoir si on obtient bien l'optimum de la fonction objectif

quand on a barré toutes les lignes et toutes les colonnes de a, 9 ce qui

équivaut & dire qu'on a satisfait toutes les contraintes unilatérales du

Primal.

Probléme de 1'optimum

Supposons qu'on soit arrivé au probléme suivant au bout d'un nombre fini d'ité-pp

rations :

ae es aMin rs x a _ (f-1) + g-i
i=i “2 ag

n

j=i,

. (£-1) f£-1

or, comme la derniére case de la matrice doit &tre we case admissible on a

aq yj (f-1)
n

_ = 0. Pour le choix de la variable séparatrice il ne reste que

x. : dtot x.” .!'= 4.
in gn in jn



et on a bien

Min y, a) 4 = gft _ gf
e i,j

(gt : borne finale).

On a ainsi défini tous les éléments pour calculer la solution par une méthode
Branch and Bound : la technique de séparation et les méthodes de calcul de bornes
minorantes. Pour se faciliter la représentation des différents sous-ensembles
on a associé & la méthode une arborescence qui a l'allure suivante

Crest un arbre binaire ou chaque sommet représente un sous—ensemble muni d'une

borne et chaque arc un arc du réseau employé en tant que séparateur.
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Développons cet algorithme sur un petit exemple; supposons qu'on ait un graphe
avec n= 6 sommets et dont la matrice des cofits est la suivante :

af) - 4 2°53 4 5 “6 ex; (0)
ij

1 § fo} 5 9 6] 3 5 | 3

27 S8lao7/ 9] 8] 5 | 9 5

37 61/9 1g] 2] 6] 7 2

47 7/11 1 41a] 4] 2 2

5] 4/6] 3/2];a,] 7 2

6] 5] 2] 2] 8] 4 2

. fo). 2] 0] ofo]o |.o

. . , (1) © (0) (0) (0) id'ot la matrice on = a - x; - p 7 pour tout i,j

(1)
1 2 3 4 5 6 OF

7

tha }l2]o6f3] of 2 0

2 1 Qo 4 3 0 4 0

3H 217 la] of 4] 55 0

6] 1 0 0 6 2 Ls 0

Itération 1

On calcule pour chaque case admissible la quantité :

Par exemple pour la case (4 6)

. 1X (4,6) = min (a, 17) + min (a, ) y
ja4 : i£6
j+O i¢4 .



ato’ ¥(4,6) = 2+2 = 4

On obtient de la méme fagon -

¥a,5) =
8(2,5) =

8(3,4) =
05,1) -=

6(5,4) =

(6,2) =

¥(6,3) =

D'ot Max (SG, j)) = Yia,6) = 4
Lys Jas, = 0 -

~ by Om Ds
On choisit done l'are (4,6) pour définir’la propriété séparatrice.

Auparavant on aura pu caleuler la borne g_ de l'ensemble de tous les cir-—

cuits hamiltoniens. °

= Lao + EB = 164+2 = 18
ii jj

& =

calculs des bornes de 2) et z,()

8g = 8, Lo + Leo = & toto = 18
iET jES J

g') =e, + Max (Si,5) ) = 184+4 = 22

Le début de l'arbosrescence peut donc se représenter de la fagon suivante

€
48

eS ) EY

AQ YF UL

= sta 1Le sous-ensemble pendant ayant la borne minimale est le sous—ensemble Ef )
on va done étudier les ensembles de circuits hamiltoniens qui contiennen

l'are (4,6).

Tl ntest pas apparu de nouvelles cases admissibles au cours de l'itération 1

puisque o (1) = o-¥iEL et 8; 1) = o ¥5EJ;

3
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Cependent, il faut recalculer toutes les quantités (i, j) / 4. (1) = 0, car
il est possible qu'en barrant la ligne (4) et la colonie (6) ontait supprimé des
éléments qui sont les minimums sur la ligne 4 ou la colonne 6. .

Itération 2

Aprés calcul on a

Yas) = 2. qui est maximum

@

1 2.3 4 5 6

2)1 |o}]4a]3 1

{

3°|2 | 7 |oo jo i 0

|

4 fwpo. -|~fj- 44

5 Joo] 4 ]1Jo |]. 0

6|1 0 | 0 Jeo] | i 0
= L 2 |

w |

B;

e,?) = e, . bee Be = {2,3,5, 6}
T= {1, 2, 3, ah

= 18 + 1 = 19

ey?) _ 2,0) + ¥a,5) = 20

Au cours de cette itération il faut de plus interdire l'are (2-4) car

{é a ; formerait un cycle de longueur. 3 < 6°



(3)

Etat de l'arborescence

Itération 3

x?)

312 0

co | O 0

ok

alo}! | | 0
| |
ap |

419

Max (4(4,j) ) = %(6,2) = 4

i,g/a, 0) = 0

ge?) = e,'°) + 86,2) = 23

ge, = g,?) + 6 ©) = 19+1 = 20

Au cours de cette itération il faut de plus interdire l'are (2-4)

car (462) formerait un cycle de longueur 3 < 6

(6 24 )

21 -
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(3)
Le sous-ensemble ayant la borne minimale est E 1 mais il n'est pas unique;

en effet Ey 2 a la méme borne minorante; cependant on choisira 2,0
pour sous-ensemble devant subir la séparation suivante, car c'est lui qui

contient le plus grand nombre d'arcs déj& admis et qui est par cons équent

de cardinal inférieur & celui de x, §) .

Itération 4

L'are choisi pour la séparation sera l'are (2,1)

(Sa, 5) =be wy = 4car Max (
_— 4i, j/ 455 ) 0

Calcul des bornes

e, = 2 = 20 car, = 0 ¥iEI

(4) (3)a) = 2% + Siar 24



ts}

A

d'ou état de l'arbre

De plus, au cours de cette itération, il faut interdire l'are (5-4)

(en posant ai 0 = Oo) car(4 6 2 14 °5 formerait un circuit de

6 2 1 5 4

longueur 5 qui est inférieure & la dimension du graphe.

Itération 5

23 =



= 24 —

On choisit done l'un ou l'autre des arcs si on applique l'algorithme de

fagon rigoureuse; mais en fait on peut admettre les deux puisqu'en les

admettant aucun des ‘Of; ou . encore incrémentables n'augmente et qu'en

plus si on admet (3,4) il ne reste plus comme seule case admissible la case

(3,39.

Nous voyons done qu'on est arrivé sur une solution optimale qui correspond au

circuit (46215 3 4) et qui nécessite un coft g = 20. Il est’ remarque:
que sur cet exemple simple l'algorithme converge vers une solution optimale ave

un nombre d'itérations minimal, c'est-a-dire un nombre d'itérations égal & la
dimension du graphe (dans la mesure ot la derniére admission est considérée
comme une véritable itération); c"est évidemment wn cas particulier favorable
parce qu'a chaque itération k ona k! = k- 1 5; autrement dit on progress:
toujours dans la méme direction dans l'tarborescence comme le montre le graphe
ci-dessous qui représente l'arborescence quand on est & un optimum.

eoee
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En fait, dans le cas général il est toujours possible qu'aprés une itération
k on soit obligé de revenir sur un bout pendant déterminé & une itération
k-p (p entier 5 1). Il faut remarquer en outre qu'aprés k itérations on
a nécessairement k bouts pendants; si on se contente donc:-de l'algorithme
tel qu'on l'a exposé, il faut done avoir au minimum pour un réseau de n vill
n matrices (n . n) & disposition,

Cette remarque nous suggére deux problémes : pour un réseau ob n> 20 le
calcul & la main peut étre extrémement long et on songe & une application sur
calculateur électronique; mais pour cette application se pose alors le problém
de la conservation & tout moment des matrices correspondant & tous les bouts
pendants.

Ces deux problémes feront l'objet de 1'étude qui suit.



Application sur calculateur électronique de L'algorithme de LITTLE

Comme nous l'avons énoncé plus haut le grand probléme qui se posera & nous sera
kcelui du stockage de toutes les matrices a..! ) correspondant & des sous-—

ensembles pendants de l'tarborescence. +d

La solution adoptée n'est pas & proprement parler une méthode de stockage :
c'est un processus qui permet de retrouver une matrice correspondant & un sous—
ensemble pendant quelconque en ne conservant en mémoire qu'une seule matrice que
nous appellerons la matrice"actuelle" qui sera celle correspondant @ l'itération
en cours.

Ce processus est construit & partir d'un certain nombre de renseignements décou-
lant de l'exécution de chaque itération qui permettent de passer d'une matrice
correspondant & un sommet (c. & d. un sous-ensemble quelconque) & la matrice
correspondant au sommet dont il est le fils.

Dans ce qui suit on essaye de montrer gue ces renseignements, ces informations
peuvent &tre rendus minimums gréce & quelques considérations d'ordre mathématique
qui découlent de l'algorithme.

La structure de ces renseignements permettra une opération inverse de celle qui
inous fait passer d'une matrice a, ) a la matrice a, a, et

1 » AQ
2s)
ij .

étant les notations du chapitre précédent,

Quelques démonstrations

Si a une itération ‘donnée on désigne par I l'ensemble des indices i qui
correspondent @ des lignes non barrées et par J a ongembiy, se indices j qui

5

x

correspondent & des colonnes non barrées de la matrice at.

St YG a désigne la quantité décrite dans le chapitre précédent
- 8 ki,j / a, | ) = 0

Blors si Max (SG, 3) ) est différent de 0 ona les résultats suivants :
i,j
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[mex (MG) = MG 5) Fo

15/3 = 0

soit, = 0 FiET- fa 3}

et Oa Y 0

. 0 jEd63 > ¥i

anit By = 0 vins- faa}

*Biar °

OG 2 0 ¥ViETI

ou ltare (ig 5 ja ) est ltare interdit correspondant & (i, +4,,)

Autrement dit on affirme que, aprés avoir barré la ligne i et la colonne j
au cours d'une itération k , ce sont soit des lignes qui” devront étre
transformées soit des colonnes (selon que ce soit les . qui sont tous nuls
ou les €%.) mais jamais les deux types de rangées au couts d'une méme itératior
sauf éventuellement pour la ligne Jy et la colonne i, Si elles ne sont pas
encore barrées.

nm

Preuve .

Rappelons que 45 (as) est une notation pour la matrice des cofits aprés k
itérations et que

. ; Qs) i (Qs)YG, ) = min ( 4, ) + min (d il )

1,5 /ay (x) _ 6 wi-fi} aims- {i}

si Max (8(i,3) ) = Ya, > dy)
i,j

Ya, iy f¢ O alors

soit min (4) ) $0 et min (a, ) = 0 — @)
ti 1#j mr

n m

soit min ( al) ) =O et min (4, ) ¢ 0 (2)
14i,, Sn 145, *m1

soit min (a) )f 0 et min ( _O5)) ¢ 0 (3)
1di, In tj Apl

nm

i
i

EE gD
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Dans les trois cas envisagés, si (ig, Ja ) est l'arc interdit qui créerait

un cycle de longueur inférieure & ny, si 4d, 4 = 0
” 

jaja - 
.

et si on pose ad (st) = QO pour interdire (ig, ja)
id. jd

si nin (a e ) # 0 alors Wig = tii ( a) > 0
lfim

a . =si mn ( 1 ja ) #: O alors B ia ma (a 1 ja )> 0

La ligne ja et la colonne jg ont donc des propriétés particulitres; le

cas le plus simple qui puisse se présenter est celui ot on interdit un cycle

de longueur 2 ctest-a-dire ea ig = jn

et =s i
Ja m

Prenons la démonstration

dans le cas (3): il est évident qu'on ne supprimera aucun zéro; c'est-a—dire

aucune case admissible, de la matrice d E en barrant la ligne i, et la
colonne jy par conséquent on aura

min (af) = 9,0) <0 ViEI- (i, i, }

min (a(¥)) = B,% = 0 ¥FJEI- ta, i }
J —_—_—__ ’

Se

dans le cas (2):on ne supprimera pas de case admissible en barrant la ligne in

puisque la seule de la ligne est la case Gi, »i,) et que le minimum sur la

ligne in est supposé différent de z2éro.

Done B ; = 0 vins-{ig. in}

par contre le minimum sur la colonne jy est nul; done en barrant la colonne

i, on risque de faire apparaftre une ou plusieurs lignes telles aue

min ( ai) )}> 0

d'ot “5>0 FiET



Dans le cas (1) la démonstration est symétrique et on aura

“5; = 0 yint- {iy in }

B; >° ¥JEI

Intérét de la proposition : il existe un nombre maximum de rangées &

modifier quand on passe d'une matrice af) a 455 (+1) 3

le nombre maximum est égal & n - 1.°

_2eme proposition :

On veut montrer que si Max (8G, j) ) = 0 alors deux

1,/a,; (5) <9
rangées au plus sont susceptibles d'étre modifiées dans la matrice ay p

pour obtenir a; (ret)

. Autrement dit

si Max (4, J) = VGy> 5) = Om» im, ) =... Yim, jm,)= 0
i, j/ aij’? =0

alors |

a; o ¥int-{ig,} ow r-figofou... r-{3 a}

6; o¥5Bo-f day} on T-fiao}-- t-f ap}

ot les couples {3 ai? jay } représentent les arcs associés aux arcs

i j = i j i t interdit: 1 ité{i> gy} oe {> im, | et qui sont interdits pour les itéra—
tions ultérieures.

Preuve

Raisonnons par l'absurde.

)Supposons qu'on ait choisi parmi les p couples (i,j) le couple (igi

pour déterminer la séparation.

(as)
Supposons qu'il existe une rangée de la matrice 455 telle que aprés

avoir barré la ligne ta et la colonne Jn le minimum sur cette rangée

soit différent de zéro.



ml

Remarque : Cette rangée ne sera pas la ligne i al ou la colonne Jai
Ln . . . k)ot il est toujours ssible si- 4d, ( d =sl possueee Se" al jar ° #28 ais bo st

Oia > °

Appelons i, la rangée (on fait la méme démonstration si c'est une ligne ou

une colonne) telle que

min (4, (ic) ) > 0 avec min ca, 8) )= a _ («)iil i i tloO ol oO
1EI-fig, i, 4

lo Jl

didlo 0

0

mais dans ce cas on aurait eu

SG, , Jn? = a) > 01
oO

ce qui est contraire & l'thypothése Max ( 8G, j)) = 0

i, 3/aisTM =0

Cette proposition compléte la premiére ot on avait étudié le cas

Max (Y(i, j) ) > 0.

Dans les deux cas les seules rangées qui peuvent toujours étre modifiées sont

Ja ligne i et la colonne 3z a 

Jq

eee e



Etude des cycles de longueur inférieure & n qui apparaissent

aprés chaque itération. °

Dans le paragraphe précédent nous avons déj& utilisé la propriété principale

qui est la suivante ;

5 Regle : @& chaque itération ot on admet un arc supplémentaire pour définir un

sous—ensemble pis) il faut et il suffit d'interdire un et un seul are pour
emp&cher la formation de cycles de longueur inférieure & n

Pour la démonstration il faut envisager quatre cas :

au cours d'itérations précédentes ni l'origine ni ltextrémité de l'arc

admis & l'itération k n'ont été acceptés

3 Se 7

6

sur le graphe ci-dessus : on suppose que l'are (1-2) a été admis & l'itéra-

tion (I) et que l'arc (2-5) a été admis & l'itération (II) et que l'itération
"actuelle" est l'itération (III) ot on a admis l'are (6-3).

Ce qu'il est important de remarquer, pour la suite comme pour ce cas-—la,

c'est qu'on ne s'occupe pas des cycles interdits qui se sont révélés & des

étapes antérieures; ce qui nous intéresse c'est celui associé & l'itération

en cours.

Dans le cas étudié le seul circuit de longueur inférieure & 7 est le ecir-

cuit (6-3) (3-6) de longueur 2 . Il faut donc interdire l'are (3-6) pour

tous les sous-ensembles inclus dans le sous—ensemble E TII) en posant

(IIT)

436 a

+. envisageons le deuxiéme cas : l'arc qu'on vient d'admettre dans le sous-—

ensemble E,(k)" a l'une ou l'autre de ses extrémités qui iu ure dans un

arc admis dans 1'un des sous-ensembles qui contient E, ik) » & une
itération précédente.
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On a admis (3-4) & l'itération (I), (4-5) & l'itération (II) et (5-6) a
l'itération actuelle (III); dans ce cas il faut interdire l'tare (6-3) car
(3 4 5 6 3) formerait un cycle de longueur 4 inférieure & la dimension
du graphe.

Il est tout & fait inutile d'interdir ltare (6-4) ou (6-5), car les co-
lonnes 4 et 5 sont barrées au cours des itérations précédentes.

l'extrémité de l'arc figure déjh

5

le cycle (6-2) (2-3) (3-6) est un cycle de longueur 3 donc interdit.

- Je dernier cas est celui ot dans l'titération k on admet un are dont &

la fois l'origine et l'extrémité sont représentées dans des arcs admis

a des itérations SEP emer eg je qui définissent des sous—ensembles con-
tenant le sous—ensemble Ey k

5 (wv) 6

at) E a _

. &

Les arcs (3-2), (2-1), (4-5), (5-6) ont été admis au cours d'itérations

précédentes; si on admet l'arc actuel (6-3) il faut interdire l'are (1-4)
car (45 63214) est wn cycle de longueur 6 » longueur qui est infé-

rieure & la dimension du graphe.
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Remarque : Chacun de ces cas se produit & l'exclusion des autres dans la
mesure par exemple ot dans le cas 4 il est inutile d'interdire l'arc (3-6)
étant donné que la colonne 6 et la ligne 3 sont barrées au cours d'itéra-—
tions précédentes. ;

On a ainsi défini les coordonnées de l'are qu'on avait noté (ig > Ja )
dans les paragraphes précédents.

Nous verrons comment s'effectue la recherche de l'arc (ia, ja) dans la
partie informatique; le principe est de grouper les arcs admis & mesure qu'ils
apparaissent sous forme de portions de circuits orientés; il est alors facile
de déterminer l'are (ig » iq )-

Nous avons ainsi défini tous les éléments nécessaires & la mise en application
sur ordinateur de l'algorithme.

Dans un chapitre précédent nous avions noté qutaprés k itérations il fallait
comserver k matrices de cofits cofrespondant aux k bouts pendants. Il faut
noter en plus que le nombre d'itérations, pour arriver sur une solution opti-
male, évolue d'une fagon qui n'est pas du tout linéaire avec la dimension du
graphe. .

Ainsi si on a n= 20 et que le nombre d'itérations est de 200, il faudrait
conserver en mémoire 200 matrices (20,20) c'est—Ak-dire 80 000 places mémoires.

‘Un des buts essentiels de l'application sur ordinateur est de eréer une struc—
ture permettant de ne een qu'une seule matrice des cofits en mémoire et
de passer d'une matrice d & une matrice a, Ost)

.Pour effectuer le passage d'une matrice actuelle ai, & une matrice
(k1)

dij correspondant & un bout pendant quelconque, il y a une opération de

base qui est le passage de a, °° . a peret)

Passage de a, x» a pere(k)
J ij

Informations nécessaires :

numéro du sommet d'origine et du sommet extrémité de l'arc ayant défini la
séparation, origine, extrémité et valeur du cofit de l'are interdit associé,
liste des gf _ FF O et (> F k) + O qu'on a enlevé respectivement aux

x . k

lignes i et colonnes j de la matrice Baa pour obtenir a,,' )

Opérations & effectuer

. ; (5) (k)ajouter aux lignes et aux colonnes de d.. les valeurs Qf i et

fy) if qu'on leur avait enlevées, remettre le cofit de l'arc interdit 8 sa
valeur initiale, faire en sorte que la ligne représentant l'origine de l'are

et la colonne représentant l'extrémité ne soient plus marquées.
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Remarque 1: Cette opération peut s'teffectuer dans les deux sens une fois
que toutes les informations nécessaires ont été répertoriées.

Remarque 2: Dans le cas ot la matrice a, est issue d'une transforma-

tion du type * on n'accepte pas un arc' le processus est le méme : si
« . t : - * — f >(i, ) est l'arc de la séparation en posant din ia = OO on détermine

Xx. (k) et >; (ic) &h soustraire & la ligne i et & la colonne j
im jm m m

Essai de formalisation de l'algorithme en langage algébrique

Pour cela on convient de noter f (a __pere(k) ) l'opération qui associe
x ajpere(k) (k)la matrice d.. et 2! ( a, ) l'opératior

. — (k)*9 : perd (k)
inverse qui associe & la matrice ‘d a matrice d ij

tions et les paramétres qui leurs sont associés ont été définies ci-dessus.

& la matrice ad...
1J

. Ces opéra-

fer cas : Le bout pendant minimal est un des deux sous—ensembles issus de

l'itération précédente.

O Source

. Zz

be’ ge

(h) tk)

Dans ce cas il n'y a pas de probléme il faut appliquer l'opérateur f 3&3 la

(1-1) as)
|

matrice actuelle aaj pour obtenir

j
a
,

 ,
0
9
 
=
 
f
 
c
a
,

 G
1
)

L 7 |

2éme cas : Le bout pendant minimal est un sous-ensembie pendant quelconque

’ de l'arborescence.

Le probléme est alors de reconstituer lamatrice correspondant & ce bout

k-

pendant & partir de la matrice actuelle a,;| 1)

soee



La fonction TI qui apparaft sur le graphe est une fonction qui & chaque

numéro d'itération associe le numéro de l'itération qui la préctde sur la

branche du graphe.

On définit une composition de cette application ff de la facon suivante :

It” (k) donne le n° °TM® prédecesseur de l'itération k

convention TI° (k) = k

et N la fonction qui a tout sous—ensemble associe son niveau par rapport
4 ' x - - . ? . .

& la source, c'est-a—-dire le nombre minimal de séparations qui permettent de

passer de la source & ce sous-ensemble.

iére étape : Déterminer la matrice correspondant au sous—ensemble

plkee) (pe point critique)
Elle doit vérifier les relations suivantes

Sion note £” l'opérateur qui effectue fo fo .... of

et on pose m N (k-1) - N(kpc)

a, 1) eB a , Ore) y (1)
1 13

ceci veut dire qu'on applique m fois la transformation f @& la matrice

d qe pour obtenir d “ee étant entendu que f dépend chaque fois

de l'indice supérieur des a. qui est le numéro de l'itération 4& laquelle

elle a été obtenue et que c'est we écriture formelle puisqu'on ne connaft

pas effectivement a, OP?)



si on pose n! = N(kbp) - N(kpc)

a (xbp) - gm (4 (xpe) ) (2)

ij ij

L'interprétation est la méme que celle plus haut et de méme que la formule (1)

la formule (2) est une convention d'écriture.

Cependant en considérant qu'il existe l'opérateur 2! on va pouvoir déduire

la matrice d oe?) & partir de la seule matrice ia

1 (k-1), _ ,-1 m—1 (kpc)
(1) £ ( a; 5 ) = f ofof ( a;

a -1 — .eta 01)» 2 gmt (og. Csre) y
aj 1g

en itérant m fois cette opération on obtient

a (kK) ~ pmyea geig POOF ( ig 8 1) )

Qs)en remplacant a, ‘pe dans (2) on aura

ap) 2 eM (ema) ) ()
aj ij

Done connaissant les paramétres associés & toutes les fonctions f aux

itérations précédentes et la matrice des cofits de l'itération k- 1 on peut

passer & l'itération k quand on connaft a,j"
1.

Détermination du point critique kpe

posons r = m-—m1 = (N (k-1) - N (kpc) ) - (N (,,) -wN (k,,) )

N (k-1) - N (k,5)

et représente la différence de niveau entre k-1 et Kp dans l'arborescence

représentée sur le graphe page 33.

sir g 0 rl

on calcule Kypt =TI Oxy)

ona alors N ( Kot) = N (k-1)

[rf42 1
on cherche alors le plus petit 1 tel que II (is,,) = TT (k-1)

si 1 vérifie cette relation on a

oe =! +1 (4,5) -[[? (x1)



si r S 0

ron calcule i! = Tl (k-1) .
1 1to alor k tel que. N(k = Net ona s el q (x) (ko)

r+p Ppon cherche alors le plus petit entier p tel que TI (k-1) IT (4)

si p vé6rifie cette relation on a

pe “[{ =? at “TP (5)

Pour mieux saisir cette formalisation appliquons la sur un exemple

on suppose quton°a k-1 = 4 et Ky = 2

Recherche du_point critique : r= N(4) -N(2) = 2

TI*« = 2

WF) =T[' @) = 1
ensuite

etya (4), _ a G)
SS ag? ij

| (aj) = a,;(?)



puis on applique la fonction f correspondant au sous-ensemble p,(?)

(1) (2)f d,. = d..(2,2) ( tj ) 1

et on peut alors effectuer l'itération k = 5

f ( a, .(7)) = d. )so ij

On @ ainsi défini tous les éléments nécessaires h la programmation ;

on verra que les applications f° seront des sous-programmes et leurs

paramétres des tableaux dont l'accés se fera avec le numéro de l'itératior

et que les fonctions I et N seront utilisées sous forme de pile

qui sera décrite plus loin.

eoee



-~ 39

Organigramme général du programme de calcul dans le cas ot on choisit

la méthode de progression classique dans l'arborescence.

Initialisation

=i

Recherche de la meilleure case (k)

admissible (k,1) et calcul de la borne Go

l

Rangement de l'arc (k,1) dans le secteur arc admis

Interdiction de l'arc pouvant créer un cycle interdit

Nbarc = Nbarc+1

Fin

' Optinun G,

Sow

Calcul des X et (B et de la borne 6")

|

Stockage des caractéristiques des sommets 2k et 2 k+1

dans la pile correspondante

I

Stockage des caractéristiques relatives a la transformation

du qi; a l'itération k

+]

Maquage Ligne Colonne
ee Démarquage Ligne k colonne L f

I
Modif 1 de d;.Hodif 2 de 4. en ee 5

j |

Borne = a, {k)

J

Borne = G9 kK

Recherche dans I'arbre du bout
| pendant minimal d’indice Kop

= 2kOur “ae
ge

Recherche de |'état de la matrice d,
a)

;
correspondant au sommet i de la pile en se

servant du tableau des transformations f



pomien

méthode de progression dans l'arborescence

Organigramme général dans le cas ot on choisit la deuxiéme

- Initialisation

Recherche de la meilleure case

admissible et calcul de 6, (k)
-

Rangement de l’arc séparateur dans le vecteur arc admis

Interdiction de l'arc révélant un circuit de longueur n-1

i

- Calcul des & et A et de la borne 6, *)

Stockage des caractéristiques des

2k +14 dans la pile correspondante

sommets 2k et

J

Stockage des caractéristiques relatives 4 la

transformation de OF, & l'itération k

Nbarce = Nbarc + 1

On a un ss optiaum qP
pour un certain circuit

l
7

Recherche 4 partir du haut de pile d'un

sommet pendant dont la borne est inférieure

a G

Existe-t-i] (7} Oo
I

40

Fin

Optimum =
g?

Recherche de }'état de la matrice

Remise des niveaux des piles décrivant 1'arbo-

rescence et les transformations au niveau du

bout pendant
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On utilise & quelques détails prés les mémes sous—procédures dans le premier
algorithme et dans la deuxiéme. Elles seront étudiées de fagon plus précise
dans le chapitre "Programmation", .

Evolution de l'arborescence

Supposons un exemple avec n = 6

a

@ (ce)
(2)

Q 49) Fi \a

y—~_ cf a

La zone hachurée est la partie de ltarborescence qui est devenue inutile :

les bornes associées aux sommets 12, 10, 8 sont supérieures & celles de 13.

6 est le numéro du ter sommet pendant dont la borne soit inférieure 2 celle

du sommet 13 . A partir de 6 on redéveloppe 1'algorithme.

On constate done qu'on n'aura done jamais qu'une branche principale dans

l'arborescence.



a teenies Discussions, résultats, commentaires

Dans ce chapitre nous allons aborder les performances comparées des deux pro-—

grammes, les améliorations qu'on peut apporter dans l'une ou l'autre phase

pour accélérer la convergence et étudier le cas ot les matrices des cofits sont

symétriques.

Comparaison des deux algorithmes

1. Par rapport aux contraintes du matériel

Comme toujours il y a deux aspects : celui du temps de calcul et celui de

l'occupation mémoire.

Pour le premier algorithme on ne contréle pas l'occupation mémoire; 1'exten-

sion de l'arborescence est une fonction qui croft trés vite quand le nombre

de points du réseau augmente et il faut conserver en mémoire tous les son—

mets et toutes les transformations associées.

En effet, lors d'un saut d'une branche de ltarbre & une autre il peut arrive)

que le premier prédecesseur commun aux deux sommets concernés par le saut

soit la source.

Pour ce qui est du temps de calcul, il n'a pas pu &tre testé avec un exemple

de grande dimension (n> 40) car la place mémoire limitée interdisait la

convergence de l'algorithme. Si on avait choisi de conserver des parties de

piles sur des mémoires auxiliaires & accés rapide, cela aurait considérable-

ment augmenté encore ce temps du fait des nombreuses opérations de lecture

écriture sur bande ou sur disque.

Pour ce qui est du deuxiéme algorithme on a l'avantage de connaftre la place

mémoire occupée; en effet, comme on 1'a vu précédemment, l'arborescence se

résume, tout au long du déroulement de l'algorithme, & une seule branche

principale, les autres branches ayant toutes des longueurs égales & 1. et

débouchant sur des sommets pendants.

La longueur de cette branche sera égale & n+ x, si on appelle x le nombre

de branches de l'arborescence qui représentent des propriétés "ne passe pas

par" sur la branche principale. On sait que l'on ne prend en compte une telle

propriété dans le deuxiéme algorithme que lorsqu'on exécute un saut du sommet

extrémité de la branche principale vers le bout pendant, ayant une borne

inférieure, le plus proche.

Ceci entrafne que la branche principale aura une longueur maximale & lL'opti~

mum et qu'elle n'excédera pas n+x

x é&tant le nombre de variables Xo. définissant le circuit il restera

dans l'ordre de grandeur de n car Jia propriété "ne passe pas par" est
moins significative pour la définition d'un circuit que la propriété

"passse par"

Pour ce qui est du temps d'exécution il semble, du moins pour les exemples

qui ont convergé pour les deux algorithmes, qu'il soit sensiblement plus

grand que pour la 1ére méthode de progression.

oe eoe



2. Par rapport aux _utilisateurs éventuels des programmes

Si la dimension de la matrice des cofits ntexcdde pas 30 il semble
préférable d'utiliser, quand on dispose d'un calculateur avec une
mémoire centrale de 64 K mots, le premier programme car on est assuré
que la mémoire centrale suffira pour que l'algorithme converge et que
le temps d'exécution est plus petit que pour le deuxitme programme.

Pour des problémes pour lesquels la dimension est inférieure 2 30 ,
dans les cas ot on ne peut affirmer que pour un temps donné de calcul
assez grand l'algorithme convergera, il est préférable de choisir le
deuxitme programme.

En effet, on peut imaginer que l'utilisateur ne veuille pas avoir l'op-
timum rigoureux, mais un circuit dont le cofit est voisin de 1l'optimum
et ceci avec un temps de calcul qu'il s'est fixé & ltavance; le deuxiéme
programme fournit, aprés un temps qui doit tout de méme étre supérieur ar
moins au temps pour trouver le premier circuit sous-optimal (il est trés
faible), une borne majorante du cofit optimal et un circuit complet
associé. Il fournit aussi une borne minorante : parmi tous les bouts
pendants & un moment donné du développement de l'algorithme il en existe
un qui ait une borne minimale qui peut @tre considérée comme une mino—
rante pour le coftt de tout circuit.

A tout moment le deuxidme algorithme nous permet donc de disposer d'un
encadrement de la fonction cofit.

Si j'appelle al?) la borne majorante associée au dernier circuit sous
optimal trouvé et el?) la borne minorante décrite ci-dessus on aura don

2 ¢ 6 ¢ ey?)
m

on aura aussi les relations

(pt) < (p)
ey 8

en
(pet) > eB (p)

Intérét de cet encadrement

Ti donne une estimation de 1

valeur du cofit optimal.

Ceci nous améne & penser que l'utilisateur peut vouloir un résultat non

plus en se fixant comme limite un temps de calcul, mais en se donnant

une marge d'erreur : on peut alors concevoir comme test d'arrét du pro-

gramme le suivant

(p) (p)

“Mt Fa ; issiblappelons e = ——"Tp) l'erreur admissible



et supposons qu'on se soit £ixé un sous-optimum & 5 %

sie > 5% on continue 1'algorithme

Si ¢ g 5 % on arréte le calcul et on imprime le dernier circuit sous—

optimal trouvé avec sa borne.

Remarque :

. (p) (p) (p>) (p)1 - = = =
in bu gn o=> > Cc Gy, By

Remarque concernant g,(?)

Le deuxiéme algorithme laisse ¢,(?) invariant pour les premiers circuits
sous-optimaux trouvés; ce n'est que lorsqu'on n'est proche de 1l'optimum que

(p+1) (p)tl'on a Ea > 2 aad

Tl serait par conséquent intéressant d'étudier une combinaison des deux

algorithmes l'un tendant & trouver le meilleur majorant, l'autre le meillew

minorant. Ce programme n'a pas été écrit.

Discussion sur le mode de recherche de la meilleure

cas admissible

Le choix de la meilleure case admissible ne doit pas nécessairement se faire

comme on le fait dans l'algorithme de LITTLE. En effet, au lieu de prendre

celle qui correspond & Max (8c, i) ) avec

i,j /a sa = 0

Gi,5) = min (a;,) + min (a, 09 )
165 -{3} LEr-{i

on pourrait songer & prendre celle qui correspond &

sat (Siig) Lo te) LB ow) )
.

i,j /1ij =o LEI-jij pEJ-}ij

ctest-a-dire celle qui entratne la différence la plus grande entre les

bornes des ensembles B, et xz, “) -

Ce choix éviterait de définir beaucoup d'ensembles du type g, (*) dans
la mesure ot les conditions suffisantes pour que l'on trouve une case admis-—

sible de-ce type sont souvent vérifiées.



En effet on a 1'équivalence

4) a Memre (i, 4) = max (VG, 5) - Le) - LB; 0
1Erfs3

aiti i i jCondition suffisante pour que e Gy) i.) > Oo

Une condition suffisante pour que & Gy, i,) soit positif ou nul est que

. 
. 

. /

1) min (di, ) =i) > 0 et. min (45) =X in > 0

LE i, 1¢- in

et

2) min (4,50) = Bin > 0 et min (44; ) =P 4, > 0

1Fi, lfjn TM

Preuve :

Supposons dans une premiére partie qued (jm, im) + 0 3 dans ce cas en

barrant la ligne i, et la colonne jy de la matrice 455 on ne supprime

pas de cases admissibles par conséquent on a

&W. = 0 vier - {3}
i

6;

De plus comme on suppose 4d (in , i,) + oO on ne supprime pas de case

a ° VjEI - {3,3

admissible en posant d Gi, , i,) = ©. on aura donc

Oj, = OFWi = 0 ¥iET

@ i, = of, = 0 ¥jES

Supposons maintenant que d (iy) i) = 0

on & alors

. . _ . - _%; _R;

eG, 5,) = UG) 4) in ~ Pig (1)

SMG 6 .

ou Jn > ° et i, » 0 Y p

& e -. . . : ' ouete Gg tg) = SG tg) - (ent hn) (2)

Le
> 1
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A ce niveau on se rend compte qu'il faut ajouter une condition supplémentaire :

X, > 0 et in > oO

a. > 0 = y p = 0 car GC. = O ¥ p
jm Pp .

Rom S 0. => ow, = Ocar alors &f, = 0 ¥F 1

§ O 5et on a (i a) = i, * (> in

les relations (1) et (2) deviennent

Cua) - Soy ap ()e .

L Gi Jim) dia

e Gy a) - SG. a) - SG, 4) (4)
m

dtot comme ctest l'are (ip jn) qui a été admis et que par conséquent on a

ei, in y e (ji i) d'aprés (3) et (4) ona

- 8G, i, 2 SG i.)

+ . .

e e (i> i,) > 0

Lignes <

‘N

~

jm N 0!

a
“

NX

N

“N

“

~ XN
\

m © ~

colonnes Im in

Pour cerner une condition nécessaire la t&che semble beaucoup plus difficile

et on se contente dans la partie pratique de cette conditions suffisante.
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Deuxitme amélioration possible du systéme de recherche de case admissible

Que l'on prenne l'un ou l'autre des critéres de recherche, on peut considérer

que la sélection donne de bon résultats, c'est-a-dire désigne un arc qui

figurera de facon définitive dans un circuit optimal, surtout pour les arcs qu

sont obtenus & un niveau assez proche de la source.

Si on désigne par variables de base, dans le deuxitme algorithme, les p

premitres variables admises selon les critéres précédents, les applications

montrent qu'il y a un intérét certain & choisir les p+1, p+ 2, ....

arcSsuivants avec un critére différent.

Crittre de sélection N° 3

Quand on a déterminé les p variables de base on se propose de choisir

ensuite parmi les cases admissibles celle qui répondra, en plus de l'un ou

de l'autre des deux premiers critéres, & la condition suivante : l'origine ou

ltextrémité de l'arc qu'elle représente figure déj& parmi les arcs admis.

On peut justifier ce choix en disant que de toutes fagons il existe des arcs

qui partent ou arrivent sur des sommets déja admis.

Remarque concernant le nombre p de variables de bases

Il dépend bien entendu de la dimension du réseau sur lequel on traite le

probléme. Il n'y a pas de régle précise pour le fixer d'autant plus que les

applications montrent que pour différentes valeurs de p , aprés un méme

temps de calcul on aboutit sur les mémes circuits sous—-optimaux.

Par exemple pour le réseau o& n= 42 on obtient au méme circuit sous-optimal

pour m = 6, 8, 10, 11 pour un temps de calcul donné. Par contre, pour des

valeurs de m supérieures & celles de l'intervalle (6, 11) les sous-optimaux

obtenus aprés le méme temps de calcul sont supérieurs, c'est-&a-dire moins bons.

De méme pour les valeurs de m = 1, 2, 3, 4,5.

Remarque + pour m = n = 42 Cc = 950 pour mE(6, 11) C = 780

Cas des matrices de cofit symétriques

La programmation de plusieurs exemples montre que, quelle que soit la méthode

de progression choisie, le fait que la matrice des cofits soit symétrique

diminue sensiblement la rapidité de convergence.

Par exemple on a programmé le cas d'un réseau ot n = 10 et la matrice non

symétrique +: le nombre d'itérations nécessaires est égal & 17. §

En reprenant des cofits du méme ordre de grandeur, nais en rendant la matrice
x eo

@es cots symétrique,



Causes de l'augmentation du nombre dtitérations

I . . . _ 4 8 _

[ , | |
.

Fog 5

(k)Les bornes des sous-ensemble E (Xk) et E,d ne sont pas trés différen—

“tes et la figure suivante stexplique en partie

a w
\

Cons ra

Jn

que l'on admette l'are (i, j) ou ltare (Jj, i) le coftt supplémentaire

entrafné par-cette admission est le m&me; le sous-ensemble contenant l'arc

(i, j) et celui contenant l'are (j, i) sont donc équivalents.

Mais l'algorithme de LTTLE ne fait pas apparaftre ce phénoméne au niveau

de l'arborescence étant donné que l'on considére le probléme en termes de

circuits orientés, alors que pour un graphe dont les cotits sont symétriques

l'orientation est superflue.



Amélioration proposée

Au moment ot on admet un arc on définira les deux sous-ensembles de la

2)fagon suivante :; de la facon habituelle mais p {*) comme ne
contenant ni l'are admis, ni l'arc symétrique & l'are admis.

Le premier bénéfice de cette opération se situe au niveau de l'arborescence

ot. le nombre de sommets diminue,le deuxidme avantage est qu'en supprimant

deux cases nulles & la fois dans a,

augmente la borne associée & B{),

en les mettant & 1' © on

Avec le principe exposé ci-dessus l'arborescence de la figure 5 devient

Pour ce qui est de la programmation de cette amélioration elle est activée

ou non grféce & une carte paramétre ot une variable SYM

SYM = O indique que la matrice des cofits n'est pas symétrique et

“SYM = 1 indique que la matrice des cofits est symétrique et que

l'amélioration proposée est active.

L'exemple dont nous parlions avant donne

I) oSN= 10 84 itérations avec SYM

ah
ae fo .

eS itératious avec SYM =



PROGRAMMATION

Implantation de l'arborescence en mémoire

Chaque sommet de l'arbre peut @tre défini par quatre données : le numéro du

sommet pére, la borne du sous~ensemble associé, le niveau par rapport ® la

racine et le numéro du sommet fils.

Numérotation des sommets

En premier lieu la racine & laquelle on affecte le numéro 1

4Puis &@ l'itération k on associe & l'ensemble Bp, ) le numéro 2k eta
l'ensemble p, () le numéro 2k + 1.
Cette numérotation permet de savoir & quelle itération k le sommet a été

' obtenu, c'est-a-dire de retrouver avec quelles transformations on a passé de

app) n a fe

De plus ile transformations relatives & un sommet de numéro pair étant diffé-
rentes de celles relatives & um sommet impair la parité du numéro du somnet

déterminera le type de transformations & appliquer a la matrice 95

associée,



ONnauw kwon =
10

W

12

13

14

445

il sera décrit sur le calculateur & l'aide de la pile Suivante ;

T @n
Pere borne niveay ls

0 25 0

27

25

33)

29

31

27

32

28

31

28

35

30,

34

30

Représentation de la transformation f, ot k est le numéro de 1'itération
dans laquelle elle intervient.

Ce qu'il faut retenir quand on passe d'une matrice des cofits a, (br)
aa. (s+1)

ag
dans le tableau suivant en mémoire centrale

\| 4 2 3 4 Z © 7 g 3 10

arn th terdbt

-ce sont les paramttres de la transformation qui seront stockés



Description des informations contenues dans chaque case du tableau

pour_une ligne donnée

lére case : origine de l'are opérant la séparation

2eme case : extrémité de l'arc opérant la séparation

3éme case : index de base donnant le début d'une zone ot sont
répertoriées les lignes et les colonnes k modifier

4déme case : longueur de la zone dont le début est donné dans la case 3

deme, 6ame, 7me cases : donnent les coordonnées de l'arc interdit et la
valeur du cofit actuel (au cours de l'itération) de cet arc.

8éme case : valeur du cofit de l'are opposé (155 k,). En fait celle-ci

est superflue comme on le verra plus loin.

9éme et 108me cases : concernent les cas ot on ne prend pas l'are (k,-1,)
La 9éme contient le minimum sur la ligne k, et la 10éme le minimum sur

la colonne 1;

Nous avions vu dans le chapitre précédent que ces informations étaient suf-

fisantes pour reconstituer la matricé des cofits associée & n'importe quel

sommet de l'tarbre.

Description de la zone contenant les numéros des rangées & modifier

Précisons d'abord qu'on a choisi dtaffecter d'un signe moins les colonnes

qu'on veut modifier pour les distinguer des lignes qui elles sont repérées

par leur numéro positif.

Cette zone sera pour une -itération donnée un ensemble de couples (r; , Vi)

ot r. sera le numéro de la ligne & modifier si rs > 0 et} ri | sera la
colonne & modifier si re< O, Vy étant la valeur de la modification.

Exenm ple:

15 118 | 20 5 118136 | 11 8] 2 2 iferahion &

1 2 3 4 5 1

an a ~10} 1 —23 6 | -9 14)-144 6) 11 3 4 6
20 21 22 23 24 25 26 27 28 #29 % st

t....

3 ia 304 1 0 o fo 8 | 10 1 iteration Rel



presse

Cet exemple illustre pourquoi on n'a pas choisi de répertorier les rangées

a modifier dans la tableau principal, dans l'’itération ‘k il aurait fall
10 places mémoires pour répertorier les rangées & modifier dans le second

il n'en faut que 2

Rappelons que le nombre maximal de rangées qui sont susceptibles d!8tre

modifiées est n-1 sin est la dimension du réseau; par conséquent on

aurait été obligé de dimensionner le tableau principal & (n + 8) « nombre

d'itérations estimé.

Comme le nombre de rangées & modifier est variable selon les itérations,

on a choisi de créer une zone indexée ot on peut trouver ces informations.

Nous avons ainsi défini les éléments nécessaires pour appliquer les trans-—

formations f afin de retrouver avant chaque itération l'état de la

matrice des cofits correspondant au sommet associé & la borne minimale.



Description de toutes les procédures intervenant dans 1'organigramme

Notons tout de suite que la plupart de ces procédures intervenant comme des

sous-—programmes elles sont utilisées sans modification quand nous

aborderons l'organigramme du programme décrivant l'autre méthode de progres-

Sion dans l'arborescence.

1. Recherche de la meilleure case admissible

Une case admissible est une case du tableau des cofits Dij telle que

Dij = 0. Parmi toutes les cases qui vérifient cette relation il faudra

en choisir une pour déterminer la séparation. On choisira celle dont on

estimera lors de l'itération qu'elle a le plus de chance d'appartenir &

un circuit optimal,

Dans le programme décrit plus haut on a pris comme critére de choix la case

admissible pour laquelle on a

min (D.. ) + min (D. maximum

JEL Kj iEK a)
Ce critére est celui choisi par LITTLE dans son algorithme. On peut en

‘prendre d'autres comme on le verra plus loin.

Cette opération est exécutée par le sous—programme MAX GAM

2. Rangement de l'are (K, L) dans l'ensemble des arcs admis et recherche

de l'are pouvant créer dans les itérations suivantes des cycles interdits :

cette opération s'effectue avec le sous—programme CYCINT.

trois cas possibles.

ler cas
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L'ensemble des arcs admis sera représenté par une matrice & deux lignes et
N colonnes; la premitre ligne donnant les origines des ares, la deuxiéme
les extrémités.

Ainsi pour la figure I l'état de cette matrice sera le suivant avant
ltadmission de l'arc (V)

Porfupisy spo fo],

4 | 1s] ie] 6 fo | o
1 o2@© 3S 4 5 6 7

Les numéros (I), (II), (III), (rv), (Vv) indiquent l'ordre d'apparition des
arcs. Le programme transforme ce tableau aprés l'admission de ltare (V)
dans le suivant : S

| 144 118 | 16 87

| 4 18 16 20 6
1 2 3. 4 5 6 7

qui donne les coordonnées de l'arc & interdire : 20 pour l'origine, en l'oc-
curence et 7 pour l'extrémité : on stocke ces valeurs respectivement dans
les 5eme et 6éme cases de la ligne décrivant l'itération (V) dans le tableau
des transformations; la valeur actuelle des cofts de l'arc (20, 7) étant
stockée dans la 7éme case.

2eme cas



Etat avant l'admission de (5-7)

11 4 6 7 14 18] 21 0 0 -

6 8 14 18 16 20 0 0

2 3 4° 5 6 7 8 9

aprés admission de (5-7)

1 4 6 5 7 14 18 | 21 0

4 6 8} 7 14 18 16] 20 0

| 1 2 3 4 5 6 7 8 9
Dans ce cas origine de l'are interdit 16

- extrémité de l'arc interdit 5

Comme précédemment on stocke ces deux valeurs dans les emplacements corres-—
pondants du tableau des transformations.

3éme cas

Reprenons la figure II et supposons que le neuviéme arc soit (16-11)
l'état avant l'admission de (16-11) est celui indiqué plus haut avec 1'admis—
sion de (16-11) on obtient le tableau suivant :

5 7) 14] 18 16 11 4 6 21

T 14 18 | 16 11 4 6 8 20

1 2 3 4 5 6 67 8 9 10

origine de l'arc interdit pour IX : 8

extrémité de l'arc interdit : 5

Une telle opération est décrite et exécutée par le sous—programme appelé
(CYCINT).

Chaque appel de CYCINT occasionne une incrémentation du nombre d'arcs admis;
Si ce nombre devient égal & n-1 on a trouvé une solution optimale et on peut
se débrancher sur la fin du programme.

En effet, pour le n terme arc du circuit il nty a plus de choix possible

puisqu'il ne reste plus qu'une seule case admissible et il n'y a plus d'are
& interdire.

Calcul des &, , QA, ectae G,'®)
4

tog ‘

Est effectug par le sous—programme appelé MINIC.

Les valeurs de 5 figurent dans la premiére ligne d'un tableau DELTA

les (3, sur la deuxiéme ligne de ce tableau & la sortie du sous—programme

MINLC.
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Un paramétre booléen BOOL qui est affecté dans le programme principal &

OQ ou 1 indiquera si ces valeurs i et j il faut les retrancher

de suite aux lignes i et colonnes j correspondantes (c'est ce que fera

le sous—programme pour effectuer 1'opération MODIF 1) ou uniquement les
transférer dans DELTA.

(x)

G,

(ix) Boe . Lf . ,G, = i i + j p iEHEI, jEJ

Il est clair que le calcul de s'effectuera de la facon suivante :

Rappelons que [f ensemble des lignes non encore barrées

J = ensemble des colonnes non encore barrées

Done avant d'appeler le sous—programme MINIC il faut barrer les rangées

K et L

c'est-a—dire procéder & l'opération I I - { K \

J= J-{fL \

La fagon de procéder est décrite plus loin dans les phases MARQUAGE et

DEMARQUAGE.,

. Stockage des sommets N° 2k et N° 2k+1 dans PILE

PILE (i, 4) est le tableau décrivant 1'arborescence.

Si Sp est l'indice du bout pendant actuel on aura

PILE (2k,1) = Kap

PILE (2k+1, 1) = Bp

les deux sommets ont le méme pére.

Pour le niveau

PILE. (2,3) = PILE (2k+1,3) PILE (i, 3) + 1

Pour les bornes

_ ; (k)PILE (2k, 2) = PILE (a? 2) Go

(k)
G,

+

PILE (2k+1,2)= PILE (ky? 2) +



. Stockage des caractéristiques relatives & ltitération k

FONC est le nom du tableau qui les contient.

FoNC (k, 1) = K

FONC (k, 2) = L

FONC (k, 3) = FONC (k-1,3) + (nbre rangées & modifier) ¥ 2

FONC (k, 4) nbre de rangées & modifier (= Gi + bj JX it 0,8, + 0)

FONC (k, 5), FONC (k, 6), FONC (k, 7) ont aéjh 6té affectés dans le

sous-—programme CYCINT.

FONC (k, 9) = min (4. )

jes-{L} %
FONC (k,10) = min ( 4. )

izI- {KY ib

- Marquage ou démargquage de la ligne k et de la colonne 1

Le marquage est simulé gr&ce & un tableau appelé LCSUPR (pour lignes

colonnes supprimées). C'est un tableau & 2 colonnes : qui ne contient

que des 1 et des O et qui est régi de la facon suivante : A 1'itération

k si a, "*) < g, » ctest-a-dire si on accepte l'are (k,1), pour bar-—
rer la ligne k et le colonne 1 il suffit de mettre um masque, c'est—a—

dire faire

14> 1 = r- fx}

1e= os = 3- {1}

LCSUPR (k,1)

LCSUPR (1,2)

Si ge) < al) il faut intégrer la ligne k et la colonne 1
dans l'ensemble des rangées non barrées en faisant

ttLCSUPR (k,1)

" LCSUPR (1,2) N Oo

(k)On explicite modif 1 de i

Il suffit d'appeler le sous-programme MINIC ( ,BOOL ) ot’

sera un paramétre positionné & 14 pour que les&, et GQ, soient retran-

chées des rangées i et j correspondantes.

modif 2 de p, 8)
1g

De méme que pour modif 1 il suffit d'appeler le sous—programme MAXGAM

( BOOL, } ob BOOL = 1 indique qu'il faut soustraire le minimum

sur la ligne k et le minimum sur la colonne 1 et qu'on fasse Dia = OG



9.

10.

Recherche du bout pendant minimal d' indice a

Pour l'expliquer reprenons l'exemple de la page 50 et supposons qu'on soit

& l'itération 6 .; ce qui veut dire qu'on a défini les sommets 12 et 13 sur

l'arborescence et dans la pile associée.

On veut chercher le bout pendant minimal associé & la 7éme itération.

On recherche donc en commengant par le sommet 2 parmi tous les sommets qui

n'ont pas encore de successeur, c'est-a-dire tel que PILE (LL,4) = 0,

celui qui correspond & la quantité PILE (LL,2) minimale et qui se trouve le

plus loin possible de la source.

On est assuré par ce processus de trouver un sommet qui représente un en-

semble de variables re admises le plus grand possible.

Quand on a trouvé ce sommet dont 1'indice est représenté par la variable

KBP il faut indiquer quel sera son successeur en posant

PILE (KBP, 4) = 2x (k+i1) +1

ctest-a-dire dans l'exemple que nous considérons

PILE (5, 4) = 15

On effectue ensuite un test qui indiquera si on peut continuer sur la méme

branche de l'arborescence pour 1'itération suivante ou si au contraire on

est obligé de modifier la matrice actuelle des cofits o, (nom symbolique
dans le programme COUT (I,J) .

Si on est égal & 2k ou 2ki1 ctest que le bout pendant minimal eCOrH

respond au dernier ou & l'avant dernier sommet défini sur l'arbre; on peut

par conséquent continuer par la phase de recherche de la meilleure case

admissible suivante en gardant la méme matrice des cofits (& laquelle on a

enlevé selon le cas la ligne k et la colonne 1) en incrémentant le

compteur d'itérations d' 1 5

Si Ke n'est pas égal & 2k ou 2k4+1

Recherche de l'état de la matrice D her? correspondant au

sommet is

Crest la partie la plus intéressante du programme : celle qui évite de

conserver en mémoire toutes les matrices correspondant & des bouts pendants.

C'est dans cette partie qu'apparatt l'opportunité de la 38me colonne de

PILE gui donne, rappelons-le, le nombre d'arcs depuis la source (sommet 1)

au sommet considéré.,
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Il stagit de décrire dans le programme la formalisation exposée page

quand ip & 2k et ip + 2k+1.

A) O

5) 4

Sur la figure on a représenté chaque sommet avec sot duutésu vei sun degre.

On suppose que l'itération actuelle est 1'itération 10, c'est-&-dire qu'on

se trouve aux sommets 21 ou 20 et que le bout pendant soit 17.

Il stagit dans une premiére étape de retrouver ce qu'on a appelé le point

critique : en effet on voit qu'il est inutile de remonter jusqu'a la source

(8)
D..pour pouvoir calculer .



Il faut donc remonter jusqu'é un certain point dans l'arbre :

quel est ce point (ce sommet) ? Pour cela on considére le niveau du sommet

actuel (5 sur la figure) et le niveau (ou degré) du sommet pendant (7 sur la

figure). On calcule la différence de niveau qu'on affecte dans le programme &

la variable DNIV (= 2 sur 1'exemple)

DNIV = PILE (k,, 3) - PILE ( 2k+1
P ou 3

?

2k

= PILE (17,3) - PILE (21,3) = 2

‘Si_ DNIV est positif , ce qui signifie que le bout pendant minimal est "plus

loin" de la source ; on remonte DNIV fois le chafnage PERE (c'est la fonction

TT aont on a parlé dans le chapitre précédent) & partir de Kop avec la
séquence suivante =2 “opt = Mbp

pour 11 =1 jusqu'& DNIV faire

kbps PILE Oop

ce qui donne & la sortie de la boucle, sur l'exemple traité

Kup 1 = 13

Puis on remonte le chafnage PERE sur les deux branches en partant pour l'une

des branches (celle qui commence avec le sommet Ep ) du sommet Kp et

pour l'autre du sommet actuel 2k ou 2k+1 jusqu'a& ce qu'on trouve le premie

prédécesseur commun; ce prédécesseur sera le point critique (sur la figure ce

sera en l'occurence le sommet 5).

Si_le DNIV est négatif : le bout pendant minimal est "plus prés" de la

Source on remonte alors le chatnage PERE sur une longueur “ete & (DNIV)

& partir du sommet 2k ou 2k+1 et & partir du sommet Kp obtenu, on

applique la méme procédure que précédemment pour obtenir le point critique.

Le point critique étant déterminé, il faut appliquer kes formules qui permet—
tent de passer de p, wt & Dj ep . Pour cela on dispose de deux types
d'opération : le rebroussement qui correspond & l'application d'une fonction

gi et la progression qui correspond & l'application d'une fonction f a un
sommet déja répertorié.

Pour ces deux opérations on se sert pour la premiere du sous—programme

REBROU et pour la seconde du sous—programme PROGR.



Le _ sous-—programme REBROU

décrit l'opération élémentaire qui doit remettre la matrice D0 -
& l'état v, (e-1) si TT (k-1) donne le numéro du sommet qui est le
pre de k-1 . Dans le cas trivial [[ (k-1) = k2.

Pour cela il s'agit de savoir si k-1 est pair ou impair : en effet si k-1

est pair on sait qu'on a atteint le sommet k-1 par une opération de type

"ne passe pas par" qui correspond & un type de transformations précis de

(k-1)
ij .

Si k-1 est impair io) a été atteint par une opération du type
"passe par" & laquelle correspond aussi un type de transformations de

(k-1)
ij

On teste donc en premier lieu k-1 en posant

X = (k1) - (k-1)/2 x 2 ou / est la division entire.

siX = 0 k-1 est pair

X = 1 k-1 est impair.

cas X= 1. opération du type "passe par" correspondant & 1'itération

N° (k-1)/2. Les paramétres du sous-programme REBROU seront les huit premié-

res positions de FONC ((k-1) VS)5

Ces paramétres sont ceux qui permettent de réadditionner aux rangées décrites
dans la zone définie par les positions 3 et 4 les valeurs qui en ont été

enlevées, de remettre la ligne indiquée en case 1 et la colonne indiquée en

case 2 parmi l'ensemble de rangées non encore barrées, d'extraire l'are

(case 1 - case 2) de l'ensemble des arcs admis, de remettre l'are interdit

& sa valeur avant l'itération (k-1)/2 (cette valeur est contenue dans case 7).

si X = 0 nous sommes en présence d'une opération du type "ne passe pas par"

On utilise les seuls paramttres FONC (1), FONC (2), FONC (9), FONC (10) et

on effectue les trois opérations suivantes :

- on additionne la quantité contenue dans FONC (3) & tous les éléments
de la ligne FONC (1) (ceux bien entendu qui n'appartiennent pas & des
colonnes marquées)

on additionne la quantité contenue dans FONC (10) % tous les éléments
de la colonne indiquée dans FONC (2) (& 1'’exclusion des éléments qui
appartiennent & des lignes marquées)

- et on pose D (FONC (1), FONC (2) ) = O.

eooae



oa neat
Le sous-programme PROGR

Ctest en fait un sous—programme ot on simule l'admission d'un are ou l'ex-

clusion d'un arc, c'est—&a-dire qu'on refait toutes les opérations décrites

dans le programme principal, mais pour lesquelles il est inutile de caleculer

les paramétres qui figurent dans le tableau FONC.

La structure du sous—programme est la méme que celle du sous—programme

REBROU dont il est en quelque sorte l'inverse.

Sip est le numéro du sommet actuel et si Pp

a'effectuer 1l'opération p_ P/2 =. p pi/2
1) : aj

= fils(p) il s'agit

on pose pour cela

Po = Py - (p,/2) x 2

si rR = 1 transformation du type “passe par" qu'on a étudié dans le

programme principal : on la répéte en se servant des paramétres contenus

dans FONC ( (p,/o) )

si PL = 0 transformation du type "ne passe pas par" déj& décrite

aussi dans le programme principal.



Notice d'utilisation des deux programmes

Il s'tagit de voir quelle est la fagon de rentrer les données du réseau

en mémoire.

Remarquons tout de suite qu'elle est tout & fait identique dans les

deux programmes.

Les cofits du réseau figurent sur un fichier carte & raison de 20 données

par carte et ligne par ligne.

La premiére carte donnée, qui précéde le fichier carte, indique la dimen-—

sion du réseau. Elle est codée sur les quatre premitres colonnes.

Image de la configuration

AL ; pom
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100

194

15

191

18

17

20

21

19

2e4

112

C CONSTRUCTION DE LERRSORESCENCE ET 9
j 335

C LECTU

INPLICIT INTEGER (4-2) eS
QTAENSTON COUT (50950) sLOSUPR (S702) eDELTA(3002) PILE (Anne 4)

JIMEMSTOV FONC (200610) sCCLIN(2859) sCCLIN1 (2559) sDE8020(200)

E DES DONNEES

MSelII)

FOQVAT C14)

JRITE (Ss 194)

FORMAT (#1 +610 Xs *OTMENSION ou GRAPHE'.I4)
DO 15 Tailed

READ (30101) (COUT (TeU) sJ=194)

FORMET (2413)

00 17 T=leN

NO 12% JHlse

LCSUOPR (TeJ) =9

CIT (151) =2000000

CONTINUE

OPTI=2060000

LLANT=<1

NIV=1

K3P=]

KNIV=0

PILE (NI vel) =9

PILE (NIVs 3) =0

MTINO=2000909

Re

c INITIALISATION CALCUL DE LA BORNE MINORANTE ABSOLUE
DO 19 LL=lew

DD 20 KK=1leN

MINO=MINO (AINOs COUT (LL SKK) )
8ZERO=3ZERO+“ INO

90 21 KK=15N

CIUT(LUs KK) =COUT (LL e KK) =" IN0
MING=2900500

CONTINUE

NO 22 KK=1l_4

D0 24 LL=leN

MINOSMING 
(MI VO«e COUT (LL SKK) )

BZERDSS5ZERO+6 INO 2
99 28 LL=ied

COUT CLL a8) =COUT (LL 9» KK) eM INO

MING=2000009

CONTINUE

PILE (NIV. 2) =" 7ER9

TF (GNI Vee. (Y-1))69 TO 224
CCLIN(G Le KyIV+l1) =CCLIN(2sKNIV)

CCLIN(29KNIV41) =CCLIN( 191)
K=CCLIV(29KNTV)

L=CCLIN(i61)
ENTV =H

NS ITSNSIT+1

FOC CN4LT +8) =COUT(LsK)

69 TO 335

SITSNsL yee
C RECHERCHE DE LA MEILLEURE CASE ADMISSIBLE

CALL MAXGAN (COUT. LESUPA somal *SBAR MK sML eKNIV SS CLINeFONC«NBIT+9]
F#NELTAT ND)

X1L=INO

TF (KI.E

FY (Saesutas)

m LA FONCTION F
FONC (NSIT «1) =K

FONC(N3ITs2) 2b

NIVENIVel

PILE CNIVe lL) sere

PILE(NT ¥2<) =PTLFE (K3P92) +88AR

PILE CNT Vs 3)=PTLE(K3P 93) 4]
NIV=NTV41

J



PLLEUNIVs L) =e

PILE (NI Ve@) SP TLE (Kh 02) 48)

PILE (NT Ve 3) SP TLE (68293) +1
PILE (KaP s+) atv

TF ( (K82~(K3P72)%2) oF Q00)60 TO 959

OTLE (K2PH]Le4)=

959 ITF (KNIVedue 1350 TO 223

FONC (H2TT e+) 2¥K

FONC (H31T «1 5):| KAP=NI¥
|

|

FONC (WAIT+ 3) 29

FONC (431734) =LLANT

IF (R1.E8.0)60 TO 23

LL=0

DEFINITION DE LA ZONE CONTENANT LES VALEURS DES ALPHA ET SETA
D9 125 KK=elew

i IF (DELTA(KKe1) 6£9.9)G0 TO 126

LL=LL+1

i DES0RD (LLANT+2#LL) =KK

|

oO

DEBORD (LLANT+2"#LL+1) =DELTA(KK91)

126 IF(DELTA(KKs2)6£229)60 TO 125

LL=LL+1

DEBORD(LLANT+24*LL) =-KK

: DESO80 (LLANT+2#LL4+1) =DELTA(KKy 2)

125 CONTINJE

1 FONC(NSITs 3) =LL

FONC (W317 +4) =LLANT

LLANT=LLANT+#2#L7

IF (PILE(NIVs?) eLTeO9TI)GO TO 23

C PECHERCHE DU 30UT PENDANT MINIMAL LE PLUS LOIN DE LA SOURCE
934 99 935 LL=2@onIv

IF (PILE (NT V=LL +292) GEeOPTIVGO TO 935
TF (PILE (NI V=LL +294) eNE20)G0 TO 935

T4DIC=)

KBPL=NIV-LL+2?

935 CONTINUE

€ RECHERCHE DU CHEMIN MENANT DU SOMMET ASTER AU SOMMET PENDANT
TFCINOIC.CUe0) S50 TO 33

INDIC=0

9345 K4P=KRPL

DMIV=PILE (vIve3) -PILE(K3Pe3) 41

NRITENSIT-“Dl y+]

K]=K5P =

40 IF ( (PILE (Kl. da EEE fi 1s1)/2)*2).E69.0)69 TO 39
NAT=K1]l 72

GO T9 41

39 KI=PILE(K1s1)

60 TO 4f

41 LLANT=FONC (N2T 94)

KLSNITV .

DO 938 Lu=LeGinlyv

NBT=*K1Ls/2

K2=PILE(Hls]

CALL PESROU (

93° Kl=K2

NIV=Kge+]

CALL PROGR (COUT sLCSUPReNsKHP oF ONC)

89 TO 23

QPTIRPILE (lve?)

a9 G49 KWale a

COLI (le KK) SCCLIN(G1sK<)

\
}

COUT « LCSUPRs Ne FONCs KI oS COLIN KNIVS DESORD)

nN NWw

939 CCLINI] (2eKK) =CCLIN(2eKx)

WRITE (S107) STLE (aT Vee)
197 FORMAT (LOK s/S/10X "COUT INTERMEDIATRE OPTIMAL e214)

MeITE (he199)

109 FORMAT (LSKS//IE SLE DES ARCS AD4IS A CE NIVEAUTYS)
WRTTE CEs L9m) (CCLIIL (19 <K) salon)



196 FOR4AT (10% 44073)

59 TO 934

B33 #RITE (asl os) OPTI
108 FORMAT (2Ke////10Xe COUT FINAL OPTIMAL',15)

WPTTE (S911) .

119 FORMAT (LOK //1 0X9 *CGRRESSONDANT AU) CIRCUIT HAMILTANIEN SJIVANT#Z

M8T TS (591145) (CCLIMNL (1s KK) ok =1l eM)

eeTTe (69106) (COLIN (2eKK) sKK=l oN)

stae

END

CALCUL DE LA HATRICE D(FILS(K))

SUSROUTINE PRNGR(AsReCoF sD)

DIMENSTON 4(50950)48(5092) 0) (200510)

TAPLICIT INTEGER (a-Z2)

FI=F/2

ALPHA=D (F161)

BETA=N (F 12) .
DD 1 KK=)-C

IF (S(KX91).NF.0)50 TO 1

A(KK 9£ AFA (KK 9 3ETA)=$90(F 1419)

1 CONTINUE

9% 2 “K=15C

IF (R(KKs2) 28 29)GO TO 2

A (ALPH AS KK) =A (ALOHAS KK) -O(F 159)

e@ CONTINUE

A CALPHASSETA) =200G000

RETURN

END

SOUS PROGR: E NE CALCUL DE LA MATRICE D(PERE(K))
SURROUTI" RERXOU (Ae Be Ce DoF s CCL eNIValls DEB)
IMPLICIT INTEGER (Aa=2)

DIMENSTON 4(50950) 98 (5042) 90 (200510) sCCL (2950) «DER (209)
“72

RaPeFl]ee2

TF (ReE~920)G0 TO 1
ALPHA=)(Fls1)

RETA=O(Fie2)

C1=0(F 193)

BASSD(Fle4)

IF (C1.EQ.9)69 TO 38
90 35 LbL=leC1

TF (DES (3aS+*2#LL) eLTe0)G0 TO 39

T=NEB(445+2" LL)

DO 36 KK=19e

TF (A(KXe7) eNELU)S0 TO 356
CO ye tt tRH) #DER CBASHZALL +L)

36 CONTINUE

60 TO 35

39 JRIAARS (32A5+2*®LL))

DO 37 KK=1sc

TF CR (KK a1) ee.) SO TO 37

A(KK 6 J) SA (KK eo U) FDS (RASH 2H L 41)
rc

38 TF(D(F 195) 66900)3 TO 13
T=O (F165)

JED (F164



bo ee ARR vA

TF ( (ALPHA ANE eCCL (1 0KK)) @ANDs (SETASNESCCL (29KK)))GO TO 49

KLSKK

DI $9 LLed1leIvay

CCL (1LeLL) SCCL(1sLbtl

50 COL (2sLL) =CCL(2sLt+1)

NIVAU=NIvau-]

8) TO 39

» 49 CONTINUE
59 R(ALPHAs1)=0

S(BETAs2) 39

A(BETACALP HA) =D (F125)

60 TO ll

1 ALPHASD(Flel

BETA=D(F1le2)

IF (O(Fl¢10).FQ.0)60 TO 10

07 8 KK=1L9C

IF (R(KKo1).

A(KKe

8 CONTIN

10° IF(D(Fled9).£0.0)60 TO 501
D9 9 KK=1s

IF (2 (KK 92) .F.0)50 TO 9

A(ALPHBsK<) =A (ALOHA SKK) +0 (F 199)

9 CONTINUE

501 ACALPHAG8FTA) =0

ACRETASALPHA) =D (F142)
| 1] RETURN

| ENO

F.0)S0 TO 8

TAY=AN (KK se RETA) +9(F 1519)

DETERMINANT LISRC INTERDIT ET GER4NT LES PORTIONS 9Cc SOUS PROS?

SUBROUTINE CYCINCIND Ls IND2@eF CTs TAB s N3BRITTeNIVOsCOSTs30L3) — cihouit

IMPLICIT INTEGER (4-2)

DIMENSION Ta3(2950) sFCT (200410) sCOST (50950)
Niv i

TAB(IsNIVO) SIND

TAR (2enT yO) HTe

IF (NIVO0=G61)60 TO 153

NIVOL=NIVO-1

1 NO 25 KK=leutTvul

! TF (TAB (1s 4IV9) Ee TAB(2¢KK))GO TO 15

| K1l=KK+]

: LARC=1]

| LARC1=2

! IF C(NIVO-K1).6920)60 TO 57

] RaTAS(1sK%))

P=T43(2s%1)

TAB(1sK1) =TAR(1sNIVO)

TAS (25«1)=TAY(2eNIVO)

MIVG2Z=Vivo-<i-1

99 16 LLELeNtTVvO2

TAS (LI sNIVO"LL4+1) =TAR (Le NIVO-LL)

| 4 TAM (2sNIVO-LL41) =TAS(2eNIVO-LL)
TABCLeK1L+i) 59

TAB(29%141) =e

50 TO 17

TF CT a8 (2a 4 T vo} edt e TAS (1e*KIIGO TO 25

X2=KK

R=ETAS(19«2)

PSTAb (2 s<2)

TAS (1sK2)5TAS (19 NTVO)
TAB (29K 2) =T98 (29 tT vO)

TP C(NTVO-42) .F8.1)560 TO 116

MIVO2@=NIVO~KeH-]

HV PR Li zlenrurae

ms a



PAX CL eNIVUSLL FL) = far (Lo NTVOKLL)

26 TAK (26¢NIVI=LL41) STAR (CAs NIVO-LL)

118 Taklle<?4)) =9

TAB(A¥<2+]1) =0

89 T0 19

25 CONTINUE

69 TO 193

17 LARCL=2

IF (Kl.

57 «5=«1]-2

09 58 LlLaleK«s

TF (T&A (is X1-LL) e VEC TAS (2sKI-LL=-1))69 TO 59

LARCLELARCLEL

58 CONTINUJE

59 IXL=TAZ(e-K1)

TYL=TA3(1eK1-Larcl+])

TF (s0L3e2%01)50 TO 43

FCT (NE RTT «¢5) =IXK1

| FCT (Ns? ITs) =TY1

FCT(NSRITs7) =COST(IX1lsIY1)°

63 K5S=K1l+]

K3=0

| 99 27 LL=XSeNIVO

TF (TAB (1sLL) -NEeTAB(29K1) 6 QO TO 27
KS3=LL

Ti) 22%

27 CONTINUE

| IF (K3e2Q69)69 TO 18

222 00 29 LL=KSeriT VO]

IF (T4383 (291.0) NESTAB(IsLL+1))G0 TO 30
LARC=LARC+1

29 CONTINVE

3M K5=K3-<1-1

] IF ((K3-K1)e5&9.1)50 TO 302

: 09 300 LuE=lexs

R=TAB(1sX3-LL)

P=TA8(2+K3-LL)

D0 301 KK=1sLARC

TAB(1sX3-LL+¥K=1) =TAB (15K 3-LL4KK)

301 TA8(29«3=LLEKK 1) =TAB(25K3=LL+KK)

TAB (19 <34+L42C=LL) ER

390 TAR (2s <3+LARCH-LL) =O

392 [x=TA8(2eK1+L4RC)

TY=TAB(1sK1-LARC1+1)

IF (40L3-6%21)60 TO 148

FCT(NERITsS) =IX

FCT (oR Lis 5) =1Y

FCT 2RITs 7) =COST(IXe TY)

188 ITF(NIVO.69.30L3)350 TO 153

COST CIXs LY) =2659900

50 TO 153

19 ITYL=TAS(1sK2)

LARC=2

DO 39 LL=2enNTVO

TF (TAB (Es K2+LL <1) NE eTAB(1eK2+LL))GO TO 119

39 LARCH=LARC+HI

119 [X1=T43(2sK2+L4RC=1)

IF (ROL36F961)60 TO 339 -

FCT(NR SIT e5) =TK1

FoT(CNse1TeA) =TY2

FOV (NAGI Te 7) aCOST(LZ Le LY1])

339 KS=KetLeANc

022969 TO 59

990 39 LL=e<sentvg

IF (TAR(1e eTAB(YSsLL)I50 TO 39

Ke=bb

39 CONTIN

TF (4.200975 39 TO 1R



KaQ=NK 4K 2P-Laivce]

OO 159 LL=1eK5

TF (Tans (ls €4-Lb+tl) oNEeTAB(2 eK4~-LL})G0 TO 16)

159 LARCL=LAYRC]+]

161 99 14e@ Le=zlesLsPcl

ReTAY Ls «2)

PHTAS(2342)

TAB CIs Ke) =TAR (1a X46)

TAB CAs K 2) =TAY (ea X4)

K5=K4-K2-]

99 143 Ke =16«Ss

TAB CLs K4-KK+]) = TAS (19 K4—-KK)

163 Tab (es K4eKK+1) = TAR (PS K4-KK)

TAAClsKet+l) =n

TAe TAB (es X<24+)]) =5

TARTAB (CP sK2+TLAQCLF+LARC-])

TY¥=T4p (1 oKe2)

TFCROL3eEGe1)90 TO 182

T1L=5

FCT (MeRITe TL) =1X

POT CuURRTTeIl+1)=1Y

FCTC(NBAIT¢11+2) =costT¢(ixsryY)

T8e TF ONIVO.£ 3. 49L3)50 TO 153

COST CI Ke TY) =7>000000

60 TO 153

18 IF C(NIVO.NE eADL SS) COST(IX1sITY1) =2000000

153 RETURN

ENS.

ON RETIRE UN A&C ADMIS-A UNE ITERATION QUELCONSDUE
SUBROUTINE ENLEVCINDsCCLIaNIVA)

INTEGE? INDQeccLI

DIMENSION COLI (29590)

00 14 KK=l1sNTVA

TF (CCLI(1leKK) .NE.LIND) GO TO 14
LL=aKK

NO 15 4M=ellLevutTva

COLI (CL «M4) =CCOLI (C1 9441)

15 CCLI(264M) =CCLI (Pe ame)

NIVASNIVA~-] —

GO TO jA

14 CONTINUE

16 RETURN

END



C RECHERCHE OF LA MeTLLEURE CASE ADMISSI3LE

SUBESUTINE MA&KGAM(Agdo Mle Kl sK2eP e4K ls MK2eNIVOSCCL DoF le 87sGAMAls
eTINGL)) .

IMPLICIT INTEGER (A-7) .

DISENSTON 4450990) 93 (5082) sCCL (2950) sGA4MA (5092) 8D(200519)
YINENSION Gaal (S602)

LAMB DA==-20u00000
Pay

8271=2000000

TGA%1=20009000

IGAMP=7P000000

D9 11 T=ls 41

IF (S(161).NE,0) G9 TO ll
DO4 21. WE hs A

IF (8(Je2) eNF.29}GO TO 2

IF CACIs J) oF .0)G0 TO 21

IF CNIVO.LT.29)GO0 TO 19

DO 29 KK=Lle itv)

TF (Je NE eCCL (1 eKK))GO TO 26

; 60 TO LY

20 COnTINUE

$9 TO 2]

139. 59 31 «<=1le4]

TF CCR (Kae) oNE LN) COR. (KeEGeJ)) GO TO 3L

IGaAMLI=MINO CAC Tsk) eIGAM1)

3] CONTINUE

99 4] K=le Gl

IF¢(38 (Kei) «NELO) LOR. (K2EQe-IT)) GO TO 41

TGAMC=MINDTA(K oJ) 5s ITGAM2) .

41 CONTINJE *

P=IGAMitloade

R(Isl)=1

A(Jee) =]

RET=ACUs1)

A(JsT) =e000009

INDIC=4]-1

CALl CYCIN(TsdsDeCClLeFloNIVOseAsINDIC)

INT=2000090

90 34 [TL=]4.41-

SG4MUACTI«l) =n

MPA CTIe2)=934

>

] Islet]

(B8(ITsl) .%&.0)50 TO l

N99 2 JJ=le]

TF (a8(JJe2) eNE.9)50 TO P

TATavIsag dé (Tadd) e TXT)

e CONTINUE

SAMA CT Ie] ) 2 INT

92 3 K=le]

TE (ECR eo PV LSE LOIGD TO 3

ACTIsKR) =ACTT 6K) ~SAMMACTI 491)

CONTINUE ,

BZ=BZt TNT

Tut=20000u0

1] CONTINUE

Y) 4 GJje]e 4]

TF (2h CGder) ott .9)59 TO &

Yo & TT=]Le]

TF (CI ITe1) tf .0)50 TO 5

INTS4ING CACTI es JU) es INT)

CONTINUE

SAYA CIJGs 2) =JHT

Sfa3Ze Tf :

Toirs=209000u00

CONTINUE

wo Oa feTON & fF

ad

4



5a

49

Jds0 CF 195)

ACTUeJJ) S23 (F 147)

DCF Ll 95) =4

VF le5) =9

YF 167) =5

TE (327 e6GTe82Z21)690 TO PP?

IF (6Z-e59.821)60 TO 2Pe

BZ] =HRZ

QS] KK=1 Mj

GAMA] (KAs 1) SSAMIA (KK e 1)

GAMAL (Ke 92) =5AMMA(KKe2)

Kl=J

K2=3 |

AK PHT Gas]

MAcHTGare

LAMS94=P=47

80 TO 22

TF ( (8-32) .G6T.144304)G60 TO

T54“1=?700%9000

l66“2=70900009099

CONTINJGE

CONTINUE

DCF s8#) 24 (K25K])

A(KesK1)=2009000

INOIC=41-+1

CALL CYCLIN (K1eK25DeCCLoFLleNIVOg As INDIC)
Bik1lsl)=1

S(KP 2) 51

DO 49 KK=14]

IF (CS (KK 92) "2 40)50 TO 49

DO 590 UM=1lsM)

IF (S(L 401) .N=.0)50 Ta 50

AC(LMsK<) =A (LLMs KK) -GAMAL (KK 8?)

CONTINUE

COANTINGE

OO 59 KK sls]

TFCQ¢(KKs1).-F,0)50 TO 59

99 53 Leslee] ,

TF (3 ¢LMs2)4.N°.0)30 TO 59

S(KKeL 4) =a (KK ee LM) -GAMAIL (KKo1)

CONTINUE

COUTINVE

P=LAMODAt3Z]

82Z=An7]

RETURN

FAD

Di

NM mMiW



© DIMENSION OU GRAPHE 15

COUT INTERMEDIAIRE OPTIMAL 88

CIRCUIT HAMILTONIEN SOUS- OPTIMAL

3 2 9 8 4 1 5 6 7 19

2 9 8 4 1 5 6 7 10 3

COUT INTERMEDIAIRE OPTIMAL 85

CIRCUIT HAMILTONIEN SOUS=- OPTIMAL

4 8 310 7 1 5 6 2 9

68 310 7 1 5 6 2@2 9 4

COUT FINAL OPTIMAL 85

CORRESPONDANT AU CIRCUIT HAMILTONIEN SUIVANT

DIMENSION DU GRAPHE 20

COUT INTERMEDIAIRE OPTIMAL 458

CIRCUIT HAMILTONIEN SOUS= OPTIMAL
515 16 1 710 321211 8 218 20 4 617 141319

1516 1 710 31211 8 21820 46 617141319 9

COUT FINAL OPTIMAL 458

CORRESPONDANT AU CIRCUIT HAMILTONIEN SUIVANT

5 15 16 1 710 3

15 16 1 #7 109

12 11 8 218 20 4 6 17 14 13 19

3 l2 11 8 218 29 4&6 6 17 1413 19 9 5



C . PROGRAMME PRINCIPAL DANS LE PREMIER ALGORITHME
IMPLICIT INTEGER (A-Z)
DIMENSION FONC(1000+10) sAVANC (40) 9 CC) IN (29:43) »FONCDIMENSTOW DEYORD (4000) " , , ied
DIMENSION COUT (43443) sLCSUPR (4392) DELTA(4392) 9P c 4oC LECTURE DES DONNEES . , , EEN ae )
READ(S5,100) ¥

100 FORMAT (I4)

DO 15 JI=loeN

15 READ(59101) (COUT (IeJ) sJ=]9N)

101 FORMAT (2413)

OO 17 T=leN

17 COUT(Is,I)=2000000

' LLANT=-1

NIv=]

KBP=]

KNIV=0

SYM=]

PILE(NIVs1l)=0

PILE (NIVs3)=0

BOL2=N-]

BOOL=0

CALL MINLC (COUT sLCSUPRsNsBZEROeBOOL s DELTA)

PILE (NIVs2) =AZ7ERO

DO 16 J=leN

16 WRITE (63102) (COUT (IJ) sUH=leN)

Cc TEST DE FIN DE Lf’ ALGORITHME

23 IF (KNIVeNE’(N-1))G60 TO 223

CCLIN (1s KNIV+1) =CCLIN(C2eKNIV)

CCLIN(2sKWIV41) =CCLIN( 191)

KNIV=SN

GO TO 33

223 IF(NBIT.GT.900)}G0 TO 33

224 800L=1

Cc RECHERCHE DE LA MEILLEURE CASE ADMISSIBLE

CALL MAXGAM (COUT sLOSUPReNekKelLs 3BAReBOOL s MK eML)

LCSUPR (Kel) =]

LCSUPR(L92)=]
NSBITSEN38IT+1

FONC(NSITs8) =COUT (Lek)

FONC (N3SITe¢1) =k

FONC(NSITs2) 2b

COUT (LskK) =209000090

Cc GESTION DES PORTIONS DE CIRCUITS ADMISES ET RECHERCHE DE LtarRc IN’

CALL CYCIN(KeLsFONCsCCLINeNGITsKNIVsCOUTs 8002)

CALL MINLC (COUT sLCSUPR»eNs Bl sRBOOL»sDELTA)

IF (81.6r.0)69) TO 999

WRITE (65150) NARIT

150 FORMAT(10Ks'31 GT 0913)
9990 NIV=NT ye]

PILE(NIVs1) =K#P

t IF ((SYMeNEo1) eORs (FONC(NS IT°8).NE.20))G60 TO 333
: BSAR=B3AR+0ELTA(Le1l) +DELTA(K92)

333 PILE (NIVs?) =PILE(KBPs2)+3BAR

PILE (NIVs3) =PILE(KSP+3) +]

NIV=NI Vel :

PILE (NIVe1l) =P

PILE (NIVs:2) =PILE (K8#P 92) +81]

PILE(NIVs 3) =PILE(K8P 93) 41]

FONC (NSIT Ts99) =DELTA(L91)

FONC(NSIT910)=DELTA (Ks 2)

IF ((BBAR Ce NE 60) eOR.(A2146NE.0))60 TO 123

C MARQUAGE DE La LIGNE K ET DE LA COLONNE L

124 LCSUPR(Ks1l)<]

LCOSUPR(Le2f)=1

o



q C CONSTRUCTION «DE L'ARZB0RESCENCE ET DE LA FONCTION F
FONC(N3ITs3)=0

FONCL(NHITs1)=MK

FONC1(NBITs2) =ML

PILE (K3P 04) =NIV

KBP=NIV

GO TO 23 ,

123 IF (B81.£Q.0)G0 TO 124

IF (BBAR-81)195921.21

19 PILE (K3Ps4) =NIV=1

LCSUPR(Ks]l)=0

LCSUPR(Ls2)=0

B800L=0

COUT (LoK) =FONC(N3ITs8)

CALL MAXGAM(COUT+LCSUPR»NoKsbs884Re300L 9MKeML)

IF C(SYMeNEo1) -OR. ((DELTA(Le1) +DELTA(K92)).NE20))GO TO 997

DO 144 KK=l9N .

IF (LCSUPK(KKe1) .NE20)GO TO 144

COUT (KK sK) =COUT (KKK) -DELTA(Ke2)

144 CONTINUE

DO 145 KK=l9N

IF (LCSUPR (KK e2) -NE20)G0 TO 145

COUT (Lo KK) =COUT (Ls KK) <DELTA(Lo1)

145 CONTINUE

COUT (LsK)=2000000

997 BORNE=PILE(NIV152)

NIVI=NIV-1

00 141 KK=lsKNIV

IF (KeNESCCLIN(19KK))GO TO 141

“KI=KK
DO 142 LL=K1-.KNIV

CCLIN(1eLL)=CCLIN(1sLL41)

142 CCLIN(2sLL) =CCLIN(2sLL+41)
. KNIV=KNIV-1

GO TO 115

141 CONTINUE

21 PILE (K3P94) =NIV

BORNE=9ILECNIVs2)

BOOL=0

CALL MINLC (COUT sLCSUPR9Ns81sB800L5DELTA)

NIVI=NIV .

115 LL=0

DO 125 KK=leN

IF (DELTA (KK51)6E2.0)GO0 TO 126

LL=LL+1

DEBORD (LLANT+24LL) =KK

DEBORD (LLANT+2*LL+1)=DELTA(KKs1)

GO TO 125

126 IF(DELTA(KKs2) e€Q.9)60 TO 125

LL=LL+1

DEBORD (LLANT+2#LL) =-KK

DEBORD(LLANT+2*LL+1)=NELTA(KKs2)

CONTINUE

FONC (NSIT 93) =LL

FONC(N3IT94)=LLANT ©

LLANT=LLANT+2% LL

IF (LLANT .GE 04000) WRITE (69160)

180 FORMAT(1LOXs "ATTENTION LA BORNE SUPERIEURE DE DEBORD EST GT 4000

165 FONCL (NSBIT¢1)=MK

FOHCL (NB5BITs2)=ML

C. RECHERCHE DU SOUT PENDANT MINIMAL

DO 116 KK=2@sNIV

IF (PILE (KKe4) .NE.0)GO TO 116

IF (PILE (KK 92) oGT.BORNE) GO TO 116

KBP=KK ©

BORNE=PILE (KEP 22)

116 CONTINUE

ee tra



| Cc RECHERCHE DU CHEMIN ALLANT Du SOMMET ACTUEL AU KOUT PENDANT

199

196

96

200

198

299

298

297

250

33

133

102

IF ( (KRP CEQSNTV) 0 ORe (KBOLEQe(NIV-1)))50 TO 23

IF (PILE (KAP 5 3) eLEePILE(NIVS3)) G0 TO 198

ONIV=PILE (K8P.3)-PILE(NIVs3)

KHP1L=K3P

AVANC (1) =P 1

DO 199 KK=lsANIV

KSPL=PILE (KRP16)])

AVANC (KK+1) =KBP]

LL=DNIV+l1

KI=PILE(K4°l1.1)

K2=PILE(NIV1 el)

CALL REBROU(COUT sLCSUPR»NoFONCsFONCI oNIV1 sCCLINSKNIVsDERSIRDsSYTM

IF (K1.£Q.K2)60 TO 96

AVANC(LL+1)=K1

LL=LL+]1

KSP1=Kl1

NIVL=K2

GO TO 196

PILE (K194) =AVANC(LL)

DO 200 KK=lsLL

KI=AVANC{LL-KK+1)

CALL PROGR (COUT sLCSUPReNsFONCsFONC]L 9X1 sCCLINsKNIVsOE30R2DsSYM)

GO TO 23

LL=0

DNIV=SPILE(NIVs3) ~PILE (K8P53)

KSP1l=NIVI

TF (DNIVeEQ.0)60 TO 298

DO 299 KK=1s0NIV

“KI=PILE(KSP1s1)

CALL REBROU (COUT sLCSUPRsNsFONC sFONC] s KBP sCCLINsSKNIVsDEBORDSSYTM

KBPL=K]

KSP2=K3P

KI=PILE(K5P151)

Ke=PILE(K2P2,5)])

LL=LL+1

AVANC(LL) =KBP2 :

CALL REBROU (COUT «LCSUPReNsFONC eFONC1] ¢ KAP] sCCLINS KNIVsDEBIRDsS SYM

IF (K1.£&Q.K2)60 TO 197

K3P1=K]

K8P2=Ke2

GO TO 297

PILE (K1 94) =AVANC(LL)

DO 250 KK=lsLL

KIL=AVANC(LL-KK+1)

CALL PROGR (COUT sLCSUPReNsFONCs FONCL se KI sCCLINsKNIVsDE30RD—SYM)

GO TO 23

WRITE (59133) NSITsPILE(NIV92)

FORMAT(1LOXs INBRE Dt! LTTERATIONS ts 135 "OPTIMUM! 413)

WRITE (59192) (CCLIN(19sKK) sKK=19KNIV)

WRITE (59102) (CCLIN(29KK) sKK=19KNIV)

FORMAT (4K 942137)

STOP

END



sION DU RESEAU 20

BORNE MINORANTE ABSOLUE 429°

NOYBRE DY'ITERATIONS NECESSATIRES 30

POUR ARRIVER SUR LY'OPTI“MUM SUIVANT 440

CIRCUIT HAMILTONIEN OPTIMAL ASSOCIE

41319 921 8 21218 15 510 316 1 7 20 4 617
319 9121 8 21218 15 5 10 316 1. 7 20 4 6 17 14

‘SION DU RESEAU 10
4

BORNE MINORANTE ASSOLUE 75

NOMBRE D'TTERATIONS NECESSATRES 28

POUR ARRTIVER SUR LYOPTI4UM SUIVANT 85

CIRCUIT HAMILTONIEN OPTIMAL ASSOCTE

4 &§ 2@ 6 5 1 710 3 9

6 2 6 5 1 716 3 39 4
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