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I N TR ODUCTTION

On se propose d'étudier dans ce travail le probldme connu sous le nom de
"Probléme du voyageur de commerce”, en anglais "Traweling salesman problem" ;
en termes mathématiques on le désigne comme la recherche des circuits hamil-

toniens & cofit minimal.

Rappelons 1'énoncé de probleéme : un voyageur de commerce part d'une ville
guelconque d'un réseau de villes et doit passer par chaque ville une et une

seule fois, revenir a son point de départ en parcourant une distance minimale.

Pour résoudre de fagon effective ce probldéme, BELIMANN a proposé un algorithme
qui a ses justifications dans la programmation dynamique, FORD JONHSSON et
FULKERSON avaient élaboré auparavant une solution qui s'inspirait de la pro-
grammation linéaire avec l'application d'un algorithme proche du simplex et

KRUKSAL une solution faisant appel & des éléments de la théorie des graphes.

Nous nous intéresserons ici plus particulidrement & 1l'utilisation de méthodes

du type Branch and Bound qui sont par ailleurs les plus récentes.

La méthode Branch and Bound la plus classique pour la résolution du probléme
du voyageur de ‘commerce est 1'algorithme de LITTLE. Cependant, on constate
que son application devient impossible quand 1le nombre de points du réseau

dépasse 20 méme sur un ordinateur de grande taille.

On a donc essayé d'abord d'adapter 1'algorithme de LITTLE de fagon & diminuer
1'emplacement mémoire et ceci par des méthodes de calcul qui permettront le

retour & la situation & 1'étape p du développement de l'arborescence quand

on est a la situation p + J .

L'écriture du probléme du voyageur de commerce sous la forme d'un programme

linéaire en variables booléennes nous permettra auparavant de justifier le

choix de la variable de séparation qu'a fait LITTLE.




Mais cette adaptation n'est pas suffisante et 1l'algorithme de LITTLE
ainsi modifié ne permet pas d'obtenir une convergence vers une solution

optimale quand on a un réseau dont le nombre de poimnts dépasse 40 ou 50.

On a donc essayé d'envisager un objectif différent pour ce type de graphe
toujours & l'aide d'une méthode Branch and Bound, mais dans laquelle 1le
mode de construction et de cheminement dans 1l'arborescence sont différents
on calculedes circuits sous-—optimaux. De plus-cette deuxiéme méthode
permet & tout moment d'obitenir un encadrement de 1'optimum. On peut ainsi
se fixer un temps de calcul et l'algorithme fournira quand ce temps sera
écoulé le dernier circuit sous—optimal trouvé et une estimation de 1la

différence par rapport au vrai cofit minimal.

La comparaison et la programmation de ces deux algorithmes fourniront la

matiere de la troisiéme partie et permettront de définir des critéres

d'application de 1'un ou de l'autre selon les dimensions du graphe.




Principes de la Méthode Branch and Bound

On considére l'ensemble des solutions réalisables, c'est-a~dire 1l'ensemble des
solutions qui satisfont les contraintes d'inégalité et d'égalité ; on essaie

de diviser cet ensemble en deux ou plusieurs sous—ensembles disjoints, sans les
expliciter de fagon exhaustive, par des critdres qui dépendront du probléme a
trafter; parmi ces sous-ensembles on va chercher & voir lequel a le plus de
chances, & priori, de contenir la solution optimale; on verra plus loin comment

peut se faire ce choix.

Ce sous—ensemble étant choisi, on le divise selon les mémes criteres en deux
ou plusieurs sous—ensembles parmi lesquels s'opérera a nouveau un choix pour
la prochaine division ou séparation qui est le terme employé dans la biblio-
graphie francgaise.

Quand on itére ce procédé, on arrive au bout d'un nombre fini de séparations sur
un sous-ensemble qui n'a plus gu'un seul élément ; cet €lément sera la solution
optimale ou plut8t une des solutions optimales, puisqu’il n'existe aucume théo-
réme d'unicité.

On constate donc que pour tout problime destiné & &tre résolu par une méthode
Branch and Bound, il faudra préciser deux types de remseignements : les criteres
permettant d'opérer une séparation et les critéres permettant d'effectuer un
choix sur les sous-ensembles. )

Critéres de séparation

Dans la pluspart des cas en programmation lindaire en variables entiéres ou
booléennes, c'est un critdre qui consiste & fixer une valeur pour une variable
jusqu'alors indéterminde; le nombre de sous—ensembles résultant de la séparatior
sera de 2 si la variable est booléenne et égal .au nombre de valeurs du domaine
de définition de la variable si la variable est entidre.

Critéres de choix d!'un sous-—ensemble

Définition d'un sous-ensemble pendant : un sous-ensemble est dit pendant

s'il n'a pas encore subi de séparation .

Si on appelle E 1'ensemble qui contient toutes les solutions réalisables

et E1(p) ’ Egp) g, "afige o 0 E;P) les sous—-ensembles issus & 1'itération p
de la séparation de Eép-1) on aura
-1 _g® gy gle)
k 1 2 mp

Remarque : Le critére de choix doit se faire sur l'ensemble des bouts pendants
qui résultent de toutes les séparations et non pas uniquement sur

- (p)

b4 mp

(p) (p)
E1P_ E2p o o aB
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Pour choisir un sous—ensemble pour 1la ﬁeme séparafion, il faut associer
& chaque sous—ensemble pendant une valeur minorante ou ma jorante de }a fonc—
tion objectif qu'on appellera la borne du sous—ensemble (en anglais Bound).

On choisira donc le sous—ensemble E(P_e) pendant qui aura la borne 1la plus
petite ou la plus grande selon que le probléme traitd sera un probleéme de
minimisation ou de maximisation.

Remarque : le meilleur minorant d'une fonction objectif est évidemment 1le
plus grand et le meilleur majorant est évidemment le plus petit.

Représentation par arborescence de cette méthodel

tnseadle
des

solutions

réalisables




1ére méthode de progression dans l'arborescencei

Aprds une itération donnée, c'est-a-dire apres avoir effectué une séparation
supplémentaire et affecté une borne & chaque sous-ensemble issu de la sépara-—
tion, on choisit celui parmi tous les sous-—ensembles du graphe qui n'ont pas
encore €té divisés, qui a la bornme la plus favorable, c'est-a-dire la plus
petite s'il s'agit d'une minimisation et la plus grande s'il s'agit d'une
maximisation. -

Pour ce qui est du choix de la propriété séparatrice et de la méthode de calcul
de la borne, ils sont étroitement 1iés au probleéme traité et il faut se réfé-
rer & 1'exemple traité pour le concevoir clairement. On peut voir quelle est
la fagon dont on peut représenter les sous—ensembles et leurs liaisons entre-
eux, grfce & un graphe arborescent dans lequel la sourcereprésente l'ensemble
de toutes les solutions réalisables du probléme. un sommet quelcongue 1l'un des
sous—ensembles intermédiaires, un arc la liaison d'un sous—ensemble avec le
sous—ensemble dans lequel il est inclus. '

Deuxitme méthode de progression dans l'arborescence

Au lieu de prendre aprés chaque nouvelle itération le sous—ensemble choisi
entre tous les sous—ensembles pendants qui a la borne la plus favorable afin
de lui appliquer la technique de séparation , on peut choisir celui des

gl({P)\< ggP) igpi=1.... m

E(p) pour lequel b

k

mp étant le nombre de sous—ensembles résultant de la séparation de E¥P~1)

je-1

. On arrive ainsi plus rapidemént sur un sous-ensemble 4 un seul élément, mais
dont 1'élément n'est pas nécessairement la solution optimali, On continue
alors le processus de séparation & partir du bout pendant Eal) qui a les pro-
priétés suivantes : :

i) 5 f .y .

. ‘< g g étant la borne associée au dernier sous-

J ensemble terminal trouvé

£

(1) gl

(2) i;&:’*ak/g(k) £ &

I1 peut alors se présenter deux possibilités : soit apreés un nombre fini de
séparations on détermine un autre sous—ensemble terminal avec une borne

gf .< gf et dans ce cas on recommence la recherche d'un bout pendant véri-
flant les conditions (1) et (2) énoncées plus haut, soit aprés un nombre fini
de séparations la borne la plus petite des sous-ensembles issus de la derniere
séparation est supérieure ou égale & gf s dans ce cas on cherche un sous—ensemb’
pendant qui vérifie les conditions (1) et (2), c'est-a-dire on prend le sous-
ensemble pendant dont la borne est inférieure a gf et gui a id ddlorwiné Jans
une séparation la plus éloignée de la source possible.

On obtiendra une solution optimale lorsqu'il n'existe plus dans 1'arborescence

de bouts pendants, dont la borne soit inférieure & la’borne du dernier sous-
ensemble terminal trouvé. La solution optimale sera 1'élément de ce sous-

ensemble.




Intérét théorique comparé des deux méthodes de progression

On suppose dans ce paragraphe qu'on est confronté avec un probléme de minimi-
sation. :

La grande particularité de la deuxidme méthode par rapport & la premiére est
qu'au bout d'un nombre de séparations qu'on connaft, on obtient une solution
sous—optimale & laquelle est associée une borne que l'on peut considérer comme
un majorant de la fonction objectif; donc, contrairement & ce qui se passe dans
la premidre méthode ol 1'on améliore, selon un certain procédé propre au pro-
bléme, les minorants de la fonction objectif jusqu'a ce qu'on arrive sur un
sous—ensemble terminal qui dans ce cas contient tout de suite une solution opti
male, on améliore dans la deuxiéme méthode des majorants de la fonction objec-

tif en calculant des sous-—optimaux. :

Le point gqui peut rester commun dans les deux méthodes pour un probléme donné,
c'est la méthode de calcul de la borne associde & chaque sous-ensemble.

Nous verrons plus loin que ces différences au niveau théorique se répercutent
au niveau pratique quand on traitera le probleme du voyageur de commerce pour
des nombres de variables qui rendent le traitement sans calculateur impossible.

Etude et programmation du probleme du voyageur de

commerce & l'aide d'une méthode Branch and Bound

Présentation du probléme réel

Imaginons un réseau de villes et un voyageur de commerce qui doit partir de
1'une des villes, visiter chacune des villes une et une seule fois et revenir
& son point de départ.

Etant donné que le trajet d'une ville i & une ville j entrafne un certain
cofit , le probléme qui se pose au voyageur de commerce est de trouver un cir-
cuit qui minimise la somme de ses dépenses sur les différents trajets.

C'est bien un problime d'optimisation linéaire avec contraintes, puisqu'il s’
agit de minimiser la somme des coflts occasionnés par les différents trajets en
respectant la reégle que le voyageur de commerce ne peut et ne doit rentrer
qu'une et une seule fois dans chaque ville et revenir 2 son point de départ.

Remarque concernant les cofits

Le cofit pour aller de la ville i & la ville Jj n'est pas nécessairement

égal au cofit de la ville j a la ville i . Il suffit pour cela d'imaginer
que 1l'on prend pour cofits, soit le temps ti. , soit la consommation d'essence
et que la ville j soit située a une altitude plus élevée que i ; on aura
alors 3

T m > t.. ou si c¢.. est la consommation d'essence
ij Jji ij

c,ij > wcji
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Ce du'il est important de constater c'est qu'il n'est pas indifférent dans
ce cas la de prendre un trajet passant par (i,j) et un trajet passant par

(j,1).

Au contraire, lorsque les cofits sont exprimés en terme de distances séparant
les différentes villes alors on a

d.. = d..
ij Jji

Ce cas particulier pourra nécessiter un algorithme de résolution plus spé-
cifique qui assurera une convergence plus rapide.

Interprétation du probleme en termes de programme linéaire

Représentation sous forme de graphe

Remarque : Chaque sommet représente une ville et chaque arc un trajet.
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I1 est clair qu'il existe des solutions réalisables sur un tel graphe.

Dénombrement du nombre de solutions réalisables pour un graphe symétrique

(c.» 4. un graphe auquel correspond une matrice des cofits symétrique)

(n - ?)!

Nombre de solutions réalisables dans un résean &% n villes = >

pour un graphe non symétrique N = (n-1)!

La solution théorique brutale du probl2me du voyageur de commerce consiste—
rait & énumérer toutes les solutions réalisables (c'est-t—~dire & rechercher
tous les circuits hamiltioniens du graphe) & calculer leur cofit et choisir
celle qui correspond au colit minimal.

En fait ce qui nous intéresse ici n'est pas de savoir qu'il existe une fagon
théorique de trouver une solution optimale, mais de calculer cette solution de
maniére effective quand la diménsion du graphe le permet. Or on voit bien que
méme pour un graphe de petite taille de dimension n = 10 le nombre de solu—
tions réalisables est égal & 9 1= 362 880 solutions.

Formalisation en langage de programme linéaire

Associons & chaque arc(i,j) du réseau une variable xij qui prendra la valeur
0 si 1'arc (i,j) n'appartient pas au circuit solution et la valeur 1 si
1l'arc (i,j) appartient au circuit solution.

xij = 1 1tarc (i,j) appartient au circuit
xij = 0 1'arc (i,j) n'appartient pas au circuit

N

Fonction objectif

Min F (¥ ) = 123 dij xij
b

ot dij est le coft associé & 1l'arc (i,j)

Contraintes

Contraintes unilatérales

Dans cette catégorie de contraintes entrent celles qui expriment le fait que
les circuits de longueur inférieure & n sont interdits.

L'énoncé complet de toutes ces contraintes n'apporte pas de relations déter—
minantes : on verra comment au niveau de l'algorithle on peut vérifier ces

contraintes au moment ol elles apparaissent. '

e s 0o




Les plus simples parmi ces contraintes sont toutes celles du type

xj-i- + xij £ 1 . )

pour un graphe de dimension n elles donnent naissance & (% ) relations

(nombres de couples parmi n ), c'est-a-dire 212—%—11 relations.

En ignorant les variables duales associées & ces contraintes, nous allons
énoncer des résultats pour un probléme qui contient le probleme du voyageur
de commerce; ces résultats seront formulés en supposant implicitement que les
contraintes unilatérales sont toujours vérifiées.

Contraintes bilatérales.

Traduisons le fait que de chaque ville 1 1le voyageur de commerce ne part
qu'une et une seule fois

2 x.. = 1 = fy... @ (3)

et le fait qu'en chaque ville il rentre une et une seule fois

Conditions de signe

xij> 0 2,5 L

Construisons le probléme dual

Si & la série de conditions (3) on associe pour tout i 1la variable duale o
et & la série de conditions (4) on associe pour tout j 1la variable dualep X
"le probleme dual reviendra & optimiser. J

Mu(gui 4 %(bj) , (5)

avec comme contraintes

S +(3j§dij | (6)

3 chaque contrainte (6) est associée une variable ¥, . sur laguelle on a
la condition de signe x ( J

ij ¥
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On en'déduit une condition d'optimalité intéressante pour notre problime, &
savoir que .

ou x., = 0 oh(xi‘+@j

d. .
ij 1]

ce qui peut encore s'éderire

(1)

o
=
o)
H
[
1
=
[
|
TR
[N
A\
O
4
")
o
il
o

ce qui veut dire que si ¥ 5 et{;‘)j vérifient les conditions (6) on ne devra

admettre un arc (i,j) dans le circuit qu'd la condition

Gj Tws TRy =0

I1 faut remarquer que dans ce raisonnement nous n'avons pas supposé que les
¥ .. étaient des variables booléennes et que par conséquent les théordmes
reldtifs au Primal - Dual étaient applicables .

De 1'implication (2) on peut construire un algorithme de résolution du pro-
bléme du voyageur de commerce en s'appuyant en outre sur une méthode Branch
and Bound. - :

Interprétation en termes de modifications des cofits

L'analyse au probléme du voyageur de commerce peut se faire de fagon plus
directe en ne passant pas par la dualité.

Pour cela considérons la matrice des cofits associée au réseau;

dij = collt de 1l'arc (i,j)




Par convention pour interdire un arc (i,j) on posera djj =09

ce qui rend le poids de la variable xij prohibitif.

Comme dans la solution finale on n'accepte aucun des arcs (i, i) on pose donc

a(i,i) = ©0 ¥..= 1, n

On raisonne alors de la fagon suivante : comme on a la contrainte

ZL X = 1

3 %5 i =1, .....n cette contrainte
entrafne de toute fagon un cofit minimum pour chaqué arc (i, ki) ol di il =
min ( 4;5)

Ceci permet de ramener le probléme du voyageur de commerce au probldme équiva-—
lent suivant :

Appelons g, la. somme des di ki pour i = 1, o 310 BRL
& = o1 Y%k T i m;n (dij )

et considérons la matrice des cofits d.(1) = d., - d. .

ij 1j iki

clest-a~dire

00 dp, —dpyy A=Al a, - d
Ao ~ oo 09 dpy —dy, ceeeennen + dop = Yoo
-4 5 B - . . . ©0
nt nkn

Alors le problime du voyageur de commerce peut s'dcrire :

. i: (1)
Min dij xij + g,
avec z=’x = 1 i o= 1, . n
J 1]

T3
»
Il
-t
(=
|
—
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Il s'agit maintenant de rédiger ce probléme en procédant de la fagon
suivante :

Dans la matrice dij(1) on calcule i
d. p. = min ( d.(1) )
J 7J £ 1]
= L - (1)
on pose g, = 3 min ( dij )
et on considdre la matrice d,(z) = d_,(1) - a. .
1J e J PJ
clest-a-dire .
0o (1)_ Y .« % = (1) _
842~ 252 Y4n" ~ Yo
(1) oo
21 7 Yp1
(1) (1)
- - d
d31 d1p1 432 2p2 o
(n)
4~ Y4p L. . o

N

On en revient alors & résoudre le probléme suivant :

Min Zdig?‘) X, g +og

ij o
avecz:xi. = 1 i = 1,....n
3 J
Z Xi4 1 i = 11 aws B

1

Interprétation : on constate que quel que‘soit le circuit hamiltonien qu'on
puisse trouver le coflt minimal du circuit sera égal & g, + g_

donc quel gue soit l'ensemble Xﬁj qui sera optimal il lui correspondra

nécessairement et au minimum le coflt g, + g,

(2)

Remarque : La matrice des cofits d _ contient nécessairement un zéro
pour chaque ligne et un zéro pour cﬁéque colonne.




Algorithme de LITTLE pour la résolution du problime

du voyageur de commerce

Revenons & l'analyse Primal-Dual du problime; on avait &tabli les propositions
suivantes

trouver - Min Zﬂ d.. X. . (1)
i . 1] 13
v J ’

avec = 1 j =1, ....n (2)

X .
1]

(3)

")
il
Y
- -
.
.
B

1]

i
Z x.. = 1
J
et les contraintes de non bouclage équivaut & trouver

MaxZ{u i+ Z:, ﬁ | (4)
) J J

avec ' D(i + 1334 dij . (5)

i}
o]

Appelons case admissible tout él18ment de la matrice
a . - . - ; .
13 O(i pj qui est nul

On a la relation suivante

0( — X.. =0
it B =y =3 My

o, 4+ ﬁ .. = 0
i i iy =xy;
Ceci veut dire qu'on n'admettra une variable xij dans le circuit que si la

relation X. +ﬁ. = d,. est vérifide.
1 dJ 1]
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Si on pose
0, = mn_l(dij)
-J
et (3 = :min ( 4,. -)
i . ij i
i
la relation (5) est vérifide ¥ i et j = 1, ....n

On construit donc un tableau & partir des cofits ol on enldve le minimum sur

chaque ligne & la ligne et cette opération étant achevée on recommence sur le

tableau obtenu la méme opération sur les colonnes.

Dans ce tableau on a donc sur chaque ligne et sur chaque colonne au moins un

zéro. Ce sont autant de cases admissibles, donc de couples (i, j) pour lesquels

les variables xij Peuvent prendre des valeurs égales & 1.

I1 s'agit maintenant de construire % partir de ces cases admissibles et &

partir de la borne minimale g, + g établie dans l'analyse directe un circuit
- N Lo 1 o

hamiltonien de cofit minimal.

C'est & ce niveau que se justifie 1'emploi de la méthode Branch and Bound

exposée dans le chapitre précédent et avec les particularités spécifiques au

probléme suivantes,

On prendra comme ensemble source E 1'ensemble de tous les circuits hamilto—
niens de longueur n .

Borne associéde & l'ensemble source §E

o 1 1

g - Lo L Lpf

o étant les ™, = min ( d..(o) ) = min ( 4.. )
i i . 1] . 1)
J J
: Bo étant les ﬁ = min {( 4. .(0) -0.% = min (4., -&.° )
j 3 1 ij i 3 ij i

la démonstration a été faite dans 1'analyse directe ol on avait

. ;“ ™ o , _ b 0 o
o i. i Y g1 - C-_l P

;G

Choix de la propriété séparatrice

Quand parmi les variables admissibles, & une itération donnée k , on aura
choisi de la fagon qu'on verra dans le paragraphe suivant celle qui parait la
plus favorable on aura déterminé par la méme occasion un arc qu'on note ik Jk
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: Cet arc servira & déterminer deux sous—ensembles E (k) et E (k)
tels que - 2
; 1
(k) (%) (k) : -
E1 U E2 = E
(')
E étant le sous-ensemble pendant auquel est associé la borne minimale
avant 1'itération k (c'est le sous—ensemble péere).
S; on note (ik ,jk) le fait que 1l'arc (ik ,jk ) n'appartienne pas & un en-
(k) - (k) e = 5 :
semble, E1 et E2 seront définis de la facon suivante :
(1) (x?) o
E, = E N G, g
LB () (i , 3,)
La notation ;(ik ’jk)} signifiera ensemble des circuits hamiltoniens
contenant l'érc (ik? jk)
i 7§ (k) (k)
Calcul des bornes associées & chaque sous—ensemble E1 et E2
Les indices 1 et 2 assignés aux deux sous-ensembles sont conformes aux deux
relations dans lesquelles ils sont définis : 1'indice 1 sera pour des sous-—
ensembles qui contiennent un arc supplémentaire, 1'indice 2 pour des sous-—
ensembles qui ne contiennent pas un arc donné.
Borne de E1(k)
R (')
Un arc (ik , jk) étant choisi et g étant la borne de 1'ensemble E y
. : 1
dans la matrice des cofits correspondant au sous—ensemble E(k ) qu'on note
1
dij(k ) , on barre la ligne ik et la colonne jk et on interdit 1l'arc
associé & 1'arc (ik,’ jk) qui créerait un cycle de longueur inférieure ou
4gal & n - 1. (On verra plus tard que cet arc est unique).
On calcule alors les quantités
1
O(ik = min ( di_(k ) ) , iBT = ensemble des lignes non barréss
j J
K (k) K .
etés. = min * ( 43, -Xi" ) JEJ = ensemble des colonnes non barrdes
J i 3
S » . k (1()
d'ol on déduit la nouvelle borne g4 de E1
1
K Y, ok , Fp.k
-;L.
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Pour montrer qu'il s'agit bien d'une minorante pour les circuits définis par

(0

lieu que toutes les variables xij aient des valeurs indéfinies, il n'y en

1'ensemble s on peut se reporter & la page 15 avec cette différence qu':

ait qu'une partie, c'est—a-dire qu'on a pour tout sous—ensemble Ek , 1'égui-

valence suivante

1 1
Trouver Min . §:4 d ..(k ) x . + I

équivaut & trouver

N 1 : —
Y iE;— i Ly xg; ¥ g +};°(i(k) + Zﬁ(k)
JEJ - tjkl 1 J 7J
avec d..(k) = d..(k ) - c;(k) - fs.(k)
ij ij i J
Borne de E (k)

2

Nous verrons dans cette section que le calcul de cette borne est 1ié au choix
de la variable de séparation

ik jk

1
En effet, pour toute case admissible de la matrice dij(k ) calculons

les quantités suivantes.

Si x et y- sont les coordonnées d'une case admissible quelconque, on pose

1 1
K(X,Y') = min dly(k )) + min ( dxl(k ) )
x,y/di§1) = 0 1 & x
L lEy

Interprétation physique de la quantité 2(( X, 5 )

X( x,y) est la quantité minimale qu'il faudra dépenser de toutes fagons si

on n'admet pas l'arc ( x,y ) ; si on ne prend pas 1l'arc ( x , y) on prendra

,
W !

¢ 1z pin

& Povarnahla
s efsyenlis

nécessairement un autre arc partant de ¥ et qui danc le o 5

7
entrafnera un cofit égal 3 min ( dq )

L&y

v

’

De méme si on ne vient pas en y en partant de x il faudra y venir d'un
autre point et dans le meilleur des cas cela entrafnera une augmentation du
coflit égal & min ( &1y ) .
. 13x
soit  Y(i, , §,) = Hax (8,5 )
’ .
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ik et jk sont les coordonnées d'une case admissible et représentent par
conséquent un arc dont la défection serait plus cofiteuse que n'importe quelle

N

autre des cases admissibles & 1'itération k .

On se sert de ce critire pour le choix de la variable qui définit la propriété

séparatrice.

On choisira pour élément de séparation un arc (ik, , jk ) tel que

¥ s e max (yG, 9 )
o 1E I
JE J

On établit aussi le calcul de 1a borne de Ez(k) de la fagon suivante

1
k X o :
g, =g + Y, ,3.)

Démontrons que cette borne g2k réalise bien une minorante pour le sous—en-

semble Ez(k)

On cherchait au niveau du sous-ensemble E

1 1
Ming x.oa, (&) % g
ij

1]
iETI
jEJ
o I -= ensemble des lignes non barrées
J = ensemble des colonnes non barrdes

siK(ik 5 jk ) est l'arc déterminant la séparation, la quantité

K(ik g jk ) peut &tre dcrite sous la forme

K(lk )jk ) = X‘l + Kz

N . 1

ol 51 ?12 § d. j(k ) )
. (")
et XQ imﬁnl( dij )

k

¢ o e
B
B o s
L
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1
si on pose d.‘(k) = di (") —X1 ‘FjEJ-{jk]
KJ kj -
(k) 1 )
d ik a5 7) Kz FiBET - {ik}
(k) _
d}k N = ® g
a ..(k) = d..(k ) pour les autres éléments
1) 1]
la relation (1) &quivaut &
3 1 ;
Min Z..X.. a (&) &+ 0 +&
iEg1d M 1 2
jEJ
qui équivaut & écrire
: (k) (k) .
Min ié,]: xij dij + g5 avec X3 i = 0
jEJ '

On a ainsi mis en place des relations de récurence qui donnent une borne mino-—

rante de plus en plus grande, car X(ik ,jk) 2 0 et EJ o l(k) + Z@J (k)>/ 0
o iETI ]

Ce procédé converge nécessairement au bout d'un nombre fini d'itérations; 1le

probléme est de savoir si on obtient bien l'optimum de la fonction objectif

quand on a barré toutes les lignes et toutes les colonnes de dij(k) ce qui

équivaut & dire qu'on a satisfait toutes les contraintes unilatérales du

Primal.

Probleéme de 1'optimum

Supposons qu'on soit arrivé au probléme suivant au bout d'un nombre Pfini d'ité-
PP :

rations

e . o 0.8

Min Za - a ‘_(f-1) L F-1

i = i 1] 13
i=3
. (£-1) £-1
= Min Xin jn R in jn + g

or, comme la dernidre case de la matrice doit &tre une case admissible on a

di jn(f_1) = 0. Pour le choix de la variable séparatrice il nec reste que

X .. . d'oh X ¢ .= 1'
in jn in gn




et on a bien

Min zs o, @ o o gL

i,3

(gf : borne finale).

On a ainsi défini tous les éléments pour calculer la solution par une méthode
Branch and Bound : la technique de séparation et les méthodes de calcul de bornes
minorantes. Pour se faciliter la représentation des différents sous—ensembles

on a associé & la méthode une arborescence qui a l'allure suivante

C'est un arbre binaire ou chagque .sommet représente un sous-ensemble muni d'une
borne et chaque arc un arc du réseau employé en tant que séparateur.

s 0 80
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Développons cet algorithme sur un petit eiemple; supposons qu'on ait un graphe
avec n = 6 sommets et dont la matrice des coflts est la suivante :

(o) » . (o)
1 [&o 5 9| 6| 3 5 1| 3
2 8lao | 9 8| 5 9 5
3 619 | oo 2] 6 7 2
4 T 7 |11 4 lag| 4 2 2
5 4| 6 312 | a 7 2
6 51 2 2| 8 4 2
L__ Ca
65 50)’ 21 o o0jJ]o o 0

\ . o) (o) (o) (o) ' .
1] - - —
d'ou la matrice dij = dij D(i FB j pour tout i,j
)
1 2 3 4 5 6 oy
18y | 2 6 3 0 2 0
2 1 Ao 4 3 0 4 0
3 2 7 b 0 4 5 0

Itération 1

On calcule pour chaque case admissible la quantité :

Par exemple pour la case (4 6)

= (1) min (1)
Yi4,6) = min (2,0 47 min (2, 0)
46 i4d ~




aror ¥(4,6) =
On obtient de 1la

¥(1,5)
§(2,5)
§(3,4)
X(5,1)
£(5,4)
5 (6,2)
¥ (6,3)

24+2 = 4

méme fagon

i
== N O D - N

D' ot Max (K(i, i) ) = K(f’6) = 4

i,‘,j‘/dij(i) = 0

On choisit donc 1l'arc (4,6) pour définir la propriété séparatrice.

Auparavant on aura pu calculer la borne g de l'ensemble de tous les cir-
cuits hamiltoniens. °

_ Lo
i 1

0

calculs des bornes de E1(1) et E2

g, = g & +

o Co

(1)

2'@(0)

. . i6 + 2 = 18
i ]

(1)

LO(_(” +-L@,(1) = g +o+o0 = 18
jET 9 °

iET 1

g2 = go + Max (K(l,:l ) ) = 18 +4 = 22

Le début de l'arbosrescence peut donc se représenter de la facon suivante

Le sous-ensemble pendant ayant la borne minimale est le sous-—ensemble

(1)

on va donc étudier les ensembles de circuits hamiltoniens qui contiennen%

l'are (4,6).

I1 n'est pas apparu de nouvelles cases admissibles au cours de 1l'itération

puisque O(i 1) =

o ¥iETI etpj(ﬂ = o ¥ jEJ;

5




- 20 -
Cependant, il faut recalculer toutes les quantités (i, j) / 4. .(1) = 0, car
il est possible qu'en barrant la ligne (4) et la coloniie (6) on‘ait supprimé des
éléments qui sont les minimums sur la ligne 4 ou la colonne 6. )

Itération 2

Aprés calcul on a

X(1,5) = 2. qui est maximum _
()
1 2 3 4 5 6
1 B B lm E
2 1 (24} 4 3 1
i ]
3702 |7 [eo|o || 0
CA S W B P
5 | oo 4 1 0 i 0
611 1o oloo | 0
r | I
w | i
B;

(2 - (1) L « N L @j@) {23, 5 6}

g - T & iET i iEJ =
J = {1, 2, 3, 43
= 18 + 1 = 19
2
gz( ) = 81(1) + 8(1,5) = 20

Au cours de cette itération il faut de plus interdire 1l'arc (2-4) car

5462

6 2 4 Z formerait un cycle de longueur 3 < 6 -

itat de l'arborescence E-.




Etat de 1l'arborescence

Itération 3

o(i(‘s)'
0 312 0
o | O 0
I 1
00 1101 | 0
a NN

. Max (&(i,j) ) = 5(6,2 = 4

i,j/di§3) = 0
32(3) = g1(2) + 8(6,2) = 23
g,(B) = g1(2) + @3(,3) = 19+1 = 20

Au cours de cette itération il faut de plus interdire 1'arc (2-4)

car (4 6 2 ) formerait un cycle de longueur 3 < 6
(624)

21 -




p

®
}

4 - 2 -
(3)
1

2
en effet E2 - a la méme borne minorante; cependant on choisira E1(3)

Le sous-ensemble ayant la borne minimale est E mais il n'est pas unique;
pour sous-ensemble devant subir la séparation suivante, car c'est lui qui
contient le plus grand nombre d'arcs déja admis et qui est par conséquent

de cardinal inférieur & celui de E2(2) .

Itération 4

(%)

i

| i
= .~.4{. :

o e = B

L'arc choisi pour la séparation sera l'arc (2,1)
car Max (4) (X(i, i) ) :K(2a1) = 4
dl, 37 dij =

0

Calcul des bornes

g1(4) = g1(3) 20 carﬁ(i = 0 ¥iEI

+

5™ - 6@ + ¥ = 2




(s)
i
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d'ou état de l'arbre
De plus, au cours de cette itération, il faut interdire 1'arc (5-4)
(en posant 4154(4) = Qo) car {4 6 2 1 5 formerait un circuit de

6 2 1 5 4

longueur 5 qui est inférieure & la dimension du graphe.

Itération 5

b - s




On choisit donc 1'un ou 1'autre des arcs si on applique 1'algorithme de
fagon rigoureuse; mais en fait on peut admettre les deux.puisqu'en les
admettant aucun des oy ou . encore incrémentables n'augmente et qu'en
plus si on admet (3,4) il ne reste plus comme seule case admissible la case
(5,3).

Nous voyons donc qu'on est arrivé sur une solution optimale qui correspond au
circuit (4 6 2 1 5 3 4) et qui nécessite un colit g = 20. I1 est & remarque:
que sur cet exemple simple l'algorithme converge vers une solution optimale aw
un nombre d'itérations minimal, c¢'est-a-dire un nombre d'itérations égal 3 la
dimension du graphe (dans la mesure ol la dernidre admission est considérée
comme une véritable itération); c'est évidemment un cas particulier favorable
parce qu'a chaque itération k on a k! = k - 1 ; autrement dit on progresst
toujours dans la méme direction dans 1l'arborescence comme le montre le graphe
ci-dessous qui représente 1l'arborescence quand on est & un optimum.

e o e o
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En fait, dans le cas général il est toujours possible qu'aprés une itération
k on soit obligé de revenir sur un bout pendant déterminé 3 ume itération
k - p (p entier > 1). I1 faut remarquer en outre qu'aprés k itérations on
a nécessairement k bouts rendants; si on se contente donc-de 1'algorithme
tel qu'on 1'a exposé, il faut donc avoir au minimum pour un réseau de n vill

’
n matrices (n . n) & disposition.

Cette remarque nous suggdre deux problimes : pour un réseau o n> 20 1le
calcul & la main peut &tre extré&mement long et on songe & une application sur

calculateur électronique; mais pour cette application se pose alors le problém

de la conservation & tout moment des matrices correspondant & tous les bouts
pendants.

Ces deux probleémes feront 1'objet de 1'étude qui suit.




Application sur calculateur électronique de 1'algorithme de LITTLE

Comme nous 1'avons énoncé plus haut le grand probléme qui se posera & nous sera

k
celui du stockage de toutes les matrices d..( ) correspondant & des sous-—
' 1)
ensembles pendants de 1'arborescence.

La solution adoptée n'est pas & proprement parler une méthode de stockage :
c'est un processus qui permet de retrouver une matrice correspondant & un sous—
ensemble pendant quelconque en ne conservant en mémoire qgu'une seule matrice que
nous appellerons la matrice"actuelle" qui sera celle correspondant & 1'itération
en cours.

Ce processus est construit 3 partir d'un certain nombre de renseignements décou-
lant de 1'exécution de chaque itération qui permettent de passer d'une matrice
correspondant & un sommet (c. & d. un sous-ensemble quelconque) & la matrice
correspondant au sommet dont il est le fils.

Dans ce qui suit on essaye de montrer que ces renseignements, ces informations
peuvent &tre rendus minimums gréce & quelques considérations d'ordre mathématique
qui découlent de 1'algorithme.

La structure de ces renseignements permettra une opération inverse de celle qui

1 '
nous fait passer d'une matrice dij(k ) a la matrice dij(k)’ dij(k) et
- rd

1
d..(k )_

1 étant les notations du chapitre précédent.

Quelques démonstrations

Si a une itération ‘donnée on désigne par I 1'ensemble des indices i qui
correspondent & des lignes non barrdes et par J l'ensemblikges indices j qui
;

N

correspondent & des colonnes non barrées de la matrice dlj

St xkl »d) désigne la quantité décrite dans le chapitre précédent
o (®) _ '
i,j / dij = 0

alors si  Max (‘Kki, i) ) est différent de 0O on a les résultats suivants :

i,

v o




max (i, ) =¥G,5) # o

k
i,j/dij( . 0
soityo{i = 0 ¥iETI - { im ,Jm'S
etcxjA 2} 0

) 0 ¥jEJ
Bs > j
soit 633 = 0 ¥iEBJ- { Jper i ]

et (3 id

of i

N4
)

;; 0 ¥iEI

ou 1l'arc (ig » Ja ) est 1'arc interdit correspondant & (im,jm)

Autrement dit on affirme que, aprds avoir barré la ligne i et la colonne j
au cours d'une itération k , ce sont soit des lignes qui" devront &tre
transformées soit des colonnes (selon que ce soit les . qui sont tous nuls
ou les (¥.) mais jamais les deux types de rangées au cours d'une méme itératio
sauf éventuellement pour la ligne j et la colonne i, si elles ne sont pas
encore barrées. =

Preuve
Rappelons que dij (k) est une notation pour la matrice des collts aprés k
itérations et que
; P (k) . (%)
K(}., 3) = min ( dlj ) + min (¢ ., )

i?j/%j‘k)=0 1-{i] wma- {i}

sioMax (8(i,9) ) = ¥E, 5

i, J
Ed
X (im.’ jm) + O alors
soit min (4, ) £0 et min (X)) - o o
. . mY
l#lm 7 l#Jm
soit min ( dgk) ) =0 et min (di(k) ) % 0 (2)
14i In 14j ml
m . m
soit min (dlfkg )$ 0 et min i(k)) + o (3)
. . l
14:1m m 1+Jm ml
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Dans les trois cas envisagés, si (id" jg ) est 1l'arc interdit qui créerait

un cycle de longueur inférieure & n , si d:(?) = 0
4 idja - .
et si on pose diék;;) OO pour interdire (ig,jd)
.. (k) : _ (k)
si min (4 id 1 ) £ 0 alors O(id min ( did1~) >0
1 14im
si min ( d§k2d ) #' 0 alors Fg.d = min (&(ki ‘a Y>> o

La ligne i et la colonne

d ii

ont donc des propriétés particulidres; le

cas le plus simple qui puisse se présenter est celui ol on interdit un cycle

de longueur 2 c'est-a-dire ou

iq
et Jd
Prenons la démonstration

dans le cas (3): il est évident qu'on

= i
m

ne supprimera aucun zéro; c'est-a-dire

aucune case admissible, de la matrice 4 gg) en barrant la ligne im et la
colonne jm par conséquent on aura
min(dgl.())=0t’.(k)=0 ¥ViET - {i,id}
i ij i : m
b (k) (;’,(k) . i ) }
min ('dij ) = b =0 ¥JEJ - Im?

J —_—— .

N

dans le cas (2):on ne supprimera pas de case admissible en barrant la ligne im

puisque la seule de la ligne est la case (im ,jm) et que le minimum sur la

ligne -1

Donc ﬁg . = 0
J

VjEJ—{jd.,;

est supposé différent de zéro.

Sa)

par contre le minimum sur la colonne

jm on risque de faire apparaftre une

(k) ) > 0

min ( di
J

d'ol ¥ViETI

S :; 0

jm est nul; donc en barrant la colonne

ou plusieurs lignes telles aue
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Dans le cas (1) 1la démonstration est symétrique et on aura

& ; =0 ¥iEI- f_id,im}

ﬁj > 0 ¥3iE I
Intérét de la proposition : il existe un nombre maximum de rangées &
modifier quand on passe d'une matrice diﬁ) a dij(k+1) 3
le nombre maximum est €gal &4 n - 1.
_2%me proposition
On veut montrer que si Max (X(i, j) ) = 0 alors deux

' o o7 SUEY
i,d/a,, =0

rangées au plus sont susceptibles d'&tre modifides dans la matrice digk)

pour obtenir di§k¢1)

. Autrement dit

si Max (03, 3)) = ¥y, a0 =8Gny , dmy ) = . Wn, n)= o
i, 5/ 23" = o ’

alors
Oli OViEI—iif“gou I—lidz‘ﬁou... I_zldpi

(37;] 0¥.jEJ—t,]d1Sou J-lgdz‘&...ou J—lgdp

il

ol les couples {j'dl , jdl 3 représentent les arcs associés aux arcs

i j i j i t interdit 1 itéra-
{1m1’ Jm1} T o tlmp, Jmpi et gqui sont interdits pour les

tions ultérieures.

Preuve

Raisonnons par l'absurde.
Supposons qu'on ait choisi parmi les p couples (i,j) le couple (iml’jml)

pour déterminer la séparation.

Supposons qu'il existe une rangée de la matrice digk) telle que apres

- - - Ve
avoir barré la ligne 1 1 et la colonne In le minimum sur cette rangée
: m

soit différent de zéro.

a




ml

Remarque : Cette rangée ne sera pas la ligne 1 a1 ou la colonne

Ja1
N, > . K3 3 k.)
ol il est toujours possibl -4, ( 4 =
Jours possible si idl ja1 0 que X igy > 0 et

(53'&1>0

Appelons io la rangée (on fait la méme démonstration si c'est une ligne ou

une colonne) telle que

min (4 () ) > o avec min (4 (k) ) =4d (k)
i1 i i 1
o ol o o
18J - {J‘d ’ Jmi
lo Jm].» )
didio 0
0O

mais dans ce cas on aurait eu

§G,,3,) = ¢, 3o

i
0

ce qui est contraire & 1'hypothise Max (g(i, i) = o

i,i/ai 3™ =0

Cette proposition compléte la premidre ou on avait étudié le cas
Max (K(i, i) ) > o.
Dans les deux cas les seules rangées qui peuvent toujours &tre modifides sont

la ligne i et 1la colonne 3
gn 2 93

¢ e




Etude des cycles de longueur inférieure & n qui apparaissent

aprés chaque itération. -

Dans le paragraphe précédent nous avons déjd utilisé la propriété principale
qui est la suivante :

Regle : & chaque itération ol on admet un arc supplémentaire pour définir un

sous—ensemble Egk) il faut et il suffit d'interdire un et un seul arc pour

empécher la formation de cycles de longueur inférieure & n

Pour la démomnstration il faut envisager quatre cas :

. au cours d'itérations précédentes ni 1l'origine ni 1'extrémité de 1l'arc
admis & 1l'itération k n'ont été acceptés

3\'\\;\ 7
6

sur le graphe ci-dessus : on suppose que 1l'arc (1-2) a été admis & 1'itéra-
tion (I) et que 1'arc (2-5) a été admis b 1'itération (II) et que 1l'itération
"actuelle"” est 1l'itération (III) ol on & admis 1'arc (6-3).

Ce qu'il est important de remarquer, pour la suite comme pour ce cas-la,
c'est qu'on ne s'occupe pas des cycles interdits qui se sont révélds & des
étapes antérieures; ce qui nous intéresse c'est celui associé & 1'itération
en cours.

Dans le cas étudié le seul circuit de longueur inférieure & 7 est le cir—

cuit (6-3) (3-6) de longueur 2 . Il faut donc interdire 1l'arc (3-6) pour

tous les sous—ensembles inclus dans le sous—ensemble E, III)  en posant
(111)

436 =

.. envisageons le deuxiéme cas : l'arc qu'on vient d'admettre dans le sous-
ensemble E_(K)" g 1'une ou 1'autre de ses extrémités qui fi ure dans un
arc admis dans 1'un des sous—ensembles qui contient E1 k% , & une
itération précédente.

l'origine de l'arc figure déjh
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On & admis (3—4) & 1'itération (I), (4-5) & 1'itération (IT) et (5-6) a
1'itération actuelle (III); dans ce cas il faut interdire 1'arc (6-3) car
(3456 3) formerait un cycle de longueur 4 inférieure & la dimension
du graphe.

I1 est tout & fait inutile d'interdir 1l'arc (6-4) ou (6-5), car les co-
lonnes 4 et 5 sont barrées au cours des itérations précédentes.

l'extrémité de 1l'arc figure déija

. le dernier cas est celui ol dans 1'itération k on admet un arc dont &

5

le cycle (6-2) (2-3) (3-6) est un cycle de longueur 3 donc interdit.

\

la fois 1'origine et 1l'extrémité sont représentées dans des arcs admis
a4 des itérations antérieure?kst qui définissent des sous—ensembles con-

tenant le sous-ensemble E1

Wl
o’ -
et

-

(1)

Les arcs (3-2), (2-1), (4-5), (5-6) ont été admis au cours d'itérations
précédentes; si on admet 1'arc actuel (6-3) il faut interdire 1l'arc (1-4)
car (4 5 6 3 21 4) est un cycle de longueur 6 , longueur qui est infé-
rieure & la dimension du graphe.
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Remarque : Chacun de ces cas se produit & l'exclusion des autres dans la
mesure par exemple ol dans le cas 4 il est inutile d'interdire ltarc (3-6)
étant donné que la colonne 6 et la ligne 3 sont barrées au cours d'itéra-—
tions précédentes. K

On a ainsi défini les coordonnées de l'arc qu'on avait noté (id » Ja )
dans les paragraphes précédents.

Nous verrons comment s'effectue la recherche de 1l'arc (ig , 3jag ) dans 1la
partie informatique; le principe est de grouper les arcs admis & mesure qu'ils
apparaissent sous forme de portions de circuits orientés; il est alors facile
de déterminer 1l'arc (id » §g ).

Nous avons ainsi défini tous les éléments nécessaires B la mise en application
sur ordinateur de l'algorithme.

Dans un chapitre précédent nous avions noté qu'aprés k itérations il fallait
comserver k matrices de colits cofrespondant aux k bouts pendants. Il faut
noter en plus que le nombre d'itérations, pour arriver sur une solution opti-—
male, évolue d'une fagon qui n'est pas du tout linédaire avec la dimension du
graphe. :

Ainsi si on & n = 20 et que le nombre d'itérations est de 200, il faudrait
conserver en mémoire 200 matrices (20,20) c'est-a-dire 80 000 places mémoires.

‘Un des buts essentiels de 1'application sur ordinateur est de créer une struc-
ture permettant de ne coniﬁgver qu'une seule matrice des collts en mémoire et
ij

de passer d'une matriced &4 une matrice (E§k1

Pour effectuer le passage d'une matrice actuelle a.ij(k) a2 une matrice
(1)
dij correspondant & un bout pendant quelcongue, il y a une opération de
base qui est le passage de d'ij(k) a d_i§ere(k)

Passage de 4d ,_(k) y d '_pére(k)
1] ij

Informations nécessaires :

numéro du sommet d'origine et du sommet extrémité de 1'arc ayant défini la
séparation, origine, extrémité ?t valeur du coQt de 1l'arc interdit associé,
liste deSCKij F O et {3 " k) # 0 qu'on a enlevé respectivement aux

J P k
lignes i et colonnes j de la matrice dijpere(k) pour obtenir dij( ).
Opérations & effectuer

. . (k) (k)
ajouter aux lignes et aux colonnes de dij les valeurs ¢f i et

FS j(k) qu'on leur avait enlevées, remettre le cofit de l'arc interdit i sa
valeur initiale, faire en sorte que la ligne représentant l'origine de 1l'arc

et la colonne représentant l'extrémité ne soient plus marquées.
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Remarque 1 : Cette opération peut s!effectuer dans les deux sens une fois
que toutes les informations nécessaires ont été répertoriées.

Remarque 2 : Dans le cas ou la matrice dij(k) est issue d'une transforma-
tion du type ' on n'accepte pas un arc' le processus est le méme : si

3 . ' ) ’ 3 — rd 0
(lm’ Jm) est 1'arc de la séparation en posant dim jm = o0 on détermine

(k) (k) N a2 N N . N .
(0’4 - et ﬁjm & soustraire & la ligne i et a la colonne inp -

Essai de formalisation de l'algorithme en langage algébrique

Pour cela on convient de noter £ (d . .pere(k) ) 1'opération qui associe

iy ij _
& la matrice qd i -pere(k) la matrice d (k) et £ ( a (k) ) 1'opératior
J (k)*J perd (k)

3 . . ~ - ) rd
inverse qui associe a la matrice ‘d i3 a matrice i . Ces opéra-

tions et les paramétres qui leurs sont associés ont été définies ci-dessus.

ler cas : Le bout pendant minimal est un des deux sous—ensembles issus de

O sourse

1titération précédente.

Dans ce cas il n'y a pas de probleme il faut appliquer l'opérateur f & la

(k-1) . )
N y

matrice actuelle dl.] pour obtenir

.dii(k) - f(dii(k——'l)

l ) i !

2éme cas : Le bout pendant minimal est un sous—-ensemble pendant quelconque

" de l'arborescence.

Le probléme est alors de reconstituer la matrice correspondant & ce bout

k-
pendant & partir de la matrice actuelle d ij( 1)

e 0 a




La fonction TI qui apparaft sur le graphe est une fonction qui & chaque
numéro d'itération associe le numéro de l'itération qui la précedde sur la
branche du graphe.

On définit une composition de cette application TT de la fagon suivante :
1T (k) donne le n °™® prédecesseur de 1'!'itération k

convention TI® (k) = k

et N 1la fonction qui a tout sous-ensemble associe son niveau par rapport
& la source, c'est-a-dire le nombre minimal de séparations qui permettent de
passer de la source & ce sous-ensemble.

fere étape : Déterminer la matrice correspondant au sous-ensemble
E(kpc) (pec point critique)

Elle doit vérifier les relations suivaﬁtes

Si on note f" 1'opérateur qui effectue fo fo .... of
N

Iy e
(o] 5

t
i

et on pose m N (k-1) - N(kpc)
(k-1) m (kpe)
a5 = £ (a i3 ) (1)
ceci veut dire qu'on applique m fois la transformation f & la matrice
d .'(kpc) pour obtenir d ..(k—I)
g 1]
de l'indice supérieur des dij qui est le numéro de 1'itération & lagquelle

étant entendu que £ dépend chaque fois

elle a été obtenue et que c'est une écriture formelle puisqu'on ne connalt

pas effectivement dij(kpc)



—

si on pose ol = N(xbp) -~ N(kpe)

(kb 1 (kpe)
a,, () = gmt (a led @)

L'interprétation est la m&me que celle plus haut et de méme que la formule (1)
la formule (2) est une convention d'écriture.

Cependant en considérant qu'il existe 1'opérateur f_1 on va pouvoir déduire

la matrice d ij(kbp) b partir de la seule matrice dij(k’1)
(1) g1 (a, By _ gt e o gt (g (KR
ij 1]
-1 (k-1) _m=1 (xpc)
£ (4 i ) = f ( d; 5 )
en itérant m <fois cette opéra%ion on obtient
a (&) _ .=m a
ij Pe = £ ( ij(k—1) )
(x_)
en remplacgant dij pc dans (2) on aura
a Ogo)  _ oot o om o g (k1)
Wi (@ (e ) ) (3)

Donc connaissant les paramétres associés & toutes les fonctions £ aux
itérations précédentes et la matrice des cofits de 1'itération k - 1 on peut

passer & l'itération k quand on connaft d_j(kbp)
3.

Détermination du point critique kpc

posons t = m-ml = (N (k=1) = N (kpe) ) - (N (kbp) - N (kpc) )

it

N (k-1) - N (kbp)

et représente la différence de niveau entire k-1 et ka dans l'arborescence

représentdée sur le graphe page 33.

si < 0 !I‘ I
on calcule kbp1 :]T (kbp)
on & alors N ( kbp1) = N (k-1)

|r|+l 1
on cherche alors le plus petit 1 tel queIT (kbp) = .ff (k-1)

si 1 +vérifie cette relation on a

X =]’[|r‘+1 O, ) 0 e




si r>» 0
T
on calcule k! = T[ (k-1) .
' 1 1
t 1 k tel . N(k = N
et on a alors el que (x") (kbp)

. r+p P
on cherche alors le plus petit entier p tel que II (~1) ;II (kbp)

si p vérifie cette relation on a

T e T ey

Pour mieux saisir cette formalisation appliquons le sur un exemple

.E?

&)
Efw) E;n
‘
on suppose qu'on'a k-1 = 4 et kbp = 2
Recherche du point critique : r = N{#4) -N2) = 2

M @ = 2
@ =" @ =

ensuite
~1oa @y _ 4 (3)
L ij
a0 20 @




- 38

puis on applique la fonction £ correspondant au sous-ensemble E2(2)

- (1, (2)
T,y ¢ 3577 ) =

et on peut alors effectuer 1'itération k = 5

(2), _ (5)

On a ainsi défini tous les é1éments nécessaires & la programmation ;

on verra que les applications £ seront des sous—-programmes et leurs

paramttres des tableaux dont 1'accés se fera avec le numéro de 1'itératiorn

et que les fonctions II et N seront utilisées sous forme de pile

qui sera décrite plus loin.

s o 0.
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Organigramme général du programme de calcul dans le cas ol on choisit

la méthode de progression classique dans l'arborescence.

Initialisation

Recherche de 1a meilleure case (x)
admissible (k,1) et calcul de 1a borne G

Rangement de 1'arc (k,1) dans le secteur arc admis

Interdiction de 1'arc pouvant créer un cycle interdit

Nbarc = Nbarc+1

Fin

< Nbarc) n-1 CIh Optinum 52

son

Calcul des X et(5 et de la borne 61(r)

1

Stockage des caractéristiques des sommets 2k et 2 k+i

dans la pile correspondante

|

Stockage des caractéristiques relatives 3 la transformation
du dij 3 1'itération k

|

Maguage Ligne Coloane

Démarquage Ligne k colonne L
T
Modif 2 de di

i
)
l, Borne = GZ (k)

Borne = 51(k)

J

éz__

Recherche dans 1'arbre du bout
pendant minimal d'indice kbp

= 2k

TS

Recherche de 1'état de la matrice di

k)
joP

correspondant au sommet kbp de la pile en se

servant du tableau des transformations f




rgmm £

méthode de progression dans 1'arborescence

Organigramme général dans le cas oll on choisit la deuxidme

l-lnitialisation

Recherche de 1a meilleure case
admissible et calcul de Gz(k)

|

Rangement de 1'arc séparateur dans le vecteur arc admis
Interdiction de 1'arc révélant un circuit de longueur n-1

(k)
1

- Calcul des & et (3 et de la borne G

Stockage des caractéristiques dés sommets 2 k et

2 k + 1 dans la pile correspondante

Stockage des caractéristiques relatives 2 la

transformation de Dij 3 1'itération k

1
Nbarc = Nbarc + 1

oVl — 1
Nbarc = n 1

non

On a un ss optimum i
pour un certain circuit

Recherche 3 partir du haut de pile d'un
sommet pendant dont la borne est inférieure

2 6

non

- 1

Existe-t-il (7}

40

Fin
Optimum =

Gp

Recherche de 1'état de la matrice

{ -

Remise des niveaux des piles décrivant 1'arbo-
rescence et les transformations au niveau du
:bout pendant
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On utilise & quelques détails prés les mémes sous—procédures dans le premier
algorithme et dans la deuxitéme. Elles seront étudiées de fagon plus précise
dans le chapitre "Programmation'. ’

Evolution de 1l'arborescence

supposons un exemple avec n = 6

La zone hachurée est la partie de l'arborescence qui est devenue inutile :
les bornes associées aux sommets 12, 10, 8 sont supérieures & celles de 13.

6 est le numéro du ler sommet pendant dont la borne soit inférieure & celle
du sommet 13 . A partir de 6 on redéveloppe 1l'algorithme.

On constate donc qu'on n'aura donc jamais qu'une branche principale dans
l'arborescence.



Discussions, résultats, commentaites

Dans ce chapitre nous allons aborder les performances comparées des deux pro-
I grammes, les améliorations qu'on peut apporter dans l'une ou l'autre phase

! pour accélérer la convergence et étudier le cas ol les matrices des cofits sont
symétriques.

Comparaison des deux algorithmes

ST

1. Par rapport aux contraintes du matériel

Comme toujours il y a deux aspects : celui du temps de calcul et celui de
1'occupation mémoire.

Pour le premier algorithme on ne contrble pas 1'occupation mémoire; 1l'exten—
t sion de l'arborescence est une fonction qui croft trés vite quand le nombre
de points du réseau augmente et il faut conserver en mémoire tous les som-
mets et toutes les transformations associédes.

En effet, lors d'un saut d'une branche de l'arbre & une autre il peut arrive:
que le premier prédecesseur commun aux deux sommets concernés par le saut
soit la source.

£ Pour ce qui est du temps de calcul, il n'a pas pu &tre testé avec un exemple
de grande dimension (n > 40) car la place mémoire limitée interdisait la
convergence de l'algorithme. Si on avait choisi de conserver des parties de
piles sur des mémoires auxiliaires & accés rapide, cela aurait considérable-
ment augmenté encore ce temps du fait des nombreuses opérations de lecture
écriture sur bande ou sur disque.

i el

Pour ce qui est du deuxidme algorithme on a 1'avantage de connaftre la place
mémoire occupée; en effet, comme on 1'a vu précédemment, l'arborescence se
résume, tout au long du déroulement de 1l'algorithme, & une seule branche
principale, les autres branches ayant toutes des longueurs égales a 1 et
débouchant sur des sommets pendants.

La longueur de cette branche sera égale & n + x, si on appelle x 1le nombre
de branches de l'arborescence qui représentent des propriétés '"ne passe pas
par" sur la branche principale. On sait que 1'on ne prend en compte une telle
propriété dans le deuxieéme algorithme que lorsqu'on exécute un saut du sommed
extrémité de la branche principale vers le bout pendant, ayant une borne
inférieure, le plus proche.

Ceci entrafne que la branche principale aura une longueur maximale & 1'opti-
mum et qu'elle n'excédera pas n + x

x ¢étant le nombre de variables x_.. définissant le circuit il restera
dans 1'ordre de grandeur de n car la propriété "ne passe pas par" est
moins significative pour la définition d'un circuit que la propriété

"passse par"
Pour ce gui est du temps d'exécution il semble, du moins pour les exemples

qui ont convergé pour les deux algorithmes, qu'il soit sensiblement plus
grand que pour la 1dre méthode de progression.




2. Par rapport aux utilisateurs éventuels des programmes

Si la dimension de la matrice des cofits n'excdde pas 30 il semble
préférable d'utiliser, quand on dispose d'un calculateur avec une
-mémoire centrale de 64 K mots, le premier programme car on est assuré
que la mémoire centrale suffira pour que l'algorithme converge et que
le temps d'exécution est plus petit que pour le deuxiéme programme.

Pour des problémes pour lesquels la dimension est inférieure & 30 ’
dans les cas ol on ne peut affirmer que pour un temps donné de calcul
assez grand l'algorithme convergera, il est préférable de choisir 1le
deuxidme programme.

En effet, on peut imaginer que 1l'utilisateur ne veuille pas avoir 1'op-
timum rigoureux, mais un circuit dont le collt est voisin de 1'optimum

et ceci avec un temps de calcul qu'il s'est fixé 2 l'avance; le deuxidme
programme fournit, aprés un temps qui doit tout de méme &tre supérieur ati
moins au temps pour trouver le premier circuit sous—-optimal (il est trés
faible), une borne majorante du cofit optimal et un circuit complet
associé. Il fournit aussi une borne minorante : parmi tous les bouts
pendants & un moment donné du développement de lt'algorithme il en existe
un qui ait une borne minimale qui peut &tre considérée comme une mino-
rante pour le colit de tout circuit.

A tout moment le deuxi®me algorithme nous permet donc de disposer d'un
encadrement de la fonction coft.

(p)

Si j'appelle 8y la borne majorante associée au dernier circuit sous

optimal trouvé et gép) la borne minorante décrite ci-dessus on aura don

P ¢ ¢ < gM(p)

m

on aura aussi les relations

(p+1) a (p)

) 8y M
gm(Pﬂ) > @ (p)

m

Intérét de cet encadrement

Ceci nous améne & penser que l'utilisateur peut vouloir un résultat non
plus en se fixant comme limite un temps de calcul, mais en se donnant
une marge d'erreur : on peut alors concevoir comme test d'arrét du pro-

gramme le suivant

a

(p) (p)

l'erreur admissible

appelons e =

e e s o




et supposons qu'on se soit fixé un sous-optimum & 5 %

si e » 5% on continue l'algorithme
si 4 £ 5 % on arréte le calcul et on imprime le dernier circuit sous—

optimal trouvé avec sa borne.

Remarque :

lim gM(p) S ¢ = GM(p) _ gm(p)

Remarque concernant gm(P)

(p)

Le deuxidme algorithme laisse gy invariant pour les premiers circuits
sous~-optimaux trouvés; ce n'est que lorsqu'on n'est proche de 1l'optimum que
: (p+1) (p)

1
1'on a g, > g, .

I1 serait par conséquent intéressant d'étudier une combinaison des deux
algorithmes 1'un tendant & trouver le meilleur majorant, l'autre le meillew

minorant. Ce programme n'a pas &té decrit.

Discussion sur le mode de recherche de la meilleure

cas admissible

Le choix de la meilleure case admissible ne doit pas nécessairement se faire
comme on le fait dans l'élgorithme de LITTLE. En effet, au lieu de prendre

celle qui correspond & Max ( X(i, i) ) avec

i,j /a ij(k) = 0

¥(,5) = min ( 23, %) + o (o )
1€ 35 -{;} 1ET - {1

on pourrait songer & prendre celle qui correspond &

Max (K(i,j) - Lo{l(k) _ E@P(k) )

I'd -

i,j /dij =0 1ET-{i] pEJ-{i]
c'est-a-dire celle qui entratne la différence la plus grande entre les
bornes des ensembles E1(k) et Ez(k) .

Ce choix éviterait de définir beaucoup d'ensembles du type E2(k) dans

la mesure ol les conditions suffisantes pour que.l'on trouve une case admis—

sible de ce type sont souvent vérifides.




En effet on a 1'équivalence

g1(k) \< gz(k)<=).e (im’ jm) = Max (X(i, i) _zﬁll(k) ‘Z"ﬁp(k))) 8

1E I-§ i}

Condition suffisante pour que e (1m, Jm) >/ 0

Une condition suffisante pour que e (im, jm) soit positif ou nul est que

’ H
. di ot . . _
1) min ( i, ) (8¢ i > 0 et min (dJm1 ) = X im > 0
1E '1 S i
et
in (4d =R : _R
2) min ( 1jm) pjm > 0 et min (dli ) @1m > 0
iy 1$jm ©
Preuve :

Supposons dans une premidre partie que d (jm, im) £ O ; dans ce cas en

barrant la ligne im et la colonne jm de la matrice dij on ne supprime
pas de cases admissibles par conséquent on a

X, =0 vier - { _]m}
@ . = 0 VijEI - { i }
j m
De plus comme on suppose 4d (jm ’ im) + 0 on ne supprime pas de case
admissible en posant d (jm , im) = 00 on aura donc
X j = 0=2Xi = 0 ¥iEI
@ i o= o=¢(3 . = 0 ¥jiEJ
m ™ 3J
Supposons maintenant que d (jm, im) = 0
on & alors
. . . . . s .
e (i, i) E(lm, i) iy le (1)

ou ij' }_0 et Pim >/ 0 ZLP
P

et ¢ (jm’ im) = K (jm, im ) = (e(‘im+ P.jm)- ou (2)
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A ce niveau on se rend compte qu'il faut ajouter une condition supplémentaire

o(jm > 0 et im > 0
o . > o - zj, 4 = 0 car csp = 0 ¥ p
Jm p .
o o > Lw - oy <0y
¥ G ;
et on a (Jm, im) = X j + (3 i

les relations (1) et (2) deviennent

e ) = S,y - S, ) )
e Gy i) - 86, i) - S, ) (4)

d'olt comme c'est ltarc (im, jm) qui a été admis et que par conséquent on a

e(im, jm) ). Ae(jm, im) d'apres (3) et (4) on a

K(im, iy > K(jm, i)

et e (im, jm_) } 0
Lignes -
N
Jjm ~ 0!
\\
~N
N
~
N
b N
N

m 0 N

colonnes in im

Pour cerner une condition nécessaire la téche semble beaucoup plus difficile
et on se contente dans la partie pratique de cette conditions suffisante.

Cette manidre de choisir de meilleure case admissible semble d'ailleurs mieux
convenir au deuxiéme algorithme¢, car on a intér8&+t & obtenir une borne majorante
le plus rapidement possible, c'est-a-dire & définir un sous-ensemble terminal
dans le moins d'étapes possibles.
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Deuxieme amélioration possible du systdme de recherche de case admissible

Que 1l'on prenne 1'un ou l'autre des critéres de recherche, on peut considérer
que la sélection donne de bon résultats, c'est-h-dire désigne un arc qui
figurera de facgon définitive dans un circuit optimal, surtout pour les arcs qu
sont obtenus & un niveau assez proche de la source.

Si on désigne par variables de base, dans le deuxi®me algorithme, les p
premidres variables admises selon les critéres précédents, les applications
montrent qu'il y a un intérét certain & choisir les p+ 1, p+ 2, ....
arcssuivants avec un critére différent.

Critére de sélection N° 3

Quand on & déterminé les p variables de base on se propose de choisir
ensuite parmi les cases admissibles celle qui répondra, en plus de 1'un oun

de 1l'autre des deux premiers critéres, & la condition suivante : l'origine ou
ltextrémité de 1l'arc qu'elle représente figure déja parmi les arcs admis.

On peut justifier ce choix en disant que de toutes fagons il existe des arcs
qui partent ou arrivent sur des sommets déjh admis.

Remarque concernant le nombre p de variables de bases

I1 dépend bien entendu de la dimension du réseau sur lequel on traite le
probleéme. Il n'y a pas de régle précise pour le fixer d'autant plus que les
applications montrent que pour différentes valeurs de p , aprés un méme
temps de calcul on aboutit sur les mémes circuits sous—optimaux.

Par exemple pour le réseau ou n = 42 on obtient au méme circuit sous-optimal
pour m = 6, 8, 10, 11 pour un temps de calcul donné. Par contre, pour des

valeurs de m supérieures 2 celles de 1l'intervalle (6, 11) les sous—optimaux
obtenus aprdés le méme temps de calcul sont supérieurs, c'est-a-dire moins bons.

De méme pour les valeurs de m = 1, 2, 3, 4, 5 .

Remarque : pour m = n = 42 C =950 ~pour mE(6, 11) C = 780

Cas des matrices de coltt symétriques

La programmation de plusieurs exemples montre que, quelle que soit la méthode
de progression choisie, le fait que la matrice des coflits soit symétrique
diminue sensiblement la rapidité de convergence.

Par exemple on a programmé le cas d'un réseau ou n = 10 et la matrice non
symétrique : le nombre d'itérations nécessaires est égal a 17. b

En reprenant des

co
P el
M

olts du méme ordre de randeur, mais en rendant la matrice
des bOﬁua Syme eIl i

F oy mEmsmmatman Aalacdt AVA-A N QR
L0023 NMSCE33831Te8S TTEST CATYVC OS2,

(]
[+H)
O
E

- h
TS, 4




‘tes et la figure suivante s'explique en partie

Causes de l'augmentation du nombre d'itérations

On aboutit 2 des arborescences qui-ont 1'allure suivante :

Fﬂg 5

E (i) et E (k)

Les bornes des sous-ensemble ne sont pas trés différen—

AP

que 1'on admette 1l'arc (i, j) ou l'arc (j, i) 1le cofit supplémentaire
entrafné par-cette admission est le méme; le sous-ensemble contenant 1'arc
(i, j) et celui contenant l'arc (j, i) sont donc éguivalents.

Mais l'algorithme de LTTLE ne fait pas apparaftre ce phénomdne au niveau

de 1'arborescence étant donné que l'on considére le probléme en termes de
circuits orientés, alors que pour un graphe dont les collits sont symétriques
ltorientation est superflue.

» oo a0




Amélioration proposée

Au moment ol on admet un arc on définira les deux sous—ensembles de 1la

fagon suivante : E1(k) de la facon habituelle mais 'Ez(k) comme ne

contenant ni 1'arc admis, ni l'arc symétrique & 1l'arc admis.

Le premier bénéfice de cette opération se situe au niveau de 1'arborescence
oll le nombre de sommets diminue,le deuxiéme avantage est qu'en supprimant

deux cases nulles & la fois dans d_.(k)

ij en les mettant & 1' OO on
(k)
5 .

sugmente la borne associée &4 E

Avec le principe exposé ci-dessus l'arborescence de la figure 5 devient

{w-13)

Pour ce qui est de la programmation de cette amélioration elle est activée

ou non gréce & une carte paramétre ol une variable SYM

SYM = 0 indique que la matrice des cofits n'est pas symétrique et
"SYM = 1 indique que la matrice des cofits est symétrique et que

l'amélioration proposée est active.

L'exemple dont nous parlions avant donne

I
e}

N= 10 84 itérations avec SYM

-h

s e .
28 itérations avec SIM =




PROGRAMMATION

Implantation de l'arborescence en mémoire

Chaque sommet de 1'arbre peut &tre défini par quatre données : le numéro du
sommet peére, la borne du sous-~ensemble associé, le niveau par rapport & la

racine et le numéro du sommet fils.

Numérotation des sommets

En premier lieu la racine & laguelle on affecte le numéro 1
(k)
E2

N

Puis & 1'itération k on associe & 1l'ensemble le numéro 2k et &

1'ensemble E1(k) le numéro 2k + 1,
Cette numérotation permet de savoir & quelle itération k le sommet a &té
a,ep) @ ()
ij A ..
1J

De plus les transformations relatives & un sommet de numéro pair étant diffé-—

obtenu, c'est-a-dire de retrouver avec quelles transformations on a passé de

rentes de celles relatives & un sommet impair la parité du numéro du sommet
déterminera le type de transformations & appliquer & la matrice dij

associée,

Exemple:

soit l'arbre suivant :




miyy
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10
11
12
13
14
“15

il sera décrit sur le calculateur & l'aide de la pile suivante :

ETQN

fere  Bovne nyay L\s

0 251 0 3
1 27 1 7
1 25 1 5
3 33 § 2 0
3 29 2 15
2 31 2 0
2 27 §f 2 9
7 32 § 3 0
7 28 § 3 11
9 31 4 0
9 28 | 4 13
11 35 5 0
11 30. § 5 0
. 5 34 |3 0
5 |30 {3 0

Représentation de la transformation i ol k est le numéro de 1'itération
dans laquelle elle intervient.

Ce qu'il faut retenir quand on passe d'une matrice des colts dij(kbp)
a a, (k1)
1]
dans le tableau suivant en mémoire centrale

- ce sont les parameires de la transformation qui seront stockés

A 2 3 o S| o 7 2 5 T

ars (htecd 't

N\




Description des informations contenues dans chaque case du tableau

our une ligne donnée
g

1ére case : origine de l'arc opérant la séparation
2%me case : extrémité de 1'arc opérant la séparation

3%me case : index de base donnant le début d'une zone ol sont
répertoriées les lignes et les colonnes & modifier

4éme case : longueur de la zone dont le début est donné dans la case 3

Seme, 6ime, Téme cases : donnent les coordonnées de l'arc interdit et la
valeur du cofit actuel (au cours de 1'itération) de cet arec.

8eme case : valeur du cofit de 1'arc opposé (li’ ki)' En fait celle-ci
est superflue comme on le verra plus loin.

9¢me et 10%me cases : concernent les cas ol on ne prend pas l'arc (ki—li)

La 9&me contient le minimum sur la ligne ki et la 10dme le minimum sur

la colonne 1i

Nous avions vu dans le chapitre précédent que ces informations &taient suf-—
fisantes pour reconstituer la matricé des cofits associée & n'importe quel

sommet de l'arbre.

Description de la zone contenant les numéros des rangées 3 modifier

Précisons d'abord qu'on a choisi d'affecter d'un signe moins les colonnes
qu'on veut modifier pour les distinguer des lignes qui elles sont repérées
par leur numéro positif.

Cette zone sera pour une itération donnée un ensemble de couples (r; , v;)
ol ri sera le numéro de la ligne & modifier si T > 0 etlri l sera la

colonne & modifier si Ti_<: 0, Vi ¢étant la valeur de la modification.

Exemple:

15118 | 20 5 118136 | 11 8| 2 2 Terglion B

-10§ 1 =23 6 | -9 14 | -14 6 11 3 4 6

20 21 22 23 24 25 26 27 28 29 ) >

3 14 300 1 0 oflo 8 10§ 1 itevalion kel




Cet exemple illustre pourquoi on n'a pas choisi de répertorier les rangee.
9 modifier dans la tableau principal, dans 1'itération 'k il aurait fallt
10 places mémoires pour répertorier les rangées & modifier dans le second

il n'en faut que 2 .

Rappelons que le nombre maximal de rangées qui sont susceptibles d!&tre
modifiées est n-1 si n est la dimension du réseau; par conséquent on
aurait été obligé de dimensionner le tableau principal & (n + 8) .« nombre

d'itérations estimé.

Comme le nombre de rangées & modifier est variable selon les itérations,

on a choisi de créer une zone indexée ol on peut trouver ces informations.

Nous avons ainsi défini les é1éments nécessaires pour appliquer les trans-—

formations f afin de retrouver avant chague itération 1'état de la

matrice des cofits correspondant au sommet associé & la borne minimale.




Description de toutes les procédures intervenant dans 1'organigramme

Notons tout de suite que la plupart de ces procédures intervenant comme des
sous—-programmes elles sont utilisées sans modification quand nous

aborderons 1'organigramme du programme décrivant 1l'autre méthode de progres-—
sion dans l'arborescence.

1. Recherche de la meilleure case admissible

Une case admissible est une case du tableau des coflts Dij telle que

Djj = O . Parmi toutes les cases gui vérifient cetie relation il faudra
en choisir une pour déterminer la séparation. On choisira celle dont on
estimera lors de 1'itération qu'elle a le plus de chance d'appartenir 3
un circuit optimal.

Dans le programme décrit plus haut on a pris comme critére de choix la case
admissible pour laquelle on a

min (ij )+ min (D. maximum

)
JEL jBg

Ce critére est celui choisi par LITTLE dans son algorithme. On peut en
‘prendre d'autres comme on le verra plus loin.

Cette opération est exécutée par le sous—programme MAX GAM
2. Rangement de 1l'arc (K, L) dans 1'ensemble des .arcs admis et recherche

de l'arc pouvant créer dans les itérations suivantes des cycles interdits :
cette opération s'effectue avec le sous—programme CYCINT.

N'envisageons pas le cas trival ol 1'arc interdit est 1'arc (L,K) auquel

cas il suffit de poser DLK = 09 et considérons sur des exemples les

trois cas possibles.

fer cas
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L'ensemble des arcs admis sera représenté par une matrice & deux lignes et
N colonnes; la premidre ligne donnant les origines des arcs, la deuxitme
les extrémités.

Ainsi pour la figure I 1'état de cette matrice sera le suivant avant
1'admission de l'arc (V)

_a
E 7 14 18 8 0] 0
! 14 18 16 6 {0 0

1 2 3 4 5 6 7

Les numéros (I), (II), (III), (IV), (V) indiquent 1l'ordre d'apparition des
arcs. Le programme transforme ce tableau aprds 1'admission de 1'arc (V)
dans le suivant : °

l 14 |18 | 16 8

7
E_14 18 16 20 6

1 2 3 4 5 6 7

qui donne les coordonnées de l'arc & interdire : 20 pour 1'origine, en 1'oc~
curence et 7 pour 1l'extrémité : on stocke ces valeurs respectivement dans
les 5éme et 6tme cases de la ligne décrivant 1'itération (V) dans le tableau
des transformations; la valeur actuelle des cofits de l'arc (20, 7) étant
stockée dans la Time case.

2&me cas

4

50 e o




Etat avant 1'admission de (5-7)

11 4 6 7 14 18 | 21 0] 0 ‘ -

4 6 8 14 i8 16 20 0 0

2 3 4 - 5 6 7 8 9

aprés admission de (5-7)

11 4 6 5 7 14 18 | 21 0

4 6 81 7 14 18 16 | 20 0

1 2 3 4 5 6 7 8 9
Dans ce cas origine de 1l'arc interdit 16
. extrémité de l'arc interdit 5
Comme précédemment on stocke ces deux valeurs dans les emplacements corres-
pondants du tableau des transformations.

3tme cas

Reprenons la figure II et supposons que le neuviéme arc soit (16-11)
1'état avant 1l'admission de (16-11) est celui indiqué plus haut avec 1'admis-—
sion de (16-11) on obtient le tableau suivant g

5 71 14|18 16 11y 4 61 21

7 14 18116 11 41 6 8 1 20

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

origine de l'arc interdit pour IX : 8

extrémité de 1l'arc interdit :

Une telle opération est décrite et exécutée par le sous—programme appelé
(cYcINT).

Chaque appel de CYCINT occasionne une incrémentation du nombre d'arcs admis;
si ce nombre devient égal & n-1 on a trouvé une solution optimale et on peut
se débrancher sur la fin du programme.

En effet, pour le n terme arc du circuit il n'y a plus de choix possible
puisqu'il ne reste plus qu'une seule case admissible et il n'y a plus d'arc

by

& interdire.

Calcul des 0(1. ’ B; et de G ()

1
[ “

Est effectuf par le sous-programme appeld MINIC.
Les valeurs de D(i figurent dans la premitre ligne d'un tableau DELTA
1es{3j sur la deuxiéme ligne de ce tableau & la sortie du sous—programme

MINLC.
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Un paramdtre boolden BOOL qui est affecté dans le programme principal a
0 ou 1 indiquera si ces valeurs i et . il faut les retrancher
de suite aux lignes i et colonnes. j correspondantes (cl'est ce que fera
1e'sous-programme pour effectuer 1'opération MODIF 1) ou uniquement les

transférer dans DELTA.

(k)
&
6. ® _ L Zlf; iEI, jEJ
1 i i Jj o J

Il est clair que le calcul de s'effectuera de la fagon suivante :

Rappelons que I = ensemble des lignes non encore barrées

J = ensemble des colonnes non encore barrdes

Donc avant d'appeler le sous—programme MINLC il faut barrer les rangées
K et L
c'est-a-dire procéder a l'opération I = T - { K 1

J g-{u ]
La fagon de procéder est décrite plus loin dans les phases MARQUAGE et
DEMARQUAGE.

It

Stockage des sommets N° 2k et N° 2k+1 dans PILE

PILE (i, 4) est le tableau décrivant 1'arborescence.

Si kbP est 1'indice du bout pendant actuel on aura
PILE (2k,1) = kbp

PILE (2k+1, 1) = kbp

les deux sommets ont le méme pére.

Pour le niveau

PILE (Z,3) = PILE (2k+1,3) = PHE(HW,3)+ i
Pour les bornes

PILE (2k, 2) = PILE (kbp,'2) + Gz(k)

PILE (2k+1,2)= PILE (kbp, 2) + G1(k)

e e s o




5. Stockage des caractéristiques relatives & 1'itération k

FONC est le nom du tableau qui les contient.

FONC (k, 1) = K

FONC (k, 2) = L |

FONC (k, 3) = FONC (k-1,3) + (nbre rangées & modifier)# 2

FONC (k, 4) = nbre de rangées & modifier (= Li +Ej /0% % O,(:?;J. + o)

FONC (k, 5), FONC (k, 6), FONC (k, 7) ont déja été affectds dans le
sous—programme CYCINT.

FONC (k, 9) = min ( 4 . )
o dE-{r}
FONC (k,10) = min ( d4_ )

iET- {K} D

6. Marquage ou démarquage de la ligne kX et de la colonne 1

N

Le marquage est simulé gréce & un tableau appelé LCSUPR (pour lignes
colonnes supprimées). C'est un tableau & 2 colonnes : qui ne contient

_ que des 1 et des O et qui est régi de la facon suivante : A 1'itération
k si G2(kj < G1(k) y c'est-a-dire si on accepte l'arc (k,1), pour bar—
rer la ligne k et le colomme 1 il suffit de mettre un masque, c'est-a-—

dire faire

- {x}§
{1}

Si Gz(k) < Gfk) il faut intégrer la ligne k et la colonne 1

LCSUPR (k,1) 1 €& T
ICSUPR (1,2) = 1 &= J

Il
[
I

dans 1'ensemble des rangées non barrées en faisant

LCSUPR (k,1)
" LCSUPR (1,2)

i

I

7. On explicite modif 1 de Dij(k)

I1 suffit d'appeler le sous-programme MINLC ( ,BOOL ) o

)
sera un paramétire positionné & 1 pour que lesczi et 631 soient retran-

chées des rangées i et j correspondantes.

8. modif 2 de D..(k)
1)

De m&me que pour modif 1 il suffit d'appeler le sous—programme MAXGAM

( BOOL, ) o BOOL = 1 indique qu'il faut soustraire le minimum

sur la ligne k et le minimum sur la colonne 1 et qu'on fasse Dkl = &0




9.

10.

Recherche du bout pendant minimal dtindice kbp

Pour 1'expliquer reprenons 1l'exemple de la page 50 et supposons qu'on soit
& 1'itération 6 ; ce qui veut dire qu'on a défini les sommets 12 et 13 sur

l'arborescence et dans la pile associée.
On veut chercher le bout pendant minimal associé & la 7ime itération.

On recherche donc en commencant par le sommet 2 parmi tous les sommedts qui
n'ont pas encore de successeur, c'est-a-dire tel que PILE (LL,4) = 0,
celui qui correspond & la quantité PILE (LL,2) minimale et qui se trouve le

plus loin possible de la source.

On est assuré par ce processus de trouver un sommet qui représente un en-

semble de variables xij admises le plus grand possible.

Quand on a trouvé ce sommet dont 1'indice est représenté par la variable

KB P il faut indiquer quel sera son successeur en posant
PILE (KB P, 4) = 2 x (k+t1) + 1

c'est-a-dire dans l'exemple que nous considérons
PILE (5, 4) = 15

On effectue ensuite un test qui indiquera si on peut continuer sur la méme
branche de l'arborescence pour 1'itération suivante ou si au contraire on
est obligé de modifier la matrice actuelle des coflts Dij(k) (nom symbolique
dans le programme COUT (I,J) .

Si kbp est égal & 2k ou 2k+t1 c'est que le bout pendant minimal corf
respond au dernier ou & l'avant dernier sommet défini sur l1'arbre; on peut
par conséquent continuer par la phase de recherche de la meilleure case
admissible suivante en gardant la méme matrice des coflts (& laguelle on a
enlevé selon le cas la ligne k et la colonne 1) en incrémentant le

compteur d'itérations d' 1 E

Si kbp n'est pas égal & 2k ou 2k+1

Recherche de 1'état de 1la matrice D ii(kbp) correspondant au

sommed kbp

C'est la partie la plus intéressante du programme : celle qui évite de

conserver en mémoire toutes les matrices correspondant & des bouts pendants.

C'est dans cette partie qu'apparaft 1'opportunité de la 3ime colonne de
PILE gui donne, rappelons-le, le nombre d'arcs depuis la source (sommet 1)

au sommet considéré€.

* o0 e o
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Il s'agit de décrire dans le programme la formalisation exposée page
uand 2k et 2k+1.
q ko F b, *

7) O

ok

Sur la figure on a représenté chague sommet avec SOn muwdiu b Sul Gogis.
On suppose que l'itération actuelle est 1'itération 10, c'est-a-dire qu'on

se trouve aux sommets 21 ou 20 et que le bout pendant soit 17.

I1 s'agit dans une premidre étape de retrouver ce qu'on a appelé le point

critique : en effet on voit qu'il est inutile de remonter jusqu'a la source
b (8)
ij

pour pouvoir calculer




I1 faut donc remonter jusqu'a un certain point dans 1l'arbre :

quel est ce point (ce sommet) ? Pour cela on considére le niveau du sommet
actuel (5 sur la figure) et le niveau (ou degré) du sommet pendant (7 sur la
figure). On calcule la différence de niveau qu'on affecte dans le programme &

la variable DNIV (="2 sur 1'exemple) \

DNIV = PILE (kb , 3) - PILE (2k+1
p ou 3
’
2 x
= PIIE (17,3) - PIIE (21,3) = 2

Si_ DNIV est positif , ce qui signifie que le bout pendant minimal est "plus

loin" de la source ; on remonte DNIV fois le chafnage PERE (c'est la fonction
TT.dont on a parlé dans le chapitre précédent) a partir de kbp avec 1la

é =

séquence suivante kbp kbp

pour 11 =1 jusqu'ad DNIV faire

kbp1= PILE (kbp,

ce qui donne & la sortie de la boucle, sur 1'exemple traité

kbp 1 = 13

Puis on remonte le chafnage PERE sur les deux branches en partant pour 1'une
des branches (celle qui commence avec le sommedt kb ) du sommet kb et

pour l'autre du sommet actuel 2k ou 2k+1 jusqu'a ce qu'on trouve le premie
prédécesseur commun; ce prédécesseur sera le point critique (sur la figure ce

sera en l'occurence le sommet 5).

Si le DNIV est négatif : le bout pendant minimal est "plus preés" de la

source on remonte alors le chafnage PERE sur une longueur égale & (DNIV)
b partir du sommet 2k ou 2k+1 et 3 partir du sommet kb obtenu, on

applique la méme procédure que précédemment pour obtenir le point critique.

Le point critique étant déterminé, il faut appliquer kes formules qui permet-
tent de passer de Igjk—1 a I)ijkbp . Pour cela on dispose de deux types
d'opération : le rebroussement qui correspond & l'application d'une fonction

i et la progression qui correspond & 1l'application d'une fonction f a un
sommet déja répertorié.
Pour ces deux opérations on se sert pour la premiére du sous-programme

REBROU et pour la seconde du sous—programme PROGR.
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Le sous-—-programme REBROU
décrit 1'opération élémentaire qui doit remettre la matrice Dij(k-1) -
a 1'état DijIr (k-1) si IT (k~1) donne le numéro du sommet qui est le

pére de k-1 . Dans le cas trivial 'TI (k-1) = k-2 .

Pour cela il s'agit de savoir si k-1 est pair ou impair : en effet si k-1
est pair on sait qu'on a atteint le sommet k-1 par une opération de type

"ne passe pas par" qui correspond & un type de transformations précis de

(k-1)
ij ‘
Si k-1 est impair Dij(ky1) a été atteint par une opération du type
"passe par" & laquelle correspond aussi un type de transformations de

(1)

Dij

On teste donc en premier lieu k-1 en posant

X = (k-1) - (k-1)/2 x 2 ou / est la division entidre.
si X = 0 k-1 est pair
X = 1 k-1 est impair.
cas X = 1. opération du type "passe par" correspondant & 1'itération

N° (k-1)/2. Les paramdtres du sous-programme REBROU seront les huit premid-
res positions de FONC ((k-1) /2)..

Ces parametres sont ceux dui permettent de réadditionner aux rangées décrites
dans la zone définie par les positions 3 et 4 les valeurs qui en ont été
enlevées, de remettre 1la ligne indiquée en case 1 et la colonne indiquée en
case 2 parmi l'ensemble de rangées non encore barrées, d'extraire 1l'arc

(case 1 - case 2) de 1l'ensemble des arcs admis, de remettre l'arc interdit

& sa valeur avant 1'itération (k-1)/2 (cette valeur est contenue dans case T).

si X = 0 nous sommes en présence d'une opération du type "ne passe pas par"
On utilise les seuls paramdtres FONC (1), FONC (2), FONC (9), FONC (10) et
on effectue les trois opérations suivantes :

- on additionne la quantité contenue dans FONC (3) & tous les éléments

de la ligne FONC (1) (ceux bien entendu qui n'appartiennent pas & des
colonnes marquées)

- on additionne la quantité contenue dans FONC (10) % tous les &1éments
de la colonne indiquée dans FONC (2) (& l'exclusion des €)léments qui
appartiennent & des lignes marquées)

. et on pose D (FONC (1), FONC (2) ) = o.

*




Le sous-programme PROGR

C'est en fait un sous-programme ol on simule l'admission d'un arc ou 1'ex—
clusion d'un arc, c'est-a-dire qu'on refait toutes les opérations décrites
dens le programme principal, mais pour lesquelles il est inutile de calculer

les parametres qui figurent dans le tableau FONC.

La structure du sous-programme est la méme que celle du sous—programme

REBROU dont il est en quelque sorte 1l'inverse.

Si p est le numéro du sommet actuel et si

P
d'effectuer 1'opération D..p/2 . D..P1}2
1J ——— lJ

= fils(p) il s'agit

on pose pour cela

P, = Py o= (p/2) x 2

si P, = 1 transformation du type "passe par" qu'on a étudié dans le
programme principal : on la répdte en se servant des paramétres contenus

dans FONC ( (p1/2) )

si p, = 0 transformation du type "ne passe pas par" déji décrite

aussi dans le programme principal.

o 0 e e




Notice d'utilisation des deux programmes

I1 s'agit de voir quelle est la fagon de rentrer les donndes du réseau

en mémoire.

Remarquons tout de suite qu'elle est tout & fait identique dans les

deux programmes.

Les cofits du réseau figurent sur un fichier carte & raison de 20 données
par carte et ligne par ligne.

La premiére carte donnée, qui précéde le Ffichier carte, indique la dimen-—
sion du réseau. Elle est codée sur les quatre premiéres colonnes.

.

Image de la configuration
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T 65 =
= IMPLICIT INTEGAIR (A=7) )
3 NDTAENSTIOY  GAUT(50950) sLCSUPR (50142) o DELTA(5042) «PILF (2000 4) -

DIMEMSION FOMC(200610) oCCLIN{Z2930)+CCLINLI(2330) ¢DERORI(20D)
C LECTUSE DES DONNFES
HEAD(Ke10g) v
100 FHQW\T(I+)
ITE(Aslus)
104 Fow4AT(*1'°1ﬂx.'JIWtN>IOM UU GRAPHE Y+ I14)
DO 15 I=1+1
15 READ(3«101) (COUT(Ted) s d=1a1)
101 FORM2T (24[3)
DO 17 I=1en
NO 12 Jd=1s2
18 LCSUPR(IeJ) =N
CAUT(T141)=2000000
17 CONTINUE
OPTI=20060000
LLAnT=~1
MIV=]
KHP=]
KNIV=0
PILE(MIVe]l)=n
PILE(NIVa3)=0
MINO=2000909
MITIALISATION CALCUL DE LA BORNE MINORANTE ABSOLUE
DO 19 Li=1len . S
DD 20 KK=14n
20 MINO=MINI (MINOsCOUT(LLeKK))
BZERO=5ZER0+“INO
D0 21 KK=1ls™
21 COUTULL <RI =COUT(LLsKK) =#I N0
AINO=2000900
1@ CONTINJE
DO 22 x*K=1yu
D0 24 LL=1eN
24 MINO=MINI(MINOWCOUT(LL e XK))
B7ZERD=3ZERD+~ IND >
D) 25 LL=1ed
25 COUTHILL s ns) =COUT (LL s KK) = IND
MIMO=2000000
) 22 COMTINJE
PILE(MNIVeZ2)=m75RD
23 IF(udIVendm(=~1))GD TO 224
CCLINI(L sk UIV+1)=COLIM(2sKiNIV)
CCLINI(2sKNIV+1)=CCLIN(Is1)
K=CCLIN(Z2eRKNTV)
L=CCLIN(1s1)
TV =H
MBIT=NSIT+]
FDRCIN=ITH) =COUT (LK)
50 TO 335
Za sl T =+
! C RECHERCHE DE LA “EILLEURE CASE ADMISSISLE
‘ CALL #aXLAM(COUT e LCSUPR eNnsk sl 0 3BA MKy "!L!K\JIVo CLIN«FONCNBITR1,
#DELTas IND)
1z=IND
IF(K1eED.0)Tun=1
TRMK1eTiial) I =y
111 722uT(Sae30T6/)
C COMSTRUCTION e L 1ARS0RESCENCE ET JE LA FONCTION F
335 FONC{RIT«1) =K
FONCINIIT2) =1
NIV=MNTIV+1
PILE (HiIvVasl) =wap
| PILEANTIVs #) =RTLF(K3Ps2) +83AR
j PILE(NT Ve 3) =P TLE(K3Pg3)+]
NIV=iTy+

o
—

f\n

J




FLLE (N Y s ) ) =K.
PILE(NMIVeZ) =R ILE (K3P42) +5]
SILE(MIVe3) =T LE(KAPs3) +1
PILE(K3Psu) =TV

IF ((RKBP~ (KPP /2)%2) 4FQR,0)60 TO 959
DILA(K=P=1e4)=0 .
959 IF(KNIVeiwe )50 TO 223
FONC AT Ted) =g
Pn"‘jC('J%ITQl{J)_"L
Kap=NTy
FONCINAITs 3) =0
FONC(n3ITs4)=LLANT
IF(R1.EQ.0)60 TO 23
LL= .
C DEFINITION DE LA ZONZ CONTENANT LES VALEURS DES ALPHA ET S8£TA
DO 125 KK=14s7
, IF(DELTA(KK«1)-EQ.D)G0 TO 1254
LL=LL+]
DESORD(LLANT+2%L L) =xKK
DEBORD (LLANT+2%LL+1)=0FLTA(KKs 1)
126 IF(DELTA(KKS2)572.0)60 TO 125
! LL=LL+1
DEBORD (LLANT+2%L L) =~KK
: DEBOPD (LLANT+2%LL+1)=0DELTA (KK 2)
‘ 125 CONTINUE
1 FONC(N3ITe3) =L
FOMC (M3 ITe4) =LLANT
LUANT=LLANT+24LL
IF(PILEZ(NIVsZ) oLT.0PTIIGO TO 23
C PECHERCHE DU 30JT PENDANT vINI“aL LE PLUS LOIN DE LA SOURCS
934 DO 935 LL=FeMIV
IF(PILE(NIV=[1L+2+2) .6E,0PTI)GO TO 935
IF(PILE(NIV=L+244) «N=,0)50 TO 935
14DI1C=)
KR3Rl=NIv-LL+2
935 CANTINUE

€ RECHEZCHE DU CHEMIN MENANT DU SOMMET AFTUEL AY SOMMET PENDANT
IF(INDIC.cDe) 50 TO 33
INDIC=0

934 K4P=xKRD]
DMIV=PILE (IVe3) =PILE(<3Pe3)+}
MABTT=N3IT=0r1vV+]

Kl=K3# -
40 TF((PILz (Kl 1)—(JILr( 141)/72)%2) ,£2.0)60 TO 39
N=T=X1/2 .
GO T 41
36 KI=PILE(K1le1)
G0 TO 4n
41 LLANT~—UJp(JDT9L)
K1=011v
20 938 Lv=l.ndNIV
M3T=x1rs2
K2=RILZ (K151}
CALL RESKROU(COUT «LCSUPIeNsFOMNCIKI s CCLIMsXKNIVeDERORID)

932 Kl=x2

NTv= K@+l

CALL PROGRICOUTILCSUPRIN<K=P o FINC)

"D YO 23

OPTI=PILE (T va?)

DG4S XK= e

CCLIMI(1o)K)=CCLTN(]sKK)

N
N
W

939 CCLINI(2+KK)=CCLIN(?+KX)
HRITE (A 107) 5TLE (NTY42)
107 FORUMAT(104s//10X COUT INTERWEDIATIRE OPTIMALSY «214)
HARTITE(A50109)
109 FORMAT (15K //VEHSEMRLE DES ARCS AD4IS A CE NIVEAU®/)
waT:b(F;l)n)(PLLL)}lls<K s KK=] o)

R I




ﬂT 104

33
108

1190

39

37
15
38

FORAaT (10X e&0T3)

50 TO 934 :

ARTTE (hel 1) T

FORMAT(RZK////10Xe ¥COUT FINAGL ORTIMAL'HIS)

WRITE(59110)

FORFAT (10X / /10X 'CORRESOONDANT A CIRCUIT HAMILTANTIEN SJIVANT /

ARITE(He16) (CTLTNL(2eKK) o KK=1 0y}
STNP
ErD

c CALCUL DE La MATRICE DA(FILS(K))

CALPHA=D(Fle])

C SOUIS PRO- 9414F DE CALCUL DE La MATRICE D(PERE(K))

FOTTZ(S9105) (CCLTINT(19KK) 9xK=1 M)

SUSRIOUTINE DRNGR(2eReCeFeD)
DIMENSION A(350s00) 983 (5032)«0(200+10)
TAPLICIT INTHEGER (A=Z)

Fl=Fr2 )

BETA=N(F12) )
DD 1 K<=1+C

IF(8(KL9l) +HFL )50 TO 1
A(KK9BETA)=A(KK3ETA)=D(F1a10)
COMTINUE

0N 2 XK=1,C

IF(R(KKs2) .15 0)G0 TO 2
ACALPHAsKR) =4 (ALPHASKK) =D (F1s73)
CONTINUE

E(ALPHASSETA)=2006000

RETURN

EnD

SURRQUTINEG RERSQU(A L93eCeDeFeCCLeNIVALIIDER)
TMAPLICIT INTFEGER (4=7)
DIMENSION 4(709%O)§H(50t7)9”(&00910)~CCL(8;ﬁ0)qDFQ(?DQ)
rl=Frs2

R=fF=fF]l%p

IF(RaEN.0)GY TO 1
ALPHA=D(F141)

RETA=0(F1«2)

C1=D(F143)

BAS=N(Flea)

IF(CI«FEQ.D)BN TO 38

00 35 LL=1+C1

TF(DES(Bas+24L1L) oLT.0)5B0 TO 39
I:OEB(%QS*E*LL)

DO 36 KK=1+C

IF(3(KKe) oNFL 0350 TO 356
H(I!Kh)=ﬂ‘lsﬁK)’JEH(BAS*Z*LL*l)
CONTINUE .

G0 TO 3%

JEIAISIDER(IAS+25 L))

DO 37 XKK=1+C

IF (R (K1) 5. 8)30 TO 37
Q(KKvJ)=ﬂ(&KgJ)+J€%(9AS+2*LL*1)
T T s

TT\\J'"

(D(F1en) eEGaeN)30 TO 13
T(F 1 e)

JED(F L)

E(Ted)=0(F1e7)

DIFles)=y

D(FLlsé) =0

PNAETY _ 7 e

ALY
Can
IF
T =i




3 LD Jr v VAN~ @« | v&E.J .
E%Fr TF ((ALPHA W NE ¢ CCL {1 eKK) ) « AND o (BETAGNELCCL(2sKK)))IGO TO 49
<1l=
DD 50 LL=A1le%IVay
CCL(lelLL)=CCLleLL+1)
50 CCL(2.LLY=CCL(2sLL+1)
NIVAd=NTIvay=-)]
5 TO 59
¢ 49 CONTIMUE
59 R(ALPHAs1) =0
I(RETH2) =)
A(RETALALPHA) =D (Fler)
GO TO 11
: 1 ALPHA=D(Flael)
HETA=D(F1+2)
IF(D(F1s10).F0Q.0)60 TO 10
DI A KK=1,C
IF(R(KKel) e NFL0)S30D TO 8
A(KKeBETA)=A(KKs3ETA)+D(F1a 10)
& COMNTINUE
10 IF(D(FLe9) aF0,0)530 TO 501
D 9 KK=1aC
IF(R(KKs2) o ME.D)30 TO 9
. ACALPHA KK ) =A (ALOHAGKK) +D (F1s9)
9 CONTINUE
, 501 A(ALPHASBFTA) =D
A(RETAGALPHA)=D(F1aR)
11 RETURN
ED

c SUUS PROSZ2AME DETERMIMANT LP4RC INTERDIT  £T GERANT LES 20TIONS 1
SURROUTIHE CYCINM(INIGLeIMD2eFCTsTARsWN3RITeNIVOsLOSTeR0OL3) = CiRLVLT
TYPLICIT INTEGER (4A-7)

DIAENSION Tal(2e50) sFCT(200410)sCOST(50950)
NIVO=NIVO+]

TAB{(lsNIVI)=INMDY

TAR(29NIv)) =102

IF(NIVO.SG.1)60 TO 153

HIVOL=NIVO-1

! N0 25 KK=1snuTVvO1

| IF(TAEB(LsHdIVN) eMETARB(2¢xXK))IBO TO 15

| K1=KK+1

' LARC=1

! LARC1=2

' IF((NIVO-X1)E2.0)60 TO 37

! 2=TAS(1ex])

P=TAad{2ex1)
TaB(leK1)=TAR(1sMIVD)
TAB(Zs<1)=TAG(2sMIVD)
HIVOZ=wIvo=<i~1
DD 1h LL=LeMTVOR
an(lcva)—LL+1)-TA8(19WIVO LL)
14 Tnk<aau1v;—LL+1)~TAj(2,NIvo L),
TaB8{lexXl+i)=2

TaB(2s%1+]1)=¢
S50 TOD Y7
TEATA3(249IVNY e 4T T {1axK)IBZD TO 25
K2=K«
R=TAR(]1sK2)
P=TAB(2eX2)
TaB(1X2)=TAS(14NIVN)
TAR(24K2)=TaG(2e 4TV0)
IF(INIVO=<2) oFR.1)560 TO 11%
MIVO2=NIvI~Kp-1
NN 26 1Ti =) et up

)
w




PR (leNIVusLL+1)=TAard (1 eNIVO~-LL)
249 TAH(2eNIVI-LL+1)=Tas(2+NIVO~LL)
118 Tad{le<P+1)=2
TAB(2e¢<2+1) =0
5D TO 1¢9©
25 CONTINUE
50 TO 193
17 LarCl=2
IF(KleZ0:2)G0 TO 59
57 X3z=K1=7
D3 5% LL=1eX<
TF(TAR {11 =LL) e VETAB(2+xX1~LL=1))6G) TO 509
LARCI=LARC1+]
58 COMTINUE
59 IX1=TA3(2.¥1)
IY1I=TA3{lex1l-LARC1+1)
IF (Dl 3e2wa1)50D TO A3
FCTINBRIIT«9)=Ix1
FCT(NnRITan)=1IY1
FCT(NBRIT 7)=COST(IX1s1IY1)"
63 K5=K1+]
| K3=0
| 00 27 LL=KX%aNTVO -
TFATAB(1-LL) MNMETAB(2:K1))5B0 TO 27
| K3=LL
G T) 229
27 CONTINUE
| IF(K3.,0Q.0)GN TO 18
229 DU 29 LL=<K30IVD]
IF(TAB(2sLL) oNETAB(1eLL+1))GO TO 30
LARC=LARC+1
29 CONTINJE
' 30 K3=K3-<1-1
IF((K3-K1)+E2.,1)350 TO 302
. DD 300 LL=1lex=S
[ R=TAS(1eX3~LL)
P=TAS{(2+<3-LL)
D3 301 KK=1+_ARC
TAB(1eX3-LL+Wx=1)1=TAB(]s<3-LL+KXK) -
301 TAB(Z2¢X3-LL+xr=1)=TAB(2s<X3=-LL+XK)
TAB(1e<3+La2C~LL)=R
370 Ta3{(2:<3+LAlCc=-LL) =0
332 T14=TaR(2«K1+44°C)
IY=TAR(1exX1=~ ARC1+1)
IF(A0L 341050 TO 183
FCTINERITeS) =]
FCT(MoRlisn)=1Y
FOCT(MR2ITe7)=COST(IX1Y)
188 IF(NIVI.fD.30L3)30 Ty 183
COSTOIXeIY)=2000900

0 TO 153
19 IY1=Tas(laX2)
LARC=?

DO 89 LL=2eNTVO .
IF(TAB(ZoR24LL~1) oNETEB(1oK2+LL)IGD TO 119
39 LARC=LARC+]
119 IX1I=TAa3(2¢K2+LARC~1)
IF(ROL3.72.1)50 TN 339 &
FCTINRRIT5)=1x1

339
o N\ T V)

IF(TAR(1eXP) o M7 o TAB(2sLL)IBO TO 39

IF (K420, 02)680 TO 14

AN Y




KoamR&G&=K 2= 1+ +]
DD 159 Li=1ex5
IFA{Torn(leka=LL+]) aME o TAB{(Z2ZeRg=LL)YIGD TO 161
139 LARCI=LA2C1l+1]
1A1 DO 142 Liu=1sLA2RCY
R=TLRI(19K2)
P=Ta3(2¢12)
TaB(1sX2)=TA%(]e%x4)
TAB(2sK2)=TAax(24x4)
KS=K&=K2~1
DD 143 KK=14%5
TAB(1eK4~KK+1)=TAB(] ¢sK4~KK)
163 Tad(2eK4=-KK+1)=TAR(P e K4 =XK)
Tad(lex2+1) =R
142 Tal{2¢<2+1) =D
IX=TAB (2 K2+ ARCI+LARC~1)
IY=Tas (1+5K2)
IF(H0L3.241)30 TO 182
11=5
FCT(#inRITeIl)=1IX
FOT (R ITell+1)=T1Y
FCTUNBRITeI1+2)=COST(IXs1Y)
182 IF(HIVOWF de*L3)G0 TO 153
‘ COST(IXeIY)=2000000
GO TH 153
18 IF(NIVD.NEZHDL3)COST(IX1sIY1)=2000000
153 RETURY
EMD

O RETIRE Un AXC ADMIS -4 UNE ITERATION FUELCONQUE
SURROUTING ENLEVAINDSCCLI«NIVA)
INTEGE? INDse (ol il 10N ¢
DIMENSION CCLI(245D)

DO 14 <K=1sNTVA
IF(CCLI(1erkK) JMELINDIGO TO 14
LL=¢X
D0 135 ¥M=LLeNIVa
COLI(LlaM) =COLI (] 9M2+1)
15 COLI(2¢MM)=CCLI(2emM+])
MIVA=SNIVA-]
G TO 1A
14 COMTINUE
16 RETUIN
END




C RECHERCHE D2 L METLLEURE CASE ADMISSI3LE
SURADUTING MEXGAW(AqﬁvﬂlsKI9K2sPoWK19”(29MIV09CCL909F19q2v95%419
TN .
[H42LICTIT INTFGER (A=2)
DIAENSTION A(-:)Oo')())9"(3092)9(,(31_(29")0)9@1\4111(5097)-D(?0091’))
NTIMENSION GAVNALI(SGe2) .
LAMBDA==2000000
Pz
B21=2000000
153a4%1=2000000
I13aM2=20000600
20 11 I=1s41
IC(D(Inl).Nr,ﬂ)GD TO 11
N0 21 J=1.e41
IF(B(Js2) e NEL0)GO TO 21
! IF(A{IsJ)aME,0)G0 TO 21
| IF(NIVDLT9)YB0 TO 19
DO 20 KKX=ls iTVD
IF(JedZoCCLIT1KK)IGD THO 20
. GO TO 19
20 COMNTINUE
50 TO0 21
12 53 31 <=1}
ITF (R (Ke2) e MF o N) e 0RW (KaEQed)) G0 TO 31
IGAMI=MIND(A(T«eK) s IGAM]L)
31 COMTINUE
| 20 41 X=1s'11
| IFE(2(K91) eNFE o) e ORe (KeENRaI)) 50 TO 41
I1GAM2=MIN)(A(Ked)sIGAaM2) .
41 CONTINJE -
C=1GAMI+ T34 42

RET=A(Je1I)
AldeI)=2000000
IJDIC—11 1
Call CYCT4(TeJsDeCCLeF1aNIVOsA«INDIC)
INT=2000020
DO 34 JI1=14e11-
GavHMA(TITel) =
34 3AMiA(IIel)=n
Q7=0
5O 1 II=la11
IF(8(IIsl)™FE0)530 TO 1
DD 2 JJd=1le+~]
IF(B{JJs2) «®E,0)50 TO 2 -
TAT=vINO(a(TTadd) eTnT)
2 CONTINUE
A A (T Ll ) =INT
N2 3 K=1lsi2l
TFI{He?)ammo0)YGD TO 3
A(IT«R)=A(ITWK)=5AMMA{]ITo1)
CONTINUE ’
R7Z=n37+INT
T:T=20000u0
1 CONTINUE
N 4 Jd=1e 4l
IF(={(Jde2) 455 ,0)50 TO 4
G % II=len)
IF(u(Ilel) ediF,03530 TO 5
INT=4INO(a(TTeJJ) o INT)

[y

5 OUTINUE
SAMIAAC)ds 2) =TT
“Z—wZ+I'F '
TiT=2000000

4 CONTINUE




50
49

JI=D(Flen)
A(TUedI)=2(FT147)
DIFles)=0

N(Flen)=0

D(Fle7)=0
TE(37e5Te=Z21)06D TO 22
IF(RZ.E0."2)1)G0 TO 222
IZ21=RZ

DD 81 KK=1aM]
GAYMAL(KKel)=2AaMIA(KKel)
GAMAL (KK 32) =3AMMA (KK 4 2)
Kl=l

K2=J

MRK1I=IGaM]

Hz=1Gaz

LAMBD =P ~47

30 TO 22

IF((P=37) 67.1.84M3DA4)G0 TO
I154v1=2009000
1384222000001

CONTINUE

COMTINUE
D(Flen)=a(xK2¢K1)
A(K2sK1)=2000000
INDIC=41~1

CALL CYCIN(K1axK29DeCCLIF1oNIVOsAsINDIC)
2(K1lsl)=1

2(K2e2)=1

DO 49 KK=1eM]

IF(2(KK92) oaME,0)50 TO 49

DO 30 iM=14M]

IF(E(LMel) o7 ,0)5%0 TO 350
A(LMyKC) A (LM KK) =BAMAT (KK 2)
CONTINJE

CONTINUC

DO 59 KK=]1sM]

IF(3(KKs1)™MF,0)50 TO 59

N0 53 Lk=leM] ’

TF(A(L%s2) aNT,0)30 TO 50

(WK elL ) =u (KK ebLM)=G2aMAL (KKs 1)
CONTINJE

COMTINJYE

P=LAM3)A+371]

R37=32Z1

RETUPHN

ED

J
N
W




DIMENSION DU GRAPHE 16

COUT INTERMEDIAIRE OPTIMAL 88

CIRCUIT HAMILTONIEN SOUS- OPTIMAL
3 2 9 8 4 1 5 6 72140
2 9 8 4 1 S5 6 7 10 3

- COUT INTERMEDIAIRE OPTIMAL 85

CIRCUIT HAMILTONIEN SOUS- OPTIMAL
4 8 310 7 1 5 6 2 9
B 310 7 1 5 6 2 9 4

COUT FINAL OPTIMAL 85

CORRESPONDANT AU CIRCUIT HAMILTONIEN SUIVANT

DIMENSION DU GRAPHE 20
COUT INTERMEDIAIRE OPTIMAL 458

CIRCUIT HAMILTONIEN SOUS= OPTIMAL
515 16 1 7 10 3 12 11 8 2 18 20 4 6 17 14 13 19
15 16 1 710 31211 8 21820 4 6 17 14 13 19 9
COUT FINAL OPTIMAL 458

CORRESPONDANT AU CIRCUIT HAMILTONIEN SUIVANT

51516 1 7 10 312 11 8 218 20 4 6 17 14 13 19
116 1 7 10 3 12 11 8 218 290 4 o 17 14 13 19 9

5




C . PROGRAMME PRINCIPAL DANS LE PREMIER ALGORITHME
IMPLICIT INTEGER (A-7) =1 '
DIMENSTION FONC(1000s10)sAVANC(60) sCCLIN(2943) s FONC '
DIMENSION DESORD(4000) ' - ’ ’ ¢ L 0 2)
DIMENSION COUT(43943) yLCSUPR(4342) sDELTA(4342) 4P g 4

. C LECTURE DES DONNEES e PENSILLE 20004 )
READ(545100)

100 FORMAT (I4)
DO 15 I=1,n
15 READ(S;IOI)(COUT(I;J)9J=19N)

101 FORMAT (2413)
DO 17 I=1law
17 COUT(I,1)=2000000
C LLANT==1
NIV=1
KBpP=1
KNIV=0
SYM=1
PILE(NIVsl)=0
PILE(NIVs3)=0
BOL2=N-1
BOOL=0
CALL MINLC(CNUT+LCSUPRsNsBZERO+BOOLsDELTA)
PILE(NIVe2)=RZERD
DO 16 I=1laW
16 WRITE(59102) (COUT(IeJ) sJ=14N)
c TEST DE FInN DE L' ALGORITHME
23 IF(KNIV.NE.{(N=1))GO TO 223
CCLIN(LsKiNIV+])=CCLIN(R2sKNIV)
CCLIN(29KNIV+1)=CCLINC(ls1)
KNIV=N
G0 TO 33
223 IF(NBIT.GT.900)G0 TO 33
224 800L=1
C  RECHERCHE DE LA MEILLEURE CASE ADMISSISBLE
CALL MAXSAM(COUT oLCSUPRsN9KsL 93BAReBOOL s MK eML)
LCSUPR(Ke1) =1
LCSUPR(Ls2)=)
NBIT=N3IT+1
FONC(N3ITy8)=COUT (LK)
FONCIN3ITs1)=K
FONC(NBITs2) =L
COUT(LsK)=2000000
0 GESTION DES PORTIONS DE CIRCUITS ADMISES ET RECHERCHE DE L'ARC IN
CALL CYCIN(KsL9sFONCsCCLINONBIT,KNIVsCOUTsROL2)
CALL MINLC(COUTsLCSUPRsNsB1+sROOLsDELTA)
IF(Rl.GEL0)GD TO 999
WRITE(H9150)NRIT
150 FORMAT(10X9%81 GT 0'913)

J 099 NIV=NTIV+]
P PILE(NIVsl)=KBP 4
i IF((SYMaNEel) e OR, (FONC(NSIT98) (NELO))GO TO 333
- BSAR=B3AR+UELTA(Le1)+DELTA(Ks2)
333 PILE(NIVs2)=RPILE(KBPs2) +88BAR
PILE(NIVe3)=PILE(KAP¢3)+]
NIV=NIV+1 :
PILE(NIVsl) =xuP
PILE(NIVe2) =PILE(KBPs2)+81
PILE(NIVe ) =PILE(KHP¢3)+1]
FONCIN3ITe9)=DELTA(L])
FONCIN3ITa10)=DELTA(Ks2)
IF( (BBAHo‘]EoO).OQ. (&%1.\15.0))(50 TO 123
C MARQUAGE DE La LIGNE K ET D& (A COLONNE L
124 LCSUPR(Ksl) =1
LCSUPR(Ls2) =1




E C CONSTRUCTION ‘OE LYAR3ORESCENCE ET DE LA FONCTION F
FONC(NBITs3) =0

FONCL(NRITe1)=mMK
FONCI (NBITe2) =ML
PILE(K3Ps4g)=NIV
KBP=NIV
GO TO 23 -
123 IF(B1.EQ.0)G0 TO 12s&
IF(BBAR=-31)19¢21421
19 PILE(K3Ps&4)=nIV=-]
LCSUPR(Ks1) =n
LCSUPR(Le2) =0
300L=0
COUT(LsK)=FONC(N3IT+8)
CALL MAXGAM(COUT LCSUPRIN9IKsLLsBBARBD0L s MK ML)
IF((SYY.NE, l).OR.((UELTA(L 1)+DELTA(Kya)).NE 0))GO TO 997
DO 144 KK=1N
IF(LCSUPKI(KKs1) «NEL0O)GO TO 144
COUT (KK oK) =COUT (KKK} =DELTA(Ks2)
144 CONTINUE
DO 145 KK=14N
IF(LCSUPR(KK+2) +NEL0) GO TO 145
COUT (L sKK)=COUT (L +KK)=DELTA(L1)
145 COMNTINUE
COUT (L+X)=2000000
997 BORNE=PILE(NIV=142)
NIV1=NIV-1
DO 141 KK=1sKNIV
IF(KeNELCCLIN(I9KK))IGO TO 141
K1=KK
DO 142 LL=K1+KNIV
CCLIN(1+LL)=CCLINCYsLL+*]1)
142 CCLIN(2sLL)=CCLIN(Z2sLL+1)
. KNIV=KNIV=1
GO TO 115
141 CONTINUE
2 PILE(K3Pe4)=NIV
SORNE=PILE (NIVs2)
8330L=0
CALL MINLC(COUTSLCSUPRsNeB1+B00LsDELTA)
NIVI=NIV .
115 LL=0
DO 125 KK=1eN
IF(DELTA(KKs1) .EQ.0)G0 TO 126
LL=LL+1
DEBORD (LLANT+2#L L) =KK
DEBORD(LLMNT+2*LL+1)—DELTA(KK,l)
GO 70 125
126 IF(DELTA(KKs2) .EQ2.0)G0 TO 125
LL=LL+1
DEBORD (LLANT+2%LL) =-KK
DEBORD (LLANT+2%LL+1)=NELTA (KKs2)
CONTINUL
FONC{(NRITs3)=LL
FONC(N3ITs4)=LLANT
LUANT=LLANT+2 %L
IF(LLANT«GE.4000)WRITE(65169)
180 FORMAT(10Xe*ATTENTION LA BORNE SUPERIEURE ODE DEBORD EST 3T 4000
165 FONCL(NBITel)=MK

FOMCI(NSITs2) =40

C-RECHERCHE DU BOUT PENDANT MINIMAL
DO 116 KK=2sMIV
IF(PILE(KKs4) NE.Q)GO TO 116
IF(PILE(KKS2) s GT,BORNEIGO TO 116
KEP=KK -
BORNE=PILE(K&Pe2)

116 CONTINUE

[
r
i




Ei C RECHERCHE DsJ CHEMIN ALLANT DU SOMMET AaCTutL AU BOUT PENDANT

e

199

196

96

200

198

299
298
297

250

33
133

102

IF((KRPLEQaNTV) « ORe (KBP,EQ. (NIV=1)))50 TO 23
IF(PILE(KAP93) e LESPILE(NIVS3))G0 TO 193
DNIV=PILE(KSP«3)=-PILE(NIVs3)

K&P1=K3P

AVANC (1) =Kki3P1

DO 199 KK=1sNNIV

KEP1=PILE(KRDP1s1)

AVANC (KK+1) =KBP1

LL=DNIV+1

K1=PILE(K%91a1)

K2=PILE(NIV1el)

CALL REBROU(COUTsLCSUPRINyFONCFONCL1eNIV]1IsCCLINIKNIVsDERIRDsSYY
IF(K1.EQeK2)G0O TO 96

AVANC(LL+1) =K1

LL=LL+1

KBP1=K1

NIV1I=K2

GO TO 196

PILE (K1s4)=AVANC(LL)

DO 200 KK=1lsLL

K1=AVANC (LL=-KK+1)

CALL PROGR(COUTsLCSUPRINsFONCsFONC19K1sCCLINSKNIVeDEIORDeSYM)
GO TO 23

LL=0

DNIV=PILE(NIye+3)~-PILE(KBPs3)

K8P1=NIV1

IF(DNIV.EN.D)GDO TO 298

DO 299 KK=1aDNTIV

‘K1=PILE(K&P1,1)

CALL REBROU(COUTSLCSUPRyNsFONCIFONCLlsKBP1sCCLINSKNIVsDEBORDSYM
KBP1=K1

K3P2=K3pP

KI=PILE(Ks®P1ls1)

K2=PILE(K3P2,1)

LL=LL+1

AVANC (LL) =KBP2

CALL REBROU(COUT4LCSUPReNgFONCsFONCLsKBP1sCCLINIKNIVsDEBIRDSYM
IF(KLl«eEQeK2)G0O TO 197

K5P1=Kl1

Kap2=K2

GO TO 297

PILE(K1s4)=avVANC(LL)

DO 250 KK=1sLL

K1=AVANC(LL=-xK+1)

CALL PROGR(COUT9LCSUPRsN+FONCsFONC19K1sCCLINIKNIVDE3QORDISYM)
GO TO 23

WRITE(S59133INSITePILE(NIVsZ)

FORMAT(10Xs "NBRE D' ITERATIONS'sI3s'OPTIMUMY$13)

WRITE(59102) (CCLIN(LKK) ¢KK=19&KNIV)
ARITE(59102) (CCLIN(29y<K) yKK=19KNIV)
FORMAT (4X94213/)

STOP

END




SION DU RESEAU 20
BORNE MINORANTE ABSOLUE 429

NO¥BRE D'ITERATIONS NECESSAIRES 30
POUR ARRIVER SUR L'OPTIH4uM SUIVANT 440

CIRCUIT HAMILTONIEN OPTIMAL ASSOCIE
413 1% 911 8 2121815 510 316 1} 7 20 4 6 17
319 611 & 212 1815 5 10 316 1 7 20 4 6 17 14

SION DU RESEAU 10

4

BORNE MINORANTE A8SOLUE 75

NOVBRE D'ITERATIONS NECESSAIRES 28
POUR ARRTIVER SUR L10PTIMUM SUIVANT 85

CIRCUIT HAMILTONIEN OPTIMAL ASSOCIE
4 8 2 6 5 1 710 3 9
8 2 6 5 1 716 3 3 4
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