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INTRODUCTION

Il y a quelques décennies, des résultats algébriques furent établis

pour automatiser les preuves en logique équationnelle. Church [8] , Evans

[14] sont A l’origine de ce qui devait devenir une des théories les plus

efficaces actuellement pour réaliser des preuves automatiques de théoreémes,

et fournir une aide a la spécification de programmes: la réécriture.

Le probléme essentiel en logique équationnelle est le probléme du mot,

qui. consiste a prouver ou réfuter une égalité tists dans un contexte

axiomatique donné E, les axiomes étant eux aussi sous forme d’égalités. La

méthode classique de preuve consiste a déduire le théoréme ty=t. des

axiomes, a l’aide des égalités axiomatiques: c’est la méthode de remplace-

ment des égaux par des égaux. Cette méthode, classiquement utilisée par le

mathématicien, a déja été automatisée. Mais elle est inefficace, car elle

nécessite de nombreux retours en arriére sur les choix d’égalités: elle est

indéterministe.

L’idée de la réécriture est de limiter les choix de remplacement

d’égaux par des égaux, jusqu’a rendre le processus déterministe. Elle con-

siste, sur l’algébre des termes du premier ordre, a orienter les axiomes,

notés sous la forme az=b, en équations a sens unilatéral ou régles de

réécriture, notées ab.

Cette contrainte d’orientation constitue cependant un appauvrissement

de l’ensemble d’axiomes initial. A la fin des années 1960, Knuth et Bendix

proposérent une procédure qui consiste justement a enrichir 1’ensemble des



régles issues des axiomes, en ajoutant de nouvelles régles, afin d’obtenir

un systéme de régles de réécriture équivalent a l’ensemble d’axiomes, c’est

a dire ayant la méme puissance de déduction [27].

Le processus de remplacement d’égaux par des égaux disparaissant au

profit du processus de réécriture, il semble légitime d’exiger que ce der-

nier soit déterministe, c’est A dire que le résultat de la réécriture d’un

terme t ne dépende pas du chemin de réécriture suivi. Cette

caractéristique se traduit par une propriété intrinséque du systéme de

réécriture: la confluence du systéme.

De plus, le processus de réécriture a partir d’un terme t doit étre

fini, ce qui est aussi traduisible par une propriété du systéme de

réécriture: la terminaison ou noethérianité. La derniére forme réécrite

d’un terme t est alors dite forme normale de t. Si le systéme est con-

fluent, la forme normale de t est unique. La procédure de Knuth et Bendix

fournit en effet, lorsqu’elle se termine avec succés, un systéme confluent

et noethérien, a partir d’un ensemble d’axiomes.

Le test de validité d’une équation t st, dans une théorie

équationnelle donnée E se fait alors par normalisation. Il consiste a

rééciire les termes ty et th avec le systéme de réécriture équivalent aux

axiomes de £, jusqu’A ne plus pouvoir appliquer de régle. La propriété de

Church et Rosser exprime que si t =t, est valide dans E, alors il existe un

t tel que t, et t se réécrivent ent. Pour un systéme confluent et
1 2

noethérien, le théoréme t,=t, est valide dans E si et seulement si les

formes normales tt et t,4 de th et ty sont égales. L’algorithme de Knuth

et Bendix constitue donc une procédure de décision pour le probléme du mot



dans les théories équationnelles (Entscheidungsproblem).

Il est important de noter que la confluence est une propriété globale

du systéme, décrite par l’interaction des régles entre elles. Dans les

années 1940, Newman a établi que pour un systéme de réécriture noethérien,

la confluence équivalait A une propriété aisément vérifiable sur le

systéme: la confluence locale [32]. Pour tester cette nouvelle propriété,

on introduit la notion de paire critique, qui traduit qu’un membre gauche

de régle peut se réécrire a l’aide d’une autre regle du systeme. On voit

ici apparaitre le double intérét de la propriété de terminaison, devant a

la fois interdire un processus infini de réécriture et permettre la preuve

de confluence.

Pour la preuve de noethérianité, 1’outil le plus usuellement employé

est la notion d’ordre noethérien sur les termes, incluant la relation de

réécriture. Moyennant certaines propriétés d’un tel ordre, on pourra

garantir qu’un systeme est noethérien si, pour chaque régle, le membre

gauche est supérieur au membre droit.

La terminaison étant un probléme indécidable, il n’existe pas

d’algorithme universel, ni méme d’ordre général sur les termes permettant

de prouver la noethérianité des systémes de réécriture. On peut en = con~

trepartie développer des outils de preuve dans des cas particuliers et des

contextes précis de la réécriture.

L’objet de cette thése est de développer un ordre permettant la preuve

de terminaison dans certains cas de réécriture équationnelle associative

commutative.



La notion de réécriture équationnelle est née du fait que certaines

équations ne doivent pas étre orientées en régles, faute de quoi le systéme

devient obligatoirement non noethérien. C’est le cas pour 1l’axiome de com-

mutativité qui, s’il est orienté en x+y — y+x, engendre la réécriture

infinie x+y —> y+x 7 x+y ... Le moyen de traiter de tels axiomes est donc

de les garder sous forme d’équations, et d’adapter la théorie de la

réécriture en considérant une égalité modulo cet ensemble d’axiomes E, par-

tout od la réécriture simple considérait une égalité stricte. Le probléme

du mot en réécriture équationnelle consistera non plus a regarder si t,t =

t 1, mais si t,t =9 tot. La réécriture équationnelle sera définie non plus
E

par une chaine de réécritures tt tyes mais par une chaine alternée

de réécritures et d’égalités t,=t,~t1 2 spt La terminaison de la

réécriture équationnelle sera la non existence d’une chaine infinie du type

= t= >t =titet, tsrpee: tote?

Nous nous placerons dans le contexte ot 1l’ensemble des axiomes non

orientables £ est un ensemble d’axiomes de commutativité f(x,y)=fly,x) et

d’associativité f(f(x,y),z)=f(x,fly,z)). Ce contexte algébrique est souvent

rencontré et largement utilisé. Il est de plus difficile a éviter.

L’axiomatisation des entiers est en effet fondée sur des opérations associ-

atives et commutatives telles que + et *. Donnons aussi 1’exemple usuel des

groupes abéliens définis par

O+x > x

-x+x — 0

--x — x

-0 > 0.



Pour expliquer le caractére technique du travail qui va suivre,

soulignons que l’apparente simplicité et la familiarité des problémes

associatifs-commutatifs masquent un champ de recherche dense et délicat.

Nous citons, a titre d’exemple, le probleme de Syracuse [1] , systéme

apparemment simple dont personne n’a encore pu prouver la terminaison sur

les entiers strictement positifs:

f(x+x) — f(x)

fF (x+x+l) 2 f(x4+x4+x+l+1)

ot + est une opération associative et commutative.

Soulignons enfin le caractére universel de la théorie de la réécriture

depuis les mathématiques jusqu’a V’informatique la plus appliquée. Le

probléme du mot en a été la motivation historique, mais il est remarquable

que cette théorie ait sous-tendu des principes suffisamment puissants pour

qu’on lui découvre plus tard d’autres champs d’application tout aussi

importants. En effet, outre les preuves de théorémes équationnels, elle

permet les preuves de théorémes par récurrence. Elle utilise 1’”induction

sans induction” dont le principe est le suivant: sous certaines conditions

relatives a la notion de constructeur, le théoréme non équationnel est

ajouté a l’ensemble des régles. Si la procédure de complétion appliquée a

cet ensemble fournit un systéme confluent et noethérien, alors le théoréme

est inductivement valide.

La réécriture fournit aussi un outil de validation des types abstraits

algébriques, ce en quoi elle est utile A tout informaticien manipulant un

langage de programmation typé.



Elle s’utilise aussi comme interpréte des langages de programmation,

par la traduction des programmes en ensembles d’équations. On voit poindre

ici l’impact de la réécriture dans les secteurs appliqués de 1’ intelligence

artificielle ot, dans un futur proche, elle sera amenée 4 compléter des

langages de type clausal comme PROLOG.

Des applications ont de plus été proposées pour la vérification des

réseaux de Pétri [7] , et pour les tests de dépendances dans les bases de

données [9]. Notons aussi 1l’utilisation des systémes de réécriture

d’expressions fonctionnelles comme outils de transformation de programmes

itératifs [4].

Plusieurs implantations de la procédure de Knuth et Bendix ont été

réalisées, qui fournissent de véritables laboratoires de réécriture, et

permettent de l’exploiter dans tous ses champs d’application. Citons, sans

tre le moins du monde exhaustive, le laboratoire RRLAB du projet SEKI

[38] , le systéme interactif ERIL de J.Dick [13] , FORMEL {15] , et le log-

iciel REVE. Ce projet est développé au sein d’une coopération interna-

tionale constituée autour des équipes EURECA du CRIN a Nancy, et SPD au

MIT, a Cambridge, USA. Aprés une version expérimentale REVEL écrite par P.

Lescanne durant un séjour au MIT [29] , une version REVE2 s’est développée

pour satisfaire en particulier des exigences de modularité et d’ interface

avec l’utilisateur [16].

Deja motivée par l’importance de la preuve de terminaison, j’ai

réalisé, dans le cadre de mon DEA, une automatisation dans REVE1, du pro-

cessus d’orientation des régles, réduisant 1’interaction avec l’utilisateur

au cours de la complétion [17]. Puis a été écrit, dans la Lignée de REVE2,



le laboratoire de réécriture conditionnelle REVEUR4 [36] , et le labora-

toire REVE3 de réécriture équationnelle, en particulier associative-

commutative [23] , [26]. Celui-ci n’offre pas, jusqu’ici, de garantie

effective de terminaison pour les systémes qu’il traite, les ordres

utilisés n’étant pas adaptés au cas équationnel. En effet, l’intérét sus-

cité par ce probléme étant assez nouveau, les seuls travaux publiés sont

nécessairement récents et encore incomplets. La motivation du travail qui

suit est donc de réaliser un outil de preuve implantable dans REVE3, en

l’étayant de justifications théoriques.

Situons alors notre approche dans le contexte des travaux déja

effectués dans ce domaine. Dans [2], Bachmair et Dershowitz définissent

des conditions sur la réécriture, pour prouver la terminaisons des systémes

équationnels. Ces conditions ont été établies en utilisant une approche

indépendante de la nétre. A ce titre, ils sont plutét complémentaires.

Par ailleurs, il existe une méthode classique pour prouver la ter-

minaison d’un systéme de réécriture, qui consiste a utiliser un ordre bien

fondé sur les termes, incluant la relation de réécriture. Pour un apercu

des ordres usuellement employés, on pourra consulter [12].

Dans [6] , A. Ben Cherifa et P. Lescanne proposent un ordre fondé sur

l’interprétation des termes par des polynémes. Ils caractérisent exacte-

ment les polynémes qui peuvent étre utilisés pour la preuve de terminaison

des systémes de réécriture associatifs-commutatifs. Leur approche est

également complémentaire de la notre.

Bachmair & Plaisted proposent un ordre de simplification fondé sur une

transformation des termes qui les ”aplatit” et distribue leurs opérateurs



les uns par rapport aux autres. Ils imposent en outre une restriction sur

la précédence: la condition sur les paires [35] , [3].

Présentons maintenant le principe de notre approche. Le point de

départ du présent travail est un ensemble de théorémes établis par Jouan-

naud et Munoz. Ceux-ci introduisent des restrictions sur les ordres

utilisés en terminaison simple (c.a.d. E =), afin qu’ils deviennent

applicables au cas équationnel (c.a.d. E #@) [24]. Nous nous proposons de

construire un ordre qui satisfasse ces restrictions, dans le cas de la

théorie équationnelle associative-commutative (notée AC). Cet ordre est

fondé sur une interprétation [28] des termes de 1’algébre libre T(F,X), par

des termes de 1’”algébre des termes aplatis” TV(F,X), et mous semble une

approche plus naturelle que celle de Huet et Oppen, qui interpréte les

termes par des polynémes [19]. Notre approche est différente de celle de

Bachmair et Plaisted sous divers aspects. Nous essayons d’étre plus précis

dans la définition des transformations inhérentes A la méthode. C’est

pourquoi nous nous imposons un seul axiome de distributivité; ce qui n’est

pas une réelle restriction car les exemples usuels en terminaison AC ne

contiennent qu’ un axiome de distributivité. D’ autre part, nous

différencions et séparons strictement les concepts d’”aplatissement” et de

distributivité. En effet, 1’”aplatissement” permet l’interprétation des

termes “purs” par des termes ”aplatis”, assurant A l’ordre la propriété de

AC-commutation. Quant 4 la distributivité, elle projette les termes dans la

méme classe distributive, rendant l’ordre F-compatible. La AC-commutation

est essentielle et des ordres tels que le RPO seul, qui ne satisfont pas

cette propriété, ne fournissent pas de preuve valide de la terminaison AC

[5]. De plus, nous proposons une preuve tout a fait générale d’une



ate
propriété de l’ordre relative aux termes non clos: la stabilité par instan-

ciation.

En outre, cet ordre, qui a été congu pour traiter des systémes orient-

ables avec le mécanisme de distributivité, peut étre étendu a des ordres

construits sur le méme type de régles, comme l*endomorphisme. Dans ce cas,

nous proposons un ordre fondé sur le méme principe, en remplagant la régle

de distributivité par une régle d’endomorphisme. De la méme fagon, nous

établissons que cet ordre est aussi un ordre de réduction AC-commutant, et

généralisons le principe 4 d’autres régles de transformation.

Esquissons le plan de lecture du travail qui va suivre. Dans le Chapi-

tre 1, nous établissons le contexte algébrique de la réécriture, et

présentons les principales définitions utilisées ultérieurement. Dans le

Chapitre 2, nous exposons le probléme de la terminaison en général, et don-

nons un apercu des différentes méthodes déja existantes pour établir cette

propriété. Le Chapitre 3 décrit la construction de notre ordre AC, et nous

prouvons que cet ordre est un ordre de réduction AC-commutant dans le Chap-

itre 4. Le cas des variables est résolu dans le Chapitre 5. Le Chapitre 6

donne des exemples d’application de l’ordre construit, en cernant les lim-

ites de son utilisation. Dans le Chapitre 7, nous présentons une extension

de la théorie A d’autres régles annexes que la distributivité. Dans la con-

clusion, nous faisons le bilan du travail effectué, et exposons les per-

snectives et prolongations que cette étude a suqgérées.
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CHAPITRE 1: ALGEBRE ET REECRITURE

Le contexte algébrique

Donnens maintenant une description formelle du cadre algébrique dans

jequel s’inscrit ce travail.

Définition 1 : Soit F un ensemble énumérable de symboles de fonctions et

a:FON une fonction appelée arité. Soit [A] un ensemble. Une F-algébre A

= {f, | feF} est un ensemblesur [A] est une paire (TA],F), ou Fa A

d’opérations définies sur [A], tel que si a(f)=n, alors fF, est une

opération de fa]” dans [al].

Définition 2 : Soient A=({A],F 4) et B=({B],F,,) deux algébres. Un homomor-

phisme h de A dans B est une application de [A] dans [B], telle que pour

tout symbole de fonction f dans F avec a(f)=sm, pour Qype a, dans [A], nous

ayons:

h(f,(a,,++-8,)) = fy(h(aj),.--hla,)).

Si de plus, h est bijective, alors c’est un isomorphisme.

Définissons alors la notion d’algébre libre.

Définition 3 : Soient K une classe quelconque de F-algébres et X un ensem-

ble. Une F-algébre K-libre engendrée par X est une F-algébre (TAI,F,) telle

que

1) (LA],F,) est dans K

2) [A} contient X

3) pour toute algébre ({B],F,) de K et toute application hy ?X (BI, il

10
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existe un homomorphisme unique h:[A]—>[B] tel que la restriction de h a X

soit ho:

Soit K la classe de toutes les F-algébres pour F donné, et X un ensem-

ble de variables. La K-algébre libre engendrée par X existe. C’est

l’algébre des termes construite sur F et X, que nous noterons T(F,X).

2. La réécriture

Nous supposons que le lecteur connait les notions usuelles de sous-

terme, variable, terme clos, occurrence et substitution. Pour un rappel de

ces définitions et des notations correspondantes, nous renvoyons a {19].

Nous appellerons équation une paire t=t’ de termes de T(F,X). La

théorie équationnelle induite par un ensemble E d’équations est la plus

petite congruence =p de T(F,X), contenant les axiomes de E et fermée par

substitution.

Nous appellerons systéme de réécriture R de T(F,X) tout ensemble fini

de paires ordonnées gd, ot g et d sont dans T(F,X), et telles que V(d) ©

V(g). V(t) est l’ensemble des variables du terme t.

La relation de réécriture induite par R est la plus petite relation

7p de T(F,X), contenant R et close pour les opérations de ]’algébre et par

substitution. La relation “+ (resp. -*# 5) est la fermeture transitive

sp. réia)(x ive-transitive) de —,_. La relation >. est dite confluente si
R

et seulement si, pour tous termes s, t, t’, tels que s “#7 tet s -*# 7

t’, il existe un terme s’ tel que t “#7 s’ et t’ “#7 s’.

Nous appellerons systéme de réécriture équationnel toute paire (R,E)
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oo R~ est un systéme de réécriture, et E un ensemble d’équations. La rela-

tion de réécriture R/E est définie par Fe OR TES

Notre but ici est de prouver, dans un cas particulier de E, la E-

terminaison d’un systéme de réécriture R, définie comme suit:

Définition 4 : Un systéme de réécriture R termine modulo E (ou est

noethérien modulo E) si et seulement s’il n’existe pas de séquence infinie

= , = >> = >> . «ne pe’

de la forme ty =e ty R to =e t, R'' TE t RT: Ce qui signifie

aussi que la relation R/E termine. Si E = @, on dira que R termine (ou est

noethérien).
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CHAPITRE 2: TERMINAISON

Problémes généraux et méthodes de preuves[rR

Comme nous l’avons vu, la théorie de la réécriture et la procédure de

complétion de Knuth et Bendix ne sont valides et exploitables que si la

propriété de terminaison est vérifiée:; en l’absence de preuve de ter-

minaison, on ne peut parler de preuve automatique.

De par l’indéterminisme de la réécriture, il existe plusieurs concepts

de terminaison, traduisant des phénoménes différents. Un systéme de

réécriture peut étre tel qu’a partir d’un terme quelconque, il existe

toujours au moins une chaine de dérivations finie, donc une forme normale:

c’est la terminaison faible. Mais il peut étre a la fois difficile de

trouver cette forme normale parmi toutes les possibilités de réécriture, et

fAacheux d’avoir des dérivations infinies.

On introduit donc le concept de terminaison forte ou terminaison uni-

forme, gui garantit que toute chaine de dérivations partant d’un terme

donné est finie. Nous ne retiendrons que cette deuxiéme notion: elle seule

permet les applications de la réécriture au probléme du mot. Tous les

outils développés pour la preuve de terminaison concernent la terminaison

- uniforme; nous utiliserons désormais le terme terminaison dans ce 
sens.

Se pose alors le probléme de la décidabilité de la terminaison. De

L’indécidabilité de Jl’arrét des machines de Turing, on a déduit

l’indécidabilité de la terminaison des systémes de réécriture [18]. Remar-

quons toutefois que le probléme est décidable dans J’algébre initiale

15
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(1’algébre des termes clos).

Il faudra done se contenter de conditions suffisantes pour prouver la

terminaison. L’outil le plus employé est la notion d’ordre bien-fondé sur

les termes (pour lequel il n’existe pas de chaine infinie descendante), et

contenant la relation de réécriture (tel que si st alors s>t).

L’existence d’un tel ordre garantit la noethérianité de la relation de

réécriture de fagon évidente. Supposons en effet qu’on ait une chaine de

dérivations infinie 5, ’s —>...5 —.... On obtient donc s>s Pee eS Pees >
2 m 172

ce qui contredit 1’hypothése.

Manna et Ness ont proposé une méthode permettant d’établir facilement

qu’un ordre contient la relation de réécriture, en introduisant la notion

de compatibilité de l’ordre avec les opérations de 1’algébre TCF,X).

Définition 5 : Un ordre > sur T(F,X) est dit F-compatible si et seulement

si pour tous s et t de T(F,X) tels que s>t, on a f(...8..-) > F(..-t.-).

Définition 6 : Un ordre sur T(F,X) est un ordre de réduction si et seule-

ment s’?il est bien-fondé et F-compatible.

Théoréme 1 : [Manna et Ness]: Un systéme de réécriture est noethérien si et

seulement s’il existe un ordre de réduction > tel que pour toute ré
gle gd

du systéme et toute substitution o, on ait og > ad.

La méthode de Manna et Ness présente cependant un désavantage: il est

souvent malaisé de prouver la bonne-fondation d’un ordre sur les termes.

Une notion plus compléte a été introduite par Dershowitz {10] , pour éviter

cette preuve de bonne-fondation: c’est la notion d’ordre de simpl
ification.

Elle requiert la propriété de sous-terme, plus forte que la _ bonne-
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fondation, et aisément vérifiable. Elle exprime qu’un terme est toujours

plus grand qu’un quelconque de ses sous-termes.

Définition 7 : Un ordre sur T(F,X) est un ordre de simplification si et

seulement s’il posséde les trois propriétés suivantes:

s>t => f(...8...) > FC...t...) (F-compatibilité)

f(...5...) > S (sous-terme)

F(...5...) > Fl... wee) (effacement)

On notera que la condition d’effacement n’est nécessaire que dans une

algébre de termes ot les symboles n’ont pas une arité fixe.

Théoréme 2 : [Dershowitz]: Un systéme de réécriture de termes comportant un

nombre fini de symboles de fonctions est noethérien, s’il existe un ordre

de simplification > tel que pour toute régle g—d du systéme et toute sub-

stitution o, on ait og > ad.

Notons qu’une caractéristique essentielle des ordres de simplification

est de contenir un ordre de simplification minimal: 1’ordre de plongement

noté V.

Définition 8 : On dit qu’un terme s=f(...5,..-) est plongé dans un terme

teg(...ti.+s)s et on note s V t si et seulement si:

(1) il existe j tel que s est plongé dans ty

(2) f=g et pour tout i, s,; Vv t,

Exemple 1 : Le terme f(x,q(y,z)) est plongé dans le terme

f(h(x,z),g(h(x,y),hly,z))).

Le principe de preuve de terminaison exprimé par le théoréme de
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Dershowitz repose sur la notion de _ plongement et sur le théoréme de

Kruskall.

Théoréme 3 : [Kruskall]: Soit une F-algébre (F fini). Dans toute séquence

infinie de termes ty tos reatieees il existe une paire de termes ti» by

avec i<j et telle que ts Vv Ly:

La preuve du théoréme de Dershowitz est alors immédiate. Supposons

qu’il existe une séquence infinie de termes tty ee tee et donc

Ep>rtyr srt ieee D’aprés le théoréme de Kruskall, il existe i et j tels que

joi et ty Vv Bes Or comme 1’ordre > contient le plongement, bee ce qui

contredit i’hypothése.

Divers ordres de simplification ont été proposés et sont maintenant

largement utilisés. Ils sont pour la plupart construits a partir d’un ordre

sur les symboles de fonctions appelé précédence. On citera l’ordre
 sur les

chemins de sous-termes [34] , 1’ordre récursif sur les chemins ou RPO

[10,25] , l’ordre récursif de décomposition ou RDO [21,30,37].

Les ordres RPO et RDO ont été implantés dans le logiciel REVE, four-

nissant un outil automatique de preuve de terminaison. On utilise en effet

la puissance du théoreme de terminaison de Dershowitz en réduisant

1’ indéterminisme di a la condition sur les substitutions. Pour 
ce faire, on

exige une propriété supplémentaire des ordres de simplification: la s
tabil-

it
Hit (Ds ar instanciation.nD

r

Définition 9 : Un ordre sur T(F,X) est stable par instanciation si et

seulement si, pour s et t tels que s>t, on a os > ot, quelle que soit la



17

Il est alors clair que pour un ordre de simplification stable par

instanciation >, la condition suffisante de terminaison du théoréme de

Dershowitz peut se réduire 4: pour toute régle g-*d du systéme, on ai god.

Le RPO et le RDO sont des ordres stables par instanciation.

Définissons alors 1’un des ordres les plus employés: le RPO. Outre la

notion de précédence, cet ordre utilise la notion de multiensemble, et

d’ordre sur les multiensembles.

Définition 10 : Un multiensemble M sur un ensemble E est une application de

F dans l’ensemble des entiers naturels N. Le domaine D(M) est 1’ ensemble

des x de E tels que M(x)4O.

Exemple 2: E = Net M = {3,5,8,8,8}

M(3)=1 M(5)=1 M(8)=3

Tout ordre de — peut facilement étre étendu a un ordre sur les mul-

tiensembles sur —. 11 existe plusieurs fagons de définir l’ordre multien-

semble. Nous donnons ici la version de Huet et Oppen.

Définition 11 : Etant donné un ordre > sur un ensemble E, l’ordre multien-

semble >> sur MU(E), 1l’ensemble des muitiensembles sur E, est défini par:

MOON si et seulement si MAN et ( N(y)>M(y) => il existe x dans E tel que

x>y et M(x)>N(x) )

B:rEe NU {a,b,c,d} avec 1<2<3... et a<b<c...

alors {2,3,4,4,b,c,c,d,d} >> {1,3,3,4,a,d,d}

Donnons alors la définition de 1]’ordre RPO sur les termes.

Définition 12 : Soit >e une précédence sur F. Supposons que toutes les
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variables de X sont incomparables entre elles et avec les symboles de F.

Soient s et t deux termes de T(F,X). L’ordre récursif sur les chemins ou

RPO noté > ppg est défini récursivement comme suit: s=f(s,,-.-S)) ppg

teg(t),..-t.) si et seulement si:

S ty pour j=l,...n etRPO

soit f=g et {s,.--s)} >>poq {t,,..-tu}

soit f Pe g

. > sags ~ .

soit s, 2RPO t ,ce qui signifie Ss; >poo t ous, = t pour un i dans [l,m],

ou = désigne la congruence de permutation dans T(F,X).

Exemple 4 ; Prouvons la terminaison d’un systéme de régles définissant la

suite de Fibonacci:

fib(0)} > 0

fib(s(0)) > s(0)

fib(s(s(x))) 7 4+(fib(x),fib(s(x))).

Par propriété sous-terme du RPO, on a fib(0) > apg 0 et fib(s(0)) > Rpg s(0).

Avec la précédence fib> +, on obtient fib(s(s(x))) — >a54

+(fib(x),fib(s(x))). En effet, fib(s(s(x))) >ppg fib(x) car s(s(x)) >apg *

et fib(s(s(x))) ppg fib(s(x)) car s(s(x)) > ppg s(x).

2. Terminaison équationnelle

Le méme probléme de terminaison se pose dans le cas de la réécriture

équationnelle. Cette propriété est ici aussi un point clé de la théorie de

la réécriture, conditionnant toutes les propriétés importantes qui permet-

tent ses applications.

Remarquons que le probléme de la terminaison, comme nous 1’ avons
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défini dans le chapitre précédent, équivaut au probléme de la terminaison

de la relation R/E. Cette réécriture est malheureusement indécidable dans

le cas général. Afin de la rendre automatisable, on va introduire une rela-

tion — décidable vérifiant ~~, ©R? a = Rp» S RIE , puis des propriétés per-

mettant de calculer avec ps de fagon équivalente a aye! la E-cohérence

et la E-confluence.

Dans le cas de systémes E-noethériens, la preuve conjointe des deux

propriétés précédentes est décidable: elle se raméne a des tests sur les

paires critiques étendus a R et E, a condition que la relation as ait une

valeur particuliére. Plusieurs solutions ont été proposées pour R’: la

relation ~. elle-méme si R est linéaire gauche {20] , la relation —
R R,E

[33] , un mélange des deux [22].

A partir de 1’étude de 1’ensemble des relations ps verifiant 7p c

7p € RE? Jouannaud et Mufoz ont établi que la E-terminaison de Pp se

réduisait a la terminaison simple de 7p pourvu que ps vérifie la

propriété de E-commutation. Ce résultat a permis 1l’adaptation de la méthode

de Manna et Ness au cas équationnel, moyennant la E-commutation de la rela-

tion d’ordre [31].

Définition 13 : Une relation > est E-commutante si et seulement si pour

tous s, t, s’ de T(F,X) tels que s’ = 8 > t, il existe un t’ dans T(F,X)

tel que s’ > t’ =P t.

Théoréme 4 : [Munoz]: Soit (R,E) un systéme de réécriture équationnelle

défini sur JT(F,X). (R,E) est noethérien s’il existe un ordre de réduction
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Remarquons que de fagon analogue, on peut obtenir une généralisation

au cas équationnel de la notion d’ordre de simplification (voir aussi

Munoz).

3. La terminaison AC

Un contexte théorique de la terminaison équationnelle ayant été

établi, des analogies avec les méthodes de Manna et Ness et Dershowitz

ayant été faites, nécessité s’est fait sentir d’automatiser les preuves de

E-terminaison. On a donc essayé de construire des ordres de E-réduction et

de E-simplification, tout particuliérement dans le cas of E est la théorie

équationnelle associative-commutative.

Donnone tout d’abord la définition de la théorie AC. Soit (Face Fac?

une partition de 1l’ensemble F de symboles. L’ensemble E=AC est 1’ ensemble

des équations de la forme f(x,y) = fly,x), f(x, fly,z)) = f(f(x,y),z) pour

tout f de F c (ou en notation infixée xty = y+x et x+(y+z) = (xty)+z)). La
A

théorie associative commutative AC est la théorie équationnelle induite par

AC.

Le probléme de la terminaison AC est réputé difficile et n’a été

abordé que récemment. Un premier article {11] a tenté de faire le point sur

les ordres pouvant étre adaptés au cas AC. Puis Plaisted [35] a proposé un

ordre de simplification fondé sur la notion de transformation de terme
s par

distributivité et aplatissement, et qui a été le point de départ du présent

travail.

Notre but ici est de construire un ordre de réduction AC-commutant,

utilisant ainsi le théoréme de Munoz pour fournir a REVE3 un processus
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automatique de preuve de terminaison AC. Contrairement au travail de Bach-

mair et Plaisted cité dans l’introduction, notre ordre n’est pas un ordre

de simplification mais un odre de réduction: la propriété de noethérianité

est ici beaucoup plus simple a démontrer que la propriété de sous-terme.

D’autre part, la transformation des termes par distributivité et aplatisse-

ment sont pour nous complétement distinctes. Nous mettrons en effet en

évidence le fait qu’on ”*normalise” les termes par distributivité, puis que

dans un deuxiéme temps seulement, on aplatit ces formes normalisées. Cette

méthode permet 1l’utilisation de concepts simples; seule la distributivité

sur les symboles binaires est utilisée: xx(y+z) > (x#y)+(xxz). Ceci n’est

pas le cas chez Bachmair et Plaisted, qui intercallent les étapes de dis-

tributivité et d’aplatissement, ce qui nécessite une infinité de régles

distributives de la forme:

—¥(Xp ee Karty ¥Q)) HOR(X oe XV ye OQ a VG)»

De plus, nous proposons une approche générale du cas des variables, en

prouvant la stabilité par instanciation de l’ordre pour des substitutions
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CHAPITRE 3: CONSTRUCTION D’UN ORDRE AC

1. Un ordre AC-coamutant

Nous proposons ici de construire un ordre qui satisfasse les cohdi-

tions du théoréme de Mufoz, lorsque — = AC. Il semble naturel de partir

d’un ordre de réduction déja connu, tel que le RPO, ou le RDO qui est un

ordre un peu plus puissant que le RPO. Nous fixerons notre choix sur le RPO

pour la simple raison que sa définition est d’un abord plus simple que

celle du RDO.

Cet ordre ne convient pourtant pas au cas associatif-commutatif, car

il ne posséde pas la propriété de AC-commutation. En effet, sis ppg t et

= ’ + ’ 7 4 ’ , , rea 4
S =y, 8's il n’existe pas forcément un t’ tel que s > apg t =ac t. A titre

d’exemple, il suffit de prendre s = (xty)+z, t = f(xty), et Ss’ = x+(y+z),

avec + = f pour la précédence.

Nous allons donc forcer la AC-commutation de l’ordre, et ce en pro-

jetant les termes 4 comparer sur un représentant particulier de leur classe

d’équivalence AC, avant d’effectuer la comparaison avec le RPO. Un

représentant d’un terme peut €tre obtenu par ”aplatissement” de ce terme

suivant ses symboles AC (ce qui traduit les axiomes d’associativité), et

par l’attribution d’un statut multiensemble aux symboles AC (ce qui traduit

les axiomes de commutativité). Donc, si s =ac t, les représentants des deux

termes sont équivalents par permutation = suivant leurs symboles AC. Le

RPO utilisé sera le RPO multiensemble originel, défini sur 1l’algébre des

termes variadiques TV(F,X).

22
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Afin de donner une définition précise de la projection d’un terme sur

un représentant de sa classe AC, définissons la fonction arité variable av

sur l’ensemble F des symboles, qui induira le concept d’algébre des termes

variadiques.

Définition 14 : Soit P(N) l’ensemble de tous les sous-ensembles de N. La

fonction av:F—P(N) est telle que si f est dans FAC? alors av(f)={a(f)},

et si f est dans Fac alors av(f) = N-{0,1}.

Définition 15 : L’algébre TV(F,X) est l’algébre libre engendrée par X, ou

la fonction arité sur F est av. Les éléments de TV(F,X) sont appelés termes

variadiques.

Remarque : Notons que T(F,X) G TV(F,X).

Définition 16 : L’opération d’aplatissement est une application de TV(F,X)

dans TV(F,X), telle que pour tout terme s de TV(F,X), la forme aplatie de
 s

notée [s] est la forme normale de s pour un systéme infini décrit par le

schéma de régle suivant:

>

POY a eVg pe POM) Yuan Yn? Fy goe¥g peepee Vien Yn?
pour chaque f de Face quel que soit i>0, quels que soient m etn >l.

Remarque : La forme normale de s existe et est unique. Le systéme précédent

est en effet localement confluent et noethérien. Notons qu’a un terme

donné, seul un sous-ensemble fini de l’ensemble des régles s’ applique, d’ou

décidabilité de la réductibilité.

Remarquons de plus que pour tout sous-terme f(S)5+++S,,) d’un_ terme

aplati [s], ou f est dans Face’ le symbole de téte des Spree eS, ne peut étre

. . Lv’ t es
9 m1 *Sm POUT +(Syoe- s,) L’ensemble des term
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aplatis est un sous-ensemble de 1’ ensemble des termes varyadiques. I1 peut

tre doté d’une structure de F-algébre. Notons FL(F,X) l’algébre des termes

aplatis.

Explicitons alors le lien entre les deux relations d’équivalence =ac

et =. L’algébre T(F,X) est partitionnée en classes d’équivalences AC

définies par la relation =act Par définition de la relation =, il apparait

que deux termes commutativement égaux sont équivalents par permutation des

sous-termes suivant leurs symboles AC. D’autre part, deux termes associa-

tivement égaux ont la méme forme aplatie dans 1’algébre des termes aplatis

FL(F,X). Par conséquent, 1’opération d’aplatissement permet d’interpréter

les classes AC de T(F,X) par les classes = de FL(F,X). Sis =ac t, alors

[s] = [t] dans l’algébre FL(F,X), ou [sl=[t] (ot [s] désigne la classe de s

pour la relation =) dans l’algébre FL(F,X)/=. Nous travaillerons donc sur

les algébres FL(F,X)/= et TV(F,X)/=. Plus exactement, nos raisonnements

seront fondés sur des termes représentants des classes d’équivalence =

plutét que sur les classes elles-mémes.

2. Un ordre compatible avec les opérations de 1’ algebre

Considérons maintenant la terminaison AC d’un systéme de réécriture

contenant la régle de distributivite

x * (ytz) > (xey) + (x¥z).

Avec le RPM, nous abtenans x¥(y+z) >. (xxy)+(x*z), en imposant pour la
RPG

précédence * re +. Cette condition sur la précédence définit un ordre > qui

n’est pas F-compatible. En effet, xe(y+z) > (x¥y)+(x¥z), mais ux(x¥#(y+z)) <

ux((xxy)+(x¥z)), car [ux(x«e(y+z))] = uxxe(y+z), [ux ((x#y)4+(x*z))] =
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Par conséquent, nous devons forcer la F-compatibilité de l’ordre >.

Pour ce faire, nous sommes guidés par l’idée intuitive de réduire aussi le

terme majoré lorsque le terme majorant est réduit par aplatissement. Nous

introduisons dans cette optique une transformation supplémentaire sur les

termes, qui sera la réécriture par la régle de distributivité elle-méme.

Cette transformation est une réduction, car le RPO muni de la précédence

¥>_+ oriente la régle de distributivité. Notons que la transformation dis-

tributive trie les occurences du symbole + par rapport au symbole * dans le

terme: toutes les occurences de + "montent” vers la racine, alors que les

occurences de ¥ descendent vers les feuilles.

Soient & comparer les deux termes zx(xxy) et z¥(x+y). Le premier terme

s’aplatit en zx*x*y, le second devient (zex)+(zey) par réécriture avec la

régle de distributivité. Nous obtenons z#x*y ppg (zxex)+(ze¥y), ce qui

préserve la F-compatibilité de 1’ordre >.

Remarquons que pour obtenir de maniére symétrique (xxy)*z > (x+y) ¥z,

nous devons introduire la régle de distributivité symétrique

(x+y )*z— (x¥z)+(yxz) dans la transformation.

Définissons alors de fagon formelle la transformation distributive.

Définition 17 : L’opération de distributivité est une transformation de

T(F,X) dans T(F,X), telle que pour tout terme s de T(F,X), une forme

distribuée de s, est obtenue en réécrivant s en une forme irréductible avec

le systéme (D) défini par les deux régles suivantes:

xe(ytz) > (xy) +(x%z) (1)

(x+y )¥z > (x¥z)4+(y¥z)- (2)
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En effet, pour tout s de T(F,X), il existe une forme irréductible car

le systéme précédent est noethérien. Cette forme irréductible n’est cepen-

dant pas unique car (D) n’est pas confluent. Nous ne pouvons donc, dans ce

cas, parler de forme normale (nous emploierons toutefois la notation J

attribuée habituellement aux formes normales).

Par exemple, le terme (x+y) *(utv) se réécrit en

((xeu)4 (xxv) )+(C(yeu)+(y¥v)) en utilisant (2) puis (1) deux fois, et en

((xxu)+ (yeu) )+((xev)+(yev)) en utilisant (1) puis (2) deux fois. Nous

pouvons toutefois énoncer la propriété suivante.

Propriété : Si S-¥7 8’ et s-¥ 8” et s’ et s” sont irréductibles, alors

[s’] = [s”].

Nous sommes alors en mesure de définir la transformation compléte d’un

terme s de T(F,X) par distributivité et aplatissement.

Définition 18 : L’opération de distributivité et aplatissement est une

transformation de la sous-algébre T(F,X) de TV(F,X) dans FL(F,X), telle qu’

une forme distribuée aplatie d’un terme s de T(F,X) est une forme

irréductible [st], oa st est une forme irréductible de s pour (D).

Remarque : D’aprés la propriété précédente, toutes les formes [st] sont

équivalentes par permutation = sur FL(F,X) (autrement dit, leurs classes

dans FL(F,X)/= sont égales).

Remarque : Pour deux formes irréductibles s’ et s” (pour D) du méme terme

5, S’>, 5,t <=> 8”>RPO reat? car le RPO est compatible avec la congruence de

—EE
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Des deux remarques précédentes, nous déduisons que la comparaison de

deux termes sur leur formes D-irréductibles aplaties par le RPO ne dépend

pas de la forme D-irréductible de chaque terme, qui est unique a la

congruence de permutation prés. Par abus de notation, [st] désigne non pas

une forme unique, mais une des formes permutativement équivalentes.

Notons que la transformation précédente doit €tre considérée comme

j’interprétation dans TV(F,X), par aplatissement, d’une forme D-

irréductible st de s. Donnons alors la définition de l’ordre.

Définition 19 : Soient s et t deux termes de T(F,X). Nous dirons que s>t si

et seulement si

(1) [st] > ppg [tl] ou

(2) [sl] = [tt] et s -+
an 5 ses 1s z

D/AC t ou D désigne ici la régle

x¥(y+z)— (xwy )+(x*z).

Remarque : Dans le cas (2) de la définition précédente, une seule des deux

régles symétriques de distributivité suffit, de par la définition de la

1 =relation D/AC’

Les symboles + et ¥* désigneront désormais les symboles AC qui

vérifient HO Ete Soulignons en effet que nous n’autorisons qu’une seule

paire de symboles AC comparables, ce qui nécessite pour Vordre une seule

paire de régles distributives: les régles de distributiviteé du symbole *

Remarquons que nous permettons a deux termes ayant le méme

représentant associatif-commutatif-distributif (ACD) d’étre comparables si
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naturel, et permet par exemple d’orienter un axiome tel que: x*(y+z) =

(xez)+(xey). En effet, x*(y+z) “+7 yyac (x¥z)+(x¥y). Done x#(y+z) >

(xxz)+(x¥y). Evidemment, la relation -*7 vac induite par la régle de dis-

tributivité D est un ordre sur T(F,X), car la fermeture transitive d’une

relation de réécriture noethérienne est un ordre.

Exemple 5 : Soient 4 comparer les deux termes s=(f(x)+y)¥(ztt) et t=(xez)+t

par le NFLO. On a (F(x)+y)¥(z+t) 7p (F(x) e(z+t) 4 Cyx(z+t)) 5

(CF (x) z+ CF (x) et) + (Cy*z + (yxt)). Et LOC (x) ¥z)+(F (x) #t) + (Cyxz)+(yxt))] =

(F(x)ez)4(F(x)¥t)+(yxz)+(yxt), D’autre part, [tt] = t = (xez)+t. Alors s>t

car (F(x)¥z)+( f(x) t+ (y*z)+(y*t) ang (xez)4t.
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CHAPITRE 4: UN ORDRE DE REDUCTION AC-COMMUTANT

il. La relation NFLO est AC-commutante

Prouvons tout d’abord que notre relation >, que nous nommeroans NFLO,

posséde la propriété de AC-commutation; et méme qu’elle satisfait la

propriété plus forte de AC-complétude.

Définition 20 : Une relation > est AC-compléte si et seulement si, pour

tous s, t, s’, t’ de T(F,X) tels que s’ =ac § >t =ac t?, onas’ >t’.

Théoréme 5 : La relation NFLO est AC-compleéte.

Preuve

Par hypothése, s’ =AC s > t =AC t’?. D’autre part, S’=,,8 implique

[s’t+] = [st] et t’=,.t implique feed] = [td].
AC

Si [st] > [tl], alors par compatibilité de la congruence de permu-
RPO

tation ~ avec le RPO, [s’4] > [t’?4] c.a.d. s’?>t’.
RPO

Si [st] ~ [tl], alors {s’4] ~ [t’}]. De plus, S-+ 7 pypt signifie que

Y.
S=,,.9"-+-” 2 ct: Donec s’=,,87-+> yp? 

a

AC pvact =A ae nyact”zact’ Cra-ds 87-4+
Cc D/AC

2, La relation NFLO est un ordre de réduction

Abordons maintenant les propriétés relatives a un ordre de réduction.

L’irréflexivité, la transitivité et la bonne fondation de la relation NFLO

découlent directement de l’irréflexivité, la transitivité et la bonne’ fon-
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cographique qui préserve les ordres bien fondés. La relation > est donc un

ordre bien fondé.

Soit alors a prouver la F-compatibilité de 1’ordre. Rappelons que pour

s>t, on doit avoir h(...s...) > h(...t...). Nous allons établir cette

propriété en la décomposant en plusieurs lemmes suivant la valeur du = sym-

bole h.

2.1. Les cas simples de F-compatibilité

Considérons tout d’abord le cas (2) de la définition de l’ordre, pour

lequel la F-compatibilité est quasi-immédiate.

Lemme 1 : Dans le cas ou [st] = [tl] et s “#7 yap ty pour tout h de F, on

a: sot => h(...8...) > WC... b...).

Preuve

Sis -*TM vac t alors, par définition de la relation de réécriture,

-+7 = m ats.. ,Ne .Seee) -# Fp pgp AC eet. ++). Done [h(...s...)4] = [h(...t...)4). OF

Nous considérerons désormais le seul cas of s>t signifie que [st] >
RPO

[tl].

Lemme 2 : Si h est dans Fy,., alors s>t => h(...8...) > WC... te..),

Preuve

Remarquons tout d’abord que [h(...s...)¢] = h(..-{st]...) et

[h(...t...4] = h(...[t¢]...), o& les termes du contexte de h(...{sb]...)

et h(...[th]...) sont respectivement les formes distribuées aplaties des

termes du contexte de h(...s...) et h(...t...) (termes notés ...). Par
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hypothése, s>t soit [st] ppg [tl]. Le résultat découle immédiatement de la

F-compatibilité du RPO. O

2.2. Le RPO et l’opération d’aplatissement

Nous allons développer ici une propriété trés importante du RPO vis 4

vis du processus d’aplatissement des termes, afin de pouvoir traiter les

cas de F-compatibilité o& le symbole h est dans Fact Nous allons établir

que le RPO est compatible avec l’opération d’aplatissement, a condition

toutefois que les symboles AC suivant: lesquels on aplatit soient minimaux

pour la précédence. Introduisons la notion d’aplatissement suivant un seul

symbole AC.

Définition 21 : La forme *k-aplatie” [s], de s est la forme normale de s

pour le systéme infini décrit par le schéma de régle suivant:

—>

k(yy> . "¥,_pokOqs ° Vaan? “Y,) k(yy> bl “¥i_y*% eX »y¥m a Yn

quel que soit i>0, quels que soient m etn >l.

Donnons alors le lemme exprimant la compatibilité du RPO avec

l’opération d’aplatissement.

Lemme 3 : Si k est dans Fac et est minimal dans fF, alors

S>ppat =? [8], Ppp Ft]:

Preuve

Soient s=f(s +80) et t=g(t),---t))- La preuve se fait par induction
1’

structurelle sur l’algébre T(F,X). On distinguera plusieurs cas su
ivant les

formes [sl], et [tl].

Say
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Distinguons alors les cas de la définition du RPO, utilisés pour com-

parer les termes s et t.

Si f=g et {s,,---s)} >> {t th, alors par hypothése
RPO *"

d’? induction, {(s,],.---[s ].3 >> ppg {{t,]y---ft db. Donc [s], > apg [t],.

Si f>g et sis > ppg 5 pour tout j dans {1,n], alors par hypothése

a a 
.

d’ induction, [s], ppg [tj], pour tout j dans [1,n]. Donc [s], >ppg [tl].

S’il existe i dans [1,n] tel que S; 2RPO t, alors, par hypothése

y: . >

d’ induction, [s.], 2RPO [t],. Donc [sl], ppp [t],.

2. [sl #f(Is,].r---[5q),) et (elea(Lty]e+--[t gl.)

Dans ce cas, fzk et il existe i tel que [s.], = kK([s5,])5--+ iptk”

Donc [s], = k([s,],5+--Es,i]o--bssodys+ fs):

2.1 gk et {set {5, (t t_}yee} >>p vert,
PO

S’il existe j tel que 8; >ppg ba alors par hypothése d’induction,

[t.], c.a.d. k([s.,] .L [t.]
jk il°k’’ 1, jk’Sip k ppg D’autre part, le

[si >rpo

symbole de téte de [tj], ne peut étre k. Donc, il existe si, tel que [si],

=|>RPO [t Jy. car k est minimal dans F. Donc

Ls ]pre-lsy lor ESgolee lS qh rppplltylpre ltl? cad (sly ppg

[t],.

Si tise ty ne sont pas majorés par S.» alors par hypothése

i . . .

d’induction, on a toujours: Ls ].o--[syyl oe Esy odes sds >> ppg

{[t,]).---ft dd c.a.d. (sl, ppg [t],.
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Dans ce cas, il existe S5 tel que a >RPO t, car k est minimal dans F.

Si j=i alors S; = k(Sj r++ Sip): Par hypothése d’ induction, Isj], 2RPO

{t]

{

c.a.d. k([s.
i

k yor Sindy? 2 RPO [tl . De plus, il existe s,, tel que

silk 2=RPO [tl], car k est minimal dans F. Donc,

ks ]yoeelsi sire elss tyre fs idy) > apo [t],.

Si j#i alors, par hypothése d’ induction, [sj], 2RPO [t],- Donc, [s],

ppg (tl. car [sj], est un sous-terme de‘ [s],..

Be [sl =f([s,J.5---Es duly et [te] 4a([t J) 5-- ft ))

Dans ce cas, g=k et il existe j tel que [tj], a k(Lt plore ft sad):

Donc [t], = k(Lty doe Ct lo Ce jgle fel):

Si fek et {s,,---s,) >> ppg {ty,---ti}, alors {{sj]jo---Is 1) >>ppg

. ys .

{ft ]po---ft dF par hypothése d’induction. De plus, [tidy > ppp

[t dyer ti gdy par propriété sous-terme du RPO. Donc {[s,],,---[s,} 4

ppp {ltylyr elt lyre ebtjghrs Et pd d cade (sly apo Ti:

Si f>k et si pour tout j dans {i,n]l, s ppg Ls alors par hypothése

d’ induction, (sl, app [tj], pour tout j. Comme dans le cas précédent,

[ti}, > apg [ts dyer ttsgly: Donc [sl], > apg [t dyer ltygly Donc [sl],

ppg [tly

S?41 existe i dans [l,m] tel que Ss; >RPO t, et f#k, alors par

a 9: . > 7 BR
hypothése d’ induction, Is], 2RPO [t],. Done [sl], > apg [tl], car Is, J, est

un sous-terme de [s],.
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Dans ce cas, feg=k et [s], = k(Is])5.-Esij]jy--tsigle- ts.) et

[t], 5 k(Lty]prelt deft sls [t ad): Par hypothése, {s)5+-+-5,) >> ppg

{t),...ti}.

Pour les s t, avec h#i et 14j, on a Is] > {t 1, par
h 7Rpo *1 bik 7RPo '*

hypothése d’ induction.

Pour les t, tels que S5l t, avec 1#j, remarquons que le symbole dereo ‘1

téte de S5 est k, et que le symbole de téte de ty ne peut étre k. Par

: ye ; . .

hypothése d’ induction, [s.], ppg [t ],- Donec il existe s,, tel que [s. J,

2RPO [tJ,. En effet, le symbole de téte de Ss. est k, k est minimal dans F,

et [s.], = k([sij],5+--lsio],)-

Pour les s ] >
k ~ RPO

[tj]. Par propriété sous-terme du RPO, on obtient [sh] > ppO

[tide jalk’

; 5 a: .

h > ppg te avec h#i, par hypothése d’induction, [s,

Pour S5 > oe remarquons que le symbole de téte de S; et de os est
RPO

. ye ;

k. Par hypothése d’induction, [s,], pepo [tj]. Donc tisij]refsio)y)

>> ppg {lt dor ft sgl de

Considérant les quatre cas précédents, on obtient en définitive

s ],} >> {[ty]yo- Ctl eggs ft ld
Sin lel mk RPO

[t],. O

{[s)],5--[sij]o--l

c.a.d. [s], app

La condition de minimalité de k est primordiale dans le lemme

précédent. En effet, supposons qu’il existe un symbole f dans F tel que

kof. Dans ce cas, k(x,k(y,z)) ppg k(x, fly,z)). Or k(x, k(y,z))], =



35

2.3. Les cas litigieux de F-compatibilité

Utilisant le lemme précedent, nous allons maintenant exprimer la F-

compatibilité du NFLO lorsque les termes A comparer sont enracinés par un

symbole h, AC et minimal.

Lemme 4 +: Si k # »* est dans Fac et est minimal dans F, alors

s>t => k(s,u) > k(t,u).

Preuve

On a [k(s,u)}] = [k([st], fus])1, et [k(t,u)4] = [k({[tb], ful]. Par

hypothése, [st] Pepa [td]. Par F-compatibilité du RPO, k({st],[ul]) an

k({tl],{ul]). Le résultat est donné par le lemme précédent. UJ

Exemple 6 : On a x¥y > X+y car x4. On a encore (x*y)+z > (x+y)+z car

[(xxy)+zb] = (xwy)4z, [(x4y)4zb] = xtytz et (xey)+z ppg XtYtz:

Exemple 7 : On a x+f(y) > f(y) sans hypothése de précédence. On a_ encore

(x+f(y))+z > fly)+z car [(xef(y) 424] = x+f(y)+z et xt+fly)+z ppg Fly )+z.

Remarque : La notation [sxul] signifie qu’on réécrit par D toute

l’expression contenue entre le crochet ouvrant [ et le signe L (ici su).

Si la réécriture par D ne porte que sur le dernier terme de 1’expression

soit u, on notera [sx(ub)].

Nous allons maintenant établir une propriété qui nous permettra de

prouver le dernier lemme de F-compatibilité, ot 1’ enracinement des 
termes a

comparer se fait avec le symbole *.
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est de la forme [s,t]+{s,t]+...40s 41, OU S$) 58550668, sont dans T(F,X),

alors [sxut] est de la forme [s vub]+[s,eut]+...+fs xut],
i

Preuve

Par hypothése, il existe a a, dans FL(F,X) tel que [st] =
pr

Ssa,ta,+...¢a_. D’autre part, st} = gene
m 2 m1 °2 )...) ot Sss)t(sor.+-+( :s

AC Sn~1 Sm 1

sont dans T(F,X) et a,=[s,], a,=[s,],---a,=[s,]. Donc,

sxut =ac ((st(sytee#(s, yt5,,)-- +) )eu)t

c ((syeu+((sptu)+..#((S, HU) + (su))...))4
=A i

=ac swule(s,wule...4(s,_jeules eut)...).

Done [sxul] = [s sub]+...+[s xut], car le symbole de téte des s, ne

peut étre +. L)

Lemme 6 ; Si + est minimal dans F, et s’il n’existe pas f#+ tel que wef,

alors s>t => sexu > tu.

Preuve

La preuve se fait par induction structurelle sur 1l’algébre T(F,X),

utilisant les lemmes 3 et 5. On distinguera plusieurs cas suivant la forme

de u, s, et t.

Dans ce cas. [sxull = [sx(u,+u,)4] = [[su,b]+[seu,4]],. De la méme

facon, [txul] = [[teu,t]+[teu, $1]. Par hypothése d’ induction, [seu 4] ppg

[teu 4] et [seu,+] > app [teu,t}. Donc [sxu,t]+[s*u,t] > ppg [txu, tJ+[teu,t]

d’aprés la définition de l’ordre RPO. D’aprés le lemme 3,
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Par hypothése, s>t, ce qui implique, par induction, que S#U, > teu, et

(s#u, )#u > (teu) )*u,. Donc s*¥(u *u,) > tx(u, xu) car > est AC-commutant.
2 1

[A Ic
u x n~ c c —

3. Le [st] est de la forme [s,t]+...+Ls 41, ol S),..-8, sont dans T(F,X)

D’aprés le lemme 5, {sxul] est de la forme [seub]l+...+[s sul].

3.1.1 [tl] est de la forme (t,t]+...+ft 41, ot t,,---t sont dans T(F,X)

D’aprés le lemme 5, [txul] est de la forme [txub]+...4[t sul]. Par

hypothése, s>t, soit [st] apo [tl], c.a.d. {{s,4]...[s 41} >>pog

(ft, 4]... {t t]}. Par hypothése d/’ induction, {[s,xul]...[s xub]} >> ppg

{[t xu]... ft xub)} c.a.d. [sxut] ppg [txul].

3.1.2 [tt] n’est pas de la forme [t,d]+..-+1t, 4]

Par hypothése, [st] > ppg [t1]. Puisque + est minimal dans F, il existe

i tel que [s,4] >Rpo [tl]. Par hypothése d’ induction, [s,xul] >reo [txul],

done [sxut] apo [txut].

Jw i [st] est de la forme [s,t]+..-#[s, 4]

ya IN1 [tt] est de la forme [t,t]+...4[t 4,

Puisque wet, [st] > apo [t 4] pour tout j dans [1,n}. Par hypothese

d? induction, [sxu}] > apg [t wut]. Done [sxut] > apg [txul].

3.2.2 [tl] est de la forme [t,tJx...«[t }1,
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La preuve se fait comme dans le cas 3.1.1, en remplagant + par *.

3.2.3 t=f(t,,---t)) avec f#* et f+

Dans ce cas, [sxut] est de la forme [s,blx...«fs t]xfull, et [txul]

est de la forme [tl]xfub]. Ona * non>, f. Done il existe i tel que [s.4]

2RPO [tl]. Donc, d’aprés la définition des multiensembles,

{{s,4],...,fs41, {ut} >> ppg {[td], lull}, c.a.d. [sxut] nog [txud].

3.3 s=g(s),-.-5)) avec ge et gFt

Dans ce cas, [st] est de la forme g(fs,4],...[s 4) et [sxut] = [st]*[ul].

3.3.1 [t+] est de la forme [t,d]+...4[t 4]

Rappelons que [txut] est de la forme [txubl+...4[t sul], Par

hypothése, [s+] > apg [tl]. Par propriété sous-terme du RPO, [st] apg [t4)

pour tout j dans [1,n]. Par hypothése d’ induction, [seul] Pepa [t «ull,

c.a.d. [sb]x[ul] > ppg [t wut]. Done [sxul] > apg [txul] car wet

3.3.2 [tl] est de la forme [t,ble...*[t 41

Par hypothése, [st] > ppp [tl], et par propriété sous-terme du _ RPO,

[st] > ppg [t 4] pour tout j dans [1,n]. Donc, {{st], [ub]} >> ppg

f(t, 4],...ft 4),fusl}. Done [seul] > ppg [txul].

3.3.3 te F(ty,---t) avec ftw et fA

Dans ce cas, [txul] = [th]*[ut]. Par hypothése, [st] > apg [tl]. Par

F-compatibilité du RPO, [st]«*[ut] Papo (tt]*[us]. 0

Notons 1’ importance des conditions sur la précédence du lemme 6. Sup-
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posons en effet qu’il existe un symbole f#+ tel que »>f. On a xxy > F(x).

Mais la propriété de F-compatibilité est trahie car (xxy)*z non> f(x)*z.

En effet, [((x*y)¥z)4] = xxyxz et xxyxz NON ppg f(x) *z.

Nous donnons maintenant le théoréme général exprimant la propriété de

F-compatibilité du NFLO.

Théoréme 6 : Sous les conditions de précédence suivantes:

¥>+

sik et k’ sont dans Fag kOe 7 => k=¥ et k’?=+

si k est dans Fac et k #*, alors k est minimal dans F

si f est dans F, wef => f=+

l’ordre NFLO est F-compatible.

Preuve
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CHAPITRE 5: LE CAS DES VARIABLES

Rappelons les conditions exigées par le théoréme de Munoz, pour la

preuve de terminaison d’un systéme de réécriture. Un systéme de réécriture

est noethérien modulo AC, si pour toute régle g>d du systéme, et toute

substitution o, og > od. La condition précédente est malheureusement

indécidable en général. Le but du présent travail étant de fournir un outil

de preuve implantable, essayons de modifier cette condition. Nous intro-

duisons: alors une propriété plus forte, la stabilité par instanciation, qui

exprime le comportement de 1’ordre > avec l’opération de substitution.

Rappel: Un ordre > sur les termes est stable par instanciation si et seule-

ment si s>t => os>ot pour toute substitution o.

1. Substitutions et formes irréductibles aplaties.

Citons alors quelques propriétés évidentes, afin d’établir la stabil-

ité par instanciation de l’ordre NFLO.

Lemme 7 : Pour tout terme s de T(F,X) et toute substitution o, on a [ost] =

lo [st]4]

Définition 22 : La forme D-irréductible aplatie d’une substitution o est la

substitution notée [ot] définie par [od] x = [oxt].

Notons la non unicité de [ol], vu que la forme D-irréductible aplatie

de chaque instanciation de variable est définie a la congruence de permuta-

tion pres.

40



Lemme 9 : Si s>t avec [st] ~ [tl] et s-+>

4l

Lemme 8 : Pour tout terme s de T(F,X) et toute substitution o, on a [ost] =

[Lot] st].

2. Les cas simples de stabilité par instanciation

Comme pour la propriété de fF-compatibilité, le cas (2) de la

définition du NFLO se traite de fagon immédiate.

D/AC t, alors osdot.

Preuve

D’aprés les lemmes 7 et 8, [ost] = [fol] [stil]. De la méme fagon,

fott] = [fol] [tl]l]. Done [st] = [tl] implique [ost] ~ [otl]. D’ autre

part, par définition de la relation de réécriture, si s -+ t alors os—_—>

D/AC

-+ ot. Donec os>ot. UO>

D/AC

Nous considérerons désormais le seul cas oU s>t signifie que [st] > apg

[tl].

Définition 23 : Une substitution est dite élémentaire si et seulement si

son domaine est réduit a une seule variable.

Lemme 10 : Soit a une substitution close de domaine DOM = Xp 92+eXF. Alors

B= 0+.) ou a. est la substitution close élémentaire de domaine ix, }.

Nous allons prouver la stabilité par instanciation du NFLOQ sur les

substitutions closes, puis mous montrerons que cette propriété est

équivalente A la stabilité par instanciation générale, sur les substitu-

tions quelconques. Exprimons alors sous forme de lemmes les différents cas

de stabilité par instanciation suivant la forme de o. Soit o une substitu-
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tion close élémentaire de domaine {x}. Supposons que la précédence satis-

fasse les conditions du théoréme 6:

¥O+

si k et k’ sont dans F k>ek? => k=x et k’=+
AC’

si k est dans Fac et k#*, alors k est minimal dans F

si f est dans F, * a f => f=+.

Lemme 11 : Si ox est de la forme k(uy,.+-U), ou k #+,% et Bhs acme «ME sont

des termes clos dans T(F,X), alors s>t => os>dot.

Preuve

D’aprés les lemmes 7 et 8, fost] = [Lol] [sb])]. Puisque k # +,%, le

terme [ot] [st] est irréductible por les régles d’aplatissement et de dis-

tributivite. Donec, [[ol] [sll]l] = [ol] [st]. De la méme fagon, [otl] = [ot]

[tl]. Par hypothése, [st] SanG [tl]. La stabilité par instanciation du RPO

permet de conclure. UU)

3. Les cas litigieux

Introduisons alors la notion d’occurence mére, qui sera un concept

décisif dans la preuve du lemme suivant. La forme D-irréductible aplatie

[ost] du terme [ol] [s!] dépend en effet de l’occurence sous laquelle on

instancie. Si a cette occurence on a le symbole +, et si le symbole de téte

de [ot] est +, on aplatira [ol] [st] suivant +. De méme, si a cette

occurence ona x, et si le symbole de téte de lob] est ¥. Si par contre, a

l’occurence mére de la variable instanciée, on a *, et si le symbole de

téte de [ol] est +, on appliquera la distributivité au terme fol] {st].

Illustrons ce mécanisme avec quelques exemples.



43

Exemple 8 : Soit {st] = x+y. A l’occurence mére des deux variables se

trouve le symbole +. Soit une substitution close élementaire o telle que

[oxt] = a+b, a et b étant des constantes de F. Le symbole de téte de la

substitution est +. Done le terme instancié [oll[st] = (atb)+y s’aplatit

suivant + pour donner [ost] = atb+y.

Exemple 9 : Soit alors [st] f((x*y),z). A l’occurence mére de x, ona le

symbole ¥*. Soit une substitution o telle que [oxl] = a+b. Le symbole de

téte de la substitution est +. Donc la régle de distributivité droite de +

par rapport a * s’applique au terme instancié [obl{st] = fC ((atb)*y),z)

pour donner [ost] = f(((Caxy)+(bxy)),z).

Définition 24 : L’occurence mére d’une variable dans un terme est

ages ; : . : . n
1’ occurence préfixe stricte de cette variable. Soit Ayes ed € N

’occurence d’une variable dans un terme. Son occurence mere est

L’accurence i,...i .
1 n-1

Lemme 12 : Si ox est de la forme u)*u,,; ou uy et Uy sont des termes clos de

T(F,X), alors s>t => os > ot.

Preuve

Remarquons tout d’abord que si ox est de la forme U)*U, » alors [oxt]

peut étre soit de la _ forme [u, t]x...*fu 4] soit de la forme

[utl+..-¢fu tl, ou Wyre ed sont des termes de T(F,X). Notons [st] =

F([s,4],-..fs 41) et [tl] = g([t,4],..-[t 4). On raisonnera par induction

structurelle sur T(F,X), en distinguant les deux formes possibles de fox].

A. foxt] est de la forme [uy ]e.. fu 4]
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Distinguons alors les trois cas de la définition du RPO pouvant

apparaitre dans l’hypothése du lemme, soit [st] ppg [tl].

fzg et {fs,4],...0s 41} >> ppg {ft t],...[t 41}

Si [sb] pour tout i, [t 54] pour tout j, ou f#*, alors [ost] =

f([os,4],..- fos 4]) et [ott] = f(Lot,4],...Lot 41). En effet, les symboles

de téte de [s,4] et [t 4] ne sont ni +, ni *. Par hypothése d’induction et

par définition de >> {fos 4],..-fos 41} >> apg {fot,4],..-[ot tI}. Donec
RPO’

[ost] apg fott].

Si f=x et s’il existe i tel que [s,t]=x, et [tb] pour tout j,

alors [ost] = x(Los,4],..-[u,4],.-[u 4],..-fos,41) ou [os 4] =

[u,tix...*Lu 4. D’autre part, [ot!] = +({ot t],..-Lot 41). On a

{[s,4],.-[s, tts, )41,-- [5,413 >> ppg {[t,4],...ft 41} car xX ne majore

aucun des [t+]. Par hypothése d’induction et par définition de >? apg?

(fos, t],..los, J], los, .,41,--Los, 41} >> ppg {Lot t1,...Lot tI}. Donc

f{s,4],..[uH,..futl,..[os, 41 >> pag {Lot 4],..-ot $1}. Donec [ost] ppg

fot].

Si f=x, et s’il existe j tel que [t tex, et [s,b]& pour tout i,

alors [ott] = [ot t]*. lub]. .xfu t]. «lot 4]. Par hypothése d’ induction

et par définition de >> pea? {fos 4],..-Los 41} ang

{fot 4],.-Loxt],..[ot, 4]}. Donc {fos t],.. fos, 41} >> ppg

(fot 4],.-fuU],..lut1,. fot 41} car [oxt] apn [u,41,...[u 4] par

propriété sous-terme du RPO.

Si f=x, et s’il existe i tel que [s,t]=x, et s’il existe j tel que

[t tl=x, alors {{os,4],-.fos; 41, fos, jt1,--Los, 41) >> ppg
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{Lot H1,.-fot, H Lot, )41,--Lot Vi. Donc

{tos 4],.-[u4},.-[u4},.-los, 41} >> ppg {Lot 41,--Luj4],-.fut,.-tot 1.

f>g et [st] >goq [t,4] pour tout j

Si g=* et s’il existe j tel que [t bl=x, alors [ost] =

F([os,41,..-Los, 41), et [ott] = [ot tle. .xfu,t]..*lu s].-#fot tT. Remar-

quons que, par hypothése d’ induction, [ost] > Rpg lot, 4] pour tout k#éj.

D’autre part, fost] > [oxb]=[u,t]*...*Lu +]. Donc [ost] >
RPO RPO

[u,4],...[u,4 par propriété sous-terme du RPO. Donc [ost] > ppg {ot}].

Sinon, [ott] = [ot t]*...*Lot 1. Par hypothése d’induction, [ost]

ppg [ot +] pour tout j. Donc [ost] ppg [otl].

Il existe i tel que [s,4] 2RPO [tt]

Si fex et [s.t]=x, alors [ost] = [os tjx..xfu,b]..*Lu t]..*Los 4].
i 1 1 p m

Dans ce cas, [t]=x alors [otl] = [u,t]x...*fu 4]. L’? inéquation suivante

donne le résultat: (fos, 4],..fu,4],.-fu L},..[os_J]} »>
p m

{fut],...fu tl}.

RPO

Sinon, [ost] = F(fos,4],.-. Los, $141. Par hypothése d’ induction, [os,4]

>rpo [ott]. Done [ost] Pear fot].

B. [oxl] est de la forme [u,d]+...+fu 4]

onsSil n’existe ni dans s ni dans t une occurence mére o de 
x, telle que

s(a)=* ou t(o)=*, alors la preuve se fait comme dans le cas précéd
ent A, en

remplagant * par +.
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t(o)=*, alors la distributivité s’applique, lors du calcul de [ost] a par-

tir de [ot][sl]. Comme dans A, distinguons les trois cas de la définition

du RPO qui peuvent apparaitre dans l’hypothése du lemme, soit [st] > ppg

[tl].

L. fog et {[s,4],..-[s ]} >>poq Ut J1,..-[t 40)

Si f#*, ou f=* et [sb] pour tout i et [tb] pour tout j, alors

[ost] = [f(fos,4],...fos })],, et [ott] = [f(Lot,J1,...fot JID]. Par

hypothése d’ induction, {Los,4],..-Los 41} >> ppg {fot 4],...[t 41}. Donc

F({s,+],.--fos 41) >p F({ot,t],...[ot 41). On conclut avec le lemme 3.
PO

Notons +(u, Ek dans [1,p]] pour le terme +(U)y+U).

Si f=x et s’il existe i tel que [s,t]=x (on suppose ici qu’un tel i

est unique mais le raisonnement se généralise facilement a plusieurs) et

[tb] pour tout j, alors [ott] = [ot t]...*Lot 4]. D’autre part, [ost]

[los 4]x..*(Lujt}+...+fu tl). xfos b14] =

(Llu b}«los tx. .*los, jtxlos, tx. .*Los,411,) [k dans [1,p]] de la méme

fagon que dans le lemme 5. Remarquons alors que pour tout k dans [1,m],le

symbole de téte de [os 4] ne peut étre x. Donc pour tout k dans [1l,pl],

[fu 41, fos, 41,...Los 41}, = [uy tie. eluy, b]efos,t]*..*Los, 4]. Par

hypothése, {{s,4],..[s, 41s, ,,41,--[s, 41} >> ppg {(t,4],...[t 41} car

[s,t]=x. Donc par hypothése d’ induction,

{fos l],..fos. Jl1,los, .41,..fos bit >>... {fot t],...fot_t]}. Done pour
i-i 1+t m RruU it nm1

tout k dans [l,p], {los 41,.-[u41,.-fu tl, .-fos, 41) >> png

{fot ,4],..-fot 41}. Done [ost] PopA [ott].

Si fox et [st]& pour tout i et s’il existe j tel que [t t]=x,
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alors, de la méme facgon que précedemment, [ost] = [os d]x...*los 4], et

[ott] = +({lub]efot t+. fot, befot 4x. Lot F1],) [k dans [1,p]]. Par

hypothése d’induction et par définition de >>,,,, {[os,4],...[os 41} >> ppg

{Lot 4],..Lot 41,.. fot 41}. Donec {fos,4],..[os 4} >> ppg

{Cot 41,..tu, 41,-.fu t1,..ft 41} pour tout k dans [1,p], par propriété

sous-terme du RPO. Donc [ost] apo [ott].

Si f=x et s’il existe i tel que [s,t]=x et s’il existe j tel que

[t tl=x, alors . [ost] =

+({os,]+..fos, telus. fu Helos, | b*..fos, 41) [k dans [1,p]]. De

méme , fot4] = +(fot be. .fot, beluy te. fuytlelot 5 be. Lot 41) [k

dans {l,p]]. Par hypothése d’induction et définition de >> ,Q),

{fos,4],..[os, ,t],os,,41,-- los 41) >> png

{fot V],..fot, jUI,fot,,)41,--Lot tI}. Donc

[os t]*..[u, t+. fu tle. fs, 4] ppp [ot Jb]. .u,b]*. Lut]. . [t+] pour

tout k dans [1,p]. Done [ost] > ppg [ot].

2. f>g et [st] > pepo [t 4] pour tout j

Remarquons tout d’abord que les conditions sur la précédence nous

interdisent d’avoir f=* avec g#+. Distinguons alors plusieurs cas selon les

valeurs de f et de g.

2.1. fex et ge+

Si (s,t]# pour tout i et [t 4} pour tout j, alors Lost] =

[os ,d]«...*fos +], fot] = [fot,t]+...+fot t]].. Par hypothése
1 m 1 n +

d’induction, [ost] > app [ot +] pour tout j. Donc Lost] > apg

[ot t]+...+Lot 1]. On conciut avec le lemme 3.
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S’il existe i tel que [s,t]=x et [tt pour tout j, alors [ost] =

+([los,t]*. fos, jtlelut]*fos, t)..[os,411,) {k dans [1,p]], soit

+(Los,t]«..#fu, t*.. [uy d+. . los 41) [k dans [1,p]] si on aplatit le terme

suivant le symbole x. D’autre_ part, [ott] = [Lot t]+...+[ot tI]. Par

hypothése, [s,t]«...*[s 4] > apg [t 4] pour tout j de [1,n]. Deux cas se

présentent suivant que le symbole de téte de [t #1 est ¥ ou non.

@ [t.l] est de la forme [t.,/]...*[t. 1]
J jl J4q

D’aprés l’hypothése et par définition du RPO, {Is 4],...[s 41} »>
1 RPO

{ft t1,.-.ft 5 41}. Nommons cette inégalité (I) et distinguons encore deux

sous-cas.

S’il existe a tel que [t, t]=x, alors [ot +]= tiv] [k dans [1,p]], od

les v, sont de la forme fot, le. .Cu be. Lup be. Lot 4. Le terme [ott]

s’aplatira donc suivant ot 4] en [Lot d]+..vy+..v or. -Lot HI. Dans ce cas,

il suffit donc de montrer que fos b]*. Lu, d)e.. fut]. .Los, 4] >ppa “kK

pour tout k de [1,p]. D’aprés 1’inégalité multiensemble (I), on obtient

{{s,t],..[s; ,H[s,,)41.--[s, 41} pan

(ley b1,..[ty, Holt fej ghl} Par hypothése d’ induction,

{Los,H,..fos,_,4],los, )41,.-Los,+1} >> pep

{ot 41,.-fot,, HI Lot, )4>+-Lot jr]. Done

{fos 1,..los, 41 ,fu,,4],--Luy fos, 41,--los, 41) Deng

(Lot Hy lot Ulu gts [ug Lot jg. b1 Lot gill Done

[os,t]¥. fu, t]*..fu t+. fos, +] > ppp v,. pour tout k de [1,p).

S’il n’existe pa tel t. =x, alors [ot .4] = lot.,J]*...*lot. J].il n’existe pas a que t 5 =X) [ j } = [o ju iq

De 1’ inégalité multiensemble (I), on déduit
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aucun des ae Par hypothése d’ induction,

{fos 4],.-Los,_jt1,los, ,4],.-fos, $1} >> ppg {lot .41,-.-Lot , 41}. A for-

tiori, {fos t],.-fos, jt] lu, 41,.-fo ti, fos,)41,--fos, 41) >> ppg

{lot )4],.--Lot tI}. Done [os t}«.. fu, t+. Cu, tls. .fos, 4] > apg [ot 4].

® [t 4] n’est pas de la forme [t te. .#ft 4

Dans ce cas, il existe a tel que [st] 2RPQ [t+] et a#i car sinon, on

aurait x 2RPO [t+], donc [t t]=x, ce qui contredirait l’hypothése. Par

hypothése d’ induction, los 4] 2RPO [ot 41, donc par définition du RPO,

(os t]*.-fuy tie. fuy tb]. Los 4] > ppg [ot 1. Donc, au total, on obtient

[ost] > [ott].
RPO

Si [sb] pour tout i et s’il existe j tel que [t t]=x, alors [ost]

= [os, 41 +...*Los 4] et [ott] =

[fot t+. .fot, Hefutl+. fu Hefot,, b+. fot 11]. Par hypothése

,: .d’induction, [ost] > ppg [ot, 4] pour tout k. Donc [ost] >ppo [u4],...fu +]

par propriété sous-terme du RPO car [ot 4] = [u,U]+...+fu 4]. On conclut

avec le lemme 3.

S’il existe i tel que [s,b]=x et s’il existe j tel que [t t]=x, alors

[ost] = +(fos b]e.. fu, 4]*..fu djx..[os 4]) [k dans [1,p]] et [tl] est
1 ki kh m

comme dans le cas précédent. Ce cas se traite exactement comme le cas ou il

existe i tel que [s,t]=x et [t jb] pour tout j, 4 la différence prés que

dans [ott], le sous-terme [ot 4] est remplacé par les sous-termes
wd

[u,4],..-Lu 41. Il reste donc a montrer que tout uit variant entre l et

p, est majoré par un des [os, t]*.-[u, Hl. -Luy ts. .Los, 41, k variant. Ceci

est vrai si on prend k=r, car [ut] = [u_ ble. elu, td, si le symbole
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[os J]*. fu tle. fu tle. Los, 4] se réduit a los J]. -[utle.. los, 41, qui

majore [u, 4].
k

2.2. f¥e et ge+

Si Lt be pour tout j, la preuve se fait comme dans le premier cas de

2.1, en remplagant * par f.

S’il existe j tel que [t tex, alors [ot 4] =

: a .

[Cot 41+. -ujt]+..fu t+. fot Hi1,. Par hypothése d’ induction, [ost] > ppg

[ot 4 pour tout j. Par propriété sous-terme du RPO, on abtient [ost] > ppg

fu 41,..-[u 41. On conclut avec le lemme 3.
1

#* et g=*

Si Lt ble pour tout j, alors [ott] = fot t]«...*fot 4], et fost] =

F(fos,4],...,Los,]41. Par hypothése d’induction, [ost] > ppg [ot 4] pour

tout j. Donc [ost] apg [ott].

S’il existe j tel que [t t]=x, alors [ott] =

+(Lot, Ue. -Lu, He. fu tie. Lot FD [k dans [1,p]]. Par hypothése

d’induction, [ost] > [ot, 1] pour tout k. Donc [ost] >
RPO RPO

[uy dees Lay Fl pour tout k dans [1l,p]. Donc [ost] > ppg

[ot lx. -fujy ble. Lut. fot, 4] pour tout k. Donc [ost] > apg [ott] car

f>+.

Si f#x et gtx,+, la preuve se fait comme dans le premier cas de ¢.>.

3. Il existe i tel que [s,4] 2RPO [tt]

Par hypothése d’ induction, [os 4] ppp [ot]. Distinguons le cas ou
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[s,4]=x.

3.1. [s,+]=x (done [t4]=x)

f=*

Dans ce cas, [ost] = +(Los,+]+.-Luy tie. Luy die. fos 41) [k dans

[1,pl], et [ott] = [u,}+...+[u 4. Pour tout k dans [1l,p], on a

[os, t]¥.. Lu, tl». .Luy b+. . fos 4] >RPO [u d1=[u, t]e..*lu 4. Done [ost]

> apg fot)].

fa+

Dans ce cas, [ast] = [fos t]+.ujt]+..fut]+..fos, 41], - Il est clair

que {los 41,.-[u,H],..fu 41, -.fos, 41} >> ppg {fujt1,.-.fu tI}. On conclut en

utilisant la définition du RPO et le lemme 3.

TH+ ,*

Le résultat est évident par propriété sous-terme du RPO car [ost]

F(fos,4],-.Loxt],.. fos, 41) et [ott] = [ox].

3.2. [s.t]*&
3.2 iv l*x

Si fex et s’il existe j tel que [s ,b]=x, alors [ost]

+(Los Ue. -[u, de. -[u, ble. Los, 41) [k dans [1,p]]. Par hypothése

d’? induction, [os 4] >RPO [ott]. Donc [os V]x.-[u, b+. Lu tle. -fos, 4 > app

[ott] pour tout k. Donc [ost] apg [ott].

Si f]et et s’il existe j tel que is t]=x, alors [ost] =

[fos V]+..os,4]+..Lu,t]+. lu tl+. fos, 41, Puisque [os 4] >Rrpo [ott], on

a [os Lj+...+[os.t]+...+fos Lt] > [ott]. On conclut avec le lemme 3.
1 1 m RPO
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Si f#+,* ou [st] pour tout j, alors [ost] = F(Los,4],..-fos 41).

Donec [ost] epg fot+] car [os 4] >RPO [ott]. OO

Lemme 13 : Si ox est de la forme U,FUs» ou Wy et Uo sont des termes clos

dans T(F,X), alors s>t => os > ot.

Preuve

La preuve se fait comme dans le cas B du lemme précédent, car [oxt]

est de la forme [u,}+...+Lu 41. LJ

Enongons alors le théoréme de stabilité par instanciation sur les

termes clos.

Théoréme 7 : s>t => os > ot pour toute substitution close o.

Preuve

La preuve découle immédiatement des lemmes 9, 10, 11, 12, et 3.

Dans le cas of l’ensemble C des constantes n’est pas vide, le théoréme

précédent équivaut au théoréme général de stabilité par instanciation sur

les substitutions quelconques.

Théoréme 8 : s>t => os > ot pour toute substitution oc.

Preuve

S’il existe au moins une constante dans l’algébre des termes, 
alors le

probléme de la terminaison sur les termes clos de T(F,X) @quivaut au

probléme de la terminaison sur les termes quelconques de TCF,X). En
 effet,
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de chaine infinie de termes clos. Réciproquement et par l’absurde, suppo-

sons qu’il existe une chaine infinie de termes quelconques. Comme il existe

au moins une constante dans T(F,X), il existe une substitution close

s’appliquant & chaque terme non clos de la _ chaine précédente. D’ot

l’obtention d’une chaine infinie de termes clos, ce qui contredit

l’hypothése.

Nous sommes alors en mesure de citer le théoréme général de ter-

\

minaison qui constitue la clé de notre travail.

Théoréme 9 : Un systéme de réécriture R termine modulo la _ théorie

associative-commutative si pour toute régle gd de R, on a: g ONFLO d.
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CHAPITRE 6: EXEMPLES

Montrons alors le champ d’application du NFLO sur une série d’exemples

usuels. Ces exemples sont pour la plupart traités par REVE3, qui, utilisant

pour le moment un ordre non AC-commutant, ne garantit pas la terminaison

AC.

Exemple 1

Considérons tout d’abord 1’axiomatisation suivante des groupes

abéliens:

exx 7 x

i(x)*x 7e

ou x est un symbole AC. Tous les termes de ce systéme sont déja en forme

irréductible aplatie. On a exx ppp x par propriété sous-terme du RPO,et

i(x)*x > e avec la précédence ide. Done le systéme est AC-noethérien.
RPO

Exemple 2

Soit la définition d’un anneau commutatif:

O+x > x

-x+x 7 0

(xty)*z > (x«z)+(y*z)

x¥(y+z) > (x¥y)+(x¥z)

ot + et » sont des symboles AC. La premiére équation est orientée par

propriété sous-terme du RPO, Pour la deuxiéme, si on pose 9% alors

54
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-X+X ppg O. Pour la troisiéme équation, qui est la régle de distributivité

elle-méme, on ai (x+y)*¥z > (x*z)+(y¥z) par définition de l’ordre NFLO. La

quatriéme équation se traite comme la troisiéme.

Exemple 3

Considérons la définition suivante d’un anneau commutatif unitaire:

O+x — x

-x+x — 0

(x¢y)¥z > (x¥z)+(y*z)

x¥(y+z) > (x¥y)+(xxz)

xxl — x

l¥x 7 x

oG + et ¥ sont associatifs-commutatifs. Par propriété sous-terme du RPO,

+ 7 _ ’
0+x ppg x. Si 9, on obtient X+X > ppg 0. Comme dans 1’exemple

précédent, (x+y)¥*z ppg (x¥z)+(y¥z) et x*(y+z) ppg (x*z)+(y*¥z). Pour ter-

miner, x¥l apg x et lex ppg x par propriété sous-terme du RPO.

Exemple 4

Donnons une axiomatisation du treillis distributif libre:

(y+z)¥x > (xey)+(x¥z)

(xy )+x 7 x

(x+y) "x > Xx

of + et ¥ satisfont les axiomes d’associativité et de commutativiteé. Pour

la premiére régle, [(ytz)axd] = (yex)+(z¥x) = (xy) +(xez). Or (y+Z)*x S45
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(y+z)¥x >(x¥y)+(x*z). La deuxiéme régle est orientée grace a la propriété

sous-terme du RPO. Pour la troisiéme, [(xty)¥xd] = (xxx) +(y*x) apo xX.

Exemple 5

L’axiomatisation suivante de la fonction puissance de 2 est un systéme

AC~noethérien.

h(0) — s{0)

h(s(0)) > s(s(0))

h(s(0)) — ¥(s(s(0)),h(O))

h(xtl) — ¥(2,h(x))

h(xty) — h(x) *h(y)

ou encore, + et * sont associatifs-commutatifs. En effet, tous les termes

du systéme sont en forme irréductible aplatie. Et si on pose h>es, ona

h(O) RPO s(0) et h(s(0)) apo s(s(0)). Avec h>p*s h(s(0)) ppp

*(s(s(0)),h(0)) car h(s(0)) >poq s(s(0)) et hxs(0)) pop h(0). Avec h>,2,

on obtient h(x+1) apo «¥(2,h(x)), car h(x+1) >ppg h(x). Sans hypothése

supplémentaire 4 la précédence, h( x+y) >apg h(x)*#h(y) car h>e*. Les condi-

tions de précédence imposées par le NFLO sont bien respectées.

Exemple 6

Soit une axiomatisation des anneaux booléens:

(1) ox 7 x

(2) Oxx 7 0

(3) l¥x 7 x
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(5) (xty)¥z > (x¥z)4+(y¥z)

(6) x+x 7 0

(7) not(x) > 1l+x

(8) xly > (xey)+ (x+y)

(9) x imp y > (xay)+(x+1)

(10) x equiv y > (xty)+1

ot les opérateurs +, * sont associatifs-commutatifs. La régle (6) ne peut

&tre orientée avec l’ordre NFLO dans les conditions de précédence que nous

venons de développer. En effet, x est incomparable avec 0 et + non> 0.

Nous suggérons alors d’étendre la précédence a des conditions de

minimalité sur les variables, en posant x >~ 0. Nous y adjoindrons la con-

dition c~c’ pour toutes les constantes c et c’ de F, car x peut

s’instancier en c ou enc’. Nous définirons la relation ~ comme étant une

relation d’équivalence sur F, contenant l’égalité syntaxique. La définition

du RPG, donc de Vordre NFLO devra ainsi étre adaptée et étendue au cas ou

on compare une variable et une constante: si x >~ c alors x >-RPO c. Il

semblerait que le NFLO conserve les mémes propriétés de F-compatibilité et

de stabilité par instanciation dans ce cas.

Exemple 7

Soit une spécification des entiers de Péano:

xt+0 — x

x+s(y) > s(x+y)

x¥0 > x
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ou + et * sont ici encore associatifs-commutatifs. Cet exemple ne peut

@tre, lui non plus, pris en compte par le NFLO avec la précédence que nous

imposons. En effet, pour orienter la deuxiéme régle, il faudrait que
 +S,

ce qui trahirait la condition de minimalité de 1’opérateur +. Nous allons

voir dans le chapitre suivant qu’une telle régle se traite avec un ordre

similaire au NFLO, ot la régle annexe de distributivité est remplacée par

une régle de la forme x+s(y) 7 s(x+y). Nous allons étudier cette 
extension

de la théorie dans le cas de 1’ endomorphisme.
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CHAPITRE 7: UNE EXTENSION DE LA METHODE A D’AUTRES REGLES DE TRANSFORMATION

L’ordre précédemment développé, fondé sur la transformation par dis-

tributivité, ne convient pas a4 tout systéme de réécriture AC. Par exemple,

considérons le systéme contenant la régle d’ endomorphisme

f(x)+Ffly)Pf(x+y), of f est dans FAC et + dans Face Cette régle ne peut

€tre orientée par l’ordre précédent >, car + est minimal pour la

précédence.

Utilisons la m@éme approche que dans le chapitre 3, en tentant de con-

struire un ordre de réduction AC-commutant, qui puisse orienter la regle

d’endomorphisme dans la direction souhaitée. Nous obtenons un ordre <simi-

laire a celui du chapitre 3, en remplagant les régles de distributivité pa
r

le systéme convergent (PLUS), décrit par les deux regles suivantes:

f(x)+y 2 f(xty)

x+f ly) 2 F(xty).

La forme normale pour (PLUS) d’un terme s est notée st. Comme dans le

cas de la distributivité, on peut définir la forme [st] pour tout terme s

de T(F,X), par [st]. La définition du nouvel ordre peut @tre exprimée c
omme

suit:

Définition 25 : Soient s et t deux termes de T(F,X). On a s>t si et seule-

ment si

[st] epg [t+] ou



60

Avec le méme type de contraintes sur la précédence que dans le chapi-

tre 4 (telles que +>f), on montre que > est un ordre de réduction AC-

commutant.

La preuve de F-compatibilité a été développée dans ce cas ou la

transformation annexe est la régle d’endomorphisme. Les arguments et

schémas de preuve sont tout a fait similaires au cas de la distributivité.

La validité de la F-compatibilité du RPO sur les termes aplatis provient en

effet du fait qu’on ”’tempére” 1’aplatissement par une régle qui ”réduit” le

terme. La distributivité et la régle d’endomorphisme ont ici le méme com-

portement: elles font *monter” 1’opérateur le plus petit vers la racine, et

descendre l’opérateur le plus grand vers les feuilles du terme auquel elle
s

sont appliquées.

De cette fagon, on peut construire une famille d’ordres de réduction

AC-commutants, permettant de prouver la terminaison AC de différents types

de systémes de réécriture. En effet, on peut suggérer de traiter d’ autres

régles de la méme fagon, telles que la définition de + en terme de suc-

cesseur dans la spécification des entiers de Péano: s(x)+y — s(x+y); ou
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CONCLUSION ET PERSPECTIVES

1. Bilan

Au cours de ce travail, nous nous sommes attachés A une propriété

souvent méconnue et dans certains cas, encore négligée de la réécriture
: le

probléme de la terminaison. Notre objectif a été d’approfondir un as
pect de

ce probléme récemment abordé: la terminaison de la réécriture

équationnelle, plus particuliérement dans le cas ot les équations
 sont des

axiomes d’associativité et de commutativité.

Aprés avoir fait état des principales méthodes utilisées pour les

preuves de terminaison simple, nous avons présenté les méthodes générales

de preuves proposées pour la terminaison équationnelle. Le but d
e ce tra-

vail était de construire un ordre adapté au cas AC. Nous nous sommes

appuyés pour cela sur un théoréme de Jouannaud et Munoz exprimant que

l’ordre en question devait étre un ordre de réduction et posséder la

propriété de AC-commutation. Nous sommes partis d?un ordre de réduction

simple et connu, le RPO. Nous lui avons adjoint le processus

d’aplatissement des termes 4 comparer pour le rendre AC-commut
ant, et ‘une

transformation par réécriture annexe distributive pour le rendre F-

compatible. Le principe de cet ordre avait été proposé auparavant 
par Bach-

mair et Plaisted, mais les justifications théoriques n’étaient pas

complétes, et la preuve de stabilité par instanciation trop rest
rictive.

L’apport de notre travail a donc été une justification compléte des

propriétés d’ordre de réduction et de AC-commutation de ]’ordre précédent,
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et une preuve tout a fait générale de la stabilité par instanciation.

Notons aussi la nette clarification des concepts de transformation sur

lesquels l’ordre est fondé. Comme nous l’avons fait remarquer au cours de

ce travail, Bachmair et Plaisted intercallent les étapes de distributivité

et d’aplatissement. L’application des régles de distributivité a des termes

en cours d’aplatissement, donc varyadiques, nécessite l’emploi d’une infin-

ité de régles distributives. Quant a mous, nous voyons l’opération

d’aplatissement comme une interprétation des termes de T(F,X) par des

termes de l’algébre des termes aplatis FL(F,X). Cette optique permet de

rapprocher cette méthode de la méthode polynomiale, ou les termes de T(F,X)

sont interprétés par des polyndmes, et de n’utiliser qu’une distributiviteé,

la distributivité sur les termes de TCF,X), pour laquelle l’arité des sym-

boles AC est 2.

De par la propriété de stabilité par instanciation, l’ordre que nous

proposons est implémentable et pourrait dés maintenant fournir au logiciel

de réécriture équationnelle REVE3 un outil de preuve automatique de ter-

minaison.

2. Perspectives

Sous sa forme actuelle, le NFLO ne peut toutefois considérer tous les

cas de systémes AC. Le cas de l’algébre booléenne nécessite 1’ hypothése

x>~0, qui introduit des contraintes d’ordre des variables par rapport aux

constantes, et des constantes entre elles. Une extension de 1a précedence

et de l’ordre NFLO peut donc 6tre suggérée, dans le but de prendre en
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Il existe aussi des systémes contenant la régle d’endomorphisme, ou

tels que 1’axiomatisation des entiers de Péano, pour lesquels la régle de

transformation nécessaire n’est plus la distributivité mais par exemple

1’ endomorphisme.

Nous avons observé que toutes ces régles traduisent le méme mécanisme

de mouvement des opérateurs dans un terme, suivant leur poids dans la

précédence, et que la preuve de F-compatibilité dans le cas de

1’ endomorphisme est tout a fait similaire a celle du cas distribu
tif.

Des perspectives s’ouvrent donc dans le sens d’une généralisation de

V’ordre a diverses régles annexes. Une extension de la théorie pourra se

faire en plusieurs temps. I1 serait tout d’abord intéressant d’abstraire

les preuves développées dans ce travail sur le cas distributif, 
en extray-

ant les principes et mécanismes communs au cas distributif e
t aux cas simi-

laires comme 1’endomorphisme.

De plus, la structure de l’ordre que nous avons développé semble

promettre de s’adapter a d’autres théories équationnelles que la théorie

AC. Il serait en effet souhaitable de chercher quelles régles 
de réécriture

annexe pourraient convenir a des théories équationnelles comme la théorie
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RESUME

L’objet de cette thése est la réalisation d’un outil de preuve pour la

terminaison des systémes de réécriture équationnels, tout particuliérement

dans le cas de la théorie associative-commutative.

Nous fondant sur un théoréme général de terminaison équationnelle,

nous construisons un ordre sur les termes, possédant les propriétés

requises par ce théoréme. Puis nous donnons les justifications théoriques

des propriétés de notre ordre, apportant ainsi un outil valide de preuve de

terminaison des systémes de réécriture associatifs-commutatifs.

Nous proposons de plus une démonstration compléte d’une propriété de

l’ordre qui rend cette méthode de preuve implantable dans le cas général

des termes avec variables: la stabilité par instanciation,

Nous exposons enfin le champ d’application de 1’ordre construit, en

expliquant son fonctionnement sur une série d’exemples usuels de systémes

de réécriture associatifs-commutatifs.

MOTS-CLES: réécriture, théorie équationnelle, théorie associative-

commutative, terminaison, ordre noethérien


