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RESUME

Cette thése propose une solution aux problémes posés par la production
autquatique de traducteurs pour les langages de programmation.

En effet, si la construction automatique d'analyseurs syntaxiques est
maintenant une technique trés au point et largement utilisée, la conception
et la réalisation des autres parties des traducteurs demeurent le plus
souvent artisanales. Pour résoudre ce probléme, il est indispensable de se
donner des outils bien adaptés pour la description de la sémantique des
langages de programmation.

Ce travail développe une théorie de la sémantique des langages de program-
mation qui est basée sur la notion de type abstrait algébrique : chaque
langage est caractérisé par un tel type abstrait, c'est-d-dire une liste
de noms de types, de noms d'opérations et un ensemble d'axiomes qui décrivent
les propriétés des opérateurs et des instructions du langage. La signification
d'ung phrase est un schéma fonctionnel (ou terme) de ce type abstrait.

La traduction d'un langage Ll vers un langage L2 peut alors &tre considérée
comme une représentation du type Tl associé i L1, par le type T2 associé
i L2, c'est-3~dire comme un homomorphisme de TI dans T2. Si cette traduction
est correcte, cet homomorphisme doit conserver les axiomes de Tl, c'est~d-dire
les propriétés de Lt.

Cette théorie a abouti au développement d'un générateur de compilateurs
qui accepte en entrée les définitions syntaxiques et sémantiques des langages
Ll et L2, ainsi que la description des choix de traduction spécifiés comme
une représentation de Tl par T2.

Elle permet, en paralldle, d'établir une preuve de correction de la

traduction choisie, selon la méthode &voquée ci-dessus.
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CHAPITRE I

DEFINITION DES LANGAGES DE PROGRAMMATION ET PRODUCTION DE COMPILATEURS

I.1 ~ Introduction

Les compilateurs ont, dés les d&buts de 1l'informatique, suscité de
nombreux travaux de recherches, qu'il s'agisse de donner des techniques
pour les réaliser [Iro 61, Eva 621, des outils d'aide & leur production
[Fel 66, FG 68]) (appelés, selon les auteurs, "générateurs de compilateurs",
"compilateurs de compilateurs", "systéme d'écriture de traducteurs'), ou

des méthodes pour les prouver [McC 61, MP 67, Lon 71].

Trés t8t dans ce domaine, il est apparu qu'il &tait essentiel de se
donner des outils de description formelle des langages de programmation
[McC 63, NN 66, deB 67, Knu 68, BL 69, SS 7l](]). Ces mombreux travaux ont
en commun une description bien formalisée de la syntaxe, le reste de la
définition du langage étant dirigée par cette syntaxe (2), et qualifiée de
sémantique. Sous ce dernier vocable, on a souvent réuni 1'étude de problémes
aussi différents que : la spécification des contraintes contextuelles (par
exemple les ré&gles de déclaration des identificateurs), les outils qui
permettent d'évaluer la valeur sémantique d'un programme (autrement dit sa

signification) ; 1'étude de cette signification et des domaines théoriques

(1) Il ne s'agit pas de donner ici un historique complet des recherches
en compilation et en sémantique des langages de programmation : la

liste des travaux cités est donc loin d'étre exhaustive.

(2) Plus exactement il s'agit selon les cas de syntaxe "concréte” ou de

syntaxe "abstraite" [McC 63, LLS 68]




auxquels appartiennent ces valeurs sémantiques. Cette confusion est compré~
hensible dans la mesure ol la notion de syntaxe, en tant que grammaire i
contexte libre, est bien délimitée. Un consensus s'est formé assez vite
autour de son expression en B.N.F. (ou des variantes) et de nombreux outils
de traitement automatique de ces grammaires existent aujourd'hui et sont
largement utilisés sous le nom de constructeurs syntaxiques. On trouvera une
bonne bibliographie dans [AU 77] et la présentation d'un tel systéme dans
[Bou 77, Bou 80]. Ces systémes permettent d'obtenir automatiquement 1'ana-

syseur syntaxique correspondant 3 une grammaire donnée.

Par contre 1'écriture des autres composants des compilateurs se fait,
encore aujourd'hui, le plus souvent de maniére artisanale. Ceci est proba-
blement dii & 1'absence d'outils bien adaptés d la compilation, universel-
lement adopt&s, et permettant de décrire les contraintes contextuelles et
la sémantique des langages. A& ce sujet les auteurs de [MLB 76] parlent de
'Tour de Métababel' et insistent sur le besoin d'une motation rigoureuse
et compléte pour décrire un langage de programmation, motation qui serait

directement acceptable par un générateur de compilateurs.

1.2 - Contraintes contextuelles, évaluation de la sémantique des programmes

Parmi les méthodes de description des contraintes contextuelles, les
plus connues sont probablement les doubles grammaires [VW 691, les grammaires
affixes [Kos 71] et les attributs de Knuth [Knu 68, Lor 74] appelés généra-

lement attributs sémantiques.

On trouvera de bons exposés comparatifs dans [MLB 761 et [Lor 74]. Les
attributs de Knuth ont donné lieu i de nombreuses réalisations dont le
systéme DELTA [Lor 76] qui est utilisé dans le générateur de compilateurs
présenté dans cette thése. On va exposer ici leur rdle dans un tel géné~-
rateur et quels sont les liens entre attributs de Knuth et sémantique formelle
des langages de programmation. Précisons cependant que ce qui va Ztre dit
est valable pour les grammaires affixes et avec des variantes pour les doubles
grammaires : dans le travail présenté ici, les attributs ont &té un outil de
vérification des contraintes contextuelles et d'évaluation de la sémantique
des programmes, au méme titre que les autres outils que sont les comstructeurs

syntaxique et lexicographique.

I.2.1 - Rappels sur les attributs

Une présentation claire et plus compléte des attributs de Knuth est
donnée dans [Liv 78] : un attribut est une valeur attache & un noeud d'un
arbre syntaxique. Un exemple d'arbre 'attribué' ou 'décoré' est donné dans
la figure ci-dessous. Les noms des non-terminaux de la syntaxe sont indiqués
en majuscule, les attributs sémantiques sont notés en italique. Ici, ces

valeurs sont des chalnes de caractéres indiquant des types :

T 'réel’

tentier’ EZ

La valeur associde 3 un noeud peut dépendre des valeurs associées aux
noeuds fils : c'est alors un attribut synthétisé et ces valeurs sont calculées
en parcourant 1'arbre de bas en haut ; si la valeur dépend de la valeur
associée au noeud pére, c'est un attribut hérité.

Notons type(N) la chalne de caractéres correspondant dans 1'exemple
ci-dessus i un non-terminal N. En associant & la régle de grammaire :

- E,+T
B > E
une définition d'attributs comme
type(El) = si type(Ez) = 'entier' et type(T) = 'entier'

alors 'entier' sinon 'réel’

i X . " )
on définit le type d'ume sous-expression ou d'une expression comme un

attribut synthétisé.




Les informations ainsi associées 3 un noeud peuvent &tre trés
diverses : cette méthode permet de décrire le calcul de toutes les
caractéristiques 'statiques' d'un texte, qu’élles soient de nature
sémantique ou non. En ce sens, le qualificatif 'sémantique' qu'on
accole généralement aux attributs est trop restrictif et source de

confusion.

1.2.2 - Attributs et spécification de compilateurs

L'application la plus connue des attributs de Knuth est la spécifi~
cation et la production de compilateurs. Par exemple, un compilateur
classique peut se spécifier en utilisant trois définitions d'attributs :
la premiére définit un attribut synthétisé qui comstruit la table des
identificateurs du programme 3 partir des déclarations ; la deuxiéme
décrit un attribut qui 'hérite' cette table de la racine vers les
instructions ; la derniére décrit le code produit sous forme d'un attribut
synthétisé (le code correspondant 3 un non-terminal est une composition du

code des noeuds fils et dépend de la table héritée).

En plus de ces attributs principaux [Der 79] on aura besoin, en fonction
du langage traduit et des caractéristiques du code engendré, d'un grand
nombre d'informations annexes, du genre : type d'une sous-expression, &tat
d'occupation des registres, informations nécessaires & l'allocation des
registres, informations nécessaires i 1'allocation (statique) en mémoire
etc. On a certainement facilité la tiche du programmeur qui réalise le ’
compilateur, mais on est loin d'une production automatique de ce dernier

3 partir d'une définition formelle du langage & compiler.

On remarquera cependant que dans une telle description formelle, les
attributs sont un bon moyen de spécification des contraintes contextuelles
(comme le laisse supposer l'exemple donné en I.2.1) et du calcul de 1la
valeur sémantique d'une phase. De plus ils ont 1'avantage d'Btre directement
utilisables puisque des systémes permettant leur &valuation ont été réalisés,

On y revient 3 la fin de ce chapitre.

I.3 - Sémantique formelle, production et premyes de compilateurs

I.3.] - Les systémes SIS et SEMANOL

Il existe peu de systémes acceptant en entrée une définition sémantique
des langages de programmation. Nous présentons ici deux des plus connus :
le systéme SIS, développé par P. Mosses [Mos 75, Mos 78] qui est basé sur
la sémantique dénotationnelle, et le méta-langage SEMANOL congu et implanté
par E.K. Blum et son &quipe [Blu 69, ABB 76] qui est basé sur une sémantique

opérationnelle.

Le systéme SIS a pour données un ensemble d'équations sémantiques & la
Scott-Strachey [Ten 761 qui définit un certain langage source : dans ce cadre
théorique, la valeur sémantique d'un programme est une fonction (d'un &tat
dans un autre), exprimée sous la forme d'une lambda-expression. Dans le
systéme SIS, les équations sont &crites dams un langage applicatif, tradui-
sible automatiquement dans le langage fonctionnel primitif LAMBDA, proposé
par Scott. Le compilateur généré par le systéme est un traducteur du langage
source en LAMBDA (qui est une version "pour ordinateur" du A-calcul : la
syntaxe est plus restrictive et il en existe un interpréte). Le langage objet
des compilateurs produits est toujours le wéme : les LAMBDA-expressions dont
la taille et la vitesse d'évaluation peuvent poser des problémes. Ce systéme
est cependant trés utile en raison du succés de la sémantique dénotation-
nelle : il fournit un moyen rapide d'exécuter des programmes d’'un langage
3 partir de la définition dénotationnelle de celui-ci, définition qui existe

pour de nombreux langages.

Quoique 1'approche théorique de départ soit tr&s différente de celle de
SIS, le méta-langage SEMANOL offre des possibilités tré&s voisines. Le
programme SEMANOL qui décrit la syntaxe et la sémantique d'un langage,
accepte comme donnde tout programme du langage et retourne le résultat de
ce programme ainsi que la Liace des calculs décvits dans le p
obtenir ce résultat. On voit qu'on n'a pas obtenu un traducteur mais plut8t
un interpréte du langage. La description sémantique est opérationnelle et
consiste en un ensemble de dé&finitions des structures de données et de
contrdle du langage en terme des structures de données et de contrdle de

SEMANOL qui sont, pour citer les auteurs, primitives et de haut niveau.




Ces deux systémes donnent la possibilité d'exécuter des programmes d'un

langage, ceci directément & partir de sa définition formelle. Mais on ne

peut pas véritablement les considérer comme des générateurs de compilateurs
au sens strict des mots. En fait, si on veut produire des compilateurs, il
est indispensable de spécifier formellement, en entrée du systéme, non
seulement le langage source, mais aussi le langage objet (c'est-i-dire le
résultat de la traduction) et les choix de traduction. Trés schématiquement,

on veut un systéme du type suivant :

Définition du Langage Source

Générateur
Définition du Langage Objet —_— de 3 Compilateur
Choix de Traduction compilateur

I1 est souhaitable, sinon indispensable si on veut pouvoir spécifier
rigoureusement et facilement les choix de traduction, d'utiliser le méme
formalisme pour définir le Langage Source et le Langage Objet : la traduction
se décrit alors comme une fonction des valeurs sémantiques du langage source
dans les valeurs sémantiques du Langage Objet, valeurs qui sont de méme
nature. De plus, si le formalisme est bien choisi, on peut envisager de
prouver que cette fonction conserve bien les propriétés sémantiques du

langage source, donc que la traduction est correcte.

1.3.2 ~ Preuves de compilateurs

La question de la vérification des compilateurs a déja fait 1'objet
de nombreuses recherches. Elle reste d'actualité, et 1'intér&t du monde
industriel pour des compilateurs qui porteraient 1'estampille, 'garanti
correct’ est indéniable. Il est intéressant de donner un historique des

travaux dans ce domaine.

Une des premidres preuves d'un algorithme de compilation a &té& donnée
par Mac Carthy et Painter [MP 67] ; 1'algorithme considéré &tait 1limité i
des expressions. Dans [BL 69] Burstall et Landin suggéraient les premiers
1'intérét de méthodes algébriques et reprenaient 1'exemple de la compilation
des expressions. Milner et Weyhrauch [MW 727 donnent la preuve d'un algo-

rithme de compilation pour un langage plus étoffé, comprenant des affectations

des conditionnelles et des boucles, en insistant sux 1'intér@t de
1'approche algébrique, que ce soit dans la définition des langages ou
dans la structuration de la preuve. Dans ce méme papier, ils proposent
d'utiliser LCF pour développer automatiquement ce genre de preuves. Le
souci d'automatiser ces preuves est d'ailleurs une constante dans tous
ces travaux. Mentionnmons que dans [Lon 72] London propose la preuve d'un

compilateur d'un sous-ensemble de LISP.

Un article qui paraft fondamental dans ce domaine a été présenté@ par
F.L. Morris & POPL en 1973 [Mor 73] ; nous allons le commenter un peu

longuement.

Mais avant d'entrer dans des détails techniques, on peut faire deux
remarques générales : la premidre est que tout au long de ces recherches
le cadre théorique utilisé est devenu de plus en plus algébrique, et qu'il
vy a 12 une remarquable convergence ; la deuxigme est que 1'article de
Lockwood Morris est paru enm 1973, qu'il comportait, nous semble-t-il, les
bases théoriques d'une méthode d'écriture de compilateurs et de preuve
de ceux—ci. Or jusqu'ici, les compilateurs ne sont toujours pas démontrés

corrects ...

Dans 1'approche présentée par F.L. Morris les langages de programmation
sont considérés comme des algébres hétérogines dont les ensembles sont les
domaines syntaxiques et dont les opérations sont les différentes compositions
syntaxiques (par exemple, 3 partir d'un identificateur et d'une expression
on obtient une instruction par 1'opération affectation, etc). La compilation
se décrit comme un homomorphisme du langage source vers le langage objet. A
ces langages, sont associées des fonctions sémantiques qui, 3 chaque programme
associent une signification. La preuve d'un compilateur revient a démontrer

que le diagramme de la page suivante commute




Langage

Source

Compilateur

Langage
Objet

Sémantique
s
~» Valeur
SémantiqueS
représentation
Valeur
P i ——> S€mantique
Sémantique [<]
("

La fléche de droite nommée 'représentation' exprime le fait que la
signification du programme source et de sa traduction ne sont pas, en
génédral, identiques mais que la seconde représente "d'une maniére correcte"
la premiére. La sémantique utilisée par Lockwood Morris est dénotationmelle.
Ce choix présente 1'inconvénient de rendre 1'expression de la représentation
compliquée [Mil 77], et la méthode peu accessible aux programmeurs de compi-
lateurs. Par ailleurs des notations trop mathématiques et une présentation
dense rendent cet article difficilement lisible. Ce défaut, ainsi que le fait
que ces idées n'étaient pas accompagnées d'une réalisation pratique (géné-
rateur de compilateurs, systéme de preuves) explique sans doute leur peu

de retombdes pratiques.

I1 nous semble plus réaliste d'utiliser pour spécifier et prouver des
représentations un formalisme bien adapté et biem connu, qui est celui des
types abstraits algébriques : d'oit 1'idée de base dans cette thése, qui est
d'avoir pour valeurs sémantiques les termes d'un type abstrait, idée qui a
débouché sur la conception d'un systéme, PERLUETTE(I), qui est développé

actuellement 3 1'INRIA.

Signalons que récemment [TWW 79] les idées de F.L. Morris ont été
reprises avec une définition algébrique, au sens de [ADJ 75] de la s&man-
tique. La présentation th&orique gagne certainement en élégance, mais la
1lisibilité et les possibilités d'application ne semblent pas améliorées de

maniére significative.

1.4 - Le systéme PERLUETTE

Ce systéme permet d'obtenir un traducteur & partir de la définition
d'un langage source, de celle d'un langage objet et de la description des
choix d'implantation. Ces choix d'implantation sont exprimés comme la
représentation d'un type abstrait algébrique par un autre. Ils peuvent donc

&tre prouvés corrects et on vérifie ainsi que la traduction choisie préserve

(1) Production Elégante et ReelLlement aUtomatiquE de TraducTEurs.




bi —— . .
en la signification du programme source. Pour 1'instant

faites & la main,

s Ces preuves sont
mais il est envisageable de les automatiser en utilisant ou

én aménageant un systéme déji existant comme L.C.F. [QMW 77] ou AFFIRM [Mus 77

Pour définir la sémanti ' i
antique d'un langage de programmation on lui associe

un type abstrai ébri L i
yp ait alg€brique (c'est-a~dire un ensemble d'opérations et d'axiomeg

ce qui Ecifi i
qui permet de spécifier rigoureusement les propriétés des opérations et des

traitements du langage. La signification d'un programme de ce langage peut

" expri - P
primer comme une composition d'opérations du type abstrait, c'est~2
un terme. Cette correspondance,

d'e

~dire
Programme + Terme, est décrite au moyen

quations sémantiques qui do & i
q q nnent la valeur sémantique d'une phrase en

foncti é i
tion des valeurs semantiques des composants syntaxiques de cette phrase

Le _schéma général du systéme est le suivant

Spécification du

c Systéme .
compilateur PERLUETTE Compilateur
Programme Source
1) Définition du Langage
Source : Type Abstrait &1
Source + Syntaxe + FHASE |
Equations sémantiques L

Terme du Type Source

:

PHASE 2

2) Choix d'implantation :
Représentation du Type
Abstrait Source par le

Type Abstrait Objet

Terme du Type Objet

3) Définition du Langage
Objet : Type Abstrait PHASE 3

i &3
Cbjet + spécification
du code W L

code
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Le traducteur produit comporte trois étapes : la premiére produit un
premier texte intermédiaire qui est un terme du type source. Ce terme est
réécrit par la deuxime &tape sous forme d'un terme du type objet. Enfin la

o

troisidme &tape produit le code 3@ partir de ce terme.

Dans la version actuelle du syst&me PERLUETTE, les équations sémantiques
relatives au Langage Source sont programmées sous forme d'attributs sémantiques
synthétisés écrits en LISP. L'évaluation de ces attributs (ainsi que 1'analyse
syntaxique) est effectuée par le systéme DELTA précédemment réalisé au Laboria ;
les composants de ce systéme, le constructeur et 1l'évaluateur ont donc &té
respectivement intégrés dans la premiére partie du systéme (&1) et la premiére
étape des traducteurs (PHASE 1).

Les attributs sont utilisés dans le sens mentionné i la fin de 1.2,
clest-i-dire comme outil de spécification dans la définition du Langage
Source. Pour éviter des inefficacités 1'étape 1 effectue toutes les véri-
fications statiques des programmes, vérifications également décrites par
attributs (cette question est &tudide 2 la fin de IV.1.3). Le choix de
LISP pour l'écriture des attributs permet [Des 801 une réalisation facile
et efficace des &tapes suivantes : en effet, le résultat de la premiére

étape de traduction, le 'Terme du Type Source’ est une forme LISP.

La PHASE2 du traducteur a pour rdle d'évaluer cette forme en utilisant
un ensemble de fonctions LISP qui ont &té& produites 3 partir de la description
des choix d'implantation par &2. Chaque nom d'opération du type Source apparais-
sant dans le premier texte intermédiaire est considé&ré alors comme le nom d'une
fonction LISP, dont le résultat est sa traduction en terme d'opérations du type
objet. Comme on le verra dans les exemples qui suivent le deuxiéme texte
intermédiaire est proche du code 3 générer. La PHASE 3 du traducteur doit,
selon le méme principe que la PHASE2 rééerire ce texte comme du code en
effectuant des tiches comme 1'allocation des registres ou la suppression

a'instructions inutiles, si cela n'a pas &té fait dans la deuxiéme étape.

On trouvera une présentation compléte de ce systéme et de son utili-
sation dans la thése de Deschamp [Des 80]. Pour ce qui est de la premiére

partie (&!) un manuel d'utilisation est disponible [DM 781.




Plusieurs exemples de compilateurs ont &t& spécifiés selon cette
méthode [Den 76, Gau 77, .GDM 78, GP 79, Gau 80]. Les langages sources
étudiés comportent des types de données complexes comme les piles et
les séquences [Den 76, Gau 771, des procédures et des tableaux i bornes
fixes [GDM 78], des blocs et des tableaux 3 bornes variables [Gau 807,

Ils correspondent donc 3 des applications réalistes.

Une expérience de preuve automatique du compilateur présenté dans
[Gau 771 a &té menée a bien, pour les expressions, & 1'aide du systéme
de vérification de D. Musser [Mus 771.

I.5 - Plan de la thése
Z-4n de la these

Cette thése présente donc une sémantique formelle des langages de
programmation qui utilise la notion de type abstrait algébrique. Cette

sémantique est utilisée pour spécifier et prouver des compilateurs.,

On trouvera dans 1le chapitre II un rappel sur les types abstraits
algébriques, qui a &té limité aux notions utilisées par la suite, Dans
le chapitre III, 1'application des types abstraits 3 la définition séman-
tique de langages de programmation est présentée i partir de deux exemples
simple. Le chapitre IV est consacré i 1'étude de la sémantique des procédures.
Le chapitre V présente la sémantique d'un langage de bas niveau et deux
exemples de spécification de traducteurs sont donnés : on reprend deux
langages sources &tudiés respectivement au chapitre ITI et au chapitre IV,

Le dernier chapitre est consacré i la méthode de preuves : les résultats

théoriques sur lesquel elle est fondde sont &tablis et un exemple de preuve

de traduction (une de celle donnée au chapitre V) est donné complétement.
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CHAPITRE II

TYPES ABSTRAITS ALGEBRIQUES

FI.1 - Définitions et exemples

II.1.1 - Nptations
i de
I1 semble maintenant généralement admis [BG 77, GH 78, GTIW 78]
considérer un type abstrait comme une théorie algébrique typée dont la

"présentation’ est la donnée :

~ {stingue
- d'une liste de noms de types (ou sortes) oli on disting

un 'type d'intérét', qui est le type que l'on veut définir ; ‘ )

- d'une liste de noms d'opérations sur ces types ; & chacun de
ces noms est associd un profil (liste des domaines, et co—doma%ne). Ces
symboles permettent de construire des termes (ou-schémas fonctlonn:i:zl '
du type abstrait ; le type d'int&rét doit apparaltre dans chaque p ‘ B

- d'une liste d'axiomes (ou lois) qui expriment les relationms )
entre les opérations. Ces axiomes sont des &quations enfre teZTes zimposes
de noms d'opérations et de variables. Celles-ci sont upiverselleme

quantifiées, de fagon implicite.

Exemple 1 : Le type Booléen. . ‘
T Une présentation possible de ce type est la suivante :

type Bool ;
operations

() > Bool : vrai, faux ;

(Bool) =+ Bool : —13;

(Bool, Bool) + Bool : A, V, 2, eq ;
axiomes

soit b, b' € Bool ;

Tivrai = faux ;

1 Tlb =b 3

A (vrai, b) =b ;
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A (faux, b) = faux ;
A (b, ') = A (b, b) 3
v (b, b') =7A (b, 1b")

u

(b, b') = v (b, b') H
eq(b,b') = A (2(b,b"),> (b',b) ;
fin (1) ;

On voit que la partie operations de la présentation définit un langage,
celui des "termes de type Bool" et que la partie axiomes définit une ou des
relations de congruence sur les termes de ce langage. S'il n'y a pas
d'axiomes, tous les termes du type abstrait sont différents. Dans le cas
général, oli on a des axiomes, ceux-ci définissent des classes d'équivalence
dans le langage des termes.

Un deuxiéme exemple bien connu est le type ensemble d'entiers [HOA 72,§
GH 78]. On suppose défini le type Entier et les opérations qu'on veut utilisé
sont : ajouter, détruire un entier ou tester sa présence dans un ensemble.
La présentation de ce type peut s'@crire (on pourrait se donner d'autres

axiomes) ¢

Exemple 2 :

type Ens, Bool, Ent ; N.B : Ens est le nom du type d'intérét.
operations

() + Ens : vide ;

(Ens, Ent) -+ Ens : ajouter, detruire ;

(Ens, Ent) + Bool : appartient j
axiomes
soit s ¢ Ens, i, i' ¢ Ent ;

appartient(vide, i) = faux ;

appartient(ajouter(s,i),i') = si eg(i, i') alors

vrai simon appartient(s,i') ;

detruire(vide,i) = vide ;

(1) Dans la suite, pour des raisons de lisibilité, nous utilisons une notatit
infixée pour les op&rations binaires de ce type abstrait, avec les régles
de priorités habituelles. De plus, les formules 'p=vrai' seront souvent

abrégées en 'p'.
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detruire(ajouter(s,i),i') = si eg(i,i') alors
detruire(s,i') sinon ajouter(detruire(s,i'),i) ;
fin ;
On voit apparaitre dans cette présentation des &quations conditionnelles.
Comme il est noté dans [GTW 78] cela revient & ajouter & tout type T une

opération si-alors-sinon vérifiant les axiomes :

u

si-alors—-sinon(vrai, t, t') t
si-alors—-sinon(faux, t, t') = t'
On peut donc utiliser ce type d'équations sams sortir des théories

algébriques habituelles.
Les trois premiers axiomes sont des définitions (récursives ou non)

simples. Par contre, le quatrigme peut &tre moins compréhensible pour le
lecteur peu familier avec les types abstraits algébriques. Afin de clarifier
les choses, considérons le terme :
detruire(ajouter(ajouter(ajouter(vide,2),3),2),2)
qu'on a parenthésé pour le rendre plus lisible. En appliquant l'axiome 4,
ce terme est égal & :
= detruire(ajouter(ajouter(vide,2),3),2)
car on est dans le cas ou eg(i,i') est vrai.

De méme on a :

ajouter(detruire, (ajouter(vide,2),2),3)

I

ajouter(vide,3)
qui est bien le résultat qu'intuitivement on désirait.

On peut remarquer [GH781 qu'en changeant simplement ce quatrime axiome
P q g P

detruire(ajouter(s,i),i') = si eg(i,i') alors

s sinon ajouter(detruire(s,i’),i)

on obtient un type trés différent qui est appelé "Bag" ou "Multiset" dans
1a littérature Anglo-saxonne et qui correspond 3 des ensembles ol les

&léments peuvent avoir plusieurs occurrences. En particulier dans le type Ens,
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on a la propriété
appartient(détruire(ajouter(ajouter(vide,i),i),i),i) = faux

alors que dans le type Bag 1'expression de gauche est égale & vrai.

On voit que la présentation d'un type abstrait algdbrique est d'une
syntaxe relativement simple. Le langage de base comporte trois primitives :

- la composition de fonctions (avec parenthises pour ajouter i la

lisibilité) ;

- le signe = ;

. des variahles libres.

De plus, on considérera généralement que le type Booléen (tel qu'il
est donné dans 1'exemple 1) est prédéfini et que pour chaque type on a une
opération si-alors-sinon. Enfin, en cas de besoin, on conviendra que
certains types : Entfer, Caractére, Chafne de caractéres, sont prédéfinis.

Les axiomes sont de la forme

g(x") = a(x")
od x* est une liste de variables libres typées, g est une composition
des noms d'opérations du type abstrait, d est une composition de ces noms
et de conditionnelles.

Si la syntaxe de telles spécifications est élémentaire, leur
sémantique est moins immédiate et demande i 8tre &tudige soigneusement.

' . = a
C'est ce qui va &tre fait dans le reste de ce chapitre.

II.1.2 ~ Algdbres initiales

On rappelle ici trés brivement quelques définitions et résultats
tirés de [GIW 78], afin de montrer plus formellement ce qu'est le type
abstrait défini par une présentatiom.

Soit I une liste de moms d'opérations et leurs profils. On note T

’
1'ensemble des termes correspondants. (Un terme ne contient pas de variablet

Une I-algébre est une algébre hétérogéne telle que : & chaque nom de
type apparaissant daus I, correspond un ensemble de cette algébre ; & chaque
opération de I correspond ume opération de cette algdbre, et les profils
sont conservés.

Considérons par exemple la liste des opérations du type Bool. Notons
la Eb. Ici les Ebvalgébres sont homogénes puisqu'il n'y a qu'un seul nom de
type : Bool. On va donner deux exemples de Zb-algébres 5

(attention, on ne tient pas compte des axiomes, pour 1'instant)
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Exemple 1.1
Soit E l'ensemble Tz ; les opérations de Eb permettent de construire
b
des termes de Tz 3 partir d'autres termes : E muni de ces opérations est un
b

cas particulier de Eb-algébre.

Exemple 1.2

Soit maintenant B = {vrai, faux} et les opérations usuelles sur les
booléens not8es comme dans Eb.B est également une Ip-algébre.

On remarque qu'il est toujours possible de considérer T, comme une
I-algébre. De plus, il est connu que Ty est une algébre initiale dans la
classe des I-algdbres, c'est-a-dire qu'il existe un homomorphisme unique de
Ty vers toute I-algébre.

Considérons maintenant un ensemble Z de I-&quations. (C'est-a-dire
d'équations oil apparaissent les opérations de L et des variables). Parmi
les relations de congruences sur TE’ compatibles avec E, on note EE la
plus petite(z)

Soit TZIEE la I-algébre quotient de T, par EE(on travaille sur les
classes d'équivalence de termes au lieu de travailler sur les termes). Il
est démontré que c'est une I-algdbre, et qu'elle est initiale dans la classe
des I-algébres qui vérifient E.

[GTW 78] pose comme définition que le type abstrait algébrique défini
par une présentation I,E est cette algébre initiale, qui est notée TE,E'

Si on essaie de se dégager des détails techniques, cette définition
revient 3 dire que : les objets du type abstrait algébrique sont des classes
d'équivalence de termes, la relation d'équivalence choisie est "minimale"

c'est-d-dire qu'on satisfait les &quations E et rien de plus.

(2) Intuitivement, cela veut dire qu’un couple {(i,r’) ne vérifie =g due si
c'est indispensable pour ne pas avoir de contradiction : si tZt' n'est
pas une conséquence de ¥ alors on considére que t et t' sont différents.
Une contradiction est introduite si, par exemple, on convient pour deux
termes du type d'intdrét que t=t', et s'il existe une opération f, dont
le résultat n'est pas le type d'intérét, telle qu'on n'ait pas £(t)=f(t')

dans le type résultat.




Reprenons l'exemple des Booléens : appelons Eb les &quations données
dans 1'exemple 1. Eh définit deux classes d'équivalence : V, celle des
termes qui sont &gaux i vrai et F, celle des termes qui sont &gaux 3 faux.
Les opérations 1, A, etc sont définies sur ces deux classes d'équivalence

et d'aprés E on a :

AV =F
IV =V=F = V

etc ...

On peut ainsi montrer que TZ" By a
des Booldens et qu'on a bien spéc?fié le type voulu, K
C'est le résultat essentiel apporté par cette formulation trés mathéma
tique des types abstraits : une spécification (I, E) est correcte si TZ,E
est isomorphe & un modéle mathématique connu du type dont on veut donner
une spécification. Le probléme est qu'on n'a pas toujours un modéle ma-
thématique (dans ce travail en particulier, le mod&le est "informatique')
auquel se ramener. Dans ce cas, l'utilisation de ce cadre algébrique se

justifie moins et d'autres méthodologies peuvent s'avérer suffisantes.

II.1.3 - Démonstrations par induction structurelle

Une méthode pour vérifier, au moins partiellement, la spécification
d'un type abstrait est de démontrer les propriétés qu'on attend de ce type
d partir de la spécification,

Du fait qu'on a une notation indépendante de toute implémentation ou
de tout environnement, les preuves sont g&néralement simples et suivent
toutes le méme schéma [SW 75, GH 78] :

Supposons qu'on ait un type T, muni d'opérations & résultat dans T :
fl’ f2’ el fn. Soit P une propriété des valeurs de T. Alors si
¥i =1, ... n, le fait que P soit vrai pour les opérandes de type T de
fi entraine que P est vrai pour le résultat de fi’ P est vrai pour toutes
les tetmes du type T.

Ce type de raisonnement est appelé "induction structurelle" ou
"induction sur le type". On peut l'utiliser d&s qu'on a une spécification

du type ind&pendante de son utilisation : on se contente de fournir au

est isomorphe & 1'algébre bien connu’
i
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programmeur les noms et caractéristiques des opérations. Ici ce sont des
axiomes algébriques, dans d'autres cas ce sont des Pré et Post-conditions,

une définition i partir de types prédéfinis, une représentation ...

Exemple 2.1 :

On veut montrer que ¥s € Ens, ¥i ¢ Ent on a :
appartient(detruire(s,i),i)=faux

les opérations i résultat dans Ens sont : vide, ajouter, detruire.
4) soit s = vide
appartient(detruire(vide,i),i)=
appartient(vide, i)=faux
b) soit s = ajouter(s',j) tel que
¥i appartient(detruire(s',i),i)=faux
on a :
appartient(detruite(ajouter(s',j),i),i)=

appartient(si eg(j,1) alors detruire(s',i)
sinon ajouter(detruire(s',i),j)),1)

on fait ce qu'on appelle une "analyse par cas"
si eg(j,1) on a

= appartient(detruire(s',i),i)=faux
par hypothése de récurrence

sinon eg(i,j)=faux et on a :

= appartient(ajouter(detruire(s',i),j),i)

L}

si eg(j,i) alors vrai

sinon appartient(detruire(s',i),1)

appartient(detruire(s',1),i)=faux

par hypoth&se de récurrence.
¢) soit s = detruire(s',j). On va montrer que s vérifie P(s) avec
P(s) = (5 = vide) v (s = ajouter(s",k) A P(s''))

ce qui raméne aux cas précédents.

2 U L5 Y e BiEE
On travaille également par récurrence : SiL § vérifie P




- s = detruire(vide,j) = vide
ou
- s = detruire(ajouter(s",k),j) = si eg(k,j)
alors detruire(s",j) sinon
ajouter(detruire(s", j),k)
si eg(k,j) est vrai, s vérifie la propriété par récurrence, sinon
s est bien de la forme ajouter (s',k).

II - Problémes de consistance et de complétude

) . )
S$'il est relativement simple de faire des démonstrations sur un type
abstrait algébrique donné, il est nettement plus difficile d'établir la

spécificati 5 i i
p ation d'un tel type. En particulier, une fois qu'on a &crit une

spécification, comment répondre aux questions suivantes : n'y a-t-il pas
T p a
d'axiomes contradictoires (probléme de consistance) ? A-

nombre suffisant d'

t-on donné un
axiomes pour décrire toutes les propriétés du type
3 ' : %, SV
abstrait que 1'on voulait spécifier au départ, et dont on n'a, en général
v PP S o 03 i
qu'une idée intuitive (probléme de complétude) ?

P . .

Un exemple d'inconsistance serait, pour l'exemple 2, de trouver un
terme i
s de type Ens et un terme i de type Ent tels qu'on puisse démontrer

d la fois que :

appartient(s,i) = vrai

appartient(s,i) = faux.

Un exemple d'incomplétude serait, toujours pour 1" exemple 2, de
tr?uver un terme s de type Ens et un terme i de type Ent tels qu'on ne
puisse reécrire appartient(s,i) sous forme d'une constante booléenne.,

On a vu que si on comnait, avant d'écrire les axiomes, un moddle
mathématique standard de ce qu'on veut spécifier, une méthode de vérifi-
cation est de considérer un modile (1'algébre initiale) du type abstrait
et de montrer qu'il est isomorphe au modéle standard.

Si on n'a pas un tel modéle, il faut vérifier la consistance et la

complé & i i
plétude du systéme d'axiomes. I1 est bien connu que ces deux problémes

sont indécidables.
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On peut cependant donnex des conditions suffisantes pour qu'une axiomati-
sation soit consistante et cpmplété.

Pour ce qui est de la consistance, une condition suffisante est que si
on considére les axiomes comme des régles de redcriture (on les utilise de
la gauche vers la droite), ces régles de reécritures sont décroissantes
(le nombre d'opérations du type aﬂstrait apparaissant en partie droite
est inférieur ou &gal au nombre des opérations apparaissant en partie gauche)
et vérifient la propriété de Church-Rosser : c'est-a-dire qu'étant domnné
un terme quelconque, si on lui applique des régles de reécriture tant que
c'est possible, on obtient toujours le méme terme d la fin, quelles que
soient les régles utilisées et leur ordre d'application. Une méthode pour
vérifier cette propriété est donnée dans [KB 70].

La notion de complétude, dans le cas de types abstraits "informatique"
demande 3 8tre examinée avec soin : en mathématiques, une théorie T et par
suite le systéme d'axiomes qui la définit, est dite compléte si elle est
consistante et si, pour toute formule P sans variable, soit P soit 7P est
un théoréme de T [Sch 67]. Cette notion ne convient pas pour les types
abstraitrs algébriques : en effet, elle entraine que taute égalité entre
termes doit pouvoir €tre prouvée soit vraie, soit faugge. Si on reprend
1'exemple 2, il ne vérifie pas cette propriété : on copsidére les deux
termes :

t]l = ajouter(ajouter(vide, 1), 2)
et

t2 = ajouter(ajouter(vide, 2), 1)

I1 n'y a pas d'axiome du type Ens permettant de reécrire 1'un comme 1'autre
car aucun gxiome ne comporte la composition de deux 'ajouter' ; on ne peut
donc ddmontrer 1'égalité de ces deux termes. Par ailleurs, pour démontrer
leur inégalité il faudrait trouver un entier i tel que :

appartient(tl, i) = vrai

appartient(t2, i) = faux
le contraive

Or, il est immédiat de d&montrer, en utilisant leés axiomes sur

'appartient', que pour tout i :
appartient(tl, i) = appartient(t2,i)




Par conséquent, on a un systéme d'

(3)_

axiomes non complet, au sens des
mathématiques

Cependant, la spécification donnge pour le type Ens est parfaitement
satisfaisante si on se refére i la définition informelle de I,1 : on a
défini les propriétés des opérations : ajouter, detruire et appartient
"suffisammeniza L'égalité entre terme de type Ens n'est pas indispensable

dans ce cas.
Guttag et Horning dans [GH 78] définissent un nouveau genre de com-

plétude, la "complétude suffisante”. 1a suite de ce paragraphe expose

briévement les définitions et les résultats donnds dans [GH 78],

Soit <T,F,A> une présentation d'un type abstrait t avec :
T = tyy ven t, est la liste de noms de types,
F = f],..., fn est la liste de noms d'opération,
A= CIP R ap est 1'ensemble des axiomes,

t € T est le type d'intérét et apparait au moins une fois dans le
profil de chaque fi‘

On appelle opérations externes les opérations de F dont le co-domaine
n'est pas t. On note 0 1'ensemble de ces opérations.

On appelle opérations internes les opérations de F dont le co-domaine
SEETations Jnternes

est t. On note S l'ensemble de ces opérations.

—_—

(3) On a donc plusieurs modéles (algébres) possibles pour ces types abstraits

selon que l'on considére ces termes comme 8gaux ou non. Rappelons que si

on prend comme sémantique du type abstrait 1'algébre initiale, ces deux

Leiwes sonc considérés comme différents.

(4) Sur la nécessité de 1'incomplétude, et sur la complétude et la consistantt

considérées comme un idéal excessif, on peut consulter M. Sintzoff

(communication privée), Lao-Tseu et I. Lakatos : 'Proofs and Refutations's

Combridge Univ. Press, 1976.
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: . g . e
Intuitivement, on dit que A est une axiomatisation suffisamm
ération
compléte de t si tout terme de <T,5+0,A>, commengant par une Op )
i Y u extérieur”.
de 0, peut se réécrire, en utilisant A, sous forme d'un "terme -
’ . . v P . de S+
Un terme extérieur est un terme qui ne contient pas d'opérations 0
' JFt.
par exemple une constante d'un des types 11#

Dans 1'exemple 2 on voit qu'on a :

T = Ens, Ent, Bool
S = vide, ajouter, detruire
0 = appartient

t = Ens.

La complétude suffisante revient & montrer que Vs%Ens: VieEnt leL
terme appartient(s,i) peut &tre montré égal soit & vra1's?1: i faug.‘ca
démonstration se fait par induction structurelle, en ?t1¥1sant'1e .:1
(montxé en I1.2) que tout terme de type Ens peut se réécrire soit vide,

i jouter(s,j).
o ziOZéfiii;ion formelle de la complétude suffisante %st un peu
compliquée du fait qu'on doit définir précisément la nofl?n'd? terme
extérieur : étant donné la présentation <T,F,A> de la Définition 1, on

considére la liste de noms de types :
I="T-{t}
in' raissent pas
Notons TI 1'ensemble des termes de type Ti#t oli n'appa

les opérations de F. Il s'agit des termes des types prédéfinis.

Définition 2 :

On dit que A est une axiomatisation suffisamment compléte de

i forme
<t+I, $+0,A> si et seulement si, pour tout terme de la fo

fi(tl,..., tni)

b A e fan Ao I3 \oeme J e
] 3 Lo .  Tes
i i gdoréme, démontrable & paiiiv de &4, pa
tel que fieO, il existe un théo 5
reéceritures, de la forme :

£t tni) =u

ou usTI




A est consistant si pour tout fi(tl,... tni)’ u est unique .

Il est montré que la complétude suffisante d'un ensemble d'axiomes
est, en général, indécidable. Cependant, il est possible de donner des
conditions suffisantes pour cette propriété si on accepte quelques res-
trictions sur les systémes d'axiomes considérés.

Afin de donner une idée de ces restrictions, on va devoir exposer
quelques définitions et préciser quelques notations.

Comme dans la partie I de ce chapitre on notera les axiomes

g(x") = a(x")

ol g est une composition d'opérations de S+0, d'une composition de ces
opérations avec éventuellement des conditionnelles, x* est une liste de
variables libres typées.

Détinition 3 :

Un axiome g(x*) = d(x*) est d'imbrication décroissante (ou plus briéve-
ment décroissant) si IMBR(g(x*)) > IMBR(d(x*)) ol IMBR(e) est le degré
maximum d'imbrication des op&rations de S+0 dans 1'expression e. Plus préci-
sément :

IMBR(t) = 0 si et seulement si t est un terme extérieur;
IMBR(x) = O pour tout nom x de variable libre ;

IMBR(f(e],..., en)) = |+Max IMBR(ei)
i=l,...,n

si f est une opération de S+0 ;)

TMBR(£(e ..., € )) = Max IMBR(e,))
i=liyme oy

si f n'est pas une opération de $+0.)
Ce dernier cas s'applique pour les conditionnelles :
IMBR(si b alors e; sinon ez) = Max(IMBR(b), IMBR(el), IMBR(ez)).

Comme le nom du type d'intér8t doit apparaitre au moins une fois dans
le profil de toute opération de S+0, on peut faire les remarques suivantes :
~ On appelle constantes du type t les opérations de S+0 qui n'ont pas

d'opérande de type t. Elles sont & résultat dans t, et il en existe au

moins une dans S+0.
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- Les opérations externes ont au moins un ppérande du type t. Pour ne pas
compliquer inutilement les définitions et théorémes qui suivent on se
donne les restrictions suivantes : ‘

. une opération de O n'a qu'un opérande de type t (lgs résultats
qui suivent se généralisent au cas ol il y a plusieurs opérandes

de type t),

. cet opérande est le premier.
Définition 4 :

On dit que A est une axiomatisation sure de <T, S+0,A> si

¥oe0, ¥seS il existe un axiome de la forme o(s(x*), y*) = d(x*, y*)
décroissant, ou alors il existe une suite d'axiomes :

o(s(x"),y") = d](x*, v,

dl(x*, v = dz(x*, v

dn(x*, v = d&", v
et o(s(x*), y*) = d(x*, y*) est décroissant.

Théoréme si A est sure, alors <T,5+0,A> est suffisamment complet.

La démonstration se fait par récurrence sur la valeur de
IMBR(f(tl,..., tn)) oli f est une opération de O.

Un terme commengant par une opération de O est forcément de la forme :

o(s(tl,...tn), LERERD) un) 0€0, seS.

Supposons IMBR(ti)= Oet IMBR(ui) =0
Par définition de IMBR
IMBR(c(s(t],...,tn), Upseee um)) =2
et par hypothése sur A on a une reécriture
D(s(tl""’ tn), ul,...,um) = d(tl,.‘. s u],...um)
telle que :
IMBR(A(t, ... t 4 U,,... 0 ))<2.
1 i I iy
De part les conventions prises précédemment, si le degré d'imbrication
d'un tel terme est strictement inférieur 3 2, il est nul : en effet, ce
terme est de type différent de t ; si une opération de S y apparait, elle
est forcément en opérande d'une opération de 0, donc le degréd d'imbrication

est supérieur ou égal 4 2 ; si une opération de O y apparalt, elle a
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forcément un opérande de_type t, donc commengant par une opération de S.
Donc, tout terme u de type différent de t tel que IMBR(u) <2 vérifie
IMBR(u) = 0. C'est donc un terme extdrieur (ueTI);
On a ainsi montré 1'origine de la récurrence : tout terme commengant
par une operatlon de O est de degré d'imbrication superleur ou &gal & 2,
Si ce degre 4’ 1mbr1cat10n est €gal & 2, ce terme se reécrit sous forme
d'un terme extérieur.
) Supposons maintenant que tout terme commencant par une opération de O,
de degré d’1mbr1cat1on inférieur 5 P pu1sse se reécrire sous forme d'un
terme extérieur, et considérons 1e terme :

o(s(t‘,...tn),u],..., um)

de degré d'imbrication &gal i p.

D'aprés les propriétés de A on a :

o(s(tl,..., tn), LIFRPEN um) = d(tl,...tn, Uy um)

avec IMBR(d(tI,... tn, LITREE um)) <p
$i d commence par une opération de 0, on peut appliquer 1'hypothdse de
récurrence et ce terme se redcrit sous forme d'un terme extérieur.

Si ce n'est pas le cas, on peut appliquer 1'hypothése de récurrence
& tous les opérandes commengant par une opération de 0 (ou opérandes
commengant par une opération de O d'opérandes ne commengant pas par une
opération de 0) de la premi&re opération de d : en effet, par définition
de IMBR leur degré d'imbrication est inférieur 3 p. On peut donc &galement

se ramener d un terme extérieur.

Cependant cette condition est trds restrictive.

La plupart des axiomatisations courantes ne sont pas sures : par

exemple, celle donnée pour 1'exemple 2 ne l'est pas car on n'a pas d'axiome

avec en partie gauche :

appartient(detruire(s,i),j)

Cependant, 1'axiomatisation est bien suffisamment compléte car on a montré
que tout terme de la forme "detruire(s,k)" peut se réécrire en utilisant
les opérations "vide" et "ajouter",

D'oli 1'id&e assez naturelle de distinguer dans $ des opérations

convertibles,

= 7=

Définition 5 :

soit le type abstrait <T,S+0+{f},A> avec f de profil txt, . Xe ot

1%
Si pour toute expression de la forme f(u,v ) il existe un théoréme demontrable
par A de la forme f(u,v ) = z ol z ne contient pas d'occurrence de f, on dit

que f est convertible i S,

Théoréme 6 :

A est suffisamment complet si il existe une partition de S en deux
ensembles C (les constructeurs) et E (les extensions) telle que toutes les
constantes sont contenues dans C et @

- ¥ceC et 0e0 il existe un axiome o(c(x*),y*) =2z
(ol % et y* sont des listes de variables libres) vérifiant les propriétés

de la définitiom 4.

- On peut ordonner les &léments de E : e;,... e de manidre & ce que e soit

convertible & C, e, soit convertible 2 C+(e]}, etc...

Ce théordme permet de vérifier de maniére purement syntaxique la
complétude suffisante de la plupart des types abstraits usuels. De plus,
i1 fournit une méthodologie pour construire des axiomatisations suffisam-
ment complétes : distinguer les ensembles d'opératioms C, E et O 3 &crire
les axiomes définissant les opérations de E ; &crire la liste des parties
gauches de la forme o(c(x*),y*) et associer & chacune une partie droite
vérifiant les propriétés de la définition 4, cohérente avec le modéle voulu.

De plus, il est montré dans [GH 78] que pour tout type dont les
opérations sont récursives primitives, il existe une axiomatisation
vérifiant les propriétés du théoréme 6, ou alors on peut en trouver une
en ajoutant un certazin nombre de fonctions auxiliaires dans S ou 0.

Les fonctions auxiliaires sont des opérations sans utilité pour
1'utilisateur, mais nécessaires & 1'@criture des axiomes. Sous le vocable
de "hidden functions", leur usage a fait 1'objet d'une vigoureuse polémique
dont 1'intérét scientifique n'est pas immédiat. La propriété que l'on a
énoncée plus haut permet, par contre, de conclure ce paragraphe par un
résultat essentiel qui est qu'on a une méthode pour construire une axioma-

tisation suffisamment compléte pour tous les types abstraiis "iaisounables”.

II.3 - Les erreurs

La spécification des cas d'erreurs est une partie essentielle de la
définition d'un type abstrait. Elle doit &tre aussi formelle et précise que
le reste de la spécification, et, de plus, indépendante de la représentation.

On présente ici la méthode de spécification par "restrictions" donnée dans




[Gu 78] puis la définition des erreurs abstraites dans les types abstraits =

proposée par [Go 77]. Dans un premier temps, on montre au moyen d'un
exemple que le probléme des erreurs dans les types abstraits est loin

V5 ;
d'etre simple, et qu'on peut, par manque de précaution dans leur définition,

introduire des inconsistances dans le type abstrait.

I1.3.1 - Le probléme

Les types &tudiés en I et II, ne comportent pas de cas d'erreurs. Ce
n'est pas le cas en général : les entiers débordent, on ne peut pas diviser
par 2z&éro ni accéder au sommet d'une pile vide ... Nous donnons ici 1'exemple
bien connu de la "File d'attente" : le premier &lément d'une file vide n'est
pas défini, donc toute tentative pour l'utiliser est une erreur. De plus
on va considérer qu'essayer d'enlever un &lément d'une file vide est égalemen

une erreur,

Exemple 3 :

type File, Bool, Item ;
operations
() + File : filevide ;
(File, Item) -+ File : ajouter ;
(File) » File : enlever ;
(File) + Item : premier ;
(File) -+ Bool : vide? ;
axiomes
soit f € File, 1 ¢ Item ;
enlever(ajouter(f,i)) = si vide?(f) alors filevide
sinon ajouter(enlever(f),i) ;
premier(ajouter(f,i)) = si vide?(f) alors i
sinon premier(f);
vide?(filevide) = vrai ;
vide?(ajouter(f,i)) = faux ;

fin ;

Cette spécification n'est pas suffisamment compléte car on ne sait pas

reécrire "premier(filevide)". De plus, "enlever(filevide)" n'a pas &été
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défini : il est domc impossible de montrer que 1l'opération "enlever" est
une extension, "ajouter" et "filevide" &tant les constructeurs.

Une idée naturelle est d'ajouter 1'axiome suivant :
premier(filevide) = undef

cela revient & introduire dans le type Item une constante particuliére,
undef. Malheureusement on ajoute ainsi aux termes du type abstrait File des
gléments indésirables comme :
f=ajouter(filevide, premier(filevide))
qui, d'aprés les axiomes vérifie
premier(f) = undef
vide?(f) = faux.
De plus, les consdquences sur le type Item doivent 8tre précisées.
Par exemple, si les Item sont ordonnés, il faut définir la relation d'ordre
pour undef, ce qui, on va le voir, n'est pas &vident.
De méme, si on &crit
enlever(filevide) = undef

on a le méme genre de probléme : tout d'abord on doit distinguer entre

"uyndef"” de type Item et "undef" de type File :

premier(filevide) = undefi
enlever(filevide) = undeff

il faut alors définir
vide?(undeff), premier(undeff), ajouter(undeff,i),...

Une attitude raisonnable, semble &tre de décider que les erreurs se
propagent, c'est-a-dire que le résultat de toute opération ayant un undeft
en opérande est la constante undef du type approprié.

D'ol les axiomes :

ajouter(undeff,i) = undeff j

ajouter(f,undefi) = undeff H
enlever(undeff) = undeff R

premier(undeff) = undefi i

vlde(undeff) = undefb J
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Malheureusement, on introduit ainsi des inconsistances regrettables !
par exemple on a :

enlever(ajouter(filevide, premier(filevide)) = filevide
d'aprés les axiomes de 1'exemple 3 et

enlever(ajouter(filevide, premier(filevide)) =

enlever(ajouter(filevide, undefi)) = enlever(undeff)= undeff
d'aprés la propagation des erreurs. D'od

filevide = undeff vod

et
vide?(undeff) = yrai

Or undeff = ajouter(undeff, i) done
vide?(undeff) = faux

De fait, on a complztement "aplati™ le type File et il est possible de

montrer que toute file f est &gale a undeff.

Pour éviter cela, il faut reformuler tous les axiomes avec des tests
sur chaque opérande du terme qu'on définit pour savoir si c'est un "undef',
Cela résout le probléme du type File, mais pas celui du type Item !

Supposons que le type Item soit le suivant :
type Item, Bool ;
operations

() > Item : min ;
(Ttem) + Item : succ ;
(Item, Item) + Bool : ppe ;
axiomes
soit i,i'eItem ;
ppe(min, 1) = vrai ;
ppe(suce(i), min) = faux ;
ppe(succ(i),suce(i')) = ppe(i,i') ;
fin ;
on voit qu'ou a
ppe(min,undefi) = vrai d'aprés les axiomes de Item

ppe(min,undefi) = undefb d'aprés la propagation des erreurs
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d'ol vrai = undefB

de méme
ppe(succ(undefi,min) = faux
ppe(succ(undefi,min) = ppe(undefi,min) = undefb

d'ol faux = undefb = vrai ...

I1 faut donc également reformuler complétement le type Item et le type
Bool.

Tout cela est en contradiction avec les principes essentiels des types
abstraits : comme on ne veut pas que la définition d'un type "File d'Items"
oblige & redéfinir le type Item ; on souhaite que la spécification des cas
normaux ne soit pas alourdie par une quantité de tests diis aux cas d'erreurs,
etc... Bref, on voudrait garder les axiomes "normaux™ inchangés et traiter
les cas d'erreurs & part, sans doubler ou tripler la longueur de la spécifi-
cation et de manidre i "protéger" les propriétés des types prédéfinis

utilisés, C'est ce qui est fait dans les deux approches que nous présentons

maintenant.

I1.3.2 - Spécification des erreurs par des restrictions

Cette méthode, consiste & compléter la spécification du type abstrait
par une quatrigme partie ol les cas d'erreurs sont décrits. On y trouve
deux sortes de définitions : des préconditions, qui limitent 1'applicabilité
des axiomes, donc 1'usage du type abstrait, des cas d'échec qui indiquent les
cas ol la représentation d'une opération terminera anormalement. Cela
peut signifier qu'on s'arréte, qu'on é&dite un message d'erreur, qu'on se
branche 3 une procédure externe de rattrapage d'erreur, selon la représen-

tation choisie.

L'exemple 3 peut étre complété par la partie restriction suivante :

restrictions
Pré(enlever, £) = 1vide?(f) ;
Pré(premier,f) = T1vide?(f) ;
Une précondition restreint les termes que 1'utilisateur du type abstrait
peut utiliser en ayant 1'assurance que les axiomes sont vérifiés. C'est 2

1'utilisateur de respecter la restriction et, dans les démonstrations sur le
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type abstrait, on considére que pour tout terme g(Y), la précondition (si
elle existe) Pré(g,Y) est vérifide par hypothése.

Avec les restrictions ci-dessus, c'est l'utilisateur du type File qui aj
charge de prouver ou de tester que tout opérande de "enlever" ou de “premier"

n'est pas vide ; par exemple, il écrira :

premier(ajouter(f,i))

ou
si T1vide?(f) alors premier(f) sinom .....
C'est également 1'utilisateur qui doit choisir le traitement en cas
d'erreur,

Les restrictions ba; cas d'échec, au contraire, donnent ces responsabili:
tés & 1'implanteur du type abstrait. Afin de compléter 1'exemple 3, imaginons
qu'on veuille borner la taille des files considérées. A cette fin, on va se
donner une opération : "longueur", et on veut avoir um échec si la longueur
d'une file dépasse la valeur 100. La spécification compléte du type File

devient alors :

type File, Bool, Ent, Item ;
operations
() > File : filevide ;
(File, Item) + File : ajouter ;
(File) + File : enlever ;
(File) - Item : premier ;
(File) + Bool : vide ;

(File) + Ent : longueur

we

axiomes
soit f ¢ File, i ¢ Item ;
enlever(ajouter(f,i)) = si vide?(f) alors filevide
sinon ajouter (enlever(f),i) ;
premier(ajouter(f,i)) = si vide?(f) alors i sinon premier(f) ;
vide?(filevide) = vrai ;
vide?(ajouter(f,i)) = faux ;
longueur(filevide) = 0 ;

longueur(ajouter(f,i)) = longueur(f)+1 ;
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Pré(enlever,f) = —1vide?(f) ;
Pré(premier,f) = vide?(f) ;
longueur(f) 2 100 =Echec (ajouter, f, i) ;
fin
La derniére ligne de la partie restriction spécifie que toute repré-
sentation de 1'opération "ajouter" devra comporter un test de la condition
d'échec, Le choix du traitement en cas d'erreur est 4 la charge de 1'implan-

teur. [Gu 78] propose également des cas d'échec optionnels ; qui s'écrivent :
Echec (ajouter, f, i)==>longueur(f) = 100

La signification de cette restriction est que si on a un &échec comme
résultat du terme "ajouter(f,i)" c'est que la longueur de f est supérieure

a 100 : cette longueur peut-&tre trés supérieure 3 100, si 1'implanteur a
choisi de limiter la taille des files & 256 ou 1000. Les cas d'échec optionnel
sont un moyen de spécifier des exigences minimales (la taille des files doit
pouvoir atteindre 100) tandis que le cas d'échec normal est beaucoup plus
restrictif (la taille des files ne peut pas dépasser 100).

L'avantage de cette méthode est qu'elle est d'un usage simple et
qu'elle laisse le choix du niveau ol les traitements en cas d'erreur sont

spécifiés : on a, en quelque sorte, des erreurs de méme niveau que le type

qui sont les préconditions, avec des traitements spécifiés par l'utilisateur ;
les cas d'échec, par contre, peuvent 8tre considérés comme des abstractions
d'erreurs dont on spécifie les caractéristiques sans prendre d'option de

représentation.

R (5)
I1.3.3 ~ Les E~algébres
En I.2, on a donné la sémantique de la présentation d'un type abstrait
en terme d'algébre initiale. On va le faire ici dans le cas ol le type i
spécifier comporte des erreurs, suivant le formalisme proposé par Goguen

dans [Go 77].

(5) Le vocable E-algébre est un néologisme, traduction de 1'anglais

"error-algebra",
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Les idées intuitives sur lesquelles cette théorie est basée sont
relativement simples : on veut, comme en I.2, considérer que le type
abstrait défini par une présentation est une algéﬁre dont les objets
sont les classes d'équivalence de termes définies par les équations.

Parmi ces termes on va avoir des "erreurs" (les'undeft de IIL.1) que

1'on va axiomatiser en respectant certaines régles (pas d'inconsistances,
propagation des erreurs). Mais au lieu d'expliciter totalement cette
propagation, on la pose en hypoth&se : tout terme comportant une opération-
erreur, ou pouvant étre montré &gal i un terme en comportant, est une

erreur. Cela revient # définir une infinité de "terme-erreur" par exemple :
undeff, ajouter(filevide, premier(filevide)),
enlever (filevide), ajouter(filevide, undefi),
succ(undefi), etc.

Certains sont équivalents entre eux : les classes d'équivalence cor-
respondantes sont des objets-erreurs, Certains, comme succ(undefi) ou
ajouter(undeff,i) ne peuvent &tre redcrits : on évite ainsi les inconsistan-
ces inddsirables de III.l et, comme le fait remarquer Goguen, le terme
obtenu permet de localiser 1}'erreur (si les axiomes ont &té faits pour
cela). On peut avoir plusieurs opération-erreur pour un méme type. Afin de
faciliter la lecture des définitions formelles, on donne auparavant 1'exemple

de la File avec les erreurs spécifiées de cette manidre :
Exemple 3.2 :

type File, Bool, Ent, Item j
operations

( )y »+ File : filevide ;

(File, Item) + File : ajouter ;

(File) + File : enlever

(File) + Item : premier ;

(File) + Bool : vide? ;

(File) + Ent : longueur ;
E-operations (operation-erreurs)

( ) + File : underflow, overflow ;

( ) + Item : absent ;
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axiomes
soit f € File, i ¢ Item ;
leg 6 axiomes donnés en 3.1

E-axiomes (spécification des cas d'erreurs)
enlever(filevide) = underflow ;
enlever(underflow) = underflow ;
ajouter(overflow,i) = overflow ;
premier(filevide) = absent ;

autres
ajouter(f,i) = gi longueur(f) 2 100 alors overflow

sinon ajouter(f,i) ;

fin

On pose comme régle que les E-axiomes doivent contenir au moins une
occurrence d'une E-opérations.

Notons I la signature correspondant aux opérations "normales" du
type File, et Ef la signature correspondant aux E-opérations. En ajoutant
ces opérations, on a augmenté notablement l'ensemble des termes du
type File. Il est indispensaﬁle de distinguer dans TZUS les termes

erronés, Pour cela, on définit le prédicat ERR(t) :

-8l t=0, avec 0 € L Ef (o est donc une opération O-aire)

£V
ERR(t) est vrai si ¢ ¢ Ef ou si o apparait en partie gauche d'un E-~axiome.

-s8it= c(t], - tn), ERR(t) est vrai dans les 3 cas suivants :

K
. 3i tel que ERR(ti)
.pour i = 1,..., n, 3 t'i tel que t; = t'i peut se déduire des

axiomes autres que les E-axiomes, et que c(t'],...,t'n) apparalt

en partie gauche d'un E-axiome.
On voit que, de méme que les axiomes normaux définissent dans TZ des
classes d'équivalence, les E-axiomes définissent dans le sous-ensemble de

TEUE’
type abstrait défini par une présentation du type de 1l'exemple 3.2, sera

caractérisé par ERR, des classes d'équivalences. Par définition, le

une algébre sur ces classes d'équivalence, vérifiant les propriétés de
propagation des erreurs, Plus précisément c'est 1'algébre initiale dans la
classe des Iy S-algébres quotientées par la relation de congruence minimale

définie par (tous) les axiomes, et vérifiant un certain nombre de propriétés




[
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sur les erreurs : il y a propagation des erreurs ; aux termes tels que
TERR(t) correspondent des objets non erronés ...

C'est ce qui est exprimé formellement dans ce qui suit : I

Définition | :
Soit © et ¥ deux signatures disjointes dont les opérations sont définies sur
le méme ensemble de noms de type : S ={s}. On appelle OK-opérations les

opérations de 1 et E-opérations les opérations de E. Une 3,%,E-algébre A

est une ryZ-algdbre telle que :

. A chaque s€S correspond un ensemble As de A partitionné en KSU Es.
Les éléments de Ks sont des OK-éléments., Les &léments de Es sont des |

E-éléments.

. A chaque g€I correspond ume opération ACr de A qui propage les erreurs!

si un de ses opérandes est un E-élément, le résultat est un E-&lément.

. A toute opération geZ correspond une opération de A qui a toujours

pour résultat un E~&lément.

De méme, on dé&finit un f,E,E-homomorphisme comme un gUE-homomorphisme
entre deux I,f,E-algébres, qui, en plus des propriétés habituelles d'un
homomorphisme, préserve les erreurs (c'est-i-dire que si eeEs, h(e)eE"
et on peut alors montrer que TEUE est initiale dans la catégorie des
I,E,E~algébres munies de tels homomorphismes, en prenant la convention que
tout terme de TE est un OK-élémegt et que les termes de TZUE = TZ sont des
E-&léments. Soit T cette E-algdbre.

Suivant la démarche de I.2, on va maintenant considérer le quotient de
cette E-algdbre par la relation de congruence minimale définie par les
axiomes. On doit définir ce que c'est qu'une E-algdbre quotient, c'est-a-dire

indiquer quelles sont les classes d'équivalences de T, _ qui vont correspondrt

4 des OK-éléments ou ddes E-&léments de la E-algdbre Eiotient.

On notera P =<I,%, K, E> une E-présentation ol f et ¥ sont deux présen-
tations vérifiant les propriZtds de la définition 1, ol X est un ensemble de
L-equations et oli E est un ensemble de LUZ-equations (oli toute &quation

comporte au moins une E-opération), Soit =_ la relation de congruence

P
minimale définie sur Ty 5 par K et E. Pour faire de TEU“ /EP une E-algébre

on va prendre les conventions suivantes :
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Définition 2 :
Soit A une I,Z,E-algébre et = une congruence sur A. Considéroms A/=., On
dira qu'une classe d'équivalence [a] est un E-&lément de A/Z si et seulement
81 elle contient un E-élément de A. D'ol une classe d'équivalence est un
OK-&lément de A/Z seulement si elle ne contient que des OK-Eléments de A.
Considérons maintenant Tq/EP selon cette définition. C'est une
E-algébre. On montre qu'elle est initiale dans la classe des [,%,E-algébres
vérifiant K et E et telles que, pour tout terme de Tq on a ERR(t) si et
seulement si il correspond & t un E-&lément de 1'algébre.
On pose par définition que le typé aBstrait défini par la présentation

P est cette E-algébre.

II.3.4 - Gonclusion

On peut faire un rapprochement entre les E-algébres de Goguen et les
Préconditions de Guttag : dans un cas, on introduit parmi les termes du type
aﬁstrait tous les termes erronés (ce qui alourdit considérablement la
théorie sous-jacente) ; dans l'autre cas on supprime les termes erronés du
type abstrait. Dans le premier cas, l'utilisateur a la responsabilité& du
traitement des termes erronds, dans le deuxiéme, il doit vérifier qu'il
n'en fait pas usage. D'un point de vue pratique, cela revient probablement
au méme.

Les cas d'&chec de Guttag correspondent au cas oii on utilise un terme
sans se préoccuper de sa validité parce qu'on sait qu'il va &tre représenté
par une erreur et qu'on n'est pas intéressé par le traitement de cette
erreur.

C'est souvent le cas en programmation : les compilateurs testent les
débordements de tableau et, si on ne veut pas un rattrapage particulier de
ce type d'erreur, cela permet d'éviter d'écrire des tests dans le programme.
De ce point de vue, la distinction que fait Guttag entre Précondition et cas
d'échec semble permettre des spécifications plus souples et plus précises
pour l'utilisateur et 1'implémenteur.

Le formalisme des E-algébres a 1'avantage de définir mathématiquement
la sémantique des types abstraits algébriques comportant des cas d'erreurs.
I1 est certainement utilisable pour décrire formellement ce que sont les
préconditions et les cas d'échec.

Dans la suite de cette thése, les cas d'erreurs sont spécifiés par des
restrictions, car, en 1'état actuel des choses, c'est 1'outil le plus

raisonnable.




II.4 - Preuves de représentations

On peut spécifier une représentation de plusieurs maniéres : par une
fonction d'abstraction qui va des objets "concrets" vers les objets &
représenter ; par une fonction de représentation qui associe & chaque

terme du type 4 représenter un terme du type représentant.

Une des premiéres approches a été présentée par Hoare dans [Hoa 72].

(6

effet, 4 un objet 3 représenter peuvent correspondre plusieurs représen-

Elle est plus naturelle si on travaille sur les objets du type ; en
tants, C'est cette méthode qui est utilisée dans [GHM 76] et [Gau 78].

La deuxiéme approche est envisagée bridvement dans [GTW 78] et semble
plus commode si on est intéressé par des reécritures de termes ou des

problémes de traduction, ce qui est notre cas [GP 79].

II.4.1 - Fonction d'abstraction

Durant tout ce paragraphe, nous allons étudier la représentation
classique des Files par un tableau et deux entiers qui sont respectivement
1'indice du premier élément de la file et 1'indice de la premiére place
libre aprés la file. Pour simplifier 1'exemple le nombre d'éléments de la

file et la dimension du tableau ne sont pas bormnés.

Exemple 4 : il s'agit du type tableau ol les indices sont des entiers et
les valeurs des Items.
type Tableau, Ent, Item, Bool ;
opérations
() »+ Tableau : tabvide ;
(Tableau, Ent) -+ Item : accés ;
(Tableau, Ent, Item) + Tableau : assign ;
(Tableau, Ent) -+ Bool : défini? ;
axiomes

soit t € Tableau, i, j € Int, it ¢ Item 4

(6) qui sont des classes d'équivalences de termes....
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Note : pour faciliter la lecture accés(t,i) est éerit tlil.
assign(t,i,it) [j1 = si eg(i,j) alors it sinmon t[j] ;
défini?(tabvide,j) = faux ;

défini?(assign(t,i,it),j) = si eg(i,j) alors vrai sinon défini?(t,j) ;

restrictions
1défini?(t,i) = Echec(accés, t, i) ;

fin

Pour définir la représentation on se donne la fonction d'abstraction 4
de profil : (Tableau, Ent, Ent) - File qui est caractérisée par les axiomes

suivants :

Exemple 5 :

filevide = A(t,i,i) ;

ajouter (A(t,i,j),it) = A(assign(t,j,it),i,j+i) ;
enlever(A(t,i,j)) = A(t,i+l, j) ;
premier(4(t,i,j)) = t [i] ;

vide?(4(t,1,§)) = eg(i,i) ;

On va examiner en quoi consiste cette définition et quelles sont les
régles qui doivent &tre respectées pour qu'on ait ainsi spécifié une
représentation correcte.

Une propriété indispensable est que la nouvelle opération 4 du type
abgtrait File ne doit pas introduire d'inconsistance dans ce type (par
exemple en "représentant” deux objets diffétentg par des objets identiques).
I1 faut donc vérifier que le type File ainsi enrichi demeure consistant et
suffisamment complet,

On voit ici 1'intérét de ne pas s'obliger & avoir des axiomes complets
au sens classique du terme : dans la mesure ou 1'égalité entre certains
termes est laiss@e indécidable, comme dans 1'exemple 2, on a la possibilité
de les repré@senter par des objete identiques ou non ot on 2 ainci en plue
grand choix de représentations.

Pour que A définisse une représentation correcte, elle doit de plus,

vérifier d'autres propriétés.

(7) que 1'on peut distinguer par une fonction externe.
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Soit A 1'ensemble des objets i représenter et C 1'ensemble des objets
utilisés pour la représentation., Ici A est 1'ensemble des files, C l'ensembﬁ

des triplets <tableau, entier, entier>.

File Tableau x Ent x Ent

4 doit @tre surjective : tous les objets doivent &tre représentés.

Elle n'est pas forcément injective : un objet peut avoir plusieurs repré-
sentations (c'est le cas de filevide). D'autre part, A n'est pas nécessai-
rement définie sur tout le domaine représentant.

Guttag, dans [GHM 76], appelle invariant de représentation les proprigté
qui caractérisent le domaine de définition de 4. Dans 1'exemple des files sil
<t,i,j>¢A" (&) ona: :

i<jet ¥ tel quedi <k <] défini?(t,k) = vrai
Sur ce domaine, 4 définit la relation suivante
c=c' S Ac) = A(c")

Cette relation est appelée "interprétation de 1'&galité", Par exemple,

d'aprés la fonction 4 de 1l'exemple 5 on a :

¥t, t' ¢ Tableau, ¥i,j ¢ Ent <t,i,i> = <t',j,j>

Pour que la représentation définie par 4 soit correcte, i1 Ffaut non
seulement que A soit surjective, mais aussi que les propriétés du type &
représenter se retrouvent dans le domaine de 4 : les axiomes doivent &tre

conservés par la représentation,

Swdlm=

Pour exprimer (et vérifier) cette propriété on va travailler non plus
sur C mais sur les classés d'équivalence de A_](A) définies par la relation =,
Formellement, une représentation est correcte si tout axiome du type repré-
senté devient un théoréme dans A_l(A)/c, théoréme démontrable & partir des
axiomes des types représentants, des invariants de représentation et de
1'interprétation de 1'égalité,

On peut par exemple montrer que 1'axiome

premier(ajouter(f,it)) = si vide?(f) alors it
fiEEE premier(f)
est conservé par la représentation de 1l'exemple 5.

La partie gauche est représentée par :
premier(ajouter(4(t,i,j),it) =
premier(4(assignft,j,it),i,j +1) =
assign(t,j,it) [i] =

si eg(i,j) alors it simon t [i] ;

La partie droite devient :

si eg(i,j) alors it sinon premier(A(t,i,j)) =

si eg(i,j) alors it sinon t [i] ;
c.q.f.d.

Les démonstrations de ce genre ne sont pas trés difficiles dés 1l'instant
ol on a bien précisé les invariants de représentation et 1'interprétation de
1'égalité.

Elles sont automatisables [Mu 77],

11.4.2 - Fonction de représentation

On peut également spécifier une représentation en associant i tout nom
d'opération, f, du type représenté une composition d'opérations des types
représentants p(f). Ceci doit 8tre fait aussi pour la relation d'égalité qui
sera représentée par une relation d'équivalence p(=) qui est 1'interpréta-
tion de 1'égalité du paragraphe précédent. p s'&tend aux termes et aux
formules du type représenté de maniére trés classique :

BE( Wppens W) = o(E) Blupdseen, Blu))

Dans la suite on ne distinguera plus p et §. Si le domaine de repré-
sentation est le produit carté@sien de plusieurs types, on notera p,(u),...

p p(u) les p projections de p(u}.




La spécification de la représentation des files par des triplets

<Tableau, Ent, Ent> s'écrit alors :

Exemple 6 :
soit t= o[(f), o= Dz(f),j = p3(f) H
p(filevide) = <tabvide, o, o>
p(ajouter(f,it)) = <assign(t,j,it), i,j+i> ;
p(enlever(f) = <t,i +1,j> ;
p(premier(£)) =t [i] ; T
p(vide?(£)) = eg(i,j) ;
soit t'=p (£'),1" = p,(£'),5" = py(£")
p(f = £') = (<t,1,§> o(=) <t’,i',j") =
eg(j-i,j'-1") A (ogk<j-i > eg(t[i+k], t'[1'+k])) ;

L'interprétation de 1'égalitd est ici complétement spécifiée. On
suppose qu'on a une relation d'égalité sur les items.

Pour démontrer que la représentation ci-dessus est correcte on a

besoin des invariants de représentation. On peut les démontrer par induction

structurelle :

Par exemple on a :

[IRI] ¥ f ¢ File pz(f) < pS(f)

[IR2] ¥ f ¢ File, ¥ it ¢ Item pz(ajouter(f,it)) < pa(ajouter(f,it))

Démonstration :

[IR1] est vrai pour f = filevide car
p(f=filevide) =(p2(f) = p3(f)) d'aprés la définition de p(=)

Supposons IRl wvrai pour f. Il est vrai pour ajouter(f,it) car
pz(ajouter(f,it) = pz(f) et p3(ajouter(f,it) = pj(f)+1. Dans ce cas on a
méme : pz(ajouter(f,it)) < p3(ajouter(f,it))

c'est-3-dire [IR2].

[IR1] est &galement vrai pour "enlever(f)" :
P, (E)+l
pa(f)

pz(enlever(f))

p3(en1ever(f))
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Par hypothése de récurrence, on sait que pz(f) < DS(f) et par la
précondition sur "enlever", on sait que Tvide?(f) c'est-d-dire que pz(f)

n'est pas égal a pa(f). On a donc pz(f) < 93(f) d'oll
pz(enlever(f)) < p3(en1ever(f)).

En utilisant ces deux propriété&s, on peut montrer sans grandes

.

difficultés que les axiomes sont conservés. Par exemple :

enlever(ajouter(f,it)) = si vide?(f) alors filevide

sinon ajouter(enlever(f),i)

se redcrit ¢
p(enlever(ajouter(f,it))) po(=) Ei_p(vide?(f)) alors

p(filevide)‘gi&gg p(ajouter(enlever(f),it))
Soit p(f) = <t,i,j>, la partie gauche devient :
<p](ajouter(f,it)), pz(ajouter(f,it))+l, p3(ajouter(f,it)> =
<assign(t,j,it),i+1,j+i>
La partie droite devient :
si eg(i,j) alors <tabvide,o,0>
sinon <assign(p‘(en1ever(f)), pa(enlever(f),it), pz(enlever(f),

pa(enlever(f))+l>

En faisant une analyse par cas, on voit que si
eg(i,j) est vrai on a

<assign(t,j,it> ,i+1,j+1> p(=) <tabvide,o,0>
d'aprés l'interprétation de 1'égalité,

Dans 1'autre cas, la partie droite devient

<assign(t,j,it),i+],j+I1>
et la relation p(=) est donc satisfaite.

On voit que, quelle que soit 1'approche adoptée, la spécification
d'une représentation est simple, et les régles de preuves sont élémentaires.

La simplicité de ces démonstrations améne & penser qu'il est possible, &

artir de la représentation d'un sous~ensemble des opérations, de déduire
P P P
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la représentation compléte systématiquement, voire méme automatiquement. Celj
semble une démarche plus constructive que de faire une longue preuve
"a posteriori", Dans [Gau 78] on trouvera un exemple d'une représentation

compléte construite 3 partir de la représentation ﬁes constructeurs et de

1'interprétation de 1'égalité.

II.5 ~ Conclusion

Ce chapitre est une tentative pour dégager les id&es et les résultats
essentiels & partir d'une sbondante littérature. On s'est volontairement
limité aux notions qui seront utilisées par la suite, et celles-ci ont été
présentées et &tudiées le plus compl&tement possible. Un domaine important de
1'étude des types abstraits, les types paramétrés par d'autres types, comme

"File de n'importe quoi' ou "Ens d'un type muni d'une &égalité&", a &été

complétement laissé de cGté. Ce sujet est abondamment discuté dans les
textes cit@s en bibliographie.

Nous allons &tudier dans le chapitre suivant comment nous nous
proposons d'utiliser les types abstraits algébriques pour décrire la

sémantique des langages de programmation.
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CHAPITRE III

DEFINITION SEMANTIQUE DE LANGAGES DE PROGRAMMATION

A L'AIDE DE TYPES ABSTRAITS ALGEBRIQUES

Introduction

Comme cela a &t& dit au chapitre I, 1'idée de base de ce travail est
de formaliser la compilation comme la représentation d'un type abstrait par
un autre.

Ce chapitre présente la sémantique formelle des langages de program-
mation qui a &té définie dans ce but et qui est 3 la base du systéme de
production de compilateurs et de la méthode de preuve.

On considére que la signification d'un programme source est un terme
d'un certain type abstrait algébrique, caractérisant le langage source et
qu'on appelle le "Type Source". On verra que si les types abstraits sont un
outil commode pour spécifier la sémantique des expressions, d&s que 1'on
aborde la sémantique des instructioms, le probléme devient plus difficile.
I1 faut alors introduire un type '&tat' et un type 'changement d'état’,
dont les propriétés sont délicates 4 spécifier. Nous proposons ici une
approche différente & ce probléme, bien connu d'ailleurs : Guttag dans
[Gu 79] et Guttag et Horning dans [GH 79] suggérent d'utiliser des
"transformations de prédicats” & la Dijkstra, pour décrire les actions.
L'idée est e spécifier les propriétés des "ensembles de valeurs" sur
lesquelles on travaille, par des axiomes et les changements d'état par
des transformations de prédicats. Nous avons développé en paralléle [GDM 78,
GP 79] un formalisme trés voisin ; plutdt que transformations de prédicats,
nous préférons parler de modification d'état, un état étant un ensembie de
prédicats valides.

En effet, si les transformations de prédicats sont bien adaptées i la
description et & la preuve d'une proprié&td spécifique d'un programme, il est
plus naturel, pour définir la sémantique des instructions d'un langage dans
le cadre des types abstraits algébriques, de considérer l'ensemble des pré-

dicats modifiés par une instructiom.




ITI.1 - Notigns d'état et de modification

Soit un langage de programmation élémentaire qui permet de calculer
des expressions entiéres ét d'affecter des valeurs entiéres & des identifi-
cateurs. De telles affectations peuvent se comp;ser séquentiellément J

<PRQG> ::= <LISTE D'AFFECT>
<LISTE D'AFFECT> ::= <AFFECTATION> |
<LISTE D'AFFECT> ; <AFFECTATION>
<AFFECTATION> ::= ID := <EXP>
<EXP> ::= <EXP> + <T> | <T>

ete ...

Pour décrire la sémantique des expressions, on va se donner une
définition des entiers avec les quatre opérations classiques. Ce type est
donné ici in extenso car il sera souvent utilisé dans la suite. On peut
noter que toute 1'axiomatisation est basée sur le choix de trois cons-

tructeurs : 0, suce, pred ; succ(i) et pred(i) sont notés ici i+l et i-i.

type Ent ;
opérations
(Ent, Ent) - Ent : add, soust, mult, div ;
(Ent) + Bool : neg ; »
(Ent, Ent) + Bool : eg, dif ; '
axiomes
soit i, i' € Ent ;
add(i, Ent '0') =i ;
add(i, add(i', Ent '1')) = add(add(i,i'), Ent '1') ;
add(i, soust(i', Ent '1')) = soust(add(i,i'), Ent '1') ;
add(i, j) = add(j,i)
soust(i, Ent '0') =i ;
soust(i, add(i', Ent '1')) = soust(soust(i,i'), Ent '1') ;
soust(i, soust(i, Ent '1')) = add(soust(i,i'), Ent 'I') ;
mult(i, Ent '0') = Ent '0' ;
mult(i, add(i', Ent '1')) = add(mult(i,i'), i) ;
mult(i, soust(i', Ent 'l')) = soust(mule(i,i’),i) ;

mult(i,j) = mult(j,i)
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N.B : "neg" est une opération auriliaive nécessaire 4 la définition de la

division, qui teste si un entier est négatif.

neg(Ent '0") = faux ;

neg(add(i, Ent '1")) = si eg(i, soust(Ent '0', Ent '1'))
alors faux sinon neg(i) ;

neg(soust(i, Ent '1')) = si eg(i, Ent '0") alors vrai

sinon neg(i) ;

N.B : de méme 1'opération d'égalité est nécessaire pour la définition

de "neg".

eg(Ent 'Cl', Ent 'C2') = eg(Ci, C2) ;
eg(i, add(i, Ent "1")) = faux ;
eg(i, soust(i, Ent "1')) = faux ;
eg(i, i') =eg(i', 1) ;
egladd(i, Ent '1'), add(i', Ent "1")) = eg(i, i') ;
eg(soust(i, Ent "1'), soust(i', Ent '1")) = eg(i,i') ;
eg(soust(i, Ent "1'), add(i', Ent '1')) = eg(i,

add(add(i’, Ent '1'), Ent "11) ;
dif(i, i') = si eg(i, i')

alors faux sinon vrai ;

N.B : on peut maintenant donner la définition de la division.

div(i, i') = si neg(i) A neg(i') alors
si neg(soust(i, i'))
alors Ent '0'
sinon add(div(soust(i,i'},i'), Ent "“n
sinon si neg(i) 2 neg(i') alors
div(soust(Ent '0',i), soust(Ent '0', i'))
sinon si neg(i) A~ neg(i') alors
soust(Ent '0', div(soust(Ent '0',i),1i"}))
sinon si  meg(i) A meg(i') alors
soust(Ent '0', div(i, soust('Ent'0',i")) ;
restrictions
eg(i', Eat '0') = Echec (div, i, - I




§.B : d partir de ce type, il eat possible de définir un type "entier
borné" par un minimum et un maximm et de spéeifier les débordements

parmi les cas d'échec.

Les constantes, qui dans le chapitre précédeht étaient spécifides
comme des opérations O-aires, sont ici notées entre guillemets et précédées
du nom de leur type. Il serait en effet fastidieux de les &numérer toutes,
d'autant plus qu'd ce niveau, la syntaxe des constantes est sans importan-
ce : dans la pratique elle sera traitde par le constructeur lexicographi-
que ; sur le plan théorique elle n'est pas significative.

Pour @tre rigoureux, on devrait donner une syntaxe des constantes
entigres, et, associer 3 cette syntaxe une sémantique donnant pour chaque |

texte de terminal un terme qui lui correspond dans le type Ent :

<Cte> + <Digit> | <Cte> <Digit> | - <Cte>
<pigit> » 01 |2]|3]4|5)6]7]8]9
V[o] = zero |

Vi1l = un
vi2)

Vi3

e

Vfcte Digit] = add(mult(add(V{9) ,un),V fcte]),VfDigit])
Vi-cte]l = soust(zero, ViCte}) ;

add(un, un)
add(V{2], un)

Pour des raisoms de lisibilité, d'efficacité et parce que son traitement|
3 la représentation est spécial, on considére que pour chaque type t, la I
fonction V est prédéfinie, sous la forme d'une opération de nom t, dont |
1'argument est noté entre guillemets, sans parenthéses. Cette opération est |
de profil (Chaine) -+ t ol Chaine est un type prédéfini "chalne de caractéres'
(on pourrait 1'appeler aussi "texte de terminaux")}. On se donne sur ce type
Chaine une opération d'égalité "eg" (qui a &té utilis@e dans la définition
de 1'opération "eg" du type Ent).

Dans le langage que nous considérons, il y a des identificateurs. Le

type associé est décrit par :
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type Ident ;
opérations
(Ident, Ident) - Bool : eg ;
(Ident) + Ent : valeur ;
axiomes
eg(Ident 'Cl', Ident 'C2') = eg(Cl, C2) ;
eg(idl, id2) > eg(valeur(idl, valeur(id2))
gin (D

Le premier axiome indique simplement que deux identificateurs sont
égaux s'ils ont le méme texte.
Etant donné le type Ent et le type Ident, on a maintenant les outils

pour spécifier la sémantique des expressions. Par exemple 3 1'expression
(I +3)*xJ
correspond le terme
mult(add(valeur(Ident 'I'), Ent '3'), valeur(Ident 'J")).
Plus généralement on peut se donner la fonction sémantique suivante :
Vi:EXPyTuyF > termes de type Ent
avec

VIEXP + T] = add(V{EXP], V{T])
V{CTE] = Ent 'CTE'
V[ID] = valeur(Ident 'ID')

On peut remarquer que les noms d'opérations ne sont pas interprétés et que
tout ce qu'on sait de "add" est ce qui a été spécifié par les axiomes du
type Ent.
D'autre part, on n'a pas donné d'axiomes pour 1'opération "valeur". En fait,
ceux—ci vont &tre introduits par les affectations., L'instruction :

I:=2
introdult la propridié :

valeur(Ident 'I') = Eunt '2'

(1) Rappelons que comnme au chapitre II, on abrége P=vrai en P, quand P

est une expression de type Bool.
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et supprime toutes celles qui sont en contradiction ...

Classiquement, la signification d'une insttpctién est un changement
d'état. Ici on change de type abstrait algébrique puisqu'on en modifie les
axiomes, et par conséquent les opérations.

Pour rendre compte de cette modification on va définir des opérations
qui font passer d'un type abstrait 3 un autre : dans ce but, on a formalisé
la notion d'état d'une mani&re un peu différente de ce qui est fait habi-
tuellement. On trouvera cependant une approche similaire dans les travaux
sur les structures d'information [Rem 74, Fin 74, Pai 751.

Définition 1 :
Soit A 1l'ensemble des axiomes du type abstrait algébrique associé 3 un

langage de programmation. On appelle les axiomes de A les axiomes généraux

(Ils sont vérifiés par tous les &tats que 1'on peut obtenir en exdcutant des

instructions du langage).

Définition 2
Les opérations du type abstrait dont la définition est susceptible de

changer d'un &tat & un autre sont appelées opérations modifiables. Les

2) ] . . _—
formules ou axiomes qul caractérisent ces opérations pour un état donné

sont appelés axiomes spécifiques.

Dans notre exemple :
add(i, Ent '0') =i
est un axiome général ;
valeur(Ident 'I') = Ent '2°'

est un axiome spécifique.

Définition 2bis :
Etant donné un type abstrait, on se donne la fonction suivante qui caractérist
les termes valides du type abstrait, c'est-d-dire ceux qui vérifient les
préconditions
- 81 ¢ est une constante pré(c)=vrai
~ 8i t est de la forme f(ul,uz,...,un) on a
pré(t)fgzé(f,ul,...un) A pré(u]) A e pré(un)

et on pose Pré(f, u,,..., un)=vrai s'il n'y a pas de précondition sur f.

1?

(2) Une formule est un terme de type Booléen.

_S]_

Définition 3 :
Soit <T, F, A> la présentation d'un type abstrait algébrique associé & un

langage de programmation. Un état est un ensemble S de formules de la forme

t =t' (ol t et t' sont des termes du type abstrait) qui vérifie les quatre

+

propriétés suivantes :
i) t = t € S pour tout t terme du type abstrait tel que pré(t)eS
iiyt=t"'eS=» t'"=stes

iii) t=t'eS, t'=t"eS=> t=t"€S$S
iv) pour tout f de F(3), pour tout t;, ..., et t‘], -8 t‘n corres-

pondant 4 1'arité de f, on a ¢

pré(f(t],...,tn)) A pré(f(t'l,...,t'n)) €S,
t, = t'l € B, 0. .5 t, = t‘n € S=> f(tl,...tn) = f(t'l,...,c'N) €S
Définition 4 :

Formules directement dérivables d'un énsemble d'axiomes.

Soit <T, F, A> la présentation d'un type abstrait algébrique ol A = {al,...an}
et ol les a; sont de la forme :

g; (x*) = d, (x*)
8; est une composition des opérations de F, di est une composition de condi-
tionnelles et d'opérations de F, x* est une liste de variables libres typées.
On appelle formule directement dérivable de A toute formule qui peut &tre

obtenue en remplagant dans un a; toutes les variables de x* par un terme du

type abstrait du type correspondant (vérifiant les préconditions s'il y en a).

Définition 5 :

Etat engendré par un ensemble d'axiomes.

(4)

On appelle état engendré par un ensemble d'axiomes A le plus petit &tat’ ‘qui

contient toutes les formules directement dérivables de A. On note SA cet état.

(3) On verra dans le chapitre IV que 1l'introduction de procédures dans les
langages considérés améne & modifier légérement cette définition.

(4) Il s'agit en fait de la plus petite relation de congruence compatible avec
les axiomes qui a été présentée au chapitre II, et la sémantique du type

abstrait est 1'algébre initiale du paragraphe II.1.2,
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Etant donné une formule f, on notera indifféremment

fe SA ou A+ £

Définition 6 :

Etat satisfaisant un ensemble d'axiomes.

Un état satisfait un ensemble d'axiomes A s'il contient toutes les formules

directement dérivables de A.

Selon la convention suivie dans le chapitre II, un terme ou une formule

ne comportent pas de variables libres., Un axiome comme :
add(i, Ent '0') = i

n'appartient pas aux états du type abstrait associé au mini-langage. Par

contre, la formule :

add(Ent '1', Ent '0') = Ent 'I'

appartient & tous les é&tats.

Maintenant qu'on a défini ce qu'est un état, on a les &léments pour
décrire la sémantique des instructions.

Soit § 1'état courant. La sémantique de 1'instruction d'affectation

"I :=2" est une transformation de 1'&tat S en 1'état S' suivant :
$' = {£ | £ [Ent '2' / valeur(Ident 'I')1e S}

ol f[x/ul est la formule obtenue en remplagant dans la formule f toutes les
occurrences de | par A.
Ceci est la définition classique de 1'affectation par une substitution

[Flo 67, Hoa 69]. La formule f1

Valeur(Ident 'I') = Ent '2'
devient par substitution :
Ent '2' = Ent '2'

qui est valide dans S. Donc fl est valide dans S'.
De méme ¢i I avait une autre valeur dans S, les formules qui en &taient

la conséquence n'appartiennent plus & S'. Soit par exemple, f2 §
add(valeur(Ident'I'), Ent 'l') = Ent 'O’

Aprés la substitution f2 devient :
add(Ent '2'  Ent 'l') = Ent '0'

_53-.

qui n'est pas valide dans S. Donc f2 n'est pas valide damns S'.
Revenons aux types abstraits algébriques et i la définition sémantique
du mini-langage. On va donner la valeur sémantique des instructions sous

forme de termes du type abstrait algébrique "modificatiom".

type Modif ;
opérations
(Ident, Ent) + Modif : affect ;
(Modif, Modif) + Modif : seq ;
fin
La signification d'un programme sera un terme de type Modif. On aura
donc la fonction sémantique suivante :
C : PROG y AFFECTATION y LISTE D'AFFECT - termes de type Modif
définie par les &quations :
C {ID := EXP] = affect(Ident 'ID',V{EXP])
C {LISTE D'AFFECT ; AFFECTATION} = seq(C{LISTE D'AFFECT],C|AFFECT])

On n'a pas donné d'axiomes pour le type Modif. On pourrait, par exemple,
donner un axiome d'associativité pour la composition séquentielle. Cependant,
dans 1'approche que nous avens choisie, la sémantique des modifications est
donnée par des définitions ol sont utilisées un certain nombre d'opérations
fondamentales sur les &tats.

La premiére est l'application d'une modification & un &tat.

appl(m, §) = §'
Par exemple, on a vu que "affect(Ident 'I', Ent '2')" est la modifi-
cation correspondant & l'affectation I := 2, et 1'&tat
fggl(affect(ldent 'I', Ent '2'), S)
est 1'état S' tel qu'il a été défini ci-dessus.
On se donne aussi une opération d'adjonction d'un axiome au jeu

d'axiomes caractérisant un état et qui sera notée :

S+a=58"'




Définition 7 :

Adjonction d'un axiome 3 un état.

Etant donné un état § et un axiome a, on note Sta le plus petit état qui

contient les formules de S et lés formules directement dérivables de {a}.
En utilisant la suﬁstitution, 1'adjonction et 1'opération appl, on

peut compléter la sémantique du mini langage par une.partie de définition

des modifications :

appl(affect(id,i),8) = {f | £[i/valeur(id)] ¢ S}
appl(seq(m,m’),S) = appl(m', appl(m,S))

Le lecteur peut vérifier qu'une conséquence de la deuxigme définition
est 1'associativité de la composition séquentielle mentionnée ci-dessus.

Un type abstrait algébrique, o le type d'intér@t est "Modif", enrichi
de définitions de modifications du genre de celles données ci-dessus, permet
de décrire commodément la sémantique des langages de programmation. Cet enri-
chissement de la notion de type abstrait algébrique est tré&s proche de la
définition des structures d'informations dans [Rem 74, Pai 75 Jqui est
utilisée en [Fin 74] pour définir la sémantique d'Algol 68. Plus ancienne-
ment [Bur 70] avait présenté une approche voisine. Dans la suite, et par
abus de langage, on parlera indifféremment de Structure Source ou de Type
Source pour désigner le type abstrait, agrémenté de modifications, qui est
associé 3 un langage Source.

Afin de pouvoir faire des preuves de représentation de modification par
des modifications, on va se donner un certain nombre de primitives qu'on
utilisera pour définir aussi bien les modifications 3 représeunter que les
modifications représentantes. Dans [Gau 77] une autre approche avait été
choisie qui consistait & se fixer une fois pour toute une modification
primitive et des lois de composition standard. La méthode présentée ici
permet des définitions plus souples des structures de contrdle d'un langage.
Les primitives sont données dans le paragraphe suivant. La spécification et

la preuve des représentations sont traitées dans les chapitres V et VI.
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II1.2 - Primitive de définition des modifications

On a vu sur 1l'exemple précédent que 1l'opération appl et la substi-
tution jouaient un réle essentiel dans la définition des modifications.
Plus précisément, appl permet dé définir les compositions de modifications
et la substitution permet de rendre compte de l'affectation(s). Cette derniére
instruction &tant présente dans la plupart des langages de programmation,
il parait souhaitable de la modéliser ume fois pour toute sous sa forme la
plus générale et d'en faire une modification primitive qu'on utilisera par
la suite pour définir les modifications des diverses structures sources
rencontrées.
En III.} on voulait ajouter une propriété de la forme :
valeur(id) = i.
Selon les langages et les types abstraits associés considérés, on veut,
plus généralement, introduire des formules du type :
' £QA) = w
Malheureusement, la substitution telle qu'elle est donnée en III.I
n'est pas suffisante dans le cas fréquent ol on peut avoir des identifica-
teurs &quivalents : c'est le cas explicitement en Fortran, mais on a ce
probléme quand on a des tableaux et des variables indicés 3 si i=] une
affectation & ali+1] doit changer la valeur de a[2] et celle de tout a [t]
tel que t=2.
Pour €tudier ce probléme sur un exemple simple, on ajoute des déclara-
tions comme :
Equivalence I,J
au mini~langage, dont la syntaxe devient :
<PROG> ::= <LISTE DE DECL> ; <LISTE D'AFFECT>
<LISTE DE DECL> ::;= <DECL> | <LISTE DE DECL> ; <DECL>
<DECL> ::= Equivalence ID, ID

Cela va se traduire dans le type abstrait Ident par le fait que

"eg" devient modifiable, et que 1'axiome définissant "eg" sur

1'opération
les Ident en III.} devient :
eg(C1,C2) > eg(Ident 'C1', Ident 'C2') ;

d'oll 1'obligation d'ajouter les axiomes suivants, qui ne se déduisent plus

(5) au sens le plus large de ce mot : changement de la valeur d'une variable,

de la procédure en cours, passage de paramétre ...
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des propriétés de 1'égalité des chafnes :
eg(id, id') = eg(id', id) ;
eg(id, 1d") A eg(id"*, id') > eg(id, id') ;
D'autre part, il faut ajouter au type Modif les opérations et définitions

suivantes : )
'ogératidns
(Ident, Ident) -+ Modif : decl ;
definitions
appl(decl(id, id'), 8) = §'
avec S' = {f | f [vrai/eg(id, id")] ¢ S}

Du fait qu'en affectant un identificateur on veut changer la valeur
de tout identificateur &quivalent, la définition de 1'affectation devient

légérement plus compliquée :

appl (affect(id,i), S) = S' avec
§' = {f | £ [valeur'/valeur] ¢ § + (valeur'(x) = si

eg(x,id) alors i ginon valeur (x))}

On passe par 1'intermédiaire d'une opération valeur’' qui est égale

a "valeur" sauf aux points égaux 3 id. Soit a , 1'axiome qui définit
valeur
cette opération. On voit que si id] et id ne sont pas équivalents et
si valeur(id!) =il ¢ § on a :
1 '(idl) = it +
valeur'(idl) il ¢ 8§ 3 leur!
donc

valeur(idl) = 1l ¢ §'

Par contre si id et idl sont &quivalents on a

valeur(idl) =i e § + %valeur’

done

valeur(idl) =1 ¢ §'.

Définition 7 :

Soit f le nom d'ume opération modifiable, A un terme (ou un n-uplet de
termes) du type (ou des types) correspondant au domaine de f, U un terme
correspondant au co-domaine de f. On appelle "substitution généralisae"

une modification notée subst(f(A),u).
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Par définition

appl(subst(£(X),1),8) = {P | P [£'/£] ¢

S+ £'(x) = si eg(x),)) alors y sinon £(x)}

oii f' est un nom de fonction de méme arité que f, soumis aux mémes précon-—

6)

ditions, et n'appartenant pas au type abstrait associé au langage

Théoréme

Le ré&sultat de 1'application i un état, d'une substitution généralisée

est un état.
Démonstration

Pour faire cette démonstration, on utilise le lemme suivant :

EEEEE : Soit S un &tat correspondant 3 un type <T, F u {f'}, A>. L'ensemble
de formules {P | P [(£'/f] e S} f ¢ F, £' ¢ F est un &tat correspondant au
type <T, F, A>.
Notons S' cet ensemble de formules. Il vérifie les quatre propriétés

de la définitiom 3 :
i) Si pré(r)eS’, c'est que pré(t)[f'/£]eS. Or £' est soumis aux mémes précon-

ditions que f donc pré(t[f'/f])eS. Comme S est un 8tat, d'aprés i) :
t[£'/£)=t[£"/£]eS, et par définition de S',t=t'eS'.

i) t =t'eS' = t[f'/f] = t'Tf'/f] ¢ S
=t'[f'/f] = t[f'/f] e S=>t' =t ¢ S'. Donc ' vérifie la propriété ii).
iii) Du fait que S est un &tat, on 2
tLE/E] = ' (£'/£] e S, t'[£'/£] = ¢"[£'/F] ¢ §
> t[f'/E] = t" [£'/£] ¢ §
d'oll

t=t' eSS, t' =t"e 8' =t = t"e g

(6) Dans [Rem 74] et [Pai 75] ce nom auxiliaire de fonction est utilisé

également mais d'une maniére différente.
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iv) Soit g un nom d'opération de F & un opérande.
- si g n'est pas £, on a
g(e)LE' /£ = = g(tl£'/ED)

ol '= =' indique 1'identit& entre termes.’

t=t'e s >tlf'/f] = t'[£'/f]eS

> g(t[£'/£]) = g(t'[£'/£]) € S car S est un &tat.

Ce qui est identique 3 :

g(o)[£'/£] = g(t)If'/£] e §
g(t) = g(t') e 8
- si g est identique & f on a
FCOLE/£] = = £'(eL£'/£])
t=t"e S =¢tlf'/f] = t'[£f'/f)l e S =
£Y(eLET/£D) = £7(¢'[£7/£]) € 8
Ce qui est identique 2
f(e)[E'/E] = £(e)LE"/E]l e S
d'ou £(t) = £(t") € §'

Cette derniére démonstration se généralise trivialement au cas ol il y
a plusieurs opérandes [J

La démonstration du théoréme est alors immédiate car, par définition de
1'adjonction,

{8 + £'(x) = si eg(x,A) alors u sinon f(x)} est un état ]

Pour pouvoir rendre compte de modifications plus complexes qu'une
simple affectation on a besoin de substitutions généralisées simultanées :
cela revient 3 ajouter plusieurs axiomes intermédiaires lors du changement
d'état, Cela permet, en particulier, de spécifier 1'ensemble des substitu-
tions qui doivent Btre effectuées lors de 1'application d'unme certaine
modification, sans en préciser l'ordre : on a ainsi un plus grand choix

de représentation pour cette modification.

- 59 -

Définition 8 :

La substitution généralisée simultanée est notde

subst(<fl(ll), eny fn(ln)> B un>)
soit m cette modification. Elle correspond au changement d'état suivant :

- si pour tout i et j distincts, fi et fj sont des noms différents d'opérations
on a :

= ' 1
appl(m,S)= {P | P[£ plE et WJEJES Ha . ta)

ol a; désigne 1'axiome

f'i(x) = si eg(x,Mi) alors My sinon fi(x)

- s'il existe deux entiers i et j distincts tels que fi et fj soient identiques,

les axiomes a, et aj sont remplacés par 1'axiome

f'i(x) = s8i eg(x,ki) alors M sinon

Ei_eg(x,lj) alors uj sinon

fi(x) 3

et on généralise 3 plus de deux noms d'opération identiques.

A partir de ces modifications primitives on peut décrire tout changement
d'état dans ume structure d'information. Dans la suite de ce chapitre, nous
allons montrer sur un langage un peu plus réaliste comment en définir la sé-
mantique avec ces outils. Dans le chapitre IV, la définition de la sémantique

d'un langage comportant des procédures est complétement traitée.

III.3 - Le langage SEQFLEX

Ce langage est une extension du langage source &tudié dans [Gau 77].
On y trouve les structures de contrSle usuelles. Il permet de manipuler des
entiers et des séquences d'entiers dont la longueur est variable i 1'exécution :
lors de la déclaration d'un identificateur de s&quence, la longueur qui lui est
associde prend la valeur zéro. Cette longueur peut &ire chaugle par les ius—
tructions allonger (qui ajoute un &lément 3 la fin de la séquence) et raccourcir
(qui supprime le dernier &lément de la séquence). On peut accéder au 1% &1ément
d'une séquence ou en changer la valeur. D'autre part, on peut &crire les

expressions entiéres usuelles, tester si une sdquence est vide et si deux
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expressions entiéres sont égales. ! eg(Idvar 'Cl', Idvar 'C2') = eg(Cl, C2) ;

La syntaxe de ce langage est la suivante : eg(id, id') > eg(valeur(id), valeur(id")) ;

<p> =+ <LD> ; <LI> ’ | i
I fin
a > > : I
<LD> + <LD> ; <D | <p | type Idseq,
opérations

(Idseq, Idseq) + Bool : eg ;

<D> + entier ID | séquence ID

<LI> » <LI> ; <I> | <I>

<I> > allonger (ID,<E>) | 535592£2i£ (ID) I dD 2= =Ex ] (Idseq) + Ent : bornesup mod

ID[<E>] := <B> | si <C> alors <LI> sinon <LI> fsi | (Idseq, Ent) + Ent : iéme mod
— — 0 3
tantque <C> faire <LI> fait | axiomes

<E> > <E> + <T> | <E> -~ <T> | <T>

soit ids, ids'eIdseq,i,i'€Ent ;
<I> + <T> % <F> | <T> [ <F> | <F>

| eg(ldseq 'Cl', Idseq 'C2') = eg(Cl, C2) ;
e (R | » ‘ ENT | ke ! Llongueur (1p) . eg(ids, ids') > eg(bornesup(ids), bornesup(ids')) ;
<C> -+ vide (ID) [ nonvide (ID) | <B> = <E> | <E> # <B>

+

eg(ids, ids') A eg(i,i') > eg(idme(ids,i), iéme(ids',i')) ;

ENT et ID sont considérés ici comme des terminaux ; ils sont par ailleurs les i restrictions

axiomes de deux grammaires qui engendrent respectivement les constantes entiéres | neg(soust(i,Ent '1')) = Echec(iéme, ids, i) ;

et les identificateurs du langage. Dans les équations sémantiques ENT et ID ! neg(soust(bornesup(ids),i)}) = Echec(iéme, ids, i) ;
sont utilisé&s pour dénoter le texte d'une constante ou d'un identificateur. fin

Les opérations "valeur", "bormesup", et "iéme" sont modifiables. Les deux

III.3.1 - Les expressions - - oy -_ S 1 .
derniéres restrictions indiquent que dans la spécification de la représentation

Un type abstrait associé d SEQFLEX est défini par un certain nombre de I de 'igme' on devra insérer un test pour savoir si 1'indice est bien compris

noms de type, de noms d'opérations et d'axiomes. Parmi les types, il parait | entre les bornes.

naturel d'avoir : des identificateurs de séquence, des identificateurs entiers, | On a maintenant les &léments pour décrire la sémantique des expressions de

des entiers et des booleens. ) SEQFLEX. La signification d'une expression entiére sera un terme de type Ent,
Pour ces deux derniers types, on va reprendre les définitions de "Ent" i celle d'une expression booléenne sera un terme de type Bool. Les fonctions

donnée en III.! et de "Bool" donné en II.I. sémantiques sont les suivantes :

I1 reste & donner une présentation des types "identificateurs d'entiers” et |

"identificateurs de séquences" : V:EuTUuUTF ~+ termes de type Ent

type Idvar ; B : C + termes de type Bool.
opérations

(Idvar, Idvar) + Bool : eg ;

(Idvar) »+ Ent : valeur mod
axiomes

soit id, id' e Idvar ;
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£
Elles sont définies par les équations :
VIE+T] = add(VED, V{T]) ; i La spécification du type Modif est la suivante :
i = P f
VIE-T] = soust(V{E],ViT]) ; : type Modif ;
VIT*F} = mule(VfT}, VEF]) i *z%— .
. Opérations
ViT/F} = div(ViT), ViED) 5 (Idseq) + Modif : init ;
Ve ] = VEED; (Idseq, Ent) + Modif : ajouter ;

ViID) = 1dvar 'm' ;
VEENT] = Ent 'ENT' ;
VfIDLET} = ieme(Idseq 'ID', VIE]) ;

| (Idvar, Ent) + Modif : affecter ;
D =b Id ‘DY) ; | ;
VQLEEEEEBE( )j ornegup (Legeq ) ¥ (Modif, Modif) + Modif : concat 5

EKE&ES(ID)” = eg(bornesup(ldseq 'ID'), Ent '0') ; : (Bool, Modif, Modif) + Modif : conditiommelle 3
Bﬂnonvide(ln)] = dif(bornesup(Idseq 'ID'), Ent '0') ; (Bool, Modif) + Modif : itération j

Ble,=5,) = es(ViE ], VIE,D ; § () -+ Modif : vide ;

BﬁEI#EZH = dif (V[E ]}, VIE,D) 5 définitions

(Idseq) - Modif : retirer ;

(1dseq, Ent, Ent) + Modif : changer-iéme }

N . - ; : .
On peut remarquer que, du fait que les cas d'erreurs sont spécifiés par des Soit ids ¢ Idseq, idv e Idvar, i,jcEnt, m,n'eModif, beBool ;

. : = : mt .
"Echees" les équations définissant V[T/F] et VIIDLEI] ne comportent pas de I init(ids) = subst(bornesup(ids), Ent '0') ;

. - - . 2 1 L}
tests de ces cas d'erreurs puisque ceux-ci seront traités dans la spécification ajouter(ids, j) = concat(subst(bornesup(ids), add(bornesup(ids), Ent '1')),

de la représentation. (subst(iéme(ids, bornesup(ids)}, j)) ;

On verra en III.3.3 ce que deviennent les 8quations sémantiques si les retirer(ids) = subst(bornesup(ids), soust(bormesup(ids), Ent '1')) ;

erreurs sont spécifides par des "Préconditions". changer-i®me(ids, i, j) = subst(idme(ids, i), j) ;

On n'a donné ici les &quations sémantiques que pour des programmes corrects,, affecter(idv, i) = subst(valeur(idv, i)) ;
appl(concat(m, m'), S) = appl(m', appl(m, §)) ;

b=vrai ¢ S = appl(conditionnelle(b, m, m'), S) = appl(m, S) ;

c'est-3-dire oii tous les identificateurs sont déclards et utilisés de maniére

licite. Plus généralement, dans la suite de cette thése on considérera que

= Sas 1 - v ,
toutes les vérifications statiques ont &té effectudes : en effet dans le b=faux ¢ S = appl(conditionnelle(b, m, m'}, S) appl(m', 8) ;
b=vrai € § » appl(itération(b,m), S) = appl(itération(b,m),appl(m, S)) ;

S

|
systéme PERLUETTE, ces vérifications sont programmées & l'aide d'attributs [

sémantiques qui sont &valués par le systéme DELTA [Lor 74, DM78]. b=faux ¢ 5 = appl(itération(b,m), S)

Dans ce cas particulier, ces vdrifications seraient facilement exprimables

. )] = ; — r 3 3
dans les &quations sémantiques: il faudrait enrichir le type abstrait de deux N.B : dans le cas o aucune des dewx formules b=vrai ou b=faux n'appgrtient & S,

ty 12 .
P = 2 . . Fm 3 mp un c
prédicats, "est-déclaré-entier", "est-déclaré-séquence” et les tester a chaque par exemple s'tl y a une erreur au cours de 1'évaluation de by cette

usage d'un identificateur. spéeification laisse 1'implémentation libre de choisir 1'état suivant.

appl(vide, 8) = § ;

III.3.2 - Les instructions
La valeur s@mantique d'une instruction est, comme en III.1, un terme de N.B : les définitions données ici pour la conditionnelle, 1'itération,

type Modif. La fonction sémantique correspondante C est de profil : L'affectation ete, doivent &tre revues si om a des effets de bord

PUIDUDULL UL+ termes de type Modif. (voir Chap. IV), ce qui n'est pas le cas dans ce langage.
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restrictions

fin

eg(bornesup(ids), Ent '0') = Echec(retirer, ids) ;
neg(soust((i,Ent "1')) = Echec(changer-iéme, ids, i, j) ;

neg(soust(bornesup(ids), 1)) #’Echec(changer;iéme, ids, i, j) 3

Les équations sémantiques qui définissent C sont :
CiLp ; LIj = concat(CELD], CﬂLIB) 3
CfLD ; b} = concat(CfLD), C[D]) ;

Cfentier 10} = rien ;

un prédicat & vrat.
C{séquence IDJ = init(Idseq 'ID') ;
la borne supérieure est initialisée 4 0.

C{L1 ; 1) = comcat(C{LI}, C{I}) ;

Cﬁallonger(ID, E)ﬂ = ajouter(Idseq 'ID', VEE]) N

Clraccourcir(ID)}j = retirer(Idseq 'ID') ;

C{ID := E} = affecter(Idvar 'ID', V{E}) ;

CQID[EIJ = Ezﬂ = changer~iéme(Idseq 'ID', VﬁElﬁ, U“Ezﬂ) 3

C{si C alors LI  sinmon LI, fsi} = conditionnelle(Bfc], C{LI §, C{LL,]) ;
Cftant que C faire LI EEiEB = itération(BfC], B[LIH) s

La valeur sémantique de tout programme de SEQFLEX est maintenant définie

comme un terme de type Modif dont les propriétés sont parfaitement connues par

la définition de la Structure Source qui vient d'@tre domnée. Cette approche

est certainement pleine de possibilités : on devrait pouvoir, dans ce cadre,

prouver des transformations de programmes, démontrer des propriétés intéres-—

santes de certains programmes ... Nous nous intéresserons ici aux possibilités

de spécification et de preuve de représentations, donc de compilateurs.
I

Ceci explique pourquoi on ne donne pas directement les parties droites des

équations définissant C directement en termes de subst : en effet, nous

: 8t on vérifiait la déclaration des identificateurs, on aurait 4 positionner
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considérons que subst n'est pas un nom d'opération des types abstraits
envisagés, mais un outil primitif de définition de modifications. Lorsqu'om
spécifie une implantation d'un langage source, on donne pour chaqué modifi-
cation du Type Source, une représentation en terme de modifications du Type
Objet. On vérifie alors, i partir des définitions du Type Objet que les subs=~
titutions indiquées dans le Type Source sont Eien réalisées par cette repré-
sentation (qui peut comporter d'autres traitements auxiliaires, donc d'autres
substitutions). D'un point de vue méthodologique, on a intérét i &viter dans
la définition du langage source toute "surspécification" susceptible de
limiter les représentations possibles : par exemple, définir une modification
comme une composition séquentielle alors que l'ordre d'exécution n'a pas
d'importance (d'ol 1'intérét des substitutions simultandes). Par contre, on a
plusieurs maniéres de définir un langage source. Dans le paragraphe ci-dessous
on verra ce qui se passe si on choisit de spécifier les cas d'erreurs de
SQFLEX par des préconditions. Dans le dernier paragraphe de ce chapitre on

donne un autre type source susceptible d'&tre associé @ SEQFLEX.

I11.3.3 Spécification des cas d'erreurs par des Préconditions

Supposons que les restrictions par cas d'échec du paragraphe précédent

soient remplacées par des préconditions. On aura :

restrictions

Pré(idme, ids, i) = neg(soust(Ent '0', i)) A neg(soust(i, bornesup(ids)) ;

Pré(retirer, ids) = neg(soust(Ent '0', bornesup(ids)) ;

Pré&(changer-igme, ids, i, j) = Pré(igme, ids, i) ;
fin

Ces restrictions spécifient que pour accéder au iéme &lément ou le modifier

on doit avoir testé ou prouvé que i est strictement positif et plus petit ou
égal a la borne supérieure. Pour retirer le dernier &lément d'une séquence, on
doit vérifier que la longueur de celle-ci est strictement positive. Les &qua-
tions s&mantiques sont donc légdrement modifiées dans certains cas puisqu'il
faut introduire des tests. Par exemple, dans la définition de C on a deux

équations différentes :




Cﬁraccourcir(ID)ﬂ = conditionnelle(neg(soust(Ent'0', bornesup(ids))),
retirer(Idseq'ID'),stoperreur) ;

CEID[E]] t= Ezﬂ = conditionnelle(neg(soust(Ent'0’, V[E]ﬂ)) A

neg(soust(VﬂEI], bornesup(Idseq'ID'))),
changer-iéme(Idseq'ID’, VﬁE]ﬂ, VEEZB), stoperreur).

Cette derniére équation présente 1'inconvénient (inexistant du point de
vue théorique) de comporter plusieurs occurrences de VEEID. Dans le systéme

PERLUETTE cela signifie que le texte du terme correspondant & E1 sera recopié

plusieurs fois dans le premier texte intermédiaire, traduit plusieurs fois dans

les phases ultérieures de traduction, calculé plusieurs fois & l'ex&cution du

programme objet généré. D'ol 1'intérét de définir une nouvelle modification :
(Idseq, Ent, Ent) + Modif : changer-iéme-avec-verif ;

définie par :

changer-i&me-avec-vérif(ids, i, j) = conditionnelle(neg(soust(Ent'0',i)) A

neg(soust(i, (bornesup(ids))), changer-iéme(ids,i,j), stoperreur)

et utilisée dans 1'équation :

CﬁID[El] 1= EZD = changer-iéme-avec-verif(Idseq'ID', VﬁE‘j, VﬂEZD)

Cela laisse le choix i 1'implémenteur de "changer—idme-avec-vérif" de
stocker i dans une variable intermédiaire ou un registre ou de recopier le

texte de son implementation.

On a utilisé une nouvelle modification : “stoperreur’, dont on peut

vouloir, selon les cas, différentes définitions. Ici on choisit de rester dans

1'état auquel a été appliqué "stoperreur", quelle que soit la suite du
programme :

P e S =P ¢ appl(stoperreur, S)

erreur = vrai e appl(stoperreur, S)

¥ m, erreur = vrai ¢ S = appl(m, S) = S.

Ot erreur est une opération modifiable de profil ( ) + Bool. Pour é&viter
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des contradictions il faut alors revoir les définitions des autres modifica-

tions en y ajoutant un test d'erreur. Ce soin est laissé au lecteur.

On a vu quels &taient les changements dans la définition de C causés par

1'utilisation de Précondition. V{ID[E]]) doit &tre &galement redéfini. Cette
redéfinition implique des changements beaucoup plus complexes dans la
Structure Source de SEQFLEX car dorénavant 1'&valuation d'une expression peut

provoquer un changement d'état. Ce changement d'état ne peut &tre di qu'a

une erreur : donc de 1'&tat S, on ne peut passer qu'a 1'état appl(stoperreur,S)

ou & S.
La définition de V{ID[E]} devient :
VﬁID[E]ﬂ = iéme-avec-vérif(Idseq 'ID', VﬁE])

ol iéme-avec-vérif a pour arité (Idseq, Ent) -+ Ent.
Pour donner les axiomes sur cette nouvelle opération on a besoin d'opé-

rateurs de composition de modification et d'entier ou de booléen :
(Modif, Ent) - Ent : efbi B

(Modif, Bool) - Bool : efbb i

dont les propriétés sont décrites par les axiomes et les définitions suivantes :

axiomes

add(efbi(m, i), efbi(m', ity =efbi(concat(m,m'), add(i, i')) ;
eg(efb, (m, i), efb (m', i')) =efb, (concat(m, '), eg(i, i")) ;

F.B : et ainst de suite pour toutes les opérations d opérandes entiers ou
booléens.
définitions
appl(affect(id, efbi(m, i)), S) = appl(affect(id, i), appl(m, 8)) ;
appl(conditionnelle(efbb(m, b), m', m") = appl(conditionnelle(b,m',m"),

appl(m, S)) ;

N.B : et ainsi de suite pour toutes les modifications & opérandes entiers ou

booléens.
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e

Le principe de ces définitions est simple : on se met en &tat d'erreur
. = oo m P restrictions
si un des opérandes d'une modification a provoqué une erreur. —————n
i B - . neg(soust(i, Ent '1")) = Ech ie L) 3
On peut maintenant donner la définition de iéme-avec-vérif : 8( (.’ )} = Echec (i2me, s, i) ;
idme-avec-vérif (ids,i) = efbi(conditionnelle(neg(soust(Ent 07,i)) A { neg(soust(bornesup(s), i)) = Echec (ime, s, i) ;
1 4 .
neg(soust(i,bornesup(ids))), | eg(bornesup(s), Ent '0') = Echec (début, s) ;
) neg(soust(i, Ent '1')) = E 3 i)
vide, stoperreur), g( (i, En ) chec (changer, s, i j)';
s : : neg(soust(bornes 1 = i, i) 3
idme(ids,i)) ; g(soust( up(s), i)) = Echec (changer, s, i, j) ;

fin
On voit que 1'utilisation de Préconditions complique quelque peu la Les types Ent, Bool et Idvar restent inchangés. Par contre, le type Idseq
définition du Langage Source : c'est une conséquence du fait qu'on a allégé davienn
la spécification de 1'implantation. ! type Idseq ;
opérations
II1.4 - Autre définition sémantique dé SEQFLEX F (1dseq,Idseq) + Bool : eg ;
Il a pu paraitre &trange aux habitués des types abstraits, de voir défimir | (Idseq) + Seq : val-seq mod
un langage de manipulation de s&quences sans une spécification explicite de ce axiomes
type abstrait. Pour permettre une comparaisom, nous donnons ici une définition eg(Idseq 'Cl', Idseq 'C2') = eg(Cl, C2) ;
de SEQFLEX, basée sur le type sé&quence, plus proche de celle qui &tait donnée [ fin
en [Gau 77]. Les noms des modifications restent les mémes mais les définitions changent :
On se donne donc le type suivant :
type Modif
type Seq ; opérations
opérations (Idseq) » Modif : init ;
() + Seq : seq-vide ; (Idseq, Ent) + Modif : ajouter ;
(Seq, Ent) > Eut : bornesup ; (Idseq) - Modif : retirer ;
(Seq, Ent) + Seq : concaténer ; y : (Idseq, Ent, Ent) + Modif : changer-igme ;
(Seq) -+ Seq : début ; | .
(Seq, Ent, Ent) + Seq : changer ; i définitions
i

(Seq, Ent) = Ent ; iéme ; init(ids) = subst(val-seq(ids), seq-vide) ;

o - s iFer(ids. @) = &T% B . . ~ . S
B ¢ quone de ces opérations n'est modifidble. | aJo? er(ids, j) = subst(val-seq(ids), concaténer(val-seq(ids),j)) ;
retirer(ids) = subst(val-seq(ids),début(valseq(ids))) ;

changer-iéme(ids, 1, j) = subst(val-seq(ids),changer(ids, i, j)) ;

axiomes |
bornesup(seq-vide) = Ent '0' ; ; che
bornesup (concaténer(s,j)) = add(bornesup(s), Ent '1') ; I fin
bornesup(début(s)) = soust(bornesup(s), Eat "1') ; Les équations sémantiques sont inchangées par rapport & III.2 sauf :
iéme(concaténer(s,j),i) = si eg(i, add(bornesup(s), Ent 'l") V{TDIE]] = iéme(val-seq(Idseq 'ID'), V{ED) ;
alors j sinon igme(s, i) V{longueur (ID)J = bornesup(val-seq(Idseq 'ID')) ;

ieme(début(s),i) = si dif(i, bormesup(s)) alors iéme (s,i} ;




On voit qu'on a augmenté de maniére significative le nombre de noms
d'opérations intervenant dans la description, d'oli une écriture plus lourde
de la définition des modifications. Tout cela a des répercussions sur les
preuves de représentation, on le verra. Par contre, le terme associé 3 un
programme est trés peu modifié et les propriétés des objets traité@s par le
langage sont mieux mises en évidence : il est difficile de conclure en faveur
de 1'une ou 1l'autre approche. Si on avait un langage plus compliqué autorisant
des affectations ou des passages de séquences en paramdtres, la deuxiéme
solution s'imposerait. Elle s'imposerait également dans le cas ol on utilise-
rait pour définir un langage une librairie de types, ol il suffirait d'aller
chercher des types Tableau, SEquence, Ensemble, prédéfinis ... Un probléme
ouvert est de déterminer ces types prédéfinis et leur usage : le contexte
dans lequel est utilis& un type peut parfois en autoriser des simplifications
qu'il serait dommage de négliger (c'est le cas ici pour les séquences) ;
d'autre part, le fait de vouloir se ramener 2 un type prédéfini risque de

compliquer 1a spécification de 1'ensemble du langage.

III.5 - Problémes dé consistance et de complétude

Ces problémes doivent Etre envisagés et les propriétés nécessaires d'une
structure de données associée 3 un langage doivent &tre précisées.

I1 est évident que tout &tat résultant de 1'application d'une modification
de la structure doit &tre consistant. Cela signifie tout d’abord que les
axiomes généraux n'introduisent pas de contradictions et que, par la suite,
les modifications ne produisent pas d'état incomsistant. Or, on sait que toute
Subst(£(1),u), de

part sa définition, introduit la nouvelle formule £(}) = p et supprime les

modification est spécifiée comme une composition du subst

formules qui lui sont contradictoires. Il faut donc vérifier pour chaque modi-
fication de la structure
- que le "£(}) = p" n'est pas en contradiction avec les axiomes généraux,
- que, dans le cas d'une substitution simultanée les formules introduites

ne sont pas contradictoires entre elles.

- 71 =

Pour ce qui est de la complétude, il est &vident que le type abstrait,
associé & un langage, est en général incomplet 5 i1 n'est méme pas suffisamment
complet puisque les opérations modifiables ("valeur", igme", ...) ne sont pas
définies. Par contre certains types utilisés, dont on supprime les opérations
modifiables sont suffisaument complets : Ent et Bool par exemple. Le type Bool
est complet, et les opérations externes "nmeg", "eg", "dif" du type Ent sont
toujours définies comme on peut le montrer par récurrence sur les constructeurs.

On peut envisager de poser cette propriété comme une régle, et dans les
exemples présentés, cette régle est respectde. Cependant, on peut imaginer des
langages de programmation définis incomplétement et donmnant une grande liberté
& l'implanteur. Dans cette application des types abstraits algébriques 3 la
définition de traducteurs, les problémes de complétude (suffisante ou non) sont
donc beaucoup moins fondamentaux que dans le cas génédral. Il ne nous parait
pas souhaitable de domner des régles trop restrictives et d'exiger systémati-
quement la complétude suffisante : aprés tout, 1'incomplétude permet un plus
large choix d'implantations, méme si, par ailleurs on comnait les inconvénients
diis aux langages incomplétement définis : impossibilité de déterminer,
indépendamment d'une implémentation particuliére, le comportement de certains
programmes, diversité des compilateurs ou interprétes, mauvaise portabilité

des programmes.

III.6 - Coneclusion

Dans ce chapitre nous avons défini une notion d'état, et une notion de
modification, ceeci afin de rendre compte de la sémantique des instructions.

Le type abstrait associé & un langage a pour "type d'intérét" le type
Modif. On ajoute 3 ce type abstrait algébrique une partie "définition des
modifications" ol les opérations & résultat de type Modif sont décrites en
terme de appl et de subst. Ce couple <type abstrait algébrique, définition des
modifications> est appelé structure d'information par analogie avec les kravaux
de Finance, Pair et Rémy. La donnée de cette structure d'information et des
fonctions qui associent aux phases du langage un terme du type abstrait cor-
respondant constitue la définition d'un langage de programmation, que nous

utilisons pour générer et prouver les compilateurs.
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Une des origiralités de cette approche est la définition d'un &tat
comme l'algdbre initiale correspondant aux axiomes généraux et aux axiomes

spécifiques introduits par les modifications. Un état est ainsi caractérisé

de manidre trés abstraite, indépendamment de toute notion de mémoire.

Il est intéressant de faire une comparaison avec la sémantique dite
axiomatique : on remarque que la sémantique donnée ici pour les instructions,
c'est-a-dire les modifications, est tréé‘proche des transformations de
prédicats ou des plus-faibles-préconditions. Une des différences est que la
sémantique axiomatique détermine les prédicats qui doivent &tre vérifiés
avant 1l'instruction, en fonction de ceux qu'on veut obtenir aprés l'exécution
de celle-ci. Par contre, ici on détermine l'ensemble des prédicats valides
aprés l'instruction... en fonction de ceux qui étaient valides avant. La
différence n'est pas essentielle, et cela apparait bien dans la similitude
de la plupart des définitions. En particulier, pour l'affectation de
III.1 on aurait [Dij 76].

wp(affect(id,i),P)

ce qui est tout & fait semblable 3 :

Pli/val(id)]

appl(affect(id,i),Ss) {P|pli/val(id)les}

La vraie différence est qu'on travaille ici sur un 'énorme prédicat'

qui caractérise toutes les propriétés valides avant et aprés 1'instruction :

on n'est cependant pas trés éloigné de la sémantique axiomatique.

I1 est important de remarquer que les notions d'états et de modifi-
cations peuvent se décrire d'une maniére algébrique. C'est ce qui est fait
dans [PG 79]. On a ainsi un cadre théorique plus unifié pour décrire la
sémantique des langages de programmation : il est alors nécessaire de
faire apparaltre la notion d'état de maniére explicite dans le type
abstrait, comme un nom de type. Les noms d'opérations, et par suite les

termes sont interprétés, en ce sens qu'un terme de type Ent comme :
add(val(Id'a’),val(1d'B"))

est considéré comme une application des états dans les entiers ; de méme

un terme de type Modif est une application des états dans les états.

1
g
¥
i
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On peut décrire ces applications comme les opérations d'un type

abstrait. On aura :

opérations
(Ent,Etat) » 2 : eval ;

(Modif,Etat) ~ Etat : apply ;

La notion de substitution disparait, et l'affectation s'exprime de la

maniére suivante :

(Id,Ent,Etat) + Etat : mod-val ;

axiomes
apply(assign(id,i),S) = mod-val(id,i,S) ;
eval(val(id),mod-val(id',i,S)) = si id = id'alors eval(i,$)

sinon eval(val(id},S) ;

On peut traiter de manidre analogue toute opération modifiable.

L'intérét est de faire apparaitre plus clairement le r8le des états et
de supprimer les modifications primitives. De plus, on verra dans le chapitre
suivant que les 'effets de bord' se décrivent plus facilement.

Pour ce qui est de la compilation, on peut faire deux remarques : d'un
point de vue pratique, il est inutile de faire apparaitre des &tats dans les
textes intermédiaires, donc dans les profils des fonctions (il est important
de conserver le type Modif) ; d'un point de vue théorique, il paralt judicieux

de ne pas interpréter le systéme formel associé au langage. Il suffit de

remarquer que pour traduire une expression, il n'est pas nécessaire de connaltre

la valeur qu'elle désignera & l'exécution d'un programme. On évite ainsi -

entre autres - les problémes posés par les définitions récursives de programmes

celles—ci sont traduites en des définitions &quivalente si une solution
existe ... mais le probléme de l'existence d'une solution n'a pas & &tre posé

dans ce contexte (un compilateur ne vérifie pas la terminaison des programmes

qu'il traduit). La sémantique dé&finie dans ce chapitre a pour but de spécitier

des traductions, non de définir complétement la sémantique des langages. Une
idée de base dans cette thése est que les schémas fonctionnels non interprétés
sont l'outil théorique adapté i la spécification de compilateurs, une séman-
tique au sens classique, des programmes &tant une interprétation de ces

schémas fonctionnels.




.

CHAPITRE IV

SEMANTIQUE DES PROCEDURES

On montre ici que le formalisme présenté au chapitre précédent permet
de rendre compte d'une manidre &légante et rigoureuse des problémes posés
par la sdmantique des procédures, les accés a leurs variaﬁles locales ou
i des variables globales, les passages de paramétres,
La sémantique de ces aspects des langages de programmation n'est pas |
gvidente 3 décrire, quel que soit le cadre théorique utilisé [Hoa 71,
Ern 77, GHL 77, AB 77, Don 76, ...] . Les types abstraits algébriques
enrichis de modifications en permettent une définition générale et

relativement simple en dépit de la complexité du probléme.

IV.1 - Le Langage SIMPROC

C'est un langage classique "de type Pascal", dout nous allons donner
une sémantique compl&te. Il comporte des déclarations de variables entiéres,
de tableaux d'entiers et de procédures qui peuvent &tre emboitées, récursives,
mutuellement récursives. Les paramétres de ces procédures sont passés par
valeur ou par référence. On a comme instructions 1'affectation, 1'appel de
procédure et la composition conditiomnelle, On trouvera ci-dessous une

syntaxe de SIMPROC.
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<L> - <LD> ; <LI>
<LD> + <LD> ; <D> | <D»
<D> + entier ID | tableau ID [ENT) |e|
proc b (val Tp, var Ip) debut <LD> ; <LI> fin

<LI> + <LI> ; <I> |<I>
<I> + <VAR> := <E> | appeler ID(<E>, <VAR>) |

si <E> eg <E> alers <LI> ginon <LI> fsi

<E> > <E> + <T> | <B> - <T> | <B> x <I> | <E> 7 <I> | <T>
<T> + <VAR> | (<E>) | ENT
<VAR> + ID | ID [<E>]

Pour simplifier 1'exposé&, on conviendra que chaque procédure a exactement
deux paramétres, le premier passé par valeur, le second passé par référence.

De plus, on va considérer que tous les identificateurs sont différents :

on les renomme si c'est nécessaire. Enfin, comme au chapitre précédent, on
ne s'intéressera qu'aux programmes valides au sens de la compilation :
c'est-i-dire ceux qui ne donnent pas lieu & des messages d'erreurs pendant
la traduction. Cela permet de simplifier la lecture des fonctions sémantiques
en éliminant de nombreux tests.

Une premidre version de la définition compléte de ce langage a &té

donnée en [GDM 78],

IV.1.1. Les expressions
On va utiliser naturellement les types Ent et Bool spécifiés précédem-

ment.,
a) Identificateurs

On a plusieurs types d'identificateurs : des identificateurs de variables
simples, de tableaux, de procédures et de paramétres passés par référence
(on considére les identificateurs de paramétres passés par valeur comme des
identificateurs de variables simples).

D'oll les définitions des types suivants




type Var-id ;
operations
(Var-id, Var-id) =+ Bool : eg ;
axiomes .
eg(Var-id'Cl', Var-id'c2') = eg(Cl, C2) ;
fin
type Tab-id ;
operations
(Taﬁ-id, Tab-id) + Bool : eg ;
(Tab-id) + Ent : bornesup ;
axiomes
eg(Var-id'Cl1', Var-id'C2') = eg(Cl,C2) ;
fin
type Proc-id ;
operations
(Proc-id, Proc-id) + Bool : eg ;
(Proc-id) » Var-id : parl ;
(Proc-id) - Ref-id : par2? ;
axiomes
eg(Proc-id'C1"', Proc-id'C2') = eg(Cl1,C2) ;
fin
L'opération "bornesup" associe & un identificateur de tableau la borme

"parl" et "par2" associent respecti-

supérieure de celui-ci. Les opérations
vement 4 un identificateur de procédures l'identificateur du paramétre
passé par valeur et celui du paramétre passé par ré&férence.

Chaque identificateur est local & une procédure ou au programme. On
conviendra de désigner celui~ci par 1'identificateur de procédure PROG. Les
régles de localité sont spécifiées par l'opération "portée" qui est définie
pour tous les identificateurs, sauf PROG et qui rend 1'identificateur de 1a
procddure 3 laquelle un identificateur est local :
type Id = union (Var-id, Tab-id, Proc-id, Ref-id) ;
operations

(1d) ~+ Proc-id : portée ;

= 7 =

axiomes

portée(pari(p)) =p ;

portée(par2(p)) =p ;
restrictions

Pré(portée,id) = 771 eg(id,Proe~id'PROG') ;

fin

L'opération portée correspond & la notion de portée statique : il
s'agit d'une relation entre identificateurs, que 1'on peut déduire de
1'examen du texte d'un programme et qui reste inchangée pendant toute
évaluation de celui-ci.

Les problémes de portée dynamique sont décrits d@ 1'aide d'un nouveau
type abstrait, le type des variables : en effet, une des difficultés dans
la description d'un langage tel que SIMPROC est de rendre compte du fait
qu'un identificateur local i unme procédure désigne des variables différentes
pour chaque appel de cette procédure. D'autre part, lorsqu'on rencontre
un identificateur non local & la proc&dure en cours, il faut spécifier
quelle variable il désigne c'est-d-dire préciser quel est 1'appel de "sa"
procédure & considérer.

On est donc amené 3 introduire un type abstrait "variable" (en Algol
68 on parlerait de "nom" [VW76]) un type "appel de procédure" et une
opération qui, é&tant donné un identificateur et un appel, rend une

variable.

b) Le type Appel

Avant de poursuivre la description des variables, on doit donc préciser
la notion d'appel de proc&dure. Intuitivement, i chaque &tat (au sens du
chapitre III) résultant de 1l'exécution d'une instruction de SIMPROC
correspond un certain nombre d'appels en cours, tous différents, chacun
"appelant" d'un autre. Chaque appel a un "nom" qui est 1'identificateur

de la procédure appelée :




(_ERM\ appelant appelant
x x o o o x x ¥ dernier appel
nom l nom nom nom
d ° ©
°
Proc-id'PROG' Proc-id'P’ Proc-id'Q’ Proc-id'R’

Le dessin ci-dessus est un exemple des relations qui existent entre
appels dans un état donné : on a une chaine d'appels. Deux appels peuvent
avoir le méme nom puisque les procédures sont éventuellement récursives.
Le plus ancien appel a pour nom 1'identificateur PROG. Le plus récent est
désigné par le symbole fonctionnel dernier appel. Tout cela se spécifie

par les axiomes généraux suivants :

type Appel ;
opérations
{ ) - Appel : dernier appel mod
(Appel) - Appel : appelant mod
(Appel) » Proc-id : nom mod
(Appel,Appel) + Bool : eg ;
axiomes
soit a,a',a" e Appel ;
eg(dernier appel, dernier appel) = vrai ;
eg(appelant(a), appelant (a')) = eg(a,a') ;
eg(appelant(a), dernier appel) = faux ;
eg(a,a') = egl(a',a) ;
eg(a,a') » eg(a',a") Areg(a,a”) = faux ;
restrictions
Pre(appelant,a) = 71 eg(nom(a),Proc-id'PROG') ;
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Les opérations 'dernier appel', 'appelant' et 'nom' sont modifiables
en effet on verra que les modifications correspondant aux instructions

d'appel ou de retour d'une procédure changent le type Appel.

¢) Les variables
On a maintenant les &léments pour décrire les relations entre identi-
ficateurs, appels et variables. Dans un premier temps, on ne va &tudier

que le cas des identificateurs de variables simples.

Type Var ;
Opérations
(Var) + Ent : val mod
(Var-id,Appel) - Var : dés ;
(Var,Var) + Bool : eg ;
axiomes
soit v,v',v"eVar, id,id'eVar-id, a,a'eAppel ;
eg(v,v') = eg(v',v) ;
eg(v,v') A eg(v',v")A-teg(v,v") = faux ;
eg(v,v') o eg(val(v),val(v')) ;
(1) eg(id,id") A eg(a,a') > eg(dés(id,a),dés(id',a')) ;
(2) (eg(id,id') A eg(a,a')) A
eg(nom(a) ,portée(id)) A eg(nom(a'),portée(id’))
> Teg(dés(id,a),dés(id',a")) ;
(3)  “leg(nom(a),portée(id)) > eg(dés(id,a),dés(id,appelant(a)) ;
restrictions
(4)  Pré(dés,id,a) = eg(portée(id),Proc-id'PROG') V ancétre(id,nom(a)) ;

fin

Les trois premiers axiomes (ceux qui ne sont pas numérotés) expriment
des propriétés ordinaires de 1'égalité. L'axiome (1) signifie simplement
que deux couples <identificateur, appel> identiques désignent la méme

variable.
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L'axiome (2) est nettement plus complexe : il exprime & la fois : {

a) que deux identificateurs différents désignent toujours deux variables | Ce prédicat indique si 1'identifjcateur id peut &tre utilisé dans le texte
différentes ; de la procédure d'identificateur p. Notons qu'il peut &tre testé stati-
b) qu'en cas d'appel récursif les variables d'unme procédure sont : quement, par simple examen du texte du programme.
dupliquées ; | Enfin, si 1'opération "val" est modifiable (pour pouvoir rendre
c) que les variables correspondant & des appels de procédures différentes | compte des affectations), 1'opération "dés" ne 1'est pas. On verra en
sont toujours différentes. i traitant les appels de procédures que ce sont les appels qui sont modifiés ;
Ce qui se dit, de manidre concise sous la forme : &tant donné deux couples f étant donné un identificateur et un appel, la variaﬁle désignée est toujours
non identiques <identificateur, appel> tels que, dans chaque couple 1'iden- la méme.
tificateur soit local & la procédure appelée, ces couples désignent des | La valeur sémantique d'un identificateur de variable simple rencontré

TR comme opérande d'une expression est :
variables différentes. P 0

L'axiome (3) traite le cas des variables non locales : si un identificateur val(dés(Var~id'ID') dernier appel)
non local est utilisé au cours d'un appel, la variable qui lui correspo??) et par les axiomes (2) et (3) on sait quel est 1'appel en cours 2 prendre
est celle du plus récent appel de la procédure @ laquelle il est local. | en compte,

La restriction (4) exprime les rdgles de visibilité et de localité des On va maintenant traiter le cas des variables désignées par un iden-
identificateurs. On a besoin, pour 1'exprimer, d'enrichir le type Id de tificateur de tableau et un entier. Le type Var va &tre enrichi de 1'opé-

PR U U | ration "&lément"
1'opération "ancétre' :

Opération

Opération
(Tab-id,Appel,Ent) * Var : elt ;

(1d,Proc-id) - Bool : ancétre ;
. axiomes
axiome SR 10MeS,

it id € Id, p € Proc-id ; soit tid,tid'eTab-id, 1i,jeEnt, a,a'eAppel ;
soit id € Id, H SOLE

ancétre(id,p) = si eg(portée(id),p) | (4) eg(tid,tid") A eg(a,a’) a eg(i,j) > eg(elt(tid,a,i),elt(tid",a',i)) ;

alors vrai (5) TTeg(tid,tid") A egla,a’) A eg(i,j)) A
sinon si eg(p,Proc-id'PROG") eg(nom(a),portée(tid)) A eg(nom(a'),portée(tid'))>

alors faux Teg(elt(tid,a,i),elt(tid’,a’,j)) ;

;I;;; ancétre(id,portée(p)) ; (6) “eg(nom(a),portée(tid))

eg(elt(tid,a,i),elt(tid,appelant(a),i)) ;
fin (7} T1eg(dés(vid,a),elt(tid,a’ 1))
restrictions
(8) Pré(elt,tid,a,i) = eg(portée(tid),nom(a)) v ancétre(tid,nom(a)) ;

neg(soust(i,Ent'1')) =pEchec(elt,tid,a,i) ;
neg(soust(bornesup(tid),i)):%}Echec(elt,tid,a,i) i

Ha

(1) Ne pas oublier que les identificateurs sont supposés tous différents !
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A . . R L "réf" est une opération modifiable.
Les axiomes (4), (5), (6) expriment respectivement les mé€mes propriétés

sur les couples <identificateurs de tableau, entier> que les axiomes (1), I1 serait possible de se passer du type "Réf-var" en définissant la

(2), (3) sur les identificateurs de variable simple. L'axiome (7) spécifie | fonction "dé&s" sur 1l'union des types Var-id et Réf-var et en en faisant une
qu'un &lément de tableau et une variable simple sont forcément différents. opération modifiable. Cela compliquerait l'écriture des axiomes (1), (2),
La restriction (8) exprime la méme régle de portée statique pour les iden- f (3) car il faudrait tester chaque fois, avant d'établir la non-8galit@
tificateurs de tableau que la r&gle domnée par la restriction (4) pour les de deux variables, que les opérandes de dés me sont pas des Réf-id. C'est
identificateurs de variable simple. Les deux derniérgs restrictions f pour cette raison que nous avons préféré séparer trés clairement les
spécifient que les débordement d'indices dans les tableaux doivent &tre | deux cas en utilisant des noms de type et d'opération différents.

testés dans le code généré (autrement dit, 1'implémentation du type abstrait | i . A X . R .
On voit que la signification d'un identificateur dans une expression

associé d& SIMPROC). A
sera différente selon qu'il s'agit d'un "Var-id" ou d'un "REf-id" :

11 reste & spécifier les opérations permettant d'associer une variable

3 un identificateur de paramétre passé par référence. Pour cela on a choisi val(dés(Var-id'ID',dernier appel))
d'introduire un nouveau nom de type : | val(réf (réf-dés(Réf-id'ID',dernier appel)))
i
Type Réf-var ; | On a donné ici la définition d'un type abstrait permettant de définir
Opérations ! la sémantique des expressions de SIMPROC, ce qui est fait en IV.1.3. ol
(Réf-id,Appel) » Réf-var : réf-dés ; sont données les équations sémantiques,
(Réf-var) » var : ré&f mod ‘ Si on supprime les opérations modifiables 'val' et 'ref', et si on
(Réf-var,Réf-var) + Bool : eg j : considére que 1'opération 'portée' est définie pour tous les identifi-

(2)

axiomes cateurs du programme , le type Var est suffisamment complet. En parti-

. X culier 1'égalité entre variables est décidable : il suffit pour le montrer de
NB : ce sont pratiquement les mémes que pour le type Var et l'opération

dés.

travailler par récurrence sur les constructeurs 'dernier appel' et 'appelant’
du type Appel et de considérer que 1'#@galité entre identificateurs est
soit rid,rid' ¢ Réf-id,rv,rv',rv" € Réf-var,a,a' ¢ Appel ; I complétement définie, ce qui est vrai.
eg(rv,rv') = eg(rv',rv) ;
eg(rv,rv') A eg(rv',rv") A Teglrv,rv'") = faux ;
eg(rv,rv') > eg(réf(rv),réf(xv')) ; IV.1.2 - Les_instructions
eg(rid,rid") A eg(a,a') > eg(réf-dés(rid,a),réf-dés(rid’,a’ 3 . Ve . g .
g(rid, ) g(a,a’) g ( ), 2" s | Comme dans le chapitre précédent, la signification d'une imstruction
“1(eg(rid,rid') A eg(a,a')) A B . -
de SIMPROC sera un terme de type modification. A chaque catégorie
eg(nom(a) ,portée(rid)) A eg(nom(a'),portée(rid')) L . ) ~ .
d'instructions ou de composition d'instructions correspond une opération

> 7 réf-dés(rid,a),réf-dés(rid,a’ H 3 o
eg( (rid,a), ( a')) 3 de ce type abstrait. De plus, comme on a des procédures, la valeur associge

T1(eg(nom(a) ,portée(rid)) > eg(réf-dés(rid,a),réf-dés(rid,appelant(a))) ; 3 un identificateur de procédure est de type "Modif”, ce qui est exprimé
restrictions | par 1'opération modifiable "posséde”.

|
Pré(réf-dés,rid,a) = eg(portée(rid),Proc~id'PROG') V ancétre (rid,nom(a)) i~

fin (2) Ce n'est pas vrai pour tous les &tats, puisqu'on verra plus loin que 'portée' est définie
au fur et i mesure des déclarations. Mals pour tout &tat ol il est licite d'utiliser
un identificateur effectivement (c'est-d-dire autrement que dans une déclaration de
procédure}, 'portée' est suffisamment définie : d'aprés la définition de SIMPROC, omn
& rencontré auparavant sa déclaration dans le texte.
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|
|
I
|
On donne ici une définition partielle du type "Modif" associé & SIMPROC : | Les &quations sépantiques données au paragraphe sufvant spécifient que
Afin de faciliter la lecture la plupart des opérations sur les modifications | la modification correspondant au corps de cette procédure est :
seront définies au fur et i mesure de leur apparition dans les &quations affecter(r&f (ref-dés(Ref-id'R',dernier-appel)),
sémantiques. | add(val(dés(val(dés(Var-id'V',dernier-appel),

val(dés(Var-id'X',dernier-appel)))
Type Modif ;
Opérations

(Proc-id) + Modif : poss mod

que nous abrégerons en
affecter(R,add(val(V),val(X)))

(Var,Int) + Modif : affecter ;
(Modif ,Modif) -+ Modif : concat ;
(Ent,Ent,Modif ,Modif) + Modif : cond ; poss(P) = affecter(R,add(val(V),val(X)))

On a donc introduit dans l'&tat courant la nouvelle formule :

":.' Or si dans cet &tat courant on a une formule du genre :
définitions

soit i,j ¢ Int,m,m' ¢ Modif,v e Var ; val(X) = Ent'2’
affecter(v,i) = subst(val(v),i) ; ! on introduit ainsi la formule superflue :
appl(concat(m,m'),S) = appl(m',appl(m,S)) ;
eg(i,j) € S =>appl(cond(i,j,m,m'),S) = appl(m,S) ;

—eg(i,j) € S =rappl(cond(i,j,m,m"'),S) = appl(m',S) ;

poss(P) = affecter(R,add(val(V) ,Ent'2")))

formule qui demeurera dans 1'état courant wéme si on change la valeur de

X. En fait, la relation que 1'on veut &tablir entre un identificateur de

van

procédure et une modification doit vérifier une propriété plus forte que

fin |
: la propriété donnée en (1), et qu'on peut &crire :
L'opération 'poss' est modifiable, et une déclaration de procédure I poss(p) =m ¢ $,3m't.q.8' = appl(m',8) => appl(poss(p),8') = appl(m,S")

introduit dans 1'8tat courant une formule de la forme
C'est-a-dire que quels soient les changements d'état possibles, 1'équi-
poss(p) = m ! valence des deux applications reste vraie. D'oli la nécessité de limiter

| e Pt o . 5 . ==l .
R ) . = ~ . i cette "2galité" entre modifications & 1'identité. Pour cela, on doit changer
oli p est 1'identificateur déclaré et m la modification correspondant au & ’ 2
. la définition d'un &tat qui a été donnée au chapitre précédent : en effet
corps de la procédure.

les noms d'opérations 2 résultat de type modification ne doivent pas vérifier
— ' I N .
Pour rendre compte de 1'exécution d'une procédure, on se donne la régle : la propriété iv)

(1) poss{p) = m ¢ S appl(poss{p},S) = appl(m,S)
x =y =>f(x) = £(y)

cependant les formules d'égalité entre modifications doivent &tre limitées
si on veut &viter d'introduire des paradoxes. Par exemple considérons la

déclaration de procédure suivante :
proc P (Val V,var R) début R:=V+X fin

ol X est un identificateur global.
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La définition 3 du chapitre III devient :
Définition : Soit <T,F,A> la présentation du type abstrait associé i un f a) La fonction
langage de programmation. Soit O l'ensemble des noms d'opération domnt le f Un programme est formé d'une liste de déclarations et d'une liste
résultat n'est pas de type Modif. On appelle Etat un ensemble S de formules | d'instructions qui sont locales ... & ce programme. Sa sémantique est la
de la forme t=t' qui vérifie les propridtés i) ii) et iii) données au ! composition de la sémantique de ces deux listes, précédée d'une initia-
chapitre IIT et la propriété suivante : lisation de la chaine des appels :
iv) pour tout f de 0, pour tout tl’ . . cn et t'],... t'n tels que les ! 3.

types des t, correspondent i 1'arité de f on a : | M § 1D;LT | = concat(init, $ PROG ILD],SPRogtLIﬁ)

to = th. A pré(f(t,,...t)) Apré(f(t’,...t" e s > ; Au point de vue des notations, "concat™ indique la concaténation de n

f(tl,...tn) = f(t'l,...t'n) € 8. | modifications, et SP fUl est utilisé a la place de S (Proc-id'P',U), ceci

afin de faciliter la lecture des équations sémantiques.
On peut alors conserver la régle (1).
La définition de la modification "init" est la suivante :
La déclaration considérée précédemment aura pour effet d'introduire la

formule I Opération
() - Modif : init ;
= R,add(Val(V),Val(X

poss(P) = affecter(R,add(Val(V),Val(X)})) , Définition
et elle seule, par la substitution | init = subst(nom(dernier-appel),Proc-id'PROG') ;

subst(poss(P), affecter(R,add(Val(V),Val(X))) fin

b) La fonction S

IV.1.3. - Les fonctions sémantigues | Tout d'abord nous donnons la sémantique des déclarations :

C— " P . i1isé la définition d
Les différentes fonctions sémantiques utilis@es pour la définition de SP ﬁLD;D D _ concac(SP[ LDD ’SP [D D) ;

SIMPROC sont les suivantes :
SP ﬁentier D j = decl-int(Var~id'ID',Proc-id'P") ;
M : P~ terme de type Modif
qu tableau ID[ENT] } = decl-tab(Tab-id'ID',Proc-id'P',Ent'ENT') ;

$ : Proc-id x {DULDUTULI} + terme de type Modif
L : Proc-id x VAR + terme de type Var Sp { proc 1ID1(val ID2, war ID3) début LD;LI fin J =
Y : Proc-id x {EUT} > terme de type Ent decl-proc(Proc-id'ID1',Proc-id'P',Var-id"ID2",
. Ref-—id'm?,',concac(smlll g ,Sm]¢ iy
Les symboles P,D,I,LD,LI,VAR,E et T sont ceux utilisés comme non-terminaux
dans la grammaire de SIMPROC donnée au début du chapitre. S, L et V ont un Les définitions des modifications utilisées sont les suivantes :

identificateur de procédure comme premier paramétre ; celui-ci indique la .

R . 3) opérations

procddure i laquelle la partie de programme considérée est locale.
(Var-id,Proc-id) + Modif : decl-int ;
(Tab-id,Proc-id,Ent) + Modif : decl-tab ;
(Proc-id,Proc-id,Var-id,Ref~id,Modif) - Modif : deel-proc ;

I1 est possible d'&crire ces fonctions sémantiques sans utiliser ce paramdtre : en
effet, cet identificateur peut &tre noté, i tout endroit d'un programme, comme le
résultat de "nom(dernier-appel)". Mais cette solution a pour conséquence des implan-
tation inefficaces : la fonction "nom" doit alors &tre représentée et calculée i
1'exécution alors que son résultat peut toujours Btre déduit du texte du programme.
Nous reviendrons sur les problémes posés par la distinction des opérations statiques
et dynamiques 3 la fin de ce paragraphe.

_87_



-'88 - yﬁ
] - 89 -

définitions
soit vid € Var-id,tid €Tab-id, pid,pid'eProc-id, rideRef-id, meModif,
i € Ent j
decl-int(vid,pid) = subst (portée(vid),pid) ;
decl~tab(tid,pid,i} = subst (<portée(tid),bornesup(tid)>,<pid,i>) ;
decl-proc(pid,pid',vid,rid,m) = ggﬁgi (<portée(pid),
par1(pid),par2(pid), poss(pid)>,<pid',vid,rid,m») ;

fin

Ces définitions spécifient par des substitutions simultanées les
caractdristiques des identificateurs déclarés : en effet l'ordre dans
lequel sont définies ces caractéristiques n'a aucune importance.

On peut noter que la modification possédée par un identificateur IDI
est "concat(SIDI fip B’SIDl L1 1) c'est-a~dire que le premier argument
de la fonction sémantique est modifié.

La plupart des propriétés définies par ces modifications sont statiques
et peuvent donc &tre vérifiges d la traduction : c'est le cas de l'opération
"portée' par exemple. On peut alors se demander pourquoi cette opération
n'est pas un paramétre de la fonction sémantique. Une réponse est que les
propriétés de "portée" sont globales au programme : &tant donné un identi-
ficateur id utilis@ correctement, 'portée(id)" correspond toujours le
méme résultat en tout endroit du programme. Ce n'est pas le cas de "nom
(dernier-appel)" que l'on sait calculer statiquement mais dont le résultat
varie selon le point du programme considéré : c'est une propriété statique
"jocale" et de telles propriétés sont intéressantes 3 calculer au moment

de l'évaluation sémantique car elles évitent des calculs lors de la future

exécution du programme.

En outre, d'un point de vue formel, il est normal de définir la

gémantique d'un langage de programmation sans ge préoccuper des aspects
statiques et dynamiques de ce langage. La distinction peut d'ailleurs &tre
variable selon 1'implantation choisie, voire méme inexistante si on intex-

préte le langage.

C'est pourquoi les opérations 'statiques', celles qui sont calculées
lors de la traduction ne sont pas en général distinguées des autres dans
la définition d'un langage source. Par contre, dans la spécification des
choix de représentation cette distinction apparailt tout naturellement :
par exemple dans le cas de SIMPROC ol les bornes de tableaux sont
constantes, 1'opération bornesup est représentée par une constante (voir
le chapitre V).

I1 faut, bien slir, avoir les &léments pour calculer ces constantes

(4)

lors de la traduction''’. Ceci est fait  1'aide de tables qui, en

! toute rigueur, devraient &tre construites lors de la deuxidme phase de
traduction, au fur et Z mesure que l'on traite les déclarations du terme
source : ces déclarations sont représentées par une modification inopé-

| rante et par une tabulation des opérations statiques comme 'portée' ou

' 'Bornesup'. Les tables ainsi obtenues sont utilisdes pour traduire les

termes du genre 'bormesup(t)' par des constantes du type objet.

D'un point de vue pratique, ceci est quelque peu irrBaliste : cela

retarde en effet considérablement tout diagnostic d'erreur. Dans le

‘ systéme PERLUETTE, ces tables sont construites i la premiére phase et
le premier texte intermédiaire n'est produit que s'il n'y a pas d'erreurs
statiquement détectables. Une fois construites, ces tables sont transmises

a la deuxiZme phase de traduction pour éviter d'avoir 3 les reconstruire.

| C'est 1'utilisateur de PERLUEITE, c'est-i-dire le concepteur du
compilateur qui décide des vérifications & effectuer d&s la premiére

‘ phase. L'idéal serait de pouvoir déduire systématiquement les régles

| statiques 4 partir de la définition sémantique et de la description des
aspects 'dépendants du contexte' de la syntaxe. On n'en est pas 13, mais
en examinant systématiquement les préconditions, on a un inventaire des

vérifications & effectuer : il reste & les identifier comme 'statiques'

ou 'dynamiques’'.

—_
(4) Rappelons que la spécification des choix de représentation décrit,
en pratique, la deuxiéme phase de traduction du compilateur

Terme Source - Terme Objet
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Considérons maintenant la sémantique des instructions, sauf pour les

appels de procédure qui seront &tudiés au paragraphe suivant :

SPQLI;I]I = concat(SPELIﬂ,SPKIﬁ) ;
SP[VA.R:=E 1= affecter(LP‘IVARI] ,VP tedy ;
SP {si B, eg &,y alors L1, sinon LI, £i1_ﬂ = r:ond(UPlEl | ,VPEEZ 7,

S, fur 1,80, by 5

c) Les fonctions Vet |

 est définie de maniBre trés analogue & ce qui &tait fait au chapitre

précédent :

VP[ENT]] = Ent'ENT' ;

Vo bvarR § = var(l, tuar 1) ;

add(Up FED,V, (T D) 5

13

NEEY

et ainsi de suite pour les trois autres opérations. Pour L , on a :

Lot § = si ID ¢ Ref-id
alors ref(ref-des(Ref-id'ID" dernier-appel))

sinon dés(Var-id'ID',dernier-appel) ;

L, (IDIET ) = elt(Tab-id"1D’ sdernier-appel, ¥, [E ]) ;

Les différentes restrictions ((4),(8),...) données pour l'utilisation
des identificateurs ne sont pas testées car on a convenu qu'on se limitait

4 des programmes corrects de ce point de vue.

Le si-alors-sinon utilisé en partie droite de LP fip 1 est une
méta-conditionnelle. Dans le systéme PERLUETTE, la comstruction du terme
correspondant & un programme est programmée par des définitions d'attributs
sémantiques écrites en LISP : on aura donc un COND de LISP dont la premiére

condition comporte une recherche en table.
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1IV.1.4. - L'appel de procédure

La sdmantique d'un appel de procédure correspond & un changement
d'environnement : les identificateurs locaux 3 la procédure désignent
de nouvelles variables. On doit passer les paramétres et les expressions
en argument doivent &tre évaludes dans 1'ancien environnement. On doit

exécuter le corps de la procédure puis restaurer 1'environnement précédent.

On va se donner la modification suivante :

Opération

(Proc-id,Int,Var,Proc-id) + Modif:appel ;

et on a 1'équation sémantique :

S, { appeler ID(E,VAR) | = appel(Proc-id"ID' W, { E §,L [ VAR J,
Proc-id'P")
avec la précondition suivante :
restriction
Pre(appel,pidl,i,v,pid2) = ancétre(pid2,pidl) v
eg(portée(pidl),portée(pid2)) v eg(portée(pidi),pid2) ;
Cette précondition exprime la régle bien connue qui est qu'on ne peut

appeler depuis une procédure pid2, qu'une procédure englobante ou une
procédure locale @ la méme procédure que pid2 ou une procédure déclarée
dans pid2.

La définition de la modification appel, pour des raisons de lisibilité

va se faire en utilisant des modifications auxiliaires :
appel(pidl,i,v,pid2) = concat3(chgt—env(pidl,i,v),poss(pidl),

rest-eav) ;

"chgt-env" correspond au changement d'environnement et au passage des

paramétres ; ''rest-env" correspond & la restauration de 1'environnement.




La signification d'un changement d'environnement en terme d'états

et de modifications est la suivante :

- le type Appel est enrichi d'une valeur ; en effet si dans 1'état
d'origine ce type pouvait &tre représenté graphiquement de la

manidre suivante :

appelant
* } o @ § L dernier appel

PROG P Pid2

dans 1'&tat résultant on peut le schématiser par :

e e e = -
appelant

*\x dernier appel

\_ PROG P ancien pid2 Pidl
~ /

- e ] [ e S e e e e [T’

-~ d'autre part, toutes les formules de 1'état d'origine ol apparait
"dernier-appel” doivent &tre remplacdes dans 1'état résultant par
une formule obtenue en remplagant 'dernier-appel" par "appelant

(dernier-appel)" ;
sion a :
val(dés(id,appelantn(dernier-appel))) =1
dans 1'état d'origine, on veut avoir :
ﬁal(dés(id,appelantn+l(dernier—appel))) =i

dans 1'état résultant. Les axiomes sur les variables permettent de savoir

si cette valeur est accessible ou non depuis le dernier-appel de 1'état
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résultant, et que les variables locales 2 ce dernier-appel sont

différentes de toutes les autres variables.
La définition formelle de ce changement est :

f € S => £ [appelant(dernier-appel) /dernier -appell € S' ;

nom(dernier-appel) = pidl € $' ;

C'est une modification différente des affectations traitées jusqu'ici :

en effet, on a créé une nouvelle valeur dans le type abstrait "Appel.
Cette notion de création d'un nouvel objet est fréquente dans les

langages de programmation ol elle correspond généralement # une allo-
cation dynamique de mémoire. Il est difficile d'en rendre compte dans

les types abstraits ou, plus généralement dans les systémes formels,
autrement que par une modification. En effet, par définition, tout
constructeur retourne toujours la méme valeur pour les mémes arguments.

Or, ici on veut une valeur de type "Appel" nouvelle pour chaque changement
d'environnement : cela peut se faire par une opération & condition d'intro-

duire un compteur.

Il peut sembler choquant d'effectuer une substitution sur une
"constante". En fait, ici ainsi que dans le cas général, il ne s'agit
pas d'un substitution au sens classique, mais d'un changement de systéme

formel : le type Appel a &té sérieusement modifié.

Il reste a exprimer cette modification en terme de subst puisque c'est
la modification primitive. Comme dans la définition de subst on va se servir
de 1'opération auxiliaire dernier-appel', auquel on substituera ensuite
dernier-appel. Moyennant cette astuce, le changement d'appel est défini

par la substitution simultanée suivante :

subst (<appelant(dernier—appel'),dernier-appel>,

<dernier-appel,dernier-appel’>)

Soit §' 1'état résultant de cette substitution appliquée & um &tat S.

On a par définition de subst

s' = {P[P[appelant'/appelant,dernier—appel'/dernier—appel] €
S + appelant’(x) = si eg(x,dernier-appel’) alors
dernier-appel sinon appelant(x)

+ dernier-appel' = dernier-appel'}




On peut vérifier que pour toute formule

f(appelantn(dernier—appel)) €S = f(appelantn+l(dernier—appel)) € 8"

En effet si f(appelantn(derniet-appel)) € 8, on a dans 1'état intermédiaire :
f(appelant'n+l(dernier—appel')) = f(appelant'n(dernier-appel)) |
d'aprés le premier axiome ajouté, donc
= f(appelantn(dernier—appel))

toujours d'aprés cet axiome. Or cette formule appartient 4 S, donc & [

1'état intermédiaire. On a par conséquent : |

f(appelantn+](dernier-appel)) e s’

On va maintenant donner la définition compléte de la modification

""chgt-env" en prenant en compte le passage des paramétres :

chgt-env(pidl,i,v) = subst(<appelant(dernier-appel'),

dernier-appel,nom(dernier-appel’),

val(dés(par1(pidl) ,dernier-appel')), i

ref(ref-dés(parZ(pidl),dernier—appel'))>, |
< dernier-appel,dernier-appel',pidl,i,v>) |

i et v ne comportant que des occurences de dernier-appel, 1'évaluation
des arguments et bien faite dans 1'ancien environnement, tandis qu'ils

sont affectés 4 des variables du nouvel environnement.
La restauration de l'environnement est tout & fait simple :
rest-env = subst(dernier-appel,appelant(dernier-appel))
D'aprés la définition de subst, si
§' = appl(rest-env,S)

§' = {P|Pldernier-appel’/dernier-appel] «

S+ dernier-appel’ = appelant(dernier-appel)}
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Si dans S, on avait unme formule de la forme
f(appelantn(dernier—appel)) €S nz21
f(appelantn_l(derniet-appel) € S§' - En effet :

f(appelantn-l(dernier-appel'))= f(appelantn(dernier-appel)

€ S+ dernier-appel' = appelant(dernier~appel)

Par contre, toutes les formules relatives au dernier appel de S sont

€liminées ; en particulier toutes celles du type (1)
val(des(id,dernier-appel)) =i ¢ §

ot id est local au dernier-appel disparaissent. Cela ne serait pas

le cas si on utilisait, par exemple, une pile d'appels.

Supposons qu'on ait une opération du genre empiler(dernier-appel,
Proc-id'P') qui retournme un appel de nom P dont 1'appelant est dernier-—
appel. Au moment de la restauration, les formules de type (1) disparaissent

mais celles de la forme
val(des(id,empiler(dernier-appel,Proc-id'P')) = i

restent - ce qui provoquera un nouvel appel de P avec ses variables

locales initialis@es & leurs anciennes valeurs ...

Cette spécification de 1'appel de procédure & 1'avantage de décrire
la création de nouvelles variables sans préciser le type d'allocation
locale que 1'on aura : les problémes de taille et d'ordre en mémoire n'inter-
viennent pas dans la définition, ce qui est tr&s interessant car cela
laisse une grande liberté & l'implanteur du langage. C'est, par rapport aux
autres approches mentionnées au début de ce chapitre un point trés positif,
en plus du fait que cette description traite le probléme des variables

globales et locales et des paramétres sans aucune restriction,
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IV.2 - Sémantique d'autres constructions courantes darns les langages de

programmation

IV.2.1 - Remarque sur le profil des fonctions sémantiques

Jusqu'ici on n'a envisagé que des langages simples ol 1'évaluation
des expressions ne provoque pas de changement d'état (pour reprendre la
terminologie courante, il n'y a pas 'd'effets de bord'). Cela a pour
conséquence que dans les exemples précédents (4 1'exception de IIX.3.3)
une instruction a pour signification un terme de type Modif, ét une

expression un terme ne faisant par intervenir de modifications.

Ceci est insuffisant dés 1'instant ol on veut rendre compte de
. langages oii il est possible de définir des fonctions et de modifier des
variables globales dans le corps de ces fonctions : la sémantique d'une
expression ol apparait un appel d'ume telle fonction doit rendre compte de

ce changement d'état.

Une solution est de modifier le profil des fonctions V et L du para-
graphe précédent et de considérer que le résultat de ces fonctions est un
couple <changement d'état, résultat>. C'est ce qui est fait dans (FIN 74]
pour décrire la sémantique d'Algol 68. Cependant dans d'autres langages une
fonction peut effectuer des calculs aprés avoir évalué son résultat :
supposons qu'on enrichisse le langage SEQFLEX décrit en III.3 d'un opérateur
dernier qui, &tant donné un identificateur de séquence, rend la valeur du
dernier €lément et le supprime de la séquence ; la suppression doit 8tre
décrite comme suivant 1'accés 3 la valeur du dernier &l&ment. Plutdt qu'un
couple, il conviendrait donc d'envisager la s@mantique d'une expression
comme un triplet de termes <ml,v,m2>, 6& ml et m2 sont des termes de type
Modif décrivant les changements d'états & effectuer avant et aprés 1'éva-

luation du résultat, qui est décrite par le terme v.

La manipulation de tels triplets quand on compose des expressions,
alourdit considérablement 1'écriture des fonctions sémantiques. C'est
pourquoi il est proposé ici ume autre solution, qui n'est pas fondamenta-
lement différente de la précédente mais qui est d'un usage plus facile. On

va se donner des opérations de composition des modifications et des valeurs

des autres types ;
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par exemple :

(Modif ,Ent,Modif) - Ent : effet-indirect ;

Cette opération se compose avec les autres opérations, qu'elles
retournent des modifications ou non, selon des régles qui doivent &tre
spécifies. Un exemple de telles régles (qui d'une certaine manidre

sont des schémas d'axiomes) est donné ci-dessous.

Régle 1 Pour tout f de profil Ent” - Ent, on a @

f(effet-indirect(ml,el,ml"),...,effet~indirect (mn,en,mn')) =
effet-indirect(concatan(ml,affecter(vl,el),ml',...,
mn,affecter(vn,en),mn'),
f(val(vl),...,val(vn)),vide)

ol vi,...vn sont des variables différentes entre elles et différentes de
tous les termes 'dés(id,dernier-appel)' et 'elt(id,i,dernier-appel)' qui

vérifient les préconditions dans 1'état de départ.

Cette régle correspond & la compréhension intuitive que 1'on a de la
signification du terme f(x1,...xn) : évaluer séquentiellement les xi en les
stockant dans des variables intermédiaires puis calculer f. (Comme on l'a

déja dit, on peut se donner une régle différente).

Régle 2 Pour tout m de profil Ent” -+ Modif, on a :

m(effet-indirect(ml,el,ml'),... effet-indirect(mn,en,mn')) =
+
concat3n 1(ml,affecter(vl,el),ml',...
mn,affecter(vo,en),mn’,

m(val(vl),...,val(vn)))

Comme exemple d'utilisation de cet opérateur nous domious la sémeuniique

de 1'opérateur dernier &voqué au début de ce paragraphe.

Vﬁdernier(ID)B = effet-indirect(vide,iéme(Idseq'ID",
bornesup(Idseq'ID")),
retirer(Idseq'ID') )




Dans la suite de ce chapitre nous utilisons cet opérateur pour décrire
la s@mantique des fonctions et nous premons pour convention les régles 1
et 2. Le choix de cette description des effets indirects permet de ne
pas changer les profils des fonctions sémantiques VP et LP définies en

IV.l.

De plus 1l'introduction des effets indirects avec les régles | et 2
permet de ne pas modifier la définition des compositions de modifications.
On doit cependant introduire des opérations d'effet indirect pour tous les
types t pour lesquels il existe des opérations ayant des entier en opérande
et retournant un résultat de type t qui peut lui-méme apparaitre en opérande

d'une modification. C'est le cas du type Bool dans 1'exemple de SEQFLEX.
On va donc avoir parmi les opérations :

(Modif,Bool,Modif) + Bool : effet~indirect.b ;

On aura une ré&gle 1.b de composition des opérations d'effet indirect avec
les opérations & résultat de type Bool et i opérandes de type Bool ou Ent.
De méme, on aura une régle 2.b de composition de 'effet-indirect.b' avec les
modifications ayant des opérandes de type Bool. Cette régle 2.b permet de

ne pas modifier la définition des conditionnelles ou des itérations (s'il

y en a). En effet, dans le cas de SEQFLEX, cette régle indique que, par

exemple :

appl(conditionnelle(effet-indirect.b(m,b,vide) ,ml,m2),S) =
appl(concat(m,conditionnelle(b,m!,m2)),s) =
aEBI(conditionnelle(b,ml,mZ),aEEI(m,S))

ce qui est bien la définition d'une conditionnelle dont 1'@valuation de la

condition provoque un changement d'état.

La nécessité de variables intermédiaires pour décrire les compositions
entre modifications et autres termes est Bvitée si, comme on le suggére

en ITI.5 on introduit la notion d'é&tat dans le type abstrait algébrique et
yP q

—————"—-ﬁ-w~ﬂ~4;;ﬂ,ﬁ
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une opération eval qui retourne la valeur d'un terme en fonction d'un &tat
donné. On a alors & la place des régles | et 2 :
eval(f(effet-indirect(ml,el,ml'),...effet-indirect(mn,en,mn')),S) =
£ (eval(el,appl (ul ,s))éev?uez,appl(conca:3 (ml,ml",m2),8)),...
eval(en,appl(concat“™” (ml,ml"',...,mn),8)))
appl(m(effet—indirect(m],el,ml'),...,effet-indirect(mn,en,mn')),S) =

mI(eval(el,appl(ml,S)),...,eval(en,appl(c0ncat2“(ml,...mn'),s)))

oll fI et m;.sont les fonctions correspondant aux symboles fonctionmels f

et m. Il devient d'ailleurs inutile de distinguer les opérations i résultat

de type Modif des autres si on définit appl et eval pour tout terme [PG 797.

IV.2.2 - Les fonctions
On enrichit la grammaire du langage SIMPROC des régles suivantes :

<D> + fct ID(val ID,var ID) début <LD> ; <LI> fin
<I> + retour <E>

<T> + ID (<E>,<VAR>)

L'instruction retour doit apparaitre dans le corps d'une founction ;
elle peut &ventuellement apparaitre plusieurs fois dans le corps d'une

méme fonction. On se limite & des fonctions qui rendent un résultat entier.

Pour rendre compte de cette extension dans le type abstrait associé au

langage on ajoute le nom de type suivant :
type Fct-id ;
d'oll un changement dans la définition du type Id :

type Id = union(Var-id,Tab~id,Proc-id,Fct-id,Ref-1d) 3
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Ce nouveau type ayant un r8le trés similaire & celui de Proc-id, le
profil des fonctions sémantiques va &tre légdrement modifié, car le premier
argument pourra &tre soit un identificateur de procédure, soit un identifi~

cateur de fonction (cf IV.1.3) :

: P+ terme de type Modif
: {Proc-iduFct~id} x {DULDUIULI} + terme de type Modif
: {Proc-iduFct-id} x VAR + terme de type Var

<~ o=

: {Proc-iduFct-id} x {EUT} -+ terme de type Ent

De méme un certain nombre d'opérations qui ont des identificateurs de

procédure en argument et qui sont relatifs aux portées vont avoir leur

profil modifié :

opérations

(Id) ~ union(Proc-id,Fct-id) : portée ;
(Appel) - union(Proc-id,Fet=-id) : nom ;
(union(Proc-id,Fct~id)) - Var-id : parl ;
(union(Proc-id,Fct-id)) + Ref-id : par? ;
(Id,union(Proc-id,Fct-id)) - Bool : ancétre ;

On modifie de méme, dans le type Modif, le type du deuxiéme argument de
'decl-int','decl-tab' et 'decl-proc', les entités déclarées pouvant étre

locales soit & une procédure, soit une fonction.

Ces changements dans le type abstrait correspondent au fait que l'unité
de portée est maintenant une fonction ou une procédure. On va maintenant
enrichir le type abstrait de maniére i pouvoir rendre compte de 1'appel ou
de la déclaration d'une fonction. Une des maniéres de procéder, qui i notre
avis présente 1'avantage de changer trés peu le type abstrait, est de
partir du fait qu'une fonction a un double réle : effectuer des calculs
et retourner un résultat. D'ol 1'idée de considérer qu'un identificateur de

fonction 'posséde' une modification et 'désigne' une variable

opérations

(union(Var-id,Fct~id),Appel) - Var : d

om
«n

(union(Proc-id,Fet~id)) + Modif : poss ;

o= g
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La sémantique de retour devient une affectation i la variable désignée :

Spiretour E} = si P ¢ Fet-id

alors affecter(dés(Fct-id'P',dernier-appel),V {el)

sinon Erreur ;
La déclaration d'une fonction est trés semblable a la déclaration d'une
procddure : la portée de son identificateur et de ses paramétres est définie

et la liaison avec la sémantique du corps de la fonction est &tablie :

Spffet ID(val ID1,var ID2)début LD ; LI finf =
si P e Proc-id alors
decl—fct(Fct-id'ID',Proc—id'P',Var-id'ID!',Ref-id'ID2',
concat(SIDILD],SIDKLIﬂ))
sinon
decl—fct(Fcc-id'ID',Fct—id'P',Var-id'IDl',Ref~id'ID2',
concat(SIDILDB,SID[LIﬂ)) H

avec pour définitions de 'decl-fct'

(Fct-id,union(Proc—id,Fct—id),Var—id,Ref-id,Modif) + Modif : decl-fet ;

decl-fct(f,p,v,r,m) = subst(<portée(f),parl(f),parZ(f),poss(f)>,

<p,v,r,m>} ;

Enfin 1'appel d'une fonction utilise 1'opérateur d'effet-indirect introduit
en IV.2.1 :

VP[ID(E,VAR)ﬂ = effet-indirect(appel(Fct'id'ID',VpltEI],LP[VAkll,Proc—id'P'),
val(dés(Fct-id'ID',dernier—appel)),vide) ;(I)

Le profil de 'appel' est modifié, mais sa définition reste identique(voir
IV.1.4) ainsi que les préconditions. Le profil devient :

(union(Proc-id,Fct—id),Ent,Var,union(Proc—id,Fct-id)) + Modif : appel ;

_—

(1) Pour &tre rigoureux il faudrait comme pour la déclaration, tester si P

est un identificateur de fonction ou de procédure.
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Etant donné la définition de 'appel', les appels de fonction en argument
d'appels de fonction ou de procédure me posent pas de probléme : ils sont
effectués et évalués dans l'environnement appelant. Du fait de la définition
de 'effet-indirect', il n'y a pas de probléme non plus si une fonction est
appelée plusieurs fois en argument d'un méme appel : le résultat de chaque

appel sera conservé dans une variable intermédiaire.

En résumé, 1'introduction des fonctions nécessite 1'adjonction au type
abstrait d'un opérateur de composition de modification et d'entier ('effet—
indirect'). C'est le changement le plus fondamental les autres &tant plus

mineurs

- pour les portées on travaille sur 1'unmion des identificateurs de
fonctions et de procédure ;

- on modifie les profils de 'd&s' et 'poss' sans en changer les
axiomes ;

- on introduit une modification déclaration de fonction ; on pourrait
introduire également une opération appel de fonction 3 résultat
entier. Cela n'a pas été fait ici, cette opération se décrivant de

maniére immédiate i 1'aide d''effet-indirect'.

IV.2.3 - Conclusion

La relative facilité avec laquelle on introduit le concept de fonction
dans SIMPROC est encourageante : elle semble confirmer la 'bonne qualité'
du modéle qu'on s'est donné pour les procédures. Une autres extension de
SIMPROC [Gau 80] avec des tableaux & bornes variables se fait trés
simplement aussi. Ce n'est pas vrai de toutes les extensions (par exemple
1'introduction de sous-tableaux d la Algol 68 demande de revoir sérieusement
ce qui est fait pour les tableaux) mais jusqu'ici, le type abstrait présenté

en IV.]1 n'a jamais &té remis complétement en cause.

——rast
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Une autre remarque encourageante, soulignée par M. Sintzoff, est la
remarquable convergence de cette présentation avec la définition révisée
d'Algol 68 [VW 76], ol les notions de 'Nest' et d''environ' sont trés
semblables aux notions de portée et d'appel utilisée ici. La différence

est qu'ici ces deux notions sont complétement formalisées axiomatiquement.

I1 n'en reste pas moins qu'un travail important et fort intéressant
reste 3 faire : montrer la consistance de cette définition des procédures
avec d'autres définitions comme 1'a fait Donahue dams [Don 76] pour les

approches axiomatiques et dénotationnelles de la sémantique.

I1 faut noter que pour faciliter la td3che du lecteur, les &quations
sémantiques ont été considérablement simplifiées tout au long de cette
présentation : on a considéré en effet que les programmes &taient corrects.
La définition compléte de SIMPROC comporte de nombreux tests dans la partie
droite de ces équations, tests qui sont de deux types : si la condition
(généralement la vérification d'une précondition ou 1'appartenance d'une
constante @ un type) peut &tre vérifiée statiquement, on utilise le
si-alors-sinon rencontré précédemment qui correspond i une définition

sémantique conditionnelle. Si la condition ne peut &tre vérifiée stati-

quement, alors la valeur sémantique est une conditionnelle c'est~d-dire

dans 1'exemple précédent, un terme commengant par le symbole fonctionnel

'cond'.
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CHAPITRE V [ type Valeur ;
opérations

(Valeur, Valeur) - Valeur : plus, moins, mule, div ;

(Valeur, Valeur) + Bool : eg ;

SPECIFICATION DES CHOIX D'IMPLANTATION | .
I N.B. : il est nécessaire d'introduire cette opération d'égalité afin de

| pouvoir écrire des axiomes conditionnels et des préconditions. C'est une

. L . opération auxiliaire de la Struc Objet
Dans les chapitres précédents on a montré deux exemples de types P _—c ture Objet et qui ne peut en aucun cas
. . . - . . T U | représenter une opération de la Structure Source. Afin de bi
abstraits, enrichis de définitions de modifications, permettant de définir | P n de bien mettre en
. i évidence cette distinction, nous noterons les expressio diti 1
deux langages de haut niveau : SEQFLEX et SIMPROC. Autrement dit, on a ) ’ *P ns conditionnelles
. - . sur les valeurs de la manidre suivante : si v = v' alors x si eg"
donné des Structures Sources utilisables pour spécifier des compilateurs . L 820rs x sinon y; et “eg
) ne sera jamais explicitement utilisée.
de ces langages. Dans ce chapitre, on va donner un exemple de structure

d'information définissant un langage de bas niveau. Puis on montrera } axiomes
comment spécifier la traduction des langages SEQFLEX et SIMPROC sous f . v
forme d'une représentation de leur Structure Source dans la Structure fin

Objet ainsi définie.
Une autre mani&re de distinguer 1'opétation 'eg' est de scinder la déclaration

V.l - Exemple de Structure Objet des opérations en deux parties quand il y a des opérations auxiliaires :

Le langage objet considéré est tout & fait classique : il permet de

opérations
principales

(Valeur, Valeur) = Valeur : plus, moins, mult, div ;

manipuler des valeurs hexadécimales et des adresses, de les charger dans un
registre ou de les ranger 3 une adresse. Il est possible d'indexer une

adresse par une valeur. On peut faire des comparaisons de valeurs ou s
auxiliaires

d"adresses qui positionnent un code de condition. Enfin, une instruction peut
] . . . . . i . (Valeur, Valeur) = Bool : eg ;
€tre Etiquetée et on dispose d'instructions de branchement inconditionmnelle, .

axiomes

conditionnelle et indirecte.

On va avoir parmi les noms de types, les types Valeur et Adresse.

N fin Valeur ;

Le type Valeur a une axiomatisation semblable & celle du type Ent, aux |
noms d'opérations prés. Seule la définition de la division différe puisqu'ici De mBme on a :
les tests donnent pour résultats des "codes de condition" et non plus des

booléens. Dans un premier temps, nous donnons simplement les noms et les type Adresse ;

opérations

principales

(Adresse, Valeur) -+ Adresse : index P

profils des opérations. Les axiomes seront donnés aprés la définition du

type "code de condition".

| auxiliaires

(Adresse, Adresse) = Bool : eg ;
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axiomes

Soit a e Adresse,v,v'eValeur ;
index (a, Valeur '0') = a ;
index (index (a,v), v') = index (a, plus (v, v')) ;
eg (Adresse 'A', Adresse 'B') = eg (A,B) ;
eg (a, a) = vrai ; etc ...

restrictions
Pré (index, a, v) = 7 (a = Adresse 'nil')

fin Adresse ;

La restriction indique qu'il est interdit d'indexer une adresse égale
a "nil',
On a un type Registre qui comporte seulement des constantes et une opé-

ration d'égalité. Sa spécification est donc trés simple :

type Registre ;
opérations
auxiliaires
(Registre, Registre) + Bool : eg ;
axiomes
eg(Registre 'R1', Registre 'R2') = eg (R!, R2) ;

fin Registre ;

Les registres et les adresses peuvent contenir indifférement des valeurs

ou des adresses, qui peuvent changer d'un état i 1'autre, d'ol les définitions

suivantes :

type Contenu = union (Valeur, Adresse) ;
opérations

(Adresse) -+ Contenu : ca mod

(Registre) -+ Contenu : cr mod
restrictions

Pré (ca, a) = 71 (a = Adresse 'nil') ;

fin Contenu ;
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On peut maintenant donner la définition du type code de condition qui est
le résultat de la comparaison de deux 'contenus'. Ce type comporte trois
valeurs : lt, eq, gt. Le résultat d'une comparaison est contenu dans un
registre interne. On accéde au contenu de ce registre par 1'opération

'cond'.

type Codecond ;

opérations

prinecipales

( ) » Codecond : 1t, eq, gt ;

(Contenu, Contenu) + Codecond : test ;

( ) =+ Codecond : cond mod

(Codecond, Codecond) -+ Bool : eg ;
axiomes
Soit c,c’'¢Contenu, a,a'ecAdresse, v,v'eValeur ;
test(v, plus (v', Valeur '1")) =

siv=xv'
alors 1t
sinon si v = plus(v', Valeur 'l")
alors eq

sinon test(v, v')

test(v, moins (v', Valeur '1')) =
siv=yv'
alors gt
sinon si v = moins (v', Valeur '1')
EllET

sinon test (v, v') ;
test(Adresse 'nil', a) =
si a = Adresse 'nil’
alors eq

sinon gt ;
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test(a,index(a’',Valeur '1')) =
sia=a'
LS
sinon si a = index(a',Valeur '1')
alors eq
sinon test(a,a') ;
test(c',c) = si test(c,c') = eq
alors eq
sinon si test(c,c") = 1t
alors gt
sinon 1t ;

fin Codecond ;
On a maintenant les Eléments pour donner les axiomes du type Valeur ;

axiomes

Soit v, v'

€ Valeur ;
plus(v,Valeur '0') = v ;
plus(v,plus(v',Valeur '1')) = plus(plus(v,v'),Valeur "1') ;
div(v,v') = si test(Valeur '0',v) = gt
alors si test(Valeur '0',v') = gt
alors div(moins(Valeur '0',v),moins(Valeur '0',v'))
sinon moins(Valeur '0',div(moins(Valeur '0',v),v'))
sinon si test(Valeur '0',v') = gt
alors moins(Valeur '0',div(v,moins(Valeur '0',v'))
sinon si test(Valeur '0',moins(v,v')) = gt
alors Valeur '0'

sinon plus(div(moins(v,v'),v'),Valeur'l') ;

N.B. : l'opération 'eg' sur les valeurs est définie comme l'opération 'eg'

sur les enivers.

yestriction
test(v',Valeur '0') = eq == Echec(div,v,v') ;

—————
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On a mentionné la possibilité d'étiqueter des instructions dans le langage
objet. On va donc se donner un type étiquette et une opération d'étiquetage des

modifications.

type Eti ;
opérations
(Eti,Eti) > Bool : eg ;
principales
(Eti,Modif) + Modif : &tiqueter ;
axiomes
eg(Eti 'ET',Eti 'E2') = eg(El,E2)
f£in
Pour pouvoir définir correctement les modifications &tiquetées et les
branchements, on a besoin d'enrichir ce type des deux opérations i résultat

booléen suivantes :

opérations

auxiliaires

(Modif ,Eti) + Bool : sortie, entrée ;

Intuitivement, sortie (m,e) est vrai si le texte de la modification m
comporte un branchement (conditionnel ou non) & 1'étiquette e, et ne comporte
pas de modification €tiquetée par e + entrée (m,e) est vrai si m comporte une
modification &tiquetée par e ; 'entrée' sert uniquement i définir 'sortie’
dans le cas des compositions de modifications.

La définition de ces prédicats va &tre donnée pour toute modification

ou composition de modifications. Le type Modif de la structure Objet est

défini ci-dessous :
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type Modif 3 | On va utiliser ces prédicats pour définir les modifications, ou du moins

5o e Bne: | les compositions de modifications susceptibles de représenter des modifi-
(Contenu, Registre) + Modif : load ; cations des structures sources : 1'effet des branchements ne sera défini que
(Contenu, Adresse) - Modif : store ; dans quelques cas particuliers, ceux qui sont nécessaires.

(Contenu, Contenu) + Modif : compare ;
(Eti) » Modif : brcht ;

(Eti, Codecond) + Modif : brcht-cond, breht-neg définitions (ces définitions comportent des commentaires qui sont entre
(Modif, Modif) + Modif : compseq ; parenthéses)
( ) + Modif : suite ;

axiomes i load(e,r) = subst(cr(r),c) ;

Soit e, e' ¢ Eti, ¢, c' ¢ Contenu, r ¢ Registre, a ¢ Adresse, ] store(c,a) = subst(ca(a),c) ;

ccond € Codecond, m, m' e Modif ; | compare(c,c') = subst(cond,test(c,c')) ;

entrée(load(c,r),e) = faux
entrée(store(c,a),e) = faux ; (on spécifie dans la rdgle ci-dessous qu'un &tiquetage ne change pas la

s
entrée (compare(c,c'),e) = faux signification d'une modification).

entrée(brcht(e'),e) = faux ;

entrée(brcht-cond(e',ccond),e) = faux ; Tisortie(m,e) =pappl(&tiqueter(e,m),5) = appl(m,S) ;
entrée(breht-neg(e',ccond),e) = faux ;
entrée(étiqueter(e’,m),e) = si egle',e) alors vrai sinon entrée(m,e) ; (on traite maintenant la composition séquentielle).
entrée(comseq(m,m'),e) = entrée(m,e) VvV entrée(m',e) ;
entrée(suite,e) = faux ; appl(compseq(&tiqueter(e,m),m'),s) = appl(&tiqueter(e,compseq(m,m')),S) ;
sortie(load(c,r),e) = faux ; ¥ e,sortie(m,e) = faux =pappl(compseq(m,m'),3) = appl(m',appl(m,S)) ;
sortie(store(c,a),e) = faux ;
WEEEle(Caparals, &), &) = Huwis (la régle suivante définit le saut en avant inconditionnel).
sortie(brcht(e'),e) = egle,e’) ;
sortie(brcht-cond(e',ccond),e) = eg(e,e') ; i &pl(compseq‘;(brcht(e) sm,€tiqueter(e,m')),5) = appl(étiqueter(e,m'),s) ;
sortie(brcht-neg(e',ccond),e) = egle,e') ;
sortie(&tiqueter(e’,m),e) = si eg(e',e) alors faux sinon sortie (m,e) ; (on définit maintenant les sauts en avant conditionnels).
sortie(compseq(m,m'),e) = si entrée(m,e) v entrée(m',e)

alors faux sinon sortie(m,e) v sortie(m',e) ; cc = cond ¢ 8=
sortie(suite,e) = faux ; m(CmpSEqS(brCht-Cond(e,Cc),m,étiqueter(e,m')),S) =

appl(étiqueter(e,m'),S) ;
cc # cond € S=>
3
appl(compseq” (brcht-cond(e,cc) ,m,étiqueter(e,m')),s) =

appl(compseq(m,étiqueter(e,m')),s) g




ce = cond ¢ S=p
gggl(compseq3(brcht—neg(e,cc);m,étiqueter(e,m')),s) =
appl (compseq(m,&tiqueter(e,m')),S) ;
cc # cond € S=>
EEEl(compseqa(ﬁrcht—neg(e,cc),m,étiqueter(e,m')),S) =
appl(étiqueter(e,n'),S) ;

(on ne considére ici les sauts en arriére que danms le cas particulier

suivant qui correspond 3 la représentation d'une itération :

Posons)

m = étiquetet(boucle,comseqs(ml,brcht-cond(exit,cc),
m2 ,breht(boucle) ,Etiqueter(exit,m3)))

(avec, pour toute étiquette e :)

sortie(ml,e) = faux

faux

sortie(m2,e)

(on a alors les deux régles suivantes :)

cond = cc € appl(mi,S)=p

appl(m,S) = appl(compseq(ml,étiqueter(exit,m3)),S) ;
condfce ¢ appl(ml,S) =

appl(m,S) = appl(m,appl(compseq(m!,m2),S)) ;

(ces deux régles correspondent respectivement i un arrét et 3 une itération
d'une boucle. On peut se donner d'autres régles mais celles-ci sont suffisantes

pour le cas étudié).
(il reste i définir la modification 'suite' qui correspond i une instruction
vide :)

appl(suite,S) = § ;
fin Modif ;

On a ainsi donné une structure d'information pour un langage objet qui a
&té choisi volontairement trés 'ordinaire'. La spécification incompléte des

branchements est sans importance du fait qu'on ne s'intéresse qu'a un
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sous—ensemble du langage objet : celui des programmes susceptibles de
représenter des programmes source.

De plus, pour décrire ces programmes, on est amené i ajouter dans la
Structure Objet des opérateurs 'd'effet de bord' semhlables 3 ceux qui ont
été utilis&s au Chapitre IV pour traiter les fonctions. En effet, il est
extrémement rare que toutes les opérations d'une Structure Source se repré-
sentent uniquement par des composition d'opérations de la Structure Objet,
sans que des calculs auxiliaires soient nécessaires pour certaines d'entre
elles : par exemple, pour 1'implantation de SEQFLEX qui est donnée en V.2,
la représentation de 1'opération 'iémé' de la Structure Source (qui a &té
donnée enTIL3) sera la composition d'une modification (parcours d'une liste

chafnée) et d'une opération (accds 3 un contenu) de la Structure Objet.

On va donc se donner des opérations correspondant d ce type de composition.
Quoiqu'elles ne soient pas caractéristiques du langage objet, il est raison-
nable de les considérer comme des opérations de la Structure Objet : elles
apparaitront donc dans le deuxidme texte intermédiaire (Terme de la
Structure Objet) de la traduction. Leur introduction &vite en effet, d'avoir
& décrire dans la représentation une gestion de résultats intermédiaires
qui serait spécifique aux opérations de la Structure Source représentdes par
de telles compositions de modifications et d'opérations de la Structure
Objet : on traitera le probléme des résultats intermédiaires au moment de
la génération de code, globalement pour toutes les opérations de la
Structure Objet. On &vite ainsi des inefficacités dans le code engendré
qui viendraient d'une distinction, parfaitement injustifiée, entre deux
types de résultats intermédiaires : ceux introduits lors de la traduction
du Terme Source en Terme Objet et ceux introduits lors de la génération du

code.

On ajoute donc a la Structure Objet les opérations suivantes :

opérations

(Modif, Contenu) + Contenu : efb ;
(Modif, Codecond) -+ Codecond : efbe, efbne
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(de par la définition du type Codecond, c'est le seul genre de substitution
qu'on peut avoir).
Les deux derniéres opérations sont nécessaires pour pouvoir exprimer Pour les branchements conditionnels on a les quatre définitions suivantes

le résultat de la comparaison de deux contenus dont le calcul entrafne

des modifications. Ces trois opérations vérifient des rggles analogues Soit e ¢ Eti, m ¢ Modif, cc ¢ Codecond ;
a celles qui ont &té domnées au Chapitre IV sur les entiers pour pouvoir brecht-cond(e,efbe(m,cc)) = compseq(m,brcht~cond(e,cc)) ;
décrire les fonctions. En particulier on a brcht-cond(e,efbne(m,cc)) = compseq(m,brcht-neg(e,cc)) ;

brecht-neg(e,efbe(m,cc)) = compseq(m,brcht-neg(e,cc)) 3
axiomes | brcht-neg(e,efbnc(m,cc)) = compseq(m,brcht~cond(e,cc)) ;
ca(efb(m,a)) = efﬂ(m,ca(a)) | fin
plus(efh(m,c),efé(m',c')) = efb(compseq3(m,store(c,int),m'),plus(ca(int),c'));

\
(Contenu, Contenu) - Contenu. 'int' est une adresse de sauvegarde du résultat | des versions simplifiges de la propriété donnée pour subst :

(Cette propriété est également valable pour toutes les opérations de profil D'autre part, lors des preuves données dans le Chapitre VI on utilisera

intermédiaire, dont m' ne modifie pas le contenu et dont le choix n'est pas subst(c,efb(m',c')) = compseq(m',subst(c,c'))
-explicité ici. De méme on a : )
test(efb(m,c),efb(m',c")) :

efbc(comseqa(m,store(c,int),m'), test(ca(int),c')) ; | subst(efb(m,c),c') = compseq(m,subst(c,c'))

si ¢ ne contient pas d'occurrence de efb, et de méme :

. l si c' ne contient pas d'occurrence de efb et s'il n'est pas "modifi&" par
(par ailleurs :)
m : on dit que ¢ n'est pas modifié par m si pour tout &tat S tel que

efb(m,efb(m',c)) = efb(compseq(m,m'),c) ; c=veSonac=ve appllm,s).

efbe(m,efbc(m’,cc)) = efbe(compseq(m,m’),cc) ;
fin Les régles données ici sont, on le verra, trop complétes pour les
traductions de langages donndes en exemple car il s'avére que dans les

Pour ce qui est de la composition de ces opérations avec des modifications, termes objets produits lors de ces traductions, tout sous-terme de la forme

plutdt que de donner les définitions correspondant 4 chaque modification de

. i : - . £ !
la Structure Objet, on va utiliser le fait qu'un Contenu apparait toujours (efb(m,¢) ,efbm’,c™))

en opérande d'une modification définie par un subst et un Codecond apparait est tel que ¢ n'est pas modifié par m' et ¢ n'est pas modifié par m ...
toujours en opérande d'un branchement conditiomnel : il suffit donc de se et les sauvegardes sont inutiles.

donner les régles de composition avec subst et avec les branchements condi-
tionnels. Nous allons maintenant donner un premier exemple de spécification

d'implantation, en indi ns le méme tem e méthodologie nous
Pour le subst sur des termes de type Contenu on se donne : =3 ’ indiquant dans le méme P qu¥ide Bekhodalag
4 semble approprife pour 1'@criture de telles spdcifications,
subst(efb(m,c),efb(m’,c')) = compseq (m',store(c',int),m,subst(c,c'))

(on évalue d'abord la partie droite de la substitution).
Dans le cas de termes de type Codecond on pose :

subst(cond,efb(m,cc)) = compseq(m,subst(cond,cc)) ; ‘
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V.2 - Implantation de SEQFLEX

Dans la Structure Scurce associée & un langage, on peut distinguer deux
sortes de noms d'opération : ceux qui apparaissent dans les &quations séman-

tiques et ceux qui ne sont utilisés que dans les axiomes.

Du point de vue de la traduction, seule les premiers sont intéressants :
en effet, ce sont ces noms d'opérations et eux seuls, qui vont apparaftre
dans le premier texte intermédiaire. La deuxiéme phase de traduction (terme
du type Source vers terme du type Objet) est domc complétement spécifiée
dés lors qu'on a donné une représentation pour chacun d'eux. Par contre,
si on veut démontrer la correction d'une implantation, ce qui est 1'objet
du Chapitre VI, on est amené & sp&cifier la représentation de certaines

opérations auxiliaires afin de vérifier que les axiomes sont conservés.

Avant d'&crire la spécification d'une représentation, il est parfois
commode d'enrichir la Structure Objet en introduisant de nouvelles opérations,
composées 3 partir de celles données au départ. Cela permet de concevoir la
représentation d'une manidre plus structurée, en passant par ume &tape od on
se donne, & partir de la Structure Objet, des opérations adaptées i la repré-
sentation que 1'on veut spécifier. De plus, cela permet de rendre cette
spécification plus lisible. Il nme s'agit pas du tout de changer la Structure
Objet, et les noms d'opérations qui apparaitront dans le deuxiime texte
intermédiaire sont ceux des opérations de base. En fait ces opérations

dérivées peuvent &tre considérdes comme des macro-opérations.

Nous allonms maintenant traiter un premier exemple. Il s'agit de 1'implan-

tation du langage SEQFLEX, tel qu'il a &té défini en III.3.
Les choix d'implantation sont les suivants :

- les séquences sont représentées de maniZre chainde ; par conséquent, on
va avoir des listes chainées de blocs de deux mots : un pour la valeur de

1'élément de séquence, 1'autre pour le pointeur vers un autre &lément ;

- chaque identificateur de séquence est représenté par une adresse constante
qui désigne un bloc de deux mots : dans le premier se trouve la longueur
de la séquence ; dans le deuxiéme se trouve 1'adresse du dernier &lément

de la s&quence, ceci afin d'avoir une représentation plus efficace des
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instructions allonger et raccourcir. Lorsque la séquence est vide, le

premier mot contient la valeur zéro et le deuxi®me contient 1'adresse
nil ;
~ la mémoire est organisée avec une liste libre chainée, de blocs de deux

mots. L'adresse du premier bloc de cette liste est contenue & 1'adresse

'libre’ ;

enfin, chaque identificateur de variable est représenté par une adresse

constante, qui contient sa valeur.

La spécification d'une telle représentation est donnée sous la forme
d'une liste de rubriques : une pour chaque type de la Structure Source et

une pour chaque opération.

A 1'intérieur de ces ruﬁriques on trouve, dans le cas d'un type le
nom du ou des types représentant et, quand le type comporte des coustantes,
la représentation de ces constantes est décrite. Dans le cas d'une opération,
on trouve la description de sa représentation en terme d'opérations de la
structure objet ou de la représentation de ces opérandes (c'est-i-dire que la
spécification de la représentation des termes est récursive, tout comme 1'est
la définition de p donnée en II.4).

Pour décrire la traduction des constantes, mais aussi certains calculs
qui doivent &tre faits & la traduction pour obtenir la représentation d'une
opération, on a besoin de fonctions de traduction ou de manipulation de textes
et de variables permettant d'introduire ces textes dans une représentation.
I1 s'agit de décrire les traitements effectudes '3 la compilation’, en parti-
culier on distinguera ce qui est appeld classiquement les aspects statiques
du langage du fait que les opérations correspondantes sont représent@es par
des constantes dans la Structure Objet (ceci a déja été discuté en IV.1.3).
Encore faut-il spécifier le calcul de cette constante : on a donc besoin d'un

métalangage pour spécifier les représentations.

Dans le systéme PERLUETTE, du fait que le terme Source et le terme Objet
sont des formes LISP, et que la traduction de l'un dans 1'autre est
effectuée en utilisant un ensemble de fonctions LISP, ce métalangage est
tout naturellement LISP, Ici, pour des raisons de lisibilité nous utilisons

un métalangage 3 la ALGOL 60, comprenant des appels de fonctioms, des




affectations, une instruction conditionnelle et une instruction de
répétition.

Dans la présentation qui suit de la spécification de 1'implantation de
SEQFLEX selon les choix exposés plus haut, 1'enrichissement de la Structure
Objet par des macro-opérations est précisé au fur et 2 mesure des besoins.
De méme le rdle des différentes méta-procédures de traduction est décrit a
leur premiére utilisation. Enfin les variables, noms de procédures et

instructions du métalangage sont notés en majuscules.
On donne d'abord la représentation du type Ent et de ses opératioms :

type Ent ¢
Valeur ; (un entier est représenté par une valeur).
repr Ent 'I' = Valeur 'CONVERTIR(I)' ;

fin Ent ;

(La procédure CONVERTIR a pour donnée une chaine de caractéres qui dénote
un entier décimal. Elle a pour résultat une chalne de caractéres qui

dénote le méme nombre en héxadécimal).

op(Ent Ent) + Ent : add ;

repr add(i,j) = plus(repr i,repr j) ;
fin add ;
op(Ent,Ent) + Ent : soust ;

repr soust(i,j) = moins(repr i,repr R
fin soust ;
op(Ent,Eat) + Ent : mult ;

repr mult(i,j) = mult(repr i,repr j) ;
fin mult
op(Ent,Ent) -+ Ent : div ;

repr div(i,j) = div(zepr i,repr j) ;

fin div

On donne maintenant la représentation du type identificateur de variable

et de 1'opération qui retourne la valeur d'un tel identificateur.
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type Idvar ;

Adresse ;
repr Idvar 'X' = Adresse 'ALLOCI(X)' ;

fin Idvar ;

(La procédure ALLOCI convertit 1'identificateur X en une adresse : la
chaine X est recherchée dans la table des identificateurs déja alloués.
Si elle est présente son adresse est retournée, sinon X est entré dans

la table avec 1'adresse suivante, qui est rendue comme résultat).

op(Idvar) -+ Ent : valeur ;
repr valeur (id) = ca(répr id) ;

fin valeur ;

On voit que la spécification d'une implantation est trés systématique
et assez facile 4 &crire. Nous allons maintenant donner une représentation
du type Idseq. Pour cela, on va &tre amené i utiliser les opérations de
composition des modifications et des opérations introduites & la fin de
V.l : en effet le calcul de 'i&me' rend un entier : sa représentation est
donc une opération qui retourne une valeur. Pour accéder 3 cette valeur
on doit effectuer un parcours de liste chafnde ; trés informellement la

représentation de idme sera de la forme :

efb(parcours-de-la-liste-chainée—pour-trouver-1'adresse-a-du

izme-élément, ca(a))

La représentation des identificateurs de séquence et des opérations sur

les séquences se spécifie de la maniére suivante :

Lype Idseq

Adresse

repr Idseq 'S' = Adresse 'ALLOC2(S)'
EiE Idseq

(La procédure ALLOC2(S) est trés semblable & ALLCCI, mals deux mots sont

alloués au lieu d'um).
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op(Idseq) - Ent : bornesup ;
repr bornesup(ids) = ca(repr ids) ;

fin bornesup ;

(La longueur de la séquence est contenue dans le premier mot).
op(ldseq,Ent) -+ Ent : iéme ;

d . 12
(La représentation de cette opération est plus complexe : les cas d'échecs
doivent €tre testés ; on a besoin de registres de travail ; on veut générer

une boucle, donc des &tiquettes).

repr idme(ids,i) = (# (affectations de métavariables)I:=GENREG ;
+=GENREG ; BOUCLE:=GENETI ; EXIT:=GENETI#
efb(cumpseqla(test des cas d'échec
load(repr i,Registre 'A') 3
compare(cr(Registre 'A'),Valeur '1') ;
breht-cond (Eti Yerreur 1',1t) ;
load(moins(ca(repr ids),cr(Registre 'A')),Registre 'IL'),
compare(cr(Registre 'I'),Valeur '0'),
brcht-cond (Eti ‘erreur 2',1t),
fin des cas d'échec et début du parcours
load(ca(index(repr ids,Valeur '1')),Registre 'A'"),
étiqueter (Eti 'BOUCLE',brcht-cond(Eti 'EXIT',eq)),
load(moins(er(Registre 'I'),Valeur '1'),Registre 'I'),
load(ca(index(cr(Registre 'A',Valeur '1')),Registre 'A'),
compare(cr(Registre 'I'),Valeur '0'),
brdht(Eti 'BOUCLE'),
étiqueter (Eti 'EXIT',suite) ),
1'adresse du résultat est dens le registre A
ca(cr(Registre 'A')) )

fin i2me ;

Les metaprocédures GENREG et GENEL)L retournent sous forme de chalmes
de caractéres des noms de registres et d'étiquettes. GENREG retourne chaque
fois un nouveau nom de registres : 3 ce niveau, on considére qu'on en a une
infinité, 1'allocation proprement dite est faite & 1'étape suivante. Les

métavariables I, A, BOUCLE et EXIT sont locales 3 la repré&sentation de iéme.
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Or cette représentation peut &tre récursive car i peut trés bien contenir
une occurence de iéme. Mais dans ce cas repr i utilisera d'autres versions

de ces variables, c'est-i-dire deg registres et des &tiquettes différentes.

Il reste maintenant 3 donner la représentation des opérations de type
booléen qui interviemnent dans les &quations sémantiques : 'eg' et 'dif'.
On va représenter un booléen par un code de condition et pour exprimer
la comparaison de deux valeurs on utilisera les opérateurs d'effet de bord
efbc et effnc mentionnés précédemment. Rappelons que ceux-ci sont caracté-

risés par les propriétés suivantes :

opérations

(Modif,Codecond) + Codecond : eféc, efbne
axiomes
Soit eti € Eti, m ¢ Modif,ccond e Codecond ;
brcht—cond(eti,ech(m,ccond)) = compseq(m,brcht-cond(eti,ccond)) ;
brcht—cond(eti,efﬁnc(m,ccond)) = compseq(m,brcht-neg(eti,ccond)) ;
brcht-neg(eti,efbe(m,ccond)) = compseq(m,brcht-neg(eti,ccond)) ;

breht-neg(eti,efbne(m,ccond)) = compseq(m,brcht)cond(eti,ccond)) ;

Comme on n'a pas de résultats intermédiaires, rien ne s'oppose i
supprimer les occurences de 'efbc’ et'efbnc' dans 1'étape de représentation :
on pourrait donc faire de ces opérations des macro-opérations, et des quatres
axiomes ci-dessus des régles de réécritures données en méme temps que la
représentation et appliquées a la PHASE2 de traduction. D'un point de vue

méthodologique cela ne change que peu de choses 3 la spécification et rien

a la preuve. On va donc les considérer comme des op&rations.
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La spécification de la représentation du type Bool s'écrit : libérer(a) = compsqu(
type Bool ; store(ca(indgx(a,Valeur '1')) ,aux),
——_E;decond ; store(ca(index(ca(aux) ,Valeur '1')),index(a,Valeur "1")),
by store(ca(libre),index(ca(aux),Valeur '1%)),

store(ca(aux),ca(libre))) ;
(Les constantes 'vrai' et 'faux' n'interviennent pas dans les équations

i
sémantiques, leur représentation n'est pas donnée ici). :
op(Ent,Ent) + Bool : eg ; Les adresse 'libre' et 'aux' sont exclusivement réservées i la gestion de
repr eg(i,j) = efbc(compare(repr i,repr j),eq) ; i la liste 1ibre.

fin eg Avant de donner la représentation des différentes modifications, rappelons
briévement les cas d'&chec qui doivent &tre testés par la représentation :

(Composé avec un branchement conditionnel, ce terme se réécrira comme une . B, q . P i p
on doit vérifier qu'on ne retire pas le dernier &lément d'une séquence

composition : comparaison puis branchement si &galité). | _ . .
vide et que lorsqu'on change le i&me &lément d'une séquence 1'indice est

op(Ent,Ent) + Bool : dif ; bien compris entre les bornes.
repr dif(i,j) = efbnc(compare(repr i,repr j),eq) ;

fin dif ; o_p(Idseq) + Modif : init ;

repr init(ids) = compseq(store(Valeur 'O',repr ids),
11 reste 2 donner la représentation des modifications. On va auparavant se I store(Adresse 'nil’,index(repr ids,Valeur '1'))) ;
] s 3

donner deux macro : libérer (a) supprime le premier bloc de la liste l fin jnit :
== b
d'adresse a (c'est-3-dire que 1'adresse de ce premier bloc est contenu

dans index (a,1)) et le rajoute en téte de la liste libre ; occuper (a) (La longueur est initialisée & z8ro. La liste ne contient aucun bloc).

supprime le premier bloc de la liste libre et 1'ajoute en téte de la liste

- iFo:oal .
d'adresse a. On a les définitions suivantes : op(Taspq;Rak) > UKIC 2 .ajouter §
repr ajouter(ids,i) = compseq” (occuper(repr ids),

macro-operations store(plus(ca(repr ids),Valeur '1'),repr ids),
(Adresse) + Modif : occuper, libérer ; store(repr 1,ca(index(repr ids,Valeur 'i{")}) ) ;

définitions fin ajouter ;

———————t—. =5 ’

Soit a € Adresse ;

occuper (a) = compseq6( (Un bloc est ajouté en téte de la liste, la longueur est augmentée de 1, la
compare (ca(libre) ,Adresse'nil’), valeur 3 ajouter est rangée dans le nouveau bloc).

brcht-cond(Eti 'débordement',eq), op(Idseq) + Modif : retirer ;

store{ca(libre),aux), repr retirver(ids) = CompSEqA(LUmpafe(ta(EEBE ids), Valeui '0'),
store(ca(index(ca(aux),Valeur '1'),1libre), brcht-cond(Eti 'erreur3', eq),
store(ca(index(a,Valeur '1')),index(ca(aux),Valeur '1")), libérer(repr ids),

store(ca(aux) ,index(a,Valeur "1')) Y3 | store(moins(ca(repr ids), Valeur '1'), repr ids) ) ;

fin retirer
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(Le cas d'échec : longueur de la liste Egale & zéro, est testd ; le premier
bloc est libéré et la longueur est diminuée de 1).
op(ldseq, Ent, Ent) - Modif : changer-iéme ;
repr changer-iéme(ids, i, j) = ( # (initialisation des metavariables)
I := GENREG ; A := GENREG ; BOUCLE := GENETI ;
EXIT := GENETI #
compseqlh( test des cas d'échec
load(xepr i, Registre 'A'),
compare(cr{Registre 'A'), Valeur '1'),
breht-cond(Eti 'erreurl', 1t),
load(moins (ca(repr ids), cr(Registre 'A')), Registre 'I'),
compare (cr(Registre 'I', Valeur '0'),
brcht-cond(Eti 'erreur2', 1t),
fin des cas d'échec et début de la recherche du iéme élément
load(ca(index(repr ids, Valeur '1')), Registre 'A"),
étiqueter(Eti 'BOUCLE', brcht-cond(Eti EXIT', eq)),
load(moins(cr(Registre 'I'), Valeur '1'), Registre 'I'),
load(ca(index(cr(Registre 'A'), Valeur '1')), Registre 'A'),
compare (cx (Registre '1'), Valeur '0'),
brcht(Eti 'BOUCLE'),
rangement de la nouwvelle valeur d la iéme place
étiqueter (Eti TEXIT', store(repr j, cr(Registre 'A'))) ))

fin changer-idme ;

op(Idvar, Ent) + Modif : affecter ;
repr affecter(id,i) = store(repr i, repr id) ;
fin affecter ;

L'affectation est représentée par un rangement

op () » Modif : rien ;
repr rien = suite ;
fin vien ;
On a donné la représentation des modifications élémentaires. Il reste 3

spécifier 1'implantation des compositions de ces modifications.

r

% |25 «

op(Modif, Modif) -+ Modif : concat ;
repr concat(m, m') = compseq(répr m, répr m') ;

fin concat ;

op(Bool, Modif, Modif) + Modif : conditiomnelle ;
repr condigionnelle(b, m, m') = (# NEG := GENETI ; EXIT := GENETI #
compseq” (brcht-neg(Eti 'NEG', repr b),
repr m, breht(Eti 'EXIT'),
etiqueter (Eti 'NEG', repr m'),
etiqueter (Eti 'EXIT', suite) )) ;

fin conditionnelle ;

op(Bool, Modif) - Modif : itération ;
repr itération(b, m) = (# BOUCLE := GENETI ; EXIT := GENETI #
compseqb(etiqueter(Eti "BOUCLE’,
brcht-neg(Eti 'EXIT', repr b)),
repr m, breht (Eti 'BOUCLE'),
etiqueter(Eti 'EXIT', suite))) ;

fin itération ;

On a ainsi complétement sp&cifié la deuxiéme phase de traduction de SEQFLEX :
tous les symboles fonctionnels apparaissant en partie droite d'une équation
sémantique ont &té définis en terme d'opérations de la structure Objet. Il
reste, pour finir de spécifier la traduction, 4 décrire la génération du code
proprement dit., Un travail important est nécessaire : prouver que l'on a
donné une implantation correcte de SEQFLEX. La preuve compléte de la repré-
sentation qui vient d'@tre présentée est donnée dans le chapitre VI, comme
exemple de la méthode générale de preuve.

L'idéal serait, bien slir, de proposer une méthode permettant, & partir des
axiomes de la Structure Source et de la Structure Objet et de la spdecification
des choix fondamentaux, de construire une spécification compléte, correcte. Une
premiére approche de ce probléme de la construction systématique de représenta-
tions correctes pour les types abstraits algdbriques a &té étudiée dans [Gau 78,
GT 78]. C'est un probléme difficile et ouvert : quelques résultats ont &té
obtenus sur des exemples d'écoles. Dans 1'état actuel des choses, la seule
méthodologie utilisable pour obtenir une spécification de représentation
correcte d'un type abstrait est d'écrire complétement la représentation et

d'en faire une preuve a posteriori en utilisant les axiomes. C'est cette

méthode qui est présentée dans cette thése.
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V.3 = Implantation de SIMPROC

Cet exemple de spécification reprend la Structure Source donnée enm IV.1
pour le langage SIMPROC et la Structure Objet donnée au début de ce chapitre.
L'intérét de cet exemple est qu'il comporte la spécification de traitements
non triviaux aussi bien & la compilation qu'd 1'exécutiom.

Les choix d'implantation sont tré&s classiques :

-~ on gére la mémoire, & 1'exécution, comme une pile de zones, chacune
correspondant 3 un appel de procédure en cours ;

- on considére qu'on a une infinité de registres. Pendant l'exécution d'un
appel d'une procédure de niveau d'imbrication i, les i premiers registres
contiennent les adresses de bases des i zones de mémoires associées & cet
appel et aux appels en cours des procédures englobantes ;

~ chaque zone de mémoire associ&e 3 un appel de procédure contient :

. dans le premier mot l'adresse de la zone mémoire de 1'appelant,

. dans le deuxiéme mot 1'&tiquette de retour,

. dans les deux mots suivants, les paramétres,

. on a ensuite les variables et tableaux locaux & la procédure appelée ;
- La premi&re adresse libre aprés la pile des zones de mémoire est contenue

dans un registre spécial : 'sommet'.

Tout cela peut se schématiser par le dessin ci-aprés, qui décrit 1'état
de la mémoire et des registres pendant 1l'ex&cution d'une proc&dure P de niveau

i (le programme est considéré comme une procédure de niveau 1) :
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Registres mémoire
1 o ;
v nil
2 °
i adresses de °
base

o

1 LY

Zone de 1'appelant
de P qui est de
niveau j

j-i+1 adresses de

base sauvegardées

étiquette de retour

Paramétres Zone
associée
3 1
Variables Locales : 1"apged

77

Selon ce schéma, un appel est représenté par une adresse, celle de
la zonme qui lui estassocife. Un identificateur de variable ou de tableau
est représenté par un déplacement dans cette zone, c'est-i-dire une valeur.
La variable désignée par un identificateur, pour un certain appel est

obtenue par indexation.

type Appel ;
Adresse

fin Appel ;

type Var-id ;
Valeur
repr Var-id 'V' = Valeur 'ALLOCI(V)' ;
(ALLOCI (V) recherche dans la table des allocations le déplacement associé
4V, et si Vn'y est pas lui associe un déplacement en fonction de sa
portée).

fin Var-id ;
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compseqa(brcht(Eti 'SAUT'),

op(Var-id, Appel) + Var : dés ;
étiqueter(Eti 'TEXT(p)', repr m),

repr dés(id, a) = index(cr(Registre 'NIV(PORTEE(TEXT(id)))’', Tepr id)

(TEXT est une meta procédure prédéfinie qui retourne le texte d'ume brcht(cgl(inden(en(Reghutne "on couxs 'y, Valeur '11)))s
constante. PORTEE recherche dans une table 1'identificateur de la Etiqueter(Eti 'SAUT', suite)) ;
procédure oli id a &té déclaré. Cette table représente 1'opération portée ; (Le corps de la procdure est tiqueté du mom de la procédure et complatd
- 2 la fin par un branchement 3 1'étiquette de retour - qui sera contenue
repr portée (id) = repr Proc-id " PORTEE (TEXT(id))' 3 dans le deuxiéme mot de la zone mémoire -)
enfin la spécification de NIV est : S “IeBI=REE |

NIV(X) = SI X = PROG ALORS 1 SINON NIV(PORTEE(X)) + I ;) Pour définir 1'appel de procédure plus facilement, on se donne deux
fin dés ; macro-opérations de sauvegarde multiple et de chargement multiple : en effet,

1'appel d'une procédure de niveau i depuis une procédure de niveau j on a

o

Dans la suite on notera
BASE(id) = NIV(PORTEE(TEXT(id)))

sauvegarder, puis restaurer j-i+l| registres de base. Par exemple on utilise :

o7

le numéro du registre de base correspondant & la portée de id. P
On voit apparaltre ici la classique différence entre statique et (Registre, Adresse, Valeur) - Modif : sauwvmult ;
dynamique : 1'opération 'portée' de la structure source qui est &valuée 3 (Adresse, Registre, Valeur) -+ Modif : loadmult ;
la compilation, a son résultat représent& par une constante. Cette constante définiitions
est obtenue 3 partir d'une table. Cette table pourrait 8tre construite par -_—;;;;;;I:(Registre 'I', a, Valeur 'K') =
la deuxigme phase du traducteur puisque les déclarations apparaissent dans le SI K = | ALORS store(cr(Registre 'I'), a)
Terme Source. Pour des raisons d'efficacité (voir IV.1.3), dans la version SINON compseq(store(cr(Registre 'I'), a), sauvmult(Registre 'L +1',
actuelle du systéme elle est construite par PHASE] et transmise 3@ PHASE2, en index(a, Valeur 'i'), Valeur 'K~1'))
méme temps que d'autres tables donnant, par exemple, les bormes des tableaux FSI :

et tous les renseignements statiques sur les identificateurs du programme.
loadmult(a, Registre 'I', Valeur 'K') =

SI K = | ALORS load(ca(a), Registre 'L")
SINON compseq(load(ca(a), Registre 'I'), loadmult(index(a, Valeur 'I'),
type Proc-id Registre 'I +1', Valeur 'K-1'))

ECL 5 FSI ;

repr Proc-id 'P’ = Eti P! fin

On va donner maintenant la représentation des procédures, c'est-2-dire

la représentation du type Proc-id et des modifications decl-proc et appel.

fin Proc-id ;
D'oli la définition suivante de la représentation de 1'appel de procédure :

op(Proc-id, Var-id, Ref-id, Proc-id, Modif) + Modif : declproc ; op(Proc-id, Ent, Var, Proc-id) + Modif : appel ;
iepr decl-proc(p, idi, 142, q, wj) = (# SAUT := GENEII | repr appel(p, i, v, q) = (# P := TEXT(p) ; Q := TEXT(q) ; I := NIV(P) ;3
(le corps de la procédure n'est pas exécuté, on se donne donc une I := NIV(Q), K := J-I+l ; RET := GENETI #
étiquette pour se brancher 3 la fin) # compsqu(SI K =0 ALORS suite SINON

compseq (sauvmult (Registre 'I', cr(Registre 'sommet'),Valeur 'K'),
load(plus(cr(Registre 'sommet'), Valeur 'K'),

Registre 'sommet'))
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On g sauvegardé les registres de base.
FSI,
On sauvegarde 1l'adresse de l'appelant dans le premier mot de
la future zone.
store(cr(Registre 'J'), cr(Registre 'sommet')),
On passe les paramdtres : les registres de base sont inchangés,
<ls sont donc évaluds dans l'environnement précédent.
store(repr i, index(cr(Registre 'sommet'), Valeur '2'})),
store(repr v, index(cr(Registre 'sommet'), Valeur '3')),
On change d'environnement,
load(cr(Registre 'sommet'), Registre 'I'),
load(plus(cr(Registre 'sommet'), Valeur '4'), Registre 'sommet'),
On sauvegarde 1'étiquette de retour et on se branche 4 la
procédure.
store(Eti 'RET', index(cr(Registre 'I'), Valeur "1')),
brcht(Eti 'P'),
étiqueter(Eti 'RET',
compseq (load(moins(cr(Registre 'I'), Valeur 'K'), Registre
'sommet '),
SI K =0 ALORS suite SINON
loadmult(cr(Registre 'sommet'), Registre 'I', Valeur 'K')
FSI))
On restaure les registres de base et le sommet aprés le retour ;

fin appel ;

Le reste de la spécification ne présente pas de difficultés. Pour les
tableaux, on a :
type Tab-id ;
Valeur ;
repr Tab-id 'T' = Valeur 'ALLOC2(T)' ;
(ALLOC2(T) recherche dans la table des allocations le déplacement associé
& T. 51 T n'est pas dans cecte table, un déplacement lui est associé en
fonction de sa portée. Le résultat de ALLOC2(T) est ce déplacement diminué
de 1 car la borne inférieure des tableaux est &gale 3 1. Cela permet une
représentation plus efficace de 'elt').

fin Tab-id ;
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op(Tab-id, Appel, Ent) - Var : elt ;
repr elt(t,a,i) = (# I := GENREG #
efb(Vérification des cas d'échec.

compseqs(load(gggs i, Registre 'I"),
compare(cr(Registre 'I'), Valeur '1'),
brcht~cond(Eti 'erreur 1', 1t),
compare (cr(Registre 'I'), Valeur 'BSUP(TEXT(t))'),
brcht-cond(Eti 'erreur', gt)),

Adresse résultat.

index(cr(Registre'BASE(t)', plus(xepr t, cr(Registre 'I')))) ;

fin elt ;

Pour les paramétres passés par référence, on a une représentation presque
identique 3 celle des identificateurs de variable, sauf que le déplacement est

toujours le méme :

type Ref-id ;
Valeur
repr Ref-id 'R' = Valeur '3' ;

fin Ref-id ;

op(Ref-id, Appel) -+ Ref-var : ref-dés ;
repr ref-dés(id, a) = index(cr(Registre "BASE(id)'}, repr id) ;

fin ref-dés ;

Il reste @ représenter les variables et les entiers : la spécification
n'est pas donnée ici 'in extenso'. Les types Var et Ref-Var sont représentés
par des Adresses, le type Ent par des Valeurs ; les opératioms 'réf' et 'val'
sont représentées par 1'opération 'ca'.

Enfin, la représentation des modifications autres que 1'appel et la
déclaration de procédure est donnée ici pour mémoire : elle est trés'semblable

4 celle des modifications de SEQFLEX.

op{Var, Ent) = Modif : affecter ;

repr affecter(v,i) = store(repr i, repr v) ;

fin affecter ;
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op(Modif, Modif) + Modif : concat ;
repr concat(m, m') = compseq(repr m, repr m') ;

fin concat ;

op(Ent, Ent, Modif, Modif) + Modif : cond ;
repr cond(i,j,m,m') = (# ETIl := GENETI ; ETI2 := GENETI #
compseq6( compare(repr i, repr j),

breht-neg(Eti 'ETIL', eq),
Tepr/m,
brcht(Eti 'ETI2'),
&tiqueter(Eti 'ETTI!', repr m'),
etiqueter(Eti 'ETI2', suite)) ;

fin cond

Pour les déclarations d'entiers et de tableaux, il existe plusieurs
variantes. La plus 'naive' et la moins efficace quant au code généré est la

suivante :

op(Var-id, Proc-id) - Modif : decl-int ;
repr decl-int(id,p) = (# A := ALLOCI(TEXT(id)) #
load(plus(cr(Registre 'sommet'), Valeur 'l'), Registre 'sommet')) ;
(& la compilation, on effectue 1'allocation si elle n'était pas déja faite
car il peut y avoir des références en avant. A 1'exécution on augmente de un
le pointeur 'sommet')

fin decl-int ;

op(Tab-id, Ent, Proc~id) - Modif : decl-tab ;
repr decl-tab(id, i,p) = (# A := ALLOC2(TEXT(t)) #
load(plus(cr(Registre 'sommet'), repr i}, Registre 'sommet') ;

fin decl-tab ;

11 est plus efficace de n'augmenter qu'une fois le pointeur 'sommet' au
moment d'un appel de procédure. Cela signifie que dans 1'appel de procédure,
au moment du changement d'environnement, au lieu d'augmenter ce pointeur de
quatre (pointeur vers 1'appelant, &tiquette de retour, paramétres) on l'augmeute
d'une certaine constante TAILLE(P) qui est calculable & partir de la table
des portées, dés 1'instant ol l'on sait sur combien de mots sont représentés
les entiers et comment sont représentés les tableaux. Dans ce cas, les

déclarations sont représentées par une modification vide.
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CHAPITRE VI

PREUVES D'IMPLANTATION

On a vu dans le chapitre II comment prouver correcte la représentation
d'un type abstrait algébrique par un autre. Nous allons évidemment utiliser
ces résultats pour prouver que les axiomes généraux du langage source sont
conservés. Cependant, l'introduction de modifications complique un peu le
probléme des preuves. Dans ce chapitre, nous donnons tout d'abord une
méthode de preuve de représentation des modifications. Puis, & titre d'exemple,
nous donnons la preuve compldte de l'implantation du langage SEQFLEX donnée

en V.2,

VI.1 - Preuve de Représentation des Structures d'Information.

VI.}.1 - Théoréme fondamental

Etant donné un type abstrait T et un type abstrait O, rappelons qu'une
représentation de T par O est une fonction p qui, & tout symbole fonctionnmel
f du type T associe une composition p(f) de symboles fonctionnels du type 05
autrement dit, une opération dérivée du type 0.

Par définition, p s'étend aux termes du type T de la maniére suivante :

PUE(E s e, £)) = = p(B) (p(E)D,eeny o(t))
oli = = indique 1'identité entre termes.

p est correcte si les axiomes du type T sont conservés. Soit un axiome
de la forme :

f(xl,... xn) = g(x],... Xn)
X peuvent comporter des variables libres, il faut que :

ol Eiseees

p(E) (p(x)seens p(x)) = 0(g) (P(x)5..0 p(x))
soit un théoréme dans le sous—ensemble du type O défini par les invariants de

représentation.
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Les invariants de représentations sont les fonctioms caractéristiques

du domaine d'arrivée de p, « est 1'intérprétation de 1'égalité, et si X est

une variable libre de type t, p(x) est par définition une variable libre du
type qui représente t.

Toutes les notions ont été présentées trés précisément en II.4.

Avec 1'introduction de la notion d'état, et des modifications, on est
amené 3 se donner un certain nombre de définitions sur la représentation d'un

état et sur les critéres de correction de la représentation des modifications.

Définition 1 : Représentant d'un état

Soit p une représentation correcte d'un type T. Soit S un état d'une

AuB
structure d'information obtenue en ajoutant & T des modifications (A est
1'ensemble des axiomes généraux, ceux de T ; B est 1l'ensemble des axiomes

2 e % z s =
spécifiques 2 §). On appelle représentant de SAUB 1'état Sp(A)Up(B) ol p(A)
‘désigne les représentations des axiomes généraux 4, p(B) celles des axiomes

spécifiques. On le mote o(S, ).

Théoréme |

Sif e SAUB’ alors p(f) € p(SAuB).

La démonstration est immédiate : si f ¢ S B’ il existe une démonstration

Au
de la forme

a ha, A Lha SHE = =
ol a,... a2 sont des axiomes de AuB. Comme les axiomes sont conservés par p
et que les régles d'inférence sont les mémes, on a une démonstration de p(f)
4 partir de p(A)up(B) par simple réécriture
plap) Aeay) A rpla) = olf)) = ...=p0(f)
d'ol
p(f) e (8, p) U

Définition 2 :
Soit un état S et une fonction de représentation . On dit qu'un état SI est

une représentation de § si :

a) S1 est consistant

b) fep(8)=f ¢ S

=135 =

Cette définition exprime 1'idée intuitive suivante : un &tat § peut avoir
une infinité de repré@sentations. En effet des formules “accessoires", propres
a4 la Structure Objet, peuvent y Etre contenues. Mais il est indispensable que
la représentation de toute formule de S appartienne 3@ chacune des représenta-
tions de S. Autrement dit :

p(8) ¢ 8,

Définition 3 :

Soit p une représentation d'une structure d'information T par unme structure

d'information 0. Une modification m de 0 est dite sans effet par rapport & p

si,pour tout &état S de T, si S, est une représentation de § :

1

appl (m, Sl) est une représentation de S.

Définition 4 :

Soit T et O deux structures d'information et p une représentation de T par O.

a) si f est une opération modifiable de T, si p(f)==g, g doit Etre une

opération modifiable de O.

b) Soit D_ le domaine de f, c'est-d~dire le type des opérandes de f.

4
L'opération 'eg' de Dy doit @tre représentde par l'opération 'eg' de p(Df).

(Dans le cas ol f a plusieurs opérandes, si D_. est le type du iéme opérande,

fi
on doit avoir, pour tout i, l'opé&ration 'eg' de Dfireprésentée par l'opération
'eg' de p(Dgy).).

Cette condition est nécessaire pour que les modifications de f soient
représent8es correctement par des modifications de g : si on modifie g en p(X),

on modifie g pour tout les p(x) tels que eg(p(X), p(x)) = vrai, et eux seuls.

¢) Soit S un état de T. Un &tat 5 de O est une représentation acceptable

de S par p si :

¥ Sl est une représentation de S.

. pour tout couple d'opérations £, h oii f est modifiable et oii f et h

sont représeniées par la méme opéracion (p{(f) == p(h)) on a :
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tlst et pré(f(t]))es, t25Dh et pré(h(tZ))eS(|)==>

eg(p(tl), p(t2)) = faux ¢ Sl.

Cette derniére propriété est nécessaire pour &viter qu'une modification
de la représentation de f n'ait pour résultat un &tat oli la représentation de
h a 8té modifide : par exemple, si on a plusieurs opérations représentées par
1'opération 'ca' du chapitre V, les ensembles d'adresses représentant les
domaines de ces opérations doivent @tre disjoints (et le rester) dans tout
état représentant.

On a maintenant les &léments pour énoncer le théoréme sur lequel est
basée la méthode de preuve de repré@sentation des modifications : il traite
en effet de la représentation de la modification primitive subst(£()),u).

On s'est limité au cas ol f est représentée par une opération de la Structure

Objet, g.

Théoréme 2 :
Soit T et 0 deux structures d'information et p une représentation correcte(z)
de T par 0.
Soit f une opdration modifiable de T, Si
a) §' = appl(subst(£(X), ), S),

b) S[ est une représentation acceptable de S,

Alors S'l = apgl(subst(p(f(k)),p(u)),Sl) est une représentation acceptable de §'.

(1) pré(t)eS indique que les préconditions sur t sont vérifiées dans §. Par
exemple si t==g(u), si on a une restriction Pré(g,x), pré(t) = Pré(g,u) A
pré(u)eS. S'il n'y a pas de préconditions sur g on pose, par définition,
pré(t)=pré(u) dans tout état S.

(2) C'est~a-dire que pour les types abstraits correspondant & T et 0, p est une
représentation correcte au sens du chapitre II. De plus, p vérifie les

propriétés a) et b) de la définition 4.
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Tout au long de la démonstration, on utilisera les notations suivantes :

- g est l'opération de 0 qui représente £ : p(f)==g ;
- on se donne deux opérations f' et g', de méme profil respectivement
que f et g, soumises aux méme préconditions que f et g (s'il y en a) et
vérifiant :
p(f') == g'
(af,) £'(x) = si eg(x,)) alors y sinon £(x)
(ag,) g'(x) = si eg(y,p(d)) alors p(n) sinon g(y)
- on appelle T' (respectivement 0') la structure d'information obtenue en
enrichissant T (respectivement 0) de 1'opération f' et de 1'axiome ag,

( respectivement g' et ag').

La démonstration utilise les deux lemmes suivants :

Lenme 1 ¢ Soit S un état de T et S] une représentation acceptable de S par p.

Alors Sl L ag, est une représentation acceptable de S + agy par p.

Démonstration du lemme |

Elle se fait en deux temps : on montre d'abord que S] + ag, est une repré-
sentation de S + gy On moutre ensuite que c'est une représentation

acceptable.
a) Considérons la représentation de 1'axiome 200, p(af,). Elle s'écrit :

p(EM) (e (x)) = si pleg) (p(x), p(X)) alors p(r) sinom p(£)(p(x))

soit, par définition de p:

g'(y) = si eg(y,p(})) alors p(u) sinon g(y)
oli '=' est 1l'interprétation de 1'égalité sur le co-domaine Cf de f. Par
définition, si p est correcte, c'est une relation de congruence sur le
co~domaine Cg de g, compatible avec les axiomes sur Cg. Par conséquent,
1'égalité induite par les axiomes sur Cg est contenue dans cette relation

etion @ t=t' = t=t dans C,

donc
agl # p(afr)
Comme S1 est une représentation de S
o(S + af,) c S] + p(af,) € S] + ag,

SI + ag, est donc une représentation de S + agy.




b) On va montrer maintenant que S
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Y ag, est une représentation acceptable

par p.
Soit t un terme de T' tel que pté(t)es+af,. En utilisant 1'axiome ak, un
nombre fini de fois, on peut trouver un terme R(t) de T (c'est 3 dire sans
£') tel que
t = R(t)€S+af,
et
Pré&(R(t))es
R est défini par :
R(A) = Aol A est le mot vide
R(h(u))== h(R{(u)) si h n'est pas f'
R(f'(u))== p si eg(u, A)=vrai es+af,
R(£'(u))==f(R(u)) si eglu, r)=faux €S+ag,
de méme, dans 0', on se donne pour tout terme t un terme Rl(t), sans occur-
rence de g', tel que
t=RI(t)€Sl+ag'

D'aprés les définitions de p, R et R, on a

]’
p(R(t}) = R](D(t))esl+ag,

(La démonstration de cette propriété est donnée dans le lemme lbis).

Soit maintenant hl et h2 deux opérations de T' telles que p(hl)==p(h2). £’
ne peut intervenir dans un tel couple car f' est représentée par g' qui
n'est utilisée que pour cette représentation.

t
i et t2eD h2

] ¥ Al
oli D hi et D h2
opérandes de hl et h2. De plus on considére que :

pré(hl(tl)) e S+a

Soit ¢leD'

sont les termes de T' qui peuvent apparaltre comme

£
pré(h2(t2)) ¢ S*a,
Du fait :ue SI est une représentation acceptable de S par o, et par
définition de R on a :

R(t1)eD, | et pré(h1(R(t1)))eS

R(t2)sDh2 et pré(h2(R(t2)))eS

= eg(p(R(t1)), p(R(t2))) = fauxe§

donc

eg(R](p(tl)), Rl(p(t2)) = faux sS]+ag,

d'ol

eg(o(tl, p(t2)) = fauxe$ *agi.

S]+ag, est donc une représentation acceptable par p de S+af, u}

bis

Lemme 1

P(R()) = R (p(t)) €5 *a ,
Démonstration : Elle se fait par ré&currence sur la longueur de t.

Posons t == h(u) avec
p(R(W) = R (p(u)) € S *a

8

ler cas h n'est pas £'. Dans ce cas on a
R(h(uw)) == h(R(uw))
p(R(h(u)) == p(h)} p(R(W)
d'autre part
p(h(u)) == p(h) p(u)
R, (p(n(w)) == p(h) R,(p(u))
en effet p(h) n'est pas g' puisque g' représente uniquement f'.

comme  p(R(u)) = R (p(u)) e Sl+ag.

on a (par définition d'un &tat)
p() (p(R(W)) = p(B) (R (p(u))) S +a

g
28me cas h est £f' : t == f'(u).

On a deux cas 3 distinguer :

. eg(u, A) = vraie Stag,

Dans ce cas eg(p{u), p(A)) = vrdl e S]+ag,
R(£'(u)) == u

p(R(E"(w))) == p(w)

- "ag-




et
p(£'(w)) == g'(p(u))
d'od
R (p(£'(w)) == p(W)
par conséquent la propriété est vérifiée.
. eglu, A) = faux € Sl+ag,

on a alors eg(p(u), p(R)) = fauxe S|+ag.

R(£'(u)) == £(R(v))
p(R(£' (w)) == g(R(u))
d'autre part
p(£'(w)) == g'(p(u))
d'oll
R, (p(£" () == g(R, (p(v)))
par hypothése de récurrence
p(R(w) = R (p(w) ¢ §+a
et par définition d'un &tat

glp(R(w)) = g(R (p(v)) € S]+ag, 0

On donne maintenant le deuxidme lemme sur lequel est basée la

démonstration du théoréme.
Lemme 2 : Soit t un terme de T, On a (si pré(t)eS) :

p(t[£'/f]) = o(t)[g'/gl € Sl+ag,

Démonstration : Soit t == h(u), oli u est un terme (ou un n-uplet de
termes, ou le mot vide) qui vérifie par hypoth&se de récurrence :

p(ul£'/£]) = p(ulg'/gl € Sl+ag,

a) On va distinguer le cas oli h est £, c'est-a-dire :

ro== £(u)

On a alors :
p(LLE£'/£]) == p(£CWIE'/ED)
== p(£'(ul£'/£]))

13
1§

g' (o (ulf'7£1))
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et par hypoth&se de récurrence sur u ¢
p(tLE'/£]) = g"(p(u)lg'/gl) ¢ S]+agv-
D'autre part
p(t)lg' /8] == p(£(u))g'/g]
== g'(p(u)lg'/g])

La propriété est donc vérifiée pour les termes de la forme f(u).

b) Soit t == h(u) ot h n'est pas £. On a :
p(tLE'/£]) == p(h(u)[£'/£])
== p(h) (p(ul£'/£1))
et par récurrence :
p(tLE'/£]) = p(h) (p(u)lg'/e]) € M

i

Si h n'est pas représentée par g, on a
p(t)lg/g'] == p(h(u)) [g/g']
== p(h) (p(u)[g" /gD
et la propriédté est vérifiée.
Si h est représentée par g, la démonstration est moins immédiate. En effet,
on a vu que :

p(tLE'/E1) = g(p(u)(g'/g]) € § *ag

et par définition dep :

p(t)lg' /gl == g'(p(w)lg" /)

I1 faut donc montrer que
glo(u)fg'/gl) = g'(p(wig'/gl) ¢ S]+ag,

oll encore
(1) gl@lf'/f1)) = g'(p(ul£'/E])) € Sl+ag.

Pour cela, on va utiliser 1'axiome a , et le fait que S

1+ag, est une
représentation acceptable de S*ag, (ce qui a &té montré dans le lemme ).
Rappelons 1'axiome ag, 8

g'(y) = si eg(y,p(d)) alors p(u) sinon g(y)
La propriété (1) est vraie si :

(2) eg(p(ul£'/£1), p(A)) = faux ¢ S +ag,

1

Or h et f sont deux opérations de T représentées par la méme opération de O.
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On a t == h(u) et pré(t) ¢ S

Par définition de f' (méme profil et méme préconditions que f) on a
u €D => ulf'/f] ¢ o'y

oll D'h est le domaine de définition de h dans T'

et Pré(t) ¢ S = Pré(t[f'/£f]) ¢ Stag,

d'autre part :
A€ Df = ke D'f

Les représentations de u [£'/f] et de A vérifient la propriété (2)
puisque Sl
Ceci termine la démonstration du lemme 2 [J

+ag, est une représentation acceptable par p de S+af,.

Démonstration du théoréme :

Par définition de subst on a

§' = {p | PL£'/f] € S+a

oli P est de la forme t = t'.

gl

De méme S'] est défini par

SvI ={Q | Qlg'/g] ¢ S1+ag'}

S'l est une représentation de 8' si pour tout P de S', p(P) appartient &
S'I. Si P appartient & S', alors P[E'/f] appartient & S+ag,.

D'aprés le lemme I, § +ag, est une représentation de S+af,. Donc :

o(PL£'/£]) elsl+ag,
P est de la forme t = t', P[£f'/f] est de la forme
tLE'/£] = £'[£'/£]
et p(PL£'/£]) est de la forme p(t[£'/£]) = p(t'[£'/£])
Or d'aprés le lemme 2 :

p(tLE'/£1) = p(t)lg'/g] ¢ sl+ag,

p(e'[E'/E]) = o(t") [g'/gl e S,

+ag,
et on a vu plus haut que

PELE/ED) = p(e'(£1/ED) € § %,

d'ell

p(e)lg'/gl=n(t")e'/gD) € s1+ag,
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c'est-d-dire
p(P)lg'/8] € Sl+ag.

et par définition de S'1

o(P) ¢ S']

S'1 est donc une représentation de S'.
C'est une représentation acceptable de S§' par p si pour tout couple
d'opérations hl, h2 représentées par la méme opération on a

tle Dhl et préhi(tl))eSs'

t2eDp, et pré(h2(t2)) e 8'

=>eglp(tl), p(t2)) = fauxe S'l

autrement dit
eg(p(tl), p(t2))(g'/g] = fauxe Sas

soit, d'aprés le lemme 2

(3} eg(p(tIL£/£1), p(£20£'/£])) = fauxe S +a,
Or, par définition de f' (m@me profil et mémes préconditioms que f) om a
' 1
t1[£'/£] e D'hl t2(£'/£1 € D h2

et par définition de S’
pré(h1(t1))[£'/£] € S+af,

pré(h2(e2))[£'/£] € Stag,

5i ht et h2 ne sont pas f, on a
pré(hl(E1LE'/£)) e S+ag,

pré(h2(t2L£'/£1)) e S+ag,

et du fait que § +ag, est une représentation acceptable de S+af, par p,

1
la propriété (3) est vérifiée.
Si hi est identique & f on a

pre(£ (t1L£'/£1)) ¢ S+ag,

et comme les préconditions sur f et f' sont identiques
prE(£(tI[£'/£])) e S+ag,

La propriété (3) est donc vérifie dans tous les cas et S‘I est une

représentation acceptable de S' par p. [
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Le théoréme qu'on vient de démontrer correspond au cas trés
particulier oil une opération modifiable de la Structure Source est
représentée par une opération modifiable de la Structure Objet. (dans
1'implantation de SEQFLEX donnée en V.2, c'est le cas des opérations

'valeur' et 'bormesup')

On peut étendre ce théoréme au cas od p(f) est de la forme g o h ol g
est modifiable et oii h est une composition d'opérations non modifiables.
Dans ce cas, l'opération auxiliaire g' sur laquelle on travaille pour
démontrer le théoréme est définie par :

g' (h(y)) = si eg(h(y),h(p(}))) alors p(n) sinon g(h(y))
L'hypothése sur la représentation de 1'égalité danms Df est que

cette représentation vérifie :
pleg(x,1)) == eg(h(p(x)), h(p()))

De plus, la notion de représentation acceptable S‘, de S par p,
devient : si fl est une autre opération de la Structure Source, représentée
par g o hl, si t est un opérande correct de f dans S, si t} est un
opérande correct de f£1 dans S on a :

eg(h{p(t)), hi(p(tl)) = faux e S].

Enfin, on a une autre extension du théoréme au cas ol la représentation
de f est de la forme :
efb(m, g(x))

oll m est sans effet par rapport d p (voir la Définition 3) et ol g est
une opération modifiable. (C'est le cas de la représentation de 1'opération
'i&me' dans SEQFLEX).
Soit

§' = appl(subst(£(A) ), S)
et

5', = appl(subst(o(£(1)), p()), §))
ol § est une représentation acceptable de S. Par définition de 'efb'
(voir V.1) on a

8", = appl(subst{efb(m, g(x)), e (1)), S))
appl(subst(g(x), p(1)), appllm, S,))

m &tant sans effet sur p, appl(m, SI) est une repr@sentation acceptable de S.
Dans la mesure ofl les opérandes x de g vérifient les hypothéses du théoréme

(représentation de 1'égalité sur Df
avec les représentations des domaines des autres opérations représentées par

par 1'8galité sur Dg et non recouvrement

g), on a un &tat résultant S' K qui est une représentation acceptable de §'

i
par p.
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VI.1.2 - La méthode de preuve

En utilisant les méthodes données en II.4, plus particuliérement
en I1.4.2 puisqu'on utilise une fonction de représentation, et les
résultats qui ont &té donnés au début de ce chapitre, on peut prouver

correcte la représentation d'une Structure d'Informationm par une autre.
Nous suggérons la méthode suivante :

a) dans un premier temps on considdre le type abstrait obtenu en
supprimant les modifications et les opérations modifiables. On
démontre de maniére classique (II.4.2) que la représentation de
ce type abstrait est correcte, c'est-d-dire que les axiomes

généraux sont conservés. Cette démonstration améme & :

- donner la représentation d'épérations auxiliaires qui n'apparaissent
pas dans les &quations sémantiques mais sont utilisées dans les
axiomes ;

- établir une interprétation de 1'égalité pour chaque type &
représenter ;

- dégager des invariants de représentatiom.

b) on 8tudie alors la représentation des opérations modifiables. On
vérifie d'abord que 1'égalité sur leur domaine de définition est
représentée par 1'égalité. Il faut montrer emsuite qu'on a une
représentation acceptable par p de 1'état initial. Cet &tat initial
§,» est 1'état engendré par les axiomes généraux (Définition 5 de

III.1) et il faut prouver que p est telle que si

o(£) == p(h)

pour tout opérande t de f tel que pré(t) soit vraie dans So’ pour

tout opérande t' de h tel que pré&(t') soit vraie dans So on a

eg(p(t),p(t")) = faux ¢ 8 .

De ce fait, on peut 8tre amener i introduire de nouveaux invariants de repré-

sentation.
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¢) On prouve ensuite, pour chaque modification que sa représentation
est correcte. Pour cela, on a trois propriétés @ vérifier pour une

modification m :

- la représentation de m conserve les invariants de représentation
qui ont &té &tablis en a) et b). C'est en effet indispensable puisque
ces invariants font partie des propriétés qui assurent la conser—
vation des axiomes généraux et le fait que la représentation des

états par p est acceptable.

- 8i m comporte dans sa définition un subst{(f(}),u)

alors la représentation de m comporte une (ou des) modification(s)

qui peut &tre montrée 8quivalente & subst(p(£(1)),0(u))

les autres modifications intervenant dans la représentation de m

sont sans effet sur p.

On va voir sur un exemple que si la preuve d'une implantation est
longue, elle n'est pas trés difficile et peut &tre développée méthodi-

quement.
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VI.2 - Preéuyé de 1'igplantation de SEQFLEX

VI.2.1 - Typés et opérations ne faisant pas intexvenir de modifications

Les types Ent, muni des opérations add, soust, mult, eg, et Valeur,
muni des opérations plus, moins, mult, eg (eg(v,v') est noté v = v') sont
identiques, aux noms des opérations prés. Donc le deuxiéme représente
correctement le premier et l'interprétation de 1'égalité sur les entiers
est simplement 1'8galité@ sur les valeurs. Ceci & condition que la procédure
de conversion des constantes : CONVERTIR soit correcte, ce qu'on va

supposer &tre démontré par ailleurs.

Les deux divisions sont définies par des axiomes différents, le
premier fait intervenir les booléens et le second les codes de conditiom.
On va donc d'abord prouver correcte la représentation du type Bool par le
type Codecond. On reviendra ensuite @ la preuve de la représentation de la
division.

Nous rappelons ici la représentation du type Bool :

type Bool ;

Codecond ;
fin Bool ;
op (Ent,Ent) + Bool : eg ;
repr eg(i,j) = efbc(compare(repr i, repr j),eq) ;
fin eg ;
op (Ent,Ent) =+ Bool : dif ;
repr dif(i,j) = efbnc(compare(repr i,repr j),eq) ;

fin dif

Les axiomes qui définissent eg sont les suivants

eg(Ent'Cl',Ent'C2") = eg(Ci>C2) ;

eg(i,add(i,Ent'1")) = faux ;

eg(i,soust(i,Ent'l")) = faux ;

eg(i,i') = eg(i',i) ;

eg(add(i,Ent'1'),add(i",Ent'1") = eg(i,i") ;
eg(soust(i,Ent'1"),soust(i',Ent'1")) = eg(i,i') ;
eg(soust(i,Ent'1"),add(i’,Ent'1")) = eg(i,add(add(i',Ent'1'),Ent'1")))
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Pour prouyer que ces axiomes sont congervés, on a hesoin de repx vrai,
de repr faux et de 1'interprétation de 1'&galité sur les représentations

de Booléens . Posons

repr vrai = efbe(compare(v,v'),test(v,y')) ;

repr faux = efbne(compare(v,v'),test(v,v')) ;

Ces deux définitions ne sont pas arbitraires :

en opérande d'un branchement conditionnel, la représentation de yrai
provoque un branchement et la représentation de faux ne le provoque pas.

Pour 1'interprétation de 1'égalité, selon le méme crit@re, on va avoir

efbe(compare(v,v'),ccond) # si test(v,v') =
ccond alérs répr vrai sinon repr faux ;
efbne(compare(v,v'),ccond) £ si test(v,v') = ccond

alors repr faux sinon répr vrai ;
S10TE, LEPX: SITRO,

Intuitivement, tout terme commengant par efbc ou efbnc, et qui mis en
opérande d'un branchement conditionnel provoque un branchement, est &qui-

valent 3 vrai, sinon il est &quivalent & faux.
En effet, sont €quivalents 3 repr vrai tous les termes :

efbe(compare(v,v'),ccond) tels que ccond = test(v,v')
et

efbnc(compare(v,v'),ccond) tels que ccond # test{v,v")
De méme les termes suivants sont équivalents & repr faux :

efbc(compare(v,v'),ccond) tels que ccond # test(yv,v')

efbne(compare(v,v'),ccond) tels que ccond = test(v,v')

Ces deux classes d'équivalence sont disjointes. Il est donc impossible
de montrer que repr vrai = répr faux. Par contre, on a bien reflexité,
symétrie et transivité de la relatfon = : c'est une conséquence de ces

mémes propriétés de 1'égalité sur les codes de conditionm.
prop

Revenons aux axiomes & vérifier.
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Pour vérifier le premier, on ya utiliser 1'axiome sur les yaleurs
suivant :
eg(Valeur'Cl',Valeur'C2') = eg(C1,C2)

et pour éviter d'avoir & spécifier une représentation de eg(C!,C2), on va

reformuler 1'axiome et travailler en faisant une analyse de cas :
repr eg(Ent'Cl',Ent'C2") = si eg(C1,C2) alors repr vrai sinon repr faux
La partie gauche se réécrit :
efbc(compare (Valeur 'CONVERTIR(C1) ' ,Valeur'CONVERTIR(C2) ') ,eq)
La procédure CONVERTIR conserve, si elle est correcte, 1'égalité et 1'iné-
galité.
Si eg(Cl1,C2) est vrai, alors on a , d'aprés 1'axiome mentionné ci-dessus
Valeur 'CONVERTIR(C1)' = Valeur'CONVERTIR(C2)'

Donc, d'aprés les axiomes sur les codes de condition, un 'test' sur ces
deux valeurs a pour résultat 'eq' et on a bien un terme Equivalent a
'yrepr vrai'.

Dans le cas contraire, le r&sultat sera différent de eq et on a bien un

terme &quivalent & 'repr faux'.
Le deuxiéme axiome est :

eg(i,add(i,Ent'1")) = faux
11 se réécrit

efbc(compare(repr i,plus(repr i,Valeur'l')),eq) = repr faux

Or on sait que par les axiomes que @
test(v,plus(v',Val'l')) = si v = v' alors 1t ...
donc la partie gauche est &quivalente & repr faux.

Le troisidme axiome se vérifie de maniére identique au précédent.
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Le quatriéme :

eg(i,i') = eg(i',1)
devient :

efbc(compare (zepr i,repr i'),eq) = efbc(comparé (repr i',repr i),eq)
or on a 1'axiome

test(c',c) = §irtest(c,c') = eq alors eq
$inon gi_test(c,c') = 1t alors gt

sinon it ;

Si la partie gauche est &quivalente & 'repr vrai' la partie droite

1'est aussi. Si elle est &quivalente & 'repr faux' la partie droite 1'est

également. L'axiome est donc bien conservé.

Pour montrer que 1'axiome ci-dessous est conservé :

eg(add(i,Ent'1"'),add(i" ,Ent"1")) = eg(i,i') on a besoin de montrer

que les codes de condition vérifient la propriété suivante :

test(plus(v,Valeur'l'),plus(v',Valeur'1")) = test(v,v')
ce qui se montre facilement un utilisant le premier axiome sur les codes
de condition et le dernier (pseudo—commutativit&). Il est alors immédiat
de montrer que l'axiome en question est conservé.

Pour les deux derniers axiomes, la démarche est trés similaire.
Pour vérifier la correction de la représentation de 1'opération 'dif', on
considére 1'axiome qui la définit

dif(i,j) = si eg(i,j) alors faux sinon vrai ;
il se réécrit

efbnc(compare(repr i,répr j),eq) = si repr i = repr j

alors repr vrai sinon repr faux ;

A propos de cette réécriture, rappeions que si-alors-sinon doit avoir
un booléen comme premier opérande. La représentation de eg, dans cette

position ne peut pas &tre un code de condition : c'est 1'égalité sur les

valeur comme cela a &té dit au début de ce paragraphe.

La distinction entye Code de condition, qui est un type de la
Structure Objet et Bool&en qui est un type auxiliaire nécessaire &

1'écriture des axiomes conditionnels est fondamentale.

Pour revenir & la vérification de la représentation de 'dif',
test(repr i,repr j) est &gal 3 'eq' si zépr i = repr j.
Dans ce cas, la représentation de dif(i,j) est bien équivalente 4 répr
faux. De méme si on n'a pas repr i = repr j, cette représentation est
équivalente i repr vrai.

On a donc prouvé que le type Bool &tait représenté correctement.

On va maintenant donner une représentation du prédicat sur les
entiers 'meg', car ce prédicat intervient dans la définition de la
division 3

repr neg(i) = efbc(compare(Valeur'0',repr i),gt)

Cette représentation est correcte car les trois axiomes

neg(Ent'0') = faux ;
neg(soust(i,Ent'1")) = Ei eg(i,Ent'0') alors
vrai sinon neg(i) ;
neg(add(i,Ent'1')} = si eg(i,soust(Ent'0",Ent'1"))
alors faux sinon neg(i) ;

sont conservés.

On donne ici la démonstration pour les deux premiers axiomes ;

le premier devient @

efbe(compare(Valeur'0',Valeur'0'),gt) = repr faux

or test(Valeur'O',Valeur'0') = eq

Le deuxiéme se réécrit :
efbc(compare(Valeur'0' ,moins(repr i,Valeur'l')),gt) = si repr i =

Valeur'0' alors repr vrai sinon repr neg(i)

D'aprés le deuxiéme axiome sur "test' on a

test(Valeur'0',moins(repr i,Valeur'1")) = si Valeur'0' = repr i
alors gt
sinon si Valeur'0' = moins(repr i,Valeur'l')
alors eq

sinon test(Valeur'O',repr i) ;
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On fait une analyse par cag de la partie drgite
- repr i = Valeur'Q' : d'aprés la propriété ci-dessus la partie
gauchie est &quivalente 3 ¥épr vrai puisque le résutat de 'test'
est 'gt’
- dans 1'autre eas, il y a deux possibilités 3 examiner :
a) moins(repr i, Valeur'l') = Valeur'o'

Dans ce cas, le résultat du test est eq, donc la partie gauche de 1'axiome

est équivalente 3 repr faux &galement car

test(Valeur'0',repr i) = test(Valeur'0',Valeur'l') = 1t # gt

b) dans tous les autres cas, on sait que

repr i # Valeur'0' repr 1 # Valeur'l'
D'aprés le deuxiéme axiome sur test on a

test(Valeur'0',moins(reépr i,Valeur'l')) = test(Valeur'O',repr i)

donc la partie gauche est équivalente &

efbc(compare (Valeur'0',repr 1),gt)
c'est-3-dire & repr neg(i) O

On peut maintenant vérifier la représentation de la division : 1'axiome
qui définit la division dans le type Valeur est la traduction, cas par cas,

de celui définissant la division sur les entiers. Il en est de méme pour

la restriction sur le diviseur.

On a donc montré que la représentation des type Ent et Bool de la

Structure Source était correcte.

VI.2.2 - Représentation des opérations modifialbes

T.a premiére de ces opérations est 'valeur' qui a des opérandes de type
Idvar. Le type Idvar comporte deux axiomes :

eg(Idvar'Cl',Idvar'C2') = eg(C1,C2)

eg(id,id') > eg(valeur(id),valeur(id'))
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Sa représentation est la suiyante i

type Idvar

Adresse

repr Idvar'X' = Adresse'ALLOCI(X)' ;
fin Idvar
gg(rdvar) + Ent : valeor ;

repr valeur(id) = ca(fgzl id) ;

fin valeur ;

Pour que la représentation soit correcte, il faut qu'elle conserve
1'égalité : deux identificateurs identiques doivent €tre représent&s par
la méme adresse, deux identificateurs différents par deux adresses diffé-
rentes. Cette propriété dépend de la procédure ALLOCI. On supposera que
ALLOC] a &té& prouvée correcte, c'est—-d~dire qu'elle vérifie cette spéci-

fication.

L'opération 'valeur' qui est modifiable, est représentée par 1'opé-
ration "ca' qui l'est également. On notera p(Idvar) le domaine de définition

de p(valeur), qui, rappelons—le, doit &tre disjoint des domaines de défi-

nition des autres opérations représentées par 'ca'.

Pour le type Idseq, le probléme est tré@s similaire sauf qu'on a deux
opérations modifiables, bornesup et iéme, et deux cas d'échec qui doivent

8tre vérifiés par la représentation.

type Idseq ;
opérations
(Idseq,Idseq) -+ Bool : eg ;
(Idseq) - Ent : bornesup mod
(Idseq,Ent) » Ent : iéme mod
axiomes
eg(Idseq'Cl',Idseq'C2') = eg(C1,C2) ;
restrictions
neg(soust(i,Ent'1')) =5 Echec(iéme ids,i) ;
neg(soust(bornesup(ids),i))=> Echec(igme,ids,i) ;

fin
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Pour ce qui. est de 1'égalitéd, ALLOC2 dpit ayoir les m@mes propriétés
que ALLOCI, c'est~i-dire que deux identificateurs de séquence différents
doivent 8tre représentés par des adresses différentes.

On a deux opérations modifiables : 'bornesup' et 'iéme' dont les

représentations sont de la forme
repr bornesup(ids) = ca(zepr ids)

repr ieme(ids,i) = efb(m,ca(ad))

Les domaines de définition de ces représentations doivent &tre disjoints
entre eux et disjoints du domaine de définition de valeur. Cela signifie
que pour tout idv et ids @
‘répr idy # répr ids

. e ; s B 3 =
Notons adr 1eme(1ds,1)( ) 1'adresse qui est en opérande de 'ca' dans la
représentation de idme. De méme, on doit avoir pour tout idv, ids, i dans
tout &tat représentant :

repr idv # adr iéme(ids,i)

repr ids # adr iéme(ids,i)
Nous reviendrons sur ces propriétés dans le paragraphe sur les invariants
de représentation.

Pour ce qui est des restrictioms, on va prendre pour convention qu'un

branchement conditionnel i une &tiquette 'erreur i' est une représentation
correcte d'un cas d'8chec si la condition du branchement est une représen-

tation de la condition d'échec.
On a vu que

repr iéme(ids,i) = efh(m,ca(a))
plus précisément

repr iéme(ids,i) = efh(campseqa(load(repr i,Registre'A’),
compare(cr(Registre'A') ,Valeur'l'),
brehteond (Bti'erveuri',lt) 5 ml) 3

ca(er(Registre'A'))) ;

(3) 11 s'agit d'une fonction de représentation "auxiliaire", d'od la notation

utilisée.

On va montrer que ai
neg(soust(i,Ent'1')) = vrai

appartient & 1'état courant S, alors le calcul de i&me provoque un

branchement 3 1'étiquette erreurl.
Rappelons que :
load(v,r) = 5E§§£(cr(r);v)
Soit
§; = appl(load(repr i,Registre'A'),S)
Par définition de subst on a
cr(Registre’A") =\E§E£,i € S]
donc :
appl(compseq(compare(cr(Registre'A'),Valeur'l'),
brcht—cond(Eti'erreurJ',lt)),Sl) =

appl(compseq(compare(repr i,Valeur'l') ;

brcht—cond(Eti'erreurl', 1t), § ) =

1
appl(brcht-cond(Eti'erreurl’,

efbc(compare (repr i,Valeur'l'),lt)),S])

Or
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repr neg(soust(i,Eat'l")) = efbc(compare(Valeur'0' moins(repr i,Valeur'l')),gt)

= efbe(compare(moins(repr i,Valeur'l'),Valeur'0’}),1t)

d'aprés les régles de commutativité de test
= efbc(compare(repr 1,Valeur't'),1t)
d'aprés les propriétés des entiers et le fait que

test(plus(v,Valeur't') ,plus(v',Valeur'l')) = test(v,v')
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Donc la représentation de igme esgt telle que si la représentation de la

preniZre condition d'échec est vérifiée on se bhranche i erreurl, ce qui 4/ non ciyxcularité de la ligte libre (et des représentations des séquences,
est bien la propriété voulue. c'est une conséquence de 2/).
La vérification du deuxime cas d'échec est parfaitement similaire, 5/ non recouvrement des représentations des identificateurs et des &léments

de séquence avec les adresses 'libre' et 'aux' qui sont réservées 3 la
On a maintenant démontré la correction de la représentation des i
i gestion de la liste libre.
expressions de SEQFLEX. Un certain nombre de propriétés des métaprocé-

dures de conversion ont été mises en 8vidence comme nécessaires. Une . . . . PR . .
On voit que ces derniers invariants sont une spécification informelle
derniére &tape de cette démonstration serait de les prouver, par des » . - . ' e = ; 5 :
du rdle de la liste libre : il est normal qu'on ait 2 les introduire expli-
méthodes, maintenant classiques, de preuve de programme i partir du

citement, et il est normal qu'ils ne soient pas apparus en VI.2.2 car il
texte de ces procédures (qui dans PERLUETTE, est du LISP).

s'agit d'optimisation de la gestion de la mémoire ; on peut trés bien avoir

une représentation correcte qui ne gére pas la mémoire au mieux.

VI.2.3 - Invariants de représentation Formellement, 1'invariant 1/ s'écrit :
Dans le paragraphe précédent un certain nombre de propriétés de la eg(idv,idv') & xepr idv = repr idV'(4)
représentation ont &té mentionnées comme indispensables pour avoir des eg(ids,ids') <& repr ids = repr ids'
représentations acceptables des &tats (par exemple la représentation repr idv # repr ids
différente d'un identificateur de variable et d'un identificateur de repr idv # index(repr ids,Valeur'!')
séquence). Ces propriétés vont &tre complétées ici par les caractéristiques repr ids # index(repr ids',Valeur'l')
de la gestion de la mémoire : on va spécifier les &tats de la Structure
Objet susceptibles de représenter des états de la Structure Source, et ces L'invariant 5/, pour ce qui est des identificateurs s'écrit :
représentations doivent &tre &videmment acceptables. repr idv # libre repr idv # aux
Rappelons les invariants de représentations qui sont apparus en VI.2.2 : repr ids # libre repr ids # aux

index(repr ids,Valeur'l') # libre
1/ non recouvrement des représentations des différents identificateurs . . -
index(repr ids,Valeur'l') # aux

2/ non recouvrement des adresses de la représentation des iémes &léments d'une .
D'autre part :
"

séquence entre elles :

aux # libre
eg(adr elt(idsl,i),adr elt(ids2,j)) = eg(idsl,ids2) A eg(i,j)

et avec les représentations des identificateurs.

(4) Comme dans le chapitre V on note a = a' 1'opération eg(a,a') sur les

On va introduire ici d'autres invariants. Certaines régles paraftront
adresses.
. 2. 1 3 o =T

peut-8tre &videntes : il est cependant essentiel de les &noncer précisément

pour les utiliser dans la démonstration. Intuitivement on veut avoir :

3/ pas de partage de blocs entre la liste libre et les représentations des

séquences et des identificateurs
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On notera (INVI1) cet ensemhle de propri&tés. Les identificateurs
étant représentés par des adresses constantes il peut @tre vérifié ume

fois pour toute et ne peut pas €tre changé par les modifications.

Pour spécifier les autres invariants, qui sont relatifs & des listes
chainées, on va se donner une opérations sur les adresses, 3 résultat

booléen dont la signification est "a' est chainé 4 a".

chainé(a',a) = si a = Adresse 'nil' alors faux
sinon si a' = ca(index(a,Valeur'l"))
alors vrai

sinon chainé(a',index(a,Valeur'l'))

L'invariant 2/ s'écrit :
“eg(ids,ids') A chainé(a,repr ids) o -chainé(a,repr ids')
—leg(ids,ids') > 1 chalné(repr ids,repr ids')

avec en plus, la non circularité des listes en général qui est spécifiée

en 4/ et la propriété suivante :

“ichafné(repr idv,repr ids)

L'invariant 3/ s'écrit :

chainé(a,repr ids) A chainé(a,ca(libre)) = faux
—tchalné(repr ids,ca(libre})

“ichalné(repr idv,ca(libre))

On notera (INV2) 1'ensemble de ces propriétés qui doivent &tre

vérifiées pour tout &tat représentant un &tat source.
La non circularité des listes 4/ devient ¢

(INV3) “ichalné(a,a)

En plus de ces trois ensembles de propriétés on doit préciser que le

deuxigme mot d'un bloc ne peut €tre utilisé & d'autres usages. Posons

chainé(a',a) = appartient(index(a',Valeur'l'),a)

= II59n=

On a alors le quatriéme invariant suivant :

(INV4) appartient(a,ca(libre)) > — chainé(a,ca(libre))
A T1chainé(a,repr ids)
A (a # repr ids) A (a # repr idv)
appartient(a,repr ids) A —eg(ids,ids') > 71 chafné(a,ca(libre))
A 71 chalné(a,repr ids')

A (a # repr ids') A (a # repr idv)

11 est important, avant de continuer la démonstration, de savoir quelles
modifications élémentaires conmservent ces trois derniers imvariants. C'est

1'objet des deux lemmes suivants :

Lemme 1 Soit une adresse a telle que

a) Vids,a # index(repr ids,Valeur'l') et
—1 appartient(a,repr ids)

b) a # libre et a # index(ca(libre),Valeur'l')
et Tlappartient(a,ca(libre))

alors toute modification de la forme store(v,a) conserve les invariants

(INV2), (INV3) et (INV4)

Démonstration

Par définition : store(v,a) = subst(ca(a),v). Cette substitution laisse
le prédicat "chainé" inchangé puisque, par définition de ‘chafne (a',a")', son
résultat ne dépend que du contenu d'adresses b telles que 'appartient (b,a"™".
D'autre part, d'aprés (INV2) tout bloc chainé appartient soit 4 la liste
libre soit 3 une séquence. Sinon le résultat de chainé est faux. D'aprés
les hypothéses a) et b), cette modification laisse donc le prédicat chainé

inchangé, donc conserve les invariants.

Lemme 2 Toute modification load, compare, breht. brcht-cond. brcht-neg

conserve les invariants de représentation.

C'est &vident puisque les liens de chainage ne sont pas changés par ces

modifications.
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vI.2.4 - Modifications sans éffets sur la représentation

De méme qu'il est important, avant de commencer la preuve de la représen—
tation des modifications, de connaltre les modifications qui comservent les
invariants, il est essentiel de savoir quelles sont les modifications "sans
effet de bord"., La définition de ces modifications a &t& domnée en VI.I

(Définition 3). Nous donnons ici une définition différente qui & 1'avantage

de donner une méthode pour prouver qu'une modification a cette propriété.

Qggigigigg_gﬁif : Une modification m de la Structure Objet est dite "sans
effet sur la représentation” si elle ne modifie pas la
représentation d'une opération modifiable de la Structure

Source.

Soit op de profil (tl,...,tn) + t, une telle opération vérifianmt :
repr op(x],...,xn) = Iepr X € S

ot xo est une constante du type to et = la représentation de 1'&galité pour

ce type. Si, quelque soit op, modifiable, pour tout x ++5X et pour tout

1’
S on a

repr op(x],...,xn) ® repr x ¢ appl(m,S)
m est sans effet sur la représentation. On dira 'sans effet'.

P bis R g - K. .
La définition 3 est équivalente & la définition 3 : en effet, si
S est la représentation d'un état de la Structure Source, appl(m,S), d'aprés
la remarque précédente contient la représentation des mémes axiomes spécifiques

que S, Les deux &tats sont donc deux représentations d'un méme état "Source".

En utilisant cette définition, on peut montrer que dans la représen-

tation qui nous intéresse, certaines modifications sont sans effet.

Lemme 3 :

Toute modification de la forme load(v,r) ou compare (v,v') est

sans effet.

Démonstration :

La Structure Source comporte trois opérations modifiables : Valeur,

bornesup, iéme.

Elles sont représentes par des termes de la forme ca(a). Or ca

n'est pas modifié par load et compare.

Lemme 4 : Si a est de type Adresse et vérifie les hypothéses du Lemme 1

et que, en plus

Vidv, a # repr idv

Yids , a # repr ids A 1 chainé(a,repr ids)
alors toute modification de la forme
store(v,a)

est sans effet.

Intuitivement, c'est &vident.: cette modification laisse les invariants
inchangés et l'adresse dont le contenu est modifié ne correspond pas i la repréz

sentation d'un objet de SEQFLEX.

On considére d'abord 1'opération valeur
repr valeur(idv) = ca(xrepr idv)
Par hypothése a est différent de repr idv donc les formules de la forme
repr valeur(idv) = repr Ent'i'
sont couservées.
Pour 1'opération bornesup on a :
repr bornesup(ids) = ca(repr ids)
et comme a est différent de repr ids on a bien la eropriété voulue.

Pour iéme(ids,i), le principe de la démontration est de montrer

repr iuwe(ids,i) = ca(a')=p chalné(a’,repr ids}
comme pour tout ids on a 7 chainé(a,repr ids), store(v,a) ne provoque aucun

effet de bord sur repr iéme.
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Pour faire cette démonstration (et d'autres dans la suite) on a D'aprés les hypoth&ses, qu'il s'apisse des formules (1) ou (2), on n'est
besoin du lemme suivant : pas dans des cas d'échec. La vérification des restrictions de i&me, permet
dtaffirmer que 1'exdcution des six premiéres modifications ne provoquera
Lemme 5 : Posons repr ime (ids,i) = ca(adr iéme(ids,i)) ol adr est la pas de branchement aux &tiquettes d'erreur. Soit S 1'état obtenu en
fonction de représentation de profil Ent + Adresse qui a déja appliquant un &tat initial S ces modifications. 1
été utilisée pour prouver 1'implantation des restrictions sur
iome. On a cr(Reg'A') = repr i e S1
‘ cr(Reg'I') = moins(ca(repr ids),cr(Reg'A’)) ¢ SI
Si eg(bornesup(ids),Ent'0") on a :

donc cr(Reg'l') = moins(ca(repr ids),repr i) € Sl

(1) adr iéme(ids,bornesup(ids)) = ca(index(regr ids,Valeur'l'))
de plus cond # 1t ¢ S

et si
e cond = test(cr(Reg'I'),Val'0') e S1
“ineg(soust(i,Ent'l"'))

“Ineg(soust(bornesup(ids),i)) La démonstration des propriétés (1) et (2) se fait par induction sur
! Teg(i,bornesup(ids)) =l les calculs effectués dans la boucle.
omat Soit 5, = ggglﬂload(ca(iudex(gggz_idB,Val'l‘)),Reg‘A'),S )
2 A LN : - .
(2) adr iéme(ids,i) = ca(index(adr iéme(ids,add(i,Ent'l')),Valeur'l')) on a ca(Reg'A') = ca(index(repr ids,Val't')) e 5,

Démonstration : et toutes les formules ci-dessus, sauf la premiére appartiennent & SZ'

. o, . : Considérons maintenant les instructions &tiquetées par BOUCLE. Par
On sait que repr i&me(ids,i) = efb(m,ca(cr(Reg'A')) : !
définition on sait que si

Done adr i8me(ids,i) = efb(m,cr(Reg'A'))
ml = compseqq(étiqueter(boucle,brcht—cond(exit,eq)),

Afin de faciliter la lecture de la démonstration nous rappelons ici la défi- m2,breht (boucle),Etiquerer (exit,suite))
nition de la modification m : alors si cond = eq € S

2

13
compseq ~(load(repr i,Registre’A’), on 2 aEEl(m]’SZ) = S2
g 1 1 1 .
compare(cr(Registre’A’),Valeur'l') ; sinon aEpl(ml,Sz) = appl(ml,appl(m2,52))

brcht-cond(Eti'erreurl',1t) ;

Or cond = eq ¢ S, si test(cr(Reg'I"),Valeur'0') = eq ¢ S2

2

c'est-i-dire que d'aprés les autres propriétés de 52 ]

load(moins(ca(repr ids),cr(Registre'A')),Registre'l’),

compare(cr(Registre'I"),Valeur'0'),

breht-cond (Eti'erreur2’,1t) ; moins(ca(repr ids),repr i) = Valeur'O'
load(ca(index(repr ids,Valeur'l')),Registre'A’), comme repr bormesup(ids) = ca(repr ids)
Etiqueter(Eti'BOUCLE',brcht-cond (Eti'EXIT' jeq)), dans le cas ol i = bornesup(ids) 1'état final est S2 et on a

load(moins(cr(Registre'l'),Valeur'l '), ,Registre'l"), dr isme(ids,i) (Regi AY
adr iéme(ids,1) = cr{Registre

load(ca(index(cr(Registre'A') ,Valeur'l')), ,Registre'A’),

[}

5 ca(index(repr ids,Valeur'l'))
compare{cr(Registre'l'),Valeur'0'), ¢ IePL ’

breht (Eti'BOUCLE'),

étiqueter(Eti'EXIT',suite) )

On a donc montré la propriété ().
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Considérons maintenant les Etats
Sp+l = agpl(mZ,SP)

ol M2 est le corps de la boucle : incrémentation du registre I, progression
suivant le lieu de chainage du contenu du registre A, comparaison du registre

I avec zéro.

Si v et a sont respectivement des constantes de type Valeur et Adresse,

on a :

cr(Registre'l’) = v € § = cr(Registre'l') = moins(v,Val'l')e$S .

P
cr(Registre'A') = a « Sp

L'état final S_ correspond au cas od

f
cr(Reg'I") = Val'o'

Or, en S, on avait :

2
cr(Reg'I') = moins(ca(repr ids),repr ids)

On voit que si on calcule iéme (ids,add(i,Ent'1')) on appliquera ume

fois de moins la modification m. On aura donc
adr idme(ids,i) = ca(index(adr iéme(ids,add(i,Ent'l")),Valeur'l'))

c'est-d-dire la propriété (2) 0O.

VI.2.4 -~ Propriétés des macro-modifications occuper et libérer

Théoréme | :

¥ ids, si ca(libre) # Adresse'nil', occuper(repr ids) conserve les

invariants de représentation.

Démonstration :
Soit S tel que les invariants de représentation soleni vrals el
ca(libre) # Adresse'nil' ¢ §

On veut moutrer que ¥ ids, les invariants sont vrais dans

§' = appl(occuper(repr ids),S)

=> cr(Registre'A') = ca(index(a,Val'l’ )eSp+

< 65 =

Posons repr ids = t et reprenons la définition de gccuper
occuper(t) = compsqu(compare(ca(lihre),Adresse'nil'),

brcht-cond (Eti'débordement’,eq) ,m)
avec

m = compseq4(store(ca(libre),aux),
store(ca(index(ca(aux), Valeur'l'),libre),
store(ca(index(t,Valeur'1'),index(ca(aux), Valeur'l')),

store(ca(aux), index(t,Valeur'i')))

D'aprés les définitions de compseq, compare et brcht-cond et la propriété
donnée pour S en hypothése on a :

S' = appl(occuper(t),S) = apgl(m,Sl)
avec

|

appl(subst(cond,test(ca(libre),Adresse'nil’}),S)
D'aprés le lemme 2 les invariants sont vérifiés dans 8,
On a maintenant la propriété cond # eq € S

!
en plus de ca(libre) # Adresse'nil' e 5,

Il reste & montrer que m conserve les invariants : on va le faire

état intermédiaire par état intermédiaire.
Soit §, = appl(store(ca(libre),aux),S)
"aux" est une adresse spécifique destinde 3 servir de mémoire de travail

pour occuper et libérer. Pour que 5, soit valide, il faut que 1'adresse
"aux" vérifie les hypoth&ses du lemme ! (ce qui est dit dans les invariants).
On a par définition de "store" :

ca(aux) = ca(libre) e S2

et les propriétés de S] sont conservées.
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Soit S3 = aEEl(store(ca(index(ca(aux),Yaleux'l'),lihre),SZ)

Le lemme ] ne s'applique pas mais les invariants sont, malgré tout,

conservés :
ca(aux) = ca(libre) ¢ 82 =>

53 = appl(subst(ca(libre),ca(index(ca(libre),Valeur'l')),SZ)

={p|Plca'/cal eSytca’(a) = si a = libre
alors ca(index(ca(libre),Valeur'l'))

sinon ca(a)}

Supposons qu'on ait chainé(b,ca(libre)) e 52

. Cela peut s'écrire (par définition de S2)
(b = ca(index(ca(libre),Valeur'l')) v chainé(b,

ca(index(ca(libre),Valeur'l")) ¢ 52

ce qui entraine
b = ca(libre)vchainé(b,ca(libre)) ¢ S3
donc

chainé(b,ca(libre)) ¢ S3 seulement si chainé(b,ca(libre)) e 52

c'est-3-dire qu'on n'a pas introduit de contradiction avec les invariants

relatifs 3 ca{libre).

Pour ce qui est des prédicats chainé(b,repr ids) ils ont &té laissés

inchangés. 53 vérifie donc les invariants.,
Par contre ca(aux) ¢ ca(libre) e S3 et on a introduit, entre autres :

chafné (ca(aux),ca(libre)) e 53

appartient(index(ca(aux),Valeur'l') ca(libre)) e S3

—_

4 cause de 1l'invariant de non circularité) et

chainé(ca(aux),repr 1ds) ¢ 53

appartient(index(ca(aux),Valeur'l') repr ids) ¢ S3
ca(aux) # repr ids ¢ S

~
.

8 cause de 1'incompatibilité avec ca(libre) dans SZ)
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Soit maintenant

5, = appl(store(ca(index(t,valeur’J'),index(ca(aUX).Valeur'l')),53)

On est dans un des cas d'application du Lemme 1 grice aux propriétés

de 1'état S3 mentionnées ci-dessus. Les invariants sont conservés mais on a

ajouté les propriétés
ca(index(ca(aux),Valeur'l') = ca(index(t,Valeur'l')) ¢ SA
d'od

chainé(b,t) € S4 — chainé&(b,ca(aux)) ¢ S4

La derniére modification donne 1l'&tat final §' :

s = gzzi(store(ca(aux),index(t,Valeur'1')),SA)
on a

ca(index(t,Valeur'l')) = ca(aux) € S'
c'est-a~dire

chaind(ca(aux),t) ¢ S'
or on sait (depuis SB) que

¥ ids - chainé(ca(aux), repr ids) ¢ §'

—chainé(ca(aux),ca(libre) € S'
Cette nouvelle formule n'est donc pas en contradiction avec les invariants [J

Corollaire : occuper(repr ids) a pour effet sur la représentation que

repr iéme(ids,i) = v e $ =

repr iéme(ids,soust(i,Ent'l')) = v e 8'
ou v est une constante de type Valeur et ou

8' = appl{occuper{repr ids},S).

C'est le seul effet de occuper (repr ids) sur la représentation.
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Démonstration :

On voit, d'aprés le Lemme 4 que, comme 1'adresse 'aux' vérifie les
hypothéses de ce Lemme, les trois premiéres modifications de occuper sont
sans effets sur la représentation.

L'application de ces trois modifications a pour résultat 1l'état 84,
avec comme propriétés :

-1 chalné (ca(aux),fepr ids) € S4

ca(aux) # repr ids e 84

ca(index(ca(aux),Valeur'1'})) = ca(index(zepr ids,Valeur'l"))

ca(repr ids) et ca(index(repr ids,Valeur'l')) n'ayant pas &té modifiés,
on a

repr i&me(ids,i) = v ¢ 8§ = repr iéme(ids,i) = v € S4
Or on a

§' = appl(store(ca(aux),index(repr ids,VaIeur']')),S4)
Considérons le cas oli : i = bornesup(ids), D'aprés le lemme 5 :

adr i&me(ids,bornesup(ids)) = ca(index(repr ids,Valeur'l')) e SA
Soit a la constante de type Adresse telle que

ca(index(repr ids,Valeur'l')) = a ¢ S4
et supposons que

repr iéme(ids,bornesup(ids)) = ca(a} = v ¢ §
D'aprés la définition de store on a :

ca(index(repr ids,Valeur'l')) = ca(aux) ¢ S'
Or d'aprés les propriétés de SA on sait que

ca(index(ca(aux),Valeur'l’)) = a ¢ S,

' rar ca(aux) n'est pas chainé 3

et cette propriété est conservée dans S

repr ids, donc on a :

index(repr ids,Valeur'l') # ca(aux) et par ailleurs : repr ids # ca(aux)
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Donc on a ¢
ca(index(ca(index(repr ids,Valeur'i')),Valeur'i')) = v € §'
soit, d'aprés le lemme 5 :

répr iéme(ids,soust(bornesup(ids),Ent'l')) = v e §'

En utilisant la relation de récurrence du lemme 5, on voit que le
corollaire est vérifié pour i = bornesup(ids) et pour tout i < bornesup et
supérieur 4 1.

Sii=1onae
repr iéme(ids,Ent'1') =v e §
ca(ca(index(adr iéme(ids,Ent'l"),Valeur'l'))) = v e §'

De méme on montre le théoréme suivant et son corollaire :

Theéoréme 2 :
Pour tout identificateur de séquence ids, si :
ca(index(repr ids,Valeur'l')) # Adresse'nil’

alors libérer (repr ids) conserve les invariants de représentation.

Corollaire :

Soit §' = agpl(libérer(repr ids),S8)=p

libérer (repr ids) a pour seuls effets sur la représentation :

repr iéme(ids,i) = v e 8

repr idme(ids,add(i,Ent'1')) ¢ S'
pour tout i tel que i > 1 et i < bornesup(ids)
De plus

adr iéme(ids,Ent'l') = Adresse'nil’
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VI.2.5 - Preuve de la représentation des modifications &lémentaires

Les différents lemmes et théorémes qui viennent d'@tre présentés
vont &tre maintenant utilisds pour vérifier la représentation des modifi-
cations. Cette vérification se fera en deux parties : on va tout d'abord
traiter les modifications &lémentaires, c'est-i-dire celles qui n'ont pas
d'opérandes de type Modif. On traitera ensuite les opérations de compo-
sition de modifications en considérant que leurs opérandes sont représentés

correctement.

Rappelons que pour chaque modification &lémentaire, on doit démontrer

que sa représentation

. effectue bien les substitutions spécifiées dans la définition : si
subst(f(x),y) apparait dans la définition de m, subst(repr £(x),repr y)
doit apparaitre dans la définition de repr m ou alors, on peut avoir

subst(g(w),z) avec g(w) = repr f(x) et z ~ repr y.

. conserve les invariants de représentation

est sans effets autres que ceux spécifiés par la définition.

Vérification de init

La définition de init est la suivante :
init(ids) = subst (bormesup(ids),Ent'0’)
La représentation donnée pour init est :

repr init(ids) = compseq(store(Valeur'O',repr ids),

store(Adresse'nil',index(repr ids,Valeur'1'}))

Rappelons que, d'autre part :

repr bornesup(ids) = ca(repr ids)
repr Ent'0' = Valeur'0’

Posons

§' = appl(repr init(ids),S)
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Le premier point & vérifier est que la substitution de la définition
est bien effectuée.
Or
fEEEE(EEEE bornesup(ids),ngE.Ent'O') = subst(ca(repr ids),Valeur'o")
qui est la définition du premier 'store'. Le store qui -suit n'affecte pas

repr bornesup(ids).

Le deuxisme point est que les invariants de représentation sont conservés
par définition de chafné on a

¥ a ¢ Adresse, —1chafné(a,repr ids) e S'
car ca(index(repr ids),Valeur'l') = Adresse'nil' ¢ §' d'aprés le deuxiéme
store.

D'autre part, le premier store vérifie les hypothéses du lemme 1, donc
laisse les invariants inchangés, et chainé(a,repr ids') ainsi que
chatné(a,ca(libre)) sont laissés inchangés par le deuxiéme store.

Le troisidme point se vérifie facilement car les deux modificatioms
composant repr init vérifient les hypoth&ses du lemme 4 pour tout repr

idv et repr ids' tel que -1eg(ids,ids'). On n'a donc pas d'effets

autres que ceux spécifids.

Vérification de ajouter :

La définition de ajouter est :

ajouter(ids,j) = Concat(subst(bornesup(ids),add(bornesup(ids),Ent'l')),

subst (iéme(ids,bornesup(ids)),j))
Sa représentation est :

repr ajouter(ids,j) = compseqa(occuper(regr ids),
store(plus(ca(repr ids),Valeur'l'),repr ids),
store(repr j,ca(index(repr ids,Valeur'l')))

Soit S' = appl{(repr ajouter(ids,j),Ss)
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Le premier point se vérifie facilement car la deuxidme modification

correspond 3 :

subst(repr bornesup(ids),repr add(bornesup(ids),Ent'l")) La troisiéme

correspond 3 :

subst(repr igme(ids,bornesup(ids)),repr j). On a donc les substitutions
voulues, appliquées dans 1'ordre spécifié (d'aprés les définitions de

concat et compseq).

Pour le deuxilme point, on sait par le théoréme | que occuper(repr ids)
conserve les invariants. Les deux 'store' vérifient les hypothéses du

Lemme 1, donc les conservent &galement.

Le troisiéme point est plus délicat & vérifier. On sait, par le

corollaire du théoréme 1 que occuper(repr ids) a des effets sur la
représentation. Mais

store(plus(ca(repr ids),Valeur'l'),EEEE ids) =
subst(repr bornesup(ids),repr add(bornesup(ids),Ent'l’))

en a &galement. Soit m cette modification.

On sait d'aprés le Lemme 5, que dans 1'&tat S, pour tout i tel que :
iz i < bornesup(ids)

adr iéme(ids,i) = ca(index(adr iéme(ids,add(i,Ent'l')),Valeur'l")

adr iéme(ids,bornesup(ids)) = ca(index(repr ids,Valeur'l')

Posons

repr bornesup(ids) = repr b ¢ S,

repr bornesup(ids) = repr add(b,Ent'i') ¢ S!

1
ol b est une constante entidre et ou S; = aEpl(m,S])
Alors
repr iéme(ids,b) = v ¢ Sl:=§
repr iéme(ids,add(b,Ent'l')) = v ¢ S;
car adr iéme(ids,bornesup(ids)) n'a pas été modifié. Il en est de méme

pour tout i compris dans les bornes de la séquence et strictement supérieur

al.
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On voit que les effets de la modification m annulent ceux de
occuper(repr ids) :

repr iéme(ids,i) = v e S=>

repr iéme(ids,soust(i,Ent'l')) = v ¢ appl(occuper(repr ids),S)

soit Sl cet état :

repr iéme(ids,i) = v ¢ aggl(m,sl)

On doit traiter & part le cas i = 1. D'aprés le corollaire du théoréme |

repr iéme(ids,Ent'l') =v e S=»

ca(ca(index(adr iéme(ids,Ent'l")Valeur'l'))) =v e Sl::}
ca(ca(index(adr iéme(ids,Ent'2'),Valeur'l'))) =v e m(m,sl) =
repr iéme(ids,Ent'l") € appl(m,$,).

Donc les deux premidres modifications de repr ajouter sont sans effets
autres que la premiére substitution spécifiée pour ajouter. La derniére
modification est sans effets autres que la deuxidme substitution spécifiée

pour ajouter.

Vérification de retirer

La définition de retirer est :

retirer(ids) = subst(bornesup(ids),soust(bornesup(ids),Ent'1"')})
on a la restriction

eg(bornesup(ids),Ent'0’') == Echec(retirer,ids)
la représentation de retirer est :

repr retirer(ids) = compseqa(compare(ca(regr ids),Valeur'0'),
brcht-cond(Eti'erreur3',eq)

libérer(repr ids),

store(moins(ca(repr ids), valeur'l'),repr ids))
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Pour ce qui est du premier point, la représentation de retirer provoque
bien un branchemnet 3 une erreur si on est dans le cas d'échec ; si on

n'est pas dans ce cas, la substitution demandée est bien représentée.

compseq(compare (ca(repr ids),Valeur'0'),
brecht-cond(Eti'erreurd,eq)) =
brcht-cond(Eti'erreut3',efbc(compare(ca(gggi ids),
Valeur'0'),eq)) =
breht-cond(Eti'erreur3’,efbc(compare(repr bornesup(ids),
repr Ent'0'),eq)) =
brcht-cond(Eti'erreur3',repr eg(bornesup(ids),Ent'0'))

On a donc bien un branchement conditionnel & une erreur si la

condition d'échec est vraie.
8i celle-ci n'est pas vrai, alors on a

store(moins(ca(repr ids),Valeur'l'),repr ids) =

subst(repr bornesup(ids}),repr soust(bornesup(ids),Ent'l"'))
ce qui est bien la substitution demandée.

. deuxiéme point :
D'aprés le Lemme 2, les deux premiéres modifications conservent les
invariants. D'aprés le th8oréme 2 libérer(repr ids) également.
D'aprés le Lemme 1, le dernier store aussi. repr retirer(ids) conserve

donc les invariants.

. troisiéme point :
Les deux premi&res modifications n'ont pas d'effets (Lemme 3) ;
libérer (repx ids) a les effets de bord suivants (d'aprés le corollaire
du théoréme 2) :

Soit S] = appl(libérer(repr ids),S)

alors
repr iéme(ids,i) = v e § =
repr idme(ids,add(i,Ent'1')) = v e Sl

et adr iéme(ids,Ent'l') = Adresse’nil' ¢ SI

La modification

m = store(moins(ca(sggf_ids),Valeur'l'),EEBE.ids)
annule cet effet de bord car elle est &quivalente 3

subst(repr bornesup(ids),repr soust(bornesup(ids),Ent'l'))

et on a

repr iéme(ids,add(i,Ent'l')) = v ¢ Sl =
repr iéme(ids,i) = v ¢ aggl(m,sl)

de plus

repy idme(ids,Ent'l') est bien défini.

La représentation de retirer est donc correcte.

Vérification de changer-iéme

La définition de changer-i&me est :
changer-iéme(ids,i,j)= subst(iéme(ids,i),j)

Les restrictions sont les mémes que pour iéme(ids,i).

La représentation est de la forme
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repr changer-i&me(ids,i,j) = compseq(m,store(repr j,cr(Registre'A’))

Le premier point se vérifie facilement car on sait que
repr iéme(ids,i) = efb(m,ca(cr(Registre'A"))

donc

subst(repr iéme(ids,i),j) =

subst(efb(m,ca(cr(Registre'A'))),repr j)
compseq(m,subst(ca(cr(Registre'A')),repr j)) =
compseq(m,store(repr j,cr(Registre'A")) =

repr changer-iéme(ids,i,j).

Les resirictions sont correctement représeuiées puisqu'ou a moutvd qu

sur 'iéme' 1'étaient.

@




Pour les deuxiéme et troisiéme points, m est une composition séquentielle
de modifications de la forme load,. compare, brcht-cond, qui, d'aprés les

lemmes 2 et 3 conservent les invariants et sont 'sans effet’.

D'autre part, cr(Registre'A'), d'aprés le Lemme 5 est &gal a
adr iéme(ids,i) ; en utilisant ce lemme et en raisonnant par recurrence

sur i, on montre qu'un store 3 cette adresse conserve les invariants.

La représentation de changer-iéme est donc correcte.

Vérification de affecter

La définition de affecter est :

affecter(idv,i) = subst(valeur(repr idv),i)
Sa représentation est :

repr affecter(idv,i) = store(repr i,repr idv)
De plus

repr valeur(idv) = ca(repr idv)

Le premier point se vérifie donc immédiatement. Pour ce qui est du
deuxi&me point, repr idv, par définition de (INVI) vérifie les hypothises
du Lemme !. Donc la représentation de affecter conserve les invariants.
Quand au troisiéme point, il découle du fait que les représentations des

opérations modifiables sont correctes et que la représentation des identi-

ficateurs de variable préserve &galité et inégalitéd.

On a ainsi démontré correcte la représentation des modifications &1&-
mentaires. On va maintenant prouver la représentation des compositions de

modifications.

Vi.2.5 ~ Composition de modifications

Avant de commencer la d&monstration, om va rappeler briévement quelles
sont les compositions de modifications dams la Structure Source et la
Structure Objet, et &tablir quelques propriétés des modifications de la

Structure Objet qui représentent des modifications de la Structure Source.
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Dans la Structure Source, on a les opérations suivantes sur les

modifications :

(Modif,Modif) - Modif : concat ;
(Bool,Modif ,Modif) -+ Modif : conditionnelle ;

(Bool,Modif) ~ Modif : itération ;
Dans la Structure Objet on a :

(Modif ,Modif) + Modif : compseq ;

(Eti,Modif) -+ Modif : &tiqueter ;

(Eti) » Modif : brcht ;

(Eti,Codecond) - Modif : brcht-cond,brcht-neg ;

De plus, dans la Structure Objet on a deux prédicats :
(Modif,Eti) - Bool : sortie, entrée ;

sortie(m,e) indique qu'il existe un branchement, conditionnel ou non, 3

1'étiquette e dans m, et que e est une &tiquette extérieure 3 m.

entrée(m,e) indique que e est une étiquette intérieure 3 m, c'est-i-dire

qu'il existe une modification étiqueter(e,ml) dans m.

Pour prouver la correction des représentations de concat, condition-
nelle et itération qui ont &té données au chapitre précédent, on a

besoin du Lemme suivant :

Lemme 6 : Soit m une modification de la Structure Source et e une &tiquette
de la Structure Objet ne correspondant pas & un cas d'erreur.
Alors on a

sortie(repr m,e) = faux

Du fait qu'on a introduit les opérateurs, efb et efbc, il faut &tendre les
prédicats sortie et entrée aux types Contenu et Codecond. On a également
pour tout boolden

sortie(repr b,e) = faux

et pour tout entier et tout identificateur

sortie(regr i,e) = faux




-

.
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Démonstration : Elle se fait par induction sur le type Source. Considéroms
par exemple, l'opération 'conditionnelle'. Supposons la
propriété vraie pour les opérandes b,m,m' de cette opé-

ration. Alors elle est vraie pour

conditionnelle(b,m,m")

En effet, on a :
repr conditionnelle(b,m,m') = (¥NEG:=GENETI;EXIT:=GENETI#

compseqs(brcht—neg(Eti'NEG',5225 b),
IEpr m,
brcht(Eti'EXIT'),
étiqueter(Eti'NEG',xepr m'),
étiqueter (Eti'EXIT',suite)) )
Donc
entrée(repr conditionnelle(b,m,m'),Eti'NEG') = vrai

entrée(repr conditionnelle(b,m,m'),Eti'EXIT') = vrai
D'aprés les axiomes sur 'sortie' et 'compseq' donnés en V.l, on en
déduit :

sortie(repr conditionnelle(b,m,m'),Eti'NEG') = faux

sortie(repr conditionnelle(b,m,m'),Eti'EXIT) = faux

De plus, pour tout &tiquette e ne correspondant pas 3 un cas d'erreur, on

a sortie(m",e) = faux pour tous les opérandes de compseqs, d'oll

sortie(repr conditionnel(b,m,m"'),e) = faux.

La démonstration est similaire pour toute les opérations de la Structure
Source domnant pour résultat une modification. Etant donné sa longueur et

sa simplicité elle n'est pas donnée ici.
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Vérification de la concaténation

Par définition, on a :

appl(concat(m,m'),S) = appl(m',appl(m,S))
On s'est donné pour représentation :

repr concat(m,m') = compseq(repr m,repr m')
Or la définition de compseq est :

¥ e, sortie(m,e) = faux = appl(compseq(m,m'),S) = appl(m',appl(m,S))

I1 est immédiat que si S ne comporte pas une condition d'échec pour m on a
appl(repr concat(m,m'),S) = appl(repr m',appl(repr m,S))

d'aprés le lemme précédent.

D'autre part, si repr m et repr m' conservent les invariants et n'ont pas
d'autres effets que ce qui est spécifié dans les définitions de m et m',

repr concat(m,m') 3 la méme propriété.

Vérification de la conditionnelle

Par définition, on a :

b = vrai ¢ S::§>apEI(conditionnella(b,m,m'),S) = appl(m,S)
b = faux ¢ S=appl(conditionnelle(b,m,m'),Ss) = appl(m',S)

La représentation a &té donnée dans la démonstration partielle du Lemme 6.

Les régles sur les modifications brcht et brcht-neg de la Structure Objet

sont les suivantes :

appl(compseq3(brcht(Eti%m,étiqueter(Eti,m')),S) =
appl(étiqueter(eti,m'),S)

cc # cond € § = aggl(compseq3(brcht—ne (etiy m, Etigueter(eti,m')), <)
Iy 8 ’ M

y

appl (compseq(m,étiqueter(eti,m')),S)




Démonstration :

Rappelons que

repr b ~ repr vrai si
repr b ~ efbc(compare(v,v'),test(v,v'))

On a alors :
appl(compseq(brcht-neg(Eti'NEG',repr b),m),S) =
gggl(compseq3(compare(v,v') 3 brcht-neg(Eti'NEG',test(v,v')),m),S) =
gggl(compseq(brcht-neg(Eti'NEG',test(v,v’)),m),SI)
avec cond = test(v,v') € Sl
et Sl est une représentation du méme état source que S.
D'oii
appl(repr conditionnelle(b,m,m'),S) =
EEBL(compseqs(brcht—neg(Eti'NEG',test(v,v')),
repr m,brcht(Eti'EXIT"),...) ,sl)

Donc si repr b =~ repr vrai on a

= aERI(compsqu(reEr m,brcht (Eti'EXIT'),...,étiqueter
(Eti'EXIT',suite)),S])
= appl(compseq(repr m,étiqueter(Eti'EXIT',suite),Sl)

= agpl(étiqueter(Eti‘EXIT',suite),aggl(regr m,Sl))
= appl(repr m,Sl) = §!
EH étant une représentation de 1'tat source d'origine, S' est, d'aprés

le théoréme fondamental, une représentation de 1'application de m & cet

état :

repr b =~ repr vrai ¢ $=»
appl(repr conditionnelle(b,m,m'),S) =

appl(compare(v,v'),appl(repr m,S)
qui représente le méme état que appi(repr m,S) |

La premiére propriété de la conditionnelle est done vérifide.

- 181 -

La deuxiéme est domnée ici tré&s rapidement. On note ~ la relation entre
dtats de la Structure Objet qui représentent le méme &tat de la Structure
Source.
repr b = repr faux si
repr b = efbne(compare(v,v'),test(v,v'))
ggnl(compseqs(brcht-neg(Eti'NEG',EEEE b)y...),8) =
gggl(compsqu(compare(v,v'),brcbt—cond(Eti'NEG',test(v,v')),
...,8tiqueter(Eti'NEG,repr m'),
étiqueter(Eti'EXIT',suite)),S) =
appl (compseq(compare(v,v'),étiqueter (Eti'NEG' ,repr mn'),
étiqueter(Eti'EXIT',suite)),S) =

appl(repr m',S) O

Vérification de 1'itération

Par définition om a :

b

vrai ¢ S = appl(itération(b,m),5) =
appl(itération(b,m),appl(m,S))
b = faux € § = appl(itération(b,m),S) = §

La représentation donnée est :
repr itération(b,m) =
compseqk(étiqueter(Eti'BOUCLE',brcht—neg(Eti'EXIT',reEr b)) ;
repr m,brcht(Eti'BOUCLE),
étiqueter(Eti'EXIT',suite))

D'autre part, pour les branchements en arri&re (comme brcht(Eti'BOUCLE') on
s'est donné la régle :
Soit
m = étiqueter(boucle,compseq5(ml,brcht—cond(exit,cc),
m2,brcht (boucle) ,étiqueter(exit,m3))

avec

sortie(ml,e) = faux A sortie(m2,e) = faux ¥ e.
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On a :

cond = cc € ggglﬂml,s')=:>

appl(m,8) = appl(compseq(ml,étiqueter(exit,m3))),S)
et

cond ¥ cc € appl(ml,8)=>

appl(m,S) = appl(m,(compseq(mi,m2),S))

Considérons d'abord le cas simple od b = faux

repr(itération(b,m)) =
compseqa(étiqueter(Eti'BOUCLE',brch:-neg(Eti'EXIT',
repr faux)),repr m,brcht(Eti’BOUCLE'),
étiqueter(Eti'EXIT',suite))
appl(repr itération(b,m),S) =
appl(étiqueter(Eti'BOUCLE',
compseq5(compare(v,v'),brcht—cond(Eti'EXIT',
test(v,v')),repr m,brcht(Eti'BOUCLE'),
&tiqueter (Eti'EXIT',suite)),S) =
appl(compseq(compare(v,v'),8tiqueter(Eti "EXIT',suite)),S) = §'

Par définition de appl(compare(v,v'),S)

Or S' représente le mfme état que S : 'compare' et 'suite' sont sans effets

sur la représentation.

Dans le cas ol b = vrai, on a
repr b = efbnc(compare(v,v'),cc) avec cc # test(v,v')
d'od
appl(repr itération(b,m),S) =
appl(étiqueter(Eti'BOUCLE',
compseq5(compare(v,v'),
breht-cond (Eti'EXIT',ce) ;
repr m,brcht(Eti'BOUCLE"),
étiqueter (Eti'EXIT',suite)),S)
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or cc # test(v,v') donc on doit appliquer la deuxidme régle :

= appl(repr itération(b,m),
appl(compseq(compare(v,v'),repr m),S))
~ appl(repr itération(b,m),appl(repr m,S)) O

Avec cette vérification, se termine la preuve de 1'implantation de
SEQFLEX. On voit que cette preuve est longue (certaines démonstrations ont
due &tre données incomplétement) mais trés systématique. Elle a 1'énorme
avantage d'obliger & préciser trés clairement les propriétés de 1'implan-
tation : la rédaction de cette preuve a fait apparaitre plusieurs oublis
dans une premiére spécification de la représentation : test pour savoir
si la liste libre est vide, augmentation de 1 de la borne supérieure dans

la représentation de ajouter ...

I1 faut noter qu'il s'agit d'une implantation compliquée, quoique le
langage soit 3 premilre vue simple et que tous les problémes susceptibles
d'apparaitre dans une preuve ont &té abordés. L'établissement des invariants
de représentation est loin d'&tre triviale dans ce cas. Il en est de méme

pour la notion d'effets sur la représentation.

Il paraft indispensable, pour mener & bien de mani&re agréable de telles
preuves, de disposer d'un systéme de démonstration. Le travail de 1'implanteur
serait d'établir les théorémes, lemmes et vérifications & faire. De tels
systémes existent déja pour des problémes trés voisins : AFFIRM pour les
types abstraits (sans modifications) et L.C.F pour des problémes plus
généraux. La preuve de 1l'implantation des expressions d'un petit langage
exemple a été déji obtenue en utilisant unme premiére version d'AFFIRM. Parmi
les suites & donner i ce travail, 1'expdrimentation de ces deux systémes
pour établir les preuves d'implantation est, # notre avis, un point essentiel.

La preuve de la méme implantation de SEQFLEX en utilisant la Structure
Source donnée en III.4 est d'une longueur tout & fait similaire : les
invariants sont moins nombreux, mais on a i spécifier au plus grand nombre
de représentations d'opérations auxiliaires. Cette variante de la Structure
Source a donc & la fols peu d'incidence sur la définition sémantique (par
conséquent sur la sp&cification de 1'implantation) et sur la preuve de cette

implantation. On peut conjecturer que c'est une propriété générale : si on




- 184 -

spécifie une Structure Source avec peu d'opérations, les invariants de
représentation sont plus longs 3 &tablir, mais la preuve des opérations
est plus courte. Si on utilise beaucoup d'opérations auxiliaires, la
vérification des axiomes sur ces opérations est plus longue, mais
introduit de fait un certain nombre d'invariants. Les variantes dans le
choix de la Structure Source ou donc probablement peu d'influence sur
la complexité des preuves de représentation. Le seul vrai probléme dans
le choix d'une Structure Source est d'éviter de faire de la surspécifi-
cation en dotant le langage Source de propriétés non indispensables et

en limitant ainsi ses implantations possibles.
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CONCLUSION

Nous proposons dans cette thése une sémantique des langages de programmation
originale, bien adaptée i la spécification et & la preuve de compilateurs.

Ce travail se situe 3 la fronti&re de deux disciplines de 1'informatique :
1'étude théorique des langages de programmation et la compilation de ceux-ci.
Les intégrer dans une méme &tude de manidre 3 obtenir des retombdes pratiques
fondées sur des bases théoriques rigoureuses n'a pas toujours &té facile,
mais le bilan est positif puisqu'on a abouti 3 un générateur de compilateurs,
basé sur une méthode formelle de spécification et de preuve de compilateurs,

qui a &té expérimenté avec succds sur des exemples réalistes.

Cependant, ce serait une erreur de limiter les applications de la théorie
présentée ici 3 un générateur de compilateurs particulier : nous avons, en
fait, dégagé une méthode générale de conception et de réalisation des compi-
lateurs qui est simple, raisonnable et facilement applicable dans la pratique.
Selon cette méthode, les langages source et objet sont considérés indépendam-
ment 1'un de 1'autre. La premidre &tape de traduction met en cause seulement
le langage source et produit ce que nous avons appelé un terme ; mais les
habitués de la compilation appellent ce premier texte intermédiaire un arbre
abstrait. Cet arbre est trés proche de la structure de données interne
manipulée par les &diteurs orientds-vers-un-langage qui se généralisent
aujourd'hui [Cou 78, HKM 77]. Le type de compilateur que nous proposons a la

qualité d'@tre facilement compatible avec un tel &diteur.

La troisime phase de traduction est uniquement dépendante du langage objet
et peut €tre réalisée une fois pour toutes pour une machine donnée. La tra-
duction d'un langage se raméne alors & une reécriture de termes, ce qui est

facilement implémentable de maniére performante.

La méthode de preuve est probablement moins directement exportable vers un
contexte industriel : en effet, 1'établissement des axiomes pour les deux
langages est une tdche difficile et sams outil d'aide & la démonstration la

preuve est trés fastidieuse. Ce dernier point devrait pouvoir se résoudre
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d court terme, il n'en est pas de méme du premier.

C'est pourquoi parmi les problémes qui restent & &tudier nous mettons en
premiére place la méthodologie : trouver quel type abstrait est associé & un
langage, comment le comstruire, quels choix faire s'il ¥y en a, que se
passe-t-il quand on enrichit le langage ? De blus, dans la mesure ou on n'a
pas de méthode pour les &tablir, comment valider les axiomes ? Cela revient
d se poser le probléme de la coh&rence avec d'autres sémantiques, probléme

déja évoqué i la fin du chapitre IV,

Toujours daqs le cadre qéthodologique, une autre question se pose qui dépasse
largement le probléme de la compilation ¢ c'est 1'aide 3 la spécification de
la représentation des gros types abstraits. En particulier, est-il possible
de construire des représentations compl&tes 3 partir des choix fondamentaux ?
D'autre part, comment peuvent se composer des représentations standard de

sous~types en fonction de 1'ensemble du type?

On voit que les problémes ouverts ne manquent pas, dont le moindre n'est pas

de situer plus précisément cette sémantique par rapport aux théories déji

existantes.
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