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1-1 INTRODUCTION :

Un des objectifs les plus importants dans le développement de

‘architecture, des ordinateurs a été et continue a étre |‘augmentation de la

vitesse de calcul et du débit des données. Cet objectif est atteint par trois

moyens :

- ['amélioration des modeéles et des algorithmes de résolution,

- fiamélioration de la technologie,

- !'amélioration de l'architecture des ordinateurs,

Ces trois techniques sont l'objet d'études approfondies partout

dans le monde et leur description dépasse largement le cadre de ce

memoire. Nous abordons briévement la troisiéme technique, o¥ le maitre

mot en matiére d'amélioration de [architecture des ordinateurs est le

parallélisme [1-1], a tel point que !'on constate [utilisation de ce

parallélisme dans beaucoup de processeurs pourtant classés comme des

processeurs séquentiels, (1-2), [1-3], [1-4], [1-5]. Dans ce chapitre, nous

présentons la classification des architectures paralléles, puis nous étudions

ensuite les differents aspects de chaque architecture. Nous abordons enfin

les réseaux d'interconnexion des modules paralléles.

1-2 CLAS: TI Cc z

Les différents types d'architectures ont fait l'objet de multiples

classifications dont !a plus connue est celle de Flynn, basée sur le nombre

dinstructions et de données traitées simultanément. [1-6]
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classifications dont la plus connue est celle de Flynn, basée sur le nombre

d'instructions et de données traitées simultanément. [1-6]
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On distingue :

a) le processeur sequentiel SISD (Single Instruction, Single Data

Stream) : l'architecture d'un calculateur monoprocesseur exécutant, a

chaque instant une seule instruction sur une seule donnée.

b) le processeur MISD (Multiple Instruction, Single Data Stream) :

plusieurs instructions sont exécutées a partir d'une méme infor mation.

c) le processeur SIMD (Single Instruction, Multiple Data Stream) :

une seule instruction commande le traitement simultané de plusieurs

données.

d) le MIMD (Multiple Instruction, Multiple Data Stream) : cette

categorie est celle des systémes multiprocesseurs. Chaque processeur

effectue, indépendamment des autres, les calculs qui lui ont €té assignés

sur les données correspondantes. La figure (1-1) donne le schéma de ces 4

types d'architectures.
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Figure (1-1): architecture des ordinateurs

a~-SISD b-MISD c-SIMD d-MIMD

1-2-1 Les processeurs MISD :

Parmi ces processeurs, Jes processeurs pipeline sont fes plus

importants. Le principe du pipeline est de segmenter ou de partitionner un

processus global en sous-processus qui peuvent étre exécutés par des

unités ou des modules distincts. Les modules sont liés en série de telle
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facon que la sortie d'un module sert d'entrée pour le module suivant. Les

temps d'exécution des sous-processus pour les modules differents sont les

mémes. Ainsi, si l'algorithme utilisé fournit un flot continu de données,

chaque module libéré peut exécuter son sous-processus sur la donnée

suivante.

La méthode du pipeline pour les processeurs, est la méme dans

son principe, que des chaines de production en série dans les usines ou les

classes successives dans des universités.

Appelons T le temps d'initialisation (start-up time) nécessaire pour

l'apparition du premier résultat. Si le nombre des segments ou des modules

est K, chaque module exécute son processus en un temps TH. Ainsi aprés

le premier résultat, il y aura un résultat toutes les T/y unites de temps.

Supposons que le processus global se répeéte L fois. Le temps d'exécution

des L processus est :

Ty =T + (L-1). T/y (1-2-1)

Dans ce cas, pour amortir le temps de démarrage T, il faut que le

nombre L soit assez grand. D'autre part, les données nécessaires pour

l'exécution des sous-processus doivent entrer dans le systeme d'une facon

réguliére c’est-a-dire comme des vecteurs. C'est pour cette raison que la

technique du pipeline est en principe une conception pour les processeurs

vectoriels. En effet, la classe des processeurs vectoriels repose sur la

combinaison de deux architectures de base : le processeur pipeline et le

processeur SIMD [1-1].



Par mi ces processeurs on peut citer :

le CDC STAR 100 [1-7], le ASC de Texas Instruments [1-8], le CRAY-1, et

le CRAY x MP [1-1], [1-9].

Niveau de pipeline :

Le principe du pipeline en tant que chevauchement des opérations

peut-étre utilisé a plusieurs niveauz, cest-a-dire au niveau des

instructions, des groupes d'instructions ou méme des sous-programmes.

Nous illustrons ce probléme par deux exemples :

Exempie | : pipeline au niveau des instructions.

On peut décomposer l'exécution d'une instruction ¢ = a*b, (avec *

représentant une opération donnée) en étapes suivantes :

1 - recherche de l'instruction

2 - décodage de l'instruction

3 - génération de l'adresse a

4 - recherche de l'opérande a

5 - génération de l'adresse b

6 - recherche de l'opérande b

7 - exécution de l'onération *

8 - genération de l'adresse c

9 - écriture du résultat c

Si un processeur comprend neuf modules, chacun devant exécuter

une de ces étapes, alors on peut exécuter une suite d'instructions c = a*b en
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pipeline. Dans ce cas, certaines conditions doivent étre vérifi¢es pour

assurer l'efficacité de la technique du pipeline:

{ - décomposition de l'instruction en étapes approximativement

de méme durée.

2 - prévision correcte de 1a prochaine instruction [1-1], [1-10]

3 - évitement des aléas [1-1], [1-11]

La premiére condition est évidente et l'exemple suivant iilustre la

seconde condition.

Pour n = | aK faire

instruction |

instruction 2

If (condition) faire instruction 10

instruction 4

instruction 10

Avant de terminer l'instruction 3, la structure pipeline commence

4 décoder l'instruction 4, 5 ...., mais si la condition est vrai, ces instructions

doivent étre vidées, afin de permettre l'exécution de l'instruction 10. Les

méthodes de réduction de ces vidages sont décrites dans [1-1].

Les aléas sont des contraintes de succession entre instructions dont

les exécutions se recouvrent dans le pipeline. Supposons la séquence

d'instruction suivante :



1-Cy =a," by

2-Cy = ay" by

3- C3 = a3" bg

4- IF (Cj <C3) Then Cy - C3

Le schema de I'exécution de cette suite d'instructions est le suivant

figure (1-2).

4 6,7, 8,9
instructions pLp24 244454647) 8) 9)

4 6,7, 8,9
Instruction 2 fa

4 6,7, 8,9
Instruction 3 p22, 3, 4,5, 6,7, 8,9)

2Instruction 4 pty 2p 3 @) 36)

Figure (1-2)

Désignons par t le temps d'exécution de chaque etape. L'instruction

4a besoin de C; et C3 respectivement aux instants 6t et 8t, mais ces

données ne sont générées qu’aux instants 9t et I1t. Ainsi, pout éviter

futilisation des anciennes valeurs de Cy et C3 par linstruction 4, le

mécanisme de contrdle doit étre a méme de bloquer !exécution de

Vinstruction 4 jusqu’a la mise a jour des valeurs C, et C3.

Exemple 2 : pipeline au niveau des sous- programmes.

Soit un systéme monovariable d'équation dynamique :

x (k+1) = ax (k) +f u(k) (1-2-2)
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ou x est la variable d'état, u est la commande et k est linstant

d'echantillonnage. Le calcul de la commande optimale pour le systéme

(1-2-2) minimisant un critére quadratique conduit aux équations suivantes

[1-12], (voir également chapitre 5 de ce mémoire) :

x (k+1) = ax (k) +b A (k+1)

A(k) = cx (k)+d 2 (k+l)

x(o} = X9 et A(Kp) = cx (Kp) (1-2-3)

ov 2 est le parameétre de Langrange associé, Xq est létat initial et Kp est

l'instant final.

Pour fa résolution du systéme (1-2-3), nous utilisons la méthode

jtérative alternée présentée en [1-13]. Pour kp = 6, cette méthode est

déterminée par :

Debut de l'algorithme

- poser l'indice de l'itération egal a 0

- estimer les valeurs x (k), k= 1 46 etA%(k),k=2a6

- tant qu'un test convenable n'est pas vrai

Debut

-catculer 2!*1(k) = x(k) + da (ket)

~ catculer x!*1(k) = a x!(k) + ba! (kp

-deded

Fin

Fin de l'algorithme.
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Pour deux processeurs en pipeline, le premier calcule les valeurs

de a!*!(k) qu'il fournit au deuxiéme processeur. Ainsi, le schéma du calcul

pour une itération est Je suivant : figure (1-3).

1) x(1),

242) , x¢ uF

43) x3),

4) x4) |

A) , X05)

6) x6),

Figure (1-3)

1-2-2 Processeurs S.1.M.D :

Dans les processeurs S.1.M_D, le parallélisme du systéme est obtenu

par le travail simultané d'un certains nombres d'unités de traitement U.T.

dont chacune est capable d’exécuter une opération spécialisée dans un flot

d'instructions. Dans cette architecture, le systéme présente une seule unité

de contréle qui décode le flot d'instructions et envoie les signaux de

controle vers fes UT. Parmi les architectures $.1.M.D, les processeurs

vectoriels et matriciels sont les plus utilises : ces processeurs sont
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caractérisés par le fait que la méme instruction est executee par un

nombre élevé N d'UT, sur un grand ensemble de données. La difference

essentielle entre l'architecture SMD et MIMD est que les UT. de

l'architecture $.1.M.D ne sont pas des unités centrales completes, donc elles

ne sont pas capables de réaliser des activités indépendantes. La figure 1-4

présente le schéma d'un processeur S.1.M.D [1-1].

BM Banc de Mémoire UCP Unité de Commande du Processeur

UA Unité de Calcut d' Adresses UCR Unité de Commande du Réseau

UT Unité de Traitement MP Mémoire du Programme

Figure (1-4) : structure d'un processeur S.1.M.D.

Sur cette figure nous distinguons les différentes composantes d'un

processeur S.I.M.D mentionnées auparavant :

- BM est la mémoire centrale du processeur décomposee en N

bancs de mémoire,

- Nest le nombre d'unités de traitement UT. qui exécutent les

instructions spécialisées : opérations arith métiques, logiques, etc
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- Unréseau d'interconnexion relie les U.T. entre elles,

- Une mémoire de programme MP contient les instructions a dée-

coder,

- Une U.CP, unite de commande de processeur, décode le flot

d'instructions fournies par la Mp, et les diffuse sur les U.T. et

les unités de calcul d'adresse UA.

- Les unites de calcul d'adresse UA modifient et traduisent !'a-

dresse générée par I'unité de commande en adresse du BM con-

cerné.

Une difficulté marquante de ce type d’architecture est li¢e a la

nécessité d'acceder simultanement a N opérandes (parallélisation de la

mémoire) et a celle d'amener dans fa méme unite de traitement deux

opérandes qui doivent étre composées. Le probléme de parallélisation de la

mémoire et d’organisation des données est un sujet trés vaste qui dépasse

le cadre de ce chapitre. Nous renvoyons !e lecteur intéréssé 4 [1-14], (1-15),

[1-16], [1-17].

Les processeurs S.1.M.D, surtout les processeurs vectoriels et

matriciels conviennent aux problémes d'algébres linéaires [1-18], a fa

résolution numériques des equations différentielles[1-19], et au traitement

du signal. Parmi les processeurs S.1.M.D on peut citer notamment LILLIAC

IV [1-20], et le STARAN [1-21].

1-2-3 Les multiprocesseurs M.I.M.D :

Un multiprocesseurs est défini comme suit :

18

- il contient au moins deux processeurs indépendants. Si ces

processeurs ont fa méme performance, on parle d'un systéme

multiprocesseurs homogéne, sinon d'un systéme multiprocesseurs

nonhomogéne.

- la mémoire principale du systéme est accessible par tous les

processeurs. Les mémoires locales des processeurs sont de taille réduite. Si

les processeurs ont de grandes mémoires locales, on parle d'un systéme

multi-ordinateurs (multimicroprocesseurs).

- les entrées/sorties sont accessibles par tous Jes processeurs.

- pour tout le systéme multiprocesseurs, il existe un seul

systéme dexploitation qui contréle tous les processeurs. Ce systeme

dexploitation doit contréler et assurer les interactions entre les

Processeurs et leurs programmes au niveau du travail de taches,

d'ensemble de données et de données.

Les multiprocesseurs peuvent avoir differentes topologies et

architectures. Les topologies les plus étudiées sont les suivantes :

a) multiprocesseurs 4 bus commun :

Bloc de Bloc de

Mémoire Mémoire E/S E/S

BUS A TEMPS PARTAGE

Processeur N Processeur 2 Processeur 1

Figure (1-5): Bus Commun
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Cette architecture est la plus simple 4 mettre en oeuvre et permet

une extension aisée du multiprocesseur. Mais comme le bus ne peut étre

utilise a un instant donné, que par un seul processeur, le débit

d'infor mations est limité, Cette architecture est donc réservée aux systemes

comportant un nombre limité de processeurs ou demandant peu

d‘échanges. Au chapitre 6, nous étudions en détail le probleme du choix des

nombres de processeurs et les limites de cette architecture.

b) matrice de points de croisement : figure (1-6)

Figure (1-6): matrice de croisement.

Dans cette architecture, N processeurs communiquent avec au

moins autant de bancs de mémoires 4 travers une matrice de points de

croisement. Cette matrice peut étre également utilis¢e pour interconnecter

les différents processeurs comme fillustre la Figure (1-7).

20

PC le he le In le

“MP

MP

PC = lt lll rt —

MP

PC PC PC 1/0 1/0

MP MP MP

Figure (1-7) interconnexion des processeurs par

une matrice de point de croisement.

La matrice de points de croisement réalise toutes les connections

entre les processeurs et les mémoires. Malheureusement, son cout de

réalisation est trés élevé et en particulier quand le nombre de processeurs

est approximativement égal au nombre de bancs de mémoires, ce cout est

proportionnel a N2. De plus, la liaison entre la premiére entrée et la

derniére sortie passe par 2N commutateurs, ce qui pour N assez grand peut

affaiblir le signal d‘entrée [1-22]. Ces inconvenients limitent le nombre de

processeurs et de bancs de mémoires qu'on peut relier par une matrice de

points de croisement, dont une photo est présentée a la figure (1-8) [1-23].
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Figure 1-8 : matrice de point de croisement 32132

En fait, [a topologie N processeurs, M bancs de mémoire peut étre

réalisée avec d'autres réseaux moins codteux que la matrice de croisement

qui sont présentés en 1-3.

c) topologie hiérarchisée :

Dans cette organisation, un ou plusieurs processeurs sont connectés

par un bus jocal aux bancs de meémoires et atiz entrées/sortics. Chaquc

groupe de processeurs forme ainsi un noeud de calcul. Ces noeuds de calcul

sont ensuite reliés entre eux a travers des processeurs de niveau

supérieur. Figure (1-9).
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K.map 2 K.map 3

MAP BUS MAP BUS

s 5 S 5 5 5

polo plow plow! pum plow pli

INTER CLUSTER BUS

—_ ,>

K.map 1

| MAP BUS

LOCAL BUSES

Figure (1-9) : Topologie hiérarchisée.

La tache des processeurs du niveau supérieur est de réaliser

toutes fes fonctions nécessaires d'une part pour l'accés des processeurs

focaux a la mémoire globale et d'autre part pour l'acces du systeme externe

aux mémoires locales.

Un troisiéme niveau de hiérarchie consiste a relier les bus de

deuxiéme niveau au bus global.

Ce réseau a l'avantage de réduire le nombre de processeurs sur les

bus locaux. Mais pour qu'il soit efficace, il faut que les échanges entre les

processeurs de deuxiéme niveau ne soient pas nombreux. D'autre part,
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lexistence des processeurs du deuriéme et du troisieme niveau rend le

systéme assez coliteux.

1-3 RESEAUX D'INTERCONNEXION :

De maniére générale, un réseau d'interconnerion est un ensemble

de commutateurs et de fils qui établissent Ia liaison entre les composants

liés a ces N lignes d’entrées et des composants fiés a ces N lignes de sorties,

ces derniers n'étant pas forcément différents des premiers. La fonction la

plus fréquente pour un réseau d'interconnexion est de permettre l'échange

de données, soit entre les processeurs et les bancs de mémoire, soit entre

les processeurs eux-mémes. Le choix de Ja structure du réseau et son mode

de fonctionnement est lié a l'architecture du systéme utilise. Dans un

systeme M.ILM.D, des liaisons entre point dentrée et point de sortie

s'établissent ou se défont, sans que lenchainement de ces changements

d'état soit prévisible. Dans un systéme S.I.M.D, au contraire, la permutation

détat de tous les commutateurs du réseau s’effectue au méme instant. On

appelle réseau sans blocage un reseau Ry y de N entrées et N sorties, pour

lequel on peut établir une liaison entre une entrée active i et une sortie

inactive j sans modifier les liaisons déja existantes. Les entrées et sorties

inactives sont celles qui ne sont pas respectivement liées 4 une sortie ou

une entrée.

Un réseau est réarrangeables ii est toujours possible d'établir une

liaison entre une entrée et une sortie inactive, au prix, le cas échéant, de

modifications de liaisons déja établies entre entrées et sorties actives.

Enfin un réseau est on réarrangeable s'i\ existe une probabilité

de blocage arbitrairement faible pour !'établissement de liaisons entre les

entrées et les sorties inactives [1-24].
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ll existe différents réseaux d'interconnexion, sans blocage,

réarrangeables et non réarrangeables, concus pour les deux architectures

S.LMD et M.LMLD. Au 1-2-3 nous avons présenté la matrice de points de

croisement qui est un réseau sans blocage. Nous présentons ici d'autres

réseaux utilisés dans les architectures paralléles.

1-3-1 : Réseau de Clos :

Le réseau de Clos [1-25] representé a la figure (1-10) est un

réseau de N entrées et N sorties qui comporte trois étages formés

respectivement de r matrices de points de croisement nim, n matrices

rxretr matricesnx m.

Le réseau de Clos est sans blocage si m » 2n-1 {1-24]

Le nombre de commutateurs N, du réseau de Clos est de :

No=2rmn+ mr? (1-3-1)
rer

741ax m// AK maa
IL

T

UN
e

TT= Ye

Figure (1-10) réseau de Clos 4 trois étages.
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et si m= 2n-1 alors

No = 2¢ (2n-1) n+ (2n-1).12 (1-3-2)

Comme N = ra, le minimum de N, est obtenu par AN-TN :

c'est-a-dire n ~ /N lorsque N est d'ordre élevé d’ot

Nemin = 2N(2/N -1) + (2+ 18-1) N= 6 NYN (1-3-3)

Le réseau de Clos nécessite ainsi moins de commutateurs que la

matrice de points de croisement a partir de N30.

Le cout de réalisation du réseau de Clos est encore assez élevé. Il

est méme plus élevé que la matrice de point de croissement pour N<30.

1-3-2 Réseaux de Bénes :

On démontre que pour mpn, le réseau de Clos est réarrangeable

1-25).

Le réseau de Bénes est obtenu a partir d'un réseau de Clos avec m=

n-=2. Dans ce cas l'étage médian du réseau de Clos se compose de deux

commutateurs a N/2 entrées et N/2 sorties. On decompose alors ces deux

commutateurs en réseaux de Clos a trois étages et on répéte le processus

jusqu'a ce que {es commutateurs médians soient eux-mémes des

commutateurs 2 entrées x 2 sorties. La figure (1-11) présente un réseau de

Bénes pour N=8.

Figure (1-11): réseau de Bénes.

Le nombre de commutateurs dans un réseau de Bénes est

(N/2) (2 logy N-1) (1-3-4)

ce qui constitue une réduction considérable par rapport a la matrice de

points de croisement et au réseau de Clos. Pourtant, le fait d’étre

réarrangeable Je rend difficile a utiliser dans les architectures M.I.M.D. Le

réseau de Bénes est donc surtout utilisé dans les architectures S.I.MD.

(1-14).

1-3-3 Réseau Oméga :

Le réseau Oméga 4 N = 2" entrées et autant de sorties, est

composéde n étages de gnl commutateurs élémentaires. Chacune de ces

mailles réalise la permutation dite “perfect shuffle", telle que chaque

interconnexion prend pour entrée Ja position dont la représentation binaire

est S) S$ Sp et la permute 4 la position S2 $3 ww Sq Sy. Aprés, le

commutateur peut permuter la sortie 4 la position Sz S3 .... Sp ou Sp §; ....
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Sql. La figure (1-12) présente le réseau oméga pour N = 8.

Le nombre de commutateurs du réseau omega est N/2 logoN,

cest-a-dire deux fois moins que le réseau de Bénes. En revanche, comme il

y aune seule liaison possible entre chaque entrée et chaque sortie, des

conflits sont inévitables. La figure (1-13) montre une liaison simultanée de

000 ----000 et 100 ----»010. ov les deux liaisons utilisent une meme

connexion.

Cette situation conflictuelie est inadmissible, parce que deux

signaux différents utilisent le méme fil en méme temps.
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Différentes études, tant par simulation qu'expérimentales ont

démontré que ces conflits, sont largement occultés par les conflits d'accés

aux bancs : la réduction du débit résultant de l'emploi d'un réseau Oméga a

la place d'une matrice de points de croisement reste souvent de ordre de

10 4 15% [1-24].

Le réseau Oméga a été étudié pour les deux architectures S.I.M.D et

M.I.MD et il existe des algorithmes d'établissement d'un réseau Oméga,

dans les deux cas [1-24], ce réseau Oméga offre également la possibilité de

diffusion (figure 1-14).
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Figure (1-14): les états des commutateurs d'un réseau Omega.

1-4 CONCLUSION :

Le développement de la technologie LS.I et V.LS.I a donné a deux

différentes architectures paralléles présentées une grande importance

pratique. Nous avons cité trés briévement les problemes existants tels que

l'accés aux mémoires communes et le blocage des réseaux d'interconnexion

Pour les architectures $.I.M.D et M.IM.D, les réseaux d'interconnexion et

de permutation sont désormais une partie intégrante de leurs

architectures.

L'application de ces architectures pour identification et la

commande des systémes interconnectés dépend largement du probleme

traité. D'une facon générale ces systémes sont composés des sous-systémes

de différentes dimensions faiblement couplés. Nous estimons donc qu'une

architecture M.LMD convient mieux a ce type de problémes. Le calcul au

niveau des sous-systemes étant essentiellement constitué d’opérations

matricielles, on peut choisir ace niveau les processeurs vectoriels.

- CHAPITRE 2 -

PREATION FY

OGDODRADEENEDY

DES ALEOOITOMES

PaGa@LLELes
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2-1 INTROD ON:

Un nombre important d’algorithmes numériques concus pour le

calcul en série ont une formulation fortement paralléle.

Par contre d'autres doivent étre modifiés en vue de l'implantation

sur les systémes paralléles.

Nous commencons donc ce chapitre par la présentation du

parallélisme pour certains algorithmes et par les techniques de sa création

pour d'autres.

Nous étudions ensuite les méthodes d'ordonnancement des

différentes taches d'un algorithme. Pour cela nous représentons ces taches

et leurs relations par un graphe. A l'aide de la théorie des graphes nous

abordons l'ordonnancement tempore! de f’algorithme dans le cas ov la

durée et d'autres caractéristiques des taches peuvent étre déterminées a

priori.

Liordonnancement par le rang, utile dans le cas ot la prédiction de

ces caractéristiques est impossible, est abordé en fin de chapitre.

2-2 ALGORITHME PARALLELE:

2-2-1 Parallélisme des algorithmes numériques

Nous appelons parallélisme 1a possibilité d'exécuter plusieurs taches



d'un algorithme simuitanément. Dans cette definition nous supposons

naturellement que les ressources pour exécuter ces taches sont illimitées.

Dans ce cas le parallélisme de J'algorithme est déterminé

uniquement par l'indépendance de ces taches.

C'est au travers de la logique d'exécution que l'on décéle la

dépendance ou l'indépendance de ces taches. Ainsi dans un algorithme

strictement de type série, les taches doivent étre executées l'une apres

l'autre.

Par contre dans un algorithme paralléle, la fin d'une tache peut

déclencher I’exécution de plusieurs autres taches.

Nous alfons illustrer ce phénoméne par quelques exemples.

Exemple 1 :

Dans certains calculateurs on utilise l'algorithme suivant pour la

division de deux nombres décimaux N et D : [2-1] , 2-2}.

Début de l'algorithme,

par le décalage a droite, rendre le nombre D inférieur a 1

poser i= 0; D(i) =D; N(i)=N-

tant que (| D(i) - 1] < @) faire

Debut

D (itl) - (2 - D(i)) x Di) ;
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N (itl) = (2 - D()) x NW;

i-i+1;

fin

Fin de l'algorithme.

A la fin du calcul, D(i) s‘approche de 1 et N(i) donne le rapport N/D.

Dans cette algorithme, le calcul de Niet) et D(i+!) peut étre

effectué en paralléle sur deux processeurs. Mais !'exécution du test (| D(i) -

1) < ©) ne peut commencer qu'aprés le calcul de D(i).

Le schéma du calcul est dont le suivant : (figure 1).

test calculde D(1) _ test calcul de D(2)

$ t + + ———

calcul de N(1) calcul de N(2)

KH K——H —- — -

Figure (2-1) Schéma du calcul de N/D

Pour le calcul de D(1) et N(1), deux étapes, une addition et une

multiplication, sont nécessaires. Ainsi si l'algorithme converge apres k

itérations, le calcul de N/D se termine en 3k étapes. Si on dispose d'une

structure pipeline on peut modifier cet algorithme pour le rendre plus

paralléle :

Début de l'algorithme
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Par le décalage a droite, rendre le nombre D inférieur a 1

Poser i-0 ; D(0) = D; N(O)=N;

Faire

Debut

D(i+1) = (2-D(i))x Di) ;

N(i+ 1) = (2-D(i ))x NG);

Fin

Tant que ({D(i-1)- i] «= ©)

Fin de l‘algorithme

Dans ce cas on peut effectuer le test (|D(i-1)-1k = © en parallele

avec le calcul de N(i+1) et D(i+1). Le schema du catcul est alors le suivant :

Calcul de D(1) Calcul de D(2)

\

Calcul de N(1) Calcul de N(2)

Test de DCO) Test de DUI)

Figure (2-2) Schéma du calcul de N/D utilisant

le principe de pipeline

Exemple 2:

Méthode d'élimination de Gauss pour Ja résolution d'un systeme
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d‘équation linéaire. Supposons le systéme :

Ax=b

a x b
11 in 1 I

I b

A= X- 2 ib- 2

BD ceessrsesuee a

nl nn x b
ni n

(2-2-1)

L’algorithme de Gauss de triangularisation de A est réalisé par :

Début de l'algorithme

1 ota .

Poser (aj) - aj: (ij- lan)

Pour l=1 4 (n-1)

Debut

Calculer a'r j

Calculer Diy = (-(dy) x (dy)! si = el an

Calculer (aj)! = aj + Di ayy: ij-=llan

Fin

Fin de l'algorithme.

A chaque étape de triangutarisation, la suite des calculs depend du

calcul de lay Mais fe calcul de (a'r! décienche Je calcul de tous les

Diy lequel rend possible le calcul de tous les éléments ( ai)! de la ligne i.
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Ainsi, sur un systéme multiprocesseurs, on peut effectuer le calcul de la

fagon suivante :

1- Calcul de (apr! sur un processeur en une étape,

2- calcul des Dy en paralléle sur au maximum (n-!) processeurs en une

etape,

3- calcul des ( ai)! en paralléle sur au maximum (n-1) processeurs

en deux étapes.

Chaque étape de triangularisation nécessite quatre opérations. La

méthode de Gauss se termine donc en 4(n-1) étapes en utilisant un nombre

maximum de (n-1)? processeurs.

Si on utilise la stratégie du pivot maximum le nombre des étapes

du calcul augmente d'une facon considérable.

Pour fa recherche du pivot maximum, parmi n pivots, il faut logan

comparaisons (Cf 2-2-2-a). Ainsi, le nombre d'opérations 4 chaque étape

est log n+ 4 et le temps total de calcul est de ordre den loga(n!) +4(n-1)

2-2-2 Méthodes de création des algorithmes paralléles:

Les deux exemples précédents montrent le parallélisme naturel

existant dans les algorithmes pourtant concus pour les calculateurs séries.

Mais cette formulation paralléle n'est pas toujours aussi évidante. Dans ces
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cas, une simple conversion des algorithmes series en algorithmes paralléles

ne révéle pas tout le parallélisme contenu dans l'algorithme. L'exploitation

de ce parallélisme caché nécessite souvent la modification de !'algorithme

original. Dans les ouvrages spécialisés il existe des méthodes de création

dalgorithmes paralléles que nous allons illustrer par des exemples :

a- Methode de dichotomie:

Cette methode consiste a diviser une tache de dimension N en deux

taches de méme complexité, de dimensions N/2 et a continuer cette

division récursivement.

Exemple:

Dans la méthode du gradient conjugué, pour le calcul de la matrice

de conditionnement, on utilise souvent le schéma suivant : [2-3], [2-4].

. N

wis 5 Na" (2-2-2)
n=O

Dans le calcul série de M~!, on utilise fa regle de Horner :

<1;

Wot = Up-t + Un) Wns

ce qui donne Wg ~ wl

Cet algorithme ne convient pas au calcul parallete, car il nécessite N
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multiplications et N additions strictement en série.

La méthode de dichotomie peut étre utilisee pour créer un certain

parallélisme pour le calcul de wl. Supposons N=8, on peut écrire :

Mole (uot WgA2 nga4+ BgA® + ngA8)+ A (yl UgA2* usA4 + LAS)

= F)(A) + AF9(A)

on caicule donc

1- AZ en une étape

2-F)(A)et AF2(A) sur deux calculateurs paralléles en dix étapes

3- F)(A) + AF2(A) en une étape

Le calcul de M7! se fait donc en 12 étapes, en utilisant deux

processeurs. On peut continuer encore la méthode de dichotomie :

FI(A) = (igh + tgh4+ wgA5)+ A2 (uy + tga)

F(A) =(wyl + UsA4) + A? (ug + tzA4)

on calcule donc :

- A‘ en deux étapes (au passage on calcule également A2)

- F(A) et F(A) en 6 étapes sur 4 processeurs

~Fy(A)+ AF2(A) en deux étapes
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ainsi le calcul de uw! se fait en 10 étapes utilisant au maximum 4

processeurs.

La méthode de dichotomie est également utilisée pour le calcul de

FET, [2-6], du tri rapide {2-7] et beaucoup d'autres exemples.

b- Méthode de vectorisation de l'algorithme

On convertit un algorithme série de calcul direct d'un systéme en un

algorithme itératif qui converge rapidement vers la solution du probleme

sous certaines conditions.

Exemple:

Résolution du systéme linéaire

Az=b (2-2-3)

avec A matrice tridiagonale.

La méthode directe de résolution de cette équation est décrite par :

Début de l'agorithme

Poser let (Ag)h = Ay ielansjet-Liiel (Us Jon)

Pour (1-1 an-1)

Début
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Calculer (a'r!

Calculer Dj = (ay) | ay)! i=l+1 i<n

Calculer (a)! = ( ai;)! + Di (ay) i-l+L:jelel (isn,jia)

Fin

Fin de l'algorithme.

A chaque étape de cet algorithme, on ne calcule qu'une seule valeur,

cest donc un algorithme strictement série. Par contre si on utilise les

méthodes itératives comme la méthode de Jacobi ou celle du Gradient

conjugué, 1a résolution du systeme se fait en parallele sur o(n) processeurs

[2-3], [2-4], [2-5].

Nous utilisons cette méthode au chapitre 3 pour la résolution

itérative des systémes tinéaires et au chapitre 5 pour le calcul d'une

commande optimale.

c - Méthode de partitionnement

Dans cette méthode on décompose le probléme en plusieurs

sous-problemes que !'on résoud en paralléle. La solution du probleme

global est alors une combinaison des solutions des sous-problémes.

Exemple :

Soit le probléme suivant de calcul de commande optimale :

minimiser le critére non linéaire :
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t

; f

j=h(x (t))s j a (zu, t) dt (2-2-4)
f t 7

0

—=f(H,u,t) (2-2-5)

H_ est le vecteur d'état de dimension n, u est le vecteur de commande de

dimension m et tg et tpsont respectivement le début et la fin de la période

d'optimisation.

Les conditions d‘optimalité pour ce systéme s‘expriment par : [2-8]

a= flyt) (2-2-6)

ae, of a & Oy - a (x, u, t) (2-2-7)

Pen : so ut =0 (2-2-8)

H(tg)=Hg (2-2-5)

alto Senteaty eae

ou Lest le vecteur des paramétres de Lagrange associé.
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Si on calcule u dans l'équation (2-2-8) et on obtient a partir de

(2-2-6) et (2-2-7) deux équations en x(t) et A(t)

Fiat, (Hast) (2-2-11)

da
ae ee) (2-2-12)

8 a H(ty)-Hy

s ar eM
upposons 2) |: 4 . acts eut ytd

2

on a alors :

az
a olz,tl (2-2-13)

M(a(tg), z(t) = 0 (2-2-14)

Pour fa partition de cet algorithme, on peut utiliser fa méthode

suivante : [2-1]

- on divise lintervalle [t,, tpl en (k-1) sous-intervalles

ty = ty < ty 6 tg oo Sty = ty

- on estime une solution z; pour le systéme 2-2-13 dans chaque

intervalle et on résout pour chaque intervalle les systemes d'équations
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d
B= oletl, 2-2

Chaque solution z = z (t, zj) est définie sur [t;, tj, ;].

On partitionne ainsi fe probléme original en m-1 sous-problémes

que !'on peut résoudre sur m-! processeurs en paralléle. La solution

globale est une combinaison de ces solutions [1]. Cette méthode est

également utilisée pour la recherche du zéro d'une fonction [2-9], [2-10].

d) Implantation asynchrone des algorithmes :

Dans un systéme multiprocesseurs, on peut avoir des algorithmes

répartis sur différents processeurs qui exécutent leurs taches

indépendamment les uns des autres. A partir d'un certain moment, ces

taches doivent étre synchronisées pour la suite des calculs. Cest le cas

lorsque le commencement d'une nouvelle tache sur chaque processeur

dépend de Ia fin des plusieurs taches précédentes. Les processeurs qui ont

terminé teurs catculs doivent alors atteindre la fin des taches les plus

tongues. Si la difference de temps d'exécution est assez grande ces attentes

peuvent réduire considérablement I'efficacité globale du systéme. Une

solution pour surmonter ce probléme est d'utiliser un algorithme dit

“asynchrone" : chaque processeur recoit une ou plusieurs variables

globales, en fonction de ces variables et des résultats precedents, il effectue

les modifications nécessaires sur ces mémes variables globales ou d autres

variables, avant de commencer son prochain cycle. Ainsi, le processeur n'a

pas a attendre les données des autres processeurs. Cette configuration peut
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accélérer considérablement l'exécution de la tache globale sous certaines

conditions [2-11].

Exemple :

Considérons le probléme de calcul du point fixe :

Xie =(x;) (i = 0, i, Weetetand }

ou I, est donné.

Si o(z) = f (gy (x) go(z), , 8q(4)) alors on peut écrire

Kiel =f (g ; ()), 82(x;), en Bn (z;))

Avec un algorithme synchronisé, g,(x;), 82(xj) gn(x;) sont

calculés sur n processeurs,; mais pour te calcul de x),; et donc fe

commencement de la prochaine itération, le calcul de tous les 8 (x;) doit

étre terminé Pour un algorithme asynchrone, dés qu'il y a une nouvelle

valeur de By (xy), la valeur de xj, est modifiée, le premier processeur qui

a terminé fe calculi de 8, (n)) le plus vite commence l'itération suivante avec

cette nouvelle valeur. On peut trouver les conditions de convergence de ces

algorithmes dans [2-12]. Ils ont en particulier éte utilises pour le calcul de

commandes optimales des systémes linéaires avec des contraintes non

linéaires sur la commande. [2-13], [2-14].

e 0 DES L
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Lordonnancement d'un algorithme paralléle est la facon d'organiser le

calcul de ses différentes taches afin de minimiser ou de maximiser un

critére donné. Dans te calcul paralléle, un critére trés important a

minimiser est le temps de calcul en présence de contraintes telles que la

limitation du nombre de processeurs, la capacité mémoire, etc...

Deux des méthodes les plus connues pour ce type de probleme sont

la méthode C.P.M dans le cas ot le temps d'exécution des taches est

déterministe, et la méthode PERT dans le cas oti le temps présente une

distribution probabiliste. Pour mettre en oeure ces méthodes, il est

nécessaire de représenter les algorithmes par des graphes.

2-3-1 Représentation des algorithmes par des graphes:

Chaque algorithme est composé d'un systéme de taches ST = (T,<) ot

T = (Tj, Tg----, Ty) est une ensemble de taches et < est fordre partiel sur

T. La relation < est représentée comme suit: si TT; la tache T; doit étre

terminée avant le commencement de la tache T,. Dans le cas de ressources

illimitées, cet ordre partiel est déterminé par la logique d'algorithme.

Dans le cas des ressources limitées, il est déterminé également par les

contraintes imposes par ces ressources.
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Etudions la résolution du systeme d‘équations linéaires suivants :

ay ity fy

2 (Xs 422% =b2 (2-3-1)

43 )1) 4 432%2 + 433%3 = b3

La liste des taches et leurs ordres partiels sont les suivants :

1- xray! by pF i

2- a91%| Ty =2

3- 434%] 13-2

4- by = bg - 894% 14-3

S- b'3 = ba - a3 1X) Ts =3

6- ip = a! ba Tg=4

7- a39%9 T7=5

8- b'z =~ b'3 - az9x2 Tg - 6

9- 13- a3! b'3 Tg=7

Tableau (2-1) l'ordre partiel des taches du systéme (2-3-1).

On peut représenter le systéme des taches ST = (T,<) par un graphe

orienté G-(N.M) ot l'ensemble des noeuds N est identique a l'ensemble des

taches T et M est l'ensemble des arcs reliant les noeuds N tels que :
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Tj <T, (1,7) 6M i*} j= 1,2 N

Ainsi le graphe représentant l'algorithme de résolution du systéme

(2-3-1) est le suivant :

OO

) JQ)

Figure (2-3): Graphe représentant le résolution du systeme (2-3-1)

Dans cette représentation nous avons éliminé toutes les connections

redondantes (connections 1-4, 1-6...) pour raison d'inclusion.

2-3-2 Pondération du graphe:

Dans le cas d'‘implantation du systéme des taches ST sur un systéme

multiprocesseurs, on peut affecter a chaque tache un tableau des valeurs

nécessaires pour son exécution. Ces valeurs peuvent étre par exemple la

durée d'exécution de fa tache, ses besoins en place mémoire, en réseau de

transfert, etc... Ainsi on peut compléter par exemple le tableau 2-1 par le
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tableau 2-2 suivant:

Tache t exécution besoin en place mémoire

t div 3

2 t mult 3

3 t mult 3

4 t add 3

5 t add 3

6 t div 3

7 t mult 3

8 t add 3

9 t mult 3

Tableau (2-2) Caractéristiques des taches du systéme( 2-3-1)

Nous appelons pondération du graphe G(N,M) l'affectation de ces

valeurs a chaque noeud de G avant l’exécution de l'algorithme. La

pondération du graphe n'est pas toujours possible.

Dans le cas ou les taches sont des taches composées 4 l'intérieur

desquelles il existe des boucles d'une longueur indéterminée (while) ou des

branchements logiques, la détermination de la durée d'exécution est

impossible. Par exemple ajoutons au systéme (2-3-1) 1a condition suivante :

(si lay; ) alors 10
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& est une valeur positive prédéterminée et 10 est une tache qui modifie les

valeurs des aj; et les renvoie aux taches respectives. Dans ce cas le graphe

représentatif de l'algorithme est fe suivant :

debul yO Ken >On,“
Ne fon

. a8)

Figure (2-4) Le graphe du systéme (2-3-1 Javec branchement sur les

taches 1-6 et 9

Si l'ensemble des taches 1 a 10 forme une tache composée d'un

algorithme plus grand alors fa détermination a priori de la durée de cette

tache est impossible. La durée de cette tache est déterminée par le nombre

de boucles du le programme 4 l'intérieur de cette tache. Comme les valeurs

a;; sont generees dynamiquement par le programme principal, le nombre

de fois que le programme boucle a liinterieur de cette tache est

imprévisible. Nous reprendrons ce probléme en 2-3-7.

2-3-3 Fusion du graphe:



49

Dans un systéme paralléle, lorganisation du calcul est l'une des

fonctions les plus complexes d'un logiciel. Le temps nécessaire pour que le

systéme réalise cette organisation est en effet beaucoup plus important

dans le calcul en paralléle que dans le calcul en série.

A titre d'exemple, le simple transfert d'une donnée d'une mémoire

vers le registre ou une mémoire interne d'un processeur pour une

architecture utilisant un réseau oméga nécessite déja la réalisation d'une

liaison entre la memoire et le processeur concerneé, ce qui peut provoquer

le changement d'état de tous les commutateurs du réseau. Si les taches d'un

algorithme sont composées d'opérations élémentaires sur les mots, alors le

temps d'organisation du calcul peut méme dépasser le temps du calcul

proprement dit [2-3], [2-15]. Pour cette raison et pour augmenter la

“granulosite” de I'algorithme, il faut fusionner le graphe afin de former des

taches plus importantes. La procédure de fusion dépend de l'algorithme et

du systéme utilisés.

Le choix de taches de grande dimension diminue normalement le

degré de parallélisme de l'algorithme. Si le nombre de processeurs utilisés

est assez grand, la fusion de l'algorithme risque de diminuer le temps

d'occupation des processeurs et donc de réduire l'efficacité globale du

systeme. La dimension des taches est donc un compromis entre les

és du systéme et le parallélisme de l'algorithme utilisé

Une des méthodes de fusion que !'on peut utiliser, en particulier

dans {identification et la commande des systémes interconneciés, consiste
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a travailler sur les blocs de données. Cette idée, largement utilisée pour le

calcul de la commande des systémes a grande dimension, peut avoir

beaucoup dintérét pour diminuer la part de l'organisation dans le temps

total de calcul d'un algorithme paralléle. Nous illustrons ce probleme par un

exemple

Supposons qu'on veuille effectuer la multiplication de deux matrices

A et B sur une architecture en bus partageé.

C=A.B

Mémoire

globale

Bus

Mémoire Module Module Mémoire
locale N 1 locale

Figure (2-5)

Les matrices A et B sont stockées dans la mémoire globale et la

pouvoir réaliser fa multiplication des deux matrices en paralléle on

décompose les deux matrices A en N blocs de lignes et la matrice B en N
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blocs de colonnes. On effectue la multiplication des deux matrices par les

blocs de ligne et de colonne comme cela est montré a la figure (2-6).

BLOC |

BLOC BR BLOC

A 1 N

BLOC N

Figure (2-6)

Pour ne pas occuper le bus pendant le calcul, chaque processeur

transfére les blocs A; et B correspondants dans sa mémoire locale et libére

le bus pour le transfert des autres blocs sur d'autres processeurs. Sin est la

dimension de A et B, celle des blocs est de n2/N,

Supposons t, le temps de transfert d'un nombre réel de la mémoire

globale a une mémoire locale et tmult le temps de multiplication de deux

nombres réels par un des processeurs. Le transfert des données de

mémoire globale aux mémoires locales est propre a l'architecture parallele;

dans une architecture série ce transfert est une notion inexistante.

92

Le temps de transfert d'un bloc de A ou Best T, ~(n2/N)ty ,et dun

bloc de C est Ty -(n2/N)t, .

Le temps de multiplication de deux blocs de A et B est

2Tcl /N2 tas utt

Le schéma de calcul est présenté a la figure (2-7):

aq T T
TMm t am

systeme 1 +—+—-} t—+—+—

21 T ri 2

systbme 2 ppt, my ty

21 T tT 2t

: it m t t

systéme N I+ St

Figure (2-7) : Schéma de calcul pour A.B

Le temps de multiplication de deux matrices T ult est donc:

Truitt 2 2 (N-L) Tp tN (Ty + 2 T+ Ty) (2-3-2)

Le temps utile du calcul est de NT,, et le temps de résolution du
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systéme (overhead) est (4N - 2) T, + NT.

On peut donc poser :

2 2

tsystime @N2)+NT (OR NR ane a 3%)
tute NT, ( © INYtraat Oo tous

pour (t/tmyit)=! . si le nombre de blocs N est supérieur a n/4, le

temps de calcul calculé dans (2-3-2) dépasse le temps utile. Pour diminuer

le temps de calcul, il faut diminuer le nombre de blocs N et choisir des

blocs plus grands. Mais, dans ce cas, si on calcule le taux d'accélération,

cest-a-dire le rapport du temps d'exécution d'algorithme sur un seul

processeur avec le temps d'exécution sur le systeme de multiprocesseurs,

ona:

wt3

a + null
‘accel “TNT ANG, TT) rn

(4N-1) wh +n Nt a) Se +h

| oNmult - (2- 3 4)

La figure (2-8) montre la variation de ft accel pour n-100 et

(te/tmytt)=! en fonction de N
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tacc

¥

bo aey a oo Qo

Figure (2-8} Taux d'accéleration de multiplication de deux matrices

Le choix de blocs plus grands (N plus petit) diminue le taux

d'accélération. La dimension des blocs est donc choisie par compromis entre

le nombre des processeurs utilisés et le taux d'accélération acquis.

2-3-4 Détermination de la durée d'exécution des taches:

D'une facon générale, on peut regrouper les taches en trois

categories:

1- Les taches dont la durée d'exécution ne peut pas étre déterminée a

priori,

2- Les taches dont la durée peut étre déter minée avec exactitude ,

3- Les taches dont la durée ne peut étre déterminée qu'avec une

certaine incertitude.
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Les taches de la premiére catégorie sont celles qui sont composées

de boucles de longueurs indéterminées ou de branchements conditionnels

(exemple 2-3-1).

Pour les algorithmes composés de ces types de taches nous

présentons une méthode d’ordonnancement dans le paragraphe 2-3-7.

Nous étudions donc pour l'instant les deux derniéres catégories.

Chaque tache, quelque soit sa complexité, peut étre décomposée en

une suite d'instructions du processeur utilisé. Le temps d'exécution de ces

instructions est normalement déterminé par les fabricants des processeurs

en fonction du cycle d'horloge. IL suffit donc d’écrire le programme

d'exécution de la tache en langage assembleur du processeur concerné et

den déduire son temps de calcul. Dans [2-16] par exemple, on trouve entre

autres, la durée de la multiplication de deux matrices, de f'inversion d'une

matrice, et d'une itération de la méthode de Newton, en fonction du cycle

d'horloge pour un processeur 77230 de la Société Nec. On trouve également

evaluation des performances du processeur 56000 de Motorola [2-17] et

du processeur 68930 de Thomson [2-18], pour le calcul d'une racine carrée,

d'une transfor mée rapide de Fourrier..etc.

Une méthode moins précise, mais plus rapide, surtout dans le cas du

calcul matriciel, est de déterminer le nombre d'opérations mathématiques

nécessaires pour l'exécution d'une tache. La durée de la tache est

déterminée ensuite par fa somme des temps nécessaires pour effectuer ces

opérations.
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Exemoples :

- La multiplication de deux matrices de dimensions m.n et nk nécessite

m.n.k multiplications et mk(n-1) additions.

- La résolution d'un systéme linéaire symétrique par la méthode de

Cholesky nécessite [2-19]:

- nextractions de racines carrées

-n(n+3)/2 — divisions

- n(n-1) (nt 7)/6 multiplications

~n(n-1) (n+ 79/6 additions

Dans l'anneze A-1, nous donnons une liste des nombres d'opérations

mathématiques élémentaires pour les calculs matriciels frequemment

rencontrés dans l'identification et le calcul de la commande des systémes

complexes.

La détermination du temps d’exécution exact d'une tache n'est pas

toujours possible. La durée des opérations mathématiques élémentaires est

souvent conditionnée par le mode d'adressage, !a précision des données, 1a

présence ou non d’états d'attente (instruction WAIT), le chevauchement

des instructions... etc..[2-20] .

Dans ce cas, la durée de la tache est une variable aléatoire pour

laquelle il faut déterminer la moyenne et la variance. La durée d'une tache

composée est la somme des durées de ces opérations élémentaires. Si le
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nombre de ces opérations est assez grand, on peut appliquer le theoréme

central limite.La durée de la tache composée est donc dans ce cas une

variable aléatoire normale, dont la moyenne et la variance sont la somme

des moyennes et des variances des opérations élémentaires.

Dans le cas ot le nombre d'opérations élémentaires d'une tache

n'est pas trés élevé, on peut utiliser la méthode des trois temps de la

technique de la méthode P.E.RT. [2-21] présentée a la figure (2-9).

4 Densité de la probailité

a de la tache

>

Figure(2-9) Méthode des trois temps

On estime trois temps : le temps optimiste a, le temps pessimiste b

et le temps le plus probable m:

- aest la limite inférieur de l'intervalle de confiance a 90 %
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- b est la limite supérieur de !intervalle de confiance a 90 %

- m est la durée Ja plus probabie.

Dans ce cas, la moyenne et la variance de la durée de la tache sont

déter minées par

t moyenne = (a*b+4m)/6 (2-3-5)

et

variance = (b-a)2/10,2 (2-3-6)

2-3-5 Ordonnancement de base:

Nous appelons ordonnancement de base l'accomplissement des étapes

suivantes :

1- Détermination des relations entre les différentes taches,

2- Estimation des durées des taches et de la durée d'exécution de

lalgorithme,

3- Estimation du début et de la fin de chaque tache,

4) Dereluatinn A ;
4- Evaluation des ressources nécessaires,

Pour cet ordonnancement nous utilisons la méthode "C.P.M" dans le

cas ob les durées des taches sont déterministes et la méthode "PERT."



dans le cas de durées aléatoires.

Do

L'étape 1 consiste a former le graphe représentatif de l'algorithme

qui a été étudié en 2-2-1, 2-2-2 et 2-2-3. Nous avons expliqué une partie

de l!'étape 2 4 2-2-4 et nous expliquons la suite a partir de

suivant :

l'exemple

soit 4 résoudre le systéme d'équations linéaires, triangulaire par blocs

suivant :

AX=b

ov A est de la forme suivante :

1 9 0

oy Aap ©

9 Aso Ass

Ag 9 Ag

A, 0 0
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(2-3-7)

Nous supposons également que les sous-matrices Aij sont toutes

d'ordre 3 et qu'on utilise un systéme multiprocesseurs pour lequel fa
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division, la multiplication et l'addition de deux nombres réels se font dans

le méme temps t.

Les différentes taches de I'algorithme pour la solution du systéme

(2-3-7) sont résumées dans le tableau (2-3).
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N° Nature de la tache Durée Ne Nature de la tache Durée

4 15 Poon 3t

1 Ay, 4it Dy = by -Ag, %

2 Ast ait 4
22 16 K,° Ags x, 1st

-1

3 A 4it
33

“I v7 Ags *3 Ist
4 Aga 4\t

1 I8 ee bea
5 Ags 41t bo- 2, 43° 3 3t

-1

6 K A b St -1 2
1 1 1 =

19 x, Aa Dy St

7 Ay Ky ist

A8 Aas X ist 20 og thy ist

9 Ag, X, St 2 i

21 b= b_-A_ x 3t
10 pls BA 3t 5 5 $4.64

2 22° Mer My
1 “1 2

i baz By Ay X, 3t 22 Ker AQ DB, St

1

12 Dee De ALS, 3t

13 A. b. StX4* D
2 22 “2 Tableau (2-3) suite

14 Azo Xo i5t

Tableau (2-3) Temps d'exécution des taches du systeme (2-3-7)
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La figure (2-10) présente le graphe représentatif de l'algorithme

Figure (2-10)

Les taches 0 et 23 sont respectivement le début et la fin de

Valgorithme. Nous désignons par dpt(i) {instant correspondant au

commancement au plus tét de la tache i. Si prdf{i} est l'ensemble des

iaches qui sont prédécesseurs de i, alors on peut écrirc~

dot(i) = max (dpt(j) + durée (j)} Vj € prdti} (2-3-8)
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En supposant dpt(0) =0, on peut calculer ainsi l'instant au plus tot

pour le début de chaque tache. Soit fpt(i) l'instant au plus tét pour la fin de

la tache i, il est donné par:

fpt(i) = dpt(i) + durée(i) (2-3-9)

Dans fe calcul des fpt(i), on n'a supposé aucune limite sur les

ressources (nombre de processeurs, mémoires..) ; fpt(23) est donc la durée

limite quon peut obtenir avec cet algorithme sur ces type de processeurs.

L’augmentation du nombre de processeurs ou de la capacité des mémoires

n'affecte pas la valeur de fpt(23).

Soit dptd(i) [instant au plus tard de début de la tache i, c'est a dire le

temps maximum au dela duquel le commencement de fa tache i entraine

un retard sur la tache finale. On a donc:

dptd(23) = dpt(23)

alors si Sucli} est l'ensemble des successeurs de i on peut écrire

dptd(i) = min{dptd(j) - durée(j)) ¥ j € Suc(i} (2-3-10)

Liinstant au plus tard de Ja fin de la tache i, fptd(i)}, est défini alors par :

fptd(i) = dptd(i) + durée(i) (2-3-11)
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et la marge(i) par:

marge(i) = dptd(i) -dpt(i) (2-3-12)

La marge(i) est le retard qu'on peut tolérer sur 1a tache i sans

retarder !a tache finale. Le tableau (2-4) résume ces différentes valeurs

calculées pour le graphe (2-10).
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N° | DUREE dpt {pt dptd fptd MARGE

1 41 0 41 00 41 0

2 41 0 41 33 74 33

3 41 0 41 66 107 66

4 41 0 41 99 140 99

5 41 0 41 132 173 132

6 15 41 56 41 56 0

7 15 56 71 56 71 0

8 15 56 71 119 134 63

9 15 56 71 155 170 99

10 3 71 74 71 74 0

11 3 71 74 134 137 63

12 3 71 74 170 173 99

13 15 74 89 74 89 0

14 15 89 104 89 104 0

15 3 104 107 104 107 0

16 15 107 122 107 122 0

17 15 122 137 122 137 0
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N’ | DUREE dpt fot dptd fptd MARGE

18 3 137 140 137 140 0

19 15 140 155 170 155 0

20 15 155 170 155 170 0

21 3 170 173 170 173 0

22 15 173 188 173 188 0

23 0 188 188 188 188 0

Tableau (2-4 ) Caractéristiques temporelles des taches

du graphe (2-10)

On appelle taches critiques, les taches dont la marge est égale a 0.

Ces taches ne peuvent pas étre retardées sans retarder la tache finale. Par

conséquence, le chemin reliant ces taches sur le graphe est appelé chemin

critique. Nous avons mis en évidence le chemin critique sur le graphe

(2-10) par une ligne double.

Le nombre maximum de processeurs pour exécuter cet algorithme

avec une durée correspondant au chemin critique est le nombre maximum

de taches de méme rang sur le graphe. Pour fe graphe de la figure (2-10),

ce nombre est §. Donc avec 5 processeurs on peut résoudre le systeme

(2-3-7) en fpt (23) c'est-a-dire en [88 t. L'exécution du méme algorithme

sur un seul processeur nécessite un temps :
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tmono * 388 t

Le taux d‘accélération de l'exécution de l'algorithme en paralléle sur

5 processeurs est alors de :

taccel = S85t = 2,1
188 t

Nous appelons taux d'occupation !e rapport entre le temps moyen

d'occupation des processeurs et le temps d'exécution de l'algorithme. On

peut écrire:

Taccal
“eo” f processeurs (23-13)

Pour cet exemple :

t
occup

= 2:1 - 0,42
5

On peut constater que le taux d'occupation des processeurs est trés

bas, seulement 42% du temps total.

La question qui se pose maintenant est de savoir si l'on peut

diminuer le nombre de processeurs sans retarder {a tache finale.
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Nous répondons 4 cette question dans le paragraphe suivant.

2-3-6 Ordonnancement des algorithmes paralléles en

présence de contraintes:

Dans 2-3-5, nous avons supposé que les ressources sont considérées

comme illimitées. Dans la pratique cette hypothese n'est pas toujours

vérifiée et méme si c'est le cas, cela peut conduire 4 un rendement trés

insuffisant du systéme global. Nous avons constaté cette insuffisance dans

l'exemple précedent.

En général, te probleme d'ordonnancement d'un algorithme

paraliéle se pose de fa facon suivante [2-1]:

On dispose d'un systéme multiprocesseurs composé de paires :

- MS = (P, R) ou p = (py, Pz, «.. Dm) est un ensemble des

processeurs,

- R= (TR, M) est une paire qui détermine les ressources secondaires

comme les mémoires, les entrées/sorties, etc....

-M= (my, m,.... Mp), donne le nombre de ressources secondaires

de méme type.

Par exemple si TRz désigne des pages mémoires et m2 = 10, on

dispose de 10 pages mémoires.
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Les processeurs peuvent étre identiques ou avoir différentes

vitesses ou méme différentes fonctions. On dispose également d'un

algorithme ou d'un systéme de taches ST représenté par un graphe.

L'algorithme d'ordonnancement est alors !a maniére dorganiser le calcu! de

ST sur MS, afin de satisfaire un critére. Le critére peut étre par exemple :

a) minimiser le temps d'exécution de ST sur MS,

b) minimiser le nombre de processeurs et de ressources

secondaire pour un temps donne,

c) minimiser le temps moyen d'exécution de STsur MS.

En automatique, on peut rencontrer ces trois critéres de facon

directe ou approchée. On peut méme avoir plusieurs critéres en méme

temps. Supposons que lon dispose d'un systéme interconnecté d'une

structure donnée, invariante au cours du fonctionnement. L'implantation

d'un dispositif de commande paralléle pour ce systéme peut se poser de

différentes maniéres :

I- concevoir un systéme multiprocesseurs qui caicule et exécute

ta commande en un temps donné (critére b),

2- minimiser le temps de calcul et d'exécution de la commande

sur un systeme multiprocesseur existant (critere a),

3- choisir parmi les multiprocesseurs existants, un systeme qui

convient mieux au systeme commandé et minimiser ensuite le

temps de calcul de la commande sur ce systéme (critére b et a),
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Ainsi par exemple, pour le systeme d'équation (2-3-7), on peut se

poser les questions suivantes :

1- quel est le nombre minimum de processeurs inférieur ou égal

a5 pour ne pas dépasser le temps du chemin critique(critereb)

2- quel est le temps minimum d’exécution de l'algorithme sur un

nombre de processeurs inferieur a 5 (critere a)

On montre dans [2-1], [2-22] que le probleme d'’ordonnancement

optimal est NP complet, cest-a-dire qu'il a une variation expotentielle en

fonction du nombre de taches. Dans la majorité des cas, on utilise donc, des

algorithmes heuristiques, surtout quand le systéme de taches est

complexe. Un algorithme heuristique qui donne des résultats satisfaisants

dans de nombreuses applications est l'algorithme basé sur la méthode

CPM. [2-1], [2-23], [2-24] Cet algorithme se déroule de fa maniére

suivante :

Debut de {'algorithme

1-Calculer dpt, dptd et 1a marge de chaque tache en

commencant a t-0

2- Eliminer les taches dont l'exécution est déja terminée (a t-0,

ona la tache 0).

Lister ensuite tous les successeurs de ces taches et réactualiser

le nombre de ressources disponibles.

3- Déterminer parmi les successeurs, les taches dont tous les
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prédécesseurs ont déja été executes. Ce sont les taches prétes

a execution : T.P.E.

4- Faire une liste des T.P.E

- par ordre croissant de leurs marges

- pour les mémes marges, par l'ordre croissant de la durée

d'exécution

- pour les mémes marges et durées par ordre décroissant de

la place mémoire nécessaire

5- S'il existe des ressources suffisantes, attribuer les taches

dans !'ordre de [a liste 4 et réactualiser le nombre des

ressources

6- Si toutes tes taches ont été attribuées, terminer le calcul,

sinon poser ltnouveau * ancien * 1 et reprendre J'etape 2

Fin de [‘algorithme.

La complexité de cet algorithme pour le calcul du chemin critique est

O(M) et celle de lordonnancement de Ja liste des T.P.B est de O(N log N)

[2-7].

L'application de cet algorithme au systéme (2-3-7) donne les

résultats suivants
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m processeurs | f exécution t accel t occup

5 188 t 2,06 0,41

3 188% 2,06 0,62

2 207 t 1,87 0,94

Les figures

Tableau (2-5):

(2-11, a, b, c) montrent

lordonnancement du calcul sur cing, trois et deux processeurs ;

respectivement

10 ran} 7 20 |x 22

12

Figure (2-11 a) : 5 processeurs.
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| 6 | 7 jo} 13] 14 fw! 16 | 17 jo] 19 | 20 Je} 22

2 4 8 fe

3 5 9 ja

Figure (2-11): 3 processeurs.

| 6 7 Jol 15 | 14/0) 16] 8 5 N

2 3 4 IP {rja} 19] 20 |x} 22

Figure (2-11 ¢) ; 2 processeurs,

On peut remarquer que le nombre minimal de processeurs pour

exécuter le programme sur une durée égale a celle du chemin critique est

de 3. Le taux d'occuppation dans ce cas est de 69 %. Il est meilleur que

pour 5 processeurs, mais il est encore assez bas. Pour deux processeurs, le

temps de calcul dépasse de 10 % la durée du chemin critique, mais en

revanche le taux d'occuppation passe de 69 % a 94 % qui est un taux

excellent. Donc dans cet exemple, si l‘exécution de l'algorithme en temps

minima! du chemin critique n'est pas une nécessité absolue, le choix de

deux processeur est trés intéressant. La figure (2-12) fournit le graphe

correspondant pour l'ordonnancement de cet algorithme sur 2 processeurs



La comparaison des graphes (2-10) et (2-12) nous apprend que

- de nouveaux arcs ont été crées qui sont purement dus aux contraintes du

systéme (arc 2-3, 3-4, 4-17 etc...)

- d'autres arcs redondants ont disparu ; les arcs 6-9, 6-8, 4-19, etc...

- le nombre d'arcs dans le graphe (2-10) et (2-11) est 29; donc la

complexité de programmation en paralléle, lice aux problémes de

syncronisations, (voirl2-23])est pratiquement fa méme pour les deux

graphes.

2-3-7 Ordonnancement des taches avec la durée indéterminée:

Considérons un programme paralléle composé de taches de type

(2-3-1) avec des branchements et des boucles interieures. Dans ce cas la

durée des taches ne peut pas étre déterminée a priori. Nous supposons que

le programme est donné sous fa forme d'un graphe G-(N,T,M), ot le noeud

a, € N correspond 4 la tache i, i € T est le temps d'exécution de cette

tache i, (une variable aléatoire dans |'intervalle o et tax) et ensemble M

traduit les relations entre les differentes taches. Comme dans le cas
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précédent, nous formons a chaque instant fensemble des taches prét a

lexécution T.P.E. Des qu'un processeur est libre, il faut lui affecter une

tache parmi les T.P.E. Comme fa durée des T.PE. est indéterminée, on

choisit la tache i pour laquelle

PUT, ST) 2P(TpTPVi, | € TRE (2-3-14)

Supposons r; le rang de ta tache i par rapport a la tache finale ; alors

on montre dans [2-1] que la stratégie de choix de la tache avec le rang

maximum correspond a la condition (2-3-14). Dans ce cas, chaque fois que

la liste des T.P.E. est renouvelée par |'arrivée des nouvelles taches, il faut

ordonner cette liste par ordre decroissant des rangs. Le rang de chaque

tache est constant et peut étre calculé avant lexécution du programme.

Mais {'ordonnancement des T.P.E. doit étre fait dynamiquement. Cela

nécessite que le temps moyen d'exécution des taches soit assez grand pour

amortir le temps d'ordonnancement.

2-4 CONCLUSION

Nous avons explicité je parallélisme et les méthodes de création des

algorithmes paralléles. Pour faciliter l'étude de ces algorithmes, nous les

avons représentés par des graphes. En utilisant les techniques C.P.M et

PERT., nous avons calculé le taux d'accélération maximum pour chaque

algorithme. Dans le cas de ressouces limitées, nous avons démontré que le

choix de taches, de marge et de durée les plus petites conduit a un temps

d'execution et 4 un taux d'occupation raisonnables. Dans le cas de taches de
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durée indéterminée, le choix des taches avec rang maximum peut

améliorer le temps d'exécution du programme.

- CHAPITRE 3 -

FaLetl Caga@LLeLe

DES SVEVEMES LINEGIGES
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3-1 INTRODUCTION

Les techniques de I'algébre linéaire jouent un réle essentiel dans les

problémes de l'identification et la commande des systemes interconnectés.

En effet de nombreuses méthodes en Automatique utilisent les calculs

matriciels, ou les systémes d'équations linéaires. On peut citer par exemple

le filtre de Kalman, la méthode des moindres carrés, la commande optimale

des systémes linéaires, etc.. Nous avons donc consacré ce chapitre a l'étude

des méthodes de résolution parallele des problémes d'algebre linéaire.

Nous étudions d'abord la résolution paralléle des systemes

d'équations linéaires triangulaires. Nous abordons ensuite la méthode de

Gauss pour la résolution directe des systemes d‘équations linéaires

quelconques. Nous étudions ensuite les systémes symétriques définis

positifs qui ont une importance particuliére en Automatique. Nous

abordons également les techniques de résolutions paralléles des systemes

linéaires par les méthodes itératives et nous présentons enfin les méthodes

paralléles d'inversion d'une matrice. Dans chaque cas nous étudions le

probléme d'ordonnancement des calculs afin de minimiser, soit le temps de

calcul, soit le nombre de processeurs.

3-2 Méthode directe de résolution des systemes d'équations

linéaires

3-2-1 Cas des systémes triangulaires

Soit le systéme linéaire, sous forme triangulaire, suivant :
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ay XL Oy

4 Ag9 % || by
(3-2-1)

Any Spy Band LXp ILD,

On suppose a,(i-1 an) =0

La résolution de ce systéme par la méthode classique de

remontée|3-1] donne

= -1
Hp ayy Dy

= -1 7
Ky = Agg”* (by~ap1%1)

Les variables Kye kg. wee x, sont donc calculées en série l'une

aprés l'autre. Cette méthode nécessite au total

1+2+ 0... +(n-1) . n(n-1 additions

2

1+2+ 0... +(n-1)=n(n-1) multiplications (3-2-3)

2

n division

Cette méthode s'‘étend aux matrices triangulaires par blocs.

En calcul paralléle, nous pouvons résoudre le systeme 3-2-1 de ia facon

suivante :

calculer Xj> ayy! by

t o=

1 =|accel” “pt + (nl) t
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calcuter b! =b,- a,x, (i=2an) en paralléle

=9.."1h,1 -2-4calculer Ky = Ay) * Dy (3 )

calculer bj? - b;! aig X (i-3.an) en paralléele

-l, n-1calculer Xn 7 on ba

La résolution du systeme (3-2-1) s‘effectue donc sur au maximum

(n-{) processeurs identiques avec un temps nécessaire pour effectuer:

n divisions + (n-1) multiplications +(n-1) additions (3-2-5)

En comparant le nombre d'opérations de 3-2-3 et 3-2-5, le taux

d'accélération d'algorithme sur (n-1) processeurs est

n(n-1) n(n-1)
tiy * 2 oui * 2 add

mutt * 1) bogg

(3-2-6)

Le graphe correspondant est indiqué a la figure (3-1)



Figure (3-1): graphe de la méthode de remontée

Le taux d'accélération (3-2-6) dépend des processeurs utilisés et

nous l'étudions dans trois cas :

1 - tay = tmuit * Saad

2 - tyiy = 6 tadd: tmult = 5 tadd qui sont les temps représentatifs

des processeurs classiques [3-2], [3-3]

3- tdiy = 34 tagd> tmutr= taqg Pour les processeurs rapides [3-4],

[3-5].

Premier cas :
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n+n(n-1) n°
= ——_—__ = 3-2-7accel n+2n-2 3n-2 (3-2-7)

et sa valeur asympthotique est:

tacce| = 1/3 (3-2-8)

Deuxiéme cas:

n{n-1)

oo ata
1 Ss -2-9
accel = On - | 2 (2n- {) e

et sa valeur asympthotique est :

taccet = 0/4 (3-2-10)

Troisiéme cas :

34nen(nt) n’ +330
=i a ee (3-2-11)

acl 34n+2n-2 36n-2

et sa valeur asympthotique est :

tacce! = 1/36 (3-2-12)

On peut remarquer que le taux d'accélération dans le dernier cas est [2

fois plus petit que le premier cas.
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Pour améliorer le taux d'accélération nous proposons de modifier

{'algorithme (3-2-4) de la facon suivante ;

calculer dj = a! (i= { an) en parallele

calculer x; = dj 1.by

calculer b!, = bi - aj; x, (i= 2 an) en paralléle (3-2-13)

caleuler x5 - doz ba

calculer b;? - bj - als Ny (i= 3 an) en paralleéle

HELOPD LEA eee ae abe d ad AAeOG EERO EAA DEL EEG ROLE EBLE DEAS EDC OL EASA EN OEE RELEN AMES RAGE EEE E REED

calculer Xn * dan:

La figure (3-2) donne le graphe correspondant a cet algorithme
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Le chemin critique du graphe (3-2} est composé de:

-1 division + (2n - 1) multiplications + (n- 1) additions (3-2-14)

et le taux d'accélération par rapport a 3-2-3 devient:

Thecet (2 tgiytn(n- I )/2 tmyittn(n-l /2V[tg gqt(2n-1 yt aroten- 1 tadal

(3-2-15)

Le taux d'accélération pour les trois cas précédents, est donc:

Premier cas:

2
n

t =accel 3n-] (3-2-16)

et sa valeur asymptotique est:

taccel = 0/3 (3-2-17)

Deuxiéme cas ;

on (n-1) n(n-1)
+

— 2 2

accel 6 + 5 (2n- 1) + (nl)

6n

nei) (3-218)
11

et sa valeur asymptotique est:
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t (asymp)= 2.n=0273n (3-2-19)
accel i .

Troisie .

4o+n(o-1)_0°+33- Saaea OA) ES 98 (3-2-20)
weel | + 3n -2 3n -1

et sa valeur asymptotique est :

tacces ~ 2/3 (3-2-21)

On peut remarquer que dans cette méthode, fe taux daccelération

est pratiquement stable. Par rapport a la precedente, il n'est pas amélioré

dans les deux premiers cas, mais son amélioration est considérable dans le

troisiéme cas.

SYSTEME TRIANGULAIRE PAR BLOCS.

Supposons maintenant le systéme linéaire :

>

be BS Cr we

| aA A A xL"Ni aN NN. N I | ®n

(3-2-22)

ou Ai sont des sous-matrices généralement d'ordre différents et Xj,
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Xp. ~~~, Kp-bj, bz. ---, by sont des vecteurs de méme dimension que les

matrices correspondantes. De plus les matrices Ajj (i = 1 a N) sont

inversibles. Dans ce cas !'algorithme (3-2-4) s'applique de la facon suivante

Résoudre le systéme linéaire Ay, X, 7b)

Cateuter_b!, ~ bj - Ajy Xj i= 2 aN) en paralléle

Résoudre le systéme linéaire Ag? X - by!

Calculer bj? =-b!;~ Aja Xp en paralléle (3-2-23)

Resoudre le systeme Ayn X, = by!

Les divisions de l'algorithme (3-2-4) ont été remplacées par les

résolutions de systemes linéaires et les multiplications de deux nombres

reels par les multiplications de matrices et de vecteurs. La résolution dun

systéme linéaire nécessite plus d'opérations élémentaires que la

multiplication matrice-vecteur.

Par exemple pour v =5 tdiy = § tagg et mutt = 5 tagg, on obtient :

- pour la résolution d'un systéme linéaire par la méthode de Gauss

440 tagg:

- pour la multiplication matrice-vecteur 145 tadd,

Les systémes triangulaires par blocs ressemblent au cas ou le temps

de calcul de division est supérieur au temps de calcul de multiplication et
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d' addition.

Pour avoir un taux d’accélération plus élevé, il est donc préférable

d'utiliser l’algorithme (3-2-13). La résolution préalable des systémes Aj; X;

il
bj n'est pas possible, parce que les b; iv! sont déterminés au cours du

calcul. On peut résoudre ce probleme de deux facons :

a) factorisation LU préalable des Ajj

b) inversion préalable des Aji

La premiere méthode nécessite moins d‘opérations, mais a la

condition que tous les déterminants mineurs de Ai soient non nuls [3-1].

Pour la deuxiéme méthode, nous avons supposé que les matrices A sont

inversibles. Cette méthode est donc toujours possible.

Nous avons étudié les deux algorithmes (3-2-4) et (3-2-13) pour un

systeme de l'ordre N = 8, composé de blocs de dimension 6.

Dans fe cas ou tgiy = 6 tagd et tmutt = 5 tadd les résultats obtenus

sont les suivants :

8&

ALGORITHME |; TEMPS DU CHEMIN TAUX

CRITIQUE D'ACCELERATION

-2-4 73-2 4570 Sad 1,69

3-2-13 2650 ¢ 2,9
e add ,

Tableau (3-1): temps d'exécution pour tes algorithmes 3-2-4 et 3-2-13.

QRDONNANCEMENT DU CALCUL

Le temps de calcul correspondant au chemin critique pour la

résolution d'un systéme linéaire triangulaire de l'ordre nest obtenu sur au

maximum (n-!} processeurs.

Le taux moyen d'occupation des processeurs dans ce cas est :

accel
ose! VG (3-2-24)

ainsi par exemple, pour le taeoe calculé au (3-2-9) ona:

n(n+1)
t oe -2-2

ocoup 2 (n-1) (2n - 1) (3-225)

et sa valeur asymptotique est: ‘
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v 0,25. (3-2-26)asymp”

Les processeurs sont occupés seulement 25% du temps, soit un taux

extrément faible. Pour augmenter ce taux, nous utilisons donc la méthode

dordonnancement présentée au chapitre 2. Le tableau (3-2) résume les

résultats obtenus pour un systéme d'ordre n ~ 8.

Nombre de Temps de Taux Taux

PEOreSseucs calcul acceleration d'occupation

7 9b ag 24 0,34

6 Ot 24 04

5 hag a *
4 It ay 24 06

3 9 tad 24 a

2 120 4 18 09

Tableau (3-2) : taux d'accélération et d'occupation.

Pour I'algorithme (3-2-4) avec n = 8, tyiy = 6 tagg et tmutt = 5 tadd

jue est obtenue avec 3

processeurs au lieu de 7.Le taux d'occupation des processeurs dans ce cas

est de 0,8 qui est un taux honnéte.

La figure (3-3) donne l'organisation du calcul sur trois processeurs.
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Le tableau (3-3) donne les résultats obtenus pour !'algorithme

(3-2-13) dans le cas d'un systéme de blocs triangulaires d'ordre N=8 et de

dimension de blocs v = 5 dans le cas ot tg ~ 6 tagg et tmutt = 5 tadd.



31

Nombre de Temps de Taux Taux
processeurs calcul daccélération | doccupation

7 2650 t add 2,91 0,42

6 2650 tog 2,91 0,485

5 2650 t add 2,91 0,582

4 2795 t add 2,76 0,69

3 SHOt ag 2,48 0,83

2 43585 tag 1,68 0,84

Tableau 3-3 : temps de calcul de l'algorithme 3-2-13

Le nombre minimal de processeurs pour exécuter l'algorithme dans

le temps du chemin critique est de 5. Ce nombre depend de l'ordre du

systéme et de la dimension des blocs.

0} 3 iT) ‘ NCEMENT.

Le nombre de noeuds dans le graphe 3-! est:

N poeua72(n-1) (3-2-27)

La complexité de l'algorithme d'ordonnancement est donc:

O(n4logn) (3-2-28)
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Pour n suffisamment grand, cette valeur dépasse le nombre

doperations nécessaires pour la résolution du systeme (3-2-1).

Lordonnancement dynamique de calcul n'est donc pas possible. Mais dans

le cas d'un systéme par blocs avec des blocs d'ordre suffisament grands, ou

dans fe cas ot le méme systéme d'équations doit étre résolu plusieurs fois,

cet ordonnancement peut étre utile.

Exemple :

Le probleme d'équilibrage de bilan dun hydrocyclone [3-6] aboutit

a la résolution du systéme non linéaire suivant:

f(xy) =b;

£2(aj 22) = bg (3-2-29)

£5( xj.X2.53) = bs

£4 (1y.22.43.84) ~ by

fy fy £5 fy ainsi que XX7.%3.%4 sont respectivement d'ordre 9, 3, 3, et 4.

Sion utilise une des méthodes classiques de calcul itératif de cette

équation, a chaque pas ditération il faut résoudre un systéme triangulaire

par blocs. Comme la structure du systéme ne change pas au cours du calcul,

je méme systéme est résolu plusieurs fois.

Dans cet exemple, la complexité de !'algorithme d'ordonnancement

est dordre 2x42-32 tandis que le nombre d'opérations pour Ja résolutions
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du systéme (3-2-29) dépasse largement le nombre 32.

3-2-2 Méthode de Gauss pour fa solution d'un systeme

linéaire

Soit le systéme linéaire suivant:

Ayres Arn PX | [Dy

(3-2-30)

ans vee Onn Xn by

Nous avons présenté au chapitre 2 l'algorithme paralléle permettant

la résolution du systéme (3-2-30) par la méthode de Gauss. Le tableau

(3-4) donne Ia liste des operations nécessaires pour n - 4

94

ne OPERATION Ne OPERATION N’ OPERATION

7 j 2

Vf day = 78g By 10 ja,4 7834 #0, 8),) 19 | a,,7 8,480,
7 7

2], en 85, Oy HW} bs; =b +d, 6, |) 20) b, =b +d, by
i. 5 7

Fp Oyen Oyy By, | 12 | yy Oy thy | 21 | 8a, + 0,,8,,

{ { 1

4 Ao 8 noth, ay | 13) a= thay, | 22) aa, td 85,
i 7 i

5 [83 43h) 8) | 14) a,,* 84444) 4,4 | 25) b, =b, +d, b 2

i 2. 2-1
6/854 =a,,¢4, 4, 15 by =b, +4, b, 24 d gO, (84,

TT 7 2

Pd = DH B | 16 | do ey OB P| 25 | 8 yy yy ts 834
272

8 | @ 78st) 8,, | 17] d,2-8,, (8. ) | 26|b, =b, +4, b,

{

9 @3,78 33th, a, 18] @,,=8

Tableau (3-4) : Opérations de la méthode de Gauss

La figure (3-4) montre le graphe représentatif pour la partie de

triangularisation de la matrice A.

Le chemin critique du graphe (3-4) pour n quelconque est composé de:

(n-1) divisions + (n-1) multiplications + (n-1)} additions (3-2-31)}

Le nombre d'opérations pour 1a triangularisation de la matrice A est de:
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(n3-n) additions + n3-n multiplications + n(n-1) divisions

3 3 2 (3-2-32)

Le taux d'accélération dans ce cas est :

n(n+1) nlael) fy
“3. mult add div

et (3-2-33)
taiv* tute * tage

Le taux d'accélération pour les trois cas mentionnés au (3-2-1) est :

~ Premier cas: (tgiy = tadd ~ ‘mult)

96

2 2
4n +70 2n

need” 48 * veces (#8Y MP) - > (3-2-34)

~ Deuxiéme cas : (tgiy - 6 tadg i tmutt “5 tadd)

2 2

gn 40 te @8¥MB) = (3-2-35)accel” 2 accel

~ Troisieme cas: tgiy- 34 taga} tmutt ~ tad

2 2
2n'+S3n a

zcel 108 1 cco SYP) . 34 (3-2-36)

METHODE DE GAUSS PAR BLOC

La méthode de Gauss s'‘étend aux matrices par blocs. Mais dans ce

cas, pour le calcul des dij du tableau (3-4), on calcule d'abord la matrice

inverse ag! et ensuite on effectue les multiplication Ajj. agl. Ainsi par

exemple pour Je tableau (3-4), les trois premiéres divisions des nombres

céels sont remplacées par quatre opérations matricielles Ah AQ,”

4 cshaotl aclAy hag Arh -Agi ALL

La figure (3-5) montre le graphe correspondant dans ce cas.



Figure (3-5): graphe de |'algorithme Gauss par blocs

Le chemin critique du graphe (3-5) est composé alors de :

(N-1) inversions de matrice + 2(N-1) multiplications de deux matrices +

(N-1) additions de deux matrices (3-2-37)

Si v est ia dimension des biocs, ies temps uécessaires pour effectuer ces

opérations sont les suivants : (voir Annexe A-1):

multiplication de deux matrices v3 tout? v2 (v-1) tagg
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a ‘ 2
addition de deux matrices Vv“ ladd

inversion d'une matrice (v3-1) tout Hv-1 Pv tadatVtgiy

Le taux d'accélération est donc de :

(N-1 inversion +

(CD inversion + IN-1) await mar. + (N-1) Add. mar.

IN43N7.5N wn
= mut marr. + > Add matr.

Ssccel 7 (3-2-38)

Pour N-4 et v=5 ona

~ Premier cas : (tyiy ~ tagg * tmuit)

taccel ~ 3

~ Deuriéme cas :(tgiy=6tadg — tmutt = 5 tadd)

accet * 3:3

~Troisieme cas: (tyiy=34tadq tmnt tad)

Lacce! * 3:1

On peut constater que le taux d'accélération dans les trois cas reste

pratiquement inchangé. En effet le nombre important de multiplications et

dadditions pour l'inversion d'une matrice diminue considérablement

linfluence du temps des divisions.

ORDONNANCEMENT DU CALCUL

Le taux d'accélération calculé dans (3-2-33) s‘obtient sur au
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Q9

. oa) . D i i tam Cosnemna 2 Nombre de Temps Taux Taux
maximum nin-1} processeurs. Dans ce cas, le taux d'occupation des arocesseury d'exécution d'accélération doccupation

processeurs est de

8 36t 4,3 0,54

add

Co . 7 sot 4,3 0,61
Tecup AtDt L)/SUta gg tt gg ysl la/2 it gig] / (nla-1ityig*tin uit tadg)l - add :

, 6 56 t agg 4,5 0,72
(3-2-39) 

:

. ; : 5 42 tadd 3,7 0,74

St tgiy = © ladas tmuit= 5 tadd ona
4 48 tad 5:25 0,81

3 54t 2,9 0,96
Toccup“4n2+7n)/(18(n(n-1))-(4n+7/(18(0-1)) add

2 78t a 1
(3-2-40) aud

et pour n dordre eleve ; Tableau (3-5): taux d'acélération pour l'algorithme de Gauss par points

toccup ~ ‘ = 0,22

Nombre de Temps Taux Taux

Pour augmenter ce taux d'occupation nous utilisons donc la méthode processeurs d'exécution d'accélération d'occupation

d'ordonnancement présentée au chapitre 2. Les tableaux (3-5) et (3-6) 8 6615t 3,3 0,41

donnent les résultats du calcul pour l'élimination par point et [‘élimination add
7 6615t 3,3 0,47

par blocs pour n=4, v=5, tyiy= © tada tmutt - > badd. - add

6 6615 bad 3,3 0,55

5 6615 tag 3,3 0,66

4 6680 ag 3,2 0,8

8160 t
3 add 2,6 0,87

1iisst
2 acd 1,93 0,97

Tableau (3-6) : taux d'accélération pour l'algorithme de Gauss par blocs
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On constate que lordonnancement du calcul reduit le nombre de

processeurs necessaires pour le calcul de lalgorithme dans le temps du

chemin critique. Pour l'algorithme par point, ce temps sobtient sur 6

processeurs au fieu de 12 et pour l'algorithme par bloc, sur 5 au lieu de 12.

Pour un nombre limite de processeurs, !’ordonnancement du calcul aboutit

4 un taux d’occupation excellent. La figure (3-6) montre lorganisation du

calcul sur 2 processeurs dans Je cas de l'algorithme par blocs.

processeurs

STRATEGIE DU AXIMUM

Lalgorithme de Gauss tel quiil a eté presenté nest pas

numériquement stable, surtout quand les pivots sont trés petits.

Pour rendre cet algorithme stable on choisit donc la stratégie du

pivot maximum. On distingue deux stratégies dans fa littérature :
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- Pivot maximum partiel :

a l'étape K de triangularisation, choisir ai, Comme pivot tel que

lapl= max lal

Kel¢n

~ Pivot maximum total :

a l'etape K de triangularisation, choisir aj; comme pivot tel que

taj -max lay!

Kelson

Kemén

Dans le premier cas, il faut alors permuter les lignes i et k tandis

que dans le deuxiéme cas il faut permuter les lignes i et k et les colonnes j

et k en méme temps. La stratégie du pivot maximum rend malaisé le calcul

paralléle de f'algorithme de Gauss. En effet a chaque étape de

triangularisation, il faut comparer k nombres, ce qui peut étre effectué

avec la méthode de dichotomie en logok étapes. Le seul choix du pivot

maximum nécessite donc :

loggn-! + logon-2 + + Logg! ~ log (n-1)! = n logs n étapes

Ce temps de calcul du choix du pivot s'ajoute au temps du chemin

critique, calcule a (3-2-31). La durée du chemin critique dans ce cas est

donc de lordre n logon, c'est a dire que fe temps de choix du pivot est
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prepondérant par rapport au temps de calcul des operations arithmetiques.

Lorsque le nombre de processeurs est limite finférieur ou égal a ni, le

2 oy plus. Letemps des opérations mathématiques est de l'ordre n

probleme de temps du choix de pivot ne se pose pas dans ce cas. Mais le

choix dynamique du pivot nous préoccupe davantage en Automatique. En

effet, les systemes industriels dans leur majorité ont une structure bien

déterminée. ce qui se traduit par des matrices de structure invariantes.Les

différentes manipulations sur ces matrices peuvent donc étre ordonnancées

a priori et d'une facon statique, ce qui nest pas possible avec la stratégie

du pivot maximum. Une autre inconvenient de cette stratégie est quelle

nest pas applicable pour les matrices en blocs, souvant utilisées en

Automatique. En effet si les dimensions des blocs sont différentes, on peut

avoir des biocs rectangulaires qui ne peuvent pas étre choisi comme pivot.

La méthode de Gauss est donc limitée pour les cas ou l'on peut éviter le

choiz du pivot maximum. Un de ces cas se présente quand la matrice A est

symétrique définie positive.

3-2-3 Résoiution d'un systeme symétrique defini positif

Pour la triangularisation d'une matrice symétrique par la méthode

de Gauss, on calcule a chaque étape, le triangle supérieur de la matrice.

Ainsi par exemple, le tableau (3-4) se simplifie comme le montre le tableau

(3-7).
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Ne OPERATION Ne OPERATION N° OPERATION

7 >

Vo] doy = tyy 8 yy 9/83, =434 +4,8,,) 17 |b, eb, +d, by
= >

2 [d.2-85,-8,, | 10) 0, = +d, O18) ara eda,

3 id, =-8, .a . lila =n +4,,8 fy4 Fa 8 yy a4" Mag * U8 yg 119] bb +d, b,

4 eee eda beh +4. b “fac22 “Fant y8in | 12) by ab, +d, b | 20) de -a (a .,)
; 1 4 totes 5. 2 :

ay, =O,.+d,8,, | 13 tan 8.35 (8, » | 2h Buy ay,td.8,,

Gs Bag 28 agt 8 141d 4 =e ( 7 22} b, =b, +d bs
{ D { J

7 b, b+, b, 15 843 783, #4, 8p,

| 2. Ot 1

Ble s37 8 agt G8 )g [16 185, 854 he,

Tableau (3-7) : algorithme de Gauss pour un systéme symétrique

La figure (3-7) montre le graphe représentatif de cet algorithme.



105

symétrique

La fongueur du chemin critique du graphe (3-7) est le méme que fe

graphe (3-4) mais le nombre total des opérations dans ce cas est de:

n(n-!) (n+4) multiplications +n(n-1)(n+4) additions +_n(n-1) divisions

6 6 2

(3-2-41)

Le taux d'accélération de i'algorithme de Gauss dans ce cas est

donc :

n(n-1) (n+4) a(n-1) (n+4) | . n(n-1) |
6 mult * 6 add 2 div

t = (3-2-41)

ea (n-1) (tyiy * toute tena?
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Le taux d'accélération asymptotique est donc la moitié du taux

d'accélération dans le cas des systemes non symétriques, mais il est

réalisable sur un nombre plus petit de processeurs comme le montrent les

tableaux (3-8) et (3-9).

HOMBRE DE DUREE | TAUX TAUX
PROCESSEURS | D'EXECUTIOB ACCELERATION | p-occupation

6 36 3,7 0,61

5 36 3,7 0,73

4 42 3,1 0,79

3 48 2,75 0,92

2 66 2 1

Tableau (3-8) : temps d'exécution pour la résolution d'un systeme

symétrique.

Nombre de Temps Taux Taux

processeurs d'execution d'acceleration d'occupation

5 6615 2,9 0,58

4 6615 2,9 0,71

3 7630 2,2 0,73

2 9640 18 og

Tableau (3-9): temps d'exécution pour un systeme sy métrique

par blocs.



Le temps du chemin critique est obtenu dans le premier cas sur 5

processeurs et dans le deuxiéme cas sur 4 processeurs.

LA METHOD!

Dans fa methode de Cholesky, on décompose la matrice symetrique

définie positive A en un produit de deux matrices B et BI ov B est

triangulaire inférieure.

Les éléments de B sont calcules comme suit :

Day = / ayy» Day = Ayal, Dat = Ati ay»

H H

H Bit” Zu 24:2 Dane
bee far 2b. Distt Diet, a ah

La figure (3-8) montre le graphe correspondant de la méthode de

Cl
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Le chemin critique de ce graphe est composé de :

by. byg, bgz, b43, « ba tl Dan

Le calcul de bj; nécessite (i-1) multiplications, (i-1) additions et une

extraction de racine carrée.

Le calcul de bi.1, necessite {i-1) multiplications (i-1) additions et

une division. Ainsi, le nombre d'opérations élémentaires du chemin critique

est;

n racines carrées + (1 + 2+... + n-1) (mult + add) + (1+ 2+ .+ n-2)

(multi + add) + (n-2) div et donc la durée du chemin critique est :

(0) t pacing * (9-2) tgiy + (2-1)? yi toga) (3-2-43)

Le nombre d'opérations pour arriver a un systéme d'équations

triangulaire est : .

n(n-1)/2 div +(n3-n)/6 add +(n3-n)/6 mult +n racine carées

Le taux d'accélération est donc:

n(n-1) n-n
7 ‘div —G~ tags * —— toute *? “eacine

cee = | (3-2-43)

Dh scine £ (M-2) tye, + CM-L (tags * tegg)
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Par exemple, pour tracine = 49 tadd: tdiv ~ 34 fade 'mutt ~ tadd

(3-12) ona:

3

A et7n'+23n
3 i) (3-2-4 4)7 t

accel asymp |RN2

2n +70n+70

Nous constatons que le taux d'accélération pour la méthode de

Cholesky, est beaucoup moins important que pour la méthode de Gauss.

Pour n = 50 on a par exemple :

tacce| (Gauss) - 48,6 faccet (Cholesky) = 10

La durée du chemin critique pour les deux cas est respectivement de

1764 tayq et 8570. Un autre inconvenient de la méthode de Cholesky, est

qu'elle n'est pas applicable a {a résolution par blocs. La méthode de Gauss

est donc préférable, pour l'identification et le calcul de fa méthode des

systémes interconnectés.

3-3 METHODE ITERATIVE DE RESOLUTION DES SYSTEMES

‘E SLI ES:

3-3-1 Méthode de Jacobi par points :

Soit a résoudre le systéme suivant :

La méthode de Jacobi par points consiste a decomposer la matrice

A, en trois matrices D, E, F comme nous l'avons indiqué.

Dans ce cas, ona:

A-D-E-F et

Ax = (D- E-Fhx-b

ou

Dz = (E+F) z+ b (3-3-1)

On determine alors itérativement les valeurs de x de la facon

suivante :

px (K+1) . (BeR) x) 4b

x{k+l) < p! (E+F) x(k) £ pl Jb (3-3-2)

La matrice J = D”! (B+F) est appelée matrice de Jacobi



La condition de convergence de l'algorithme de Jacobi est alors :

e(icl

ou p (J) est le rayon spectral de la matrice J.

Pour limplantation paralléle de la méthode de Jacobi, nous

supposons qu'elle converge pour les problémes concernés et nous arrétons

le calcul quand :

(xf). 0? + (Ket) okKT) GO? go EN? eg (3-3-3)

ou €est une valeur positive fixée a priori.

Les calculs effectifs de la méthode de Jacobi se présentent de la

facon suivante :

(ket) _ 7! {k) (k) (k)
Ky = 4g [> App Kp 843% —— gq My +O)

kel) 4 k k k

pT = ait [= agg Xf = agg Xf + — ag, XY + by]

yh) (k) (k) (k)
n 4 74

-{

Bn [ - Ang X 12% 7 Ann tXnr * Dal

wniG). ene ame yl) YH) 2 ot Fin
Tay - “4 ¥ + Ay “nt Tp eee

sinon itération suivante.

En se référant a ces calculs, nous présentons donc |'algorithme

paralléle de Jacobi comme suit :

Debut de l'algorithme

Calculer en parlléle xi! » iy 3 i=lamjelan jeisur n@

processeurs,

nh

Calculer b, + > ay x) Surau maximum nh processeur enlog,n étapes
FI

rl

avec la méthode de dichotomie.

Calculer x,{kr1) sur n processeurs ;

Calculer (x,{k#1) - x(k ))2i sur n processeurs ;

fn

(kat} _(k),2 . n .Calculer 2 ( “x, ) Sur au maximum n/, processeurs en log, étapes;

Effectuer le test d'arrét sur un processeur :

Si le test est vrai fin de calcul ;

Sinon, iteration suivante :

Fin de l'algorithme.

Le tableau 3-10 liste une partie des opérations effectuées pour cet

algorithme, pour un systéme d'équations de l'ordre 4. Les autres operations

sont de méme type que l'exemple proposé.
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N] OPERATION |N] OPERATION Ni] OPERATION

er 2

(K) zw, CW21-83 8 BP haar ey, p37) :
(k) 304

3 4, X, 25 bh 39 (+h + CT, q)

-l (kei) -1 3 40 | Test

414, yy ta, bY

Tableau (3-10); liste des opérations de l'algorithme Jacobi

La figure (3-9) montre le graphe correspondant a cet algorithme,

pour une itération

(-

(2) 28

3

© ©

(*) ze(-0) ——

3

9g 2t

© 27

HH

(‘4) z0

37

39 40 }

3a

Figure (3-9) Graphe de lalgorithme de Jacobi
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IL est a noter que les valeurs ajj-! sont calculées seulement a la premiere

iteration ; pour les autres iterations, les arcs 4-29, 8-30, 12-31 et 16-32

nexistent pas.

La durée du chemin critique du graphe (3-9) dépend du temps

dexécution des multiplications, divisions et additions. Nous |'étudions donc

pour les trois cas cités auparavant :

Premier cas : (tgiy = tmutt~ 'add)

Le chemin critique 1-17-25-29-34-38-40-41, de longueur 10 tayq

et pour n quelconque, la longueur du chemin critique est :

1 multiplication: baja]

n

+ logan additions: Ibj- Zaj xf]

int

isj

+1 multiplication: lat bry

+ 1 addition: fy!)

+ { multiplication: (oy ky

a

+ loggn additions & (x,**! - xf)?
i=}

+ 1 test
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ce qui pour temps de test ~ tagq donne :

1+ loggn+l +1 +1 + logon+l = 5 +2 logon (3-3-4)

Deuxiéme cas : (tgiy = 6 tagds mutt > 5 Yaad, test * tadd)

Un des chemins critiques est encore 1-17-25-29-34-38-40-41

et sa durée est ;

tagq(Stloggn + 5 +1 +5 + logon +1) = (17+2logan) tagy (3-3-5)

Troisi¢me cas : (tgiy = 34 tagd: tmutt = tadd “test * add)

Pour fa premiére iteration, le chemin critique est

4-29-34-38-40-41 et sa durée est :

taqd(34+1+1+1 Hogan +1) = (38+loggn) tagg (3-3-6)

mais pour les autres iterations, le temps du chemin critique est égal a celui

calculé en (3-3-4)

On peut remarquer, surtout dans le premier cas, quune partie

importante du chemin critique est consacrée aux tests de fin de calcul.

obléme :

- La premiére est d’effectuer le test sur chaque variable. On élimine

2ainsi la partie x(a)! - x;8) et on effectue les tests en paralléle.
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On élimine ainsi logan opérations du chemin critique, mais, en

contre-partie, l'exécution des tests individuels sur les variables peut

ralentir la convergence.

Si Ly et Lo sont respectivement le nombre diitérations dans le

premier et dans le deuxiéme cas, la durée minimale d'exécution de

l‘algorithme est respectivement :

(5+ 2 logon) Ly (premier cas)

(5+log2n)L> (deuxiéme cas)

Le test individuel sur les variables est donc efficace si:

(5 + logon) Ly < (5+ 2 logan) Ly

5 +2 log,
ouL,<L, (3-3-7)

5+ log,

on a par exemple pour n = 64

La deuxiéme solution est d'effectuer le test, une fois toutes les k

iterations (k>1}. Dans ce cas on risque de faire au maximum (k-1) iterations
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de plus. En effet, si Ly est le nombre diitérations nécessaires pour {a

convergence de l'algorithme, le test de fin de calcul peut étre effectué au

plus tard k-1 iterations aprés la convergence. Désignons par Ly le nombre

d'itérations dans le deuxiéme cas, ona:

Ly <=Ly <=L, + k-1

La longueur du chemin critique nécessite alors :

- dans le premier cas : un test par itération

soit Ly (5+ 2 logy”)

- dans le deuxiéme cas : un test par k itérations,

soit

I fa

(Ly + kL) (5 + tog, + © 1og,) (3-3-8)

La valeur de k qui rend minimum !'expression (3-3-8) est égale a:

(L,-1) log,
5 (3-3-9)

5+ log,

A titre dexemple, pour n=64 et L,= 30 on trouve k=4. La durée du

chemin critique dans les deux cas est alors:

- dans fe premier cas :

30 (5+ 12) = 510
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- dans le deuxiéme cas :

32 (5+ 6+ 1,5) = 432

La durée du chemin critique dans le deuxieme cas a diminué de

16%.

Cependant en pratique, on ne connait pas la valeur de Ly. Le calcul

de la valeur optimale de k n'est donc pas possible. Dans le cas ou l'on ne

peut fournir aucune information, méme approximative sur la valeur de Ly.

on peut toujours se contenter de petites valeurs de k: k = 2 ou 3.

La_troisiéme solution est le chevauchement des itérations. On

commence 'itération suivante dés que les nouvelles valeurs x; (i= 1 4 n)

sont calculées.

La figure (3-10) montre le graphe de !'algorithme dans ce cas. Sur

cette figure les opérations pour le test sont présentées en ligne double.

On peut remarquer que le temps nécessaire pour effectuer le test

est pratiquement absorbé par fe calcul des opérations de l'itération

suivante.

Si \'algorithme converge aprés L iterations, sa duréeQ d'exécution est

2 + logyTM+L (3 + logy") (3-3-10)

pour n = 64 et L = 30, la durée du chemin critique est :

Figure (3-10) Graphe de l'algorithme de Jacobi par chevauchement des it
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2+5+ 30 (3+ 5) = 247

Cette durée est de 48% de la durée calculée avec (3-3-5), et de 57%

de celle de (3-3-9). Pour le cas ou tyi,, = 6 tadd &t tmult = > taqg: 1a durée

du chemin critique pour ia troisiéme solution est de :

6 + logoTM+L (10+ ogo") (3-3-11)

Ce qui donne pour n = 64 et L = 30, une durée de 492. La méme

durée calculée a partir de l'équation (3-3-6) est de 870. On peut donc

constater que dans tous les cas, la troisieme solution aboutit 4 une durée du

chemin critique considérablement inférieure a celles des équations (3-3-5)

et (3-3-6).

ALGORITHME DE JACOBI PAR BLOCS

La décomposition par blocs de la matrice A est identique a fa

décomposition par points comme la montre la figure (3-11).

122

Alt 2x4 2"3 2x3

4x2 A22 4x3 4x3

3x2 3x4 A333 3x3

3x2 3x4 3x3 A44

Figure (3-11) : decomposition par bloc pour lalgorithme de Jacobi.

Les opérations sont les mémes que celles présentées dans le

tableau (3-10), sauf que les multiplications sont remplacées par des

produits matrice-vecteur, les additions par des additions de deux vecteurs

et les divisions par des inversions de matrices. Les dimensions de blocs

peuvent étre différentes.

Le choiz des blocs et la méthode de décomposition des matrices ont

été abondamment étudiée dans la littérature. Nous renvoyons le lecteur

intéressé a [3-6], [3-7], [3-8], [3-9].

D'une facon heuristique, le choix de blocs plus grands améliore la

vitesse de convergence de l'algorithme, mais sous certaines conditions
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[3-10], (3-11),

Le graphe de I'algorithme par blocs est de la méme forme que sur la

figure (3-9). Ici encore, les inversions de matrice sont effectuées

uniquement a la premiére iteration. Le chemin critique de la premiére

itération dépend des dimension des blocs, mais fe chemin critique des

itérations suivantes est composé de :

- 2 multiplications d'une matrice par un vecteur de dimension v,

a logan additions de deux vecteurs de dimension v,

- | addition de deux vecteurs de dimension v,

- un produit scalaire de deux vecteurs de dimension v

~ logan additions

ou N est le nombre de blocs et v leur dimension.

Dans le cas ow les blocs ne sont pas de méme dimension, le chemin

critique est celui composé des opérations pour le calcul du bloc de plus

grande dimension.

Les méthodes présentées dans !e cas de l'algorithme par points pour

diminuer !'influence de ta durée du test, sont valables pour l'algorithme par

blocs.

Néanmoins, le temps de test représente un pourcentage de calcul

beaucoup moins important que dans le cas de l'algorithme par points. Pour

N-=4etv~=5, par exemple ona:

temps de test = 10% du temps du chemin critique.
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ORDONNANCEMENT DU CALCUL

Pour lordonnancement d'un algorithme avec !a méthode C.P.M. il

faut connaitre toutes les caractéristiques temporelles des opérations telles

que fa durée, le début au plus tét etc...

Dans fe cas des algorithmes itératifs, on ne peut pas determiner

toutes ces caractéristiques parce que la durée totale de l'algorithme est

indéterminée. L'algorithme de Jacobi en tant qu’algorithme itératif, pose

le méme probleme, mais l'étude de 1a figure 3-8 nous révéle que les taches

de ['itération suivante ne peuvent commencer qu'aprés l'exécution du test

41. Les parties de graphes entre deux tests successifs, sont donc les mémes.

On peut ainsi ordonnancer une seule partie et étendre le résultat aux

autres. La seule partie diferente des autres est la premiére, qui contient

les divisions ou inversions des élements diagonaux, et doit donc étre

ordonnancée differemment.

Le tableau (3-11) donne Jes résultats obtenus pour

fordonnancement du graphe (3-9) pour !algorithme de Jacobi par points

relatifs 4 un systéme d'ordre 4 dans le cas ov tgiy > Stagg et t,mult * 5

badd:

au (3-12) donne les méimes résultats pour tes itérations

suivantes, oU les taches 4,8,12,16 n'existent plus. Les tableaux (3-13) et

(3-14) présentent les résultats obtenus pour !'algorithme de Jacobi par

blocs pour la matrice de la figure (3-11).
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Nombre de Temps Taux Taux

Tableau (3-11): temps d'exécution de l'algorithme Jacobi par point pour processeurs d'exécution | d’accélération d‘occupation

la premiére iteration. | 7 198 473 067

6 198 4,73 0,79

ombre de Temps Taux Taux
iprocesseurs dexécution id'accé lération doccupation 5 215 4,36 0,87

12 21 5,7 0,48 4 247 3,8 0,95

g 26 46 O78. 3 323 2,90 0,97
6 27 44 0,74

2 472 1,98 0,99
4 32 3,75 0,94

oS 44 2,73 0,91

Z. 61 1,97 0,98 Tableau (3-14) : temps d'exécution de l'algorithme de Jacobi par blocs

pour les iterations suivantes.

Tableau (3-12): temps d'exécution de l'algorithme Jacobi par points

pour les iterations suivantes,

Pour tordonnancement du graphe (3-10), on constate que la partie

encadrée du graphe se répéte a chaque itération. Il suffit donc
Nombre de Temps Taux Taux
processeurs dexécution | d'accélération | d’occupation dordonnancer Ja partie non encadrée du graphe (3-10) pour la premiére

5 497 3,38 068 iteratioin et la partie encadrée pour les iterations suivantes.

4 497 3,38 0,85
Les tableaux (3-15) et (3-16) donnent les résultats obtenus pour

3 565 2,97 0,99 lordonnancement de {a partie encadrée du graphe (3-10) pour l'algorithme

de jacobi par points et par biocs.
2 842 1,995 1 | !

Tableau (3-13) : temps d’exécution de l'algorithme de Jacobi par blocs

pour la premiére itération.
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Nombre de Temps Taux Taux

processeurs d'exécution | d'accélération d'occupation

16 12 10 0,62

12 14 8,57 0,73

8 18 6,7 0,84

6 21 5,7 0,95

4 32 3,75 0,94

3 42 2,96 0,95

2 61 1,97 0,99

Tableau (3-15): temps d'exécution de l’algorithme de Jacobi par points

pour le graphe (3-10)
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Pour un nombre de processeurs suffisamment grand, les temps

d'exécution de l'algorithme présentés au tableau (3-15) sont nettement

inférieurs a ceux du tableau (3-12) ; mais pour un petit nombre de

processeurs, les deux méthodes donnent les mémes résultats. Dans le cas de

Valgorithme par blocs, l'amélioration du temps d’exécution n'est pas aussi

nette, mais on trouve un taux d'occupation excellent partout dans fe

tableau, ce qui justifie la méthode d'ordonnancement utilisée. La figure

(3-12), montre {organisation de calcul de ta partie encadrée du graphe

(3-10), sur 6 processeurs dans le cas de la matrice représentée a la figure

(3-11).

Nombre de Temps Taux Taux

processeurs d'exécution | d’accélération d'occupation

6 168 5,57 0,93

5 189 4,95 0,99

4 243 3,85 0,96

3 319 2,93 0,98

2 470 1,99 0,996

Tableau (3-16) : temps d'exécution de l'algorithme de Jacobi par blocs

pour le graphe (3-10).

é |e 33

9 Na 36

5 45 sito 35

x 3 uy
to 1 1¢ 4 i Neg

4a 3 ae 32 «| *?

‘eet 26

Figure (3-12) : organisation du calcul
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3-3-2 Méthode de GAUSS SEIDEL

Dans la méthode de Gauss Seidel, 1a decomposition de la matrice A

est la méme que pour la méthode de Jacobi, c'est-a-dire :

A=D-E-F (3-3-12)

mais on détermine itérativement les valeurs de x de la facon suivante :

Ret) py (3-3-13)(D-E}z

le test d‘arrét étant celui énoncé en (3-3-4).

Les calculs de fa méthode de Gauss Seidel se représentent donc

comme suit :

Début

(Ket) _ 71 (K) {K) wa yl)
MeO [gQXy~ BYgXB inky +4]

+1) 4 K+t) «) (
a = ay, [-a,,x! 7 gg Xe cesses AonX_ + Dy]

(Ket) _ of {K)_ (K) . (K}
Ky Aan [Ang My - ApgXq sees Gant®pt * On]

Si (Test est vrai) FIN

Sinon, iteration suivante.

Fin
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L'algorithme paralléle correspondant a une iteration de la méthode

de Gauss Seidel se déroule alors comme ci-dessous :

Début de lalgorithme

-iCalculer aij

Nn

Faire lasomme = ay; ielan; I=! an-1 Iq<=n avec la

j-l+

méthode de dichotomie en parallele.

Calculer x, (k+!)

Calculer ayy eu l-2 an; (x, {Keg (2 en parallele

Calculer x,{kel }

Calculer aj> 1,{k1) [34n: (x9{k+ 1) (k)y2 en paralléle

Calculer x(k 1)

Calculer (x (KH) 4&2

Si (test est vrai) FIN

Sinon iteration suivante

Fin de l'algorithme
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Le tableau (3-17) présente une partie des opérations nécessaires

pour le calcul de l'algorithme :

No Operation No Opération Operation

“a Ko” 5 | b,- aK 34 i

4 a 16 x (k+1) 40 ae

5 | -a 333 18 en “? 43 x me

8 | -a sata 22 Wg? “x OF 44 | Test

io| a “a 26 i

Tableau (3-17) ; liste des opérations de l'algorithme de Gauss Seidel

La figure (3-13) présente le graphe représentatif de cet algorithme.

Comme pour {'algorithme de Jacobi, les opérations a. sont effectuées
il

seulement a la premiére itération, ce qui explique que les opérations 4, 7,

9 et 10 ne sont plus présentes a partir de la deuxiéme itération.

Le chemin critique de |'algorithme de Gauss-Seidel, a partir de la

deuxiéme iteration présentée ja ligne double sur lta figure (3-13), est

composé de:

2 multiplications + log 5 n additions + [calcul de x {k+l} } (3-3-13)

Figure (3-12) Graphe de !'algorithme de Gauss-Seidel
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(n-1) (2 multiplications + 1 additions) + [calcul de xi(k+1) I<dc«n]

2 additions + 1 multiplications + 1 test [test]

Ainsi, pour les trois cas cités précédemment, la durée minimale

d'exécution d'une itération de l'algorithme est :

~ Premier cas: (tgiy tad” tmutt * test)

( 3n +logan+3)tagq (3-3-14)

~ Deuxieme cas‘ tgiy ~ Stagg | tmutt ” Stadd ‘test tadd?

(11m + logan +7)tagg (3-3-15)

~ Troisiéme cas : (tgiy ~ 34tagq : tmutt ~ tadd * Yest)

Le temps de division influence le chemin critique de la premiere

itération, mais il n'a pas deffet sur les iterations suivantes. Dans ce cas, la

longueur du chemin critique a partir de la deuxiéme itération est donc la

méme que celle du premier cas.

La durée du chemin critique de la méthode de Gauss-Seidel est donc

beaucoup plus grande que celle de la méthode de Jacobi. Ces deux durées

calculées par exemple a partir des équations (3-3-5) et (3-3-14), sont:
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- pour l'algorithme de Jacobi (5 + logan )

~ pour lalgorithme de Gauss-Seidel (3n + logy n + 3)

En particulier, pour n d'ordre élevé, la durée du chemin critique d'une

itération de l'algorithme de Gauss-Seidel est beaucoup plus importante que

celle de l'algorithme de Jacobi.

Par exemple, pour n ~ 64, ona:

- pour l'algorithme de Jacobi i tagg

- pour l'algorithme de Gauss-Seidel 201 tagg

Une itération de l'algorithme de Jacobi est 19 fois plus rapide que

pour une iteration de Gauss-Seidel. La vitesse de convergence de

Valgorithme de Gauss-Seidel est normalement plus grande que celle de

lalgorithme de Jacobi, mais cette rapidité ne compense pas la difference

entre les durées des chemins critiques d'une iteration de deux algorithmes.

On peut ainsi conclure que pour n d’ordre élevé, l'algorithme de Jacobi est

plus rapide que !'algorithme de Gauss-Seidel. Nous démontrerons par la

suite qu'il existe des cas ou l'algorithme de Gauss-Seidel est avantageux par

rapport a lalgorithme de Jacobi en particulier lorsque n est faible

(algorithme par bloc par exemple) et lorsque le nombre des processeurs est

limite.

Cl ON DE L'ALGOR USS-SEIDE!

Comme dans le cas de I'algorithme de Jacobi, on peut diminuer la
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durée du chemin critique de l'Algorithme de Gauss-Seidel en faisant

chevaucher les iterations successives, Ainsi, par exemple, apres avoir

(k+2)calculé la valeur de x,{kel), on peut commencer fe calcul dex, et

ainsi de suite. L'algorithme paralléle de Gauss-Seidel dans ce cas se

présente de la facon suivante :

Début de l'algorithme

Calculer ay, aij islam I-lan-; I<jc=n; en paralléle

n

Faire lasomme 2 ayjX) avec la méthode de dicotomie

jell

en parafléle

Calculer x, (ke)

Calculer ay yxy") 1-2 an; fx, KH) 4 (eh2 en paralléle

Calculer x,{ke)

Calculer aypey(KH) et an bed); (x(t -gg(ky2

en paralléle

Calculer x(k 1)

Calculer aint yet!) I=l an-l; (x, {eel (eh? en paralléle

Si (test est vrai) FIN

Sinon itération suivante

Fin de l'algorithme



136

La figure (3-14) présente le graphe correspondant a cet algorithme.

On peut remarquer qu'au moment du test de la premiere itération, une

partie des opérations de litération 2 a déja été exécutée. La partie

encadrée du graphe (3-14) se répéte ainsi a chaque itération. Cette partie

est détaillée sur fa figure (3-15).



Figure (3-14) : algorithme de Gauss-Seidel par chevauchement

des itérations
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Le chemin critique du graphe (3-15) est le méme que celui du

graphe (3-13), sauf que la pratie du calcul de x, (kel) a déja été exécutée.

ILest donc composé de :

(2n-1) multiplication, + (n+1) addition, + 1 test

ainsi pour t mult > badd ®t test: 2 2:

((2n-1) + (nt) + Ut agg = Gat Vt gag (3-3-16)

et pour t mutt" Staddittest *t add

U2n-1) 25+ (nL) + Mt ggg = 10-3) t agg (3-3-17)

Les temps calculés a partir des equations (3-3-16) et (3-3-17) sont

meilleures que ceux calculés a partir des équations (3-3-14) et (3-3-15),

mais ils sont encore trés supérieurs au temps obtenus pour la méthode de

Jacobi.

ORDONNANCEMENT DU CALCUL

De la méme facon que pour lalgorithme de Jacobi,

Yordonnancement de l'algorithme Gauss-Seidel se fait sur une seule

itération. Les tableaux (3-18) et (3-19) donnent les résultats de

lordonnancement dans le cas de !'itération par points pour les graphes

(3-12) et (3-14) . Les tableaux (3-20) et (3-21) présentent les mémes

résultats dans le cas diitérations par blocs pour !a matrice de !a figure

(3-10).
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Nombre de Temps Taux Taux

processeurs d'exécution | d'accélération d'occupation

4 53 2,26 0,57

3 53 2,26 0,75

2 61 1,97 0,98

Tableau (3-18) : temps d'exécution pour l'algorithme de Gauss-Seidel

par points dans le cas du graphe (3-12)

Nombre de Temps Tauz Taux

processeurs d'exécution | d'accélération d'occupation

4 44 2,72 0,68

3 45 2,67 0,89

2 60 2 1

Tableau (3-19) : temps d'exécution pour I'algorithme de Gauss-Seidel

par points dans le cas du graphe (3-14)

Nombre de Temps Taux Taux

processeurs d'exécution d'accélération d‘occupation

4 462 2,02 0,51

3 464 2,02 0,67

2 532 1,76 0,88

Tableau (3-20) : temps d'exécution pour l'algorithme de Gauss-Seidel

par blocs dans le cas du graphe (3-12)

Nombre de Temps Taux Taux

processeurs d'exécution d'accélération d'occupation

4 426 2,2 0,55

3 430 2,18 0,73

2 508 1,84 0,92

Tableau (3-21) : temps d'exécution pour f'algorithme de Gauss-Seidel

par blocs dans le cas du graphe (3-14)

Le temps correspondant au chemin critique pour le graphe (3-15)

est obtenu avec 4 processeurs. Mais le temps obtenu avec 3 processeurs est

pratiqguement le méme que le temps du chemin critique. Le temps

dexécution en utilisant le chevauchement des itérations a amélioré le

temps d’exécution.
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La comparaison des tableaux (3-15) et (3-16) avec les tableaux

(3-19) et (3-21) montre que si l'on dispose d'un grand nombre de

processeurs, le temps d'execution obtenu par l'algorithme de Jacobi est

inférieur a celui de l'algorithme de Gauss-Seidel.

Par contre, pour un nombre limite de processeurs, ces temps ne

sont pas trés différents l'un de l'autre. Dans ce cas, et a condition que

l'algorithme de Gauss-Seidel converge plus vite, il est avantageux de

résoudre fe probléme avec l'algorithme de Gauss-Seidel.

3-3-3 Comparaison des méthodes directes et itératives

Nous avons calculé en (3-2), la durée du chemin critique pour la

triangularisation de Ja matrice d'un systeme d’équations linéaires par la

méthode de Gauss La résolution compléte du systeme nécessite ensuite la

résolution d'un systéme triangulaire par la méthode de remontée.

En se référant aux équations (3-2-14) et (3-2-31), on trouve !a

durée totale du chemin critique de la méthode directe de Gauss , comme

suit ;

n divisions + (3n-2) multiplications + (2n-2) additions (3-3-18)

Pour la méthode de Jacobi, avec chevauchement des iterations, cetie

durée est égale a:

pour le premier cas:
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‘giv?! mutt > badd

! division + { multiplication + L (2 multiplications + logan addition)

(3-3-19)

et pour le deuxiéme cas :

tdiv = i mult

(L+1) (2 multiplications + togon additions) (3-3-20)

ou L est le nombre diitérations de l'algorithme de Jacobi, on peut ainsi

comparer les deux algorithmes dans les trois cas cités précédemment.

Premier cas: (t giy = taaqg =t full!

Algorithme direct de Gauss

(n + 3n-2 + 2n-2} t add 7 (6n-4) t add

{L + 1) (2 + logon) todd

On constate donc que la méthode de Jacobi est efficace, sous réserve

de la condition suivante :

(L+ 1) (2 + logon) < (6n-4}
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L< (6n-4)/(2loggn)-1

Pour n - 64, par exemple L < 46

Deuriéme cas: (t giy = 6 badd it mutt 5 t aad)

Algorithme direct de Gauss

(6n+ 15n-10 + 2n-2)t agg = (23-12) t agg

Algorithme de Jacobs

(L+ 1) (10 + loggn)

ona donc L ¢ (23n-12)/(10+loggn) -1

Pour n = 64 L< 90

Troiseme cas :t giy = 34t agg it mutt > badd

Algorithme direct de Gauss

(34n + 3n-2 + 2n-2) tagg = (39n-4)

Algorithme de facob;:

35 tadd + L (2 + logon) t add
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on a alors L < (39n-12)/52+logan) - 35

et pourn~64 L< 276

On peut remarquer lintérét de I'algorithme de Jacobi notamment

dans le troisiéme cas.

Dans fe cas de l’algorithme par blocs, les deux chemins critiques se

présentent de !a facon suivante :

Algorithme direct de Gauss:

N inversions de matrice

(2N-1) multiplications de deux matrices +

(N-1) additions de deux matrices + (3-3-21)

(N-1) multiplications de matrice par vecteurs +

(N-1) additions de deux vecteurs

Algorithme de facob;:

I inversion de matrice + | multiplication d'une matrice par un vecteur +

L (2 multiplications dune matrice par des vecteurs + logaN additions de

deux vecteurs). (3-3-22)

En se référent a l'annexe Al, on peut calculer le temps nécessaire

pour effectuer les opérations matricielles, et il est possible de comparer la

durée des chemins critiques de deux algorithmes :
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Par exemple pour v=5; N=4; lgiy= Stagg TmultTM>tadd

on obtient pour l'Algorithme de Gauss-Seidel : 8085 t add

l'Algorithme de Jacobi > (875 + 300 Litaag

La condition d'efficacité de l'algorithme de Jacobi est alors L < 24.

It est a noter qu'avec l'ordonnancement du calcul, le temps

correspondant au chemin critique de l'algorithme direct de Gauss pour cet

exemple, s obtient sur 5 processeurs (voir tableau 3-6), tandis que le temps

de l'algorithme de Jacobi est obtenu avec 16 processeurs.

Dans le cas d'un nombre limite de processeurs, le temps d‘exécution

depasse normalement la durée du chemin critique. En ordonnancant le

calcul, on peut alors distribuer les opérations de l'algorithme sur les

processeurs d'une facon efficace afin d'augmenter le taux d'occupation des

processeurs.

Supposons que le taux d'occupation des processeurs pour deux

algorithmes directs de Gauss et de Jacobi soit proche de 1 : le temps

d'exécution de chaque algorithme est alors proportionnel au nombre total

d'opérations. Ce nombre pour les deux algorithmes, est:

pour lalgorithme de Gauss:

((n3-n)/3+n(n-1)/2} multiplications +
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((n3-n)/3+n(n-1)/2) additions + (3-3-23)

{n(n-1)/2+n) divisions

pour /algorithine de facobs:

n divisions + L{(n2 + n) multiplications + (n2 + n additions] (3-3-24)

On peut ainsi comparer le temps d'exécution de chaque algorithme.

Pour le deuxieme cas (t div =6t add 'muit75¢t ada) :

la condition d'efficacité de l'algorithme de Jacobi est :

L<(n? +3 n)/(3n+3)* n/3 (3-3-24)

Le nombre total d'opérations pour une itération de Valgorithme de

Gauss-Seidel est le méme que celui de !'algorithme de Jacobi. Dans le cas

d'un nombre limité de processeurs, il est donc nécessaire de comparer le

temps de calcul de l'algorithme de Jacobi , de Gauss-Seidel et de la méthode

directe de Gauss-Seidel.

Pour étudier le calcul paralléle de l'inversion d'une matrice, nous

considérons le cas d'une matrice symétrique définie positive, matrice que
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0 0 6
A A A x x xX Xx t 0 oO 0
12°13 14 tl 12 13 14

a A et rte
on rencontre fréquemment en Automatique (filtre de Kalman, équation 22 23 24 %1 2 %3 “oe 21 UAHA

x =|

o, 2 2 2 2

de Riccatt ...). 9 A433 A54 X31 %32 %33 Sq BS P32
2 2 2 2

° 43 Asa 41 42 43 X64 41 42 '
L'approche utilisée pour ce calcul est basée sur la méthode de Gauss

A xX = 5B

pour fa résolution des systémes linéaires. La figure (3-16) montre les 3 , : 2
; : A x Xx 1 0 0

différentes étapes de cette méthode pour une matrice de l'ordre 4. 12 13°«14 1106120«43—Ss«14
1

Ae ae Xx xX XX By
22 23 «24 21 “22 “23 “24 21

3 2 x = 3 a ETAPES

0 A A xX x x xX B B 1
33° 34 31 32 33 34 31 32

3 3 3 3

oo Ker Xe Mag Xe BA Bg
[is ‘ a? | f— TF “1
A A A X¥ KX & x A x B
i 12 13 14 1 12 13 14 ' 9 9 90 5 :

AC AS A A’ x x x x

1 mA | | ot me sg fe Io EO ETAPEO
AC AC OAS OAC x x x x Figure (3-15): les étapes d'inversion d'une matrice symétrique

332 310 OB 9 0 1 0

A ho OA Ok 7 OR
4 8 4M a a ee ee

~~ x ~e B, ~ A chaque étape, on calcule les éléments du triangle supérieur de !a matrice Ay
0

la? yey a° | ly ’ ; ; “) Of | et les éléments du triangle inférieur de la matrice B.

Tn iow eB fT 19 09

0 Ab oat oat x ¥ ¥ X ! ; ' ; he ; 5
2 3 7 er ee rw 9 0 | crap 1 L’algorithme parallele du calcul l'inverse d'une matrice, ressemble alors,

o al al atl y XX x e}o 10 pour la partie triangularisation, a l'algorithme direct de Gauss-Seidel, et pour
3 334 310 32COB - .
1 yt at la partie de calcul des éléments Xj; de la matrice inverse, a la résolution de n

yO x Kk xX x B 0 044 : ig ; ’ are . ; :a 2 ‘ |“ a2 4344 4 systémes linéaire triangulaires. Le tableau (3-22) montre une partie des

: = B operations nécessaires pour cet algorithme, pour une matrice de l'ordre 4.

A 2
J
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N° OPERATION N° [OPERATION N° [OPERATION

1 fag! 30 |(Ag3) |! 42 |Yoo=A24 X42

2 DPoyeAgy-(Aq 94 |CagD43 Asa | 57 |Y20-Y20+Ags X52

5S |Cog=Do1 A12 37 | Aqgg=Aggtlag 60 |Yo9=1-Yoo

11 |Agg=AgotCog 38 XagstAga) | 62 |Xo9=(A92) Yo2

17 (Aggy! 40 | Xqx=Bg3 X44 68 |Tache finale

Tableau (3-22) : liste des opérations pour linversion d'une matrice

symetrique

La figure (3-17) fournit le graphe correspondant a cet algorithme. Le

nombre total d‘opérations pour linversion d'une matrice symétrique avec

cette méthode est égal a:

n divisions

(n2-1 + n2(n-1)/2} multiplications (3-4-1)

(n(n-1}+n{n-t)(n-2)/2} additions

Cette méthode s‘étend a l'inversion par blocs d'une matrice. Dans ce cas,

le nombre total d‘opérations est égal a:

n inversions de matrices

(n2-1) multiplications de deux matrices dont fe résultat est

symétrique

tiche finale

15]

weds

Fig(3--17) Graphe d’inversion d'une matrice symétrique.
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n2(n-1)/2 multiplications de deux matrices avec le resultat non

symétrique

n(n-1) additions de deux matrices symétriques

n(n-1}(n-2)/2 additions de deux matrices non symétriques

(3-4-2)

Le chemin critique du graphe (3-16) est composé de :

n divisions

(+1) + (3n-4)} multiplications

[(n+1) + (2n-5)] additions

et dans le cas d'inversion par blocs:

n inversions de matrices

(n+1) multiplications de deux matrices dont le résultat est

symétrique

(3n-4) multiplications de deux matrices dont le résultat est non

symeétrique

(n+1) additions de deux matrices symétriques

(2n-5) additions de deux matrices non symétriques (3-4-3)

Le taux d'accélération de l'algorithme par points est alors :

~ Premiercas: (tyiy= t @gq = t mutt)

t ace” (n3 + n-1)/(8n-7) (3-4-3)
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valeur asynptotique : 2/8 = 0,125 n2

~ Deuriéme cas: (t giy 6 t ada it mutt = 5+ aad)

t ace” (3n3 +2n? + 6n -5)/(29n -19) (3-4-5)

valeur asynptotique : 3n2/29 - 0,1n2

~ Troisemecas: (1 giy = 34t adds mutt - + add)

t ace (n3 + 34n -1)/(41n - 6) (3-4-6)

valeur asynptotique : 2/4} = 0,025 2

Ici encore, fa trés grande durée des divions du troisiéme cas a une

influence considérable sur le taux d'accelération.

ORDONNANCEMENT DU CALCUL

Nous avons appliqué les méthodes expliquées au chapitre 2 pour

lordonnancement du calcul de l'inverse d'une matrice symétrique. Le tableau

(3-23) fournit les résultats obtenus dans le cas de l'inversion d'une matrice de

Yordre 4 pour: t giv = 6 t add it mutt = 5 t adgbe tableau (3-24) donne les

mémes résultats pour l'inversion par blocs d'une matrice de !'ordre 16 avec
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des blocs de dimension 4

Nombre de Temps Taux Taux

processeurs d'exécution dacélération | d'occupation

4 97 25 0,63

3 97 25 0,84

2 127 1,91 0,96

Tableau (3-23) temps d'exécution pour I'inversion d'une matrice

symétrique

Nombre de Temps Taux Taux

processeurs d'exécution dacélération | d’occupation

4 97 25 0,63

3 97 2,5 0,84

2 127 1,91 0,96

Tableau (3-24) : tamps d’exécution pour l'inversion d'une matrice

par blocs
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On peut remarquer par ordonnancement, que le temps du chemin

critique est obtenu sur trois processeurs au lieu de 6 dans le cas de l'inversion

par points. Le temps du chemin critique est obtenu sur 4 processeurs au lieu

de 6 pour l'inversion par blocs ; mais le temps obtenu sur trois processeurs

nest plus loin du temps du chemin critique.

3-4- Conclusion

Nous avons étudié les méthodes directes et ittératives de résolution des

sytémes linaires. Pour chaque algorithme, nous avons déterminé la durée

minimum d'exécution et le taux maximum d’accélération. Nous avons calculé

ensuite le temps du calcul sur un nombre donné de processeurs en cas

dordonnancement des taches. Nous avons démontré, que dans le cas général

et avec stratégie du pivot maximum, la méthode de Gauss-Seidel, nécessite un

ordonnancement dynamique, qui n'est pas souhaitable en Automatique. Par

contre, elle est intéressante pour l'inversion des matrices symétriques définies

positives ou les systémes d€quations linéaires représentées par une telle

matrice. Nous avons démontré également, que la méthode de Gauss pour la

résolution de ces systémes en paralléle, convient mieux que la méthode de

Cholesky,

Pour les méthodes itératives, nous avons étudié les techniques

daccélération des algorithmes paralléles. Parmi ces techniques, le

chevauchement des itérations nous semble le plus efficace. Nous avons

comparé les méthodes itératives entre elles et avec les méthodes directes.

Pour un grand nombre de processeurs, la méthode de Jacobi est plus rapide
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que la méthode de Gauss-Seidel, mais pour un nombre limité de processeurs,

la methode de Gauss-Seidel peut étre avantageuse. L'efficacité des méthodes

ittératives par rapport aux méthodes directes dépend du nombre d’itérations

pour la convergence. Nous avons établi les conditions nécesaires pour cette

efficacité.

~ GHAPITRE 4 -

ALGLiIT ONES PagaLlelis

OREN TIFIEA TION
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4-1 INTRODUCTION

Le domaine aérospatial utilise largement ‘les algorithmes

d'identification et d'estimation, mais les techniques employées nécessitent

un temps de calcul important : c'est pourquoi nous trouvons peu

d'applications dans l'industrie et dans les domaines socio-économiques qui

utilisent des systemes de grande dimension. La décentralisation de ce

calcul, en l'effectuant en paralléle sur plusieurs processeurs permet de

donner au systéme la vitesse nécessaire.

La fiabilité des données est d'une trés grande importance pour

lidentification des systémes. Nous commencons donc ce chapitre par

l'étude des techniques paralléles de validation des données, Nous étudions

ensuite [implantation paralléle des algorithmes d'estimation des

paramétres. Nous abordons enfin les algorithmes d'estimation d'état, ce qui

nous améne naturellement a étudier le filtre de Kalman.

4-2_ MULTIPLICATION DE DEUX MATRICES

Dans les algorithmes d'identification, on a souvent besoin de

multiplier deux ou plusieurs matrices de grande dimension. Nous étudions

donc briévement fes méthodes paralléles de multiplication de deux

matrices.

Soit C-A‘B (4-1-1)

ot A et B sont respectivement de dimensions mxn et nxk.



La matrice C est alors de dimension nxk et ses éléments sont

déterminés par :

N

C= 2 a,b, (4-2-2)
ij il “th

tl

Le nombre de multiplications élementaires est de mnk. Ces

multiplications peuvent étre effectuées en une seule étape, sur mnk

processeurs. Pour la somme des elements ajjby, il faut logon étapes sur au

maximum mnk/2 processeurs.

La multiplication de deux matrices se fait donc en | + logan étapes

sur au maximum mnk processeurs.

Si T est le temps de multiplications de deux matrices, tmutt le

temps de multiplication de deux nombres reels par les processeurs utilisés

et taag le temps de l'addition on a:

T = teruit * 10822 - tagg (4-2-3)

La figure (4-1) donne le graphe correspondant pour n=2. Les

taches 1 a 8 représentent les multiplications et les taches 9 a 12

correspondent aux additions, la tache 13 étant la tache finale.

Figure (4-1): Graphe de multiplication de deux matrices

Pour les matrices creuses, le nombre de processeurs nécessaires

pour la multiplication est trés inférieur a m. NK

En effet si nj et m, sont respectivement le nombre des éléments

non nuls de la colonne j de la matrice A et de la ligne j de la matrice B, le

nombre de multiplication elémentaires est donne par :

(4-2-4)

Ainsi par exemple, pour la multiplication des deux matrices A et B

presentees a la figure (4-2), le nombre de multiplications est de
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1x2+323+222+3x2= 21

[x oxx XOX ¢
A=} OXX0 B=) ORK KR

OX OX x Ox 0

Loxox ou ae

Figure (4-2) : Structure de deux matrices creuses

La figure (4-3) nous présente le graphe représentatif de la

multiplication de ces deux matrices.

OO
©) —

De)\] (

Yo

|® a

Ys ©
/
|
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MULTIPLICATION DE DEUX MATRICES PAR BLOC

La multiplication par bloc dans son principe est la méme que la

multiplication par point. La différence est dans la durée d'exécution des

taches qui n'est pas la méme si les blocs ont des dimensions différentes.

Dans ce cas, fe temps minimum de multiplication de deux matrices

est donné par les opérations sur le bloc le plus important

Considérons les blocs All, A22, 433, A44 de la matrice A de la

figure (4-2), respectivement de dimension 2, 3, 3 et 4. Pour tayit = 5 lag:

le chemin critique du graphe 4-3 est composé des taches 20-28-30 et sa

durée est de 288 t,4q. Cette durée sans ordonnancement s‘obtient sur 21

processeurs. La durée de multiplication de ces deux matrices sur un seul

processeur est 3544 tayq. Les taux d'accélération et d'occupation pour 21

processeurs sont :

1 «244123
accel 288

12,3
Veeeup”” FoF” 059

Par ordonnancement, on peut multiplier les deux matrices dans un

temps de 288 tgy sur 15 processeurs Le taux doccupation dans ce cas

devient :

T = 23 = 0,82
occup 15
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qui est nettement meilleur que dans le cas de 21 processeurs.

4-3 VALIDATION DES DONNEES [4-1], [4-2], [4-3]

Considérons un systéme représenté par des réseaux de transport

en matiére, qui peut-étre decrit par les modéles linéaires exacts en régime

statique, qui découlent des lois de conservation de la matiére :

M.Q* =0 (4-3-1)

ou M. est la matrice d'incidence de dim (n.v) d'éléments :

mij =1__ sila voie j entre dans le noeud i,

-1 sila voie j sort du noeud i,

mij 0 s'il n'y a pas de tien entre Je noeud i et 1a voie j,

Q* est le vecteur des vraies valeurs de dim v,

vest le nombre des voies,

n est le nombre de noeuds.

La relation entre le vecteur de mesures Q est les grandeurs vraies

Q-O'+E (4-3-2)

ou £€ est fe vecteur des erreurs de mesures, qui suit une foi normale

centrée de matrice de variance covariance v.
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Le probleme de la validation de données se formule alors de la On détermine ainsi le vecteur A. a partir de la résolution du

+ 7 “a

facon suivante ; systeme 4-3-7 et on calcule la valeur de Qen remplacant A dans l'équation

(4-3-8).
a

Calculer Q, le meilleur estimateur de Q* qui minimise le critére. |

a 2 ,

J - Lilg-alFy-t (4-3-3) | CALCUL PARALLELE DE L'ALGORITHME

2

. . A

sous Jes contraintes Le calcul de Q nécessite les opérations suivantes :

MO=0 (4-3-4)

1- multiplication de deux matrices v et mM?
a

Q est alors le meilleur estimateur de Q* au sens du maximum de 2- multiplication de deux matrices M et (vm!)

vraisemblance. | 3- multiplication de la matrice M par le vecteur Q

4- résolution du systéme linéaire symétrique (MVM") 2 = (MQ)

La Lagrangien associé a ce probleme stecrit donc ; 5- multiplication de la matrices (vM!) par le vecteur A
a a

Le Lida, +47 MO (4-3-5) 6- soustraction de deux vecteurs Q et (VM! 4)

ov A est le vecteur des paramétres de Lagrange de dimension n. Dans les chapitres précédents nous avons étudié les algorithmes

paralléles permettant !'exécution de chacune de ces opérations.

Les conditions de stationnarite de ce Lagrangien sont :

\ Dans ce chapitre, nous proposons d'étudier le calcul paralléle de

aL. vi (Q-Q) + ue A=0 (4-3-6) - estimation 0 dans trois cas, a partir du systéme linéaire (4-3-7) :
aQ

a.ug “ <0 ‘N 1- résolution directe

on a Yo 2- résolution itérative par la méthode de Jacobi

ou \ ‘ 3- résolution itérative par la méthode de Gauss-Seidel

MVM! A = MQ (4-3-7)

T Pour mettre en oeuvre les techniques du calcul paralléle, nous
Q=Q-VM' A (4-3-8)

décomposons la matrice M en blocs de sous-matrices. Supposons par

i
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exemple que la matrice M est de dimension 10 . 20 et qu'elle est

décomposée comme indiqué sur Ja figure (4-4). Le vecteur Q dans ce cas est

de dimension 20 et est décomposé en trois vecteurs de dimensions 6,8 et 6.

3x6 3x8 3x6

M11 M12 M13

4x6 4x8 4x6

M21 M22 M23

3x6 3x8 3x6

M31 M32 M33

Figure (4-4) Decomposition de la matrice M

Nous considerons également le cas général ou la matrice M est

pleine, sachant qu en pratique cette matrice M est souvent creuse [4-2].

La figure (4-5) présente le graphe du calcul 0 dans le cas de la

resolution directe du systéme linéaire 4-2-7. Sur ce graphe, les taches | a

27 correspondent aux multiplications des sous- matrices Lj = Vie Mgj etles

taches 28 a 36 representent les multiplications des sous-matrices Mj; par

les vecteurs Qj. Les additions des sous-matrices pour former les blocs de fa

matrices Li sont numérotées de 37 a 45. Les taches 46 a 48 sont les

éléments du vecteurs b = MQ et les taches 49 a 66 sont les mutliplications

Mik Lj . Les taches 62 2 72 forment les blocs du triangle supérieur de la

matrice H = MVM! ; comme H est symétrique, fe calcul du triangle

supérieur est suffisant. Enfin, les taches 73 4 92 correspondent 4 la partie

triangularisation de la matrice symétrique H et les taches 93 a 119
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representent la résolution du systéme triangulaire pour le calcul de A, le

A

calcul de VM! Aetded.

Pour le cas ov tgiy~Stagg et tut = Stada: NOUS avons calculé la

durée des taches 1 4 119 en fonction de tadg: En fonction de ces durées, le

chemin critique du graphe 4-5 est le chemin représenté en ligne double. La

fongueur du chemin critique dans ce cas est 3697 t, qq et le taux maximum

daccélération pour cet algorithme est donc

lacce 7 37074 = 10

3697

Le nombre maximum de processeurs pour exécuter l'algorithme

dans le temps du chemin critique est de 36, ce qui donne un taux

d'occupation de :

toccup = 10. = 0,28

6

—

wea

Par {'ordonnancement du calcul, on peut exécuter cet algorithme

dans le temps du chemin critique sur 17 processeurs. Le taux d'occupation

dans ce cas devient :

1 10 = 0,59
eccup ~ =¥

17

qui n'est pas encore trés élevé. De toute facon, si l'on veut exécuter cet



algorithme dans le temps du chemin critique on ne peut pas esperer un

taux d'occupation elevés.

Le tableau 4-1 donne le temps dexécution de !'algorithme pour

différents nombres de processeurs.
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Nombre de Temps Tauz Taux

Processeurs d'execution daccéleration | d'occupation

17 3697 10,00 0,59
15 3844 9,64 0,64

12 4225 8,77 0,73

10 4587 8,08 0,8!

8 5295 7,00 0.88
6 6531 5,68 0,95

4 9385 3,95 0,99

3 12438 2,98 0,99

Tableau (4-1) Temps d'exécution pour l'algorithme

On peut remarquer qua partir de 6 processeurs le taux

doccupation des processeurs est trés élevé. Le tableau 4-2 donne

de validation des données.

Vorganisation du calcul sur 3 processeurs.
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3 processeurs

MAM SAUTER PHAR RAHHR ARH

activite

1504

1128

8490

HH EH Ee

640

REG MERAHHRHRHHHEMHERAAHHHHRHRESHRAEEHE HE

4120

duree

MMH EE HHNHERK HARRAH ERAHHE RHEE HHRE

1120

846
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co

i
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8752

8600

8618

9378

9403

9358

9382

9586
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$403
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48
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18
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pour lalgorithme de validation de données

HeeHH

26

52

54

x

Tableau (4-2) Organisation du calcul sur trois processeurs
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METHODES ITERATIVES

Considérons les systeme linéaires de la forme

(HTH)e = H1Z (4-3-9)

Pour les resoudre, plusieurs methodes iteratives ont été proposées

[4-4], [4-5], [4-6]. La méthode proposée dans [4-4] consiste a décomposer

les matrices H et H'H de la maniére suivante :

H - Hp + Hers (4-3-10)

HTH - (HTH)» + (HTH) pops

ou fes indices D et HORS désignent respectivement les parties

blocs-diagonales et hors-diagonales des matrices.

L'algorithme de moindre carré est alors déterminé comme suit :

glk+l) gtk) . (Hy? Hy! (HT Hyy! (H? Wp gik+!) . (Hy? Hy} (HI Hgors glk),

(AT Hpy tal; K20 (4-3-11)

Cet algorithme utilisé efficacement pour lestimation des

paramétres des systemes de grande dimension, pose des problémes pour

{étude de la validation des données. Son inconvenient majeur dans ce cas,

reside dans les inversions de matrices Hy! Hp (Mp VMp! en validation des

données) qui peuvent étre singuliéres. Nous utilisons donc la méthode



décentralisée de validation de données proposée dans [4-1]. Dans cette

méthode, on décompose le réseau initial en N sous-réseaux faiblement

couplés. Cette décomposition permet de formuler le probleme de validation

des données de 1a facon suivante :

minimiser

2phon 2 1ya
1-7 218-98 +z hd-at

(4-3-12)

sous la contraintes M,Q: + mja - 0 i-1,N (4-3-13)

avec Qj : vecteur des débits du sous-systéme i,

Vv;j ‘ Matrice de variance-covariance des mesures du sous-

systéme i,

Q : vecteur des debits de couplage entre les sous-sytemes,

mj: matrice d'incidence de couplage du sous-systeme i avec

Jes autres sous-systemes,

Vq . matrice de variance-covariance des mesures des voies de

couplage.

Les conditions d'optimalité de ce probléme sont alors :

-] = T 5
Vy (Qj -Q) +My Ay-0 i- LN (4-3-14)

a

V1@-o) + Emi a-0 (4-3-15)

177

M;0,+ md -9 (4-3-16)

ou A; est le vecteur des paramétres de Lagrange du sous-systeme i.

Des equations (4-3-1 4), (4-3-15) et (4-3-16), on peut tirer A; :

Na, “x! (e,-m,V, 2 mm, 3) i= iN (4-3-17)

jet

avecR-M,ViMT, mj VgmT i= LN (4-3-18)

rj MjO} + ma is LN (4-3-19)

La résolution itérative du systeme (4-2-15) est alors effectuee :

a) par Ja méthode de Jacobi :

N
(kel) = (i

APY Rey mV, 2 mae) LN (4-3-20)
js!

i

b) par /a méthode de Gauss-Seidel :

(ee oy open Sore |
AD eR (t-mv mA) + 2, m2) iHLN (4-3-21)

i ioe 55 fa 9

Pour !'implantation paralleéle de ces deux algorithmes, nous
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étudions le réseau de la figure (4-6) [3-1] décomposé en trois (ey -

-evte XK x
sous-sytémes.

yt 6 RK x 6 0
x xX |x

XKKKM x

x} % x

4 KK K

0 x xX x 0
K A x

KX %

Xx xX xX
7 

KKK

0 0 x x X
KXR

X X xX
x KKK

Figure (4-7) Matrice d'incidence du réseau (4-6)

i a METHODE GLOBALE

La figure (4-8) fournit le graphe pour une méthode giobale. Pour

taiv = tada &t toun = 5 ladda la durée du chemin critique est de

Figure (4-6) ; Réseau du transport de matiéres.

3150 todd: Cette durée nous sert pour la comparaison des méthodes

La matrice d'incidence de ce réseau a la structure suivante : globales et itératives,

Figure (4-7)



METHODE DE JACOBI

La figure (4-9) montre la partie diinitialisation de l'algorithme de

Jacobi.

Le réle des différentes taches est le suivant :

-de1a6

-de7a9d

-de 10a 18

- de 19420

- de 25 a 27
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s calcul de Rj ets.

:ealcul de RL

F -1
realcul de Ro ry.

etRi! m;Vqmi?

:ealcul de Ry! mj; 7aj

J “1calcul de Ai = Rj Vi -

Figure (4-9) : Graphe de Ja partie d'initialisation pour le reseaux (4-6)
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La durée du chemin critique pour ce graphe est de 1443 tagq -

La figure (4-10) présente fe graphe pour la partie iterative de

lalgorithme. En plus de calcul de a2), ce graphe comporte la partie

test de fin de calcul de l'itération (k+2). Ces taches correspondent aux

numéros 3,6, 9, 11, 13, 15, 18, 20 et 21. La durée du chemin critique

& \.

J—§—19-@)2
2

;

Figure (4-10) Le graphe de la partie iterative de l'algorithme de Jacobi
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Si L est le nombre diiterations necessaires a la convergence de

lalgorithme, la durée minimale d'exécution est :

1443+49L

Pour que la méthode de Jacobi soit efficace il faut que l'on ait :

1433+49L<3150 ou 35

Lalgorithme de Jacobi pour cet algorithme converge apres 34

itérations [4-1]. Les deux méthodes globale et de Jacobi ont donc a peu

prés les mémes vitesses de calcu! parallele.

ALGORITHME DE GAUSS- SEIDEL

La figure 4-11 présente fa partie initialisation jusqu’a la fin du

test de la premiére iteration . On peut remarquer que le calcul de alk 1)

(tache 28) est retardé jusqu'au calcul de ae) (la tache 24) et pour

calculer ag) (la tache 35) les valeurs de a,{K*)) et alk) ont éte

deja calculées. Pour accélerer | algorithme on a commencé les calculs de

litération suivant juste aprés le calcul de aye) (les taches

30,33,36,37,39,40.42.43,45). La durée du chemin critique du graphe

3-LLest 1530tagq -
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ation: de !algorithme de Gauss Seidel

Figure (4-11) Par

185

La figure 4-12 montre fa partie itérative de l'algorithme de

Gauss-Seidel. La durée de chemin critique pour ce graphe est de 119 t

add -

Alors, si L ost lo nombro diiteratione nocossaires pour Ia

convergence de I'algorithme, !a durée totale d'exécution est :

(1530+ 119 L-D) tag

Pour eétudier l'efficacite de l'algorithme par rapport ala méthode

globale, if faut que l'on ait :

1530 +119(L-1)< 3150 ob — Lél5

Le nombre d'itération de l'algorithme Gauss-Seidel pour cette

exemple est de 20 [4-1]. L'algorithme de Gauss-Seidel est donc moins

rapide que la méthode globale pour le calcul paralléle.



Tache

initiale

Figure (4-12) Partie iterative de l'algorithme de Gauss-Seidel

4-4 ESTIMATION DES PARAMETRES

4-4-1 Méthode directe

Considérons le modéle d'observation suivant :

2-HO+V (4-4-1)



Si N est le nombre de sous-systémes et si les blocs ont tous les

mémes dimensions d.v avec d»v, alors le chemin critique du graphe 4-13

est composé de:

1 mutiptication de deux matrices v.d et d.v

Log2N additions de deux matrices v.v

N-{ multiplication de deux matrices vxv

N-1 inversion de matrices symétriques viv

N-1 multiplication de deux matrices vxv dont le résultat est

sy métrique

N-1 addition des matrices v.v symétriques

2N-1 multiplication de deux matrices vzv et vxr

2N-3 addition de matrices var

Pour d=25, v-4, rt giy-6 t agg @t! mult “5 badg, 14 durée du

chemin critique est de 4582 taqg.

Le tableau 4-2 présente les résultats obtenus par l'ordonnancement

du catcul, en fonction du nombre de processeurs.

Nombre de Temps Taux Taux

processeurs dexécution d'accélération d'occup ation

14 4582 9,95, 071

12 4809 9,48 0.79

10 5462 8,35 0,83

8 6150 7Al 0,93

6 7835, 5,82 _ 0,97
4 11417 3,99 1

3 15197 3 1



AI AZO ap”

ob §=2ER UT : matrice des mesures

Tableau 4-2 Temps d’exécution pour !'algorithme des moindres
. . oot. ee Ro : matrice des paramétres constantes a

carrés dans le cas de blocs de mémes dimensions

estimer

Le tableau 4-3 donne les mémes résultats pour d,=20, vj=3. He Rmx : matrice de relation entre les parame-

9-25, v~4 et 43-30, v3=5. La durée du chemin critique dans ce cas est tres et les mesures.

de 5388 t agg VER vivo... : matrices représentant le bruit et/ou

l'incertitude des mesures, composée

Nombre de Temps Taux Taux ae 1 ats
processeurs dexécution | d'accélération | d'occupation le vecteurs aléatoires normaux

12 5388 8,46 0,71 indépendants , de moyennes nulles et

10 5586 8,16 0,82

8 6295 7.24 0,91 de variances Z I

6 7977 5,72 0,95
4 ‘11438 3.99 1

3 15094 3 1 La solution a partir de la méthode des moindres carrés du systéme

4-3-1 est donnée par le systeme

Tableau 4-3 Temps d'exécution pour l'algorithme des moindres carrés

dans le cas de blocs de dimensions differentes (HH) $ -HTz (4-4-2)

a

| ou@ est la matrice des meilleurs estimateurs des paramétres 6.
4-4-2 Méthode Itérative | Le systéme (4-4-2) est a peu prés de la méme forme que celui de

Yéquation 4-3-7 obtenu pour fa validation des données. La différence

Pour la résolution iterative de [‘@quation 4-4-2, nous utilisons la réside dans I'absence de la matrice V dans 4-4-2, ce qui simplifie 1a

méthode proposée dans [4-4], que nous avons étudiée en 4-3-2. — tise dan
solution du probléme dans ce cas.

implifier la i i é a é iPour simplifier la notation, posons La figure 4-13 présente le graphe correspondant 4 la résolution du

systéme (4-3-2), dans le cas ou la matrice H, de dimension 75x12, est

T= lly + (Hp! Hp) at Wpr! Ug- (Hp! Hp)! (aT Wpors! décomposée en blocs de dimensions 2514.
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tel g* (Hp! Hp)! HT Dp FE aT py! az

alors 'équation 4-3-11 s‘écrit sous laforme =,

Me rok t: keo ‘ (4-4-3)

7 rn \ - a
et sion utilise un paramétre de relaxation ona:

Ble) AK) 78K) 61-80); 0 (4-4-4)

ot N= wl, est le paramétre de relaxation. .

ou

ou

On peut écrire alors

Bee) 7B oa, k20 (4-4-5)

’

Tye lye O(T-Ig); ty=Ot

Sion décompose les matrices Z et 6 de la facon suivante :

a-ta,T2y",

82181189), onsen

ZeRmixe eeR" ixd2,.
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N N

= =m 2 aan

41 TM isl a

Téquation 4-4-4 s‘ecrit sous la forme :

yoy

. x n

BED 800) - os ttypedyy HTT! Dy NE cM, 0,(4)- SaT 2
j=ljet

(4-4-6)

i : ice d'identité i i HTob Qj= oly; [pj est la matrice didentité de dimension n, et Dji-Hiy' Hi

Posons :

1; -lgqTyy,-1 p.-! -Mg = HTH, Uj-0; Uy Dy HMDA! Dy! sg; = BH TZ,

ietj-1aN

on a alors :

a (Kel) 4 * a *

8) 6:0) - vist 8) - via @{6)— ———-- -U tiny! + vig;
(4-4-7)

On calcule donc hors itération les matrices uj; Mjy, UMj2, 0»

UjMin et Ujq;.

Chaque itération comprend alors:

N multiplications de deux matrices.

N additions de deux matrices.
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Pour le calcul paralléle de cet algorithme, nous utilisons les

méthodes présentées précedemment pour la multiplication des matrices et

la résolution itératives des systéemes d'équations linéaires, La figure 4-14

présente le graphe correspondant a !a premiere itération de cet algorithme.

La signification des différentes taches du graphe 4-14 est la suivante :

la 18

19 a 27

28,31,35

29,30,32,33,34,36

37,38,39

40,42,45

41,43,44

46,4748

49,50,51

52 a 60

61 a 63

64a 71

72,7374

Hy? Hy i-1aN Kelai

Hy! a ij-1aN

Dy! i-1aN

My > 2 Hy? Hy; i-1aN j-1aN

Eu,t 2, i-1an
Dy! ix Lan

Qe tyr Dy My i= LAN

gy! i-1aN

ug Qo! QDy! i= 1aN

Agr yj My j= 1aN

T = <5
qs yz Hj Z i-1aNn

4,0) ij-1an

01) F aj, 9,(0) . aq i j-1aNn

Le chemin critique du graphe 4-14 dans le cas general est
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1 multiplication de deux matrices v. det d.v dont le resultat est

symétrique.

\ inversion de matrices symétriques V .v

| inversion de matrice v.v

3 multiplications de deux matrices v.v

| addition de deux matrices v.v

1 multiplication de deux matrices V.vetv.r

I+loga N additions de deux matrices v. r

ou N est le nombre de décompositions, d et r sont les dimensions des

sous-matrices z et v et r sont les dimensions des sous-matrices 6.

La figure 4-15 présente le graphe correspondant 4 l'itération k

(k>1) de l'algorithme 4-4-7,

Figure (4-15) Graphe de l'itération k de l'algorithme 4-4-7

Le chemin critique du graphe 4-4-7 est composé de:

| multiplication de deux matrices v.v

Logs N +! additions de deux matrices v.r

Pour d=25, v=4, r=l, tgiy * 6 et ladd 7 5, la durée du chemin

critique du graphe 4-4-7 est de 100. Si L est le nombre d'itérations
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nécessaires a la convergence de l'algorithme 4-4-7 , la durée totale du

chemin critique est ;

3318 + (L-1)100

Pour que I'algorithme iterative soit plus rapide que la méthode

directe il faut que !'on ait :

3318+(L-1)100¢4582, soit L 13

On peut trouver des relation semblables entre le nombre

ditération L et le nombre de décompositions N en connaissant les

dimensions des sous-matrices 6. Par exemple, pourd=20, v-4,r=1,

t diy" Stada: tmultTM Stagd: la durée du chemin critique du graphe 4-13 est

(1441+1039N+16 logy N) Tagg

et la durée du chemin critique de l'algorithme itératif est :

(3318+(L-1)(92+4( +108) N))) tagg

Pour gue !'algorithme itératif soit plus rapide que !'algorithme

direct, il faut que l'on ait :

3318 + (L-1) (92 + 4(1 + log N)) 1441 + 1039N +16 tog N
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ou encore

L« 1039 N + 20 loggN + 1781 / 96 + 4 logoN

(4-4-8)

Les tableaux 4-4 et 4-5 donnent respectivement le temps

d'exécution par ordonnancement de la premiére itération, représentée par

le graphe 4-14 et celui des itérations suivantes resprésentées par le

graphes 4-15,

Nombre de Temps Taux Taux

Processeurs d'exécution. diaccélération | d'occupation
18 3318 14,8 0,82

14 4374 11,2 08
12 4374 11,2 0,94

10 4944 9,93 0,99
8 6758 7,26 0,91
6 8208 5,98 1

4 12302 3,99 1

3 16360 3 1

Tableau 4-4 Temps d'exécution pour la premiére itération de

lalgorithme 4-4-7

Nombre de Temps Taux Taux

Processeurs d'exécution diaccélération | _d'occupation
10 100 8,52 0,85

9 100 852 0.95

8 192 4,44 055
6 192 4,44 74

4 284 3 075

3 284 3 1

Tableau 4-5 Temps d'exécution de l'itération k(k>1)

de !'algorintme 4-4-7
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La comparaison des deux tableaux (4-4, 4-5) et (4-3) donne le

nombre diitérations maximum de l'algorithme itératif en fonction du

nombre de processeurs. Ainsi par exemple, pour un nombre de

processeurs égal a 18:

3318+(L-1)100<4582 ou Le=l3

Pour un nombre de processeurs égal a 10:

4944+(L-1)100<5462 soit L«-6

Pour un nombre de processeurs égal a 6, la durée d'exécution de la

premiére itération de l'algorithme 4-4-7 dépasse la durée de l'algorithme

global. On peut constater ainsi que, pour cet exemple, l'algorithme global

est plus rapide que l'algorithme itératif.

4-4-3 Algorithme récurssif

Considérons |'équation matricielle suivante :

L=HO+e (4-4-9)

Si N observations de Ja matrice des mesures Z sont disponibles, on

peut estimer fa matrice @yy avec une des méthodes précédentes

Lialgorithme récursif des moindres carrés nous permet alors de calculer les

paramétres d'une facon récurssive, dés que de nouvelles mesures sont

disponibles. Supposons tes relations suivantes :

200

(4-4-10)

Onaalors [4-71

Oey = CHT Hy + bye Rayer! CAT 2y + yey ays)
(4-4-11)

qui apres quelques manipulations aboutit a l'algorithme suivant :

T yy l. T Ty
Py = (HU ED SPs = iy Hy * ye Ons)

-1Ky = Pyyhysy (1+ Bye? Py ty.) (4-4-12)

a * t

Over PN & Ky (Ever — Borey OW). (4-4-13)

T 1Prod = Py Py tyes (bt Bey Py Sed)” Byer Pry (4-4-14)

On peut partitionner alors 6 en M . R sous-matrices et utiliser les

méthodes présentees précedemment pour le calcul parallele de

Valgorithme. La figure 4-16 présente le graphe correspondant a cet

algorithme pour M-3 et R-2. La signification des diferentes taches de ce

graphe est le suivante :

ag (Py); (ay), i= baM j-1aM
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oats (byT);0; i= aM j-1aR

16 4 18 4-2 (Py) (by) = i= aM

19,20 nek (hy), 95 j-1aR

21,23,24,26,27,29 LL? i-1aM j-iaM

22,26,28 aT Lh; i-1aM

30,31 U4 -Yj

32 (1+ by.) Py hy, J!

33,35,36,38,39,41 (Pysphj is LAM j-iaM

3437.40 Ky), i-1aM

42.247 (ysihj ie LAM j-1aR

48 tache finale

Considérons une matrice de paramétres de dimensions 20.5

décomposée de la facon suivante :

Figure (4-16) Graphe de !'algorithme recursif des moindres carrés
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dans le cas ou t

est de 840 t yg. Cette durée est réalisable sur au maximum 15

processeurs. Par ordonnancement du calcul, on peut reduire a 10 le nombre

de processeurs pour exeécuter f'algorithme dans le temps du chemin

critique. Le Tableau 4-6 donne le temps d'exécution de l'algorithme par

ordonnancement en fonction du nombre de processeurs.

mult ~
5 todd la durée du chemin critique du graphe 4-16

Nombre de Temps Taux Taux

Processeurs d'exécution d'accélération d'occupation

10 840 8,03 0,8

8 929 7,25 0,91

6 1133 5,95 0,99

4 1720 3,92 0,98

3 2251 2,99 !

2 3372 2 Il

Figure (4-6) Temps d'exécution pour l'algorithme récursif

des moindres carrés
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4-5 FILTRE DE K

4-5-1 Filtre de Kalmann global

Considérons un systéme linéaire, sous forme discréte défini par:

x (K+1) = A (K) g (K) = w (kK)

Z(K) =H (K) x (k)+y (Kk) (4-5-1)

ou x (k+1) est le vecteur d'état de dimension n,

z(k) est le vecteur d'observation de dimension m,

k est l'instant d'échantillonage,

A (k) et H (k) sont des matrices d'élément connus,

w (k) et v (k) sont des bruits blancs Gaussiens, non correlés,

de moyennes nulles et de matrices de variance-covariance

respectives Q et R

Le probléme de filtre de Kalman est d'estimer le vecteur d'état

tout en minimisant le critére quadriatique de {erreur : [4-8]

BL (x (k) - 2 (k))"S (x (k) - 2 (k) |

ou S est une matrice symétrique définie positive

et x (k) est le meilleur estimateur de x (k).
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Les équations de filtre de Kalman sont définie alors comme suit:

(4-9}) [4-10], [4-11]:

- prédiction a un pas:

L(KIK-1) = A (K-1) Z (K-11 K-1) (4-5-2)

B(KIK-1) = A (K-1)B (K-1 1K-1) AT (K-1) +Q (4-5-3)

ou <(K-1 | K-L) est le meilleur estimateur de < (K-1), avec Z (K-1)

P(K-1 [K-1} et P(K1K-1) sont les covariences de [x (K-1)- x (K-1

{K-L))et (2 (K) - x (KI K-U)] respectivement.

Quand la valeur de Z (Kk) est acquise, il faut modifier ces valeurs.

On a alors pour les prévisions a un pas :

ZKIK)-Z(KIK-1)+K (KZ (K) - HK) EK IKI) (4-5-4)

P(K 1K) = (1 -K (K) bh (K)) B(KIK-1) (4-5-5)

K (K)=P(KIK-1) HB! RK) ER (K)P(KIK-D A! (k)+ RT! (4-5-6)

Pour l'implantation paralléle du filtre de Kalman, nous

decomposons le vecteur x en N vecteurs de dimension j (j=1 ..., N) de la

facon suivante :
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x Wi XL 1

| *2 45 wy
{K+1)} = A (K) {K) (K)

& L Ww.

N v{ | "N

i ¥l | ry 1

Fa nD vy
(Ks 1) = H(K) (K) (K)

|

Z x v
N N N

Les équations 4-4-2 et 4-4-3 sont alors de la forme :

a

HK (KIK-D)-2 Ail (K-1) (K-LIK-1) i= aN (4-5-7)
i=

N
T » eh &

Py (KIK-1)= 2 Ain 2X (Pogg (KL TK 1) Aj) * Qui d= 1 aN

(4-5-8)

et elles peuvent alors étre résolues en parallele.

Pour les équations 4-4-4 a 4-4-6, la méme décomposition donne

la possibilité de calculer parallélement les sous-matrices. En effet, le calcul

de K(k) est composé de multiplications de matrices et de l'inversion d'une

matrices symétrique : nous avons déja étudié les méthodes de calcul
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paralléle de ces operations.

La figure 4-17 présente fe graphe associé, pour N=2 et pour la

partie correspondant au calcul de P (K | K).

Sur cette figure on peut distinguer les calculs suivants :

= taches 1 a 21: calcul de P ((K+1 |K) - A (K) P(K1K) AT (P (Ki),

- les taches 19, 20, 21 correspondent respectivement aux sous-

matrices de covariance Py; (K +11 K), Py (Kel 1 Kk) et

Po (K+1 | K). La matrice P(K+1 | K) étant symétrique, le calcul

de Po, (K+1 1K) n'est pas nécessaire,

- taches 22 a 33 : calcul de M (K) - P (K1K-1).

On doit stocker les sous-matrices Mi (K) dans fa mémoire pour la

suite des calculs.

~ taches 39 4 42 : calcul de H (K) M (K),

La encore, la matrice résultante est symétrique. On calcule dont les

blocs triangulaires supérieurs.

- taches 43 a 45 : calcul de u (K): H (K) M (K) +R,

Figure (4-17) Graphe du Filtre de Kalman décentralisé pour le syst&me 4-4-25
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~ taches 46 a 49, 51,54, 58, 61 : calcul de [u (K)I"!,

- taches 50, 55, 59, 53, 66, 68, 57, 52, 60, 56,67, 69: calcul de

K (k) = M(k) [u (K)!

- taches 62, 63, 64, 65, 70, 71, 72, 73, 74, 75, 76, 77, 78, 82 : calcul

de I - K (K) H (k)

- derniéres taches : calcul de P (K 1K) - (1 - K (K) H (K)) P(KIK-1).

On peut remarquer que, pour accélérer le calcul, nous avons

effectué le chevauchement du calcul de [u (K))"!, K (K) et 1 - K (K) H(K). A

chaque fois qu'une sous-matrice est calculée, nous l'avons utilisé pour le

calcul suivant.

Dans le cas oti les blocs de A, P, H ont les mémes dimensions v, le

chemin critique du graphe 4-7 est composé de :

- 3N+3 multiplications de deux matrices v.v,

- Ninversions de matrices symétriques v.v,

- (N+1) multiplications de deux matrices v.v dont le résultat est

symétrique,

- (N+2) additions de deux matrices v.v dont le résultat est

symétrique,

- 5 loggN + (2 N - 4) additions de deux matrices vv.

Le nombre total d'opérations pour le calcul d'un filtre de Kalman
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est de:

- Ninversions de matrices symétriques v.v,

- (6 N3 -2N2) multiplications de deux matrices v.v,

= (N-L) (6 N2 - 4.N) additions de deux matrices v.v,

- (4 N2 - 1) multiplications de deux matrices v.v dont le résultat
est symétrique,

- (5 N2 - 3.N) additions de deux matrices v.v dont le résultat est

symétrique,

-3 Nn? multiplications d'une matrice v.v par un vecteur de

dimension v,

- 3N2 - N additions de deux vecteurs de dimension v.

Connaissant le nombre total d'opérations et fa durée du chemin

critique, on peut calculer fe taux d'accélération pour N et v donnés,

Pour N et v d'ordre élevé, on peut se contenter de prendre en

compte uniquement le nombre de multiplications dans le nombre total

d'opérations ; mais pour l'étude du chemin critique, il faut tenir compte du

nombre d'inversions des matrices.

Pour v suffisamment grand, on peut écrire :

- temps d'inversion d'une matrice sy métrique : 1 (temps de
2

wuitiplication de deux matrices),

- temps de multiplication de deux matrices dont le résultat est

symétrique = 1 (temps de multiplication de deux matrices).

2
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Le taux d'accélération asymptotique pour le filtre de Kalman est

donc de :

TO NS-2N@+2N2 - 1,52 (4-5-9)
accel ——______—___

3N+N/2+N/2

4-4-2 Filtre de Kalman décentralisé {4-12}

Pour les systémes interconnectés, des capteurs implantes sur

chaque sous-systéme mesurent les variables qui lui sont propres. Dans ce

cas, la matrice H des équations 4-4-1 est sous forme de bloc diagonal. On

peut donc écrire les équations 4-4-1 sous la forme suivante :

4

161) Ag WD Aig Krag W ew) j-1aN

a (K+ 1) =H, (K) 3; (&) +) (K) j-1an

(4-5-10)

ou xest le vecteur d'état du sous-systéme j de dimension nj,

gest le vecteur d'observation de dimension vj

yj {K) et yj (K) sont des bruits blancs gaussiens non correlés de

moyennes nulles et de covariances respectives Q et R.

Supposons :

7, (11K) = 2) - Ey (KHDIZ WO
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py (K+1 1K) = Zp ~ Bldg (Ke) 12 (K), 24 (Ke1)]

DNV Oo 1K) = yy ~ BL dy (RD) 12 (WD, Zp (KD), se Zgge 4 (Ke

Nous pouvons décomposer l'espace H* de la variable aléatoire Z en

(N+1) sous-espaces orthogonaux [4-13], [4-14]:

o oA YN
1g @ Ty (Ko1 1K) @ Dy! (Ket (RA) © eee Oy! (Ket Re)

Utilisons 1a propriété geometrique suivante :

~ soit B un element de l'espace H* qui est un sous-espace ferme de Lg ‘

- soit By Sa projection sur le sous-espace ferme 7; de H* 6, est donc fa

meilleure estimation de B dans 2) ;

~ soit b le vecteur de dimension m des projections de Z) dans Z; (dg

est donc la meilleure estimation de Z2 dans Z;);

~ soit enfin Zy = Zp - Zp

a

B. projection de B dans le sous-espace Z; ® Zz, s‘écrit alors :

8-8, EWN (Ed ZN! 7, (4-5-11)

En écrivant les équations 4-4-10 sous la forme :

N

x (K+) “2 Ajo (K) Xp (K) + Wj (K) (4-5-12)
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nous obtenons alors pour la prédiction a un pas:

j (Kel [K) = 2 Aim m (K IK) et (4-5-13)

¥ (Kel 1K) = x; (K+1) 5, (K+ 1K) = > Aja! m (K) Xmq (K) - Xpq (K 1K
n=1

(4-5-14)

La covariance de la prédiction a un pas est donc:

Pi (K+1 | K) - Eg, (Ket (K) & T(K+1 1K

N nu- 2 Ain WE be K1K) AT + Q(K) (45-15)
a=t =

Pin (K+1 1K) = Bx (K+1 1K) X, Tike |K)]

N

- 2 Aj KI 02 Peg (KIK) Ang! (KD) (4-5-16)
fel

L'application de 4-4-11 pour les sous-espaces Eat neatly aboutit

alors a [4-13] d'od:

% (KL [Ket)g =H (KH DReL gy + (Ki) 1 (Ket) Z,5"! (Kel [K+t) (45-17)

yoy (KeMIKeL) = Pig K+L] Ket gy ~ (Kj) Ket) Hy (Ke) Pypy(K+l KW g. 4

(4-5-18)

(KS! (Ke1) = Pig KelIKet)g.y Hgl (KeL) [Hg (Kot) Pyg(Kel | Ket) He!

(K+) +R, (Ket! (4-5-19)
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Lialgorithme décentralisé du filtre de Kalman peut donc se

résumer ainsi :

1) a partir des équations 4-5-13 a 4-5-16, on calcule les prédictions a

un pas

2) posons s={ et utilisons les conditions suivantes :

x (Kel | KeLg = 4; (Kel) et Pigg (Kel | Ke )g = Pigg (Kel 1Ke 1)

3) oncalcule alors :

(KJ) say Kel [Ket), et Pigg (Kel KU)

4) on pose s - s+! et on boucle les calculs en retournant 4 l'étape 3.

Quand s ~ N+1, le calcul est termine.

Si les sous-matrices ont les mémes dimensions v, le nombre total des

opérations pour le filtre déecentralisé est :

~ N inversions de matrices symétriques de dimension v.v,

- (2N9 +N4) multiplications de matrices non symétriques de dimension

Vv,

(2N2 : N) mu! liplications de matrices de dimension v.y dont !e

résultat est symétrique,

- N (N-1) (4 N-1) additions de matrices non symétriques de dimension

VN,
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- 2N* additions de matrices symétriques v.v par un vecteur de

dimension v,

- 2N@ additions de vecteurs de dimension v.

Le calcu! paraltéle du filtre décentralisé se fait donc en (N+1) étapes :

Etape 1: - calcul des prédictions a un pas. Cette étape est la

méme que celle du filtre centralisé

Etape 2: ~ calcul de x; (Kel }K+E), et Pigg (KHL KYL),

Etape Nel: - calcul de ij (K+l | K+i)y et Pin (Kel [K+ Dy

E£remple : Considérons le systeme interconnecté suivant :

Systéme | Systéme 2

Systéme 3

La représentation mathematique de ce systeme est :
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x 7 A {Kj A {K) A {K)¥ Wet) tt 1 8 XW) | | Wy)

Ken | = fA BBW Aw) Ty if | | ww
X (+t) A (K) a () a {k) W

(4-5-20)

Z (Ket) H ell 0 0 x j (K+4) v,()

(K+1)
Z (Ket g H 0 XK (Kel

2! 5 3 Eon Pt } Y
Kel

2 (K+!) XK (Ke)
“ H v3 0 0 ; 3 3 (K)

(4-5-21)

La figure 4-18 présente le graphe correspondant de l'algorithme

décentralise du Filtre de Kalman pour te calcul des sous-matrices de

covariance. Sur cette figure, les taches sont numérotées de la facon

suivante :

N N

; » Tile T- taches | 460: calcul de 2. Aim 2 (Prop (KIK) Air (K}}

- taches 61 4 80: calcul des Pin (K+t [K+1)

- taches 81 a 100: calcul des Pim (K+1 |K+L),

~ taches 101 4120: calcul des Pi (K+ 1K+1)3

A une étape donnée (étape de calcul des Pim (K+l | K+1), par

exemple), on distingue notamment :
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Q @
(2X28)

G) @

ORO. OO O.O.0.6)Ya) @ (109) 5)

© Yo@ (30) 110Oo & Ge

(8)430)

@) &

(a) (a)

OO)

(2)

(a) (6X) DO
Ox | (H)X7)

ce oe__{/af
O,O}

()

(a) (48)

a(x)

(at) (5a)

@ ey (a8) (33)(49)(02) ig

os | Veoodlee(@) (a0) (74)£20) (34){i00){i08) 4) 05)4i08) itd )¢(20)
@) @)
2836

eS &

Figure (4-181 Filtre de Kalman décentralisé
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- tache 61: My, =P, (Kel 1K) H,!

- tache 65: uy = (Hy Myy +R)!

= tache 68 : (Kp 1)19 = May - uy

- taches 75 280: Pj (K+LIK+i) i- 143 j-ia3

Dans le cas ob les sous-matrices Ay et Hi ont les mémes

dimensions v, le chemin critique du graphe 4-18 est composé de :

- (2N+ 1) multiplications de deux matrices de dimensions v.v,

- (2N +1) multiplications de deux matrices de dimensions v.v

dont le résultat est symétrique,

- (3N - 1) additions de deux matrices de dimensions vv

symétriques

- (N-1) additions de deux matrices de dimensions v.v non

sy métriques;

- N inversions de matrices symétriques de dimensions v.v.

En connaissant le nombre total d'opérations et la durée du

chemin critique, on peut calculer le taux d'accélération de l'algorithme.

Pour v suffisamment grand, on peut négliger le temps de calcul des

additions sachant que le temps de calcul correspondant aux opérations

sur les matrices symétriques est la moitié de celui correspondant au

temps des opérations sur les matrices non symétriques, ce taux

d'accélération asymptotique de l'algorithme est donc :
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t 2n3 n2 (4-5-22)
accel ~

2N+N+N/2

a

7

Le taux d'accélération asymptotique du filtre décentralisé est

infériour a colui du filtro non décontralisé, mais lo nombre d'opérations

total du filtre decentralisé est beaucoup moins important : en consequence,

ja durée du chemin critique du filtre décentralisé est plus courte que celle

du filtre centralisé.

La figure 4-19 presente le graphe correspondant au calcul du filtre

centralisé pour le systeme (4-5-20), (4-5-21). Le nombre de taches a

exécuter est de 179 au lieu de 120 pour le filtre décentralisé.

La durée du chemin critique du graphe (4-19) correspond a:

- 3N multiplications de deux matrices non symétriques,

- (N+4) multiplications de deux matrices symétriques,

- (3N - 4) additions de deux matrices non symétriques,

- (2N + 2) additions de deux matrices symétriques,

- Ninversions de matrices symétriques.

Par rapport au filtre decentralisé, le nombre de multiplications et

additions non symétriques a été augmenté, ce qui par conséquent

augmente la durée du chemin critique.

Le tableau (4-5) compare fe temps du chemin critique des deux

filtres, pour N ~ 3 et dans le cas ot tgiy > 6 tadd: ‘mutt 7 5 tadd:

ng
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v 3 4 5 6

Filtre centralise 2511 5799 11150 19068

Filtre décentralisé}| 2139 5015 9625 16440

Rapport = R 0,85 0,86 0,861 0,86

Tableau (4-5) Comparaison du temps du chemin critique

des filtres centralisés et décentralisés

Pour la valeur asymptotique de R, en supposant toujours que le

temps de calcul des opérations sur les matrices symétriques est la moitié

de celui des matrices non symétriques, on peut écrire :

(2ne1)+2N*t
N
—

iz2
- = -5-2R Ned 0,875 (4-523)

2

N
N =3N+t "3

Le temps du chemin critique du filtre decentralisé est donc de

12,5 % inférieur a celui du filtre centralise.

ORDONNANCEMENT DU CALCUL

Nous avons calculé le taux d'accéléeration maximum pour le filtre

décentralisé dans !'équation (4-5-22). Ce taux est réalisable sur au

maximum de N? processeurs, Le taux d'occupation des processeurs est dans

ce cas de:
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y= (4-5-24}

Pour N suffisamment grand, le taux d'occupation des processeurs

est trés faible. L'ordonnancement du calcul pour diminuer fe nombre de

processeurs est donc indispensable dans ce cas. Nous avons etudie le

nombre de processeurs nécessaires pour effectuer le calcul dans le temps

du chemin critique : ce nombre minimal est de NZ, le taux d'occupation des

processeurs est:

_4N2 = 0,55 (4-5-25)
occup ——

7 NA

Ce taux d'occupation n'est pas excellent. Nous pouvons trouver

un compromis qui, tout en ameliorant ce taux, augmente legerement la

durée du calcul et illustré dans le tableau (4-6) qui donne Je temps

d'exécution de l'algorithme pour le systeme (4-4-19) par l'ordonnancement

du calcul dans te cas ob V - 3, tyjy ~ 6 tadd &t tmutt 7 5 tadd: On peut

remarquer que le temps du chemin critique est obtenu sur 11 processeurs,

avec un taux d‘occupation de 0,53. Pour 6 processeurs, la duree d'exéecution

est de 2400, soit 13 % de plus que le temps du chemin critique, mais le

taux d'occupation passe de 0,53 a 0,86, ce qui représente une amelioration

considérable, Dans ce cas, le choix de 6 processeurs nous semble un bon

compromis entre le taux d'occupation et le temps d'exécution.
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Nombre de Temps Taux Taur

Processeurs d'exécution d'accélération | d'occupation

li 2139 5,8 0,53

10 2226 5,6 0,56

8 2292 $4 0,68

6 2400 5,2 0,86

4 3126 3,97 0,99

3 4173 2,98 0,99

Tableau (3-6) Temps d'exécution pour le filtre décentralisé

pour le systeme 4-4-19

ORDONNANCEMENT DANS LE CAS GENERAL

Nous avons étudié le cas ot les sous-systémes sont tous de méme

dimension et ou les sous-matrices Aij sont toutes non nulles.

Généralement, les systémes interconnectés n'ont pas tous ia méme

dimension et nous pouvons trouver Ajj = 0, Considérons alors le systéme

suivant :

systeme |

dimension 3

systeme 2

dimension 2

systéme 3

dimension 4

La representation mathématique de ce systeme est :
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1G) a 8 r,@ || va

Komp | > faa Ay Ag 1 ¥ ©

x (ke) A 0 Wa ¥
3 mt Hi rw || ¥,@

Zs) Ao 8 Kap

Zk) | 2 0 H 0 X (KD (4-4-25)
2 2 2

(+1) (+1)
, 6 9 Z ,

La figure (4-19) présente le graphe correspondant pour le filtre

centralise du systeme (4-4-25). Sur cette figure, nous avons representé

également le calcul des vecteurs d’état (taches en haut de la figure). La

durée du chemin critique dans ce cas est de 2685 tadg: Cest-a-dire une

valeur supérieure a celle du systéme (4-4-19), mais réalisable sur 6

processeurs au lieu de 11. Les taches critiques de 1a figure (4-19) sont

légérement différentes de celles de la figure (4-18). Le tableau (4-7) donne

le temps d'exécution de l'algorithme pour Is systémes (4-4-25) dans le cas

d'ordonnancement du calcul.

Enfin, lorsque dans fe cas général, on ne peut pas déterminer le

chemin critique a priori, il est alors possible d'utiliser les techniques de fa

méthodes P.E.R.T. présentées au chapitre 2.

gstyesqueogp wou uRW;ey ep as4f1y (YZ-p) BINT
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Nombre de Temps Taux Taux

Processeurs d'exécution d'accélération d'occupation

aI 2139 5,8 0,53

9 2226 5,6 0,62

6 2400 5,2 0,86

3 2652 47 0,94

4 3126 3,97 0,99

3 4173 2,98 0,99

Tableau (4-9) Temps d'exécution pour le filtre de Kalman décentralise

4-6 CONCLUSION

Nous avons étudié les techniques de calcul parallele pour la

multiplication de deux matrices et appliqué les résultats de cette étude

pour te calcul paralléle des algorithmes de validation des donnees et

destimation des paramétres.

Dans chaque cas, nous avons comparé les algorithmes directs et

irératifs et nous avons établi les conditions d'efficacité des algorithmes

itératifs pour améliorer le temps de calcul.

Nous avons égallement appliqué les méthodes du calcul paraliéle

dans fe cas du filtre de Kalman centralisé et décentralisé. Dans tous les cas,

nous avons démontré que les méthodes d'ordonnancement de calcul

présentées au chapitre 2 abouiissent 4 un taux d'occupation des

processeurs pius élevé.

- CHAPITRE 5 -

ALO PababLebe

bE La EUDMGLDE BOVIbaLE
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5-1 INTRODUCTION

Le probleme de la commande optimale a suscité beaucoup

d'attention ces derniéres années, Les raisons principales sont fe besoin

croissant de systémes de hautes performances d'une part et la disponibilité

des ordinateurs d'autre part. Mais l'application des méthodes de commande

optimale pose deux problémes essentiels : le temps de calcul et la capacité

de mémoire, deux problémes qui sont en pratique liés.

Pour un probléme discret par exemple, a solution du probleme

linéaire-quadratique peut étre obtenue par la résolution d'une équation de

Riccati. Mais |'équation de Riccati dans ce cas est un systéme d'équations

récursives non linéaires de n(n+1) éléments et il faut en plus stocker les

2

valeurs dela matrice p solution de {equation de Riccati, pour toute la

période d'optimisation : le temps de calcul et !a place mémoire nécessaire

augmentent rapidement avec la dimension du systéme. Les techniques de

décomposition permettent de surmonter en partie ces difficultés et

fournissent également une base assez solide pour [l'utilisation des

architectures paralléles.

Nous avons donc consacré ce chapitre a l'étude de la commande

optimale. Nous étudierons d'abord les méthodes de résolution en paralléle

des systémes d'équations différentielles . Nous étudierons ensuite les

possibilités d'application des techniques paralléles du calcul de la

commande optimale des systémes continus ainsi que des systémes discrets,

Nous aborderons enfin la résolution paralléle de l'équation de Riccati.
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5-2 OLUTION T! U

La résolution en paralléle des systemes d'équations

différentielles peut étre effectuée par décomposition de ces équations dans

l'espace et dans le temps. Nous étudierons la décomposition spatiale en

méme temps que le calcul paralléle de la commande optimale. Nous

considérons donc dans un premier temps la décomposition temporelle.

5-2-1 Equations différentielles non linéaires

Soit a résoudre le systéme d'équations differentielles suivant :

L-fZ0 tg cbs ty

CZ (tg), Z (t_)} = 0 (5-2-1)

ot Zest un vecteur de dimension n, tg est instant initial, ty est instant

final et C est le vecteur des conditions aux deux bouts. Pour partitionner

cette équation dans le temps, nous divisons f'intervalle [tg tl en m

intervalles [tg, tj], {ty, tal...

(5-2-2)Supposons ty <ty <tg -..

Pour tg, ty, .. . tt, Nous estimons les valeurs de Z que

nous désignons pat Zq, 24.0 Lm-1,

A partir de ces valeurs initiales, nous pouvons integrer 5-2-1 sur
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chaque intervalle par une méthode classique, par exemple par la méthode

de Kutta-Runge.

Nous estimons ainsi les nouvelles valeurs de 20) ) {: 20), sesseerss Zn! )

Nous essayons ensuite d'améliorer les premiéres estimations afin

de diminuer d'itération en itération ta difference entre les estimations

Successives,

Supposons donc qu'a litération K, Zp (K+1) 2,61),

KelZon! +1) sont des valeurs estimées a partir des conditions initiales

20 (kK) 2K)

Définissons les vecteurs alk) comme :

i) -2, 1) 2.) j-O0 am-2 (5-2-3)

Dey -1'*) -C [Zy'®), Ly EH)

or Gai’ Y-9 Gi.) j-0ams (5-2-4)

ou g est une fonction obtenue par l'intégration de [equation 5-2-1! de

lintervalle It). I: tj). On peut donc écrire :

n{X).9 (G0 -2,) j-0 am-2

By = C ley. 9 ns ®, 0 (5-2-5)
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En écrivant le développement limité de n{k) et bn -1"* nous

obtenons : «

(K) K)
oh. oh

(K) ,,(K) (K) _(K) (K) (K) .(K) i (KD (RK)h -@ aL Eat of by a a) 32, Ad + i, aa fi

(K) /(K) (K) ik) a) a {K) xc ®)
hy %y +42 2, 22.) Cl, 2, de a, Al, 13 AZ

0 Yo- 1

(5-2-6)

et en appliquant la méthode de Newton, on peut écrire :

(K} (K)
oh oh,

ne 2), 2, 5 2) 4
i 1° fel a, j a. iv!

(Ki (K), aC (K) aC (kK)
ClZ. 2 J+——a Z +—— AZ, =0

0° "m1 0 -1a dd, a2 a

(5-2-7)

or

- K) i

an” ba @, t) w 2
—=-+ “MLZ, t——--![ j=0am-2az, aZ, 2 Jet dy i

} j jet

(5-2-8)

ou Mj (t, ij) sont des matrices de dimension n et 1, est la matrice d'identité

de l'ordre n.

On a donc:

(5-2-9)
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En posant :

oo te Zep
az, azn

on a alors les €quations suivantes :

Mi; A 25 ap) 50.2, nen 2

(5-2-10)

TA 2y{K) aR Mn-l Alm-1 {K} _ hn

A partir des équations (5-2-10), on peut donc calculer les

valeurs de AZ (j = 0 4 m-1) et appliquer l'algorithme de Newton:

z,{K) 5 z,{K) +a az) j-1am-!

O< acl (5-2-11)

La résolution de l'equation différentielle 5-2-1 par la partition

temporelle, comprend donc fes étapes suivantes :

a) Calcul des 2, {Ket a partir des z,{6)

b) Calcul des Mi(t), T(t), R(t)

c) Résolution du systéme d'équations linéaires (5-2-10)

Les étapes a et b peuvent étre exécutées en paralléle sur au

maximum (m+2) processeurs, tandis que pour !'étape trois, on peut

appliquer les méthodes itératives de résolution des équations linéaires.
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Dans la théorie de la commande optimale, on rencontre souvent

des équations différentielles avec des conditions aux deux bouts sous fa

forme:

x=f, (xy t) X (ty) =X tg ct <te (5-2-12)

¥rfo(Zvt) y(t) = ve (5-2-13)

ou get y sont des vecteurs de méme dimension n.

Sion pose :

y

. rt.) -%y

Z-£(2) & - a -¥ tp) vty ($-2-14)

On peut donc utiliser ja méthode présentée ci-dessus, pour

pouvoir utiliser au mieux les deux conditions aux bouts, on peut modifier

légérement la méthode précédente, a savoir :

- estimation des valeurs Yo, Lj, Vys enn x

- intégration de l'équation 5-2-12 dans chaque intervalle dans le

sens direct,

- integration de |'équation 5-2-13 dans chaque intervalle a

rebours ;

On définit alors
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ny) = 45 (k02) a(t

ny2l®) «y; Dy,

et on applique la méthode de Newton comme dans le cas précédent. Les

deux méthodes sont exécutables sur 2m processeurs.

La méthode de partition temporelle est applicable également

dans le cas des équations différentielles avec des conditions a un seul bout.

Dans ce cas, AZg est nul et la derniére équation du systeme 5-2-10

disparait. La résolution du systéme 5-2-10 est donc plus simple.

5-2-2 Equations différentielles linéaires

Soit a résoudre !'équation différentielle :

Z-AWZ+bW) to ststy (5-2-15)

T2(tg) + RZ (ty) -d

La méthode de partition temporelle présentée en 5-2-1 est

toujours applicable. Dans ce cas, si on utilise une méthode récursive comme

par exemple celle de Kutta-Runge, les matrices Mj sont indépendantes des

jj. Elles sont donc calculées uniquement pour la premiére itération.

Pour les équations différentielles avec des conditions a un seul

bout, on peut utiliser d'autres méthodes numériques pour la résolution de
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ces equations. Nous étudierons deux méthodes : la méthode de Kurra-Runge

et la méthode de prédiction-correction.

a) Méthode de Kutta-Runge a deux paramétres : [5-1]

Soit a résoudre l'équation différentielle suivante :

L-AWreb(t) x(O)-xg ty st sty (5-2-16)

Dans 1a méthode de Kutta-Runge, on divise lintervalle [to, t,]

en m sous-intervalles Itg, t;], [t, tg). .. os [tg 1, tpl de longueur h, ou

h est le pas d'intégration. On calcule alors les valeurs de Kye Ig won Igy

récursivement a partir des equations suivantes :

Ky - BIA (t)) + x eb (Hp)

Ko = BIA (t.1) (+ Ky) +b Ob.) (5-2-17)

Hep He L/2(Ky Ky) «je O amd

En remplacant Ky, et Kz dans la troisieme équation, on

obtient :

Key 20+ (Le A CGY) TA (day HU A (6) bj * Diy

j=Oan-l (5-2-18)

ud Key 7 Ajj Bj (5-2-19)
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Le calcul des Aj et Bj peut étre effectué en paralléle : pour la

résolution de l'équation (5-2-8), on peut utiliser des méthodes itératives de

type Jacobi. Au niveau du calcul des Aj on peut donc calculer : [I+hA (t)]

et [I+ hy (ty, ;)] en paralléte.

On diminue ainsi les étapes de calcul a effectuer. Dans le cas ou,

pour une raison quelconque (convergence trés lente de la méthode

irérative ou nombre limite de processeurs), on doit mettre en oeuvre la

methode directe, on peut toujours utiliser l'algorithme suivant :

K, - AIA (t) a+ bj)

Ky = AIA (ty,4) aj + bj.4) (5-2-20)

Bq + 1/2 UK y + Kp) + HA (th) Ky]

Le calcul de Ki et Kp peut étre effectué en paralléle, mais pour

te calcul de Bop il faut attendre Ja fin du calcul de K; et Kp. Le schéma du

calcul est ainsi fe suivant :

Figure (5-1) Schéma du calcul parallele pour le systeme 5-2-20
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b) Méthode de prédiction-correction [5-2]

Dans cette méthode, on utilise le schéma suivant :

ye P=) 12 3640) - 1,

Ho!) =f + 72 G1) + 4 (5-2-21)

ou £-A (t)x+b (t), x?) est la valeur prédite de x), et AO est sa

valeur corrigée.

Deja a ce niveau, on peut calculer 4 et fj. AC en paralléle

sur deux processeurs, Le schéma du calcul est le méme que celui présenté a

la figure 5-1. Mais dans le cas du systéme (5-2-6), l'algorithme peut avoir

un parallélisme beaucoup plus grand. En effet, !'application des équations

(5-2-20) pour le systéme (5-2-6) donne :

my P) = xg) 5 3 72 (A (ty) ag + by) ~ b/2 (A (ty)! + dy 4)

(5-2-22)

m1) ny!) 72 (A Cty) 2 1 P) + by 1) + H/2 (A Cty Ky) + bed

(5-2-23)

En tirant x?) de léquation (5-2-11) reportant dans

fequation (5-2-12) on obtient une équation de la forme :

11 = Ag 1K) + Ag HO +B (5-2-24)
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Le calcul des Ay, Ax. yet Py peut étre effectué en paralléle et

pour fa résolution de l'équation 5-2-24, on peut utiliser des méthodes

itératives de type Jacobi.

y

min J= | {il x (0) ult) Ih) dt (5-3-1)
wt)

to

sous x(t)= A(t) x(t)+B (t)U (t)

ou x (t) est le vecteur d'état de dimension n, U (t) le vecteur de commande

de dimension m, A (t), B (t), Q (t), R (t) sont des matrices de dimension

apropriée dont les coefficients sont des fonctions continues du temps sur

lintervalle [tg, tel.

Nous supposons de plus que Q (t) est symétrique semi-défini

positif, et R (t) est symétrique défini positif, ¥ t € [tg, tyl.

Les conditions d'optimalité pour le probléme 5-3-1 sont alors :

[5-3]

X(t)~ A(t) x(t) +B) UG) L(tg) =x
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AW)-OW 2W@+ab Waly A(t) (t,) = 0

wurde -e* BkwWAG) (6-3-2)

ou A(t) est le vecteur des paramétres de Lagrange associé. En remplacant

U (t) dans la premiére équations, on obtient :

E()= A(t) (0) -B(t) RO! BU At) Zltg)=29

A(=-Q0) xW-aT (Vat A(t) (tp) = 0

(5-3-3)

Le systéme d'équations différentielles 5-3-3 est un systeme

avec des conditions aux deux bouts.

Pour la résolution de ce probléme, plusieurs partitionnements

sont envisageables, partitionnement spatial et partitionnement temporel.

Nous étudierons deux partitionnements spatiaux, le premier avec

conditions en un seu! bout et Ja deuxiéme avec conditions aux deux bouts.

Dans chaque cas, nous appliquons également le partitionnement

temporel.

5-3-1 Décomposition en sous-problémes avec

conditions en un seul bout [5-4]

On peut décomposer les vecteurs x et 2. en N sous vecteurs.

Le systéme 5-3-3 est alors partitionné de la facon suivante :
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xy All | Ay2 Ain [> Put |-Pie “Diy Ky

x, Ail Ay -Dny “Dio xX,

Ay} | Ant Ant - wt Pyn| |N
. “T], 1 A!ih -Qi1 Od -Qin [Ata |-Aya A A

0 - TY

A. -Q11} > “49 AY A a,

T | T
-Q -Qay Je A -A

3 Nl NN Ni NN
- ay

ov D=BR/ Bl

On decompose alors le systeme en 2 N sous-systémes par la

décomposition de la matrice correspondante en parties bloc-diagonales et

hors-diagonales. Par la relaxation de la partie hors-diagonale, on obtient

ainsi 2 N équations différentielles avec conditions en un seul bout.

Le schéma de décomposition paralléle sur deux nniveauz est

alors le suivant :

sayy

240

Coordonateur C
0

t 7

(ket) [1 (6) y (+1) 1)

y v

Coor.C 44 Coor. C 43

(gel) oo A (P+!) ,(P).
= ~ 4 Lei i “ del

t
7 + P+1)gr) | ("0 ‘pl. aes A TY yg gl?

ee er ee r ) Pow 1
2 ot a) 2 9 ,
a 58)

{ +1 ACP+1)
x te dex i @)=0

j 0 wv f

Systéme 1 Systéme 2

Figure (5-2) Decomposition sur deux niveaux

Dans cette méthode, les équations d'état et les équations

adjointes sont découplées au niveau le plus haut. Les coordonateurs C 4, et

Cc 12 ont respectivement fa tache de coordination paralléle des

sous-sysiemes des systémes | et 2. Le coordonateur Cy assure la suite des

coordinations des systémes 1 et 2.

Au niveau de chaque systéme | ou 2, la coordination des

sous-systémes peut étre faire d'une facon synchrone ov asynchrone. Dans
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le schéma 5-2, la coordination est synchrone, Le coordinateur Cy; par

exemple effectue un test global a la fin de chaque itération, et selon le

résultat du test, il arréte le calcul ou il déclenche ['itération suivante sur

tous les sous-systémes. Dans une coordination asynchrone par contre, a

chaque fois que le coordinateur C; 1 recoit une nouvelle valeur de y du

sous-systéme j, il effectue le test de la fin du calcul et si le test est faux, il

met x a la disposition des autres sous-systémes.

Le sous-systéme j commence son itération suivante avec la

nouvelle valeur de x et les autres sous-systémes utilisent cette nouvelle

valeur quand ils auront fini leur itération en cours. Les équations itératives

du calcul dans ce cas sont les suivantes :

HOD ag E aga(es)- 30,7 4)

HPD a afPeS apTalPe)- Toit nW 6-3-4)

ou sj et 5 sont des retards éventuels des sous-systémes j. La convergence

de cet algorithme appelé algorithme de ralaxation cahotique a retard a été

étudié par différents auteurs. Voir par exemple [ 5-5 |, [ 5-6 ], [5-7 }.

Liintérét de la coordination asynchrone est de réduire le temps

dattente des processeurs et d'augmenter ainsi leur taux d'occupation. Cette

méthode est surtout efficace pour fe cas ot la durée d'exécution des taches

n'est pas prévisible. Dans le cas ot l'on peut prévoir la durée des taches, on

peut augmenter le taux d'occupation des processeurs par l‘ordonnancement

du calcul. La méthode que nous proposons est donc la méthode synchrone
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ordonnancée. Les équations itératives d'état et adjointes restent donc les

mémes que dans le schéma 5-2. Ainsi, les sous-systémes dans chacun des

deux systémes d'état et adjoints, sont synchronisés a chaque itération.

Nous démontrons un peu plus loin, sur des exemples concrets, que cette

synchronisation peut étre effectuée au milieu des itérations a la fin de

certaines opérations.

La figure 5-3 montre fe graphe correspondant au calcul

synchronisé des sous-systémes au niveau des coordinateurs Cy yet Cio. On

peut remarquer sur cette figure que les suites des itérations q et p dans les

systémes d'état et adjointes sont indépendantes l'une de I'autre. Les deux

systémes | et 2 ne sont donc pas synchronisés entre eux. En effet, si a

litération K du coordinateur Cp, les equations d'un des systemes 1 ou 2

convergent plus vite, les processeurs du systéme concerné doivent

attendre la convergence des équations de l'autre systeme pour pouvoir

commencer |'itération suivante, ce qui se traduit par une perte de temps

de calcul. Pour surmonter ce probléme et donc pour synchroniser fes deux

systémes, on peut effectuer un test global sur les variables d'état et

adjointes a la fin de chaque itération. L'indice d'iteration des deux

systémes | et 2 dans ce cas est fa méme et les équations d'état et adjointes

convergent en méme temps. La figure 5-4 montre le graphe du calcul dans

Je cas ot les itérations des systémes | et 2 sont synchronisées.

On peut ajouter au partitionnement spatial le partitionnement

temporel. Ainsi on augmente le degré de parallélisme de ’algorithme. La

méthode de partitionnement temporel peut étre une des méthodes

expliquées auparavant.
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Systeme |

Systéme 2
Systéme 2

Figure (5-3) Graphe du calcul sans synchronisation des systémes | et 2

Figure (5-4) Graphe du calcul avec synchronisation des systémes | et 2
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Nous allons montrer le partitionnement spatial sur un exemple.

Soit un systeme de grande dimension composé des

sous-systémes interconnectés de dimensions différentes représenté dans

fe schéma suivant Figure (5-5):

| | 2 {3
sous-systeme | sous-systéme 2 sous-systéme 3

dimension 5 dimension 4 dimension 6

j

U

4 y
— — .

sous-systeme 4

dimension 8

Figure (5-5) Schéma d'un systéme interconnecté

Supposons que la dynamique du systéme est décrite par

léquation suivante :

X-AX+BU Xp lt) =Xy (5-3-5)

.

ou A et B ont la forme suivante :
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A JA 0} 4 B 0} o]0
Ww} 12 11

A A A 0 0 B 0 0
A= 2b | 22 23 B= 22

A A [A B0 32 | °33| 34 0 0 33| 2

Aa} o | 0 | Ag ojo] o |B,

Ay IP Adz, A33 et Aga sont respectivement de dimension 5, 4, 6 et 8;

Byy, Boa. B33 et B44 sont respectivement de dimension 5x2, 4x1, 6x2,

8x3.

Le critére 4 minimiser est de la forme :

4

. 1 2 2
min J = al Iz (t) Il = Wu (0) Hd dt
u (t)

ou Qet R sont des matrices blocs diagonales de dimensions appropriees.

Supposons D = B Ro! Br ; D est alors une matrice bloc

diagonale.

Les équations d'optimalité sont alors de fa forme :
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Ay AnlAiz}o | © }Pn} e 7 o | o Ay

22 An| Se | 45] ° | |-P2| 0 | *
kg 0 | Azz] A33) Asa] 0 | 0 | 33! 0 A3

Ral - |Aalo fo [Aalo fo [o |x Ky

hy ni} of 9 fo PAAR! o LAL a

2 0 {7%} © | |-At.|-Azp Al ° h2

3 0 fo [Ss 0 | 0 |-Az)-Az,} 0 A3

hg o }o | o | Salo fo |-ay Au ha

(5-3-6)

Xltg)=Xy Alt) = 0

La décomposition du schéma 5-2 pour le systéme 5-3-6

donne alors au niveau des coordonateurs Ci et Cy les equations

itératives suivantes -

X69 ayy XY ayy X09), 2)

KBD)» ayy KoIGY «a9 Ky ~ Ay X3) - Doo aglK)
x,(a") ~A33 x,(4°1) + Azo x0) + Az4X4-D33 a3*)

KO agg KD agy KO -Dyg 4)
(5-3-7)

et dans le cas of fa résolution des systémes d‘équations d'état est adjointe
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et synchronisé, on a:

af) ag Ta) ap Tal ag? ay - 01, x)

lt) -— ap pT agar) — appt ay’ - azoTas® -Q7 ©)
i3(9"1) _. Aza! ag(arl) . Aga! Ay) L 033 x,")

agit D == Aga! agiath) 5 A34! ayo = 044 x8)

(5-3-8)

Pour lintégration de chaque équation différentielle, nous

utilisons la méthode de Kutta-Runge a deux paramétres. Le graphe

correspondant a une iteration est le suivant :

Figure (5-6) Graphe du calcul des systémes (5-3-7) et (5-3-8)

Dans ce graphe, les taches 1 a 8 correspondent a I'intégration
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des équations différentielles (5-3-7) et (5-3-8). La tache 9 est la tache

finale qui peut étre constituée par les tests ou par une simple tache de

synchronisation de durée zéro.

Pour l'intégration des équations, nous procédons comme suit :

supposons que l'on divise l'intervalle [ty. t,] en 64 pas d'intégration. En

utilisant les processeurs pour lesquels tmult * tadq: 14 duree du chemin

critique du graphe (5-6) est de 43584 tadq: Cette durée s'obtient sur au

maximum 8 processeurs, mais par ordonnancement du calcul, on peut

lobtenir sur 6 processeurs.

Le tableau 5-1 donne le temps d'exécution par

Yordonnancement de cet algorithme en fonction du nombre de

7} {3}. $§l29 /
(+) 1) 9) +)

Figure (5-7) Graphe des systémes (5-3-7) et (5-3-8)

Le tableau 5-2 donne le temps d'exécution par

lordonnancement de l'algorithme dans ce cas :

processeurs.

Nombre de Temps Taux Taux

Processeurs d'exécution diaccélération | d'occupation

6 43584 5,17 0,86

5 53760 4,19 0,84
4 60608 3,72 0,93
3 80384 2,8 0,93

2 113536 1,98 0,99

Tableau (5-1) Temps d’exécution pour les systémes (5-3-7) et (5-3-8)

On peut constater que fe taux d'occupation pour 5 processeurs

est inférieur a celui pour 6 processeurs. La raison en est que d'une part,

le nombre des taches a ordonnancer n'est pas important et d'autre part, la

durée des taches est trés grande. Nous avons divisé les taches | 4 8 en

taches de durées sensiblement équivalentes comme le montre la figure

Nombre de Temps Taux Taux

Processeurs d'exécution d'accélération | d'occupation

6 43584 5,22 0,87

5 50376 4,47 0,9

4 59629 3,78 0,95

3 77749 2,9 0,97

2 112768 2 1

Tableau (5-2) Temps d'‘exécution pour les systémes (5-3-7) et (5-3-8)

dans fe cas de taches partitionnées

On peut remarquer que les taux d‘accelération et d’occupation

sont améliorés par rapport au tableau 5-1. Les tableaux 5-3 et 5-4
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donnent les mémes résultats dans le cas OU tye = 5 ladda:

Nombre de Temps Taux Taux

Processeurs d'exécution diaccélération | d’occupation

6 133952 5,19 0,86

3 162112 4,29 0,86

4 187072 3,71 0,93

3 248768 2,79 0,93
2 347456 2 1

Tableau (5-3) Temps d'exécution dans le cas oU tar yit = 5 tagg Pour

les taches non partitionnées

Nombre de Temps Taux Taux

Processeurs d'exécution d'accélération | d’occupation

6 133952 5,19 0,86

5 155008 4,48 0,9
4 183872 3,78 0,95

3 239360 29 0,97

2 347392 2 1

Tableau (5-4) Temps d'exécution dans le cas oU trun = 5 tag Pour

les taches partitionnées

Les taux d'accélération et d'occupation dans les tableaux 5-3

et 5-4 sont les mémes que ceux des tableaux 5-1 et 5-2. On constate donc

que lordonnancement du calcul est le méme pour les deux types de

processeurs .

Nous avons démontré au chapitre 2 que l'agrégation des

taches diminue fe temps (overhead) du a ‘organisation du calcul, mais

également le taux d'accélération. Le graphe 5-6 est un exemple de ce type
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d'agrégation. En effet, en supposant que l'intégration de !'équation

différentielle constitue la tache 1 :

Kym ayy XO) + yy Xo Dy ay

Nous avons éliminé un nombre important de possibilités du

parallélisme qui existent dans l'exécution de cette tache. Si l'integration

de cette équation se fait par la méthode de Kutta-Runge avec deux

parameétres, on peut écrire :

Ky nA yD (0) + Ay2 9 Dy 1.2, ©)

Kya = (Ay Xy'9"Y) (0) + Ay Xo!) - Dy yay TM (1)

Ky3- Bya*bAyy by

X, (1) = X,(0)+ 1/2 (Kyy + Ky3)

On peut calculer A, Xj) (0), Ay-X (0), Dy Ay) (0),

Ayo X59), Dy A, ©) (0) en paralléle.

Le graphe correspondant est le suivant:



Figure (5-8) Graphe décompose de la tache |

Chaque étape de la méthode de Kutta-Runge pour lintégration

des systémes d'équations différentielles (5-3-7) et (5-3-8) est donc

composée de graphes semblables au graphe (5-8) et disposés en paralléle.

Le tableau 5-5 monitre le résultat de l'ordonnancement du calcul d'une

étape d'intégration des systemes (5-3-7) et (5-3-8) par la méthode de

Kutta-Runge pour le graphe composé des graphes 5-8. La durée du

chemin critique dans le cas ou tmult est 312 ladda: Cette durée s‘obtient

sur au maximum 48 processeurs, mais par l'‘ordonnancement du calcul, on

peut l'obtenir sur 14 processeurs.
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Nombre de Temps Taux Taux

Processeurs d'exécution d'accélération d'occupation

15 312 12,5 0,83

14 313 12,5 0,89

12 370 10,5 0,88

10 425 9,18 0,92

8 521 7,49 0,94
6 661 5,9 0,98

5 788 4,95 0,99

4 977 3,99 i

3 1310 2,98 0,99

2 1951 2 1

Tableau (5-5) Temps d'exécution pour le graphe 5-8

Une autre possibiliié d'augmenter le parallélisme de

lalgorithme est comme nous l'avons déja expliqué le partitionnement

temporel. Le parallélisme offre de grandes possibilités sur ce type de

partitionne ment.

En revanche, l'intégration des équations dans ce cas se fait par

les méthodes itératives. Si le nombre d'itérations est trés élevé, on risque

alors de ne pas pouvoir augmenter le taux d'accélération, malgré

{utilisation d'un nombre plus grand de processeurs.

La décomposition en sous-problémes avec conditions en un

seul bout peut étre effectué sur un seul niveau. Dans ce cas, le schéma de

calcul est le suivant :
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c

wont x9 TY go
i i jet iti i
' aw)

! j

a is io Tels, la)fa O aatt v Da y@- uy =A kt : TA, :

5 fi OF ay 5 otal a
«) aj a, a j

(qt)

ar corr
i 0 i0

Systeme I Systéme 2

Figure (5-9) Schéma de décomposition a un niveau

Dans ce schéma, les valeurs de A dans le systeme | et de x

dans fe systéme 2 sont renouvellées a chaque itération, l'organisation

paraflele du calcul étant la méme que dans le cas de la décomposition a

deux niveaux, L'avantage de cette décomposition est la suppression du

niveau 2, mais son inconvénient dans le calcul paralléle est

faugmentation du nombre d’échanges entre les sous-systémes. En effet,

dans la décomposition 4 deux niveaux, l'échange de x et de A entre les

systemes | et 2 se fait une fois par itération dans le niveau supérieur.

Par contre, dans le cas d'une décomposition 4 un niveau, cet échange se

fait a chaque itération. Le choix du mode de décomposition doit tenir

compte des conditions et de la rapidite de convergence, du temps

nécessaire pour les calculs du niveau 2 et des possibilités du réseau
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d'‘interconnexion entre les processeurs.

5-3-2 Decomposition en sous-problémes avec conditions aux

deux bouts

Ecrivons Z sous !a forme :

Supposons Z! «= tx," at sesse ky dy"

On peut alors décomposer le probleme de commande optimale décrit

par les équations (5-3-3) en N sous-problémes d'optimisation locale

appartenant a la classe des ‘prob/émes avec conditions aux deux bouts”

Le schéma de la décomposition est alors le suivant :

i, Ar Dil A2 De Aw -Dy x

Ay Qi An} -Qo -Ay| Qin, =A A
x A, Pail Ava Daz %

Al |-Q, -Ah|-Q@. -ab] = |

1 N

| ~

tw Au Ty Aw Py y
av} -Qur_-AN “Qn 7A Mw

La décomposition paralléle du systéme s'effectue alors par la

relaxation de la partie hors diagonale de la matrice concernée, a partir des

schémas suivants : [5-4]
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7,(k)} 7. (k+1)

ivi

x (kel) = Ai xfer) - Di 3,(ke1) a. 2 Ai xk) -= Dj; aj(k) x,{ke1) =Xip

jri jei

gtk+) =-Qj x ke) L Aye ak) -= At a -= Dit 1) ; aj(tf) =0

jl j=i

Figure (5-10) Décomposition paralléle avec conditions aux deux bouts

Le nombre de sous-systémes dans ce schema est la moitie de celui

des sous-systémes du schéma 5-2. Cette décomposition offre donc moins de

parallélisme que la décomposition précédente. En plus, au niveau des

sous-systemes, ‘optimisation consiste a résoudre un sous-probléme local

avec conditions aux deux bouts, qui nécessite plus de temps de calcul

qu'un sous-probléme avec conditions 4 un seul bout. En revanche, la

décomposition 5-10 converge généralement plus vite que la decomposition

5-2. Le choix entre les deux décompositions doit donc tenir compte de tous

ces éléments.

Exemple : Les équations d'optimalité du systéme de la figure (5-5) dans le

cas d'une décomposition selon le schéma (5-10), sont les suivantes :
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%, 1 Puliz o fo 0 Jo oO x,

d -0.- -al -aTA, QA) 0 -Az;|9 0 | 0 Ay ,
5 A -p_ [A
x, 21 0 fA22~o2|"23 = |0 0 x
j -AL
Ao} — [0 -aAdt%.-aZl -A32(0 0 ‘,
%, 0 0 Ayo 0 33 “Dag 0 0 x,

-al
A, 0 9 Jo -AZ,|-G24 33100 A;
x, Ay ao]/o o|o 0 or "44 Xu

dy 0 o fo © jo -adpol-aly dy

x(ty) = x0 Atp) = 0 (5-3-9)

Le graphe correspondant pour une itération de l'algorithme (5-3-9)

est le suivant:

On

(ot

&:

ou les taches 1 a 4 représentent le calcul de zi= ( 3 ) - 1 a 4 par

relaxation des éléments hors-diagonale de la matrice du systéme (5-3-9).

Le temps minimum d'exécution de l'algorithme (5-3-9) dans le cas ou

tmult = tada est de 850 000 tadd il est réalisable sur deux processeurs. En

effet, 850 000 t.44 est le temps d'exécution de la tache 4 pour un systeme

d'équations différentielles 4 deux bouts d’ordre 16. Un processeur s‘occupe
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du calcul de cette tache pendant qu'un autre processeur peut exécuter les

taches 1,2 et 3 l'une aprés l'autre.

Le temps minimum d'exécution dans le cas de l'algorithme avec les

conditions 4 un bout est de 43 584 tyyy (voir tableau 5-1), Pour avoir le

méme temps d'exécution, la convergence du schéma 5-10 doit étre 20 fois

plus rapide que la convergence totale du schema 5-2.

On peut accroitre le parallélisme du schéma 5-10 par la résolution

itérative des équations différentielles appropriées. Plusieurs schemas

diitérations sont alors envisageables :

a) Relaxation de a;*"") dans requation détat et de yf dans

Yéquation adjointe, puis renouvellement de ces deux valeurs 4 la fin du

calcul de x et A. C'est le cas de la décomposition 4 deux niveaux représentée

par le schéma 5-2.

b) Méme type de relaxation, mais renouvellement de ces valeurs a

chaque itération. C'est le cas de ta décomposition a un niveau représentée

par le schema (5-9),

c) Décomposition temporelle de chaque équation, intégration de la

premiére équation dans le sens direct et de la deuxieme équation 4

rebours, puis mise en oeuvre de l'algorithme présenté en (5-2-2).

Le choix d'une méthode itérative dépend naturellement du nombre

de processeurs disponibles et de la vitesse de convergence. Avec les

méthodes d'ordonnancement présentées au chapitre 2, on peut calculer le
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temps d'exécution de chaque algorithme sur les processeurs disponibles,

On peut choisir ainsi la méthode itérative qui convient le mieux a un

probleme donne.

5-3-3 Intégration en paraliléle de 'équation de Riccati

Dans le cas de la commande optimale en boucle fermée, la résolution

du systéme (5-3-3) passe par l'intégration d'un systéme quadratique de

dimension n(n+1)/2 correspondant a une équation différentielle avec

condition finale de type Riccati, soit :

P(t) = P(e) BOL) RM) BMC) -1Te) Plt) - PLA AC) - QE) Plt) = 0

(5-3-10)

La loi de commande optimale est alors déterminée par :

Ut) = - RM) BAA) P(t) x(t) tE Ity. td (5-3-11)

Pour la résolution paralléle du systéme (5-3-10), plusieurs schemas

sont envisageables et sont étudiées par la suite.

a) iti atrice P(t

Si on divise l'intervalle [ty, tpl en n pas d'intégration, alors en

intégrant a rebours de l'équation (5-3-10), on peut calculer la matrice P(t)

par une méthode classique. Les opérations a effectuer a chaque pas
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diintegration sont des multiplications matricielles. On peut donc

partitionner la matrice P(t) en blocs de sous-matrices et utiliser la méthode

de multiplication paralléle de matrices présentée au chapitre 4. Les

sous-systémes dans ce cas doivent étre synchronisés a la fin de chaque pas

d'intégration.

Supposons par exemple qu'on utilise la méthode la méthode de

Kutta-Runge présentée précédemment. En divisant l'intervalle [tg, te] en n

pas d'intégration, ona:

-, -h(P. BRR! BT p,-al p. -p. A. -
kyo bIP) B)R) RV BYP) -Aj Pj Pj Aj - Qi) j-O aml Py-0

. “lp, 7 T akKyrh (CP, g) Bey Rpg! By yt (Pyky) -Aj pT Pjek) - jek) Aj 1 G4)

Pip > Pye Liky + kg)

2

a chague pas diintégration, on peut donc partitionner les matrices

concernees et effectuer le calcul de Kj, Kp et Pi en paralléle.

La figure 5-11 présente le graphe de calcul dans le cas ov l'on a

partitionné les matrices de 1a facon suivante :
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PB, RB ALA By, 0
p.| il 412 Au| Ho} p-|

By Ps AS o 8, B

. %, 9 Zn Ki ke be R, 0

® KK, 0 Ry

On suppose de plus que les éléments des matrices A, B, R et Q sont

constants.
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Les calculs correspondants aux différentes taches de ce graphe, sont PBR! plp-aTp-pa-Q-0 (5-3-12)

les suivantes :

Pour résoudre cette équation, on peut utiliser la méthode de Newton

taches 1a 4: calcul de P;;. (BR'BNj i,j - 142 qui consiste a l'écrire sous 1a forme suivante :

taches 5 & 10: calcul de Ay? . Py; i=1a2 jsia2 K=182
ws (-A+PBR/BIpP-PA-Q-0

taches 11 4 28 ;: sommes de différentes sous-matrices pour former

les sous-matrices (Ky ij En supposant que -AT - -AT+PBR' BI, ona:

taches 29 a 31 : calcul de (P; + K))
~

taches 32 a 62 : calcul de Kp, effectue de facon analogue a celui de K; tATP +PA+Q-0 (5-3-13)

taches 63 4 65: calcul de Pia

On peut donc relaxer la matrice P pour le calcul de A et résoudre

l'équation de Lyapunov (5-3-13). Le schéma du calcul est alors le suivant :

Dans fe cas général ou la matrice P est décomposée en N?

sous-matrices, la durée du chemin critique du graphe 5-11 correspond a:

- 4 multiplications de sous-matrices sp | a”
- 2N+3 additions de sous-matrices

Résoudre

Cette durée du chemin critique s‘obtient sur au maximum K P+PA+Q-0

2
N23 NE (NH) processeurs

Pour la solution en parallele de (5-3-13), on peut utiliser le produit

de Krohnecker defini par :

EQUATION DE RICCATI DANS LE CAS D'HORIZON INFINI

Amin ® Bizp ~ (AB) mixnp ~
Si la paire (A,B) est commandable, alors la solution P(t) de

lintégration rétrograde (5-3-10) converge pour (t-tf) ~-------~ > ©0, vers oe “on

la solution de 1'équation algébrique associée [ 5-8] :
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Le systéme (5-3-13) s’écrit alors sous la forme suivante :

IAT @1,+l,@ All p--q (5-3-14)

7 T
ou P = (Pry -Pie Pig Pon senengeeegensenes Pin ween Pon)

Tq SF ( Wipe Ata: Vi2Fan: TE Vin eae Gan)

L'équation (5-3-14) est done une équation linéaire d’ordre n* que

l'on peut résoudre en paralléle avec les méthodes présentées au chapitre

3.

En posant :

XK xl +A K xl K xl
ll on 12 In on

Ax! A .1+A
21 on 22 on

De

NN

NX

\

Ko KR +A
nol on nn oo

la matrice D est déja décomposée en n? sous-matrices d'ordre n?. Si l'on
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utilise la méthode de Jacobi par bloc pour la solution de cette équation, on a

alors :

Le calcul paralléle de la méthode de Jacobi se déroule comme suit:

Premiére itération :

- calcul de D,! i - 1 anen parallele sur n processeurs

-ealculde D1 A; i-1 anj-1anj i et Dy! Qen parallele

sur

n* processeurs

Pour chaque itération suivante :

- calcul de (DTA P, sur n(n-1) processeurs

- 5 (D,1a, Pi? sur n2/2 processeurs en (log n) étapes

La figure (5-12) présente le graphe de calcul pour n = 4



Figure (5-12) Graphe correspondant a 1a résolution du systeme

(5-3-14) par la méthode de Jacobi par bloc.

Le tableau (5-6) présente la définition d'une partie des taches du

graphe 5-12. Les autres taches sont semblables aux taches définies dans le

tableau (5-6).

N° |Nature de la tache | N°] Nature de la tache [N° /Nature de la tache

1 put 22 m3 3 ed -my3 930°)

5 |mya-Dyy! Aye 23) -mygny? 7 | -myg pg

6 fmyg=Dyyb Ays [33 | -myz 9g -myg pg!) [57 tye p(t!) mys pslltt)

7 |nyg= Diy! Ata 34) by- mpg pq?) 58 | by -myq ng)

8 [by =-Dyy-1ay a ph es ph")

a1 | myz pot!) 6 -myy 9g"

Tableau (5-6): Définition des taches du graphe (5-12)

SiL est le nombre d'itérations pour la convergence de la méthode de

Jacobi, la durée d'exécution pour la solution du systéme 5-3-14 est le

temps nécessaire pour :

~linversion d'une matrice nn +

- la multiplication d'une matrice par un nombre réel +

- L multiplications d'une matrice nxn par un vecteur n + log,n

additions de deux vecteurs de dimension n.

Dans te cas ou les matrices Q et R sont symétriques, la matrice P de

léquation de Riccati est symétrique. Le nombre d'inconnues dans !'équation

5-3-14 est done a(ael) Dans ce cas la dimension de fa matrice D est
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également aln+ |) On peut alors partitionner cette matrice et utiliser les

méthodes de résolution paralléle d'équations linéaires expliquées au

chapitre 3.

5-4 COMMANDE OPTIMALE DES SYSTEMES LINEAIRES DISCRETS

Considérons le probleme d'optimisation :

Calculer le minimum de J par rapport a Uy ou:

J = Ye2 alg Oey tee * Ux! Ry Uy) (5-4-1)

sous

yi, 7 Ay dp + By Up; Keo, 1, ---, Kp-1 s xq fizé

ou xKERn caractérise |'¢tat global du systeme a l'instant discret kK, Up€Rm,

le vecteur de commande et ou AK, BK, RK, QK sont des matrices de

dimensions appropriées.

Nous supposons de plus que les matrices Qyey sont définies

semi-positives et les matrices Ry, sont définies positives pour K=0

Ket.

Les conditions de stationnarite du probleme 5-4-1 sont alors les

suivantes :
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Xy - Ay_13¢-1 - By.y Urey =0 K= laws Kr x0 donné

hy - Qy dy - Aly Ay, = 0 K = Vecsey Keel

Ayr ~ Qe Sxp 9 (5-4-2)

Ry Uy + Bly ay,, - 0 Km Qjinans Kgnl

En remplacant Up - Rl, Bl, Ay,,; dans la premiere equation , on

obtient :

-I T =

Xy - Ap.yty.; + Bey R E-1 B K-l Ay =0 Kel. Ke Xp fixe

A - Oey - Ap dy. 20 Kel, ..... Kol

Aye ~ Oge Sxp = 0 (5-4-3)

Pour la résolution paralléle du systéme (5-4-3), plusieurs

décompositions sont envisageables.
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5-4-1 Décomposition spatiale

Comme dans fe cas des systémes continus, on peut décomposer les

matrices A, B, Q, et R par blocs et décomposer de la méme maniére les

vecteurs Xy ety. Dans la oremiére éauation du systéme (5-4-3,) on relaxe

les variables 2, et on calcule Xy. Dans la deuxiéme et troisiéme équations,

on fixe les variables xy et on calcule Ay. Une iteration de cet algorithme est

exprimee alors de la facon suivante ;

(qel +t -lpT. . ;,(q) y, (att
a PD erg PDE Beg Ry TBE ag!) ag!) - ay

+ + + }ay (4 sg 169) + axl ay. {4 1) ay, 1. Qye ay

(5-4-4)

Cette décomposition ressemble essentiellement 4a ta

décomposition présentée en 5-3-1.

Exemple :

Soit Xy = Ap s%e-1 7 Dey dy

dp .Qy Ty + Ap Agiy (5-4-5)

ou A, D et Q ont les formes sutvantes :
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Ait} At2 | At3

4x4| 4x6 | 4x6 | 9 | 9

0 “2 0 0
6x6

Ags Q et D Bloc diagonale

A44
o| A 0 4x4 a

55

8x8

On peut alors écrire :

+] +] + +

xK)9 Mary XyQ-1}9 Ary Ramee Ags x31 -Dy | Ay a)

+1 +]

15 (Daag) iQ fT tas 54% Ds5 rad”
+h + +

aye Os, xp ad Peary ay Kent ag? a3 QalP Yagi? as

«et?

+] T + +

Bsc) =055 aseqlOrAzgT doje Dass! agg le)

La figure 5-13 présente la graphe correspondant a ce calcul.

Les taches 1 a 5 représentent les calculs de Kiyo Koy et les

taches 5 a 6 ceux de Aig) a Asxy La tache [1 est une tache de

synchronisation de calcul : en effet, tous les vecteurs Zip) OU de diy doivent

étre calculés avant le calcul de Kix :\0U di 1}



Figure (5-13) Graphe du calcul du systeme (5-4-6)

La durée du chemin critique du graphe 5-13 dans le cas ou

tmult ~

processeurs. Le tableau 5-7 donne le temps

tagg est de 344 toga: Cette durée s‘obtient sur au maximum 10

d'exécution par

ordonnancement de l'algorithme (5-4-6- en fonction du nombre de

processeurs.

Nombre de Temps Taux Taux
processeurs d'exécution daccélération | d'occupation

d 344 5,8 0,83

6 358 5,56 0,93

5 420 4,74 0,95

4 528 3,78 0,95

3 698 2.85 0,95

2 1012 1,97 0,98

Tableau (5-7) Temps d'ezécution pour le graphe (5-13)
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Si L est le nombre diitérations nécessaires a la convergence de

{'algorithme (5-4-5), le temps total pour la résolution du systéme (5-4-5)

est de:

L. Ke : Texec

ou Kp est Vhorizon d'optimisation et T est le temps calculé dans te
exec

tableau 5-7. Ainsi par exemple, pour L - 50 et K, = 40, le temps minimum

d'exécution est de 688 000 todd:

On peut augmenter le degré de parallélisme de cet algorithme

par le calcul paraliéle des composants de chaque vecteur. On calcule par

exemple :

AY X ee, Aik, i, Ais 33 ga? et D, ayy en paralléfe et on

fait la somme de ces 4 vecteur pour le calcul de x0)

Ainsi la tache 1 du graphe 5-13 se décompose sous la forme

suivante :

@—

OO

On peut ainsi decomposer chaque tache du graphe 5-13 de la

méme facon.
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Le résuitat donne un graphe comportant 32 branches paralleles

dont la durée du chemin critique est 136 t,4,. Le tableau 5-8 donne le

temps d'exécution de !'algorithme (5-4-6) en fonction du nombre de

processeurs dans le cas de cette décomposition des taches.

Nombre de Temps Taux Taux
processeurs dexécution daccélération d'occupation

16 136 147 0,92

14 152 13,1 0,94

{2 174 11,5 0,96

10 206 97 0,97

8 254 7,86 0,98

6 336 5,94 0,99

5 402 4,96 0,99

4 500 3,99 !

3 668 2,99 i

2 998 2 !

Tableau 5-8 Temps d'exécution dans le cas de décomposition des

taches pour le graphe 5-13

Le temps minimum d’exécution donné dans le tableau 5-8 est

2.5 fois plus petit que celui donné dans te tableau 5-7. On peut remarquer

également que pour un méme nombre de processeurs, le temps d'exécution

représenté dans le tableau 5-8 est inférieur a ceux présentés dans le

tableau 5-7. La décomposition des taches augmente donc le rendement du

systéme, mais comme nous l’avons déja expliqué au chapitre 2, le temps de

transfert et l'effet des conflits peuvent diminuer ce rendement. Nous
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étudierons cet effet au chapitre 6.

Dans le cas ov !'on dispose d'une structure pipe-line, on peut

modifier {'algorithme (5-4-4) de !a facon suivante :

x(t) . Ag-y x. 6) . By Rte Bay! ay

! 12g FD— aga Ds act ay, @)
(5-4-7)

Le parallélisme de l'algorithme( 5-4-7) est le méme que celui de

(5-4-4). En effet, le graphe de calcul pour l!'algorithme (5-4-7) est te

suivant :

(q+1) z {q+1)

Si horizon d'optimisation est assez grand, le temps de

démarrage (start-up) de l'algorithme est négligeable par rapport au temps

total d'exécution. Les deux algorithmes (5-4-4) et (5-4-7) ont donc

pratiquement les mémes temps d'exécution pour une itération, mais leur

taux de convergence peut étre différent pour un probleme donné. Dans le

cas du systéme représenté par le systéme (5-4-5) l'utilisation de la

Structure pipe-line conduit au graphe de la figure 5-14.



Figure (5-14) Graphe de !'algorithme (5-4-7)

Sur cette figure, Jes taches | 4 5 représentent le calcul de lige

les taches 7 4 11 le calcul de z,,,, et les taches 12 a 16 le calcul de Aj. Les

taches 6 et 17 sont des taches de synchronisationLa durée d'exécution du

graphe 5-14 entre deux taches de synchronisation 6 et 17 est la méme que

la durée présentée au tableau 5-6.

A la fin de chaque itération, on peut inverser ja structure

pipe-line; on calcule ay de la deuxiéme équation et on le remplace dans la

premiére équation pour le calcul de iy. Cette alternance de calculs équilibre

les itérations et peut améliorer la convergence de | algorithme.

Une autre méthode qui peut aboutir a une meilleure convergence de

l'algorithme (5-4-4) consiste a relaxer les valeurs 4, dans la premiere
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équation et de calculer successivement A, a partir de la deuxiéme équation

en utilisant les x, calculés dans la premiere équation. Le schéma de calcul

est alors le suivant :

#

{ a 4 os . 2ait Ve Ay.y 1.9 !) - By} Ry} \ By 1! ay! XQ fixé K=1 a Ke

aylarl) = Q-} yt, Ay? ay, {at } dy OY) a Qe lyr

Dans le cas du systéme (5-4-5,} le graphe correspondant a cet

Cette méthode offre moins de possibilités de parallélisme, mais

dans le cas ot l'on dispose d'un nombre limité de processeurs et a condition

qu'elle converge plus vite que l'algorithme 5-4-4, il est avantageux

d'utiliser cette méthode a la place de l'algorithme 5-4-4.

5-4-2 Décomposition temporelle

On peut écrire le systéme (5-4-3) sous la forme suivante :
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5

dy h%

2

D Ket

11 j-a

Al
Kel

I 0

(5-4-9)

Le systeme 5-4-9 est alors un systeme d'equations linéaires

dordre Ky. mn. On peut donc utiliser les méthodes de calcul paralléle

appliquées a la résolution des systémes linéaires présentées au chapitre 3.

Etant donnée la structure du systéme (5-4-9) qui présente notamment une

matrice quasi bloc-diagonale, les méthodes directes de résolution des

systemes linéaires ne degagent que peu de possibilités de parallélisme. On

doit donc résoudre ce systeme par des méthodes itératives.

a) Méthode de Gauss-seidel

L'application de la méthode de Gauss-seidel pour la résolution

du systéme (5-4-9) donne :
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ale) = x). A? ay)

agpGH) = Oye rep")

(5-4-10)

Celle formulation est la meme que celle de lalgoritnme (5-4-7)

étudié précédemment.

Lialgorithme 5-4-8 correspond également a | application de la

(5-4-10

b) Méthode de Jacobi par blocs

On peut formuler de différentes facons !a méthode de Jacobi par

blocs, selon la matrice bloc-diagonale choisie pour la résolution des

systémes (5-4-10). D'une maniére générale, supposons qu'on partitionne

pow ge
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On peut alors partitionner les matrices des systemes (5-4-9) et

(5-4-10) de la méme facon et appliquer la méthode de Jacobi. L'algorithme

de Jacobi dans ce cas offre 25 voies paralléles. Si on applique également la

décomposition spatiale, ce nombre est multiplié par le nombre des voies

paralléles offertes par la décomposition paralléle. On peut remarquer qu'il

existe un trés grand choix pour fa résolution paralléle des systemes (5-4-9)

et (5-4-10). Le choix d'un nombre $ élevé augmente [a possibilite de

parallélisme, mais ralentit la convergence de l'algorithme. Ce choiz est donc

fonction du nombre de processeurs disponibles et du taux de convergence

de l'algorithme. Nous étudions ici deux cas particuliers :

b-1) cas ouS =]

Cet algorithme correspond 4 lalgorithme 5-4-4 présente

précédemment. On applique uniquement la décomposition spatiale.

b-2) cas ob S = Kp

Ca cas offre un plus grand degré de parallélisme.

Par exemple, Pour K, = 40 et dans le cas d'une décomposition

spatiale compléte, on obtient 1280 voies paralléles pour la résolution du

sysieme (3-4-5).

5-4-3 Décomposition de l'équation de Riccati

Dans fe cas discret, l'équation réccurente de Riccati s'écrit sous la

forme:
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T T -1
Py = Ag [Pes | - Peay By By Pray By + Px) An + & (5-4-11)

Cette forme est trés proche de celle du filtre de Kalman. On peut

done utiliser les mémes méthodes de calcu! paraillele.

Si Kf — «, la matrice P est ja solution de l'equation algébrique

de Riccati suivante: [5-9]

P= A'PA - AT PB (BT PB+ RY! BT PA+Q (5-4-12)

La résolution paralléle de cette équation peut étre effectuée de

différentes maniéres :

a) Mise en oeuvre de l'algorithme de Hewer [ 5-10], [5-11]

Cet algorithme est défini comme suit :

Wy ABR! BT (ANT No dim (A) - rang (B) + 1

Gy ax ipl (aT) Nwyod ane

K,- A- BG

M-AT MAT -6TRG+Q j-0,

T -i pT ;
G = B Mj-1 +R) B Mj-; A jel2..

Pour le calcul de W,, nous supposons N = 2% ov K est un nombre

entier. On peut alors écrire :
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XN 2

Wye Wyy 22 al wT BT a Wy gr0N/2K al wre! BE (abt (aN/2i7

d'ov

Wry Way AN/2 wayyy (AN/2T = wg gs ala KE

En continuant cette procedure, on obtient la formulation

suivante :

Wo-W2t+A W, al

On calcule ainsi la matrice Wy en K = log,N étapes. Par exemple,

le schéma de calcul pour N = 32 est le suivant :

Pour le calcul des W et A", on peut utiliser les methodes de

multiplication paralléle des matrices préesentées au chapitre 4.
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Pour fe calcul de Gy on peut utiliser le graphe suivant :

(W32)!

La encore, pour l'inversion de ja matrice symétrique (Way) on

peut utiliser les methodes d'inversion paralléle d'une matrice présentée au

chapitre 3.

Pour fe calcul de M,, il faut résoudre l'equation de Lyapunov

5-4-13d, Nous avons étudié en 5-3 la résolution paralléle d'une équation

de Lyapunov. Dans ce cas, méme si la formulation de equation 5-4-1 3d est

un peu différente de celle de 1’quation 5-3-13, la méthode de résolution

en paralléle ne change pas essentiellement. Enfin le calcu! de & pour

l'itération suivante comprend I'inversion d'une matrice symétrique et des

multiplications matricielles que l'on peut effectuer en paralléle.

b) Algorithme de Kailath [5-12]

Cet algorithme est exprimé de la facon suivante :

Pp =Gy-0

Kj-A-BG;

Pray AT RAGE RG,+Q =O, Ln
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Gy = (BT Py Be RI y BT Py A

Dans cette formulation, on remplace l'équation de Lyapunov

5-4-13d par l'6quation récurcive 5-4-14 b. Le coat do calcul par itération

de cet algorithme est trés inférieur a celui de l'algorithme de Hewer, mais

son taux de convergence est beaucoup plus élevé [5-1 ].

Le calcul paraliéle de cet algorithme comprend des

multiplications et des inversions des matrices, qui peuvent étre effectuées

avec les méthodes déja présentées. La figure 5-4-15 présente le graphe

correspondant a une itération de cet algorithme pour un systéme utilisant

les matrices suivantes :

Ay AL B, 0 Q, 0 R, 0

AAa An c By 0 Q, 0 Ry

(5-4-15)

Voici les significations des taches du graphe 5-15:

1a4 Bol

Saiz (jig - Akm ikm=1a2

13.216 Mim = ii Sim i-142 m-1a2

17420 Kim ~ Aim ~ 8 Giim

21424 Nin 2 Piix- AKm

25.430 Gig Mm iK-1a2 m-142

Figure (5-15) Graphe de I'algorithme de Kailath
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31 a 36 Ai Nem

37 a 39 (GRGim = 2 (ix - Mkm

40 a 42 (Aj)? P, A

434 44 (G,RG)+Q

45 447 Prat

48 a5! L=BIP..

52453 LB

54462 Lig Akm

63 464 LB+R

65 468 T-BTP.) A= ZLix Akm

69-70-7 1-72-73-76-81 inversion de (LB+R)

autres taches: Gi) = (LB+R)IT

Dans le cas général, si la matrice A est décomposée en Ne

sous-matrices, le chemin critique du graphe 5-15 est composé des

opérations suivantes :

- N inversions de matrices

-N+1 multiplications de deux matrices dont le résultat est sy métrique

- (N+3) additions de matrices sy métriques

- 2iog,N additions de deux matrices

- (3N-1) multiplications de deux matrices

- (2N-4) additions de deux matrices

Dans le cas du systéme 5-4-15, supposons que l'on ait dim Aj, ~

288

dim Ayo = Set 6 ty = tagg tute 7 5 tagg: La durée du chemin critique est

alors de 7093 tiyy.

Le tableau 5-9 donne le temps d'exécution par ordonnancement de

l'algorithme( 5-4-14) en fonction du nombre de processeurs.

Nombre de Temps Taux Taux
processeurs dexécution | d'accélération | d'occupation

14 7093 5,73 0,41

12 7629 5,33 0,44

10 7654 5,31 0,53

8 7808 5,20 0,65

6 8558 4,75 0,79

5 9228 4,40 0,88

4 10325 3,94 0,98

3 13760 2,95 0,98

2 20415 1,99 0,995

Tableau (5-9) Temps d‘exécution pour l'algorithme 5-4-14

On peut remarquer que le tauz d'occupation des processeurs

pour l'exécution de l'algorithme dans te temps du chemin critique est

insuffisant jusqu'a 4 processeurs, seuil a pa rtir duquel le taux d'occupation

est excellent.

5-5 CONCLUSION

Nous avons étudié les possibilités d'application des techniques
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paralléles au calcul de la commande optimale des systemes interconnectés.

Deux types fondamentaux de décompositions pour le calcul paralléle de la

commande ont été étudiés : la décomposition temporelle et la

décomposition spatiale.

Ces deux décompositions peuvent étre appliquées

simuftanément, ce qui conduit a un degré de parallélisme trés élevé, mais

une décomposition en un nombre élevé de sous-systémes peut ralentir la

convergence de f'algorithme de calcul de la commande optimale. Le choix

du nombre de sous-systémes se fait donc par un compromis entre le taux

de convergence de l'algorithme, le taux d'accélération et le nombre de

processeurs disponibles. Nous avons étudié également les méthodes de

synchronisation de calcul de sous-systemes tout en maximisant le taux

d'occupation des processeurs par l‘ordonnancement de calcul. Nous avons

démontré enfin la possibilité de rendre paralléle l'équation de Riccati par la

partition des différentes matrices présentes dans !'équation.

- CHAPITRE 6 -

DODHDADEENMEDY

DO THADSFERY
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6-1 INTRODUCTION

Dans les chapitres précédents, nous nous sommes limités a

Yétude du parallélisme basé sur la logique des algorithmes. Nous avons

donc supposé que le temps de transfert des données des mémoires vers

les processeurs est négligeable.

Dans fa pratique, si la dimension de blocs a traiter nest pas

grande, ou si la capacité de transfert du réseau d'interconnexion est limitée,

ce temps de transfert n'est plus négligeable et il faut en tenir compte pour

évaluer fe temps dexécution d'un algorithme, il faut tenir compte

également du temps de transfert. Un autre probleme apparait également

lié a Ja structure du réseau d'interconnexion : c'est celui du nombre de

blocs mémoires disponibles. Aux chapitres précédents, nous avons supposé

que Je nombre de blocs mémoires est illimite, mais dans la réalité ce

nombre est toujours limité et entraine des conflits entre les differents

processeurs.

Nous avons donc consacreé ce chapitre a !'étude des effets du

temps de transfert et du nombre de blocs mémoires sur le temps

d'exécution d'un algorithme. Pour cela, nous étudierons d’abord fe cas d'une

architecture multiprocesseurs avec un bus commun et une mémoire

globale, puis le cas d'une architecture 4 multiprocesseurs reliés 4 un

nombre N> ! de blocs mémoires 4 travers un réseau d‘interconnection

sans conflit.



6-2 ARCHITECTURE MULTIPROCESSEURS AVEC UN BUS

COMMUN

Dans cette architecture, les processeurs sont reliés entre eux

et avec une mémoire globale par un bus commun quiils utilisent en temps

partage pour communiquer entre eux et avec la mémoire (voir Figure | -5).

Afin de libérer le bus pour les autres processeurs, chaque processeur

transfére les données nécessaires pour ces opérations a sa mémoire locale.

Pendant le temps d’exécution de ces opérations, les autres processeurs

peuvent utiliser le bus commun. Si le temps d'exécution des opérations a

lintérieur de chaque processeur est trés supérieur au temps de transfert

des opérandes, fe temps moyen d'occupation des bus par processeur est

faible. On peut ainsi relier un nombre plus important de processeurs sur

un seu! bus. Nous avons démontré au chapitre 2 que la fusion des taches et

lexécution de l'algorithme par opérations sur les blocs de données peuvent

augmenter le rapport entre le temps d’exécution d'une operation et le

temps de transfert de ces opérandes. La fusion des taches constitue donc

une solution pour diminuer fa part du temps de transfert dans le temps

total d’exécution et de permettre d'utiliser un nombre plus grand de

processeurs. Mais en contre partie, pour un probleme de taille donnée,

l'augmentation de Ia taille des taches réduit le degré du parallélisme de

Yalgorithme et diminue ainsi le nombre de processeurs utilisables pour

lexécution de cet algorithme. La taille des blocs est donc déterminée par un

compromis entre le temps de transfert et le degré de parallélisme de

lalgorithme. Illustrons cette situation par un exemple :
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soit 4 multiplier deux matrices A et B de dimension nxn

C-A.B

Considérons le cas o0 tani = ladd = Uransfert, OU transfert &St

le temps de transfert d'un nombre réel de !a mémoire locale d'un

processeur a la mémoire globale ou de la mémoire globale a fa mémoire

locale, et toult et tagg Sont respectivement le temps de multiplication et

d'addition de deux nombres réels dans les processeurs.

Si on decompose les matrices A et B en N? blocs de 1a fagon

suivante :

1 2 N 1 2 N

! 1

2 2

A- Be

N N

Ce nombre d'opérations pour le calcul de C est alors de :

N3 multiplications de matrices

N(N-1) additions de matrices

Le nombre de transferts pour chacune de ces opérations est
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de 3: deux transferts pour les opérandes et un transfert pour le resultat.

Le nombre total des transferts est ainsi de

3 IN? + NP(N-1)] - ON? - 3N?

Si fa capacité du reseau d'interconnection n'est pas limitee, le temps

minimum de multiplication des deux matrices est :

| muttipfication de deux sous-matrices + log,N additions de deux

sous-matrices (6-1-1)

Dans le cas d'une architecture 4 bus commun, les transferts

des operandes se font en série. Ce temps peut facilement dépasser te temps

minimum calculé en 6-1-1. Les taches de transfert peuvent alors constituer

le chemin critique du graphe de multiplication des deux matrices. Dans ce

cas, ‘augmentation du nombre de processeurs n'a aucun effet sur le temps

minimum d'exécution de l'algorithme. Cette contrainte de blocage limite

donc fe nombre de partitions des matrices A et B. Si Tt, Tm et Ta sont

respectivement le temps de transfert, de multiplication et d'addition des

sous-matrices, !a condition de non-blocage est :

(6N3 -3N2)T, < Ty, Hog2N)Tyyg * 371 + log2N) (6-1-2)

Si V est la dimension des sous-matrices, on a:

Ba “Dt: 2
Tyo Vt, s Ty > Vtquie * V2UV-Utagg i Te > V? tage
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Pour tayig ~ ty * tagg: £4 Condition 6-1-2 s‘écrit sous la forme :

(6N3- 3N2)V?_ << V+ V2(V-1) + (logy2N)V? + 3V"( I slog N)

6N*-3N’-2-4 log,

2
ou VE

mais en méme temps V = n/N, on peut donc écrire

6N4 -3N? - 2N - 4Nlog,N < 2n (6-1-3)

L'inégalité 6-1-3 permet de calculer la valeur maximale de N

a partir duquel le temps de transfert peut, 4 lui seul, constituer le chemin

critique, Pour n - 30 par exemple, on doit avoir N < 2 et donc la dimension

des blocs doit étre supérieure a 15.

Dans le cas général d'un algorithme quelconque, on peut

décomposer chaque tache en trois ov quatre taches selon le cas : deux

taches de transfert des opérandes (une tache dans le cas d'opérations

comme l'inversion d'une matrice ou la multiplication d'une matrice par

elle-méme ou par sa conjuguée), une tache pour les opérations

mathématiques ou autres sur les données et une tache pour fe transfert des

résultats. La durée d'une opération est donc la somme des durées de ces

quatres taches, On peut former ainsi un graphe de calcul pour ces taches

ja simple logique de l'aigoriiiime comme uous j'avons

fait aux chapitres précédents. On détermine ainsi la durée du chemin

critique du graphe. Cette durée, dans tous les algorithmes que nous avons

étudiés auparavant, est fonction du nombre N de décompositions des

matrices concernées. Le temps de transfert des opérandes et Jes résultats

de toutes les taches sont aussi fonction de N. Si le temps de transfert
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dépasse la durée du chemin critique, l'exécution de {'algorithme dans fe

temps du chemin critique est impossible. Dans ce cas, l'augmentation du

nombre N de décompositions non seulement n'est pas utile, mais risque

d'augmenter le temps d’exécution de J'algorithme 4 cause du temps de

transfert trés élevé. La limite de N est donc déterminée par la relation

suivante

‘chemin critique ‘ ‘tranfert (6-1-8)

Sion dispose d'un nombre P fixe de processeurs, le probleme

se résout différemment : pour un algorithme donné, on calcule le nombre

departitionnements N, pour lequel {a durée du chemin critique de

lalgorithme s‘obtient sur P processeurs.

Si le nombre N vérifie l'inégalité (6-1-3), on !'utilise pour le

partitionnement, sinon on calcule N a partir de la relation 6-1-3 et on

partitionne!'algorithmeselonlanouvellevaleur.

Exemple :

Pour l'inversion d'une matrice symétrique définie positive,

l'on applique la méthode de GAUSS, la durée du chemin critique dans le cas

ou

Ugiy = 34tegas tute > tage = trans correspond a la somme de:

N transferts de matrices symétriques = N. V(V+1)/2
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N inversions de matrices symétriques ~ N {34 V + (V-1)(V2+V+1)]

N transferts de matrices symétriques = N V(V+1)/2

2(N+1) tranferts de matrices = 2(N+1)V?

(N+1) multiplications de matrices dont le résultat est symétrique =

wy, Oe , yen |
2 2

(N+!) transferts de matrices symétriques = (N+1)V(V+1)/2

2(N+1) transferts de matrices symétriques = 2(N+1)V(V+!1)/2

(N+1) additions de matrices symétriques = (N+1)V(V+1}/2

(N+1) transferts de matrices symétriques = (N+1)V(V+1)/2

2(3N-4) transferts de matrices - 2(3N-4)V?

(3N-4) multiplications de matrices - (3N-4) [V3 +V? (V-1)}

(3N-4) transferts de matrices - (3N-4)V?

2(2N-5) transferts de matrices - 2(2N-5)V?

(2N-5) additions de matrices ~ (2N-5)V?

(2N-5) teansferts de matrices - (2N-5)V?

Le temps total de transfert est la somme de:

VW+d)

2
2N transferts de matrices symétriques = 2N

2(N2 -1) transferts de matrices = 2(N? -1)V?
2 +1

wet transferts de matrices symétriques = wt ) a
(V4 1)

3N(N-1) transfert de matrices symétriques = 3N(N- 1) >

ane 1) 3NN-1)
transferts de matrices = vs
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SN(N-1 HNE2) 2
transferts de matrices = z

La condition (6-1-3) s‘écrit alors sous la forme :

Pen? -aN+7N-5) ,
VCeN-7) + V2¢20N-23) + 37ND) - NPN vlANNI ;

2

n-N.V (6-1-5)

Pour chaque valeur de n, on peut ainsi déterminer le nombre

de partitionnements N.

Pour n ~ 16 par exemple, on trouve N< 4 et V>4

On peut donc partitionner les matrices en blocs de

dimensions 4.

D'avtres problémes importants dans le cas d'une architecture

a bus commun sont |'ordonnancement des transferis. Considerons fe

probléme de multiplication des deux matrices suivantes ;

Ay By, et Ags, By sont respectivement de dimensions 3 et 5. Pour la

multiplication de ces deux matrices, supposons deux modes de transfert

differents :

agg

Pour tayieTM ty ~ tagg: £2 condition 6-1-2 s‘écrit sous la forme :

(6N3- 3N2)V? € v2 V2(V-1) + (logy2N)V? + 3V(J slog N)

6N°-3N'-2-4 log,N
ou Vy =

Nn

[Sy

mais en méme temps V - n/N , on peut done écrire

6Ni -3N3 - 2N- 4Niog,N 2n (6-1-3)

L'inegalité 6-1-3 permet de cafculer fa valeur maximale de N

a partir duquel Je temps de transfert peut, a lui seul, constituer fe chemin

critique. Pour n - 30 par exemple, on doit avoir N | 2 et donc la dimension

des blocs doit étre supérieure a 15.

Dans fe cas général d'un algorithme quefconque, on peut

décomposer chaque tache en trois ou quatre taches selon le cas : deux

taches de transfert des opérandes (une tache dans le cas d'opérations

comme ‘inversion d'une matrice ou la multiplication dune matrice par

elle-méme ou par sa conjuguée), une tache pour les opérations

mathématiques ou autres sur les données et une tache pour le transfert des

resultats, La durée d'une opération est donc la somme des durées de ces

quatres taches. On peut former ainsi un graphe de calcul pour ces taches

composées, basé sur fa simple logique de I'algorithme comme nous !'avons

fait aux chapitres précédents. On détermine ainsi la durée du chemin

critique du graphe. Cette durée, dans tous les algorithmes que nous avons

étudiés auparavant, est fonction du nombre N de décompositions des

matrices concernées. Le temps de transfert des opérandes et les résultats

de toutes fes taches sont aussi fonction de N. Si le temps de transfert
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a} On organise le transfert comme suit :

Ary ~ Buy Agy” By: Aya Bag» Age “Boo

Le graphe de calcul est alors le suivant Fig (6-1)

La signification des diferentes taches du graphe 6-1 est la

suivante :

1 - transfert de A,, de la mémoire globale a la mémoire locale

2 - transfert de B,, de la mémoire globale a la mémoire locale

3- Ay By

4-transfert de A, ala mémoire locale

5 - transfers de B,, ala mémoire mocale

6 - Ay Big

7 ~ transfert de Aj, a la mémoire locale

8 - transfert de Bio ala mémoire locale

9- Ayg Bay

300

10 - transfert de A,, ala mémoire locale

11 - transfert de B,, ala mémoire locale

12 - transfert de A,,-B,, ala meémoire globale

13 - Agg -Bay

14 - transfert de A, ,-B,, ala mémoire globale

15 - transfert de A,, -B,. a la mémoire globale

16 - transfert de A,, -B,, a al mémoire globale

17 - transfert de A, /-B,, a la memoire locale

18 - transfert de A,, -B,, 4 la meémoire locale

19 - Ay Bia? Ay “Bag

20 - transfert de (A, ,-By, + A,,-Bg) ) ala mémoire globale

= tedt 7” trans! la durée du chemin critique duPour tautt

graphe 6-1 est de 442 ta).

b) On organise le transfert de la facon suivante :

Ag Bay Aya “Bop Aut “Bia Au Bap

Le graphe de calcul dans ce cas est : (Fig 6-2)
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La durée du chemin critique du graphe 6-2 est de 325 t yy.

Elle est donc de l'ordre de 73 % de fa durée calculée pour le graphe (6-1).

Cette grande différence vient du fait que nous avons avanceé le transfert de

blocs pour les taches les plus grandes.

La méthode que nous proposons pour lordonnancement du

transfert de données pour un algorithme quelconque est le suivant :

- construire le graphe de calcul de l'algcrithme comme indiqué dans

les chapitres précédents

- décomposer chaque tache en taches de transfert et de calcul et

former un nouveau graphe

- appliquer la méthode d‘ordonnancement présentée au chapitre 2 en

imposant un nombre de lignes de transferts égal a 1.

Dans Ja cas de la multiplication de deux matrices A et B de

fexemple précédent, la méthode s‘applique comme suit :

a) Graphe de calcul :

AyBy 1

QU

ANB)

Qy— 24 tache finale
Arb2 3. $©
Qj ao
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b) Formation du graphe par décomposition des taches

AS te

c) Application de fa méthode d‘ordonnancement sur ce graphe en

imposant une ligne de transfert <: on aboutit 4 l'organisation du calcul

présenté sur le graphe 6-2.

Nous avons appliqué cette méthode a I'algorithme de

moindres carrés mis en oeuvre pour !'estimation des paramétres.

(H"H)e = H'z

La figure 6-3 fournit le graphe de calcul dans le cas dune

décom position de @ et_Z en deux sous-vecteurs.

Le tableau 6-1 donne Je temps d'exécution pour ce graphe



Figure (6-3) Graphe de L'algorithme des moindre’ carrés
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6-3 en fonction du nombre de processeurs pour différentes dimensions des

vecteurs O(n) et Z(m).

Nombre de

processeurs 2 3 4 5 6

temps d'execution
3584 | 2759 | 2429 2324 | 2314

pour m=30, 0-10

i 

:

temps dexecution | | 11> 836 750 749 749
pour m-18, 0-5

temps d'execution 905 651 623 632 632
pour m=12,n-6

temps dexecution
21500 | 15739 | 13329 | 13304 | 13143

pour m-60, 0-20

Tableau 6-1 Temps d'exécution pour !'algorithme de moindres carrés

pour l'estimation de paramétres

On peut remarquer que pour les petites dimensions de Z et 0,

fe temps d'exécution de |'algorithme a partir de 4 processeurs ne diminue

pas. Méme pour m= {2 et n= 6, le temps d’exécution de lalgorithme est

legérement supérieur a celui de 4 processeurs. En effet comme nous

l'avons expliqué auparavant, cest fe temps total du transfert qui, dans ce

cas, empéche le temps d'exécution de diminuer.

Le tableau 6-2 donne le séquencement de calcu! pour m= 30

et un aombre de processeurs egal a 5.
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Tableau (6-2) Organisation du calcul pour l'algorithme 28 15 915 930

des moindres carrés 38 15 930 945

47 15 945 960

6 processeurs 
- 5 a 0

activité durée début fin = i. a 985

3 75 0 75

4 75 75 150

5 75 150 225 37 15 985 1000

19 725 150 875 65 294 1000 1294

6 75 225 300 39 25 1000 1025

1 75 300 375 30 25 1025 {050

20 725 300 1025 40 25 1050 1075

2 75 375 450 48 25 1075 1100

17 435 375 810 3h 15 1075 1090

18 435 450 885 32 15 1090 1105

7 75 450 525 53 25 1105 1130

8 7S 525 600 58 25 1130 1155

21 435 525 960 | 59 25 {155 1180

22 435 600 1035 4] 15 1180 1195

27 15 810 825 42 15 1195 1210

37 15 825 840 49 15 1210 1225

9 75 840 915 | ll 75 1210 1285
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1285 1300

1300 1315

1315 1330

1330 1555

30 1345

1345 1420

1420 1495

1495 1510

1510 1525

1510 1655

1525 1670

1525 1540

1540 1555

1540 1685

1555 1580

1555 “17000 22.

1580 1605

1605 1740

1605 1630

60 25 1630 1655

33 5 1655 1660

43 5 1660 1665

68 5 1665 1680

34 5 1680 1685

44 5 1685 1690

50 5 1690 1695

35 5 1690 1695

55 5 1695 1700

62 5 1700 1705

74 45 1705 1750

36 5 1705 1710

45 5 1710 {715

46 5 1715 1720

51 5 1720 1725

63 5 1720 1725

56 5 1725 1730

64 5 1730 1735

75 15 1740 1755

77 15 1755 1770
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96 5 2259 2264

97 45 2264 2309

98 5 2309 2314

99 0 2314 2314



6-3 ARCHITECTURE AVEC RESEAU D'INTERCONNEXION

Dans cette architecture, nous supposons que P processeurs

sont liés 4 n mémoires par un réseau dinterconnexion sans blocage. Si

P > M, les processeurs transférent les données nécessaires pour leurs

opérations respectives dans leurs mémoires locales et libérent les

mémoires pour les autres processeurs. Par contre, si M > P, et surtout

quand M = 2P [6-1], les processeurs peuvent exécuter leurs opérations tout

ef communiquant avec tes mémoires globales, sans étre obligés de

transférer les données 4 la mémoire locale.

Le schéma de calcul dans les deux cas est alors le suivant :

a) Premier cas

Transfert de résultats

par blocs de données .
mémoire

mémoire

locale globale

Transfert des opérandes partagée

Exécutionde par blocs de donnees

l'opération |

|
processeurs f° —— — — - - ore

b) Deuxiéme cas

312

mémoire

locale

Exécutionde mémoire

fapération

processevloo EE siobale

partagee

Dans le deuxiéme cas, la mémoire locale sert 4 stocker les

éventuels résultats inter médiaires.

Pour une architecture multiprocesseurs et multimémoires,

deuxproblé mesessentielsseposent:

1) Déterminer Ja source et la destination de données

2} Ordonnancer le transfert

Le premier prabléme consiste 4 organiser les données dans

les mémoires de telle facon que Jes conflits d'accés a mémoire soient

réduitsauminimum.Ledeuziémeproblémeconsisteensuiteaorganiserle

transfert des données chronologiquement pour minimiser le temps total

d‘exécution de l'algorithme. Les deux problémes sont liés l'un a l'autre et il

faut les traiter ensemble.

Le probléme d'organisation de données dans le cas des

architectures S.ILMD. a été étudié par différents auteurs. [6-2], [6-3], [6-4],

[6-5]. Mais a notre connaissance, il n'y a aucune étude dans le cas des

architectures M.1.M.D. Pour positionner le probleme, supposons qu'on ait a

multiplier deux matrices A et B de ta forme suivante :
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iW 12 By B 12

Aa] Ay Bay | Bop

Ay et B,, ne sont pas de méme dimension. Supposons d'une part que l'on

dispose de deux blocs mémoires et que l'on stocke A dans la premiére et B

dans la deuxiéme et d'autre part que l'on exécute la multiplication sur deux

processeurs, Alors, si le premier processeur exécute le produit A,,B,, en

communiquant directement avec les mémoires, il bloque les deux

mémoires pendant toute la durée d’exécution du programme. L’autre

processeur ne peut qu’attendre fa fin du calcul. Deux solutions peuvent étre

envisagées :

a) On stocke les matrices de la maniére suivante

Ay, Bi An By

bloc 1

On calcule ainsi A,,B,,, A,,Byo, Ay)Byj, AgiBya dans le
11? 42

premier bloc et on stocke les résultats dans le méme bloc. On calcule

également A, Bo). AyyBy9, Ay2Bo), AyoBy dans le deuxiéme bloc et on

stocke les résultats dans le méme bloc. Le probléme de blocage de mémoire

ne se pose pas a cette étape. Mais au moment de calculer les sommes

Aj2Bo1t Ay {By les données sont dans les deux mémoires et 'exécution

de cette opération bloque ces deux mémoires.

b) On transfere les données nécessaires a chaque operation aux

mémoires locales des processeurs. On libére ainsi les mémoires pour que

les autres processeurs puissent les utiliser, L'avantage de cette methode est

qu'elle minimise les conflits d'accés aux mémoires, mais elle introduit des

transferts supplémentaires qui peuvent représentec dans certains cas un

pourcentage assez important du temps de calcul. On peut également mettre

en oeuvre ces méthodes simultanément.

Dans le cas ou le nombre de processeurs est supérieur au

nombre de blocs mémoires, le transfert des données dans la mémoire locale

est indispensable. Mais la encore, le probleme d'organisation des données

dans les mémoires se pose. En effet, pendant le transfert des données, la

mémoire concernée est bloquée. Si le nombre de transferts est important,

ce blocage peut étre la source de conflits et par consequent d'augmentation

du temps de calcul. Pour organiser les données dans les mémoires, nous

proposons une méthodologie qui, dans certains cas, réduit les conflits

d'accés et diminue ainsi le temps de calcul. Nous croyons qu'en

approfondissant cet algorithme, il est éventuellement possible de résoudre

le probléme d'organisation des données dans la mémoire.

Cette méthodologie s'exprime de la maniére suivante :

1- Former le graphe de calcul en tenant compte des taches de

transfert (exemple du graphe 6-3)

2- Déterminer lordonnancement du calcul sur un nombre de

processeurs donné en supposant fe nombre de blocs mémoires



3- Faire une liste ordonnée des taches de transfert dans {a liste 2

4- Affecter dans ordre les données concernées aux blocs mémoires

dans cette liste

Cette organisation a l'avantage de distribuer les taches

urgentes sur les différents blocs mémoires et de rendre possible l'accés

simultané a ces taches pour Jes processeurs. Nous avons essayé cet

algorithme pour le calcul des multiplications matricielles suivantes <

fi} 12 Ay AL
p- Ae

Par [Fao 0A,22

C- APAT

La figure 6-4 présente le graphe correspondant a ce calcul.

Nous avons supposé que l'on dispose de deux blocs memoires

et de siz processeurs.

Dans Je premier cas, nous avons stocké les données comme

suit:

mémoire! P,L=PAT

memoire2 A, C-AL

Dans fe deuxiéme cas, nous avons utilisé l'algorithme proposé

précédemment.

Lav ep tnoyeo np eydery (p-9) emir
ana



Le tableau 6-3 compare le temps d'exécution de l'algorithme

pour les différentes dimensions des sous-matrices P, ' Pip bese

Dimension des

sous-matrices | > 10 15 20 25 30

cas 1 1050 | 6200 |18450 | 40800) 76250} 27800

cas2 875 | 5500 |16875 |38000| 71875] 21500

Tableau (6-3) Temps d’exécution de APA?

On peut remarquer que le temps dexécution dans le

deuxiéme cas est meilleur. Le tableau 6-5 donne !ordonnancement de

calcul dans ce cas.

Nous avons essayé le méme algorithme pour le graphe 6-3.

Dans le premier cas, nous avons organisé les données de maniére suivante ;

mémoice 1 Hyy. Hyp. 2y. yy Hyg Hyy Hyg Hyg Hyg, My yZp Hyp 2p O%

mémoire 2 Ho), Hy», Zy, Hy) Hay, Hy, Hyp, Hyp Hyp, Hao%p. Hoy 2) Op

Dans le second cas, l'organisation des données est faite en

utilisant l'algorithme précédent. Le tableau 6-4 donne le temps d'exécution

de l'algorithme en fonction du nombre de processeurs pour m=40 et n=10.
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Nombre <e

cas 1 4224 | 3049 | 2434 | 2434

cos 2 4224 | 2969 | 2408 | 2423

Tableau 6-4 Temps d‘exécution du graphe 6-3

On peut constater que le temps d'execution est pratiquement

le méme. Cela est probablement di au fait que les deux organisations de

données pour les grandes taches sont identiques.

Tableau (6-4) Organisation du calcul de APAT

6 processeurs

activité durée debut fin

1 25 0 25

2 25 0 25

3 25 25 50

4 25 25 50

19 225 25 250

5 25 50 75

6 25 50 75

20 225 59 275

7 25 75 100

8 25 75 100
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4003752517

4254002529

4254002544

4504252514

4504252548

4754502516

4754502536

5004752513

5004752535

70047522554

70047522541

5255002549

72550022540

5255002537

75052522555

3505252515

5755502518

775550» 22542

6005752550



825

725

725

750

750

775

775

800

800

825

825

825

850

850

875

875

Nous avons étudié le probleme du transfert de données entre les

différents modules de calcul d'un systéme multiprocesseurs.
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Nous avons démontré qué pour un systéme en bus commun,

lapplication des techniques d’ordonnancement réduit considérablement les

conflits d'accés au bus et a la mémoire communs.

Dans fe cas de systémes avec plusieurs mémoires, nous avons

démontré importance de l'organisation des données dans les mémoires.

Nous avons proposé un algorithme pour stocker des données dans les

différentes mémoires. Nous avons ensuite démontré par des exemples que

cet algorithme réduisait le temps de transfert des données.
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Dans fes ouvrages existants, les algorithmes de calcul paralléle

sont essentiellement orientés vers la résolution de grands systémes

d‘équations linéaires ou vers la résolution par discrétisation des équations

différentielles, {C-1], [C-2], [C-3]. On ne trouve que trés peu de

développements sur les problémes d'identification de paramétres ou de

vecteurs d'état de systémes industriels de grande dimension. Nous avons

donc étudié av cours de ce mémoire les possibilités de résolution sous

forme paralléle de ces problémes. Ayant constaté que les ouvrages

spécialisés traitaient abondamment de méthodes de décomposition et de

coordination (voir [C-4], [C-5], [C-6], [C-7]) appliquées a la commande

optimale des syslémes interconnectés, nous avons considéré que ces

méthodes offrent une base solide pour l'application des techniques de

calcul paralléle : nous avons donc orienté ces méthodes vers des

applications paralléles.

Dans cet esprit, nous avons présenté dans le chapitre 1 les

différentes architectures des calculateurs paralléles, ainsi que leurs

avantages et leurs inconvénients. Chacune de ces architectures offre des

possibilités d‘application de calcul paralléle pour des problemes

d'automatique. L'étude et fa réalisation des architectures convenables pour

ces problémes, en se référant aux algorithmes concrets présentés dans ce

mémoire, constituent une perspective de recherche appliquée trés

intéressante, en la menant parallélement aux études théoriques. L’étude

des problémes iogiciels ou matérieis, ieis que ies systémes d'expicitation,

les techniques de synchronisation, les probleémes de gestion de mémoire

ont une importance primordiale :l a réalisation d'un systéme paralléle nous

donne également Ia possibilité de tester pratiquement les algorithmes

paralléles proposés pour les problémes d’automatique. La réalisation d'un



systéme paralléle sophistique étant trés colteuse, nous pensons que f'on

peut commencer par les architectures assez simples et dans notre cas par

une architecture avec un bus commun. Cet architecture a déja été réalisée

en utilisant des processeurs 6809 pour les modules de calcul [ C-7].

ILest évident que l'utilisation des processeurs rapides pour les

modules de calcul ne peut que rendre le systeme plus applicable. En effet,

puisque la performance de ces processeurs est comprise entre 6 et 10 M

flops, fa performance d'un systéme paralléle composé de ces processeurs

atteint un niveau trés intéressant et tout a fait comparable aux besoins des

sytémes a moyenne, voire a grande dimension.

Au deuxiéme chapitre, nous avons étudié les méthodes de

mise en évidence du parallélisme des algorithmes, ainsi que la création des

ces algorithmes paralléles. Nous avons démontré !'efficacité de l'application

des graphes pour clarifier le parallélisme et le séquencement des

différentes taches d'un algorithme. Nous avons étudié ensuite l'application

des techniques de !a méthode c.p.m. pour l'ordonnancement du calcul, afin

de minimiser soit le temps de calcul, soit le nombre de processeurs. La

complexité de ces algorithmes nous contraint a appliquer ces méthodes aux

systémes non évolutifs ou d'une évolution trés lente. La diminution de la

complexité de ces algorithmes, la création de nouveaux algorithmes

optimaux ou heuristiques dans le cadre des problémes liés a l‘automatisme

des sytémes interconnectés peut donc étre envisagée comme une des

perspectives de recherche dans ce domaine. D'autres problémes a étudier

dans ce domaine sont le choix optimal de la taille des blocs de données, le

nombre de processeurs, le nombre et la capacité de blocs de mémoire, les

entrées sorties. Ces problémes rejoignent le probleme de choix
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d'architecture expliqué auparavant.

Le troisiéme chapitre est consacré a fa résolution paralléle des

systémes d'équations linéaires. Nous avons étudié les différents

algorithmes paralléles directs ou itératifs pour la résolution de ces

systémes et nous avons comparé ces algorithmes dans le contexte des

problémes {iés a l'automatisme des systémes interconnectés. Dans ce

domaine, les perspectives de recherche dans le cas d'une application en

automatique sont envisageables essentiellement dans une étude

approfondie et comparative des différentes méthodes itératives, surtout

dans le cas de systémes avec des matrices a structure bande.

Dans le quatriéme chapitre, nous avons abordeé le probleme de

lestimation parallele des parametres et du vecteur d'état de systémes

interconnectés. Nous avons notamment étudié le calcul paralléle des

algorithmes classiques d'estimation tel que la méthode de moindres carrés

et le filtre de Kalman. Etant donné l'énorme variété des algorithmes

d'estimation, la perspective de recherche dans ce domaine est trés vaste.

L'étude du parallélisme des différents algorithmes d'estimation existants, la

création de nouveaux algorithmes paralléles, l'extension de ces études dans

Je cas des systemes non linéaires, en sont quelques exemples.

Dans le cinquiéme chapitre, nous avons étudié les méthodes

paralléles de calcul de commande optimale des systemes interconnectés.

Nous avons abordé les méthodes de résolution paralléle des systémes

d‘équations différentielles par décomposition spatiale et temporelle. Nous

avons appliqué ces méthodes au calcul de la commande optimale des

systémes continus. Nous avons également etudié le calcul paralléle de la



commande optimale dans le cas de systémes discrets. Dans ce domaine,

comme dans celui de l'estimation, la perspective de recherche est trés

vaste. L'étude comparative du calcu! paralléle de toutes les méthodes de

décomposition-coordination pour le calcul de la commande optimale,

extension de ces méthodes au cas des systémes non linéaires, l'application

des méthodes de calcul paralléle dans d'autres domaines de l'automatisme

telle que la commande adaptative nous donnent une idée du travail qui

reste a faire.

Au sixiéme chapitre, nous avons étudié le probleme de la

gestion des transferts dans le cas d'une architecture avec bus commun,

ainsi que pour les architectures avec un réseau d'interconnection. Dans le

premier cas, nous avons mis en évidence limportance du séquencement de

transfert des données. Nous avons démontré que ce probléme peut étre

résolu par l'application de la méthode de c.p.m. Dans le cas des

architectures, avec nombre de blocs mémoires supérieur a 1, le probléme

d organisation des données dans les mémoires devient primordial. Nous

avons proposé un algorithme pour !'organisation de données, mais dans ce

domaine il reste a répondre a de nombreuses interrogations. Parmi

celles-ci, on peut citer notamment Je choix du nombre de blocs de mémoire,

le choix entre le transfert de données aux mémoires focales et l’exécution

des opérations en communication directe avec la mémoire globale, !a taille

des mémoires, le probléme de diffusion de données, la distribution des

données initiales, des résultats intermédiaires et des résultats finaux sur

fes blocs mémoires de facon a minimiser le blocage. La perspective de

recherche dans ce domaine est de donner des réponses a ces problémes,

tout en sachant que ceux-ci sont fortement liés entre eux ainsi qu’a

architecture du calculateur paralléle utilisé.

A-1 Nombre d’opérations élementaires des algorithmes

dalgébre linéaire

1- Addition de deux vecteurs de dimension v :

v_ additions

2- Produit scalaire de deux vectcurs de dimension v «

Vv multiplications

y-1 additions

3- Multiplication d'une matrice m.v par un vecteur de dimension v

mv multiplications

m(v-1) additions

4- Addition de deux matrices m.n:

mn additions

5- Addition de deux matrices symétriques n.n:

n(n+1)/2 additions

6- Multiplication de deux matrices mnet nk:

mak multiplications

m(n-1)k additions

7- Multiplication de deux matrices m.n et n.m dont le resultat est

symetrique :

nm(m+1)/2 multiplications

(n-1)m(m+1)/2 additions

8- Inversion d'une matrice n.n par la méthode de Gauss :

n divisions

3-1 multiplications



9- Inversion d'une matrice symétrique n.n

n divisions

(n-1)(n2+2n+2)/2 multiplications

n(n-1)2/2 additions

10- Resolution d'un systéme d'équations linéaires triangulaire par la

méthode de remonteée :

n divisions

n(n-1)/2 multiplications

n(n-1)/2 additions

11- Triangularisation d'un systeme d'équations linéaires par la

méthode de Gauss :

n(n-1)/2 divisions

(n3"n)/3 multiplications

(n3-n)/3 additions

12- Résolution d'un systéme d'équations linéaire par la méthode de

Cholesky :

nextractions de racine carrées

n(n-1)/2 divisions

(n3-n}/6 additions

(n3-n)/6 multiplications

{I-1]

[1-2]

{1-3}

[1-4]

{1-5]

[1-6]
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