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1-1 INTRODUCTION :

Un des objectifs les plus imporiants dans le développement de
{'architecture, des ordinateurs a été et continue a étre l'augmentation de la
vitesse de calcul et du débit des données. Cet objectif est atteint par trois

moyens :

- I'amélioration des modéles et des algorithmes de résolution,
- 'amélioration de la technologie,

- 'amélioration de ['architecture des ordinateurs.

Ces trois techniques sont l'objet d'études approfondies partout
dans le monde et leur description dépasse largement le cadre de ce
mémoire. Nous abordons briévement la troisiéme technique, ol le maitre
mot en matiére d'amélioration de l'architecture des ordinateurs est le
parallélisme [1-1], a tel point que lon constate l'utilisation de ce
parallélisme dans beaucoup de processeurs pourtant classés comme des
processeurs sequentiels, [1-2}, (1-3], [1-4]. [1-5]. Dans ce chapitre, nous
présentons la classification des architectures paralléles, puis nous étudions
ensuite les différents aspects de chague architecture. Nous abordons enfin

les réseaux d'interconnexion des modules paralléles.

1-2 CLASSIFICATION DES ARCHI ES P ELL

Les différents types d'architectures ont fait ['objet de multiples
classifications dont ta plus connue est celle de Flynn, basée sur le nombre

d'instructions et de données traitées simultanément. (1-6]
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On distingue :

a) le processeur sequentiet SISD (Single Instruction, Single Data
Stream) : l'architecture d'un calculateur monoprocesseur exécutant, a

chaque instant une seule instruction sur une seule donnée.

b) le processeur MISD (Multiple Instruction, Single Data Stream) :

plusieurs instructions sont exécutées a partir d'une méme infor mation.

¢) le processeur SIMD (Single Instruction, Multiple Data Stream) :

une seule insiruction commande le traitement simultané de plusieurs

données.

d) le MIMD (Multiple Instruction, Multiple Data Stream) : celte
catégorie est celle des systémes multiprocesseurs. Chaque processeur
effectue, indépendamment des autres, les calculs qui lui ont été assignés

sur les données correspondantes. La figure (1-1) donne le schéma de ces 4

types d'architectures.
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Figure (1-1) : architecture des ordinateurs
a-SISD b-MISD ¢-SIMD d-MIMD

1-2-1 Les processeurs MISD :

Parmi ces processeurs, les processeurs pipeline sont les plus
importants. Le principe du pipeline est de segmenter ou de partitionner un
pracessus global en sous-processus qui peuvent étre exécutés par des

unités ou des modules distincts. Les modules sont liés en série de telle
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facon que la sortie d'un module sert d'entrée pour le module suivant. Les
temps d'exécution des sous-processus pour les modules différents sont les
mémes. Ainsi, si l'algorithme utilisé fournit un flot continu de données,
chaque module libéré peut exécuter son sous-processus sur la donnée

suivante.

La méthode du pipeline pour les processeurs, est la méme dans
son principe, que des chaines de production en série dans les usines ou les

classes successives dans des universités.

Appelons T le temps d'initialisation (start-up time) nécessaire pour
I'apparition du premier résultat. Si le nombre des segments ou des modules

est K, chaque module exécute son processus €n un temps T/K' Ainsi aprés

le premier résultat, il y aura un resultat toutes les T/ unités de temps.

Supposons que le processus global se répéte L fois. Le temps d'exécution

des L processus est :
TL=T+(L-1).T/K (1-2-1)

Dans ce cas, pour amortir le temps de démarrage T, il faut que le
nombre L soit assez grand. D'autre part, les données nécessaires pour
'exécution des sous-processus doivent entrer dans le systéme d'une facon
réguliére c'est-a-dire comme des vecteurs. C'est pour cette raison que la
technique du pipeline est en principe une conception pour les processeurs
vectoriels. En effet, la classe des processeurs vectoriels repose sur la
combinaison de deux architectures de base : le processeur pipeline et le

processeur SIMD [1-1].




Parmi ces processeurs on peut citer :

te CDC STAR 100 [1-7], le ASC de Texas Instruments [1-8], le CRAY-1, et
fe CRAY x MP [1-1], [1-9]).

Niveau de pipeline :

Le principe du pipeline en tant que chevauchement des opérations
peut-étre utilisé a plusieurs niveausx, cest-a-dire au niveau des
instructions, des groupes d'instructions ou méme des sous-programmes.

Nous illustrons ce probléme par deux exemples:

Exemple | : pipeline au niveau des instructions.

On peut décomposer lexécution d'une instruction ¢ = a'b, (avec *

représentant une opération donnée) en étapes suivantes :

1 - recherche de l'instruction
2 - décodage de 'instruction
3 - génération de l'adresse a
4 - recherche de l'opérande a
5 - génération de l'adresse b
6 - recherche de l'opérande b
7 - exécution de l'opération *
8 - génération de {'adresse ¢

9 - écriture du résultat ¢

Si un processeur comprend neuf modules, chacun devant exécuter

une de ces étapes, alors on peut exécuter une suite d'instructions ¢ = a*ben
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pipeline. Dans ce cas, certaines conditions doivent étre vérifiées pour

assurer l'efficacité de la technique du pipeline :

1 - décomposition de l'instruction en étapes approximativement
de méme durée.
2 - prévision correcte de la prochaine instruction [1-1],{1-10]

3 - évitement des aléas [1-1],[1-11]

La premiére condition est évidente et l'exemple suivant iilusire la

seconde condition.

Pour n = | aK faire

instruction 1

instruction 2

If (condition) faire instruction 10
instruction 4

instruction 10

Avant de terminer l'instruction 3, la structure pipeline commence
4 décoder l'instruction 4,5 ..., mais si la condition est vrai, ces instructions
doivent éire vidées, afin de permettre l'exécution de l'instruction 10. Les

méthodes de réduction de ces vidages sont décrites dans [1-1},

Les aléas sont des contraintes de succession entre instructions dont
les exécutions se recouvrent dans le pipeline. Supposons la séquence

d'instruction suivante :




l-C1=al’b1
2'C2=32'b2
3-C3=a3'b3

4-1IF (Cl (C}) Then Cl N C3

Le schéma de I'exécution de cette suite d'instructions est le suivant

figure (1-2).
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Instructiont  +— } t } T 1 1 1 1

Instruction 2 F % ! T T T T T |
1, 2 4.5, 6,7,8,09
Instruction 3 PRSI WS W LR R ALY
1 2 4 5 ,(6)
Instruction 4 p—t+— t Q) ———

Figure (1-2)

Designons par t le temps d'exécution de chaque étape. L'instruction

4 a besoin de C; et C3 respectivement aux instants 6t et 81, mais ces

données ne sont générées qu'aux instants 9t et [1t. Ainsi, pout éviter

{'utilisation des anciennes valeurs de C; et C3 par linstruction 4, le

mécanisme de contrdle doit étre a méme de bloguer {'exécution de

Tinstruction 4 jusqu'a la mise a jour des valeurs C; et C3.

Exemple 2 : pipeline au niveau des sous-programmes.

Soit un systéme monovariable d'équation dynamique :
g (k+1) = ax (k) + f u(k) (1-2-2)
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ou X est la variable d'état, u est la commande et k est [linstant
d'échantillonnage. Le calcul de la commande optimale pour le systeme
(1-2-2) minimisant un critére quadratique conduit aux équations suivantes

[1-12], (voir également chapitre 5 de ce mémoire) :

x(k+l)=ax(k)+b & (k+1}
Alk) =cx{k)+d A(k+1)
x(0)  =xg et Alkp) = cx (kp) (1-2-3)

ou A est le paramétre de Langrange associé, x, est I'élat initial et Ky est

I'instant final.

Pour la résolution du systéme (1-2-3), nous utilisons la méthode
itérative alternée présentée en [1-13]. Pour kp = 6, cette méthode est

déterminée par :

Début de l'algorithme
- poser l'indice de l'itération égal a 0
- estimer les valeurs x (k),k - 1 a6 etA°(k), k=226
- tant qu'un test convenable n'est pas vrai
Début
- caleuter A 1(k) - cxl(k) + d A (ke 1)
- caleuler x*1(k) - a xl(k) + b2 1*1(k)
-i=i+1
Fin

Fin de l'algorithme.
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Pour deux processeurs en pipeline, le premier calcule les valeurs
de Al*! (k) qu'il fournit au deuxiéme processeur. Ainsi, le schéma du calcul

pour une itération est le suivant : figure (1-3).

Iw) | x(l)I

A2) x(z)I

I A(3) I x(3)|

M4) x(4)|

(
A®) | X ‘5)|

I A6) x(f>)I

Figure (1-3)

1-2-2 Processeurs S.I.M.D :

Dans les processeurs S.I.M.D, le paraliélisme du systéme est obtenu
par le travail simultané d'un certains nombres d'unités de traitement U.T.
dont chacune est capable d'exécuter une opération spécialisée dans un flot
d'instructions. Dans cette architecture, le systéme présente une seule unité
de controle qui décode le flot d'instructions et envoie les signaux de
controle vers les UT. Parmi les architectures SIM.D, les processeurs

vectoriels et matriciels sont les plus utilisés : ces processeurs sont
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caractérisés par le fait que la méme instruction est exécutée par un
nombre élevé N d'UT, sur un grand ensemble de données. La différence
essentielle entre l'architecture SIMD et MIMD est que les UT. de
'architecture S.1.M.D ne sont pas des unités centrales complétes, donc elles
ne sont pas capables de réaliser des activités indépendantes. La figure 1-4

présente le schéma d'un processeur S.I.M.D f1-1].

BM BM BM
MP
ucp UA UA
"l "y .
(] [i]
...... ensd
l UCR ! --------- { Réscau d'Interconnexion ‘
BM Banc de Mémoire UCP Unité de Commande du Processeur

UA Unité de Calcul d'Adresses  UCR Unité de Commande du Réseau

UT Unité de Traitement MP Mémoire du Programme

Figure (1-4) : structure d'un processeur S..M.D.

Sur cette figure nous distinguons les différentes composantes d'un

processeur S.I.M.D mentionnées auparavant :

- BM est la mémoire centrale du processeur décomposée en N
bancs de mémoire,
- N est le nombre d'unités de traitement U.T. qui exécutent les

instructions spécialisées : opérations arithmétiques, logiques, etc
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- Un réseau d'interconnexion relie les UT. entre elles,

- Une mémoire de programme MP contient les instructions a de-
coder,

- Une UCP, unité de commande de processeur, décode le flot
d'instructions fournies par la Mp, et les diffuse sur les U.T. et
les unités de calcul d'adresse UA.

- Les unités de calcul d'adresse UA modifient et traduisent l'a-
dresse générée par l'unité de commande en adresse du BM con-

cerné.

Une difficulté marquante de ce type d'architecture est liée a la
nécessité d'accéder simultanément 2 N opérandes (parallélisation de fa
mémoire) et 2 celle damener dans la méme unité de traitement deux
opérandes qui doivent étre composées. Le probléme de parallélisation de la
mémoire et d'organisation des données est un sujet trés vaste qui dépasse
le cadre de ce chapitre. Nous renvoyons le lecteur intéréssé 2 [1-14],[1-15],

[1-16] [1-17].

Les processeurs S.I.M.D, surtout les processeurs vectoriels et
matriciels conviennent aux problemes d'algébres linéaires [1-18], a la
résolution numériques des équations différentielles(1-19], et au traitement
du signal. Parmi les processeurs S.1L.M.D on peut citer nolamment ['ILLIAC

1V [1-20], et le STARAN [1-211.
1-2-3 Les multiprocesseurs M.L.LM.D :

Un multiprocesseurs est défini comme suit .
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- il contient au moins deux processeurs indépendants. Si ces
processeurs ont la méme performance, on parle dun systéme
multiprocesseurs homogéne, sinon d'un systéme multiprocesseurs
nonhomogéne.

- la mémoire principale du systéme est accessible par tous les
processeurs. Les mémoires locales des processeurs sont de taille réduite. Si
les processeurs ont de grandes mémoires locales, on parle d'un systéme
multi-ordinateurs (multimicroprocesseurs).

- les entrées/sorties sont accessibles par tous les processeurs.

- pour tout le systéme multiprocesseurs, il existe un seul
systéme d'exploitation qui contréle tous les processeurs. Ce systéme
d'exploitation doit contréler et assurer les interactions entre les
processeurs et leurs programmes au niveau du travail de tiches,

d'ensemble de données et de données.

Les multiprocesseurs peuvent avoir différentes topologies et

architectures. Les topologies les plus étudiées sont les suivantes :

a) multiprocesseurs 4 bus commun :

Bloc de Bloc de
Mémoire Mémoire E/S E/S

\ ¥

BUS A TEMPS PARTAGE
\ \ 8

/ Y

Processeur N Processeur 2 Processeur 1

Figure (1-5) : Bus Commun
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Cette architecture est la plus simple 4 mettre en oeuvre et permet
une extension aisée du multiprocesseur. Mais comme le bus ne peut étre
utilise 2 un instant donné, que par un seul processeur, le débit
d'informations est limité. Cette architecture est donc réservée aux systémes
comportant un nombre limité de processeurs ou demandant peu
d'échanges. Au chapitre 6, nous étudions en détail le probléme du choix des

nombres de processeurs et les limites de cette architecture.

b) matrice de points de croisement : figure (1-6)

Figure (1-6) : matrice de croisement.

Dans cette architecture, N processeurs communiquent avec au
moins autant de bancs de mémoires 4 travers une matrice de points de
croisement. Cette matrice peut étre également utilisée pour interconnecter

les différents processeurs comme lillustre la Figure (1-7).
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P
Cl [ ™ “ r— a3
MP
PC il re— e 1 1
MP
PC PC PC 170 1/0
MP MP MP

Figure (1-7) interconnexion des processeurs par

une matrice de point de croisement.

La matrice de points de croisement réalise toutes les connections
entre les processeurs et les mémoires. Malheureusement, son colt de
réalisation est trés élevé et en particulier quand le nombre de processeurs
est approximativement égal au nombre de bancs de mémoires, ce colt est
proportionnel 4 NZ. De plus, la liaison entre la premiére entrée et la
derniére sortie passe par 2N commutateurs, ce qui pour N assez grand peut
affaiblir le signal d'entrée [1-22]. Ces inconvénients limitent le nombre de
processeurs et de bancs de mémoires qu'on peut relier par une matrice de

points de croisement, dont une photo est présentée a la figure (1-8) [1-23].
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Figure 1-8 : matrice de point de croisement 32x32

En fait, la topologie N processeurs, M bancs de mémoire peut étre

réalisée avec d'autres réseaux moins colteux que la matrice de croisement

qui sont présentés en 1-3.
¢) topologie hiérarchisée :

Dans cette organisation, un ou plusieurs processeurs sont connectes
par un bus local aux bancs de méinoires ¢l aux entrées/sorties. Chaque
groupe de processeurs forme ainsi un noeud de calcul. Ces noeuds de calcul

sont ensuite relies entre eux a travers des processeurs de niveau

supérieur. Figure (1-9).
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Figure (1-9) : Topologie hiérarchisée.

La tache des processeurs du niveau supérieur est de réaliser
toutes fes fonctions nécessaires d'une part pour l'accés des processeurs

locaux a la mémoire globale et d'autre part pour l'accés du systéme externe

aux mémoires locales.

Un troisiéme niveau de hiérarchie consiste a relier les bus de

deuziéme niveau au bus global.

Ce réseau a I'avantage de réduire le nombre de processeurs sur les
bus locaux. Mais pour qu'il soit efficace, il faut que les échanges entre les

processeurs de deuxiéme niveau ne soient pas nombreux. D'autre part,
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|'existence des processeurs du deuyiéme et du troisieme niveau rend le

systéme assez coliteux.

1-3 RESEAUX D'INTERCONNEXION :

De maniére générale, un réseau d'interconnezion est un ensemble
de commutateurs et de fils qui établissent la liaison entre les composants
liés a ces N lignes d’entrées et des composants liés  ces N lignes de sorties,
ces derniers n'étant pas forcément différents des premiers. La fonction la

plus fréquente pour un réseau d'interconnexion est de permettre I'échange

de données, soit entre les processeurs et les bancs de mémoire, soit entre

fes processeurs eux-mémes. Le choix de la structure du réseau et son mode
de fonctionnement est lié a larchitecture du systéme utilisé. Dans un
systéeme M.LMD, des liaisons entre point d'entrée et point de sortie
s'établissent ou se défont, sans que l'enchainement de ces changements
d'état soit prévisible. Dans un systeme S.I.M.D, au contraire, ia permutation
d'état de tous les commutateurs du réseau s'effectue au méme instant. On

appelle réseav sans blocage un réseau Ry de N entrées et N sorties, pour

lequel on peut établir une liaison entre une entrée active i et une sortie
inactive j sans modifier les liaisons déja existantes. Les entrées et sorties
inactives sont celles qui ne sont pas respectivement liées & une sortie ou

une entrée.

Un réseau est réarrangeables’il est toujours possible d'élablir une
liaison entre une entrée et une sorlie inactive, au prix, le cas échéant, de
modifications de liaisons déja établies entre entrées et sorties actives.

Enfin un réseau est non réarrangeable s'il existe une probabilité
de blocage arbitrairement faible pour I'établissement de liaisons entre les

entrées et les sorties inactives {1-24].
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Il existe différents réseaux d'interconnexion, sans blocage,
réarrangeables et non réarrangeables, congus pour les deux architectures
S.IMD et M.ILMD. Au 1-2-3 nous avons présenté la matrice de points de
croisement qui est un réseau sans blocage. Nous présentons ici d'autres

réseaux utilisés dans les architectures parall¢les.

1-3-1 : Réseau de Clos :

Le réseau de Clos {1-25] représenté a la figure (1-10) est un
réseau de N entrées et N sorties qui comporte trois étages formés
respectivement de r matrices de points de croisement nxm, n matrices
riretr matricesnx m.

Le réseau de Clos est sans blocage si m » 2n-1 [1-24]

Le nombre de commutateurs N, du réseau de Clos est de ;

I“I‘;=12rmx1+mr2 (1-3-1)
r T
2~ ‘1
n x_m// mxn
= 1 E
=] & f=
= =
@
- ]
= r E

Figure (1-10) réseau de Clos a trois étages.
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et si m = 2n-1 alors

Nc=2r(2n—l)n+(2n~l).r2 (1-3-2)

Comme N = rn, le minimum de N, est obtenu par NN

c'est-a-dire n ~ N lorsque N est d'ordre élevé d'ou

Nomin = 2N (24N -1) + (2 + /D) N~ 6 NN (1-3-3)

Le réseau de Clos nécessite ainsi moins de commutateurs que la

matrice de points de croisement a partir de N>30.

Le cout de réalisation du réseau de Clos est encore assez élevé. Il

est méme plus élevé que la matrice de point de croissement pour N<30.
1-3-2 Réseaux de Bénes :

On démontre que pour mn, le réseau de Clos est réarrangeable

{1-2sl.

Le réseau de Bénes est obtenu a partir d'un réseau de Clos avec m=
n=2. Dans ce cas l'étage médian du réseau de Clos se compose de deux
commutateurs a N/2 entrées et N/2 sorties. On décompose alors ces deux
commutateurs en réseaux de Clos a trois étages et on répéte le processus
jusqua ce que les commutateurs médians soient eux-mémes des
commutateurs 2 entrées x 2 sorties. La figure (1-11) présente un réseau de

Bénes pour N=8.
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o

X
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B | S | S | S

Figure (1-11) : réseau de Bénes.

Le nombre de commutateurs dans un réseau de Bénes est
(N/2) (2 logy N-1) (1-3-4)

ce qui constitue une réduction considérable par rapport a la matrice de
points de croisement et au réseau de Clos. Pourtant, le fait d'étre
réarrangeable le rend difficile 2 utiliser dans les architectures M.LM.D. Le
réseau de Bénes est donc surtout utilisé dans les architectures S.I.M.D.
[1-14].

1-3-3 Réseau Oméga :

Le réseau Oméga a4 N = 20 entrées et autant de sorties, est
composéde n étages de 201 commutateurs élémentaires. Chacune de ces
maifles réalise la permutation dite "perfect shuffle”, telle que chaque

interconnexion prend pour entrée la position dont la représentation binaire

est S Sp... S, et la permute a la position S, 83 .« Sp Sy Apres, Ie

commutateur peut permuter la sortie 2 la position S, S3 SnO ou 52 S3
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Syl La figure (1-12) présente le réseau oméga pour N = 8.

Figure (1-12) : réseau Oméga.

Le nombre de commutateurs du réseau oméga est N/2 logzN.

cest-a-dire deux fois moins que le réseau de Bénes. En revanche, comme il
v a une seule liaison possible entre chaque entrée et chaque sortie, des
conflits sont inévitables. La figure (1-13) montre une liaison simultanée de
000 ---->000 et 100 -——--010. o0 les deux liaisons utilisent une méme

connexion.

Cette situation conflictuelie est inadmissible, parce que deux

signaux différents utilisent le méme {il en méme temps.
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p T

Figure (1-13) : conflit dans un réseau Oméga.

Différentes études, tant par simulation qu'expérimentales ont
démontré que ces conflits, sont largement occuités par les conflits d'accés
aux bancs : la réduction du débit résultant de I'emploi d'un réseau Oméga a
la place d'une matrice de points de croisement reste souvent de l'ordre de

10 2 15% [1-24].

Le réseau Oméga a été étudié pour les deux architectures S.LM.D et
M.LMD et il existe des algorithmes d'établissement d'un réseau Oméga,
dans les deux cas [1-24], ce réseau Oméga offre également la possibilité de
diffusion (figure 1-14).
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|
|

Yy

== =

Figure (1-14) : les états des commutateurs d'un réseau Oméga.

1-4 CONCLUSION :

Le développement de la technologie L.S.I et V.L.S.] a donné a deux
différentes architectures paralléles présentées une grande importance
pratique. Nous avons cité trés briévement les problémes existants tels que
l'accés aux mémoires communes et le blocage des réseaux d'interconnexion
_ Pour les architectures SIMD et M.ILM.D, les réseaux d'interconnexion et
de permutation sont désormais une partie intégrante de leurs

architectures.

L'application de ces architectures pour l'identification et la
commande des systémes interconnectés dépend largement du probléme
traité. D'une facon générale ces systémes sont composés des sous-systémes
de différentes dimensions faiblement couplés. Nous estimons donc qu'une
architecture M.I.M.D convient mieux a ce type de probiémes. Le calcul au
niveau des sous-systémes étant essentiellement constitué d'opérations

matricielles, on peut choisir 4 ce niveau les processeurs vectoriels.

- CHAPITRE 2 -

FEEATIMW EY
DR DD NNANCEIEN T

DES ALBUGITRMES
POBACLELES
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2-1 INTRODUCTION:

Un nombre important d'algorithmes numériques congus pour le

calcul en série ont une formulation fortement parallele.

Par contre d'autres doivent étre modifiés en vue de l'implantation

sur les systémes paralléles.

Nous commencons donc ce chapitre par la présentation du
parallélisme pour certains algorithmes et par les techniques de sa création

pour d'autres.

Nous étudions ensuite les méthodes d'ordonnancement des
différentes taches d'un algorithme. Pour cela nous représentons ces taches
et leurs relations par un graphe. A l'aide de la théorie des graphes nous
abordons fordonnancement temporel de lalgorithme dans le cas ol la
durée et d'autres caractéristiques des taches peuvent éire déterminées a

priori.

L'ordonnancement par le rang, utile dans le cas oU la prédiction de

ces caractéristiques est impossible, est abordé en fin de chapitre.

2-2 ALGORITHME PARALLELE:

2-2-1 Parallélisme des algorithmes numériques

Nous appelons parallélisme la possibilité d'exécuter plusieurs taches
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d'un algorithme simultanément. Dans cette définition nous supposons

naturellement que les ressources pour exécuter ces taches sont illimitées.

Dans ce cas le parallélisme de lalgorithme est déterminé

uniquement par l'indépendance de ces taches.

Cest au travers de la logique d'exécution que lon décele la
dépendance ou l'indépendance de ces taches. Ainsi dans un algorithme
strictement de type série, les taches doivent étre exécutées l'une apres

l'autre.

Par contre dans un algorithme parallele, fa fin d'une tache peut

declencher I'exécution de plusieurs autres taches.

Nous altons illustrer ce phénoméne par quelques exemples.

Exemple | :

Dans certains calculateurs on utilise 1'algorithme suivant pour la

division de deux nombres décimaux Net D:[2-1],[2-2].

Début de l'algorithme,
par le décalage 2 droite, rendre le nombre D inférieur a |

oser i=0;D(i)=D;N(i)=N:

tant que (I D(i) - 1} < &) faire
Déebut
D (i+1) - (2 - D(i)) x D(i) ;
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N (i+1} = (2 - D(i)) x N(i) ;
i=i+1,
fin

Fin de l'algorithme.

A la fin du calcul, D(i) s'approche de 1 et N(i} donne le rapport N/D.

Dans cette algorithme, le calcul de N(i+1) et D(i+1) peut étre

effectué en paralléle sur deux processeurs. Mais 'exécution du test (1 D(i) -

1] < €) ne peut commencer qu'aprés le calcut de D(i).

Le schéma du calcul est dont le suivant : (figure 1).

test calcul de D(1) test cafcul de D(2)
— } | | | — — =

calcul de N(1) calcul de N(2}
b [ — — —

Figure (2-1) Schéma du calcul de N/D

Pour le calcut de D(1) et N(1), deux étapes, une addition et une
multiplication, sont nécessaires. Ainsi si l'algorithme converge aprés k
itérations, le calcul de N/D se termine en 3k étapes. Si on dispose d'une
structure pipeline on peut modifier cet algorithme pour le rendre plus
paralléle :

Début de l'algorithme
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Par le décalage a droite, rendre le nombre D inférieur a 1
Poser i=0 ; D{0) = D; N(0) = N;
Faire
Debut
D(i+1) = (2-D(i))x D(i) ;
N(i+1) = (2-D(i ))x N(i) :
Fin
Tant que (ID(i-1)-1] = €)

Fin de l'algorithme

Dans ce cas on peut effectuer le test (ID(i-1)-1i< = € en paralléle

avec le calcul de N(i+1) et D(i+1). Le schéma du calcuf est alors le suivant :

Calcul de D(1) Calcul de D(2)

Y
Calcul de N(1) Calcul de N(2)
Test de D(O) Test de D(1)

Figure (2-2) Schéma du calcul de N/D utilisant

le principe de pipeline

Exemple 2 :

Méthode d'élimination de Gauss pour la résolution d'un systeme
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d'équation linéaire. Supposons le systeme :

Ax=b
—a ............... a | 1 | b ]
11 In 1 1
b b
A= E- 2 'E- 2
- R a b
nl nn X
— - L n - i_ n -

(2-2-1)

L'algorithme de Gauss de triangularisation de A est réalisé par :

Début de l'algorithme
1 T
Poser (aij) - g (ij=1an)
Pour 1=1 a2 (n-1)
Début
Calculer [(au)l]'I ;
Caleuler Dy = [-(d) x () 1i=1+1 20
Calculer (ai]-)1+l -3+ Dy ayiij-lan
Fin

Fin de l'algorithme.

A chaque étape de triangularisation, la suite des calculs dépend du

calcul de [(au)l]’l. Mais le calcul de [(a“)l]'1 déclenche le calcul de tous les

Dy lequel rend possible le calcul de tous les éléments ( aii)1+1 de la ligne i.
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Ainsi, sur un systéme multiprocesseurs, on peut effectuer le calcul de la

facon suivante :

1- Calcul de [(all)l}'l SUr un processeur en une étape,

2- calcul des Djjen paralléle sur au maximum (n-1) processeurs en une
étape,

3- calcul des ( alij)]+1 en paralléle sur au maximum (n-1)2 processeurs

en deux étapes.

Chaque étape de triangularisation nécessite quatre opérations. La
méthode de Gauss se termine donc en 4(n-1) étapes en utilisant un nombre

maximum de (n-1)? processeurs.

Si on utilise la stratégie du pivot maximum le nombre des étapes

du calcul augmente d'une facon considérable.

Pour la recherche du pivot maximum, parmi n pivots, il faut logyn

comparaisons (Cf 2-2-2-a). Ainsi, le nombre d'opérations a chaque étape

est log n + 4 et le temps total de calcul est de l'ordre de n logz(n!) +4(n-1)

2-2-2 Méthodes de création des algorithmes paraliéles:

Les deux exemples précédents montrent le paraliélisme naturel
existant dans les algorithmes pourtant congus pour les calculateurs séries.

Mais cette formulation paraliéle n'est pas toujours aussi évidante. Dans ces
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cas, une simple conversion des algorithmes séries en algorithmes paralleles
ne révele pas tout le parallélisme contenu dans l'algorithme. L'exploitation
de ce parallélisme caché nécessite souvent la modification de l'algorithme
original. Dans les ouvrages spécialisés il existe des méthodes de création

d'algorithmes paralléles que nous allons illustrer par des exemples :
a- Méthode de dichotomie;
Cette méthode consiste a diviser une tache de dimension N en deux

taches de méme complexité, de dimensions N/2 et a continuer cette

division récursivement,

Exemple:

Dans la méthode du gradient conjugué, pour le calcul de la matrice

de conditionnement, on utilise souvent le schéma suivant : [2-3], [2-4].

M -3 NA" (2-2-2)

Dans le calcul série de M’l. on utilise la régle de Borner :

W.=1;

n
W= (g + i) Wy

ce qui donne Wy - M'1

Cet algorithme ne convient pas au calcul paralléle, car il nécessite N
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multiplications et N additions strictement en série.

La méthode de dichotomie peut étre utilisée pour créer un certain

parallélisme pour le calcul de vl Supposons N=8, on peut écrire :

ML Cigls 1gA% nghts nghS + pgh®) s A G 1 uga2e pgat s 17A%)

& Fl(A) & AFz(A)

on calcule donc

1- A2 en une étape

2-Fj(A) et AF,(A) sur deux calculateurs paralléles en dix étapes

3- Fy(A) + AFp(A) en une étape

Le calcul de Ml se fait donc en 12 étapes, en utilisant deux

processeurs. On peut continuer encore la méthode de dichotomie :

FI(A) - (gl + 1At + uga®)+ AZ 1y nga®)

F2(A) = (g1 + psA®)+ A% (g o upat)
on calcule donc :

- A en deux étapes (au passage on calcule également AZ)

- FI(A) et FZ(A) en 6 étapes sur 4 processeurs

- Fy(A) + AF,(A) en deux étapes
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ainsi le calcul de Ml se fait en 10 étapes utilisant au maximum 4

processeurs.

La méthode de dichotomie est également utilisée pour le calcul de

FE.T.[2-6], du iri rapide [2-7] et beaucoup d'autres exemples.

b- Méthode de vectorisation de l'algorithme

On convertit un algorithme série de calcul direct d'un systéme en un
algorithme itératif qui converge rapidement vers la sotution du probleme
sous certaines conditions.

xemple:

Résolution du systéme linéaire

Ax=b (2-2-3)
avec A matrice tridiagonale.

La méthode directe de résolution de cette équation est décrite par :

Début de l'agorithme
Poser 1=1; ()l < Ay =l an:jei-Liiel  (Ig]<n)
Pour (I=1 an-1)
Début
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t
Calcuter [(a)'T"! ; f
. i=h(x () J g(xuthdt (2-2-4)
Calculer Dﬂ=-(ak1)l.[(an)ll'l i=l+1 isn £ t
0

Calculer (a)!*! = (o)l + Dy (@) 1=l ijlel (ign.j<n)
relatif au systéme d'équation dynamique :

Fin
Fin de l'algorithme. ds
‘—jfﬂy,y,t) (2-2-5)

A chaque étape de cet algorithme, on ne calcule qu'une seule valeur,
cest donc un algorithme strictement série. Par contre si on utilise les H_ est le vecteur d'état de dimension n, u est le vecteur de commande de
méthodes itératives comme la méthode de Jacobi ou celle du Gradient dimension m et ty et t;sont respectivement le début et la fin de la période
conjugué, la résolution du systeme se fait en paraliéle sur o{n) processeurs .

d'optimisation.
[2-3], [2-4], [2-5].
Les conditions d'optimalité pour ce systéme s'expriment par ; [2-8]

Nous utilisons cette méthode au chapitre 3 pour la résolution

itérative des systémes linéaires et au chapitre 5 pour le calcul d'une dy
: afﬂ”’y’t] (2-2-6)
commande optimale.
d(t) af (4, u, thr d

¢ - Méthode de partitionnement e ='[Tll-(tl = 33 (1, u,1) (2-2-7

Dans cette méthode on décompose le probléme en plusieurs IM[E’I"’UIIMU +Z—’g(uut)=0 (228)
sous-problémes que l'on résoud en parallele. La solution du probléme ou % "
global est alors une combinaison des solutions des sous-problemes. #(tg)=Hg (2-2-9)

Exemple : UVSL RN (2-2-10)

Soit le probléme suivant de calcul de commande optimale : oud est le vecteur des paramétres de Lagrange associe.

minimiser le critére non linéaire ;
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Si on calcule u dans [‘équation (2-2-8) et on obtient a partir de

(2-2-6) et (2-2-7) deux équations en x(t) et A(t)

g (2-2-11)
dA
P (2-2-12)

) Hit)-H,
Supposons ;=!:

1= |

] < 05 et M= ah
0 3t ))

on a alors :
dz _ .
P = ¢lz,t] (2-2-13)
Mi(z(ty), 2(ty) = 0 (2-2-14)

Pour la partition de cet algorithme, on peut utiliser fa méthode

suivante : [2-1]

- on divise l'intervalle [t , t;] en (k-1) sous-intervalles
to=tl(t2<t3 """" <tn'tf
- on estime une solution z; pour le systéme 2-2-13 dans chaque

intervalle et on résout pour chaque intervalle les systémes d'équations
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Chaque solution z = Z (1, z;) est définie sur [t;, tM].

On partitionne ainsi le probléme original en m-1 sous-problémes
que l'on peut résoudre sur m-1 processeurs en parallele. La solution
globale est une combinaison de ces solutions [!]. Cette méthode est

également utilisée pour la recherche du zéro d'une fonction {2-9], [2-10].

d) Implantation asynchrone des algorithmes :

Dans un systéme multiprocesseurs, on peut avoir des algorithmes
répartis sur différents processeurs qui exécutent leurs taches
indépendamment les uns des autres. A partir d'un certain moment, ces
taches doivent étre synchronisées pour la suite des calculs. Cest le cas
lorsque le commencement d'une nouvelle tache sur chaque processeur
dépend de la fin des plusieurs taches précédentes. Les processeurs qui ont
terminé teurs calculs doivent alors atteindre la fin des taches les plus
longues. St la différence de temps d'exécution est assez grande ces attentes
peuvent réduire considérablement l'efficacité globale du systeme. Une
solution pour surmonter ce probléme est d'utiliser un algorithme dit
"asynchrone” : chaque processeur recoit une ou plusieurs variables
globales, en fonction de ces variables et des résultats précédents, il effectue
les modifications nécessaires sur ces mémes variables globales ou d'autres
variables, avant de commencer son prochain cycle. Ainsi, le processeur n'a

pas a attendre les données des autres processeurs. Cette configuration peut
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accélérer considérablement I'exécution de la tache globale sous certaines

conditions [2-11].
Exemple :

Considérons le probléme de calcul du point fixe :

Xi” =¢(Xi) (i= 0, | (S )

ou X, est donné.

Sig(x) = f (gy(x) gp(T), o 8(1)) alors on peut écrire
X, =T (8 (3)). 82(%}), o 8y (x;)
Avec un algorithme synchronisé, 8¢(x;), 8(x;) .. gn(x;) sont

calculés sur n processeurs; mais pour le calcul de x;,; et donc le
commencement de la prochaine itération, le calcul de tous les gk(xi) doit
étre terminé Pour un algorithme asynchrone, dés quil y a une nouvelle
valeur de 3k(xi)' la valeur de %, est modifiée, le premier processeur qui
a terminé le calcul de 8!((“1) fe plus vite commence I'itération suivante avec

cette nouvelle valeur. On peut trouver les conditions de convergence de ces
algorithmes dans [2-12]. Ils ont en particulier été utilisés pour le calcul de
commandes optimales des systémes linéaires avec des contraintes non

linéaires sur la commande. [2-13], [2-14].

- 0 DES A MES LL
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L'ordonnancement d'un algorithme paralléle est la facon d'organiser le
calcul de ses différentes taches afin de minimiser ou de mazimiser un
critere donné. Dans le calcul parallele, un critére trés important a
minimiser est le temps de calcul en présence de contraintes telles que la

limitation du nombre de processeurs, la capacité mémoire, etc...

Deux des méthodes les plus connues pour ce type de probiéme sont
la méthode CP.M dans le cas ou le temps d'exécution des taches est
déterministe, et la méthode P.ERT dans le cas o le temps présente une
distribution probabiliste. Pour mettre en oeure ces méthodes, il est

nécessaire de représenter les algorithmes par des graphes.

2-3-1 Représentation des algorithmes par des graphes:

Chagque algorithme est composé d'un systéme de taches ST = (T <) ol

T= (Tl, Tp----, Tn) est une ensemble de tiches et < est ['ordre partiel sur

T. La relation < est représentée comme suit: si Tj<Ti la tache Ti doit étre
terminée avant le commencement de la tache Tj. Dans le cas de ressources

illimitées, cet ordre partiel est déterminé par la logique d'algorithme.
Dans le cas des ressources limitées, il est déterminé également par les

contraintes imposés par Ces ressources.
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Etudions la résolution du systéme d'équations linéaires suivants :

Sl & 6
a21%1, 3222 -by (2-3-1)

a3(i( , a3pXp , 43313 =b3

La liste des taches et leurs ordres partiels sont les suivants :

1- xl-a“‘l by Ty-1
2- a1 Tp=2
3- a3y T3-2
4- b’y =by-az X Ty=3
5- b3 =b3z-azx; T5-3
6- xp = azz'l b,y Tg=4
7- azox, T7=5
8- b"z ~b'3 - azyxp Tg=6
9- 13- 2551 b3 Tg=7

Tableau (2-1) l'ordre partiel des taches du systéme (2-3-1).

On peut représenter le systéme des taches ST = (T,<} par un graphe
orienté G=(N.M) o0 'ensemble des noeuds N est identique a I'ensemble des

taches T et M est l'ensemble des arcs reliant les noeuds N tels que :
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T <Tj (T, TEM

b Tj # ij=1.2- N

Ainsi le graphe représentant l'algorithme de résolution du systéme

{2-3-1) est le suivant :

OO
&@-@ sOnn©,

Figure (2-3): Graphe représentant le résolution du systéme (2-3-1)

7

Dans cette représentation nous avons éliminé toutes les connections

redondantes (connections 1-4, 1-6 ...} pour raison d'inclusion.

2-3-2 Pondération du graphe:

Dans le cas d'implantation du systéme des taches ST sur un systéme
multiprocesseurs, on peut affecter a chaque tiche un tableau des valeurs
nécessaires pour son exécution. Ces valeurs peuvent étre par exemple la
durée d'exécution de la tache, ses besoins en place mémoire, en réseau de

transfert, etc.. Ainsi on peut compléter par exemple le tableau 2-1 par le
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tableau 2-2 suivant :

Tache t exécution besoin en place mémoire
1 t div 3
t mult
t mult
t add
t add
t div
t mult
t add
t mult

- I R - RV Y N T
W LY W W W W W W

Tableau (2-2) Caractéristiques des taches du systeme( 2-3-1)

Nous appelons pondération du graphe G(NM) laffectation de ces
valeurs a chaque noeud de G avant lexécution de lalgorithme. La

pondération du graphe n'est pas toujours possible.

Dans le cas ou les taches sont des tiches composées a lintérieur
desquelles il existe des boucles d'une longueur indéterminée (while) ou des
branchements logiques, la détermination de la durée d'exécution est

impossible. Par exemple ajoutons au systeme (2-3-1) la condition suivante :

(si lajjg ) alors 10
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€ est une valeur positive prédéterminée et 10 est une tache qui modifie les

valeurs des aj; et les renvoie aux tiches respectives. Dans ce cas le graphe

représentatif de l'algorithme est fe suivant :

Figure (2-4) Le graphe du systéme (2-3-1 )avec branchement sur les

tiches [-6 et 9

Si l'ensemble des taches 1 4 10 forme une tiche composée d'un
algorithme plus grand alors la détermination a priori de la durée de cette
tiche est impossible. La durée de cette tache est déterminée par le nombre
de boucles du le programme 2 l'intérieur de cette tache. Comme les valeurs

a;; sont generées dynamiquement par le programme principal, le nombre

de fois que le programme boucle a linterieur de cette tache est

imprévisible. Nous reprendrons ce probléme en 2-3-7.

2-3-3 Fusion du graphe:




49

Dans un systeme paralléle, L'organisation du calcul est l'une des
fonctions les plus complexes d'un logiciel. Le temps nécessaire pour que le
systéme réalise cette organisation est en effet beaucoup plus important

dans le calcul en paralléle que dans le calcul en série.

A titre d'exemple, le simple transfert d'une donnée d'une mémoire
vers le registre ou une mémoire interne d'un processeur pour une
architecture utilisant un réseau oméga nécessite déja la réalisation d'une
liaison entre la memoire et le processeur concerné, ce qui peut provoquer
le changement d'état de tous les commutateurs du réseau. Si les taches d'un
algorithme sont composées d'opérations élémentaires sur les mots, alors le
temps d'organisation du calcul peut méme dépasser le temps du calcul
proprement dit [2-3], [2-15]. Pour cette raison et pour augmenter la
"granulosité" de l'algorithme, il faut fusionner le graphe afin de former des
taches plus importantes. La procédure de fusion dépend de l'algorithme et

du systéme utilisés.

Le choix de taches de grande dimension diminue normalement le
degré de parallélisme de l'algorithme. Si le nombre de processeurs utilisés
est assez grand, la fusion de l'algorithme risque de diminuer le temps
d'occupation des processeurs et donc de réduire lefficacité globale du
systéme. La dimension des taches est donc un compromis entre les

possibilités du systéme et le parallélisme de l'algorithme utilisé.

Une des méthodes de fusion que l'on peut utiliser, en particulier

dans lidentification et la commande des systémes interconneciés, consiste
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a travailler sur les blocs de données. Cette idée, largement utilisée pour le
calcul de la commande des systémes a grande dimension, peut avoir
beaucoup d'intérét pour diminuer la part de l'organisation dans le temps
total de calcul d'un algorithme paralléle. Nous illustrons ce probléme par un

exemple

Supposons qu'on veuille effectuer la multiplication de deux matrices

A et B sur une architecture en bus partagé.

C-AB

Mémoire
globale

Bus

Memoire Modute Medule Mémoire
locale N 1 Tocale

Figure (2-5)

Les matrices A et B sont stockées dans la mémoire globale et [a

pouvoir réaliser la multiplication des deux matrices en paralléle on

décompose les deux matrices A en N blocs de lignes et [a matrice Ben N
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blocs de colonnes. On effectue la multiplication des deux matrices par les

blocs de ligne et de colonne comme cela est montré a la figure (2-6).

BLOC 1
BLOC B BLOC
A. 1 N
BLOC N

Figure (2-6)

Pour ne pas occuper le bus pendant le calcul, chaque processeur

transfére les blocs A; et B; correspondants dans sa mémoire locale et libére

le bus pour le transfert des autres blocs sur d'autres processeurs. Sin est la

dimension de A et B, celle des blocs est de n/N.

Supposons t; le temps de transfert d'un nombre réel de la mémoire

globale 4 une mémoire locale et t, .., le temps de multiplication de deux

nombres réels par un des processeurs. Le iransfert des données de
mémoire globale aux mémoires locales est propre a l'architecture paraliéle;

dans une architecture série ce transfert est une notion inexistante.
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Le temps de transfert d'un bloc de Aou Best Ty =(n2/N)tt et d'un
bloc de C est T -(nz/Nz)tt _

Le temps de multiplication de deux blocs de A et B est

2
Tm’(n3/N Nautt

Le schéma de calcul est présenté a la figure (2-7):

21 T T
t m t 21 t
systéme | —t— ———
2T ¢ T T 2T
systeme 2 ——— LB | —t : t
2T T T 27
. t m t t

systéme N . — S S B

Figure (2-7} : Schéma de calcul pour AB

Le temps de multiplication de deux matrices Tmult est donc:

Tmu]t"z (N_l)Tt+N(Tm+2Tl+TIt) (2_3_2)

Le temps utile du calcul est de NTm et le temps de résolution du
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systéme (overhead) est (4N - 2) Ty + NT'y .

On peut donc poser :

2 2
a

n
isyseme (@) Nt NIRRR oy L —
tudle ~ NT ( 3 Ny 1t

pour (‘t/‘mulLH . si le nombre de blocs N est supérieur a n/4, le

temps de calcul calculé dans (2-3-2) dépasse le temps utile. Pour diminuer
le temps de calcul, il faut diminuer le nombre de blocs N et choisir des
blocs plus grands. Mais, dans ce cas, si on calcule le taux d'accélération,
c'est-a-dire le rapport du temps d'exécution d'algorithme sur un seul
processeur avec le temps d'exécution sur le systéme de multiprocesseurs,

ona:

Y ’
. Tt B % bt __aN 5.2
accel "I T, F N (o2 T Ty - @34)

2
o 3 .
@ND) gt + 0N ) (4N 1)'mm +n

La figure (2-8) montre la variation de taccel pour n=100 et

(ty/tpyge)=1 en fonction de N
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tacc 4

v

Figure (2-8) Taux d'accéleration de multiplication de deux matrices

Le choix de blocs plus grands (N plus petit) diminue le taux
d'accélération. La dimension des blocs est donc choisie par compromis entre

le nombre des processeurs utifisés et le taux d'accélération acquis.

2-3-4 Détermination de la durée d’exécution des taches:

D'une facon générale, on peut regrouper les taches en trois

catégories:

{- Les taches dont la durée d'exécution ne peut pas étre déterminée a
prioti,

2- Les tiches dont la durée peut étre déterminée avec exactitude ,

3- Les taches dont la durée ne peut étre déterminée qu'avec une

certaine incertitude.
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Les tiches de la premiére catégorie sont celles qui sont composées
de boucles de longueurs indéterminées ou de branchements conditionnels

(exemple 2-3-1).

Pour les algorithmes composés de ces types de taches nous
présentons une méthode dordonnancement dans le paragraphe 2-3-7.

Nous étudions donc pour l'instant les deux derniéres catégories.

Chaque tache, quelque soit sa complexité, peut éire décomposée en
une suite d'instructions du processeur utilisé. Le temps d'exécution de ces
instructions est normalement déterminé par les fabricants des processeurs
en fonction du cycle d'horloge. 1l suffit donc d'écrire le programme
d'exécution de la tache en langage assembleur du processeur concerné et
d'en déduire son temps de calcul. Dans [2-16] par exemple, on trouve entre
autres, la durée de la multiplication de deux matrices, de {'inversion d'une
matrice, et d'une itération de la méthode de Newton, en fonction du cycle
d'horloge pour un processeur 77230 de la Société Nec. On trouve également
I'évaluation des performances du processeur 56000 de Motorola [2-17] et
du processeur 68930 de Thomson [2-18], pour le calcul d'une racine carrée,

d'une transfor mée rapide de Fourrier...etc.

Une méthode moins précise, mais plus rapide, surtout dans le cas du
calcul matriciel, est de déterminer le nombre d'opérations mathématiques
nécessaires pour l'exécution d'une tache. La durée de la tache est
déterminée ensuite par la somme des temps nécessaires pour effectuer ces

opérations.
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Exemples :

- La muftiplication de deux matrices de dimensions m.n et nk nécessite

m.n.k multiplications et mk(n-1) additions.

- La résolution d'un systéme linéaire symétrique par la méthode de
Cholesky nécessite [2-19]:

- n extractions de racines carrées

-n(n+3)/2 divisions

-n(n-1) {n+7)/6 multiplications

= nln-1) (n+7)/6 additions

Dans l'anneze A-1, nous donnons une liste des nombres d'opérations
mathématiques élémentaires pour les calculs matriciels fréquemment
rencontrés dans l'identification et le calcul de la commande des systémes

complexes.

La détermination du temps d'exécution exact d'une tache n'est pas
toujours possible. La durée des opérations mathématiques élémentaires est
souvent conditionnée par le mode d'adressage, la précision des données, la
présence ou non d'états d'attente (instruction WAIT), le chevauchement

des instructions... etc..[2-20] .

Dans ce cas, la durée de la tiche est une variable aléatoire pour
faquelle il faut déterminer la moyenne et la variance. La durée d'une tache

composée est {a somme des durées de ces opérations élémentaires. Si le
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nombre de ces opérations est assez grand, on peut appliquer le théoréme
central limiteLa durée de la tache composée est donc dans ce cas une
variable aléatoire normale, dont la moyenne et la variance sont la somme

des moyennes et des variances des opérations élémentaires.

Dans le cas ou le nombre d'opérations élémentaires d'une tache
n'est pas trés élevé, on peut utiliser la méthode des trois temps de la

technique de la méthode PERT. [2-21] présentée a la figure (2-9).

4 Densité de la probailité

5 / de 1a tache

v

Figure(2-9) Méthode des trois temps

On estime trois temps : le temps optimiste a, le temps pessimiste b

et le temps le plus probable m :

- aest la limite inférieur de I'intervalle de confiance a 90 %

58

- b est la limite supérieur de lintervalle de confiance a2 90 %

- m est la durée la plus probable.

Dans ce cas, la moyenne et la variance de la durée de la tache sont

déterminées par

U moyenne = (ab+4m)/6 (2-3-5)
et
variance = (b-a)2/10,2 (2-3-6)

2-3-5 Ordonnancement de base:

Nous appelons ordonnancement de base l'accomplissement des étapes

suivantes :

1- Détermination des relations entre les différentes taches,

2- Estimation des durées des taches et de la durée d'exécution de

l'algorithme,

3- Estimation du début et de la fin de chaque tache,

A Tronlrads A i
4- Evaluation des ressources nécessaires,

Pour cet ordonnancement nous utilisons la méthode "CP.M" dans le

cas ou les durées des taches sont déterministes et la méthode "PERT.
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dans le cas de durées aléatoires.

L'étape 1 consiste a former le graphe représentatif de l'algorithme
qui a été étudié en 2-2-1, 2-2-2 et 2-2-3. Nous avons expliqué une partie
de l'étape 2 2 2-2-4 et nous expliquons la suite 4 partir de  l'exemple

suivant :

soit 4 résoudre le systéme d'équations linéaires, triangulaire par blocs

suivant .

AX-=b (2-3-7)

ol A est de la forme suivante :

>
(a4
o
(=)
o

11

21 22

52 33

41 43 a4

51 54 55

Nous supposons également que les sous-matrices Aij sont toutes

d'ordre 3 et qu'on utilise un systéme multiprocesseurs pour lequel la
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division, la multiplication et I'addition de deux nombres réels se font dans

le méme temps t.

Les différentes taches de l'algorithme pour la solution du systéme

(2-3-7) sont résumées dans le tableau (2-3).
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N Nature de Ta tache Durée N Nature de 1a tache Durée
-1 15 1 _
: A 4t by =0y -Axp % Bl
-1 4it -1
g Aoz 16 | KgT Agg X, 15t
-1
3 A 411
331 17 Ay 23 15t
4 Asa 41t
-1 2 ] - X
5 Ags 41t 18 b, = b, Agts 3t
-1
. c -1 2
6 K = Ay gy B 19 x =A b 151
4 44 T4
7 Az‘x‘ 15t
8 Agr X, 15t 20 As4 By 15t
9 /-\s‘)gl 15t 2 1
o1 b =b -A x 3t
\ 5 5 544
10 b= Dy- Ay X, 3t
1 'I 2
" g4= D_4‘A4‘l1 3t 22 Xs‘ ASS Qs 15t
1
2 Dg™ Dg A5 X, it
-1 1
X, = A b 15t
13 “2 22 =2 Tableau (2-3) suite
14 Ay X, 15t
Tableau (2-3) Temps d'exécution des taches du systéme (2-3-7)
1
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La figure (2-10) présente le graphe représentatif de I'algorithme

Figure (2-10)

Les taches 0 et 23 sont respectivement le début et la fin de
l'algorithme, Nous désignons par dpt(i) l'instant correspondant au
commancement au plus tét de la tache i. Si prd(i} est l'ensemble des

tiches Gui sont prédécesseurs de i, alors on peut écrire

hed

dpt(i) = max (dpt(j) + durée (j)} V| € prd(i) (2-3-8)
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En supposant dpt(0) =0, on peut calculer ainsi l'instant au plus tot
pour le début de chaque tache. Soit fpt(i) l'instant au plus tét pour la fin de
fa tiche i, il est donné par:

fpt(i) = dpt(i) + durée(i) (2-3-9)

Dans le calcul des fpt(i), on n'a supposé aucune limite sur les
ressources (nombre de processeurs, mémoires..) ; fpt(23) est donc la durée
limite qu'on peut obtenir avec cet algorithme sur ces type de processeurs.
L'augmentation du nombre de processeurs ou de la capacité des mémoires
n‘affecte pas la valeur de fpt(23).

Soit dptd(i) l'instant au plus tard de début de la tache i, c'est a dire le

temps maximum au deld duquel le commencement de fa tache i entraine

un retard sur la tache finale. On a donc :

dptd(23) = dpt(23)

alors siSuc(i} est l'ensemble des successeurs de i on peut écrire

dptd(i) = min{dptd(j) - durée(j)} V j € Suc(i} (2-3-10)

L'instant au plus tard de la fin de la tache i, fptd(i), est défini alors par :

fptd(i) = dptd(i) + durée(i) (2-3-11)
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et la marge(i) par :

marge(i) = dptd(i) -dpt(i) (2-3-12)

La marge(i) est le retard quon peut tolérer sur la tache i sans

retarder la tiche finale. Le tableau (2-4) résume ces différentes valeurs

calculées pour le graphe (2-10).
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N° | DUREE dpt fpt dptd fptd MARGE
1 41 0 41 00 41 0
2 4] 0 41 33 74 33
3 41 -0 41 66 107 66
4 41 0 41 99 140 99
5 41 0 41 132 173 132
6 15 41 56 41 56 0
7 15 56 71 56 71 0
8 15 56 71 119 134 63
9 15 56 71 155 170 99
10 3 71 74 71 74 0
11 3 71 74 134 137 63
12 3 71 74 170 173 99
13 15 74 89 74 89 0
14 15 89 104 89 104 0
15 3 104 107 104 107 0
16 15 107 122 107 122 0
17 15 122 137 122 137 0
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N° | DUREE dpt fpt dptd fptd MARGE
18 3 137 140 137 140 0
19 15 140 155 170 155 0
20 15 15335 170 155 170 0
21 3 170 173 170 173 0
22 15 173 188 173 188 0
23 0 188 188 188 188 0

Tableau (2-4 ) Caractéristiques temporelles des taches
du graphe (2-10)

On appelle taches critiques, les taches dont la marge est égale a 0.
Ces tiches ne peuvent pas étre retardées sans retarder la tiche finale. Par
conséquence, le chemin reliant ces taches sur le graphe est appelé chemin
critique. Nous avons mis en évidence le chemin critique sur le graphe

(2-10) par une ligne double.

Le nombre maximum de processeurs pour exécuter cet algorithme
avec une durée correspondant au chemin critigue est le nombre maximum
de tiches de méme rang sur le graphe. Pour le graphe de la figure (2-10),
ce nombre est 5. Donc avec 5 processeurs on peut résoudre le systéme
(2-3-7) en fpt (23) c'est-a-dire en 188 t. L'exécution du méme algorithme

sur un seul processeur nécessite un temps :

68

toono = 388 ¢

mon

Le taux d'accélération de l'exécution de l'algorithme en parallele sur

S processeurs est alors de :

3881
1 =222
accel T

Nous appelons taux d'occupation le rapport entre le temps moyen
d'occupation des processeurs et le temps d'exécution de I'algorithme. On

peut écrire :

taccal

Yoectw™ i processeurs (e8]

Pour cet exemple :
t
occup

-2l 042
5

On peut constater que le taux d'occupation des processeurs est tres

bas, seulement 42% du temps total.

La question qui se pose maintenant est de savoir si {on peut

diminuer le nombre de processeurs sans retarder la tache finale.
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Nous répondons a cette question dans le paragraphe suivant.

2-3-6 Ordonnancement des algorithmes paralléles en

présence de contraintes:

Dans 2-3-5, nous avons supposé que les ressources sont considérées
comme illimitées. Dans la pratique cette hypothése n'est pas toujours
vérifiée et méme si c'est le cas, cela peut conduire 2 un rendement tres
insuffisant du systéme global. Nous avons constaté cette insuffisance dans

l'exemple précédent.

En général, le probléme dordonnancement d'un algorithme

paraliéle se pose de la facon suivante [2-1]:

On dispose d'un systéme multiprocesseurs composé de paires :

- MS = (P, R)oup=(p Py ... py) est un ensemble des

processeurs,
- R = (TR, M) est une paire qui détermine les ressources secondaires
comme les mémoires, les entrées/sorties, etc....

-M= (ml, my, ... mp}, donne le nombre de ressources secondaires

de méme type.

Par exemple si TR2 designe des pages mémoires et my = 10, on

dispose de 10 pages mémoires.
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Les processeurs peuvent étre identiques ou avoir différentes
vitesses ou méme différentes fonctions. On dispose également d'un
algorithme ou d'un systéme de taches ST représenté par un graphe.
L'algorithme d'ordonnancement est alors la maniére d'organiser le calcul de

ST sur MS, afin de satisfaire un critére. Le critére peut étre par exemple :

a) minimiser le temps d'exécution de ST sur MS,
b) minimiser le nombre de processeurs et de ressources
secondaire pour un temps donné,

¢) minimiser le temps moyen d'exécution de STsur MS.

En automatique, on peut rencontrer ces trois critéres de facon
directe ou approchée. On peut méme avoir plusieurs critéres en méme
temps. Supposons que l'on dispose d'un systéme interconnecté d'une
structure donnée, invariante au cours du fonctionnement. L'implantation
d'un dispositif de commande paralléle pour ce systéme peut se poser de

différentes maniéres :

[- concevoir un systéme multiprocesseurs qui calcule et exécute

ta commande en un temps donné (critére b),

2- minimiser le temps de calcul et d’exécution de la commande

sur un systéme multiprocesseur existant (critére a),

3- choisir parmi les multiprocesseurs existants, un systéme qui
convient mieux au systéme commandé et minimiser ensuite le

temps de calcul de 12 commande sur ce systéme (critére b et a),
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Ainsi par exemple, pour le systéme d'équation (2-3-7), on peut se

poser les questions suivantes :

1- quel est le nombre minimum de processeurs inférieur ou égal

a5 pour ne pas dépasser le temps du chemin critique(critéreb)

2- quel est le temps minimum d'exécution de l'algorithme sur un

nombre de processeurs inférieur a 5 (critére a)

On montre dans {2-1], [2-22] que le probléeme d'ordonnancement
optimal est NP complet, c'est-a-dire qu'il a une variation expotentielle en
fonction du nombre de tiches. Dans la majorité des cas, on utilise donc, des
algorithmes heuristiques, surtout quand le systeme de taches est
complexe. Un algorithme heuristique qui donne des résultats satisfaisants
dans de nombreuses applications est ['algorithme basé sur la méthode
CPM. [2-1], [2-23), [2-24]. Cet algorithme se déroule de la maniére

suivante :

Début de ["algorithme
{-Calculer dpt, dptd et la marge de chaque tache en
commengcant a t=0
2- Eliminer les taches dont l'exécution est déja terminée ( t=0,
on a la tache 0).
Lister ensuite tous les successeurs de ces taches et réactualiser
le nombre de ressources disponibles.

3- Déterminer parmi les successeurs, les taches dont tous les
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prédécesseurs ont déja été exécutés. Ce sont les tiches prétes

4 exécution : T.PE.

4- Faire une liste des T.P.E
- par ordre croissant de leurs marges
- pour les mémes marges, par l'ordre croissant de la durée
d'exécution
- pour les mémes marges et durées par ordre décroissant de
la place mémoire nécessaire
5- §'il existe des ressources suffisantes, attribuer les tiches
dans l'ordre de la liste 4 et réactualiser le nombre des
ressources

6- Si toutes les taches ont été attribuées, terminer le calcul,
sinon poser thouveau = tancien * 1 et reprendre ['étape 2

Fin de l'algorithme.

La complexité de cet algorithme pour le calcul du chemin critique est

0(M) et celle de l'ordonnancement de la liste des T.P.E est de O(N log,N)
[2-71.

L'application de cet algorithme au systéme (2-3-7) donne les

résultats suivants :
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m processeurs | t exécution t accel t occup
5 188 2,06 0,41
3 1881 2,06 0,62
2 2071 1,87 0,94

Tableau (2-5):

Les figures {2-11, a, b, ¢} montrent respectivement

l'ordonnancement du calcul sur cing, trois et deux processeurs ;

| 617 [o| 13| 14]n| 16|17 0] 19| 20 || 22
8 |~
2 -
N
3 9 |-
4
5

Figure (2-11 a) : 5 processeurs.
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Figure {2-11b): 3 processeurs.

18
Xed

20 22

21

11

Figure (2-11 ¢) : 2 processeurs.

On peut remarquer que le nombre minimal de processeurs pour
exécuter le programme sur une durée égale a celle du chemin critique est
de 3. Le taux d'occuppation dans ce cas est de 69 %. Il est meilleur que
pour 5 processeurs, mais il est encore assez bas. Pour deux processeurs, le
temps de calcul dépasse de 10 % la durée du chemin critique, mais en
revanche le taux d'occuppation passe de 69 % a 94 % qui est un taux
excellent. Donc dans cet exemple, si l'exécution de l'algorithme en temps
minimal du chemin critique n'est pas une nécessité absolue, le choix de
deux processeur est trés intéressant. La figure (2-12) fournit le graphe

correspondant pour l'ordonnancement de cet algorithme sur 2 processeurs




Figure (2-12) Ordonnancement du calcul sur deux processeurs

La comparaison des graphes (2-10) et (2-12) nous apprend que

- de nouveaux arcs ont été crées qui sont purement dus aux contraintes du
systéme (arc 2-3, 3-4, 4-17 etc..)

- d'autres arcs redondants ont disparu ; les arcs 6-9, 6-8, 4-19, etc...

- le nombre d'arcs dans le graphe (2-10) et (2-11) est 29; donc la
complexité de programmation en paraliele, liee aux problemes de
syncronisations, (voir|2-23])est pratiquement la méme pour les deux

graphes.

2-3-7 Ordonnancement des tiches avec la durée indéterminée:

Considérons un programme paralléle composé de taches de type
(2-3-1) avec des branchements et des boucles interieures. Dans ce cas la
durée des taches ne peut pas étre déterminée a priori. Nous supposons que

le programme est donné sous fa forme d'un graphe G=(N,T,M), ol le noeud

temps d'exécution de cette

@

; € N correspond 4 la tache i, t; € Test!
tache i, (une variable aléatoire dans l'intervalle o et t; .. ) et l'ensemble M

traduit les relations entre les difféerentes taches. Comme dans le cas
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précédent, nous formons 4 chaque instant {'ensembie des taches prét a
l'exécution T.RE. Dés qu'un processeur est libre, il faut [ui affecter une
tache parmi les TP.E Comme la durée des T.PE. est indéterminée, on

choisit fa tache i pour laquelle

PIT; < T)) 2 P(TPT)Vi, j € TPE, (2-3-14)

Supposons r, le rang de la tache i par rapport 2 la tache finale ; alors

on montre dans [2-1] que la stratégie de choix de la tiche avec le rang
maximum correspond 4 la condition (2-3-14). Dans ce cas, chaque fois que
la liste des T.P.E. est renouvelée par |'arrivée des nouvelles taches, il faut
ordonner cette liste par ordre décroissant des rangs. Le rang de chaque
tache est constant et peut étre calculé avant l'exécution du programme.
Mais l'ordonnancement des T.P.E. doit étre fait dynamiquement. Cela
nécessite que le temps moyen d'exécution des taches soit assez grand pour

amortir le temps d'ordonnancement.
2-4 CONCLUSION

Nous avons explicité le parallélisme et les méthodes de création des
algorithmes paralléles. Pour faciliter l'étude de ces algorithmes, nous les
avons représentés par des graphes. En utilisant les techniques CPM et
PERT. nous avons calculé le taux d'accélération maximum pour chaque
algorithme. Dans le cas de ressouces limitées, nous avons démontré que le
choix de taches, de marge et de durée les plus petites conduit a un temps

d’exécution et 2 un taux d'occupation raisonnables. Dans le cas de tiches de
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durée indéterminée, le choix des taches avec rang maximum peut

améliorer le temps d'exécution du programme.

- CHAPITRE 3 -

EOLETL PABALLELE
LES SYSTENMES LINEAIGES
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3-1 INTRODUCTION

Les techniques de ['algébre linéaire jouent un rofe essentie! dans les
problémes de l'identification et la commande des systémes interconnectés.
En effet de nombreuses méthodes en Automatique utilisent les calculs
matriciels, ou les systémes d'équations linéaires. On peut citer par exemple
le filtre de Kalman, la méthode des moindres carrés, la commande optimale
des systémes linéaires, etc... Nous avons donc consacré ce chapitre a 1'étude

des méthodes de résolution paralléle des problémes d'algebre linéaire.

Nous etudions d'abord la résolution paralléele des systemes
d'équations linéaires triangulaires. Nous abordons ensuite la méthode de
Gauss pour la résolution directe des systéemes d'équations linéaires
quelconques. Nous étudions ensuite les systémes symétriques définis
positifs qui ont une importance particuliére en Automatique. Nous
abordons également les techniques de résolutions paralléles des systémes
linéaires par les méthodes itératives et nous présentons enfin les méthodes
paralleles d'inversion d'une matrice. Dans chaque cas nous étudions le
probléme d'ordonnancement des calculs afin de minimiser, soit le temps de

calcul, soit le nombre de processeurs.

3-2 Méthode directe de résolution des systémes d'équations

linéaires

3-2-1 Cas des systémes triangulaires

Soit le systéme linéaire, sous forme triangulaire, suivant :
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2y X[ty
231 8y X || by
(3-2-1)
Ay By B J L X0 ) [ Dy

On suppose a;j(i=lan)=0

La résolution de ce systéme par la méthode classique de
remontée|3-1] donne
- -1
Ip=2) by
Xy = agy ! (by-apyxy)

Les variables 1, 2, ..., X, sont donc calculées en série ['une
apres l'autre. Cette méthode neécessite au total

1+2+ ... H{n-1) _n(n-1)  additions
2

1+2+ ... +{n-1) = n(p-1)  multiplications (3-2-3)
2

n division

Cette méthode s'étend aux matrices triangulaires par blocs.
En calcul paralléle, nous pouvons résoudre le systéme 3-2-1 de la fagon
suivante :

calculer Xy = a“‘l by

t =
1 =
weel Tt s (o)t
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calcuter bil =bj-2; %y (i=24n) en parallele
calculer X, = a5yl byl (3-2-4)
calculer biz - bil -ajp 1, (i-3an) en parallele

-1 n-1
calculer X, = an, bn

La résolution du systéme (3-2-1) s'effectue donc sur au mazimum

(n-1) processeurs identiques avec un temps nécessaire pour effectuer:
n divisions + (n-1) multiplications +(n-1) additions (3-2-5)

En comparant le nombre dopérations de 3-2-3 et 3-2-5, le taux

d'accélération d'algorithme sur (n-1) processeurs est

n(n-1) n(n-1)

mdiv+ 2 mult+ 2 add

ot * 071 Ly

(3-2-6)

Le graphe correspondant est indiqueé a la figure (3-1)
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81 s
n+n(n-1) n2
— _n+a(nl) o 3.3
acel n+2n-2 3n-2 (3:2-7)
et sa valeur asympthotique est :
Yaccel = 0/3 (3-2-8)
Deuzxiéme cas :
n(n-1)
YT aaen
i = = -2-9
acel  2n- | 2(2n-1) 29
et sa valeur asympthotique est :
Figure (3-1): graphe de la méthode de remontée taccel = 0/4 (3-2-10)
Le taux d'accélération (3-2-6) dépend des processeurs utilisés et Troisiéme cas :
nous l'étudions dans trois cas :
2
dn+nlrl) n +33n
= g 3 (3-2-11}
- tgiv = 'mult = fadd = Mmskasl 502
2- iy = 6 tadd: tmult = O tadd qui sont les temps représentatifs
et sa valeur asympthotique est :
des processeurs classiques [3-2], [3-3]
3-teo=34t 44t =t our les processeurs rapides [3-4),
div add " ‘mult ™ 'add P P P Faccet = 1/36 (3-2-12)
(3-51.

On peut remarquer que le taux d'accélération dans le dernier cas est [2

Premier cas : . . ;
fois plus petit que le premier cas.
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Pour améliorer le taux d'accélération nous proposons de modifier

l'algorithme (3-2-4) de la facon suivante :

calculer d;; = a“'l {i=1an)en parallele

calculer x| =d1.b

calculer b]i =b; - a;; x (i=2an)en paraliele (3-2-13)
calculer x5 - dyy by

calculer biz - bj - aiy ny (i = 3 an) en parallele

. n-1
calculer X, - dnn'b 0

La figure (3-2) donne le graphe correspondant a cet algorithme

Figure (3-2) . graphe de l'algorithme (3-2-13)
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Le chemin critique du graphe (3-2) est composé de :
-1 division + (2n - 1) multiplications + (n - 1) additions (3-2-14)

et le taux d'accélération par rapport & 3-2-3 devient:

Ta.ccel;[n tdiv'fﬂ(ﬂ“l)/z tmulpn(n—l )/2]/[tadd+(2n—1 n mun*(ﬂ' 1 hadd]
(3-2-15)

Le taux d'accélération pour les trois cas précédents, est donc ;

Premijer cas:

N

-

n
t -

accel ~ 3] (3-2-16)

et sa valeur asymptotique est:

taccet = n/3 (3-2-17)

Deuxiéme cas :

+5_1£1-_1)*n(n-1)
_— 2 2
accel  6+5(2n-1)+(n-1)

on

o3 1) (3-2-18)
11

et sa valeur asymptotique est:
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t (asymp)=in=0273n (3-2-19)
accel i1 !
[roisiéme cas :
(1) 2’
_34n+n(n- _n +33n (3-2-20)
acel | +3n-2 3n -1
et sa valeur asymptotique est :
taccel = /3 (3-2-21)

On peut remarquer que dans cette méthode, le taux d'accélération
est pratiquement stable. Par rapport a la précédente, il n'est pas amélioré
dans les deux premiers cas, mais son ameélioration est considérable dans le

troisiéme cas.

SYSTEME TRIANGULAIRE PAR BLOCS

Supposons maintenant le systéme linéaire :

A X b
1 ! 1
b
A A X, 1. *2
1 22
A A A X L_lz
[ NI 2N NN_J LN _| N _|

(3-2-22)

ou Aij sont des sous-matrices généralement d'ordre différents et Xl,
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Xo, - Kby by, ---, by, sont des vecteurs de méme dimension que les
matrices correspondantes. De plus les matrices Ay (i=142aN) sont

inversibles. Dans ce cas ['algorithme (3-2-4) s'applique de la facon suivante

Résoudre le systéme linéaire Alq Xl =b

Calculergli - bj- Ay X (i =2 aN)en paralléle

Résoudre le systéme linéaire Ay X5 - QZI

Calculer b;? =l ™ A;, X, en paralléle (3-2-23)

Résoudre le systéme ANN—Xn = Q—NN’I

Les divisions de l'algorithme (3-2-4) ont été remplacées par les

résolutions de systémes linéaires et les multiplications de deux nombres
réels par les multiplications de matrices et de vecteurs. La résolution d'un
systéme linéaire nécessite plus d'opérations élémentaires que la

multiplication matrice-vecteur.
Par exemple pour v =5 Ldiv = 6 Ladd e tpute = O tagq on obtient :

- pour la résolution d'un systéme linéaire par la méthode de Gauss

440 1,44,

- pour la multiplication matrice-vecteur 145 tadd.

Les systemes triangulaires par blocs ressemblent au cas ou le temps

de calcul de division est supérieur au temps de calcul de multiplication et
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d’ addition.

Pour avoir un taux d'accélération plus élevé, it est donc préférable

d'utiliser l'algorithme (3-2-13). La résolution préalable des systémes Ay Xi

gii'l n'est pas possible, parce que les b; i-1 sont determinés au cours du

calcul. On peut résoudre ce probléme de deux facons :

a) factorisation LU préalable des A

b) inversion préalable des Ajj

La premiére méthode nécessite moins d'opérations, mais a la

condition que tous les déterminants mineurs de Aj; soient non nuls {3-11.
Pour la deuxiéme méthode, nous avons supposé que les matrices Aﬂ sont

inversibles. Cette méthode est donc toujours possible.

Nous avons étudié les deux algorithmes (3-2-4) et (3-2-13) pour un

systeme de l'ordre N = 8, composé de blocs de dimension 6.

Dans le cas ou 45y, = 6 tadd € tmutt - 5 1,44 les résultats obtenus

sont les suivants :
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ALGORITHME | TEMPS DU CHEMIN TAUX
CRITIQUE D'ACCELERATION
3-2-4 4370 tadd 1,69
3-2-13 2650 tadd 2,9

Tableau (3-1) : temps d'exécution pour les algorithmes 3-2-4 et 3-2-13.

ORDONNANCEMENT DU CALCUL

Le temps de calcul correspondant au chemin critique pour la
résolution d'un systéme linéaire triangulaire de l'ordre n est obtenu sur au

maximum (n-1) processeurs.

Le taux moyen d'occupation des processeurs dans ce cas est :

1
accel
occup = (n_-lj (3‘2'24)

ainsi par exemple, pour le t,..¢) calculé au (3-2-9)ona:

n (n+1)

’romp SN D (3-2-25)

el sa valeur asymptotique est: *
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LT 0.25. (3-2-26)
Les processeurs sont occupés seulement 25% du temps, soit un taux

extrément faible. Pour augmenter ce tauzx, nous utilisons donc la méthode

d'ordonnancement présentée au chapitre 2. Le tableau (3-2) résume les

résultats obtenus pour un systéme d'ordre n = 8.

Nombre de Temps de Taux Taux
processeurs calcul d'acceleration d'occupation
7 0L 24 0.34
6 19 24 04
S 0t 24 0,48
4 0L 24 0.6
3 0L 24 08
2 120t 18 0.9

Tableau (3-2) : taux d'accélération et d'occupation.

Pour l'algorithme (3-2-4) avec n = 8, ty;,, = 6 tyqq et tug = 5 tadeh
on peut remarquer que la durée du chemin critique est obtenue avec 3
processeurs au lieu de 7. Le taux d'occupation des processeurs dans ce cas

est de 0,8 qui est un taux honnéte.

La figure (3-3) donne l'organisation du calcul sur trois processeurs.
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Figure {3-3) : organisation du calcul sur 3 processeurs.

Le tableau (3-3) donne les résultats obtenus pour l'algorithme

(3-2-13) dans le cas d'un systéme de blocs triangulaires d'ordre N=8 et de

dimension de blocs v = 5 dans le cas ou Liiv = 6 tadd € tmury = 3 ladd.
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Nombre de Temps de Taux Taux
processeurs catcul d'accélération | doccupation

7 2650 t add 2,91 0,42

6 2650 tadd 2,91 0,485

5 2650t add 2,91 0,582

4 2795t add 2,76 0,69

3 SHOtadd 2,48 0,83

2 4585t add 1,68 0,84

Tableau 3-3 : temps de calcul de l'algorithme 3-2-13
Le nombre minimal de processeurs pour exécuter |'algorithme dans
le temps du chemin critique est de 5. Ce nombre depend de l'ordre du
systéme et de la dimension des blocs.
COMPL ‘ALGORITHME D! NANCEMENT.
Le nombre de noeuds dans le graphe 3-1 est:
n-1) (3-2-27)

N noeug=nt

La complexité de l'algorithme d'ordonnancement est donc:

0(n2logn) (3-2-28)
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Pour n suffisamment grand, cette valeur dépasse le nombre
d'opérations nécessaires pour la résolution du systéme (3-2-1).
L'ordonnancement dynamique de calcul n'est donc pas possible. Mais dans
le cas d'un systéme par blocs avec des blocs d'ordre suffisament grands, ou
dans le cas ol le méme systéme d'équations doit étre résolu plusieurs fois,

cet ordonnancement peut étre utile.

Exemple :

Le probléme d'équilibrage de bilan d'un hydrocyclone [3-6] aboutit

a la résolution du systéme non linéaire suivant :

£1(x1) =_Q]

f5(x).x5) =b, (3-2-29)

1:3( 11.12.13) = Q3

LU‘

41202324 -

£ fp I3 [ ainsique X;X,X3X4 sont respectivement d'ordre 9, 3, 3, et 4.

Si on utilise une des méthodes classiques de calcul itératif de cette
équation, 4 chaque pas d'itération il faut résoudre un systéme triangulaire
par blocs. Comme la structure du systéme ne change pas au cours du calcul,

le méme systéme est résolu plusieurs fois.

Dans cet exemple, la complexité de {'algorithme d'ordonnancement

est d'ordre 2x42=32 tandis que le nombre d'opérations pour la résolutions
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du systéme (3-2-29} dépasse largement le nombre 32,

3-2-2 Méthode de Gauss pour la solution d'un systéme

linéaire

Soit le systéme linéaire suivant:

(3-2-30)

nt oo

Nous avons présenté au chapitre 2 I'algorithme paralléle permettant
fa résolution du systéme (3-2-30) par la méthode de Gauss. Le tableau

(3-4) donne la liste des opérations nécessaires pour n = 4
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]
K OPERATION N | OPERATION N OPERATION

= i T i

Do dgy ==ty 8y | 108, =85, +d 8,119 | 85,28, +d0,,
= 1 71 1

2 | d =ag 8y | M By =howd, b 120 by =l 4l by
. = 1 T ;
§o|y=may 0y [ 12]epmentdyn,, 20 fa e, td, 0,

1 7

i 1 1
4 |8y et 8, | 138 3=85 40,8, |22 0,23, +4,8,,
1

1 T |
5 |ag =0yt 05 (1408, =8 44,8, |23 b, =b +d, b

2
‘ 1 2 2 -
6 [8yq =8yt 8y, | 150, =B +d, b, 12414 =m0, 00, )
1 1T - 32 2
Toby =byrdy b 16| do=-a (s, ) | 25 |8, =040 0,

‘ T2 2
B |agp=tgptdya, [17|d,=-8,(, ) |26(b, =b, +d. b,

1
9 a33=a33+d3‘a13 18 |8,, =8, +d

Tableau (3-4) : Opérations de la méthode de Gauss

La figure (3-4) montre le graphe représentatif pour la partie de

triangularisation de la matrice A.

Le chemin critique du graphe (3-4) pour n quelconque est composé de:

(n-1) divisions + (n-1) multiplications + (n-1) additions (3-2-31)

Le nombre d'opérations pour la triangularisation de la matrice A est de:
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(n3-n) additions + nd-n multiplications + nfn-1) divisions
3 3 2 (3-2-32)

Figure (3-4) : graphe de la méthode de Gauss

Le taux d'accélération dans ce cas est :

n(n+1) n(n+1) n
3 ‘mult k + "add * 5 tdiv

(3-2-33)

accel B
¢ Liv * bmute * Lada

Le taux d'accélération pour les trois cas mentionnés au (3-2-1) est :

- Premier cas : (tdiV = tadd = tmult)
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2
N t (asymp) - 2—:— (3-2-34)

accel 18 accel

- Deuxieme cas : (g, = 6 Ligq  tyyp = 3 tadd)

(¥}

2
2n +
i t  (asymp)= n—e- (3-2-35)

accel 12 aceel

- Troisiéme cas : tiv™ 34 tadd s tmult = tadd

'+ 53 o
accel ) —W 1accel(asynm] - 5_4 (3-2-36]
(0} G 0C

La méthode de Gauss s‘étend aux matrices par blocs. Mais dans ce
cas, pour le calcul des dii du tableau (3-4), on calcule d'abord la matrice
inverse A”'l et ensuite on effectue les multiplication Aii' Aii_l' Ainsi par

exemple pour le tableau (3-4), les trois premiéres divisions des nombres

réels sont remplacées par quatre opérations matricielles All-l' “Agy e

-1 i P pe ol
A h-Agp Ay LAy Ay

La figure (3-5) montre le graphe correspondant dans ce cas.
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Figure (3-5) : graphe de l'algorithme Gauss par blocs
Le chemin critique du graphe (3-5) est composé alors de :

(N-1) inversions de matrice + 2(N-1) multiplications de deux matrices +

(N-1) additions de deux matrices (3-2-37)

Si v est fa dimension des biocs, ies temps nécessaires pour eifectuer ces

opérations sont les suivants : (voir Annexe A-1):

multiplication de deux matrices v3 S— v2 (v-1) tadd
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addition de deux matrices v2 t
add
. . , : 2
inversion d'une matrice ( v3—l) Lmult +{v-1}*v taddVldiv

Le taux d'accélération est donc de :

AN NN
(N-1)inversion + — muk mar. + 5 Add marr.

“accel = (NCT) mversion + Z(N-1) mult mar. + (N-T) AGd. . (3-2:38)

Pour N=4etv=Sona

- Premier cas : (tyj, = tyqq = tmult)

taccel = 3

- Deurieme cas: (ty;y, =6 tyqy  tmup =5 tadq)

taccel = 33

- Troisiéme cas : ( tdiV =34 tadd tmun = ladd)
taccel = 3.1
On peut constater que le taux d'accélération dans les trois cas reste
pratiguement inchangé. En effet le nombre important de multiplications et
d'additions pour linversion d'une matrice diminue considérablement
linfluence du temps des divisions.

ORDONNANCEMENT DU CALCUL

Le taux d'accélération calculé dans (3-2-33) s'obtient sur au
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maximum nin-1) processeurs. Dans ce cas, le taux d'occupation des

processeurs est de

toccu;{mm1)/snaddnmmm(n/z)tdiv] / [nia- 1t g0t it tagd)!

(3-2-39)

Sitgiy =6 tagd * tmuit = 3 tadd ona

i =(4n2+7n)/{18(nf{n-1))=(4n+7)/(13(n-1))

occup
(3-2-40)

et pour n d'ordre eléve :

toccup . % =022

Pour augmenter ce taux d'occupation nous utilisons donc la methode
d'ordonnancement présentée au chapitre 2. Les tableaux (3-5) et (3-6)

donnent les résultats du calcul pour l'élimination par point et {‘élimination

par blacs pour n=4, V=5, tgiv= 6 Ly tmutt = 3 tadd.
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Nombre de Temps Taux Taux
processeurs d'exécution d'accélération d'occupation

8 36t 43 0,54

add

7 Bt 43 0,61

6 36 tadd 43 0,72

S 42 %t add 3,7 0,74

4 48 t 244 3,25 0,81

3 54t 44 2,9 0,96

2 7844 2 1

Tableau (3-5) : taux d'acélération pour l'algorithme de Gauss par points

Nombre de Temps Taux Taux
processeurs d'exécution d'accélération d'occupation
8 6615t 3,3 0,41
add
7 6615 tadd S 0,47
6 6615 tadd 3,3 0,55
5 6615 Hyq 3,3 0,66
4 6680t i 32 08
8160t
3 a3dd 2,6 0,87
11155¢
2 add 1,93 0,87

Tableau (3-6) : taux d'accélération pour l'algorithme de Gauss par blocs
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On constate que lordonnancement du calcul réduit le nombre de
processeurs necessaires pour le calcul de [algorithme dans le temps du
chemin critique. Pour l'algorithme par point, ce temps sobtient sur 6
processeurs au lieu de 12 et pour l'algorithme par bloc, sur 5 au lieu de 12.
Pour un nombre limité de processeurs, l'ordonnancement du calcul aboutit
a un taux d'occupation excellent. La figure (3-6) montre ['organisation du

calcul sur 2 processeurs dans le cas de l'algorithme par blocs.

2

Figure (3-6) - ordonnancement de l'algorithme de Gauss par bloc sur 2

processeurs

STRATEGIE DU PIVOT MAXIMUM

L'algorithme de Gauss tel qu'il a été présenté n'est pas

numériquement stable, surtout quand les pivots sont trés petits.

Pour rendre cet algorithme stable on choisit donc la stratégie du

pivot maximum. On distingue deux stratégies dans la littérature :
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- Pivot maximum partiel :

a l'étape K de triangularisation, choisir aj, comme pivot tel que

laik!- max Ialml
Kcl<n

- Pivot maximum total :

a l'étape K de triangularisation, choisir aj; comme pivot tel que

laijl - max [ap]
Kel¢n
Kcm¢n

Dans le premier cas, il faut alors permuter les lignes i et k tandis
que dans le deuziéme cas il faut permuter les lignes i et k et les colonnes
et k en méme temps. La stratégie du pivot maximum rend malaisé le calcul
paralléle de [lalgorithme de Gauss. En effet a chaque étape de
triangularisation, il faut comparer k nombres, ce qui peut étre effectué

avec la méthode de dichotomie en logok étapes. Le seul choix du pivot

maximum nécessite donc
logyn-1 + loggn-2 + ........ + logy | =~ log (n-1)! = n log, n étapes
Ce temps de calcul du choix du pivot s'ajoute au temps du chemin

critique, calculé a (3-2-31). La durée du chemin critique dans ce cas est

donc de l'ordre n logyn, c'est a dire que le temps de choix du pivot est
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prepondérant par rapport au temps de calcul des opérations arithmeétiques.
Lorsque le nombre de processeurs est limite {inférieur ou egal a nl, le

Z oy plus. Le

temps des opeérations mathématiques est de lordre n
probléme de temps du choix de pivot ne se pose pas dans ce cas. Mais le
choix dvnamique du pivot nous préoccupe davaniage en Automatique. En
effet, les systemes industriels dans leur majorité ont une structure bien
déterminée, ce qui se traduit par des matrices de structure invariantes.Les
différentes manipulations sur ces matrices peuvent donc étre ordonnancées
a priori et d'une facon statique, ce qui n'est pas possible avec la siratégie
du pivot maximum. Une autre inconvenient de cette stratégie est quelle
n'est pas applicable pour les matrices en blocs, souvant utilisées en
Automatique. En effet si les dimensions des blocs sont différentes, on peut
avoir des blocs rectangulaires qui ne peuvent pas étre choisi comme pivot.
La méthode de Gauss est donc limitée pour les cas ou l'on peut éviter le

choix du pivot maximum. Un de ces cas se présente quand la matrice A est

symétrique définie positive.

3-2-3 Résoiution d'un systeme symétrique defini positif

Pour la triangularisation d'une matrice symétrique par la méthode
de Gauss, on calcule a chaque étape, le iriangle supérieur de la matrice.
Ainsi par exemple, le tableau (3-4) se simplifie comme le montre le tableau
(3-7).
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Ne OPERATION Ne OPERATION N° OPERATION
= | 1
Tl dy =ty 0y, 9 |05y =ogy tly8, 17] by =by+dyy b,
= | 70 i
2 |0 =rag 8y (1010 =b 4y b 118 8, =0, 0l 0,
3[4, =8, .8 A 1| I=a +4,,8 B 1
488y 440 Yty |19 ], =b 44, b,
4 o, leg e, 0 b '=b 4d. b el
2 "0t lfyy | 120, =by 4, b 201 d =m0 (e )
o s 1= o 11 - v % 2
A TR I R T C I B A VAL VAL RLEN
6 824l=a,z4+dﬂs]4 141d --342(&1221)I 22 bj =h42+d43 b3
i 2 1
7 IJ2 =b +d, b, 15 LT
i ' i
B logsmoat bty 16 85, =0 g 00},

Tableau (3-7) : algorithme de Gauss pour un systéme symétrique

La figure (3-7) montre le graphe représentatif de cet algorithme.
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Le taux d'accélération asymptotique est donc [a moitié du taux
d'accélération dans le cas des systemes non symeétriques, mais il est

réalisable sur un nombre plus petit de processeurs comme le montrent les

Figure {3-7) : graphe de l'algorithme de Gauss pour un systéme

symétrique

La longueur du chemin critique du graphe (3-7) est le méme que le

graphe (3-4) mais le nombre total des opérations dans ce cas est de :

a{n-1) (n+4) multiplications + n{n-1)(n+4) additions + n(n-1) divisions
6 6 2

(3-2-41)

Le taux d'accélération de ['algorithme de Gauss dans ce cas est

donc:
n(n-1) (n+4) n(n-1) (n+4)t . n(n-l)t
6 mult * 6 add 2 div
t = (3-2-41)
=4 (n-1) Qg+ Ly g

tableaux (3-8) et (3-9).

HOMBRE BE DUREE TAUX TAUX
PROCESSEURS | B EXECUTIOR ACCELERATION D OCCUPATION
6 36 37 0,61
5 36 37 0,73
4 42 3 0,79
3 48 2,75 0,92

2 66 2 1

Tableau (3-8) : temps d'exécution pour la résolution d'un systeme

symétrique.
Nombre de Temps Taux Taux
processeurs d'execution d'scceleration d'eccupation
5 6615 2,9 0,58
4 6615 29 0,
3 7630 2,2 0,73
2 9640 18 (LAY

Tableau (3-9) : temps d'exécution pour un systéme symétrique

par blocs.
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Le temps du chemin critique est obtenu dans le premier cas sur 5

processeurs et dans le deuxiéme cas sur 4 processeurs.
LA METHODE DE CHOLESKY

Dans la méthode de Cholesky, on décompose la matrice symétrique
définie positive A en un produit de deux matrices B et BT ou B est

triangulaire inférieure.

Les éléements de B sont calculés comme suit :

Dyy =/ 24y, Dy =2y Bat = 21545,

H H

H TR kz1b'°"k aln'kzﬂblkbnk
b= /2y kz_‘blk B, o Brat, 1= B, by B,

La figure (3-8) montre le graphe correspondant de fa méthode de

Cholesky. Q

Figure (3-8) : graphe de la méthode de Cholesky

108

Le chemin critique de ce graphe est compose de :

bll’bZZ’b32’ b43, ............ 3 bn‘ l’l-l,bnn

Le caleul de by; nécessite (i-1) multiplications, (i-1) additions et une

extraction de racine carrée.

Le calcul de by, ; nécessite (i-1) multiplications (i-1) additions et

une division. Ainsi, le nombre d'opérations élémentaires du chemin critique

est

n racines carrées + (1 + 2 + ..+ n-1) (mult + add) + (1 + 2 + .+ n-2)

(multi + add) + (n-2) div et donc la durée du chemin critique est :

(n) 1 racine + (n-Z) tdiV + (n-l)z (tmult + tﬂdd) (3‘2‘43)

Le nombre d'opérations pour arriver a un systéme d'équations

triangulaire est :
n(n-1)/2 div +(n3-n)/6 add +(n3-n)/6 mult +n racine carées

Le taux d'accélération est donc:

3 3
n{n-1) n-n n-n
2 div * 6 tadd E 1mull pily lra::ine
*lccel = 2 (3-2-43)
& trm:ine +(n-2) 1'div +(n-1) (tmull * tadd)
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Par exemple, pour tracine = 40 Lagd: tiv = 34 tadd: tmult = tadd

(3-12)on a:
n3 2
?+l7n +23n .
L F et (3-2-44)
i
“ 0t 70n+70 w12

Nous constatons que le taux d'accélération pour la méthode de

Cholesky, est beaucoup moins important que pour {a méthode de Gauss.
Pour n = 50 on a par exemple :

taccey (Gauss) - 48,6 taccet (Cholesky) = 10

La durée du chemin critique pour les deux cas est respectivement de

1764 1,44 et 8570. Un autre inconvénient de la méthode de Cholesky, est

qu'elle n'est pas applicable a la résolution par blocs. La méthode de Gauss
est donc préférable, pour lidentification et le calcul de fa méthode des

systémes interconnectés.

3-3 METHODE I[TERATIVE DE RESOLUTION DES SYSTEMES
'E SLI ES :

3-3-1 Méthode de Jacobi par points :

Soit a résoudre le systéme suivant
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La méthode de Jacobi par points consiste 4 decomposer la matrice

A, en trois matrices D, E, F comme nous l'avons indiqué.
Dans ce cas,on a:
A=D-E-F et
Ax=(D-E-Flx=-b
ou

Dr-(B:F)x+b (3-3-1)

On détermine alors itérativement les valeurs de x de la facon

suivante :
Dx (k+1) _ (E+F) X(k] +b
1(k+l)=D-1 (E+F) l(k)*D-I .b (3-3-2)

La matrice ] = D! (B+F) est appelée matrice de Jacobi.




La condition de convergence de l'algorithme de Jacobi est alors :

pUilet
ou p {]) est le rayon spectral de la matrice J.

Pour limplantation parallele de la méthode de Jacobi, nous
supposons qu'elle converge pour les problémes concernés et nous arrétons

le calcul quand :

(N2 4 (2 (BN 2 (33-3)

ou €est une valeur positive fixée a priori.

Les calculs effectifs de la méthode de Jacobi se présentent de la

fagon suivante :

kel) -1 (k (k) (k)
{0 a2y X7 20,40 — 2, 4]

(kel) _ -1 (k) (k) (k)

Xp =y [ty Xy 8y X; *——dy X, *+b,]
(k+1) _ 1 (k) (k) (k)

Xpoo=ag [ -ag Xy A Xy A Xy byl

Si (- 2 N ARET U RP

sinon itération suivante.

En se référant a ces calculs, nous présentons donc l'algorithme

paralléle de Jacobi comme suit :

Début de ['algorithme
Calculer en parliéle xii_l RS i=lanj=1lan jisur n?

processeurs;
n

: 2

Calculerb, + 2, 2 X surau maximum n’/, processeur enlag,n étapes
=
M

avec la méthode de dichotomie.

Calculer xi(k"” SUr NI Processeurs

Calculer (xi(k*” - xi“‘))2 SUr 0 processeurs ;

n
kel) (k)2 . n
Calculerg(xf )-xf )) sur au maximum n/, processeurs en log, étapes;

Effectuer le test d'arrét sur un processeur ;
Si le test est vrai fin de calcul ;
Sinon, itération sujivante :

Fin de l'algorithme.

Le tableau 3-10 liste une partie des opérations effectuées pour cet
algorithme, pour un systéme d'équations de l'ordre 4. Les autres opérations

sont de méme type que ['exemple proposé.
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Nl OPERATION N OPERATION N1 OPERATION
(k) { (k) (k+D) (k)2 ;
| -e, 5 7] -f-a, 5, B0 5 ()
(k) 2 (k) (k) *
2|3, 1, L LT o R P 1 LI (=) 5
3| i 2 b3=t1‘ 6 9| @)@ 1) (—(=)
4 4 1 | 3 4 o
-1 (ket) -1 .3 40 | Test
A ) LU T s (9) 2
o 26
Tableau (3-10) : liste des opérations de ['algorithme Jacobi © <) = G
La figure (3-9) montre le graphe correspondant a cet algorithme, ‘ °_
pour une itération = o
0 e
©
n [s1) (53)
(12
e @ 38
@ 26
r—(9)

Figure (3-9) Graphe de l'algorithme de Jacobi
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Il est a noter que les valeurs a;;-1 sont calculées seulement 2 la premiére

itération ; pour les autres itérations, les arcs 4-29, 8-30, 12-31 et 16-32

n'existent pas.
La durée du chemin critique du graphe (3-9) dépend du temps

d'exécution des multiplications, divisions et additions. Nous ['étudions donc

pour les trois cas cités auparavant ;

Premier cas : (ty;y = tyuit - Ladd)

Le chemin critique 1-17-25-29-34-38-40-41, de longueur 10 t, 4

et pour n quelconque, la fongueur du chemin critique est :

1 multiplication: :[-al-ixi"]
n
+ log,n additions: [bi— gy xik]
i=1
i=j
+1 multiplication: [ aii" b]n'll
+ 1 addition: [xik"—xi“l
+ 1 multiplication: [(xik*' - xi")zl
n
+ logn additions ¥ (x**! - xi")2
i=1
+ 1 test
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ce qui pour temps de test =1, 44 donne :

I +logpn+l +1+1 + logpn+l = 5 + 2 logyn (3-3-4)

Deuzieme cas : (tg;y =6 tyqq . tyur = S tadd, test = tadd)

Un des chemins critiques est encore 1-17-25-29-34-38-40-41

et sa durée est :

tadd(3+logpn + 5 41 +5 + logon +1) = (17+2logyn) toqq  (3-3-5)

Troisieme cas : (ty;y = 34 ta4¢. tmyle = tadd: Hest = tadd)

Pour la premiére itération, le chemin critique est
4-29-34-38-40-41 et sa durée est :

tagq(34+ 1+ 1+1+logon +1) = (38+logon) ty g (3-3-6)

mais pour les autres itérations, le temps du chemin critique est égal a celui

calculé en (3-3-4)

On peut remarquer, surtout dans le premier cas, quune partie

importante du chemin critique est consacrée aux tests de fin de calcul

Tenin anlitinmn alont &t i 4 5 :
17015 SOIUUICIS pGUrraient e envisagees pour ¢ pfcb}eﬁ}e

- La premiére est d'effectuer le test sur chaque variable. On élimine

ainsi la partie F.(xik+1 - Jrik)2 et on effectue les tests en paralléle.
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On élimine ainsi logpn opérations du chemin critique, mais, en

contre-partie, l'exécution des tests individuels sur les variables peut

ralentir la convergence.

Si Ll et Ly sont respectivement le nombre d'itérations dans le

premier et dans le deuxiéme cas, la durée minimale d'exécution de

'algorithme est respectivement :

(5+21logyn) Ly (premier cas)

(5+log pn) L, (deuxiéme cas)

Le test individuel sur les variables est donc efficace si:

(5+logyn) Ly <(5+2logyn) L

5*2103'2I

oul,<L, (3-3-7)

S+ log;

on a par exemple pour n = 64

LZ <155 I‘l

La deuxiéme solution est d'effectuer le test, une fois toutes les k

itérations (k>1). Dans ce cas on risque de faire au maximum (k-1) itérations
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de plus. En effet, si L est le nombre ditérations nécessaires pour fa

convergence de l'algorithme, le test de fin de calcul peut étre effectué au
plus tard k-1 itérations aprés la convergence. Désignons par L, le nombre

d'itérations dans le deuxiéme cas, on a :
Ll <=L2 <=LI + 1(’1
La longueur du chemin critique nécessite alors :

- dans le premier cas : un test par itération
soit Ly (5+2logy")

- dans le deuxiéme cas : un test par k itérations,
soit

1
(L + k105« logy « - log) (3-3-8)

La valeur de k quirend minimum 'expression (3-3-8) est égale a:

(Ll-l)log;

- {3-3-9)
5+ log,

A titre d'exemple, pour n=64 et L.1= 30 on trouve k=4. La durée du

chemin critique dans les deux cas est alors :

- dans le premier cas:

30(5+12)=510
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- dans le deuxiéme cas :

32(5+6+1,5) =432

La durée du chemin critique dans le deuxiéme cas a diminué de

16%.

Cependant en pratique, on ne connait pas la valeur de L. Le calcul

de la valeur optimale de k n'est donc pas possible. Dans le cas ou l'on ne

peut fournir aucune infor mation, méme approximative sur la valeur de Ly,

on peut toujours se contenter de petites valeursde k: k=2 ou 3.

La_troisiéme solution est le chevauchement des itérations. On

commence fitération suivante dés que les nouvelles valeurs x; (i=1an)

sont calculées.

La figure (3-10) montre le graphe de l'algorithme dans ce cas. Sur

cette figure les opérations pour le test sont présentées en ligne double.

On peut remarquer que le temps nécessaire pour effectuer le test

est praliquement absorbé par le calcul des opérations de litération

suivante.

Sil'algorithme converge aprés L itérations, sa durée d'exécution est

2+ logzn +L(3+ logzn)

pour n = 64 et L = 30, la durée du chemin critique est :

(3-3-10)

Figure (3-10) Graphe de 1'algorithme de Jacobi par chevauchement des it




2+5+30(3+5) =247

Cette durée est de 48% de la durée calculée avec (3-3-5), et de 57%
de celle de (3-3-9). Pour le cas oU gy, = 6 tyqq €Lty = 3 taqq. la durée

du chemin critique pour la troisi¢me solution est de :
6+logyM+L (10 + logy™) (3-3-11)

Ce qui donne pour n = 64 et L = 30, une durée de 492. La méme
durée calculée a partir de l'équation (3-3-6) est de 870. On peut donc
constater que dans tous les cas, la troisieme solution aboutit 4 une durée du
chemin critique considérablement inférieure 2 celles des équations (3-3-5)

et (3-3-6).

ALGORITHME DE JACOBI PAR BLOCS

La décomposition par blocs de la matrice A est identique a fa

décomposition par points comme la montre la figure (3-11).
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Alt 2x4 2x3 2x3
4x2 A22 4x3 4x3
3x2 3x4 A33 3x3
3x2 3x4 3x3 A 44

Figure (3-11) : décomposition par bloc pour l'algorithme de Jacobi.

Les opérations sont les mémes que celles présentées dans le
tableau (3-10), sauf que les multiplications sont remplacées par des
produits matrice-vecteur, les additions par des additions de deux vecteurs
et les divisions par des inversions de matrices. Les dimensions de blocs

peuvent étre différentes.

Le choix des blocs et la méthode de décomposition des matrices ont
été abondamment étudiée dans la littérature. Nous renvoyons le fecteur
intéressé a [3-61, [3-7], [3-8], [3-91.

D'une facon heuristique, le choix de blocs plus grands améliore la

vitesse de convergence de l'algorithme, mais sous certaines conditions
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[3-101 [3-11].

Le graphe de l'algorithme par blocs est de la méme forme que sur la
figure (3-9). Ici encore, les inversions de matrice sont effectuées
uniquement a la premiére itération. Le chemin critique de la premiére
itération dépend des dimension des blocs, mais le chemin critique des

itérations suivantes est composé de :

- 2 multiplications d'une matrice par un vecteur de dimension v,

- logzn additions de deux vecteurs de dimension v,

- 1 addition de deux vecteurs de dimension v,

- un produit scalaire de deux vecteurs de dimension v

- logyn additions

ou N est le nombre de blocs et v leur dimension.
Dans le cas ou les blocs ne sont pas de méme dimension, le chemin
critique est cefui composé des opérations pour le calcul du bloc de plus

grande dimension.

Les méthodes présentées dans le cas de l'algorithme par points pour
diminuer 'influence de la durée du test, sont valables pour l'algorithme par
blocs.

Néanmoins, le temps de test représente un pourcentage de calcul
beaucoup moins important que dans le cas de l'algorithme par points. Pour

N=4etv-=35,par exgmple ona:

temps de test = 10% du temps du chemin critique.
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ORDONNANCEMENT DU CALCUL

Pour l'ordonnancement d'un algorithme avec la méthode CP.M. il
faut connaitre toutes les caractéristiques temporeiles des opérations telles

que la durée, le début au plus tét etc...

Dans le cas des algorithmes itératifs, on ne peut pas déterminer
toutes ces caractéristiques parce que la durée totale de lalgorithme est
indéterminée. L'algorithme de Jacobi en tant qu'algorithme itératif, pose
le méme probléme, mais l'étude de la figure 3-8 nous révéle que les taches
de l'itération suivante ne peuvent commencer qu'aprés I'exécution du test
41. Les parties de graphes entre deux tests successifs, sont donc les mémes.
On peut ainsi ordonnancer une seule partie et étendre le résultat aux
autres. La seule partie différente des autres est la premiére, qui contient
les divisions ou inversions des éléments diagonaux, et doit donc étre

ordonnancée différemment.

Le tableau (3-11) donne les résultats obtenus pour
f'ordonnancement du graphe (3-9) pour lalgorithme de Jacobi par points

relatifs a un systéme d'ordre 4 dans le cas ol tdiv = 6tadd et thunt - 5

tadd:

suivantes, ou les taches 4,8,12,16 n'ezistent plus. Les tableaux (3-13) et
(3-14) présentent les résultats obtenus pour l'algorithme de Jacobi par

blocs pour la matrice de la figure (3-11).




Tableau (3-11) : temps d'exécution de l'algorithme Jacobi par point pour

la premiére itération.
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Nombre de Temps Taux Taux
Drocesseurs d'exécution daccélération doccupation
12 21 5,7 0,48
8 26 4,6 0,58
6 27 4,4 0,74
4 32 3,75 0,94
3 44 2,73 0,91
2 6! 1,97 0,98

Tableau (3-12) : temps d'exécution de l'algorithme Jacobi par points

pour les itérations suivantes.

Nombre de Temps Taux Taux
processeurs d'exécution | d'accélération d'occupation
5 497 3,38 0,68
4 497 3.38 0,85
3 565 2,97 0,99

2 842 1,995 i

Tableau (3-13) : temps d'exécution de l'algorithme de Jacobi par blocs

pour la premiére itération.
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Nombre de Temps Taux Taux
processeurs d'exécution | d'accélération d'occupation
7 198 4,73 0,67
6 198 473 0,79
5 215 4,36 0,87
4 247 38 0,95
3 323 2,90 0,97
Z 472 1,98 0,99

Tableau (3-14) : temps d'exécution de l'algorithme de Jacobi par blocs

Pour l'ordonnancement du graphe (3-10), on constate que la partie
encadrée du graphe se répéte a chaque

d'ordonnancer la partie non encadrée du graphe {3-10) pour la premiére

pour les itérations suivantes,

itération.

Il suffit donc

itératioin et Ia partie encadrée pour les itérations suivantes.

Les tableaux (3-15) et (3-16) donnent les résultats obtenus pour

l'ordonnancement de la partie encadrée du graphe (3-10) pour l'algorithme

de jacobi par points et par biocs.




Tableau (3-15) : temps d'exécution de l'algorithme de Jacobi par points

pour le graphe (3-10)
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Pour un nombre de processeurs suffisamment grand, les temps
Nombre de Temps Taux Taux d'exécution de l'algorithme présentés au tableau (3-15) sont nettement
processeurs d'exécution | d'accélération d'occupation
inférieurs a4 ceux du tableau (3-12) ; mais pour un petit nombre de
16 12 10 062 processeurs, les deux méthodes donnent les mémes résultats. Dans le cas de
12 14 8,57 073 l'algorithme par blocs, I'amélioration du temps d'exécution n'est pas aussi
8 18 67 0,84 nette, mais on trouve un taux doccupation excellent partout dans le
tableau, ce qui justifie la méthode d'ordonnancement utilisée. La figure
6 21 57 095 (3-12), montre {'organisation de calcul de ia partie encadrée du graphe
4 32 375 0.94 (3-10), sur 6 processeurs dans le cas de la matrice représentée a la figure
(3-11).
3 42 2,96 0,95
2 61 197 0,99

3 te b 33
Nombre de Temps Taux Taux z ol 3¢
processeurs d'exécution | d'accélération d'occupation
5 15 it 3%
6 168 5,57 0,93
[ N 1 4 34
5 189 495 0,99 T
14 2% 32 Mo
0,96
! 2% 552 ' 11 19 13 12
3 319 2,93 0,98 1§ ‘22 2
2 470 1,99 0,996

Tableau (3-16) : temps d'exécution de l'algorithme de Jacobi par blocs

pour le graphe (3-10). Figure (3-12) : organisation du calcul
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3-3-2 Méthode de GAUSS SEIDEL

Dans la méthode de Gauss Seidel, la décomposition de la matrice A

est la méme que pour la méthode de Jacobi, c'est-a-dire :

A=D-EF (3-3-12)

mais on détermine itérativement les valeurs de x de Ia facon suivante :

(K+1) . 19]

(D-Ex Fx (3-3-13)

fe test d'arrét étant celui énoncé en (3-3-4).

Les calculs de la méthode de Gauss Seidel se représentent donc
comme suit :
Début

) _ 1 (K) (X) (K)
X = [ ARy Bty by

W) A Ket) K
";K e L) ['321x‘(| - a,3xg() ------- aan"g s by
Koy ) K (K
XE\ )= 2 ['amxsx - ara"g ) aressaeny ann-1xn-1) +by)
Si (Test est vrai) FIN

Sinon, itération suivante.

Fin
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L'algorithme paralléle correspondant a une itération de la méthode
de Gauss Seidel se déroule alors comme ci-dessous :

Début de ['algorithme

Calculer aﬁ‘l

1
Faire la somme Z ayj i=lan; I=1 an-1Ij<=navecla

jl+1

méthode de dichotomie en paralléle.

Calculer x; {k+1)
Calculer ay xl(k“l) I=2an; {xl(k+l)-xl(k)}2 :en paralléle
Calculer xz(k"l )

Calculer ap, 12(k+1] [=3 an; [xz(k“l)-xz(k)]z ; en paralléle

Calculer xn(k+ )

Calculer [xn(K*l)-xn(k)]Z

Si (test est vrai) FIN

Sinon itération suivante

Fin de l'algorithme




Le tableau (3-17) présente une partie des opérations nécessaires
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pour le calcul de l'algorithme :

No Opération No Opération Operation

i -a12x2(k) 15| b, a”xi(k) 34 x(;”)

4 a];] 6 | (k+1) 0 X(Z*fl)

S| -a 23x3(k) 18 x?k”) —x(:() 43 (>(<ki+])-x(,k))2
8 | -a 34x4(k) 22 (x]”“” X ](k))2 44 | Test

10| a 4;' 26 XZ(K*”

Tableau (3-17) : liste des opérations de |'algorithme de Gauss Seidel

La figure (3-13) présente le graphe représentatif de cet algorithme.
1

Comme pour l'algorithme de Jacobi, les opérations a;;”* sont effectuées

1

seulement a la premiére itération, ce qui explique que les opérations 4, 7,

9 et 10 ne sont plus présentes a partir de la deuxiéme itération.

Le chemin critique de l'algorithme de Gauss-Seidel, & partir de la

deuxiéme itération présentée la ligne double sur la figure (3-13), est

composé de :

Figure (3-12) Graphe de l'algorithme de Gauss-Seidel

2 multiplications + log , n additions + [calcul de x 1“‘"” ] (3-3-13)
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(n-1) (2 multiplications + 1 additions) + [calcul de xi(k+1) 1<ic=n]

2 additions + 1 multiplications + 1 test [test]

Ainsi, pour les trois cas cités précédemment, la durée minimale

d'exécution d'une itération de l'algorithme est :
- Premier cas : (tgjy = Ladg™ tmult = test!
( 3n +logpn+3)taqg (3-3-14)
- Deuziéme cas A t;y = 6lagq s tult = Stadd * test ~ tadd)
(I1n + logon +7ltaqq (3-3-15)
- Troisieme cas : (ty;y, = 34ta4q s tmult = tadd = ttest)
Le temps de divlision influence le chemin critique de la premiere
itération, mais il n'a pas d'effet sur les itérations suivantes. Dans ce cas, la

longueur du chemin critique & partir de la deuxiéme itération est donc la

méme que celle du premier cas.

La durée du chemin critique de la méthode de Gauss-Seidel est donc
beaucoup plus grande que celle de la méthode de Jacobi. Ces deux durées

calculées par exemple a partir des équations (3-3-5) et (3-3-14), sont :
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- pour l'algorithme de Jacobi (5 + logon )

- pour l'algorithme de Gauss-Seidel (3n + logy n+ 3)

En particulier, pour n d'ordre élevé, la durée du chemin critique d'une
itération de l'algorithme de Gauss-Seidel est beaucoup plus importante que

celle de l'algorithme de Jacobi.

Par exemple, pour n =~ 64, 0n a:

- pour l'algorithme de Jacobi 11 tagy

- pour l'algorithme de Gauss-Seidel 201 tagy

Une itération de l'algorithme de Jacobi est 19 fois plus rapide que
pour une itération de Gauss-Seidel. La vitesse de convergence de
t'algorithme de Gauss-Seidel est normalement plus grande que celle de
l'algorithme de Jacobi, mais cette rapidité ne compense pas la différence
entre les durées des chemins critiques d'une itération de deux algorithmes.
On peut ainsi conclure que pour n d'ordre éleve, l'algorithme de Jacobi est
plus rapide que l'algorithme de Gauss-Seidel. Nous démontrerons par la
suite qu'il existe des cas ol l'algorithme de Gauss-Seidel est avantageux par
rapport a lalgorithme de Jacobi en particulier lorsque n est faible
(algorithme par bloc par exemple) et lorsque le nombre des processeurs est

limité.

C 10N DE L'ALGORIT GAUSS-SEIDEL

Comme dans le cas de l'algorithme de Jacobi, on peut diminuer la
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durée du chemin critique de I'Algorithme de Gauss-Seidel en faisant

chevaucher les itérations successives, Ainsi, par exemple, aprés avoir
calculé la valeur de xz(k"”, on peut commencer le calcul dexl(k*Z) et

ainsi de suite. L'algorithme paralléle de Gauss-Seidel dans ce cas se

présente de la fagon suivante :

Début de l'algorithme

Calculer aii'l, ax; i=l an I=lan-; lge=n; en paralléle

n

Faire la somme 2 ayx; avec la méthode de dicotomie

j=l+1
en paralléle

Calculer xl(k"l)

Calculer a“xl(k*]) =24an {xl(k"l)-xl(k)}z en paralléle
Calculer Xz(k*l )

Calculer  apm D (1 an 1e2) @K Dg, ()2

en paralléle

Calculer xn(K* )
Calculer alnxn(k*l) I=1 an-1; (xn(k*l)—xn(k)}2 en paralléle

Si (test est vrai) FIN
Sinon itération suivante

Fin de l'algorithme
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La figure (3-14) présente le graphe correspondant 4 cet algorithme.
On peut remarquer qu'au moment du test de la premiére itération, une
partie des opérations de litération 2 a déja été exécutée. La partie
encadrée du graphe (3-14) se répéte ainsi a chaque itération. Cette partie

est détaillée sur la figure (3-15).
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Figure (3-14) : algorithme de Gauss-Seidel par chevauchement

des itérations
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Le chemin critique du graphe (3-15) est le méme que celui du
graphe (3-13), sauf que la pratie du calcul de xl(k*l) a déja été exécutée.

Il est donc composé de :

(2n-1) multiplication, + (n+1) addition, + 1 test

ainsi pour t mult " tadd = tiesp Ona:

[(2n-1)+(n+1)+lltadd=(3n+ l)tadd (3-3-16)

eLpour t pyir =3t add s Liest = tadd

(20-1) x5+ (n+1) + 11t 4qq = (110-3) t 54y (3-3-17)

Les temps calculés a partir des équations (3-3-16) et (3-3-17) sont
meilleures que ceux calculés 2 partir des équations (3-3-14) et (3-3-15),
mais ils sont encore trés supérieurs au temps obtenus pour la méthode de

Jacobi.

ORDONNANCEMENT DU CALCUL

De la méme fagon que pour [lalgorithme de Jacobi,
I'ordonnancement de lalgorithme Gauss-Seidel se fait sur une seule
itération. Les tableaux (3-18) et (3-19) donnent les résultats de
Fordonnancement dans le cas de {litération par points pour les graphes

(3-12) et (3-14) . Les tableaux (3-20) et (3-21) présentent les mémes
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Nombre de Temps Taux Taux
processeurs d'exécution | d'accélération d’occupation
4 53 2,26 0,57
3 53 2,26 0,75
2 61 1,97 0,98

Tableau (3-18) : temps d'exécution pour l'algorithme de Gauss-Seidel

par points dans le cas du graphe (3-12)

Nombre de Temps Taux Taux
processeurs d'exécution d'accélération d'occupation
4 44 2,72 0,68
3 45 2,67 0,89

2 60 2 1

Tableau (3-19) : temps d'exécution pour l'algorithme de Gauss-Seidel

par points dans le cas du graphe (3-14)

Nombre de Temps Taux Taux
processeurs d'exécution d'accélération d'occupation
4 462 2,02 051
3 464 2,02 0,67
2 532 1,76 0,88

Tableau (3-20) : temps d'exécution pour l'algorithme de Gauss-Seidel

par blocs dans le cas du graphe (3-12)

Nombre de Temps Taux Taux
processeurs d'exécution d'accélération d'occupation
4 426 2.2 0,55
3 430 2,18 073
2 508 1,84 0,92

Tableau (3-21) : temps d'exécution pour l'algorithme de Gauss-Seidel

par blocs dans le cas du graphe (3-14)

Le temps correspondant au chemin critique pour le graphe (3-15)
est obtenu avec 4 processeurs. Mais le temps obtenu avec 3 processeurs est
pratiquement le méme que le temps du chemin critique. Le temps
d'exécution en utilisant le chevauchement des itérations a amélioré le

temps d'exécution.
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La comparaison des tableaux (3-15) et (3-16) avec les tableaux
(3-19) et (3-21) montre que si l'on dispose d'un grand nombre de
processeurs, le temps d'exécution obtenu par l'algorithme de Jacobi est

inférieur a celui de ['algorithme de Gauss-Seidel.

Par contre, pour un nombre limité de processeurs, ces temps ne
sont pas trés différents l'un de l'autre. Dans ce cas, et & condition que
l'algorithme de Gauss-Seidel converge plus vite, il est avantageux de

résoudre le probléme avec l'algorithme de Gauss-Seidel.

3-3-3 Comparaison des méthodes directes et itératives

Nous avons calculé en (3-2), la durée du chemin critique pour la
triangularisation de la matrice d'un systéme d'équations linéaires par la
méthode de Gauss La résolution compléte du systéme nécessite ensuite la
résolution d'un systéme triangulaire par la méthode de remontée.

En se référant aux équations (3-2-14) et (3-2-31), on trouve la
durée totale du chemin critique de la méthode directe de Gauss , comme
suit ;

n divisions + (3n-2) multiplications + (2n-2) additions (3-3-18)

Pour la méthode de Jacobi, avec chevauchement des itérations, cetie

durée est égale 2

pour le premier cas ;
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Laiv L mutt ~ Ladd

| division + | multiplication + L {2 multiplications + log,n addition)

(3-3-19)
[ et pour le deuxieme cas :
|
‘ tdiv & t mult
(L+1) (2 multiplications + log,n additions) (3-3-20)

ou L est le nombre d'itérations de ['algorithme de Jacobi, on peut ainsi

comparer les deux algorithmes dans les trois cas cités précédemment.

Premier cas: (t iy =t 344 =t mult)

Algarithme direct de Gauss

(n + 31’1'2 ¥ 2n—2) t add = (61’1-4) t add

(L + 1) (2 Ly lngn) tadd

On constate donc que la méthode de Jacobi est efficace, sous réserve

de la condition suivante :

(L +1)(2+logyn) < (6n-4)




145
144

on aalors L < (39n-12)/52+logpn) - 35
ou L < (6n-4)/(2logyn)-1

etpourn=~-64 L <276
Pour n - 64, par exemple L < 46

. On peut remarquer lintérét de l'algorithme de Jacobi notamment
w:(tdiv=6tadd;tmult'5tadd)

dans le troisiéme cas.
Algorithme direct de Gauss Dans le cas de l'algorithme par blocs, les deux chemins critiques se
présentent de la facon suivante :

(6n+ 150-10 + 2n-2) t ,yq = (230-12) t ;44
Algorithme direct de Gauss:

Algorithme de Jacobi

N inversions de matrice
(L +1) (10 + logpn)

(2N-1) multiplications de deux matrices +
(N-1) additions de deux matrices + (3-3-21)
on a donc L € (23n-12)/( 10+logzn) -1 (N-1) multiplications de matrice par vecteurs +

(N-1) additions de deux vecteurs
Pour n = 64 L<90

Algorithme de jacobi:

Troiseme cas:t 4jy = 34t 54q ' ¢ muit = ¢ add

I inversion de matrice + 1 multiplication d'une matrice par un vecteur +

[eorithme direct de Gauss L (2 multiplications dune matrice par des vecteurs + log,N additions de

deux vecteurs). (3-3-22)
(34n+3n-2+ 20-2) t 444 = (39n-4)
Algorithme de Jacobs. En se référent a l'annexe Al, on peut calculer le temps nécessaire

pour effectuer les opérations matricielles, et il est possible de comparer la

35tadd + L (2 + logzn) t add durée des chemins critiques de deux algorithmes :
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Par exemple pour v=3; N=4; ldiv=6tadd; Tmult“Stadd

on obtient pour I'Algorithme de Gauss-Seidel : 8085t add

I'Algorithme de Jacobi (875 +300 Lty

La condition d'efficacité de ['algorithme de Jacobi est alors L € 24.

[ est a noter qu'avec l'ordonnancement du calcul, le temps
correspondant au chemin critique de l'algorithme direct de Gauss pour cet
exemple, s'obtient sur 5 processeurs (voir tableau 3-6), tandis que le temps

de l'algorithme de Jacobi est obtenu avec 16 processeurs.

Dans le cas d'un nombre limité de processeurs, le temps d'exécution
dépasse normalement la durée du chemin critique. En ordonnancant le
calcul, on peut alors distribuer les opérations de l'algorithme sur les
processeurs d'une facon efficace afin d'augmenter le taux d'occupation des

processeurs.

Supposons que le taux doccupation des processeurs pour deux
algorithmes directs de Gauss et de Jacobi soit proche de 1 : le temps
d'exécution de chaque algorithme est alors proportionnel au nombre total

d'opérations. Ce nombre pour les deux algorithmes, est :

pour [ algorithme de Gauss:

{(n3-n)/3+n(n-1)/2) multiplications +
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((n3-n)/3+n(n-1)/2) additions + (3-3-23)

{n{n-1)/2+n} divisions

pour falgorithme de facobr:

n divisions + L{(n? + n) multiplications + (nZ + n additions] (3-3-24)
On peut ainsi comparer le temps d'exécution de chaque algorithme.

Pour le deuxieme cas (t div=6t add ‘mur =St add) .

la condition d'efficacité de ['algorithme de Jacobi est :
L<(n2+3n)/(30+3)~ n/3 (3-3-24)

Le nombre total d'opérations pour une itération de l'algorithme de
Gauss-Seidel est le méme que celui de l'algorithme de Jacobi. Dans le cas
d'un nombre limité de processeurs, il est donc nécessaire de comparer le
temps de calcul de I'algorithme de Jacobi , de Gauss-Seidel et de la méthode

directe de Gauss-Seidel.

Pour étudier le calcul paralléle de l'inversion d'une matrice, nous

considérons le cas d'une matrice symétrique définie positive, matrice que
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L'approche utilisée pour ce calcul est basée sur la méthode de Gauss L i i I ]
A X - B
pour la résolution des systémes linéaires. La figure (3-16) montre les —— 20 g m o 2 -
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@ 8 2 L‘ﬂ 2 4 M 41 systemes linéaire triangulaires. Le tableau (3-22) monire une partie des
. - B opérations nécessaires pour cet algorithme, pour une matrice de 'ordre 4.
A 2
!
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N° OPERATION N" | OPERATION N* |OPERATION
KA 30 |(Az3)7! 42 |Yop=A4X 42

2 PoymAgi~(Aq 71|32 1CagDaz Asa 57 |Yop=YootAQ3X32

S [Coo=Dot1 Aq2 37 |Aqq=A44+Caq 60 |Yo0=1-Y72

11 [App=Agp+(Coo 38 X44=(A44)—1 62 |Xoo=(Ap2) Yoo

17 [(Ag)! 40 |X43°B43z %44 68 |Tache finale

Tableau (3-22) : liste des opérations pour linversion d'vne matrice

symeétrique
La figure (3-17) fournit le graphe correspondant a cet algorithme. Le
nombre total d'opérations pour linversion d'une matrice symétrique avec
cette méthode est égal a:
n divisions
(n2-1+ n?(n-1)/2} multiplications (3-4-1)

{(n(n-1) + n{n-1)(n-2)/2)  additions

Cette méthode s'étend a l'inversion par biocs d'une matrice. Dans ce cas,

le nombre total d'opérations est égal a:
n inversions de matrices

{n2-1) multiplications de deux matrices dont le résultat est

symétrique
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tache finale

Fig(3--17) Graphe d'inversion d'une matrice symétrique.
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nz(n-l)/2 multiplications de deux matrices avec le résuitat non

symétrique
n(n-1) additions de deux matrices symétriques

aln-1)(n-2)/2 additions de deux matrices non symétrigues

(3-4-2)

Le chemin critique du graphe (3-16) est composé de :
n divisions
(n+1)+ (3n-4)} multiplications
[(n+1) + (2n-5)] additions

et dans le cas d'inversion par blocs :
n inversions de matrices
(n+1) multiplications de deux matrices dont le résultat est
symétrique
(3n-4) multiplications de deux matrices dont le résulitat est non
symétrique
(n+1) additions de deux matrices symétriques

(2n-S) additions de deux matrices non symétriques (3-4-3)

Le taux d'accélération de ['algorithme par points est alors :

- Premier cas: (tdiv= t a4q = t mult)

t 4o = (03 + n-1)/(80-7) (3-4-3)
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valeur asynptotique : n2/8 - 0,125 n?
- Deuzijéme cas: (‘div”ﬁtadd;"mulfs ‘add)
t oc = (303 +202 + 60 -5)/(29n -19) (3-4-5)

valeur asynptotique : 3n2/29 - 0,1n2

- Troisémecas:  {tgjy =34t ¢ ¢t mutt = * add!

tgec = (03 + 34n -1)/(41n - 6) (3-4-6)

valeur asynptotique : n2/41 - 0,025 n?

Ici encore, la trés grande durée des divions du troisiéme cas a une

influence considérable sur le taux d'accélération.

ORDONNANCEMENT DU CALCUL
Nous avons appliqué les méthodes expliquées au chapitre 2 pour
{'ordonnancement du calcul de l'inverse d'une matrice symétrique. Le tableau

(3-23) fournit les résultats obtenus dans le cas de I'inversion d'une matrice de
fordre 4 pour 1t i, = 6 ¢ 5443ty = 3 t adqLe tableau (3-24) donne les

mémes résultats pour l'inversion par blocs d'une matrice de l'ordre 16 avec
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On peut remarquer par ordonnancement, que le temps du chemin
g3 s de"dimiensiun 4 critique est obtenu sur trois processeurs au lieu de 6 dans le cas de 'inversion
par points. Le temps du chemin critique est obtenu sur 4 processeurs au lieu
— T Taux Taux de 6 pour l'inversion par blocs ; mais le temps obtenu sur trois processeurs
ombre de
processeurs d'exécution d'acélération | d'cccupation n'est plus loin du temps du chemin critique.
4 97 2,5 0,63
3 97 2,5 0,84
2 127 19 096 3-4- Conclusion

Nous avons étudié les méthodes directes et ittératives de résolution des

Tableau (3-23) : temps d'exécution pour [inversion d'une matrice sytémes linaires. Pour chaque algorithme, nous avons déterminé la durée

symétrique minimum d'exécution et le taux maximum d'accélération. Nous avons calculé

Tableau (3-24) : tamps d'exécution pour l'inversion d'une matrice

par blocs

ensuite le temps du calcul sur un nombre donné de processeurs en cas
d'ordonnancement des taches. Nous avons démontré, que dans le cas général

et avec stratégie du pivot maximum, [a méthode de Gauss-Seidel, nécessite un

Heirkre g o ;:Cmuptslon d'a!éalztation d'ozzz;at G ordonnancement dynamique, qui n'est pas souhaitable en Automatique. Par
FrOCEssELr : 3 contre, elle est intéressante pour l'inversion des matrices symétriques définies
‘ o 29 00 positives ou les systémes d'équations linéaires représentées par une telle
3 97 28 0,84 matrice. Nous avons démontré également, que la méthode de Gauss pour la
. résolution de ces systémes en paralléle, convient mieux que la méthode de

2 127 1,91 0,9 Cholsky;

Pour les méthodes itératives, nous avons étudié les techniques
d'accélération des algorithmes paralléles. Parmi ces techniques, le
chevauchement des itérations nous semble le plus efficace. Nous avons
comparé les méthodes itératives entre elles et avec les méthodes directes.

Pour un grand nombre de processeurs, la méthode de Jacobi est plus rapide
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que la méthode de Gauss-Seidel, mais pour un nombre limité de processeurs,
la méthode de Gauss-Seidel peut étre avantageuse. L'efficacité des méthodes
ittératives par rapport aux méthodes directes dépend du nombre d'itérations
pour la convergence. Nous avons établi les conditions nécesaires pour cette

efficacité.

- CHAPITRE 4 -

CLBEEIVIENES PAGELLELED
Dy I N EICATTTN
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4-1 INTRODUCTION

Le domaine aérospatial utilise largement ‘les algorithmes
d'identification et d'estimation, mais les techniques employées nécessitent

un temps de calcul important : c'est pourquoi nous trouvons peu
d'applications dans ['industrie et dans les domaines socio-économiques qui

utilisent des systemes de grande dimension. La décentralisation de ce
calcul, en l'effectuant en paralléele sur plusieurs processeurs permet de

donner au systéme la vitesse nécessaire,

La fiabilité des données est d'une trés grande importance pour
lidentification des systémes. Nous commencons donc ce chapitre par
'étude des techniques paraliéles de validation des données. Nous étudions
ensvite [implantation paralléle des algorithmes d'estimation des
paramétres. Nous abordons enfin les algorithmes d'estimation d'état, ce qui

nous amene naturellement & étudier le filtre de Kalman.

4-2 MULTIPLICATION DE DEUX MATRICES

Dans les algorithmes d'identification, on a souvent besoin de
multiplier deux ou plusieurs matrices de grande dimension. Nous étudions

donc briévement les méthodes paralleles de multiplication de deux

matrices,

Soit C-A'B (4-1-1)

ol A et B sont respectivement de dimensions mxn et nxk.




La matrice C est alors de dimension nxk et ses éléments sont

déterminés par ;

N
C.=Za,6b, (4-2-2)
ij il il
t=1
Le nombre de multiplications élémentaires est de mnk. Ces
multiplications peuvent étre effectuées en une seule étape, sur mnk

processeurs. Pour la somme des éléments ailblj' il faut logyn étapes sur au

maximum mnk/2 processeurs.

La multiplication de deuz matrices se fait donc en 1 + log,n étapes

sur au marimum mnk processeurs.

Si T est le temps de multiplications de deux matrices, ty y le

temps de multiplication de deux nombres réels par les processeurs utilisés

et ty4qq fe temps de l'additionon a:

T-= tmult + logzn 9 tadd (4-2-3)

La figure (4-1) donne le graphe correspondant pour n-2. Les
tiches 1 a 8 représentent les multiplications et les taches 9 a 12

correspondent aux additions, la tache 13 étant la tache finale.
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Figure (4-1) : Graphe de multiplication de deux matrices

Pour les matrices creuses, le nombre de processeurs nécessaires

pour la multiplication est trés inférieur a m NK

En effet si n; et m; sont respectivement le nombre des éléments

non nuls de la colonne j de la matrice A et de la ligne j de la matrice B, le

nombre de multiplication élémentaires est donné par :

(4-2-4)

Ainsi par exemple, pour la multiplication des deux matrices A et B

presentées a la figure (4-2), le nombre de multiplications est de
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1x2+313+232+3x2= 21
X0 X X X 0 X (
® 0% X 0 B=10XXHZX
O X 0 X ¥ 0 X 0
Lo xo0x DR XD

Pigure (4-2) : Structure de deux matrices creuses

La figure (4-3) nous présente le graphe représentatif de la

multiplication de ces deux matrices.
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Figure (4-3) Multiplication de deux matrices creuses
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MU CATION DE DEUX 1CES PAR BLOC

La multiplication par bloc dans son principe est la méme que la
multiplication par point. La différence est dans la durée d'exécution des

taches qui n'est pas la méme si les blocs ont des dimensions différentes.

Dans ce cas, le temps minimum de multiplication de deux matrices

est donné par les opérations sur le bloc le plus important.

Considérons les blocs All, A22, A33, A44 de la matrice A de la
figure (4-2), respectivement de dimension 2, 3. 3 et 4. Pour 1y = 5 544
le chemin critique du graphe 4-3 est composé des taches 20-28-30 et sa

durée est de 288 tadd: Cette durée sans ordonnancement s'obtient sur 21

processeurs, La durée de multiplication de ces deux matrices sur un seuf

processeur est 3544 t544. Les taux d'accélération et d'occupation pour 21

processeurs sont :

3544

Imcﬂ: 288 - 123
12,3
toccup - 7 -0.59

Par ordonnancement, on peut multiplier les deux matrices dans un

temps de 288 tagd SUr 1S processeurs Le taux d'occupation dans ce cas

devient :

1 = 125, 0,82
occup 15
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qui est nettement meilleur que dans le cas de 21 processeurs.

4-3 VALIDATION DES DONNEES {4-1], {4-2], {4-3]

Considérons un systéme représenté par des réseaux de transport
en matiére, qui peut-étre décrit par les modéles linéaires exacts en régime

statique, qui découlent des lois de conservation de la matiére .
M.Q*-0 (4-3-1)
ou M. est la matrice d'incidence de dim (n.v) d'éléments :

my; = 1 sila voie j entre dans le noeud i,
mj; = -1 sila voie j sort du noeud i,

;= 0 siln'y a pas de lien entre le noeud i et la voie j,

0Q* est le vecteur des vraies valeurs de dim v,
v est le nombre des voies,

n est le nombre de noeuds.

La relation entre le vecteur de mesures Q est les grandeurs vraies

sont :
Q-0 +£ (4-3-2)

ou € est le vecteur des erreurs de mesures, qui suit une loi normale

centrée de malrice de variance covariancev.
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Le probléeme de la validation de données se formule alors de la

fagon suivante ;

A ol s g -
Calculer Q, le meilleur estimateur de Q* qui minimise le critére.

"
J - LIQ-0llZ -t (4-3-3)
2

sous les contraintes

MO-0 (4-3-4)

A
Q est alors le meilleur estimateur de Q* au sens du maximum de

vraisemblance.
La Lagrangien associé a ce probleme s'ecrit donc :
A o2 T MO
L« LJIQ-Qli°-1+ 3" MO (4-3-5)
2

ou A est le vecteur des paramétres de Lagrange de dimension n.

Les/ conditions de stationnarité de ce Lagrangien sont :

L.y oo M im0 (4-3-6) -
20

doyg - -0 N

31 .

ou 0 l

MVYMT A - MQ (4-3-7)
0-0-VM'a (4-3-8)
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On détermine ainsi le vecteur _A @ partir de la résolution du

~
systéme 4-3-7 et on calcule la valeur de Q en remplacant A dans l'équation

(4-3-8).
CALCUL PARALLELE DE L'ALGORITHME
A 2 . > . .
Le calcul de Q nécessite les opérations suivantes :

1- multiplication de deux matrices v et MT

2- multiplication de deux matrices M et (VMT)

3- multiplication de la matrice M par le vecteur @

4-  résolution du systéme linéaire symétrique (MVMT) & = (MQ)
5- multiplication de la matrices (vMD) par le vecteur A_

6-  soustraction de deux vecteurs Q et (VML A)

Dans les chapitres précédents nous avons étudié les algorithmes

paraliéles permettant {'exécution de chacune de ces opérations.

Dans ce chapitre, nous proposons d'étudier le calcul parallele de

A
l'estimation Q dans trois cas, 4 partir du systéme linéaire (4-3-7) :

1- résolution directe
2- résolution itérative par {a méthode de Jacobi

3- résolution itérative par la méthode de Gauss-Seidel

Pour metire en oeuvre les techniques du calcul parallele, nous

décomposons la matrice M en blocs de sous-matrices. Supposons par
k]

'
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exemple que la matrice M est de dimension 10 . 20 et qu'elle est
décomposée comme indiqué sur fa figure (4-4). Le vecteur Q dans ce cas est

de dimension 20 et est décomposé en trois vecteurs de dimensions 6,8 et 6.

3xb 3x8 3x6
M1 M12 Mt3
4%6 4% 8 4% 6
M21 M22 M23
3x6 3x8 3Ix6
M31 M32 M33

Figure (4-4) Décomposition de la matrice M

Nous considerons également le cas général oU la matrice M est

pleine, sachant qu'en pratique cette matrice M est souvent creuse [4-2].

La figure (4-5) présente le graphe du calcul ﬁ dans le cas de la
résolution directe du systéme linéaire 4-2-7. Sur ce graphe, les taches | a

27 correspondent aux multiplications des sous-matrices Li] = vik'Mki et les
taches 28 a 36 représentent les multiplications des sous-matrices Mii par

les vecteurs Qj. Les additions des sous-matrices pour former les blocs de fa
matrices Lii sont numérotées de 37 a 45. Les taches 46 a 48 sont les
éléments du vecteurs b = MQ et les taches 49 a 66 sont les mutliplications
Mg ij . Les taches 62 2 72 forment les blocs du triangle supérieur de la
matrice H - MVMT ; comme H est symétrique, le calcul du triangle

supérieur est suffisant. Enfin, les tiches 73 a 92 correspondent a la partie

triangularisation de la matrice symétriqgue H et les tiaches 93 a 119
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representent la résolution du systéme triangulaire pour le calcul de 4 , le

A
calcul de VMT A et de Q.

Pour le cas ot 1div‘(‘tadd et tpup = aqg NOus avons calculé la

durée des taches 1 2 119 en fonction de t;44. En fonction de ces durées, le
chemin critique du graphe 4-5 est fe chemin représenié en ligne double. La
longueur du chemin critique dans ce cas est 3697 1,44 et le tavx maximum

d'accélération pour cet algorithme est donc

Laccel = 37074 = 10
3697

Le nombre mazimum de processeurs pour exécuter i'algorithme
dans le temps du chemin critiqgue est de 36, ce qui donne un taux

d'occupation de :

toccup = 10-0.28

6

—

W

Par ['ordonnancement du calcul, on peut exécuter cet algorithme
dans le temps du chemin critique sur 17 processeurs. Le taux d'occupation

dans ce cas devient :

tocoup = 18- 0.59

17

qui n'est pas encore trés €levé. De toute fagon, si l'on veut exécuter cet
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algorithme dans le temps du chemin critique on ne peut pas espérer un

taux d'occupation élevés.

Le tableau 4-1 donne le temps d'exécution de lalgorithme pour

différents nombres de processeurs.

Nombre de Temps Tauz Tauz
Processeurs d'exécution d'accélération d'occupation
17 3697 10,00 0,59
15 3844 9,64 0,64
12 4225 8,77 0,73
10 4587 §.08 0,81
8 5295 7,00 0,88
6 6531 5.68 0,95
4 9385 3.95 0,99
3 12438 298 0,99

Tableau (4-1) Temps d'exécution pour l'algorithme

de validation des données.

On peut remarquer qu'a partic de 6 processeucs le taux
d'occupation des processeurs est trés élevé. Le tableau 4-2 donne

{'organisation du calcul sur 3 processeurs.
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3 processeurs
T3S I B SIS B 0 S 4R SIS S S S S S S S R SRS I R R

activite duree debut fin
e S e e ]
14 1504 0 1504

SESE 20056 2 0 040 36 30 S48 7 240 3 35 4635 2 5 3 336 30 3 SR AL I SE I B A SR A A
S 1128 0 1128

23 AE A 2SS AR RS 3 3 20 50 R S S SIS R S S B S A R S R S R R R KRN Y
13 1120 0 1120
R R L T L s
15 1120 1120 2240

B T T R e
6 840 1128 1968

T R R S A
4 840 1504 2344

P I I E R L s L O s A S 2
8 646 1968 2814
B kT L R
2 846 2240 3086
SRR S R R S R S S SR S B S S S S e S et
11 1128 2344 3472

b r IR SRR AR S SR 2R S SH 200 36 2 H I AR B A B B0 ST H S i
1?7 1128 2814 3942

P R R T R R R e e Y R R X L ot S
7 630 3086 3716

D Y T T L T T TR i g o R R
3 630 3472 4102

P . T A R e
9 630 3716 4346
P T S S R R b R L S e L
1 630 3942 4572

B L T T e X o e 2
23 1128 4102 5230

B O R R T T R o L 2 S
16 840 4346 5186
B T L LR B e b R 2t R s
12 840 4572 5412

B N T R R e s
18 840 5186 6026
P L S R R e e e e R A L e R e Tt
10 s} 5230 6070

B R e B P 2
22 840 5412 6252

B R R IO IS B S B R R M T L2 S S A S e R RN
24 840 6026 6866
FHURTRREET S T R e S
20 846 6070 6916
SR I R R R N F R RS R R R ER

26 846 6252 7098
P LT I R R b b il ol e e e e R e s ]
38 48 6866 6914

* R A R EHHENE NA R LS $ R O
52 564 6914 7478
P R T e L R R e R A
51 423 6916 7339

Tableau (4-2) Organisation du calcul sur trois processeurs

pour l'algorithme de validation de données
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*ﬁ**********ﬂ*ﬂ******%**#*é*%#*%-}*&* SRR I RN

*
39 36 7098 7134
J O L R R R
37 36 7134 7170
32 S SR S S S S S SR B3 S SR R R S R R
25 630 7170 2800
363656 46 S IE 23 36 84 30 363 06 26 36 300 2SS 2 140 30 A 320545 2402 SIS ST I I IR A S
21 €30 2339 7969
S A 3562 36 3 S 2 A 2 4 238 SRR S S R R
27 630 7478 8108
360 S S A AR R B 2SS S S S S SR SR R R R R R R R
19 630 7800 8430
SRR RN R R S S e R R R R R RN

s3 318 7969 gag4a

B3 e S S S 2633 5 A 3 S S R R R R AR SRR R
49 318 8108 8423

53050 4SS0 B 3 I 3 630 3E 36 00 0 34 23 300 ST S S S R R R e
54 420 8284 8704

S e B SR 36 4 2 S I S A A A SRR R R R R RN R
50 az20 8423 8843

5B B0 3 3 5 B SE S HE A S S S S A SR RS SR R R R R
41 64 8430 8434

3 S A L S R 3 B S SRR R R R R R R AR H AR
8494 9246

R T T T LR L

6704 8752

S LSS A S B B3 2 AR 00 3 B SIS RFH R A R AR R R
42 48 8752 8800

S80S 230 A0 340030 8 20 0 30 30 34 3 S S SR SRR IR SRR
67 18 a8aa ag18

w3 3 =L BRI R R R ERE RS

55 560 8818 9378
RIS R R R RN R R RARRRFRETRRIRRAIRR
59 s60 8843 9403
P T s s T L b bt e R A S
73 112 g246 9358

R AEEERARNE A SRS AR AR R RN S LR R R IR IR RRRIRERRR
24 9358 9382

B L T R 2 S

48 9378 9426

B L L e A

204 9382 9586

R SE RS S AR NN NS REREIER

58 564 $403 8957

S R AT T E s e e LA s

63 az3 9426 9849

P R P T R S P e R b L

a5 9622

SRR ERER LI RRY e

43 9658
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38 SF 66 36 36 SE B 40 3050 SE A B0 S 2E 3E SE L6 30 S SR I IS RS R WA RN R

68 318 9658 9973
E3ESE S 340 S SIS AE T 3 3 5336 3030 SH 3 2 304 505 S 3R A A 330 3050 20 3SR A A H B

61 318 9849 10164
SIS S S S S 23 B AT SIS S SIS IO S S S R RS I S
76 272 9967 10239

D R R R R R R L R S
60 420 9873 10393
SE 40 5 3 B0 S 6 34 S0 0 5 S0 S 303 ST RS 3R A2 SN S SRR

i

S6 420 10164 10584
S T L e L Tt b e P e L e s
69 32 10239 10271
AR AR S R R S 2 S S R R S S R S S R S SRR
81 16 102721 102872
U S R H I R R A S S S R SRR R
g6 243 10287 10830
4R ST IR SN I S SR A 1 SR S S S 38 S S0 IEE RN 3 R R F A WIS
71 18 10383 10411
RS R SR R S I R RS
77 204 10411 10615
SR RS S S RIS S S R R S S S R
64 564 10530 11094
BESEIE A SR AR SIS 20 2 6 T B S 2 SRR S SIS S S R R R R
20 24 10584 10608
RN S R S R R R R R R e R
62 420 10608 11028
SRR AR R R R R S S S R S S S e
82 12 106185 10627
S T R e R Rl L g
87 276 10627 10903
P L L TR TS R R e L g S R
66 420 10903 11323
S AT 2 e

11028 11161

©

7
%
2
64 SIS ISR S S R
5
*®
s}

1
ISR R e S S R R A e e
8 2
3 2%
9 4
2 *
78 163 11301 11454
R R e & R LTI R R R TR R RS R R B R R A e e e A
32 188 11322 11510
PR R X R R Rk £ R - E b R L HE R R R R et bR ot o
102 11323 11425
R AR Rk i R o R e R S
102 11425 11527
% EERREE LR RS S ISR AR RN R RE RIS LN
140 11454 115894
e et TR R S R N NS R A F RN RN ER

140 11510 11650
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;#***%**w*{**%#**%%*k**w**#**%&***x**x 3t 30T SE St T

38 141 11827 11668
B3 52 SR RS 636 500 S A S0 K 0 32 S S0 30 S SRR SR B R RS

46 6 11594 11600
AR %}%ﬁ*w#w#%w%*%***%*%%%*****%ﬂ*#*#%***w****#w*
72 18 11600 11618
g S B R R L S A R S
79 68 11618 11686
O e = L S R L bt
83 9 11650
P R T T L S b s R
els| 9 11659 11668
3RS R 2 SR R R S B S S R R R R
34 102 11668 117270
I Y R
36 102 11668 11770
36 5% 5636 S0 A0 3 A4 5 6 35 3 40 36 3000 0 48 5 S0 SE S A BT H R R RS
92 112 11686 11798
P e s ST T L b L S A b
47 8 11770 11778
SR A SR SR 20 0% S S SR 0 S S 3 A S S 0 4 SR SRR R R AR A AR
g8d 51 11270 11821
Bt S I S A R S AR 230 S RS R R RS RSN R
a4 a 11778 11782
[ T T e L s S Lt
89 69 11782 11851
O R L L A
48 6 11798 11804
S A S B0 R I 33 R A A0 SO R AR B B RS R S R
85 3 11821 11824
64 2SR S S B 20 3 S 0 20 R S R SRS S R SR SRS AR R
91 3 11851 11854
363 AR A0 BB B IR RS R B R SR SRR S R R R R R
93 51 11854 11908
MR R R R ARSI RS SRR RS RN

11973

t 343 AR

11956

R e

12041

SRR ERRREFRERIEIRR

11959

R RAEEERARER LR

1959 12061

AR R R

1 1973 11977
% B R R AR RS RGERR
104 92 11977 12069
R e E R S L L R L S S e
96 102 12041 12143




AR A SR SRR R AT S S A S S SR N SRR
102 8 12061 12069

S SE ST B SR R 2SS 32 S S B S SR S A SRS 2 S T S
1as 69 12069 12138

30303 SRR 3 83020 3 I 23520 S 26 4 35 S 20 ST TS0 SR S S B S S S S S R
102 184 12068 12253
N T s IR I P e et e
109 3 12138 12141
P L o s R ]
i 51 121414 12192

S S S I SR S SR S B S SR SR B I S S S S S R R
106 138 12143 12281
IR B B3 S B S S 2 S S S R S S S S e
108 138 12192 12330
P L L e e R E
118 136 122583 12389
D e T T T e A e Lt g s
114 102 12281 12383
T O LT R o e L L
116 102 12330 12432
D T T T T s s L e b
101 6 12383 12389
B L AR ST E e St E
103 2] 12389 12395
D L T e R T T e e 2
At 2] 12389 123972
P T T T e e s e I L
110 6 12395 124014

E PP T ST sttt RS R R R R R R RRRE
12397 12403

R T T e R SR

12401 12408

RERSRARERSIRERRE R SRR R RS

12403 12409

B S T LRt 2
6 12432 12438

R I T S T T TR PR PP L S T 2
120 ol 12438 12438
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METHODES ITERATIVES

Considérons les systéme linéaires de la forme

(HTH)a - Hz (4-3-9)

Pour les resoudre, plusieurs méthodes iteratives ont été proposées
[4-4), [4-5], [4-6]. La méthode proposée dans {4-4] consiste a décomposer

les matrices H et H'H de la maniére svivante :

HTH - (W)« (HTH)gps

ou les indices D et HORS désignent respectivement les parties

blocs-diagonales et hors-diagonales des matrices.

L'algorithme de moindre carré est alors déterminé comme suit :

g0+ o) - (g Trg -t (BT Hyy! (T Hop 06+ - (kT ) (BT Hops 00-

HTHYTHZ: k20 (4-3-11)

Cet algorithme utilisé efficacement pour l'estimation des
parametres des systemes de grande dimension, pose des problémes pour

{'¢tude de la validation des données. Son inconvénient majeur dans ce cas,
reside dans les inversions de matrices HpT Hpy (Mp VMpT en validation des

données) qui peuvent étre singuliéres. Nous utilisons donc la méthode




décentralisée de validation de données proposée dans [4-1). Dans cette
méthode, on décompose le réseau initial en N sous-réseaux faiblement
couplés. Cette décomposition permet de formuler le probléme de validation

des données de la facon suivante :

minimiser

PN A 2 1A 2
J'Ef‘HQFQi"vi-n*E"‘l’ﬂ"vq-n

sous la contraintes MQ; + m;g - 0 i=1,N (4-3-13)
avec  Q; : vecteur des débits du sous-systéme i,
Vi : matrice de variance-covariance des mesures du sous-

systéme i,

. vecteur des débits de couplage entre les sous-sytémes,

my matrice d'incidence de couplage du sous-systéme | avec
les autres sous-systemes,
Vq . matrice de variance-covariance des mesures des voies de

couplage.

Les conditions d'optimalité de ce probléme sont alors :

vl @-0) o mT 25-0 i- LN (4-3-14)

o
vol@-9+ZmTa-0 (4-3-15)

177

ifli* wig =0 (4-3-16)

ou A; est le vecteur des parametres de Lagrange du sous-systéme i,

Des équations (4-3-14), (4-3-15) et (4-3-16), on peut tirer 4;:

N
L T
AR -m v Em’ y) i=LN (4-3-17)
1
T .
avecRi - Mj Vi My' . m; VT i~ IN (4-3-18)
L= M;Q+ma i=IN (4-3-19)

La résolution itérative du systéme (4-2-15) est alors effectuée :

a) par la méthode de jacobi .

(k+1) ;

N

K

Ril(ri-m.V zmT it
‘qi-l

J& ) ieIN (4-3-20)

=i

il

b} par la méthode de Gauss-Seidel

Horen & o1 .
(2 mA o+ 2 mA) N (4-3-21)
-1 jei+l J

{g+1} !
A =R (r.-mv
1 -1 b

=i

Pour limplantation parallele de ces deux algorithmes, nous
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étudions le réseau de la figure (4-6) [3-1] décomposé en trois Xi)‘ Xx
_evie XK X
sous-sytémes.
v 6 XX % 0 O
X% |y
XXX KN X
X| % X
4 XX %
O %X X O
XX %
KR s
X % X
7 KKK
0 0 X X'k
%K%
X X X
S ALK

Figure (4-7) Matrice d'incidence du réseau (4-6)

METHODE GLOBALE

La figure (4-8) fournit le graphe pour une méthode globate. Pour

tdiv = tadgq €t toult - 5 Ladd la durée du chemin critique est de

Figure (4-6) : Réseau du transport de matiéres.

3150 tyag- Cette durée nous sert pour la comparaison des méthodes

La matrice d'incidence de ce réseau a la structure suivante : globales et itératives,

Figure (4-7)
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-del1a6 . caleul de R; et g,
~de729 : caleul de R,
-de 10418 scaleul de R 1,

et Ri'1 mdiij
-de 19220 caloul de R mymTaj
-de 25227 - calcul de & = RV, -

-1 T
Rl E mi\’qmj 2;]

Figure (4-8) Graphe de la méthode globale pour le réseau {4-6)

METHODE DE JACOBI

La figure (4-9) montre la partie d'initialisation de l'algorithme de

Jacobi.

Le role des différentes taches est le suivant :

Figure (4-9) : Graphe de la partie d'initialisation pour le réseaux (4-6)
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La durée du chemin critique pour ce graphe est de 1443 tadd -

La figure (4-10) présente le graphe pour la partie itérative de
l'algorithme, En plus de calcul de }i(k"m, ce graphe comporte la partie

test de fin de calcul de l'itération (k+2). Ces taches correspondent aux

numéros 3, 6,9, 11, 13, 15, 18, 20 et 21. La durée du chemin critique

pour ce graphe est de 49t ;44

//

Figure (4-10) Le graphe de la partie itérative de l'algorithme de Jacobi
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Si L est le nombre d'itérations nécessaires a la convergence de

{'algorithme, la durée minimale d'exécution est :
1443+49L
Pour que la méthode de Jacobi soit efficace if faut que {'on ait :
1433+49L<3150 ou L3S

L'algorithme de Jacobi pour cet algorithme converge aprés 34
itérations [4-1]. Les deux méthodes globale et de Jacobi ont donc a peu

prés les mémes vitesses de calcul parallele.
T DE GAUSS- SEID!

La figure 4-11 présente la partie initialisation jusqu'a la fin du

test de la premiére itération . On peut remarquer que le calcul de Lz(k”“
{tache 28) est retardé jusqu'au calcul de L](k’ ) (la tache 24) et pour

calculer 2..3(1‘*1) (la tache 35) les valeurs de L1(k"1) et )_.2(1“1) ont éte
déja calculées. Pour accélérer lalgorithme on a commencé les calculs de
litération suivant juste aprés le calcul de Lz(k*l) (les taches

30,33,36,37,39,40.42,43,45). La durée du chemin critique du graphe
3-11est 15301 544 -
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Figure (4-11) Partie initialisation de l'algorithme

de Gauss Seidel
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La figure 4-12 montre [a partie itérative de l'algorithme de

Gauss-Seidel. La durée de chemin critique pour ce graphe est de 119t

add -

Alors, si L oot lo nombre d'itérations nécoesaires pour la
convergence de l'algorithme, la durée totale d'exécution est :

[1530 + 119 (L'l)] tadd

Pour étudier l'efficacité de l'algorithme par rapport a fa méthode

globale, il faut que l'on ait :
1530 +119 (L-1) <3150 o0 L<15
Le nombre d'itération de l'algorithme Gauss-Seidel pour cette

exemple est de 20 [4-1]. L'algorithme de Gauss-Seidel est donc moins

rapide que la méthode globale pour le calcul paralléle.
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@
A ORONG /
: Tache

Tache

initiale o

finale

Figure (4-12) Partie itérative de l'algorithme de Gauss-Seidel
4-4 ESTIMATION DES PARAMETRES
4-4-1 Méthode directe

Considérons le modeéle d'cbservation suivant :

I-He +V (4-4-1)




LODAR OADADLN AR L AP L AQ P QP L A

)

1,

paf A 38

Figure (4-13) Graphe de l'algorithme des moindres carrés

Si N est le nombre de sous-systémes et si les blocs ont tous les

mémes dimensions d.v avec d»v, alors le chemin critique du graphe 4-13
est composé de :

1 mutiplication de deux matrices v.d et d.v
Log,N additions de deux matrices v.v

N-1 multiplication de deux matrices vxv
N-1 inversion de matrices symétriques vzv

N-1 multiplication de deux matrices viv dont le résultat est
symetrique
N-1 addition des matrices v.v symétriques

2N-1 multiplication de deux matrices vIv et vir

2N-3 addition de matrices vir

Pour d-25, v=4, r=1 1 div0tadd et muit =5 Ladd, la durée du

chemin critique est de 4582 tadd-

Le tableau 4-2 présente les résultats obtenus par 'ordonnancement

du calcul, en fonction du nombre de processeurs.

Nombre de Temps Taux Tauz
processeurs d'exécution d'accélération d'occup ation
14 4582 9,95 071
12 4809 9,48 0,79
10 5462 8,35 083
8 6150 7.41 0,93
6 7835 5,82 0,97
4 11417 3,99 1
3 15197 3 1
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Tableau 4-2 Temps d'exécution pour |'algorithme des moindres -

carrés dans le cas de blocs de mémes dimensions

Le tableau 4-3 donne les mémes résultats pour dy=20, V=3
dp=25, vp=4 et d3=30, v3=5. La durée du chemin critique dans ce cas est

de 5388 t add *

Nombre de Temps ; Taux Taux
processeurs d'exécution d'accélération d'occupation
12 5388 8,46 - 071

10 5586 8,16 0,82

8 6295 7.24 0,91

6 7977 5,72 0,95

4 11438 3.99 |

3 15094 3 1

Tableau 4-3 Temps d'exécution pour l'algorithme des moindres carrés
dans le cas de blocs de dimensions différentes
4-4-2 Méthode Itérative

Pour la résolution iterative de ['‘équation 4-4-2, nous utilisons la

méthode proposée dans [4-4], que nous avons étudiée en 4-3-2.

Pour simplifier la notation, posons

T = (1 + tp gy LT wpi! (- (apT oy ! (T )y

\%4 190

ot ZERMI . matrice des mesures
§ £ ROII . matrice des paramétres constantes a
estimer
H € R M0 : matrice de relation entre les paramé-

tres et les mesures.

VER =y, vy, ...V ] : mairices représentant le bruit et/ou
l'incertitude des mesures, composée
de vecteurs aléatoires normaux

indépendants , de moyennes nulles et

de variances Z I(11

La solution a partir de la méthode des moindres carrés du systéme

4-3-1 est donnée par le systeme
(HTH) 8 -HT 2 (4-4-2)

00’(5 est la matrice des meilleurs estimateurs des paramétres 8,

Le systéme (4-4-2) est & peu prés de la méme forme que celui de
l'équalibn 4-3-7 obtenu pour la validation des données. La différence
réside dans l'absence de la matrice V dans 4-4-2, ce qui simplifie la

solution du probléme dais ce cas.

La figure 4-13 présente le graphe correspondant a la résolution du
systéme (4-3-2), dans le cas o0 la matrice H, de dimension 75x12, est

décomposée en blocs de dimensions 2534.
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vl + (B Hp ! @ R 1 @l Ay T HT 2 )
‘alors l'équation 4-3-11 s'écrit sous la forme

/

el oRklL g ko

\ .

et si on utilise un paramétre de relazation ona:

Bl 3L o (r 8L By 0 (4-4-4)
ou 0= wly ' est le parameétre de relaxation. _

On peut écrire alors
alkel) 7 Bk), K0 (4-4-5)
. .

ou Tm=In+Q(T-In); 1,0t

Si on décompose les matrices Z et 8 de la facon suivante :

2124 T2, o

T P AN h
ou |

7. g pMiXT eianl r i=1,2, e, ,N

(4-4-3)

192

Az
B
n
8
gL
o
n
)

-
-

I'équation 4-4-4 s'ecrit sous la forme ;

L} N
mng})omwn'mﬂuln ZHHM% ?WJN

j=1
(4-4-6)

R S e - : : o T
ol Qi‘ “Im, Inl est la matrice d'identité de dimension n; et Du‘Hii H;:

Posons :

T : -tgTea-in-L. T
MII = (H H)ii' Ui-Di Hl’li + Dﬂ (H H)ﬁ] Dﬁ 1Qp= z Hii Zi
ietj=l1a N

on a alors :

by

'éi(K*-l) ,'éi(K) - UiMila K) _y. M 92( < N— MlNeN( ). Ujg;

(4-4-7)

On calcule donc hors itération les matrices u; Mil' uvMiz
u; MlN et u;q;.

Chaque itération comprend alors :

N multiplications de deux matrices. '

N additions de deux matrices.
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Pour le calcul paralléle de cet algorithme, nous utilisons les
méthodes présentées précedemment pour la multiplication des matrices et
la résolution itératives des systémes d'équations linéaires. La figure 4-14
présente le graphe correspondant a la premiére itération de cet algorithme.

La signification des différentes tiches du graphe 4-14 est la suivante :

la 18 Hgl By i-1aN K-1ai
19 2 27 BT 2, ii-t1aN

283135 D! i-1aN
29.3032.33,3436 Mij=jZHKiT Hg; i=1aN j-1aN
37.38,39 Ttz i-1aN

40,4245 oDl i=1aN

41,4344 Qj=1lgi+ Dy My i=1aN
46,47.48 0! i=1aN

49,5051 -0l Dyl i-1aN

52 4 60 Aj-ui My Lj-1aN

61 2 63 g-u ZHTZ  i-1an
64 4 71 460 Lj-1aN
72,7374 6(-Za;6(0q ij-12N

Le chemin critique du graphe 4-14 dans le cas général est
composé de :

A‘my;w—{hwx—m_—jﬁw // ]
i —{):/\/\ AN / A

*33

Figure (4-14) Graphe de la premiére itération de l'algorithme (4-4-7)
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1 multiplication de deux matrices v. d et d . v dont le resultat est
symeétrique.
1 inversion de matrices symeétriquesv.v
! inversion de matrice v.v

3 multiplications de deux matricesv.v
[ addition de deux matrices v.v

! multiplication de deux matricesv.vetv.r

I+log, N additions de deuz matricesv. r

ou N est le nombre de décompositions, d et r sont les dimensions des

sous-matrices z et v et r sont les dimensions des sous-matrices Gi.

La figure 4-15 présente le graphe correspondant a l'itération k
(k>1) de l'algorithme 4-4-7,

196

Figure (4-15) Graphe de l'itération k de l'algorithme 4-4-7
Le chemin critique du graphe 4-4-7 est composé de :

i multiplication de deux mairicesv.v

Log, N +1 additions de deux matrices v.r
Pour d=25, v=4, r=1, tiv - 6 et tadd ~ 5, la durée du chemin

critique du graphe 4-4-7 est de 100. Si L est le nombre d'itérations




197
nécessaires a la convergence de lalgorithme 4-4-7 , Ia durée totale du
chemin critique est :

3318 + (L-1)100

Pour que lalgorithme itérative soit plus rapide que la méthode

directe if faut que l'on ait :
3318+(L-1)100:4582, soit L ¢«-13

On peut trouver des relation semblables entre le nombre
d'itération L et le nombre de décompositions N en connaissant les
dimensions des sous-matrices 6. Par exemple, pourd =20, v=4r=1,

t giv= Stadd tmult = tadq: 1@ durée du chemin critique du graphe 4-13 est

(1441+1039N+16 logy N) Tpqq

el la durée du chemin critique de l'algorithme itératif est :

(3318+(L-1)(92+4(1+10g;) N))) t 44

Pour que l'algorithme itératif soit plus rapide que l'algorithme

direct, il faut que l'on ait :

3318 + (L-1) (92 + 4(1 + log N)) <1441 + 1039N +16 log N

Gu encore

Les tableauz 4-4 et 4-5 donnent respectivement le temps
d'exécution par ordonnancement de la premiére itération, représentée par

le graphe 4-14 et celui des itérations suivantes resprésentées par le

graphes 4-15.
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L< 1039 N + 20 logyN + 1781 7 96 + 4 logyN

(4-4-8)

Nombre de Temps Taux Taux
Processeurs d'exécution d'accélération d’'occupation
18 3318 14,8 0,82
14 4374 11,2 0,8
12 4374 11,2 0,94
10 4944 993 0,99
8 6758 7.26 091
6 8208 5,98 1
4 12302 3.99 1
3 16360 3 1

Tableau 4-4 Temps d'exécution pour la premiére itération de

l'algorithme 4-4-7

Nombre de Temps Taux Taux
Processeurs d'exécution d'accélération d'occupation
10 100 852 0,85
9 100 8,52 0,95
8 192 4,44 0,55
6 192 4,44 0,74
4 284 3 0,75

3 284 3 {

Tableau 4-5 Temps d'exécution de l'itération k(k>1)

de l'algorihtme 4-4-7
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La comparaison des deux tableaux (4-4, 4-5) et (4-3) donne le
nombre d'itérations maximum de l'algorithme itératif en fonction du
nombre de processeurs. Ainsi par exemple, pour un nombre de
processeurs égal 4 18 :

3318+(L-1)100¢<4582 ou L¢=13

Pour un nombre de processeurs égal a 10 :
4944+(L-1)100¢5462  soit L<=6

Pour un nombre de processeurs égal a 6, la durée d'exécution de la
premiére itération de I'algorithme 4-4-7 dépasse la durée de l'algorithme
global. On peut constater ainsi que, pour cet exemple, {'algorithme global

est plus rapide que 'algorithme itératif.

4-4-3 Algorithme récurssif

Considérons I'équation matricielle suivante :

Z=Heo+e (4-4-9)

Si N observations de la matrice des mesures Z sont disponibles, on
peut estimer la matrice @y avec une des méthodes précédentes
L'algorithme récursif des moindres carrés nous permet alors de calculer les

paramétres d'une fagon récurssive, dés que de nouvelles mesures sont

disponibles. Supposons les relations suivantes :
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ZN - HN X EN
z h T N1 €
N+1 “N+1 N+1
(4-4-10)
On a alors [4-71
Oneg - (! Hy * Byegog B D70 T 2y + B 2we )
N+1 N UN 7 AN+[-] 4N+ N © BN+1 N+t
{4-4-11)
qui aprés quelques manipulations aboutit a l'algorithme suivant ;
pN = (HT H)-l ;pN+1 = (HNT H N + hN,,l D_N+IT)-1
Ky = Py Bveq (1 * Byeq T Py b ) (4-4-12)
A o 1 \ T
01 =P F Ky (2o — 0 BN} (4-4-13)
DL T -1 _4-
PNot =P Pybyeg (e hyy,y Pybeg)™ By Py (4-4-14)

On peut partitionner alors 6 en M . R sous-matrices et utiliser les
méthodes présentées précédemment pour le calcul parallele de
l'algorithme. La figure 4-16 présente le graphe correspondant a cet
algorithme pour M-2 et R-2. La signification des différentes taches de ce

graphe est le suivante :

l1a g (PN)ii(hN)i i-1aM j-1aM
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0215 (Do  i-1aM j-1aR
]
16 2 18 Li-2 By ) i-1aM
j=1
L.}
) 19,20 yi- 2 (byD); 85 j-1aR
j=t
21,23.24,26.27,29 LLT i=1aM j=iaM
22,26,28 L i-1aM
: P ! L ‘ B 30,31 Z] = Zi - Yj
i : }— L ! - 5 ’ : : i \ -
BRI R AR\ N B RN N 32 (1+ by, " Py hy, )"
33,35.36.38.39.41 (Py. 1) i-1aMj-iaM
Sy i 34,37,40 Ky i-1aM
e S '\ﬂf\ \ : 42 4 47 @y, )j  i-14Mj-1aR
ar T g = 0): W W 48 tache final
IRLE —76[/% tache finale
E TR VAL / A
L B T I W U 6™ > S /|
O i ' P NV L] Considérons une matrice de paramétres de dimensions 20.5

décomposée de la facon suivante :

LA \N AR 47/

Figure (4-16) Graphe de ['algorithme récursif des moindres carrés
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dans le cas oU tp, = 5 tyqq. la durée du chemin critique du graphe 4-16
est de 840 t ,4q Cette durée est réalisable sur au mazimum 15

processeurs. Par ordonnancement du caicul, on peut réduire a 10 le nombre
de processeurs pour exécuter l'algorithme dans le temps du chemin
critique. Le Tableau 4-6 donne le temps d'exécution de l'algorithme par

ordonnancement en fonction du nombre de processeurs.

Nombre de Temps Taux Taux
Processeurs d'exécution d'accélération d'occupation
10 840 8,03 0,38
8 929 7.25 091
6 1133 5.95 0,99
4 1720 3,92 0,98

3 2251 2,99 i
2 3372 2 l

Figure (4-6) Temps d'exécution pour l'algorithme récursif

des moindres carrés
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4-5 TRE DE K

4-5-1 Filtre de Kalmann global

Considérons un systéme linéaire, sous forme discréte défini par:
(K1) =A K z(K)=w(K)
1K) =HEKz(K+v(K) (4-5-1)

ou x (k+1) est le vecteur d'état de dimension n,
z (k) est le vecteur d'observation de dimension m,
k est l'instant d'échantillonage,
A (k) et H (k) sont des matrices d'élément connus,
w (k) et v (k) sont des bruits blancs Gaussiens, non correlés,
de moyennes nulles et de matrices de variance-covariance

respectives Q et R

Le probléme de filtre de Kalman est d'estimer le vecteur d'état

tout en minimisant le critére quadriatique de l'erreur : [4-8]

El{x()-T&)IS (k) -1 (k)]

ou S est une matrice symétrique définie positive

et x (k) est le meilleur estimateur de x (k).
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Les équations de filtre de Kalman sont définie alors comme suit :
[4-9]) [4-10], [4-11]:

- prédiction a un pas :

TKIK-1) - AK-1)T&K-11K-1) (4-5-2)
BIK-1) = AK-D)D(K11K-1) AT ®-1)+Q (4-5-3)

ou T (-1 1K-1) est le meilleur estimateur de 3 (K-1), avec Z(K-1)
P (K-11K-1) et P(K1K-1)sont les covariences de [£ (K-1)- x (K-1
[K-1)] et [£ {K) - x (K | K-1)] respectivement.

Quand la valeur de Z (K) est acquise, il faut modifier ces valeurs.

On a alors pour les prévisions a un pas:

TEID-TEIED+KE®EZE -EEIEKIK-D (4-5-4)
PKIK) =(I-K®K h(K)PEKIK-1) (4-5-5)
KK -PEIK-DET O THEKPKIK-DHT ) +RITD (4-5-6)

Pour ['implantation paralléle du filtre de Kalman, nous

decomposons le vecteur X en N vecteurs de dimension ¥ (j=1 .., N) de la

facon suivante :
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28 v
{ i 1 1
_12_ —2 -1
(K+1) = AK) (K) K)
X I ). 4
N N N
L x, X
_Z*_z_ o) ¥y
K1) - H (K) X) )
L 1 ¥
N —N N
Les équations 4-4-2 et 4-4-3 sont alors de la forme :
]
HEIK-D=2 A (KD g K-LIK-1) i-1aN (4-5-7)
j=t

N
T b
Pi,-(KIK—l)=zl Ajp 2 (Peg (K-11K-1) Aj 1)+ Qi j= 12N

(4-5-8)
et elles peuvent alors étre résolues en parallele.

Pour les équations 4-4-4 a 4-4-6, la méme décomposition donne
la possibilité de calculer parallélement les sous-matrices. En effet, le calcul
de K(k) est composé de multiplications de matrices et de l'inversion d'une

matrices symétrigue : nous avons déja étudié les méthodes de calcul




207

paralléle de ces operations.

La figure 4-17 présente le graphe associé, pour N=2 et pour la

partie correspondant au calcul de P (K | K).

Sur cette figure on peut distinguer les calculs suivants :
- taches 1 a 21: calculde P ((K+1 1K) - A (K)P (K 1K) AT (P (K),

- les taches 19, 20, 21 correspondent respectivement aux sous-

matrices de covariance Py (K+11 K), Py (K«1 | K} et
Py (K+1 1 K). La matrice P(K+1 | K} étant symétrique, le calcul

de Py (K+1 |K) n'est pas nécessaire,

- tiches 22 4 33 : calcul de M (K) = P (K | K-1).

On doit stocker les sous-matrices Mii (K) dans la mémoire pour la

suite des calculs.
- taches 39 & 42 : calcul de H (K) M (K),

La encore, la matrice résultante est symétrique. On calcule dont les

blocs triangulaires supérieurs.

- taches 43 a 45 : calcul de u (K) : H (K) M (K) + R,

@

3

208

35

Figure (4-17) Graphe du Filtre de Kalman décentralisé

pour le systéme 4-4-25
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- taches 46 2 49, 51, 54, 58, 61 : calcul de [u (K)] ™!,

- taches 50, 55,59, 53, 66, 68, 57, 52, 60, 56, 67, 69 . calcul de
K (k) =M () [u ()1}

- taches 62, 63,64, 65,70,71,72,73,74,75,76,77,78, 82 : calcul
del-K(KHIK)

- derniéres taches ; calcul de P (K 1K) - {1 -K (K) H{(K}} P (K |1 K-1).

On peut remarquer que, pour accélérer le calcul, nous avons
effectué le chevauchement du calcul de [u (K)]‘l. K{K)etl-K((K) HKLA
chaque fois qu'une sous-matrice est calculée, nous l'avons utilisé pour le

calcul suivant.

Dans le cas ou les blocs de A, P, H ont les mémes dimensions v, le

chemin critique du graphe 4-7 est composé de :

- 3 N +3 multiplications de deux matrices v.v,

- N inversions de matrices symétriques v.v,

- (N+1) multiplications de deux matrices v.v dont le résultat est
symétrigue,

- (N+2) additions de deux matrices v.v dont le résultat est
symétrique,

- 5 log,N + (2 N - 4) additions de deux matrices v.v.

Le nombre total d'opérations pour le calcul d'un filtre de Kalman
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est de :
- N inversions de matrices symétriques v.v,
- (6 N3 -2N?) multiplications de deux matrices v.v,
- (N-1) (6 N? - 4 N) additions de deux matrices v.v,

S(4N2-1) multiplications de deux matrices v.v dont le résultat
est symétrique,

- (5 N2 - 3 N) additions de deux matrices v.v dont le résultat est
symeétrique,

-3 N2 muftiplications d'une matrice v.v par un vecteur de
dimension v,

-3 N2 - N additions de deux vecteurs de dimension v.

Connaissant le nombre total d'opérations et [a durée du chemin

critique, on peut calculer le taux d'accélération pour N et v donnés.

Pour N et v d'ordre élevé, on peut se contenter de prendre en
compte uniquement le nombre de multiplications dans le nombre total
d'opérations ; mais pour ['étude du chemin critique, il faut tenir compte du

nombre d'inversions des mairices.
Pour v suffisamment grand, on peut écrire :

- temps d'inversion d'une matrice symétrigue : [ (temps de
2

wuiiiplication de deux matrices),
- temps de multiplication de deux matrices dont le résultat est

symétrique = 1 (temps de multiplication de deux matrices).
2




Le taux d'accélération asymptotique pour le filtre de Kalman est
donc de :

T -6N3-2N2+«2N%2 -15N? (4-5-9)
accel ——
3N+N/2+N/2

4-4-2 Filtre de Kalman décentralisé {4-12]

Pour les systémes interconnectés, des capteurs implantés sur
chaque sous-systéme mesurent les variables qui [ui sont propres. Dans ce
cas, la matrice H des équations 4-4-1 est sous forme de bloc diagonal. On

peut donc écrire les équations 4-4-1 sous la forme suivante :

N
5 (KeD) - A5 KV 5 () 2 Ay K) 2y K)o 9 ®) = 1N
4 (k) - B, ()5 () -y, (0 j-1aN

{4-5-10)

ol X est le vecteur d'état du sous-systéme | de dimension .
;i est le vecteur d'observation de dimension vj,

w; (K) et Y (K) sont des bruits blancs gaussiens non correlés de

movennes nulles et de covariances respectives Qi et R}-.

Supposons :

1 Ke11K) =2 - Bl (K1) IZ K]
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Ly (K+11K) =2y - ElZy (K+1) [ Z(K), Z{ (K+1)]
'ZN—IN (K+11Ke1) =2y - Bl Zy R+ D 1Z(K), 2y (K#1), .oy g (K1)

Nous pouvons décomposer l'espace H* de la variable aléatoire Z en
(N+1) sous-espaces orthogonaux [4-13], [4-14] :

5 o7, K110 61, Kel K1) @ o N ket 1K+
| K 1 2 WBHLTRA DD N
Utilisons la propriété géométrique suivante :

- soit B un élément de l'espace H* qui est un sous-espace ferme de LZ :

= soitﬁl sa projection sur le sous-espace fermé Z; de H* (ﬁ-l est donc la
meilleure estimation de B dans Zl) ;

- soit 22 le vecteur de dimension m des projections de 12 dans Zl (Zz
est donc la meilleure estimation de Z, dansZ{);

. ~ ~
- soitenfinZy =75 -Zy
ﬁ. projection de p dans le sous-espace 2| & Z,, s'écrit alors :
-p, - 0T, 0! T, (4-5-11)

En écrivant les équations 4-4-10 sous la forme :

N
L (1) = 2 Ay () 2 () + 9 (K) (4-5-12)

m=1
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nous obtenons alors pour la prédiction a un pas:

5 (Kl IK)-i Aim(K)'im KiK)et (4-5-13)

a=1

"ii(KdIK)=x]-(K+1)-'ij(K+1IK)=i Ajm ) [y ) - Ty KIK)]

n=1

(4-5-14)
La covariance de la prédiction a un pas est donc:

+11K) = B[E (K1 1K) %1 (ke
Pjj (K+1 1K) = Elxj (K+1 1K) j* (K+11K)]

N
2 A (0 (2P KIOATEDQ(€) (45-15)

a=1 f=1

(X CEI¥ (K+ *T (ks
Pjg K+ 11K) = E L& (K+11K) X7 (K1 1K)

N N
T
; gAl-r ®) (E Py (K1K) Ap,T (K) (4-5-16)
L'application de 4-4-11 pour les sous-espaces ‘fl, 2'2, ZN aboutit

alors a [4-13] d'ou:

3 KL 1Kol = B et 1Ko + ()5 T DTS o1 1K01) (45-17)
Pigy (Ke 1K 1) = By (Ko 11 Kol - (K)sS 1Ko 1) By (Ko 1) Py (KoL 1Ko D)y

(4-5-18)
(K)eSt (Ke1) = By (KetRel)g g By (01) THGT (€01) Pgo 1o BT
(K+1) + Ry (K+ DI (4-5-19)
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L'algorithme décentralisé du filtre de Kalman peut donc se

résumer ainsi:

1) 2 partir des équations 4-5-13 a 4-5-16, on calcule les prédictions 4

un pas
2)  posons s-1 et utilisons les conditions suivantes :

g (K1 1 Ke1)g = 2y (K1) et By (Kol | Rellg = Py (Ko 1KRe)

3) on calcule alors :

(R)F 1y (Kol 1KoD)g et Py (Kol 1Ke1)g

4) on pose s - s+| et on boucle les calculs en retournant a l'étape 3.
Quand s - N+1, le calcul est terminé.

Si les sous-matrices ont les mémes dimensions v, le nombre total des

opérations pour le filtre décentralisé est :

- N inversions de matrices symétriques de dimension v.v,

- (2N3 + N2) multiplications de matrices non symétriques de dimension
vV,
(2N2 + W) multiplications de matrices de dimension vv dont le
résultat est symeétrique,

- N (N-1) (4 N-1) additions de matrices non symétriques de dimension

vy,
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- 2N? additions de matrices symétriques v.v par un vecteur de
dimension v,
- 2N? additions de vecteurs de dimension v.

Le calcul paralléle du filtre décentralisé se fait donc en (N+1) étapes :

Btape [ : - calcul des prédictions a un pas. Cette étape est la

méme que celle du filtre centralisé

Etape 2: -calculdexj(l(ﬂ|K+l)letPim(K+llK+l)1

Etape N+1: - calcul de K (K+1 [ K+ 1)y et Pim (K+1 1K)y

Lremple : Considérons le systeme interconnecté suivant :

Systéme 1 Systéme 2

F

Systéme 3

La représentation mathématique de ce systeme est :
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O T P I R
X (K1) A B 4 K4 ()
L3 BT 2 33 Lo | Yw
(4-5-20)
L ReD) H l(K»l) 0 0 e ||y )
(K+1)
K‘l 0 H 0 X +
LK | ) o g ¥ ®
K+l
7 K1) 1K)
0 0 H A K
B — s 1L LM
(4-5-2t)

La figure 4-18 présente le graphe correspondant de l'algorithme
décentralisé du Filtre de Kalman pour le calcul des sous-matrices de
covariance. Sur cette figure, les taches sont numérotées de la facon

suivante :

N N
X - T
- taches 1 a 60 : calcul de ‘Zl Aimz (Ppyr (KIK) A" (K))
- taches 61 a 80 : calcul des Pim (K+1 [K+1)
- taches 81 a 100 : calcul des ij (K+11K+1)y

~ taches 101 a 120 : calcul des pjm (K+1 |K+l)3

A une étape donnée (étape de calcul des ij (K+1 1 K+1){ par

exemple), on distingue notamment :
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Figure (4-13} Filtre de Kaltan décentralisé
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- tache 61: My =Py (K1 1K H,T
- tache 65 :uy = (Hy My +R;)!
= tﬁCheGgl(K21)10=M21-Ul

= téches75é80:Pij(K+1|K+1) i-1a3 j-ia3

Dans le cas ol les sous-matrices Aij et Hi ont les mémes

dimensions v, le chemin critique du graphe 4-18 est composé de :

- (2N + 1) multiplications de deux matrices de dimensions v.v,

- (2N +1) multiplications de deuxr matrices de dimensions v.v
dont le résultat est symétrique,

- (3N - 1) additions de deux matrices de dimensions v.v
symétriques

- (N-1) additions de deux matrices de dimensions v.v non
symétriques;

- N inversions de matrices symétrigues de dimensions v.v.

En connaissant le nombre total dopérations et la durée du
chemin critique, on peut calculer le taux d'accélération de l'algorithme.
Pour v suffisamment grand, on peut négliger le temps de calcul des
additions sachant que le temps de calcul correspondant aux opérations
sur les matrices symétriques est la moitié de celui correspondant au
temps des opérations sur les matrices non symeétriques, ce taux

d'accéléeration asymptotique de l'algorithme est donc:




2N3 N2 (4-5-22)

2ZN+N+N/2

T ”
accel

4
7

Le taux d'accélération asymptotique du fiftre décentralisé est

inférieur a oelui du filtre non décentraliséd, maic le nombre d'opérations

total du filtre decentralisé est beaucoup moins important : en conséquence,

la durée du chemin critique du filtre décentralisé est plus courte que celle ‘

du filtre centralisé,

La figure 4-19 présente le graphe correspondant au calcul du filtre

centralisé pour le systéme (4-5-20), (4-5-21). Le nombre de tiches a

exécuter est de 179 au lieu de 120 pour le filtre décentralisé.

La durée du chemin critique du graphe (4-19) correspond 2 :
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- 3N multiplications de deux matrices non symétriques,

- (N+4) multiplications de deux matrices symétriques,

- (3N - 4) additions de deux matrices non symétriques,

- (2N + 2) additions de deux matrices symétriques,

- N inversions de matrices symétriques.

Par rapport au filtre décentralisé, le nombre de multiplications et

additions non symétriques a été augmenté, ce qui par conséquent

|
augmente la durée du chemin critique. |
|
|

Le tableau (4-5) compare le temps du chemin critique des deux

filtres, pour N - 3 et dans le cas oU t g, = 6 taqq truie = S tadd:




220

||||||

0zt




221

v 3 4 5 6
Filtre centralisé 2511 5799 11150 19068
Filtre décentralisé 2139 5015 9625 16440
Rapport =R 0,85 0,86 0,861 0.86

Tableau (4-5) Comparaison du temps du chemin critique

des filtres centralisés et décentralisés

Pour la valeur asymptotique de R, en supposant toujours que le
temps de calcul des opérations sur les matrices symétriques est la moitié

de celui des matrices non symétriques, on peut écrire .

2N+1

N
2 N+1 +—
{2 N+1)+ 2

R~ = 0,875 (4-5-23)

2
N+4

3N
3+2

N
AR
2

Le temps du chemin critique du filtre decentralisé est donc de

12,5 % inférieur a celui du filtre centralisé.
ORDONNANCEMENT DU CALCUL

Nous avons calculé le taux d'accélération maximum pour le filtre
décentralisé dans l'équation (4-5-22). Ce taux est réalisable sur au
maximum de N3 nrocesseurs, Le taux d'occupation des processeurs est dans

ce cas de :
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{4-5-24)

Pour N suffisamment grand, le taux d'occupation des processeurs
est trés faible. L'ordonnancement du calcu!l pour diminuer le nombre de
processeurs est donc indispensable dans ce cas. Nous avons etudie le
nombre de processeurs nécessaires pour effectuer le calcul dans le temps
du chemin critique : ce nombre minimal est de Nz, le taux d'occupation des

processeurs est :

1 4N -055 (4-5-25)

occup T ——
7 N?

Ce taux d'occupation n'est pas excellent. Nous pouvons trouver
un compromis qui, tout en ameéliorant ce taux, augmente légérement la
durée du calcul et illustré dans le tableau (4-6) qui donne le temps
d'exécution de |'algorithme pour le systeme (4-4-19) par l'ordonnancement

du calcul dans le cas ou V - 3, ty; - 6 to4d € tmutt = 3 tadg- On peut

remarquer que le temps du chemin critique est obtenu sur |1 processeurs,
avec un taux d'occupation de 0,53. Pour 6 processeurs, la durée d'exécution
est de 2400, soit 13 % de plus que le temps du chemin critique, mais le
tauz d'occupation passe de 0,53 a 0,86, ce qui représente une amelioration
considérable. Dans ce cas, le choix de 6 processeurs nous semble un bon

compromis entre le taux d'occupation et le temps d'exécution
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Nombre de Temps Taux Taux
Processeurs d'exécution d'accélération | d'occupation
11 2139 5.8 0,53
10 2226 5.6 0,56
8 2292 %4 0,68
6 2400 5,2 0,86
4 3126 3,97 0,99
3 4173 298 0.99

Tableau (3-6) Temps d'exécution pour le filtre décentralisé

ORDONNANCEMENT DAN:

Nous avons étudié le cas ou les sous-systémes sont tous de méme

pour le systeme 4-4-19

S_GENE

dimension et ou les sous-matrices Aij sont toutes non nulles.

Généralement, les systémes interconnectés n'ont pas tous la méme

dimension et nous pouvons trouver Aij = (0. Considérons alors le systéme

suivant :

systéme |
dimension 3

systeme 2
dimension 2

systéme 3
dimension 4

La représentation mathématique de ce systeme est :
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5 & Ayl 0 (K v, () i

D |7 A, Ay Ay 0 || x®

x (K1) A 0 &g v
I 31 33 R R

Z,®D H 0 0 I D

1
Z (&1 | - 0 H 0 I (x+D (4-4-25)
2 2 2
| K+1
z 3(1( ) ] g Ha X 3( )

La figure (4-19) présente le graphe correspondant pour le filtre
centralisé du systéme (4-4-25). Sur cette figure, nous avons représenté
également le calcul des vecteurs d'etat (taches en haut de la figure). La

durée du chemin critique dans ce cas est de 2685 tadqr cest-a-dire une

valeur supérieure 2 celle du systéme (4-4-19), mais réalisable sur 6

processeurs au lieu de 11. Les taches critiques de la figure (4-19) sont

légérement différentes de celles de la figure (4-18). Le tableau (4-7) donne

9SI[EIIUSDYP UOU UBW{EY 8P d11lg (uz-+) Sindid

le temps d'exécution de l'algorithme pour Is systémes (4-4-25) dans le cas

d'ordonnancement du calcul.

Enfin, lorsque dans le cas général, on ne peut pas déterminer le

chemin critique a priori, il est alors possible d'utiliser les techniques de [a

méthodes PER.T. présentées au chapitre 2.
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Nombre de Temps Taux Taux
Processeurs d'exécution d'accélération | d'occupation
11 2139 5.8 0,53
9 2226 5.6 0,62
6 2400 5.2 0,86
5 2652 47 0.94
4 3126 3.97 0,99
3 4173 2,98 0,99

Tableau (4-9) Temps d'exécution pour le filire de Kalman déceniralise

4-6 CONCLUSION

Nous avons eétudié les techniques de calcul parallele pour la
multiplication de deux matrices et appliqué les résultats de cette étude
pour le calcul paralléle des algorithmes de validation des données et

d'estimation des parameétres.

Dans chaque cas, nous avons comparé les algorithmes directs et
irératifs et nous avons établi les conditions d'efficacité des algorithmes

itératifs pour améliorer le temps de calcul.

Nous avons égallement appliqué les méthodes du calcul parali¢le
dans le cas du filtre de Kalman centralisé et décentralisé. Dans tous les cas,
nous avons démontré que les méthodes d'ordonnancement de calcul
présentées au chapitre 2 abouiisseni 4 un taux d'occupation des

processeurs plus élevé.

- CHAPITRE 5 -

FALETL PABELLELE
DE L6 BUMHHONOE DECVIHGLE
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5-1 INTRODUCTION

Le probléme de la commande optimale a suscité beaucoup
d'attention ces derniéres années. Les raisons principales sont {e besoin
croissant de systémes de hautes performances d'une part et fa disponibilité
des ordinateurs d'autre part. Mais l'application des méthodes de commande
optimale pose deux problémes essentiels : le temps de calcul et la capacité

de mémoire, deux problémes qui sont en pratique liés.

Pour un probléme discret par exemple, {a solution du probléme
linéaire-quadratique peut étre obtenue par la résolution d'une équation de
Riccati. Mais ['‘équation de Riccati dans ce cas est un systéme d'équations

récursives non linéaires de n (n + 1) éléments et il faut en plus stocker les
2

valeurs de la matrice p solution de l'‘équation de Riccati, pour toute la
période d'optimisation : le temps de calcul et la place mémoire nécessaire
augmentent rapidement avec la dimension du systéme. Les techniques de
décomposition permettent de surmonter en partie ces difficultés et
fournissent également une base assez solide pour ['utilisation des

architectures paralléles.

Nous avons donc consacré ce chapitre a 'étude de la commande
optimale. Nous étudierons d'abord les méthodes de résolution en paralicle
des systémes d'équations différentielies . Nous étudierons ensuite les
possibilités d'application des techniques paralieles du calcul de la
commande optimale des systémes continus ainsi que des systémes discrets.

Nous aborderons enfin la résolution paralléle de I'équation de Riccati.
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5-2_RESOLUTION DES SYSTEMES D'EQUATI

La résolution en paralléle des systémes d'équations
différentielles peut étre effectuée par décomposition de ces équations dans

l'espace et dans le temps. Nous étudierons la décomposition spatiale en
méme temps que le calcul parallele de la commande optimale. Nous

considérons donc dans un premier temps la décomposition temporelle,
5-2-1 Equations différentielles non linéaires

Soit 4 résoudre le systéme d'équations différentielles suivant

i-f(Z.t) tg <<t

ClZtg) Z(tp)l=0 {(5-2-1)

ou Z est un vecteur de dimension n, tgy est {'instant initial, tp est l'instant

final et C est le vecteur des conditions aux deux bouts. Pour partitionner

cette équation dans le temps, nous divisons [intervalle lig, tf] en m

intervalles [tg, t;], [t), tol s vl gu tg -
Supposons g ¢ty ¢ty s Cty = Y (5-2-2)
Pour [T ST— -1, DOUS estimons les valeurs de Z que
nous désignons par Zg, Ly, e o

A partir de ces valeurs initiales, nous pouvons intégrer 5-2-1 sur
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chaque intervalle par une méthode classique, par exemple par la méthode

de Kutta-Runge.

Nous estimons ainsi les nouvelles valeurs de Z(l ) I Z(l )2, ......,A.Zm(l ).

Nous essayons ensuite d'améliorer les premiéres estimations afin
de diminuer d'itération en itération la difference entre les estimations

successives.

SUppOSDl’lS dOnC qua llleratlon K. ZO » 21 »
Z,n‘]

sont des valeurs estimées & partir des conditions initiales

Définissons les vecteurs n(K) comme :

hi(K)‘Zi+1(m)'Zi+l(K) j-0 am-2 (5-2-3)
nm-l(K) -C [ZO(K). ZM(K*I )]

o 4,&V-0g®y  j-0am (5-2-4)

ou Q]. est une fonction obtenue par l'intégration de I'équation 5-2-1 de

f'intervalle hi' Ir tl-]. On peut donc écrire :

n]lK) K Q’ (Z‘(K)' 1) e Z-j*l(K) ] =0 a m-2

b ¥ -cizg®l g g, ®) 0 (5-2-5)
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En écrivant le développement limité de hi(K) et hm-l(K)' nous

obtenons :

) ()

an“‘ Jh
®_ K 0K ® ok 0w 0
By = G 84 G+ 0y by G T 0 el *almAZiﬂ

K (K) (K) X) ® &, oC (K oC K)
hmﬂl (ZO *AZO ’Zm-l *Azm_l)'C[Zo ’Zm-ll*;;i;AZO +ZI":AZ'“'|
(5-2-6)

et en appliquant la méthode de Newton, on peut écrire :

®) ®)

® @ ®, gy b g
@ 2 )=z e

i 4 b azi j azid j+1

K K, oC ® aC (K)

ClzZ "2 1+ —A 7 +——AZ =0
0 “m-1 0 -1
m 2, 0oz, ™
(5-2-7)
or
q K
on 29.@".0 0 on"
—— M {1,z t =-1 j=0am-2
Y oL jLg et =1y
I [ ot
(5-2-8)
ol M‘v (t, Li) sont des matrices de dimension n et I, est la matrice d'identité
de l'ordre n.
On a donc:

(5-2-9)
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En posant :
38t 28R
32, 2,

on a alors les équations suivantes :

Miaz®-az ®-n® ooz w2
Tazg® e AMy (a2g K -y ¥

A partir des équations (5-2-10), on peut donc calculer les

valeurs de A Zj {j = 0 a m-1) et appliquer l'algorithme de Newton :

Z}(K*‘” = Z,(K) + Q AZJ(K) j=1am-!

0¢ <l (5-2-11)

La résolution de l'équation différentielle 5-2-1 par la partition

temporelle, comprend donc les étapes suivantes :

a) Calcul des Lj+1(K+I) & partir des Z;(K)
b) Calcul des M;(t), T(1), R(t)

c) Résolution du systéme d'équations linéaires (5-2-10)

Les étapes a et b peuvent étre exécutées en paralléle sur au
mazimum (m+2) processeurs, tandis que pour l'étape trois, on peut

appliquer les méthodes itératives de résolution des équations linéaires.
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Dans la théorie de la commande optimale, on rencontre souvent
des équations différentielles avec des conditions aux deux bouts sous la

forme :

i.=£l (x.lt) 1(10)"10 to<t<tf (5‘2-12)

Y-l @yt vl -y (5-2-13)

ou 3 et y sont des vecteurs de méme dimension n.

Sion pose :
§s [‘] ona:
Y
() -2%
. 0
1-1(2) ¢ - g .
Y-yt (5-2-14)

On peut donc utiliser la méthode présentée ci-dessus, pour
pouvoir utiliser au mieux les deux conditions aux bouts, on peut modifier

légérement la méthode précédente, a savoir ;

- estimation des valeurs Y, X[, ¥, e Ip-1 Ym-1,

- intégration de I'équation 5-2-12 dans chaque intervalle dans le
sens direct,
- intégration de l'équation 5-2-13 dans chaque intervalle a

rebours ;

On définit alors
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hjl(K) - xi+1(k+1) _ xj(K)

K -y o) (00

et on applique la méthode de Newton comme dans le cas précédent. Les

deux méthodes sont exécutables sur 2m processeurs.

La méthode de partition temporelle est applicable également

dans le cas des équations différentielles avec des conditions a un seul bout.

Dans ce cas, Ay est nul et la derniére équation du systéme 5-2-10

disparait. La résofution du systéme 5-2-10 est donc plus simple.
5-2-2 Bquations différentielles linéaires

Soit a résoudre {'équation différentielle :

I-AMZeb®)  tystct (5-2-15)

TZ(g) +RZ(tp) - d

La méthode de partition temporelle présentée en 5-2-1 est
toujours applicable. Dans ce cas, si on utilise une méthode récursive comme

par czemple celle de Kutta-Runge, les matrices M‘- sont indépendantes des

Li. Elles sont donc calculées uniquement pour la premiére itération.

Pour les équations différentielles avec des conditions 4 un seul

bout, on peut utiliser d'autres méthodes numériques pour la résolution de

234

ces équations. Nous étudierons deux méthodes : la méthode de Kurra-Runge

et la méthode de prédiction-correction.

de de Kutta- a deux étres : [5-1]

Soit 4 résoudre {'équation différentielle suivante
E-AWxz+b(t)  x20)-zp toetsiy (5-2-16)

Dans la méthode de Kutta-Runge, on divise l'intervalle lto. tf]
en m sous-intervalles [ty, t;] [ty, tol e ,[tq-1. t¢l de longueur h, ou
h est le pas d'intégration. On calcule alors les valeurs de x 1 E e X

récursivement a partir des équations suivantes

K| -hlA (tj) . lj"ﬁ(ti)]
Ko-h[A (tj’rl) (Xj*'Kl]*Q(li,,l) (5-2-17)

lj+1=Xj*1/2(K]+K.2) j=0am-!

En remplacant K | et Ky dans la troisieme équation, on

obtient :

xi*l =1/2[1+(I+h A (t])) (I+hA (tl+1)“x1 +h|(I+hA (li+1)l b_, *Qi*l

j=0an-1 (5-2-18)

ub Loy = Ajg+ B (5-2-19)
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Le calcul des Ai et E] peut étre effectué en paralléle : pour la

résolution de ['équation (5-2-8), on peut utiliser des méthodes itératives de

type Jacobi. Au niveau du calcul des A;, on peut don calculer : [T+hA (ti)]

et {I+hy (tg, )] en paraliéle.

On diminue ainsi les etapes de calcul a effectuer. Dans le cas ou,
pour une raison quelconque (convergence trés lente de la méthode
irérative ou nombre limité de processeurs), on doit mettre en oeuvre la

méthode directe, on peut toujours utiliser l'algorithme suivant :

K’l -h [A (t]) X+ bll
Kz -h(A (ti*l) I+ b‘i"l) (5-2-20)

K.y K+ /21K +Kp) « BA (4, ) K]

Le calcul de KI et K, peut étre effectué¢ en paralléle, mais pour

le calcul de T il faut attendre la fin du calcul de K; et K5. Le schéma du

calcul est ainsi le suivant :

Figure (5-1) Schéma du calcul paralléle pour le systéme 5-2-20
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b) Méthode de prédiction-correction [5-2]

Dans cette méthode, on utilise le schéma suivant :

1j+1(p) - x_‘(C) +h/2 (3(1((:) . [‘j_l(C))

5,95 @2

] £y ® 1) (5-2-21)

ol f=A(t)z+b(t) lj+1(p) est la valeur prédite de R et LM(C) est sa

valeur corrigée.

Déja a ce niveau, on peut calculer £l-(c) et £i_1(C) en paralléle

sur deux processeurs. Le schéma du calcul est le méme que celui présenté a
la figure 5-1. Mais dans le cas du systéme (5-2-6), l'algorithme peut avoir
un parallélisme beaucoup plus grand. En effet, I'application des équations

(5-2-20) pour le systéme (5-2-6) donne :

i ® -5 3072 (A (4 5O+ by) - w2 (A (4 O 4 b))
(5-2-22)

1K+1(C) = _X,K(C) +h/2 (A (tK+1) XK+](p) & QK”) +h/2 (A (tK XK)(C) # DK)
(5-2-23)

En tirant 1K+1(p) de l'équation (5-2-11) reportant dans

t'équation (5-2-12) on obtient une équation de la forme :

1@ - ag @ g O gy (5-2-24)
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Le calcul des Ay, AK-l et Py peut étre effectué en paraliele et

pour la résolution de l'équation 5-2-24, on peut utiliser des méthodes

itératives de type Jacobi.

Considérons e probléme d'optimisation :

Y

min 3= | W@ 1 w0 1P at (5-3-1)
oY

Y
sousx(t)= A(t) x(t)+B)U(t)

ou x (t) est le vecteur d'état de dimension n, U (t) le vecteur de commande
de dimension m, A (t), B (t), Q (t), R (t) sont des matrices de dimension
apropri¢e dont les coefficients sont des fonctions continues du temps sur

lintervalle [tg, t]

Nous supposons de plus que Q (t) est symétrique semi-défini

positif, et R (1) est symeétrique défini positif, ¥ t € [tg, t;].

Les conditions d'optimalité pour le probléme 5-3-1 sont alocs :
[5-3]

LW-A®M) 2M+BHUW 1(tg) -1,
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AW-0 zw+AT@aw LW () =0
B = -8 g @A) 5-3-2)

ou A (t) est le vecteur des paramélres de Lagrange associé. En remplacant

U (t) dans la premiére équations, on obtient :

1W-A0 2W-BOROIBOT 20 zly) -xg
iw--0w x®-aTwWaw L (1) () =0
(5-3-3)

Le systéme d'équations différentielles 5-3-3 est un systéeme

avec des conditions aux deux bouts.

Pour la résolution de ce probléme, plusieurs partitionnements
sont envisageables, partitionnement spatial et partitionnement temporel.
Nous étudierons deux partitionnements spatiaux, le premier avec

conditions en un seu! bout et la deuxiéme avec conditions aux deux bouts.

Dans chaque cas, nous appliquons également le partitionnement

temporel.

5-3-1 Décomposition en sous-problémes avec

conditions en un seul bout [5-4]
On peut décomposer les vecteurs ¥ et L en N sous vecteurs.

Le systéme 5-3-3 est alors partitionné de la fagon suivante :
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il ALl | Aps AN |- Du|-Dyy -Dyy .9

X, A1l | Aq, -Dir|-Dyy 5

% : X

Ay Any Annl- Dy Dan| |*W

: ) 4 1 SA!

A -1 -lei Qv [-An|-Ap IN i

i

. T

Lz -1 ‘le Ay A &2
Q Q|-AT ] Al

i “YNL NN|™ N1 NN A

Ly N

ot D-BR!BT

On décompose alors le systéme en 2 N sous-systémes par la
décomposition de la matrice correspondante en parties bioc-diagonales et
hors-diagonales. Par la relaxation de la partie hors-diagonale, on obtient

ainsi 2 N équations différentielles avec conditions en un seul bout.

Le schéma de décomposition paralléle sur deux nniveaux est

alors le suivant ;
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Coordonateur C 0

A [
3(K+1) A(K) 2 (K+1) 3 &
/ )\ J
‘ {q)
2 (g+1) &, A (D) (P) .
L L= i SR
y
*P1) 2
. 1 T, iP+1) (P)
E(’m-:}A 5(q+1)+ . 0~ A ='A‘il~ T AR -
oo T 0 el T P LI
2T S of &®
“p AW T I
N J
AP+1)
i(q“)(t Sex Lt )= 0
i o 1} 3
Systéme | Systéme 2

Figure (5-2) Décomposition sur deux niveaux

Dans cette méthode, les équations d'état et les équations

adjointes sont découplées au niveau le plus haut. Les coordonateurs C 1€t
CIZ ont respectivement la tache de coordination paraliéle des

sous-sysiemes des systémes | et Z. Le coordonateur Cp assure la suite des

coordinations des systémes 1 et 2.

Au niveau de chaque systéme ] ou 2, la coordination des

sous-systemes peut étre faire d'une facon synchrone ou asynchrone. Dans
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le schéma 3-2, la coordination est synchrone. Le coordinateur C;y par

exemple effectue un test global 4 la fin de chaque itération, et selon le
résultat du test, il arréte le calcul ou il déclenche l'itération suivante sur
tous les sous-systémes. Dans une coordination asynchrone par contre, a

chaque fois que le coordinateur Cyy recoit une nouvelle valeur de xi du

sous-systéme |, il effectue le test de la fin du calcul et si le test est faug, il

met x a la disposition des autres sous-systémes.

Le sous-systéeme j commence son itération suivante avec la

nouvelle valeur de X et les autres sous-systémes utilisent cette nouvelle

valeur quand ils auront fini leur itération en cours. Les équations itératives

du calcul dans ce cas sont les suivantes :

ii(qd) - Ay xi(qs~1) ) Aii x],((«I-Si) ) DijT L](K)

2 (P+ + p- T, -3-4
L(P “"Aﬁli(p D, AiiTLl'( rl)_zoll ll() (5-3-4)

ou 5 et o sont des retards éventuels des sous-systémes j. La convergence

de cet algorithme appeté algorithme de ralaxation cahotique a retard a été

étudié par différents auteurs. Voir par exemple [5-5 |, [ 5-6 , [ 5-7 |

L'intérét de la coordination asynchrone est de réduire le temps
d'attente des processeurs et d'augmenter ainsi leur taux d'occupation. Cette
méthode est surtout efficace pour le cas ou la durée d'exécution des taches
n'est pas prévisible. Dans le cas ol ['on peut prévoir la durée des taches, on
peut augmenter le taux d'occupation des processeurs par [‘ordonnancement

du calcul. La méthode que nous proposons est donc la méthode synchrone

v
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ordonnancée. Les équations itératives d'état et adjointes restent donc les
mémes que dans le schéma 5-2. Ainsi, les sous-systémes dans chacun des
deux systémes d'état et adjoints, sont synchronisés a chaque itération.
Nous démontrons un peu plus loin, sur des exemples concrets, que cette

synchronisation peut étre effectuée au milieu des itérations a la fin de
certaines opérations.

La figure 5-3 monire le graphe correspondant au calcul

synchronisé des sous-systémes au niveau des coordinateurs Cl et C12‘ On

peut remarquer sur cette figure que les suites des itérations q et p dans les
systémes d'état et adjointes sont indépendantes ['une de l'autre. Les deux
systemes 1 et 2 ne sont donc pas synchronisés entre eux. En effet, si a

I'itération K du coordinateur Co. les équations d'un des systémes 1 ou 2

convergent plus vite, les processeurs du systéme concerné doivent
attendre la convergence des équations de l'autre systéme pour pouvoir
commencer ['itération suivante, ce qui se traduit par une perte de temps
de calcul. Pour surmonter ce probléme et donc pour synchroniser fes deux
systémes, on peut effectuer un test global sur les variables d'état et
adjointes 4 Ia fin de chaque itération. L'indice d'itération des deux
systémes [ et 2 dans ce cas est la méme et les équations d'état et adjointes
convergent en méme temps. La figure 5-4 montre le graphe du calcul dans

le cas ou les itérations des systémes | et 2 sont synchronisées.

On peut ajouter au partitionnement spatial le partitionnement
temporel. Ainsi on augmente le degré de parallélisme de {'algorithme. La
méthode de partitionnement temporel peut étre une des méthodes

expliquées auparavant.
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Systeme 1

Systéme 2
Systéme 2

Figure (5-3) Graphe du calcul sans synchronisation des systémes 1 et 2

Figure (5-4) Graphe du calcul avec synchronisation des systémes | et 2




245

Nous allons montrer le partitionnement spatial sur un exemple.

Soit un systéme de grande dimension composé des

sous-systemes interconnectés de dimensions différentes représenté dans

| 2 |3

{e schéma suivant Figure (5-5) :
4]

sous-systeme 1 [* s0us-systéme 2 _| sous-systeme 3
dimension 5 dimension 4 dimension 6
Y
U
4 i
_._. .
sous-systéme 4

dimension 8

Figure (5-5) Schéma d'un systéme interconnecté

Supposons que la dynamique du systeme est décrite par

'équation suivante :
X-AX+BU Xl -X (5-3-5)

ol A et B ont |a forme suivante :
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A A 0l 0 B 0 0|0
11 12 11
A= 2t | 22 23 B- 22
A A |A B
0 1A, M| M o | o Byl o
Aa | o | o |4, o | o | o B,

Ay Ajg. A33 et A“ sont respectivement de dimension 5, 4, 6 et 8 ;
Bi1. Byo. B33 et B4 sont respectivement de dimension 512, 4x1, 6x2,

8x3.

Le critére 2 minimiser est de la forme ;

4

. 1 2 2
min j= | —[llz(t) IIQ=||g(t) llp] dt
u (t) 2
ou Q et R sont des matrices blocs diagonales de dimensions appropriees.

Supposons D = B RI BT : D est alors une matrice bloc

diagonale.

Les équations d'optimalité sont alors de a forme -
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£y APl o | 0 [Dy[ o |0 |0 £
£ Ayl | B | 0 [0 [Dz| 0 |0 £
X3 o |As2| A Az 0 [0 [D33 0 £3
Xq - Aﬂ 0 0 wl o |0 [0 [D X4
i Qo | o |0 -AITI A, 0 -AL &y
i, 0 [0 o [allA) SR L,
43 0 |0 [0 |0 |Ahl-agl 0 I
iy 6 |0 |0 °Q« 0 |o -A3T4 -A; A4
(5-3-6)

Xig-X,  A(p-0

La décomposition du schéma 5-2 pour le systéme 5-3-6
donne alors au niveau des coordonateurs Cyp et Cyo les équations

itératives suivantes :

Xl(qq)‘A“ Xl(q*”*Alz Xz(q) =By y LI(K)
Xz(q”)’Azz Xz(q*l)*AZI Xl(q) - A3 Xs(q)'Dzz LZ(K)
2591 - a3 50+ Az %04 ngg kg 0351500
Xq(q+1)=A44X4(q*l)+A41 X9 -p,, Y

(5-3-7)

et dans le cas ol la résolution des systémes d'équations d'état est adjointe
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et synchronisé, on a :

L1(q+l) _ AIIT &1(q+1) R AZIT &z(q) = A‘“T L4(q) -Qiq XI(K)
Lz(q+l) . AZZT Lz(q'rl) B AIZT Ll(q) - A32T Z‘-ff(q) -0y, X-Z(K)
L3(q+1) . A33T L3(q+1] _ A23T 2‘&2(q) . 033 X3(K)

i_4(q+1) == A44T M(Q*U = A34T LI(Q) - Q44 X_4(K]
(5-3-8)

Pour lintégration de chaque équation différentielle, nous
utilisons {a méthode de Kutta-Runge a deux paramétres. Le graphe

correspondant a une itération est le suivant :

Figure (5-6) Graphe du calcul des systémes (5-3-7) et (5-3-8)

Dans ce graphe, les tiches 1 a 8 correspondent 2 l'intégration
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des équations différentielles (5-3-7) et (5-3-8). La tache 9 est la tiche
finale qui peut étre constituée par les tests ou par une simple tache de

synchronisation de durée zéro.

Pour l'intégration des équations, nous procédons comme suit :
supposons que ['on divise l'intervalle [t, t;] en 64 pas d'intégration. En

utilisant les processeurs pour lesquels thult = tadq 1@ durée du chemin

critique du graphe (5-6) est de 43584 tyqq- Cette durée s'obtient sur au

maximum 8 processeurs, mais par ordonnancement du calcul, on peut

l'obtenir sur 6 processeurs.

Le tableau 5-1 donne le temps d'exécution par

l'ordonnancement de cet algorithme en fonction du nombre de

processeurs.

Nombre de Temps Taux Taux
Processeurs d'exécution d'accélération | d'occupation

6 43584 5,17 0,86

5 53760 419 0,84

4 60608 372 0,93

3 80384 2,8 093

2 113536 1,98 0,99

Tableau (5-1) Temps d'exécution pour les systémes (5-3-7) et (5-3-8)

On peut constater que e taux d'occupation pour 5 processeurs
est inférieur a celui pour 6 processeurs. La raison en est que d'une part,
le nombre des tiches a ordonnancer n'est pas important et d'autre part, la
durée des taches est trés grande. Nous avons divisé les taches | 4 8 en

taches de durées sensiblement équivalentes comme le montre la figure
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G
Figure (5-7) Graphe des systémes (5-3-7) et (5-3-8)

Le tableau 5-2 donne le temps d'exécution par

l'ordonnancement de l'algorithme dans ce cas :

Nombre de Temps Taux Taux
Processeurs d'exécution d'accélération d'occupation
6 43584 5,22 0,87
5 50376 4.47 0.9
4 59629 3,78 0,95
3 77749 2,9 0,97
2 112768 2 |

Tableau (5-2) Temps d'exécution pour les systémes (5-3-7) et (5-3-8)

dans le cas de taches partitionnées

On peut remarquer que les taux d'accélération et d'occupation

sont améliorés par rapport au tableau 5-1. Les tableaux S5-3 et 5-4
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donnent les mémes résultats dans le cas ol Unult = 5 Ladd:

Nombre de Temps Taux Taux
Processeurs d'exécution d'accélération d'occupation
6 133952 519 0,86
5 162112 4,29 0,86
4 187072 371 0,93
3 248768 2,79 0,93
2 347456 2 1

Tableau (5-3) Temps d'exécution dans le cas ol ty ;1 = 3 t,4q POUT

les taches non partitionnées

Nombre de Temps Taux Taux
Processeurs d'exécution d'accélération | d'occupation
6 133952 5,19 0,86
3 155008 4,48 0,9
4 183872 3.78 0,95
3 239360 29 0,97
2 347392 2 1

Tableau (5-4) Temps d'exécution dans le cas 0l e = 5 44 POUT

les taches partitionnées

Les taux d'accélération et d'occupation dans les tableaux 5-3
et 5-4 sont les mémes que ceux des tableaux 5-1 et 5-2. On constate donc
que l'ordonnancement du calcul est le méme pour les deux types de

processeurs .

Nous avons démontré au chapitre 2 que lagrégation des
taches diminue le temps (overhead) du a l'organisation du calcul, mais

également le taux d'accélération. Le graphe 5-6 est un exemple de ce type
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d'agrégation. En effet, en supposant que [lintégration de ['¢quation

différentielle constitue la tache 1 :

Xl(qﬂ), Ay Xl(q”)*AlZXZ(q)"Dll LI(K)

Nous avons éliminé un nombre important de possibilités du
parallélisme qui existent dans l'exécution de cette tache. Si l'intégration
de cette équation se fait par la méthode de Kutta-Runge avec deux

parametres, on peut écrire :

Kpp -0 X090 0+ 41, 59 -0,,2,% ©
SPRLTCIPS ALY ¥PY ALV PR
SERN SPALEIPESY

X (- X0+ 172Ky +Ky3)

On peut calculer A I_X](q+1) {0), Alz_Xz(q) (0). Dy IL](K) (0),

AIZ—KZ(Q)- D, lLl(K) (0) en paralléle.

Le graphe correspondant est le suivant :
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Figure (5-8) Graphe décomposé de la tache |

Chaque étape de la méthode de Kutta-Runge pour l'intégration
des systéemes d'équations différentielles (5-3-7) et (5-3-8) est donc
composée de graphes semblables au graphe (5-8) et disposés en paralléle.
Le tableau 5-5 monire le résultat de l'ordonnancement du calcul d'une
étape d'intégration des systémes (5-3-7) et (5-3-8) par la méthode de
Kutta-Runge pour le graphe composé des graphes 5-8. La durée du

chemin critique dans le cas ou tmult oSt 312 tadd: Cette durée s'obtient

sur au mazimum 48 processeurs, mais par I'ordonnancement du calcul, on

peut L'obtenir sur 14 processeurs.
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Nombre de Temps Taux Taux
Processeurs d'exécution d'accélération d'occupation
15 312 12,5 0,83
14 313 12,5 0,39
12 370 10.5 0,88
10 425 9,18 0,92
8 521 7.49 0,94
6 661 5.9 0,98
5 788 4.95 0,99
4 977 3,99 1
3 1310 2,98 0,99
2 1951 2 1

Tableau (5-5) Temps d'exécution pour le graphe 5-8

Une autre possibilité d'augmenter le parallélisme de
l'algorithme est comme nous l'avons déja expliqué le partitionnement
temporel. Le parallélisme offre de grandes possibilités sur ce type de

partitionnement.

En revanche, l'intégration des équations dans ce cas se fait par
les méthodes itératives. Si le nombre d'itérations est trés élevé, on risque
alors de ne pas pouvoir augmenter le taux d'accélération, malgré

['utilisation d'un nombre plus grand de processeurs.

La décomposition en sous-problémes avec conditions en un
seul bout peut étre effectué sur un seul niveau. Dans ce cas, le schéma de

calcul est le suivant :
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C
Jen] 1@ Lo ala+h)
i | j=i ] 1 1
Pl IL(q)
= j y
.( ’” +
@l 5, - b ='A-aTL(;q : z AjiL(jQ)-
i d Ao 5 o7 x ) &
Lk A
Alg+1)
t )=
UREEW P -0
Systéme | Systéme 2

Figure (5-9) Schéma de décomposition a un niveau

Dans ce schéma, les valeurs de A dans le systéme | et de 1
dans le systéme 2 sont renouvellées a chaque itération, l'organisation
parallele du calcul étant la méme que dans le cas de la décomposition a
deux niveaux. L'avantage de cette décomposition est la suppression du
niveau 2, mais son inconvénient dans le calcul paralléle est
l'augmentation du nombre d'échanges entre les sous-systémes. En effet,
dans la décomposition & deux niveaux, I'échange de x et de A entre les
systemes | et 2 se fait une fois par itération dans le niveau supérieur.
Par contre, dans le cas d'une décomposition 4 un niveau, cet échange se
fait & chaque itération. Le choix du mode de décomposition doit tenir
compte des conditions et de la rapidité de convergence, du temps

nécessaire pour les calculs du niveau 2 et des possibilités du réseau
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d'interconnexion entre les processeurs.

5-3-2 Décomposition en sous-problémes avec conditions aux

deux bouts
Ecrivons Z sous la forme :

T

Supposons Z! = | x;lT, - ,;NT, LNT]

On peut alors décomposer le probléme de commande optimale décrit
par les équations (5-3-3) en N sous-problémes d'optimisation locale

appartenant a la classe des ‘problémes avec conditions avx deux bouts’

Le schéma de la décomposition est alors le suivant :

5 Ay Dy A, D A Dy ) )
A QAL Qs ALl Qi -Af A\
x, A Dyy| Ay D 5
Mo 'QM -Agy _022 —Asz [ o 3,
~

| ~

i ~o
%"’ Am _q\ll A _DNN X,
An Oyt Ay Ay -Ad y

La décomposition paralleéle du systéme s'effectue alors par la
relaxation de la partie hors diagonale de la matrice concernée, a partir des

schémas suivants : [5-4]
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Zi(k) . Zi(k+l)

j-i

k'

Li(k*l) A _Ki(k*l) Dy Li(k*l) . E Aii E‘i(k) -3 Dii Lj(k) ] Li(k*l) - x4,

j=i =i

L(k+1) --Qy gi(k‘l) L AﬁT&i(k*l) -3 A}iTLi(k] - DiiT ?‘i(k) ' li(tf) -0

iai =i

Figure (5-10) Décomposition paralléle avec conditions aux deux bouts

Le nombre de sous-systémes dans ce schéma est la moitié de celui
des sous-systémes du schéma 5-2. Cette décomposition offre donc moins de
paraliélisme que la décomposition précédente. En plus, au niveau des
sous-systémes, l'optimisation consiste a résoudre un sous-probléme local
avec conditions aux deux bouts, qui nécessite plus de temps de calcul
qu'un sous-probléme avec conditions a un seul bout. En revanche, la
décomposition 5-10 converge généralement plus vite que la décomposition
5-2. Le choix entre les deuz décompositions doit donc tenir compte de tous

ces éléments.

Ezxemple : Les équations d'optimalité du systéme de la figure (5-5) dans le

cas d'une décomposition selon le schéma (5-10), sont les suivantes :

e el
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k, i Puffz 0o 0o o LA

3 0 - AT

3 o, 7aTjo -afilo oo Ay A

: > 1A

%, 21 0 [P2z Dpp| 723 0 X,

) AT

2] |0 -ADIG,-aL] AH|0 0 A

%, 0 0{A; 0 |, Pid0 o X,

; 3.3

Ay 0 0]o-aki|lmifso o A

- =)

X, AJ‘1 o|lo oo o Aﬂ 44 X,

Moo oo ofo-aLte Akl | M
x(to) - x0 &(tf) =0 (5‘3'9)

Le graphe correspondant pour une itération de l'algorithme (5-3-9)

est le suivant :

O~

{ b

%
ou les taches 1 a 4 représentent le calcul de zi = ( ;‘. } = 1a 4 par

relazation des éléments hors-diagonale de la matrice du systéme (5-3-9).

Le temps minimum d'exécution de l'algorithme (5-3-9) dans le cas ou
tmult = t 4 est de 850 000 t 44 il est réalisable sur deux processeurs. En
effet, 850 000 t 4, est le temps d'exécution de la tache 4 pour un systéeme

d'équations différentielles a deux bouts d'ordre 16. Un processeur s'occupe
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du calcul de cette tache pendant qu'un autre processeur peut exécuter les

taches 1,2 et 3 l'une aprés l'autre.

Le temps minimum d'exécution dans le cas de lalgorithme avec les

conditions 4 un bout est de 43 584 .,y (voir tableau 5-1). Pour avoir le
méme temps d'exécution, la convergence du schéma 5-10 doit étre 20 fois

plus rapide que la convergence totale du schéma 5-2.

On peut accroitre le parallélisme du schéma 5-10 par la résolution
itérative des équations différentielles appropriées. Plusieurs schémas

d'itérations sont alors envisageables:

a) Relaxation de L_i(K’” dans l'équation d'état et de xi“(") dans

{'équation adjointe, puis renouvellement de ces deux valeurs a la fin du
calcul de x et A. C'est le cas de la décomposition a deux niveaux représentée

par le schéma 5-2.

b) Méme type de relaxation, mais renouvellement de ces valeurs a
chaque itération. C'est le cas de la décomposition 2 un niveau représentée

par le schéma (5-9).

¢) Décomposition temporelle de chaque équation, intégration de la
premiére équation dans le sens direct et de la deuxiéeme équation 2
rebours, puis mise en oeuvre de l'algorithme présenté en (5-2-2).

Le choix d'une méthode itérative dépend naturellement du nombre
de processeurs disponibles et de la vitesse de convergence. Avec les

méthodes d'ordonnancement présentées au chapitre 2, on peut calculer le

260

temps d'exécution de chaque algorithme sur les processeurs disponibles.

On peut choisir ainsi la méthode itérative qui convient le mieux a un

probléme donné.

9-3-3 Intégration cn paralléic de I'équation de Riccati

Dans le cas de la commande optimale en boucle fermée, la résolution
du systéeme (5-3-3) passe par lintégration d'un systéme quadratique de
dimension n(n+1)/2 correspondant & une équation différentielle avec

condition finale de type Riccati, soit :

P(1) - P(t) Bt R11) BT() -1Té) P - PO A - Q1) Pltg) = 0
(5-3-10)

La loi de commande optimale est alors déterminée par :

U(1) = - R} BI(1) P(t) x(1) tE Ity tgl (5-3-11)

Pour la résolution paralléle du systéeme (5-3-10), plusieurs schémas

sont envisageables et sont étudiées par la suite.
a) Partitionnement de la matrice P(t)

Si on divise l'intervalle [tU, tf] en n pas d'intégration, alors en

intégrant a rebours de l'équation (5-3-10), on peut calculer la matrice P(t)

par une méthode classique. Les opérations a effectuer a chaque pas
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d'intégration sont des multiplications matricielles. On peut donc
partitionner la matrice P(t) en blocs de sous-matrices et utiliser la méthode
de multiplication paralléle de matrices présentée au chapitre 4. Les
sous-systémes dans ce cas doivent étre synchronisés a la fin de chaque pas

d'intégration.

Supposons par exemple qu'on utilise la méthode la méthode de
Kutta-Runge présentée précédemment. En divisant l'intervalle [10, tf] en n
pas d'intégration, on a :
=0

¢ -h{P: B RRIBIP -ATP P A -0 i=0 an-
k -n(® B RRTIBTR-ATR PA-Q  j-0an1 Py

Kp=h [(Pj+k ) By Ri; ™ By

-t T Py ) -Ap TPk ) - Bk ) Ay Qg )

P]_] ‘pl“‘L(kl +k2)
2
a chague pas d'intégration, on peut donc partitionner les matrices

concernees et effectuer le calcul de K, K, et Pj en paralléle.

La figure 5-11 présente le graphe de calcul dans le cas ou l'on a

partitionné les matrices de la facon suivante :
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r =t r 1 [= 1
b B B P BRI By 0
A
By Pao (A1 Aol L0 Pl B
_Q 0_ ] T —R 0 |
Q= 1t KS Kll K[g R= 11
RSP LT L0 By

On suppose de plus que les éléments des matrices A, B, R et Q sont

constants.

(L)) (D=

Figure (5-11) Graphe de l'intégration de {'‘équation de Riccati
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Les calculs correspondants aux différentes taches de ce graphe, sont

les suivantes :

taches 1 a 4: calcul de Py (BRIBT)jj i -142
tichcsE&lO:culculchikT.PKj i=1 a2 j=ia2 K=1a2

taches 11 a 28 : sommes de différentes sous-matrices pour former

les sous-matrices (K, )ij
taches 29 a 31 : calcul de (P; + K;)

taches 32 a 62 : calcul de Kz, effectué de facon analogue a celui de Kl

taches 63 a 65 : calcul de PH

Dans le cas geénéral ol la matrice P est décomposée en N2

sous-matrices, la durée du chemin critique du graphe 5-11 correspond a :

- 4 multiplications de sous-matrices

- 2N+3 additions de sous-matrices

Cette durée du chemin critique s'obtient sur au maximum

2
N2 s N—(N+l_) processeurs

2

EQUATION DE RICCATT DANS LE CAS D'HORIZON INFINI

Si la paire (AB) est commandable, alors la solution P(t) de

l'intégration rétrograde (5-3-10) converge pour (t-tf) ~——=----~ » 00, vers

fa solution de I'équation algébrique associée [ 5-8] :
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PBRI!BIP-ATP-PA-@Q-0 (5-3-12)

Pour résoudre cette équation, on peut utiliser la méthode de Newton

qui consiste a l'écrire sous la forme suivante :

(-A+PBRI!BTP-PA-Q-0

En supposant que -AT - -AT.pBRIBT ona:

~

tATP+PA+Q=-0 (5-3-13)

On peut donc relaxer la matrice P pour le calcul de A et résoudre

l'equation de Lyapunov (5-3-13). Le schéma du calcul est alors le suivant :

A- A - p%h g7

P(KHT ‘ A(K)

AP+PA+Q=0

Résoudre

Pour la solution en paralléle de (5-3-13), on peut utiliser le produit

de Krohnecker défini par :

Angn ® Bixp -(A®B) mixnp ~
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Le systéme (5-3-13) s'écrit alors sous la forme suivante : ' utilise la méthode de Jacobi par bloc pour la solution de cette équation, on a
alors :
Kl e +11,®aT p--q (5-3-14)
-1 K l
El(l+l)=D11 (_gl 'AIZ(K)P—Z(I) ......... 'Aln( )Rn( ))
OU p - (Ell'Plﬂ’ Plz.....Pzn, ................. 'Plﬂ. ..... Enn)T
~ [+1) -1 (qn - Ko (1) . K,
( )T E—Z( i J"Dzz ( (] AZI( JP_I( ) Azn( )Qn( )
g = Chlgln' qlz.....gzn. ................. qln gnn i

L'équation (5-3-14) est donc une équation linéaire d'ordre n? que

l'on peut résoudre en paralléle avec les méthodes présentées au chapitre

(1+1) _ 1.4 - (kK)p U _ (k) (1
3‘ Qn Dnn ( Q_n Anl El( ) An n-1 En-l )
En posant : Le calcul paraliéle de la méthode de Jacobi se déroule comme suit ;
Premiére itération :
X I +A 'K x1 3/ xI
11 n 12 n In n
- calcul de Dii‘1 i =1 anen paralléle sur n processeurs
_ ~ -caleulde D7l Ay i=1 anj-lanj i etDy!Qen paralicle
A x1l A . 1+A
21 o 22 n sar
D= n? processeurs
N
N
Ny Pour chaque itération suivante :
s A . =
% oA calcul de (Dy; AIJ)P] sur n(n-1) processeurs
nl n an n 1 (1) 2
-2 (D" Aij)Pj sur n®/2 processeurs en (log, n) étapes

la matrice D est déja décomposée en n? sous-matrices d'ordre n? Si l'on La figure (5-12) présente le graphe de calcul pour n = 4
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Figure (5-12) Graphe correspondant a la résolution du systeme

(5-3-14) par la méthode de Jacobi par bloc.

Le tableau (5-6) présente la définition d'une partie des taches du
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graphe 5-12. Les autres taches sont semblables aux taches définies dans le
tableau (5-6).

N° |Nature de la tache | N° | Nature de la tache |N° |Nature de la tache

1 b 11’1 22 _m13p3(1) ke -mys pa(m)

5 |mpz=Dyy! Ap 23 -my4pgV 7 -mygpg{ItD

6 |myz=DyylAg 33 | -myp 030 -my5 0 |57 Tnm 2D 5 51D
7 |mig=Dyt A 3| by-mypgpg 58 | by-mpgpg!tD

8 |by=-Dy-lq; 41 p, 0 65 p (2

21 myp pz(l) 45 -myp pz(l+l)

Tableau (5-61) : Définition des taches du graphe (5-12}

Si L est le nombre d'itérations pour la convergence de [a méthode de
Jacobi, la durée d'exécution pour la solution du systéme 5-3-14 est le

temps nécessaire pour :

- l'inversion d'une matrice n. n +
- la multiplication d'une matrice par un nombre réef +
- L multiplications d'une matrice nxn par un vecteur n + log,n

additions de deux vecteurs de dimension n.

Dans le cas ou les matrices Q et R sont symétriques, la matrice P de
I'équation de Riccati est symétrique. Le nombre d'inconnues dans ['‘équation

5-3-14 est donc 2(_%‘11 Dans ce cas la dimension de la matrice D est
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également n(I;_"l). On peut alors partitionner cette matrice et utiliser les Iy - Ap (Xp.1-Bg Up =0 K=l...Kg x0 donneé
éthod d ésoluti llele d'équations linéaires expliquées au T
méthodes de résolution paralléle quati € plig Ag - Og Eg - ATp Ay, = 0 K= Lo Kpo
chapitre 3.
Agr~ QgsXgs = 0 (5-4-2)
5-4 COMMANDE OPTIMALE DES SYSTEMES LINEAIRES DISCRETS Ry Ug +Blyag,, =0 K=0,...Kel

Considérons le probléme d'optimisation :

) En remplacant U, - P\'1 BT - A dans la premiére équation , on
Calculer le minimum de ] par rapport a Uy ou : K L S d

obtient :
w T T T
J = 1Z (2 .1 Ogay Egaq * Ug - Ry Uy) (5-4-1)
/ K 1 K+l _K+1 —K K K lK = AK—I—X‘K~1 + BK'I R' l K-l BTK-I Z._K = 0 K‘l,......,Kr xO fixe
sous L LK ‘QK}’;-K - Ay Z‘K*l =0 K=1, ... K¢l

Agp - QgeEge=0 (5-4-3)
Xp. - Agp Eg + By Uy K=o, 1, - Kp-1 5 xq fixé

Pour la résolution paralléle du systéme (5-4-3), plusieurs
ot xKERn caractérise ['¢tat global du systeme a l'instant discret K, U, €Rm, EEecmpios ons ot pylsAgeanics

le vecteur de commande et oi AK, BK, RK, QK sont des matrices de

dimensions appropriées.

Nous supposons de plus que les matrices QK*I sont définies
semi-positives et les matrices Ry, sont définies positives pour K=0.....,

K1,

Les conditions de stationnarité du probleme 5-4-1 sont alors les

suivantes :
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5-4-1 Décomposition spatiale

Comme dans le cas des systémes continus, on peut décomposer les

matrices A, B, Q, et R par blocs et décomposer de la méme maniére les

vecteurs Xy et Ly. Dans la oremiére éauation du systéme (5-4-3.) on relaxe
les variables &y et on calcule xy. Dans la deuziéme et troisieme équations,

on fixe les variables xy et on calcule Ay. Une itération de cet algorithme est

exprimee alors de la fagon suivante

(g1 o TRl a0q) o (gD
1 - g 20Uy By Re BT 419 2g' 0 - gy

" + + )
LK(q 1),QK Iﬁ(q)*’AKT L‘K*l(q 1) &“(q 1)-QfoKr(qv

(5-4-4)

Cette décomposition ressemble essentiellement & la

décomposition présentée en 5-3-1.

Ezemple :

Soit XK - AK‘lxK‘l - DK_I LK

LK=QK Ip + AK LK*I (5-4-5)

ou A, D et Q ont les formes suivantes :
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Au| At2 | A3
x4 | 4x6 |4x6 [ 0] O
0 o 0 0
6x6
q( et D Bloc diagonale
Ay | O A 1o | K
! 4x4
Agq

0| Ap | 0 gl ©

A

55
A5| 0 0 0 828

On peut alors écrire :

(g+1) +1)

1y ¥ A 11 R O A a9 Ay aa-f Dy i

x5 (0D gy xy 3 Vs x5 9055 2y f
R IR TR LTS TR SRS LV SIS PR L ST &
(K+1\(q#1)

+1 T + +
b5 V=055 x5 VAl dp)® eassT s @Y

La figure 5-13 présente la graphe correspondant a ce calcul.

Les taches 1 a 5 représentent les calculs de Ky xmet les
taches 5 a4 6 ceux de L_m ...... Lm La tache Il est une tache de
synchronisation de calcul : en effet, tous les vecteurs X ou de LiK) doivent

étre calculés avant le calcul de Xig, 10U Li](«l)‘
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Figure (5-13) Graphe du calcul du systeme (5-4-6)

La durée du chemin critique du graphe 5-13 dans le cas ou

toutt =

processeurs. Le

toqq €St de 344 toda Cette durée s'obtient sur au maximum [0

tableau S-7 donne le temps dexécution par

ordonnancement de 'algorithme (5-4-6- en fonction du nombre de

processeurs.
Nombre de Temps Taux Taux
processeurs d'exécution d'accélération | doccupation
g 344 5.8 0,83
6 358 5,56 0,93
5 420 474 0.95
4 528 378 0,95
5 698 2,85 0.95
2 1012 1,97 0,98

Tableau (5-7) Temps d'exécution pour le graphe (5-13)
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Si L est le nombre ditérations nécessaires a la convergence de
{'algorithme (5-4-5), le temps total pour la résolution du systéme (5-4-5)

est de :
L. Kf E TGXOC

ou hf est I'horizon d'optimisation et T est le temps calculé dans le

exec
tableau 5-7. Ainsi par exemple, pour L - 50 et K; - 40, le temps minimum

d'exécution est de 688 000 tadd:

On peut augmenter le degré de parallélisme de cet algorithme
par le calcul parallele des composants de chaque vecteur. On calcule par

exemple :

A k0 Aty g D Ay @0 et D2, @ en paraliéte et on

fait 1a somme de ces 4 vecteur pour le calcul de xiK(“’ b

Ainsi la tiche 1 du graphe 5-13 se décompose sous la forme

suivante :
g>7@
On peut ainsi decomposer chaque tache du graphe 5-13 de la
méme fagon.
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Le résultat donne un graphe comportant 32 branches paralléles

dont la durée du chemin critique est 136 t,44. Le tableau 5-8 donne le

processeurs dans le cas de cette décomposition des taches.

procesmenss | domemgon | daccisbration | oscapiion

16 136 147 0,92
14 152 13,1 0,94
12 174 115 0,96
10 206 9.7 0.97
8 254 7,86 0,98
6 336 594 099
5 402 4,96 0,99
4 500 3,99 1

3 668 2,99 |

R 998 2 1 i

Tableau 5-8 Temps d'exécution dans le cas de décomposition des

taches pour le graphe 5-13

Le temps minimum d'exécution donné dans le tableau 5-8 est
2.5 fois plus petit que celui donné dans le tableau 5-7. On peut remarquer
également que pour un méme nombre de processeurs, le temps d'exécution
représenté dans le tableau 5-8 est inférieur a ceux présentés dans le
tableau 5-7. La décomposition des tiches augmente donc le rendement du
systéme, mais comme nous l'avons déja expliqué au chapitre 2, le temps de

transfert et l'effet des conflits peuvent diminuer ce rendement. Nous

276

étudierons cet effet au chapitre 6.

Dans le cas ou l'on dispose d'une structure pipe-line, on peut

modifier {'algorithme (5-4-4) de la fagon suivante :

x{{(q‘rl)

Z'-K(q+1)'AKxK(Q+I)+AKT LK*«l(q)

. -1 T
- Ay i D - B Ry By Ty

(5-4-7)

Le parallélisme de I'algorithme( 5-4-7) est le méme que celui de

(5-4-4). En effet, le graphe de calcul pour l'algorithme (5-4-7) est le
suivant:

(q+1)  {a+1) (q+1)
. %2 B e
e —
ey (@D
A, 2

St l'horizon d'optimisation est assez grand, le temps de
démarrage (start-up) de l'algorithme est négligeable par rapport au temps
total d'exécution. Les deux algorithmes (5-4-4) et (5-4-7) ont donc
pratiquement les mémes temps d'exécution pour une itération, mais leur
taux de convergence peut étre différent pour un probléme donné. Dans le
cas du systeme représenté par le systéme (5-4-5) l'utilisation de la

structure pipe-line conduit au graphe de la figure 5-14.




Figure (5-14) Graphe de ['algorithme (5-4-7)

Sur cette figure, les taches | a 5 représentent le calcul de X

les taches 7 a 11 le calcul de x; | et les taches 12 4 16 le calcul de &;;. Les

taches 6 et 17 sont des taches de synchronisationLa durée d'exécution du
graphe 5-14 entre deux tiches de synchronisation 6 et 17 est la méme que

la durée présentée au tableau 5-6.

A la fin de chaque itération, on peut inverser la structure
pipe-line; on calcule &, de la deuxieme équation et on le remplace dans la
premiére équation pour e calcul de zy. Cette alternance de calculs équilibre

les itérations et peut améliorer la convergence de lalgorithme.

Une autre meéthode qui peut aboutir 4 une meilleure convergence de

l'algorithme (5-4-4) consiste a relazer les valeurs Ay dans la premiere
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équation et de calculer successivement LK a partir de la deuxiéme équation

en utilisant les x, calculés dans la premiére équation. Le schéma de calcul

est alors le suivant :

1D - gy D By R 7 B T oY xg fize K-l akg

LK(q”):OK-l XK(q+l)+AKT LK+1(Q+1 ) lm(qﬂ), QKf X

Dans le cas du sysiéme (5-4-5,) le graphe correspondant a cet

algorithme est le suivant :

Cette méthode offre moins de possibilités de parallélisme, mais
dans le cas ol I'on dispose d'un nombre limité de processeurs et a condition
qu'elle converge plus vite que lalgorithme 5-4-4, il est avantageux

d'utiliser cette méthode a la place de l'algorithme 5-4-4.

5-4-2 Décomposition temporetle

On peut écrire le systeme (5-4-3) sous la forme suivante :
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\ I o
Dy A b
X 2
W’
Dg-i
X
T
L ] by
1
Ax
1 s | [ o
(5-4-9]

Le systéme 5-4-9 est alors un systéeme dequations linéaires
dordre K; n. On peut donc utiliser les méthodes de calcul paralléle
appliquées a la résolution des systémes linéaires présentées au chapitre 3.
Etant donnée la structure du systéme (5-4-9) qui présente notamment une
matrice quasi bloc-diagonale, les méthodes directes de résolution des
systémes linéaires ne dégagent que peu de possibilités de parallélisme. On

doit donc résoudre ce systéme par des méthodes itératives.

a) Méthode de Gauss-seidel

L'application de fa méthode de Gauss-seidel pour la résolution

du systéme (5-4-9) donne :
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(g1} (g+1)
A9 = Qgr xgr
(5-4-10)
Cetle formulation est 1a meme que celle de laigorithme (3-4-7)

étudié précédemment.

L'algorithme 5-4-8 correspond également a lapplication de la

méthode de Gauss-Seidel, mais pour la formulation suivante :

T T T el — — —
1 1o 100 | | X, A %
---_--;---4: I,\._--. ______
-A EI{ ¢ r X "
_.....-.'\.._-:,\ ’JI -—-2_—_ \
R ¢
A v 1|D X
S ke o) 2ef
' 4 X Fypes
Y Ak
Fozeen TREEE EERER 1 - -~
0 -ATk RN Akf-1 ',
B 2 e BERL e ] meerd '
= et
] ] T ] A
i [y 1 __] 0
Ot P R

b) Méthode de Jacobi par blocs

On peut formuler de différentes fagons la méthode de Jacobi par
blocs, selon la matrice bloc-diagonale choisie pour la résolution des
systémes (5-4-10). D'une maniére générale, supposons qu'on partitionne

les [z 1'12"""1Kf]T- (42, Akl en S sous-vecteurs

(5-4-10
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On peut alors partitionner les matrices des systémes (5-4-9) et
(5-4-10) de la méme facon et appliquer la méthode de Jacobi. L'algorithme
de Jacobi dans ce cas offre 25 voies paralleles. Si on applique également la
décomposition spatiale, ce nombre est multiplié par le nombre des voies
paralleles offertes par la décomposition paralléle. On peut remarquer qu'il
existe un trés grand choix pour la résolution paralléle des systémes (5-4-9)
et (5-4-10). Le choix d'un nombre $ élevé augmente la possibilité de
parallélisme, mais ralentit la convergence de l'algorithme. Ce choix est donc
fonction du nombre de processeurs disponibles et du taux de convergence

de l'algorithme. Nous étudions ici deux cas particuliers :
b-1) casov 5 = 1

Cet algorithme correspond & lalgorithme 5-4-4 présenté

précédemment. On applique uniquement la décomposition spatiale.

b-2)casov S =Ky

Ca cas offre un plus grand degré de parallélisme.

Par exemple, Pour K; = 40 et dans le cas d'une décomposition

spatiale compléte, on obtient 1280 voies paralleles pour la résolution du
sysieme (5-4-5).
5-4-3 Décomposition de I'équation de Riccati

Dans le cas discret, ['équation réccurente de Riccati s'écrit sous la

forme :

282
T -1
Py - At [P,y - Pray By Bl Py B+ Pl A+ 0 (541D

Cette forme est trés proche de celle du filtre de Kalman. On peut

dong utiliser les mémea méthodes de caleu! paralléle.

Si KI — «, {a matrice P est la solution de 'équation algébrique

de Riccati suivante : [5-9]
P-ATPA-ATPB(BTPB+R)!'BTPA+Q (5-4-12)

La résolution paralléle de cette équation peut éire effectuée de

différentes manieres :
a) Mise en ceuvre de l'algorithme de Hewer [ 5-10}, [5-11]

Cet algorithme est défini comme suit :

& o lnp-l T (AliT

WN=ZA BRI B! (A N> dim (A)-rang (B) + 1
1=1
ART (xTiNw -1 AN+l

6o -R1 BT (A1) N w1 AN

T{i-A-BGi

X TMET e Tre -
M -KTmMET-gTRGw 0 j-0l

T SR AT -
G- BT M B+REBIM A j-12.

Pour le calcul de Wy, nous supposons N = 2 o K est un nombre

entier. On peut alors écrire :
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N 2
Wy-Wy ’quﬁi B R BT (A - wy AV Z(élAl pR! BT (AT (AN 2T
d'on

Wy - Wyyp+ A2 W, AV w s K la KolT

En continuant cette procédure, on obtient la formulation

suivante :
W,-W,+A W, Al
2 2 1

WK-wy +AKLwp  akhT

On calcule ainsi la matrice WN enk = logzN étapes. Par exemple,

le schéma de calcul pour N = 32 est le suivant :

Pour le calcul des W et A™, on peut utiliser les methodes de

multiplication paralléle des matrices présentées au chapitre 4.
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Pour le calcul de G, on peut utiliser le graphe suivant :

La encore, pour l'inversion de la matrice symeétrique (WM)“. on

peut utiliser les méthodes d inversion paralléle d'une matrice présentée au

chapitre 3.

Pour fe calcul de Mi il faut résoudre l'équation de Lyapunov

5-4-13d, Nous avons étudié en 5-3 la résolution paralléle d'une équation
de Lyapunov. Dans ce cas, méme si la formulation de I'équation 5-4-13d est
un peu différente de celle de I'équation 5-3-13, la méthode de résolution

en paralléle ne change pas essentiellement. Enfin le calcul de Gi pour

I'itération suivante comprend l'inversion d'une matrice symétrique et des

multiplications matricielles que 'on peut effectuer en paralléle.
b) Algorithme de Kaifath [5-12]

Cet algorithme est exprimé de la facon suivante :

Py = Gy = 0 =01,
Xi-A-BGj j=0,1 b

Piy - AjT PjA GjT RG+Q 20,1
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-
Gjvy - BT Py B+RL BT Py A

Dans cette formulation, on remplace ['équation de Lyapunov
$-4-13d par 'dquation récursive 5-4-14 b. Lo colt do calcul par itération
de cet algorithme est trés inférieur a celui de l'algorithme de Hewer, mais

son taux de convergence est beaucoup plus élevé [5-11.

Le calcul paraliele de cet algorithme comprend des
multiplications et des inversions des matrices, qui peuvent étre effectuées
avec les méthodes déja présentées. La figure 5-4-15 présente le graphe
correspondant a une itération de cet algorithme pour un systéme utilisant

les matrices suivantes:

All Am Bll 0 ql 0 RI 0
A
A Ay C B, 0 Q, 0 R,
(5-4-15)
Voici les significations des taches du graphe 5-15:
144 BGI
Sali2 (pi)iK_AKm i,Kkm=1a2
l3ﬁ16 Mim=RiiGim i=13a2 m=1a2
17220 Ajg = Ajpy - B Glim
21224 Niw - % Pig - Akm

25ﬁ30 (Gj)iK‘MKm i,K-lﬁZ m=1a2
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Figure (5-15) Graphe de l'algorithme de Kailath
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31436 R Nem
37439 (6 RG)ip =% G - Mgq
40 2 42 AT P, A
43 4 44 (GjRGi)+Q
45247 Py
48 251 L-BT P,
52453 LB
54462 Lik Agm
63 2 64 LB+R
654 68 T-BT Py A-Zly Agqg

69-70-71-72-73-76-81  inversion de (LB+R)
autres taches:  Gj,q = (LB+RIT

Dans le cas général, si la matrice A est décomposée en N?
sous-matrices, le chemin critique du graphe 5-15 est composé des

opérations suivantes :

- N inversions de matrices

- N+1 multiplications de deux matrices dont le résultat est symétrique
- (N+3) additions de matrices symétriques

- 2log,N additions de deux matrices

-(3N-1) multiplications de deux matrices

- (2N-4) additions de deux matrices

Dans le cas du systéme 5-4-15, supposons que l'on ait dim A} -
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dim Ay, = Set6ty, = tyg i tpun ™ 5tg La durée du chemin critique est

alors de 7093 t .

Le tableau 5-9 donne le temps d'exécution par ordonnancement de

{'algorithme( 5-4-14) en fonction du nombre de processeurs.

Nombre de Temps Taux Taux
processeurs dexéeution | d'accélération | d'occupation
14 7093 5,73 0,41
12 7629 5.33 044
10 7654 5.31 053
8 7808 5.20 0.65
6 8558 475 0,79
5 9228 4,40 0,88
4 10325 3,94 0,98
3 13760 2,95 0,98
2 20415 1,99 0,995

Tableau {5-9) Temps d'exécution pour l'algorithme 5-4-14

On peut remarquer que le taux d'occupation des processeurs
pour l'exécution de l‘algorithme dans le temps du chemin critique est
insuffisant jusqu'a 4 processeurs, seuil 4 pa rtir duquel le taux d'occupation

est excellent.

5-5 CONCLUSION

Nous avons étudié les possibilités d'application des techniques
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paralléles au calcul de la commande optimale des systémes interconnectés.
Deux types fondamentaux de décompositions pour le calcul paralléle de [a
commande ont été étudiés : la décomposition temporelle et la

décomposition spatiale.

Ces deux décompositions peuvent étre  appliquées
simultanément, ce qui conduit a un degré de parallélisme trés élevé, mais
une décomposition en un nombre élevé de sous-systémes peut ralentir la
convergence de I'algorithme de calcu! de la commande optimale. Le choix
du nombre de sous-systémes se fait donc par un compromis entre le taux
de convergence de l'algorithme, le taux d'accélération et le nombre de
processeurs disponibles. Nous avons étudié également les méthodes de
synchronisation de calcul de sous-systémes tout en maximisant le taux
d'occupation des processeurs par l'ordonnancement de calcul. Nous avons
démontré enfin la possibilité de rendre paralléle ['‘équation de Riccati par la

partition des différentes matrices présentes dans ['équation.

- CHAPITRE 6 -

RO ONNANGEHET N
D IRTIRA N5 B E Ry
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6-1 INTRODUCTION

Dans les chapitres précédents, nous nous sommes limités 2
I'etude du parallélisme basé sur [a logique des algorithmes. Nous avons
donc supposé que le temps de transfert des données des mémoires vers

les processeurs est négligeable.

Dans la pratique, si la dimension de blocs 2 traiter n'est pas
grande, ou si la capacité de transfert du réseau d'interconnezion est limitée,
ce temps de transfert n'est plus négligeable et il faut en tenir compte pour
évaluer le temps d'exécution d'un algorithme, il faut tenir compte
également du temps de transfert. Un autre probleme apparait également
lié a la structure du réseau d'interconnexion : c'est celui du nombre de
blocs mémoires disponibles. Aux chapitres précédents, nous avons supposé
que le nombre de blocs mémoires est iflimité, mais dans la réalité ce
nombre est toujours limité et entraine des conflits entre les différents

processeurs.

Nous avons donc consacré ce chapitre a |'étude des effets du
temps de transfert et du nombre de blocs mémoires sur le temps
d'exécution d'un algorithme. Pour cel, nous étudierons d'abord e cas d'une
architecture multiprocesseurs avec un bus commun et une mémoire

globale, puis le cas d'une architecture 2 multiprocesseurs reliés & un

sans conflif.
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6-2 ARCHITECTURE MULTIPROCESSEURS AVEC UN BUS
COMMUN

Dans cette architecture, les processeurs sont reliés entre eux
et avec une mémoire globale par un bus commun qu'ils utilisent en temps
parlagé pour communiquer entre eux el avec la mémoire (voir Figure 1-5).
Afin de libérer le bus pour les autres processeurs, chaque processeur
transfére les données nécessaires pour ces opérations a sa mémoire locale,
Pendant le temps d'exécution de ces opérations, les autres processeurs
peuvent utiliser le bus commun. Si le temps d'exécution des operations a
lintérieur de chaque processeur est trés supérieur au temps de transfert
des opérandes, le temps moyen d'occupation des bus par processeur est
faible. On peut ainsi relier un nombre plus important de processeurs sur
un seul bus, Nous avons démontré au chapitre 2 que la fusion des taches et
'exécution de l'algorithme par opérations sur les blocs de données peuvent
augmenter le rapport entre le temps d'exécution d'une opération et le
temps de transfert de ces opérandes. La fusion des tiches constitue donc
une solution pour diminver la part du temps de transfert dans le temps
total d'exécution et de permettre d'utiliser un nombre plus grand de
processeurs. Mais en contre partie, pour un probléeme de taille donnée,
'augmentation de la taille des taches réduit le degré du parallélisme de
l'algorithme et diminue ainsi le nombre de processeurs utilisables pour
I'exécution de cet algorithme, La tailfe des blocs est donc déterminée par un
compromis entre le temps de transfert et le degré de parallélisme de

'algorithme. Illustrons cette situation par un exemple :
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soit 4 multiplier deux matrices A et B de dimensionnxn

C-4A.B

Considérons le cas 00 Ly, ,¢ = L = Yeansfert, OU by 3 asfert S5
le temps de transfert d'un nombre réel de la mémoire locale d'un
processeur i la mémoire globale ou de la mémoire globale 4 fa mémoire

locale, et t et 1 44 sont respectivement le temps de multiplication et

muft

d'addition de deux nombres réels dans les processeurs.

St on decompose les matrices A et B en N? blocs de la facon

suivante :
1 2 N 1 2 N
| I
2 2
A= B =
N N

Ce nombre d'opérations pour le calcul de C est alors de :

N3 multiplications de matrices

N%N-1) additions de matrices

Le nombre de transferts pour chacune de ces opérations est
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de 3 : deusx transferts pour les opérandes el un transfert pour fe resultat.

Le nombre total des transferts est ainsi de
3 (N3« N2(N-1)] - 683 - 3N2

Si la capacité du réseau d'interconnection n'est pas limitée, le temps

minimum de multiplication des deux matrices est :

| multiplication de deux sous-matrices + logzN additions de deux

sous-matrices (6-1-1)

Dans le cas d'une architecture 4 bus commun, les transferts
des opérandes se font en série, Ce temps peut facilement dépasser le temps
minimum calculé en 6-1-1. Les taches de transfert peuvent alors constituer
le chemin critique du graphe de multiplication des deux matrices. Dans ce
cas, l'augmentation du nombre de processeurs n'a aucun effet sur le temps
minimum d'exécution de l'algorithme. Cette contrainte de blocage limite
donc le nombre de partitions des matrices A et B. Si Tt, Tm et Ta sont
respectivement le lemps de transfert, de multiplication et d'addition des

sous-matrices, {a condition de non-blocage est :
(6N3 3N T, ¢ T+ (10gZN)T,4q + 3T,(1 + log?N) (6-1-2)
S8i V est la dimension des sous-matrices, on a

T, -V%

T - 2V =R
t ' Ta Vi CVAV-Dgq i Ty = Vi

mult
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Pour t f= by la condition 6-1-2 s'écrit sous la forme :

mult

(6N3- 3NZV2 ¢ V3 VA(V-1) + (log 2N)VZ + 3V¥(1+log,N)
3

6N°-3-2-4 Tog N

ouVy ——

mais en méme temps V = n/N , on peut donc écrire

6N* -3N3 - 2N - 4Nlog,N ¢ 2n (6-1-3)

L'inégalité 6-1-3 permet de calculer la valeur mazimale de N
a partir duquel le temps de transfert peut, a {ui seul, constituer le chemin
critique. Pour n = 30 par exemple, on doit avoir N < 2 et donc la dimension

des blocs doit étre supérieure a 15.

Dans le cas général d'un algorithme quelconque, on peut
décomposer chaque tiche en trois ou quatre tiches selon le cas : deux
taches de transfert des opérandes (une tiche dans le cas d'opérations
comme !'inversion d'une mairice ou la multiplication d'une matrice par
elle-méme ou par sa conjuguée), une tiche pour les opérations
mathématiques ou autres sur les données et une tache pour le transfert des
résultats. La durée d'une opération est donc la somme des durées de ces
quatres taches. On peut former ainsi un graphe de calcuf pour ces tiches
composées, basé sur fa simple logique de [algoriihme comme nous i'avons
fait avz chapitres précédents. On détermine ainsi la durée du chemin
critique du graphe. Cette durée, dans tous les algorithmes que nous avons
¢tudiés auparavant, est fonction du nombre N de décompositions des
matrices concernées. Le temps de transfert des opérandes et les résultats

de toutes les tiches sont aussi fonction de N. Si le temps de transfert
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dépasse la durée du chemin critique, I'exécution de ['algorithme dans le
temps du chemin critique est impossible. Dans ce cas, I'augmentation du
nombre N de décompositions non seulement n'est pas utile, mais risque
d'augmenter le temps d'exécution de l'algorithme 2 cause du temps de
transfert trés élevé. La limite de N est donc déterminée par la relation

suivante

lchemin critique ¢ ‘tranfert (6-1-%)
Si on dispose d'un nombre P fixe de processeurs, le probleme

se résout difféeremment : pour un algorithme donné, on calcule le nombre

departitionnements N, pour lequel la durée du chemin critique de

['algorithme s'obtient sur P processeurs.

Si le nombre N vérifie l'inégalité (6-1-3), on ['utilise pour le
partitionnement, sinon on calcule N 2 partir de fa relation 6-1-3 et on

partitionnel'algorithmeselonlanouvelle valeur.

Exemple :

Pour l'inversion d'une matrice symétrique définie positive,
nous décomposons celle-ci en N? sous-matrices de dimension V. Alors, si
I'on applique la méthode de GAUSS, la durée du chemin critique dans le cas
ou

i = 34 aq Yoot = tagd = Ysans correspond a la somme de :

N transferts de matrices symétriques = N, V(V+1)/2

2N transferts de matrices symétriques = 2N
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N inversions de matrices symétriques = N {34 V + (V-1)(VEV+1)]

N transferts de matrices symétriques = N V(V+1)/2
2(N+1) tranferts de matrices = 2(N+1)V?

{N+1) multiplications de matrices dont le résultat est symétrique =

ey V) ()
2 2

{N+1) transferts de matrices symétriques - (N+1)V(V+1)/2
2(N+1) transferts de matrices symétriques = 2{N+1)V{V+]}/2
(N+1) additions de matrices symétriques = (N+1)V(V+1)/2
(N+1) transferts de matrices symétriques = (N+1)V{V+1)/2
2(3N-4) transferts de matrices - 2(3N-4)V?

{(3N-4) multiplications de matrices - (3N-4) [V3 +V2 (V-1)}
(3N-4) transferts de matrices ~ (3N-4)V?

2(2N-5) transferts de matrices ~ 2(2N-5)V?

(2N-5) additions de matrices = (2N-5)V?

{2N-5) transferts de matrices - (2N-5)V?

Le temps total de transfert est la somme de :

V(v+1)

o

2(N? -1) transferts de matrices = 2(N? -1)V?
V{V+1)

-

3N(N-1) transfert de matrices symétriques = 3N(N-1) w

2 2
(N™-1) transferts de matrices symétriques = (Nq— 1)

s ‘ o B
R et 6T e A 2




}9/"[,93

3N(N-1XN-2)

£ £

3N(N-THN-2) 2
transferts de matrices = —q——\l

La condition (6-1-3) s'écrit alors sous la forme :

ViR s | a1,
2 2
n-N.V (6-1-%)

VIBN-7) + VI20N-23) + V(37N+2) - N

Pour chaque valeur de n, on peut ainsi déterminer le nombre

de partitionnements N.
Pour n - 16 par exemple, ontrouve N< 4 et V> 4

On peut donc partitionner les matrices en blocs de

dimensions 4.

D'autres problémes imporiants dans le cas d'une architeciure
4 bus commun sont l'ordonnancement des transferis. Considérons le

probléme de multiplication des deux matrices suivanies

A B, et A,, By, sont respectivement de dimensions 3 et 5. Pour la

multiplication de ces deux matrices, supposons deux modes de transfert

différents :
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Pour t to= by 12 condition 6-1-2 s'écrit sous la forme :

wult ~

(6N3- 3N2)V2 L V2 VA(V-1) + (1ogy2N)V2 + 3V2(1+10g,N)
6N 3N ~2-4 log N
vy ——m—
4 2
mais en méme temps V - n/N, on peut donc écrire

6N -3N% - 2N - 4Nlog,N  2n (6-1-3)

L'inégalite 6-1-3 permet de calculer la valeur mazimale de N
a partir duquel le temps de transfert peut, 3 lui seul, constituer le chemin
critique. Pour n = 30 par exemple, on doit avoir N 2 et donc la dimension

des blocs doit éire supérievre a 15,

Dans le cas général d'un algorithme gquelconque, on peut
décomposer chaque tiche en trois ou quatre taches selon le cas : deux
taches de transfert des opérandes (une tiche dans le cas d'opérations
comme l'inversion d'une matrice ou la multiplication d'une matrice par
elle-méme ou par sa conjuguée), une tiche pour les opérations
mathématiques ou autres sur les données et une tache pour le transfert des
résultats. La durée d'une opération est donc la somme des durées de ces
quatres taches. On peut former ainsi un graphe de calcul pour ces taches
composées, basé sur {a simple logique de l'algorithme comme nous }avons
fait aux chapitres précédents. On détermine ainsi la durée du chemin
critique du graphe. Cette durée, dans tous les algorithmes que nous avons
étudiés auparavant, est fonction du nombre N de décompositions des
matrices concernées. Le temps de transfert des opérandes et les résultats

de toutes fes taches sont aussi fonction de N. Si le temps de transfert
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a) On organise le transfert comme suit :

Ay By Ay B AppBaa. Agp “Bygen

Le graphe de calcul est alors le suivant fig (6-1)

Figure (6-1) Graphe de calcul dans le cas a

La signification des differentes taches du graphe 6-1 est la

suivante :

I -transfert de A, dela mémoire globale a la mémoire locale
2 - transfert de B, de la mémoire globale a la mémoire locale
3-A By

4 - transfert de An 3 la mémoire locale

5 - transfers de B, 4 la mémoire mocale

6- At 1'B|2

7 -transfert de A\, 2 la mémoire locale

8 - transfert de B12 4 la mémoire locale

9- AIZ —522
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10 - transfert de A,, 4 la mémoire locale

11 - transfert de B,, a la mémoire locale

12 - transfert de A -B, 4 1a mémoire globale
13- Ay By

14 - transfert de A -Bj, ala mémoire globale
15 - transfert de A, -B,, & la mémoire globale
16 - transfert de A,, -B,, 4 al mémoire globale
17 - transfert de A -B,, 4 la mémoire locale
18 - transferi de A, -B,, & [a memoire locale
19- Ay Byy* A By

20 - transfert de (A“—Bl2 +AByala mémoire globale

Pour t v = g = Ypans: la durée du chemin critique du

graphe 6-1 est de 442 1.

b) On organise le transfert de la fagon suivante :
Ao -Byy A1y By Ay By Ay By

Le graphe de calcul dans ce cas est : {Fig 6-2)

Figure (6-2) Graphe de calcul dans le cas b




301

La durée du chemin critigue du graphe 6-2 est de 325 t ;..

Elle est donc de L'ordre de 73 % de fa durée calculée pour le graphe (6-1).
Cetie grande différence vient du fait que nous avons avancé le transfert de

blocs pour les taches les plus grandes.

La méthode que nous proposons pour l'ordonnancement du

transfert de données pour un algorithme quelconque est le suivant .

- construire le graphe de calcul de l'aigorithme comme indiqué dans
les chapitres précédents

- décomposer chaque tache en tiches de transfert et de calcul et
former un nouveaw graphe

- appliguer la méthode d'ordonnancement présentée au chapitre 2en

imposant un nombre de lignes de transferts égal a 1.

Dans la cas de la multiplication de deux matrices A et B de

'exemple précédent, la méthode s'applique comme suit :

a) Graphe de calcul :
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b) Formation du graphe par décomposition des tiches

Al ic

\\_\
,3@——(153—*“) e S
T~ tache finale

¢) Application de la méthode d'ordonnancement sur ce graphe en
imposant une ligne de transfert : on aboutit 2 l'organisation du calcul

présenté sur le graphe 6-2.

Nous avons appliqué cette méthode a [algorithme de

moindres carrés mis en oeuvre pour {'estimation des paramétres.
(H™H)e - H™Z

La figure 6-3 fournit le graphe de calcul dans le cas d'une

décomposition de 8 et Z en deux sous-vecteurs.

Le tableau 6-1 donne le temps d'exécution pour ce graphe




Figure (6-3) Graphe de l'algorithme des moindres carrés
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6-3 en fonction du nombre de processeurs pour différentes dimensions des

vecteurs O(n) et Z(m).

Nombre de ’
processeurs 2 3 4 5 6

temps d'execution

3584 2759 2429 2324 2314
pour m=30,0=10

temps d'execution 12 836 750 749 749
pour m=18, n=6

d ti
temps d'execution 905 651 623 632 632
pour m=12,n=6 . )

[t d ti
emps d execution 21500 | 15739 | 13329 | 13304 | 13143
pour m=60, n=20

Tableau 6-1 Temps d'exécution pour 'algorithme de moindres carrés

pour l'estimation de paramétres

On peut remarquer que pour les petites dimensions de Z et O,
le temps d'exécution de l'algorithme & partir de 4 processeurs ne diminue
pas. Méme pour m = 12 et n = 6, le temps d'exécution de l'algorithme est
légérement supérieur a celui de 4 processeurs. En effet comme nous
'avons expliqué auparavant, c'est le temps total du transfert qui, dans ce

cas, empéche le temps d'exécution de diminuer.

Le tableau 6-2 donne le séquencement de calcul pour ni= 30
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Tableau (6-2) Organisation du calcul pour ['algorithme 28 15 915 930
des moindres carrés 38 15 930 945
47 15 945 960
6 processeurs

29 25 945 970

activité durée début fin
52 15 970 985

3 75 0 75

4 75 75 150
5 75 150 225 57 15 985 1000
19 725 150 875 65 294 1000 1294
6 75 225 300 39 25 1000 1025
1 75 300 375 30 25 1025 1050
20 725 300 1025 40 25 1050 1075
2 75 375 450 48 25 1075 1100
17 435 375 810 31 15 1075 1090
18 435 450 885 32 15 1090 1105
7 75 450 525 53 25 1105 1130
8 75 525 600 58 25 1130 1155
21 435 525 960 ‘ 59 25 1155 1180
22 435 600 1035 41 15 1180 1195
27 15 810 825 42 15 1195 1210
37 15 825 840 49 15 1210 1225
9 75 840 915 11 75 1210 1285
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1285 1300
1300 1315
1315 1330
1330 1555

30 1345
1345 1420
1420 1495
1495 1510
1510 1525
1510 1655
1525 1670
1525 1540
1540 1555
1540 1685
1555 1580
1555 1700
1580 1605
16035 1740
1605 1630
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60 25 1630 1655
33 5 1655 1660
43 5 1660 1665
68 15 1665 1680
34 5 1680 1685
44 5 1685 1690
50 5 1690 1695
35 5 1690 1695
55 5 1695 1700
62 5 1700 1705
74 45 1705 1750
36 5 1705 1710
45 5 1710 1715
46 5 1715 1720
51 5 1720 1725
63 5 1720 1725
56 5 1725 1730
64 5 1730 1735
75 15 1740 1755
77 15 1755 1770
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96 5 2239 2264
97 45 2264 2309
98 5 2309 2314
99 0 2314 2314




6-3 ARCHITECTURE AVEC RESEAU D'INTERCONNEXION

Dans cette architecture, nous supposons que P processeurs
sont liés 2 n mémoires par un réseau d'interconnexion sans blocage. Si
P > M, les processeurs transférent les données nécessaires pour leurs
opérations respectives dans leurs mémoires locales et libérent les
mémoires pour les autres processeurs. Par contre, si M » P, et surtout
quand M = 2P [6-1], les processeurs peuvent exécuter leurs opérations tout
en communiquant avec les mémoires globales, sans étre obligés de

transférer les données a la mémoire locale.

Le schéma de calcul dans les deux cas est alors le suivant :

a) Premier cas

Traasfert de résultats
par hlocs de données 3
mémoire
mémoire
locale globale
Transfert des opérandes partagée
Exécutionde par blocs de donnees
{'opération i
|
processeurs [— — — — — — — = — — — —

b) Deuxiéme cas

312
mémoirs
tocale
Exécutionde mémoire
{'apération
processeur globale
partagée

Dans le deuxiéme cas, la mémoire locale sert 3 stocker les

éventuels résultats intermédiaires,

Pour une architecture multiprocesseurs et multimémoires,

deuxproblé mesessentielsseposent:

1) Déterminer la source et la destination de données

2) Ordonnancer le transfert

Le premier probléme consiste & organiser les données dans
les mémoires de telle facon que les conflits d'accés a mémoire soient
réduitsauminimum.Ledeuxiémeproblémeconsisteensuiteaorganiserle
transfert des données chronologiquement pour minimiser le temps total
d'exécution de 'algorithme. Les deux problémes sont liés ['un 2 l'autre et il

faut les traiter ensemble.

Le probléme d'organisation de données dans le cas des
architectures S.L.M.D, a été étudié par différents auteurs. [6-2], [6-3], [6-4],
[6-5]. Mais 4 notre connaissance, il n'y a aucune étude dans le cas des
architectures M.LM.D. Pour positionner le probléme, supposons qu'on ait &

multiplier deux matrices A et B de la forme suivante :
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1 A|2 B“ Bl2
A | Ay By | By

A“ et B, ne sont pas de méme dimension. Supposons d’'une part que l'on
dispose de deux blocs mémoires et que ['on stocke A dans la premiére et B
dans la deuziéme et d'autre part que l'on exécute la multiplication sur deux
processeurs. Alors, si le premier processeur exécuie le produit A“B“ en
communiquant direclement avec les mémoires, il bloque les deux
mémoires pendant toute la durée d'exécution du programme. L'autre
processeur ne peut qu‘attendre la fin du calcul. Deuz solutions peuvent étre

envisagées :

a) On stocke les matrices de la maniére suivante

A B

11 12 12 B2|
A2l B|2 A22 B‘22
bloc 1

On calcule ainsi A,B,. A, B, A)B,. A,B, dans le
premier bloc et on stocke les résultats dans le méme bloc. On calcule
également A B, AnBzz' A8, A22522 dans le deuxiéme bloc et on
stocke fes résultats dans le méme bloc. Le probléme de blocage de mémoire

ne se pose pas 4 ceite étape. Mais au moment de calculer les sommes

Anle«- A | IBl frsesen les données sont dans les deux mémoires et I'exécution
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de cette opération bloque ces deux mémoires.

h) On transfere les données nécessaires a chaque operation aux
mémoires locales des processeurs. On libére ainsi les mémoires pour que
les autres processeurs puissent les utiliser. L'avantage de cette méthode est
qu'elle minimise les conflits d'accés aux mémoires, mais elle introduit des
transferts supplémentaires qui peuvent représenter dans certains cas un
pourcentage assez important du temps de calcul. On peut également mettre

en oeuvre ces méthodes simultanément.

Dans le cas ou le nombre de processeurs est supérieur au
nombre de blocs mémoires, le transfert des données dans la mémoire locale
est indispensable. Mais la encore, le probléme d'organisation des données
dans les mémoires se pose. En effet, pendant le transfert des données, la
mémoire concernée est hloguée. Si le nombre de transferts est important,
ce blocage peut étre la source de conflits et par conséquent d'augmentation
du temps de calcul. Pour organiser les données dans les mémoires, nous
proposons une méthodologie qui, dans certains cas, réduit les conflits
d'accés et diminue ainsi le temps de calcul. Nous croyons qu'en
approfondissant cet algorithme, il est éventuellement possible de résoudre

le probléme d'organisation des données dans la mémoire.

Cette méthodologie s'exprime de la maniére suivante ;

1- Former le graphe de calcul en tenant compte des taches de
transfert (exemple du graphe 6-3)
2- Déterminer !'ordonnancement du calcul sur un nombre de

processeurs donné en supposant le nombre de blocs mémoires




itllimit

3- Faire une liste ordonnée des taches de transfert dans la liste 2
4- Affecter dans l'ordre les données concernées aux blocs mémoires

dans cette liste

Cette organisation a l'avantage de distribuer les taches
urgentes sur les différents blocs mémoires et de rendre possible I'accés
simultané 2 ces taches pour les processeurs. Nous avons essayé cet

algorithme pour le calcul des multiplications matricielles suivantes :

] L oo
e [

C- APAT

La figure 6-4 présente le graphe correspondant a ce calcul.

Nous avons supposé que I'on dispose de deux blocs mémoires

et de six processeurs.

Dans le premier cas, nous avons stocké les données comme
suit :
mémoire | P, L=PAT

mémoire2 A, C-AL

Dans le deuxiéme cas, nous avons utilisé I'algorithme proposé

précédemment.
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Le tableau 6-3 compare le temps d'ezécution de ['algorithme

pour les différentes dimensions des sous-matrices P, I Pm,

gﬁﬁﬁf: 5 10 | 15 | 20 | 25 | 30

cas 1 1050 | 6200 {18450 |40800|76250) 27800

cas2 875 | 5500 |16875 |38000|71875) 21500

Tableau (6-3) Temps d'exécution de APAT

On peut remarquer que le temps dexécution dans le
deuzieme cas est meilleur. Le tableau 6-5 donne l'ordonnancement de

calcul dans ce cas.

Nous avons essayé le méme algorithme pour le graphe 6-3.

Dans le premier cas, nous avons organisé les données de maniére suivante

memoire 1 Hy( Hy, 2 Hy Hy Hy Hip i Hyp Hyzp 8y 2, 0y

mémoire 2 Hy, Hyp. 25, Hyy Hyy, By Hyp Hyp Hyp HypZy Hyy 2, Oy

Dans le second cas, l'organisation des données est faite en
utilisant 1'algorithme précédent. Le tableau 6-4 donne le temps d'exécution

de l'algorithme en fonction du nombre de processeurs pour m=40 et n=10.
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ces 1 4224 | 3049 | 2434 | 2434

s 2 4224 | 2969 | 2408 | 2423

Tableau 6-4 Temps d'exécution du graphe 6-3
On peut constater que le temps d'exécution est pratiquement
le méme. Cela est probablement di au fait que les deux organisations de

données pour les grandes tiches sont identiques.

Tableau (6-4) Organisation du calcul de APAT

6 processeurs

activité durée début fin
1 25 0 25

2 25 0 25

3 25 25 50

4 25 25 50
19 225 25 250
5 25 50 75

6 25 50 75
20 225 50 275
7 25 75 100

8 25 75 100
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6-4 CONCLUSION

Nous avons étudié le probléme du transfert de données entre les

différents modules de calcul d'un systéme multiprocesseurs.
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Nous avons démontré qué pour un systéme en bus commun,
I'application des techniques d’'ordonnancement réduit considérablement les

conflits d'accés au bus et 3 la mémoire communs.

Dans le cas de systémes avec plusieurs mémoires, nous avons
demontré l'importance de l'organisation des données dans les mémoires.
Nous avons proposé un algorithme pour stocker des données dans les
différentes mémoires. Nous avons ensuite démontré par des exemples que

cet algorithme réduisait le temps de transfert des données.
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Dans les ouvrages existants, les algorithmes de calcul paraliéle
sont essentiellement orientés vers la résolution de grands systémes
d'équations linéaires ou vers la résolution par discrétisation des équations
différentielles. [C-1], [C-2}, [C-3]. On ne trouve que trés peu de
développements sur les problémes d'identification de paramétres ou de
vecteurs d'état de systémes industriels de grande dimension. Nous avons
donc étudié au cours de ce mémoire les possibilités de résolution sous
forme paralléle de ces problémes. Ayant constaté que les ouvrages
spécialisés traitaient abondamment de méthodes de décomposition et de
coordination (voir [C-4], [C-5], [C-6], [C-7]) appliquées a la commande
optimale des sysiémes interconnectés, nous avons considéré que ces
méthodes offrent une base solide pour l'application des techniques de
calcul paralléle : nous avons donc orienté ces méthodes vers des

applications paralléles.

Dans cet esprit, nous avons présenté dans le chapitre 1 les
différentes architectures des calculateurs paralléles, ainsi que leurs
avantages et leurs inconvénients. Chacune de ces architectures offre des
possibilités d‘application de calcul parallele pour des problémes
d'automatique. L'étude et la réalisation des architectures convenables pour
ces problémes, en se référant aux algorithmes concrets présentés dans ce
mémoire, constituent une perspective de recherche appliquée trés
intéressante, en la menant parallélement aux études théoriques. L'étude
des probiémes jogicieis ou maiérieis, teis que les systémes d'expioilation,
les techniques de synchronisation, les problémes de gestion de mémoire
ont une importance primordiale :1 a réalisation d'un systéme parallé¢le nous
donne également la possibilité de tester pratiquement les algorithmes

paralléles proposés pour les problémes d'automatique. La réalisation d'un




systéme paralléle sophistiqué étant trés colteuse, nous pensons que ['on
peut commencer par les architectures assez simples et dans notre cas par
une architecture avec un bus commun. Cet architecture a déja été réalisée

en utilisant des processeurs 6809 pour les modules de calcul [ C-71].

11 est évident que 'utilisation des processeurs rapides pour les
modules de calcul ne peut que rendre le systéme plus applicable. En effet,
puisque la performance de ces processeurs est comprise entre 6 et 10 M
flops, la performance d'un systéme paralléle composé de ces processeurs
atteint un niveau trés intéressant et tout a fait comparable aux besoins des

sytemes a moyenne, voire a grande dimension.

Au deuxiéme chapitre, nous avons étudié les méthodes de
mise en évidence du parallélisme des algorithmes, ainsi que la création des
ces algorithmes paralléles. Nous avons démontré ['efficacité de ['application
des graphes pour clarifier le parallélisme et le séquencement des
différentes taches d'un algorithme. Nous avons étudié ensuite ['application
des techniques de la méthode c.p.m. pour ['ordonnancement du calcul, afin
de minimiser soit le temps de calcul, soit le nombre de processeurs. La
complexité de ces algorithmes nous contraint a appliquer ces méthodes aux
systémes non évolutifs ou d'une évolution trés lente. La diminution de la
complexité de ces algorithmes, la création de nouveaux algorithmes
optimaux ou heuristiques dans le cadre des problémes liés 4 ['automatisme
des sytémes interconnectés peut donc étre envisagée comme une des
perspectives de recherche dans ce domaine. D'autres problémes a étudier
dans ce domaine sont le choix optimal de la taille des blocs de données, le
nombre de processeurs, le nombre et la capacité de blocs de mémoire, les

entrées sorties. Ces problemes rejoignent le probléme de choix
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d'architecture expliqué auparavant.

Le troisiéme chapitre est consacré a la résolution paralléle des
systéemes d'équations linéaires. Nous avons ¢€tudié les différents
algorithmes paralléles directs ou itératifs pour la résolution de ces
systémes et nous avons comparé ces algorithmes dans le contexte des
problémes liés a [automatisme des systémes interconnectés. Dans ce
domaine, les perspectives de recherche dans le cas d'une application en
automatique sont envisageables essentiellement dans une étude
approfondie et comparative des différentes méthodes itératives, surtout

dans le cas de systémes avec des matrices a structure bande.

Dans le quatriéme chapitre, nous avons abordé le probléme de
I'estimation parallele des parameétres et du vecteur d'état de systémes
interconnectés. Nous avons notamment étudié le calcul paralléle des
algorithmes classiques d'estimation tel que la méthode de moindres carrés
et le filtre de Kalman. Etant donné l'énorme variété des algorithmes
d'estimation, la perspective de recherche dans ce domaine est trés vaste.
L'étude du parallélisme des différents algorithmes d'estimation existants, la
création de nouveaux algorithmes paralléles, ['extension de ces études dans

le cas des systémes non linéaires, en sont quelques exemples.

Dans le cinquiéme chapitre, nous avons étudié les méthodes
paralléles de calcul de commande optimale des systémes interconnectés.
Nous avons abordé les méthodes de résolution paralléle des systémes
d'équations différentielles par décomposition spatiale et temporelle, Nous
avons appliqué ces méthodes au calcul de la commande optimale des

systemes continus. Nous avons également étudié le calcul paralléle de la
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commande optimale dans le cas de systémes discrets. Dans ce domaine,
comme dans celui de l'estimation, la perspective de recherche est trés
vaste. L'étude comparative du calcul paralléle de toutes les méthodes de
décomposition-coordination pour le calcul de la commande optimale,
I'extension de ces méthodes au cas des systémes non linéaires, I'application
des méthodes de calcul paralléle dans d'autres domaines de l'automatisme
telle que la commande adaptative nous donnent une idée du travail qui

reste a faire.

Au sixiéme chapitre, nous avons étudié le probléme de la
gestion des transferts dans le cas d'une architecture avec bus commun,
ainsi que pour les architectures avec un réseau d'interconnection. Dans le
premier cas, nous avons mis en évidence I'importance du séquencement de
transfert des données. Nous avons démontré que ce probléme peut étre
résolu par lapplication de la méthode de cp.m. Dans le cas des
architectures, avec nombre de blocs mémoires supérieur a 1, le probléme
d'organisation des données dans les mémoires devient primordial. Nous
avons proposé un algorithme pour {'organisation de données, mais dans ce
domaine il reste a répondre a de nombreuses interrogations. Parmi
celles-ci, on peut citer notamment le choix du nombre de blocs de mémoire,
le choix entre le transfert de données aux mémoires locales et l'exécution
des opérations en communication directe avec la mémoire globale, la taille
des mémoires, le probléme de diffusion de données, la distribution des
données initiales, des résultats intermédiaires et des résultats finaux sur
fes blocs mémoires de fagon a minimiser le blocage. La perspective de
recherche dans ce domaine est de donner des réponses a ces problémes,
tout en sachant que ceux-ci sont fortement liés entre eux ainsi qu'a

{'architecture du calculateur paralléle utilisé.

A-1 Nombre d'opérations élementaires des algorithmes
d'algébre linéaire
1- Addition de deux vecteurs de dimension v :
v additions
2- Produit sealaire de deuzx vectours de dimension v
v multiplications
v-1 additions
3- Multiplication d'une matrice m.v par un vecteur de dimension v .
mv multiplications
m(v-1) additions
4- Addition de deux matrices m.n:
mn additions
5- Addition de deux matrices symétriques n.n :
n(n+1)/2 additions
6- Multiplication de deux matrices mnetnk:
mnk multiplications
m(n-1)k additions

7- Multiplication de deux matrices m.n et n.m dont le resultat est
symétrique :

am(m+1)/2 multiplications
{(n-1)m(m+1)/2 additions

8- Inversion d'une matrice n.n par la méthode de Gauss :
n divisions

n-”-l multiplications




n(n-1)2 additions

9- Inversion d'une matrice symétrique n.n
n divisions
(n-1)(n%+2n+2)/2 multiplications
n(n-1)2/2 additions

10- Résolution d'un systéme d'équations linéaires triangulaire par la
méthode de remontée :

n divisions
n(n-1)/2 multiplications
n(n-1)/2 additions

11- Triangularisation d'un systeme d'équations linéaires par la
méthode de Gauss :

n(n-1)/2 divisions
(n3"n)/3 multiplications
(n3-n)/3 additions

12- Résolution d'un systéme d'équations linéaire par la méthode de
Cholesky :

n extractions de racine carrées
n(n-1)/2 divisions
(n3-n)76 additions

(n3-n)/6 multiplications
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