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Les physiciens comme les biologistes utilisent fréquemment des modéles

mathématiques pour décrire et étudier les phénoménes réels. Ces modéles font

intervenir, d'une part, des grandeurs directement accessibles 4 l'expérience et,

d'autre part, des paramétres inconnus qui sont, suivant les cas, constants ou

variables. Ces paramétres ont, en général, une signification physique et leur dé-

termination apporte des connaissances supplémentaires sur le processus étudié.

Le probléme posé aux mathématiciens est donc la recherche de ces paramétres

inconnus 4 partir du modéle mathématique et des résultats expérimentaux, c'est

pour eux "un probléme d'ajustement".

Des études précédentes ont traité l'ajustement de paramétres sur des sys-

témes d'équations différentielles linéaires. La méthode employée, basée sur l'u-

tilisation de la transformation de Laplace a été appliquée A des phénoménes biolo-

giques (7). La méme méthode a permis l'aiustement de paramétres sur des systé-

mes d'équations aux dérivées partielles avec une application A un probléme de

diffusion de la chaleur (5). Enfin une étude théorique a montré (2) la convergence

de cette méthode utilisée sur des systémes différentiels non linéaires d'un type

particulier. Dans tous ces travaux les paramétres aiustés étaient des constantes

numériques.

Le probléme qui est posé maintenant par les biologistes est un aiustement

sur un systéme différentiel non linéaire, d'un type particulier, puisqu'il ne s'agit

plus comme précédemment d'aiuster des paramétres constants mais des fonctions

du temps ou d'une variable du systéme. La méthode fondée sur la transformation

de Laplace n'étant plus applicable dans le cas ot les paramétres sont des fonctions

d'un type inconnu, nous avons considéré l'ajustement comme un probléme particu-

lier de commande optimale et nous l'avons donc abordé par une méthode de résolu-

tion propre a la commande optimale : La programmation dynamique.

Notre travail se présente de la fagon suivante :

- Dans la premiére partie nous montrons comment l'aiustement de fonctions

entre dans le cadre de la commande optimale ; nous établissons les équations fonc-

tionnelles nécessaires 4 sa résolution 4 partir de la théorie de la programmation

dynamique.
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- Dans le second chapitre nous proposons plusieurs méthodes de résolution de

ces équations fonctionnelles et nous les appliquons A l'ajustement d'une fonction de

commande sur une équation différentielle.

~ Dans le troisiéme chapitre nous traitons l'ajusterment de deux fonctions de

commande sur un systéme différentiel d'ordre deux et nous donnons quelques ex-

emples numériques. Nous ne traitons pas le probléme biologique qui est A l'origine

de cette étude par insuffisance du matériel mis 4 notre disposition actuellement.

—_
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I- LE PROBLEME D'AJUSTEMENT VU SOUS L'ANGLE DE LA COMMANDE

OPTIMALE,

Cette définition est celle donnée par Naslin (8). Soit un processus décrit

par un systéme d'équations différentielles, en général non linéaires. Un tel sys-

téme peut toujours étre mis sous la forme de systéme d'équations différentielles

du premier ordre en introduisant éventuellement des variables supplémentaires.

Soit :

l ax
—io=f (x,, x Hg. Ue, Wy ops dd Zy, Z zs) th
dt hy 2 ni -l’ “2 mm “=). 2 p’

dx :

—qr =f, &, x x, UW, u U_, Za, Z z, t)
g dt 2 2 me aa, Se m’ “1 “2 P

dx

=f (x, X,... &, U, U,... U Zi, Z . Zz, t)
dt ~°n “1 *2 n’ “yr “2 m’ *y 72 p’

L

Les variables sont classées de la fagon suivante : >

~ Xy, Xp eee X désignent les variables d'état du systéme : leur connaissance

A un instant donné définit complétement l'état du systéme

~ Uy, Uz eee ULL désignent les variables de commande ou de contréle

> Hip 2p 9 désignent les perturbations extérieures agissant sur le sys-

sera le vecteur d'état
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u= . sera le vecteur commande

nm

Zz

22,
z= . le vecteur de perturbation

z

Pp

L. -

Le systéme s'écrit alors sous forme vectorielle : = f (x, u, z, t).

Soit S (x) le vecteur de sortie et E (x) le vecteur d'entrée du systéme.

Le probléme de commande optimale consiste 4 élaborer le vecteur de

commande 4 partir de la connaissance du vecteur d'entrée, du vecteur de

sortie, du vecteur de perturbation et du vecteur d'état de fagon 4 satisfaire

un critére d'optimalité, clest-A-dire de facon A extrémaliser une certaine

fonction des variables de commande et de sortie et éventuellement du temps.

Nous allons voir comment le probléme d'ajustement entre dans le ca-

dre de cette définition.

I.2 Application 4 l'ajustement de fonctions sur un systéme différentie.
en ae ne ee ee ee

Soit un processus réel décrit par le systéme différentiel suivant :

dx _
ae = f (x, t, u)

ou t représente la variable temps, x est un vecteur de fonctions de t conti-~

nues et dérivables sur un intervalle de R [To, T], u est un vecteur de fonc-

tions de t ou de x appartenant 4 un ensemble de fonctions noté U, enfin f est

un vecteur de fonctions de t de u et de x.

Certaines variables x,,..., K_, par exemple, peuvent étre atteintes
1? > r? 9

expérimentalement, nous noterons g) --- Be les solutions expérimentales

correspondantes. Les fonctions Uypoes a sont inconnues i, le but de l'ajus-

tement est de les déterminer 4 partir de la connaissance du systéme et des

qsolutions g., c est-a-dire de trouver un ensemble de fonctions

x * x
Up, Uz -+ 9 U tel que les solutions du

‘S
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q G , rS B dx = ok : s .
systéme différentiel Te = f (x, uw, t) rendent les différences entre les fonctions

x; et g; aussi petites que possible.

L'analogie avec le probl&éme de commande optimale s'en déduit immédiate-

ment :

- x est le vecteur d'état

- u est le vecteur de commande

- il n'y a pas de vecteur perturbation mais la présence d'un tel

vecteur n'apporte pas de modifications 4 la théorie

le vecteur d'entrée est le vecteur g des fonctions expérimentales connu

le vecteur de sortie se confond avec le vecteur d'état

le critére d'optimalité s'énonce ici: la différence entre le vecteur

d'entrée et le vecteur de sortie est minimale.

Dans notre étude nous adopterons ces notations et nous prendrons la dif-

férence au sens des moindres carrés. Nous ne traiterons l'ajustement que sur un

intervalle fini que nous noterons [To Tl.

EA, JI- METHODE DE RESOLUTION : LA PROGRAMMATION DYNAMIQUE

Liajustement de fonctions sur des systémes différentiels entrant, comme 4

nous venons de le voir, dans le cadre des problémes de commande optimale de

processus non linéaires, nous avons cherché 4 le résoudre en appliquant une tech-

nique couramment utilisée dans ce genre d'étude, A savoir : "La programmation

dynamique".

Nous avons été guidé dans le choix de cette méthode par les résultats qu'P 5 7 , " q

elle a donnés depuis un certain nombre d'années en commande optimale ainsi que

le montrent les exemples rapportés dans plusieurs ouvrages (2, 3, 8).

Nous allons donc rappeler briévement "Le principe d'optimalité"TM qui est

a l'origine de la programmation dynamique et l'appliquer 4 notre probléme parti-

culier.

Ce principe est interprété de deux fagons différentes :

- la forme discréte

-~ la forme continue.

a
\
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Nous allons voir que la forme discréte conduit 4 deux modes de résolution

différents suivant que la discrétisation est imposée ou optimisée alors que la

forme continue ne peut donner de résultats dans notre cas particulier.

II,1 Principe d'optimalité

La programmation dynamique est une méthode d'optimisation s'appli-

quant aux processus 4 décisions séquentielles et par extension 4 tous les problé-

mes d'optimisation pouvant étre mis sous cette forme. Cette technique est déduite

du principe d'optimalité énoncé par Bellman (1).

Nous donnons ici deux versions du principe d'optimalité, le premier est

l'énoncé classique de Bellman R., l'autre (3) est plus abstrait mais se préte

mieux ala formulation mathématique.

- Premier énoncé

Une politique optimale est telle que, quels que soient l'état initial et la déci-

sion initiale, les décisions suivantes doivent constituer une politique optimale par

rapport 4 l'état résultant de la premiére décision.

~ Second énoncé
weer te et i

Considérons deux problémes définis de la facgon suivante :

dD : ensemble de données

Probléme P,

i: ensemble de décisions

D, ensemble de données

Probléme Ps

Us, 2 ensemble de décisions

U': premiéres décisions

Relation entre Us, c UL et U'U U, =U

oePr) et Ps 3 ly

Le principe d'optimalité s'énonce at. de la fagon suivante :
Quelles que soient les données D, du probléme P; et les premiéres décisions

U', sil'tensemble des décisions U, est optimal alors il doit en étre de méme pour

l'ensemble U, relatif au probléme P,
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II, 2 Application du principe’ d'optimalité 4 l'ajustement de fonctions

Soit le systéme différentiel, noté sous forme vectorielle :

dx _
at =f (x, u, t)

x : vecteur d'état

u 2: vecteur des fonctions de commande

t : variable temps.

Nous nous proposons de déterminer u sur un intervalle fini de R [To T]

T

de fagon 4a minimiser la quantité f q (x, u,t) dt. Cette quantité est appelée en
TO

programmation dynamique : "La fonction de coiit'' du probléme.

Dans notre étude q (x,u, t) sera de la forme suivante :

i=r

q (x, u, t) = > ay (x, (t) = 83 (t))2
1=1]

-eme
3 i composante du vecteur d'état ~x

gi: fonction expérimentale correspondant a4 x,

at facteur de pondération

r nombre de fonctions expérimentales connues.

Remarque :

q {x,u, t) n'est fonction de u que par l'intermédiaire des fonctions x; (t).

Nous verrons les conséquences de cette particularité de la fonction de cotit lors

de l'application de la forme continue du principe d'optimalité et au niveau de la

résolution numérique du probléme.

Il. 2.2 Equation fonctionnelle fondamentale

Appliquons le principe Phoprimeall tte A la recherche du vecteur

de fonctions uX (tt) qui minimise la quantité f q (x, u,t) dt. Pour cela nous déter
T a.

minons deux problémes Py et Ps qui 4 satisfont aux conditions définies
au paragraphe II. l.



D, : Xg vecteur d'état au temps T

Probléme P, 0
U, : u (t) = Yy (t) vecteur de commande défini sur l'intervalle

[Ty TL

D, > & vecteur d'état au temps To tat

Brobitene P, At : intervalle de temps fini

UL > ou (t) = Us (t) vecteur de commande défini sur l'intervalle

[T + at, T[

U' {ult) = u' (t) vecteur de commande défini sur [To To + at Pe.

Vérifions l'existence des relations suivantes entre les problémes P, et P,.
1 2

Soit U, c sit

Uy U, = U)

mi <> 23
U, ; choix du vecteur de commande sur [T,, TL

U., : choix du vecteur de commande sur [T) + at, TL

U' : choix du vecteur de commande sur [T 5 To + at [

[Totat, Tle[T, TL

[Ty, To tatlulT tat, T] = [T) +at,Tl

les relations liant Uz, U, et U' sont ainsi vérifiées.

D'autre part, connaissant Xp pour t = To ainsi que le vecteur de commande

u!' sur [To To + at [, la résolution du systéme différentiel permet d'obtenir x

pourt= TT, + at + ce qui vérifie la derniére relation.

Nous pouvons établir les correspondances suivantes ;

- D, correspond 4 Xo

~ U' correspond au choix de u (t) sur [ Py Tp * at [

- Uy optimal se traduit par l'existence d'un vecteur de commande u

tel que:

1

_



- U, optimal se traduit par l'existence d'un vecteur de commande Us tel que

aT T
i q (x, Us, t) dt = min JS q (x, u, z) dz

TOt+at TOt+At

le principe d'optimalité est équivalent a l'équation suivante :

le raisonnement que nous venons de faire pour Ty est valable quel que soit t ap-

partenant 4 l'intervalle ] To: TL . Nous obtenons alors l’équation :

trat

S (x,t) = min J q (x,u, z) dz +S (x + ax, t + at)
u(t) t

défini sur

[t, ttat]

S (x, t) est appelée la fonction de cofit optimal sur l’intervalle ft, TL.

Nous appellerons par la suite cette équation l'équation fonctionnelle du probléme.

conduire 4 la solution du problaéme d'ajustement lorsque l'on utilise la forme discré-

ed Nous allons voir comment cette équation se transforme et comment elle peut

i. te ou la forme continue de la programmation dynamique.
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II, 3 Différentes utilisations du principe d'optimalité

II, 3. 1 Forme discréte

L'équation fonctionnelle que nous venons d'établir au paragra-

4g x *& . :
phe précédent nous suggére de remplacer la recherche du vecteur u(t) qui mi-

nimise la quantité

T

J q (x, u, z) dz
TO

sur l'intervalle [To T[ par une succession de recherches sur des intervalles

partiels. Pour cela deux possibilités s'offrent 4 nous :

- partager [Tp, TL en N intervalles, égaux ou non, et remplacer sur cha-

cun de ces intervalles les fonctions de commande par des constantes, en se donnant

les bornes des différents intervalles.

- approcher comme dans le premier cas les fonctions de commande par des

fonctions en escalier, mais rechercher quel est le meilleur découpage de l'inter-

valle d'étude en N intervalles partiels, au lieu de l'imposer.

Etudions tout d'abord le premier cas :

II, 3.1.1 Partage de l'intervalle d'étude imposé

Soient t, = T t = T les bornes des différents
0 Oo 1 2 °°" ON

intervalles partiels, et Up, Up eee UL les vecteurs remplagant le vecteur u (t) sur

t it

ces intervalles avec la convention que u, est le vecteur de commande sur l'inter-

valle [type ty eal:

Reprenons l'équation fonctionnelle établie au paragraphe II. 2.2:

tta :
S (x,t) = min é q (x, u, z) dz +S (x + ax, t + at)

tu(t) défini

sur Ct, ttat [

_ (rt
avec S (x,t) = min J q \%, u,z) dz

u(t) défini \ t 9)
sur [t, T [

Nous allons discrétiser la fonction S (x,t) par rapport 4 la variable t en ne la cal-

culant que pour les bornes des intervalles partiels, nous noterons S (x, tyy_k) 7 Sy (x).
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Nous remplacons donc la détermination de la fonction S (x, t) par le calcul de la

suite de fonctions Ss) (x), S, (x) 22. Sy (x), ces fonctions étant liées entre elles

par une relation de récurrence déduite de l'équation fonctionnelle.

En effet écrivons l'équation fonctionnelle pour :

-~ t= tn ek

~ Ot th ict“ N-k

-~ u (t) défini sur [t,ttat [ est, d'aprés nos notations, wes ce

qui donne :

f 'N-kH
S (x, ty = gin q (x, Wy» t) dt + S (x + ax, tie)

N-k

Soit ft

N-k+tl

Ss. (x) = min q (x, Ups t) dt + Shad (x+,ax)
k tk

le début de la récurrence est donné par :

T

5) (x) = an J q (x, U,, t) dt.
N-l

Dans le second chapitre nous étudierons les différentes méthodes numériques

permettant de calculer ces fonctions S,. (x) et d'obtenir les vecteurs Us. associés,

A partir de cette relation de récurrence.

II.3.1.2 Optimisation du partage de l'intervalle d'étude

Au paragraphe précédent nous nous sommes ramené 4

un probléme discret en partageant l'intervalle d'étude [T, T] en N intervalles par:

tiels et en considérant les fonctions de commande comme des fonctions en escalier.

Uné autre possibilité consiste maintenant 4 rechercher, parmi tous les dé-

Med Stee dda endcoupages possibies de [To T], lequei esi le ineilicur, ¢

mise la fonction de coiit.

La quantité 4 minimiser devient alors :
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t.
=N f rt

5 q (x, us a) dz avec ty = To

Ei try 1 AH
le minimum est recherché sur l'ensemble des variables u; et t, tu; étant un vecteur

et t, un scalaire).

Le temps devient donc une variable de commande particuliére ce qui ne

permet pas d'appliquer le principe d'optimalité de la méme facgon qu'au paragra-

phe lI.2.2, nous allons donc établir une nouvelle équation fonctionnelle.

Introduisons la fonction Ss. (t,x) qui sera le cofit minimum lorsque l'on0?

partage [ To, T[ en kintervalles partiels et lorsque x (To) = Xo c'est-A-dire :

v

4 *2 t
Ss. tt, x9) = min J q (x, us z) dz t+ J q (x, Uy, z) dzt.o. J q (x, Uys z)dz

{ oo Uy { 1 kel

aT oo ted

Ce probléme, aller de To atenk étapes, peut se décomposer de la fa¢on suivante :
~

“aller de Ty a ty en k-1 étapes et aller de tj ten 1 étape" ; la décision initiale

étant le choix de tee Le principe d'optimalité s'écrit alors :

t

Ss. {t, Xo) = gin (Se (top Xo) + J q (x, Uys Zz) az)
k-1

Toe"

La fonction Sy (tos X) ne dépend pas de U,, ce qui nous donne ;

t

Si. (t, x) = min (Fe (ty op Xo) + min f q (x, Vy z) az)
TOst, 4st kK ty

La fonction Ss) (t, Xo), qui correspond au cotit minimum lorsque l'on remplace cha-

ue fonction de commande par une constante sur l'intervalle | T,, tl et lorsqueq Pp 0

x (Tp) = Xo: a la forme suivante :

, (Ff t ' %
S, (tt, x,) = min ( q (x, u,, 2) az.)
1 0 uy Tp 1
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Dans de nombreux problémes d'ajustement x,, vecteur d'état au temps T,,
0 0

est connu, on peut alors considérer les fonctions 5S. comme des fonctions de t seul.

La relation de récurrence devient alors ;

t

Ss. (t) = min (Se (tt, ) + min f q (x, Uys me) a )
The tis k they

t

min é q (x, Ww), z) >)
1 TO

II. 3.1.3 Comparaison des deux méthodes

Ss, (t)

Dans la premitre méthode, c'est-A-dire lorsque le partage de

l'intervalle (Pal est imposé, l'équation fonctionnelle comprend la recherche

d'un minimum 4 p variables, p étant le nombre de variables de commande, dans la

seconde méthode nous sommes en présence d'une double minimisation A p#l varia-

bles au total.

Cependant dans le premier cas, la fonction de coft optimal Si. (x) est une

fonction de n variables, n étant le nombre de variables d'état, tandis que dans le

second, lorsque Xo est connu, 5. (t) est une fonction d'une variable. La résolution

du probléme d'ajustement, tel que nous le traitons, consiste 4 calculer successive-

ment les fonctions de cofit optimal Se ainsi, dés que l'ordre du systéme différen-

tiel A ajuster sera supérieur a deux, et lorsque Xp Sera connu, la seconde méthode

sera plus rapide que la premiére, que le calcul de 5. soit une simple tabulation ou

une interpolation.

Pour cette raison, nous n'avons appliqué la méthode avec optimisation du

partage qu'au cas d'un systéme différentiel. Nous verrons d'autres différences en-

tre ces deux fagons d'aborder le probléme dans le chapitre I ot nous traiterons

la résolution numérique de ces deux types d'équations fonctionnelles.
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Tl 3.2 Forme continue
ee i a et ee

II, 3.2.1 Rappels sur 1'établissement de l'équation de Hamilton

Tadont®

Reprenons l'équation fonctionnelle établie au paragra-

phe I. 2. 2.

Soit :

ttat

S (x,t) = min (J q (x,u,z) dr + S (x +AX, tt at))
u(t) défini t

sur [t, ttat[

Dans la version discréte du principe d'optimalité nous avons considéré At,
¢

comme un accroissement fini de la variable t, considérons le maintenant comme

un infiniment petit, ce qui nous permet d'écrire:

S (sx, t) = min (q (x,u,t) At +S (x, t) + aS)
u(t)

AS =S (x + ax, t tat) - S (ke +t)

S (x,t) ne dépend pas de u (t) par définition, l'équation se réduit done A:

0 = min (q (x,u,t) at + AS)
ult)

Faisons tendre at vers zéro, ce qui donne:

0 = min (q (x,u,t) + ey (1)
u(t)

S est une fonction de x et de t donc:

a8 _ aS 45> as Si
dt at far (0% dt

or x est solution du systéme différentiel ; — =f (x,u, t) cette notation vectorielle

q
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étant équivalente au systéme :

de,
ae = fy (x, coe Ky Uy coe itl

dx.

—4 = f, tx xX, U u t)
dt 2 "1 °°* “nt “1 °°" “p?

dx

“dat = 4, (x; ce Myr Myo ae t

dx;

donc 3° = f. (x, u, t)

l'équation @ devient

3S i=n 358

0 = min (q (x,u,t) + st + = f. (x, u, t) )

ult) Ot}

a8 est indépendant de u, car S (x,t) l'est par définition, donc :

i=n

aS min 352. =. q (x,u,t) + > f. (x,u,t) <
at u(t) ir} 8%;

- 35 = 5Notons Po SE P; 3X,

Soit
n .

Pow min @ buts ? p; f, a)
u(t) i=l

Cette équation définit le vecteur de commande optimal 4 l'instant t, que nous

noterons u. La fonction de coiit optimal 5 (x, t) satisfait alors l'équation aux déri-

vées partielles suivante qui est appelée 'équation de Hamilton-Jacobi" :

i=n

q (x, u, t) + zs P; f. (x, u, t) + Pg = 0

n

La somme q (x,u,t) + > P; f (x, u, t) est la fonction hamiltonienne que

i=l

nous noterons H {x, u, t).
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Le probléme comporte donc deux phases :

~ déterminer le vecteur de fonctions U (t) qui minimise la fonction H (x, u, t)

- obtenir la solution du systéme différentiel = = f (x, U, t) et la fonction de

cout optimal associée.

Cette solution ainsi que les dérivées p, de la fonction S (x, t) sont données

par les "équations de Pontryagin"| dont nous ne rappelerons pas ici l'établisse-

ment 4 partir de 1'équation de Hamilton Jacobi.

Equations de Pontryagin

dx; 5H =; a
at = Pr pour i=l. n avec H=H (x,u, t)

t ax, Pour , "

L'application de cette méthode aux problémes de commande optimale n'est

possible que si la premiére phase du probléme peut &tre résolue, c'est-a-dire

sila commande optimale t (t) peut é6tre obtenue analytiquement.

Nous allons voir que dans notre probléme particulier la forme de la fonction

hamiltonienne ne permet pas cette détermination de la fonction w (t).

II.3.2.2 Manque d'intérét de cette forme dans le cas étudié

Reprenons l'hamiltonien H (x, u, t)

j=n
H (x,u,t) = q (x,u,t)+ > P, fi; (x, u, t)

jzl

Nous avons remarqué au paragraphe II. 2.1 que dans le probléme d'ajustement

que nous traitons q 4 la forme suivante :

jer
q it) = ST a. &, t) - g, «))* iv < n)

faq «4io3 j

et ne dépend pas explicitement de u ; le vecteur optimal u minimisant H (x, u, t)

vérifiera nécessairement le systéme d'équations

(25) = 0. Soit puisque p; ne dépend pas de u également :
uae

1
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ce qui peut encore s'écrire sous forme matricielle :

a 5 =

at at; tn Py To
ou," au” Buy : :

3u, Su, 3u,

ou 7 BB, Bey | Ld

Une solution particuliére de ce systéme est, quelques soient les fonctions f,,

p; = 0 pouri=1l14n.

Etudions cette solution :

les équations de Pontryagin s'écrivent alors :

dp. =
t=. 3 .

“a * “Ss pouri=l...n

i

dp,

p, = 0 done “ar = 0

eq tuts 5 a be 8) oH bc. = g)H= ,t)= : . (Xx. - g. soit =2q. KX. = g.
°* _ 25 og On 8x aj Bi

soit : 2a, (x; - g;) = 0 pour j=l...r.

Nous obtenons donc la solution optimale :

x. {t) = g. (t) pour j=l... r.
j j T

la fonction de coat optimale, S (x,t) = min S q (x,u,t) dt étant alors identi-
t

quement nulle.

Cette solution est effectivement la solution optimale du probléme d'ajustement

tel que nous l'avons défini au paragraphe I, 2: obtenir des solutions du systeme

différentiel représentant le phénoméne étudié, aussi proches quepossible des fonc-

tions connues expérimentalement, c'est-ad-dire,. 4 la limite, confondues.-
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La forme continue de la programmation dynamique nous a donc conduit a4

la solution optimale du probl&me mais sans déterminer les fonctions de comman-

de associées dont la connaissance est le but réel de notre étude. Nous ne pourrons

donc pas utiliser cette méthode dans les applications que nous étudierons aux cha-

pitres suivants.

Til - CONCLUSION

Cette étude théorique nous a montré qu'il est possible de considérer le

probléme d'ajustement de paramétres variables sur des systémes différentiels

comme un probléme particulier de commande optimale.

En effet nous avons pu appliquer les différentes méthodes de la programma-

tion dynamique ; cependant la trop grande simplicité de la fonction de coiit 4 mi-

nimiser ne permet pas la détermination des paramétres inconnus, A l'aide de

l'équation de Hamilton Jacobi et des Equations de Pontryagin. Nous ne pourrons

donc obtenir ces fonctions de commande que de fagon approchée et discréte 4

l'aide des équations fonctionnelles établies 4 partir du principe d'optimalité.

Aux chapitres suivants nous allons donc étudier la résolution numérique des

deux types d'équations fonctionnelles construites ci-dessus, tout d'abord sur une

équation différentielle, afin de tester l'ensemble de la méthode et de déterminer -

les principales difficultés d'ordre numérique, puis sur un systéme différentiel

d'ordre deux.
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Dans ce chapitre, nous allons tout d'abord étudier les différents problémes

numériques posés par la résolution d'une équation fonctionnelle du type de celles

que nous avons établies au chapitre précédent.

Ensuite nous appliquerons notre méthode 4 l'ajustement d'un paramétre va-

riable sur une équation différentielle d'un type simple. Cette étude aura un dou-

ble but :

- vérifier que la méthode d'ajustement utilisant la programmation dynami-

que discréte conduit 4 la solution optimale.

- tester le programme de résolution numérique sur une équation fonctionnel~

le simple avant de l'appliquer 4 l'ajustement sur un systéme différentiel.

Enfin nous donnerons quelques résultats numériques obtenus sur trois équa-

tions différentielles différentes.

I - METHODE GENERALE DE RESOLUTION - PROBLEMES POSES

Soit un probléme de commande optimale du type de ceux que nous avons

vis au chapitre précédent :

~ Déterminer le vecteur de commande u sur l'intervalle fini [To T] tel

que la quantité J . q ty, u, t) dt soit minimale ; y étant solution du systéme

différentiel :

Nous avons vu que la forme discréte du principe d'optimalité conduit , dans

le cas ot le partage de l'intervalle d'étude est imposé, A l'équation fonctionnelle

suivante :
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Avec

N : nombre d'étapes

ty = To: ty, to eee ty = T bornes des différents intervalles partiels.

Soit Yo le vecteur d'état au temps To

Me sera: - soit imposé

- soit calculé comme étant le vecteur initial optimal, c'est-d-dire

tel que

Sy yy) = min (Sy y))

Par définition nous avons :

T

Sy (y) = min f q ly, u,t) dt
. T

0

La solution du probléme est donc donnée par la connaissance de Sx (y)-

Mais pour obtenir Sn (ty) nous devons calculer successivement les

fonctions S, (y) pour les valeurs de k allant del 4 N-1. A chaque fonction

Sh (y) est associé un vecteur de fonctions de commande,que nous noterons

we (y),faisant correspondre 4 chaque valeur de y le vecteur de commande op-

* ‘2 ;
timal sur l'intervalle [ty te tyr tet L 6

Connaissant ces fonctions S, (y) et ue (y) la solution sera obtenue de

la fagon suivante :

2 : 5 . 2 : dy as * :
La résolution du systéme différentiel ae = f ty, UN iyo), t) aux condi-

tions initiales y = Yo pour t= To: sur l'intervalle [To tJ donnera la valeur
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_ . = : . dy ._ x
y, pour t=t,; de méme la résolution du systéme ae f ly, Une1 fy), t) sur

Fe, t, ] avec y = y, pour t = t, conduira 4 une valeur Y> pour t =t, et en pro-
1 2

cédant ainsi jusqu'a la résolution sur T[ nous pourrons mettre la so-[tna

lution dans le tableau suivant :

t Y¥ u

*
To Yo UN (Y 9)

Hy ¥y Uy, FY)

to Ko :

x

tN-1 Ynel uy Yx_y
*

T Vx ut (YQ)

Cette méthode de résolution met en évidence les problémes qui vont se

poser lors d'une recherche de cette solution par les techniques de l'analyse

numérique.

I-2 Principales phases de calcul

L'obtention de la solution, d'aprés l'étude précédente, suppose la

. x ee .
connaissance des fonctions Ss. (y) et uy (y) ; clest-4-dire, si N est le nombre

d'étapes et p le nombre de fonctions de commande,de Np fonctions.

Ces fonctions ne pourront pas,en général, étre connues sous forme ana-

lytique, le premier probléme posé sera donc leur stockage en mémoire.

Deux solutions peuvent étre envisagées :

- connaissance discréte sous forme d'un tableau de nombre

- connaissance sur un intervalle en utilisant une interpolation ou

une approximation.

fe i. t
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Intéressons nous maintenant A l'obtention du vecteur us y,), y; étant une

des valeurs de y pour laquelle S, est calculée,

* owe Bs ; ‘
wy, (y;) est le vecteur qui minimise la fonction de u, suivante ;

"N-k#l
h (u,.) = f q ly, Uys t) dt + Sy4 ly; + Ay;)

'N-k

ot y est la solution du systéme différentiel :

dy _
a Tf yt)

dit 5 Rf = &, = .

aux conditions initiales y ¥y pour ft tnek

Le minimum de h (u,) sera recherché par une méthode numérique d'opti-

misation. Toutes les méthodes numériques d'optimisation sont fondées sur le

calcul de la fonction A optimiser en des points particuliers dont le choix dépend

de la technique utilisée.

Voyons donc maintenant comment obtenir une valeur de la fonction

h (u,) pour uy = Me

h fu, ) est la somme d'une intégrale et d'une valeur de Sy. °
1. °

'N-k+#l
- L'intégrale J q ty, Uys t) dt sera obtenue par une méthode d'intégration

t 1
N-k

numérique, la plus simple est la méthode du trapéze qui revient a remplacer l’in-

tégrale par la quantité suivante :

(q (js Sipe tyix) +4 yy tay} Mig? tyr) (yatta) /4

nt le systame différentiel gy ef ty,u, .t) sur l'inter-
Ve, Uy

valle it ) avec comme condition initiale : y = y;, pour t = try 7 Rous
Nek? 'N-k4H

aurons donc besoin 4 ce niveau d'une méthode de résolution numérique de systé-

mes différentiels.



oo 23) a

~ l'utilisation d'une autre méthode que la méthode du trapéze pour le calcul

de l'intégrale nécessitera la connaissance de y en quelques points de l'inter-

valle [t iL; donc A nouveau la résolution du systéme différentiel.N-k’ 'N-k+

D'autre part, nous n'aurons pas en général la valeur de la fonction

Sy] en mémoire pour y = Y3 ca AY;, nous remplacerons alors SoM; + Ay,;)

- soit par Shel ty) yj étant, parmi les points pour lesquels nous avons

précédemment calculé Shop le plus proche de Vy; + Ay;)

- soit par W iy; + Ay;), W étant la fonction approchant Shop déterminée

a l'étape précédente.

Les méthodes de calcul numérique nécessaires 4 la résolution de l'équa-

tion fonctionnelle sont donc les suivantes :

méthode d'optimisation 4 une ou plusieurs variables

- méthode d'intégration

- méthode de résolution de systémes différentiels

- méthode d'interpolation 4 une ou plusieurs variables.

Cette énumération montre la complexité du programme 4 établir lors

de problémes d'ajustement de plusieurs fonctions de commande dans des sys-

témes différentiels, c'est pourquoi nous avons jugé nécessaire de tester la

méthode de résolution dans le cas de l'ajustement d'une fonction de commande

sur une équation différentielle.

Remarque

Nous niavons présenté ici que la rAsolution du premier tvpve d'éauation

fonctionnelle établie au chapitre précédent.

En effet le second type, lorsque le partage de l'intervalle d'étude est
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Rappelons cette équation :

Zs

S,, (z) "ain . (Set (t,.) + gin J q ty, Ups z) as )
k k

Les fonctions Ss. seront calculées pour certaines valeurs de z et nous

aurons les fonctions te {z) et up iz) associées. Le calcul d'une valeur S,. (z,)

nécessitera, tout d'abord l'emploi d'une méthode d'optimisation 4 une varia-

ble, puis nous aurons les mémes étapes numériques que dans le cas précédent.

Ce n'est qu'au niveau de l'application 4 un exemple précis que nous verrons

apparaftre nettement les différences entre les méthodes de résolution des deux

types d'équations fonctionnelles.

II - APPLICATION A L'AJUSTEMENT D'UNE FONCTION DE COMMANDE SUR

UNE EQUATION DIFFERENTIELLE.

Considérons l'équation différentielle suivante :

y' (t) tu (t) y (t) = b (t) @)

ou - b (t) est une fonction connue

- u {t) est une fonction inconnue.

Soit g (t) une fonction connue expérimentalement sur [To T] correspon-

dant Ala solution de l'équation @ sur [ To, Tl.

On se propose de déterminer u (t) de fagon 4 minimiser l'écart entre

la solution y {t) de @ et g (t) sur l'intervalle [T5, T], nous prenons cette

différence au sens des moindres carrés, c'est-a-dire que nous voulons mini-

miser la quantité ;:

< 2J ty «t) - g &))7 dt.
TO



Dans ce cas particulier, la solution du probléme d'ajustement est im-

médiate, en effet, de l'équation @ nous pouvons tirer u (t), pour tout va-

leur de t od y (t) est différent de zéro:

w (y= Bis y

Soit en remplagant y (t) par g (t)

£ _ b(t) - g' &)u~ (t) AS

Nous allons voir que la résolution de l'équation fonctionnelle lorsque

le partage de l'intervalle d'étude est imposé conduit 4 la limite, c'est-A-dire

lorsque la longueur des intervalles partiels tend vers zéro, A cette solution

optimale.

Partageons l'intervalle [To T] en N intervalles partiels et

appliquons les résultats du paragraphe II, 3.1.1 du chapitre I.

L'équation fonctionnelle du probléme posé ci-dessus est la suivante :

EN HH 2
f ty - git)" dt +S), y tay)
a

Jak E

le début de la relation de récurrence étant donnée par :

fs" by og ty) at
'N-1 /

Rappelons la signification des grandeurs uk?

uy, est la valeur prise par la fonction en escalier approchant u {t), sur L'in-
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tervalle [ty ie tN let [.

Nous allons voir les différentes méthodes permettant de résoudre

cette équation.

II- 2 Différentes méthodes de résolution envisagées
ce ee eee ec SO om ee oe oe a oe oe oe Oe eee ee oe ee

Nous nous intéressons tout d'abord 4 la méthode de résolution

la plus simple qui nous conduit 4 une solution explicite de l'équation fonction-

nelle. Nous obtenons ainsi une justification de l'emploi de la programmation

dynamique pour ces problames d'ajustement. Puis nous envisageons une mé-

thode de résolution numérique plus complexe afin de la tester avant de l'ap-

pliquer 4 l'ajustement sur un systéme différentiel.

ne es ae eee ae el et et et i ae ee ee ee et et

Nous avons commencé l*étude de la résolution de l'équation

fonctionnelle en utilisant des méthodes numériques simples et nous allons voir

que dans le cas d'une équation différentielle, ces méthodes conduisent direc-

tement 4 la solution optimale.

Reprenons l'équation fonctionnelle établie ci-dessus

tN kt >
Sy ty) = min f ty = g(t)) dt+S. 1 ty + ay)

k tNek

Liintégrale est calculée par la méthode du trapeze, clest-~a-dire qu'elle est

remplacée par la quantité :

(ty ct > NL! 2

2 (Cy Cty pay) > & ice)?
2

# ty ty yd = Fly)
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avec y (tay) =y (trae) + Ay.

L'équation différentielle est résolue par la méthode d'Euler, c'est-da-dire

que la dérivée y' est remplacée par le rapport des accroissements respec-

tifs de y et det.

i Ay. ==Soit i u (tra) y (ty? +b (try 3.)

avec at = (tr ict] - ty?

L'équation fonctionnelle deyient dans ces conditions :

Ss, ty) = mun (Hews (ty 4d)” +i tay-g tty seg)! +S. 4,0 as)

avec Ay (-u, ytb (ty)? At

ee at = (ty te 7 ONek!

Pour obtenir la solution du probléme nous devons calculer successive-

ment les fonctions Sp S, me Sy:

Intéressons nous tout d'abord au calcul de s

(T-t,, 1)

S, y) = mpin (Sty? iy -etty + tayv-e r*)

avec Ay = (-u, ytb (ty)? (T - tyy_y)

S| iy) est le minimum d'une fonction de uy qui est la somme de deux carrés

uy n'intervient que dans le second carré, le minimum est donc atteint pour la

valeur ut (y) annulant le second carré soit :

y t(T- ty ,) Cut Wy +b (ty) - g (T) = 0

Soit
5 - g(T) +y tb tty )) (T-t))

uy y= (Toi) :
y \" 7 'N-1
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Ss) (y) vaut alors :

T-t

sy) = (3) - g ty)”

Calculons 55 ty)

(ty 7 tn 2) Z., 2 .
S, (y) = min Set (y -g (thy) t+lytay-g (ty) )+ S Gytay)

or dtaprés le calcul précédent nous avons

Tt
. . . 2, N-1

5) ty + Ay) =(y¥tay-g (ty) (—--—)

ce qui donne

(t NESS ee) T-t
_ . N-] N-2 2 ; : 2 N-2

S, (y) = nin SS ly - g (ty 5) +iytay-eg (ty) ( 5 )

avec Ay = (-u, y tb (ty?) (ty y - tyy_2)

En raisonnant comme pour Su le minimum de la fonction entre cro-

chets est atteint pour la valeur us (y) annulant le second carré, soit :

* fy) = -g (ty) ty +b (ty) (ty = tn)

We r= )y (yi > tng

Dans ce caS nous avons

Ss Vy tay) = 0

et 'S, Vy) = -g (th;_>))

Poursuivons le calcul par récurrence

Supposons que jusqu'a l'étape k-1 nous avons l'ensemble de relations

suivant :

- 8 tty ig) ty t Pty |) yi > tne?a) am ty) = t =
Y “Mn -itl 7 ON-i

1

Pouri=l, 2... (k-1)
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b) S, ty) = 0 Pour i=1,2... (k-2)

_ 2

©) Sy &) = tty ge > tues) & > & Cy_iay)) 72

Montrons que ces relations a), b), c) sont encore vérifiées a l'étape k.

Compte tenu de l'hypothése c), S, (y) s'écrit :

(t -t ) (t ~t )
_ . N-k+1 N-k 2 N-k+t2 N-k

avec Ay = (-u,, ytb (thy) (tar edd = tn)

le méme raisonnement que pour Ss) et 5, nous donne

Sy) = (ty ayy - ty) - & ty ,))7/2

)ty FB tty a) Cy ic > tn ek!
Y tty ign > tne!

* “8 tty ett
uy ty)

et Siy (vy) = 0

ces trois équations sont les relations a), b), et c) pour l'étape k, elles ont

été démontrées aux étapes 1 et 2, elles sont donc vérifiées pour toute valeur

de k, entier appartenant A [1,N].

La solution du probléme est donc la suivante :

S,. ty) = 0 pour k=1...N

y (t,) = g (t,) pour k=0.,.N

w(t) = Thay - te, 7 3 fy Pees te [tye teal
L |

Remarque |
g ay! -~ 2g (t))

5 as que lor : - 3 é dRemarquons que lorsque (ty, | t,.) tenc vers zéro ta BD =

vers g! (t).)
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nous retrouvons donc 4 la limite la valeur de u (t) établie en introduc-

tion du paragraphe II soit :

u (t) = (b tt) - gt(t)) / g (t)

Nous venons ainsi, en retrouvant ce résultat, de justifier 1'em-

ploi de la programmation dynamique discréte pour les problémes d'a-

justement ; nous avions déja donné une premiére vérification en mon-

trant que la forme continue du principe d'optimalité conduit 4 la

solution optimale du probléme, ce calcul en fournit une seconde.

Remarque 2

Envisageons maintenant une application de cette méthode, ot nous

ne connaissons la fonction expérimentale g (t) que de fagon discréte

c'est-a-dire en des points fixes tp, thr see thy

* : : 7 :

Si ces points sont assez espacés, l'erreur faite en calculant 4 chaque

de l'intervalle LT; Tile

étape l'accroissement Ay par la méthode d'Euler peut étre amoindrie

en utilisant une méthode de résolution de l'équation différentielle plus

élaborée. Nous allons voir, dans le paragraphe suivant, que l'obtention

de la solution devient alors plus compliquée ; mais nous avons tenu 4

étudier et A programmer cette nouvelle méthode de résolution de 1'é-

quation fonctionnelle, car elle est un cas particulier de la méthode

générale que nous utiliserons sur un systéme différentiel.
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Pour les raisons que nous venons d'exposer, nous nous in-

téressons maintenant Ala résolution de l'équation fonctionnelle lorsque l'ac-

croissement jay est calculé par une méthode de résolution d'équations diffé-

rentielles plus élaborée que la méthode d'Euler.

Nous avons choisi la méthode de Kutta - Runge A quatre approxima-

tions, technique classique de grande efficacité, dont nous ne rappellerons ici

que quelques notions pratiques (6).

Pour une équation différentielle notée: y' =f (t; y), les formules de

Kutta - Runge donnant ay = y (t + at) - y (t) sont les suivantes :

oo u1 At f (tt; y (t))

_ At.k, = Ati (t+ ; y tt) # kp)

= At.k, At f(t + 5 sy (t) +k, 75)

ky = at f(t tats y (t) +k.)
3

_ i
AY =€ (ky +2k, + 2k, + ky)

Dans l'exemple que nous avons choisi c'est-Aa-dire :

yl=b(t)-u dy

lorsque la fonction u (t) est approchée par une constante u sur l'inter-

valle, [t, t+ at[, ay devient un polynéme de degré quatre en u. Il n'est donc

plus possible dans ce cas, et 4 plus forte raison lors d'ajustement sur des

équations différentielles plus complexes que celle que nous avons choisie, de

rechercher le minimum de la fonction de cofit de fagon analytique, nous utili-

serons alors une méthode numérique de minimisation 4 une variable.
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Ii. 2.2.1 Méthode d'optimisation A une variable

Nous avons utilisé la méthode de Fibonacci

(4) qui est une méthode "minimax" donnant l'optimum d'une fonction

d'une variable réelle sur un intervalle [a,b] de R lorsque l'on s'impose le

nombre n de points, en lesquels on calcule la fonction 4 optimiser, et la sépa-

ration € . Cette méthode présente l'avantage par rapport aux autres méthodes

d'optimisation 4 une variable, de permettre de calculer le nombre minimum

de points n, en lesquels il est nécessaire de calculer la fonction pour obtenir

l'optimum.

La fonction que nous avons 4 minimiser est trés complexe puisque

la connaissance de l'une de ses valeurs nécessite la résolution d'une équation

différentielle, aussi est-il intéressant de la calculer le moins de fois possible.

II,2.2.2 Dénombrement sur les valeurs prises par la fonc-

tion d'état

Reprenons 1'équation fonctionnelle établie au pa-

ragraphe II. 2.1

(ty i > tne) 2S. ty) = min | “===, ly - ¢ (ty, ,))° ty tay - g tty a)

+ Sit (fy tay)

l'utilisation d'une méthode numérique pour la détermination du minimum de

la fonction "entre crochets" ne permet d'obtenir qu'une connaissance discréte

; 4
des fonctions S,. (y) et Up (y).

Chaque fonction S) sera donc calculée pour un certain nombre de va-

= . x
leurs de y. Nous aurons donc a conserver A la fois les valeurs Ss. ty) et UL. ty)

correspondantes., Dans le calcul de Sy. vi) nous remplacerons Sey iy, +A y;)
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par Se] ty) ou Wy est la valeur de la fonction d'état la plus proche de

ly; + Ay;) pour laquelle nous avons calculé S, 1°

Cette méthode élémentaire a pu étre employée, car par la nature

méme du probléme nous connaissons le domaine ot nous devons choisir les

valeurs de y 4 chaque étape. En effet, notre but étant de trouver une solution

de l'équation différentielle aussi proche que possible de la fonction expéri-

8

iéme .mentale g, nous prenons Ala k étape des valeurs de y situées dans le

beevoisinage de la valeur g (ty ik

Le nombre de points utilisés ainsi que leur répartition autour de cette

valeur dépendra de chaque cas particulier.

Il. 2.2.3 Utilisation de l'interpolation

Cette fagon de résoudre l'équation fonctionnelle

par dénombrement sur la fonction d'état est la "méthode exhaustive"! utilisée

par Bellman (1) en programmation dynamique discréte. Lors d'une résolution

A l'aide d'un ordinateur ce procédé présente l'inconvénient de nécessiter la

mise en mémoire d'un grand nombre de valeurs pour chaque fonction S, et

d'entrafner une erreur systématique en remplacant ty; + Ay,;) par une valeur %

approchée.

Comme nous l'avons vu au début de ce chapitre, nous pouvons gagner

ala fois de la place en mémoire et de la précision en calculant chaque fonc-

tion S, en un petit nombre de points et en l'approchant par une fonction d'un

type donné en utilisant une technique d'interpolation.

Les fonctions Sy étant ainsi calculées, nous avons deux possibilités

pour déterminer la fonction de commande optimale :
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- la premiére consiste 4 conserver en mémoire toutes les valeurs optimales

i WZ : k , : Z
uj. associées aux points y; et de donner la solution en interpolant également

les fonctions de commandes optimales.

- La seconde consiste 4 ne garder que les fonctions approchant les fonctions

. 3 it) 5 : 5 ;
Ss. et 4 recalculer les valeurs optimales u, 4 partir de la solution optima-

x : : 2
le yy, ce qui nécessite A nouveau N recherches de minimum.

Ce second procédé nécessite un temps de calcul plus long que le pré-

cédent mais permet d'obtenir la fonction de commande optimale avec plus

de précision, surtout lorsque la méthode d'interpolation utilise peu de points.

Nous allons voir maintenant quelques applications numériques de ces

trois méthodes :

- solution explicite

» méthode avec dénombrement

~ méthode avec interpolation.
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III - RESULTATS NUMERIQUES
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Nous avons tout d'abord appliqué la méthode 4 une équation dif-

férentielle simple avec une fonction de commande simple également.

Nous avons choisi l'équation :

t at
tpi y=

y'* 100 ¥ = Too

avec la solution g (t) = 20 exp (-t7/200) +2

et nous avons cherché la fonction u (t) telle que la solution de 1'équation dif-

férentielle y'+u (t) y = soit aussi proche que possible de la fonction
2t

100

g (t).

Nous avons appliqué successivement les trois méthodes envisagées

ci-dessus.

IlI.1.1 Solution explicite

Nous avons ajusté la fonction u (t) sur l'intervalle [ 0, 5]

partagé en 50 intervalles égaux.

Notons u, la valeur approchée de la fonction de commande sur l'inter-

valle [t,, te 41] :

Nous avons obtenu en moyenne sur cet intervalle une valeur u; égale

& la valeur exacte de la fonction u (t) au milieu de l'intervalle, c'est-a-dire

u ((t.sage t.)/2), a 107? prés en valeur relative. La précision est meilleure

sur la premiére partie de l'intervalle c'est-4-dire pour t < 2 que sur la se-

conde, ceci s'expliquant par la décroissance exponentielle de g (t).

}

Hy¢f \

\ i
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|



a

ane eB

-~ 36 -

IlIl1.2 Méthode avec dénombrement

Nous avons appliqué la méthode avec dénombrement sur

l'intervalle [1,2]. Partagé en 10 intervalles égaux et nous avons calculé

chaque fonction 5, (y) en 10 points. Nous avons obtenu les résultats suivants :

aa: 7 a
= i

1.05 0.01054

1.15 0.01127

1.25 0.01273

1.35 0. 01345

1.45 0. 01455

1.55 0.01527

1.65 0. 01673

1.75 0. 01745

1.85 0.01854

1.95 0.01927

la valeur approchée a; est égale 4 la valeur exacte au milieu de

l'intervalle a 1077 prés en valeur relative ;

le cofit total Sx (y) est alors égal 4 107?

l'obtention de cette solution nécessite la mise en mémoire de 300

nombres ; en effet il y a l0 étapes, 4 chaque étape on calcule 10 fois la fonc-

tion Sy, et pour chaque calcul on a trois grandeurs 4 conserver :

- la valeur de S.

- la valeur de uy. associée

- la valeur de y 4 l'étape précédente.
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Nous avons utilisé une méthode d'interpolation trés simple

soit l'interpolation d'une fonction sur trois points par un polynéme de degré

deux ; 4 l'étape k les points d'interpolation sont les suivants :

ye = g (ty 4) @-h)

k
Yo =8 (ty) avec O<che<l

k
yz = 8 (ty )) U+h)

La méthode d'interpolation étant trés élémentaire, nous n'avons pas

interpolé les fonctions de commande mais nous les avons recherchées 4 par-

tir de la connaissance des fonctions 5.

Nous avons appliqué cette méthode comme précédemment sur l'inter-

valle [1,2] partagé en 10 intervalles égaux ; nous avons obtenu des résultats

/ (hoe 1 t2
a, ; soa: _ itl ivy yy-3 .

comparables aux précédents, c'est-a-dire u,=u—z— 4 10 ~ prés en

: : = -8
valeur relative mais avec un coit total de 10 ©.

L'obtention de la solution ne nécessite cette fois que la mise en mé-

moire de 30 nombres, soit 10 fois moins que précédemment, ce qui nous a

invité 4 affiner les résultats obtenus en prenant des intervalles partiels de

longueur At = 0605 au lieu de 0,1

les résultats obtenus sont alors les suivants:
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1,525 0. 015249

1.575 0. 015751

1. 625 0. 016248 coat total = 1074

1.675 0. 016750 _ (tay + t,) oe .

1. 725 0. 017250 u,; = uUu——z— a4 10 " prés en valeur

1.775 0. 017750 relative

1.825 0.018249

1.925 0.019249

1.975 0.019751

W.1.4 Conclusion

Au vu de ce premier exemple, la méthode utilisant l'interpola-

tion apparaft comme la plus performante, en ce qui concerne, tant la quali-

té des résultats que l'encombrement en mémoire.

La méthode discréte pourrait également conduire a4 d'excellents ré-

sultats en diminuant la longueur des intervalles de temps j t, mais nous n'a-

vons pas jugé utile de poursuivre des essais dans cette voie car cette métho-

de ne se généralise pas 4 l'ajustement sur un systéme.

Nous n'avons donc appliqué que la méthode avec interpolation aux

deux autres exemples que nous avons traités.

III - 2 Second exemple

Pour le second exemple nous avons pris égaitement une équation

différentielle linéaire A coefficients variables mais avec une fonction de com-

mande u (t) plus compliquée que précédemment.

h fi i
k ' '
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Soit l'équation :

y't+u (t)y =0 avec u (t)=tTM -3t

1 t , 3t?et avec la solution g (t) = > exp (- = + —z-)

Nous avons ajusté u (t) sur l'intervalle [ 0,2] en prenant un pas

At= 0,1 sur l'intervalle [0,1] et un pas 0.05 sur l'intervalle [1,2].

: tart ty -
Nous avons obtenu en moyenne u, = u——j—— a10~ prés en valeur

relative avec un coiit total de 107>.

Le choix du pas jt plus petit sur l'intervalle [1,2] que sur l'interval-

le [0,1] est du A la variation de la fonction g {t).

III - 3 Troisiéme exemple

Comme troisiéme exemple d'application nous avons choisi

une équation non linéaire avec une variable de commande fonction de y et non

plus det.

Soit l'équation

ty'-yu ly) = 0

avec u fy) = y -l et la solution g (t) = or pour t> 0.5.

Sur l'intervalle [2.4, 2.5] avec un pas at = 0.01 nous avons obtenu

a te ef -9
u, =u a10 “ prés en valeur relative avec un coiit total de 10 °.

IlI- 4 Remarque

Nous n'avons pas précisé sur les exemples traités les valeurs

données aux différents paramétres dont dépend la mise en ceuvre pratique du

programme de résolution , A savoir le pas d'interpolation h, l'intervalle

i , 1 Fi |

BEReRBRHREEHREEE EE
[A,B] sur lequel on applique la méthode de Fibonacci ainsi que la précision

1at fe \ i
1 1

h 1

b i h
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demandée lors de l'emploi de cette méthode. En effet le choix de ces gran-

deurs dépend de chaque application et ne peut se faire qu'expérimentalement.

Il sera donc en général nécessaire de faire une simulation pour obtenir des

ordres de grandeur. de la fonction de commande avant d'envisager la réso-

lution par la méthode que nous venons de proposer.

Nous verrons que dans l'ajustement sur un systéme nous ne pourrons

pas nous passer de cette phase préliminaire de simulation, car les paramé-

tres dont dépendra le programme seront plus nombreux et le temps de réso-

lution du probléme beaucoup plus long.

IV - CONCLUSION

Les résultats obtenus sur les exemples traités nous ont semblé assez

satisfaisants pour envisager l'extension de la méthode 4 l'ajustement de plu-

sieurs fonctions de commande sur des systémes différentiels. Cependant, de

méme que nous avons commencé l'étude générale par le cas simple d'une

équation différentielle, nous avons tout d'abord traité l'ajustement sur un

systéme d'ordre deux ; nous n'avons pas pu, avec le matériel mis 4 notre

disposition (CAE 510), effectuer ensuite des applications sur des systémes

d'ordre supérieur 4 deux, mais le passage d'un probléme sur un systéme

d'ordre deux 4 un probléme sur un systéme d'ordre supérieur ne pose que des

difficultés pratiques, alors que, comme nous allons le voir au chapitre sui-

vant, la méthode employée sur une équation différentielle ne peut pas s'éten-

dre directement 4 l'ajustement sur un systéme.
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Dans le premier chapitre nous avons vu que le probléme d'ajustement

sur un systéme différentiel peut se ramener, en utilisant les techniques de

la programmation dynamique, 4 la résolution d'une équation fonctionnelle ;

dans le chapitre précédent nous avons étudié le cas simple de l'ajustement

d'une fonction de commande sur une équation différentielle non linéaire et

nous avons mis au point plusieurs techniques numériques pour déterminer

la fonction inconnue ; nous nous proposons maintenant d'étendre ces métho-

des 4 l'ajustement sur un systéme différentiel.

Cette extension ne peut pas se faire sans une nouvelle étude car il

existe des différences fondamentales entre l'ajustement sur une équation et

l'ajustement sur un systéme, nous allons mettre en évidence les principales.

~ Dans les applications pratiques, nous ne connaitrons jamais autant

de fonctions expérimentales que nous aurons de variables d'état, alors que

dans le cas précédent nous avions une fonction expérimentale et une variable

d'état.

- Sur des systémes différentiels nous chercherons a déterminer plu-

sieurs fonctions de commande. Le nombre de fonctions que nous pourrons

ajuster dépendra de la quantité d'information que nous posséderons clest-a-

dire du nombre de fonctions expérimentales connues. Nous n'avons pas réso-

lu ici le probléme général de la détermination du nombre maximal de fonc-

tions de commande que l'on peut ajuster A partir d'une quantité d'information

donnée ; ceci dépasse le cadre de notre étude et nous n'avons travaillé que
‘

sur un systéme différentiel d'ordre deux.

- Ces deux points montrent que les techniques nécessaires 4 la réso-
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précédemment : nous aurons 4 rechercher le minimum d'une fonction de

plusieurs variables et 4 mettre en mémoire des fonctions de cotit optimal

de plusieurs variables également.

Nous avons tout d'abord étudié la résolution de l'équation fonction-

nelle dans le cas d'ajustement sur un systéme simple avant d'envisager une

application plus générale.

Nous avons donc travaillé sur un systéme d'ordre deux de la forme

suivante

dx

tt = a, x, ta,x
dt 11 2 2

dx

_~£ = a,x, ta, xX
dt 3° 1 4~2

OU a), a5, 43, ay sont des fonctions de t ou de x

- Nous étudierons deux cas :

- nous connaissons une fonction expérimentale 8) correspondant 4 x

- nous connaissons une fonction expérimentale correspondant 4 une
3

combinaison linéaire de xy et Xo°

- Dans chacun de ces cas nous ajusterons deux fonctions de commande uy et

u, qui seront deux fonctions a, inconnues, sur un intervalle fini [ To, T[.

-~ Nous établirons des méthodes de résolution numérique des équations fonc-

tionnelles. Pour les deux cas envisagés au chapitre 1:

- partage de l'intervalle d'étude imposé

- partage de l'intervalle d'étude optimisé.

- Nous donnerons enfin quelques applications numériques, sur un systéme

ot les fonctions de commande sont des fonctions de t et sur un autre sys-

téme ot elles sont des fonctions de x
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I- METHODE DE RESOLUTION DANS LE CAS DU PARTAGE IMPOSE

I-1 Systéme choisi et équation fonctionnelle associée

| ax
1 25 & Fa x
dt 171 2°62

dx

aw =a x, tu, x
dat 3° 1 2 2

- a, et az? fonctions connues

- u, etu,: fonctions de t ou de x, inconnues

- 2 (t) fonction expérimentale connue sur l'intervalle [TT corres-

pondant a4 x

Nous partageons [T), TL en N intervalles et sur chacun de ces inter-

valles nous approchons les fonctions u, et u, par des constantes, que nous noterons

ku, et a sur l'intervalle2° lty ie teen [>

" Nous ne précisons pas 4 ce niveau la fonction q (x, Xx t) dont
2° “Myr "2

nous cherchons 4 minimiser l'intégrale de To a T, nous verrons en effet que sa

forme dépend de la méthode employée pour la résolution de l'équation fonctionnelle.

D'aprés les résultats du chapitre I l'équation fonctionnelle du probléme

est la suivante :

foam kok
Ss. (x, x.) = min. : q (x, Xp, Up, U5, Hdt+g tax, XtAX,)

Mia BD, N-k

ao 14
5) (x), x5) = min f q (x, aos Ul; U5, t) dt

ve oe tNel
y “2
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Nous allons voir que la facon la plus simple de résoudre l'équation

fonctionnelle,que nous avions utilisée pour l'ajustement sur une équation, et

que nous avions appelée solution explicite n'est pas applicable pour ce nou-

veau probléme.

I-2 Impossibilité d'obtenir une solution explicite

Rappelons que nous avons obtenu une solution explicite au

chapitre précédent en résolvant le systéme différentiel par la méthode d'

Euler et en calculant l'intégrale par la méthode du trapéze.

Choisissons, comme précédemment, la fonction q, c'est-~d-dire

k kL 2
q (x), Xo, Mae Bo t) “| (x, (t) = 8) (t))

l'équation fonctionnelle s'écrit alors :

p = : At 2 2

S, Oy, x2) = oo (4 (Gq-g ly a)" F bq t axe tty yay) ) +
yr Sb 4094 940%) )

avec Me = (ty ed = ty +)

Ax, = qs x, ta, x,) At
1 lol 2 2

Ax. = la x. + we x5) At
2 3 °1 a

et

(T=t.. ,) )oo, N-1 2 a5, (x, %5) = a a (% - (ty) + (x) + Ax, - 8 (T))

SMe OL J

avec Ax, = tole a, x,) (T -t )
1 11 2°22 N-1’°
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En raisonnant comme dans le paragraphe I1.2.1. du précédent cha-

pitre nous pouvons affirmer que le minimum de la fonction entre crochets

est atteint si le second carré est nul, c'est-A-dire si

x, + (ol 1 a x,) (T-t )-g (T)=0
1 171 272 N-1l

Deux remarques s'imposent :

1) cette équation ne fait pas intervenir wu,

i* i
2) nous ne possédons qu'une relation pour déterminer deux inconnues u, et u

Il y a donc une indétermination qui se répéte de la méme fagon 4 la seconde

étape et 4 toutes les autres jusqu'd la derniére. Nous avons fait alors la

remarque suivante :

Un systéme différentiel est, lorsqu'il est linéaire, toujours équivalent

a une équation différentielle, cette équivalence se présente aussi pour cer-

taines formes de systémes différentiels non linéaires.

Pour un systéme du second ordre l'équation, du second ordre, est

du type f (x"!,, x", Xp, y= 10)

cette équation est elle-méme équivalente au systéme différentiel II suivant :

ol.
I dt é

dz _
f (a WIZ, xy, t) = 0

Si on connait une fonction expérimentale gy (tt) , correspondant a x) (t)

on peut obtenir également sa dérivée par rapport 4t, g (t), ce qui revient

a connaftre deux fonctions expérimentales pour le systéme II et donc 4 mini-

miser dans un probléme d'ajustement la somme suivante :

(g, - 4)" +, - 2°.
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z= &
Pour remédier 4 l'indétermination 4 laquelle nous aboutissons en

=, minimisant uniquement la-différence entre x, et g), nous avons décidé, sous

l'influence de la remarque précédente, de prendre comme fonction de cofit :

dxT

Sow, tt) - ge, 2 + (Ee gt ty? at
To 1 1 dt 1

L'équation fonctionnelle devient alors, en utilisant toujours la métho-1 . a
de du trapéze pour le calcul de l'intégrale :

iy"

- . At 2 k 2S,. (x, x) ee 5 (elt 30) + (uy x, ta, x, - g' (tr 4) +

ey? 2
oe

2 (x, tax a Ik ; 2
1B Cy peg + Cay Gay taag) + ay Oc, taxQ)-8" Cty yea) ) *

Sy} (x, + AX), X5 + AX,)

avec

S, (x, x,) = min At (x,-¢ (t )* + tut x ta, xi-g'lt yf? 5. Ge rie (T))
1 “yp *2 t te 18 “wei 1 *1 7 #2 *278 “N-1 py AX 78

By Uo

+ Cu, (x, + AX) + as. (x, + Ax,) -~g rn?), mf y y‘ i ‘ ‘i
Si on utilise comme précédemment la méthode d'Euler pour le calcul de

Ax, et AX, uw, intervient explicitement dans la fonction 4 minimiser et dans
: *x x

ce cas on peut encore déterminer analytiquement les valeurs u, etu, cor-

& respondant au minimum, mais les calculs deviennent trés compliqués dés la

seconde étape et ne se généralisent pas simplement comme dans le cas d'a-

justement sur une équation. Nous rechercherons donc le minimum par une

méthode d'optimisation numérique.
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Une autre possibilité pour éviter l'indétermination que nous avons en

calculant l'intégrale par la méthode du trapéze est de la calculer par une

méthode numérique d'intégration faisant intervenir la fonction (x, (t) - 8) (t))?

en plusieurs points de l'intervalle [tye tye l . Dans ce cas encore

x x

nous ne pouvons pas espérer déterminer les valeurs u, étu, de fagon ana-

lytique, nous ferons appel 4 une méthode d'optimisation numérique.

Le choix de la fonction de coitit 4 minimiser dépendra de chaque ap-

plication pratique ;

- Nous préférerons la premiére méthode lorsque la fonction expérimentale

sera connue de facon discréte aux seuls points t, et lorsque les dérivées en

ces points pourront &6tre obtenues sans entrafner une erreur trop impor-

tante sur le reste du calcul.

~ La seconde méthode sera utilisée lorsque la fonction expérimentale sera

connue - soit en tout point de l'intervalle [T , TL

- soit de fagon discréte mais assez précisément pour

pouvoir 6tre remplacée par une fonction d'interpolation.

- D'autre part le temps de calcul d'une valeur de la fonction 4 minimiser, 4

chaque étape, sera plus long avec la seconde méthode qu'avec la premiére

car il nécessitera le calcul du vecteur d'état (x), x,) en des points inter-
2

médiaires, Ce facteur pourra influencer également sur le choix de la fonc-

tion de coidit.

Nous allons voir maintenant les méthodes d'analyse numérique quey q q

nous avons employées pour la résolution de l'équation fonctionnelle.
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I- 3 Méthode du gradient

Nous avons utilisé la méthode du gradient commme méthode

d'optimisation 4 plusieurs variables.

I.3.1. Principe de la méthode

Notons f (x) la fonction dont nous cherchons le maxi-

mum. (la recherche d'un minimum se déduit de celle d'un maximum par la

relation : min f (x) = - max (-f (x))),
x x

La méthode du gradient est une méthode itérative qui, 4 partir d'un

point Xo: construit la suite de points Kg Xpeee X, tels que

f (xp) <f (x, ) <..e f (x,) <... ff (x)

‘La détermination d'un point x; a partir du point x, 1 5€ fait de la

facon suivante :

- x; est le point correspondant au maximum de la fonction f sur la direction

du gradient en xe

Notons a; 1 le vecteur des cosinus directeurs du gradient en x;y) la

recherche de x, Se raméne ala recherche du maximum de la fonction d'une

variable r soit: f (x;y tr a, 4)

Soit Ton la valeur de r correspondant au maximum de cette fonction

nous aurons xX. = X, tra: 4.
i i-l m “i-l

I.3.2 Application 4 notre probléme

La fonction que nous avons 4 minimiser 4 chaque

étape, c'est 4 dire lors du calcul d'une fonction de co&t optimal 5, (x), x5),

est de la forme suivante :
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. pee
hy, (u,, us q (x, Xo, Uy, Us) dt + Si] (x, + AX, X> +A x,)

'N-k

Cette fonction n'étant connue que de facon numérique, nous calculons

kle gradient en un point (uk, us) de fagon approchée en donnant des accrois-

sements finis A uy et A us aux deux variables.

D'autre part, la recherche du minimum sur la direction du gradient

est faite également par une méthode numérique ; nous avons pour cela le

choix entre deux possibilités :

- rechercher le minimum de fagon grossiére en ne calculant la fonction qu'

en des points particuliers et conserver comme solution celui qui corres-

pond 4 la valeur la plus faible.

- utiliser une méthode numérique d'optimisation 4 une variable.

Dans les deux cas nous ferons l'hypothése d'unimodalité de la fonc-~

tion A minimiser. Cette hypothése est essentielle pour pouvoir appliquer

une méthode "minimax", et n'entraine pas d'erreur trop importante lorsqu'

elle n'est pas vérifiée ; en effet, si nous n'obtenons qu'un minimum local

sur la direction du gradient, nous ferons peut-étre quelques itérations sup-

plémentaires mais nous arriverons au méme résultat final.

D'autre part l'application d'une méthode "minimax" nécessite la con-
oe

naissance d'un intervalle sur lequel se trouve la valeur de la variable donnant

le minimum de la tonction 4 minimiser.

Pour déterminer cet intervalle nous avons utilisé la méthode suivante ;

k k : : : : k _k
notons g, eta, les cosinus directeurs du gradient au point (u,, u,). Nous

avons vu que minimiser la fonction h était équivalent A maximiser la fonction

(-h), nous avons donc 4 rechercher le maximum de la fonction 4 (r)
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tr) =-h, y-ray, uy - Fa, pour rz 0

Fixons nous deux nombres q et s, a étant supérieur 41 et calculons

successivement la fonction 2 pour r=s a, p étant un entier positif ou

nul,

D'aprés l'hypothése d'unimodalité de la fonction 4 le maximum se

trouvera sur l'intervalle :

- [0,s] si 2 (s) <2 (0)

-[s go s oP tt} si,pour i =1, 2.68 (s at Ty <4 (s a)

et 2 (s @P*t) < t (saP).

-~ Dans le cas ot nous nous contentons d'une estimation du minimum nous

prenons comme nouveau point (u,, u,) le point tus - (sq?) an us - (soP las ) ;

siz (s) est inférieur 42 (0) nous recommengons la recherche avec une

autre valeur 5) <5.

- Pour obtenir le minimum avec plus de précision, nous recherchons le ma-

ximum de la fonction 4 (r) sur l'intervalle déterminé ci-dessus par la mé-

thode des parties proportionnelles qui est la méthode "minimax" la plus ef-

ficace et la plus économique d'aprés des études antérieures (4),.

Nous obtiendrons ainsi une valeur rin et le point suivant de

l'litération sera (al -r ae a* -r a).
1 ml’ “2 m “2

Pour commencer la recherche itérative du minimum de hy, (u,, u,)

nous prendrons a4 chaque étape comme point initial le point correspondant

au minimum de bey trouvé a l'étape précédente. Nous serons, de cette ma-

niére, assuré de débuter la recherche dans le voisinage de la solution et

d'obtenir ainsi une convergence rapide. Nous n'aurons donc 4 nous fixer des

valeurs initiales arbitraires que pour la premiére étape ; le choix de ces va-
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leurs sera délicat lorsque nous n'aurons aucune précision sur l'ordre de

grandeur des variables de commande 4 l'instant T.

Nous arréterons les itérations lorsque les deux critéres suivants se-

ront vérifiés ensemble :

- les dérivées de la fonction h, sont inférieures en valeur absolue

A une quantité E,

- la distance séparant les deux dernters,points est inférieure a4

une quantité E..

La méthode du gradient, ainsi utilisée, nous a donné de bons résultats bien

que n'étant pas, d'aprés des études antérieures (4) la meilleure méthode nu-

mérique d'optimisation a plusieurs variables. Ces résultats s'expliquent par

le fait que nous avons toujours des valeurs initiales assez proches des valeurs

optimales.

L'utilisation de la méthode des parties proportionnelles a donné de

meilleurs résultats que la recherche simplifiée ; en effet cette derniére

technique est moins précise et nécessite davantage de calculs de gradient

ainsi le temps de calcul gagné lors de la recherche du minimum de la fonc-

tion d'une variable est perdu en calculs de gradient. D'autre partle choix

des paramétres s et qg a plus d'importance lors de la recherche simplifiée

et, comme nous ne possédons que trés peu d'indications pour les déterminer,

nous avons préféré utiliser la méthode du gradient comprenant la méthode

des parties proportionnelles.

Nous nous sommes attardé sur la méthode du gradient, car lors de

la résolution de L'équation fonctionnelle, l'étape numérique la plus impor-

tante et aussi la plus délicate est l'obtention du minimum d'une fonction de
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plusieurs variables. Le probléme de stockage des fonctions de coit opti-

mal est traité de la méme fagon que dans l'étude précédente de l'ajustement

sur une équation, nous ne ferons donc qu'un rappel rapide des deux métho-

des utilisées,

I-4 Dénombrement sur le vecteur d'état

Comme dans l'étude de l'ajustement sur une équation, nous

avons tout d'abord tabulé les fonctions S, en ne les calculant qu'en un certain

nombre de points et en remplacant, dans le calcul de S, (X,, X,), Shy

(X, +A Xx x, tA X,) par une des valeurs mises en mémoire 4 l'étape pré-

cédente.

L'organigramme du programme principal nous montre que toutes les

grandeurs 4 conserver 4 chaque étape sont des résultats de la méthode du

gradient utilisée en sous-programme. En réalité, seules les valeurs des

fonctions de commande sont des résultats de ce souS-programme qui utili-

se en paramétre la fonction 4 minimiser appelée "'cofit'', nous donnons éga-

lement l'organigramme du calcul d'une valeur de cette fonction.
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calcul et tabulation

des fonctions Si.

obtention de la

solution donnant

pour chaque éta-

pe le vecteur d!

éiat et le vecteur

de commande

associé

Organigramme du Programme Principal

Données : ETAI(P) valeurs possibles de Xl

ETA2(L) Uy ut de X2
ul, u2 valeurs initiales du vecteur

de commande

N nombre d'étapes

>
[ K = Ktl numéro de T'étape]

Vv

iN

| méthode du gradient |

@PT{K, I, J, 1)

rangement des résultats

CM} S,. (X,, X

de l'étape

OPT (K, I, J,2) = ULM

OPT(K, LJ, 3) = ua } yest
@PTIK, I, J, 4) = Kl indice de

@PT(K,1,J,5)=K2 "

>)

de commande

a l'étape K-1
X2 tt

L LZ

ul = ul M valeurs initiales

uZ2= u2M _ pour le prochain calcul

non

Y Vv

“recherche du min @PTIN, I, J, 1)

I=14P

J=l iL

=» indices IM et JIM

7 i
X1 = ETA1 (IM)

X2 = ETA2 (JM)

ul = OPT (K, IM, JM, 2)

u2 = @PT (K, IM, JM, 3)
| impression de ces nombres et de K |

KM

JIM

IM

ae = :

@PT (K,.IM, JM, 4)

@PT (K, IM, JM, 4)

K+Uo ou
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La fonction 'cott' a la forme suivante

tN el
J q (x, Xo5 Uys Us; tdt +S, iq + AX, a) + Ax>)
N-k

ses paramétres sont: K numéro de l'étape

I indice donnant la valeur de x, dans le tableau

ETAL

J indice donnant la valeur de x, dans le tableau

ETA2

u

f valeurs des vecteurs de commande
u
2

ses résultats sont: - C sa valeur

- Kl) indices de X,taX

K2 X5+X

dans les tableaux ETAL

: ETA2_
2

Le calcul de l'intégrale sera fait dans le sous=programme lorsqu'on

utilisera la méthode du trapéze, sinon on fera appel A un sous-programme

d'intégration.

Organigramme :

calcul de l'intégrale

tN kt]
P af q at

N-k

AX, AX,

résolution du systéme

_ différentiel

obtenus par

oui non

=P détermination de Kl et K2 |

fc = P + OPT (K-l, Kl, K2, 1) |
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I= 5 Utilisation de l'interpolation

Liutilisation d'une méthode d'interpolation n'apporte pas beau-

coup de modifications 4 la méthode de résolution proposée ci-dessus.

En effet, dans le programme principal nous aurons, tout d'abord, a

déterminer les points (X,, X,) d'interpolation. Pour chacun de ces points

nous conserverons, le coiit, les valeurs du vecteur de commande et du vece-

teur d'état a l'étape précédente. Dans la fonction cofit,la détermination de

Kl et K2 sera remplacée par l'appel du sous-programme d'interpolation qui

+A X,)-donnera la valeur approchée de Shey (x, + AX, x,

L'obtention de la solution se fera également en utilisant l'interpolation.

Pour des raisons matérielles nous n'avons pas pu utiliser une mé-=

thode d'interpolation sur plus de 9 points ; nous avons donc pris la méthode

suivante ;

- Soit une fonction de deux variables f (x, y) connue en neuf points

d'un réseau rectangulaire.

Soit [F] le vecteur colonne des valeurs prises par la fonction.

Soit [L,] et [Ly] les matrices de Lagrange correspondant res-~

pectivement aux points x; et y; choisis,

Le polynéme d'interpolation est alors donné par la formule suivante :

2 2
Piyy)s [ix x] @[lyy']. [LJ @[L J TF]

@ : produit de Kronecker

En résumé l'ajustement, tel que nous le présentons, dépend de deux

facteurs :

~ la fonction q
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- l‘utilisation du dénombrement ou de l'interpolation

Dans les applications, au paragraphe suivant, nous préciserons toujours

dans quel cas nous nous trouvons.

li - APPLICATIONS NUMERIQUES DANS LE CAS DU PARTAGE IMPOSE

1-1 Systéme linéaire a coefficients variables
cco a me eee ee et es em ms os ee ee ee

Nous avons choisi le systéme suivant :

7

dx
1. t (3t = 1)

a = too “1 * “too ~a

ok = ty 4 2 x
dt 100 1 100 2

les fonctions de commande étant u, = 3 et u, = 3 tel la fonction ¢g1 100 2 T06 8)

connue a été calculée en résolvant le systéme pour les conditions initiales

xy (0) = 1

X, (0)2 3U

Nous avons calculé l' intégrale par la méthode du trapéze et avonsg P

donc minimisé
aXT

2 1 2J (X,- 29 )° + (> - gi)" dt.i 17 & at 1

Il. 1.1. Méthode avec _dénombrement

Nous avons ajusté u, et u, sur l'intervalle [1.1, 1.6] par-

tagé en 5 intervalles partiels égaux.

i
Nous comparons la valeur ay trouvée sur L'intervalle [ ts, ta] ala

valeur exacte de la fonction de commande au milieu de l'intervalle c'est-a-di-
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_ tty
re pour tio = —>——

Résultats :

t u, x 100 uy, (t_,)x100 us x 100 u, (t) x 100

1.55 1.57 hh. 55 3. 64 3.65

1.45 1.47 1.45 3. 34 3.35

1.35 1.37 1.35 3.04 3.05

1.25 1.28 1.25 Qeet'5 2.75

Leis 1.17 1.15 2.42 2.45

cout total: 107+

Dans ce tableau u, (t__) et u, (t._) sont les valeurs exactes et u, et
1 “m 2°m 1

us les valeurs approchées.

Il 1.2 Méthode avec interpolation

Dans les mémes conditions, la méthode avec interpo-

: ‘, - . F . zm -5
lation a donné des résultats identiques mais avec un cofit total de 10 ©.

Nous avons travaillé sur le systéme suivant ot les fonctions

de commande sont des exponentielles d'une des variables d'état. Nous avons

choisi un tel syst@me pour sa ressemblance avec un modéle mathématique de

phénoméne biologique.

aX,

aq 77 WX ty X2

aX,

ae 77 Moa) X- uy X
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avec a = 0. 7 exp (X,) 10

u, = 1.5 exp (X) 1074

u, = 8 exp (-X,/10) 1074

Nous avons supposé que nous connaissons une fonction expérimentale

correspondant 4 une combinaison linéaire de x, et de X,, soit 2X) +3X 2°

Sur l'intervalle [1,1.5] partagé en cing intervalles partiels égaux,

nous avons obtenu les résultats suivants en calculant l'intégrale par la mé-

thode du trapéze.

u

u,D

D ’ rd Zz1 } résultats par la. méthode avec dénombrement

2

I , , : .My | résultats par la méthode avec interpolation
ul

m&
ie valeurs exactes pourt=t_.
2R

ton u,D uj wR u,D url u,R

1.05 0.1657 0.1652 0.1685 0. 0641 0. 0609 0. 0628

1.15 0.1595 0.1593 0.1622 0. 0640 0, 0617 0. 0630

1.25 0.1538 0.1539 0. 1566 0. 0627 0. 0624 0. 0632

1.35 0.1490 0. 1490 0.1514 0.0635 0. 0631 0. 0634

1.45 0. 1445 0.1445 0. 1466 0. 0644 0. 0639 0. 0636

2
ment le coGt total est de 1072av age ee vate i

: . ~ -4
Dans la méthode avec interpolation le coiit total est de lO ©.

Nous avons également résolu ce probléme en calculant l'intégrale

ry

f (2X, + 3X
To 2

- & (t))* at par une méthode d'intégration numérique.
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Nous avons choisi la méthode d'intégration suivante :

b

Liintégrale I= f F (x) dx est approchée par la quantité :
a

b

I* = J Py (x) dx ot Py (x) est le polynime d'interpolation de
a

F (x) sur [a,b] dans une base de Tchebycheff et sur un support de Tche-

by cheff.

Nous nous sommes contenté, dans notre application, d'un polynéme

d'interpolation de degré cing, car les intervalles sur lesquels nous tra-

vaillons 4 chaque étape sont de longueur réduite.

Les résultats obtenus alors par la méthode utilisant l'interpolation

sont équivalents aux précédents mais nécessitent un temps de calcul plus

long ; cette différence provient du calcul des fonctions X, et x, en des
1

points supplémentaires, calcul qui demande la résolution du systéme dif-

férentiel. .

II - 3 Difficultés rencontrées

Nous ne disposions pour cette étude que d'un calcula-

teur de faible capacité (CAE 510, 8K de mémoire). Le programme de ré-

solution utilisant l'interpolation sur 9 points tels que nous l'avons présenté

atteignait la limite de capacité de l'ordinateur. Nous n'avons donc pas pu

utiliser des méthodes d'approximation plus élaborées pour calculer les

fonctions de coiit optimal, ni des méthodes d'optimisation plus performan-

tes que la méthode du gradient. D'autre part la lenteur d'exécution de la

machine a limité les essais effectués, A titre indicatif nous signalerons que

l'obtention du tableau de résultats du paragraphe IJ - 2a nécessité trois
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Nous nous sommes tout d'abord heurté Aa des dif-

ficultés propres 4 tous les problémes d'ajustement, c'est-d-dire :

- le choix des valeurs initiales 4 donner aux fonctions de commande

- le choix des points (X, X,) en lesquels on calculera chaque fonc-

tion de cofit optimal.

Nous avons vu, lors de l'étude de la méthode du gradient, que les va-

leurs initiales arbitraires des fonctions de commande n'interviennent que

dans le calcul de la premiére valeur de 5 ; nous pourrons donc détermi-

ner ces valeurs expérimentalement en répétant ce calcul.

Dans l'étude de l'ajustement sur une équation différentielle, le problé-

me du choix du domaine de définition de chaque fonction Sk est résolu par

la connaissance de la fonction expérimentale. Mais, lorsque nous travail-

lons sur un systéme,nous connaissons moins de fonctions expérimentales

qu'il n'existe de fonctions d'état ; nous ne possédons donc aucune indica-

tion sur les ordres de grandeur de certaines variables d'état. Afin d'évi-

ter de calculer, pour cette raison, chaque fonction 5. en un trés grand

nombre de points, il sera nécessaire de faire, avant chaque résolution de

probléme d'ajustement, une simulation: c'est-a4-dire une étude du modéle

mathématique permettant de déterminer des ordres de grandeur des va-

riables d'état et de commande. Cette étude présentera également l'intérét

de mettre en évidence l'influence des différentes fonctions de commande sur

chacune des solutions du systéme et de déterminer ainsi quelle précision

il est permis d'espérer obtenir sur chaque variable de commande.
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D'autres difficuités, d'ordre plus technique, sont apparues lors des

applications numériques ; elles concernent le stockage des fonctions S\. ty)

et uy (y) et la précision de l'interpolation ; ces problémes n'ont été réso-

lus qu'au niveau de chaque cas particulier car en raison de l'insuffisance

du matériel utilisé nous ne pouvions pas employer des méthodes d'appro-=

ximation plus élaborées.

Cependant une étude récente (9) a montré que l'utilisation des méthodes

d'approximation, en particulier des approximations dans une base de

Tchebycheff avec support de Tchebycheff, en programmation dynamique

A plusieurs variables, permettait de résoudre ces problémes. Nous pou-

vons donc espérer, qu'avec un matériel plus puissant, ces difficultés tech-

niques disparaitront.
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Ili - METHODE UTILISANT L'OPTIMISATION DU PARTAGE

Til -1 Equation fonctionnelle
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D'aprés les remarques faites au paragraphe II.3.1.3 du

chapitre I, nous envisageons l'application de cette méthode uniquement

dans les problémes ot nous connaissons le vecteur d'état 4 l'instant initial

To:

Comme nous l'avons vu au paragraphe II.3.1.2 du chapitre 1, l'équa-

tion fonctionnelle du probléme est alors la suivante :

t t

S,. (t) = — . (s,. (ty) + ae J q (x, Ups zu) ax)
STK15 k-1

t

avec Ss, (t) = min (J q (x, Uy, z) a)
uy, Th -

Rappelons la signification de S, (t) :

Sk (t) est le cofit minimum obtenu en approchant les fonctions de com-

mande sur [T>, t], par des fonctions en escaliers s'appuyant sur k in-

tervalles partiels de [ To» # |.

Voyons maintenant en quoi différent les méthodes de résolution de

cette équation par rapport 4 celles employées précédemment.

IlI- 2 Méthodes de résolution

i a en re et ee ee ed et ee te et ee

Chaque fonction 5h est caiculée en un certain nombre

de points t; et la recherche du minimum sur la variable ty est faite éga-

lement par dénombrement ; ainsi S. 1 (ty) est toujours une valeur obtenue
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a l'étape précédente.

Le minimum sur u, est obtenu comme précédemment par la méthode

du gradient, la fonction 4 minimiser étant plus simple puisqu'elle ne com-

porte plus que l'intégrale.

Pour chaque valeur S\. t;) nous mettrons en mémoire ;

~ la valeur thoy

- le vecteur uy,

-~ le vecteur d'état x (t,)

les autres phases de la résolution, calcul de l'intégrale et résolution du

systéme différentiel, seront les m@émes que précédemment.

La recherche du minimum sur t._1 Se fait, cette fois

par une méthode d'optimisation 4 une variable. Nous remarquerons, que

sur cette équation fonctionnelle, l'emploi d'une méthode "minimax" est

facilité par la connaissance de l'intervalle [ty] sur lequel doit se

trouver ther

Chaque fonction S\. est approchée par une fonction S (t). Pour le

t

calcul de l'intégrale f q (x, Ups z) dz nous devons connaftre le vecteur
t

d'état A l'instant t mlkeV? ce vecteur sera obtenu également par Il'inter-

polation sur les valeurs trouvées 4 l'étape précédente.

Cette détermination du vecteur d'état par interpolation constitue une

différence par rapport 4 la méthode précédente ot nous le choisissions.
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Nous avons appliqué la méthode avec dénombrement au systé-

me non linéaire étudié au paragraphe II. 2.

Dans les mémes conditions, c'est-A-dire sur l'intervalle [1,1.5] et

en connaissant la méme fonction expérimentale, nous avons du utiliser 10

étapes afin d'obtenir un résultat d'une précision comparable A celle obtenue

au paragraphe Il.2. Ce résultat est le suivant:

uy Aet u, A sont les valeurs des fonctions de commande sur l'inter=

valle [t,o t.] obtenues par la résolution de l'équation fonctionnelle ; u, Ret

us R sont les valeurs exactes pour t = ton

te ts uA us A 1 ujpR us, R

1 1, 03 0.168 0. 0659 1.05 0.1685 0. 0628

1. 03 1.09 0. 166 0.0652 1.15 0.1622 0. 0630

1. 09 1.15 0.162 0. 0646 1.25 0.1566 0. 0632

1.15 1.19 0.159 0. 0662 1.35 0.1514 0. 0634

1.19 1. 24 0.156 0.0653 1.45 0. 1466 0. 0636

1. 24 1.28 0.154 0.0651

1. 28 1.31 0.153 0.0661

1.31 1. 36 0.150 0. 0654

1. 36 1.4] 0.148 0. 0648

1.41 1. 50 0.145 0. 0634

a

le cotit total est alors de 107”
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cotit optimal sont des fonctions d'une variable quel que soit l'ordre du sys-

téme, ceci constitue le principal avantage de cette méthode par rapport 4 la

précédente.

D'autre part nous n'avons plus ici le probléme du choix des valeurs A

donner aux variables d'état puisqu'elles apparaissent comme un résultat de

chaque étape.

Inconvénient

Cette méthode semble donner de moins bons résultats que la

méthode précédente pour un méme nombre d'étapes, ceci peut s'expliquer

par le fait que les recherches successives des différents vecteurs u,. sont in~

dépendantes les unes des autres alors que, lorsque le partage est imposé,

ces recherches sont liées. =

En conclusion cette méthode avec optimisation du partage de l'inter-

valle d'étude apparait préférable a la premiére lorsque l'ordre du systéme

différentiel est élevé et lorsqu'on est limité au point de vue capacité du maté-

riel utilisé ; en particulier sur CAE 510, elle seule permet l'ajustement sur

un systéme d'ordre trois.

SAD 5

Cependant cette méthode présentera vraiment un intérét par rapport 4

la précédente lorsqu'au lieu d'approcher les fonctions de commande par des

se de ae a -_ = ~4* <a eeee OD - a a — Lt a Vie
1ONCULONS ef CSactileri, nous Le5 approcnery a4S pax Une Suite Ge fonctiens d'un

type donné : linéaires ou combinaisons linéaires de polynimes. C'est dans

cette direction qu'il faudra développer cette technique lorsque nous aurons 4

notre disposition un matériel plus puissant.
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L'ajustement de paramétres variables ou de fonctions sur des systé-

mes différentiels non linéaires est un probléme complexe pour lequel nous ne

possédions, jusqu'a présent,aucune méthode de résolution numérique générale.

Nous avons établi tout d'abord un paralléle entre l'ajustement et la

commande optimale et nous avons cherché une méthode de résolution fondée

sur la programmation dynamique. L'étude théorique nous a montré ue cette

technique conduit effectivement 4 la solution du probléme posé. Au niveau de

l'application pratique, nous avons été obligé d'utiliser uniquement la forme

discréte de la programmation dynamique et nous avons distingué deux métho-

des selon que la discrétisation était imposée ou optimisée.

Ces méthodes sont apparues assez lourdes et pratiquement inutilisa-

bles sur un petit ordinateur. Les résultats présentés sont donc trés partiels

mais assez encourageants cependant pour permettre d'espérer que ces tech-

niques seront efficaces dans l'avenir.

Ce travail n'est donc qu'une premiére étape qui permettra de résou-

dre par la suite des problémes concrets, dans le domaine de la biologie

humaine en particulier.
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