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RESUME

Les deux objectifs de ce travail sont :
L'étude d'une théorie de la constructior des progrommes
4a description a partir de cette &tude, de méthodes, langages et
outils de construction de programmes.

Nous nous sommes 1imité & ce que nous considérons comme les deux
premiéres étapes, les moins étudiées jusqu'd p-ésent, d'une démarche de
construction de programmes :

- Premiére spécification précise d'un probiéme. I1 est indispensable
qu'elle soit structurée, i1 est utile qu'elle soit formelle. Aussi avons-
nous été conduit a definir un cadre formel de description de Probléme fondé
sur le calcul des prédicats du premier ordre typé. Ce cadre rend compte de
V'univers du probliéme.

L'énoncé du probléme est alors défini comme une formule de son univers.
L'étude de cette formalisation des problémes nous a permis de dégager une
méthode de spécification "déductive" (On commence & spécifier le résultat, ce
qui introduit des intermédiaires (objets, fonctions, univers) qui doivent
&tre 3 leur tou€ spécifiés) sous forme d'un "w3ta-algorithme de spécification”

- Premiére explicitation du probléme : or se restreint aux solutions
calculables d'un probléme, c'est-a-dire aux sclutions u pour lesquelles on
peut démontrer un théoréme r = u (r est le vésultat). Ceci implique une forme
particuligre de 1'univers et de 1'énoncé du probiéme. L'univers doit étre
constructif : les types abstraits algébriques répondent & ce souhait. L'énon-
cé doit étre explicite : récurrent ou récursif. A partir de 1'étude de ces
concepts, nous esquissons une méthode d'explicitation permettant de passer
d'une spécification initiale @ un couple (univers spécifié algébriquement,
énoncé explicite). Cette méthode peut se décoriposer en un certain nombre de
stratégies d'explicitation plus locales, fondees sur des régles de constiue=
tion. Nous montrons enfin qu'il est utile de disposer d'un langage permettant
de décrire la suite de choix et de raisonnementsmis en oeuvre lors d'une
explicitation, c'est-a-dire de décrire les ca culs d'un méta-uloorithme
d‘explicitation.
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INTRCDUCTION

1.- LA CONSTRUCTION DES PROGRAMMES

Au risque de la caricaturer, 1'activité ce T"informaticien peut étre réa-
sumée par la formule suivante :

Cquuaeetjaﬁeudﬂede&pmgmmms,audu ensembles de programmes,
efftcaces, nésolvant un probléme downé.

Par vie d'un programme on entend généralement les activités de vérifica-
tion, de maintenance, de modification. Elles dépendent fondamentalement de
la maniére dont le programme a é&té construit.

La construction des programmes, quant a elle, s'est révélée étre une
activité difficile nécessitant des méthodes &laborées,
tés et des outils efficaces. Cett: constatati
comme le montre bien SCHOLL dans [SCH, 791.
nement d'un certain nombre de méthedes de construction de programmes dont 1'é-

tude est une branche de 1"informatique appelée wthelologte de la progvamation.,

des langages bien adap-
on a eté longue & s'affirmer,
Elle a eu pour conséquence 1'ave-

Les principales méthodes de programmation développées jusqu'a présent{yIR,73)
WIR,761,[DAH, 721,14, 761, WAC,751, reposent suv Te concept de "bon programme".
Le maniére intuitive, un bon programme est un programme :luir, stvucturd, rodu—
ldive, -t bien dopument. .L'&laboration de ces méthodes est donc géniralement
Te fruit de nombreuses expériences pratiques, parmi lesquelles 1'expérience pé-
dagogique a souvent joué un rgle déterminant £6CH,79].

2.- LE CONCEPT DE PRUGRAMME

La conception de nouveaux langages de programmation a motivé de nombreuses
études de la hotion de programme :

a) études pragmatiques dans lesquelles on .herche a définir des langages
de programmation répondant & certaines qualités (langages généraux,
puissants, langages simples...) parfois cortradictoires i
PL/1 [BER,71J, LISP [CAR,62], ALGOL 68 (HIJ,751, PASCAL (WIR,71] etc...

langages




b) études théoriques également, avec des objectifs divers :

- etudier la nature syntaxique des langages de programmation, 1'un
des objectifs étant de faciliter la construction d'analyseurs syntaxiques
1G00,74

-~ etudier la sémantique des langages de programmation avec pour buts
[L1V,78] :

. de faciliter la construction de compilateurs [LAU,681, [FIN,76a%,

1 GAU, 77

- de définir des méthodes de preuves de programmes [FLO,671, [HOA, 69]

, IMIL,761
. de mieux comprendre ce qu'est un programme [SCO,7!, [NIV,75]
. de definir et justifier des méthodes de transformation de pro-
gramme | COU,77 |

- preciser le concept de programme efficace en introduisant des mesures
de complexité [AHO,74

3.~ OBJECTIFS ET IDEES CENTRALES DE CE TRAVAIL

Ce travail se trouve au confluent de deux courants fondamentaux de 1'infor-
matique :
- la méthodologie de la programmation
- la théorie de la programmation

En effet, s'i1 est indispensable d'étudier et de valider une méthode de
programmation par 1'expérience et les exemples, i1 est aussi important d'en faire
une véritable activité scientifique en la faisant reposer sur des bases théoriques
solides. Ceci permet de justifier plus rigoureusement 1'adéquation de la mé-
thode & 1'activité de programmation. C'est également une étape obligatoire
si 1'on espére &laborer des systémes autonatiques ou assistés de construction
de programmes [MAN,711, [MAN,751, 1BID,791.

Le premien objectif de ce travait est dowe de déenine un cadre (syntaxique
et samantique) et une méthode permettant de construine des proghammes .,

Nous ne négligeons cependant pas complétement 1'aspect "vie ultérieure
des programmes" qui a de 1'influence sur 1a forme des programmes cherchés.

Pour atteindre cet objectif, nous étudions, en partant d'exemples et en

synthétisant des resultats antérieurs, 1'activité de construction de program-
mes.

De cette analyse nous dégageons les principaux concepts qui sont a la
base de cette activité et &liminons les notions secondaires et conjoncturelles,

-

Cect nous conduit Z Elaborer une théonie e 2a construction des proghammes
qui constitue Le deuxibme objectif de ce travail,

Puis, a partir de cette théorie nous dédiisons un cadre et une méthode
de construction de programmes.

Cette démarche consiste a partir d'exemples pour formaliser un probléme
afin de mieux le résoudre. Elle est fréquemment utilisée en sciences expéri-
mentales etpeut étre résumée par le schéma suivant :

Detude et
formalisatioh

sémantique (3) - @ déduction

-~ cadre de description

concepts
abstraits

exemples
résultats connus

- méthode

La méthode de construction de programmes que nous allons dégager repose
sur deux idées centrales :

= Formgliser et structweor 1'@noncé du probiéme & résoudre

- Utiliser une démurche Jéiu:tive qui consiste & partir de la spécifica-
tion du résultat et & la décomposer en sous spécifications plus simples & ré-
soudre. Cette démarche est qualifige de des.onl nte [DAH,721, [D1J,761.

Si nous revenons & la construction de ce travail, nous constatons qu'un
objectif aussi global que celui de 1'étude de la coitstruction des programmes
nécessite d'étre formalisé et décomposé en sous objectifs.

C'est ainsi que, suivant les conseils de . PAIR et M. SINTZOFF. nous nous
sommes efforcé d'aborder (et de résoudre en partie) Te meta probléme de la cona-
truction des programmes de la méme maniére que nous proposons d'aborder la ré-
solution d'un probléeme (informatique) quelconque.

I1 serait certainement trés intéressant de comparer cette démarche & con-
sonnance formelle, & 1'approche empirique, qui est €tayée par un plus grand
nombre d'exemples, mais qui cependant repose s.r les mémes idées générales
de décomposition et de structuration [SCH,791, [GRI,791, [DI1J,79al, [DI1J,79b],
[D1J,79c].
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4.- PREMIERE ANALYSE ET DETERMINATION DE SOUS OBJECTIFS

Pour préciser la formule du paragraphe 1 i1 faut s'interesser aux "“mots
clés"
- comatudine
- programme
- efficace
- problime

Si les concepts de "programme” et de “programme efficace" ont déja fait
1'objet de nombreuses études, {1 n'en est pas de méme de ceux de "construc-
tion" et de "probléme"..L'analyse de ces derniers expiique la structure de
cette thése.

La premigre &tape de ce travail consiste & préciser les notjons
de probléme , solution et résolution. Ceci permet ensuite de proposer un cadre
de description. '

Un probléme est en général énoncé de manidre informeile, imprécise,
incomplate et ambigué, dans une langue naturelle. Avant de chercher & le ré-
soudre, il faut le préciser, le compléter, le rendre cohérent. Ma1s‘11‘est
particulidrement important de le structuwer de fagon & privilégier les points
fondamentaux par rapport aux détalls. La spéeification préeise et structurée
d'un probléme constitue donc la premiére &étape vers 1'obtention d'un programme.
C'est daﬁs ce but que nous allons orienter 1'étude du concept de probléme
at celle du langage de description qui s'en déduit. Cette premiére spéc!fi-
cation doit &tre la plus proche possible de 1'énoncé initial, & 1a fois pour
en faciliter la construction et pour en vérifier 1'adéquation. Elle sera donc
nlus deseriptive que constructive, c'est-&-dire qu'elle ne permettra pasj en
général, d'obtenir directement des solutionsdu probléme. A fortiori, elle
sera &loignée des programmes écrits dans un langage dé programmation clagsique.
En ce seffs, nous reprenons a notre compte un certain hombre d'idées sur IQ
nécessitd de se tenir lors de 1a construction d'un prpgramme, Te plus long-
temps possible éloigné des contraintes de 1a machine [BAL,761, [WIN,781. p
Ainsi une premiére spécification est 3 la fois statique (ie indépendante des
notions dynamiques de variable informatique et d'exécution de programme) et
descriptive {1.e. qu'elle ne fournit pas directement de solution du probléme

considéré). De ces propriétésnous cherchons & déduire un langage puis. une
méthode de spéeification.

Bz ¢

Paradoxalement, les informaticiens semblent n'avoir pris conscience
que depuis peu de la nécessité de construire une "bonne" spécification : la con-
ception de néthodes et de langages de spécification n'en est qu'a ses balbu-
tiements "DEM,791, "LAM,791. I1 est donc trés important de motiver et de con-
vaincre les programmeurs de 1'utilité de cette premiére étape. On retrouve,
au niveau de la spécification le méme contexte humain et la méme nécessité
de convaincre que ceux qu' ont connus (et que connaissent encore !) les pion-
niers de la programmation structuree !WIR,73, (COU,741, IDIJ,76], [PAL,79],
[GAL,79].

D'une premiére spécification, structurée et précise, il s'agit main-
tenant de dériver un programme efficace. Mais la distance est grande entre la
specification initiale, descriptive et statique, et Te programme final, cons-
tructif, dynamique et efficace. Aussi est-i1 raisonnable de déterminer des
étapes intermédiaires.lLa différence peut étre la plus importante, entre une
spécification formelle initiale et un programme, réside en 1'aspect construc-
tif du second. D'ol 1'idée de chercher, dans un premier temps, & transformer
la premiére spécification d'un probléme en un énoncé constructif mais toujpurs
statique, éventuellement peu efficace. Nous décomposons donc 1'objectif "cons-
truction de programmes" en deux sous-objectifs :

- Elahoration d'unpremier énoncé constructif, nous dirons plutdt
énoncé explicite,du probléme

- Dérivation, & partir de cet énoncé, d'un programme efficace.

Cherchons tout d'abord & définir ce qu'est un énoncé expli-
cite. Pour ce faire nous sommes guidés par les propriétés attendues d'un tel
énoncé, a saveir la possibilité de calrulerdes solutions. Nous partons donc des
notions de waleul et de solution ealeulable, ce qui permet:

- de définir la notion d'énoncé explicite et d'en étudier les
propriétas

- de déduire de 1'@tude précédente un langage de descripiion
de tels énoncés

- de déduire de 1'étude et du langage une méthode de construc-
tion d'énoncés explicites.




Pour diverses raisons, 1'enoncé explicite obtenu & 1'étape
précédente n'est pas un programme efficace :
- Les 'bbjets' apparaissant dans cet énoncé sont “abstraits"
au sens ol ils expriment des propriétés logiques du contexte du probléme.
Par exemple, on manipule a ce niveau des ohjets mathématiques tels aue des
des ensenbles, des fonctions, des suites etc...,et ces obiets ne sont pas tou-

Jours exprimables directem z
ement en termes de structures de données d'un langage de

programmation. _ L'e 5 :
énonce peut avoir un caractére statique. Or, un moyen

d'obtenir de 1'efficacite consiste, par exemple, a remplacer une suite récur-
rente dont on cherche le dernier terme, par une variable informatique prenant
les valeurs successives de cette suite. Un autre moyen consiste & effectuer
un partage d'objets structurés.

-L'8 2
) L'énoncé comporte souvent des constructions maladroites :
= ; £ s .
P es?nce de plusieurs itérations portant sur la méme liste, intermédiaires
inutiles, duplication d'objets, etc...

P
I1 s'agit donc de trens;irmer le premier énoncé explicite afin

de L'umdliorer.

a)transformation d'énoncés

o La transformatiap d'énoncés, on dit plus souvent de programmes,
est 1'objet de nombreuses études complémentaires :

‘ ~ Représentation des objets du probléme en termes d'autres
objets plus proches de ceux qui sont utilisables dans un tangage de program-
-mation.Ceci aété notamment dtudié dans le cadre des types abstraits WUL,75]
I%IS,751, FLES,791. La représentation peut étre effectuée en restant & u; ,
niveau statique({GUT,78a 1, IREM,79, |GAU,78a | par exemple}. Elle peutaussi

consister a passer d'un niveau statique 3 un niveau dynamique (cf. (FIN,78b)]

{GUT,78¢c ).

‘ -Transformations "3 structures de données constantes", de 1'é-
noncé du probléme soit par 1'utilisation de regles de transformations telles
que le pliage, le dépliage, la fusion d'iterations, soit par la mise en oeuv
de stratégies plus générales telles que la suppression de la récursivitée De"‘e
nombreuses &tudes se développent actuellement sur le sujet, citons par e;emple
Tes travaux d'ARSAC [ARS,771, IARS,781, de BAUER et al |BAU,78|, de BURSTALL |
DARLINGTON, FEATHER |BUR,77b 1, "DAR,781, : : |

r F B . 2
I EA,791 ou de 1'équipe CASTOR a Nancy

b) Critéres d'amélioration
Avant de chercher 3 transformer un énoncé 11 faut se demander

quelles sont les qualités recherchées du résultat. En ce sens les études sur
la complexité des programmes [AHO,74], [REM,78] doivent fournir des critéres
caractérisant 1'amélioration d'un énoncé.

En conclusion, pour aborder ce probléme de Y'amélioration d'un

énoncé explicite, i1 faut :

~Chercher & nouveau i le décompoter en plusieurs é&tapes, en
distinguant en particulier.les transformations ¢u niveau statique, du passage
au niveau dynamique. Ceci va conduire & concevo r des langages et des méthcdes

permettant ces transformations.
- Se doter de critdres objectifs et si possible quantifiables,

permettant de caractériser les qualités du résu’ tat cherché. Il seralt sou-
haitable en ce sens d'aller plus loin que 1a sinple description de la forme
syntaxique attendue [FEA,791 cn se dotant d'out!ls permettant de opdeifior
le résultat.

Nous n'abordons ces deux points que trds partiellement, sachant
qu'ils sont un complément indispensable 3 1'étule entreprise ici.

§.- CONTCXTE DE CE TRAVAIL

Ce travall s'est en grande partie déroulé dins le cadre de 1'équipe de
recherche CASTOR du CRIN (Centre de Recherche en Informatique de Nancy). Sous
1'impulsion de C. PAIR, se sont développées depuis plusieurs années tant des
recherches sur des aspects fondamentaux de la théorie des programmes que des
recherches plus méthodologiques :

- A 1'origine des travaux sur la théo-iedes programmes se trouve
une &tude, & la fois didactique et formelle, du concept de structuresde donnéc:
+PAL, 715, [PAI,74), [REM,74]. Reposant en partie sur cette étude, ont pu étre
esquissées d'une part, une premiéreapproche du concept de probléme ([REM,747,
[PAI,751), d'autre part une méthode de définition de la sémantique d'un Jan-
gage de programmation: la sémantique calculatoire [FIN,74], [FIN,76al, [ FIN,
76b 1. Ces &tudes se sont poursuivies vers le comaine des types abstraits
en liaison avec 1'aspect méthodologique [REM,7¢1, [FIN,78b], [LES,79]. Une
conséquence de ces travaux de recherche a été la rédaction d'un ouvrage di-
dactique sur la théorie de la programmation [Liv,781.

- Les recherches méthodologiques ont eu pour origine essentielle
des problémes padagogiques. L'introduction, 1'eévaluation et 1'amélioration
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dune méthode de programmation, dite déductive, ont &té les premiéres étape;

de cette recherche [PAI,757, [PAL,771, [HUC, 773, [BEL,78b], [PAI,7931, [FIn,757
Dépassant Te cadre didactique, les travaux sur la méthodologie o;t congis-'

té & étudier et & systématiser certains aspects de la construction d'un pro-

gramme. L'introduction d'un langage de programmation non proceﬁura]. MEDEE

TBEL,78 a, 1a définition de sa sémantique [FIN,78¢], [FIN,78d1,

e i'introduction

1les de construction et de transf
ormation [BEL,791,
par 1'étude d'exemples [FIN ‘A'tl’é” i e
p »78al, EBRO,79a7 sont en grande partie 2

, :
de cette these. Hortine

D'autres activites notamment dans le cadre de groupes de recherche de
V'AFCET, et en particulier les activités du groupe ANNA GRAMME, ont permis

de confronter ces idées avec des points de vue souvent diff

iy ¢ érents Finon ap-

6.~ PLAN DE CETTE THESE

Suivant les objectifs dégagés au pa
parties. La premiére concerne I
cification des problemes i la se

‘ragraphe 4, cette thase comporte deux
étude de l1a notion de probléme et de 1a Spé-
conde porte sur 1'explicitation.

6.1. - Premiére partie

d'exemp]esL:DE:up1fo 1% ?ose le probléme de 1a spécification. En partant

. WATLYORS qu'une premigre maniére
consiste & distinguer sor fuones
les résultats, de 1'ensemble
dre et que 1'on nomme univers

de structurer un probleme
» Qui est la relation entre les donnédes et
des informations oui permettent de le compren-

De cette structuration nous deduisons 1'articlliation de 1
de la premiere ie : & " a e e
partie : étude des conceptd'd
tion d'une méthode de spécification. Le souci
conduit & une premigre esquisse d'une méfpgdé'

univers et d'énoncé puis descrip-
QE structurer la spécification
de spécification, orientée par

apitre se termine bar un essai de comparaf-

son de divers cadres utilises actuellemént pour spé~ifier

un programme .
Le 2
e f:ha?izrc 1.2. concerne le cof cept d'univer ;. Intuitivement un
rme d'ensembles et de fonctions (r
elations; sur ¢

g s I ] es ensembles,
et le nombreux problames (bases de données par exemple) portent plus sur

‘3 (7 "y 1, i

classe d'univers que sur un univers particulier. Une spécification d'uni
v?rs est donc un systame formel du genre talcul
mier ordre, dont un univers est un modéle. Un te
8ystéme 4’

des prédicats typés du pre-
1 systéme formel est a é
. , : : ppelé
information, il est proche du concept de type abstrait. Une étude

et un ra ié
ppel des propriétés de ces systémes précéde 1'introduction d'opérations

de composition de systémes d'information. Une étude fondamentale de ces opé-
rations conduit 3 la définition d'un langage de description de systémes d'in-
formations bien adapté & la spécification initiale d'un univers : le langage
des sous descriptions. On se dote ainsi d'outils permettant la construction
incrémentale de systémes d'information. L'introduction de la paramétrisation
permet de se doter d'outils de construction ginériques.Il est alors naturel,
au chapitre 1.3., de définir 1'énoncé d'un probléme comme étant une formule

de son systéme d'information. La formalisation des concepts de résultat, don-

née et solution d'un probléme permet de définir un langage de description
d'énoncé considéré comme un prolongement du langage des descriptions. L'@tude
générale de la résolution des problémes présente dans un méme cadre des techni-
ques interprétatives telles que la méthode de résolution de ROBINSON et des
méthodes fondées sur la théorie de 1a calculabilité. Elie conduit & un certain
nombre de résultats interessants sur la théorie de la résolution de problémes
et sur celle de Ta représentation des systémes d'informations.

Utilisant les résultats obtenus aux chapitres précédents et partant des
langagesde spécifications proposés, le chapitre 1.4. poursuit 1'étude de la
spécification commencée au chapitre 1.1. Il se termine par un essai de des-
cription formelle d'une méthode, nous dirons d'un méta.algorithme, de spéci-
fication.

En résumé, cette premiére partie est & le fois une &tude fondamentale
des concepts de probléme et de résolution de probléme, et une tentative pour
fournir un cadre et une méthode de spécification.

Plus encore que la premiére, elle est dominée par un souci métho-
dologique. Son objectif est de définir un langage et une méthode permettant
1'explicitation des problémes.

Le chapitre 2.1 pose, & partir de quelques exemples, le meta pro-
biéme de 1jexplibitation. I1 montre la nécessité de définir des stratégies
d'explicitations, de disposer d'un langage de description d'énoncé explicite
et d'un langage de description des choix et des raisonnements successifs con-
duisant 3 un énoncé explicite.

Le chapitre 2.2 concerne 1'explicitation de systémes d'information.
IT commence par un bref rappel des propriétés des définitions récursives com-
plété par 1'étude du passage d'une sous-description d'une opération 3 une
définition récursive. Les notions de wnstructeur et de simplificateur con-

duisent alors & la définition des systémes d%nformation algébriques.
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L'étude des proprietes de ces systémes permet de proposer un langage de des-

cription, prolongeant celui des s-descriptions.

La fin de ce chapitre est une etude de méthodes de construction de
systémes algebriques, soit par abstraction, soit par representation d'un autre
systeme.

Le chapitre 2.3 concerne, quant & lui, une classe particuliérement
importante d'énoncés explicites : énoncés recurrents. De leurs propriétés
est deduit un langage de description (MEDEE) dont la sémantique statique permet
de justifier des régles de constructions. C'est sur ces régles que repose une
stratégie d'explicitation trés importante : L' athlicsement. Enfin ce cha-
pitre montre 1'intérét d'introduire,dans certains cas d'explicitation, des
suites intermédiaires. I1 propose et étudie quelques régles de transformation
d'énoncés récurrents facilitant la mise en oeuvre de cette stratégie.

11 est alors possible, au chapitre 2.4, d'esquisser un méta-algo-

rithme d'explicitation qui apparait comme la composition de stratégies géné-
rales.

CHAPITRE LI

-PROBLEME DE LA SPECIFICATION DES PROBLEMES

1.~ ENONCE ET UNIVERS D'UN PROBLEME.

La premiére description d'un probléme se fait en général dans une
langue naturelle en employant un style plus ou moins précis introduisant
beaucoup de sous entendus, d'imprécisions voire d'incohérences. Le travail
du programmeur consiste & transformer cette description informelle en un
programme d'un certain Yangage. 11 est de plus en plus admis maintenant
que cette transformation doit raisonnablem:nt se faire de maniére progres-

sive et aussi systématiquement que possibla.

La premiére étape de la résolution d'un probléme va donc consister a
en donner une premiére spécification précise qui doit étre intuitivement
Ta plus proche possible du probléme considéré. Avant de regarder sur quel-
ques exemples en quoi peut consister une-telle spécification il est utile

. d'analyser un peu plus le contenu d'une description informelle d'un problé-

me. Considérons les exemples suivants :

a) Trouver deux nombres premiers entre eux et proportionnels &
deux nombres donnés non nuls.

 b) Quelle est la longueur maximum d'une sous suite croissante ex-
traite d'une suite finje donnée ?
¢) Caleuler, par simulation, les temps moyens d‘attente aux trois
caisses d'un supermarché.
d) Effectuer un tri topologique.
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e) Trouver les références de vols et le prix du trajet aérien
le plus é&conomique entre deux villes données

f) On considére une liste de télégrammes, chaque télégramme
est séparé du suivant par le mot "zzzz", deux mots consécutifs
sont séparés par des blancs. On demande d'imprimer pour chaque
télégramme le nombre de mots différents de "zzzz" et “stop" et
dont la longueur est d'au plus douze caractéres.

g) Une entreprise de confection fabrique des articles identifiés
par un code et une taille. Un article est caractérisé par son type
de fabrication qui permet de connaitre la succession des opérations
nécessaires a sa réalisation. i

Pour chaque opération on connait :

- le numéro du poste de travail

- le temps par unité d'opgration
A partir d'un fichier de commandes établi pour douze semaines,
on désire calculer la charge hebdomadaire des postes de travail
pour le trimestre suivant.

h) On dispose d'une mémoire principale et d'une mémoire secondaire;
Définirun mécanisme de mémoire virtuelle permettant le changement
de pages & la demande

i) "Etat d'avancement de livraisons sur les commandes en cours" : .
On donne en entrée un fichier sequentiel & mettre 3 jour appelé

cde-en-cours et un fichier "mouvement" appelé Tivraison. En sortie
on devra obtenir un état (sur imprimante) appélé état-des-commandes
et un fichier mis & jour cde-maj séquentiel et dont la description
est la méme que celle de cde-en-cours. Le fichier cde-en-cou%s est
trié sur le numéro de commande, i1 est formé d‘enregistremenés de

4 types possibles :
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type = 1 : renseignements sur la commande.
type = 2 : i1 existe un enregistrement par article commandé,
les numéros d'articles sont classés par ordre
croissant.
type = 3 : un enregistrement correspond a une Tivraison.
type = 4 : récapitulatif.
Note : pour une commande qui vient d'étre enregistrée, i1 n'existe

aucun enregistrement de type 3.

Le fichier 1ivraison est sur cartes, i1 est trié par numéro de
commande, numéro d'article, date de 1ivraison croissants.
La description détaillée de ces fichiers est donnée en annexe
On demande de créer cde-maj & partir de cde-en-cours :
' - en ajoutant les livraisons darticles (enregistrement de
type = 3)
- en modifiant 1'enregistrement récapitulatif
(de type = 4) avec impression pour chaque commande, d'un
en-téte, et par article :
- numéro d'article
- quantité commandée
- total des quantités livrées
~ nombre de Tivraisons
- quantité restant a livrer
date limite de livraison

j) "Mise a jour simple de fichier" :
On désire mettre & jour un fichier PRIX, dont chaque élément est
constitué d'un numéro de produit, d'un prix unitaire et de carac-
téristiques diverses. Dans ce but on dispose d'un fichier MAJ
dont chaque &lément est formé :

-d'un code de mise & jour : - m (modifier)

t - s (supprimer}
- a (ajouter)
- d'un numéro de produit
- d'un prix & } dans le cas ol le code

- de caractéristiques diverses est mou a
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On suppose que les deux fichiers sont triés par numéro de produit
croissant et que dans MAJ se trouve au plus un élément de code.s
ou de code a pour un produit donné

k) Trouver, dans une base de données représentant des registres
d'etat civil, le nombre d'aTeuls miles, ayant eu plus de 4 en-
fants, d'une personne donnée.

1) Evaluer une expression arithmétique donnée sous forme post fixée

m) Ecrire un compilateur d'un langage & structure de bloc

n) Probléme simplifié de remboursements d'emprunts bancaires di
d J.R. ABRIAL [ABR,78]
Une banque préte de l'argent & des clients et on demande de cons-

truire un systéme gérant les remboursements.

Un client est dit actif lorsqu'il a emprunté un certain montant
d'argent qu'il n'a pas encore fini de rembourser.

Chaque mois chaque client actif effectue un versement qQui peut
étre supérieur, égal ou inférieur (éventuellement nul) a une
certaine mensualité.

Le client peut donc prendre du retard, payer exactement sa men-
sualité ou anticiper le remboursement.

Pour chaque client la mensualité est calculée d'aprés le montant
du prét et sa durde : elle est égale au quotient du montant par

la différence entre la date de fin du prét et la date de début du
prét.

Chaque client actif possede donc, chaque mois, un certain ersddsit
qui est égal d la somme des versements qu'il a effectués depuis Te
début du prét. De méme i1 posséde un débit qui est égal & Ta Somme
des mensualités depuis Te début du prét ou au montant total du
prét si le mois en question est postérieur & la date de fin du prét.
Chaque mois un certain nombre de clients actifs ont terminé de

rembourser leur emprunt. I1s ne sont donc plus actifs dés le niois
suivant.

Par ailleurs, chaque mois, apparaissent de nouveaux clients (non
actifs) qui commenceront & effectuer leur versement dés le mois
suivant et seront dés lors considérés comme des clients actifs.
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Enfin, chaque mois, apparaissent d: nowveaur clients (non actifs)

qui commenceront & effectuer leur rersement dés le mois suivant

0) Probleme du baguenaudier [GER, 7ﬂ i
A

Un baguenaudier est formé de deyx partie; (figure 0)
- des anneaux imbriqués et reliés i un support par une tige
coulissante '
- une barre mobile : la navette
Au début du jeu la navette passe & 1'intirieur de tous les anneaux ;
le but est, par une succession de manipulaticns, de la dégager compléte-
ment. Une &tude expérimentaie montre rapidement que chaque anneau admet
deux positions par rapport & la navette :

- 1'anneau est traversé par Ta navette {on dit qu'il est en posi-

tion 1)

- 1'anneau n'est pas traversé par la navette (i1 est en position 0).

De plus, pour passer d'une position & 1'autre , on vérifie, aprés
quelques expériences, qu'on ne peut appliquer que deux régles :
- on peut inverser la position de 1'anneay 1 (Te plus & gauche)
= on peut inverser la position du piéme anneau partir de 1a
gauche a condition que les p-2 preniers soient en position ©
et que le (p-1)eme soit en position 1.

navette -
7

’

état inftial état intermédiaire &tat fimal

| diek aa

= 3 S

P I T T :dﬂ-ﬁ“"‘-“i
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P) On cherche le nombre de mots de Tongueur 1, 2, 3 ... 20 d'un texte donné.

On suppose que 20 est la tongueur maximum d'un mot, que deux mots sont
séparés par un ou plusieurs caractéres blancs et que le texte se termine
par le caractére "»* précédé d'un blanc.

Ces probleémes concernent des domaines assez différents mais on remarque

que Teur énoncé précise presque toujours le résultat, la plupart du temps
les données et qu'il introduit en outre un certain nombre de renseignements
complémentaires caractérisant le contexte du probléme. Dans le cas des pro-
biémes scientifiques les sous entendus sont trés nombreux car la plupart

des mots ont un sens trés précis. Dans les domaines moins formalisés i1

faut en revanche préciser un certain nonbre de notions. Mais dans tous les
cas le programmeur devra spécifier les différents concepts nécessaires & la
compréhension du probléme, cette spécification ailant Jusqu'd un certain
niveau de détail dépendant des fonctions de basedont il dispose.

Nous appellerons énones d'un probléme la relation entre les données et les
résultats, univers du probléme le contexte du probiéme comportant la des-
cription des ensembles, fonctions, prédicats nécessaires & la compréhension
de 1'énoncé. Une solution d'un probllue pour wre donnde d est un objet s
tel que (d, s) verifient 1'&noncé . Par extension une solution d'un probléme
est une fonction associant & toute donnée le résultat correspondant. Rfsoudre
un probléme consiste donc & capliciter 1'@noncé en une fonction. Ces diffe-
rentes notions sont précisées dans la suite ae cette premiére partie.

Les exemples précédents, bien que ponctuels, illustrent la diversité des
problémes que peut a&oir & résoudre un informaticien. L'une des question cru-
ciales consiste alors & se demander s'il est raisonnable de considérer tous
ces problémes de la méme manidre ou si au contraire on ne peut pas les re-
grouper en grandes classes & chacune desquelles s'appliquent des techniques
particulieéres ?

Par exemple, en reprenant une c]as;ification proposée par J. ARSAC aux
Journées GENIE LOGICIEL organisées par le SESORI & Pont & Mousson en 1979,
on peut distinguer deux grands axes (figure 1) 3:
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: la

iffi é ithmi ; obléme
- L 1a difficuité algorithmique d'un pr
L'un concerne B

i -avail. C'est 1
recherche d'une solution demande beaucoup de travail

nombreux problémes de type scientifique, problémes numériques, problé-

mes de graphes etc.... Les exemples a) et b) précédents sont de ce type

_ L'autre concerne le nombre de détails qu'il est nécessaire de pren-

dre en compte, c'est le cas des problémes administratifs (paye), de
gestion (facturation) etc.... Les exemples e), g), h) précédents sont

de ce type.
W‘ nombre de détails
/'pb administratifs
gestion
Cinteﬂigencé artificielle )

recherche :

opérationnelle -

—

difficulté algorithmique

Mais bien siir i1 existe des problémes faisant appel & de nombreuses

iffici aré 3 ¢ zas en particulier des
informations et difficiles & résoudre ; c'est le p

i ifici issance de la parole, tra-
problemes d'intelligence artificielle (reconna

duction automatique etc...). N
i d'autres classific

- it bien entendu trouver beaucoup )

o A ps réel, le parallé-

ations
faisant intervenir des contraintes telles que le tem o e
lisme, la forme des objets traités... Cependant, nous nous referero

»

la suite & ce§ deux axes car ilssituent :
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- Des classes d'informaticiens qui trop souvent s'ignorent

lmutue]]ement =

- Des types de langages de programmation différents, les uns
mettant 1'accent sur certaines sortes de “structures de données",
Tes autres insistant davantage sur la puissance des "structures
de contrdle",

- L'endroit ou 1'on rencontre Te plus de difficultés lors de la
résolution d'un probleme : 1a spécification d'un probléme dans
lequel apparaissent de nombreux détails est difficile mais la
résolution peut faire appel & des techniques quasi automatiques
(problémes de gestion) alors que c'est Te contraire qui se
produit pour de nombreux problemes numériques.

Dans la suite nous nous efforcerons de mettre en évidence les idées
générales apparaissant plus ou moins implicitement dans 1a spécification,
1'a i L ey . N . g

nalyse, la résolution algorithmique d'un probléme,tout en &tant conscient

du fait que certaines s'appliquent surtout a certaines catégories de probiémes.

2.~ SPECIFICATION DES PROBLEMES.

IT est maintenant de plus en plus admis que la premiére spécification
d'un probléme est une tiche difficile. ET1le 1'est d'autant plus si 1'on
cherche

d donner conjointement une spécification et une résolution du pro-
bléme (c'est-a-dire un algorithme) [PAI, 79] . I1 est donc raisonnable

de chercher & spécifier formellement le probléme de 1a maniére 1a plus
convaincante intuitivement ce qui conduit & un énoncé statique, c'est a
dire indépendant de toute idée d'éxécution et méme de résolution.

Nous nous attachons dans ce paragraphe @ préciser le concept de
spéeification ce qui permet de dégager les principales étapes de 1'étude

Menée dans cette premiére partie pour proposer une méthode et un cadre
de spécification de problémes.
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)

2.1.- Qu'est-ce que spécifier un probléme

De maniére informelle on peut énoncer le probléme de la spécification

des problémés de la maniére suivante :

Etant donné un probléme énoncé de maniére imprécise en donner une
spécification précise & partir de Jaguelle on puisse en dériver une

solution.

Cet éﬁoncé est lui-méme insuffisant dans la mesure oli on ne sait pas

, . —
ce qu'est une spéeification précise, c'est & dire que 1'on ignore la forme

et les propriétés du résultat souhaité.

On veut donc-étudier le cencept de spécification précise ; mais cette
gtude a pour complément indispensable la recherche d'une méthode de
construction d'une telle spécification. Commengons donc par rassembler

quelques idées sur sa nature et sa construction.

a) Langage de_spécification. ‘
L'une des questions les plus délicates est celle du niveau de formalisme utilisé.

i i é 2 éci B éme. is
I1 est nécessaire d'obtenir un énoncé precis, cohérent du probléme. Ma

peut-on espérer le décrire dans un langage non formel (sous langage d'une
langue naturelle par exemple) connaissant les ambiguités, 1'imprécision
un tel langage ? En particulier si on utilise un tel langage

sous jacente 3 \
0ssi-

truction automatique ou la vérification d'une solution est imp
ble puisqu'au départ on ne dispose pas d'un cadre formel. Invers?ment, '
1'ytilisation d'un langage purement formel, dans 1'hypothése ou‘11 es? bien
maitrisé par 1'informaticien, est bien souvent malaisée voire.1mposs1b1e
pour la personne qui pose e probléme. I1 n'est alors pas poss1b1? de vé-
rifier 1'adéquation de la spécification formelle au probléme donné.

la cons
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on, ce sont les propriétés

Peut &tre plus que le langage d'expressi
de la spécification cherchées qui sont importantes. parmi elles deux
sont les plus margquantes :

- La spécification doit présenter une certaine structuration. Quel

que soit le langage utilisé, fut-il le plus formel possible, i Tes
relations entre les différents objets ne sont pas décrétés de maniére

claire et compréhensible, 1a spécification obtenue ne servira @ rien

- La spécification obtenue doit atre fidéle & 1'énoncé initial du
probleme : i1 faut &viter de trahir la pensée de la personne qui pose

le probléme

¢) Methode de_specification

Si la question de la construction systématique et méthodique d'un
programme & partir d'un énoncé précis a été abordée depuis plusieurs
années déji, celle de la construction d'un premier énoncé en est & ses
premiers balbutiements. On peut bien entendu reprendre des idées générales
comme la nécessité d'une approche progressive, descendante mais i1 faut

essayer d'aller plus loin, 1'objectif étant de fournir & 1'utilisateur
un moyen systématique d'énoncer son probléme (si c'est possible 1).
L'analogie avec la construction des programmes et les remarques
faites & la fin du paragraphe 1.1 nous permettent déja de dégager quel-
ques idées sur lesquelles pourrait reposer une méthode de spécification :
- Puisque le rdsultat d'un probléme est presque toujours décrit dans
1'énoncé initial, commencer par essayer de le spécifier
- Lors d'une spéc%fication i1 est utile de nommer des objets : on nomile
d'abord Te résultat, puis pour 1'exprimer on est conduit a introduire

et 4 nommer des intermédiaires.

=12} =

~ Essayer de structurer modulairement la sptcification en isolant des
sous problémes indépendants : 1'introduction d'un intermédiaire corres-
pond a-celle d'un nouveau sous probléme.

- Utiliser la séparation entre les concepts d'univers et d'énoncé pour
structurer la spécification.

Ces idées sont trés voisines de celles développées, pour la construc-
tion d'un algorithme, dans le cadre de la mithode déductive de programma-
tion [PAI, 79) , [BEL, 78 a] . Elles reprennent aussi 1'idée de construc-
tion progressive, descendante et modulaire développée dans les principa-
les méthodes de programmation structurée [DAH, 721 , [DIJ, 76 ]

A ce stade de 1'etude i1 est nécessaire &e considérer quelques exem-
ples.

Nous appliquons dans les deux exemples qui suivent les idées. déga-

. gées au paragraphe 2.1 c¢) sur la construction progressive d'une spécifi-
“ cation précise d'un probléme. En méme temps nous discutons du cadre de

description et du niveau de détail d'une telle spécification.

Exemple_1 : Probléme de la fraction irréductible

Reprenons 1'exemple a) {§.1.1). Pour comprendre cet énoncé il faut
connaitre le concept d'entier naturel ainsi que le sens des phrases :
“premiers entre eux", "proportionnels & deux nombres". Pour formaliser
ce probléme on commence par 1'exprimer sous la forme d'un énoncé mathé-
matique, par exemple :

E : résultat x, y € ENTIERT tq propor(x, y, a, b) A prem (X, y)
domée a, b € ENTIER

Dans cette formule x, y sont les incornues et les variables libres
a, b des données ; les prédicats propor(x, y, a, b} et prem(x, y) signi-

fient respectivement que x, y sont proportionnels & a et b et que
x et y sont premiers entre eux.

v S ' b e i T e e R
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| 'univers du probléme est ici ENTIERT (ensemble des entiers naturels
5&}%crement positifs) muni des deux prédicats propor et prem .
a formalisation du probléme pourrait s'arréter 13 si 1'on admet que
prape et prem sont des fonotione de base et que ENTIER'  est un ensemble
¢ ‘cose. Précisons cette idée : 1'énoncé E est une formule d'un certain
roloieme formel UYD(ici calcul des prédicats du ler ordre) dans Tequel les
R\th“nts de ENTIER' sont des constantes et propor et prem des prédicats.
Dn ?eyt alors définir une solution de E pour une valeur p, g de a, b
conmae étant un couple (u, v) d'éléments de ENTIERY tel que le résultat
%4v& la substitution de u, v, p, g respectivement & x, y, a, b soit un
Crbaveme de I .

Cﬁ\ﬁhhentendu ceci nécessite qu'il y ait des axiomes de J€ caractérisant
(WOQOr et prem ; de maniére intuitive dire que ces prédicats sont “de base"
ﬁﬂxv\fie qu'il existe de tels axiomes.

On pourrait chercher maintenant & construire ces axiomes, par exemple
V&( récurrence sur ENTIERt en supposant qu'il existe une "fonction de suc-
&5% ion" sur ENTIERY , puis & introduire une version constructive de E
CLbf & dire un algorithme. Deux reproches majeurs peuvent étre faits &
(eg Hie démarche :
- D'une part 1'axiomatisation des prédicats en terme de ENTIER+ uni-
quement (par exemple en terme de 1a constante 1 et de la fonction de
Giccession) risque d'étre trés lourde et va reconduire & "inventer"
e partie de 1'arithmétique . En bref cette axiomatisation risqée
datre de "trop bas niveau".

- D'autre part 1'écriture d'un algorithme déduit directement de E

va fournir un programme trés inefficace s'il consiste simplement & par-
courir ENTIERY x ENTIER' Jusqu'a rencontrer ure solution. L'obteh-
tion d'un algorithme non trivial (ie différent de "tant que pas trouvé
chercher") nécessite de cornaitre des propriétés des prédicats appa-
raissant dans E

En résumé le niveau atteint lors de cette premiére formalisation du
tweleme n'est pas satisfaisant et on va chercher & exprimer les prédicats
?ﬁ@cr et prem en fonction d'autres opérations de plus bas niveau dont les
?TOpriétés sont connues. La figure 2 présente un développement possible
CAL1'énoncé formel de ce probléme.

Lexique Enoncé formel

- On cherche deux entiers naturels non résultat X, ¥ : ENTIER'
nuls x, y proportionnels a@ deux entiers
domnse a, b : ENTIER'
propor : fonct (Xx,y,a,b : ENTIER+)
b' : BOOL
tg b' = (x*b=y*a)

naturels non nuls donnés a, b et pre-
miers entre eux

- ENTIERY : de base, entiers naturels

non nuls

- propor est un prédicat exprimant que prem :
tqg b = (vz€ENTIERY,
z divx A zdivy o2z = 1)

deux entiers sont proportionnels & deux
autres entiers

- BOOL : de base, booléens

- %  :de baseg sur ENTIER+, multipii-
cation y=k*x)
- prem est un prédicat exprimant que

deux entiers sont premiers entre eux

- div est 1a relation de divisibilité
sur les entiers

tg propor(x.y,a,b} a prem(x,y)

fonet (x, y : ENTIER")b’:BOOL

div : op (x» y : ENTIER')b': BOOL
tg b' = (3k tg ke ENTIER' A

L'univers du probléme est ici formé de ENTIER+, BOOL et * qui peuvent
étre précisément axiomatisés [KLE, 52} , [SHO, 671 . I1 est superfliu de
les expliciter ici puisque le but est d'obtenir un programme dont les
opérations &élémentaires sont supposées vérifier les axiomes de 1'arithmé-

tique (au caractére de finitude des représentations en machine prés). Ceci

serait d'ailleurs encore vrai s'il fallait résoudre le probléme " la main" :

i1 est rare en mathématique qu'on utilise Tes axiomes primitifs d'un sys-
téeme formel. En arithmétique, par exemple, on e contente d'utiliser des
propriétés telles que la commutativité, 1'associativité etc... qui sont
des théorémes dérivés des axiomes primitifs. C est sur ces propriétés que
va reposer la résolution ultérieure du probléme (cf ch 1.3) ce qui jus-
tifie de définir 1ngiyers comme Bﬂ_gxg&@meﬂflnme], c'est & dire un cadre
permettant d'effectuer des raisonnements et des démonstrations.

e
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Plusieurs types de description sont envisageables ici :

_ L'utilisation exclusive de 1a colonne de droite de la figure 2

correspond a une spécification formelle, précise et structurée. Les
nent sa compréhensibilité par une

reproches qu'on puisse lui faire concer
adicats ou le trop bas niveau

personne non habituée au langage des pr
de description qu'elle induit.

- On peut en dériver une version en langue naturelle, tout aussi

structurée mais plus "bavarde".:
“0on cherche deux entiers naturels non nuls x , y proportionnels a deux
non nuls donnés a, b et qui soient premiers entre eux.

y sont proportionnels & deux autres en-

entiers naturels

On rappelle que deux entiers X,
. . X a

tiers a, b si ]

sont premiers entre eux si

On rappelle également que deux entiers x et y
y est un entier

Teur seul diviseur commun est 1. Un diviseur d'un entier
x tel que y soit égale au produit de x par un autre entier”.

De plus les risques d'ambiguité dans une telle description sont
exemple dans 1a premiére phrase de 1'énoncé précédent

" en "qui sont" peut conduire & compren-
a et b le sont.

nombreux ; par
le changement de "et qui soient
dre que x et y doivent gtre premiers entre eux ou que

- La solution que nous avons choisie ici est médiane entre ces deux

points de vue @ on a a 1a fois les qualités de 1'aspect formel et la
traduction ponctuelle de guelaues propriétés en langue naturelle. On
donner une traduction compléte en langue natu-

peut alors, si nécessaire,
tation réside dans

relle. Mais un autre aspect important de cette présen
son application méthodologique : introduction informelle des intermé-
diaires lors de la specification d'un résultat qui précéde et guide leurs

spécifications formelles ultérieures. a

La formalisation du probléme e) du §.lInécessite de disposer d‘un
“catalogue"™ des différentes 1iaisons aériennes. Malheureusement les con-
vgntions utilisées pour préciser les caractéristiques d'un vol différent
souvent d'une compagnie & 1‘autre et ceci constitue 1'une des difficultés
de ce probléme.

Nous ne rentrerons pas ici dans le détail de ces conventions et
proposons (figure 3) une premiére spécification formelle dﬁ probleme a
par?ir de laquelle i1 y aurait encore beaucoup de précisions & donner pour
arriver & un énoncé complet.

Examinons cet énoncé :

I1 repose sur plusieurs “ensembles” de base : VILLE et LIAISON, On a ici
le choix entre considérer ces ensembles comme des données ou les considé-
rer comme des objets "prédéfinis" existant dans 1'univers. Ceci illustre
la différence de niveau pouvant exister entre les données d'un probléme
0? retrouve cet aspect dans Te cas des bases de données ol 1'univers coé-
tient un ensemble d'objets déjé construits.

Mais de plus LIAISON dépend de VILLE : plus que d'un univers il
s'agit d'une classe d'univers (ou encore univers paramétré). Nous revien-
drons sur cette idée au chapitre 1.3.

La spécification de LIAISON se fait & partir de catalogues réels
(cf. figure 4) a partir desquels on isole et formalise les fonctions
de base. Ainsi nous avons choisi de définir LIAISON comme un produit
cartésien

VILLE x VILLE x REEL x DATE x DATE
dont 1és projections respectives sont départ, arrivée, priel, hdep, harr.
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- 0On accepte une solution qui soit "un peu plus" onéreuse que la
précédente si cela permet de diminuer “"notablement” le nombre d'escales
intermédiaires.

- Donner la préférence pour le passage par tel ou tel aéroport
- Minimiser non plus le prix mais le temps total.

On voit qu'ici ces différentes modifications n'ont d'influence que sur
la spécification de la relation entre o et les donfées vd, va.

IT est donc important de spécifier de maniére structurée et &levée
(i.e sans prendre en compte de détails de réalisation superfius) ; c'est
une qualité nécessaire & 1'adaptabilité ultérieure & des modifications. o

Si la distinction entre les concepts d'énoncé et d'univers apporte
une aide non négligeable & une démarche méthodique permettant de décom-
poser la spécification d'un probléme en deux parties, elle n'est pas
toujours trés nette d'un point de vue formel. Ainsi, on aurait trés bien
pu introduire un univers "suite de liaisons" dont "cohérent" aurait été
une opération.

La description initiale d'un probléme posé par un "utilisateur"
est en général incompléte, incohérente et non structurée. L'univers

du probléme n'est souvent pas méme percu comme une entité effective.
Pour passer d'une telle description & une spécification précise de
maniére méthodique et aussi systématique que possible i1 est nécessaire
de préciser les points suivants :
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a) Quelles sont les propriétés attendues de 1a specification ?

- que demande t-on & un énoncé ?
- que demande t-on & un univers ?

11 est nécessaire de commencer par une étude empirique & partir de
Jaquelle les principaux concepnts peuvent étre isolés, formalisés et enfin
gtudiés formellement.

b) Dans quel cadre spécifier le probléme ? C'est un complément nécessaire
a 1'étude des propriétés. Entre 1'utilisation d'un langage uniquement formel
et celle d'une langue naturelle nous choisissons une voie intermédiaire
consistant & construire une spécification formelle d'un &noncé en utilisant
un 1ex§que des différents objets introduits. Le lexique est par nature
incomplet et ne donne que des descriptions locales. Ainsi pour comprendre
Ja structure profonde de 1'énoncé i1 faut se reporter & la partie formelle.
11 permet cependant de ne pas rentrer, d'un premier coup d'oeil, dans la
description formelle compléte des intermédiaires en se contentant d'une
description peut-étre plus intuitive. Cette approche présente donc les
avantages suivants , sur lesquels nous reviendrons par Ta suite,

- intérét de 1'aspect formel pour la résolution ultérieure du
probléme et pour la vérification de certaines propriétés

- intérét du lexique pour éclairer certaines spécifications

- dintérét de la dualité colonne de gauche, colonne de droite
qui fournitun guide méthodologique pour une spécification
descendante.

Une solution & long terme consisterait, peut-étre, en suivant 1'exemple
des mathématiciens et des physiciens, a méler une langue naturelle @ un
langage formel, le premier permettant de décrire les raisonnements, les
motivations, les intentions, etc..., le second étant utilisé pour exprimer
Jes formules ou les relations formelles entre les objets. La derniére forme
du probléme de la fraction irréductible {exemple 1) donne une idée de ce
que 1'on pourrait obtenir. Briévement il s'agirait de donner “plus d'impor-
tance & la colonne de gauche qu'a la colonne de croite", 1a premiére contenant
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la structure compléte de la spécification. Malheureusement 1'obtention
directe d'une telle spécification ne semble pas trés simple actuellement.

c) Quelle démarche utiliser ? C'est le point le plus délicat. Les
idées issues de la méthode déductive de programmation et adaptées au. cas
de Ta spécification semblent assez prometteuses. C'est ainsi par exemple
que 1'introduction de fonctions intermédiaires permet d'obtenir un &noncé
modulaire.

La suite de cette premiére partie est guidée par ces réflexions :

- la fin de ce chapitre 1.1 consiste en une étude de nouveaux exemples
(§-3) @ partir de laquelle on essaye de dégager les principales qualités
d'une spécification précise d'un probléme et d'un cadre permettant de la
décrire (§.4). Le paragraphe 5 consiste en un essai de comparaison de quel-
ques cadres de spécification.

- Le chapitre 1.2 concerne la spécification formelle des univers
L'étude des systémes-d"nf i & )
ystémes ﬁnformat1on (systéme formel du type calcul des pré-

dicats du premier ordre) permet de définir précisément quelques unes des
propriétés d'une spécification {consistance, complétude, complétude suffi-

sante) et de se doter d'outils de construction (tels que la paramétrisation}.

~ Le chapitre 1.3 précise les notions d'énoncé formel et de solution
d'un énoncé. On y présente les principales idées qui seront & la base de la
résolution des problémes présentée dans la partie 2.

' - Le chapitre 1.4 est le point central de cette premidre partie puis~
qu‘11 constitue un essai de description d'une méthode de spécification. Cet
efsa1,pour partiel et incomplet qu'il soit, constitue, du moins nous 1:és~
perons, une premiére &tape vers une méthode systématique de spécification
se concrétisant par exemple sous la forme d'un systéme interactif.
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3.- LANGAGES D'EXPRESSION D'ENONCES FORMELS.

Dans les exemples précédents les enoncés formals étaient exprimés dans
un langage qui a fait ses preuves puisqu'il s'agit du langage mathématique
ou plus exactement du langage ensembliste. Sans vauﬁoir en donner une des-
cription précise, (cf ch. 1.2. §.5) rappelons que les principaux concepts
utiles sont :

- Les ensembles, éventuellement, caractérisés par un prédicat

- Les opérations ensemblistes U, N5~ (différence), card (cardinal

pour les ensembles finis), < (inclusion), X (produit cartésien),

-1 {nverse d'une relation...

_ Les ensembles de base : ENTIER, REEL, BOOL et les opérations arithmé-

tiques et logiques

- Les fonctions de E dans F dont 1'ensemble est noté [E - F]

muni des fonctions dom(domaine)et codom( codomaine) .

- Les suites, c'est & dire les fonctions o de [ENTIER - E]

dont le domaine est un intervalle de borne iaférieure bi(a) et de
borne supérieure bs{x)

Nous noterons E* Tleur ensemble.

- Les intervalles de ENTIER et REEL

Ce langage , avec quelques adaptations, est utilisé par plusieurs
auteurs : i1 est & la base du langage Z {cf §. 5.2g)ainsi que de SETL

(cf §.5.2 a}).
Donnons encore trois exemples de spécification ensembliste d'un pro-

bleme
a) Le probléme des sous suites croissantes de Tongueur maximum
(§ 1.1 b)) peut s'exprimer sous la forme de 1a figure S [BRO, 79%al
b) Le probleme du tri topologique (§ 1.1 d)) se préte particu-
1iérement bien & la formalisation ensembliste présentée figure 6
[FIN, 78 a]
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Lexique

énoncé formel ensembliste

On cherche la longueur maximum des

sous-suites croissantes de «a

ENTIER : de base

V :de base ensemble sur lequel sont
définies les suites considerges.
I1 est muni d'un ordre total

g:prédicat exprimant qu'une suite
est une sous-suite d'une autre

croiss prédicat exprimant qu'une
suite est croissante

11:de base longueur d'une suite

scroiss;prédicat exprimant qu'une
suite d'entiers strictement crois-
sante

bi de base dans V*, borne inférieure
d'une suite

b§ de base dans V*, borne supérieu-
re d'une suite

fmax : ENTIER
tq Zmax =
max {K€ENTIER tg 38 : V*

tg B < o Acroiss(B)alBl = k}
donnée o @ V*

< fonet(B, Y: V*) b : BOOL
tg b =[3¢ :[dom(B)~dom(y)]
tq scroiss(o) A
(Vi€ dom(B), Bj =Yq\(j)”

croiss:fonet (B : V¥) b : BOOL
tq b= (¥ie[bi(R)..bs(R)-11,

<
s @

résultat

i41)
scroissifonet (u : ENTIER*)b : BOOL
tg b= (Vie[bi{u)..bs(u)-11,

U< Uy )

Lexigue

énoncé formel

On cherche une relation d'ordre total
sur E contenant la relation I' donnée
E : de_base
c,ﬂ,.,U,-
tivement inclusion, intersection

. . de base respec-

composition, réunion et inverse
1 : de base relation identité

résultat A : EI(EXE)

tg lcaa 4N By

<l A

A.A canslale exearca

donnge T: F(ExE)
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La formule obtenue exprime en effet que A est reflexive, antisy-

métrique, transitive, totalé et qu'elle contient I' . Notons qu'on aurait
pu 1'obtenir de maniére plus progressive. I1 aura't été également possible

de 1'exprimer non plus directement dans le treiilis booléen des parties

2
de E
semble plus intéressant de chercher des caractérisations d'énoncés en
termes.de fonctions de base "de haut niveau".

mais en terme de prédicat portant sur des éléments de E . Il

c) Le probléme de la gestion des remboursements d'un emprunt
bancaire (§ 1.1 n)) se préte particuliérement bien a une spécification
ensembliste. I1 nécessite d'introduire la notion de temps (qui n'est
pas le temps d'éxécution d'un programme mais une donnée particuliére)

ce qui le rapproche des problémes "temps réel.

Une premiére spécification consiste & caractériser, pour
chaque mois de la période de vie du systéme de gestion, les clients
actifs, Tes clients ayant terminé , les clients rejetés et les nouveaux
clients. Les résultats sont alors des fonctions definies sur l'ensembie
des mois. Cette solution est exprimée par la figure 7.

Une autre possibilité consiste & définir, pour un mois donné,
les mémes ensembles {actif...) en fonction des résultats associés au
mois précédent (figure &).

Le premier point de vue correspond & une vision globale et
fonctionnelle du probiéme, Te deuxiéme & une vue plus Jocale et ensem-
bliste plus proche d'un algorithme. On passe de 1'un & 1'autre essen-
tiellement en remplagant certaines fonctions par leurs valeurs en un
point. D'un point de vue méthodologique on peut imaginer le passage
successif par ces deux étapes.

Notons que, dans chaque solution, figurz la description de

" 1'univers dans un formalisme qui est détaillé au chapitre 1.2. On peut

noter la grande latitude dont peut disposer le spicificateur dans 1'in-
troduction de fonctions telles que crédit, débit,... : font-elles par-
tie de 1'univers ou de 1'8noncé ? La frontiére enire ces deux notions
apparait, comme nous 1'avons déja remarqué, assez floue.
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Dans 1a spécification formelle d'une fonction, le symbole pré
indique que le prédicat qui suit précise Tes conditions que doivent véri-
fier les paramétres de la fonction pour que 1'appel ait un sens : il ca-
ractérise donc le domaine de définition de la fonction. Le symbole post

précéde le prédicat caractérisant le résultat a 1'aide des données. post
et g sont donc synonymes. ‘ o
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Le langage ensembliste peut cependant &tre mal adapté & la spéci-
fication de certains problémes en ce sens qu‘il nécessite de descendre
a un trop bas niveau de détails dans certains cas. 11 est intéressant
de lui adjoindfe un certain nombre de concepts qui deviendront alors
"de base". P Lo

a) L

Considérons le probléme de la planification des charges d'une
entreprise de confection (§ 1.1 g)). On spécifie 1'énoncé du probléme
en introduisant les ensembles suivants

ART : articles

FAB : types de fabrication

OPE : opérateurs

POS < ENTIER : numéros de postes de travail
TEM < REEL : temps

0D : codes

TAl < ENTIER : tailles

SEM : semaines

ainsi qu'un certain nombre de fonctions entre c2s ensembles :
artcl € [COD x TAI - ART]
type € [ART ———— FAB]
€ [OPE ~—— POS]
€ [OPE ——— TEM]

num
temps

Mais si 1'on veut compléter cette spécification i1 faut décrire
"1'ensemble des opérations” associées & chaque type de fabrication ainsi
que le “fichier des commandes pour 12 semaines"”.
Pour décrire 1'ensemble des opératiors on peut utiliser Ta
notion de suite ce qui revient & numéroter Tles opérations et en particu-
1ier 4 les ordonner. Une autre maniére, ne faisant pas intervenir d'ordre

a priori, consiste & utiliser le concept de multiensemble :
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Un fichier F sur un ensemble V est un quintuplet ({ENRp, succe, va'1F,

téteF, queueF) ol ENRF est 1'ensemble des enregistrements de F.

Un multiensemble m sur un ensemble E est une application définie

sur E (ie dom(m) = E) & valeur dans ENTIER [KNU, 68] . Cette notion
formalise 1'idée intuitive de “collection" contenant plusieurs occu- §
rences d'un méme objet. On peut définir des opérations multiensemblistes : = E
‘ =E 3
ml Um2 est tel que vx € E ml Um2 (x} = mi(x) + m2(x) -9 e
~ .o ’ =
ml A m2 esttel que vx € E mlnm2 (x) = min (mi{x), m2(x)) + _g =% 2
a =g -
- .o ~~~ L
Notons MfE) 1'ensemble des multiensembles sur E{ = [E - ENTIER]) = °‘ ; - *:5_" § -
= : = o
alors dans le probléme précédent on suppose définie % [=% gl = % 5 § :n;’ =
(=]
w - o o gl — o
3 . — > — =
opéra € [FAB - JL(OPE)! qui associe & tout type de fabrication w § o U s % L . E
. . o 66 =
le multiensemble de ses opérations. ] " § 2 S s o §’ &
= IS
; ) - sl * BB ot alY e = b
De méme la donnée est un multiensembie fcom € JM(COM) 2. 8E 88w i
N e~ a o al
o0 COM représente 1'ensemble des commandes caractérisé par 1'exis- gl LR RS, S8 &l
. . G O =] w oo =
tence de trois fonctions : -9y B AR Sa . &
. & = w1
semé€ [COM - SEM) numéro de semaine 53 g§. e % = 5 T S 5
. W [T !
ident € [COM - COD x TAI}  article § W TU - =
L ! wit
qut € {COM - ENTIER] quantité AL g 8 o o
(\6 -B] ER O 38 R =
& © @ @ 3 b
Nous venons de préciser, assez informellement, 1'univers du probiéme. <
1 ' wrl
En fatt nous nous retrouvons dans la méme situation que pour le probléme o £ 0 8" % & B
. . ot R = 3 O
des liaisons aériennes oll 11 est naturel de considérer certains objets ST N 3 % ® © Si
PRT Y] : 0w C U ’d o - 4+ ot
comme Prédéfinis (articl, COD, ...) et d'autrescomme des données (COM). oo 2285 2 o 2 3 . EE
. R i S B £ £ o + ] o. = -
La figure 9 propose une spécification de ce probléme. go leoag 5% 2 = 32 pat
= v P E Q) (5] [+3} =T 'E:
g Zre g2 e = w o Eh
. I 0 o © Q- =4
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- téteF, queue sont deux éléments particuliers de ENRF

- succp € [ENRF - ENRF] , fonction de succession, est une bijection

de ENRF\ {queueF} sur ENRFf\ {téteF} définissant un ordre total sur ENRF 5

elle est caractérisée par Te fait que tout é@lément de ENR peut étre
atteint & partir de téte par 1'application un certain nombre de fois
de succg :

ve € ENR , 3n € ENTIER tg e = succ? (e)

- valg € [ENRZ » V] est une fonction totale (ie partout définie)
Un tel quintuplet peut étre aussi appelé liste lingaire [PAI, 74]

Ainsi pour Te probléme de la planification des charges il est ﬁlus
naturel de considérer la donnée comme un fichier com plutdét que comme
un muitiensembie (qui intuitivement correspond & un fichier non ordonné)
dont 1'ensemble de valeurs serait un produit cartésien
SEM x (COD x TAI) x ENTIER
la définition de ch devient alors :

ch(s, p) = £ durée(p, valcom(c)) pour ¢ dang scom(s)

avec scom(s) = {c € ENR.om 2 se@(va]com(c)) = s}

On peut faire de méme pour fes opérations associées 3 un type de
fabrication. .

Notons ici que Ta différence entre la spécification utilisant des
multidnsembles et celle uti]isaht des fichiers est.faible dans ce cas
ceci provient du fait que la structure du résultat (fonction) est indé-
pendaﬁte de 1'ordre sur Tes données. I1 n'en serait plus de méme s'il
s'agissait de planifier dans le temps la succession des opérations. De

méme dans le cas du probléme de mise & jour simple (§ 1.1 j)) i1 faut
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Lexique

énoncé formel

On cherche un fichier nprix résultant

de la mise & jour du fichier prix par

le fichier maj

NPROD : de base numéro des produits

PUNIT : de base prix unitaires

CAR  : de base caractéristiques

sup : entier, nombre d'enregistre-
ments supprimés

ajout : entier, nombre d'enregistre-

ments ajoutés

trié : de base prédicat précisant

qu'un fichier est trié par ordre

croissant par rapport & 1'un de

ses champs

rdsultat nprix fichier sur num : NPROD

prix: PUNIT
car : CAR

tg card(enr = card(enr

nprix) prix)

-sup+ajout alve € e"rnprix ,

(Fe) tg e) €enr aval(ey) = val(e)

prix
j? num{val(p)) #

num( val(e)))
v(3p tg pE enrmaja (code(val(p))=a

AVpEenr

v code(val(p))=m)
A(num, prix, car)(p)=val(e))]
Atrié{nprix, num)
donnée prix fichier sur num : NPROD
prix: PUNIT
o ocar: CAR
tg trié(prix, num)

donnée maj figider sur code : {a,m,s}

num : NPROD
prix : PUNIT |
car : CAR

tq trié(maj, num)
sup = card {p€ enrmaj tg
naj!) (P)=s J
ajout = card {p€ enrp tg

y(p)=2a }

code(val

code(valmaj

prendre 1'ordre en compte (figure 10).

—— A —— '"‘i!-lll'




Notons que pour simplifier la présentation nous avons supposé ici qu'il
ne pouvait y avoir au plus qu'un enregistrement concernant un produit donn
dans le fichier maj.

11 &tait également simple de prendre en compte Jes erreurs possibles
en définissant le résultat comme un couple (nprix, erreur) ol erreur est
une suite de numéros de produits pour lesquels on a constaté une erreur
(adjonction d'un &lément qui existait déja dans prix, suppression ou
modification d'un élément qui n'existait pas dans prix. ’

c) Autres adjonctions_possibles.

Le langage ensembliste évoqué au § 3.1 est suffisamment puis-
sant pour exprimer 1a plupart des problémes informatiques. Les adjonction
précédentes ont donc surtout un intérét de commodité : contrairement
aux mathématiciens qui peuvent avoir intérét & minimiser le nombre d'axio-
mes d'une théorie pour diminuer le nombre de propriétés & démontrer, il
est intéressant en informatique d'avoir des outils simplifiant le plus
possible 1'expression des problémes. On peut ainsi introduire des‘coﬁcept
de Ta théorie des graphes [LAU, 76] , d'algébre linéaire etc... ..

On constate également que ce langage est d'un emploi assez
Tourd lorsqu'une formule contient trop de quantificateurs (cf figure 10).
I1 faut encore 1'affiner en introduisant des constructions telles que
les conditionnelles, les cas etc...

Ainsi la commodité d'utilisation est 1'un des critéres: les
plus importants de ce genre de langages.

343.- Utilisation de 1'induction.

Pour formaliser 1'énoncé de certains problémes i1 peut &tre naturei
d'introduire des fonctions définies recursivement. C'est notamment Te
cas lorsqu'une partie de 1'univers est déja structurée de maniére induc-

tive. Considérons par exemple le probléme d'une recherche d'afeuls (cf § 1.]
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sa spécification formelie utilise une fonction ascendant qu’il est naturel
et trés simple de définir récursivement (figure 11}

Lexique

énoncé formel

On cherche le nombre d'ascendants
& .

d'une personne p donnée ayant eu

plus de 4 enfants

PERS : de base ensemble des personnes
de la base de données

nbenf :de bagse associe & toute per-
sonne son nombre d'enfants

pére : de base

régultat n: ENTIER
tqg n = card {a€ PERS tg ascen-
dant{a, p)a nbenf(a)> 4}
donmée p ¢ PERS
ascendant : fomet (PERS, PERS) BOOL
tg Vva, b

ascendant(pére(a),a)= vrai A
ascendant(b,pére(a)) =
ascendant(b, a)

Sur les domaines de base tels que ENTIER, REEL certaines fonctions
sont définies directement de maniére récursive, par exemple 1'inélucta-

ble factorielle :
fact:fonet (ENTIER) ENTIER

tqg fact (0) = 1 o wn fact(n+tl) = n*fact(n)

Nous &tudierons de telles -spécifications au chapitre 2.2.
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L'étude précédente nous permet de préciser les principales qualités
que 1'on peut attendre d'un cadre de spécification de problémes. On
commence tout d'abord par caractériser un "bon" énoncé initial (§ 4.1)
ce qui permet de dégager les propri&tés que doivent posséder un langage
et une méthode de spécification de probiémes (§ 4.2). Dans cette présen-
tation nous avons repris un certain nombre d'idées de [BAL, 79a],

[DEM, 79] et [WAS, 79]

Un premier énoncé doit &tre compréhensible, non seulement par
T'informaticien qui aura & résoudre le probléme, mais aussi par la per~
sonne qui pose Te probléme et qui doit pouvoir vérifier la validité
de 1'enoncé. On peut donc souhaiter disposer d'un langage de spécifica-
tion utilisable par des non informaticiens, nous avons déja évoqué cé
probléme au paragraphe 2.1.

C'est une qualité non formalisable puisqu'elle exprime 1'adéquation
de 1'énoncé initial au probléme donné. On ne peut que se convaincre
intuitivement de cette adéquation. La formalisation de 1'&noncé sera
d'autant plus convaincante qu'elle sera proche de 1'énoncé informel.
C'est une raison supplémentaire pour s'attacher, dans un premier temps,
a énoncer le probléme plutdt qu'a chercher a le résoudre en en donnant
un algorithme.

En revanche si Te probléme est en partie caractérisé par des exem-
ples précisant pour certaines données les résultats correspondantsit
faut &tre capable de vérifier 1'adéquation de la spécification formelle
& ces exemples et en ce sens un algorithme semble plus approprié qu'une
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description formelle non constructive. En fait la solution consiste cer-
tainement & considérer spécification informelle et exemples de maniére
compiémentaire (cf ch 1.4 , cf§ 1.2. b)).

Le probléme de la fidélité d'un énoncé formel est celui de la
“quantité d'information” qu'on y inclut: 1'énoncé ne doit pas étre sur-
spécifié car alors il restreint les possibilités de résolution. I1 ne
doit pas non plus étre sous.spéeifié puisque sa résolution peut donner
des solutions qui n'ont pas de sens pour 1'utilisateur. Le probléme
du "bon niveau" de spécification est encore malheureusement compléte-
ment ouvert.

Un énoncé est cohérent s'il ne contient pas de spécificateurs contra-
dictoires ou encore si on ne peut pas en déduire de définitions contra-
dictoires d'un méme objet. I1 arri&e fréquemment gqu'un énoncé informel
soit incohérent , notamment lorsqu'il comporte de nombreuses définitions
conditionnelles. I1 faut se doter d'outils permettant de vérifier la
cohérence comme les tables de décision utilisées en informatique de ges-
tion.

Dans le cas d'un énoncé formel on préfére le terme consistance &
celui de cohérence. Cette notion repose alors sur des définitions for-
melles précises et on peut définir des techniques de vérification de
consistance (ch 1.3 § 1.4).

Intuitivement on souhaite que 1'énoncé décrive complétement le
probléme. On peut préciser cette notion en reprenant les concepts intro-
duits aux paragraphes précédents :

Un énoncé est complétement défini si la relation entre les données
et les résultats qu'il définit s'exprime directement ou non & 1'aide
des fonctions de base de 1'univers.
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Une vérification simple consiste donc & s'assurer que chaque inter-, ne Ta poursuivrons pas ici mais nous préférons partir d'un autre énonce
médiaire introduit dans la spécification est soit une fonction de base, caractérisant le probléme posé.
soit défini a 1'aide d'autres intermédiaires. L'énoncé du § 3.1. b) est fondé sur la définition mathématique clas-

sique d'une relation d'ordre total. On peut penser que 1'objet cherché

----------------------------- est “trop riche" : pour définir A , il suffit de pouvoir "numéroter" les
La description d'un probléme ne doit pas dépendre d'une solution éléments de " & -de fagon compatible avec I' , ce qui revient a ne définir

particuliére ce qui permettra une plus grande liberté lors de la recher- qu'une relation dont la fermeture transitive est A , en laissant impli-

che de solutions. De plus Ta description d'un algorithme n'est pas cite la transitivité (c'est ce qu'illustre la rep-ésentation de o sur

j & i i ; é é e i 3 % s P s
toujours compréhensible. On préfére disposer d'un énoncé décrivant, comme Ja figure 12 Ceci correspond & une autre vision i'une relation d'ordre

on le fait habituellement en mathématiques, 1a relation entre les total A sur un ensemble fini E : une applicatin o« bijective de [1 : n]

données et les résultats : on parle alors d'énoncé statique. sur E (ol n est le nombre d'éléments de E ) t:1le que :

----------------------------------------- : . o; baj =i
Les qualités précédentes ne sont pas toujours suffisantes. Repre- : En revenant au probléme du tri topologique, on peut caractériser

nons par exemple le probleme du tri topologique({§ 3.1 b)). L'énoncé la suite a en exprimant qu'elle est bijective et que :

formel de la figure 6 correspond bien a la définition d'une relation

d'ordre total compatible avec un ordre partiel donné. Le travail ulté- % J “j =isJ enutilisant le fait que
rieur du programmeur consiste & donner un algorithme de construction - o; A oy = <]
de A (ie de passer 3 une définition explicite, c¢f ch 1.3). Partant de ) et que x Ty = XA

1'énoncé précédent on peut envisager plusieurs facons de construire A

On est ainsi conduit au nouvel énoncé représenté -ur la figure 12.
[FIN, 78 a)1:

- 1'ensemble E étant fini, i1 en est de méme deff(E x E) 3 on peut alors | { X .

X ! Lexique éno icé formel
parcourir cet ensemble en recherchant un &lément vérifiant la propriété i
caractéristique. Ce type "d'algorithme" procédant par &numérations s'ap- On cherche une suite oformee des résyltat o : EF
plique & une grande classe de problémes, mais de maniére si inefficace eléments de E dans un ordre compatible tg « € inj(n) ij‘ﬂJ € dom (o)
qu'il est irrealiste. avec T d<i>0,Tey)

. = P . négation de la relation T B oo e EE CEV b : BOOL
- Plutdt que d'explorer 2§(E x E) de maniére effrénée, il peut &tre rai- . L L. T oo (wiE oy E) :
X P A . | inj : associe @ k )1'ensemble des injec- b B= (xTy)
sonnable de chercher & construire A par approximations successives en tions de [1..k] dans E* b b= TxTy
construisant une suite (a;) de $(E x E) vérifiant "de plus en pius® B o inj : mmet (K : ENTIER)e: & (E%)
_ _ 39 el OE — - V i de base domaine des éléments de E
1'énoncé. 11 serait méme intéressant d‘'initialiser cette suite a I UT 1 B s . b VU EES , UEe <
. . . & I . I' : relation binaire sur E sans cir- = .
ce qui rend vraies deux conditions de . cult [bifi) = Labs(u) = k
En fait, la deuxiéme solution conduit & manipuler des suites de (Wi Jell.k], u; = u; 21 = §}]
relations qui ne sont pas des objets mathématiques &lémentaires. Nous . 1 domée £ : F(1)
' It oopl(E, E) BOOL
g VX .. xp €D
¥10%g A xp_lrxp:xl Xy
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On pourrait bien sdr considérer que ce nouvel énoncé est une trans-
formation du précédent ce qui nécessiterait des régles de transformation
peu évidentes.I1 est plus naturel de considérer le nouvel énoncé comme
énoncé initial mais alors se pose la question du choix du cadre permettant
de formaliser un probiéme : i1 ne faut plus tenir uniquement compte de la
facilité de la formalisation mais également de la facilité a passer a
un niveau algorithmique, en s'efforcant d'introduire, de préférence aux
outils typiquement ensemblistes, des outils plus informatiqﬁes tels que
les suites.

Etant donné 1'état actuel de 1'Art, i1 semble difficile de disposer
a priori de critéres permettant de choisir un "bon" premier énoncé ini-
tial et i1 est certainement plus raisonnable d'admettre des retours en
arriére lorsqu'on arrive & une spécification & partir de laquelle une
solution algorithmique semble difficile & obtenir. On cherche alors un
nouvel énoncé et si on est capable de prouver son équivalence au premier
on n'a plus 3 se poser & nouveau les questions a)... d) précédentes.

MaTheureusement cette démarche se heurte aux difficultés suivantes :
- on ne sait pas en général passer d'un premier énoncé 3 un autre énoncé

fondé sur d'autres idées.
- on ne dispose pas de critéres permettant d'assurer que Tes remises en

causes successives permettrons d'obtenir finalement un &noncé convena-
ble.

I1 est souhaitable qu' un changement minime dans Te probléme con-
duise & un changement minime dans la spécification correspondante. On
peut espérer que la construction progressive d'une spécification comme
nous 1'avons envisagée aux paragraphes 2 et 3 permet d'obtenir cette
propriété . chaque information de 1'énoncé informel se traduit par un
prédicat ou une relation dans 1'énoncé formel. Par exemple si on trans-
forme 1'énoncé du probléme de la fraction irréductible (§ 1.1 a)) en
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supprimant “premier" :
"Trouver deux nombres proportionnels & deux nombres donnés non nuls"
i1 suffit de supprimer le prédicat "prem" dans 1'énoncé de la figure 1.
Malheureusement si dans cet énoncé on remplace "deux" par "trois"”
on obtient un énoncé tout & fait différent.
Pour tendre vers cette extensibilité i1 faut chercher & modulariser

et & ""paramétriser” au maximum 1'énoncé initial.

Nous essayons maintenant de dégager les qualités que 1'on peut atten-
dre d'un langage de spécification de problémes.

4.2.1.- Facilité d'utilisation.

a) 11 doit permettre d'écrire des spécifications compréhen-
sibles (cf 4.1 a)).

b} Existence d'une méthode : au langége doit étre associée une
méthode de construction d'énoncés. Dens ce but i1 doit faciliter
les descriptions structurées et modulaires.

¢) Le langage doit permettre 1'écriture d'énoncés statiques

(§ 4.1 e)) ; en particulier les langages de programmation algo-
rithniiques classiques sont de trop bes niveau en ce sens. En
effet ils mélangent,des notions Tiées & la technologie des
machines et des notions 1iées d la resolution algorithmique,a
1'énoncé proprement dit du probléme.

d) L'écriture d'un énoncé sera d'autant plus compréhensible qu'elle
utilisera des concepts de haut niveau bien adaptés au probleme.
Ainsi i1 est utile d'étendre le languge ensembliste en intro-
duisant des notions telles que les multiensembles ol les Tistes
apparaissent dans de nombreux problénes. Le langage de spéci-
fication doit posséder des primitive: de haut niveau.
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e) Domaine d'application : on souhaite que le langage utilisé .
soit le plus universel possible. Un certain nombre de domaines
en informatique ont développé leurs propres langages de spéci-
fication mais le champ d‘application est en général fort limi-
té (problémes d'informatique de gestion par exemple, langages
de manipulation formelle, langage de simulation, etc...).

f) Facilité d'apprentissage : c'est un critére indispensable &
son utilisation . ;

g) Existence d'un support graphique : un dessin valant mieux
qu'un long discours il peut étre agréable de schématiser tout
ou partie de 1'univers.

Ainsi on peut penser que si les organigrammes continuent &
avoir une large audience auprés des programmeurs c'est certainement parce
qu'ils constituent un moyen de communication d'un abord ptus facile qu'un
texte linéaire (&ventuellement indenté) dans un langage quelconque.

Ainsi au niveau de spécifications on peut utiliser des schémas
a différents niveaux : '

- pour la description arborescente de fichiers

- pour Ta description plus agréable des profils des fonctions,
c'est ce qui est fait dans Z [ABR, 78] ou dans [GOG, 77bj;;
par exemple dans la figure 7 on pourrait schématiser tes.pro-
fils des différentes fonctions de la maniére suivante :

= pour la description des modules :

—3
) résultats
données
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a) Cohérence (consistance)
Prouver la cohérence d'une spécification nécessite pratiquement
toujours qu'elie soit formeile. Nous ver-ons (ch. 1.2 §.2) qu'une

technique classique consiste & exhiber un modéle.

b) fidelité : vérifier 1'adéquation d'unz spécification a un
probléme est un probléme dual de celui qui consiste & construire
une telle spécification. La construction de spécifications
modulaires et structurées facilitera la vérification de la fidé-

1ité.

Le langage influe évidemment sur cette cualité des énoncés :
si 1'énoncé est déja sous forme algorithmique le probléme ne se pose plus.
Cependant si on souhaite pouvoir dériver le plus systématique-
ment possible un algorithme de 1'énoncé initial (non algorithmique} il est
souhaitable que ce dernier soit formel. On pourra utiliser alors des
techniques de transformations (et de vérifications a posteriori) qui n'ont

aucun sens pour des énoncés informels (ef ch.1.3).

Comme nous 1'avons déja mentionné la coiception de langages de
spécification en est encore a ses balbutiements et nous verrons au para-
graphe 5 qu'il n'existe pas actuellement de cadre permettant de spécifier
des problémes et possédant toutes les qualités précédentes. Mais ilya
plus grave : il n'est pas évident que toutes Tes propriétés précédentes
soient compatibles entre elles. Par exemple le fornalisme peut &tre un
obstacle & 1a lisibilité dans la mesure ol 11 nécessite certaines habi-
tudes de compréhension. De méme peut-on avoir des primitives de haut
niveau et étre capable en méme temps de spécifier n'importe quel type de
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probiemes ? Nous essayons, sur le schéma de la figure 13, de mettre en
svidence certaines relations entre les différentes qualités présentées
aux paragraphes précédents.

-
Pt i coves Uk N - qport grap_ﬁ@
—_ 2 f ita d! 4 & . F
(iant _ . acilité d'apprentissage :E
—_ " /ﬂ i k
|
: large domaine
, N
l g d'apolicati
! ) o pplication
, facilité de compré-
existence d'une \ _.- hension(1isibitité)
méthode de dépend, du
construction ~x lgacs
'/ facilite de ver1fier -———'—:2,@
Y, 1a cohérence Ll i
% \ S ial 7 :
e S \ 4 >
(:§E§ncés statiques™ \' d i de héso=
c— \ ] . 4 lution ultérieure
S facilite de vérifier
~ la fidélite
It
1égende A —— B laqualité A implique la qualité B
A --— B A est une aide a B
AerwmsB A et B sont peu compatibles.
riguig iy - iien guine les différentes gqualités &'!E

Méme s1 un ne pense pas trouver un landage universel possédant
f + : Py : ;
aites ces priorités, on peut s'orienter vers un langage “noyau" possédant
des primitives communes & tous les domaines (les entiers, les réels, lés

- 55 -

booléens, etc...) et auquel on peut ajouter des extensions bien adaptées
3 certains domaines particuliers (fichiers, graphes ...). De plus, pour
faciliter la compréhensibilité nous préconisons 1a coexistence d'une des-
cription informelle avec une spécification formelle.

Le paragraphe suivant est un rapide survol de quelques appro-

ches actuelles du probléme de spécification .

SUR LES LANGAGES DE SPECIFICATION DE PROBLEMES .

b=

De trés nombreux travaux de recherche en informatique theori-
que ou en logiciel ont consisté a définir,a forma iser et & étudier des
langages de programmation, procédureaux ou non, dont 1'une des qualités
essentielle est de permettre une résolution systématique, et si possible
déterministe, des énoncés ou programmes qu'ils permettent d'exprimer.
Certes,au cours des années, on a élevé le niveau d'abstraction de
ces langages en les rendant moins &lémentaires et de plus en plus délivrés
des contraintes de Ta machine;maﬁs i1 ne semble pas que 1'on soit arrivé
3 un niveau bien adapté & une premiére formalisation d'un probleme. Con-
jointement,on a studié des methodes de programmation systématique, voire
automatique, mais on a assez peu &tudié les ques=ions posées par la pre-
miére mise en forme d'un probléme. Nous essayons jci de faire un bref
panorama , certainement pas exhaustif, de quelques langages (et éventuelle-
ment méthodes) de spécification d'un probléme. Certains de ces langages

sont {ou se disent) universels, d'autres,au contraire, sont spécifiques

d'un domaine particulier. /

#

5.2.- Quelgues langages_de spécification

a) SETL [KEN, 751, [SCH, 751

SETL est un langage de trés haut niveau, c'est & dire qu'il admet des
structures de données trés évoluées ensembles, n-uplets (qui peuvent
stre manipulables comme des suites finies), applications {qui peuvent
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&tre multivaluées et permettent, par exemple, de manipuler des multi-
ensembles). A chacune de ces structures de données correspondent bien
entendu des opérations spécifiques (opérations ensemblistes, sélection
d'un &lément d'un n-uplet). Notons aussi que dans sa version initiale
SETL est un langage sans type et donc sans déclaration. Un programme
SETL consiste en des définitions de fonctions ou d'objets composés et
en des instructions au sens classique et dynamique des Tangages a]go-'
rithmiques. -

Pour illustrer ce langage, donnons une version possible en SETL de 1'énon-
cé formel du probléme des sous suites croissantes de longueur maximale
(cf 3.1 a) figure 4).

définef Imax (alpha) $ definit la longueur maximale d'une sous-suite
croissante de la suite alpha sur 1'ensemble V

muni de 1'ordre <

Jy € VI < x, Yy >€EE > : E 4n pow (UxU) and # E = # U and
V<X, y>€EEI¥<u, v>€EEly # v and
U subset ¥V and # U le # alphal

SUITES = { < x:

$ définit 1'ensemble des sous suites sur V dont la longueur est infé-
rieure ou égale & celle de alpha.

definef croiss(beta) ¢ caractérise une suite croissante

u=vi=2..#% béta | béta (i - 1) gbéta(i)
retwn U ;
end ; J
definef inclu(béta, alpha) $ caractérise 1'inclusion entre deux suites

Bld = {<y :y€E> E€# béta mpow 1 :{i = 1..# alpha }}; \
ﬁ ensemble des bijections de [1..k] dans un sous ensemble a k
&léments de [1..n] o0 k est la taille de béta et n celle
de alpha '
u=3f€BIJ | vi=1..# bétal beta (i) = alpha (f(i))

return u;

end ;
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A

SQUSSUITES = {béta ¢n SUITES linclu(béta, alpha) and croiss(béta)}

béta in SOUSSUITES] ## béta § prend le maximum de lon-
gueur des suites béta de
SOU3SUITES

m = [maz :

retyrn 1 3

end

L'opérateur # fournit le cardinal d'un ensemble ou la longueur d'un n-upiet,
: permet de caractériser un itérateur, c'est & dire le parcours d'un en-
semble. Bien qu'il manque un certain nombre de primitives telles que le
produit cartésien (utilisé cependant ci-dessus pour simplifier 1'écriture),
1'ensemble de toutes les suites sur un ensemble fini et des propriétés

telles que : "est injective", "est bijective". o

La lourdeur de 1'énoncé précédent provient de 1'absence de constructions
primitives telles que “ensemble de suites sur V". Donnons une autre version
de la formalisation de ce probléme utilisant essentiellement des ensembles :

definef lmax(alpha)
index = {1 : 1 = 1.. # alpha } ; ﬁ intervalle 1..n si n est la lon-
gueur de alpha
£ la restriction de alpha & S est croissante

definef croiss(S)
b=vjinS vk 1S 1 J le kimplies 2lpha(j) Ze alpha(k) ;

return b ;
end 3
% = [max : S subset index gnd croiss(S) 1 # S
return %

Ce nouvel énoncé est certainement plus clair d comprendre. IT n'est pas
certain qu'il soit le plus naturel & construire car il nécessite de penser de

prime abord & la maniére de caractériser une sous suite croissante. o
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En résumé SETL offre d'assez bons outils de formalisation d'un pro-
bléme, bien qu'aucune méthodologie ne lui soit associée et que 1'absence
de éértaines primitives restreigne la classe des problémes aisément abor-
dables (1'absence de concepts tels que celui de fichier complique 1'ex-
pression de problémes de gestion).

Mais i1 faut noter que SETL est en méme temps un tangage
exécutable ce qui pourrait conduire le programmeur & se satisfaire du
“programme" précédent et aboutirait i une exécution tras inefficace.

Pour améliorer ce programme on est alors tenté d' utiliser les struc-
tures de contrdle "constructives" du langage qui sont c]ass1ques (ite-~
rations, conditionnelles,..) et sont associées 3

- Absence de reégiles systématiquesde transformation

- Absence de structures de données de bas niveau permettant
d'écrire des algorithmes efficaces.

Ainsi, 1'opposition entre le niveau des structures de données (orien-
tées spécifications) et celui des structures de contrdle {orientées exécu-
tions) place SETL entre les langages de spécification et les langades de
programmation. Conscients de ces difficultés les concepteurs de SETL,
tout en continuant 3 chercher des techniques d'implantation fournissant

des algorithmes efficaces, cherchent i &tendre le Tangage [PAG, 791 ,
[DAV, 79] :

= Par 1'introduction de mécanismes de définitions de types qui
doivent permettre une spécification plus structurée des problémes

- Par 1'introduction de régles de transformation permettant de passer

d'une spécification de haut niveau i une spécification algorithmique
efficace.

b) ALICE [LAU, 76]

On pourrait placer la présentation de ce langage au paragraphe 5.3
dans la mesure ol i1 a &té essentiellement congu pour spécifier des pro-
blémes de nature combinatoire. Cependant, les concepts utilisés dans

~ce Tangage (ensembles, opérations ensemblistes,quantificateurs) sont

= - b Tt o ST IR T

la notion dynamique de variable.
On se heurtait ainsi, dans les premiéres versions de SETL, & deux difficultés :

suffisamment généraux pour en faire un langage permettant dq spécifier
des problémes trés divers. Si de nombreux problemes mathematzques peuvent
étre exprimés dans ce langage (jeux, combinato res, graphea, L) T

ne semble pas &vident de 1'utiliser pour des prublémes pTus oriantés vers
la gestion.

Ici engore, 1'étude d'une méthode de résolution utilisant Targement {
des man1pu1at1ons formelles, T'unification, 1'indéterminisme a &té le
principal travail de LAURIERE. L' aspect mise en forme d'un probléme a été |
trés peu abordé (i1 est vrai que dans le cas de problémes mathématiques
la difficutié est souvent réduite)

¢) Le projet CIP [BAU, 78 a ] ,[BAU, 78 b ]

CIP("computer aided, Intuition-guided Programming™) développé &
1'institut d'informatique de MUNICH, est un projat dont 1'ambition est |
de définir un langage "a large spectre” permettait de spécifier, d'ana-
lyser puis de programmer efficacement un problém: ainsi qu'un systame,
aussi automatique que possible, permettant de transformer un énoncé de
ce langage en un autre,

En particulier, la conservation de différen:es versions d'un énoncé,
la documentation du programme, P'application de ‘&gles de transformations
devraient &tre automatiques.

Le noyau initial de CIP est un ensemble de régles de transformation
trés voisines de celles développées par ARSAC [ARS, 771 ot BURSTALL et
DARLINGTON [BUR, 77 bl permettant de passer d'une version récursive d'un
énoncé & une version itérative puis & une représentation en machine. A ce
niveau le but essentiel est 1'efficacité du programme obtenu. Autour de ce
noyau se sont développées des études tant méthodologiques (suppression de
T'indéterminisme, représentation de structures de données ...) que théoriques
(sémantique, justification des régles, etc...). Notons ici 1'importance ac-

cordée & la spécification statique d'un probléme jui se traduit par 1'in-
troduction doutils de spécification de haut niveiu (ensembles,quanti fica-
teurs, etc...) . Un &noncé formel apparait comme in ensemble de déclarations
d¢ types et de Tonctions exprimé dans un style Aljol.

- Tt s s TR
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Donnons dans le langage de CIP un énoncé du probléme des sous-suites
ascendantes analogue & celui de Tfexemple 1
informellement :
Etant donné un tableau t a n éléments de mode m , ol m est
muni d'un ordre total < et n > 1
d'une sous suite croissante du
spécification formelle :

mode index = nat [1..n}

» treuver Ta longueur maximum
tableau t

index arvay m t
nat Imax =

some index & : % = max { index k : 3 set tndex S :

card(S) = k a crois, (s) }

where

funct croist(S) = (set index S) bool

Vindex jgl : j€S ALESAT g4 = t[j] < te)

Une remarque immédiate sur 1'

unicité du maximum permet de transf
Ui ormer
la définition de gmax en : .

ngt Mmax = max { index k : 3 get tndex S : card(S) = k

A cr01st(S) } -u

‘ L'introduction explicite de 1'indétermisme et de 1'opérateur asso-
Cié f“choix de", 1a définition formelle e 1a séwantique des

af : N
nstructions [BRO, 78 1, 1'existence de régles de transformations

permettant d'obtenir des algorithmes rendent ce projet séduisant. On
p?ut Cependant regretter 1'absence d'outils specifiques pour 1'expres-
sion de certaines classes de problémes (

suites, par exemple) et 1'inexis-
tence actuelle d'une méthodologie de spac

bi . ' ification de problemes aussi
-en que d'une méthodologie de mise en oceuvre des régles de transforma-
tion pour la construction de programmes.

l
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d) MEDEE

Contrairement & SETL dont la philosophie est trés orientée "struc-
turesde données”, MEDEE est un langage non procédural permettant de spé-
cifier un énoncé sous forme d'un ensemble de définitions caractérisant
résultat et identificateurs intermédiaires [BEL, 78 a 1 . Introduit
comme langage support de la méthode déductive de programmation [BEL, 78 b ]
[PAI, 793, i1 permet une expression statique (i.e indépendante de 1'é&xé-
cution) et explicite (puisqu'il s'agit d'un ensemble de définitiony de
1'énoncé d'un probléme. En ce sens on peut envisager de ie considérer
comme un langage de spécification.

En repoussant au chapitre 2.3 une définition plus compléte de MEDEE
contentons nous ici de donner un exemple

& nouveau le probléme de la fraction irréductibla

Texique définitions
Le résuitat est un couple d'entiers reg = X, ¥
Xy ¥ x=a/z
x ENTIER : proportionnel & a y=b/z2
y ENTIER : proportionnel & b z : dernier u(i) pour 1 dons 1 jga fin

z ENTIER : pged de a et b

u(i) ENTIER : iéme terme de la suite
vérifiant pged(u(i),v (i)) =
pgcd(a, b) (algorithme d'euclide)

donnée a, b

*u

u ENTIER : ancienne valeur de v u=@y

v ENTIER : reste de la division de v==@unpod @v
1'ancienne valeur de v par 1'an- | fin = (v = 0)
cienne valeur de u $u=a

fin BOOL : condition d'arrét, ﬂ v==~b
détermine 1'indice du dernier B fin = (b =0)

terme de la suite u(i)

I *‘M—mmmm»m'ﬁ-“ S A S A ——— i
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Dans cet exemple la définition du résultat nécessite celle d'une
suite de couples (uy, v;) caractérisée de maniére récurrente dans le
“module *u". $ u précise la valeur du premier terme de la suite u .o

Si cet énoncé est statique i1 est cependant trés constructif : il
a fallu résoudre e probléme pour passer de la spécification de la figure 2
a celle de la figure 14. Ainsi, sauf dans des cas simples pour lesquels
1'@noncé d'un probléme va de pair avec sa résolution, MEDEE sera.de
trop bas. niveau et nécessite trop de travail pour qu'il soit considéré
comme un langage de spécification satisfaisant. Nous verrons cepgndant
au chapitre 2.3 que dans le cas de certains problémes de gestion, une
version étendue de MEDEE est d'un emploi raisonnable. 1

Ce que nous venons de voir pour MEDEE est bien sir app]fcab]é dans
le cas des autres langages applicatifs tels que LUCID [ASH, 76] , e
langage utilisé par J. ARSAC dans [ARS, 77] , ou LISP (bien que certains
“lispiens" convaincus puissent, T'utiliser comme un langage de ;pécifj@i L
cation [GRE, 79] ) qui par la forme explicite de leurs "programmes” :
nécessitent de spécifier et résoudre conjointement les problémes. Cfest

a fortiori vrai pour les langages de programmation classiques.

e) PROLOG

Fondé sur le calcul des prédicats du premier ordre dont Tes formules
sont mises sous forme de clauses de Horn [WAR, 77a] Tle langage PROLOG_{w.
devrait donc pouvoir &tre utilisé comme langage de spécification. Bien f’
que nous esquissions les grandes lignes de ce langage au chapitre 1.3
paragraphe 3.2, nous pouvons dés maintenant donner un exemple de programme

@

PROLOG . v

Toujours le probléme de Va fraction irréductible
L'énoncé de la figure 2 peut s'exprimer en PROLOG sous la forme :.
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irréduct (x, y, a, b} « propor(x, y, a, b) , prem(x, y)
propor (x, y, a, b) <« mul(x, b, v), mul{y, &, v)

prem (x, y) « pged(x, y, 1)
pged (%, 0, x) -
pged (%, y, u) < pgcd(y, z, u), reste(x, y, z)

od une formule telle que A < B, ¢ signifie BAC o A

On peut aussi en donner une signification plus opératoire en consi-
dérant que A ¢ B, C est une décleration de la procédure A dont le
corps est B, C .

irréduct, propor, prem, pged sont des prédicats inconnus ; rest et
mul sont des prédicats faisant partie du langage PRO_OG dont le sens est
immédiat : rest (x, y, z) (resp. mul (x, y, z)) s'inierpréte comme :
z est le reste de la division entiére (resp. est le roduit) de x pary . o

La distance entre ce programme PROLOG et 1'&noicé de Ta figure 2
n'est pas trés grande, mais il a fallu néanmoins expliciter 1a d&finition
de prem : c'est 13 que se trouve la difficulté de 1a résolution.

Cette nécessité d'obtenir des énoncés explicites, le style d'écri-
ture trés particulier induit par les clauses de Horn et 1'absence de
primitives ensemblistes de haut niveau empéchent PRO .0G d'é&tre un bon
langage de spécification bien qu'il soit aussi unive-sel que le calcul des
prédicats. Cependant dans un certain nombre de problemes portant sur des
textes et guidés par une grammaire (compilation, tra:tement de Tangue
naturelie...) 1'expression directe en PROLOG apparai. assez naturelle
[WAR, 77b] , [COL, 75]

f) Langages orientés “"types abstraits"

Un effort particuliérement important se développe actuellement pour
faciliter la description des informations utilisées dans un probléme (par
exemple introduction de structures de données relationnelies [LES, 79 ]).
Malheureusement la plupart des langages contenant le concept de "type
abstrait" sont trés dynamiques (!), ne permettent qu¢ des représentations
concrétes et explicites de types et par 1a méme sont trés “orientés pro-
granmmation”, c'est le cas de CLU [LIS, 75] , d'ATM 1IN, 79] etc..
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Quelques autres approches cependant permettent des spacifications sta-
tiques de types : c'est le cas des spécifications algébriques utilisées -
dans le systéme AFFIRM [MUS, 791 de MUSSER ou du langage 0BJ développé
par BURSTALL et GOGUEN [G0G, 791 > c'est aussi le cas des spécifications
axiomatiques deslangages I0TA [NAK, 791 ou ALPHARD [WUL, 75]

Nous reviendrons au chapitre 2.1 sur la spécification algébrique
de type. Signalons cependant- tout de suite que, dans de nombreux cas,
caractériser directement un type par un ensemble d'équations sur <es
opérations n'est, & notre avis, ni simple ni naturel.

g) Le langage 7

Contrairement aux langages présentés jusqu'a présent, le 1angage 7
créé par J.R. ABRIAL a pour but essentiel la spécification de problémes.
Plus précisément dans une version de 1977 ABRIAL a introduit deux,ﬁivgaux.
de langages : Z0 ﬂgrienté spécification" et Z1 "orienté programmat#on"

ainsi qu'un ensemble de régles de transformations (ﬁfés de 400) permettant

e passage de Zo a Z1 et 1a programmation effective [ABR, 77a] , [ABR, ]Z§]
[MEY, 78] . - Mt s
Les articles plus récents [ABR, 78] sont consacrés essentiellement
d 1'aspect spécification Que nous allons préciser maintenant. : s
La definition de Z repose sur quelques idées que nous défendons dqnéﬂ
ce travail : o
- IndéPendance entre spécification d'un probléme et implantation d'un grb#

gramme qui le résout. ]

Développement par raffinements successifs d'une spécification.

Caractére statique d'une spécification

Utilisat{on d'un formalisme dérive directement du larigage ensembliste

Utilisant une syntaxe de "style Algol", une spécification en Z est un
ensemble de phrases composé : '
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- de définitions de types précisant des ensembles d'objets.
On dispose des types primitifs (modes) hooléens, numériques,
caractéres et de constructeurs de types (ensembles, tuples,
fonctions, produit cartésien)

- de définitions d'objets de certains types

- de définitions de relations précisant les domaines et co-
domaines d'une relation ainsi que sa naiure (fonction partielie,
totale, relation non fonctionnelle)

- d'assertions précisant les propriétés de certaines relations.

Enfin certaines extensions du langage permettent «'appréciables simplifi-
cations d'écriturc.

Mais plus que sur la syntaxe nous voudrions insister sur la démarche
proposée par J.R. ABRIAL et B. MEYER pour construire une telle spécifica-
tion : 1'informaticien 1it successivement les différents éléments du
cahier des charges et en donne pas & pas une traduction en 2
miére lecture met en &vidence les types de base du orobléme,
pales relations et quelques propriétés successives.
Cette lecture est recommencée plusieurs fois de suite

. La pre-
les princi-

» chaque &tape
devant mettre en évidence de nouveaux objets, de noivelles relations, de
nouvelles assertions. L'arrét de ce processus itéracif correspond &
T'obtention d'une spécification compléte du problém:. Au cours de cette
démarche i1 est sugqéré a Ttinformaticien de se poser des questions sur
les objets, types ou relations qu'il manipule : cet ensemble est-i] or-
donné ? Cette relation est-elle fonctionnelle ? Cet ordre est-il partiel
ou total ? etec...

Pour préciser ces notions sans trahir les idées de / reprenons ici 1'exem-
ple décrit dans [ABR, 77c] et [ABR, 78] .
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S s K3 : .
pécification en 7 du probleme des emprunts bancaires (eful.1 n)

Spéeification gestion des comptes clients
. tupe

CLIENT ;
définition

ARG = NUM ;

relation

montant : CLIENT — ARG ; -
nom ¢ CLIENT — CAR

ordered MO = 4 »
S' 8ame = (début) ; . MOIS est un ensemble ordonné con-l

tena TITE WP P
o nt un &lement particulier debut 4
104 <[

first (MOIS) = dabyt s
relation
mdeb : CLIENT — MoIs
mfin : CLIENT — MoIS
mensualité : CLIENT — ARG
assertion
forall C in CLIENT then mfin(C) > mdeb(C) eng
mensualité = Zambdg ¢ tn CLIENT -

renlo;tant (€) / (onder(mfin(c)) - exder(mdeh(©)))

relation

get ACTIF : MOIS — ¢y pept

assertion
forall n in MOIS then

forall C in A
o w ACTIF (m) then M > mdeb(C) end
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Chaque mois, chaque client actif posséde ur crédit, un débit et
effectue un versement #
définition

MOICLIENT = subsetm, C in prod (MOIS, CLIENT) where

C in ACTIF(m) ou m = md2b(C)
end 3

relation

crédit : MOICLIENT — ARG ;

débit : MOICLIENT — ARG ;

vers @ MOICLIENT — ARG ;
Les crédit et débit sont respectivement les sommes, depuis le mois
de départ jusqu'au mois considéré, des versements et des mensualités

du client considéra #

assertion
forall C zn CLIENT then crédit(mdeb(C), C) = 0 and débit
(mceb(C), €C) = 0 end
forall m, C in MOICLIENT where m > ndeb(C) then
crédit(m, C) = crédit(pred(m), C) + vers(m, C) and
debit(m, C) = debit(pred(m), C)) + rate(C)
end ;
Chaque mois des clients actifs ont terminé (leur crédit dépasse le
montant), d'autres sont rejetés (la différence entre teur débit et l

leur crédit dépasse deux mensualités) ##
relation
set TER : MOIS — CLIENT
set REJ : MOIS — CLIENT
assertion
TER = lambda m ¢n MOIS =
subset C in ACTIF(m) where c-édit(m, C) 3 montant(C) end
end ;
REJ = lambda m in MOIS =
subset C in ACTIF(m) where
(débit(m, C) - crédit(m, C') > 2 x mensualité (C)

end

end ;

e e
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#  Chague mois apparaissent de nouveaux clients qui seront act1fs Ie
mois suivant &

relation

set NOUV : MOIS — CLIENT
assertion ‘
forall m in MOIS then

forall C in NOWV(m) then mdeb(C) = m ond .

Q)
R
.

forall min MOIS then ACTIF(m) A NOW(n) = VIDE ond ;

# Au début il n'y a pas de clients actifs. Chaque m61s Tes élients '
actifs du mois suivant sont les clients act1fs du mois cons1dére
dont on exclutceux qui ont terming oy qu1 sont rejetés ou qu1 ont’
term1ne et auxquelson ajoute les nouveaux clients du mois # et

assertion . )
 ACTIF(debut) = vror 3 '
fbraZZ m in MOIS then o
ACTIF(next (m)) = (ACTIF (m) U NOWV(m)) - (TER(m) U REJ(m))
gn_d 3 - !

LA

L'exemple précédent montre que Ta syntaxe de Z est facilement com- %
préhensible, qu’ elle dispose de primitives de haut niveau (ensemb]es or-
donnés, fonctions spécifiques, sous-ensembles . ..} et que la decompos1t1on
en définition de types, d’ objets, de relation et d' assertion donne une

‘certaine structure & une spécification. On peut penser que ce style de lan-
gage est plus facilement utilisable par un 1nformat1c1én que Te Tangage

ensemb11ste "pur® utilisé aux paragraphes précédents eé aux chap1tres 1.2,
1.3 et 1.4,
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$i la nature formelle du résultat doit effectivement permettre des
vérifications de cohérence et de complétude, la forme de la démarche
s'apparente trop, & notre avis, a une traduction pas d pas dont se ressent
Ta structure finale de 1'énoncé : Tles regroupements de propriétés sont plus
1iés & ta forme du cahier des charges qu'a Teur nature logique. Par
exemple 1] n'y a pas de distinction entre énoncé et univers : 1'@noncé est
1'une des relations de 1a spécification. Enfin demander au programmeur de
réfléechir & chaque propriété que peut posséder un objet, peut conduire i
1'énoncé de propriétés inutiles, redondantes voire génantes pour la
programmation ultérieure.

Au contraire, 1'approche que nous prososons (cf. exemple
ne consiste pas en une traduction pas & pas mais en la spécification du
but du probléme ce qui conduit & une structuration logique de 1'énoncé,
d la mise en évidence des fonctions de base de 1° mivers et a 1'introduction
plus systématique des propriétés des objets, ensebles ou relations. En
bref notre démarche [cf. ch. 1.41 conduit & une ‘eformulation guidée et
higrarchisée de 1'édonce du probléme. Une conséquence est la nécessité

.d'une traduction en 1angue naturelle compréhensible par 1'utilisateur,

traduction qui n'est pas nécessaire dans la démarche proposée par ABRIAL
ol les commentaires sont directement issus du cahier des charges:

Pour compléter cette bréve description de Z 11 conviendrait de
préciser les régles de transformations "3 sémantique constante" ﬁermettant
de passer d'une premiére spécification & une vers- on a]gor1thm1qUe Par
exemple on transfdrme une phrase de la forme Vv & A , c(x) en

& <= wrat } powr X € A tant que e pépdter € <— c(x) [MEY,78]

T
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Le nombre trop important de régles est un obstacle majeur 3 leur ut{li—
satiop et i1 conviendrait de les higrarchiser et de Jes regEouper. Signalons
enfin l'ufilisation de Z pour spécifier des problémes faisant intervenir
des notions de parallelisnelAgR, 79] R

h) Quelques autres approches.

Bien que 1a nécessité de définir des langages de spécification.séit de
plus en plus reconnue ilsemble qu'd 1'heure actuelle i1 y ait peU‘J‘*ESV
de développement de tels outils, 1'accent continuant é'étre mis sur iés :
langages de conception et'd'ana]yse de programme. Un:bref survoildes;-= |
Iangages tels que HIPO, ISDOS ou SADT pourra étre trouvé déns [DEM, %9]
Paf_manque d'informations sur ces langages nous ne développerons ‘pas
cette &tude. ' ;
Citons également certaines &tudes sur le role des langues ﬁaturelles
dans Jla spécification qui ont, comme dans Te projet SAFE_[BAL,??@j-p0ur‘but
.de construire un systéme aidant un utilisateur 3 poser sonApfobléﬁe;”. ;~ L
11 serait aussi intéressant de développer 1'6tude du systémé?MODEL
[PRY, 771 permettant a un utilisateur de spécifier pas a ﬁaéigoﬁ.probiémé
et se charggant d'ordonner les différentes "spéciffcations“; dzén”faifér
un contyéle‘de cohérence (comme en SNOOPY [HUC, 77 3 par une'éﬁéiyge de :
précédence). IT semble malheureusement que Tes "spécifications" ég%éﬁﬁﬂ
déja thes explici tes. W T

e i 5

; kd faire une &tude, ne seraft-ce que part%elle,‘sort 1argeméﬁf du:f;

“cadre de‘ce travai],aussi nous contentons=nous de présenter que]q&és_ddmdi~
“nes oqﬁcé_ genre de langage s'est bien developpe. R

" a) L'analyse de gestion

Lq btructure des donnges et des résultats dans 1és problemes c]assi;
i : d i
ques d'analyse de gestion est presque toujours la méme : fichiers &n accas

i ; e T
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direct ou séquentiel. La forme des algorithmes est elle aussi relativement
constante : mise & jour (fusions) ou tri avec ou sans ruptures. Aussi ont

pu étre developpés depuis de nombreuses années & la fois méthodes et lan-
gages d'analyse de tels problémes (méthode ARIAWE [GAM, 77 1 , PROTEE [SIs, 78]
etc...). La plupart de ces langages permettent des descriptions agréables

des fichiers et peuvent en ce sens &tre considérés comme des langages de
spécification. En revanche la description des algorithmes peut &tre de trés

bas niveau, voire pratiquement du langage machine :

- C'est le cas du langage GAP développé par IBM [IBM, 75] . Chague
programme GAP est constitué de trois parties :

. une partie spécification des entrées dans laquelle on décrit
T1a structure des fichiers en entrée, la forme de leurs enregis~
trements, les champs sur lesquels s'effestueront les ruptures
ou les concordances, ainsi que la natur2 d'un fichier (maitre
ou secondaire). ’

. une partie spécification des sorties t-és semblable a la pré-
cédente.

- une partie traitement, sous forme d'une suite de conditions -
actions utilisant un langage de trés bas niveau avec des sauts
et des formes d'instructions trés &lémen-aires

- C'est Te cas des méthodes WARNIER [WAR,75 1 ou JACKSON [JAC, 75]
que nous détaillons un peu au chapitre 2.4.

= En revanche les tables de décisions, par nature dynamiques, peuvent
permettre une spécification de 1'énoncé sous forme de conditions~spécifi-
cations (spécification par cas) en remplagant les actions par des défini-
tions et en oubliant 1'aspect séquentiel sous jacent. Elles ne permettent
cependant pas de décrire directement la structure des objets.

- Citons enfin des projets plus &laborés tels cue BDL : Business
Definition Language [HAM, 771 dans lequel 1'utilisateur peut spécifier,
dans un langage proche de ses préoccupations, la forme des documents (entrée,
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sortie), Te flot qu'ils suivent et les transformations qu'ils subissent.
Ce langage fournitdes outils de spécification non procédureauy et ne néces-
sit? pas de préciser la représentation des données : seules les contraintes
1?gTq?es ont a &tre exprimées. La méthode de spécification associée est
dirigée par les résultats ce qui permet une spécification descendante et
modulaire.

Mais BDL doit fournir des programmes exécutables : on retrouve alors

les principaux problémes ]iés & 1'inefficacité des langages de trés haut
niveau comme dans SETL. '

b) Les bases de données.

La conception, la modification et 1'interrogation de bases de donmées
sont des cas particuliers de problémes :

- La conception ificati i
p et la modification concernent la partie “univers"

= L'interrogation consiste a spécifier des énonces.

N %es principales idées que nous avons mentionnées jusqu'ici concernant
1'indépendance entre Ta spécification et 1a résolution, 1'utilité de se
pTacer @ un niveau statique, la nécessits de disposer d'un -langage de Spéci-
fication ont déja ete évoquées dans le cadre des bases de données :
~ Recherche de 1"indépendance entre 1a structure logique des objets et
leur représentation physique
- Recherche de langages de “"description logique" et d'interrogations de
bases de données. .

De nombreuses approches de description de la structure logique de
bases de données sont voisines du concept d'univers tel que nous 1'avons
Présenté : ensembles et fonctions sur ces ensembles : c'est le cas des
modéles relationnels [COD, 741 ou des modéles en réseau [DAT, 757 .

; Les langages de spécification quant & eux reposent directement syr
la structure Togique associée. On trouve dans [PIR, 76] et [PIR, 77]
une intéressante comparaison de différents langages montrant qu'ils peuvent

Seé ramener & un "langage noyau" dérivé du calcul des prédicats du premier
ordre.
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Mais si, dans 1'étude que nous menons ici, nous envisageons de définir
conjointement 1'énoncé et 1'univers du probléme, dan; le cas des bases de
données les activités de conception et modification 'une part et d'interro-
gation d'autre part sont dissociées. Ainsi, la spécification d'un probléme
sur une base de données (interrogation) apparait comne un cas particulier
de spécification de problémes dont 1'univers est déji defini.

Neanmoins, i1 serait certainement trés intéressint, pour la conception
de Tlangages ‘de spécification, de s'inspirer des travaux effectués dans le
domaine des langages d'interrogation de bases de données. En particulier,
des efforts ont &té faits pour se rapprocher d'une langue naturelle struc-

turée [LAC, 77] , [CHA, 74) .

S'il résulte de 1a bréve et incompléte étude pracedente qu'il existe
actuellement trés peu de cadres ou de méthodes adaptés & la spécification
d'un probléme, un important travail de synthése consisterait d extraire
des différents travaux de "génie logiciel" les formalismes, techniques,outils
et méthodes utilisables dans ce but : description et utilisation d'ensembles
comme dans SETL ou Z, langage de haut niveau orienté utilisateur comme dans

- les bases de données etc....

On trouvera le début d'un tel travail dans [LAl, 79] ol 1'auteur pose
e problgme de la "programmation automatique" en comparant différents "sys-
témes", certains déja d'un emploi classique comme les "packages", Ta plupart
encore d 1'état de prototypes ou de projets de recherche (programmation par

exemple , "Knowledge-based systems").

Concluons ce paragraphe en proposant, & la maniére de [DEM, 791 ,

les principales approches évoquées jusqu'ici (figure 15).

DTy
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CHAPITRE 1.2

SPECIFICATION FORMELLE DE L'UNIVERS D'UN

PROBLEME :
LES SYSTEMES D' INFORMATION

La spécification de 1'univers d'un probléme doit & la fois étre simple
3 construire, précise et bien adaptée a 1'énoncé puis @ la résolution du
probléme. La précision et 1'adéquation & la résolution peuvent &ire obtenues
en utilisant la notion de systéme formel. La facilité de construction né-
cessite quant & elle de disposer d'un Tangage agreable, possédant des primi-

tives de haut niveau et reposant sur des concepts intuitivement clairs.

Avec ces objectifs nous introduisons ici, d'une part le concept de
systéme d'information qui apparait comme un systéme formel permettant de
spécifier 1'univers d'un probléme, d'autre part 1= langage des s-descriptionsk
adapté & une construction progressive et structurce des systémes d'informa-
tion. Cette dualité entre T'aspect formel et 1'asoect méthodologique cons-
titue la ligne directrice de ce chapitre.

: Ainsi, au paragraphe 1 nous discutons de 1'intérét des systémes formels
dans ta spécification d'un univers. Puis nous définissons la notion de
systéme d'information (§ 2) avant d'en étudier les propriétés fondamentales
(§ 3). L'introduction, au paragraphe 4, des notions de réalisation et
d'extension de systémes d'information conduit (§ 5) & présenter le langage
des s-descriptions et & définir des opérations de transformation de tels
systémes. La paramétrisation apparait alors (§ 6) comme un autre moyen
d'engendrer des systémes d'information et permet de décrire (§ 7) de nou-
velles opérations de construction.
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1.- DE LA FORMALISATION DE L'UNIVERS D'UN PROBLEME,

Dans les exemples considérés au chapitre précédent la plupart des pro-
priétés des objets du contexte étaient sous entendues (on ne précisait pas
les propriétés de LIAISON, NPRIX, PERS, etc...). Mais i1 est évident quk
Ta résolution du probléme va utiliser un certain nombre de ces propriétés.
IT convient donc d'étre capable de les mettre en évidence le moment venu !
c'est 1'une des qualitéds d'un cadre de spécification d'univers.

De plus, nous avons vu la nécessité de prouver la cohérence d'un
énoncé : ceci nécessite qu'il soit exprimé dans un cadre permettant d'effec-
tuer des démonstrations.

Plus que sur un univers, de nembreux problémes portent sur une classe
d'univers, c'est par exemple le cas du probléme des liaisons aériennes

(ch. 1.1. exemple 1). I1 faut donc étre capable de décrire de telles classes.

La nécessité d'introduire ou de prouver des propriétés et le fait qu'un
probléme ne porte pas toujours sur un seul univers nous incite & donner
une vue ptus formelle de 1'univers d'un probléme : Une spéeification d'un
wrivers U est un systéme formel dont l'wnivers U est un modéle. Ainsi
1'énoncé d'un probléme porte sur un systéme formel, les fonctions de base
étant en fait des symboles fonctionnels, les différents modéles du systéme
formel sont des univers du probléme.

En examinant les quelques exemples qui précédent on constate que Tes
systémes formels utilisés pour formaliser un probléme peuvent &tre de types
trés variés :

v - Les théories du premier ordre, c'est a dire les systémes formels con-
tenant Tes axiomes du calcul du prédicat du prem?er ordre et un certain
nombre d'autres axiomes "propres” [SHO, 671 peuvent étre utilisées pour
formaliser certains problémes simples dans 1'énoncé desquels seules les
variables-abjets peuvent étre quantifices (cf. probléme de 1a fraction irré-
ductible, ch. 1.1 exemple 1).
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- Mais bien souvent le premier ordre semble insuffisant pour énoncer
précisément un probléme : i1 est nécessaire de quantifier des smeoles
de fonctions ou de relations (cf. probléme des sous suites croissantes
maximales, ch. 1.1 § 3.1 fig. 5)
Malheureusement on dispose d'assez peu de résultats intéressants déns le
cas de calgy] des prédicats d'ordre supérieur & un. Aussi essaye-t-on de
s'y ramener, éventuellement par le biais d'artifices consistant a consi-
derer certaines opérations comme des symbole: O-aires. Dans la suite nous

Un systéme d'information est un célcul des prédicats typé du

premier ordre spécifiant 1'univers d'un probléme.

Un systéme d'information est un cadre formel ; pour spécifier un pro-
bléme s'y rapportant il faut disposer d'un lengage le décrivant. Comme
nous 1'avons déja indiqué au chapitre précédent, nous pensons que le pro-
bléme de la specification est déja suffisamment difficile en soi sans
qu'on y ajoute des soucis Tiés a la résoluticn. C'est la raison pour laguelle
nous cherchons un langage permettant de donner une définition deseriptive
des éléments (symboles fonctionnels) d'un S.1. plutét qu'une définition
constructive : 1a description & 1'aide de support , ou e-desceription, d'un
S.1. joue ce role.

Notons qu'il faudra, dans une étape ultérieure, disposer d'une défini-
tion constructive de ces symboles fonctionnels : 11 sera donc nécessaire
de disposer & la fois d'un langage exprimant de telles définitions et de
méthodes permettant de passer d'une description initiale & une description
constructive. On aborde le probléme de la vepvésentation d'un S.1. par un
autre, probléme qui est abordé au chapitre 1.3 (§6.3) et dont la résolution
est en partie facilitée par le fait que 1'on utilise des systémes formels.
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tion du S.I. FILE
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- que les différents symboles fonctionnels de FILE sont "ajtf", “retf",
“tetef” et "videf". Leurs “domaines" et “codomaines”, ce que nous
appelons leurs profils, sont décrits dans la colonne centrale. La for-
mule qui est précédée de tq (resp. de g7 ) spéecifie la relation entre
les "données" et les “"résultats" (resp. la condition que doit vérifier
la "donnée" pour que 1'appel soit licite) associée au symbole fonc-
tionnel considéré, c'est la post-condition (resp. pré-condition) de ce
symboie.

Notons un léger changement de notation par rapport au chapitre 1.1 :
il est agréable pour la suite, & la fois d'un point de vue formel et d'un
point de vue méthodologique, de dissocier la description des profils de
celle des propriétés des opérations.

De maniére plus formelle maintenant, la colonne de droite de la figure 1
decrit les aviomes propres du systéme formel FILE. 11s sont formés & partir

- De 1'axiome associé & 1'invariant :
0 < Ifl g 180

- Des axiomes caractérisant chaque symbole (= est 1'égalité formelle
du systeme FILE) :

pour ajtf : ajtf(f, x) = f~x
pour retf : retf (f) = reste(f)
pour tétef : Tyvide(f) o tétef (f) = prem(f)
pour videf : videf(f) = (|f] = 0)

La définition compléte du S.I. FILE est donnée dans 1'exemple 9 (§ 5.2)

L'absence de la partie s7 d'une description d‘un symbole fonctionne?
est une convention d'écriture lorsqu'elle prend la valeur vrag. Notons

qu'ici oh aurait pu penser & adjoindre, par exemple & ajtf, la condition.
st 0g Ifl <100

=183 =

En fait cette précondition se déduit de 1a nost condition de ajtf
et de 1'invariant
de 0g (f'y <100 , f 2 fax et | ~xi o= |f] 4]

on tire Ogfl +1 < 100 , donc 0 I71 < 100

Ce mécanisme est étudié au paragraphe 5.

Ceci montre que le S.I. FILE doit contenir 'es axiomes propres de son
systéme support ENTIER* et précise ainsi le réle d'un S.I. support :

- Les axiomes et symboles d'un systéme suppert font partie du S.1. qu'il
permet de définir

= Mais dans un énoncé portant sur le S.I. FILE, seules les opérations
de FILE peuvent 8tre utilisées, & 1'exclusicn de celles de ENTIER*

si ce dernier n'est pas défini comme un S.1. de base du probléme con-
sidéré. Ceci donne un caractére structuré 3 la description des systémes
d'information.

Dans la définition du S.I. FILE, le fait que les éléments “"stockés"
soient des entiers est tout & fait anecdotique et la description d'un tel
S.1. sur un erisemble T quelconque serait identique. De maniére analogue la
valeur de la longueur maximale d'une file peut étre un entier quelconque.

Ainsi a coté de S.I. “primitifs" tels que ENTIER, BOOL, etc... qui
apparaissent dans la définition d'un S.I. S on trauve des S.I. paramétres
qui font de S un constructeur de S.1. (ou encore une classe de S.1.). o

Une description informelle des multiensembles a été donnée au chapitre 1.1
(§ 3.2 a)) et nous en avons montré 1'utilisation dans la spécification du
probléme des charges d'une entreprise.
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8 3w S8, B - ! 1.3.- Systémes d'information et types abstraits.
o ow ds 320 3% 5% g B -
g = ::/ g 2 ‘§ > & &) > & La forme des spécifications présentdes dans les exemples précédents
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1.3.2.- Les types abstraits comme outil de spécification.

Trois caractéristiques de la notion de type abstrait en font

un bon outil de spécification :

- L'indépendance des objets vis & vis de toute représentation concréte

- L'introduction d'un cadre permettant de spécifier les propriétés
des opérations

- Le regroupenent "géographique" des propriétés d'un type donne une
présentation propice & une spécification descendante : un type peut
dépendre de "types primitif§“ qui sont spécifiés & leur tour etc....
Notons cependant qu'il peut'étre utile de définir conjointement plu-
sieurs ensembles d'objet§, ce qui ne semble pas étre le cas dans les
différentes approches actuelles (cf. exemple de la pagination de la

mémoire virtuelle ou la mémoire physique est composée d'une mémoire
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- Elle est adaptée a la conservation d'objets (au méme titre que la
compilation séparée classique permet la conse~vation de modules) et le
partage d'objets entre plusieurs utilisateurs [BAN, 78]

Les deux derniers aspects prennenttout 1:ur intérét dans ‘le cadre des
bases de données et des systémes d'information (au sens togiciel habituel
du terme et non pas au sens logique utilisé dans ce travail).

Cet aspect "ingenerie du logiciel” des types abstraits remonte aux
classes de SIMULA [DAH, 72] et a notamment ét3 développé par LISKOV [LIS, 75]
WULF [WUL, 75] et apparait dans des langages ilgorithmiques modernes tels
qu'EUCLID [LAM, 761 , ADA [IGH ,79 1 , MEFIA [CUN, 791 ou ATM [MIN, 79} .
Bien que ce point de vue soit actuellement en plein développement dans le
cadre de langages algorithmiques classiques (fondés sur le concept dynamique
de variable ) nous ne nous y attardercns pas ici dans la mesure ol nous :
nous attachons surtout aux problémes de conception plus qu'aux problémes

de vie du logiciel.

principale et d'une ménoire secondaire).

En ce sens les S.I. sont des types abstraits. 1.3.4.- s-description de systéme d'information et

description pré-post d'un type abstrait.

1.3.3.- Les types abstraits comme outil de programmation.

Nous avons déja signalé 1'analogie entre les s-descriptions des
S.I. et les descriptions des types abstraits du langage ALPHARD (ce que 1'on
peut appeler description pré-post d'un type abstrait [DER, 791). Dans 1'un
et 1'autre cas on décrit des objets en termes d'objets prédéfinis ce qui
_permet de préciser les pré et post conditions des opérations. Mais dans
les premiers exemples donnés en ALPHARD [WUL, 75] , [LON, 76] 1la notion
dynamique de variable &tait prépondérante ce qui nécessitait des définitions

L'introduction de types abstraits dans les langages de program-
mation présente de nombreux avantages :

- Elle évite, par 1'introduction d'une distinction entre la structure
lTogique et la structure physique d'un objet, qu'un utilisateur ne manipule
directement la représentation d'objets. On précise ainsi clairement la
distinction entre T'utilisateur d'un type et son réalisateur [MIN, 791 ,

WL, 751 constructives des opérations.déja trop éloignées d'une spécification ini-
- Elle permet de définir des mécanismes de protection et de confiden- | tiale. De plus 1'utilisation de variables impligue 1'utilisation d'une
tialité interdisant certains accés & certains utilisateurs [DER, 79] sémantique axiomatique ([LIV, 78]) élaborée. I1 semble qu'actuellement les
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concepteurs d'ALPHARD cherchent & se détacher du niveau dynamique en abur-
dant, comme nous essayons de le faire dans ce travail, la résolution d'un
probleme par etapes progressives partant d'une spécification statique ini-
tiale et aboutissant & un programme efficace [BEN, 791 .

En résuné on doit pouvoir, sans beaucoup de difficultés, définir cu
énoncer en ALPHARD les mémes notions et propriétés que nous introduisons
dans le cas des s-descriptions de S.I..

2.- DEFINITION D'UN SYSTEME D'INFORMATION

Un systéme d'information S est un calcul des prédicats du premier
ordre, égalitaire et typé (on dit encore théorie du premier ordre typée)
{SHO, 67] ,[KLE, 52] . o

Pour detailler cette definition, précisons, en reprenant les not@tions
de {REM, 741 , les éléments du quadruplet (klph ,&For , dx,%i ) qui
constitue Te systeme formel S (ébIph est 1'alphabet, dor 1'ensemble des
formules, % celui des axiomes, i celui des régles d'inférences).

2.1.1.- Alphabet et sortes de S

+f s B, 5 o :
-y est un ensemble de uyncwvice jonerimoasie ou ) ra
ym J
- War un ensemble de =»uw/ wive

= désigne 1'égalité formelle

L'ensenble Sor des wovtr de S est un ensemble de symboles
qui s'interpréteront come les noms des ensembles apparaissant dans les

domaines et codomaines des interprétstions des symboles fonctionnels d

. qv
autant de sous ensembles qu'il y a de sories dans S ; on note Lar(s1)

- 91 -

On associe a chague symbole fonctionnel f de 5&m
-un q -uplet 51, e Sq de sorte. appelé la source de f 3
source(f) = 5, ...Sq 3
- Une sorte §L appelée le but de f : but(f) =5,
le q+1 uplet'gi, s 3 §a, §L est appelé le proyil de f que 1'on note

de 1a maniére suivante :

profil(f) = i, ... Sq” Sb

Avec cette notation, g est appelé Lharité de f .

Les symboles O-aires de Sym sont les constuntes de S .

Les variables de S (éléments de 4fgr) sont des symboles O-aires
n'‘appartenant pas 5yxn et chacune est d'une sorte unigue. Ainsj la
fonction profil est définie sur War et induit une partition de ar en

les variables de profil - Sy

Lroxistencdde Jor et de profil fait de S un systéme typé.

2.1.2.- Formules de S

a) Schémas_fonctionnels

L'ensenble Jch des schémas Jonctionnels Ou tennas§§e S repré-
sente toutes les compositions de symboles fonctionnels ou de variables de

S compatibles avec les profils.
De maniére plus formelle :
L'ensemble Jch des schémas forctionnels sur S est défini par :

Sen =\ JenSy) ol
s.€ed
[ Jen(5)) g S5 € feh} est 1'unique solution du systéme & point
i)

fixe suivant @




- 92 - {
- 108 .

Sen($) = ' UF Sen(S)).. e (Su) we Fe dym o, profil(f) = ‘
q>»0 s.
1

T s & b) Ug est 1'ensemble des .wiom. cavactiniem Uéyalitd formelle ;
A 5

ﬁ i1 consiste & exprimer que = est reflexive, symétrique, transitive et
1 U G (5) qu'elle est stable pour les symboles fonctionnels. ‘Gg est la réunion
|

et des trois ensembles d'axiomes suivants :
pour S € Jor |
bl ir _ Y - N
On &tend 1a fonction profil sur 3ch en posant profil(u) = 55 1 Pl xexw xe lar (5) et Sedor
vE ;‘i’ch(i) | L;QZ = { (xli Xp 2 X] =xy D%, = X3 b4 Xps Xps X5 € Var(S) et T € Hor}
<>
b) Formules atowigues Pt Uy e Py X g s Py g g

' Aton des formules atomiques de S est défini par : . o
‘ L'ensemble x=y et f ul...up_lx up+1...uq: i UpeseUpapY up+1"uq € Stonl
ktom - IogeifSy = Jeh (S) .

@ %?Sor 15) ¢) Ggs est 1'ensemble des axiomes caractérisant 1'égalité dans
Intuiti t, on ne peut égaler formellement deux termes que s'ils les sortes. De maniére intuitive, une sorte formalise un ensemble, et
ntuitivement,

on souhaite pourvoir comparer deux termes de méme profil. Or 1'égalite
ont méme profil.

formelle = n'vst pus wun symbole fometiowmei, donc ne peut apparaitre
________ dans un terme. On associe & chaque sorte 5 de S un symbole egg |
S . ‘uni olution du
L'ensemble 30T des formules de S est 1'unigue s représentant 1'égalits. |

systéme & point fixe : Plus précisement teut S.I. S contient :

. -4 -5 Sor : 3 x for )
Sor = <&om y 1 for y(dor ofor) U :—g{ - La sorte BOOL de booléens et les opérations booléennes habituelles
| dont les symboles o-aires vrai et fuwe

2.1.3.- Axiomes de S - Pour chaque sorte §1 un symbole eg: de profil 3}, S_1 - BOOL

L'ensemble X.X des axiomes de S est la réunion des ensembles ~ Les axiomes "Cgs associant egs d 1'égalité formelle
. i
suivants : R R
a) Srop  est 1'ensenble des cwdimed perrod Ll Cgs = {{egg xy = vpai s x=yWx =y » egz Xy = vral) i §1' € Jor
¢ < ktony  \_J ax®or ; c'est 1a réunion des trois ensembles suivants . i o i
= o x et ye Var (S;)}
x € Laar _ i
'3}‘0!)1 = { 9o (oW L wsY € & d) Sub est T'ensemble des awiom: de subetitution :
N
,3;_0,)2 (9> (wo0))=>({eay) > (w2 ) @, PRI Rappelons tout d'abord Tes définitions suivantes :
’ - i

'13rov3 = {(lo> 1y} 220 g w0 €1

| |
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Definition 2 :
- Une occurrence d'une variable x est lide dans une formule v si elle
apparait dans une sous formule ¢ de ¢ de la forme 3 x ¥ -
- Une occurrence d’une variable x est libre dans une formule ¢ si elle
n'est pas liée dans o
- Une variable x est lidc (resp. libre) dans ¢ si une occurrence de
x est liée {resp. libre) dans ¢ - o
Definition 3 :

une variable. On dit qu'un terme u ect
u ont méme profil et si, pour toute

Soit ¢ une formule et x
substituable & % dens @ s1 x et
, aucune formule  de la forme 3yy ne contient
Tibre dans @ . On note alors ¢lu/x] la formule obtenue
en remplagant chaque occurrence de x libre dans @ par u (1'utilisation
de cette notation sous entend que les conditions précédentes soient vérifiées).

variable Tibre y de wu
d'occurrence de x

La deuxieme partie de la condition pour qu'un terme u soit substituable
& une variable x exprime qu'aucune occurrence libre d'une variable y

de u ne devient liée dans olu/x] .

Par exemple u =y +.1 n'est pas substituable @ x dans @ =3y x=y + 4
mais V'est dans ¢ = 2z y = 8*z+*X
Alors 1'axiome de substitution précise une propriété des formules quan-

tifiées par 3

fub = { olu/xl 23x @ tg @ €%, ue Jeh et
e) L'ensemble dtxp est formé des cawiomee prope o de S . Ce sont

Tes axiomes qui permettent de distinguer un S.I. d'un autre. Par opposition

les autres axiomes décrits ci-dessus sont appelés uwicwea /o :lpec.

Une forme particuliérement intéressante de ces axiomes propres correspond

a la s-description des symboles fonctionnels (§ 5.1.1}. Une autre forme est

celle des définitions récursives utilisées dans les spécifications algébri-

ques (ch 2.2).

o

U susetitontos & a dans ot
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2.1.4.~ Régles d'inférence
Deux régles d'inférence caractérisent les S.1. :
a) Le modus ponens :

@, O29 — ¥

b) L'introduction de 3

WDy — dxpo Y si » n'est pas libre dans y

Rappelons alors

Definition 4 :

Une formule ¢ de S est un théoréme de § , ce que 1'on note fg— (0]

s'il n'y a pas d'ambiguité, si ¢ est un axiome de S

ou si @ est déduit de theorémes de S par application d'une réglte d'in-

férence ‘o
On note %h

ou simplement bl—o

1'ensemble des théorémes de $
Une formule v de S est fermée si elle ne contient aucune variable
libre. o

Alors, du modus ponens on peut déduire le (meta) théoréme suivant :

Théorgme 1

¢ méta-théoréme de la déduction.

Soit Sly IORERE wp] Te S.I. obtenu a partir du S.I. S en ajoutant
les formules Jermées @5 ..., 0 aux axiomes propres de S . Une formule o

de S est un théoréme de S [ 015 e mp]

> wp) > @ est un théoréme de S o

si et seulement si

g...(wl 5 wz) . ..

i
I
i
Remarque :

Pourquoi Te premier ordre ?

Malgré les remarques que nous avons faites au paragraphe 1.1 sur 1'insuf-
fi - )
isance du prefiier ordre nous restreignons les systémes formels considérés
dans un tel cadre. Ceci essentiellement parce que les théories du premier b

ordre ont été bien étudiées et que 1'on dispose sur elles de résultats in-
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teressantsconcernant en particulier la résolution des enoncés (chapitre 1.3 4 )

ce qui n'est pas le cas pour les théories d'ordre supérieur. Mais il n'en
reste pas moins nécessaire de manipuler des fonctions et des relations : dans

ce but nous introduisons de nouveaux symboles de sortes :

W) (ensenble des parties)

(5, — S,] (ensemble des fonctions)
etc...

avec une axiomatique fournissant les propriétes attendues (& 7). En particu-
lier a L§3 ~5,] est associe un symbole appl de profil

[Sl b 52] > Sl —— 52
tel que appl{f , x) représente ce qu'habituellement un nowme f(x).
On reste ainsi dans un systéme tormel pour lequel les variables ne

peuvent étre que o-aires.

I1 ressort évidemment de Ta définition précédente que seuls certains
éléments du quadruplet (JLIph,Yor tx, 3i) permettent de distinguer
deux systémes d'information, les autres étant des constituants logigues

camniuns @ tous les systémes.
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2.3.- Conventions de notation

U

a) En cas d'ambiguité on indice les &liments Sch,
d'un S.I. S par S

b) De maniére tout & fait habituelle nous introduisons d'autres sym-
boles Togiques considérés comme des moyens I'abréger les formules :

@V V] représente Jo o

P Ay représente T eV 1Y)

© — Y représente (0 20y A (p > ¥)
u# v représente o= v)

vV X représente 2 2w

c) Dans 1'utilisation de certains symbules fonctionnels nous préférons

une notation infixée & une notation préfixéc. Par exemple a b est uti-
lisé & la place de < (a, b)

d) Pour simplifier les formules nous aﬁoptons des contractions d'ecri-
ture :
dl) 11 arrive que 1'on ait & utiliser des symboles de prédicats
[SHO, 67] , ou encore des symboles fonctionnels @ valeur dans les boo-

léens. On évite alors la manipulation explicite des symboles vrai et faus

yim :90r etc...

en remplagant u = vrui (resp. u = jaue) per u (resp. —ju).
-------- Par exemple a < b = pral est remplacé par a g b
De maniére analogue b=prai e 3 a <<ident, bloc(ts), a>€ rel(ts) est remplacé

£ (S} = ( Sor. Jym, profil) par b = 3Ja <<ident, bloc(ts), a>>€ rel(ts)

i

On appelle .iynotin d'un systéme d'information S le triplet

définissant les symboles fonctionnels de S , Teur source et leur but. De méme puisque d'aprés 1'axiome < gs

P8y X Y= vral &> X =y

L'ensemble Jmp(S) est la deuxiéme caracteristique de S

o . ) ) ] ] On convient de remplacer egg Xy par x
Pour définir S i1 suffit d'en préciser la signature et les axiomes propres.

n

Y

d2) On suppose que chaque S.1. S contient Te symbole gi.alors. -sinon
2 profil

' profil(zi- alors giuon) = BOOL , S5 — S,

(En fait 11 faudrait introduire autant dz tels symboles qu'il y a
de sortes dans S . Par convention nous les notons tous de la méme maniére).
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Ce symbole verifie 1'axiome . ved wlire X zinon y = % A
L Juwe dbors X sthon Yy B Y
dl) et d2) permettent, par exemple, d'écrire :

m' = ol appl(m, v) - 1 ui e supr(m, v)

sinon chval(m, v, appl(m, v}<1) (figure 3)
d3) Si € est un symbole du S.I. S (§ 7.1.2), comme & 1'habi-
tude :

VX €A @ (resp. 3 x €Aw) sera utilisé & la place de
VX X € Anp (resp.3x x € A A @)
d4) Enfin,a la notation a < b < c on préféere a sbabsgc
e) La lisibilite est améliorée par
-L"introduction de redondance dans certaines formules, par exemple &

Ja «ident, bloc(ts), &-€ rel(ts)
On préfére 3a : at < ident, bloc(ts) , a>€ rel(ts)
ce qui explicite le profil de a

- Des signes syntaxiques supplémentaires et non significatifs :

+ tg (tel que) dans  3x : Sty ¢ 4 la place de 3x : S o
. des virgules 3x,3y,vze a la place de 3x3yvzy

* Dans de nombfeux cas, la liste des variables libres d'une formule @,

ainsi LIE TIPS xp)) est préféeré 3 o

. f) Enfin selon 1'habitude nous autorisons la suppression de parenthéses
en utilisant les régles de priorité courante.
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3.- PROPRIETES FONDAMENTALES DES SYSTEMES D'INFORMATION

Nous rappelons ici , sans les démontrer quelques propriétés du calcul
des prédicats égalitaire et typé du premier ordre qui résultent des axiomes
et des régles d'inférences précédentes [SHO, 67]

Thégréme 2 : introduction de ¥

st — woy et x n'est pas libre dans ¢ alors ¢ o VXU

Théoréme_3 : régle de généralisation

si — o alors F— V x @

Théoreme 4 : régle de substitution

ST f— alors [— @ [ulfx1 N uzlxz, ces up/xp]

Théoréme 5 : méta-théoréme de substitution

supposons pour 1 < jsp , profil (le = profi](uj)

a) b= @ lup/xps up/xys s up/xp] 5 3% FXpe.... 3 Xy ®

b) — V% VXy e VX, @ S LD[UI/Xl, ...,up/xp]

Théoréme 6 : régle de distribution

alors — I x> 3 %Y
et - Y X® D2V XY

si f— v o ¢

Théoréme 7 : théoréme de fermeture

Soit ¢ une formule dont les variables libres sont xl...xp . La

formule Vxye.. pr<p est la femmeture de w . Alors sous ces hypothéses

= Vxl...Vx'pq; si est seulement i |— o




e
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Définition 6 :

Une fonction de vérité sur un S.I. S est une application v de

1'ensemble
?3=&WNULJEX§W
x € rar
des formules &lémentaires de S dans {VRAI, FAUX} o

Définition 7 :

Une formule o de 'S est une tautologie si, pour toute fonction de

vérité v , V() = VRAI

une formule p est une o,nsdpuine tanloioyique de @0y wp si,
pour toute fonction de vérité v , v(wl) = v(wz) srerem = v(wp) = VRAl =

V(@) = VRAI o

Théoréme 8 : théoréme des tautologies g

Si ¢ est une conséquence tautologique de s «ees wp et si

5 3% alors =
9] "=0p —®
En particulier toute tautologie est un théoréme. D

Un systéme d'information étant un calcul des prédicats du ler ordre,
la définition de sa sémantique repose sur les notions d'interprétation et de
modéle. Nous nous contentons encore ici d'en rappeler les principales idées
et les résultats les plus caractéristiques.

3.2.1.- Interprétation d'un systéme d'information.

Soit S un S.I. ayant pour sortes Sl’ 533

tation de S estun n+luplet IN = (S, ..., § , in) ot les S, sont des

s S_n . une Ziterp-

ensembles non vides et in est une application associant & tout symbole
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F e SYM(S) de profil sT S JH sj une application in(f) de
1 p

~ ~ I~
Sj X..x S1 dans Sj IN se prolong: aux schémas fonctionnels de S
1 P
si u est un schéma de profil 53 , & k wvariables xl...xk de profils
— [N o~ -~
respectifs S, ... Si , in{u) est une ipplication de Sjlx oiel Si
1 k k

oA
dans S.
J

3.2.2.- Modéle d'un systéme d'information.

L'application d'une interprétation IN d'un systéme d'information S
se prolonge naturellement sur les formules jermdes (définition 5) de S

si @ =u=v alors in{g) = VRAL si et seulement si in(u) = in(v)
st @ = Ty alors in(yp) =NON in(y)

si o =y>2p alors in{p) = in(y) = in(p)

si @ = 3x ¢ avec profil(x) =S , alors in(p) = VRAI si et seulement

si il existe u € gch(g) tel que in{y [u/x]) = VRAL

Définition 8 :

Une instantiution d'une formule ¢ a k variables libres Xysweos X
est une formule de la forme w[ullxl, XX uk/xk] ol les ul...uk sont

respectivement substituables (def. 3) a x;...xp dans @ a

Definition 9 :

Une formule ¢ d'un S.I. S est valide pour une interprétation IN de S

si in{y') = VRAL pour toute instantiation ' de o o

On peut vérifier en particulier que les axiomes logiques d'un S.I.
sont des formules valides pour toute interprétation. o

'

5 R . :;.--—.—.—.—-;..-_q,.._
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Un moddie OU wntiterad d'un Syste e d orimation S est une ntey p)eta

i ides . o
tion R de S pour laquelle tous les axiomes propres sont valide
i

i i e S.1. avec
Cette definition permet donc de relier la notion formelle d

celle d'univers d'un probléme. B

Définition_11 :

i i elle est
Une formule ¢ de S est valide (dans S ) si et seulement si e

valide dans tout modéle de S . =]
L térét de la wtion de odéle rés de dans le résu ta

t suyivant qui

i i ¢ " stéme
donne une caractérisation des theoremes d'un sy

Gore e ODEL.
Theoreme 9 : premiére forme du théoreme de complétude de GOD

e i i S est un théoréme de S si
Une formule @ d'un systeme d'information e

et seulement si @ est valide dans S o

3.3.1.- Consistance.

. . 2z &3
C'est la formalisation de la notion intuitive de cohérenc

iffe s et incom-
méme objet ne peut pas étre caracterisé de deux fagons différentes

patibles.

Définition_12 :

------------- ! Mg i e formule
Un systeme d'information S est consraiunt S il existe uniS
i signi ‘Gh ¢ Nor o
de S qui n'est pas un théoréme ; ce qui signifie que Gh &
iti ignifi . t prouver que
nutrement formulée, cette définition signifie qu'on ne peut p

toute formule de S est un théoréme. O

LA ——— .
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La demonstration directe de la corsistance est en général difficile et
on peut utiliser plutdt la deuxiéme forme du théoréme de GODEL ;

----------- deuxiéme forme du théorére de completude de GODEL

Un S.I. S est consistant si et seulement si i1 admet un modéle a

Pluﬁét que de chercher 3 construire directement et globalement un
modete d uft S.1., ce qui peut étre compliqué et difficile (surtout si le
Systéme n'est pas consistant t} i1 est plus raisonnable d'adopter une (ou
plusieurs) des attitudes suivantes :

- Utiliser la construction progressive d'une s-description (cf. § 5.2)
en commencant par construire des modéles des S.I[.

primitifs et, en partant
d'eux, construire un modéle d'un S.1. cunsidéra.

- Utiliser Tes opérations globales de construction de S.I. puisqu'elles
conservent la consistance (cf § 5, §7)

- Utiliser la notion de représentat

ton d'un systéme d'information par
un autre :

une représentation de S est un "modéle formel" de § (cf ch. 1.3)
donc si cette représentation est consistante il en est de méme de S

3.3.2.- Complétude

Savoir qu'un systéme d'information est consistant est insuffisant
en général, on souhaite pouvoir démontrer si un objet posséde ou non une

propriété ou, plus formellement, si une formule est, ou non,un théoreme.

Un systéme d'information est comp/en s'il est consistant et si, pour

toute formule v , @ ou —j¢ est un théoréme, o

Cette propriéteé s'exprime également en termes de modéles :
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Théoréme 11 :

Un S.1. S est complet si et seulement si i1 admet un modéle et si
tous ses modéles sont isomorphes. = ©
pémontrer la complétude n'est pas non plus une tdche aisée et on peut

utiliser la description progressive d'un systéme pour y parvenir.

Pour prouver la complétude du systeme MULTENSL (exemple 2, figure 2},

il suffit de montrer que :
- pour tout m de profil MULTENS et tout v de profil VAL ,
v apt m = vrai est un théoréme ou =v apt m = zrat est un
théoréme,ce qui résulte d'un raisonnement par cas et de la com-
plétude du systéme VAL*

- pour tout m, m; de profil RULTENS et tout v de profil VAL,

ajtm (m, v) = mooaA jatm (m, v) =my est un théoréme ou

encore m~ Vv =M A M~y = g est un théoréme ce qui

résulte encore de la complétude de VAL*.
- le résultat est encore vaiable pour supm. o

Mais la complétude est souvent une propriété trop forte. Ainsi dans le

cas -de MULTENSL on peut démontrer que
ajtm (ajtm (m, v1), v2) et ajtm (ajtm (m, v2), v1}

vl et v2 Tle sont. Mais intuitivement on souhaite qu'il

sont différents si
ire que dans la description du

s'agisse des mémes multiensembles. C'est a d
systéme MULTENS on donne trop de propriétds (et en particulier on décrit
ucture interne des objets de la sorte d'intérét) ce qui va contraindre
possibilités de représentation. tn fait, i1 suffit de dé-
"1opération externe”

Ta str
abusivement Tes
crire le comportement d'un multiensemﬁle vis a vis de
apt : deux multiensembles sont identiques s'ils donnent les mémes valears

3 apt . GUTTAG {GUT, 78 b] introduit ainsi une propriété de completude

plus faible que la precédente : Ta cwangeilind a7 one o Cette notion est !

1jée au fait qu'un S.I. est défini & partir d'autres S.1. plus &lémentaires :
7o d'un systéme par un autre. L'etude de ce concept permet

on parle d'cwiniwv
(s 4.7.1.) |

de définir formellement 1a complétude suffisante.
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4.- TRANSFORMATION DE SYSTEHMES D' INFORMATION

Réaliser un S.1I. ] par u 8.0« 5 censiste @ associer & chaque formu e
de S une formule de S de telle man ere que tout théoréme de S S0I1T
<] L
associe 4 u théoréme de S'.
Cette otion d ¥ on S p
e réalisation es e des plus da ale uelie
I ent U15q
per et de transporte a "structure d'u

un sy P 1 tun generalisee
éme d'informatior On ap A%
Soit S n syst 1 4] ppeiie vperatio JeH z 2

associee a un schema fonc e a q S e X le symbole
tionne u p 1
variable X i

U de profil

S 2. 505 T T 3
1 q S ot Sl""sq sont les profils respectifs de xl...xq

o et S est le profil de u
el que Tu;...u =u
1 q [Ul/x] - . uq/xq] pour tout q- uplet ul..uCI de

v

profils respectifs §1, s S
q

Définition 15 :

Soit S wu ¢ ‘i i
n systeme d'information. Une priéréalisation de S est un

CO . h '
uple (S', rj ol S' estun S.I. et r une fonction associant :

- & chaque sorte S5 de S une -orte r(S) de S’
- & chaque symbole fonctionnel de S , une opération
généralisée r(f) de S', de méme arité que f

. Alors r se prolonge de maniére canon*qﬁe aux schémas fonctionnels
puis aux formules de S ; on note encore 1 ce prolongement.
Une.réalisation (S', r) de S -est ure préréalisation de S telle
que les images par r des axiomes propres de S soient des théorémes de S' o
Par abus de langage, on'appellera encore réalisation 1'application r . \

e - e o ——i- ~'—~___1-v_
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on dit une seseriction d'un systéme S
. Extensi trict! h
Renarque i on et restriction sont deux tethniques & la base de Ta construciio
de S] panc . . st Lign
par transformations successives a partir d'un S.1. ‘initial 0
. itial. Un

Lorsqu'un S.1. §' est complet, i1 n'admet qu'un seul modele a un
parle encore de construction par e

isomorphisme prés. On peut alors assimiler S' & son unique modele ce qui ellsizment 00 apparvyissement Tineri-

B8 AV N

qui justific !'autre définition suivante d'un modéle:

g : Nous d 5 S
Un modéle d'un S.1. S est une réalisation (S', r} de S telle que us doninons au paragraphe §

. | ' 5.1 un cacre syntaxique permetiant de etire
| . hoeuvre cette technique.
S' soit complet. &1

Définissons maintenant ces différents concepts
Theoréme 12 :

Tout modéle d'une réalisation (S', r) d'un S.I. S est un modéle de S. +1-w Extension d'un systéme 1'informalion.
Ce théoréme résulte immédiatement de la définition 15, de la définition 10 Refinition’l7 .

d'un modéle et de la definition d'une interprétation (§ 32l .)e

U . 53 | . .
X ne extension d'un systéme d'in ormation S est une réalisation
3 g 3 . " ? 1154
Corollanre, : (S'sr) de 5 o0 r est1'application ilentique o
. e B P : Dans ce cas on di
Un S.1. § est consistant si et seulement si i1 admet une réalisation it on dit encore que S' es. une extension de S.
Ainsi, dire que S

(S', r) telle que S' soit consistant. —a est une extension de S eéquivaut & :

Definition_ 16 : { I(S) < z(s")

""""""" (£ definit la signature 2.2
Hxp(s) « Cn(s") " Bl )

les axiomes propres de S soant des théo-

formule @de S telle que r(w) soit un théoréme de S’ , @ est un rémes ce S'
(cf [REM, 74] ou [SHO, 67]).

Une vealisation (S', r) du S.I. S est consorvutive si pour toute

théoréme de S a
Ainsi, une réalisation conservative préserve exactement 1'ensembie [T résulte fmmédiatement de cette définition et de 1a définition 1
des théorémes de S : d'une réalisation conservative le thaoréme suivant : R
LS1——r(w) si et seulement si }g—-w Théoreme 13

Soit S' une i h 51
extension d'un S.I. S . ;' est conservative si et seule-

"""" ettt ol it et ment si
Un cas particuliérement important de féalisation est celui oo S' Vo € ﬁhr(S) e - -
est un sur-spstame de S c'est a dire une cutenyicn de S . . s S0 ) o
Ce concept permet de définir un systéme d'jnformaiion par enrichissements : Corollaire :

successifs d'un S.1. initial.

Toute extensi 9

on conservative d'un S.I ;
is - 1. consistant i
De.maniére analogue on peut définir un S.1. S' comme un soue-uyeidhi, est consistante.

b

l

A\ S g 1 Y it < | ABHNED 8 it Am-n_




- 108 -

Notation :
- On note  6xt(S, Zh, A") 1'extension S' de la S.1. S telle que
is'y= v
dxp(sty = dxp(sy u A"
- Par abus de langage, on préfére la notation S[A'] & Zxt(S, £", A"}
lorsque 1" ne contient pas de nouvelles sortes et que tous les sym-
boles nouveaux de ZI" occurrent dans A" .

L'adjonction du symbole nbocc de profil MULTENS, VAL - ENTTER
et @ 1'axiome : nbocc(m, v) = gi apt(m, v) .«lors appl(m, v)
. sinon 0
au S.1. MULTENSZ décrit par la figure 3 définit une extension conservative
de MULTENS2. ' o

béfinition 18 : -

ba péunion de deux systémes d'information S et S, est T'extension
de S1 définie par
S' = Uxt(Sy, 5(Sp) , dxp(S,)) o
IT est alors immédiat que
' = ixt(S,, Z(Sl),Jup(SIL
Et on note S' = Spu 32 la réunion de 5, et S,

IT est immédiat que cette opération est associative, commutative et
admet pour élément neutre le systéme vide.

Cette opération sur les systémes d'information est appellée "Combine"
dans le langage CLLAR [BUR, 77 al

- 109 -

Théoreme 14 :

Sett S' wune extension de S . S' (st conservative si et seulement
si tout modéle de S peut étre etendu en un modéle de S' . 4

Démonstration

a} Supposons que tout modéle de S juisse étre étendu en un modéle
de S' . I1 faut montrer que foute formulc ¢ de S, gui est un théorame
de $', est un théuréme de S :

si o oest un théoreme de S' alors p o5 vaiide dans tout modele

(théoréme 8, de complétude de GODEL), dome « est valide dans tout modéle

de S , donc, toujours avec le theoréme 8 ¢ est un theoreme da §
b) Suppesons maintenant que S' est une exlension conservative da

Lemme 1 :

avec cette hypothese, pour toute foreule @ de 5 . S'{@l est wune

extension conservative de  Sip)

Démanstration

On utilise le weta théoréme de la décuction (théoréme 1) uui porte
sur des formuies fermées.

Soit donc @ ta fermeture de @ (rappzlons, théorsme 7, que & est
déduite de @ en quantifiani universellenant chaque variable libre de @ oy
Alors avec le théoréme 7

Sfel = S{9] et S'lp) = 5'{p)
Ainsi, pour toute formule ¢ de S :
s1 w est un théoréme de S'[H] , alors @ s ¢  est un Lheoréme de S
(théoréme 1) donc, par hypothése sur S' 1 S , o Y est un théoréme de
d'od on tire, avec le modus ponens , que G est un théoreme de  5[§)
cqfd

EA)




Ce Temme se géneralise inmédiatement par récurrence sur p , au cas

de S [ Oy s mp] pour p > 1 quelcongue.

Lemme 2 :

On suppose toujours que S' est une extension conservative de S .
Soit Sl une extension de S ayant méme ensemble de formules que S .
Il existe une extension S'1 de S' qui est une extension conservative

de S1

Démonstration

Posons S'; = 8" U Sy (cf définition 18).
Soit ¢ une formule de S qui est un théoréme de S‘1 . Dans ta

demonstration de ¢ interviennent des formules 9p-e @, qui n'appartiennent

pas @ S' (sinon puisque S' est une extension conservative de S,on a

inmédiatement « théoreme de S ).

Ainsi ¢ est un théoréme de §' [ml... wp]

d'aprés la généralisation du lemme 1, donc de Sl
catd

On peut alors démontrer la deuxiéme partie du théoréme :

» donc de S [i... wp]

~ 51 S n'est pas consistante alors c'est inmédiat

- S51 S est consistante, un modéle de S est un modéle d'une extension
compléte Sy de S avec méme ensemble de formules (théoréme 18).

Done, avec Te lemme 2. i1 existe une extension S'1 de S' qui est une
extension conservative de Sl :
Avec le corollaire du théoréme 13, S'] est consistante, alors tout

nodele de Q‘l estoun modele de S" et c'est une extension de 1'unigue

modéle de Sl qui est le modéle consideré de S .

cqtrd

= 1 =

Théoreme 15 :

51 S estun S.I. complet, toute extension consistante S’ ‘de S
est conservative oo

Démonstration : 4

Soit @ une formule de S qui est un théoreme de S' . Alors S{o]
est contenu dans S' , donc consistante. On en tire donc, avec la complétude

de S, que ¢ est un théoreme de S
cyfd

Définition 19

: équivalence de deux S.I.

Deux systémes d'information sont <yuivilents si chacun est une exten-
sion de 1'autre a

Cette définition signifie qu'ils ont méme signature et méme ensemble
de théorémes (et non pas méme ensemble d'axiomes).

Définition 20

Une extension S' d'un S.I. S est suffis

el compléie ves 4 oo Je S
{ou simplement 5. " awnont wepite Jorsqu'il n'y a pas d'ambiguités) si,
pour tout terme u de S’ dont le profil est une sorte de S , il existe
un terme v de S tel que u = sg1t un théorene de S a

D'un point de vue méthodologique les extensions conservatives sont

trés importantes elles n'ajoutent pas dz théorémes dans le S.I1. de départ S

On peut ainsi hierarchiser la construction d'un S.1. sachant qu'a chaque
enrichissement on préserve les propriétés des systémes déjd construits.

De maniére complementaire, la proprigté de conplétude suffisante précise
qu'on introduit suffisamment d'axiomes concernant Tes termes dont le profil

appartient au S.1 de depart.




4.7.7.- Informative d'un systeme d'informetion

parmi les extensions d'un S.i. la classe de celles qui sont
obtenues par simple adjonction de nouveaus axiomes présente un interét
particuiter pour la résolution des problemes (ch 1.3].

Définition 2]

"

Une information dlun S0 % est une extensian de S obitenue par
adiunction de nouveaux axiones 5]

1 . 1 H P [P :
Ce concept pernet un particulier de rendre coupte de 1'association

¢ association est un ensemble

de veleurs a des dunness d'un probiome

dlasiones que T'on ajoute a la upecification de | anivers du probléme.

loperation d'extension induit sur lenseuble 3(5) des informztions
dian 5.1, S un ordre vpartiel, parfois noté comie 1inclusion < .oQuloen
fait un treillis complet, 1eloient fnimim etant 5, ta maxtmum {tant ie
systéme 1nconsistant. Une etude de ce tre1llis, dans un cadre formel tres

voisin, a ete developpee dans [TIN, 741 et {REM, 74]

o [ 2 e
On 1t gu'un S.0. cot oune ez e dlun 5010080 8P SY 0 wstoune
extension de 5 3
On peut montrer que 1opération d'extension induit également sur
T'ensembie Y (5) des restrictions dfun S.1. 5 une structure de treitlis

o N ) & » .
complet dans leguel T'element minimum est Te §.1. vide, le maximum S
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5.~ DESCRIPTION DE-SYSTEMES D' INFORMATION.

Les concepts de réalisation et d'extension permettent de définir des
S.1. a partir d'autres. Nous décrivons dans ce paragraphe des outils de
construction de S.I. & partir de S.I. plus «imples.Cette conception incre-
mentale de la construction d'un S.I. permet une définition progressive des
S.I. qui peut aussi bien étre:

- descendante : & une étape donnée on construit un $.I. & 1'aide de
S.1. qui seront décrits ultérieurement Ceci permet en particulier de
s'abstraire, a un certain niveau de specification, de certains détails.

- qu'ascendante.

Mais de maniére complémentaire & cette approche liée & 1'aspect hiérar-
chisé de 1'univers d'un probléme i1 est important de pouvoir spécifier
"localement" chaque symbole fonctionnel que 1'on introduit & une étape
donnée. De fagon plus précise, on souhaite considérer la spécification
d'une opération comme 1a spécification d'un nouveau probléme. La s-descrip-
tion des symboles fonctionnels répond & cet objectif puisqu'elle consiste
a caractériser un symbole & 1'aide de deux formules qui en sont ses pré-et
post conditions.

Ce paragraphe fournit donc des outils de description de S.I. & deux
niveaux :

- Un niveau "macroscopique” consistant en des opérations de transfor-
mation de S.I.. Certaines sont locales (extensions, restrictions, etc...)
d'autres sont plus globales (s-description d'un S.I.) ’

- Un niveau "microscopique” consistant. par 1'intermédiaire des pré-et

post conditions, & nous ramener au protléme général de Ta spécification ,

chaque post condition apparaissant comre Ta spécification d'un nouveau
probléme.

R L — |
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La construction incrémentale des S.1. conduit & stratifier
1'ensemble 8or des sortes d'intérét d'un S.I. S en regroupant les sortes
introduites & une méme &tape. En particulier on associe & tout S.I. S wun
sous ensemble j%ri de For que 1'on appelle ensemble des sortes d'intérét
de s . fori va étre précisé pour chaque type d'opération qui permet de
construire un S.1. . Le complémentaire de Jori dans Jfor est 1'ensemble

Sore des gortes ecternes de S .

Par exemple MULTENS est 1a sorte d'intérét de MULTENSZ ; VAL,
BOOL, ENTIER en sont les sortes externes (cf. figure 3} o

Bien souvent un S.1. n'a qu'une seule sorte d'intérét, on dit
alors qu'il est uni-aorte. Dans ce cas on note canoniauement S 1a sorte
d'intérét unique du S.1. S. Dans le cas contraire les systémes d'information

sont dits multi-sortes.

Une s-description, ou description pré-post, d'un symbole fonc-
tionnet f est un couple formé :

i) d'une description du profil de f , de la forme

if 12 { j§§g§ } (Upseeos udu

- gp précise que f sera utilisé de maniére infixée, fonet qu'il
sera utilisé de maniére préfixée

. Les uy et u sont soit des sortes, soit des noms de S.I. uni-

sorte et dans ce dernier cas 1ls représentent la sorte d'intérét

du S.I. considéré

Notation :

Par exemple

apt : op (VAL, MULTENS) BOOL

ajtm : fonct (MULTENS, VAL) MULTENS
(figure 3) sont des descriptions de profils

1) d'une s~deseription das oxiomes de f , de "a forme
f(Xl, n.. Xp) 5y

g @
g ¥

. @ est une formule caractérisant la relat on entre y et X{s voes xp

. ¥ est une formule précisant une précondition sur xl...xP {intuiti-

vement, ¥ permet de caractériser le domaine de définition de f) . Par
convention 1'absence de y signifie qu'elle est égale a vrgz .

Par exemple

supm(m, v) = m'

tg 31 € dom(m) tg meo= VoA tr(m', bi(m'), i-1) = tr(m, bi(m),i-1) A
trim', i, bs(m')) = tr(m, i+1, bs(m))
st vaptm

Définition 23 : Avec les notations ci-dessus,

- Le profil associé a la s~description de 1 est profil(f) = Upseves W = U

- L'axiome associé 3 la s-cescription de f est
b af xl...xp =ys@

. Dans une s-description on utilise le symbcle = & la place de =
. Lorsque ¢ est de la forme y = u on admet la forme simplifiée suivunte
{ f tg Flxyseis Xp) =u & la place rf(xl... xp) =y

st ¥ tg ©
ge ¥

et e b —— e e b
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5.1.2. s-description d'une extensios d'un systéme d'information Définition 24 : Avec les notations précédentes :

On s'intéresse ici aux extensions des $.I. obtenus par adjonction | Le S.I. S' défini par la s-extension précédente de S est 1'extension
de nouveaux symboles caractérisés par des s-descriptions. C'est un des suivante de S
moyens Tes plus simples de construire un S.I. par enrichissements successifs. $'= (SvU SpU. U Sp) [A] oll
Cette ogpration correspond a 1'opérateur "Enrich® du langage CLEAR [BUR, 772} . - S ULy Sp est la réunion des plus petits S.I. dans lesquels

. iption d'une extension, ou plus briévement une ) o o ‘ .
Une s-description apparait une sorte utilisée dans la descriptior des profils et qui n'appar-

tient pas & S, ou un symbole fonctionnel utilisé dans 1a s-description
[ profil énoncé formel " des axiomes et qui n'appartient pas & S .

s—extension d'un S.I. S se présente sous la forme suivante :

- A est la réunion des axiomes associés aux s-descriptions des nou-

8.1, §' =5 étendx par veaux symboles .

P s-h; Les sortes d'intérét de S' sont celles de $
1 t
i EA On note S' = s-dxt (S, {P}, s-Aq, Pys 5-Ay, .. 1) o
o=
Pk k Par exemple, la s-description de 1'exemple 5 dérinit MULTVAL par :

i le (P., s-A.) est une s-description d'un symbole f; MULTVAL = (MULTENS U ENTIER UR(ENTIER)) [ nboc:(m, v)= n o
oli chaque couple ( i 5 o

n= g1z vaptm
n'appartenant pas & S . alors card {1 €dom(m)tg m, =vi
Exemple 5 sinon 0]
L'introduction de ENTIER est nécessitéepar le profil de nbocec ; celle
gl MULTVAL = MULTENSL dfendu par de ¥ (ENTIER) , qui représente le S.1. "ensemb e des parties de ENTIER"
nbocc : fonet(MULTENS, VAL) ENTIER nbocc tg (cf. § 7.1.2.), par 1'utilisation de "card" et ce " {....0 ",
nbocc(m, v) = s7 v apt m Ainsi une s-extension peut agrandir considirablement un S.1.. Se posent
alors card{i € dom(m) alors les questions cruciales de savoir si une telle extension est conser-
tg my =V } vative ou suffisamment compléte. 11 faudrait chercher des critéres sur la
sinpn 10 forme des s-descriptionsdes axiomes pour caractériser de telles extensions.
[l

MULTVAL est une s-extension de MULTENS1 . card et { } sont définis au
paragraphe 7.1.2. avec leur sens habituel. o

e Voo o~ =~ |
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Lorsque S est uni-sorte, le fait que 1a sorte d'intérét de S' soit
ceile de S contredit la notation canonique identifiant la sorte d'intérét
au nom du S.I..

Dans ce cas nous convenons de substituer S' & § dans tous les
profils de S' et dans §or(5') . Ainsi, S' est une réalisation de S

(avec r(§3 = 57) pius qu'une extension.

5.1.3.- s-description d'une restriction d'un systéme d'information.

C'est le cas ol on ne conserve qu'un sous er:=mble des symboles
fonctionnels d‘un S.I. et les axiomes les caractérisant. Méthodologiquement,
ceci correspond & une abstraction de certaines propriziis d'un S.I.. On
retrouve sous cette forme 1'opérateur "Derive” du langayz CLEAR [BUR, ;7a] s

Soit S un S.I. . Une s-description d'une restriction de S 5

ou s-restriction de S, se présente sous la forme

S.I. S' =S restreint g fl, - fp
Exemple 6 :
S.7. COMPTEUR SIM = ENTIER restreint & +, -, <, 3y < > a

Definition 25 : Avec les notations précédentes :

S' est la restriction de $ définie par
i) fym(S') est T'ensemble des symboles de 5ym($) apperaissant dans 1'un
au moins des axiomes permettant de caractériser 1'un des f1
De maniére plus favorable, notons UTIL 1'application asscciant & tout sous
ensemble J de jym(s) les symboles apparaissgnt dans les axiomes carac-
térisant les &léments de 5 . Alors J&m(s‘) gst le plus petit point fixe [
de 1'équation :

Fym(s*) = vriL (Faees £33 UUTIL (Fym(s'))

= 9.~

1) Jor(s') = (SeFor(S) tg 3fe TymS') s Sdans profii (£))
= (Sefor(S) tg Sdans pofil(Fm(s')) )

od S dans profil(f) =3 Syr vooSiqs Siyprees S
e tg profil(f) =S ...5,

Par convention, et avec la méme remarque qii‘au paragraphe 5.1.2.
Jori(s') = Jori(s)

iii) profils: est la restriction & :me(f') de profi]S

i1i1) ctxp(S‘) est Te plus petit sous en:emble de éﬁxp(S) contenant les
symboles de jym(S').

on notera parfois S' = s-Bes(s, { £l £Y) E

En fait ici sont réduits & la fois 1'ensemble des symboles et celui des
sortes. On pourrait ne pas modifier ce derrier ou alors le modifier de
manigre “contrdlée" en précisant, comme dars 1'opération "Derive" de CLEAR,
ies sortes que 1'on veut trouver dans §'

Notons ‘également, qu'en général, S' contient plus de symboles que
cteux que 1'on souhaite conserver : ce sont des symboles "auxiliaires” (on
parle encore de fonction cachée [GUT, 78a]) permettant de définir les autres
Symboles.

Se pose également ici le probléme de la caractérisation de la restriction :
si § est consistante, S' 1'est nécessairement mais dans quels cas S
est-elle une extension conservative ou suffisamment compléte de S' ? Ici
encore i1 faudrait rechercher des critéres caractérisant une “bonne" res-
triction.
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5.1.4.~ s-dérivation d'un systéme d'information

Bien souvent un S.I. est déduit d‘un autre par suppression de
certains symboles et adjonction d'autres : on dit qu‘il est dérivé du
premier. La s-dérivation peut ainsi étre définie comme la composition
d'une s-restriction et d'une s-extension ; c¢'est 1'équivalent des extensions
de type (“form extensions") en ALPHARD [WUL, 75]

Soit S wun S.I. . Une s-dérivation S' de S se présente
sous la forme

§.1. 8" =S$ restreint d fy...f étendu par

Chague couple (Pi‘ s-Ai) est une s-description d'un symbole 9; n'aﬁbérte-

nant pas a 3dym(S) .

Définition_26 : Avec les notations précédentes :

La s-dérivation S' de S est définie par :

st = s=-Res (s-Txt (5, 1P, s-Apueens Py A ), (Fuuf D) @

n

Le S.1. COMPTEUR peut &tre défini simplement & partir du S.I. ENTIER
[WUL, 75]

5., COMPTEUR = ENTIER restreint ¢ <, > , < , » dtendu pur

incr @ op (COMPTEUR) COMPTEUR facr(x) = x'
_t.([;(':/wl
decr 1 gp (COMPTEUR) COMPTEUR decr(s) = x'
) iy X' == 1 gz %zl
nul gpjéaMPTEUR aul = x!
g x =4

On retrouve évidemment ici encore les prcplémes de consistance du résul-
tat. 2]

5.1.5.- s-introduction de sous sortes

Dans 1'exemple 7 on exige qu'un comoteur s0it un entier positif
ou nul & 1'aide de la pré condition de "decr", ce qui est un moyen peu
naturel. Il est donc utile de munir 1'ensemble des S.I. diune opération
consistant & "restreindre" certaines sortes. En termes de modéle ceci va
caorrespondre a définir des sous ensembles.

De maniére intuitive, 1'introductica d'une sous-sorte va consis-
ter @ "restreindre" les symboles fonctionnels dont 1'un au moins des cons-
tituants du profil est la sorte concernée.

Definition 27 :
Soit S un S.I. et @ une formule de 5 & ume seule variable libre
% de profil §;

Le S.I. S' obbtenu & partir de S5 en restreignant la sorte 3} a v
est défini par !

s'= § L AR o
€ Tym(s)

e armsain o waie
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5-2.- szdescription d'un_systéme d’information
- § est déduit de S en indiquant chaque symbole : chaque f €fym(s) Les opérations de construction présentées 1 paragraphe précédent
est remplacé par f' sont locales. Mais dans Ta construction d'une syecification d'un univers
- AE) - A @ [yj/xl 5 f ”1"'xp = f'xl"'xp on est souvent conduit & préciser en méme temps les sortes d'intérét de !
yje psi 13 spécification et Tes nouvelles opérations. Dans ce but on introduit le

_ concept de s-description qui peut étre dafini comme composition d'un certain
avec PS, = {x. 15dx et profil{x;) = S;} U si )
3 j 4 J=p p { J) i nombre d'opérations de transformation de S.1I..

1...xj} sinen § o

but(f) = §; alors {f x

5.2.1.- Syntaxe d'une s~description

On commence donc par changer les différents symboles fonctionnels, ce

qui permet ensuite de les redéfinir par JE(f) en introduisant des précon- En se reportant aux exemples des fiqures 1, 2 ou 3, une s-des-
ditions cription d'un S.I. S se présente sous la forme de la figure 4 (nous intro-
Bt duirons seulement au paragraphe 6 les S.I. paranétrés).
________ = Texique rofil ‘ Enbnes

onnote S0 (Slo) leS.. S' ainsi obtenu. E Eabnee fiomal

Nous avons ainsi choisi de formaliser ce concept en "dupliquant" les &l S

] i
f in' é s : ique, 'au- s = i
symboles onctionnéls ce quin e%t pas génant, si, en prat1q?e ?n n? s'au | Description informelie Df )
torise plus & considérer les anciens symboles. C'est en particulier ie Ko 1
o = ‘|des sortes d'intérét 1
cas lorsque 5 est une sorte et que Si est l1a sorte d'intérét S . On Dt—;)
note alors Slo a la place de S @ (Slp ) . I1 est donc naturel de consi- s ' _ P .
dérer dans Sjp les nouvelles opérations sur S , c'est & dire les opé- es Invariants 51,0 S N
]
rations sur la restriction de la sorte d'intérét par v , plutdt que les . i = i 'l
anciennes. Les symboles privés (f'...) sont conservés car c'est sur eux ko k M
= : & : W " 3 .
qué repose la spécification des "nouveaux" symboles. Mais les symboles des oparations ) opéeations
privés ne sont plus utilisés dans les formules ou énoncés portant sur le J } F
1 S-,
S.1. restreint : i1 s'agit ici de symboles "cachés". P: ! 1
n 1}

Exemple 8 : S-:An

Pour définir COMPTEUR on utilise le S.I. ENTIER/ (x > 0) . Dans ce =
dernier on a en particulier 1'opération + définie par :

X120 A X530 3 xp+x, =X+ K Eigure 4 : forme générale d'une_s-description d'un__S.I.

C'est la notion classique de restriction d'une fonction. Et classiquement

aussi on la note encore + sur ENTIER I{x »0) o
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a) §1, sy §; sont Tes sortes d'intérét de S

b) D(§;) est la déclaration de la sorte §; . Ces déclarations repo-
sent sur 1'utitisation de “constructeurs de sortes”. En faif ici sont utilisées
conjointement : '

- Des opérations de construction de $.I. comprenant ceiles du paragraphe
pracédent et celles du paragraphe 7.
- Des opérations permettant da passer d'un $.1. & 1'une de ses sortes

"sélection d'une sorte® D(f;} est de T'une des formes suivantes :

. =8, ou 50, est une sorte d'un $.I. SUP,
i i i

\/!s ._kﬂl

5 = SUP si SUP ast uni-sorte, cette définition équivaut
alors 3 la nrécédente avec 55} = 0P

Dans e cas fréquent o Kk = 1 , S; est remplace dans les définitions

précédentes par § .

Les différents S.7. SUP- permettant de d&finir les sortes d'intérét de S

sont appelés systimes supports de S .

o) La partie "{mariant" est un ensemble de Formules aéfinissant des !
50us spries des sortes déclarées au-dessus. Lorsque n; = vrai on '’
convierdt Bvidemment de ne pas le mentionner explicitement.

d) La partie “gpérations” est un ensemble de s-descriptions des sSym-

boles fbrctionnels nouveaux de § (¢cf § 5.1.1),

5.2.2.- Systéme d'information défini par_une s-descripiion.

Les invariants d'une s-description ayant pour role de restreindre
Tes sortes utilisées dans Tes déciékatiqns des sortes d'intérét de § ,_115
correspoiident donc aux s-introductions de sous-sortes. On défipit § dé 15
manigre suivante :

= 25 =

as 1 Pour tout i , 1gigk » On pose
pas 1

_

SUP'; = SuP; @ (So; I”i) (cf. § 5.1.5.)
En particulier lorsque k =1 et que  SUP est uni-sorte :
SUP* = SUPIn

Intuitivement ce pas consiste & introduire Tes axiomes caractérisant
tes restrictions des opérations déterminées par Tes invariants.

Reprenons 1e S.I. FILE d&fini sur 1a figure 1.
On a ici SUP = ENTIER* , donc & 1'issue du pas 1 :
SUP* = ENTIER* o g If} < 100

SUP' contient en particulier les axiomes (en posant n=0 < Ifl <100

o € Ifl £ 100 Ao g |frx] <100 o fax =fa~'x
et o0 < Ifl g 100 Ao g ireste fi < 100 > reste f = reste' f

s0it 0 < Ifl <100 > frox = f ' x
0 < |ff <100 > reste f = reste' f o
pas 2

Soit SP' = SUP'1 U...u SUP'k réunion des transformés par le pas 1
des S.I. supports
On appelle SP le systéme d'information déduit de SP' en substituant
3 chaque 53} 1a sorte d'intérét 3;

SP = sub (SP*, 57/50;, ..., 5;/§8k)

Exemple 9_(suite) :

IT n'y a qu'un seul systéme support ENTIER*
Ainsi SP = Sub (SUP’, FILE/ENTIER*)
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Er particulier on a :

avec A . ajt fx=f" o f' =Ff~x

pPOfilsP(N’) = profi]sp(w) = FILE, ENTIER — FILE retf f = f' o> f' = restef
i “vide(f) rtétef f = x o x = premf
profit,(reste’) = profilgp(reste) = FILE  FILE o vide f =b o = (Ifl =0)
pas 3 Alors engutilisant les axiomes résultants du pas 1 on obtient les

théorémes :

S = s-{xt (5P, {Pys soAy, oy P, 5oA Y )
: - Y 9 Og Ifl <100 A ajtf fxef oSf' s f~y

clest a dire (§ 5.1.2) que S est une s-extension de SP.
Intuttivement, on #tend Ta réunion des systémes supports, convenable-
ment restreints pas les invairiants, 3 1'aide des s-descriptions des nou- 0< ifi 100 a téteff sx > x =pren'f
velles opérations.

Complétons cette définition en posant :

Lori(sp) = { TR

0< Ifl 100 A vretff =f o f' = reste' f

ol ~', reste', prem' sont les anciens symboles ~, reste, prem correc-
tement axiomatisés.

ce qui permet, avec la daéfinition 24, d'obtenir Remarque :

— .

Sori(s) = (5,,..., &3

§¥§TPI§_9-£§!1§€_§E-fiE) . d'un S.I. est en quelque sorte “trop compléte" puisqu'elle nécessite de

Comme nous 1'avons déja noté au paragraphe 3.3.2 , une s-description

décrire chaque nouvelle opération & 1'aide des opérations des S.I. externes.

L. i = S+ G - : P . WL ErY] Py 3
extension FILE = s ‘ZXt (sP, [Pl’ ” Al’ sl A4] ) Ceci peut limiter de fagon abusive les possibilités de résolution et en

est obtenue en réunissant SP . et les S.I. utilisés dans les s-descriptions particulier de rephésentation. Les descriptions algébriques de S.I. intro-
des nouvelles opérations : ENTIER et BOOL. Finalement FILE est défini ainsi : duites au chapitre 2.2 sont un moyen de n'exprimer que les propriétés d'un
i) tfori(FILE} = FILE (sorte d'intérét) . univers utiles podtr la résolution du probleme considére.
Sore(FILE) = ENTIER, BOOL (sortes externes) , , .
- Iim(FiLe) = Lymentier) U Bym(B00L) U SFym(sUP) U {ajtf, rett, tatef, vider: 5.3.- Systémes d_foformation primitifs.

La mise en beuvre d'opérations de constructidn de S.I. & Partir de
S.I. plus &lémentaires nécessite de disposer de S.I. de bases"tanoniques
et prédéfinis" .

- profil est inchangée sur ENTIER, BOOL. 11 résulte du pas 2 pour-les sym- [
boles des systémes supports

-J‘&xp(FILE) =Fxp(EnTIEr) uftxp(Bo0L) uﬁxp(sup') U A |

S — e T """""""‘"H
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Dans 1a suite, nous supposons disposer des S.I. suivants :
a) ENTIER
b} REEL
c) BOOL

chacun d'eux &tant muni des opérations habituelles (
terne, opérateurs de comparaison, etc...)
matisation.

lois de composition in-
dont nous ne précisons pas 1'axio-

d) CHAINC que 1'on peut définir comme. e S.7. des suites de
caractéres (§ 7.2.2). Nous le considérons plutdt comme un S.I. primitif

avec pour opérations la concaténation, la sélection d'une sous-chaine, la
Tongueur etc...

e) ENTIERC qui est 1'extension de ENTIER par deux symboles

0-aires +o et -« , Qn ajoute alors différents axiomes permettant de

"prolonger" les opérations sur ENTIER :
X + (+oo) = +®
X + (-co) = -0
VX € ENTIER, -w<Xx < 4o
etc...

Ce S.I. permet en particulier de tenir compte des suites infinies

f) - {al,..., ap} S.I. “"ensemble fini" forme des symboles
o-aires Byseees ap et muni des opérations ensemblistes habituelles.

- P S.I. "ensemble vide"
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6.- SYSTEMES D'INFORMATION PARAMETRES

Le point de vue incrémental de Ta construction des S.1., décrit au
paragraphe 5, permet une conception progressive descendante et modulaire
mais peu adaptée aux modifications des problémes. Ainsi dans la spécifica-
tion du probléme de la simulation, 1a description du S.I. FILE doit &tre
changée si par exemple on change-1a longueur maximum d'une file ou encore
si on désire faire diverses statistiques sur les personnes qui sont en
attente et donc stocker dans la file d'autres objets que de simples entiers.

De maniére complémentaire & 1'approche incrémentale, i1 est intéressant
d'avoir un point de vie générique [BER, 75] des S.I., c'est & dire de pou-
voir définir des S.I. paramétrés :

- IT est intéressant, évidemment, de pouvoir paramétrer un S.1. par des
"objets" : symboles fonctionnels g-aires (q » 0) . On retrouve ainsi le
concept de paramétre formel de procédure développé dans les langages de pro-
grammation. Par exemple on peut paramétrer FILE par sa longueur maximum n .

- Mais i1 est encore plus intéressant d'introduire des S.I. "formels" comme
paramétres. C'est par exemple le cas de VAL dans MULTENS1 (figure 2). On
augmente ainsi largement 1'utilité méthodologique des S.I. puisqu'un systéme
d'information paramétré par d'autres systémes d'information apparait comme

une opération de ocongtruction de S.1..

6.1.1.~ Implications méthodologiques de la paramétrisation.

L'introduction de paramétres dans la description d'un S.I. induit
une économie de bensée dans 1a mesure ol elle permet 1'utilisation d'une
méme description dans différents contextes. Ceci correspond & un effort
d'abstraction lors de la spécification. On peut ainsi :




= 13l -
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;\\
w
>
i %l
53
= A o !
- Utiliser des systémes d'information prédéfinis (PILE, FILE, etc...) @ ; E;
Tors de la sp&cification d'un probléme. La rencontre des fonctions de bases a é@ =
de S.I. prédéfinis permet d'arréter le processus descendant de la spécifica- x % x
tion. < © 3
' 5 . = ’
~ Rendre modulaire la spécification d'un probléme en permettant & des l © 3
personnes différentes de spécifier des parties différentes de 1'univers. Mais " - |
savoir ce'qui peut &tre paramétre d'un S.I. et ce qui doit étre complétement éi & o '§ :l :
défini est un cas particulier de 1a question du juste niveau de spécification @ » 9 :L v = ': ': ﬁl
d'un probleme : i1 ne doit &tre ni sur-spécifié, ni sous.spécifie. Nous fj . M ,E i jl :L o | ‘
avons dejad noté qu'il s'agissait d'un des aspects les plus délicats du pro- §| & § y ‘§ <7 %} *ET F
bléme de 1a spécification. Le guide méthodologique qu'il semble raisonnable g[ 2 o E:i 2 82 8l & F =
de choisir est de "paramétrer au maximum". Ainsi dans FILE, i1 est raisonnable A 8 "o ” = o
de paramétrer 1a’longueur et les "objets stockés" et on ne peut rien paramé- §§ &
trer d'autre puisque les autres S.I. externes sont des intermédiaires techni- 9 ;i o~ § §§ !
ques (suites, opérations sur les suites, boolgens.). w 2 & ~g & E
. 2 = = 28 ol
Souveng heureusement, les S.I. paramétrés apparaissent naturellement a = £ 3 o
comme des constructeurs de S.I.. v 5 S o
& 2 = % 19
e o 4 3 § N l
Exempif 9 . o § 5 & o) |
! m' o 8 S b - & ?
Sﬁécification d'un S.1. CUMUL permettant de définir des bilans. BRI .. & = =l
Ii est fréquent que 1'on ait a appliquer répétitivement une loi de com- ) .§ = o E’ g &
positibn interne sur un ensemble d'objets (par exemple somme, produit; mini- ) & ¢ “

mum, maximum.... d'un ensemble de nombres). Corrélativement on veut déterm]ner ) ;

le cardinal de cet ensemble. On peut introduire un systéme d' 1nformation
CUMUL facilitant ces opérations (figure 5).

s une telle définition on est conduit a préciser, comme dans MULTENS,
.1i paramétre en donnant des propriétés de certaines de ses opérations
Lé S.I. COMPTEUR est décrit dans 1'exemple 7 (§ 5.1.4).

§.r. CUMUL

Tout paramétre de CUMUL dait posséder

une Toi de compesition interne et un
Un cumul est un couple formé d'un
élénent de ENS et d'un compteur
ajt exprime Ta prise en compte d'un

sigma et cardin sont en fait les

deux projections.

nouvel élément dans un cumul

élément neutre

L e o - e _
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6.1.2.- Problemes posés par la paramétrisation.

L'analogie entre Tes S.I. paramétrés et les procédures des
langages de programmation s'arréte bien vite :

- D'une part dans les langages de programmation classiques le
type de paramétre ne peut pas étre Tui-méme un paramétre (1'union

de modes en ALGOL 68 permet,en partie,de dépasser cette contrainte}.

~ D'autre part, i1 est nécessaire, si on veut que le concept de
paramétrisation soit suffisamment puissant, de pouvoir exprimer
des propriétés que doivent vérifier les paramétres (comme dans
MULTENS ou CUMUL). Ces propriétés concernent certaines opérations
des S.I. paramétres. C'est en particulier le cas si, comme nous
faisons au chapitre 1.3, la paramétrisation permet de rendre
compte des donndes d'un probléme. 11 est alors nécessaire d'ex-
primer les conditions que doivent vérifier ces données (ce qui,
en termes de preuves de programmes s'appelle parfois les pré-
conditions du probléme [LIV, 78] ).

Dans la suite nous définissons et &tudions le concept de S.I.
paramétré ainsi que celui de p-réalisation d'un tel systéme (qui 1ntu1%1ve—
ment Consiste & rendre “"effectifs" les S.I. paramétres) ; puis nous propo-
sons une syntaxe permettant de décrire ces concepts (§ 6.2).

Notons dés maintenant que, si les notions relatives aux systéemes
paramétrés sont assez simples & définir formellement et & mettre'en oeuvre
au niveau d'un Tangage de spécification de problémes, elles posent des
difficuitas non négligeables si on veut les introduire dans. un ]an&age de
progratmation. En effet, i1 faut alors introduire des mecan1smes non

classiques de définition de procédures admettant des types en paramétres 3

la vérifitation des propriétds des paramétres, lors de 1'identification éntre
paramdtras effectifs et paramétres formels, en rendent 1! 1mplantation deii-
cate. Ces problémes sont &tudias dans [JAC, 78] [BER, 79] , [MIL, 78] .
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Un systéme d'information paramétré est un trislet (S5 ﬂbp, f&p) ol

- S estunS.l1.
2 tfop est un sous ensemble 71. cees f; des sortes de § : sortes
paramdtres

- ifyp est un sous ensemble 91s cees gp des symboles de S i sym-

boles paramétres.
En particulier :fyp contient tous les symboles de S dont le profil
contient 1'un des f; a

Par exemple, le S.I. paramétre CUMUL a pour sorte paramétre ENS et pour
symboles paramétres "plus" et "ne“.

Ainsi, avec cette définition un S.I. paramétre apparait comme un S.I.
dans lequel on distingue certaines sortes et opérations. On ne fait pas, de
cette maniére, de différence entre les "paramétres formels" et les autres
€léments du S.I.. Ce point de vue repose pleinement sur le fait que Tes
€léments d'un S.I. sont précisément des &léments fcrmels. Remplacer Tes
“paramétres formels" par des "paramdtres effectifs” » on dit p-réaliser le
systéme paramétré, revient ici a”"substituer” certaines sortes et opérations
d d'autres. La notfon de réalisation (§ 4.1) d'un systeme d'information
permet de décrire précisément cette transformation.

Définition 29 :

Une p-réaiidation d'un S.1. paramétré (S, 1bp. Jyp) est une réalisa-
tion (S', p) de S qui est 1'identité sur For(S)\Jop et :fym(S)\ Syp
et qui associe & thague fT une sorte Ei et & chaque g; un symbole fi

de méme arité. E; (resp. i) est le paramétre effzctif associé au

paramétre formel T, j (resp. 9;) . o

RO |

b s suiplpat ] g Bty ¥ W T 1 T A b
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6.2.2.- s~description d'un systéme ¢'information paramétré.

3 . = . a} Une s-description d'un S.1I. paranétré se présente sous la forme
, Rinsi dans une p-réalisation d'un Systéme paramétré, les images des de 1a Figure 6. i '
axiomes caractérisant les paramétres formels sont des théoremes.
Mais 11 faut que 1'on puisse préciser les paramdtres effectifs, c'est
ce dont rend compte Ta définition suivante. ! S.I. S
- Z
Definition 30 : Description informelle paran
Soit E un S.I. , (s, fop, fyp) uns.1. paramétré et o une des S. I. paramétres et STI H STy muni de
application de S dans S UE telle que 1'image de chaque T: soit un - de leurs opérations P% ta ’,‘i
E; de E , celle de chaque 9; soit un f; de E . Avec ces notations, Ll - i&
on appelle p-réalisation de (S,Dop, Dyp) par (E, p) la p-réalisation “1 1
(SUE, p) ST, ¢ 5.1 ST, runi de
Notation : i E
On note S {E, p} it ST"': 8.1, ST, muni de
ou plus explicitement s (E, E;, .. E;, By ywwres fp} Ta p-rédlisation
de E par p . " descrition informelle ?1 5331
—— ¢ = de symboles paramétres | )
Par exemple - CUMUL { ENTIER, ENTIER; *, 1} | Bt une p-réaiisg;non- dont les sortes du pro- 01 s-By
valide de CUMUL (figure 5) puisque * et | vérifient dans ENTIER :. £i1 ne sont pas des
VX 1¥*x=xax*]ay ' sortes paramétres. i
Lbrsque, comme dans I'exemple précédent, Tes sortes effectives sont E ;
les soktes d'intérét de S.1. uni-sortes, et lorsque E est Ta reunion dev ) Description informel- ngi)
ces différents S.1. on convient de remplacér chaque E; par Ei et de le des sortes d'intérat gfgi)
négliger E . Ce qui donne pour 1'exemple ci-dessus :
| CUMUL (ENTIER, *, 1} | Des invariants _- invariant
Remargye : ' 8158 L
Ent géhéra] une p-réalisation consistante n'est pas une réalisation ) E _ E
conservﬁthe, ainsi dans 1'exemple ci-dessus on a : S Sk "k
p (xplusy=y plus X} qui est un théoréme de §°' sans que
son antécédent en soit un de S . Des opérations P
?l S[Al
i
;n s'-An
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Commentaires :

= STl,..., ST2 sont des noms de S.I. paramétres. Pour simplifier les

notationg‘noqs supposerons qu'ils sont uni-sortes. Si on admet des para-
metres multi-sortes i1 faut en préciser les différenteés sortes d'intérét.

- Pi <+« Sont des descriptions de symboles fonctionnels

- A1 ++«. sont des formules portant sur les symboles fonctionnels décrits

par les P% <<+ « Ces formules ne contiennent pas d'autres symboles fone—

tionnels.

-Qi’ s-B1 sont des s- descriptions de symholes fonctionnels S5 quj ne sont
pas liés & un S.1. paramétre. ‘

= @y ... sont des formules caractérisant les Sy «ven Ce sont des formules

respectivement des S.1. S1 AT,

b) Le S.I. paramétré dafinj par une telle s-description est formé
i) Par le systéme S defini de la maniére suivante :

pas 1  Soit § 1les.I. défini par la s-description obtenue & partir

de la s-description suivante en supprimant la partie param -« fparan
© Pas 2 S est 1'extensionde S U 55U..0 S, Obtenue par adjonction

- Des sortes §TE...
- Des symboles gi.‘.. décrits par les P% %
- Des symboles $1 ... décrits par les Q].,u

- Des profils de ces differents symboles

~ Des axiomes A%,...,S-Bl.-., s-Bz
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.

i1) par les sortes 571 ...... STn

1
111) par les symboles Gy ..o Sys -oep Sy

" §.2.3.- s-description d'une p-réalisation

a) Une sp-réalisation se présente, avec les notations du para-
graphe précédent, sous la forme :

2 |

1 .
ol SEI..... sont des S.1. dont les fl"' sont des opérations et
i g ara-
€1r -0 € sont des symboles o-aires de SI“"" Sk . L'ordre des par

métres effectifs dans une telle s-description correspond & celui des para-
métres formels dans la partie param...fparan
Par exemple MULTENS] { ENTIER, < }, MULTENS? { ~3’(ENTIER). e},

CUMUL (IREEL. +, 0F sont des sp-réalisations respective-~
ment de MULTENS1, MULTENS2 et CUMUL.

b) Le couple (S', p) défini par une sp-réalisation est formée
-duS.I.S$'=5U SE1 u...u SEn ;

- de 1'application p vérifiant

vigien p(STy) = SE,

e i
vigjang . plgy) = f
vligigk p(sy) = ey

et qui est 1'identité sur.les autres sortes et symboles de S .

. b 147t e
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Théoréme 15 : Avec les notations précédentes

(S's p) est une p-réalisation de (Q,.fop. Fyp) si et seulement si

1'image par p de toute formule ¢ de la partie paran...fparan est un

théoréme de §' .
Q

Ce théoréme résulte immédiatement du fait que les seuls axiomes de § qui
ne sont pas des axiomes de S' sont ces formules o )

Nous 3 i
un tou :e développerons pas {ici les problémes 1iés & 1a paramétrisation
ype lorsqu'on se place dans un lan a
e de
b il gag programmation (cf [BER, 79)
p ' ‘ '
. lutdt que d'admettre n'importe quelle proprigté caractérisant les
Ypes péraﬁétres. certains auteurs ont cherché 3 en restreindre 1a forme
C'est ainsi qu'en ALPHARD [wuL, 751 , ‘
s'expriment dans les cas simples par 1
appartenir A ce type.
Pa
r exemple form VECT (T: forme<+,0> ) précise que VECT est un

type admettant pour paramétre un type
+et0

les propriétés d'un type paramétre
a liste des opérations qui doivent

AT quelconque muni des opérations

Mais 3 i
. ten général on souhaite préciser certaines propriétés des opérations
YPes paramétres. Dans ce but les noms d'opérations des paramétres sont

suivis de pré et post conditi
ons analogues & celles utilisge
pour spécifier les opérations d'un type ;o A

P
ar exemple le type CUMUL pourrait étre déclaré de la fagon suivante :

form CUMUL(ENS : form < ne : ENS,
$ f(x i ENS, y: ENS) return (z : ENS)
mty-ne:xp?usy-x/\yp!usx-)o)
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De manidre analogue, dans le cadre algébrique que nous développbns au
chapitre 2.2, i1 est naturel de préciser les propriétés sous forme d'équa-
tions.

On peut aussi introduire un certain nombre de primitives de haut niveau
telles que : le type paramétre T est un groupe, est un corps, admet une opé-
ration commutative et associative etc... . De telles primitives facilitent
le travail du spécificateur ainsi que la vérification de la validité du pas-
sage formel - effectif (que nous avons appelé p-réalisation) JAC,781, [BER,79].

La recherche de telles primitives doit étre essentiellement empirique.

Une légére extension de la syntaxe proposée précédemment permet de dé-
finir de maniére assez élégante le S. I. VECTEUR muni d'une opération d'ad-
dition, d'un prédicat “trié" et d'une opération interclassement (figure e
Dans cette description BIJ (A, B) est la sorte des bijections de A sur B.

Elle peut 8tre définie précisément & 1'aide des opérations introduites au

paragraphe 7. ’

7.~ QUELQUES AUTRES OPERATIONS DE CONSTRUCTION DE SYSTEMES D' INFORMAT LON

Nous avons introduit au paragraphe 5 des outils de construction de
$.1. a partir de S.1. plus simples qui reposent essentiellement sur la no-

tion d'extension.

Chacun de ces outils (s-extension, s-restriction etc...) peut étre

considéré comme une opération primitive mise d la disposition du spéei-
fieur. A 1'opposé la paramétrisation permet au spicificur de définir de
nouvelles opérations de construction de S.I.. Mais certaines de ces opé-
rations sont d'un usage si général qu'il est pertinent d'en donner une
définition standard permettant de les considérer comme d'autres "outils
de base" et évitant ainsi & chaque spécifieur de les redéfinir. Nous nous
attachons, dans ce paragraphe, & définir quelques unes de ces opérations.
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s memaa
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i 7.1.- Constructions ensemblistes. _
R I i .I. issues directe-
= insi deux opérations de construction de S.I > dir
2 s : T 1 duit cartesien et la définition
: g eori e pro :
F = K nt de la théorie des ensembles P : 4 e |
: g ] : . e jes d'un ensemble. Notons que 1'on dispose
= T < ies d'u 3 ose HE3
" . : S i e e ‘est 1a réunion (§ 4.2.1). On pourrait définir
: 52 g’ i imiti aré .2.1). ‘
B : . 3 2 & ve qu'es :
= o o wim e c 1'opération primit q . it e ‘
. ' S Fa érations comme 1'intersection, la f |
b : = =5 Feg 4 d'autres opérati |
- E; | ; / ¢§ o ‘
= .
/B = S ﬁr < & W g ey w : asien I
§E : : . g N T - 7.1.1.- Produit cartés
g B = Zom - o 2 =l ol | R
' : ‘5 =% 3 g X < B ient S, et S, deux S.I. uni-sorte e 1 2
) £ g o ol B R | Soient Sy 2
& = A — R . 5 <
’5 A S * - ¥ w =2 3‘ ';‘_" ZoE ; woow '; n* — ires
Fear : 5 -1 2o R : en de S, et S, relativement aux sélecteurs
'5 ‘E [ = [ o -ST . " " — "“'l_-' S ; “23 —_— e produit canbdsion db . ,
2 A g TP o > -y & P | A ’
o T £ > —~ £ mo 8 % Lt(SUS’Z,)
= . ‘El ﬂ - — T;" ~— Iy e BN E‘l l: . . ) 2 & s est Te S.1. N - .
HEIv JENSE-2 swmg C S iy prcgections] 5 €6 ‘
8@ = g §-¥2ewm e £ Tl y & i
8T A e 5 55 §E e o f- = i) T =({51x52} W << s 515 S _ _
EFD : ’ duit de S, et 2
: : & 5, te : la sorte produ 1
H g nouvelle sor
t = = & o . §) x§, estune |
m E al : ; : 55 iere projection
g 3 ! i S xS, premiér
: ] g' : 2 g E" :U:: . profﬂ(_sl) = Sle2 -5
= : ' 3 “ =
: : g - ¢ = 25 >: | i =5, x5, - deuxieme projection
. SE S £s £ o - profil(s,) = Sy x5, 2 ,
5 P 2 E’ o =z B & u al SH IS o w IS S formation de couples, on note
o i 2 > 0 = = . > . pmﬁ](<<$>) = 51, 2 1 9 ‘ o, on ote
ie E 3 g < Xq, Xo»> @ lap
~ Eﬂ [ > +3 g Lt ¥ ‘ o iy 2
. g b A °:,= S §:’ Qf = coB ) Xa K
. 81 L §1 ] w o 8 Q[ &= :éJ : -
” = = G = S > ™~
P '-z- B = = e N “,_L,' o . s M o, s By v 3 B XI ’
= - N = o s 5 i o i) A= {5 10 %2
@ 4 :e § &8 Vs S .
= = o ee . — . 2 e |
dEE Y. > £ g 5 £ © o Sy << Xpa Xy 2
>> © Xy = KXo A Y] =Yy }
<< xl, X2 >>= <<y1, y2 1
wn
v o |
=2 s " ﬁ
: < 3 o . | ‘
: : S - ' Notations :
1 ’ : : ;E lati ta sy et s,
: ési relativemen
i g : Z B E - Le produit cartésien de 51 et 52 1
- % E 2 =
g am.v 3 3 . @ s s ’
: p ; % £ est noté
> ° : : . 8 : S S, S, >>
[ © [ © N S « 51 - 1 i 2 2
P . - & - :
3 3 = Q o 20
- 3= g o i
w = . 3 g g g 2 |
o 57 = 2@ § 2 |
[ TRV D - = £ w 5 |
< B« o o e -
2w [T —- D e 5 = I
W5 e g S - 8 5
E = ‘@ 9 g = S
d Q 4 - v S 2o -
= (=] @ = 3 wn c S o & | |
N 4o — > 2 L B @
Q o + =] [ = | [
o @ e S £ &8 T
‘L3 u o £ U o @ v @
= o g @ E 8 g 5
T o L iy ° Iy g3
[ 70 I WY -—_— 3 W 4 @ x s
v Q@ 25 TS 8 & T @ - ._F____::m
-4 O o > > LY ] e .~ P . BT TIo
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~s; de x peut &re utilisé & la place de s;(x) si x
est de profil S1 x 52 " '

Par d&finition nous posons fori(<< $1 85 Sp 1 Sy >>) = 5, x Sy

A cette définition directe de 1'opération produit cartésien on peut en

substituer d'autres utilisant la paramétrisation :
- Suii on utilicant pour S.1. support 1'ensemble des "paires
ordonnées" { x, { x, y}} comme en théorie axiomatique des
ensembles [KRI, 721 , [SHO, 67]

- Soit en ne précisant pas de S.I. support ce qui conduit & une
Lo .
description algébrique donnée au paragraphe™4:] du chapitre 2.2

Theorame 16 :
<< 5, Sl’ Sy : S2 >> est une extension conservative de 51 U S
Résulte immédiatement du fait que tout produit cartes1en U1 X U
de modéles de S1 et 52 est un modéle de << $q ¢ Sl’ s2 2 >5
L-opération produit cart&sien se généralise 1mméd1atement pan récur- i
rence au produit de n S.I. . 7
Remarque_:

I1 est possible, & 1'aide des diverses opérations de construction

de S.I. de définir des &équations sur les S.I.. Par exemple on peut poser :

SUITE = << d&but : SUITE, der : VAL >> U {< >}
L'étude de telles équations repose sur la théorie du point fixe de |
€CNTT : on caractérise ainsi ce que 1'on peut appeler des types récursifs

et les spécifications algébriques de S.I. (ch. 2.2} en sont un cas particu-
tier [LEH, 77 1J.
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7.1.2.- Ensemble des parties

Soit S un S.I. uni-sorte. On appelle systéme d'information
ensenmble dee parties de S 1'extension ¥xt(S U BOOL, £ , A) de S définie
de la fagon suivante :

“Sym, profil) ol ym contient les symboles

o o= (0% (sp

suivants :

g avec profil (B) = — F(S) (vide)

€ avec profil (g) = S, J5S) - BOOL (appartenance)
< avec profil (c) = 3 (S), (S) » BOOL - (inclusion)

n avec profil (n} = 3(5), F(5) - 3#(s) {intersection)
U avec profil (U) = F(5), () » ) (réunion)

~ avec profil (~) = A(5), B(5) - ;55(") (différence)

{} avec profil ({}) = (définition “en com-
préhension" d'un sous

ensemble}

(3" avec profil ({ ") =5,..., S F()
n fois tension" d'un sous

(définition “"en ex-

ensemble)

card avec profil (card) = ?§(§) - ENTIER

(On peut définir d'autres symboles : cifférence symétrique ,

complémentaire etc... nous nous limitons ici aw opérations précédentes).

ii) L'ensemble A des axiomes caractérisart ces opérations peut se
déduire, par exemple, des axiomes de ZERMELO-FRAENKEL [KRI, 721 , [SHO, 67}
définissant axiomatiquement Ta théorie des enseihles.Bonnons en quelques exem-
ples :

{+)

est la sorte “fonctions de A dans B" définie au paragraphe 7.2.1.

[K —vE]
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. X€P= foux
.acbs VXxx€ao x€b
. (¥x X€asesrx€Eb)esa=sb

- x€{}Yp= appl(p, x) ici on précise que Te sous-ensemble carac-
térisé par le prédicat ¢ est formé des x pour
lTesquels  o(x} , plus précisément appl(y, x)
(cf. § 7.2.1) dst yras

)

n
x€1{} Xpeee Xg = (x = Xpy X EXy vy X = Xg

.X€anb = x€aanxe€Eb

Notations :

- L'ensemble des parties du S.I. S est note (S)
= { Jo est noté habftuellement (' x tg appl(yw , x) = vrgs
{x & ox ‘

- {1} Xp+..X, est noté habituellement { X{s Xpseoes xn‘}

ou plus simplement

Par definition, Fori(F(s)) = B (F)

En complétant de fagon tlassique.les axiomes précédents, on pourrait
moritrer que 1'ensemble des parties d'un modéle d'un S.I. S est un modéle

de F(s)

3 (9} est une extension conservative de S . o

7.1.3.- Intervalies d'entiers.

Le S.I. INTENT des intervalles d'entiers peut étre défini & partir
de :?(ENTXER) en précisant que dans un intervalle les éléments compris
entre deux éléments quelconques appartiennent encore a 1'intervaile. On in-
troduit de plus un certain nombre d'opérations spécifiques (figure 8).
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Notations :

On préfere la notation [a...b] & [ 1(a, b) pour 1'opération de

construction d'un intervalle
On définit de maniére analogue INTENTC Te S.I. des intervalles sur

ENTIERC. On peut avoir dans ce cas bs(it) = +e ou bi(it) = -w

5.I. INTENT
INTENT = & (ENTIER)
it : INTENT Vi, J. k& ENTIER igkgini€it a
jeit o ket
operations
bi est la borne infé- | bi : fonet (INTENT) | bi(it) =b
rieure de 1'intervalle ENTIER tq (¥x X € it 2> x > b)
bs est la borne supé- | bs : fonet (INTENT) |bsiit) =b
rieure ENTIER g (¥x x € it o xgb)
[ 1 permet de cons- | [ 1 : fonet (ENTIER,| I 1 (b, s) = it
itruire un intervalle © ENTIER) INTENT wq x€it @bgxgs

On peut définir Te S.I. "fonctions de § dans 32" a partir du

.produit cartésien. Nous préférons ici en donner une caractérisation directe.
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7.2.1.- 'q j
1.- Systémes d information "ensemble des fonctions"

S
; et S2 étant deux S.I. uni-sorte, le S.I. ensemble des

fDﬂCt'l.CnS de S dans S est 1’ t 3 ‘Z-i (? S S b3 A
1 2 extensior X ( 1 2)9 2 )

)z = (U -5 .9 h
: 1724 > Jym, profil) od Fym contient les opapats
suivantes : | OperaFlons
appl avec profil (appl) = ;5] +5,, §1 -+ 5,
2

dom avec profil (dom) = (5, - 51 » 3 (5)
' 1
imag avec profil (imag) = [§; N 'E] -+ 23

. 2

ajout avec profil (ajout) = ‘[§i - §E], —1,.55 - S, -5
supr avec profil (supr) = l-i +51, —]4 -~ [5 i 5.1 ‘
chval avec profi] (chval) = [5; » 51, -3,'5_ -+ 1 [S %» [
fvide avec profil (fvide) = . [_I —'5,] 2 1 £

i) A est forma des axiomes :

- 3y tqg appl(f, x) =Y ¢ x € dom(f)

- X €dom(f) s appi(f, x) € imag(f)

~ dom(fvide) = g s imag(fvide) = g

- T1x € dom(f) o dom(ajout(f, x, ¥)) = dom(f) U {x)

= Wx' € dom(appl(f, x')) appl(f, x') = g x = x' alors y einon aﬁbi(f X)
T X € dom(f} > dom(supr(f, x)) = dom(f) ~{x} o i -
- Vx' € dom(supr(f, X)) appl(f, x') = appl(f, k) ’

- X €dom(f) o dom(chval(f, x, y)) = dom(f)

oy :
X' € dom(chval(f, x, y)) appl(chval(f, x, y), x') =

8 X =X' alors y sinom appl(f, x')

~f =g don(f) = dom(g) A (¥x € dom(f) appl(f, x) = appl(g, x))

- 147 -

Notations :

. On note [S1 - SZ] le S.I. des fonctions de S1 dans S2

. On convient de noter parfois f(x) & la place de appl(f, x)

. On note [Slx Sy %iux Sq - Sq+1] a la place de [S1 - [52*[...

[Sg  Sqey) ]

. et on préfere appl(f, Xqeee xq) 3 appilappl...(appl1(f, xl), XZ)""
Par definition, Fori ([S; = S,1) = [S] = 3,]
Comme pour le produit cartésien ou 1'ensemble des parties, on obtient
un modéle de [S1 - 52] en considérant 1'ensemble des fonctions d'un

modéle de S,  dans un modéle de S,

Théoréme 18 :

[Sl - SZ] est une extensdion conservative de S1 U S2

7.2.2.- suttes sur un systéme d'information.

Le S.I. de$ suites sur un S.I. V ett une extension de
_ENTIERC - V] . La figure g en donne une c-description.

Notons que nous considérons aussi bien les suites finies que les

suites infinies.
Dans cette description, pour alléger les notations, bi et bs

désignent a la fois 1és bornes inférieures et sipérieures d'intervalles entier
et de suite.

Notations
- La notation V* est préférée & SUITE {V} , V* en est Ta sorte

d'intérat
- < x > représente la suite vérifiant bi(<x>) =1, bs(<x>) =1,

appli< x >, 1) = x

L e —
S S T | e it B




A = (n)3n
| s o w% )anqap . SSLULS S3ILNS $Bf uns anb |
(x *1+ (n)sq *n) 3n0fe = x ~n B o 31ns{A €3Lins) @ : ~ e| H.@VVMMCMHML“ MMWMUM st
= <>up 5 <> JlIns @ : < > @ sutewop Jnod e < Hmw“wwuwconwm~_ !
= 5 LA 331ns e
JINIINI 3 (n)wop LS ¢ n
FUDTIDAUT
[A < 2¥31IN3] = 311nS
unzndf
Imand T°%
_ TS A
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[(A)Sq  T+0] n [1-C7 T+1] 0 [1-177(A)14] 2 3A)
v (n)sq = (A)sq v (n)iq = (A)iq D2
A= {f ¢t ‘n)dsay
{(n)sg > vi>(n)g £8

(1-a+t *n)idde = (3 “a)jdde [(A)sq""1] 3 %A

v 141-0 = (A)sq v 1= (A)Lg B
A= (¢ “n)ag
N=Mcow+ = [N
v [{t “A)rdde = {1 *m)idde][(n)sq “-T+(n)sq] 3 LA
v (1 n)idde = (1 *m)jdde [(n)sq--{n)tq] 3 LA

v Al + (n)sq = (M)sqv (n)ig = (m)ig)c @+>(n| B3

311ns(3LIns 3LIns) @ef ¢ «

ATITETORARS S33IAS §3p 175 81 t 6 sunbld
L (n}eq » 0> 1 > (nliq 48 _
(1*n)1dde = (¢ *A)idde v (F °n)gdde = (¢ <A)(dde ,
v ({3 *n)tdde = (% °a)idde

31105 (Y¥31INT
©yaIIN3 “31InS) Zouof : dsdi

31InS {JY31LINT
€yHITANT *31INS)Foucs : 43

33LNS BUN SuUBp SUBWBLY XNap dsodsuedy dsuy

~J23UL UN P 23LNS B] 9P UOLIDLAYSIL AuN

-3uLeWOp U0S P 3L1BA ~
i

159,5 : 91LNS AuN,P SYIUPJAJ BUN JLULNOY 43

S37LNS 7 9p UOLIPURIBOUDD BY dJudsdidad «

M=Axn
{{n)wop)paes = {n}- DF| | J¥3IINa(3LIns). @0 ¢ 1 | 93LNs Bun,p 4nanbuoy el 3iu4nod |
: (2) 3LInS *I°8
1 =5 — — o = =
=]
=
~— -,
: -
((n)uwop)sq = (n)s . - *3ULBWOP UOS Bp N3 L
& (n)sq .57 sq JY3IIN3(3LINS) F2uaf : sq 163 Bac TS ae mxzmﬁgmqma:m auuoq e
& : ! Lugdns sudoq e
“({n)wop)1q = (n)y "BULRWOP UOS 3p 3unatd
0P} Mvam”_ b2 1g J¥ITINI(3LINS) Fouof : 1q 253 5317, W w;:w,kmwmmcm aud0q ef
28 ; ' L42juL sudog ey -
((n)1q ‘n)(dde = (n)woud 53 3 !
(n)waud uuwwLa AILINS) 75%0F : woud = PLA UOU 33iNs aun,p
(t *n)pdde = (g ¢ A I €|nj 32 | JuugLy L3twaud 3] 31uanoy weud -
; = AM vi:am [(A)sq " (A)1q] 3 1A
v (Msa = (Wsa v e (n)ig = (a)y ‘ _.
v - tg &. |
A = (n)a ‘apta sed 1s9,u a3Lns e ‘
L nlyers ﬁ:vmaAmM 3594 31InS(31InS)7o00f : aysau -94uL 3udoq mP_H ap wu:mhmwm mLzmw$
K i nNe 91S34 -
£ _ ({n)sg <njidde = (n)usp 53 SpLA _
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v I- = T S ¢ |
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- On préfére la notation Ui & u(i) ou appl(u, i)

= Si V esta son tour un S.I. SUITE on convient que :

w"l-'r représente (oo {(Wr)x)* oL
. V____y___.__/

*
et W° représente W

n fois

-siov=yt on préfére 1 i i i s
a notation appi(u, s vees 1n) ou encore

parfois plus simplement Y

Ici encore :

Les divers constructeurs de §.I
paramétrés,

11,

;@ appl(appl...(app](u;~il), ié)...in)

- présentés ci-dessus sont des S.I.

Cependant, hormis SUITE, Teur définition par des s-descriptions serait'

compliquée et peu intéressante. Elte
sortes d'intérét en termes de sortes

consisterait en effet 3 définir les
support plus primitives encore. On

retrouve Ta demarche utilisae » par exemple, dans 1'axiomatisation de la
théorie des ensembles o 1'on cherche & tout définir & 1'aide d'un nombre
minimal de concepts. Ici la minimalité n'est d'aucun intérét , 11 faut au
contraire introduire des opérations de construction de suffisamment haut

Miveau pour que le spécifieur puisse
s-descriptions.

I1 faudrait introduire d'autres opérations de construction telles que :
-» les listes sur un S.I. etc...

1'ensemble des relations sur deux S.I

ultérieurement rester ay niveau des

= 151, -

Exemple 11 : La table des symboles [GUT, 78 a 1 , [WUL, 75] (cf. figure 10)

La spécification d'un univers peut apparait-e & différents stades de
1'analyse d'un probléme : lors de Ta spécificatinn &videmment, mais aussi
Tors de la phase d'explicitation (cf. partie 2) o0 i1 est parfois nécessaire
de spécifier et de résoudre de nouveaux sous problemes, donc d'introduire
de nouveaux univers. ‘

C'est ainsi que certaines résolutions du probléme de la compilation
d'un programme (cf. exemple : § 1.1 ch. 1.1) introduisent des objets inter-
médiaires (i.e n'apparaissant pas dans la spécification initiale du probléme)
appelés tables des symboles. Une telle table est construite et utilisée au
fur et 3 mesure de la traduction du texte source et associe & chaque identi-
ficateur un ensemble de caractéristiques (type, dimension, etc...).

Nous ne cherchons pas ici, et pour cause !, & spécifier et & résoudre
le probléme de la compilation mais nous nous contentons d'analyser la partie

relative aux identificateurs :

- Toute "génération de code" faisant intervanir un identificateur
nécessite la connaissance des attributs qui Tui sont associés. La ‘table des
gymboles doit donc permettre 1'accés & 1'attribut défini par une déclaration
d'identificateur ; une fonction valattr réalise cet acces. '

- La rencontre d'une déclaration doit se traduire par le randement d'un
attribut dans la table. La fonction insert effectue ce rangement.

- Si le langage posséde 16 structure de blo:, il est nécessaire de
prendre en compte les régles de portée des identificateurs. Une fonction
debbloc (resp. finbioc) rend compte du début. (resp. de la fin) d'un bloc.

Notons que nbﬁs ne nous préoccupons pas du probléme des références en
avant : si on efféctue plusieurs passes il est &videmment résolu, sinon i1

. faut compliquer le modéle, par exemple en stockant dans la table des symboles

Sema = i S PR e T
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les différents endroits ol un identificateur est utilisé. En revanche, on
souhaite que la spécification du systeme d'information formalisant les

tables des symboles soit le plus possible indépendante du langage & compiler ;

ce que 1'on obtient, en particulier, en paramétrisant le type des attributs.
Cette recherche du plus haut niveau possible d'abstraction est un pas vers
1a construction de générateurs de compilateursi '

Dans cette description sont utilisées quelques unes des opérations
de construction introduites précédemment {J, << >>). Cependant, s'il est
naturel de définir une table des symboles comme une relation entre identi-
ficateurs et attributs, la codification des blocs par des entiers est.déja
un choix de représentation : on pourrait avoir une vue plus abstraite de la
notion de bloc avec des opérations propres telles que 1'inclusion d'un blec
dans 1'autre (cf. par exemple [WIN, 75 ).

8.~ EN GUISE DE CONCLUSION.

LE concept dé systeme d'information qui vient d'atre développé est un
pivot §ans Ta spécification et fa résolution des problémes :

b) Un S.1. constitue un cadre formel, reposant sur des bases théorifues
classiques et solides, a partir duquel nolls allons définir les concepts
d'énohca et de solution d'un probléme (ch. 1.3). De plus, i1 est possibié.

& partir de ce cadre, d'étudier des méthodes générales de résolution dont

deux des &léments fondamentaux sont les tachniques d'abstraction (ch 2.2) et de

représentation (ch. 1.3).

b) Le langage des s-descriptions associé aux opérations de construction
de S.I. cbnstitue & 1a fois un moyen d'expression et un guide méthodologique
pour une spécification descendante et structurée de 1'univers d'un probléte;

fier 1'existence d'un dduble niveau hiérarchiue (niveau des S:I.,
niveau QGS symboles fonctionnels) permet un découpage dds difficultés en
permettdit de distinguer la specification d'un nouveau éwnbofe, qui est celle

En particu
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d'un sous univers. Nous reviendrons sur ce poin. au chapitre 1.4.

L'étude d'opérations globales de constructions de types abstraits a été
assez peu développée jusqu'a présent. Nous avons déjd cité BURSTALL et
GOGUEN dans [BUR, 77 a 1 , qui utilisent le cadre des spécifications al-
gébriques pour la définition de leur langage OBJ, et WULF, LONDON et SHAW
dans [WUL, 751 qui introduisent le concept d'extension en ALPHARD.

De maniére assez analogue, NAKAJIMA et al [NAK, 78] , [NAK, 79]
étudient dans le cadre du langage I0TA, les reluations entre un type et les
types primitifs & partir desqueis il est défini Les systémes formels sous
jacents & IOTA sont comme ici des théories du premier ordre mais la forme
des axiomes est tout & fait quelconque. Nous pensons que, sans restreindre
les possibilités du spécificateur, 1tintroduction de S.1I. supports et
d'axiomes pré-post est & la fois suffisante et naturelle. Dans 0BI, comme
dans I0TA, i'accent est mis sur 1'utilité de la hiérarchisation des types
dans la construction et la vérification de representations. Nous n‘abordons
ce probléme qu'au chapitre 2.2 et n'insistons ici que sur 1'aspect spécifi-
cation progressive de 1'univers d'un probléme.

T i T e A s A e e i A |.-_




CHAPITRE 13

ENONCE FORMEL, SOLUTION
ET RESOLUTION D'UN PROBLEME

Le chapitre précédent décrit un cadre formel et un langage de spécifica-
tion pour 1'univers d'un probléme. Pour terniner ia description du concept
de probléme i1 reste a définir ce qu'est un énoncé et a se doter d'un langage
de spécification.

Le concept d'énoncé est étroitement 195 a ceux de zvlution et de rdsoiu-
tion d'un probléme. De facon informelle le «éta problame de la résolution des
problémes peut s'énoncer de 1a fagon suivarte :

“On cherche la solution d'un probléme pour une certaine valeur des données
du probléme".

Dans cette spécification informelle, le résultat est "la solution", les
données sont "le probléme" et "la valeur des données" .

Conformément & 1'esprit de ce travail il faut spécifier précisément ce
méta probléme avant d'envisager de e résoudre. Ce qui nécessite de définir
les concepts de solution, donnee, valeur des données et de probléme, donc le
concept d'énoncé. Ainsi, pour spacifier le méta probléms de la spdeifiaution,
nous sommes conduits & étudier ce que 1'on attend des problémes une fois spé-
cifieés, c'est-a-dire que 1'on doit envisagar ce qu'est la résolution d'un
probléeme.

Ce chapitre apparait donc comme un pivot dans ce travail. Etudiant les
notions de solution et résolution d'un probléme, il permet

- d'une part de formaliser le concept de probléme, puis de préciser le

méta probleme de 1a spécification.

e — = = . .
v b e A——— e
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- d'autre part de décrire les principales idées i 1a base de la résolution
des problémes et ainsi d'introduire le méta probléme de 1'explicitation des
problémes dont 1'étude est 1'objet de 1a partie 2.

C'est ainsi qu'aprés une &tude empirique des notions de solution et de
donnée (§1) nous proposons d'une part une définition formelle de ce qu'est un
probiéme et d'autre part un langage de spécification de probleme (§2). Quel-
ques réflexions générales sur la résolution d'un probléme (§3) conduisent a
distinguer deux grandes classes de techniques de résolution : 77T mEssSassos.so RLIiiEoE

- la démonstration d'une variante de 1'énoncé (§4)

- e calcul d'une solution lorsque 1'énoncé est sous forme explicite (§5)

. La mise en oeuvre du deuxiéme type de techniques nécessite en général de
(i transformer le probléme initial en un probléme mieux adapté aux calculs, les
idées générales sur ces transformations sont présentées au paragraphe 6.

1.- NOTION D'ENONCE DE PROBLEME.

Plusieurs points de vue peuvent &tre adoptés pour caractériser la notion
d'énoncé, étudions les sur quelques exempies.

Dans le probléme P, de la fraction irréductible (figure 2, ch. 1.1) on
. peut admettre dans un premier temps que propor et prem sont deux symboles
de base. L'énoncé se réduit alors a :
€ = propor(x,y,a,b) A prem(x,y!

Cet énoncé est donc une yormule d'un certain systéme d’information 5y
contenant les symboles propor et prem admettant x, y, a, b pour variables
libres. x,y est le résultat et a,b la Jonw.de de Pl‘ Le probiéme Pl, quant
a lui, est le couple (€1559)-

Nous verrons (exemple 9, § 5.1.1) qu'un autre énoncé de ce probléme
peut étre :

il €, = %X Z3a/z Ay =b/z Az = pged(a,b)

il dans un systéme d'information S, contenant les symboles / et pgcd. Dans ce
i

1. deuxiéme énoncé, z est un résultat intermédiairve, c'est-i-dire que c'est le
| résultat d'un sous-énoncé de 1'énoncé initial.

i Puisque, Intuitivement, un énoncé représente une relation entre des

i données et des résultats on peut utiliser ta notion de thé&oréme pour préci-
| ser la notion de solution :

1 Un couple de termes sans variable, on dit encore termes clos, u,v du

St I Sl est une golution de P1 pour une valeur o, B (termes sans variable)

des données si la formule zl[u/x,v/y,a/a,e/b] est un théoréme de Sl.

Mais i1 est bien évident que si deux autres termes clos u',v' sont tels
que al[u'/x,v'/y,a/a,B/b] est encore un théoréme de 51, avec kg; uzu'et

yg— v zv', (u',v') n'est pas une autre solution de Py
1

Ainsi, plus qu'un couple (u,v) de termes sans variables, une solution de
P1 est un couple (E,V) de classes d'équivaience pour la relation ~ sur 1'en-
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sembie des termes : uvuy' e Fg—-u
1 .
Par exemple (3,@) est une solution de Pl pour la valeur (24,18) des

données.

ul

La définition précédente n'implique &videmment pas T'unicité de la solu-

tion, par exemple 1'énoncé : )

x div 8
admet plusieurs solutions distinctes daps un systéme d'information contenant
les entiers naturels et le symbole div.

n apparaif donc ﬁécessaire, non seulement d'étre capable de caractériser
les problémes admettant des solutions, mais aussi de disposer de techniques
de résolution de problemes, c'est-d-dire de méthodes permettant de déterminer
Ta ou éventuellement les solutions d'un probleme.

1.2.- Intermédiaires dans un &noncé.

___________ LTt AN 2445

4

Dans le cas d'un énoncé comportant des résultats intermédiaires comme €y
Ta définition précédente d'une solution est encore utilisable & condition d'y
inclure les résultats intermédiaires : (4,%,8) est une solution de P, pour 1a
valeur (24,18) des donndes ; (2,3) en est 1a solution principale,

Une autre fagon de prendre en compte les résyltats intermédiaires consiste
3 les quantifier existentiellement. Par exemple & €5 ON préfare :

€3=3 289 x 2 a/z Ay =b/z Az = pged(a,b)

et alors (3,3) est solution du probléme correspondant,
Dans Tes deux cas x, y et z sont des variables. Mais ceci est un cas trés
particulier d'énoncé et il est fréquent que tes intermédiaires soient des
fiﬁﬁzgjonsz,C'est par exemple le cas de 1'énoncé complet de la figure 2,
chapitre 1.1, dans lequel propor et prem sont des intermédiaires. Pour défi-
nir Te concept de solution pour cet énoncé plusieurs possibilités sont envi-
sageables :

a) Genéraliser les systémes d'information en ne les limitant plus au
premier ordre. On doit ainsi introduire un calcul des prédicats d'ordre 2
(mais aussi d'ordre supérieur pour certains problémes). On peut alors, comme
précédemment, soit considérer que propor et prem sont des variables repré-
sentant des résultats intermédiaires, soit les quantifier.

b) Rester dans le cadre des S.I. introduits au chapitre précédent et u
imposer que Tes résultats et les intermédiaires soient des variables. Ceci

- Un simple remplacement ne conduira pas & un énorcé sans pgcd & moins de com-
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nécessite que le systéme d'information dans lequel on se place contienne des

sous-systémes “fonctionnels” (cf. ch. 1.2, § 7.2.1) tels que :
[<<p1:ENTIER,p2:ENTIER,p3:ENTIER,p4:ENT3ER>> -+ BOOL1 pour propor
[<<p1:ENTIER,p2:ENTIER>> -+ BOOL1 pour frem

On se raméne ainsi au premier ordre.

¢) Remplacer propor({x,y,a,b) et prem{(x,y) pir leur définition ; 1'énoncé

devient alors

(x*bzy~a)a(fze ENTIERY, zdivx a zdivy > z = 1)
Malheureusement cette méthode, qui intuitivement revient & remplacer un appel
de fonction par son corps (dépliage en terme de [BUR,77bl) ne s'applique pas
en général. Considérons par exemple 1'énoncé €y (§ 1.1) et la définition
suivante de pged .

pacd(x.y) = 82 y = 0 alors x sinon pgcd(y,reste(x,y))

ptiquer le systéme formel de maniére & considérer des termes infinis.

d) Privilégier les résultats x,y en imposant qu'ils soient des variables,
ce qui est une hypothése raisonnable pour la plupart des problémes, mais con-

sidérer que les sous~énoncés caractérisant les intermédiaires définissent une
extension du S.1. initial : "
Le S.I. initial Sl est étendu en Si par 1'adjonction des symboies fonctionneis
propor (profil (propor) = ENTTER ENTTER ENTIER ENTTER - BOUL): et
prem(profil(prem) = ENTIER ENTTER » BOOL), ainsi que des axiomes
b = propor(x,y,a,b) sb = (x *+ b=y »a)
b= prem{x,y) > b= (¥ 2z e ENTIERY z div x A z div.y >z = 1)
Le concept de solution introduit au paragraphe précédent s'applique évidemment
a si.

11

On peut d'ailleurs développer cette idée d'extension pour caractériser les
énoncés dont les résultats ne sont pas O-aires. Nous reviendrons sur cette
question au paragraphe 2.2.3.

Sortir du cadre du premier ordre ( a) ) pose un certain nombre de problémes
pour Ta recherche d'une solution comme nous 1'évoquerons au paragraphe 3.1.2.
Remplacer des appels de foncticns par Teur corps { c¢) ) ne s'applique pas dés
que la spécification est récursive. Choisir entre b) et d) est un peu plus
délicat

i) Le point de vue b) fait jouer le méme r61= & la formule caractérisant

BT A T s £ A 1o 108 8 G vy

ST S e TR T T TR T
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Te résultat et & celles concernant les intermédiaires. Ce qui rend bien compt:

de 1'analyse descendante d'un probléme. Le point de vue d) & 1'inverse intro-

duft un déséquilibre entre le résultat et les résultats intennediaires,'sauf

si on considére que 1'énoncé tout entier définit une extension du S.I. de

départ. ) ;

i) A 1'inverse b) ressemble 3 un artifice technique-dahé Ta mesure ol

T'on "transforme" des symboles g-aires {q = 1) en symboles O-a}res. Mais i1

faut en mesurer les difficultés de mise en oeuvre. Ainsi considérer les
intermédiaires fonctionnels comme faisant partie de 1a solution risque d’étre
difficile dans le cas de fonctions définies sur des domaines finis et impos=- 1
sible dans les autres cas. I apparait alors nécessaire de quantifier ces !
intermédiaires, ce qui pose de sérieuses difficultés théoriques puisqu'effec-
tuer des démonstrations de 1a forme 3 f p nécessite en général de disposer
d'axiomes sur Tles fonctions (axiomes du deuxidme ordre). I1 serait donc
intéressant de développer la comparaison entre les solutions a) et b) et
préciser dans quels cas b) est applicable. '

Remarque 1
Bien que b) et d) ne relavent pas du méme point de vue théorique, il
est intéressant de noter que les” techniques d'explicitation qui sont déve{op-
Pées dans la deuxiéme partie, dans le but de résoudre des prob]émes, sont
Tes mémes (mutatis mutandis) qu'il s'agisse de symbole foﬁctﬁqnnel g-aire
{a@ = 1) ou d'un symbole O-aire de profil [§i . §€ +31. o

Remarque 2
Il n'est pas équivalent de quantifier les intermédiaires ou d'étendre le
S.I. du probléme en ajoutant les axiomes qui les caractérisent (ce qui, A8

notons Te, renforce la distinction entre b} et d) développée en ii) ci~dessus)
Considérons par exemple 1'énoncé :

YyZaa a2 =4

sur e S.I. ENTIER. |
On peut démontrer que 3 a(y = a'a az = 4) admet 2 et -2 pour solutions

dans ENTIER : 3 a{2 = a a a? = 4y et 3 a(-2 =

de ENTIER.
Mais y = al2 / y] et Y = al-2 / y1 ne sont pas des théorémes de 1'extension

ENTIER[a2 = 41, En effet de a2 = 4 on ne peut ni déduire 2 = a, ni déduire
-2 = a.

a A az = 4) sont des théorémes |

En fait, résoudre 1'énoncé dans lequel les intermédiaires ont &té quantifiés |
revient a résoudre la partie de 1'énoncé concernant le résultat dans 1'extension
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définie par les intermédiaires si ces intermédiaires sont uniques (i.e. si
les axjomes les caractérisant définissent des “objets unigues"). =

I1 résulte de la discussion précédente que le point de vue d) semble 2
1a fois général, ne posant pas trop de difficultés théoriques, et assez
simple & mettre en oeuvre. C'est lui que nous adopterons par la suite. Le
point de vue b) mériterait Tui aussi une étude approfondie.

Dans des exemples de problémes numériques comme celui des fractions
irréductibles, le résultat ne dépend que de données O-aires. En revanche
dans le cas du probléme des Tiaisons aériennes (figure 3, ch. 1.1, § 2.2),
et plus généralement dans les problémes portant sur des bases de données,
Te résultat dépend a la fois des données (villes de départ, vd , et d'arri-
vée, va) mais aussi de LIAISON qui est un univers. I1 en est de méme dans
le probléme de tri topologique ol la donnée est formée d'un ensemble et
d'une relation sur cet ensemble vérifiant la propriété de non circularité.

Pour définir le concept de "valeur d'une donnée" une premigre idée
peut encore consister d utiliser la notion d'extension : si f est un symbole
de donnée 0-aire, d sa valeur,on peut ajouter 1'axiome f = d au systéme
d'information du probléme et travailler dans-1':xtension ainsi obtenue.
Cette solution est encore acceptable dans le cas de symboles g-aires
(9 2 1) & condition de définir Teurs valeurs en chaque point du domaine
de définition (cas des fichiers par exemple). E1 reprenant les concepts du
chapitré précédent (§ 4.2.2) une solution d'un Jrobléme serait ainsi rela-
tive a une <nformation du S.I. du probléme dans laquelle chaque donnée est

y caractérisée par un axiome précisant sa valeur.

Mais ce point de vue se généralise mal au cas ol les données sont des
univers ; par‘exemple dans Te probléme des 1iaisons aériennes il faudrait
introduire le S.I. de "tous les ensembles de liaisons possibles" et une
'valeur de 1a donnée "LIAISON" apparaitraitvcomme un élément de ce systéme.
De méme pour le tri topologique i1 faudrait dé&finir la donnge (E,T) comme
un élément d'un certain univers.

Ainsi, plutét que de chercher & “coder" une donnée qui est un univers,
nous sommes conduits a Ta considérer comme un sous-systéme d'information du
systéme S du probléme considéré. S devient ainst un S.1. paramétré. Une
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. . . . é t f
valeur d'une telle donnée SD est alors une réalisation D de cette donnée e | 2.~ FORMALISATION DE LA NOTION DE PROBLEME.

pour définir la solution correspondante on se place dans la p-réalisation du
systéme S définie par D.

2.1.- Définition d’un problame.
-------------------- : - ~ Définition 1

Les réflexions précédentes ont conduit & distinguer la partie de 1'énoncé ’ Un probléme P est un couple (E,(S,Top,dyp)) o
caractérisant les intermédiaires de celle concernant le résultat. Mais s'il
semble raisonnable de considérer qu'un résultat est 0-aire, on s'apergoit que
Te seul intérét d'avoir des variables est de permettre des substitutions. En
fait i1 sembie plus naturel de considérer qu'un énoncé définit de “nouveaux I i1) E est 1'énoncé-du probleme P.
objets" c'est-d-dire des constantes. Ceci nécessite d'&tendre 1'opération de
substitution (Définition 3, ch. 1.2) aux symboles O-aires, ce qui ne pose |
aucune difficulté. Dans la suite nous admettrons qu'il en est éinsi, ce qui

f i) (SADop,dyp) est un S.1. paramétré (ch. 1.2, § 6), Dop et Dyp constituent
| les données formelles du probléme, -

m

2 (X’Es’ei)

Is= (0,{r1,...,rq,hl,...,hn},profil) est unhe signature caractérisant les
symboles O-aires rl,...,rq qui sont. les résultats de P et les symboles

i ; . = [ his...oh qui en sont les intermédias $e LN ti
soit une variable Tibre de 1'énoncé incite & le quantifier universellement ! sg;t " vasred. L ne contient pas de nouvelle
e.

permet d'éviter une difficulté lide aux variables : Te fait que e résuitat

alors que c'est une guantification existentielle qui est nécessaira :
b—elu /rle 3 ripzuice) - €5 est une formule sur $(S) u & appelée énoncé stnict de P, elle carac-
térise les résultats rl,...,rp de P. -

- &; est une formule sur £(S) u (0,{h1,...,hn},profil) appelée énoncé
intermédiaire de P. Elle caractérise les intermédiaires hl""’hq de P.

Lorsqu'il n'y a pas d'ambiguité on appelle encore €g A € 1'énoncé de P,

Exemple 1 .
Dans le probléme des Tiaisons aériennes (¢f. ch. 1.1, § 2.2, figure 3) 3
1) S = REEL u LIAISON* u BOOL u VILLE

JDop = {TTATSON,VILLE}

dyp = [départ,arrivée,priel,har,hdep,vd,va;

| ii) L= (G,{entre,prix,cohérent},profi1) avec
profillentre) = VILLE,VILLE,VILLE* - BooL
profil (prix) = LIAISON* - REEL
prof%1(cohérent) = LIAISON,LIAISON - BCOL
- &g = entre(vd,va,a) A ¥ 8 entre(vd,va,g) » prix(a) < prix(p)
-ey = b= entre(u,v,8) o b = départ(prem(8)) = u A arrivée(der(g)) = v a
¥ie (1...b(8)-11,
arrivee(B;) = départ(8i+1) A cohérent(ei,s
AT 2 prix(B) > r = I priel(a) pour i dans dom(B)
ADb cohérent(xl,lz) sbz (har(ll)+1 < hdep(lz) s‘har(21)+6)

’ s}
I
e - : = —— T e D e st '-”WH-\E'FW'W‘*‘_

is1)

n
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2.2.1.~ Définitions

Définition 2

Avec les notations du paragraphe 2.1, une donnde du probléme P est un
couple (D,p) tel que (S u D, p) soit une p-réalisation de (S .Jop,dyp).

(Cf. définition 29, ch. 1.2).

Dans 1a suite on préfére ta notation SD & § v D.

On exprime ainsi, d'une part que T'association d'une donnée i une donnée
formelle est une p-réalisation, d'autre part qu'une donnée doit étre “compléte"
pour les symboles fonctionnels de 1la donnée formeile.

Exemple 2
VILLEE = {nancy,paris,marseille,lyon} est un S.I. “ensemble fini" (cf.
ch. 1.2, § 5.3).
LIAISONE = REEL u VILLEE u DATE u ((ore,fyme,profilelAe) avec
- Sore = {TTATSONE}
- Syme = {départe,arrivéee,pr1e1e.hare,hdepe,ijZOO.it202.13204,af727}
- profil(départe) = profil(arrivéee) = [TATSONE - VILLEE
profil(priele) = [TATSONE -+ REEL
profil(hare) = profil(hdepe) = UTATSONE - DATE
- fe =
départ ij200 = nancy A arrivée 13200 = paris a priel ij200 = 270.00
) A hdep 1j200 = 6.45 A harr 1j200 = 7.40
départ 1t202 = paris a arrivée it202 = marseille a priel 1t202 = 340.50
# hdep 1t202 = 8.50 A harr it202 = 9.55
départ 1j204 = nancy A arrivée 13204 = lyon A priel ij204 = 200.00
A hdep 1j204 = 7,00 A harr 1j204 = 7.40
départ af727 = lyon A arrivée af727 = marseille priel af727 = 250.00
» hdep af727 = 9.40 A harr af727 = 10.20
Mors o(VILLE) = VILLEE,p(LTATSON) = CTRTSUNE, o (départ) = départe,
plarrivee) = arrivéee,p(priel) = priele,p(har) = hare,p(hdep) = hdepe,
p{vd) = nancy,p(va) = marseille est une donnée du probiéme des liaisons
aériennes spécifié dans 1'exemple 1. a

Par souci de simplification nous supposons ici que le probléme P n'a qu'un
seul résultat r, cas auquel on peut toujours se ramener en considérant des
p-uplets de variables.

Notation

-166-

Soit S un S.1., la relation :
Uvy® p=—uzy
est une relation d'équivalence sur 1'ensemble des termes clos de S.

- ﬂl(s) est 1'ensemble des termes clos de S, ﬁﬂl(ﬁi) le sous-ensemble de
¥1(S) formé des termes de profil §i'
- ¥1(5) / ~ est 1'ensemble des classes d'équivalences pour la relation
précédente.
- U est la classe d'équivalence de u pour cette relatjon.

Définition 3 . Avec les notations précédenfes 3
Une solution du probléme P pour la donnge ([,p) de P est une classe
d'équivalence ¥ de termes clos de SD telle que profil{u) = profii(r) et
p(as)[u / rl est un théoréme de SD[p(ei)] 5

Ainsi pour définir une solution d'un prebléme, on commence par préciser
Jes données par une p-réalisation, puis on &tend cette p-réalisation en
introduisant les axiomes caractérisant les symboles intermédiaires et c'est
dans. ce S.I. que 1'on cherche & démontrer un thécréme p(es)[u / rl.

Notation ,
On préfere e/ (resp i) @ pleg) (resp. p(ei))
L TR
Exemple 3 3

Si (D,p) est la donnée de 1‘g5emﬁfg 2, on montre dans SDLe}l:
entre(nancy,marseilleji%j204,af727>) A
entre(nancy,marseille,<ij200,it202>) > 450,00 < 610.00

donc ¢[<1j204,af727> / ol est un théoréme de SDLejl.

C'est-a-dire que 43204,af727> est solution du probléme. o

Ainsi, mohtrer que U est une solution revient & démontrer un théoréme. Ce
point de vue est & la base des techniques de résolution dans lTesquelles on
cherche & prouver 1'énoncé du probléme (cf. §3 ).

Définition 4

Un problame P est cohdrent (cf. ch. 1.1, § 4.1¢) ) si SDLe{] est consis-

tante et s 3r e; en est un théoréme pour toute donnée (D,p). 5

= ———— e --i_ —
B i e i

B I el FL T AR b
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Malheureusement cette caractérisation de la cohérence est peu constructive

puisque sa mise en oeuyre revient en fait a résoudre P.

Définition §
Un probléme P est déterminé si pour toute vaieur (SD,p) des données pour
laquelle 11 admet une solution, cette solution est unique. =
2.2.2,-Caractérisations des solutions

Dans ce paragraphe nous cherchons d'autres caractérisations de la notion
de solution dans un double but :

- découvrir des propriétés des solutions d'un problame sur Tesquelles fonder
des méthodes de résolution.

- étendre le concept de solution au cas ot les résultats sont des symboles
fonctionnels g-aires (q = 1). Ceci permettrait une vue plus unifiée de 1'énonce
d'un probléme dans Taquelle les résultats et les résultats intermédiaires
serajent des objets de méme nature.

Dans 1a suite nous posons SDi = SD[e%].

Théoréme 1

U est une solution du probléme P pour la donnée (D,p) si et seulement si
SDi[e; A r 2 ul est une extension conservative de 501.

Démonstration

a) Si U est une solution de P, g; [u/ r] est un théoréme de SD

donc Es est un théoréme de SD [r = ul

et donc SD [rzul-= SD Le A r = uj

Mais SD Lr = ul est une extens1on conservative de SD

-c est éyvident si SD n'est pas consistante !

- si SD] est cons1stante dans tout modéle (U,it) on a

it{u) = it{r) sinon 1'image 1t(sS[u / rl) ne serait pas VRAI. |

b) SDi[s; A r = ul contient le théoréme e;[u / rl, qui est encore un théoréme

de SDi puisque 1'extension est conservative.

cafd
Corollaire 1 '

n .
S1 U est une solution de P, SDi[s; Ar z u] est une extension suffisamment
compléte de SDi. . 0

Résulte du a) de la démonstration précédente ; SDi[eé Ar=ule= SDi[r zul.
Corollaire 2

" .
u est une solution de P pour 1a donnée (D,p), avec SDi complet, si et seu-

lement si SD;Leg A r = ul est une extension consistante de SDi‘ a

Résulte du théoréme précédent et du théoréme 15 du chapitre 1.2.
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Corollaire 3

a) S1 SD;lec] est non conservative, Te probléme ” n'a pas de solution.

b) Si SD; est consistante et SDjte;J est inconsistante, le probléme P n'a
pas de solution. . o}
Par hypothése s'jl existe une solution U, SD el A ¥ = ul est conservative,

donc SD4 [el ¢l 1'est. Le ra]sonnement est s1m11a1ne pour b).

Ce cor011a1re exprime’ donc qu'une condition nicessaire pour qu'un probléme

soit cohérent (définition 4) est que 1'extension définie par Es conserve la

consistance ou qu;el1e soit conservative, Mais la réciproque est fausse : cette
extension peut préserver la consistance sans qu'jl y ait nécessairement de
§oTution. Par exemple considérons
= ({{ENTTER},{0,suc},{profil(0) = ENTIER

‘ profil(suc) = ENTIER - ENTIER}),

{V¥x sucx#0Aax#y=>sucxzsue /).
(entiers engendrés par 0 et 1a fonction de-succession suc, sans axiome de ré-
currence).

e = suc(r) = r.

Ici i1 n'y a pas de données ni d'jntermédiaires, donc SDi
Alors Sle 1 a un'modéle : IN v {+=}, 1'interprétation de 0 (resp. suc, r) étant O
(resp. +1, +=) et cependant il n'existe pas de u te? que suc(u) = u soit un
théoréme de S. :

2.2.3.-Généralisation

Le théoréme 1 permet de généraliser le concep: de solution au cas de symboles
q-aires (g = 1) sans quijtter le cadre des S.I. c'ust-a~dire sans introduire de
variables non O-a%res.

Reprenons une définition, similajre & la défirition 1, de la notion de pro-
bléme en modifiant la caractérisation de es :

€g contient p symboles fonctijonnels ry -
yui sont les résultats du probléme.

On-peut alors définir une solution d'un tel probléme de 1a4 fagon suivante :

. rp, non nécessairement 0-aires,

Definition 6
Avec les nbtat1ons précédentes (en se ramenan:
Une solution du probléme P pour 1a donnée (D,p) est un ensemble ¥ de couples
(gﬁITTTGq,U) de classes d'équivalences tel que, si F est un ensemble de formules
g uj... uq = u constituées & partir de représentaits de ces classes, SDi[e;,F]

3 un seul résultat dans P).

est une extensjon conseryative de SDi. o

=S et p = jdentité.
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Intuitivement, dans cette définition on définit la valeur du résultat en

chaque point de son domaine de définition. Nous ne poursuivrons pas dans cette
voie.

2.3.1.-Forme syntaxique d'une s-description

Nour pouvons maintenant préciser la forme d'une s-description, en introdui-
sant ici encore la méme modification par rapport aux exemples du chapitre 1.1
que celle présentée pour les S.1. et concernant la description des profils. La
figure 1 schématise une telle description.

La premiére partie de cette description concerne 1'énoncé, les résultats et

Tes données du probléme. Les parties suivantes caractérisent les différents sous-
univers du probléme.

texique profil description formelle
a?scription formelle du rLih résultat rl,...,rq
résultat : tq g
rq : pq S| = Al
description informeile P A
des intermédiaires H ) 2 /
én donnée
description informelle S
des données fdonnée
S.I. 31
5.1, 32
—

|
|
|
|
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" g est une formule caractérisant le résultat.

- Les différents (Pj,s-A :) sont des s- deSCP]PthhS (ch. 1 2, § 5.1.1 b)) des
symboles fonctionnels intermédiaires.

- La partie donnée ... fdonmde a une syntaxe similaire & la partie param ..
fparam des s-descriptions des S.I. paramétres (ch. 1.2, § 6.2.2). Bien souvent,
lorsque les données ne sont que des symboles fonctionnels, on Tes place & la
suite de donnée et on éépprime fdonnde. -

- La partie donnde ... fdonnde peut étre décomdosée en plusjeurs parties
qui peuvent &tre disséminges a différents endroits entre certains s=A;.

Cette forme de description est un support bien adapté & la mise en oeuyre
d'une méthode de spécification descendanie et stru:turée que nous précisons au

. chapitre 1.4.

On peut cependant regretter que cette syntaxe ne permette pas d'exprimer
complétement que la spécification de la post condition d'un symbole fonctionnel
est celle d'un nouveau sous-probléme. Pour ce fair2 on peut jmaginer d'associer
3 chaque s-description d'un symbole un nouveau module sous la forme suivante :

____________________________ Fomromm e mmm e m ot s e
f |
f : fonct... fxg Xp =Y
tge f
sty f
i .
¢ f
1ésultat ¥
comme pour 1a tq ..
description p1 < - Al
d'un probléme .
complet :

c haque moddle &tant jdentifié par un nom de fcrmule (ou mieux par celui du
résultat de cette formule). On obtient ainsi une couble structuration de la des-

cription d'un probléme, 1'une &tant 1iée

3 1'imbr cation des univers, 1'autre

—r—— rr——

e ks f b i e

|
“ 1




=t

aux post conditions des symboles définis & un niveau donné (cf. introduction
du paragraphe 5, ch, 1.2), Par souci de simplicité nous ne développerons cette
syntaxe que partiellement dans le cas des énoncés MEDEE (cf. ch. 2.3).

Notons enfin que Ta syntaxe suggérée par la figure 1 fait ressortir les
relations qui existent entre description d'&noncé et description d'univers,
a la spécification du résultat prés, la s-des-
cription d'un énoncé est analogue & celle d'une "extension paramétrée” d'un
S.I., le S.I. étendu étant la réunion de Si' On justifie ainsi intuitivement
la définition précédente d'une solution.

donc entre énoncé et univers :

2.3,2.- Probléme défini par une s-description
a) Le S.I. paramétré (S,Dop,Dyp) du probléme P défini par une s-descrip-
tion de la forme de la figure 1 est formé :
- de S qui est 1'extension de Sg u Sy u ... par 1'adjonction
. des sortes apparaissant dans la partie donnde ... fdomde
. des symboles fonctionnels de 1a partie donnée ... fdonnéde

. des profils de ces différents symboles décrits dans la partie "profil®

. des axjomes de la partie downde ... fdonnde
- des sortes de la partie donnde ... fdomnée
- des symboles de la partie donnde ... fdomnde

b) . La signature ¢ = (Q,{rl,...,rq.hl,...,hn},profi1) est obtenue & partir
de Pl coe Pn'
. L'énoncé strict gg est Ta formule caractérisant le résultat.
. L'énoncé e; des intermédiaires est la conjonction des axiomes agsociés
aux s-descriptions s-Al <o S-ALL

¢) La p-réalisation du probléme P par la donnée (D.p) peut Btre décrite par
une sp-réalisation {ch. 1.2., § 6.2.3) de (5,Dop,Dyp) définie par 1a donnée.
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3.~ RESOLUTION D'UN PROBLEME.

3.1.1.~ Spécification du méta-probléme de la résolutioh
En reprenant les notations du paragraphe précédent, le méta-probléme de la

résoiution peut s'exprimer de la maniére suivante figure 2).

Le résuttat U est une ¥ oEQU résultat u

classe d'équivalence pour U : TERME Eg_Fgg*p(es)EU/r]) aclos(u,SD)
“~ de termes clos tel que i

la substitution d'un oS & e 5Dy tq SD; = SDCp(e;)]

{SD.p) : REALISATION
P : PROBLEME

terme u quelconque dée 1a s
classe & r dans p(eg) en T
fasse un théoréme de SD;. (0s0) tq {Dp) € valdon(P)
SD; est 1'extension par
les intermédiaires de la
valeur des données.

(D,p) est une valeur des

données du probléme P.

PtgP= ((Z,e_i/\es),
(S,Dop,Dyp))

jdonnge
donnee,

valdon : de base associe
d un probléme 1'ensemble
de toutes ses données. Ii
est associé a 1a défini~
tion 2.

cios : de basg brédicat
qui indigue qu'un terme
est un terme tlos d'un
certain S.I.

figure 2 :
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On ne précise pas davantage les différents méta- S.1
cette spécification, ceci reviendrait en fait 3 réécrire i
chapitre 1.2 et du paragraphe 2.

apparaissant dans
€i une partie du

3.1.2.- Résolution duy méta-probléme
Resoudre ce méta-probleme pour certaines données {(P,(D

intérét et on veut le résoudre pour des classes de problém
possibles.

»p)) n'est d'aucun
es les plus vastes
De i : & i

méme, au niveau d'un probléme particulier on veut disposer d'une

¢ . :
echnique permettant de fournir une solution pour une donnée quelcongue

Ftuds . :
udions, de fagon empirique, quelques idées sur lesquelles pourraient

étre fondées des techniques de résotution.
' Résoudre P pour la donnge (Do) consiste a vérifier la formule de 1a
figure 2 caractérisant ¥, ¢'est-a-dire :
1) & trouver un terme clos u de SD,
i1) & démontrer que U est solution de p.

Jne remiere dE}e, aturelle et ll&ive, COIS’Ste a parcourir 'eS d” &y ents

e js utde SD ?t & essayer pour chacun d'eux de démontrer que la formule
éu iha .: €st un théoréme de SDi. C'est appliquer ici ce Que nous appellerons
s pitre 2.3 une stratégie d'affaiblissement de 1'8noncé strict consistant
s . . .
( ntroduire une partie invariante (clos{u,SD)) et une partie variante

=p(e )y &ri é i

@IE ( S) /r1) caractérisant T'arrét de 1'itération.

Exemple 4
A = —_
ENTIE::S le probleme de Ta fraction irréductible on peut explorer 1'ensepble
* ENTIER™ des solutions éventuelles par yn procédé diagonal :
(1,1)3(2,1),(2,2),(3,1),(3,2) ,(3,3) etc. ..

Pour chaque couple (u.v) on essaye de démontrer ¢_[u/x
s

» Bz V/Y1 = propor{u,v,a,b)

Ainsi, dans le cas d'une valeur (

D.p) telle que ola) = 24
‘ ‘ . p(b) = 18
el(l,l) n'est pas un théoréme de SDi car 1« 1871 « 24

£1(4,3) est un theoreme car 4 « 18 = 3 + 24
et ¥z,3 kl tq 4 Ekl *Z A ] k2 IZEE kz vz
2 {zz8vzs2vzs 1) a
(z=3vz=)

~1/4-

I1 est bien évident que cette maniére de "résoudre” un probléme, parce qu'elle
nécessite un parcours du domaine des solutions, est en général inapplicable dans
le cas de domaines infinis et au mieux trés inefficace dans le cas de domaines
finis (et inutilisable si 1'un des domaines auxiliaires est infini). En bref, ce
caractére exploratoire en rend son application quisi impossible.

Mais 1'exploration du domaine (i.e. la recherche) des solutions n'est pas le
seul probléme & résoudre : i1 faut aussi &tre capable de démontrer qu'une formule
d'un certain S.1. SDj est un théoréme. Ceci suppose que 1'on dispose, pour le
systéme formel spécifiant 1'univers du probléme, 1'une méthode de déeision [SHO,E7]
c'est-3-dire un algorithme permettant de décider, en un nombre fini d'etapes, si
une formule est un théoréme. Rechercher une telle méthode pour un systéme formel
donné consiste & résoudre le probléme de décision pour ce systéme.

Pour préciser cette notion de méthode de décision Tes logiciens ont formalisé
le concept d'algorithme en créant la théorje de 12 calculabilité, soit & partir
des fonctions récursives (CHURCH,KLEENE), sait & lartir de machines formelles
(TURING), soit encore en introduisant des systémes de réécriture {THUE, POST,
MARKOV). Rappelons briévement [SHO,67] qu'un syst:ime formel W est déeidable s'il
existe une méthode de décision, ce qui &quivaut & dire que 1'ensemble des nom—
bres d'expression des théorémes de U est récursif (ou calculable) (le nombre
d'expression d'une formule est un entier dé&fini par récurrence sur la longueur
de ta formule, on dit encore que la formule est "jodelisée").

Un autre point de vue consiste & étudier 1'ensembie des formules valides
(c'est-a-dire, chapitre 1.2, § 3.2, des formules juj sont valides dans tout
modéle). Le probléme de validité pour un systdme ‘ormel consiste & étudier
1'existence d'un algorithme décidant de la yalidicé ou la non validité d'une
formule quelconque.

Ce concept de formule valide aurait pu &tre ucilisé pour définir celui de
solution d'un probléme : avec les notations du pa-agraphe précédent, ¥ est une
solution de P si aé[u/r] est valide.

Cette définition peut étre considérée comme pius naturelle que celle énoncée
au paragraphe précédent dans la mesure oG on cherche plus une sotutjon au niveau
d‘un univers du probléme qu'au niveau formel. En fait elle lui est équijvalente
d'aprés le théoréme de complétude de GUDEL qui affirme qu'une formule du calcul

~des prédicats du premier ordre est un théoréme si et seulement si elle est valide.

Malheureusement, on démontre que ni le probléme de décision, ni donc celui de
validité, n'a de solution dans le cas du calcul di prédicat du premier ordre (ni
donc dans le cas des systémes d'information) : i1 n'existe pas d'algorithme per-
mettant de décider si une formule est ou non un tiéoréme. On dit que le calcul
des prédicats du premier ordre est indécidable. 01 a cependant la semi-déeidabi-

Y S p———— . ...mu—g—-—-'-“
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17té @ il existe un algorithme permettant d'affirmer qu'une formule est un thé-
oréme, lorsqu'elle 1'est effectivement, et pouvant ne pas donner de résultat si
ta formule n'est pas un théoréme,

Dans le cas du calcul des prédicats du deuxiéme ordre la situation est
encore moins favorable : 1'ensemble des théorémes est un sous-ensemble strict de
celui des formules valides et si on a toujours la semi-décidabilité pour les
théorémes, on ne 1'a méme plus pour les formules valides [MAN,74]. C'est 1'une
des raisons pour lesquelles le second ordre est mal adapté a la définition du
concept de solution, donc a la spécification des problémes.

Signalons enfin que 1'existence d'une méthode de résolution n'est satis-
faisante que si elle est efficace, c'est-a-dire que sa mise en oeuvre conduit &
des résultats dans des délais raisonnables.

Nous nous préoccupens maintenant de dégager les concepts sur lesquels peut
étre fondée une technique de résolution de problémes. I1 ne s'agit pas, dans Ta
suite de ce paragraphe et au paragraphe 4, de trouver de nouvelles techniques de
résolution mais plutét de montrer comment les considérations théoriques précé-
dentes sur tes problémes permettent de dégager les fondements des différentes
techniques de résolution et d'en faire une présentation synthétique.

3.2.1.- Choix du systéeme formel

Pour résoudre un probléme il apparait donc naturel de se placer dans un
systéme formel pour lequel existent & la fois une méthode de résolution (&ven-
tuellement partielle) et une méthode de construction de Ta solution. C'est 1a
raison pour laquelle nous nous sommes restreints au premier ordre dans la
définition des systeémes d'information : nous allons voir que de telles méthodes
(en général partielles) peuvent y &tre développées. I1 faudrait aussi chercher
a définir d'autres systémes formels pour lesquels existe une méthode de décision
efficace.

3.2.2.- Choix de la forme de 1'énoncé
Mémé s'i1 n'existe pas de méthode de résolution totale dans 1'univers d'un
prob]émé on peut arriver d résoudre certains énoncés ayant une forme particuliére
Par exemple, 1'énoncé suivant :
x = f(3)

ftg f(x) = 52 x = 0 alors ¥ sinon f(x=1)#x
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peut étre résolu par une suite de substitutions. honc tout ce qui est demandé
au systéme formel sous-jacent est de disposer d'un axiome de subgtitution. I1
est donc intéressant de chercher & définir des méthodes de résolution pour
certaines formes d'énoncés : -

De maniére intuitive, un énonecé explicite d'un systéme d'information S est
une conjonction de formules de 1a forme

uzt

ol u'est une variable ou un terme de la forme f U ... ug, foetant un symbole
g-aire, Ug oo Uq des termes pouvant étre réduits i des variables, t un terme
quelconque de méme profil que u.

Un énoncé qui n’est pas explicite est dit dmplioite,

Exemple 5 )
- propar(x,y,a;b) A prem(x,y) a
b" = propor(x',y',a',b') 5 bt = (x' « b 2y xa') a
b = prem(x',y*) 5 b" = (Vz ¢ IN*, zdiv x' azdiv y' »2zz1)
est un énoncé implicite du probléme de la fraction jrréductible.

i

~xZa/zAay=b/znzz=pged(a,b) a
pged{u,v) = 82 v = 0 alors u sinon pgcd(v,reste(u,v))
en est un énoncé explicite. o

Ainsi 1a recherche d'une méthode de décision vi de pair a Ta fois avec la
forme du systéme formel et celle de 1'&noncé. Nous &tudierons dans la deuxiéme
partie les deux classes principales d‘énoncés explicites : les définitions ré-~
cursives et les énoncés récurrents.

3.2.3.- Transformation d'énoncés

Soit P un probléme de S.I. S. On peut chercher 3 résoudre directement P en
utilisant une méthode de décision, éventuellement jartielle, dans S.

On peut aussi chercher & transformer S ou 1'@noncé E de P de maniére a
faciliter 1a résolution. I1 faut donc étudier des mécanismes de transformation
permettant de traduire un énoncé portant sur un S.1. S en un énoncé “"equivalent”
portant sur un S.I. 52. Plus précisément i1 faut &ire capable de définir le
passage (on dit la représentation) de Sy @ (par) S, et de préciser le lien entre
1'énoncé de départ et 1'énoncé obtenu (ce qui nécessite d'introduire des régles
de preuve de cbrrection des transformations).

De maniére homp]émentaire, i1 faut étudier des technjques permettant, &

S.I. constant, de transformer un énoncé en un autrec plus facjlement résoluble :

c'est le probléme de 1'explicitation d'un énoncé.
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Explicitation de formules et représentation de S.I. sont les deux idées qui
sont & la base de 1a construction d'algorithmes efficaces & partir d'un énoncé
initial. I1 faut donc préciser et &tudier ces concepts, puis en déduire une
méthodologie de mise en ceuvre : c'est 1'objet de la deuxiéme partie de ce
travail qui est guidée par 1'étude théorique que nous développons au paragraphe
6 de ce chapitre.

La résolution directe du probléme donné correspond & un point de yue
interprétatif, la transformation de ce probléme en un autre correspond & un
point de vue compilatoire.

3.2.4.- Techniques classiques de résolution de probléme

Qu'il soit donné directement ou qu'il soit le résultat d'un certain nombre
de transformations i1 faut finalement résoudre 1'énoncé du probléme. Les deux
grandes familles de techniques de résolution sont trés étroitement 1iées aux
deux points de vue sur la définition d'une solution (cf. § 209§

a) La premiére idée (fondée sur la définition 3 d'une solution) consiste &
chercher 3@ démontrer directement dans un S.I. SDi’ qui est 1'extension par Tles
axjomes des intermédiaires d'une valeur des données du probléme, un théoréme
de la forme €glu/rl. Cette technique a été développée pour le Tangage PROLOG
[WAR,77a]. Nous y faisons brievement allusion au paragraphe 3.

b) La deuxiéme, reposant sur le théoréme 1, consiste 3 .ajouter 1‘'énoncé
strict e; E SD; et & chercher & démontrer dans 1'extension SDiEe;] ainsi
obtenue un théoréme de la forme r = u. Une telle démonstration s'appelle en général
un caleul et ne peut étre mise en ceuvre que si Tes énoncés sont explicites, C'est
en particulier le cas des problémes &noncés dans les langages de programmation
classiques.

La mise en oeuvre de la premiére jdée repose sur les résultats obtenus en
inteldigence artificielle concernant la démonstration automatique de théorémes.

La mise en ceuvre de 1a deuxitme idée reléve de la théorie de la calculabilité.

Remarque

Le concept de solution d'un probléme admet deux sens différents en informa-
tique :

- une solution est la valeur du résultat correspondant & certaines valeurs des
données. C'est Te sens commun du mot "solution". C'est aussi celui que nous avons
utilisé ici.

- par extension, en informatique, on appelle souvent solution d'un probléme

la fonction qui associe & une valeur des données le résultat correspondant,
cette fonction étant définie de maniére explicite (récursivement dans le cas
général),
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Préciser ce deuxiéme point de vue nécessite d'avoir déji caractérisé le
premier, c'est la démarche que nous avons suiviz ici, en reportant 2 la
deuxiéme partie 1'étude des définitions explicites et des méthodes d'expiici- .,
tation ; ce que 1'on peut appeler des solutions générales de problémes {i.e.
indépendantes des données),
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4.- DEMONSTRATION D'UNE VARIANTE DE L 'ENONCE.

Nous nous plagons désormais dans le cadre du calcul des prédicats du
premier ordre. La technique développée ici est une mise en oeuvre de la semi-

décidabilité de ce systéme formel : on précise une méthode (peut-on parler d'al-

gorithme 7) permettant de décider qu'une formule donnée est un théoréme s'il en

est bien ainsi. Nous commencons par mettre en évidence les concepts sur lesquels

est fondée cette méthode (§ 4.1) puis nous décrivons sa mise en oeuvre en PROLOG

(§4.2).

4.1.1.- Skolémisation
Théoréme 2 (SKOLEM)

Toute formule (bien formée) du calcul des prédicats du premier ordre peut

s'&rire sous forme clausale. o

Une clause est une formule de la forme
Bl v BZ Vol v Bm c A1 A A2 A oo AA

n
notée plus simplement

Bl’ cees B+ AL, LA
m i n
ol les Bi’ AJ sont des formules atomiques.
Une formule v est dite sous forme clausale si elle s'écrit

v Xp e ¥ Ly Cl AL, ACk ol les Ci sont des clauses
ou simplement C

1 e ACk puisque }—C si et seulement 5i +— vy x C
qui se note encore :

Le théoréme de SKOLEM précise que 1'on peut associer i toute formule du
calcul des prédicats une formule sous forme clausale qui lui est équivalente

(i.e. quielles sont valides toutes les deux ou qu'aucune ne 1'est). La démons-
tration de ce théoréme est constructive;

Tes quantificateurs existentiels par 1'in
(c'est 1a skolémisation).

le point central consiste 3 suppriﬁer
troduction de fonctions supplémentaires

>

i S
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Exemple 6
ta formule définissant la factorielle s'écrit sous forme clausale :
(1) fact{0,s(0)) «
(2) fact(s(x),z) « fact(x,t),prod(s(x),t,z)
fact est un nouveau prédicat, prod caractérise la multiplication, il est lui-
méme défini a partir de plus caractérisant 1'addi:ion. .
(3) prod{s(x),y,z) < prod(x,y,t),plus(t,y,)
(4) prod(0,y,0) «
(5) plus(s(x},y,s(z)) « plus(x,y,z)
(6) plus(0,x,x) « ‘
0 est un symbole Q-aire et s un symbole unaire interprétable comme la succession
dans les entiers. a
vans 1'exemple précédent, en partie gauche le - on ne trouve qu'un seul

atome : i1 s'agit de wlauses (0 A,

4.1.2.- Algorithme d'unification
Rappelons qu'une substitution 0 est un enseible {tl/xl,...

,Ln/xn} ou chaque
x; est une variable et chaque ti un ternie ; on suipose que tous les X5 sont dif-

férents et que ti est différent de 4. Pour toute formule v on note ¢ 0
sion obtenue en remplagant simultanément chaque o:currence de X (1 <1 <n) par

tT

1'expres-

Soit u et v deux termes, on nomme wilficate o de u et v toute substitution
6 telle que ud = vB,

Par exemple 0 = (s(0)/x,z/t} et Uy = 1s(0)/x,t/2}
sont deux unificateurs de fact(s(s(0)),z) et fact{s(x),t).

Un plus grand unifizatenr de deux formules « et ¢ est un unificateur o
tel que pour tout autre unificateur 6 de v et ¢ il existe une substitution a
telle que 8 = ¢ a(T). Ainsi 8y et 82 précédents sont des plus grands unifica-
teurs des deux termes considérés,

(t)y Sio-= (tl/xl,...,tp/xp} et o = {zllyl,...,xk/yk}, 0 o« est la substitu-
tion déduite de {t1Q/X1""’tp“/xp’zl/yl""'Zk/yk} en supprimant tous les
t.ioz/xi Torsque tim = X et chaque zi/yi lorsque o3 est T'un des Xj-
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On tr ouye par 7 74 r n n

) l iy exempie dans LCHA, 3] ou [MAN, ] 1a desc 'iptio d'u
aigor ltl me d'u 1fication pouy deux termes u et v donr és. Cet a]go ithm
. Y e

fourni 3 ol
urnit un plus grand unificateur s'il en existe et signale, si ce n'est
A pas

Te cas, que ifi
o s : U et ne sont pas unifiables (ainsi le probléme de 1'unification
eux termes est décidable dans les théories du premier ordre)

4,1.3,- ipti &
L :escmptlon de Ta méthode de résolution [CHA,731,CMAN,74]
e d'un S.I, est dite ¢nconsista : :

. sistante ouU encore 'sfai '
. non satisfaicabl
e prind ]é va1?ur FAUX pour toute interprétation. En se rappelant qu'un:

est valide si et seulement si elle prend la valeur VRAI pour toute i

interprétati i
prétation, on obtient une nouvelle caractérisation de la validite : h

Une ormule ¢ d'un systéme d information est valide
Y s1 et seule ent si
1¢ est jnco sista te.

Cette ' I a
Setrod remarque n'a d'intérét que dans la Timite ou 1'on dispose d'une
€ permettant de vérifier 1'inconsistance d'une formule

o oo : c'est le réle

.
thode de r'ésalutum de ROBINSON. Avant de la détail er Commeng:OI S par
3

él’lOnCE le théo eéme de HERBR q i
i N :
] : 1 e . AND 11 dor ne une py emiére caractér isation des oY

RappelOI s tout d abOYd que univers de HERBRAND a4sS0Cié 3 un S.I. S oté
1

s t 7] d HERBRAND

3 e 1o de S. Une in P X ’
est er Sel‘]l) e de to IS‘ es ter S clos . interprétation 2]

on dit encore mterpr'ebat?.on Zibr‘e » de S est Obte )

H

b ) ue en associant achaque sym-
e i : e Ferme a et a chaque symbole fonctionnel f de profil §i.,3i "
q a fonction associant & chaque q uplet de termes s by

{us 5ooiu; o
profils respectifs si i U.l ) de HS de

N S} , le terme f u,
S 1

. U; de H_ ayant pour fil
. Alors i1 imméd i g 1 . o
S;u]ement ! e:: immédiat de démontrer qu'une formule est inconsistante si et
elle prend la valeur FAUX
len pour toute interprétati
. rprétation d
eoréme de HERBRAND renforce ce résultat en ne demandant de - vl

Priété que dans un nombre fini de cas : RIS s

Théoréme 3 (HERBRAND )

Une formule s
ous forme clausale est inconsistante sj et seulement si il

X1 . ] .
existe une conjonctior ie d instances de base de ses

cistante. clauses qui est incon-

On appelle instance d i
e base d'une clause ¢ a i
araiss
S0Us forme clausale ¢ toute clause déduite de . vt A Eiens Lot
de C (en respectant les profils
de HERBRAND HS.

: : C en substituant & chaque variable
un terme de 1 i &
a restriction ﬂp a v de 1'univers

Exemple 7
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plus(s(s(s(0))).s(0),5(0}) = plus(s(s(0)),s(0).0)
est une instance de base de 1a clause

plus(s(x),y,s(z)) « plus(x,y,z)
de 1a formule de 1'exemple 6.

Ce théoréme fournit une méthode de yérificetion de 1'inconsjstance d'une

i1 suffit d'engendrer successivement les instances de base des
jonction est inconsistante

" semi-décidable:

formule ¢
différentes clauses de v et de tester si Teur con
(méthode de DAVID et PUTNAM). On dispose ainsi d un "algorithme
i1 s'arréte pour une formule v inconsistante et tlonne le résultat, en revanche
i1 peut boucler si ¢ n'est pas inconsistante.

ROBINSON [ROB,65| a amélioré cette idée en remarquant gqu'une formule sous
A C_ est inconsistante si et seulement si on peut trouver

forme clausale C1 L
qui contient

une formule équivalente @ 1'une de ses interprétations de HERBRAND
1a clause vide (dont toute interprétation est FAUX) :
~ (intuitivement yrai > Laux)
que 1'on note encore |1
La “formule équivalente
de 1} a partir de 1a formule Cy A ...
suivante,appelée méthode de risolution de ROBIN: ON -

" peut aussi étre considérée comme une dém.ustrativn
A C_, en ulilisant la régie d'inférence

De B« AI""’Ai""’Ak

et A~ Dl,...,Dp
on déduit B 8 ~ (Al"“’Ai—l’Dl""’Dp’Ai+1" .,Ak) 9
si o est un unificateur de A, et A.

(Cette régle est simplement une variante fe 1a transitivité d
Le théoréme de ROBINSON permet de démontrer la somplétude de cette méthode.

e 1'implication)

Théoréme 4 (ROBINSON)
Une formule ¢ sous forme clausale est inconsistante si et seul

clause J peut en &tre déduite par application de la méthode de résolution (on

ement si la

dit alors que 1'on réfute v). u
La conjonction de la méthode de résoluticn et de 1'algorithme d'unification

donne un outil puissant de démonstration dans le calcul des prédicats du premier

ordre.
Décrivons sa mise en oeuyre sur un exemp €.

—— T
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Exemple 8
5 PouOn V$Ut proever fact(s(s(0)),s(s(0})) en utilisant la formule de 1'exemple
m;tionr ce ?don azoute (cf. § 2.2) cette formule aux axiomes du systéme d'infor
considéré (en fait ici ce seront les seul i -
i ‘ s axiomes que 1'on considé
et on ajoute Ta négation du résulta é stmonts
t demandé. a
o eensroin o Fares ) andé. I1 faut alors chercher & démontrer
On ajoute donc : (7) fact(s
) “ (s(0)),s(s(0))).
Une démonstration possible est alors : s
(7).« fact{s(s(0)),s(s(0)))
(8? = f fact(s{0),t),prod(s{s(0)),t,s(s(0)))
u;1f1cat1on (2) et (7), 8 = {s(0)/x,s(s(0))/2}
({ ? = T fact(0,t'),prod(s(0),t",t),prod(s(s(0)),t,s(s(0)))
unification du premier terme de (8) avec (2) & = {0/x,t/z,t'/t}
(19). . f prod(s(0),s(0),t),prod(s(s(0)),t,s(s(0}))
unification du premier terme de (9) avec (1) ¢ = {s{o)/t"'}
1) .+ -
jniiicat. prod(O,s(?),t ),p]us(t",S(O),t).prod(s(s(O)),t,s(s(O)))
i ion du permier terme de (10) avec (3) @ = {0/x,5(0)/y,t/z,t"/t}
.)‘ . + Plus(0,5(0),t),prod(s(s{0)),t,s(s(0))) ,
unification du premier terme de (11) avec (4) 8 = {s(0)/y,0/t"}
(1%)‘ -« prod(s(s(0)),s(0),s(s(0)))
un1f1cat{on du premier terme de (12) avec (6) 6 = {s{0)/x s(0)/t}
(1?)' . T prod(s(0),s(0),t),plus(t,s(0),s(s(0)))
?:;f1cat1on de (13) avec (3) 0 = {s(0)/x,5(0)/y,s(s{0))/z}
uni:‘ . T prod(O,s(q),t'),plus(t",s(O),t),plus(t,s(O),s(s(o)))
1 ication du premier terme de (14) avec (3) 6 = {0/7x,s(0)/y,t' /¢, t/2)
{ (j’), -« plus(0,s(0),t),plus(t,s(0),s(s(0))) B Z
unification du premier terme de (15) avec (4) 8
(17.) - * plus(s(0),s(0),s(s(0)))
unification du premier terme de (16) avéc (6) o
(18) < plus(0,s(0),s(0))
unification de (17) avec (5) 0 = {
= 10/x,s(0
4 " /%x,5(0)/y,s(0)/z}
unification de (18) avec (6) 8 = {s(0)/x}

"

{s(0)/y,t'/0}

{s(0)/x,s(0)/%}

Cet i i
o :XZTp]e consiste simplement & démontrer que la valeur de 2! est 2
es évi éné - :
i T:n évident qu'en général on ne connait pas la valeur du résultat
, . .
g1t, en méme temps que se fait la démonstration, de déterminer cette

valeur. Ici par exemple on chercherait a réfuter le prédicat fact{s(s(0)).a)
et les unifications successives conduiraient & déterminer a :

7 . « fact(s(s(0)).a)
1a suite de la déduction serait la méme que précédemment en remplagant dans

chaque clause intermédiaire, jusqu'a la clause (17) incluse, s(s(0)) "le plus

3 droite" par a.
Alors (17)  + plus(s(0),s(0).a)
et (18) plus{0,s(0),b) ol a = s(b)
puis (19) O si b = s(0)
Conjointement on démontre la formule initisle et on détermine la valeur

de a2 = s(s(0})). o

1

"

4.1.4.~ Mise en oeuvre de la méthode de résolution

e clause on peut, comme dans 1'exemple précédent,
cette clause et chercher & 1'unifier aux termes gauches des axijomes : c'est une
méthode de résolution descendante (top-down}. Or peut aussi partir des termes de

droite des axiomes et les remplacer par es termes de gauche jusqu'ad introduire

Ta négation de 1a clause & prouver : méthode ascendante (bottom up). En général,

dans 1'une et 1'autre méthode,des choix sont nécessaires quant aux axiomes et
aux unificateurs & utiliser ; cette technique de résolution est indéterministe
s retours en arriére dans 1'arbre des choix.
tie le travail

Pour réfuter un partir de

et sa mise en oeyvre nécessite de
Mais 1'utilisation exclusive de clauses de HORN facilite en par
dans 1a mesure ol elle permet une résolution 1% 1éaire, donc ne nécessitant pas

la mémorisation d'intermédiaires contrairement i ce qui se passerait dans le cas
de clauses générales.

pour tout algorithme indéterministe, des améliorations sont poss
recherche de formes d'énoncés mieux

en particulier en ordonnant les

Comme ib1e4

par 1'introduction d'heuristiques et par la

adaptées & la mise en oeuvre de la méthode (
clauses). Quelques unes de ces techniques sont discutées dans [KON,74],[CHA,73]4

[WAR,77b] etc...

4.7.1.- Description sommaire du lang:ge PROLOG
Le langage PROLOG [ROU,751,[WAR,77a] est une mise en oeuvre concréte des
idées précédentes. Les phrases de PROLOG sont les clauses de HORN et 1'interpréte
travaille de maniére descendante. Un programme PROLOG peut &tre considéré de dew

maniéres :

e —



- ¢'est un ensemble d'assertions qui représente un énoncé

- ¢c'est un ensemble de définitions et d'appels de procédures puisque
toute clause B « Al""’An peut &tre considérée comme la définition de la
procédure B dont le corps est formé des appels Al""’An'

Le premier point de vue correspond & la spécification d'un probléme,
le deuxiéme 3 sa résolution ; & chacun d'eux correspond une sémantique par-
ticulidre : sémantique déclarative qui définit 1'ensemble des formules valides
et une sémantique opérationnelle qui décrit les régles de calcul;dans ce demier
i1 est nécessaire de définir un ordre sur les clauses. On retrouve cette dualite
entre le point de vue expression d'un probléme et celui concernant sa résolutior
dans la plupart des Tangages "déclaratifs" (ou encore non procéduraux) :

- Les langages fondés sur la notion de suite tels que LUCID [ASH,76],
[ASH,771, MEDEE [BEL,78al ou celui introduit dans [ARS,77] peuvent &tre a la
fois considérés comme un systéme formel permettant d'énoncer un probléme ou com
un langage de programmation (cf. ch. 2.3)

- 11 en est de méme de LISP (pur) [WEI,67] qui est fondé sur le systéme
formel du A-calcul de CHURCH et qui permet d'exprimer des &noncés récursifs.

La différence fondamentale entre PROLOG et ces autres langages "statiques
est donc 1a forme de 1a méthode de résolution qui est 1iée & la forme des &non-
cés (clausale en PROLOG, explicite dans les autres langages).

4,2.2.~ Problémes posés par la mise en oeuvre de la méthode de

. résolution

Le fait, pour un langage tel que PROLOG, d'&tre a la fois un langage
d'assertions et un langage de programmation présente des avantages, mais aussi
inconvénients sérieux :

- 1'analyse et la programmation d'un probléme peuvent se faire dans un m
langage et le programmeur dispose ainsi d'outils de trés haut niveau.

- en revanche une mauvaise spécification {au sens mal adaptée & 1‘algori
thme de résolution) va conduire & une exécution trés inefficace : ainsi i1 fau
quand méme que le programmeur prenne en compte 1'exécution ultérieure lors de
1'€criture du programme. De plus 1'écriture sous forme clausale n'est pas tou-

Jours trés intuitive (!) et une démarche rationnelle consiste & exprimer son
probléme dans la logique du caicul des prédicats puis & le transformer sous
forme clausale, transformation qui peut tre automatisée [MAN,747. Ceci devier
beaucoup plus difficile si 1'énoncé initial utilise un autre langage de spéci
fication que le calcul des prédicats du premier ordre.
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D'autre part la semi-décidabilité du calal des prédicats impligue qu'un
programme PROLOG peut ne pas se terminer et onie dispose pas actuellement,
comme dans les langages de programmation classiques, de techniques telles que 1=
recherche d'ensembles bien fondés [LIV,781 pour prouver la terminaison.

De plus, 1'ind&terminisme inhérent & la muthode de résolution peut rendre
}'exécution d'un programme PROLOG trés inefficae. Ainsi aés que Ta taille de
1'énoncé est grande ou que la structure des obj:ts est complexe on a peu de
chances d'obtenir un résultat dans un déiai raisonnable. Cependant les program-
meurs experts en PROLOG peuvent arriver d une e“ficacitéd raisonnable a la suite
d'un certain nombre de transformations, codification, ordonnancement de 1'éroncé
de départ. 11 serait intéressant d'étudier plus formellement ce genre de techni-
ques, Malgré cela 1'explosion combinatoire 1iée aux choix & faire fajt reculer
de nombreux chercheurs qui espéraient beaucoup ie ce formalisme.

Signalons également que T'utilisation du saleul des prédicats conduit @
exprimer de manigre analogue énoncé et objets. Ce peut &tre corsidéré comme un
avantage puisqu'on arrive ainsi directement 3 une expression uniforme. C'est auss
un inconvénient dans ja mesure ol la structuraiion du programme, et par 18 méme
sa facilité de compréhension et de constructior , ne sont pas immédiates (et
nécessiteraient la définition de primitives de haut niveau, inexistantes dans
1e langage de base).

Terminons en indiquant que si PROLOG a &' & utilisé pour résoudrerdes
problémes d'analyse syntaxique [coL,751, i1 y ¢ , de maniére plus géngrale, des
rapports &troits entre les clauses de HORN et ~es grammaires & attribut [LOR,74]
ou les doubles grammaives LSIM,79] (ainsi, on veut comparer 1a méthode de v@&soiu-

tion & la dérivation dans une telle grammaire)
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5.- CALCUL DIRECT D'UNE SOLUTION.

L'autre technique classique de résolution d'un probléme P (cf. § 3.24 b))
consiste a ajouter le résultat r et 1'énoncé strict e; de P & ]'extension Dy =
SD[e%J correspondant a la donnée (D,p) de P, puis & déterminer un terme clos u
de SD tel que r = u soit un théoréme de SD;Cegl.

Sa mise en oeuvre nécessite que 1'&noncé strict gs s0it explicite.

SJJ:gw@wsamm%

Exemple 9

Soit P = (E,(ENTIER,2,{a})) un probléme o0 £ contijent
€ =r = fact(a) a fact(x) = 5¢ x = 0 alors 1 sinon fact(x-1) * x.

Pour définir Ta solution correspondant a la donnée (12},p) avec pfa) = 2,
on étend SD par 1'énoncé a‘(=a; Aei). Dans SDLe] on a la démonstration suivante:

r = fact(2)

fact(2) = 51 2 = 0 alors 1 sinon fact(l) « 2

fact(2) = fact(l) » 2

fact(l) = 67120 alors 1 sinon fact(0) » 1
fact(l) = fact(0) » 1

fact(0) = 52 0 = 0 alors 1 sinon fact(-1) « 0
fact(0) = 1

1x1=1

fact(l) = 1

1 x2:=2

fact(2) = 2

r =

Notons tout de suite qu'une telle démonstration nécessite que 1'application
des différents axiomes et régles d'inférence se fasse dans un certain ordre : 11
est nécessaire de définir des régles de calcul. b

Exemple 10
Soit P = (E,(S.8,{a,b})) o
- S contient ENTIER, a, b, pgcd et les axiomes caractérisant pgcd.
= f contient 1'énoncé ¢ =x za / z a Y=b/zaz2pgced(a,b), e résultat étan
X5¥).
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Dans 1'extension de SD (avec p(a) = 24, p(b) = 18) définie par €' on
peut effectuer la démonstration suivante :

z = pged(24,18)
pgcd(24,18) = 6
Z =6
X =2/ 2z
x224/6
26 /6=4
x =4
y=18/z
y=18/6
18 /6=3
y =3 o

5.1.2.- Conditions d'applicabilité de cette technique
La technique de résolution esquissée sur les deux exemples précédents

nécessite :

- d'une part que 1'extension SD[e'] soit consistante, sinon 1a démonstration
de r = u n'a aucun sens. Une condition suffisante pour qu'il en soit ainsi est
que le probléme P admette une solution pour (D.p) (corollaire 3 du théoréme 1).

- d'autre part il est nécessaire que la solution du probiéme P soit unique.
En effet s'i1 existe deux termes clos u, v distincts dans SD (i.e. tels que
F—pu # v) et si r = u est un théoréme de SD;legd, c'est encore un théoréme de
SDi[e; AT 2 v], donc dans ce S.I. on a le thévréme u = v, ce qui avec u = v
implique que SO;leg 4 r = v] est inconsistant. On obtient une contradiction avec
te fait que V soit une solution.

Mais ces deux conditions ne sont pas suffisantes pour assurer la complétude
de 1a méthode. Ainsi, en reprenant un exemple de [PAI,75], considérons le S.I. S
"des entiers modulo 2* avec pour seuls symboles fonctionnels les constantes 0 et

1 et le symbole binaire +, pour seuls axiomes

0+0=z0 ,0+1=1 , 1+0=1 , 1+1:=90

Alors le probléme P sur ce S.I. dont 1'énoncé est x + x = x admet une so-
lution unique D gqui ne peut &tre obtenue par un calcul, c'est-a-dire que x = 0
n'est pas un théoréme de S [ x + x = x1. Ceci est dd au fait que 1'énoncé consi-
déré n'est pas explicite.

e T A, —— ]
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Nous formalisons maintenant les concepts de calcul d'une solution et de
solution calculable, ce qui permet de préciser des conditions d'existence
d'une sotution calculable.

5.2.1.- Définition et propriétés des solutions calculables

On reprend ici les notations du paragraphe 2.
Définition 7
~"Soit P = (E,S) un probléme, 51 P admet une solution et s$i, u &tant un terme
clos de SD, r = u est un théoréme de SDite;], Ta classe d'équivalence ¥ deu
est appelée solution caleulable de P. a
Rinsi ¥ est une solution calculable du probléme de 1'exemple 9.
Toute solution calculable d'un probiéme P est une soclutjon de P. s

Démonstration
Par hypothése P admet une solution ¥, ainsi SDi[s; A v 2 y] est une extension
v
conservative de SDy, i1 en est donc de méme de b Legd.

Mais %mi[eg]r Zu = SDilegd = SDilel A r = Ul qui est conservative, On
en tire, avec le théoréme 1, que U est une soluticn de P. a

Remarque

1T ressort de cetie démonstration la nécessité de J'existence d'une solution
pour que puisse exister une sobution calculable. Cependant sj SDi est complet on
peut affaiblir cette hypothése (corollaire 2 du thdoréme 1) en demandant seule-
ment que SDi[aéj s0it consistant.

Théoreme & ‘

Si S, (=$D[w(si)3) est une extension conservative de SD et si \ est une
solution calculable de P, T est 1'unique solution de P, o
Démonstration

$iV est une solution de P, r = u est un théoréme de SDi[gg AT S V]
puisque c'est un théoréme de SDi[aé].

v

e —— = i = Sed e
Ainsi ]SDi[s;ArE M EY donc Fgﬁ} U=V  puisque SDi Les AT

est conservative, et par hypothése kgﬁ uzvy

cgfd
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La notion de solution calculable permet de caractériser les problémes qui
n'ont qu'une seule solution, ce que nous ayons ajpelé les problémes déterminés
(définition 5).

Théoréme 7

Si SDi[e;] est complet alors P admet au plus une solution pour la donnée
(D,p). De plus si cette solution existe elle est calculable. a

Démonstration

Soit u solution de P pour (D,p). SD;leg A r = ul est une extension consis-
tante de SD, , cette extension contient SDi[a;] qui est compléte, elle lui est
donc égale par maximalité des extensions complétes dans le treillis des exten-
sions consistantes de SD; : SDi[e;] = SDi[a; aAY Zul.

Ainsi donc r = u est un théoréme de SDi[g;], u est ainsi calculable et
donc unique. cqfd

Théoréme 8
S SDi est complet et si P admet une solution calculable alors SDi[e;]

est complet. e

Démonstration

Puisque r est le seul symbole de SDi[eéj qui n'est pas dans SDi’ il suffit
de montrer que pour tout terme v de SD, de méme profil que r, on a soit
PEn Y ot T

Mais on a *Eﬁ" uzv ou Fgﬁ— u # v puisque SDi est complet.
i i

Comme Fgﬁ-fZTdr =y on a donc bien le résultat cherché.
cqfd i“s

.

Ces deux théorémes peuvent se regrouper sous la forme suivante :
Corollaire

S'i1 existe une solution Ude P pour (D,p) et si SDi est complet alors u
est une solution calculable de P si et seulement si SDi[s;] est complet.

5.2.2.- Calcul d'une solution
a) Calcul et démonstr?tion
La recherche d'une solution calculable est donc aussi une démonstration.
I1 faut alors chercher des formes d'énoncéds (éroncés explicites) et des "res-
trictions” de S.I. pour lesquelles les choix de démonstration soient les plus
réduits possible. Une "restriction” de S.I. corsistant ici a restreindre les
régles d'inférence (essentiellement la substitLtion) en des régles de calcul

a partir desquelles on peut définir une stratécie de démonstration <ndépen-

s e A
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dante de la valeur des domnées et déterministe.

"Déterministe" doit &tre compris avec le méme sens que lorsqu'on affirme
qu'un programme FORTRAN est déterministe, c¢'est-d~dire qu'en partant des axiomes
il n'y a qu'un (ou qu'un nombre réduit) de chemins conduisant & r = u. En
reprenant le vocabulaire précédent, une stratégie de démonstration est un méta-
probléme dont 1a donnée est un probléme P et le résultat, une solution calculable
de P. Pour résoudre cette stratégie on doit indiquer la forme des données (énonce
explicites) et en donner un méta~énoncé explicite formé de régles de calcul.

Nous précisons dans la deuxiéme partie deux classes particuligrement impor-
tantes d'énoncés (et les régles de calculs associées) : les systémes d'équations
(schémas) récursifs et les énoncés récurrents qui peuvent &tre ou non détermi-
nistes,

b) Retour sur la notion de solution :

Dans les définitions précédentes nous partions d'une valeur (SD,p) des
données et nous effectuions une démonstration dans SDi[p(Es)]' Ceci -correspond
d un point de vue interprétatif.

Nous aurions également pu partir du S.I. S du probléme en ne précisant
“Ppas la‘valeur des données et associer & P toutes les démonstrations ou tous le:
calculs possibles : on traduit (compile) P en un ensemble de caleuls.

Ces deux points de vue correspondent a deux maniéres de définir la séman-
tique d'un langage de programmation [LIY,78]:

- sémantique opérationnelle

- sémantique algébrique [COY,78] ou calculatoire [FIN,76]

De plus, il y a au moins deux fagons d'envisager le concept de démonstra-
tibn :

- c'est une suite de théorémes ou d'axiomes telle que 1'on passe de 1'un
a T'autre en appliquant les régles d'inférence (définition des logiciens)

- c'est une suite de modifications (i.e. transformations d'informations,
cf. ch. 1.2., § 4.2.2), partant d'un S.I. SD et Tui adjoignant successiVement
des théqrémes de SD[E;] Jusqu'a obtenir une 1nformatjon contenant le théoréme
r = u. (e deuxiéme aspect permet de passer d une vue blus “dynamique" de la
résolution d'un probléme en exprimant qu'une information formalise 1'état d'une
machine, d'état initial SD, pendant 1'exécution d'un programme [(FIN,761. It
permet de rendre compte de la notion de variable informatique et des prablémes
connexes d'efficacité (partage d'objet, représentation d'une suite par une
variable ou par un tableau selon que 1a définition d'un &lément n'utilise que
1'&lément précédent ou non, etc...).
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6.- TRANSFORMATION DE PROBLEMES.

Lorsque 1a forme de 1'énoncé ou la forme des axiomes propres du S.I. ne
permet pas d'effectuer de calculs pour résoudre un probléme, on peut chercher &
transformer 1'énoncé ou le S.I..

La transformation d'un &noncé implicite en un programme s'appelle habituel-
lement la synthése de programme. La transformation d'un S.I. en un autre repose
sur le concept de réalisation (ch. 1.2, § 4), ce peut &tre soit une abstraction
soit une représentation.

En général le passage d'un énoncé & un programme ne s'effectue pas en une
seule étape. Etudier le probléme de transformetion d'énoncé consiste, comme
pour tout (méta-)probléme :

- & le spécifier (§ 5.2.1)

- 1 1'expliciter en définissant des techniques (méta-algorithmes) de trans-
formation. Elles dépendraient en général de la forme des énoncés de départ et
d'arrivée et certaines d'entre elles pourront &tre automatisées : c'est la
synthése automatique de programmes [MAN,713,[MAN,751,(BID,79]. On peut aussi,
de fagon moins irréaliste, rechercher un méta-algorithme d'explicitation fondé

" sur des régles de transformation (cf. § 6.2.2) et une méthode descendante et

progressive {(cf. deuxidme partie).

De fagon analogue, étudier le probléme de la transformation d'un S.I. par
un autre nécessite :

- de le spécifier (cf.§6.3) .

- de 1'expliciter, c'est-a-dire de défini des techniques de transformation
(cf. ch.2.2).

'

6.2.1,- Spécification du probléme
De maniére intuitive, si P2 = (ﬁz,S) est un transformé d'un probléme donné
P1 = (51'5)’ on souhaite que toutelsolution de P2 soit une solution de PI‘ Ainsi
pour résoudre Py 1 suffit de résoudre P,.
Comme, dans la définition d'une solution, nous distinguions 1'énoncé strict
eg des spécifications €, des jntermédiaires, ces dernidres &tant ajoutées a la
p-réalisation SD, nous nous intéressons ici aux transformations d'énoncés stricts,

s —
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la transformation des spécifications € relevant alors des transformations de
S.L. .
Définition 8

Soit Pl = ((rﬁcslAEi)l(si%piﬂyp))

et Pz = ((xnesz"ei)-(s-ﬂol’-@yp))

deux problemes de mémes S.1. et de mémes intermé&diaires.
On dit que P, vérifie Py si e, 5 ¢, est un théortme de Sleyl. o
2 1 s, 5 )

Théoréme 9

Si P, vérifie Pl' pour toute donnée (D,p), 1'ensemble des solutions de P2
est inclus dans 1'ensemble des solutions de Py- a

Ce théoréme résulte immédiatement de 1a définition d'une solution (d&fini-
tion 3) et du fait que 1a p-réalisation par (D,p) de (S[e,].i)op,d)yp) est
(50[0(51)]-0)-

C'est le point de vue classiquement utilisé dans les preuves de programme
(LIv,781 P, est un ‘brogramme* et Py en est une “spécification®. Prouyer la

correction partielle du programme consiste 3 prouver que tout résultat de Py
vérifie -

Exemple 11
S est le S.1. de 1'exemple du probldme de 1a fraction irréductible {ch. 1.1
fig.2). esz est ]'énonéé strict de 1a figure 2. esl est 1'énoncé strict :
résultat x, y q propor (x,y.a,b)
domnée a,b
11 est iﬁmédiat Que P2 vérifie Pl' a

Exemple 12

$1 on suppose que le S.1. de 1'exemple précédent contient 1a division et 1a
fonction pged correctement axfomatises, le probizme P3 d'énoncé strict :

653 = 32tgxZafzAyzbfzazz pgcd{a,b)
.et n'ayant pas d' intermédiaires, vérifie Py.

Il est en effet assez simple ici de prouver que e, 2 €. dans S[e,].

Mais on peut aussi essayer d'utiliser la construction . de ¢ € 4 partir de
3

csz pour trouver une relation entre ces deux &noncés :
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iffeé é 3 rmation de €
Indiquons briéyement les différentes étapes de¢ la transfo s

(:) x*bzyxa > xza/({b/y)
x*bzy=xa > Jztgx=za JzAaz=z=b /Yy
xxbZy#xa > 3zrgxza/zaysb/z

C:) prem({x,y) = ¥ t(tdivx atdivy>1t= 1)

(:),(:) x x b=y w~anaprem(x,y) >
Jztgi{xzasfzryzh ] 2) A

X »bzyxans prem(x,y) >
1z tg {

bzy+aan prem{x,y) > . '
x* Jztqg(x=zalzrys b/z) a¥u(y div a a u div boudiv t)

%« bzy«anprem(x,y) o
Jztgxza/zay=zb/zazsz pycd(a,b)

n constr it donc a par tir de P v
nmais en meme temps on prouve que
On constru ES ES 5

s etie 'H'ﬂp] ication Su”'lt'e] e d assurer a cor ection de la trans-
€ 3 € s C tt

f f t- rouver, € ) q =1 ? P écisons cette
i Y i p n us ue ¢ € :
ormation ou alors tau il » 3 3 3

notion @
Définition ¢ o
Avec les notations de 1a définition 8. neore ®
i érifie P, pour les solutions calculables, o 2
On dit que P, v rifie Py o
i goréme i
e-vérifie Py, si Esl > e est un théorém i

L'intérét de cette définition résulte du theoréme suivant :

Théoréme 8 ‘

i i i -vérifie P. et si

Si P1 admet une solution, si P2 ¢ i : e el Pl
calcutable bt pour la donnée (D,p), alors u est a solu

p. admet une solution

pour (D,p).

Démonstration '
=z éoré D. 1. Mais
Par hypothése, r = u est un théoréme de S i 652

g; 5 5;2 est un théoréme de 501[2;1)
1

en €

¥t (tdiva/zatdivbizot =1)

xzajzayzb/zyaVt(txzdivaatxz diy bt = 1)

[s]
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donc +;  est un théoréme de SD.(e' |
S, i 7sy

et donc SD.[e! lest une extension de SD.ief |
sy LA
d'oll r - u est un théoréme de SDi[s; J. L'existence d'une solution
1

pour Pl termine la preuve. cqgfd

Ainsi, lorsque P2 c-vérifie Pl’ on peut affirmer que 1'existence d'une
solution calculable & pour PZ’ entraine que U est la solution calculable de Pl‘
IT est cependant possible qu'il n'existe pas de solution calculable pour P,.

Ce concept n'est donc pratiquement utilisable que si 1'on peut affirmer, par
un autre moyen et de maniére simple, 1'existence d'une solution calculable
pour le transforme P, de Py. '

Nous pouvons maintenant donner une premiére idée de ce que peut étre la
spécification du méta-probléme des transformations (figure 3). La s-description
qui est proposée est évidenment incompléte : en compléter 1'énoncé reviendrait

essentiellement & introduire des symboles correspondants aux différentes défi-
nitions de ce chapitre. Mais i1 faudrait également en spécifier 1'univers
appelé ici PROBLEME, par exemple, en se restreignant aux problemes définis par des
s-descriptions. La spécification de cet univers est faite en partie au chapitre
1.4 & 1'occasion de la description du méta-algorithme de spécification.

Mais ce que 1'on peut surtout reprocher a cette s-description est 1'absence
de précision sur la nature du résultat par rapport a la donnée : i1 faut exprimer
qu'on souhaite, en un certain sens, wa'liorer la donnée. Ainsi avant de chercher
un méta-algorithne de transformation, i1 est utile d'étudier la forme des pro-
blémes recherchés, c'est-i~dire 1a forme des &noncés explicites, c'est ce qui
est entrepris dans la deuxiéme partie.

IT faut ensuite expliciter cette spécification. On peut mettre en évidence un
certain nombre de régles de transformation qui peuvent étre consjdérées comme
des méta-procédures, solutions du probléme de la figure 2. Mais ces régles sont
insuffisantes pour expliciter un probléme et i1 faut en général développer des

stratégies J'eapli-itations (utilisant en général certaines régles de transforma-

tion) qui peuvent &tre considérées comme la restriction du méta-probiéme de
T'explicitation & certaines formes de problémes. Nous reportons également i la
deuxiéme partie une étude plus précise de ce probléme de 1'explicitation et nous
nous contentons maintenant de décrire sonmairement et intuitiyvement les princi-
pales idées & Ta base des techniques générales de transformation d'énoncés.

)
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.P2 est le probleme résultant de la transfor-
mation. L'univers et les intermédiaires ne

ifie est le prédicat associé a la d

sont pas changés.
finition 8.

vér

é

fie est le prédicat associ

c-véri
définition 9.

calcul est le prédicat exprimant qu'un

| probléme admet une solution calculable,

il est associé a la définition 7.
exsol est le prédicat exprimant qu'un

11 est

est 1a fonction associant

probléme 1'ensemble de toutes ses

probléme admet une sofution.
associé a la définition 3.

valdon

11 est associé a la définition 2.

On ne 1'explicite pas ici.

données.
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6.2.2.~ Apercu sur les techniques de transformation d'énoncés

a) Synthése fondée sur les preuves de théorémes

L'objectif de 1a synthése d'énoncéds est la construction systématique, voire
automatique, d'un énoncéd explicite vérifiant un énoncé donng.

Dans ce but, plutdt que de chercher un tgrme clos u tel que c;[u/r] soit un
théoréme de SD; (cf. §2), on cherche i démontrer Ir €. (r étant ici considere

S
Comme une variable), En fait les principaux travaux considarent Je cas ol la

donnée d est 0-aire, elle est alors considérée comme une variable et on cherche
d démontrer e théoréme yd 3r edans Te S.I. du probléme. C'est Te cas en par-
ticulier lorsque e décrit 1a relation qui existe entre Ta donnée d d'une fonc-
tion et le résultat r. On espére qu'au cours de la démonstration on fera apparaitr
une définition explicite de 1a fonction f telle que r = f{d). ]
En fait i1 est souvent impossible de démontrer directement Vd 3Ir ¢ et on
doit faire des choix de stratégies de démonstration qui sont donc des choix de
stratégies d'explieitation. L'une des stratégies les plus utilisées est fondée
sur 1'induction, ¢'est-a-dire sup Ta régle d'inférence.
Vd { Yd' (d' <d > 3p elr'/e,d'/d1) 5 3r e)p—v¥d 3Ir ¢
ol < est 1‘ordre associs & 1"induction.
Stratégie d'induction
Pour prouver ¥d 3p €, chercher & prouver :
Y 3dT Vet 3r (@' <ds e tri/r,didl) o e
Au cours de 1a preuve, chercher a faire apparaitre deux fonctions h etg
telles que
rzh(r',d) ad' = g(d) Fg—(d' <d > elr'/r,d'/d1) o ¢
Les preuves de théorémes que 1'on met ainsi en oeuvre utilisent 1és techniques

développées pour la démonstration automatique, notamment 1'unification et T'induc-
tion.

RemargHe

Ddffs 1a définition du concept de S.I. nous n'avons pas inclus la régle d'infa-
rence Jinduction". Dans ce cadre 1a stratégie d'induction repose alors sur le
méta-raisonnement suivant :

Si, pour tout d et d*, (d' <d> 3r elr'/r,d'/d1) > 3r € est un theoréme
de S, alors pour tout d, 3r e est un théoréme de S.

Ceci est suffisant pour une application "3 1a main” de la stratégie d'induc-
tion puisqu'on cherche r pour une valeur quelconque de d, mais insuffisant si
1'on souhaite construire un systéme automatique puisque dans ce cas on peut

souhaiter prouver ¥d 3Ip €. Ainsi BURSTALL et GOGUEN introduisent une opération
“induce"

qui munit un type abstrait de 1a régle d'induction [BUR,773], de méme
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& & 'inférence.
les types dy langage IOATA [NAK,79] possédent cectte r?g1e d ?nfe:én'tation
Nous étudierons de manidre plus précise les stratégies d'explici "
. . . idses sur
dans 1a deuxiéme partie, nous ne faisons ici qu'illustrer ces idées

exemple.

Exemple 13 ‘ ‘ . -

On suppose que ENTIER est muni de la reg]e d'1nduct102 o ol B

: X ps ¢

éti édicat a div b= (Jk ¢ N, a = b =
Pour synthétiser le pr T e
démontrer ?e théoréme Ya, b e ENTIER x ENTIER' 3r  BOOL E? r= : Zviter B
- b * k). Il est naturel de chercher une prevve par induction ; pou

azb k)

i jtif
4 ns que b est un entier posj
une induction sur ENTIER x ENTIER™ nous supposcns §

fixé, 1'induction ne porte alors que sur a.
= = Eb*k)
Posons € = r = ( 3k a e . .
On cherche donc & prouver (stratégie d'induction) :
Ya Ja' ¥r' 3Ir (a' <ao>elr'/ria’/al) s ¢
Soit (en utilisant la définition de ¢ :Idéwll?gf ze*sili) 5 st 5% B
' t<aor'=(a'z= B '
¥a 3a' vr' 3Ir Vk' 3k (a = = o o
Pour continuer a déplier cette formule i1 “aut utiliser 1'axiome ca
ur
II*II:
Uy zai y=0alors0 sinonu * (v-1) ru
Donc en instantiant cet axiome :
bxkzsi k=0 alors 0 sinon b x (k-1) + b
En dépliant la définition de r | ol ¢ 8
= 57 = b a{k-
= g7 k=0 ulorsaz0sinonasz o 8 o s
; ué}?isant 1'axiome de la conditionnelle, les propriétés de ENTIER
n

(k=0srz@az0))afk>0>r= (a-b = b x{k-1)))

Analyse par cas : e e
) k g on cherche a unifier certains sous-termes de la définitio
i >

it 3 ' =(a-b = b *(k-1)) en
Ja définition de r', ce qui conduit & a - b <a=r' =(a-b (
i k-1 a k'.
substituant a-b & a' et o '
La condition a-b < a est toujours vérifiée puisque b >(0
i)
ainsi k> 0>r =r' lé)
ii) k =0 alors r = (a =0) ‘ .
On cherche a exprimer k en fonction de a « :
r' = {a-b = b = (k-1)) = vrat par hypothéie
or b >0, ainsi a-b 20 si et seulement si k-1 20 "
donc k>0 équivaut & b sa
Finalement, avec (1), (2) et (3)

e e s B
M e ity

A~ e o e e
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{ r=gia<balors az0 sinon r (=h(r’.d))
‘ a" = s a < b alors a sinon a=b- (=g(d))

Soit a div b = sta<hb alors a = 0 sinon a-b div b o
aUte:ng: ::p?::::foR [HAL,69],[MAN,71],[MAN,75]Vont &té parmi Tes premiers
s dansvo1: de Ta synfh?se automatique permettant de transformer
57 st énoncfa cul.d?s prédicats en un algorithme itératif ou récur-
el oy [Hoz ;xp11c1te. certaines recherches visent 3 obtenir un énonc
it o 0bte,‘8]. D?ns T'un et T'autre cas les mames tecﬁniques ont
on e ir ob n?r.un ?noncé plus efficace qu'un &noncé donné (suppres-

o :?:jjv1te, d1m1?uflon de 1'indéterminisme dans un énoncé clausal)
B cnnsi:t:: synthétiser aufomatiquement un programme soit sédujsante
s il que la pauvretevdes techniques de démonstration automa-

ent a des transformations trés peu. efficaces {ainsi 1a synthése du

P ogramme pgcd pa a techn 'q i it g GE
¥ T ri ique de Y 3 Y i e nuit
de Ca ,CUI 5) . MA| NA e HALD NG R Cmte" pa ait il » Un

b) Regles de transformation d'énoncas

Les premieres tr allSIOH’IatIO“ de pLOgTaJImES q!)i ont étd ont e
S v
€ 3 ”It)odultes U

régles de ¢ i éné i
- ‘ransformat?on générales qui doivent permettre de passer progressi
i 7:nonce implicite & un algorithme efficace : des projets tels qu "
e
. t, J;[BUR,77b],[ARS,78] ont podr ambition de fournir au program:eur u
ransformations &lémentaires dont 1° ¥ .
tol répéte i
it o ! : emp p ournira un progr
il e :rlev:ment ceci revient & <introduire des régles d'inférencepsuipizme
5 s dans 1'univers du problé i ] .
=i p eme et des conditiong d'utiTisation de ces
Ces régles de transformats
. . mation sont dds outils ]
d'un algorithme 3 partir d'un énoncé : Preie o e rrstreetior
‘o -
iy h Zeut Tes utiliser "manuel Tement" dans e cadre:-d'une méthode de con
b ! ons-
e, | e pfogramme [LWEG,75] en introduisant ainsi des.regles de congtructio
b ) 1]
: fent jusqu'a présent Plus couramment appelédes régles de preuves) "
- bH peut i il i
s CZS ' arss1 les uF111ser dans un systéme de synthase automatiqué (cf. b)
g n leur associe des heuristiques d'utilisation. C'est ainsi q { :
€ pliage (folding), déplia i i ; AL
: ge {unfolding), génlralisatio ine
) n
utilisées dans des systémes automatiques [BUR,77;] (embed'"g) -
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Ainsi, les régles de transformation apparaissent comme des régles de calcul
(ou des opérations) dans le méta-systéme d'in’‘ormation dans Tequel se fait
1'explicitation ou la transformation de 1'énoicé. Elles n'ont donc d'intérét
que dans la mesure ol elles permettent de définir des stratégies d'explicitation
qui apparaissent ainsi comme des énoncés sur ce méta-systéme. 1T n'est pas
raisonnable de penser expliciter ces diverses stratégies mais i1 faut définir
i 1a fois dessheuristiques en facilitant la mise en oeuvre et des conditions
d*utilisation. Nous essayons, dans la deuxiéme partie, de définir de telles
stratégies.

Ce point de vue sur 1'explicitation est un premier pas vers 1'écriture
d'un systéme interactif [MAN,78] libérant le programmeur de certains calculs
correspondants & 1'application de certaines rigles de construction mais lui
réservant les choix inhérents a la mise en ceuvre de stratégies. Nous revien-
drons sur ce point au chapitre 2.4.

6.3.1.- Nécessité des transformaticns de systémes d'information
Le seul fait de savoir expliciter des éncncés stricts ne pertiet pas de
transformer un probleme en un autre probléme résoluble (i.e. pour Tequel on
sait trouver une solution), encore faut-il que 1'on puisse exprimer les
axiomes du S.I. sous-jacent sous une forme permettant la résolution. Nous
retrouvons tout naturellement la symétrie entre &noncé et S.I. et la nécessite,
parallélement & 1'explicitation d'énoncé, d'uxpliciter Te S.I.

Exemple 14 . Encore la fraction irréductible

Dans 1'exemple 12 nous avions supposé que 1'opération pgcd correctement
axiomatisée faisait partie du S.I. S du prob'éme. Si on ne le suppose pas,
¢'est-a-dire si bn pose S = ENTIER, i1 faut compléter 1'énonc¢é du probléme P3

de 1a fagon suivante :
e, = Jdzwgxza/zay=sb/zaz= pgcd(a,b)

S

3

€ pged{a,b) = p tg p diva an pdivb & (&noncé intermédiaire}
3 Wu (U div a audiv b udivp)

(&noncé strict)

Chercher directement une solution de P3 sour une donnée {D.,p) nécessite de

se placer dans 1'extension SD[c1 A g 1 dans laquelle Ta spécification de pgcd
3 3

n'est pas explicite. Pour appliquer une technique de résolution portant sur les

définitions explicites, i1 faut donc expliciter pged donc changer de S.I. :

ce n'est plus dans S[ei 1 que 1'on résoudra le probléme mais dans un autre

waim
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systéme S[ci43. Se posent alors les questions suivantes :
- sous quelle forme chercher €5 ? .

- quand peut-on "remplacer”
~ comment construire & ?
4
Ici encore on va chercher les axiomes caractérisant les intermédiaires sous
forme de définitions explicites. I1 faut alors que ce changement d'axiomes ne
change "pas trop" les solutions du probléme et,

le probléme P3 par un nouveau probléme P4 ?

Notons que Tes mémes questions se poseraient si on supposait que €;. est

un axiome de S : les intermédiaires d'un probléme P et les opérations du S.I. S

de P ont le méme role vis-3~vis de 1a résolution. Les réponses aux questions
précédentes seront donc les mémes.

La mise en oeuvre d'une stratégie d'induction analogue 3 celle développée dans

1'exemple 13 pour 1'explicitation du prédicat div conduit a :
€i4 = ngd(a,b) =8t bz 0 alors a Mpgcd(b’a_b 3 (a%b))

La construction de cette formule permet en méme temps de ﬁontrer que c'est
un théoréme dy S.1. ENTIER[ei J, {ici S =
3

id) , ol id est 1'application identique, est une réalisation de ENTIEREsi J. 11
4

semble clair alors que si o est une solution de Py = ((9,{x.yspgcd},és ey ),

(ENTIER.8,{a,b}) pour 1a donnée {D,p)
(D,p).

La résolution de problémes nécessite donc
i) de découvrir une forme des axiomes propres des S.I.

pourront &tre développées des techniques de résolutions.

Ici encore on s'inté-
ressera aux axiomes explicites (définitions récursives ou récurrentes). Nous
étudierop

S au chapitre 2.2 les S.I. algébriques caractérisés par le fait que
Teurs axidmes sont explicites. y

» c'est encore une solution de P3 pour

& partir de laquelle

i1) de caractériser les transformations de S.1. préservant en un qertaiﬁ sens
les solutions d'un probléme. Le concept de réalisation en donne une prediiére
idée. Deux types de transformations sont intéressants :

- les abstractions qui, trés intuitivement, consistent 3 remplacer un axiome

caractérisant une opération par une définition constructive fen général récursive

de cette opération.

Elles sont essentiellement utilisées lors du passage d'une

premiére spécification d'un univers a une version constructive de cet univers
(cf. ch. 2.2).

a tout le moins, n'en ajoute pas
de nouvelles. Les techniques de construction quant a elles vont étre trés voisines.

ENTIER). En d'autres termes (ENTIERCe; ]
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i érati ar
Les représentations qui consistent § resplacer certaines operat1o?s p
: i i & ésofution.
1a composition d'autres plus @élémentaires ou plus propices & la resoiut .
. .| icite da
Elles sont surtout utilisées pour transformer un probléme déja explici
un but d'efficacité. - ' ’ e
ii1) De proposer des méthodes de transformatiin {i.e. de résoudre le a
£ jon de S.1.).
robléme de la transformation N o
' Nous repeussons, comme nous 1'avons déja fait au paragraphe précédent pour
, icites" (i ébri ainsi
Jes énoncés stricts, 1'étude des S.I. "explicites" (i.e. a1gebr1que§) e
. 5 . tiE @
que celle de méthodes de transformations de $.1I. & la deuxiéme pal?1i o
£y 1 . a
Jimitant ici A une étude plus fondamentale des concepts d'abstractio

représentation.

6.3.2.-Abstractions et représentations simples

Elles reposent sur le concept de réalisalion,
a) Définitions
Définition 9

Soit Sun S.I. ‘ . .

a) Une représentation simple de S par un S.I. 5' est une app\1caurseniation
telle que (S',p) soit une réalisation de S. S',u) s'appelle une repré
o i i telle

b) Une abstraction simple de $ par un S... A est une app]1cati§2 Zu :

} s 1 ion de S.

que (S,a) soit une réalisation de A. {A,a) s'appelle une abstrac

Exemple 15 . .
Reprenons le S.1. FILE décrit par la figire 1 du chapitre 1.2.

Soit AFILE le S.I. obtenu en ajoutant a “ILE Te symbo{e 0-aire fvi?e z:t
profil FILE, le symbole unaire long de profil F%LE + ENTIER et en remplag
les différents axiomes caractérisant les opérations par‘:

- retf(ajtf(f,x)) = st vide(f) alors fvide ggggg‘ath(retf(f),x)
tétef(ajtf(f,x)) = sz vide(f) alors x sinon tétef(f)

- yidef(fvide) = vrai

- videf(ajtf(f,x)) = faux

- long(fvide) = 0

- Tong(ajtf(f,x})) = Tong(f) + 1

- 1'invariant devient : 0 < long(f) < 100
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Alors (AFILE,x) est une abstraction simple de FILE si
a{long) = | | , a(fvide) = < »
et o est T'identité ailleurs.
) I suffit de prouver que 1'image par o de chaque nouvel axiome est un
théoréme de FILE. Montrons-le par exemple pour le premier :
(:) fl = retf(ajtf(f,x)) = retf(f ~ x) = reste(f ~ x)
avec les axiomes sur reste et ~ (ch. 1.2 § 7.2,2figure 9)
bi(f1) = bi(f)+1 ;5 bs(f1) = bs (f)+1 ;
Yie Dbi(f1)...bs(f)]  f1. = fo 3 appl (f1,bs(f)+1) = x

.

i
cas 1 : vide(f) = vrai
alors bs(f1) < bi(f1) donc fl=z <> = g (fvide)

cas 2 : vide(f) = faux

alors soit f2 = ajtf(retf(f),x) = retf(f) ~ x

bi(f2) = bi(f) + 1 ; bs(f2) = bs(f) + 1

Vie [bi(f2)...bs(f)] f2,=f, ; a

5 =, pp1(f2,bs(f) + 1) =

donc f2 = f1 ] v i 3
cqfd

De maniére duale, (FILE,a) est yne représentation de AFILE.
Remarque '
. ?1 aft1ve fréquenment que 1'application o d'une abstraction (A,a) d'un 5.1
daso1: 1'identité, c'est-a-dire que S est une extension de A. Plus précisément'

; B

i ?s t? cas‘d un S.I, défini par une s-description c'est 1'identité sur les
dséra ;ons introduites par 1a s-description. I1 est parfois nécessaire d'intro-
s 12? es fonctions supplémentaires permettant d'éviter toute référence i des
ystemes support (appelées fonctions auxiliaires ou fonctions cachées). C'est

le cas de long et fvide dans 1 exellpl S
e ci~de sus. Nous reviendrons s
ur ce pO'lHt

x|

e P?1sque par définition tout théoréme d'une abstraction (A,a) de S kst un
; eoréme de S i1 semble clair qu'une solution d'un frobleme sur A soit solution
u probléme “correspondant” sur S. Pour préciser cette idée i1 faut préndre en

Compté ]a notion de donnee dOl d fi ‘l 1 Y
3 ¢ défin 'abSt actsoll e a repre "t"l t‘ f
t1 p senitatioh d'un

0&finiE .
efinition 10. Soit (S, Sop, Wyp) un S.1. paramétré

a) Une représentation simple de (S, Sop, Syp) par un S.1 paramétré de mémes

- 1 b3 )
Paramétres (S', Sop, Syp) est une application u qui est 1'identité sur Sop Syp
telle que (5',u) soit une réalisation de §. w a
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b} Une abstraction simple de (S, Sop, Syp) par un S.1. paramétré de mémes
paramétres (A, fop, Syp) est une représentation simple o de (A, Sop,Syp) par

(S, Sop, Syp).

a

b) Abstractions, représentations et solutions des problémes

pefinition 11.

Soit P = ((Z,eq,e;)»(S:00pssLyp)) un probiéme sur S. Soit ((s*,dop, Lyp),u)
une représentation simple de (S,&op,Lyp). On appelle représentation du probléme
P par u le probléme u{P) = ((E’U(Es) su(Ci))s(S|s"e°p:5L1yp))- g

Théoréme 10. En reprenant les notations ci-dessus.
Soit P un probléme sur S et (S',n) une représentation de S. Si {D,p} est

une donnée commune & P et & u(P), toute solution ¥ de P pour (D,p) a pour image
a

par u une solution de u(P) pour (D.p).
On suppose ici que u se prolonge en 1'idertité sur le résultat et les inter-

médiaires de P.

Démonstration
Par hypothése o(es)[u/r] est un théoréme ce SD[p(Ei)]. Mais on a le lemme

suivant :

Temme : S {S',p) est une représentation simpie de 5, ¢ une formule de S alors
(S'[u{w)3,u) est une représentation simple de Sle]. o

Ainsi u(p(es))[u(u)/r] est un théoréme de $'Dlu(ple;))3. La commutativité

du diagramme :

S
L U (u es: proiongé en 1'identité sur D)
S

fournit le résultat. ' cqfd

Remarque 1

Trés souvept u est 1'identité sur les termes dont le profil est le domaine
du résultat. C'est en particulier le cas lorsjue S et S' sght deux extensjons
d'un méme S.I: ﬁ, contenant le domaine des résuttats, et jhvariant par u.

Remarque 2

Dans le théoréme précédent nous nous sommas placés dans te cas ol (D,p) est
une donnée commune aux deux problémes. Mais il faut généraliser ce résultat au
cas oll les données sont transformées par une représentation. Pour ce faire nous
commengons par €noncer un théoréme dans 1e cas ou seules les données sont repré-

sentées,

|
|

N
T T
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Théoréme 11 '
Soit (D,p) une donnée d'un probléme P sur un S.I. S et (D',0) une repré-

sentatijon s1mple de D. Alers (D',o0p) est une donnée de P et, pour toute

solution U de P pour (D,p), 1'image par y de U est une solution de P pour

(D 3000) o
On suppose ici que ¢ se prolonge en 1'identité sur S.

Démonstration

(D' s00p) est une donnée car la composée de deux rea11sat1ons est une !
réalisation,

eglu/r] est un théoréme de SD[e1] donc o(e! )[c(u)/r] est un théoréme de
hy [G(E ).
cqfd !
Corol1a1re des théorémes 10 et 11

Soit P un probléme sur un S.I. S et (D,p) une donnée de P. Soit d'autre
part (S',u) une représentation simple de S et (D*,0) une représentation
simple de D. Alors (D',cop) est une donnée de u{P) et pour toute solution U
de P pour (D,p), 1'image de U par gop est une solution de u(P) pour (Dl,cop).

Théoréme 10"

Soit P, = ((E,es,ei),(A,QDop,dDyp)) un probléme sur 1'abstraction simple H
((Ayi)op,l)yp),a) du S.I. paramétré (S,Dop,Dyp). Notons P le probléme qui
est 1'image ((E,a(es),a(si)),(s,uDop,&Dyp)) de P, par o. Soit enfin (D,p)
une donnée commune & Pa et P,

Alors toute solution U de P5 pour (D,p) a pour image par o une solutjon
de P pour (D,p). o

C'est le théoréme 10 exprimé en termes d'abstraction. Dans la suite nous
nous contentons d'énoncer les théordmes portant sur les abstractions, ceux
concernant les représentations s'en déduisent immédiatement.

Théoréme 12

Avec tes notat1ons du théoréme 10', si U est une solution calculable de Pyo

1'image par o de T est une solution calculable de P. a

Démonstration
Par hypothese, r = u est un théoréme de AD[p(e, ) A p(e )]

alors a(r = u) est un théoréme de SD[a(p(z])) A p(es))
donc r = a{u) est un théoréme de SD[p(a(si)) A p(a(es))]
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Les théorémes précédents, s'ils sont nécessaires pour caractériser une
"bonne" abstraction ne sont certainement pas suffisants : i1s n'assurent
aucunement 1'existence de solution au niveau de 1'abstraction, méme 5'il
en existe au niveau "inférieur"”. En d'au-res termes, on souhaite caractériser

une "bonne" abstraction par le fait qu'e. le ne supprime pas de solution. Jdcus
p Fs

cherchons ainsi des conditions sous lesquelles les “réciproques” des thécrémezs
précédents sseraient vérifiées. C'est le tut des trois sous-paragraphes suivanis

c) Abstraction compliéte
Une maniére brutale de ne pas suppriner de soiution est d’imposer que ©
soit une "bijection pour Tes théorémes”, soit de facon pius précise -

Définition 12
Une abstraction simple ((A,gop,b"yp‘ o) de (S,tyop,fyp) est compléte si
la réalisation (S,u) de A est conservative.

Autrement dit, une abstraction est ctmpléte si toute formule yp de A telle
que a(y) est un théoréme de S, est elle-néme un théoréme de A.
Théoréme 13

Soit {A,a) une abstraction simple de S. C'est une abstraction simple com-
pléte si et seulement si tout modéle de / peut Etre étendu, modulo o, en un
modéle de S. ?

Le deuxiéme membre de 1'équivalence :ignifie que, si (U,it) est un modéle
de A, il existe un modéle (U',1t') de S tel que
it =it' o

La démonstration de ce théoréme est "a méme que celle du théoréme similaire |
sur les extensions (théoréme 14, ch. 1.2 ; i1 suffit d'y prendre en compte o ;
nous la développons dans un cas un peu p us général (théoréme 19), au paragraphe
6.3.3x

o il | eat—-. | b __..u_u_":fﬂfofﬂﬂlllllllllili




d) Abstraction compléte pour un ensemble de formules

Exiger qu'une abstraction soit compléte est souvent trop contraignant.
Ce qui nous intéresse en fait c'est que si I est une solution d'un probléme alors
c'est encore une solution de "1* abstraction” de ce probléme. On ne s'intéresse
donc qu'd la "classe des formules associées & 1'énoncé d'un probléme". De fagon
plus précise, si p = {(z s€5985),(5,00p,Dyp)), 1a classe des formules associée
& P est formée des formules € [u/r] On souhaite que tout théoréme de cette
forme soit conservé par abstraction D'od les définitions suivantes :

Définition 13

Une abstraction simple (A,a) de S est compléte” pour un’ ensemble P de for-
mules de A si, toute formule ¢ de F telle que a(w) est un théoréme de S est
elle-méme un théoréme de A. &

On a une définition analogue dans le cas des S.[. paramétrés.

Il est intéressant de comparer cette définition au fait que la restriction
de A & F est complete.

Définition 14
Un S.1. A est complet pour un ensemble F de ses formules si, pour toute
:or:ule v de F qui n'est pas un théoréme de A on ay qu1 est un theoréme
e

Le théoréme sujvant re11e Ta complétude de (A,a) pour F 4 celle de A
pour F. ' "

Théoréme 14

Soit (A,a) une abstraction simple de S. Si S est consistant et A cbmp]et
pour un ensemble F de ses formules alors (A

»a) est une abstraction sim =
pléte de S pour F. Pl con

a
Démonstration

?oif v une formule de F. Si‘u(w) est un théoréme de S;afp) n'est pas
un théoréme de S (hypothése de consistance), donc af—¢ ) n'est pas ufy théoréme

e 3 ai nsj =Y n eSt pas u théo &m
d 1 n réme de A d'ol ¥ est un theo' eme ﬂé A.

La plupart du temps, le résultat d'un probléme a un profil qui est:d'une
sorte externe du S.I. du probléme. Ceci correspond intuitivement au fait que
Tes S.I. intermédiaires sont des "auxiliaires techniques" alors que le S.I.
associé au résultat est fondamental (par exemple dans un probléme de compilation,

le choix de la définition du S.I. table des symboles ne doit avoir aucune influ-
ence sur les solutions).
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11 est donc intéressant de chercher 3 ca-actériser des abstractions d'un
S.1. S qui "préservent” un S.I. commun. Nous nous plagons donc maintenant dans
e cas oi A et S sont deux extensions d'un mime S.I. R complet (qui intuitivement
contient le profil du résultat d'un probiéme). I1 est alors intéressant de s'in-
téresser aux ensembles de formules formées d'égalités dont 1e profil est R
(puisque 1'énoncé du probléme est formé de firmules atomiques de cette forme).

Théoréme 15
Soit (A,a) une abstraction simple de S. On suppose que S et A sont deux
extensions d'un S.I. R complet et que S est consistant. Soit F un ensemble de
formules de A de la forme u = v oit u et v ort pour profil une sorte de R.
Alors si A est une extension suffisammert compléte de R, (A,a) est une
abstraction simple de S compiéte pour F.

Démonstration

Lemme

Soit A une extension consistante du S.1. R complet et F comme dans le
théoréme. Si A est une extension suffisammert compléte de R alors A est compléte
pour F. B
Démonstration

Soit u = v formule de F qui n'est pas un théoréme de A. Puisque A est une
extension suffisamment compléte de R, il ex'ste uy et v, termes de R tels que
Fi—-u z Uy et Fﬁ-v 2vg - Alors ug 2 vg M est pas un théorgme de A, ce n'est
donc pas un théoréme de R. Par hypothése de complétude de R, Uy # Vg est un
théoreéme de R, donc de A, donc —u = v est un théoréme de A,

cqfd
La démonstration du théoréme 15 résulte immédiatement de ce lemme, du fait
que si S est consistante A 1'est aussi, et <u théoréme 14. _cgqfd

Ce théoréme se généralise immédiatement aux formules non atomiques.

Théoréme 15'

Soit (A,a) une abstraction simple de S On suppose que S et A sont deux
extensions d'un S.1. R complet et que S est consistant. Soit F un ensemble de
formules de A dont les constituants atomiques ont pour profil une sorte de R.

Alors (A,a) est une abstraction simple de S compléte pour Fis =
Démonstration

Soit ¢ une formule de F telle que F—§-1(¢) . Siu, v ... sont Tes termes
des formules atomiques de v , il existe ugs Vg +e- termes de R tels que Fﬁru Zug,
PV E Vg e Alors u(v[uolu,vo/v".]):p[x(uo)(a(u),a(vo)/a(v)...] =

w[uolu,volv...].

e T TS |
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Rinsi kea(y) © = PLug/usyply ... 1@ P—R-w[uolu,vo/v...] =

Yoo o

. el &
oty A wLug/uyg/v.. . “'Fjrw par hypothése sur Uys Vg
Remarque

Ces deux théorémes se généralisent immédiatement au cas oll R n'est plus
complet mais ol S est une extension conservative de R,

En effet si a(u) =o{v) est un thoréme de S,FA—u 2 Uy ety = Yo
implique bs—afu) = Ug et Fe—a(v) = Vo+ D'ou Ug = Vo théoréme de S, donc de R,
donc de A, d'oll u = v est un théoréme de A. : o

Ces résultats seront &tendus au chapitre 2.2 dans' le cas'de‘spécifications
algébriques.

e) Abstractions complétes et solutions de problames

Nous pouvons maintenant préciser jes "réciprogues” des théorémes 10' et
12 ; ce qui, intuitivement, caractérise les "bonnes” abstractions.
THéoréme 16 '

: wrd
2 E -
vec les notations du théoréme 10'. On suppose que (A,a) est ihe abstrac-

~ . A\
tion complate de S. S5 a(u) est solution de P pour la donnée (D,p) commurie &

N N
Pa et P, u est solution de Pa pour cette donnge. a

Autrement dit, pour chaque donnée comune, les ensembles de solutions
de P, et P coincident,

Démonstration o
) Par hypothés? p(a(ss))[a(u)/r] est un théoréme de SD[p(a(si))]

onc par commutativité et p et o et par définition d'une réalisation conservative
cafd p(ss)[u/r] est un théoréme de AD[si].

Ce théoréme se généralise au cas od (Asa) est complgte pour 1a-classe des.
formules associée au probléme P,

Théoréme 17

Toujours avec Tes notations du théoréme 10'. Supposons que (A,x) ﬁoit une
abstracti i = ; '
- t 1?n simple de S compléte pour F = {es[u/r] Bq u terme clos de A de
méme pr&fil que r}.
q N
$i a(u) est solution de P pour la donnge (0,p) tommune & P_ et P, U est
a s

solution de Pa pour cette donnée. a

La démonstration est analogue a celle du théoréme 16, en utilisant la
définition 13 d'une extension conservative, ’
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Ce théoréme est d'autant plus intéressint en pratique que 1'on dispose
de critéres assurant la complétude par rappirt & un ensembie de formules.
Par exemple de la remarque suivant le théor:me 15' et du théoréme 17 on
tire :
Corollaire

Soit (Asx) une abstraction simple de S, Py un probléme sur A dont la
représentation par o est P. Si S est une extension conservative de R (consis-
tant), si A est une extension suffisamment compléte de R et si les formules ato-
miques de 1'énoncé strict g de Pa ont leur profil dans R alors si a(ﬁ) est une
solution de P pour la donnée commune (D,p), U est une solution de P, pour cette
donnée. o

L'utilisation du théoréme 15' fournirait un résultat analogue lorsque R
est complet.

Nous nous intéressons maintenant au cas des solutions calculables. Le
théoréme suivant est une sorte de “réciproque" du théoréme 12.

Théoréme 18

Soit (A,a) une abstraction simple de S et P, un probléme sur A dont 1a
représentation par o est notée P. On suppose que S est une extension conser-
vative d'un S.I, consistant R et que A est aussi une extension de R ; R
contient le domaine des résultats de P_.

Si Py admet une solutfon U pour la dornée (D,p) commune & Tui et & P

et si P admet une solution calculable V pour {(D,p) alors U est 1'unique
solution de P, et a(U)=V. °
Notons que U n'est pas nécessairement une solution calculable de P,.

Démonstration

p(eg)lu/r] est un théoréme de AD[p(ei)], donc a{p(eg))lafu)/r] est un
théoréme de SD[a(p(ei))J. C'est-a-dire que a(U) est une solution de P pour
(D,p). Par unicité d'une solution calculable on en tire que afu) = v est un
théoréme de SD. C'est donc un théoréme de k puisque S est une extension con-
servative de R et que u et v ont leur profil dans R. Si U’ est une autre solu-
tion de Py un raisonnement analogue conduit & a{u') = v est un théoréme de R,
donc a(u) = m{u') est un théoréme de R. Alors d'aprés la remarque suivant
le théoréme 15' (A,a) est compléte pour la classe des formules associées a P,
donc u = u' est un théoréme de AD,

cqfd
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Les théorémes 16 et 17 fournissent des i '
résultats importants d* i
de yue méthodologique : B M

' On ne change pas les solutjons d'un probléme en le
remplagant par une de ses abstractions pouryu qu'elle sojt compléte
Peur la.classe des formules qui Tui sont associges.,

. Le théoreme 18 précise quant i Juj que, sous certaines hypothgses assez

natur e]]es, on ne Change pas ]es Solut ons
U
Ca'C IabIES en e”ectua"t une

I1 va de soi, d'aprés 1a dualite entre abstraction simple et représentatijon

= une représentatijon simple “transporte

" les solutions et les solyti
calculables (théoréme 10 et 12) : o

- une représentatjon simple conservative (s'
solution d'une représentation p* g'
solution de p (
son corollaijre,

1) de S est telle que toute
P . un probléme P sojt 1'image par W d'une
théoréme 16). On peut énoncer 1'analogue du théoréme 17, et de

en introduisant le concept de repré i
présentation cons i
Un ensemble F de formules de S, b

T On a aussi 1'analogue du thaoreme 18 : 71!
probléme et celle d'une solution calculable pour
sou? certaines hypothéses de conservativite, que
Ceci justifie 1a plupart des techniques classique

existence d'une solution d'un

la: solutjon-dans S eit unique.
$ de représentation.

noncé (expli-
t par exenple

chapitre 2.2) .

-- | Ilm e s -

[y

u(valattr)(p,ident) = sz p = pileyide
alors
8inon st exist(sommet!p),jdent)
alors eval(sommzt(p),ident)
stnon y(valattr)(depiler(p),ident)

On ne peut exprimer p(valattr)(p,ident) sou: forme d'un schéma fonctionnel
fing du S.I. cible.

De maniére analogue, bien que le probléme semble moins fréquent, une
abstraction simpie ne permet de rendre compte que des fonctions cachées {cf.
remarque suivant 1'exempie 15) qui se réalisent sous forme d'opérations géné-
ralisées du S.I. initial. C'est par exempie le ces de Tong = || et fvide = <>
dans le cas des files. Majs ici encore i1 se peu: que la réalisation d'une
fonction cachée ne puisse pas s'exprimer comme 1: composée d'opérations du S.I.
initial. C'est par exemple le cas de decr dans 1 exemp1é‘13 du chapitre 2.2.

Pour ces raisons nous généralisons les notitns d'abstraction et de repré-
sentation. “ ‘

Définition 15

Soit S un systéme d'information.

a) Une représentation (généralisée) de S par un S.1. S' est une application
o telle gu'il existe une extension comservative * de S' avec (8" ,u) réalisation
de S. (S".n) s'appelle encore représentation de ¢ par S'.

b) Une abstraction (généralisée) de S par ur S.I. A est une application o
telle qu'il existe une extension conservative S" de S avec (S",0) réalisation
de A. (S", a) s'appelle encore abstraction de S rar A. -

Comme au paragraphe précédent nous considércns le point de vue "abstraction®
sachant que toutes les définitions et résultats se traduisent immédiatement en
termes de représentation.

Théorgme 19. Avec les notations précédentes.
Si v est un théoréme de A dont 1'image par y est une formule aly) de S,
Alors a(p) est un ‘théoréme de S. o
Résulte immediatement du fait que o(p) est ui théoréme dé 5" et que S" est
conservative.

Corallaire

Pour tout modéle (U,id) de S, (¥, id,a) est in modéle de A restreini aux
opérations et sortes dont 1'image est dans S. o
Les différents résultats du paragraphe précéient sont encore valables jci.
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Définitjon 16
Une abstraction (A,S",a)

de S est compléte si toute formule ¢ de A qui
est telle que of

¥) soit un théoréme de S est elle-méme un théoréme de A.

a
Théoréme 20 .
(S",a) est une abstraction compléte de S par A si et seulement si la
restriction, modulo a, & S de tout modéle de A peut se prolonger en un modéle
. =]
de S, )

Le deuxiéme membre de 1'&quivalence signifie que si (U,it') est la res-
triction & S du modale {(Wit) de A, c'est-a~dire que it = it'na,(btit') peut
se prolonger en un modale (LL",it") de s. :
Démonstration

Elle est similaire & celle du théoréme 14 du chapitre 1.2.
a) La condition est suffisante :
Soit ¢ une formule de A, telle que a{p) soit un théoréme de S. Alors
i{ale)) = YRAI pour tout modsle (U1} de s.
St (U@,it') est Ta restriction & S du modéle («,it), il existe ig" pro-
Tongement de it' E |
it"{als)) = VRAL.
Or it"(aly)) = it{a) 4 =
ainsi pour tout modéle (U,it) de A, it{a) = VRAL. D'aprés le théoreme de
complétude de GODEL, o est un théoreme de A,
b) La condition est nécessaire :

I faut donc construire un prolongement de {U,9t') restriction de'a£,1t)_
a'S, en un modele (U",it") de S. !

Lemme 0

Soit F un ensemble de formiles de A. Si (S",a) est une abstraction de §
par A alors (s"La(F)1,a) est ure abstraction de S[a(#)] par ACFI.
Démoristration

—

!
. LY
= 51 (5",a) est une réalisation de A alors (S"Ca(F)1,a) est une réalisation
de ACF).

- 51 S* est une extension conservative de S alors S"La(F)
conservative de S{a(F)1.

cqfd

1 est une extension
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Lemme 1 .
Soit (S",a) une abstraction complate de & par A et v une formule de A

(S"[alp)1,0) est une abstraction compléte de SLale)] par Al).

Démonstration ) o
D'aprés Te lemme O i1 suffit de prouver "a complétude. On ut?1jse 1;1
encore le méta~théoréme de la déduction, ce qui nécessite de considérer des
formules fermées.
Soit ¥ 1a fermeture de ¢, ALyl = A[¥] et S[a(e)) = Sla(v)l. “
Soit ¥ est une formule de A telle que afy) soit un théoréme de S[?(w)]
v 1 tire gue y est un théoreme
alors b@ra(é) > a(y) , donc k=¥ > ¢, dont 01 tire que y

de AP 1.
cgfd )
Ce résultat se généralise immédiatement jar récurrence au cas de n
formules.
e 5 t ensemble de
Sojt (3",0) une abstraction compléte de 5 par A et F un
formules de A. Alors (S"[a{F)J.a) est une absiraction compléte de StalF)3
par ACF1.

Démonstration )
Avec le lenme 0 i1 suffit encore de prouver la complétude.
Soit p une formule de A telle que a(y) soit un théoréme de S[Q(F)S.
Dans sa démonstratjon interyiennent des formules a(wl) s “(Wn) de ofF)
qui n'‘appartiennent pas 3 S :
a(y) est un théoreme de Slaleq) ...
] ACFI.
Aley ..o 1, dont de AL
cqfd )
Nous pouvons maintenant prouver g o N )
Supposons: A consistant (sinon la démonstration est terminée). Un modéle
j & tension conpléte A[Flde A.
U,it) de A est un mod&le d'une ex g A -
(&, Alors S[e(F)] est consistante puisque A(F] en déf]n]? une abstract;?:
N n e
complate. I1 existe donc un moddle (U',it") ce SCa(F)1, it"oa est le 20 iu .
de ACF] complet qui est le prolongement de le restriction, modulo a, de (Ui

as.

alp,)1, donc y est un théoréme de

cqfd

R F T — st
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Définition 17

Une abstraction (S",a) de S par A est suffisamment compléte pour un
ensemble F de formules de A si toute formule ¢ de F telle que d(w) est un
théoréme de S est elle-méme un théoréme de A.

Alors les théorémes 14 et 15, 15' et le corollaire se généralisent tels
quels.

I en est de méme des théorémes 10, 12, 16, ¥ et 18 sur le "transport®
des solutions des problémes. Les démonstrations sont tout a fait identiques.
i

]

6.3.4.~ Abstractions et représentations faibles --*°

La définition précédente d'une abstraction est trés "forte" dans la

mesure ol elle demande que 1'image de tout théoréme soit un théoréme. On

peut &tre ainsi conduit a restreindre beaucoup trop les passibilités de
représentation d'un 5.1, U

Exemple 16
Reprenons 1'exemple du S.I. FILE décrit par la figure 1 du chapitre 1.2. et
Proposons nous de le représenter dans la restriction du S.I. ENTTER* des
suites d'entiers caractérisée par le prédicat
elu) = by{u) = 1 4 by(u) = 100
Soit donc TAB = ENTIER* | » {cf. ch. 1,2, § 5.1.)
qui est donc intuitivement le S.I. des tableaux dentiers sur r1..1b63.
| a) Une premiére jdée de représentation peut consister & utiliset 1'opération
tr {tranche) et de définir : . [ ’
v e FILE, (f) = tr(f.b(f),b(f)) .
ce dui a intuitivement pour yéle de "décaler’  de telle maniére que $a borne
inférieure soit toujours 1.

Mais i1 est bien connu que tette réprésentation est trés inefficace.

b) Une autre idée peut consister 3 considérer le tableau comme ufie liste
circy1a?re : c'est-a-dire que Te successeur du denniFr Elément est le ﬁ?emiér
(techniquement 1'addition des indices est définie medulo 100).

%dit donc FILE1 = <<t : TAB , in : ENTIER , su .} ENTIER>> le‘S.Iﬂ gible.
On solltidite definir 1a représentationude FILE par FfLEl de Ta fagon suivante

. u(FICE) = FILET

. p(ajtf)(fl,x) = gj_su(fl) z 100
g}ggg\<<chval(t(fl),l,x),in(fl),l>> g
sinon <<chval(t(fl),su(fl)+1,x),in(fl),su(fl)+l>>

. ulretf)(fy) = oi in(fy) = 100
g}ggg‘<<t(f1),1;su(f1)>>
stnon <<t(fq),in{fy)+1,su(fy)>>
. u(tetef)(fy) = appl(t(fy),su(f}))
. p(<>) = <«<t0,1,100>> oit to est 1'éiément de TAB
dont tous les é&léments oat pour valeur 0
- u{11)(fy) = 82 in{fy) < su(fy)
; alors su(fl)—in(fl)+1
sinon (100-in(f1)+l)+su(f1)

Malheureusement on ne définit pas ainsi une représentation au sens

précédent. En effet, soit
f' = retf(ajtf(ajtf(<>,8),9))
f' = retf(ajtf(ajtf(<>,10),9))

11 ressort des axjomes de FILE que f' = f" est un ;héoréme de FILE. Au

niveau de la représentation cependant :

n(f') = <<8,9,0,...,01,2,2>>

u{f") = <<r10,9,0,...,01,2,2>>
qui sont différents : u(f') = p(f") n'est pas un théoréme de FILEL, ce qui
est assez génant. I1 est donc raisonnable d'2tendre la définition d'une .
représentation pour prendre en compte ce genre de situation.

11 ressort de 1'exemple précédent que dzmander le transport de tous les
axiomes du S.I. & représenter est une contrainte trop importante. Mais alors
que doit transporter une représentation ? Toujours en nous inspirant de 1'exem~
ple précédent on souhaite dire que p(f') et u(f") sont égaux parce que 1'appli-
cation de 1'opération "tetef” sur 1'un et 1'autre fournit lés mémes résultats.
En d'autrestermés 1'égalité qui nous semble importante est 1iée & 1'application
des opérations dont le but n'est pas une sorte d'intérét, ce que 1'on appe11?
ies opérations externes du S.1. Nous avions déja fait une remarque trés voisine
au paragraphe 3 du chapitre 1.2 lorsque nous ayions noté qué la complétude
&tait une notidn trop forte. L'affaiblir conduit au concept de compliétude
suffisante. Ce concept permet jci encore de donner une définition des repré-
sentations plus raisonnable et plus intéressante pratiquement que la précédente.
Définition 18

Seit S un systéme d'information,extension suffisamment compléte du S.I. R.
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a) Soit S' une extension suffisamment compléte de R. Une représentation
faible pour R de S par S' est une application p telle qu'il existe une extension
conservative S" de S' contenant les images u{u) = u(v) des théorémes de S de la

forme u = v ol Tes profils de u et v sont dans R,

b) Soit A une extension suffisamment compléte de R. Une abstraction Faible
pour R de S par A est une application o telle qu'il existe une extension conser-
vative s" de S contenant les images afu) = afv) des théoremes de A de 1a forme
U= vol les profils de u et v sont dans R, u

Cette définition est semblable & la définition 15 mais on ne demande ici
que le transport des th&orémes formés de formules atomiques de R.

Les théorémes du paragraphe 6.3.2 concernant le transport des solutions
d'un probléme (théoremes 10, 12, 16, 17, 18) sont encore valables dans Te cadre

de la définition précédente si les formules atomiques de 1'énoncé strict du
probléme sont des formules de R,

6.3.5.- Résolution du probléme de la transformation de systemes
d'information

La spécification du probléme de 1a transformation de S.I. est trés voisine
de celle du probléeme de 1a transformation d'énoncé (figure 3). Contentons-nous

d'en indiquer brigvement la relation entre donnée et résultat dans le cas d'une
abstraction,

Abstraction

P : PROBLEME

résultat Pa = ((2.65.61),(‘\,@0%‘2)7[’))
Pa: PROBLEME

tq o abstraction de S par A
donnée P = ((E,a(cs),a(ci)),(S,7jop,»lyp))

Bien sdr, ici encore i1 faudrait préciser Ta forme des S.I. A cherchés
(cf. ch. 2.2), vais i1 faut aussi étre capable de construire des abstractions
et des représentations. Or, si le probléme de la synthese d'énoncés est 1'objet
de plusfeurs études, la synthése de représentations ou d'abstractions en est
eéncore a ses balbutiements (citons cependant (GAU,783). En particulier le choix
du S.I. cible dans Te cas d'une représentation est loin d'étre automatisable
actuellement. Par exemple en SETL on spécifie (parfois) le choix du S.I. cible
et le reste est automatique,
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Lomme dans le cas des programmes, les principales études sur les représen-
tatjons de types abstraits ont concerné (et concernent encore!) les techniques
de preuves a posteriori (par exemple [GUT,78a1,[WUL,75], etc...). 11 reste
encore beaucoup de travail avant d'arriver & de bonnes techniques de transfor-
mation. Nous abordons ce probléme au chapitre 2.2.

Signa]oﬁ29p0ur terminer 1'introduction par GUTTAG [GUT,78a] d'un outil
permettant de caractériser les représentations faibles : 1'interprétation de

1'égalité (cf. ch. 2.2 §5.3.

7.- CONCLUSION.

Dans ce chapitre nous nous sommes efforcés de définir formellement des
concepts qui sont d'une importance capitaie pour la résolution des problémes.
En ce sens i1 constitue une étude fondamentale des principales notions asso-
ciées aux problémes : donnée, solution, solution calculable, transformation
d'énoncé, représentation, abstraction. Il resterait & la pour%uivre et 3 la
développer : que peut-on dire de plus sur la rephésentation dé S.I. paramétrés?
Comment prendre en compte la représentation de données 7 Comment mieux prendre
en compte les intermédiaires ? La distinciion entre £ et € est-elle intéres-
sante ? etc...

Nous disposons maintenant d'un langage de description de problémes reposant
sur une théorie, ce qui va nous permettre de revenir au probléme initial de la
spécification des problémes (ch. 1.4).

Mais aussi tout au long de ce chapitre nous nous sommesuheurtés & la méme
Tapalissade : un probléme étant spécifié formellement, il reste encore beaucoup
de chemin & parcourir avant d'en trouver tne solution.

Le petit schéma de la figure 4 résume les grandes directions qui peuvent étre
choisies.

Evidemment, lors d'une résolution particuliére, différentes possibilités
peuvent &tre adoptées successivement, de plus dans le cas des transformations
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(2&me colonne) 1'énoncé de départ peut déja étre explicite (récursif) et on

peut chercher & en déduire un énoncé plus efficace (itératif par exemple).

r\\\a Méthode
N

Outil

LY

N

Recherche directe d'une

solution :
"Interprétation”

On part d'une information

contenant les données.

On obtient une solution

S| s'il en existe.

Ytilisation d'un
démonstrateur de
théoréme "intel

gence artificiel

Transformation d'énoncé
“Compilation®

On part d'un énoncé im-

plicite. On obtient un

énoncé explicite ou sous

forme clausale.

Méthode de résolution

i (64)

1e"

Synthése automatique :
heuristiques et choix

Utilisation de
régles de calcul
(8ventuel Tement
déterministe)

Calcul d'une solution

(85)

- Skolémisation

= Utilisation de régles
(déterministes) de
transformation

figure 4 :

Comparaison de technigues de résolution

Cette dualité entre paint de vue interprétatif et point de vue compilatoire
est évidente lorsqu'on utilise les démonstrateurs de théorémes : dans le premier

cas on cherche, pour une valeur des données, & prouver une variante de 1'énoncé

dans le deuxiéme

cas on cherche

)

a prouver 1'@énoncé considéré comme une formule

sans variable Tibre dans Taquelle 1a donnde est quantifiée universellement et

le résultat exist

Signalons encore un gros avantage de la voie interprétative :

entiellement,

les données

etant connues le calcul d'une solution peut étre fait par un algorithme spéci-
figue de ces données. Ceci n'exclut pas 1'automatisme de Ta synthésede cet

algorithme [LAU,76]. On aborde ainsi une autre voie de recherche

: plutdt que

de chercher & transformer un énoncé en un autre sur lequel on peut appliquer

une méthode de résolution fixée & 1'avance, on peut chercher & générer une

-220-

é u le
Notons enfin que dans toute cette étude nous nous sommes cantonnés au cas 0

probléme est spécifié par un énoncé. Une autre possibilité consiste & caracté-
riser un probléme par un certain nombre d'exemples [JOU,77], (KOD,781 et &
effectuer une synthese d'un algorithme de résolution & partir de ces exemples.
Cette voie semble "orthogonale” & celle que nous détaillons dans la suite et

devrait pouvojr 1ui &tre associée de maniére complémentaire.




CHAPITRE 1.4

UNE METHODE DE SPECIFICATION DE PROBLEMES

L'étude menée aux chapitres précédents nous a permis, d‘une part de dé-
gager des bases théoriques sur Tesquelles peut reposer 1'activité de spéci-
fication de problémes, d'autre part de décrire, & partir de ces bases, un
langage de spécification.

par exemple, la syntaxe de description des données d'un probléme a été
choisie identique & celle permettant de décrire des paramétres d'un S.I.

puisque les données sont des paramétres particuliers.

En revenant au (méta) probléme central de cetie partie (spécification
des problemes) nous tentons maintenant de dégaver, & partir de ia theorie et
du langage précédent$, une méthode de spécificetion. Elle sera évidemment
incomplate et imparfaite comme nous le soulignerons, mais elle doit pouvoir
servir de noyau 4 une étude plus compléte.

Au premier paragraphe nous récapitulons es différents concepts sur
Jesquels repose 1'activité de spécification en partant du méta-probléme de la
spécification. Puis nous nous restreignons au angage de s-description (§ 2)
et nous progressons dans 1a formalisation de 1 activité de spécification
en proposant un méta-algorithme de spécification. Le déroulement de ce méta-
algorithme est décrif sur un exemple.

1.- CONSIDERATIONS GENERALES SUR LA SPECIFICAT(gN.

1.1.- Le_prohléme de la_spécification.

Reprenons 13 discussion commencée au pardgraphe 2 du qhapitre 1.1.. De
ganiére informelle et intuitive nous avions alors décrit le probléme de la
pécification comme étant celui du passage d'un énoncé informel & un énoncé
formel. La figure 1 en donne une description.

e A W (i s
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P est une version formelle | P : PROBLEME résultat P
et structurée de 1'énoncé structuré : fonct tq P formalise Pinf ,
informel Pinf (PROBLEME )BOOL structiure(Py.

formalise : op
structuré : indique qu'un #| (PROBLEME, EINFOR- gggggg Pinf
probléme formel est structuré MEL }BOOL

Pinf . EINFORMEL
formalise : indique qu'un pro-! PROBLEME : M.S.T.
biéme formel formalise un EINFORMEL : y.s.7.
énoncé informel

Nous ne pouvons &videmment pas formaliser compliétement ce méta nrﬁb?éme
puisque nous ne savons pas définir ce que signifie "formalise". Les seuls
gléments solides sur lesquels peut reposer une amélioration de la spécifica-
tion précédente sont :

- La définition du concept “structuréd®
- La définition du meta systeme d'information PROBLEME.

Ceci implique que 1'on doive préciser le langage et 1a fbrme‘ﬂiune.
specification. La forme est a la fois 1iée au Eangage, qui impose certaines
contraintes, mais aussi & la fagon dont une spécification est obtenue, doiic
a la méthode employée. Cette méthode est par ailleurs le garant essentiel
de 1'adéquation de la spécification formelle a 1'&noncé initial.

Enfin, puisqu'il semble hors de guestion, en 1'&tat actuel des choses,
de construire un méta-algorithme "automatique" permettant de spécifier un
probléme. 11 faut chercher a se doter d'outils facilitant 1a mise en ceuyre
de la méthode.

Nous survolons rapidement, dans la suite de ce premier paragraphe,
ces trois points fondamentaux : langage, méthode, outils.

1.2.- Langage de spécification.

I1 serdit de peu d'intérét, dans 1'6tat actuel de nos travaux, de
figer la syntaxe du langage des s-descriptions en le definissant de maniére
formelle. En revanche, il est beaucoup plus fondamental de rappé1erw]es

S.1. sous la forme S : S.I..
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caractéristiques structurales de ce langage qui le rendent adapté & 1a
spécification.

Un probléme est s-décrit par un ensemble de modules. L'un de ces modules
est le module principal et i1 décrit 1'énoncé (&noncé strict et énoncé des
intermédiaires), le résultat et les données du probléme. Les autres modules
décrivent soit les S.I. concsituant 1'univers cu probléme, soit le corps

d'une opération utilisée dans un autre module (§ 2.3.1 ch. 1.3).

Cette structure des s-descriptions permet, comme nous 1‘'avons déja

indiqué au chapitre 1.2 § 5, 1a mise en oeuvre d'une double modularité :

- modularité au niveau des univers et entre“les univers et 1'énoncé
- modularité au niveau de la spécificaticn de chaque opération qui
apparait comme celle d'un nouveau problére.

Un module est constitué de trois parties :

-.Lellexique qui décrit informellement les différents identificateurs
(opérations ou S.1.)

- Le profil qui décrit le profil de chaque opération, éventuellement
suivi de de base dans "nom de S.I." ou de "donnée".

Dans cette partie profil , on rencontre aussi les identificateurs de
1

- L'énoncé formel qui comprend lui-méme en général, plusigurs parties :

i) dans le cas de fiodules décrivant des S.I. :
- Une définition des paramétres
Une définition des sortes d'intérét
- Un invariaht
Une définition des opérations. ,
Certaines de ces Parties peuvent étre absentes lorsque 1'on utilise des opé-
rations d'extensién, de restriction, de dérivation etc... (cf § 5 et § 7 ch.1.2)

z —————
> =03 } = —— b
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i1) dans le cas de modules décrivant des énoncés :
- une partie résultat
- une partie définissant des opérations (éventuellement intermédiaires
o-aires) '
- une partie donnée

Tant pour les moduies décrivant des S.J.
les énoncés, 1'ordre des différentes parties es
dant, methodologiquement, 11 est agréable de co
sortes d'intérét dans le cas des S.I.
énoncés (cf. § 2).

que pour ceux décrivant
t non significatif. Cepen~
mmencer a spécifier, les
> et le résultat dans le cas des

Lexiques et profils ont un double rale :
- Ils facilitent 1a mise en oeuvre d'une mét
cendante (cf § 2 ) en permettant de connaftre,

cateurs non encore spécifiés ainsi que leurs
donnée).

hode de spacification deg-
d tout moment, les identifi-
particularités (de base dans...,

- Ils facilitent la lecture de la spécification.

Indiquons rapidement quelques
qui nous incitent actuellement 3 1'y
esquissée ay paragraphe 2 :

propriétés du langage des s-descriptfons
tiliser comme support de 1a méthode

= 11 permet d'exprimer dans un méme cadre éno

ncé et univers d'un
probléme

~ 11 est de haut niveau (manipulation d*

et dispose de mécanismes de construction
suites...)

ensembles, de fonctions...)
s d'objets évolues (produit,

= 11 est extensible grace aux mécanismes de g

cations et en particulier grice a
alors possible & un utilisateur s'intére
ticuliers de se doter de constructions d
bien adaptées a 1a spécification de ces

tructuration des Spécifi-
Ta paramétrisation des S.7.. 1 est
ssant & une classe de problémes par-
e bases (listes, fichiers, graphes...)
problémes. On peut ainsi définir

*lisation du langdge des s-descriptions.

1‘analogue des prologues de programmathdcue en ALGOL 68 [WIN, 75] .
- IT est, & notre sens, assez proche de 1'intuition
- I1 est formel et repose sur des concepts théoriques solides.
- 11 est possible, en paraphrasant les spécifications forme]les et
en utilisant le lexique, de construire une version informelle (en
langue naturelle) mais structurée cu probléme considéré.

Bien qu'elle repose sur des concepts ensemblistes, on peut envisager
de rendre la syntaxe un peu moins "séche" en introduisant des "mots clés",
moins ésotériques. Par exemple on peut préférer la phrase :

G @ suite de LIAISON

tg o entre(vd, va)
sutte de LIAISON tg B entré(vd, va)
ona prix(a) < prix(s) (version suggérée par M. SINTZOF

et pouy tout B

a la phrase :
a @ LIAISON*
tg a entre (vd, va) a .
(vB€ LIAISON* , B entre(vd, va) > prix(a) < prix(B))
figure 3 ch 1.1).

Par ailleurs 4 11 faut expurger la syntaxe de tout ce qui n'est pas
fondamental. Pour ce faire, on peut minimiser le nombre de formes de bases
et autoriser, comme en ALGOL 68 par exemple, 1'utilisation d'un langage
étendu (ce que nous avons déjd commencé & faire, par exemple dans le cas |
des s-descriptions d'opérations, cf. ch. (.2 § 5.1.1).

La spécification d'un probléme que nous cherchons i construire doit &tre
structurée et formelle. Ces deux qualités seront obtenues én pertle par 1'uti-

R e v s o
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A 1'opposé, 1'énoncé initial dont on dispose, ne repose, en général,
sur aucun langage strict, comporte des incohérences et des ambiguités,
est incomplet, mais surtout n'est pas structuré. Notons que, si les ambi-
guités sont essentiellement Tiges & la nature du langage, la sous spécifi-
cation et la plupart des incohérences sont dues, quant & elles, au manque
de structuration.

Un guide raisonnable pour une méthode de spécification consiste donc
a structurer d'une certaine fagon "canonique" Te probléme considéreé ce
qui doit permettre de compléter les sous spécifications et d'éviter certaines

incohérences ainsi que de lever les ambiguités si le langage cible est
formel. ‘

La démarche que nous avons illustrée au chapitre 1.1, consiste & spéci-
fier formellement 1a relation entre donnée et résultats en introduisant éven-
tuellement des objets, fonctions, relations ou S.I. intermédiaires. On consi-
dére alors Ta caractérisation de ces intermédiaires comme autant de nouveaux
problémes qu'il faut formaliser et on reitére Te processus. On s'arrété
Torsque les objets, fonctions ou relations intermédiaires sont des données
ou des &léments primitifs. On peut ainsi préciser conjointement 1'anoncé
strict et son contexte qui est 1'univers. On peut ainsi vérifier pas a pas
la cohérence de 1'&noncé formel. De plus la spécification des résultaté
d'une fonction (relation) a 1'aide des données peut &tre effectuée indépen-
demment des spécifications des autres fonctions : on a ainsi un aspect & la
fois modulaire et descendant de 1a construction d'une spécification.

Le développement conjoint d'une partie lexique, d'une partie profil
et d'une partie énoncé forme} permet :

- d'avoir un guide méthodologique : tout nouvel intermédiaire est dacri
informellement d&s son introcuction dans une formule, puis i1 doit
étre précisé formellement s'13 n'est pas de base.

S e = W g
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- d'étre plus facilement convaincu ¢2 1'adéquation de 1'énoncé formel

d 1'énoncé informel en permettant des justifications pas & pas.

- de mettre en évidence les spécifications informelles ambigiies, incom-
plétes et de permettre ainsi de les préciser.

- de faciliter la discussion avec 1'utilisateur en ayant des descriptions
en langage clair des différentes opérations et des S.I. introduits.

- de faciliter certains contréles de cohérence, par exemple ceux qui sont
associés aux profils.

- de permettre le regroupement, pour chaque S.I. introduit, des diffé-
rentes opérations s'y rapportant.

Cette approche reprend les principaleg idées de la méthode déductive de
programmation [PAl, 79} , [BEL, 78alen généralisant la forme des énoncés et
en introduisant des spécifications de S.1. .

Au niveau de 1a construction des programcs plutdt que d'effectuer une
construction compléte pour un probléme donné on peut chercher a rapprocher
ce probléme d'un probléme d&ji résolu et & tenter d'adapter cette solution
au cas présent. )

C'est une démarche développée en parficulier par une équipe de chercheurs
de Grenoble ([cou, 74) , [LuC, 771 . [SCH, 791 qui a conduit ces chercheurs
d définir un catalogue de schémas de programmes. Face 3 un probléme donné la
méthode ctonsiste alors 4 reconnaitre un schéma bien adapté & la résolution
et cect peut introduire des résultats jntermédiaires, résultats qui seront a
leur tour traités de maniere identique.

Ce point de vue peut &tre adapté au probleme de la spécification :
en présence d'un probléme, on peut essayer de 1'identifier 4 un type de problie-
mes d&ja spécifié et utiliser ainsi le schéma de spéet fication correspondant.
Ceci nécessite en général des adaptations cui consistent & introduire des sous-
problémes qu'il faut ensuite spécifier. On utilise ainsi une méthode de spa-
cification plus aesociative que déductive. On Qoit cependant les Timites de ce
type d'approche : un langage de spécification est beaucoup plus “vaste” qu'un
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Tangage de programmation et le nombre de "schémas de spécification" risque
d'étre trés grand. Néanmoins ce type d'approche peut &tre valable pour cer-
taines classes de problames tels qué les problémes d'informatique de gestion
par exemple.

Les deux approches “"déductive" et “associative" peuvent &tre considérées
et utilisées de maniére complémentaire : au cours de la spécification descen-

dante d'un probléme, i1 faut essayer d'identifier certains sous-problémes
4 des schémas de spécification.

d) Encore un exemple.

Avant de proposer une méthode.de spécification fondée sur les idées
“précédentes, nous souhaitons insister sur le fait que Ta technique générale
- de spécification consiste 3 introduire des intermédiaires. C'est en particu-

lier le cas lorsque la structure des donndes est mal adaptée & une spécifi-
cation simple du probleéme, par exemple Torsque la représentation physique
des donnges est éloignée de leur structure logique. L'introduction d'inter-

médiaires a alors pour objectif de se rapprocher de schémas de spécifications
connus.

Evaluation d'une expression arithmétique postfixée (ch. 1.1, § 1.1 1)).
Ce probléme s‘exprime naturellement de maniére récursive puisque la forme
d'une expression postfixée est défiﬁie récursivement, par une grammaire,
par exemple. Cette remarque correspond & 1'identification d'un certain type
de probleéme . Lors du développement de la spécification on est conduit &
décrire 1'objet structuré Qu'est une expression postfixée. C'est sur ce S.1. |
“expression postfixée" que repose la spécification de la figure 2.

La spécification obtenue n'est pas satisfaisante si, comme on peut
raisonnablement Te supposer, la donnée e se présente sous la forme d'une
chaine lingaire de caractéres,
mais un profil "
former en EXP.

c'est & dire qu'elle n'est pas de profil EXP
expression linéaire d'expression postiixée” qu'il faut tran3-
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~ e e -

T e 1 g o en

Evaluation d'une expression

=3
«
o
>
2 e a
— e~ x X x X o
—_ -
S 3 -
= = m o
v ®
238~ g &8 8 =
[ e 9l o Qf ©
S © 3 BTN S .
«s!-,\'; gogl o »low &
SEL "._v
== & + 1 # o
gl 6 - 5
= L How oW o =
5 wl I
: Y oo oo =1
s g Y4 © 0 O © W
. S @ o
w
e - _—
=3 é § o
AN T Y tt g_ﬂ
wl gl @ n G »
o S
O ° & -
: - &
= = > ¥ oo
g = * =
g pre _ -
[] ot > s i
b R e &
'; & 9 ° Yo
i — o
& © [ & o
2"5’ s 58
5 -
} o o a
& & & a
o % —~ o —~ o O o
U]t O > o > -~ <
o i >~ ULl > W oo O
—~ g [ () >
e xdy Ay g Q
. ~ 43 S
4 ﬁ NS '§ g ,§ + 'g
R ER NENE
—
Y Sl N 9l N o V|
g % O | © @«
S S e gl e g 5
b &3ty e o o NS
2w
L .o as
SR . -
& SO = o [
© G © < a
8 ¢ > w o © o
LI | ] 1 1

cherche r, -valeur de 1'expression arithmétique

t-fixée e

application qui associe sa valeur i toute
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fet : application qui & un triplet de la forme

el, réel, opérateur), associe le résultat de

pplication de 1'opérateur aux deux réels.

1
a
i

: associe a une expression, qui n'est pas

he
réel, sa sous-expression gauche.

oite : idem pour 1'expression droite.
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Plus précisément appelons RLEXP le S.I. des représentatiofs Hrdaires
d'expressions postfixées défini par

RLEXP = (REEL U OP)* | ¢
avec o(u) =U €REEL v 3i € [bi(u)..bs(u)] g
tr(u, bi(u), i-1) € RLEXP &
tr(u, i, bs(u)-1) € RLEXP a
der(u) € OP

L'amélioration de la spécification précédente peut s'envisager de
différentes fagons :
1) Définir une représentation p de EXP par RLEXP . La représentation de la
spécification de 1a figure 2 correspond bien au probléme initial.

ii) Considérer e comme un objet intermédiaire qu'il s'agit maintenant de
définir a partir de 1'expression linéaire donnée el .

Dans i) on cherche en fait la fonction faisant passer de e a el, dans ii)
on cherche sa réciproque. Développons cette deuxiéme possibilité :

Notons for la fonction qui transforme un &lément u de RLEXP en
1*expression postfixée correspondante. Pour la décrire, on 1'étend en une
fonction définie sur les "sous-suites commencantes" des suites de RLEXP.
En général, ces sous-suites ne sont pas elles mémes des suites de RLEXP.
Ainsi @

for (u) =u si u€REEL
for (u~x) = g2 x € REEL glors for(u) ~x
sinon for(ul)'v<<el, 8y, X >>

ol e, e sont des éléments de EXP tels que for(u) = f(ul)* e* e,

avec for : fonct (SRLEXP) EXP*
o0 SRLEXP = (REEL U OP)*| g
p(u) = Iv € (REEL U OP)* tq u*v € RLEXP

I1 est maintenant possible de compléter la spécification de la figure 2
en remplagant “donnée e
par e : EXP
for {cmm——

e tq e = for(el)
}définition de for

el : RLEXP donnée el

S
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Une &tape ultérieure, qui peut étre considéree comme faisant partie
de 1a résolution du probléme, consiste & composer for et val pour éviter
1'introduction de 1'intermédiaire e . Ceci nécessite d'étendre val aux

suites d'expressions :

val : fonmet (EXP*) REEL®
val (se) = sr
tg bi(sr) = bi(se) A bs(sr) = bs(se} A
vi € [bi(se)..bs(se}} , sry= val(se;)

Posons alors eval(u) = val (for(u))
avec eval : fonct (SRLEXP) REEL*

Une transformation immédiate conduit i la définition récursive directe
suivante de eval
) eval(x) = x si x € REEL
eval{u~x) = 8z x € REEL
alors eval(u) ~ x
sinon rest(eval(u)) ~effet(pen(eval(u)), der(evai(u)),
ol pen(p) est 1'avant dernier &lément de B , rest(p) est tel que !

g = rest (B) . pen (B) . der (3) o

Jusqu'd présent nous avons trés peu considéré cet aspect, tant parce
que le processus de spécification nous semblait trop peu connu que parce que
les outils dont on pourrait avoir besoin ne semblent pas trés facilement
réalisables.

4 Dans un objectif & long terme, nous essayons de préciser maintenant
ce que pourraient étre de tels outils :

a) Aide a la vérification_de la_cohérence :

I1 s'agit de prouver la comsistance d'un systéme formel du premier
ordre. On sait que te probléme est difficile a résoudre dans le cas général.
Un projet moins gimbitieux concernerait 1a preuve de “petits morceaux" de

spécifications, d'énoncés déja exprimés sous forme récursive par exemple.
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Nous verrons au chapitre 2.2 que, dans le cas de spécifications a1gé?
brigues, i1 existe des techniques de preuve de consistance.

Aucune preuve formelle ne peut étre faite ; mais on peut penser mettre
en otuvre des techniques de tests ou plus généralement d'évaluation symboli-
que [KIN,76 3 : si on peut disposer d'une méthode de résolution directe
de 1'énoncé formel, méme si elle est trés inefficace et non applicable dans
tous les cas, i1 est possible de vérifier que les solutions correspondant 3
certaines valeurs des données sont bien celles que 1'on attendait. On peut,
méme envisagé; de travailler sur des valeurs symboliques ce qui augmente
Ta puissance de 1a vérification.

Luns weele wpuiyue une double description du probléme, 'd'une part sous
forme d'un énoncé informel , d'autre part sous forme d'exemples, est tout
a falt souhaitable. On peut alors utiliser, le premier point de vueipoqr
construire méthodiquement une spécification formelle, et le deuxiéme, pbur
vérifier & postériori cette spécification. On cherche ainsi, par deux chemins
difféicuus, a vbtenir le méme résultat ce qui est une technique de preuve :
bien connue. V %)

be plus, i1 est possible de prolongetr cette idée : si la spécif%catién .
finale a 1'aspect modulaire et hiérarchisé fourni par la démarche desceridante
que nous proposons (§ 1.2, § 2) on peut envisager de vérifier modulairement
cette spécification et rechercher d'éventuélles erreurs comme dans le cas
de SNOOPY [BEL, 78dI.

Ces idées nécessitent donc Ta mise au point de méthodes automatiques
d'évaluation directe d'énoncés sur un systéme d'information, fondées sur upe
méthnde de résolution. La construction d'interpréte travaillant sur des implan-
tations directes de types algébriques [GUT, 78a] que nous mentionnerons

au charl’ ~ 72 ' un cas particulier de mise er o~me de cette idée, ¢
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c) Systéme d'aide & la_spécification.

Alors que Tes outils évoqués en a) et b) permettraient d'effectuer des
vérifications & postériori, 1'outil le plus utile pour le spécificateur serait
certainement un systéme interactif qui 1'aiderait et le guiderait dans 1a mise
en oeuvre de la méthode de spécification. En effet comme nous allons le voir
sur 1'exemple 2, dés que le probléme est d'une taille raisonnable, la tdche
du spécifieur est rendue difficile par 1a nultiplication des intermédiaires
et des modules. On.doit donc Tui fournir des aides pour maitriser cette com-
plexité.

- Pour décrire les fonctions d'un tel cystéme on peut s'inspirer de quel-
ques unes des idées qui ont été émises pour le développement de systémes assis-
tés de construction de programmes (par exemple CIP [BAU, 782l ou SACAD [BEL, 78al)
en les adaptant au probléme de l1a spécification :

- Possibilité de parcourir 1'arborescence des modules d'une spécification,
éventuellement partielle , pour y rechercher des informations. Cette fonction
est & la base du systéme MENTOR [KAH, 77 1 qui permet une exploration de
1'arborescence qui est la structure abstraite d'un programme PASCAL.

- Possibilité de créer et d'utiliser un catalogue de S.I. prédéfinis
contenant un certain nombre de fonctions de base. L'utilisation de systémes
d'information paramétrés permet ainsi de se définir des constructeurs de 5.I.
utilisables pour certaines classes de problémes.

- Aide & la mise en oeuvre de la méthode de spécification déductive que
nous préconisons. A une étape donnée de la spécification, le systéme peut
donner la liste des symboles non encore définis (éventuellement par modules),
Ta liste des fonctions de bases d'un S.I. non encore spécifié, la liste des
S.I. non encore décrits etc.... IT permet ainsi d'éviter les oublis de spéci-
fications (& 1a fih la spécification sera complétement définie) ou les
doubles spécifications.

- Possibilité d'utiliser les outils (!) décrits en a) et b} et de faire
ainsi, au cours H¢ 1a spécification, des vérifications locales.

S ——————
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- Possibilité d'avoir des descriptions graphiques des spécifications.
Cette idée est Toin d'étre mire actuellement mais le grand dévelpppement actuel
de matériels et logiciels graphiques peut apporter une aide appiéoiable
au probleéme de la spécification (ch 1.1.§ 4.2.1 g)).

Fournir une spécification formelle et affirmer qu'elle rend bien compte
d'un énoncé initial n'est pas suffisant et i1 importe de pouveir justifier
Tes choix successifs de structuration et de formalisation. Pour cette raison
il est intéressant de se doter d'un langage permettant de décrire ces choix,
ou, si 1'on préfére, d'un langage de description du méta-algorithme de epéci-
fieation.

Un tel langage permet de dialoguer avec la personne qui pose le probléme
en lui expliquant la raison de tel choix ou au contraire en notant ses inten-
tions. I1 permet également au spécifieur de revenir sur les choix aptérieurs,
ce qui facilite les possibilités de modification d'une spécification.

Nous ne développerons pas ici 1'&tude d'un tel langage, nous contentant
d'en donner un exemple d'utilisation au paragraphe suivant (cf. exemple 2).

2.- UN META-ALGORITHME DE SPECIFICATION.

I1 n'est pas possible de formaliser le méta-probiéme de la spécification.
A fortiori i1 n'est pas possible de le résoudre selon les techniques développées
dans la partie 2. La méthode (ou méta-algorithme) de spécification que nous
proposons repose donc a la fois sur la structuration inhérente aux s-descriptions
et surAles idées générales rappelées au paragraphe 1.3.

Pour &tre le plus précis et concis possible nous tentons de décrire
formellement (§ 2.2) la méthode de spécification déductive en utilisant une
syntaxe et un style trés voisinsde ceux des énoncés explicites présentés dans
la deuxiéme partie (reprenant en cela des suggestionsde M. SINTZOFF et M,‘ﬁIVAT
concernant la construction des algorithmes).

,
[ —

- 235 -

11 est évident que le méta-algorithme ubtenu est largement perfectible,

. notamment en ce qui concerne la spécification des univers, mais il n'en

constitue pas moins une premiére étape fondamentale vers 1'élaboration d'un
systéme d’aide a la spécification.
Commengons par en donner une description informelle.

Les "opérations élémentaires" du méta-algorithme sont :

1) La spécification d'un objet intermédiaire par 1'introduction de nou-
veaux intermédiaires qui peuvent étre des opérations ou des S.I..

i1) La spécification d'un univers par 1 introduction de nouvelles sortes
et par le regroupement des opérations qui s'y rapportent.

La composition de ces opérations &lémentaires se fait par une itération,
dont 1'arrét est obtenu lorsque tous les intermédiaires ont été spécifiés,
et par’hn choix du prochain intermédiaire & cpécifier.

Ce que 1'on peut décrire intuitivement de la maniére suivante :

1) Commencer par déterminer le ou les résultets, leur profil et leur spécifi-
cation informelle. Les introduire respectivement dans Tes parties énoncé, profil
et Texique.

2) Jusqu'a ce que tous les identificateurs soient cochés, répéter :

- Choix d'un identificateur non coché dans 1‘'ensemble des parties profil
qui n'est pas une opération dite "de_base dans S" oli le S.I. S n'est pas
encore spécifié.

- Le cocher dans la partie profil ol il se trouve

2-1) Si cet identificateur est une opération
~ Chdix d'une spécification formelle
- Plécer cette spécification formalle dans le module od doit se
trolver cet identificateur, 3 savoir :

|
|
|
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- Dans le module contenant 1e S.I. S si dans lavpartie profil
1'identificateur est dit "de base dans S"

~ Dans la partie donnée du module principal si 1'identificateur
est dit "donnéde” :

- Dans Te module courant dans les autres cas }

- Si 1'opération n'est pas o-aire spécifier le résultat en fonction

des donnéges . &

- Si 1'opération est o-aire introduire, dans le module ;O'Vient

d'étre placé 1'identificateur, la spécification informelle des

nouveaux intermédiaires et des nouveaux S.I. appa}aissant dans leur

profil, ainsi que les profils correspondants.

2-2) Si cet identificateur n'est pas une opération

2-2-1) Si ce S.1. S est un paramétre d'un S.1. $' ,

- Choisir Ta description de S ‘et Ta placer dans la partie
pargn de S'

- Rassembler les différentes opérations qui sont dites "&b base_dans é“
—_— s >

Tes cocher, les spécifier et les placer dans 1a partie param'
de S & la suite de la description de S .

2-2-2) Si ce S.I. est une donnée
Reprendre la démarche de 2-2-1 mais en plagant chaque spéci#i—
cation dans la partie donnde du module principal

2-2-3) Dans les autres cas

- Créer un nouveau module identifié par Te nom S du S.I. considéré
- Choisir la description des sortes et des invariants de §

- Rassembler les différentes opérations qui sont dites "de base
dans $", les cocher, les spécifier et les placer dans la partie
opération de S
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La figure 3 propose une version foruelle incompléte du méta-algorithme.
Le langage de description de 1'énoncé est proche du langage MEDEE {cf. ch 2.3).

La structure généralede cet énoncé ost itarative : on définit le
résultat comme étant le dernier terme d'uie suite de suites (on aurait pu
choisir des ensembles) de modules. Signalons que Tes opérations non formali-
sables (choix d'une spécification pour un intermédiaire) sont placées entre 4
et .

Cet énoncé est incomplet car, ni le "méta-systeme d'information” MODULE,
ni les opérations permettant de construire des s-descriptions de S.1. ne sont
formalisées. 11 serait intéressant de poursuivre ce travail en cherchant a
obtenir une description la plus précise possible.

- Tant sous 1'aspect informel que sous 1'aspect formel, le méta-aigorithme
ne permet pas de créer un module correspondant 2 la specification d'une opéra-
tion. Pourtant ce sont les post conditions qui permettent d'avoir un deuxiéme
niveau de modularité et i1 est souvent me 1commode de décrire une post condition
4 1'intérieur d'un module décrivant d'au res opérations. Une extension immédiate
du langage et de la méthode consiste donc d accepter, & coté des modules déecri-
vant des S.1., des modules décrivant des pré et post conditions de certaines
opérations.

- Un chaix de spécification peut é:re mauvais et on peut souhaiter le
modifier. Dans le module itéré sm i1 faut donc accepter des retours en arriére.

- Mais surtout les choix principaux apparaissent de maniére trop anodine.
Ce méta-aigoritﬁme decrit 1'aspect "physique" de la spécification mais i1 reste
les choix cructiux de savoir comment spézifier formellement un intermédiaire,
tomment choisi? 1& résultat etc... (ce sont les parties entre < et ).
Nous espérons &ﬂ@ cette réflexion peut sarvir de point de départ & une étude
ampiriéue aurxié~ﬁéterminatian dtheuristiques de spéeification liges au domaine
du problame, § 14 forme du résultat etc....
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Pour mieux faire comprendre le méta-algorithme précédenﬁ décrivons son
déroulement sur un exemple. f

La formalisation de cet exemple (cf ch. 1.1 § 1.1 1)) nécessite celle des -

données et des résultats. A la description donnée par 1'énoncé initial et
1'annexe du chapitre 1.1 nous préférons la schématisation suivante :

- le fichier cde-en-cours peut étre décrit de la fagon suivante :

1)‘structure hiérarchique : elle précise la forme de chaque enregistrement
(f1gyre 4). On précise ainsi que le troisidme champ est conditionne]ibt dépend
du tybe de 1'enredistrement.

i) structure lineaire : elle exprime les régles de succession des différents

enregistrements ; elle est nécessaire car le fichigr est hétérogene ;

Cde-en-cours

SEaees S
type ncde nfo

, |

datcde hcli rens nbarti narti qtecde refe qteli dateld renli resteli d511mite

- 245 -

cde-en-cours = { e-cours de type 1, {e-cours d¢ type 2, {e-cours de type 3,

e-cou’s de type 4 3o
ii1) propriétés : hétérogéne;trié (cde-en-cours / ncde 3 narti ; dateli)

On décrit ainsi un certain S.I. FICHCOM jue nous précisons en termes de
s-descriptions dans la suite.

Une description équivalente aurait pu &trve fourniepar une doubte
grammaire [WIN, 756] ou par une c-grammaire-munie d'attributs [KNU, 681 ,
[LOR, 743 , [LIV, 78] expirmant que les enregistrements concernant une
méme commande sont rangés de maniére connexe, Jque ceux concernant les livrai-

sons d'un méme article le sont aussi etc...
- le fichier livraison est homogéne. I1 suffit d'en écrire sa structure
hiérarchique

i) structure hiérarchique (figure 5)
Tivraison

g B R

e-Tivr

AR SS

licde liarti Tigte lidawe liren

ii} propriétés :

- sur cartés

- homogéne

- trigé (livraison / licde ; Tiarti ; 1ilate)

b} Resultgts :

- Le fichier cde-maj prend ses valeurs sur le méme ensemblie «de valeurs
: dans une description formelle on peut se limiter & ecrire
FICHLOM

que cde-en-cours
cde-maj :

T R T e B T A T e
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- ¢hotz << 2, trié >> parce que
- cocher trié dans FICHCOM
- but ajouter 1'opération trié dans FICHCOM
~ placer trié tq dans la partie opération de FICHCOM
- but ajouter 1'opération trie(f) dumg FICHCOM
* choix - de la spéeification formelle trie(f} = “cf figure 8"
parce que invention et culture
- des profils intermédiaires néant parce que pa§ d'intermédiaires
~ des_spécifications tnformelles intermédiairves néant

on reste au niveau de FICHCOM

parce que pas d'intermédiaires
- placer les caractérisations de trig(f) dans  la partie opération de FICHCOM
~ but spécification d'un intermédiaire non coché
- cholx << 2, slcor >>

parce que on reste au niveau de FICHCOM

etc...

La description complete de cette spécification est fastidieuse mais
permet de mettre en évidence les points cruciaux de ce travail. Notons en
particulier 1'existence de deux types de choix. Les uns sont relatifs aux nou-
veaux identificateurs i spécifier et pour lesquels on devrait pouvoir développer
des heuristiques assez simples (du genre : quand on est dans un"module,
spécifier toutes les opérations introduites a son niveau). Les autﬁes beaucoup
plus fondamentaux (précédés du symbole "+"} nécessitent une compréhension
profonde du probléme.

Signaions pour terminer qu'une autre approche aurait pu consister &,
introduire la structure logique des données comme intermédiaires, de fagon
analogue & ce qui est fait dans T'exemple 1. La spécification du résultat
en partant de cette structure logique aurait &té plus simple mais 11 aurait
fallu alors spécifier la structure logique & 1'aide de la structure physique.
Cette démarche aurait &té un peu plus Tongue mais aurait simplifié la résolu-
tion ultérieure puisque cette derniére peut étre fondée sur 1'introduction
de la structure logique (cfch1.3§4 ) [FIN, 79 ]
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3.- BREVE CONCLUSION.

Le probléme de la spécification d'un probiéme informatique est apparu,
paradoxalement, trés récemment. On a trop longtemps essayé (et on essaye encore
trop souvent), de résoudre un probléme sans le définir précisément.

La structure de 1'énoncé cherché est le principal guide dans 1'activité
de spécification. C'est & partir d'elle que 1'on peut préciser une méthode
de spéctification permettant au spécifieur de ne se préoccuper que des choix
cruciaux et le guidant dans la construction du probiéme formel. La description
d'une telle méthode est un préalable fondamental & la construction de systémes
interactifs de spécification.

= e S S S
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CHAPITFE 2.1

. PROBLEME DE L'EXPLICITATION

DES PROBLEMES

L'objectif de cette deuxigme part e est de définir des méthodes permeitan
de transformer une spécification initicle d'un probléme, souvent plus descrip-
tive que constructive, en une spécification explicite & laquelle pourra étre
appliquée une méthode de résolution.

Dans ce but i1 convient tout d'abord de préciser le résultat attendu :
qu'est ce qu'une spécification expiicize d'un probléme ? quelles en sont les
propriétés ? dans quelle langage 1'exprimer ? Puis de la comparaison entre
spécification initiale (en général imp icite) et spécification explicite
essayer de déduire une méthode d'explicitation.

L'objectif final étant d'obtenir un programme, i1 est raisonnable ici de
s'intéresser essentiellement aux solutons caleulables.Cette remarque a
pour corollaire, en reprenant les notaiions du paragraphé 2 du chapitre 1.3,
ta recherche de formes de systémes d'information SDileg] pour lesquelles
1'obtention d'un théoreme r = u est s mple. Ceci pourrait nous inciter a ne
considérer que le probléme , envisagé wu chapitre 2.2, de 1'explicitation

(des S.I.. Cependant, un cas particuliérement simpie d'explicitation est celui
des énoncés stricts puisque Tes symboles “inconnus" sont o-aires.

C'est la raison pour Taquelle nous faisons une &tude détailiée d'une
forme importante d'énoncés explicites : Tes &noncés récurrents (ch 2.3).

De plus, 11 est réconfortant de constater que Tes techniques d'explicitations
sont analogues dans le cas des énoncés et dans celui des S.1., ce qui permet
de minimiser, d'uh point de vue formel. la distinction entre explicitation
de S.1. et explicitation d'énoncé.
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re r Ur a pavt 1iéremer poY tant est celui ol f N sym ole de py ofil
cas cu t est boie
gons , dascep‘-‘lEl Chap]t » Pa

] (cfchl.2§7.2)

étudier sur quelques exemples la forme des définitions explicites tout en [§1 Xeeex Sq - Sq+] )

essayant de Tes construire systematiquement (§ 1). Ceci permet de dégager 11 peut alors étre caractérisé par les deux définitions simples :

quelques idées fondamentales sur 1'activite d'explicitation : quels langages P

et supports formels doit-on utiliser ? Quelles stratégies peut-on suivre ? el o X 9

de quels outils dispose-t-on ? (§ 2) . dom(f) =V
De cette étude nous déduisons V'articulation de la suite de cette

i i & érisée par :
r 11 en est de méme pour une suite s qui peut étre caractérisée p
deuxiéme partie.

appl(s, i) =u

; bi(s) = v
1.- PREMIERES IDEES SUR L'EXPLICITATION D'UN PROBLEME. k
¢ bs(s) = v,
1.1.- Forme d'une definition explicite
Le role d'une définition explicite est de permettre le calcul de solutions, b) Cas_de_symboles _g-aires. e
; | i i u

c'est-d-dire la démonstration de théorémes de la forme r = u . $i f est un symbole g-aire, une céfinition explicite de f es

a) Cas_de_symboles o-aires. PORNIE iy iy

- : de f .
Avec la remarque précédente, si f est un symbole o-aire , i1 est 00 u peut contenir des occurences de

raisonnable de décrire une définition explicite de f comme une formule

Par exemple
atomique du genre :

pgcd(x, )

, clors te{x, x-y
f= u ol u estun terme. reste(x, y) = & x <y y e restel /
Le calcul est alors immédiat.

si x =0 alors y sinon pgcd(y, reste(x, y))

n

sont des exemples de définitions explic tes récursives.

o won Wened el i simplifier, en un certain
Par exemple x = a/z ,y = b/z, 7= pged(a, b) sont des définitions DaRs, Ces GeFinvenps - = risz( e?;;v::;pZif:cateurs du systéme
explicites de symboles x, y et z dans un S.1I. contenant ENTIER et pged. sens, les couples (x, y) ; ils seront ajpelé
. . ) d'information considéré.
Mais lorsque f n'est pas un résultat mais un simple intermédiaire,

é éfinition
Mais dans certains cas on ne souha te pas donrer une méme définit

i1 n'est utilisé dans un catcul que comme argument de certaines opérations g. f pour tous es termes ”1"'Uq de sa source.

K ; R d'un symbole fonctionnel

Ceci permet de généraliser la forme d'une définition explicite. Une définition tions, on peut préférer prendre la conjonc-
) - Vutild implications,

explicite composée de f pour un ensemble 9p d'opérations est une conjonction Plutdt que d'utiliser des 1mp11?a 2 : duit & étendre la notion

de formules du type : tion de définitions plus restreintes. Cv qui conduit -

de définition explicite :

: éfinition’‘explicite simple de f
A g(xl’ SR ET £, x. I e X)) = Si f est un symbole q-aire, une définition exp
l 4 - + » =
g ebp 1 ! q est une formule
fu...u =sv

00 g est une opération q-aire, u un terme et les X des variables. Une ! i

o o ol Upelgs V sont des termes.
telle formule est encore une définition explicite de f, chaque égalité est une 4

definition explicite simple.

e T m.m.-'“
TR - b "
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Par exemple ascendant(pére(a), a) = vrai,
ascendant(a, pére(b)) = ascendant(a, b)

sont des définitions explicites. Ici "pére" doit permettre de construire tous

les termes du S.I. considéré : . 11 faut
essayer de caractériser le cas ol la conjonction de ces définitions caractérise

complétement le symbole f 3 le concept de forme normale introduit au chapitre 2.2

c'est un constructeur du S.I.

répond a cette préoccupation (ch 2.2, § 3.3).

Un énoncé explicite est une conjonction de définitions explicites.
Un S.I. "explicite" a pour axiomes propres des définitions explicites (si on
néglige les préconditions). De maniére intuitive le probléme de 1'explicita-
tion consiste & construire des définitions explicites (tant pour des énoncés

que pour des S.I.).

exemples.

Dans t'evaluation d'une expression post-fixée (ch 1.4 § 1.3 exemple 1),
ta fonction "val" a été caractériséede maniére récursive puisque les expressions
etaien. verinies récursivement & 1'aide de constructeurs et de simptificateurs.

l.e probléme du baguenaudier (ch 1.1, § 1.1 o)) s'énonce comme la recherche
@ une aeninition récursive de la fonction faisant passer de 1'état initfal
(1a navette passe dans tous les anneaux) a 1'état final (la navette est &

1'extérieur de tous les anneaux).

Commengons par formaliser le probléme en définissant un baguenaudier
& n anneaux comme une suite b définie sur [1..n ], d'ol la s-description de

Ta fiaure 1.

Pour mieux le préciser commengons par étudier quelques

TN

~ 260 -

BAG : s5.1.

Un baguenaudier & n &léments
est une suite & n aléments
sur {0, 1}

La seule opération est
1*inversion qui change la va-
leur en un point.

On ne peut 1'appliquer en i
que si le i-12me élément

est 1 et que les i-2 prem{ers
sont égaux a 0.

n : ENTIER

b : BAG

invers : fonct
(BAG,ZNTIER)

ENTIER

param
n o tg nzl
fparam
BAG = {0, 1}*
invarzant
dom(b) = [1..n]
invers
tq invers(b,i) = chval(b,i,]

82 i>1o[vi(lgjgi-2 ot

Ab; ;=11

Figure 1 : s-descri

ption_du_S.I.baduenaudier

_______________ e —

Le probléme du Baguenaudier peut alors s'@noncer informellement.

But_Pl :( Etant donné une fonction mazt (mise & zéro totale) défini par
la s-description
mazt : fonct (BAG) BAG

mazt({b) = b*

tg Yi(l < <bs(b')=b'.=0)abs(b') = bs(b)

sz ¥i(l<jsg

J

bs(b) > by = 1)

On demande d'en donner une définition récursive i 1'aide de 1nvers.‘

De maniére plus formelle, on cherche un terme G ne contenant que les |

symboles gz ... plors
pré mazt(b) o

o0 pré u désigne la précondition de u, la substitution étant étendue ici

mazt(b) = C[ mazt/h

aux symboles fonctionnels quelconques.

. stnon , invers et des symboles x et h tel que :‘
» b/x]

- “..mmaum,uﬁﬁ“h:4ymnummumhmunqi.......‘
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Notons que nous cherchons ici & expliciter un axiome d'un S.I. caracté-
risant un symbole unaire. On pourrait se ramener & un résultat o-aire en
cherchant, comme dans [PAR, 77] 1la suite des anneaux inversés.

Une idée d'explicitation consiste & généraliser le probléme considéré |
en faisant apparaitre une nouvelle fonction plus facile & déefinir récursive-
ment que mazt et dont mazt est un cas particulier. Classiquement cette géné-
ralisation, embedding en anglais [BAU, 78 bl ,[DAR, 781 , consiste & intro-
duire un paramétre supplémentaire sur lequel se fait 1'induction.

Par exemple ici on peut introduire de fagon naturelle un indice k
tel que les k premiéres valeurs d'un baguenaudier sojent 0 .

On considére donc un nouveau probléme et une nouvelle inconnue maz
caractérisés par :

But P2 :[ Etant donné Ja fonction maz (mise & zéro) définie par la s-des-

cription
maz : fonet (BAG, ENTIER) BAG
maz{b, k) = b’
tg bs(b') = bs(b) A tr(b', k+l, bs(b')) = tr(b, k+l, bs(b))a

Villsjgkob'j=0)

si 1sksbs(b) avi(lesfskoabjzel

| On demande d'en donner une définition récursive & 1'aide de invers

Le probléme initial est alors résolu en posant :
mazt (b) = maz(b; bs{b))
Nous nous” intéressons maintenant 3 P2 qul est donc un sous-but du
but initial.’

Pour simplifier les notations introduisons les prédicats :
rést(b. b', k) = (bs(b') mbs(b) a tr(b’, k+l, bs(b")) = tr(b,k+1,bs(b)))
zéro(b, k) = ¥j(lcjgk > bj = 0)

Alors :
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(1) 55 pré maz(b, k) > maz(b, k) = b' «» rest(b, b*, k) A zéro(b', k)

(D 4s pzé maz(b, k-1) > maz(b, k-1) = b* < rest(b, b', k) a b', = b

L

kl\
zéro(b', k-1)

Dans la suite nous négligeronsies BAG Comme on le fait en mathématiques

But PZ' @ Exprimer b‘ = maz(b, k) en fonction de maz(b, k-1) lorsque k » 2 .
Possibilitas:
1} Introduire bl = maz(b, k-1} puis escayer de définir b’ & 1'aide de bl

LoTol . To T
1 k-1 k

2y Introduire bl tel que blk =0 A tr(tl, 1, k-1) = tr(b, 1, k-1)a rest({b,bl,k)

LTl T o=
1 P —

C'est-a-dire de maniére imagée : t1

Clest-a~dire ici bl :

Le choix entre ces deux possibilites dépend de la “"facilité" de cons-
truire, dans le premier cas la fonction faisant passer de bl & b', dans le
deuxiéme cas la fonction faisant passer de b a bl .

Choix dell /.

Dans le premier cas, on passe de bl & b' en inversant blk » ce qui

L]

nécessite (avec pre invers(b}) : blk_1 =lv vi(lg] $k-2 > blj 0)

) Pour s'y ramener on doit donc introduire un nouvel intermédiaire b2
tel que pré invers (b2) soit vrai.

b2 peut &tre schématisé par :

c'est-a-dire que b2 est spécifie par : zero(b2, k-2) A bzk—lE 1a b2k =1 A

rest(b, b2, k)

e —'ﬁ—;
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On constate donc que b2 = maz(b, k-2). Ainsi bl apparait comme un

iai i éfinir b' & i i i1 faut repasser
mauvais intermédiaire puisque pour définir b' & partir de lu ]

par b2, plus simple & obtenir directement & partir de b.
Nous ne poursuivrons pas cette solution, car on la retrouve en déve-

loppant 1'autre possibilite.

Choix_deb2)-
Dans le deuxieme cas, pré maz(b, k) =
b' = maz(b, k) & 3b1 tg bl = 0 A tr(bl, I, k-1) = tr(b, 1, k-1) A
rest(b, bl, k) » b' = maz(bl, k-1)
Pour construire bl & partir de b il faut inverser bk et donc introduire
At m~emBdiadires

- b3 tg zéro(b3, k-2) A b3k—1 =1aab3 = 0 A rest(b, b3, k)

i i tep3foJol ...dol 1 Jo[—]
soit schématiquemen 1 R

b2 tq zéro(b2, k=2) A b2y = 1A b2 =1 avest(b, b2, k)

(cf choix 1)).
Rinsi, sous 1'hypothése pré maz(b, k),

(3) b* = maz(b, k) <> 3b1, b2, b3 tq
b*= maz(bl, k-1)
AVi(lejgk-22 bljal)/\tr(bl, k-1, n) = tr(b3, k-1, n)
A b3 = invers(b2, k)

A b2 = maz(b, k-2)

But P3 : Définir récursivement bl & partir de b3, c'est a dire expliciter
la formule :

vi(l«j k2> blj s 1) A tr(bl, k-1, n) = tr(b3, k-1,

Posons un(b, k) = vi(lsJgk> bj =1)

(5)
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Pour définir bl & partir de b3 i faut, intuitivement, "mettre & 1"
Tes k-2 premiers éléments de b3.
Choix :
Introduction d'une nouvelle fonction maun caractérisée par la s-des- i
cription suivante :
maun : fonet (BAG, ENTIER)EAG
maun(b, k) = b’
tqg bs{b') = bs(b)a tr(b’, k+l, bs(b’))=tr(b, k+l, bs(b) aun(b', k)
8t lgkgbs (b) A zéro(b, k}

Cette fonction répond au but P3. De plus, avec cette définition, 1'ex-
plicitation de maz est terminée puisque ( 3) devient :

(4) b' = maz({b, k) «3bl, b2, b3 g b' = maz(bl, k-1) A bl =maun(b3, k-2) A
b3 = inversib2, k) A b2 = maz(b, k-2)

ce qui , si on suppose 1'explicitation de "maun" acquise, répond au but P’2

But P“2 . Définir explicitement maz(h, k) pour k = 0 et k = 1
Avec 1a s-description de maz, ma: (b, 0) = b et maz(b, 1) = invers(b, 1)
Si 1'on veut éviter un cas particulier pour k=1 , i1 suffit de généra-

liser (4) @ k = 1 en posant ma:(b, k) =b si kg0

But P4 : Expliciter maun. On peut alcrs soit refaire le méme raisonnement,
soit invoquer un argument de symétrie entre 0 et 1 pour obtenir finalement
le systéme d'équations récursive:s suivant :

maz (b, k) = st kg0

alors b

sinon  maz{maun(invers(maz(b,k-2), k), k-2}, k-1)
maun(b, k) = sz kg0

alors b

sinon maun(maz(invers(maun(b, k-2}), k), k-2), k-1}

=——— —= T S M e R —_:'“v_:‘ﬁn-'ﬁ#b_
it — .y -
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La démarche suivie pour résoudre P2 est voisine de celle adoptée pour
construire une premiére spécification (ch 1.4 § 2) : on part de 1a spécifi-
cation du résultat b' et on cherche a 1'expliciter en introduisant des
intermédiaires. Ce sont des symboles o-aires (bl, b2, b3} , ou des symboles
g-aires (maun). L'introduction du nom b' donne un caractére modulaire &
cette explicitation : la forme (4) est plus lisible que Ta définition pure-
ment fonctionnelle finale (5).

Nous nous sommes efforcé, bien qu'utilisant un style informel, de jalonner
les &tapes successives de la démarche en mettant en é&vidence les sous-buts
successits et les choix d'explicitation : choix de décomposition, choix
d'intermédiaires, choix de stratégies d'explicitation (ici analyse récur-
sive, analyse par cas etc...). Encore plus que dans le cas de la spécifica-
tion i1 est nécessaire de disposer d'un langage précis, sinon formel, permet-
tant d'exprimer les différents choix et raisonnements que 1'on effectue.

Dans cet exemple nous avons surtout insisté sur le choix des intermé-
diaires, la stratégie 9énérale consistant & comparer la spécification de
maz(b, k) & celle de maz(b, k-1) de maniére & exprimer 1'une en fonction
de 1'autre. Pour ce faire nous séommes guidé par le fait que la définition
obtenue "doit pouvoir remplacer” la spécification initiale, c'est a dire
ici que : '

(6) pr¢ maz(b, k) o (post (maz(b, k), b) o D(maz(b, k), b'))
ol post(maz(b, k), b') est la formule définie par la s-description de

maz et  D(maz(b, k), b') 1la définition explicite récursive de maz donnée
en (5).

En effet, avec cette hypothése tout théoréme démontré en utilisant
D pourra 1'&tre en utilisant pest . En particulier toute solution d'un pro-
bléme dont 1'énoncé utilise maz sera &ncore svlution du méme

[V

probléme pour lequel maz est caractérise par post . Dans cet exemple nous
avens une propriété plus forte puisque nous n'avons utilisé que des équi-
valences.

En reprenant les termes du paragraphe 6.3 du chapitre 1.3, remplacer
post (maz(b, k), b') par D(maz(b, k), b') et post (maun(b, k), b') par
D(maun(b, k}, b') revient & faire une ubstraction.

La formule (6) est une régle de comstruction pour une telle abstraction.

L'invention des intermédiaires n'ect pas trés simple & partir des
seuls énoncés et dans 1'exemple du baguenaudier 1'introduction de schémas
décrivant les différents (&tats des) baguenaudiers est un support certain
pour le raisonnement. Ceci laisse & penser qu'il faut rechercher une syntaxe
plus agréable pour le langage des énoncés (ch 1.4) et introduire certains
supports graphiques comme le suggére REYNOLDS dans Te cas des tableaux

[REY, 78]

Les univers que 1'on utilise pour une spécification initiale d'un
probléme doivent étre trés "riches" en propriétés ce qui facilite Teur
utilisation : c'est le cas de s-descriptions des S.I. . En revanche ils
apparaissent peu constructifs ou plus exactement sans constructeur &vident.
Ainsi dans cet exemple nous n'utilisons pas toutes les propriétés des
suites : seul nous importe le passage d'un baguenaudier 3 k-1 élaments a
ﬁn baguenaudier d k éléments. C'est d’ailleurs tout a fait évident dans
la mesure ol nous ne nous préoccuppons pas des éléments de k+1 & n (carac-
térisés par le prédicat rest). En bref, aous nous sommes attachés & carac-
tériser mazt(b~v) a 1'aide de mazt : dans le S.1. "suite", le construc-
teur ~ et ses "réciproques" début et dar ont ici une grande importance.

T AT RN T R TR i .-u-&u:“‘a
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insi 7 icitati ' = - : . id 4 dont en particulier

.A1ns1 explicitat 01.1 d'un probléme nécessite la mise en évidence dans debut : op (V%) Ve
1'univers "descriptif" initial de simplificateurs et de constructeurs, debut (u) = u’
L'exemple suivant illustre cette idée.

tg bi(u') = bi{u) A bs(u') = bs(u) -1 &
(vi, bi(u')s i ¢ bs(u') > u'y = u].)
La figure 2 rappelle, en termes de s-description, la spécificatio-n

st {ul » 1
du probléme des sous

~suites ascendantes de longueur maximum (ch 1.1 § 3.1 a)) : B der : gp (V¥) V

R 3 der (u) = x
Zmax : ENTIER résultat  fmax tg x = Upg
= : tg3p TV
tq  fmax = max {k : ENTIER tg38 : V* ¢g oi lul 31
BC o A croiss(B) Algl =k }
o VE dornée a i But 1.1. : Définir récursivement croiss(s)
C ¢ Frvat (VX V*)BOOL C %3 Bgvy=(3¢: [dom(B) + dom(y)] Choix @ analyse par cas
. 4 S——
kg scroiss(o) "_,‘.3 =Ye0) b i) B=<> (suite vide)
croiss @ fonet (V*)BOOL croiss ¢g croiss(p) = (viebi(B)..bs(B) - 1], croiss{< >) = (vi€[bi(<>)..bs(<>) -1 , < >3 € <>0)
By < Byp1) = vrgl puisque bs(< >) < bi(< >), c¢f ¢hl.2 § 7.2 figure 9
scroiss : fomet(V*)BOOL SCroiss tg scroiss(B) = vi € [bi (B)..bs(g) - 1] '=
i ii) It = 1, alors
By < Byyp) i 4.
(1) -croiss(B) = (vie [bi(p)..bs (B) -11 , B’i < B'i+1)
Figure.2 : souszsuites ascendantes de_Jongueur f Ehglx analyse par cas
max imym i) . .
la formule (1) égale wraz si ([bi(p:..bs(B) -1] = § (intervalle vide)
But _ 0 : Expliciter Zmax ‘ c'est & dire si bs(p) -1 < bi(p)
But 1 : Donner des définitions récursives de S . croiss, scroiss et i| or par hypothése gl » 1, c'est-a-d're bs(B) - bi(g) + 1 31
Choix définir ces fonctions 4 1'aide des deux simpTifications der et

ou encore  bs(B) » bi(p)
début du S.I., v*

on en tiré Que (1) est wrad si bs(B) = bi(B), c'est-i-dire |pl= 1
Rappelons que dans V* on connait un certain nombre de simplifica-
teurs (cf ch 1.2 § 7.2)

Sl
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i1 2)
Plagons nous maintenant dans le cas o 18l > 1
Pour exprimer (1) & 1'aide de début (B) et der(B) on explicite
croiss(début(p)) )
croiss(debut(p)) = (vi € [bi(début(B))..bs(debut(p))-1] , début(a)i
< debut(p),, )
soit avec la définition de debut :

(2) croiss (debut()) = (vi € [bi(p)..bs(p) - 2] , BBy,
de (1) et (2) on tire (toujours par unification) :

(3)  croiss() = croiss(début(p)) a Bbs(B)-l < B bs(B)
Qul a un sens puisque bs(p) > bi(B)

or pré der(début(p))

bs(debut(g)) - bi(debut(p)) +1 » 1
bs(B) - 1 -bi(B) +1 »1

bs(B) - bi(B) » 1

= vrai

[}

n

Bt der(dabut (p)) Bbs(p)-1

Ainsi (3) devient :

croiss(B) = croiss(dabut(p}) a der(début(s)) < dar(p)

Le but 1.1. est donc atteint avec :

croiss(< >) = ypag
Bl = 1> croiss(p) = yrai

I8l » 2 > croiss(g) = croiss(début(g)) A der(debut(p)) < der(p)

alf—a o T R

A4V

But 1.2. :

Définir récursivement scroiss(g)
Par analogie avec le raisonnement précédent on obtient :

scroiss(< ») = uyratl
1Bl = 1 2 scroiss(B) = yral
18l » 2 scroiss(B) = scroiss{début(B)) a der(début(B)) < der(B)
But 1.3. :

Définir récursivement B c-v

Cette fonction dépend de deux argumants
Choix ﬁ::) : on cherche une récursivité portant sur le deuxiéme argument

Choix : analyse par cas

B o <>= 3¢ : [dom(B) - dom(< >)] tg
scroiss{w) A B =< >0

or dom(< >) =9 , donc :

(vi € dom(B), éj 2 < 5)usm (B %< )

B g€ <> =

ii) iyl »1
(1) Bey = 3 : [dom{B) - dom(y)] g scroiss(w) A B =v0
donc

(2) B & début(y) = 3J¢' : [dom(B) - dom(debut{y)}}) tg scroiss(y')a B = yo'

L'unification de (1) et (2} nécessite de déplier la définition de
scroiss :

3¢ :[ dom(p) - dom(y)] tg scroiss(début(w)}a @(bs(B}-1) <w(bs(B))
: ABEYL




= 2=

et 3¢' : [dom(début(B)) - dom(y)]1a 3k € dom(y} tg scroiss{e')
A@'(bs(B)-1)<k A B= Yo'

En distinguant alors les cas k < bs(y) et k = bs(y) :

By = (' : [dom(début(p)) - dom(début(y))ltg scroiss(v')
A (¥j € dom(début(p)), Bja'rw.(J))
~ der(B) = der(y))
v (30 : [dom(B) - dom(début(v)} 1 tg scroiss(p)a (v € dom(B),
BJ B Tm(.])))
ce qui donne :
Bey = [deébut() < début(y) a der(p) = der(y)] vIB ¢ début(y) )
et le but 1.3 est atteint.
But 1.4, :

Définir récursivement |g|

Rappelons que Bl = bs(p) - bi(B) + 1 (ch 1.2 § 7.2 figure 9)
choix ﬁ }‘

1) 1<>1 =20
Ti) 18l = bs(B) - bi(p) + 1
= Dbs{début(p)) - bi(debut(p))+2

analyse par cas

(unification entre bs(B)
gt bs(début(p)), de héme pour bi)
{pliage de 1) )

= |début(B)l + 1
Et Te but 1.4. est atteint

="
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Résumons les résultats obtenus jusqu'a présent :
BoYy = 86 Y=s<> aZors_Q = <> ginom B = début(y) v
(der(B) = der(y)s début(p) c debut(y))
(I) Jerois(B) = s B= <> viBl=l alors vrai stnon croiss{début(B))a
der(début(p)) < der(p)

1Bl = ¢ B =<> glors 0 sinon ldebut(g)1 +1

Le but suivant consiste alors & définir récursivement Lmax, cette
explicitation étant assez longue nous ne la développerons pas ici. Elle se
trouve dans [BRO, 79 a] .

Comme dans 1'exemple précédent nous nettons en évidence un certain
nombre de régles de transformation qui soat utilisées dans T'explicitation
d'un énoncé. Ainsi en 1.1 et 1.3 ci-dessus nous avons utilisé :

- le dépliage qui consiste & remplacer un appel de fonction par 1'énoncé
correspondant (par exemple bi(début (B)) par bi(B), bs{debut(s)) par
bs(p) -1 etc...)

- 1'analyse par cas (par exemple distinction entre les cas B=<> et
181 » 1)

- T'unification de deux formules (cf ch 1.3 § 4.2).

- le pliage , inverse du dépliage, qui consiste & remplacer un énoncé
caractérisant "le corps" d'une fonction par un appel de cette fonction.

Ces régles apparaissent comme des opdrations de bas niveau qui sont
mises en oeuvre par la méthode d'explicitation. Aussi, s'il est important
de préciser ce genre de régles et méme de les implanter dans le cadre d'un
systéme (automatique [BUR, 77 bl ou du mcins interactif) permettant
T'explicitation d'énoncés, i1 est plus important encore de définir une
méthode d'explicitation.
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Un objectif &tant de construire un méta-algorithme d'explicitation dans
le méme esprit que le méta-algorithme de spécification envisagé au chapitre 1.4
(cf § 2 et chapitre 2.4).

En plus des régles de transformation précédente, nous avons utilisé de
nombreuses régles de calcul algébrique et ensembliste. Leur utilisation
dans un systéme automatique est difficile et nécessite de se doter d‘heuris-

tiques et de calcul formel. -

Un des gros intéréts de ta démarche systématique que nous avons suivie
est la possibilité de remettre en cause certains choix, et ainsi d'obtenir
éventuellement d'autres résultats. Ainsi remettons , par exemple, en cause

le choix (:).
Choixg:)

Définir les fonctions intermédiaires a 1'aide des constructeurs - < > et ~
Rappelons que 1a fonction d'adjonction en queue, ~ est définie par
~ top (V*, V) v
u~x =u'
tg  bi(u') = bi(u) A bs(u') = bs(u) +1 A
vi(bi(u) < i < bs{u) o u'i = Uj) A u'bs(u‘) = X

Toute suite finie de V* peut étre obtenue & partir de <> en
appliquant un certain nombre de fois ~
But 2.1. : Définir récursivement croiss(p)
Choix @ Analyse par cas

i) Bs=<> alors croiss{<>) = vrai
ii) p=y~x

croiss(B) = croiss(y~x)
vi € [bi(y ~x)..bs(y wx)-11 , (anx)i < (v~x)

i+l
(dépliage de croiss)
vi€ [bi(y)..bs(y) +1-11, (v ~ X); € (v~ x)i*]

(dépliage de bi, bs)

S

————
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=vi € [bi{y)..bs(y) ~1] , Yy €Y A Ybs(ﬁ) < X
(dépliage de ~ )
Distinguons alors les cas y = < > et ¢ # <>

croiss (B) = s v =<> alors vrat
stnon  croiss(y) a (der(y) < x)
et si on ne veut pas utiliser 1a fonction der nous obtenons :

croiss(y ~ X) s s23y',3y ¢tg v =Y' ~ Y alors croiss(y'~y) A y < x

stnon vrat

ainsi le but 2.1. est atteint.

Des raisonnements similaires conduiseit a 1'explicitation de scroiss,
c et [l . Résumons les diverses définitions obtenues :

<> © B = vral
B~xg<>= foux
B~xcy~ys= B~ xcy v (Boya xsy)
crois(< 3) = yrai
(11) crois{< x ») 2 vrai
Crois(y ~ x ~y) = crois(y ~x' A X gy
<> =0
1B~ xi = Il +1

~ En poursuivant 1'explicitation de fmax & partir de (IT) on retrouve
1a solution de DIJKSTRA [DPIJ, 7%l.

La mise en évidence de constructeurs ou de simplificateurs dans le
S.I. du probléme est donc une étape fondamentale dans le processus d'expli-
citation.




En reprenant, a peu de choses prés, le raisonnement développé dans
1'exemple du baguenaudier (exemple 2) et en utilisant les simplificateurs :
- début
- der
- pen (tel que pen(u) = der(début(u)))
nous arrivons au systéme d'équations récursives suivant :

mazt(b) s gz b = < >

glors < >
sinon_st tbl = 1,
alors <0 >

e mazt (maunt (dgbut? (desc (b))) ~ pen(b))~ der(desc(b))
desc(b) = invers(mazt(débutz(b)) ~ pen(b) ~ der(b), bs(b))

maunt(b) e gz b= <>
alors <>
‘ginon st Ibl =1
alors <1 > )
ginon maunt(mazt(débutz(e]ev(b)))~ pen(b))~ der(elev(b))

elev(b) = invers(maunt(début®(b)) ~ pen(b) ~ der(b), bs(b)) o

S'11 est important de prendre conscience des choix successifs lors d'un
processus d'explicitation, 11 faut également &tre capable de les Justifier
c'est-d-dire de disposer de critéres de décision : pourquoi, par exemple,
préférer des simplificateurs & des constructeurs ou inversement ? La décou-
verte de tels critéres nécessite certainement une étude expérimentale trés
poussée.

L'exemple suivant, sans envisager une &tude complétement exhaustive,
montre '-=- 7~ 235 d4'um prehlémc trés simple,comment il est possible d'envi-
sager divers choix d'explicitation. L'attitude adoptée n'est certes pas
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généralisable puisqu'une exploration systématique de tous les choix (si
elle est possible !} conduit rapidement & une explosion combinatoire.

Toujours le probléme de la fraction irréductible

L'étude de cet exemple permet de dégager quelques stratégies générales
d'explicitation.

Rappelons en 1'énoncé formel (ct 1.1 § 2.2 figure 2) :

e(x, ¥y, a, b) = K Xbs=y*a 4 \Vt(tdw xatdivyots l)/

/ N
propor(x,y,a,b) prem(x, y}

But 0 : expliciter ¢

Choix (:) : Une idée de résolution consiste (ch 1.3 § 6.2.1. exemple 12) &
transformer cet énoncé sous la forme “semi explicite"”
X =afzay=bl/z Azs=pgcd(a, b)
a partir de.laquelle i1 faut encore expliciter pged ; ainsi
2 X =a/z Ay =Dblz Az =pgcdla, b) A
pgcd(u, v) = si v = 0 alers U sinon pged(v, U mod V)

est un énoncé récursif du probléme ccnsidéré.
Choix (:) )
On peut aussi partir directement de e(x, y, a, b) . Plusieurs

approches sont envisageables, parmi elles citons :

- stratégie d'induction sur les domnées : on cherche une valeur par-
ticuliére des données pour laquelle on sait résoudre le probléme et on

cherche & s'y ramener.

- stratégile d'affaiblissement de 1'énoncé : les données restant
“"fixes", on cherche un résultat verifiant"partiellement 1'énoncé”

et on cherche & 1'améliorer.

Détaillons sur cet exemple ces deux approches.




cor

Choix g:) : Induction sur les donnees.

Comme dans 1'exemple 2 deux voies sont envisageables :
- introduire des constructeurs

~ introduire des simplificateurs
Pour simplifier les notations nous introduisons le S.I.

COUPLE = << pl : ENTIERY, p2 : ENTIER' >>
auquel seront étenduescertaines opérations sur les entiers. Dans la suite
selon la facilité d’ écriture,nous noterons Z, C ... des couples ou nous ’
en expliciterons la forme (<< u, v>>, <<a, b >>000) .

: Utilisation de constructeurs :

Buy

Introduire une suite de couples d'entiers c¢ telle que :

a) Il existe n 31 te} que ¢ =<< a, b>
b) I1 existe un constructeur g sur les couples d'entiers tel que
‘-i = B\V-i_ll
¢) On puisse construire une suite de couples d'entiers z. telle que
vi, e(z;, ¢;) '
Choix pour c} :
on cherche une définition récurrente de la suite z, 11 faut donc :
- Définir 7y tel que
(?) a(zl, Cl)
- Trouver une fonction f telle que
G}) e{z; ¢ ¢ip) A z; = f(z._l, ¢} o {z;, c;j

Cette stratégie consiste donc 3 généraliser 1'énoncé en 1ntrodu1sant

lTes suites z et ¢ . Les choix de ces suites, donc de f et g , sont
d priori trés nombreux :

J,__.\__\, ‘_,
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- Choix de ¢, guidé par le fait que € (245 c;) doit étre facilement
soluble, c'est & dire doit fournir une solution g “évidente".

- Choix de g guidé par le fait que 1 doit pouvoir étre définie
"simplement”.

Dans le cas présent 1'écriture des fornules @ et (i) ne permet pas
de "voir" de relation évidente entre f:et g . Les choix des constructeurs
1és;ﬁ1us classiques sur ENTIER( +1, +2 ....) ne permettent pas de définir f .
On abandonne ici cette voie, quitte a y revenir si aucune autre solution

n'apparait dans une autre approche.

Choix : Utilisation de simplificateurs :

But : )
Trouver une définition récursive de la forme

firr(c) = T{(firr(pred(c}), ¢)
ol pred est un simplificateur sur les couples d'entiers, qu'il faut
déterminer, et firr est la fonction associant le résultat << x, y >>

3 la donnée << a, b >> :
firr © fomet  (ENTIER®, ENTIERT) << ENTIERY, ENTIER™ >>

fkrr(a, b) = << %, y >
_tg &(X, y) a, b) .
On cherche & procéder par unification entre firr(c) et firr(pr;ﬂ(c)) :
CD z = firr{c) «» pl{z) *p2(c) = p2(z) *pl{c) A prem(z) (dépliage)
C:) z' = firr(pred(c)) «— pl(z') *pred2(c, = p2(£) * predl(c) a prem(z')
(dépliage)

ol predi = pi o pred. pour i=1,2

Le passage de z' & z et la recherche de pred sont des probiémes
trop généraux pour que 1'on espére raisonnablement les résoudre de maniére

systématique.
Une premiére fagon de limiter Ta généralité concerne la forme de "C:

on se restreint aux formules & de la forme :

T(firr(pred(c)), c) = s7 (c) alors d sinon Zl(firr(pred(c)), c)
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On décompose ainsi le probléme en.:
- Recherche de ?a
- Recherche de la condition d'arrét o

Ensuite on est conduit & faire des “essais". Rien n'assure donc que 1'on
trouvera une solution, méme s'il en existe.

En comparant (i) et (ii) on veut que prem(z') > prem(z) . Une
maniére brutale de 1'assurer est de poser z" =2z , c'est & dire que si

o(c) = fauzr alors Tzt )= oz

11 suffit alors de trouver @ et d tels que
olc) = e(d, c)

On est donc ramené & chercher une condition sur ¢ pour que le probléme
initial admette une solution “"évidente" :

o(c) = prem(c) 4 eureka %
alors d=c¢ est solution.

En résume : firr(c) = si prem(c) alors. c sinon firr(pred(c))
et avec (1) et (ii) pred doit vérifier :

pl(c) * pred2(c) = p2(c) * predl(c)

Nous arrétons ici ce développement car nous allons retrouver ce nouvel
énoncé d'une autre maniére. Nous terminerons alors 1‘explicitation.

Choix . : Affaiblissement de 1'énoncé .

Puisque e(x, y, a, b) = propor(x, y, a, b) A prem(x, y)

L*idée consiste a partir d'une solution d'un seul des deux sous-énoncés
puis de 1'améliorer jusqu'a ce que le deuxiéme Sous-énoncé soit vérifie.
Plus précisément on affatblit 1'énoncé en choisissant 1'un de ses deux
sous-énoncés que 1'on géndralise alors en introduisant une suite z , ou
deux suites z et c dont chaque terme est solution du sBus-énoncé choisi.
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Quelques _possibilités :

- choisir z, tel que vi 1  propor(pi(z;), p2(z;)s 2, b)

- choisir z; tel que Vi 1 prem(zi)

- choisir 2y et ¢, tels que Vj ) propor(zi, Ci)

Le dernier cas nous rapproche du choix 2.1.1. que nous avons abandonné
car il était trop général. Envisageons alors les deux autres. cas.

' : Oﬁ cherche z tel que vi>1 , propor(pl(zi), p2('21.), a, b).

Pour simplifier les notations posons i

= << U, >4
i U,‘,V

i

3o @ b) est appelé I'invarianr de Ta suite.

On veut de plus qu'il existe un élément de la suite solution du probléme,

propor(ui, v

c'est & dire que 1'on cherche n tel que prem(un, vn) = yrat
prem(u;, Vi) est la condition d'arrét - de la suite z
Pour déterminer la suite z on veut t-ouver :
d Zl =< ul, Vl >>

- une relation de récurrence f telle que

propor(u;_1s ¥4y a,h) A'lprem(ui_l, Vi_l)A << Uy, V> = flujops V4o @ b)

> 2y b)

B propor(ui, vy

- n tel que prem(un, Vn)

Remarqug 1 :
On retrouve bien ainsi la caractérisation du simplificateur “"pred"

introduit lors du choix 2.1.2

<< gy vy > = pred(ui_l, vi-l) o
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But 1 : Détermination de 1a relation de récurrence

propor(ui, Vi> @, b) = (uj * b= vi * a) (dépliage)
propor(ui_l, Vip @ b) = (ui-l* b= vVial *3a) (dépliage)
Parmi les différentes relations que 1'on peut déduire de ces formules,
choisissons :

propor(zi, Zi-l) , c'est & dire Uy *Vi-l =y, X Ui ¢ euréka %

or  propor(u;, v,, u; s Vi~1) «s 3ki# 0 tg u1_1su1.*k]./\v1.~lsv1. *ky

t euréka $
-Pour expliciter Ugs vy de fagon récurrente, on introduit une suite ki

telle que up = Uk ety

o . 2 g
i = Vialky » soit, en étendant "/

aux couples d'entiers, z; = 20 47K
Le but 1 est atteint si ki est explicité ; on cherche donc & expliciter

1a condition d'arrét.

But 2 : Explicitation de la condition d'arrét

Comme i1 y a de nombreuses suites ki telles que propor(zi_l/ki, Zi-l)

on est guidé par le fait que la suite doit converger, c'est-d-dire intui-

tivement que 1'on a gagné quelque chose en passant de Zi4 a Z; s

quant & Ya propriété prem. Plus formellement :

prem(x, y) = vt(t divxatdivyst=l)
sait en termes d'ensembies :

prem(x, y) = ({t tg tdiv x A tdivy} = {1})

D'o@ 1'introduction de 1'ensemble des diviseurs communs a X; et ¥i:
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dcy = {t ¢g tdiv uy At divivgg qui s'écrit encore, en &tendant

div aux couples :
dey = {t g tdiv 2;}

La partie variante s'écrit alors dey = (1}

But 2.1 : Trouver une définition réclirente de Jci

On cherche & procéder par unification entre dci ot dci_1
deg = { t tg tdiv zil
dejy = {t tg tdivaz, )
alors
dey = {t tq t div (zi~l/ki) } et an utilisant les propriétés da div :
= {t tq kpt divz )

= {t gkt €dey ) et ki ¢ dey

Le but 2.1. est atteint si on admet qu'il ;'agit d'une définition
explicite.
De plus, on vér:fie inmédialement que dc; ¢ dci_1 kg > 1

On obtient ainsi la nouvelie ver.ion de 1'énonci représentée sur la

figure 3.

La présentation adoptée permet de mettre e &évidencéd les étapes succes-
sives de 1'explicitation :

On part de 1'énoncé formel initial (Golonn: de gauche en haut) que 1'on
explicite en introduisant des intermédiaires (& , N) caractérisés par des

énoncés formels (colonne de gauche) et ultérieurement explicités. On peut
donc utiliser 1a méme démarche déductive qour ?i spécification et pour 1'ex-

plicitation, avec, cependant,en plus, dans' ce dernier cas, des regles formelles
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de construction. I1 est donc naturel d'adopter un cadre de description syn

taxique analogue pour 1'explicitation et pou- la spécification. o

L'explicitation précédente de 21 = <<'i’ Vi >>  assure :
- que propor(ui, Vis 2, b) est bien un invariant de la suite, donc que
propor(u,, v s &, b) = vrai
- qu'il n'y a pas de blocage, c'est & dire que pour tout i <n, dcgh {1}
n'est pas vide, donc K, existe
- qu'il existe un entier n tel que dcn = {1} , c'est a dire tel que

prem(zn) = prai  ; cecl résulte du fait que la suite dc; est stric-

tement décroissante.

' On assure ainsi & la fois la correction partielle et 1a terminaison
en reprenant des termes introduits par FLOYD [FLO, 67] et HOARE [HOA, 691
[LIV, 78] dans i'étude de la correction des programmes.

But 2.2. : Premiére explicitation de k.

Cet enoncé ¢, n'est pas encore explicite & cause de la définition
des dc_i qui n'est pas constructive : pour rasser de dci_1 a dci

it fgut introduire une nouvelle suite d'ehsembles intermédiaires initidlisee
a ﬂ‘ et dont le dernier terme est dci . De pius, la definition de dc1

constitue un nouveau probléme & résoudre.
Enfin la spécification de ki introduit de 1'indéterminisme dans 1&

spécification de z
A nouveau plusieurs possibilités se présentent :
- expliciter dans £y Ce qui ne 1'est pas encore

- thercher & améliorer €y avant d'al er plus loin ce qui peut éviter

du travail inutile.

e aaad o —
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Choix : Amélioration de e,

parce que dc; = {1} & ky = max(dci_l) < euréka >

Dans un raisonnement plus détaille, cette remarque peut se faire lorsque
T'on cherche & déterminer le choix de ky dans. dci_1 {1} .

Alors si ky = max(dcl), dcy = {1} donc n =2 et ainsi €, se
transforme en 1'énoncé €3 de la figure 4 ol k2 est noté k.

ALors , par définition, k est le pgcd de a et b

But 2.3. : Explicitation de k

En reprenant le résultat de 1'exemple 14 du chapitre 1.3., pgcd
est définie récursivement par :

pged(us v) = s v = 0 alors u sinon pged(v, u mod v)

ol umod v s u - v*(y:v)

A ce stade du développement 1'explicitation est terminée si on
pose k = pgcd (a, b)
On retrouve ainsi 1'énoncé de 1'exemple 14 du chapitre 1.3.

Ainst le but 0 est atteint.

- On peut étudier d'autres choix que les précédents . Par exemple,

remettre en cause le choix 2.2.1 en prenant pour invariant prem(ui, vi}

On va se Heurter alors a la difficulté liee i la construction de
couples d'entiers premiers entre eux.

résultat << %, ¥y >>

=12

tg << x, y >

Z, = zllk

<< a, b >

2y =

k = max(dc,)
dc; = (z tgz divaazdivb}

donnée << a, b >

jon irréductible.

COUPLE

<< X, Y >>

COUPLE

Z;

COUPLE

%y

ENTIER

k
d61

F (ENTIER)

<< @, b »> : COUPLE

rcbléme de la fract

P

ation du_

me_explicit

résultat << X, y >>

<< X, ¥ >>

tq
z, dc

=]

2517k

(k; € dey_y\ {1}

Z4

[i2>

{ttg ky®t€de, i)

dci =

zl = << 3, b > a

dey = {t tgtdivaatdivbl

Deuxi &

gure 4

£i

de << 3, b >>

n tg dep = {1} AVi(i <n>de; # (1))

dorm.

|
I
|
{




- On peut chercher une définition récurrente de k
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. 11 s'agit alors

H
de mettre en oeuvre une transformation de programmes classique

suppression de récursivité dans le cas de récursivitd terminale On
obtient ainsi 1'énoncé de 1a figure 5.

£

<< X, ¥y > tg propor(x, y,
2, 'b) A prem(x, y)

k = pged(a, b) a

pacd{u, v) = g v =0 glorsu
stnon pgcd(v, u mod v)

€€y 45> tg pgcd(ci. d1)-

pgcd(cy 10 dyy)

A
<< Xoy >>: clour?LE

k : ENTIER

<< ¢, d >>: COUPLE®

n ¢ ENTIER

f<a, b>>: COUPLE

régultat << X, ¥ >>
tg << X, y>> =<<a, b>> /k
k = LR
<< ¢, d >> tg
iz2 > <<cy, dy >ecccy .
dy_; mod €y >>A<<cy, dp >

= << a, b>»

n tq dn =0
donnde << a, b >>
Fiqure 5 : yersion récurrente du_probleme de la_fraction_ irréductibie.
Autres possibilites ehvisageables pour expliciter pgcd :

a) Chercher une induction sur les données a, b & 1'aide de construc-
teurs sur les entiers. On se heurte .zaux mémes difficultas que dans le

choix 2.1.1. ci-dessus

b) Faire d'autres choix d@gifaibliésgments en Introduisant une suite

k1 dont Te dernier terme est 'i?‘

par exemple :

. Onadlors de nombreux choix d'invariants,
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invariant : ki div a

condition d'arrét : ki div b o vt(t diva a t divbotdiv ki)

Mais aussi :

invariant : ki div a a k1 div b

condition d'arrét : vt(t div a at divb >t div k)

Ou ' encore :

invariant @ k; = max ({t tgt div aat div b} n [1..4])

condition d'arrét : o= min(a, b)

Nous ne développerons pas ces diverses solutions mais on voit tout de
suite la quasi impossibilité, méme dans un probléme aussi simple que celui-ci,
d'une étude exhaustive.

Ce qui est d'autant plus regrettable qu'il est possible qu'une telle
étude conduise & des solutions intéressantes, par exemple, & des algorithmes
de calcul paralléle des diviseurs de a et des diviseurs de b .

La figure 5 donne un exemple de descripticn d'énoncé récurrent. Nous
introduisons au chapitre 2.3 le langage MEDEE permettant de construire de
tels &honcés. On y précise également quel genre de formule est un énoncé
itératif et quelles en sont les propriétés intéressantes.

Nous avons distingué deux méthodes (stratégies) d'explicitation
trés importantes :

Pour ce faire on peut utiliser des constructeurs de données. Lorsqu'un
seul constructeur, en plus d'un constructeur o-aire, suffit,on décrit une

suite dont le dernier terme est la donnée :

B




- 289 -

On peut aussi utiliser des simplificateurs .

Cette étude met donc en évidence deux sortes de définitions récursives :
les unes utilisant des constructeurs, les autres des simplificateurs. Nous
reviendrons sur ces définitions au chapitre 2.2.

IT consiste & décomposer 1'énoncé initial en une condition d'arrét
et une partie invariante et i introduire une suite intermédiaire dont
chaque terme doit vérifier 1'invariant et dont le dernier terme vérifie
en plus la condition d'arrét.

Cette technique peut &tre considérée comme un cas particulier d'induction

sur Tes résultats puisqu'on introduit des constructeurs du résultat.
(cf chapitre 2.4).

Ces deux techniques nécessitent 1a mise en oeuvre d'une stratégie '
de géndralisation, c'est & dire 1'introduction de fonctions ou de suites
intermédiaires.

Motons de plus que nous sommes allés plus loin que la premiére expli-
citation d'un énoncé puisque nous nous sommes préoccupés de transformation
de définitions explicites. Cet aspect de 1a construction des programmes
sera un peu évoqué dans la deuxiéme moitié du chapitre 2.3 et dans 1'exemple 5.

L'étude de 1‘exemple précédent montre qu'il existe deux niveaux de
choix : choix de stratégies et choix d'intermédiaires. Pour faciliter le
dérouTement de ce genre de raisonnements, et en particulier les retours en
arriére, i1 est nécessaire de se doter d'outils de gestion des choix. Nous
associons donc au cadre syntaxique permettant de décrire les raisonnements
successifs, un moyen de décrire la structure des choix : parallélement 3

la construction de la version explicite nous construisons 1'arbre des diffe-
rents choix.
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Un probléme se prétant particuliérement bien 3 une étude systématique

des choix d'explicitations et celui des tris. On trouve déns [GER,‘77]' une
demarche conduisant au tri rapide dans laquel'e les princ1péux fho1x sont
mis en évidence. Des études systématiques [BRO, 78] et or1enFees vers la
synthése automatique [DAR, 78] ont &té développées sur ce sujet.

On peut souhaiter, pour des raisons d'efficacité par exemple, transfor-
mer un énoncé explicite en un autre. Les techniques mises ?n oeuvre sont
similaires a celles qui permettent une premiére exp]icita?lon.‘Ce s??t c?s
"transformations de programmes” qui ont été leos plus étudiées jusqu'a présent

(ARS, 771 , [BUR, 77b1,[BAU, 78b] etc... .

Une de ces technigues est la représentation de tout ou partie du
systéme d'information dans lequel s'exprime 1'énoncé.

Ainsi, comme nous 1'avons déja remarqué, dans le probléme de \'év?Teation
d'une expression arithmétique post fixee (ch 1.4 § 1.3 d)) 1'§noncé initial
a 6té transformé en un énoncé portant sur une structure linéaire. Cette
transformation peut &tre considérée comme une représentation du S.1. EXP
par e S.I. RLEXP (cf ch 1.3 § 6.3).

Pour 1a définir nous avons introduit un intermédiaire constitué d'une
suite de suites de reels :

eval(x) = x si x € REEL
eval(u ~x) =8¢ x € REEL

alors eval{u) ~ x
sinon rest(eval(u)) ~ effet(pen(eval(u)), der(eval(u}), x)
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Plutdt que de parler en termes de suites de réels i1 est possible de
parler de piles de réels (cf ch 2.2 § 5.1) puisque les seules opérations
portant sur ces suites sont ~ , der, début (en effet rest = début2 et

“pen = derz) s

Finalement, nous obtenons 1'énoncé récurrent de la figure 6.

r : REEL résultat r
p + (PILE [REEL ' OP])* tq r = sommet(p )
empiler : jumet(PILE,REEL)PILE
do base dans PILE
oot fonet(PILE) PILE
de base dens PILE &7V empiler(depiler3(pi),
sommet : fomet (PILE)REEL
de base dans PILE
RLEXP : S.1.

P tgizx2 = R st eli € REEL

ai rs empiler(pi_l, E]i)

o

effet{sommet(depiler (pi)),
sommet (depiler(p;)), el;))
Py = pilevide
donnée el : RLEXP

2.- ETUDE DU PROBLEME DE L'EXPLICITATION DES PROBLEMES.

L'étude empirique précédente permet de spécifier le (méta) probléme de
i'explicitation.
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2.1.1.- Spécification du probléme.

Intuitivement, expliciter un probléme consiste & le transformer
en un autre probléme dont 1'énoncé et le S.I. sont constructifs et dont les
solutions sont des solutions du probléme de dépert. Les définitions du
paragraphe 6 du chapitre 1.3 permettent de spéc fier le méta-probléme de
T'explicitation (figure 7).

Pour compléter cette spécification puis essayer de construire
un méta-algorithme d'explicitation i1 faut définir les concepts de probléme
explicite, 8'énoncé explicite et de systéme d'information constructif. Ceci
revient & définir 1'univers du méta-probléeme de 1'explicitation.

Ce méta-systéme d'information étant précisé, 1'explicitation
du méta-probléme de 1'explicitation consiste & expliciter les relations
vérifie, représeniation de, abstraction de.

Pour expliciter P' vérif P on cherche & le décomposer en un
ensemble de méta-problémes plus simples & résoudre. Ces méta-problémes
s'obtiennent, en général, en ajoutant des hypothéses & P' ou P
on cherche une suite Pl"' Pn de problémes in.ermédiaires , telle que

P' vérif Pn et Pn uérian_l - P1 vértf P

On est ainsi conduit & étudier un certain nombre de méta-sous-
problémes de P'ygrif P de la forme P' et E'(P') vérif P et £(P).
o0 € et €' sont des conditions (méta-prédicats) sur P et P'.

Ces conditions sont liées & la forme d'une partie de 1'éncncé et
d'une partie de 1'univers des problémes. Ici encore une étude précise des
énoncés explicites et des S.I. constructifs doit déboucher sur la mise en
avidence d'un certain nombre de méta-sous-problemes pour lesquels 1‘explici-
tation est, en partie au moins, résolue. Ces différents méta-sous-problémes
seront appelés stratégies d'explicitation. On ratrouve ici un point de vue

assez voisin de 1'utilisation de "schéma de programmes” [SCH, 79]
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N m f -t )
N N S w 2 et de représentation.
3 ] \ —1 i , .
9 gl g, § = f Un avantage de ce genre de démarche est que la "correction" du
g & i ; .
° L — probléme obtenu vis 4 vis du probléme de départ est automatiquement assurée
1
[ & : si chaque étape de la transformation corresgond & 1'application d'une régle
¥
Ei de construction.
[¥8) :m:
= . Y
o w ol )
3 & H , 2.1.2. - Stratégies d'explicitation.
e aa @)
N, 2 2 “‘-" . . s = . .
w ow o ” f‘;’i La technique générale d'expliciteti®h consiste & introduire
= o~ —~
; oo 2 -Si i des intermédiaires {fonctions, objets, ensembles). Pour cela le programmeur
|m Q w =i ] [
E E - n dispose des moyens suivants :
Q -
S & =
g & A ] a) un guide de 1'ordre d'explicitation
o o' L2 : Iy :
- § 'Gé - 11 est raisonnable de commencer par chercher & expliciter la relation
[ e UM e, e ] Wt B K
r A i entre données et résultats, puis de recommencer pour les résultats
= 'y . .
2 g 5% - intermédiaires.
t = g < ~i a .
H { 24 2 - - . Y .
§ E : : 2 - La structuration et la modularité des énoncé et S.I. initiaux permet
1 b o .o . .
o S o S 21 des explicitations locales.
@ E-a wa .
[ - & E 5 | b) un catalogue de stratégies entre lesquelles il peut choisir
' - » e - !
[ - . g "2 - Nous avons vu dans les exemples précédents qulques unes des stratégies les
W e U -
! T &S m e ‘plus usuelles
S o o —
e 3 a3 - analyse par cas
L s n = ik
! . ] 22528 : - affaiblissement
i S m w3 g Ll
T (S = S R
<1 285 ¢ o 8
l = @ &€ 3 3 b —~
Pl e g -
b= 8 - 5 =
L2 5 S 25
1 < noo PR I
w o S @ o~
A I
; e o ©
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induction sur les données

représ i ! é i i
présentation d'un systéme d'information par un autre

ébstractwon d'un systéme en un autre (introduction de construct

- introduction de S.I. intermédiaires. )
- suppression de récursivité

etc....

‘ Cﬁaque stratégie est un méta-probleme qui s'énonce comme un
cas particulier du méta-probléme de 1'explicitation.
p . .
ar exemple si & est un énoncé de résultat r s la stratégie

d'an iquée 3
alyse par cas appliquée & (e , r) consiste & trouver p booléens

b » +..3 b of i p i p 1
i p aractérisés respectivement par les ér oncés B s . B
et P 1 inte médiai S 1 1 éri ,
+ Y ire Fovoo f caractérisés vespectivement par
E]...., £ 1 tels que :

(B A €) v (By A €5) V...V (Bp A.Cp) v (7(51 vo.v Bp)

A £p+l) -]

on peut alors remplacer ¢ par

t'=s cas bl alors r
?2 alors ry

bp alors rp

rp+1
et par la conjonction des Bi et des &5

stnon

Ainsi le rés égi '
résultat d'une stratégie d'analyse par cas est forme :

- des énoncés Bi et e,
i

- des intermédiaires b, et r
i i
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Bien sir ces différentes stratégies sont en général, indéterminis-

tes et non calculables. Pour les résoudre on rastreint le nombre de solutions
en effectuant des choix qui font appel en général & d'autres stratégies :
1'explicitation apparait donc comme un processus profondément récursif, non
ceulement & cause de la structure arborescente des énoncés & expliciter,

mais aussi par 1a nature indéterministe des stratégies.

Par exemple, pour effectuer une incuction sur les données on

a chercher des constructeurs, donc faire une abstraction. De méme pour

pourr
ﬁg e cas d'un affaiblissement on utili-

trouver une formule de récurrence da
sera souvent 1‘unification.

11 faut encore noter que ces différentes stratégies n'ont pas 1a
méme "taille" :
certaines sont locales (unification,analyse par cas...)s d'autres peuvent
concerner des inconnues trés “complexes” (absiraction , représentation...)

¢) un certain nombre d'heuristiques caractérisant les diverses

stratégies :
outre les préconditions éventuelles [SIN, 79]
tégies,il est utile de donner des critéres d'itilisation, un peu comme on

le fait par exemple dans la description de techniques de calcul intégral.
c’est dans e choix

a la mise en oeuvre de stra-

C'est certainement 1'un des points lec plus délicat :
de la stratégie qu'intervient 1'intelligence ou 1'intuition du programmeur.

2.1.2.- Régles de construction.

Pour mettre en oeuvre ces stratégies le programmeur peut utiliser
des régles de comstruction :
- Ragles de calcul algébrique, ensembliste...

= Rég]es de transformation d'énoncés développées depuis quelques arnées
[ARS, 771 , [BUR, 77 b} , [BAU, 78 a]l , [FLA, 791 telles que le pliage, le

depliage, la fusion d'itérations etc...
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- Régles permettant d'énoncer certaines stratégies : introduction de

suites intermédiaires, introduction de symboles g-aires intermédiaires etc...

L'application de ces régles est conditionnge par certaines pro-
priétés des formules a transformer.

2.1.4.- Expression du méta-algorithme.

I1 est nécessaire de disposer d'un cadre syntazique :

- Pour décrire les énoncés et les S.I. : dans un processus d'explicita-

tion i1 est nécessaire de disposer & la fois de 1'ancien énoncé et de
T'énoncé que 1'on est en train de construire (de méme pour le S.1.)

Ainsi une présentation sous forme de colonnes, comme pour les spécifica-
tions, permet de manipuler les deux formes d'énoncés mais aussi de savoir
& tout moment ot 1'on en est dans 1'explicitation : on décrit ainsi les

différents résultats partiels du méta-algorithme

- Mais il est tout aussi important de pouvoir décrirve la suite des
ratgonnements qui constituent 1'explicitation. Plus précisément on veut
décrire les "calculs" du méta-algorithme qui sont une suite de stratégies
Justifiées par des choix. Ceci permet de retrouver, de vérifier les rai-
sonnements et les choix qui ont permis de dériver un énoncé explicite.

~ Enfin en méme temps que les résultats partiels du méta-algorithme, i1
faut décrire les états successifs de 1'arbre de choix de facon a faciliter
les décisions et les retours en arriére. I1 va de soit, et on le vérifie
aisément sur les exemples précédents.qu'une voie d'avenir est la cons-
truction d'un systéme interactif d'explicitation permettant de soulager

Te programmeur des calculs intermédiaires, lui réservant les choix de
stratégies et lui permettant de cheminer dans 1‘arbre des choix antérieurs.

4

)
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Pour préciser les stratégies d'explicitat on i1 faut commencer par
caractériser Tes é&noncés et les univers constructifs,ce qui nécessite :

- de définir précisément ces concepts. Nous exprimerons ces définitions

en termes de systémes d'information

- d'étudier leurs propriétés a partir desquelles on peut définir des
stratégies de transformation. 1

- de se doter de langage de description d un emploi aisé.

Mais nous avons déja indiqué que nous nous intéressions essentiellement
au cas des solutions calculables et donc que 131 distinction entre énoncé
et axiomes d'un S.I. n'avait pas d'importance. 11 en résulte gu'on pourrait
définir les diverses transformations uniquement en termes d'abstraction et
de représentation. IT n'en reste pas moins qu'il faut définir des techniques
de transformation adaptées a certains types de formules. La démarche est la
méme que ces formules soient considérées comme des énoncés ou comme des

axiomes d'un S.I..

L'objectif étant la description du méta-algorithme d'explicitation qui
est esquissée au chapitre 2.4, nous commengons par étudier la forme et Tes
-propriétés des résultats qu'il doit fournir :

- Les 511. explicites, on dit plutét constructifs, sont étudiés au
chapitre 2.2 en liaison étroite avec les stratégies d'abstraction et de
représentation et les définitions récursives.

- Le chapitre 2.3 &tudie un cas particuliérement important d'énonces ex-
plicites : les énoncés récurrents. Cette étude déhouche sur 1'introduction du
la;gage MEDEE qui prolonge le langage des s-descriptions et qui est bien adapté
a la description d'énoncés récurrents. Aux éncncés récurrents est associée
la stratégie particuliérement importante de 1'affaiblissement.




CHAPITRE 22
DEFINITIONS RECURSIVES :T DESCRIPTION

ALGEBRIQUE D'UN SYSTEME D' INFORMATION

La classe la plus générale de définitions explicites est celle des
définitions récursives. Nous en distinguons deux types : les définitions
s-récursives exprimées & 1'aide de simplificateurs et les définitions
c-récursives liges 3 la notion de constructeur. Les définitions s-récursives
sont cellesque 1'on entend habituellement par le vocable "définitions
récursives". Aprés un bref rappel de leurs propriétés (paragraphe 1), on se
préoccupe de la construction d'une telle définition & partir de s-descriptions.

Ayant rappelé 1'intérét méthodologique des concepts de constructeurs
et de simplificateurs, le paragraphe 2 présente 1'étude, & partir de quelques
exemples, des descriptions algébriques de systéme d'information qui forment
un cadre bien adapté & 1'explicitation des problémes.

Aprés avoir caractérisé les définitions c-récursives d'opérations,

il est possible, au paragraphe 3, de définir et d'étudier les systémes
d'information algébriques. On peut montrer 1'intérét du concept de formz
normate et 1'existence de méthodes de preuves de consistance dans ce cadre.
De plus, la plupart des opérations de construction de S.I1. (¢f ch 1.2 §'5
et § 7) peuvent &tre définies en termes algébriques (paragraphe 4), ce qui
assure un caractére de stabilité & ce genre de description.

11 est alors important d'étudier le passage d'une s-description & une
description algébrique. Ce passage correspond a une abstraction algébrique
et le paragraphe 5 propose un méta-algorithm2 permettant de construire une
telle abstraction.

Le dernier paragraphe concerne le probléme de la représentation de
systémes algébriques et propose lui aussi un méta-algorithme de représentation.

———r = T

T R e A » sl .-
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1.- NOTTON DE DEFINITION RECURSIVE.

Introduites par les logiciens [KLE, 52] , [SHO, 671 pour caractériser
la classe des fonctions calculables, Tes définitions récursives ont &té
1'objet de trés nombreuses studes par les informaticiens, autant pour 1*in-
troduction d'outils de programmation fondés sur Ta récursivité (LISP [CAR, 62]
CUCH [BOH, 66] , procédures récursives, types abstraits algébriques) que
pour la description formelle de leurs propriétés (théorie du point fixe
{Liv, 78y , sémantique dénotationnelle [sCo, 717 , sémantique algébrique
[COU, 78} , régles de preuves [MIL, 76] » régles de caleul [VUI, 74])

Aussi nous contenterons nous ici d'un bref survol des caractéristiques

des définitions récursives précisant surtout 1'aspect méthodologique associe
a leur construction.

Soit S un S.1. d'alphabet A et h un symbole de profil
n'appartenant pas & A (Sl, 82...Sq. Sq+1
sortes de S). On appelle symbole de fonctiommelile (ou simplement fonctionnelle)
asgocid & h iort schéma fonctionnel T sur A o {n} o

sl’ ...,5‘% - S

g+l sont des

Par exemple G = g4 X, @ 0 alors Xy gine h(xz, % mod xz)
est une fonctionnelle asscciée a h sur un S.I. contenant 1'opération mod.
Commeé nous 1'avons deja signale plusicurs fois (ch 1.3 § 2, ch 2.1 §1)
il est possible de définir par récurrence sur la longueur des termes une
régle de substitution & h , dans une fonctionnelle G, par un symbole de
méme profil que h (cf [REM, 74 1)

Avec les notations précédentes :
Une définition s-réeursive d'un symbole foncticnnel " f de profil
Sl’ 505 o Sq - Sq+1 (pouvant ne pas appartenir & A ) est une formule de 1a

forme :
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a hb -/X,---,.V- /X]
fy e Yq A a7 ,.Y-ll 1 i

i i ; : bl
ol yl"'yq sont des variables libres ; {xl"'xp} est 1'ensemble

des variables libres de © et p<q ; "G et h sont comme dans la
définition 1. o
Par exemple
pgcd(u, v) = gf v = 0 glors u sinon pgcd(v, u mod v)
est une définition s-récursive.
Dans la définition précédente, le Yerme s-récursive précise que la

récursivité est obtenue par 1'utilisation de simplificateurs. Nous lui
opposerons au paragraphe 3.1 les définitions c-récursives reposant sur

1'utilisation de constructeurs.

I1 est évident, avec le paragraphe 1 du chapitre 2.1 que les céfini-
tions s-récursives sont des définitions explicites. Cependant il n'y a
aucune raison pour que les définitions s-récursives soient réservées
aux fonctions "totales". Dans le cas général une telle définition sera

pré-conditionnée.

Une définition s-récursive pré-conditiornée est une formule du type :

o> f YypeeYg = 'G[f‘./h' yil/x]. cees y,-p/xp]
ol ® est une formule associée & f yl...yq : sa pré-condition o

Par exemple . .
U»0Ava20>pged(u, v) 8 g v = 0 glors u ginon pgcd{v, u mod v)

est une formule de ce genre. o ) '
* Lorsqu'il n'y a pas d'ambiguité, on appelle encore définition récursive

une définition s-récursive pré-conditionnée.




Notation :

en utilisant le langage des s-descriptions, une définition s-récursive
pré-conditionnée s'écrit :

& xl...xq = Gl...]

& e

Definition 4 :
Un systéme d'équations s-récursives préconditionnées est une conjonction

de définitions s-récursives pré-conditionnées de la forme

1 1 1 1
pré Efl Ypeen yql) > fyy... yq1 s Tyl fy/hy,.d
1

k k k k
) o Fk ¥i--- qu

roend (Fe v vy = T, [f/h,...]
K

telle que chaque ®; soit un schéma fonctionnel sur A v {h, f

On parle encore de schéma récursif [NIV, 75} 0 8

IT existe uc¢ nombreuses présentations des systémes d'équations récur-
sives ([COU. 78] , (CAD, 731, [REM, 74} , [LIV, 78] etc...) aussi nous
contentans nous ici de rappeler quelgues uns des résultats les plus fonda-~
mentaux. Notons cependant que,dans le cadre od nous nous plagons,nous admettons
des fonctions partielles caractérisses par des pré-conditions. Pour se
ramener aux théories classiques on devrait les prolonger en des fonctions
totales prenant éventuellement la valeur "indéfinie" W

a) I1 existe plusieurs sémantiques (interprétations) de systémes d'é-
quations récursives [COU, 78] . De la théorie du point fixe développée par
SCOTT. on déduit que chaque fonction d'un systéme d'équation récursif admet
une interprétation qui peut &tre éventuellement 1a fonciion r (fonction
nulle part définie) [LIV, 78]

b) Ainsi tout systame d'équation récursif & k inconnues f f

1Ty

admet toujours une solution {on étend ici le concept de solution du chapitre 1.3)

1o fiopfigefid
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3 condition d'admettre les fonctionmsnulle pact définies (c'est-a-dire les
fonctions f- telles que ppd f = faur }.
Par exemple
f(x) a f(x)+1 n'est jamais définie

¢) Une définition récursive peut admettre des solutions qui ne sont
pas calculables.
Par exemple
rs=2.r-1 n'est‘pis calculable bien que r = 1 soit

solution.

d) Plusieurs régles de calcul (appel par nom, par valeur, par nécessité}
ont été définies pour les systémes récursifs.

Ce sont des restrictions de la régles de substitution qui ont été
introduites pour rendre plus déterministe le calcul d'un résultat. Rappelons
enfin que les régles de calcul permettent au mieux d'cbtenir le plus petit
point fixe de la fonctionnelle associée au systéme [LIV, 78]

1.3.- Construction de définitions s-récursives.

Nous nous intéressons, dans ce paragraphe,. d 1'explicitation s-récur-
sive des fonctions. Ce (méta) probléme peut étre énoncé informellement de
la fagon suivante : :

Etant donné une s-description d'une forction f , construire une
définition s-récursive de cette fonction.

Clest un probléme que nous nous sommes cé&ja posé lors de 1'explicTtation
de pged (ch 1.3 § 6.2) ou encore Tors de 1'explicitation de maz (ch 2.1 § 1
exemple 2).

Ce prabléme est donc une stratégie d'explicitation.Sa mise en ceuvre
peuts conduire & introduire de nouvelles fonctions(c'était le cas pour le
probléme du baguenaudier. Cette stratégie est fondée sur des régles de
construction que nous introduisons maintenant.




1.3.1.- Régles de construction de définitions s-récursives.

D'un point de vue méthodologique, la construction d‘une définition
s-récursive a bartir d'une s-description a pour objectif le remplacement
de Ta s-description par la définition récursive. Cette démarche correspond
a la construction d'une abstraction du S.1. dont la fonction est une opération.
C'est donc sur le concept d'abstraction que repose la régle suivante :

(RESR) Regle d'explicitation s-récursive

Soit S un S.I. et f un symbole q-aire défini par la s-description
suivante :

f xl...xq =Y g el o

La définition s-récursive pré-conditionnée

® 5 f xl...xq a T

est gorrecte vis A vis de y si

— Vxl...x
S

o @y lfx.xy/yl)s VAL Xg0 > fxpxg w0 T)
———

Avec les notaticns de la régle précédente, soit A le S.I. déduit de

S en remplagant 1'axiome ¢ = y[f xl...xq/y] par ¢ o fxl...xq s %

si id est T'application identité
o

Alors (A, id) est une abstraction de S
des symboles de A vers les symboles de §

Résulte immédiatement de 1a definition d'une abstraction .
Ainsi, tout probléme P dont le S.1I. est §
probleme Pa

va s'abstraire en un
sur A tel que toute solution de Pa s0it une solution de P :
pour résoudre P i1 suffit de résoudre Pa (cf theor

ee 10', théorame 12 ch 1.3)
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En reprenant le début d'explicitation du probléme des sous-suites
ascendantes de longueur maximum,, nous avons transformé {ch 2.1 § 1 exemple 3)
la s-description :

croiss(B) = b
tg b= (vi € [bi(B) ..bs(B) - 11 , B; < By,;)

en la définition récursive : *\

croiss(B) s g Bs<>v Bl = 1
alors vrat
ginon croiss(débui (B)) a der{début(B))g der(R)

La reégle (RESR) était le fil directeur e la stratdgie que nous avions
=]
alors suivie . )

ité ici ior ic équivalence entre
En réalité dans 1‘exp11c1tat1qn de croics nous avons une équivale

la s-description et 1a définition récursive

{ve ,croiss(B) = (vi € [bi(B)..bs(B] -1] , B. <8y, )]«

[vp ,croiss(B) = si B =<>na iflsl
alors vrat
stngn  croiss (début (B)) A der(début(B))
< der(g) 1

Ainsi, 1'abstraction (A, id) définie par cette transformation est
compléte pour les formules croiss(B) = b  (définition 13 c¢h 1.3). Comme
par ailleurs elle préserve les autres théorénes par définition de id,
cette abstraction est compléte. Elle associe de fagon bijective a toute
solution d'un probléme P sur S , une soluuion de 1'abstraction Pa de
P a A,

Caractérisons de fagon générale cette propriété par la régle suivante :

= -..-Am_-“--u-—mm--"-"—“‘-




(RESRT) Regle d'explicitation s-récursive totale

Soit f un symbole q-aire d'un S.1. S , d&fini par la s-description
f Xp- .- xq =y tg Ysgi o

La définition s-récursive pré-conditionnée

9 > fxl...xq aZ

est totalement correcte vis a vis de Y oosi

o owx

s VX--Xg (03 w[fxl-‘.xq/y] ) VA X (0D fxp- g & E)

e

Avec les mémesnotations que dans le théoréme 1, (R, id) est une

abstraction compléte de S o

vVoisi
tigue
(RESR

fious adopterons queiquefois une présentation des régles de construction
ne e celle utilisée pour les régles d'inférence en sémantique axioma-

[LIV, 78] et développée par exemple dans [BAU, 78 b] . Ainsi
) peut :'dcrire :

3
N

w o> P [fxl...xq/y]

v xl..xq = wffxl..xq/y] ) =

\V xl..xq (w:fxl..xq s Z)

14
1
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1.3.2.- Stratégie d'explicitation s-récursive

C'est un cas particulier du probléme général de 1'explicitation
qui concerne les fonctions défiries par des s-descriptions.

+ SESR # Stratégie d'expiiciéation s-récursive

nné f caractérisée par f Xpoeokg = ¥ t;\ ¢ dans un S.I. S

8t ©
répultat définition s-récursive f xl...xq =z
st o

tq o f xl...xq = % est correcte vis-a-vis de y

Présentation :

# i.e transformation de la s-description de § #

Dans T1a nouvelle description du S.1. S o1 place la s-description initiale
de f dans la colonne de gauche et la définition s-récursive dans 1a colonne
de droite.

Heuristique :
- Chercher T sous la forme :

87 b alors 8 sinonm €1

o § ne contient pas de symbole inconnu
et b est tel que S 'soit une solution “"évidente" de

- Choisir les simplificateurs de telle meniére que, pour tout Xl“'xq

tel que © soit urgs , 1'application d'un nombre fini de fois des simpli~
ficateurs conduise & un gq-uplet yl...yq te’ que b [yllxl...yq/xq] = vrer

- Pour déterminer 1 essayer d'unifier

v [f xl...xq/y] avec v [f Ll...uq/y]

ot ul..,uq est le g-uplet déduit de >1...xp par applicaticn des
sélecteurs. Ceci peut conduire & 1'introduction de nouveaux intermédiaires.

i LT T T A AT T T r————-
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Cette stratégie apparait comme un cas particulier d'induction sur les
données. Elle peut faire appel & d'autres stratégies telles que 1'unification.

Aprés avoir atudié le probleme de T'explicitation s-récursive d'une
fonction, nous nous intéressons maintenant au probléme gqlobal de 1'explicita-
tion d'un systéme d'information.

2.~ NOTIOM DE SYSTEME D' INFORMATION CONSTRUCTIF.

2.1.- Utilite_des_abstractions algébriques.

2.1.1.~ Explicitation d'énoncé et explicitation de systéme d'in-

formation.

Les S.I. que 1'on souhaite utiliser pour une spécification initiate
d'un probléme doivent &tre trés “riches” en propriétés, ce qui facilite leur

utilisation. C'est le cas des s-descriptions de S.I. qui reposent sur 1'uti-
Tisation de S.I1. prédéfinis.

tn revanche ces S.1. apparaissent souvent comme peu constructifs,
ou plus préc sément sans constructeur évident. Or, nous avons constaté sur
les exemples v .napitre 2.1, que 1'explicitation nécessite 1a mise en
évidence dans le .1, de réference de simplificateurs et de constructeurs.

Reprenons 1'exemrie 2 du chapitre 2.1 (probléme des sous-suites
maxinwles). L'explicitation des fonctions r. . Croiss, 1l en termes de
steplificateurs {ou de constructeurs, rcus allons revenir sur cetle deuxiéme
possiblite) conduit & une abutvaction du S.1. initial. Cette abstraction
consiste simplement & remplacer les axiomes initiaux caractérisant ces
fonctions par les définitions récursives correspondantes. Mais pour la
resolution ultérieure du probléme , on a assez peu gagni si on est obligé
de revenir, dans 1'abstraction obtenue, aux s-descriptions initiales des
simplificateurs. Si donc i1 &tait naturel » lors ue la spécification initiale

du probléme, de considérer un S.1. V* trés riche en propriétés, on comnence,
3 ce stade du développement, & savoir quelles sont les propriétés {et donc

Tes fonctions) qui sont Tes plus intéressantes pour le développement ulté-
rieur de 1'énoncé. Ce sont elles que 1'on soutaite abstraire du systéme d'in-
formation initial et qui seront & la base des raisonnements ultérieurs.

On cherche denc un S.1. "extrait® du S.I. de céparé‘et que 1'on pourra

prendre comme nouvelle référence en "oubliant' le S.I. initial.

En d'autres termes, et en reprenant les notations du chapitre 1.3,
pour expliciter un probiéme i1 ne suffit pas c'expliciter 1'énonc§ du.probléme
et se placer dans 1‘'abstraction de SD [ci] définie par 1'explicitation de
¢; . mais encore faut-il expliciter les fonciions de base du S.I. du probléme

1 . . - -
qui sont utilisées dans la version explicite ce 1'énoncé ¢

2.1.2.- Premier exemple de spécification algébrique.

Reprenons le probléme des sous-suites ascendantes maximales. Aysnt mis
en évidence les constructeurs ~ et < > , une premiére idée consiste a
donner une nouvelle définition de V* en termes de monoTde. Ainsi V¥
serait le monoTde libre sur V , c'est & dire un ensemble muni d'une loi de
composition interne ~ (la concaténation) a.sociative, admettant un élément
neutre < > et contenant un sous-ensemble isomorphe @ V . Mais cette
définition n'est pas directement constructive et on lui préfére la définition
suivante : -~
& V¥ est caractérisé par 1'existence d'un constructeur binaire :
~ o op (VE, V) V%
: ) "
et d'un &lément particulier qui es' le constructeur o-aire "< >
Cette définition revient & dire que tout &lément de V* , différent
de la suite vide < > , est de la forme (..(< >~ xl) ~ xz)...) ~ X,

noté encore <> Kp o Xy eee 2 Xy




1

S on ne donne pas plus d'informations sur  V* on obtient une aubeL(f ) = 3 *\
steucture libre en ce sens qu'il n'y a pas d'axiomes propres. der (B~ x) = X

Une telle structure risque de n'étre pas assez riche pour les
transformations ultérieures d'&noncés. On 1'a d'ailleurs constaté dans
Pexemple 2 du chapitre 2.1 o dans la définition de croiss(y ~ x) on pré  (debut{B}) = (8 # <> )  pwg der(8}) = {8 % <> )
faisait intervenir de maniére naturelle der{y). On peut aussi Souhaiter sau systome d'information :SU une abstraction du systeme
démontrer que les enoncés (I) et (I1) obtenus dans cet exenple 2 sont équi- S
valents, ou,

et les préconditions :

pré (B~ x) = ypal ;3 prd <> =ynnw

i A N 3 : . ] i
Mieux encore, que 1'on peut passer systématiquement de 1'un initia

; , . . . Les axiomes 'de V= font appsraitr: < deébut, der >  comme
& T'autre, et ceci sans avoir 3 revenir aux s-descriptions initiales. "réciprogue” de 1a fonction ~ . C'est ce genre d'axiomes qui perme? de

Ainsi on sounaite définir v+ en introduisant des axicmes passes d'une définition récursive d'une fonstion d une définiticn inérative.
relfant constructeurs et simplificateur

s. Reprenons alors les s-descriptions

3 25 jes definizions s-récursives
Notons gue les axjomes ne sont pas des
dedébut , der et ~ (cfch 1.2 § 7.2) et cherchons & expliciter les deux { jables. 11
premiéres opérations ; 1'aide dexla t:oisiéme : puisgue les opérandes du membre gauche ne soat pas des variab o
| h ? -~ d 5 S ans
s'agit de définitions récursives portant sur des constructeurs ou de
ot e et ¢- recursives (cf § 3.1). , o
) EbS(B NlX) e Dans un S.I. tel que le nouveau J* on ne précise pas €e qu 339
a [bs +1 - bi +11 21 ST . . ‘ . § o
& -iz) i “ ] un objet de la sorte d%intérdt ; c¢'est-&-dire que l'on n'utilise p L
- U ey T sorte support. C'est 1'une des différences essentielles avec les s-descrip
toute suite g o oo
& i i A tions présentées au chapitre 1.2.
1 b {début ez = | | | | | o
:2; b ( Hut E ﬁ x;; - 2126 x; Hlbl(ﬂ) Dans un tel S.1. les axiomes indigueni comment on “passe” d'un
tladbut (B~ x)) s bs B~x)-1 a&bs(p : ' - AR i Tt
G v icia bs(8) > appl(debut (s ( :) i) 1 i) objet & un autre (opérations "~" et "début") ou comment p Lo
o (AP 4 -~ o El ~X, ) ) : ; . ' . " ned
\ ’ (B, i w ) des infurmations" d'un objet donné (opératicn “der"). £n ce sens ¢ 'J '
e . i i i par s-descriptions
Donc, avee "i'a . 1ome de 1'a lite" 1 ppf t') d de spécification est plus abstrait que celui fourni par des esc pgn
y» dvid 1. 10m s ‘ | : ' ‘ ; - -
] o L e R oraitons, Gaae on a abstrait un certain nombre de propriétés et néglige les autres
T iné ie é 2 specification
{1} (2) (3) | (8 ) ‘ revanche, 1} ne nous semble pas, en général, bien adapté 4 une spc a
a * = debut(B~ x) & 8

b i 5 j e vision
initiale d'un probléme dans Ta mesure od i1 sous-entend déja une visio
De maniére analogue on prouve que

canstructive de T'univers du probléne.

o F = o Cette forme de spacification a &1& introduite par GUTTAG

On peut donc caractériser V>

mation, not & GUT 78 a 1 J [60G, 77 a st ifige d'oigébr: T
= Cuveay” Sys téeme d* 'in‘ or- uT, 8 ] et le groupe AD { 0 N . Elle e qua (2 ‘? e
5 dhu ; ] 1 . % . ] = { f :
i ’ ' » dont es Sy“bOTES sent < ~ der, déb t " : ' . : y . ‘
1 I écedem e“t) et dor. les axiomes sont = z B ? 5
‘ " S o) tion peuvent étre considérés comme définissant une alg(.bl& abstraite

[LES, 79] (cf § 3.4).




2.2.- Caractéristiques dlupe_spécification algébrigue.

De manigre trés schématique, un systéme d'information algébrique est
caractérisé par

a) le fait qu'il n'y a pas de définition des sortes d'intérét en termes de

sortes support.

b) La forme des axiomes qui ne sont que des définitions récursives, éven-
tuellement pré-conditionnges.
sant les fonctions de base est 1'un des intéréts majeur de ce genre de
spécification (cf § 2.3).

Pour mieux comprendre ces idées donnons une syntaxe possible d'une
spécification algébrique,trés voisine de celle de GUTTAG,
suites sur V (figure 1')es

Nous parlon
de V*

dans le cas des

Cette forme explicite des axiomes caractéri-

s alors de description algébrique ou encore de a-description

début : s-descriptions| ~
der  :lchl.2 fisure ¢ début : fonct (V*)y» début{u ~ x) = g
der : fonct(V*) v der{u ~x) = x

. restrietions

ird deébut(y)

(ué< >)
pré der (u) = (uf< >)

IT n'est pas tout 3 fait exact de prétendre g.e 1'on ne précise rien,

dans le cas d'une spécification algébrique,
dérés.

sur la forme des objets consi-
Par exemple, dans le cas des suites on peut écriia :

—— = T

on- £ Ll IniTy i Ae 1 0N N

SCOIT 540 21 pid Vet LY
Len cuncepis RRCIRTE ¥
] H g
Sentons au paragrapne §.3.
sur des npotions de grammeiri .
51 donc on admev, dans 1¢ dea des s-descerviptions. des définitions
o1 dcn 3 e, NS IE ad R
4 ] - Ak 3 3 sont un
récursives des sortes d'intérél les descriptiins algébriques sont i

cas particulier de s-descriptians

L'introduction de pré-conditions dans la description atadbrique résuite
de 1'existence de ces pré-conditicnsdans la s-description initiale. '

Ces pré-conditions nécessitent un certain nomire de ‘réCdUtWGiS IN:: c‘une
démonctration. 11 faut, en particulier, vérifier qu'd chaque "appe!’ d'une
fonction 1a pré-condition correspondante ast réalisée. .

Plutdt que d'utiliser des pré-conditions nous aurions pu dec7da?7v
tant pour les s-descriptions que pour les a-cescriptions, d? ne covﬁzq?rer
que des opérations totales, quitte &ventuellenent @ introduire un €)imen.
indéfini ("w".

Par exemple on peut poser :

début (<> ) s <>
{_-der (<>) =w
On vérifie, par 1‘expérience, que le pr:imier axiome ne pcse.au:un
pirobiéme, bien au contraire i1 simplifie les iéveloppements ulterTeurs enhh
Evitant 1'introduction de certaines condition1e11es.1nversement_§1 o? avait
décide de définir début(< > ) comme &tant égale & w on n'aurait rien
gagné par rapportc aux pré-conditions.




Ici V'introduction de der(<>) = w permet des simplifications d'écriture
a condition, de prendre certaines précautions :
Par exemple puisque V , dans le probleme des sous suites maximales, est
totalement ordonné on exige que Vx €V ,0g x . Ceci pernet alors de
redéfinir croiss plus simplement (ch 2.1 exemple 2 énoncé (1)) :

croiss(B) = st B = <> alors vrai ginon croiss(début(p))
A der(début(p)) < der(p)

car alors cette définition a un sens lorsque (B =1, ¢c'est a dire .
lorsque

début(B) = < > et on a bien croiss(g) = croiss{< >) a der{< >) < der(g) :

soit  croiss(B) = yrai

On peut cependant reprocher 4 la définition de croiss ainsi obtenue
d'étre moins naturelle que la premidre.

Ainsi, d'un point de vue méthodolagique, se pose la question de savoir
s'il est préférable d'avoir des fonctions partiellement définies {pré-conditions)
0u si au contraire i1 vaut mieux n'avoir que des fonctions totales, prenant
€ventuellement la valeur indéfinie en certains points. Nous aborderons
rapidemer. cette question au paragraphe 3.2.3.

2.3.1.- Lxemple de passage d'une s-description & une a-description.

Afin de mieux dégager les intéréts des a-descriptions reprenons
1'exemple de la table des symboles (ch 1.2 § 7.3 exemple 11}

Specification algébrique du S.I. “table des symboles" [GUT, 78 &} , |
[FIN, 78 b} b

- 310 -

pas 1
11 s'agit de choisir les constructeurs. 1] est assez naturel de choisir

“insert” et “debbloc". Mais il faut aussi choisir un “point de départ" que
nous appelerons la table vide, notée "tabvide1< et qui est définie par :

" tabvide = << 0, § >

pas 2

Comme dans 1'exemple des sous-suites croissantes maximales (exemple 2,
ch 2.1) , on essaye alors de définir les autres opérations & 1'aide de
ces constructeurs "primitifs”. Donnons deux exemples.

a) Par définition presom(ts, ident) = 3Ia : AT tg <<ident, bloc de ts, a >>

€ rel de ts
Alors - presom(tabvide, ident) =3a : AT tq << ident, bloc de tabvide, a >
€rel dzg ts
s 3a : AT tg << ident, 0, a > € §
= fauw

- presom{debbloc(ts), ident) = 3a : AT g << ident, bloc de
debbloc(ts), a >>€rel dz debbloc(ts)

posons .its' = debbloc(ts).

Pour d&finition-de debbloc : ts' = << bloc de ts +1, rel de ts >>
alors presom{debbloc(ts),.ident) = 3a : AT tg << ident, bloc de ts +1, a >>

€ rel de ts
mais par définition de 1'invariant de 1ts
4 vr€rel de ts, 0sblde r < blocde ts
ainsi 3a : AT tq<< ident, bloc de ts +1, a >> € rel de ts =

Ja : AT tg 0 g b) de (<< fident, bloc de_ts +1, a >>)
< bloc de ts o
3a : AT tg 0 g bloc de ts +1 g« bloc de ts = fauz
donc presom (debbloc(ts), ident) = fauz

|
e




< dav

b) la démonstration précédente était simple, en particulier parce que les
opérations “"presom" et debbloc" n'ont pas de préconditions.Dans Je cas
général i1 faut faire intervenir les préconditions, comme nous 1'avons fait
de maniére informelle dans 1'exemple des sous-suites croissantes maximales
Supposons par exemple que nous cherchions 1'axiome caractérisant finbloc
(insert(ts, ident, a)),
nous aurons comme pré.condition :
pré insert{ts, ident, a) = cardinal(rel de ts) < n a Tpresom(ts,
ident) A Tvide(ts)
et  pr¢g firbloc(insert(ts, ident, a}) doit &tre yral également. On
cherche donc le plus petit prédicat p{ts, ident, a) (au sens o0 p est
plus petit que q si po q)
tel que p(ts, ident, a) > prs insert(ts, ident, a) A pré finbloc(insert
(ts, ident, a))
s0it P(ts, ident, a) > cardinal(rel de ts) < n A lpresom(ts, ident)
A Tvide(ts)a \ vide(insert(ts, ident, a))
On démontre simplement que '1vide(insert(ts. ident, a)) «= 7 vide(ts)

On obtient ainsi :
p(ts. ident, a) = cardinal(rel de ts)< n aTlpresom(ts, ident)a Ivide(ts)

On peut maintenant expliciter finbloc(insert(ts, ident, a)) :
Par défiuition des s-descriptions de insert et finbloc :

(1) " pré insert{ts, ident, a) A tsle insert(ts, ident, a) o
tsl @ << bloc de ts, rel de ts u { << ident, bloc de ts, a >} >

(1) pré finbloc(tsl) A ts2 = finbloc(ts) =
ts2 = << bloc de tsl -1, rel d¢ tsl \ {<< 1id, x, at >>
tg x 2> bloc de tsl} »»
de (i) et (i1) on tire

p(ts, ident, a) A ts2 = finblac (insert{ts, ident, a))
D ts2 = << bloc de ts -1 , rel de ts\ {<<id, x, at >»
tg x »bloc de ts } s»

=8l =

Si, maintenant, on a 1'idée ( & euréka ») d'unifier cette formule avec

T'axiome suivant caractérisant finbloc (ts) :
pré finbloc{ts) a ts' = finbloc(ts) o
ts' = <« bloc de ts-1, rel de ts \ {«<<id, x, at >>
tg x 2 bloc de ts} >

On obtient :

p(ts, ident, a) A prd finbloc(ts) o=

finbloc(insert{ts, ident, a)) s finbloc (ts)

Remarquons que le sens des implications montre bien que 1'on effectue
une abstraction en remplagant les "anciens" axiomes par les “nouveaux".
En effet, si on néglige les pré~conditions , la démarche précédente a &té
guidée par la régle suivante :

b 2 ¥, ol Y est 1'axiome fourni par la s-description

et Y, 1'axiome cherché de 1a a-description.

pas 3 :
Détermination des pré-conditioﬁs algébriques.
Dans un probléme quelconque, i1 est possible qu'en effectuant une
abstraction algébrique on cherche de nouvellas pré-conditions.Quelle est la
_relation qui les lie aux anciennes ?
i_Soi};:: Y, AY = f(x) = by I'axjome déduit de la a-description de f

et O AYE f(x) = [ ‘celui déduit de sa s-description .

Par défin%tion d'une abstraction on souhaite que :
(0 Ay f(X)20) > (0, ay = fx) 2¥,)
Un calcul rapide assure que cette implication est un théoréme si :
Pa = %

et ¥ [f(x}/y] = by {f(x)/y] sont deux théorémes -

La relation entre @, et @0 assurant que |'on obtient bien une abstraction

est donc :
(S est le S.I. de départ)

b0, 2 9




g 32 + - 319 -
waw T o . :_’;
2 T3 L2
~— B L] r —_—
4 — I o~ 3
2 EFE L2 =
- T8 73
. VEh . - . e c S © d P
Ici, ne voulant pas modifier le domaine des différentes opérations i - = é! é - -
iy i T - B <2 g
il est naturel d'identifier ¢ a1 ¢ . c = - Sy 8 2
< s ~2 —_ T~ :) é " - E : rm\
- o o .. a8 7 o © o = = 1
La suite de Vexplicitation, qui n'est pas détaillée ici, conduit a & w e S e A 8 E 3 e
rap : . % R~ I - TRY § g =
la a-description de 1a figure 2. Dans cette figure 1a colonne de droite g 85 ~2 5 P = S ?, & ! 3
) . : v e v glv R =B
contient les axiomes algébriques alors que la colonne de gauche rappelle i}’ =T & AT9HE -2 @
. W e T w - o —~ ) >
les s-descriptions des opérations (figure 10 chapitre 1.2). % g8 E" 8k 'g u ‘g’ o]
. E2E .2 = =
e t1e o s , . PR — grgngwvrgggf
Seule la fonction "taille mérite un peu d'attention. Elle n existait = 6 S o s 2RRPree B o
Peae P R . . i LD v O o0 ow ot > .0 > o ow
pas dans la s-description initiale et nous avons &té conduft & 1'introduire 3 E£EmY ., § a ¢ a6 ©
TS o . o 5 — e e e - ~
pour définir 1'opération "pleine”. n effet la s-description de pleine - r E g’ £ 5538 "-g \g' TEYT oo
PR . . " . s K q o — e B D e @ 9 =5 = =
utilise 1'opération “card' (cardinal) définie sur B (E) et 1'on ne souhaite 2‘ § 29 6@ " PR = e -
o o o . TG, . g Ko - I T LI R T g 2
Pas 13 redéfinir ici. “taille" est donc une "fonction auxiliaire" qui sert : cogse & aa 2 =
. ezl v N . . s . " o~ e ——~ e~ - _— O -
& definir d'autres fonctions mais qui n'a pas & étre utilisée dans un 5’ f' "2 NN e~ ® 2 S i
énoncé :
on dit qu'il s'agit d'une fonction cachée. Cet aspect de fonctions “visibles | E N
ou invisibles” & 1'extérieur d'un S.1. est largement utilisé dans le cadre des ..éj‘ s = Q = &
. . = : . ¢ tad
types abstraits et contribue & en faire des outils permettant la mice en ’ 5 Z Z» E:i:' E =
" . o s P =] x =
Oeuvre de mécanismes de protection oy de confidentialite [MIN, 791 , ce e E E . S i
qui est hors de notre propos ici. L'introduction de telles fonctions est l '5": % é é -~ = 3
. - st 3 %)
assez naturelle ; ici par exemple, lors de V'explicitation de pleine on est | = g f’f‘, g g g - § L 0=
G
P : : o - O -
conduit & poser taille (ts)= cardinal (rel de ts). o : 4 = Vg -~ ‘5 ‘5 E] TS =
S a g B 4y 9. B 1
% Sl Tt . g g a4 5 8 = 5 5
2.3.2.- Construction et utilisation d*une spécification algébrique: ” = o A
— = g 5
. | 8 ge¢ 33 5 L
Les systémes d'information algébriques apparaissent comme un il Z o % % - 2 o=
1 . .. L w "~ y
intermédiaire fondemental dans le processus d'explicitation d'snoncés : . 1 3 £ 1'.‘:’ “ 'I;’ "cl {3
< c [ [] )
- Le passage du S.1. initial & une spécification algébrique correspond & —
une abstraction des seules propriétés utiles au développement ultérieur ' m 2 2 ° " :3«
; . . v © a | A
de 1'énoncé. Pour &tre plus réaliste i1 se peut que 1'on conserve des pro- = T A % . % 3,[ - D A i
S AVA n 3 s s e = N e L] gy
Priétés "parasites” car inutiles mais on en minimise alors le nombre. En ce | “ E ~ 5 N2 4 A ; .y . K8
i &3 < R - 8 sy
"3 - =
c ¥ v ow ] < | ] g a o L
[ & Sz £ = B 3 %lgii..*‘%lwa i w
It .5 e e A o "U' EE I — —~ A % 5 = W 8 =
a W 4 o A @ @ a2 o 3 Q] ~ — °
A= S @ m PR > E eS8 L ow 8w B <
slz|28326 =g¢v TECERRNE I RVRLE- - T '
t sl = € 3 S 9 - 8 aon T X ““] L = =2 e w [
rlv|la|l- o O v T 852 g w T He m»m e |
[ g o o« = = — o S s =g - |
i Rl P v“’-g'53%]$%|§R3w<n%!$m%l$
-~ it 4 FI 2 - PP e Vo o
kf S -:E 2 7] : (3} 5 2 8 %) T; %] .E [V IR R N E T Y g v ‘c_l.) i-‘
Wl » =« 3 T L& OOV o~ &6 0 o “ S M € O b=
2 2 2 D= a2y @ o © a2 J -
s 2 S S Fr 353>V - < - @ -
SEE FEcyT3cE B ERE EERS:
[xZ=2 3Ty2gT vy CT
.

[ S T FRCeY, Y




- 320 - - ve -
<
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‘ = S dont on part.
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3 22 i s = . . . 3
" 4 0 a e > ! - Mais ce passage se traduit également par un2 explicitation de certaines
r-_ : s - " :
S '3.' "y :?:' ' fonctions et donc par 1'obtention d'axiomes plus intéressants car récursifs.
T 8 = g | ' L3 P s . =
2 5 é E S Ce sont ces deux aspects, "minimalité" et axiomes explicites qui font
= e M = . s - " 2 .
T o . - e 3 1'intérét des spécifications algébriques. Ils permettent en effet :
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oY —~ - " 'Y By i -
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©w > o W e
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N M o w6 oW )
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e I on dispose dans un langage de programmq@on
! '
1
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.~description
nitiale du S.1

S

énoncé
wlicite

- Expliciter les iﬁfermédiaires et le résultat de 1'énoncé en utilisant
certaines stratégies. Les stratégies d'explicitation c-récursives et s-
récursives en sont des exemples. Nous verrons au chapitre 2.3 d'autres

stratégies d'explicitation conduisant 3 des énoncés récurrents.

Cette méthode générale d'explicitation est précisée au chapitre 2.4.
Notons que les &tapes ultérieures de la rasolution du probléme consi-
déré seront ﬁes transformations d'é&noncés ou de S.I. conduisant & un programme

efficace.

La figure 3 donne une schématisation grossiére de cette démarche.

a-description

a-description

abstraction représentation .
----- 2
B APTI i =V niveau
explicitation /énoncé énoncé expli- .
dynamique

explicite

cite efficace

Nous Ztudions maintenant les systémes d'information algébriques et dé-
finissons un 1¢.gage de description. }

3.- ETUDE ET DESCRIPTION LES SYSTEMES D'INFCRMATION ALGEBRIQUES.

3.1.1.- Définitions.

Les définitions c-récursives forment un deuxiéne type de définitions
récursives et reposent sur la notion de constructeur.

(exemple 2 ch.2.1)

Par exemple : B ~xl = 8] +1
< > s 0

T AV

est une définition c-récursive de 1'opération | | & partir des censtruc-

teurs ~ et <>
Definition 5 :

Seit S un S.1., 3; une sorte de S 2t g un symbole de S
de but 5}

Soit f un symbole de ~ S de profil S!...Sl....Sq - Sq+1

tel que pour lgigqg 143 = §. #5, (f n's qu'un seui

argument de profil §;)‘

Une définition c-récursive simple A f apartir de g est une

formule du type
\ @ 7 i ¢ 1
f.yl"-/i_l u1' )‘1-+1---yq = G ‘f/h; tl/xl,---, tp/)\pl
sont des variables libres d2 profils respectifs §1....,§;

- u; estun terme de la forme g Zy...2, sont des

d ol les Z;

variables libres

-G est un symbole de fonctionnelle associé @ h dont 1'ensemble des

variables Tibres est {xgaeees xp}

, soit un 2. : a

- chaque ti est soit un yj j

En général, une seule définition c-récursive simple d'un symhole

ne permet pas de caractériser compiétement ce symbole. Pour ce faire 11 est
nécessaire de prendre la conjonction d'un certain nombre de telles définitions.
Le cas intéressant est celui ol les différentss fonctions g permetient

"d‘engendrer” tous les termes de profil §; . C'est le cas des définitions

de "valattr", "presom" etc... & partir des coistructeurs "tabvide", “debbioc",

“insert" dans la description algébrique de TA3SYM (figure 2) .
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ous sommes ainsi d jvante : . 506% 0 de TARSYM {55y
e condutts & Ta définitions suiva défini pour ts = tabvide dans la a-descriptin de TABSYM {7y

Soit S wun S.I., §; une sorte de S et € un ensemble de symboles

X Les définitions précédentes de c-récursi ité soaf trop restrictives
g de 5 de but S; @& chacun desquels est associéeune formute booléenne de deux facons : '
notée prd g et appelée sa pré&-condition. ) - Elies ne considérent que des ansemiies 2 velat 1
P o= - ’ seule sorte de S & la fois.
Soit f un symbole $ de profil §....57.... .
Vi p 13 sq = Sq+1 &l &e.-pour k ~ Eiles ne considérent que dey

lsdjeq s i) = 5,4 S} (¥ n'aqu'un seul argument de ment dans S,
fi1 8§,

profil 51) Ces restrictions ont 8Le 1L [l wunl s simn
Une définition o-récureive préconditiomds de ¥ a partir da g est

tation , de plus ¢'asi souve fas dans , Bedle
une formule du type

Efles se suppriment toptes da canst Bran
. 3 ‘ des formuies, toutes ies formes possinles de -upig Uy u
g/e> Upzd 9 o lu/yl)s f YieVigg Ypeeedg @ - _
! | ' pendants aux différentes fencticns ”51"'g§; ppartenant respectiven
TQ [f/ho tllxlp.... tp/Xp]] ¢ . L
g LG
L PR TN Ty t; sont comme dans la définition 5 | 1 k |
LI . . | Par exemple, dans 1'énoncé (11) de 1'exewple 2 du chapitre 2.5, lope-
T @ est une formule dont les variables libres sont yl"'v Yiseen Yq N ration { est définie par la definition c-réiursive sulvanie
c'est la pri-condition de f notée encore pré € ' <> £ <58 ppgi A )
i < Bk = 1
On nomme pré-condition de f Ve e¥yog UgeenYg 1a formule C
’ e x o < &
pré f yl..ui..,yg = prd g AQ [u1)y1] a ! B~ .c ~y X o YV |
Une définition c-récursive pré-conditionnée est donc 1a conjonction | . pans ta suite mous pourvons adopie ni ¢ ue olys gén '

d'implications dont les secend membres sont des définitions c-récursives simples. |

stive gue Yon

La forme des iy est &galenent resir?
Lorsque pré 9 A ¢ [u;/y;] = fauz est un théoréme de S , on se

= . ’

1a forme de celilde introdui aux dafiaivion

rencontre des définitions de

dispense de définir § yl"“-i‘“yq . C'est ainst que finbloc{ts) n'est pas

5 @t § pour lesquelles Uy estoun terme rlus complese. Par exempie, toulours

dans 1'gnoncé (1) {exemple 2 ch 2.1}, on ren:cnire la

nithon :

- reee bebmme -—*-—d--dﬂbdw“wi
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croiss(y ~ x~y}® croiss(y~ X)) AXxgy .

Nous ne développons pas cette généralisation. o

Notation :

Une description d'une définition c-récursive de f & partir de {3
est un couple

k
({ fyl...u%...yq = Bpaeees fyl...ui...yq =Tl ve)

ol ug =9 zl...zp et ¢ est la pré-condition de f .
J

3.1.2.- Construction de définitions c-récursives.

De maniére analogue au cas des définitions s-récursives, nous
énongons ici des régles d'explicitations concernant des définitions c-récur-
sives. A ces régles sont associées des stratégies d'explicitation c-récursives
utilisées dans la construction de a-descriptions de S.I. & partir de
s-descriptions. Ce sont ces stratégies qui ont &té mises en oeuvre dans
1'exemple 3 (TABSYM).

a) Regle de construction de définitions c-récursives :

Comme pour les définitions s-récursives , on est conduit & cons-
truire une définition c-récur<ive d'un symbole f Torsque 1'on effectue une
abstraction du S.1. dans Tequel f est défini par une s-description. C'est
sur le concept d'abstraction que repose la régle suivante {avec les notations
du § 3.1.1) :
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= (RECR) Régle d’explicitation c-récursive
soit S wun S.1. et f wun symbole g-2 re s-décrit ar :

ifi yl...yq =7 bg wel W

La définition c-récyrsive prisconditicmes § i nartir da
Ve P
N ped Bypeougoy, 3 fyqe o yyq By, @l
g&¥, i
i
Q3T correcte wis & vwiz g | it i1

Lvec les notations précs &l de S oan
P

dentes, soil A s

remplacant 1'axiome @ > n,i!{*t'y],..yﬁ,/z'l par 1o dafinition coréoursive de
f a partir dz ﬁ; CAlers, i 4d est 1'identinn, (&, 1d) asooum

bstiraction de § &

o

Le pas 2 de 1'exemple 3 donne des sxemplts d'udilisation ao o renls
{RECR),
Mais une felle absiraction peut supprime: des solutions «'un problime

C'est en particulier ce qui risque de se passsyr 5'17 axiste des cornan

v: de 5. qui ac peuvent Tlobienis 4 1° 1de, des g de ff, Pour Sdancer
4 .

une riagle d'explicitation c-récursive totale, anaiogue & (RESHT) du pars-
graphe 1.3.1 11 faul une propridtd de forme normale. Aussi repoussons nous
au paragraphe 3.3.3 1'énoncé d'une tellie régl:.

|
I
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b) Stratégie d'explicitation c-récursive

f SECR } Stratégie d'explicitation c-récursive

dommée f caractérisée par fyl...yq =z tg ¢ dans un S.1. §
8T @

régultat &i ensemble d'opérations de S de but §} et définition

c-récursive

//T\ { pré f ERRURR A T 7P UieeoYg 8 Flf/hy ty/x. .,
9eg 3
tp/xp]
tg (RECR) est vérifise
Présentation :

Dans la nouvelle description du S.I. S on place la s-description
initiale de f & gauche et 1a a-description de f dans la colonne de droite
Ceci peut conduire & introduire de neuveaux intermédiaires,

Heuristiques :
= Choix de ¥, (en général constructeurs de §;» ¢f §5.2.2)
= Ne pas ureadre en compte les g pour lesquels v [g 21..zp/yi] e faux

- Pour déterminer 7@ procéder par unification entre

] [fyl...gzlA..z”...yq/z] et W

3.2.- Systemes d'information_aigébriques.

Les définitions donnges ici sont trés voisines des définitions
classiques de types abstraits algébriques, qu'elles soient énoncées en
termes de "systémes algébriques” [GUT, 78 b] , de théories algébriques
{GOG, 77 bl , de description de type abstrait [LES, 791 ou de type
abstrait de données [BRO, 79 b ] .

3.2.1.~ a-description d'un symbole Toncticanel

ions voisin ey S-iescri 0 une description
Lvec des notabions voisines des s-descriptions, f

«

! i 18 & partir d'un
algébrique {pu a-description) d'un symbole fonctionnel 5 & parid
‘ i 1 but 3, i 01 formé
ensemble € de symboles fonctionnels de but 5, estun couple fo
i) d'une description de prefil (cf ch 1.2 § §.1.1. B} 1))
11) d'une description de |'un des deux Lypes sgyivants

- srpreive dut set uh sounle (ofF & 1.3)
1i1) description s-récursive gus ust‘*f ointe (of § j

- fy vy % &
) }.l LR «
doat les GaULEs

¢ (pré-condition da 7 . ¢'ezi oune Yormule doat

$ o 3 . e - 9
variables libres sont Ypee o)
Py

& : \ .
ipti : sive @ £ 3 " clest un con
132} description c-récursive a partir de b_l . Clestoun

' : & . )
- {f)/l‘”u%.‘.yq a’ \‘y.l.,.u11 Y @ Tl

! - @ (formule de seules variatles Tibres YooY,

Par exempie :

. Finbloc @ fomap (TABSYH) TABSYM

finbloc{debbloc{ts)) = ts*
[_finbloc(insert({¥s, ident, a)) = fial
. pré Tinbloc{ts) =~ Tvide(ts)

£ sriirtie Yoa | gubBlD

est une a-description du symbsie ¥ a pe:
L'axiome défini par une a-description e L. se@lan e ol ta el

| serécursive ou la définition c-récursive cor eshondant
| Par sxemple, puisque :

pré  finbloc({debbioc(ts)) = A vide{del blec{ts)) npré d?bblcc(ﬁg{ o
‘ peé  finbloc(insert{ts, ident, a)} = 7 vide{insert{ts, ident, a}J »

N | pleine(ts) »~ 71 presom {fs, 168%L.
[ ATjvide {t3)
‘ ‘ = “pleine {t3) A “Ipresom {15, ident)

A Tvide (t3)

SSRENS—
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1'axiome défini par la a-description de finbloc est donc : ' lexique ou profil a-description
finbloc(debbloc(ts)) = ts A ; s-description '
Tpleine(ts) a Tpresom(ts, ident)a Tlvide(ts) o finbloc(insert(ts, | :
ident,a)) = finbloc(ts). S.I. S |
| = i i
3.2.2.- Forme d'une a-description d'un systéme d'information. | Description des sortes 1 sories 51:--~- Sy E
. | 'intérét en termes de - param i
La forme des a-descriptions des systémes d'information est trés gylers o . Q' ST, mons 4 !
- C supports et description . STy + &l 5T, ment de
vaisine de celle des s-descriptions (ch 1.2 § 5). Nous nous contentons de la | ;
P : ; des invariants 1 1
décrire succintement (figure 4), Pl & N
A
1 1 ' v
Commentaires sur cette figure : Pi ig Ai
— = 1 1
a) 51"'Sk sont les sortes d'intérét de S. On n'a pas & les définir ' STZ STz o
ici en termes de S.I. supports. Dans le cas de S.I. uni-sorte on | N i
continue & noter S la sorte d'intérét de S. { . '
& 8
b) Les descriptions des paramdtres formels sont les mémes que dans le [ !
cadre des s-descriptions. 6& ’ éth
c) tes Pi sont les descriptions des profils des opérations fi Froram
introduites par la a-description. epdrations
d) Les --A  décrivent les équations de définitions c-récursives ou s-description des diffé- Py M
! s. 0 "
s-récursives. rentes opération : |
. L]
- Les fonctions fi auxuelles ne sont associés aucun S'Ai sont les ém é-Am
1
constructeurs du S.1. 5 . On note “€cns(5) leur ensemble . ‘
t
Par exemple @ons(TABSYM) = {tahvide, debbloc, insert } . P
I n’ 3 ;
- Les autres fonctions f. sont les simplificateurs de S . On restrictions
distingue deux types de simplificateurs : 1 R
1
i
- Les destructeurs qui sont des symboles dant le but est 1'une !
des sortes d'intérét de S . On note ADest(S) leur ensemble. Par &
exemple Dest(TABSYM) = {finbloc} "

Figure 4 : forme générale d'une_a-description.

.......... PALT 31003 )30 SN SRS R

e e ——e e .




. Les sélecteurs dont le but n'est pas une sorte d'intérét de S .
On note IFelt(S) leur ensemble. Par exemple

tfe]t(TABSYM) = { valattr, presom, taille, pleine, vide }

e) Les Pi sont les pré-conditions des fi . Ainsi les différents
triplets :

(Pi, s—Ai, Ri) pour lgigm

(P;» 9, R;) pour m+lgign

sont les a-descriptions des opérations introduites par la a-description
du S.1.

Comme d'habitude lorsque pré f xl...xq- prat on se dispense de le
faire figurer dans la description.

f) Les S.1. apparaissant dans la description des profils ou en paramétre
sont les S.I. externes de S .

3.2.3~ Systéme d'information algébrique

Ur. systéme d'information algébrique est un systéme d'information
défini par une a-description. Sa définition est similaire & celle g'un
systéme d'information défini par une s-description (ch 1.2 § 5.2.2. et §6.2.2.)
d condition de remplacer dans la définition des extensions, “les axiomes
définis par les s-descriptious des opérations”, par "les axiomes dé&finis
par les a-descriptions des opérations “,

3.2.4.- Utilite des pré-conditions.

Soit S wun S.I. tel qu's chaque symbole fonctionne} g-aire f soit
associéeune pré-condition notée pré f; c'est une formule booléenne dont
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les seules variables libres sont A1 kg de profils respectifs les

constituants 53...., §g de la source de f . On associe alors & chaque

terme u de S une pré-condition pré u dafinie par récurrence sur la
longueur de u :

- 81 u estune variable, pré u = wriz

, préu = pﬁ-é‘}x[,l/“l"”' Uq/Xq] AN pre

-si us=sf Ugeoou
1gigq

4]

Les S.1. définis par des s-descriptions »u des a-descriptions et tels
que leurs sous systémes soient décrits de cetie manidre vérifient 1'hypothése
précédente sur S .

Définition 8 :

Avec 1'hypothése de ta définition 7, un erme u de S est défini dane

S si pré u e vra est un théoréme d: S . @

Nous discutons de T'utilité des pré-conditions & partir d'un exemple.

Exemple 4 :
Les files & taille limitde (extension d» V'exemple 1 ch 1.2)
Indiquons rapidement (figure 5) une a-description du S.I. FILE sur
un S.1. V, dont les &léments ont une taille 1imitée par n .

:

-

u.




5.7. FILE

Vi 51 param
n : ENTIER
nel
foaram

fvide : gop FILE opérationg
ajout :fonmct(FILE, V)FILE

retir :fonct(FILE)FILE

retir(ajout(f, v)) = gi vide(f)
alors fvide

ginon ajout(retir(f), v)
gt vide(f)

alors v ginon téte(f)
vide(fvide) = yrai
vide(ajout(f, v)) = faux
taille(fvide) = 0 .
taille(ajout(f, v)) = taille(f) +1
restrictions
pré vetir(f) = Tvide(f)
pré ajout(f) = (taille(f) <n)
pré téte(f) = Tlvide(f)

téte :fonet (FILE) V téte(ajout(f, v))

U

vide : fonet (FILE)BOOL

taille : fonct(FILE)ENTIER

Dans cet exemple les principales opérations sont des fonctions par-
tielles. Mais on aurait pu employerun point de vue opposé en n'adoptant
que des fonctions totales gréce & t'introduction d'éléments indéfinis.

Le deuxidme point de vue permet d'introduire des diagnostics d'erreurs
& chaque type d'erreur peut @tre associé un &lément indéfini particulier.
On impose ainsi une forte contrainte sur 1'implantation ultérieure. I}
faut d'autre part introduire un ensemble d'axiomes caractérsisant les
erreurs, c'est le point de vue de GOGUEN [GOG, 77 cl

Le premier point de vue est plus simple & mettre en oeuvre d'un point
de vue axiomatique et laisse le plus grand choix & 1'implanteur. Mais il
nécessite un effort théorique pour préciser la forme des pré-conditions
admissibles et pour étudier dans quelle mesure les résultats valables pour
des fonctions totales le restent pour dé¥ fonctions partielles.

C'est un probleme important si on veut disposer de systémes automatiques
de preuves tels que le systéme AFFIRM de MUSSER [MUS, 79]  (cf § 3.3).

On peut aussi, comme [GUT, 79] , accepter la cohabitation des deux
points de vue dans une spécification : dans 1'exemple précédent on peut ne
pas définir “téte(fvide)", mais préciser que “"ajout (f, v)" provoque un
débordement lorsque "taille(f) > n ". «©

3.3.1.- Induction structurelle dars un systéme algébrique.

Au paragraphe 2 nous avons introdiit les spécifications algé-
briques pour permettre 1'explicitation récursive d'un énoncé. La propriété
fondamentale qui é&tait ainsi cherchée &tait la possibilité de "parcourir.
les différents objets de la sorte considérée. On définit plus formellement
cette propriété de la fagon suivante :

’

Théoréme 4 :

Régle d'induction structu}elle.

Seit S un S.I. uni-sorte (pour simplifier les notations) et ¢
un prédicat sur S (i.e une formule booléenne & une seule variable lib}e X
de profil S).

Si pour tout constructeur ou destructeur f de § de profil

Syeee- Sy qs S+ 5 1Sq =S

pour tout g-1 uplet Upseeos Ujqe Uygeees Uq de profils respectifs

417
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E}..... Sje1® Sigpreee Sq et tout terme u de profil § ona
pré f lyeeely qu u1+1...uq A o [ u/x] olf Up.aUgqu ui+1..uq / &}

alors @[ v/x] est un théoréme pour tout terme v de profil 5.

La justification de cette régle est immédiate par récurrence sur la
longueur de v
s'11 existe des termes définis v de profil s pour lesquels [ v/x]
r'est pas un théoréme, i1 en existe un plus court (au sens large) que les

autres noté f Upeerlig gl Ugyqee by
Puisqu'il est 1'un des plus courts , © [u/x] est un théoréme, donc

par hypothase de la régle d'induction o [ful..ui_lu..uq/x] en est un

également, d'od une contradiction

cqfd

Cette ragle d'induction est placée au niveau du méta-raisonnement.
Nous avions déja moté (ch 1.3 § 6.2.2. a)) que si 1'on souhaite définir un
logiciel permettant d'effectuer des démonstrations dans les systémes algé-

briques [MUS, 79] il faut introduire, comme dans [NAK, 79] ou [60G, 77 a}

cette Eégle comme régle d'inférence.

Signalons également qu'elle est généralisable immédiatement aux S.I.
multi-sortes,

Exemple 5 :
Essayons de démontrer que toute file bornée f (exemple 4) verifie

© ® 0 ¢ taille(f) g n
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(1) @ [fvide/f] est un théoréme puisque taille(fvide) =0 et n >0
(2) pré ajout (f, v) Ao = tadille(f) <n a0 < taille(f) < n

= 0 sgaille(f) <n

& .0 < taille(f) +l ¢ n

& 0 < taille(ajout(f, v)) < n

Mais 11 faut aussi prouver
- pré retir(f) A @ > o [retir(f)/f]
s0it 0 < taille{f) ¢n ‘> 0 taille(retir(f)) < n

Malheureusement on ne dispose d'aucun axiome sur taille(retir(f)).
On cherche alors a prouver le lemme suivant

pré  retir(f) = taille (retir(f)) = taille(f) -1

On est a nouveau tenté d'effectuer une démonstration par induction.
Le résultat est immédiat pour f = fvide ou f = ajout(fy, v) . Mais on a

des difficultés & le démontrer pour f = retir(fl) car on ne dispose pas
d'axiomes caractérisant retir(retir(fl)). !

On peut effectuer une démonstraticn en rzisonnant sur la longueur des
schémas fonctionnels mais on sort alors du cacre axiomatique du systéme
algébrique considére. On peut aussi essayer d'identifier retir{retir(f;})

d un schéma contenant ajout de fagon & pouvoir "supprimer® un retir.
Plus généralement, nous sommes génés dans cette démonstration parce
“que les axiomes de FILE ne précisent la valeur des différentes opérations
que sur fvide et ajout et non pas sur retir. Il nous faut prouver que
cette caractérisation est suffisante pour préciser les propriétés que 1'on
attend du type FILE : c'est le lemme de forme normale que nous &tudions
maintenant. o
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3.3.2.- Forme normale et implantation directe

’ 'Les constructeurs d'un systéme défini par une a-description ont un rgle
?r1v11ég1é P ce sont eux qui permettent d'obtenir, par composition, tous les
termes de; sortes d'intérét, En reprenant la définition de GUTTAG [GUT,78a1 :
Définition 9

Un S.1. algébrique uni-sorte § posséde la propriéts de forme normate si
- s s - ’
pour touF terme défini u de profil T + 11 existe un terme v de $ ne contenant
pas de simplificateur de S, défini et tel Que
o U =v  so0it un théoréme de §. o
. Ainsi, dans ?n S.I. défini par une a-description et possédant la proprig-
] :e forme normate, les classes d'équivalence pour = des termes ayant pour
profil une sorte d'intérat ont un re
d présentant ne con -
o tenant que ées cons

Cette définition se généraljse imméd ia
tement aux S.I.
multi-sortes, Fiokiria

Exemple 6

€ sy, )
Le s stéme iILE(M)" s dé' ‘"' &1 exem le ;s posséde la P' opr lété de |°|“e
p

Pour tout terme f de profil FILE, i1 existe v

L o vy e Votels que
s ajoutk(fvide.vl,...;vk) 0y 1 & ¢

Par hypothise si f = fyide 1a proprieté est vérifige.

sifs= ajout(flav) a propriété est encore vraie par
hypothése d'induction.
retir(fl) alors par hypothése :

k :
1 = ajout 1(fv1de,v1,...,vk1)

<) I

m

donc retir(fy) = ajoutkl-l(fvide.vz,....vk ) en appli-
quant k fois 1'axiome 1 de FILE. !

De maniére analogue on
peut prouver que TABSYM (exem le 3
propriété de forme nomale (DER,793]. ( ’ ) possede 1e

Théoréme 5

o L A o ) ‘
(1) ajout (fv1de,v1.....vk) représente ajout(...(ajout(fvide.vl) v2) Vi)
¥o)eon

5 k fois
et ajout (fvide,vl....,vo) = fvide.
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Pour tout t¢ : TABSYM,_ts = tabvide ou
il existe t! k20, idl,...,idk ¢ CHAIAWE, Apsaeesdy AT tels que

Lo
k¢ °

tg debbloc(t;),idl,al,idz,az,...,idk,ak).
De cette définition on tire immééﬁahement le théoréme suivant qui est

la régle d‘induction structurelle dont 1as hypothéses sont restreintes aux

insert

i

constructeurs.

Soit S un S.1. algébrique uni-sorte possédant la propriété de forme
normale. Soit ¢ un prédicat sur § de variable libre x.

Si pour tout constructeur f de S de profil gi""’gi-l’§’§i+l"‘"§q + 3
et tout g-upiet Upseenalljpoliae sl de profils respectifs les éléments de

la source de f

F=g—pré fup ... Ujag U Ujyy oo g A elu/x]) > @l f Ul“'ui—lu"'”q/x‘

alors ¢{v/x] est un théoréme pour toyt terme v de profil S. g
|

De ce théoréme on déduit la validité de la démonstration de 1'exemple §,
Cette propriété de forme normale, outre qu'elle a des implications trés
importantes d la fois dans la démonstration de propriétés d‘'un systéme algé-
brique (§ 3.4) ou Ya construction de représentations (§6), permet de donner une

- vue plus "opératoire" & une spécification algébrigue : c'est le concept

d'implantation directe introduit par GUTTAG.

Dans un systéme d'information algébrigue S possédant la propriété de
forme normale et tel que la forme normale d'un terme quelconque soit unique,
on peut associer & chaque terme d'une sorte d'intérét une représentation
arborescente de sa forme normale. Notons 51 1'ensemble des arborescences
associées & la sorte §i' AMors on définit une interprétation libre, Ou
interprétation de HERBRAND de S (cf, ch. 1.3 § 4.1.3) en associant & chaque
symbole f‘de pfofil §i - §§ -+ 5§+1,~qui n'est pas un constructeur, une
fonction f de Sy % .e. xS dans Sq+l vérifiant les axiomes correspondant |
& f. Cette interprétation est appelée imolantation directe de S. LESCANKE
propose dans [LES,79] une définition de 1'implantation directe d'un type |
abstrait algébrique en termes de ramificationa. Ceci fournit une représentation
canonique de tout S.I. défini par une a-description et possédant la propriété
de forme normale. ‘




Lrempie 7
ie terme ajaut(retir(ajaut(ajout{ajout(fvide,vl).Vo\,v3)),u4) s¢
représente sous la forme de 1'arbre de 1a figure 6.

(]
// N\

Ce co§cept est ulile d'un point de vue méthodologique, U'una part i}
permet de "dessiner™ la formz d'un objet du type. D'autre part il permet
To construction d'un systéme validant Tes opérations, ce qui est un rébut
de reponse au probléme de la velidité d'une spgeification (ch. 1.4 § 1.4),
C'est amnsi que MUSSER fMUS,7S1, développe ie systéme AFFIRM permettanti
de vérifier qu'un type abstrait posséde ia propriété de forme normale. (e
systéme repose sur les notions suivanies :'§
L'ensemble des axiomes d'une descriptioﬁ‘a1gébrique d'un 5.1. paut
&tre considéré, s on oriente les &galitds, cowme un systeme de réécriture
[HHELT7), Un tel systéme possdde ta propridtd de CHURCH-ROSSER si, de manidre
intuitiva, 1'ordre o applicetion des végles pour passer diun terme u & un
terme v n'a pas d'importance. Une forme normals paut alors 8tre définie comme
un terme irrdductibia,

clest-a-itire invarfant par application des régles de
réberiture,

Un S.I. algébrique est convergent [MUS,787 si
1} 11 posseéde ia propriété de CHURCH-ROSSER. Pour vérifier cette propriété on
dispose de 1'algoritime de KNUTH BENDIX (XNU,7070.

2} 11 posséde la propriété de terminaison finfe, ¢'est-i~dire que toute suite
de réécriture d'un terme quelconque est finie. MUSSER [MUS,78) propose un
critére pour vérifier cetie proprigté qui malheureusement n'ast pas applica~
ble dans tous ltes cas {cf. FLES,791).

Siun S.I. est convergent i1 possdde la propriété de forme normale et la
forme normale d'un terme quelconque est unique.
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pe plus, 1'utilisation de 1'algorithine de KNUTH BENDIX permet d'ajouter
des axiomes & un S.I. non coﬁfluent peu¥ le rendre confluent. C'est donc un
outil méthodologique puissant.

Ces {dées sont développées et étudiées dans [LES,79].
Remarque 1

La méthode de spécification de type abstrait introduite par PARNAS
[PAR,771 et fondée sur le concept de trcces est une utilisation particyliére
des formes normales : les axiomes caractérisant ies sélecteurs ne sont définis
que sur les formes normales (assertions de valeurs) et des aeseriions d'équi-
valences axiomatisent les destructeurs. Enfin des assertions de 1égalité
Jjouent, en partie, le réle des préconditions en indiquant quelles composi-
tions de symboles fonctionnels ont un tens.

3.3.3.~ Forme normale et difinitions c~récursives

La propriété de forme normale purmet de caractériser les définitions
c-récursives qui conservent intégralement les propriétés de s-descriptions
-correspondantes. . )
RECRT Regle d'explicitation c-récurs ve totale —-
Soit S un S.I. algébrique possécant la propriété de forme normaic &t
f un symbole gq-aire de $ d&fini par 'a s-description suivante :
fypoy =z tqgyaiv ;
La définqtion c-récursive préconditionnée de f & partir de 1'ensemble
Lons(S) des constructeurs de §
lpré £ yy ..o v e¥g 2 fyp -es gy on Yq s fogl
g « ‘Ybns(S)

est totalement correcte vis-a-vis de ¥ si, pour tout g ¢ Yons{S),

|

|
L
F-g— VY e eagodyaeeiZy (pre - YpeoelyonYg 2 B f yl...ui...yq/z]) . r
v YporeVgZyeeeady {gré - Yooy g 2 f Yoo oligee sy Gg) |

|

{
i
|
1
i
H

ol u; =g zl"'zp

Comme pour les définitions s-récursives, toute abstraction définie
par une explicitation c-récursive véritiant cette régle conserve les solutions
de tout probléme. Plus précisément :

Théoréme 6
Avec les notations du théorzme J, si la définition c-récursive de f
vérifie la régle précddente, 1'abstraciion (A,1d) de S est compllte. o

- —
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Avec (RECRT) on peut donc construire pas a pas une abstraction d'un
S.I. préservant les solutions de tout probléme.

3.3.4.- Forme normale et s-description

La construction d'une abstraction diun 5.7, § possédant la propriété
de forme normale paut &tre facilitde si § est dérini par une s-description, Il
- de choisir Tes constructew s de telle manidre qu'ils engendrent

de 5. iliustrons catte fdée sur 7'sxemple de TABSYM (exemple

crintien de TADS™ {ch,

1.2 exenple 11, figure 10,

Wur terme do sorie TASSYR ast oun couple :

crgras» of ce asloun enseabie e Eriplets <zs,nb,ass vériviant en

sarticulier 0 < nb -
51 Plon ¢f @& atpirimee os couple & 1laide de cartelnes opérations
de TARSYM, i1 est satural de distinguer trois cas
= b= 0, et alors nécessairemant <<h,rass o 2o, ol fe consiructeur
O~aire tabvide
w0 Boet tout nb vErifia nh < b alorg <obrees o debbloc{<-b-T,re»s)

*bo- 0 et 11 existe «ax,nb,ass tel qu}: nh = b

alors <<b,re.» = insert{<<b,refc<x,nb,as>}>>,2,a). a

Ict encore, plutdt que de chercher ¢ prower & pusteriort qu'un S.1.
Yirifle la propridta da for

& normale {cf, exemple 6), 11 est plus intéressant

de constridve ce 5.1, de felle manigre au'il posséde cette propridie, lelte

construciion consiste, en faif, & choisir les constructeurs du S.1.

3.3.5.- Comparaison des.a~descriptions at des s~descriptions

Liv proprietd de forme normale permet de considérer tout S.1. algébrique
uni-sorte ta possédant comme atant défini par une s-description pour laquelle
Fes termes de la sorte support de 1a sorte d'intérét sont les formes normales.

Exempie 9
A la description algébrique de TABSYM donnée 2 1'zxemple 3 on peut

substituer la s-description suivante
- le S.I. support de 1a sorte d'intérét TABSYM est 1‘ensemble T solution

unique de 1'équation :
T = {tabvide} v fnsert(T,CHRINE,AT) v debbloc(T)

———————
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N

- Les s-descriptions des opérations sont :
. presom tq 3
presom(t_,ident) = s¢ t. = tabvide
alors faut
ginon 87 3 t51 gt = debb]oc(tsl)
alors faux
ginon 3 tsl,identl,a1
gty = insert(tsl,identl,al) IS

ident = ident1 A presom(tq,ident_

. valattr tq
valattr(ts,ident) =gt t, = tobvide
alom ©
sinon st 3 t, g tg = debbloc(t, )
vilattr(t, ,ident)
3 tsl, ideﬁtl,al
tq (tS = insert(tsl,ident],al) A

gz ident = ident1
alors a;

8 tnon valattr(tS ,ident))

. finbloc g

finbloc(t,) =8¢ 3 tsl tg tg = debb]oc(tsl)

alors t
P — 8

_sinon 3 tsl,identl,al tq tg = insert(tsl,identl,al) A
finbloc(t_ )
%1

st "lvide(ts)

= Nous ne détaillons pas la description de: autres opérations.

Pour compléter: cette s-description i1 faut en préciser 1'invariant.
En effet dans la description précédente nous identifions une table des symboles
d un mot du langage T. Mais i1 est clai que tout élément de ce langage n'est
pas une représentation d'une table des s}mboles : i1 faut tenir compte des
préconditions dans la composition des scliémas fonctionnels (une c-grammaire ne
suffit pas & décrire TABSYM). Les restrictions proviennent ici uniquement des
préconditions de insert :
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yue 1'en peut encore scrise

S "
fie.; 3V
ar’s
L]
3”
h 5| W 2
) g | Mie a Tl
¢ Reyred i e ' ’ - Iy ¥ - r Trrm ¢ 1 o
1" s i ] EaT [ P TT O P AYshane O Thiormntion passicdant ip propre
I Fifld nohe S-descrintio Serong pas davas
I e a
I i [V i i algéhrgue
|
W { £ )} i ce i Lo plys arand ef

3.4.1 - Semantique

Be nombreuses Atudes (GG, 77a 3, LGUT,78b1, 1BRO,79b), LLES,79] ont
précisé les modéles associfs any systimes oigébriques ausst nous contentnnge
] idées fondamentales.

rormaticn algsbrique est une aladkre hétdregins

tructure de donnce

18RO,7961. Rappelons qu'un S.7.
(ch, 1.2 § 3.3). 11 importae,

i appe

et niusieurs mod

223

Sen ool da v mithodolsgique, de soveir auels sont les modéles les plus

«

interessants d'un systéns

Exengle 10

Jdgbrigua,

Censidérons M5 sequences g ehiffrey" difing par Ta a-description

de Ta tigure 7.

e o = e e

opérations
EQC,CHIFFRE) <> . w3 = ypgd
I 2ty Wey- i SE0C —
| I . seqL UnXaVaye={ux P
I Y1 efb.(u) b {13 B " vy v
i 5 : op {SEQU.SEQC)R00L (x =y}

U5 % Vb vy, ()4 ) '

; § (V)b ()

7 ¢ pxdescription_de SEOC
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*

Alors si A; admet pour seui ensemb'e {0} et pour fonctions
1d : {0} x {0}~ {0} telle que id(0, 0) = O
eg égalité sur les entiers
1'interprétation (Al,r) ol
r(<>) = 0, r(x) = id, r(z) « eg
est un modale de SEQC. '
Mais 1'ensembie I des entiers ayani pour fonction 1'addition et ia
multipiication associé 4 v :
r{<) =0 ‘r(u " x) @ r(u) o 10 + %, r{z) = eg.
définit aussi un modéle de SEQC.

Exemple 11

Les multi-ensembles {ch. 1.2, exemple 2).

Considérons la a-description du S. . MULTENS de ta figure 8.

Cette spécification est incompléte puisqu'on ne sait pas comparer
uy = ajout(ajout(m,vl) ,vz) et ué = ajort(ajout(m'vz), vl} C'est d'ailleurs
ce que nous cherchons dans le passage aux S.I. algébriques (cf. ch. 1.2,
§73:13:2)=

S.I. MULTENS

VAL ¢ 5.1,
# peut &tre muni d'un ordre comme
au chapitre 1.2 #

aram
l Bar'am
opérations

avide : op MULTENS v Ept avide = gy

ajtm : fonct(MULTENS, \IﬂL]MULTENS
apt : op(VAL,MULTENS)BOOL

; . supm(ajtm(m.v),vy} =gt v = ¥4y
supm ¢ fonot(MULTENS,VRL}MULTE!\_lS '

atore 1
ginon ajtm{supm

pré supm{m.v) = v apt m

v apt ajtm(m.vy) maf v = v,y alors wrat.
: T dnon ¥ apt

(mv\/.
v)

figure 8
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Dans le cas, souvent souhaité, de spécification algébrique incompiate
que doit-on décider des formules qui ne sont pas des théorémes et dont la
négation n'est pas un théoréme 7 Par exemple que doit-on décider pour les
termes Uy et u, de 1'exemplie 11 ?

a) On peut supposer que, s'ils ne peuvent &8tre démontrés égaux, ils
doivent &tre considérés comme différents et, en particulier, ils doivent
&tre représentés par deux objets différents. Ceci revient & définir la
sémantique d'un S.1. algébrique comme atant V'algdbre initiale associée,
L'algebre initiale est intuitivement celle qui comporte “le plus d'éléments”®,
De maniere plus précise,rappelons qu'un morpaia me d'une algébre A vers une )
algébre B est une application g telle que g(f(x)} = g(f)(a(x)) pour tout
terme f(x) de A. Une algébre 1 dans une classe d'algebre € est dite initiale
si, pour toute algébre A de ¥ ,i1 existe un unique morphisme surjectif de [
sur A (NIVAT [KIV,751, parle de magma initial sur ¥ ). Dans le cas d'un systéme
algébrique, 1'algébre initiale associée est le quotient de 1'algébre des mots
(ensemb’es des termes du systéme) par la relation d'équivalence associée aux
axfur | nous avons vu que des représentants privilégiés étaient les formes
no

foaettre que la sémantique d'un systéme algébrique en est 1'algébre ini-
tiale c'est rejoindre le point de vue de ZILLES [ZIL,75] et du groupe ADJ
[G03,77a3. Bien qu'i) soit satisfaisant puisque 1'algébre initiale existe
toujours il est contraignant d'un point de vue informatique car i1 impose que
le spécificateur précise tous les objets qu'il souhaite identifier. Ainsi
une représentation de MULTENS [ENTIER) en termes de tableauy associant & chaque
entier sor nombre d'occurrences sera incorrecte.

hdopter ce point de vue fait donc perdre 1'un des avantages du passage

au niveau algébrique, qui était de ne plus prendre en compte des contraintes
superfiues,

bj D2 fagon duale on peut considérer que deux termes qui ne peuvent étre
demontrés différents sont égaux. Ceci revient & choisir pour sémantique d'un
systéme algébrique 1'algébre terminale. Intuitivement c'est celle qui contient
te "moins d'&léments”. Elle est caractérisée par le fait qu'il existe, pour
toute algébre A de la classe considérée, un morphisme surjectif de A vers
@lle. Malheureusement elle n'existe pas toujours [BRO,79b1.

c) Finalement, pour laisser la plus grande latitude & 1'implanteur du
systéme i1 est raisonnable de se rallier au point de vue de GUTTAG et al

ey e — e ———— o

s 9’ks =

{GUT,78a1. BROY et al [BRO,79b] ou LESCAINE [LES,79] qui consiste a prendre
pour sémantique possible 1'ensemble des nodéles.

3.4.2.- Ccnsistance
Dans le cas de spécifications algébiriques la forme plus simple des
axiomes permet d'avoir des critéres de consistance.

Exemple 12

La consistance du systéme algébriqu: MULTENS (exemple 11} provient du
fait que le membre gauche d'une équation quelconque ne peut se réduire au
membre gauche d'une autre équation ; aut-ement dit chaque équation carac-
térise 1'effet d'une fonction sans qu'il y ait de contradictions possibles
entre elles. En revanche si on ajoute & cette description 1'axiome :

(4) vy apt supm(m,v,) Zs7 vy = vy alors fuwsstnon vy apt m
on obtient un systéme inconsistant puisqie, par exemple :

v apt supm(ajtm{ajtm(mvide,v),v),v) = (3)
v apt ajtm(mvide,v) = vrat {z)
or v apt supm(ajtm(ajtm{mvide,v),v),v) = fauz (4 ©

L'utilisation des propriétés des sy:témes de réécriture donne un critére
de consistance : tout systéme convergent (possédant la propriété de forme
normale) est consistant [MUS,781. La justification intuitive est ceile donnée
dans le cas de 1'exemple précédent ; une démonstration précise se trouve
dans [MUS,78].

3.4.3.- Complétude suffisant:
Pour définir le concept de complétule suffisante (ch. 1.2 § 4.2.1. déf.20)
d'un S.1. algébrique, considérons ce deriier comme une extension de la reunion

de ses S.I. externes.
Définition 10

Soit S un S.I. algébrique. S est su fisamment complet si tout terme defini
u, dont 1& profil est une sorte externe Ti de S, admet une forme normale ne
contenant que des opérations de S;- &

Exemple 13
Le S.I. MULTENS (figure 8} est suff samment complet.Il s'agit de prouver

que, pout tout v ¢ V, pour tout terme m de profil MULTENS, on paut démontrer
1'un des deux théorémes : v aptm = yrai ou v apt m 3 fauz.

= —— ,...___.m.“___,_,q_,......:;Eillllllli
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Par induction structurelle ;

= myide > v apt m = fauz (1)
- m = ajtm(my,vq) A (vaptmy Syrai ¥V apt my =fauz )

'
a
h

> (si v = v, alors v apt m T vrai ginon v aptm = v apt mp) A
Wammlfmﬁvvawmlfﬁﬁ)
s>si v E v, alom v apt m Zvrat ginon (v apt m =prai
vyaptmzfaux) O

8ien entendu le probléme de la complétude suffisante d'un systéme quelcon-
que est indécidable (GUT,78bl, mais on trouve dans cet article 1'énoncé d‘un
critére de complétude suffisante 11€ & Ja forme des termes et leur degré
d'imbrication. Mais 1a encore le systeme AFFIRM de MUSSER [MUS,791 permet de
démontrer, dans un grand nombre de cas, 1a complétude suffisante d'un systémé\\~‘
et, lorsqu'elle n'est pas vérifiée, de compléter suffisamment 1'axiomatisation
(toujours & 1'aide de 1'atgorithme de KNUTH BENDIX). On dispose donc 12 d'un
outi) de spécification permettant d'@viter certaines formes de sous-spécifi-

cation.

4.- OPERATIONS SUR LES DESCRIPTIONS ALGEBRIQUES.

11 est intéressant de définir les opérations sur les systémes d'information
(ch. 1.2 § 5 et § 7) en termes algébriques, ce qui confére une propriété de ;
stabilité a ce genre de description. Ainsi les systémes obtenus par application
de ces opérations & partir de systémes algébriques sont encore algébriques et
possédent donc les propriétés &tudiées précédemment.

Les opérations "incrémentales” sur les 5.1. (extension, restriction,
derivation, introduction de sous-sortes, réunion) peuvent &tre évidemment .
définies en termes algébriques, si 1'on restreint les définitions de symboles
fonctionnels & des a-descriptions. C'est d'ailleurs en termes d'extension que
1'on pourrait caractériser le S.I. défini par une a-description (§ 3.2) de
fagon analogue & ce gue nous avons fait dans le cas des s-descriptions (ch. 1.2
§ 5.2). C'est aussi de cette manidre que le groupe ADJ définit "enrich",
vderive”, "combine* [BUR,77al.

Nous montrons simplement ici comment les différentes opérations sur le S.I.
definies & 1'aide de la paramétrisation peuvent s'exprimer en termes de a-des-

cription.

e e e e ¥ 5 A
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Le S.T1. PROCAR décrit en termes algélriques sur la figure 9 est, en
reprenant les notations du chapitre 1,2 § 7.1.1, &gale a <<py:S,,p '52>>
151 4Py

S.I. PROCAR

Sl i Sl
— param |

52 P
fparam
opérations

<< >» t fonet(Sy,S,) PROCAR
Py i fonet(PROCAR)S,

P, i fonct(PROCAR)S,

eg : fonet(PROCAR,PROCAR)BOOL

PI(<<X1,X2>>) = Xy

Poleexpxyo») = x,

eg(<<xl,x2>>,<<y1,y2>>) =
(xl N xz) A (yl = y2)

Dans cette description, la notation <<Xy,Xp>> @SL Préférée & << >>(x,,x,)
‘ Nous introduisons un prédicat d'égalité pour tequel, avec les co%;eg-
tions faites au chapitre 1.2 § 2, Ta notation "=" sera préférée & fegt.

Notons enfin que dans cette description les noms des projections sont

fixés. En fait on peut i agin q - J
.1 ROCAR que de symboles
ey u'il Y a autant de § p U

Montrons simplement que 1'on peut définir les principales opérations de
ce S.I. paramétré de maniére algébrique (figure 10). Ici encore, comme ay b
chapitre 1.2 § 7.1.2. Ta liste des opérations n'est pas exhaust;ve Le ;~
description nécessite de déterminer des coistructeurs, ici § et ads Nous
continuons, bien entendu, & utiliser les ntations introduites ay céapit;e il
§ 7.1.2 ; en particulier ®(S) est toujours préféré a ENS{S). -
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figure 10 3 a-description du_S,1.
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S.I.  SUITE

Vs, S
ZQ(IZ”GM
opérations

<> i op SUITE
~ : op(SUITE,V)SUITE
début : fonet (SUITE)SUITE

der : fonet(SUITE)V
reste : fonet(SUITE)SUITE
prem : fonet(SUITE)Y

bi ¢ fonct(SUITE)ENTIER

i:os + fonct(SUITE)ENTIER

Il ¢ op (SUITE)ENTIER
* 1 op (SUITEYSUITE

tr ¢ fonct(SUITE,ENTIER,ENTIER)SUITE

vide : fonet(SUITE)BOOL

début(u v x) = u
der(u ~ x}) = x
reste{u ~ x) = sz vide(u)
alow <>
sinon reste(u) v x
prem{u n x} = g7 vide(u)
alow x
sinon prem{u)
by{w) =1
by(u v x) = by(u)
bs(<>) =0
bs{u I bo(u) + 1
f<>} = 0
lunx] = Ju) +1
Ux<>=y
uox (u' vy = {uwru')ax
tr(<>,i,j) = <>
tr{u v x,1,j) =

. < i

ltf:

3
lors <>

Q

sinon g% j=bs(u)+1
alors- tru,i,j-1)y

stnom tru,i,J)

vide (<») = yrai
vide(u v x) = faux

re3 tricttors

pré début{u) =-vide(u)
pré der(u) ="Jvide(u)
pré reste(u) =—yvide(u)
pré prem(u) = Jvide(u)

A e
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Théorame 7

Soit A un S.I. algébrique, S un S.I. complet et F 1'ensemble des formules
égalitaires sans variable de F. Supposons que (A,a) soit une abstraction simple
de S, A]or§ (A,a) est une abstraction compléte pour F si et seulement si le
modele ‘aigébre initiale'de A peut 8tre &tendu, modulo a, en un modéle de S. O

Démonstration =

a) Supposons que e modéle initial de A puisse é&tre &tendu, modulo a, en
un modéle de S.

soit (U,int) ce modele initial. Par définition, pour tout couple v, v'
de formules de A :

int(p) = int{p') = v s

Appelons int' son extension &8 § : int = int' . a.

Ators si rgra(w) = afe'), int'(alp)) = int'(a(e')), donc int(p) = int(p')
c'est-d-diret-re z ¢ .

b) Supposons que (A,a) soit compléte pour F.

Puisque S est complet, i1 a un seul modale (U,it'). Alors (2U,it',a) est
un modéle de A,

St it'a{e) = it'sa(e'), alors tzafy) = afy'), donc Fre e’ , ce qui
prouve que (U,it'sa) est 1'algébre de A.
cqfd

Ce théoréme se généralise immédiatement au cas des formules positives, c'est-:
d-dire les formules ne contenant que les connecteurs "A" et “v" (éventuellement ¢
quantifiées) et sans variable libre.

Theoréme 8 -

-

Avec les mémes notations que dans le théorgme 7, soit Fy 1'ensemble des f

formules positives de A,
(A,a) est une abstraction compléte pour F1 si et seulement si le modéle
initial de A peut &tre étendu, modulo a, en un moddle de S. o

Démonstration

- La condition est nécessaire puisque, si (A,a) est compléte pour F, elle
1'est pour Fy i on utilise alors le théoréme 7. )

- Réciproquement, supposons que (A,a) soit une abstraction compléte pour Fl'

=355 =

Lemme
Soit (Zl,it) un modéle de A, (2, nt) son modéle initial et ¢ une formule

positive. Si int(y) est vrai pour certaines valeurs des variables de v, it{y)
est vral pour ces valeurs,

Soit ¢ ¢ Fy telle que a(w) soit un théoreme de S, alors int'(ay)) est
toujours vrai (int' est 1'extension de int & S). Alors int(e) = int'(a(w)} est
toujours vrai ; donc avec le ﬁemme it (p) toujours vrai pour une interprétation
quelcongue. Ainsi ¢ est un théoréme de A.
cafd

Ces théorémes se généraliseht immeédiatement au cas des abstractions généra-
lisées (ch. 1.3 § 6.3.3).

Soit A un S.I. algébrique, consistant qui est une extension suffisamnent
compléte du S.I1. R complet. Alors A admet un modéle final (Zl,fn) caractérisé
par fole) = fole') = ¢ 7 ¢' n'est pas un théoreme de A. 0
Démonstration

Soit la congruence ¢ v p' + pour toute opération externe f de A,

F7r-f(w) = f(e').

Elle définit un modele f, de A.

¢ %' < pour un f, flg} = f(¢') n'cst pas un théortme de A.

el @ pour un £, br—f(p) ¢ f(v')

Mais ¢ = v' > flp) = (') est un théoréme de A, donc :

ety

Ainsi ¢ % ¢! = e Ev!
d'od, si ¢ £ ' n'egt pas un théoréme de A, fale) = f{e')

La réciproque est vraie pour tout modaéle.
cqfd
Théoreme 10

Soit (A,a) une abstraction simple du S.7. § complet. Supposons, comme au
théoréme 9, que A est algébrique, consistant et que c'est une extension suffisam-
ment compléte du S.I. R complet. Soit eafin F 1'ensemble des formules e ¢ de
A, sans variable.

Alors (A,a) est compléte pour F si et seulement si le modéle final de A
peut tre étendu, modulo o, en un modal: de S. o

La démonstration est analogue & ceile du théoréme 8.

Ce théoréme se généralise au cas das formules négatives (qui sont les néga-
tions des formules positives) de A. IT ;e proionge &galement au cas des abstrac-

tions généralisées.
e — p— B s e ) £+ B mvi
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Leipoion de § {fonntions cachies).

= Llebstraction « de 5 par A est 1%identite sur Jes opérations de ij et sur
Tes S.i. externes.

Ces propriétés sont obtenues lorsque 1'on définit une abstraction en rem-
plagant les axiomes de ia s~description par des définitions récursives {ch.
exemples 2 et 3). Le thécréme suivant est alors immédiat.

Theoreme 11

St A et S vérifient les propriétés précédentes, (A,a) est une abstraction
de S si :

1) o est Viidentité sur 051 et les S.1. externes

2) pour tout f ¢ Obl et toute égalité f ”1"‘“q = v de 1a a-description
de A, on a r§—~gré alf ul;..uq} > off “1"'“q) = a(v) od pré.u est ia précon-~
dition de u dans §.

3} pour tout F ¢ Ubl, F?T-a(gfgaf) 5 gggsf
oU zré f est la précondition dans A de f

4) 1'image par a des axiomes pré f Upeellg 2 Fupug = v, o F e Dy,
est un théoréme de §. g
Démonstratioq

Ce theéoréme résulte inmédiatement de la définition d'une abstraction et du
Tait que les axiomes caractérisant tout symbole f defypl sont de la forme (défi-
nition des a-descriptions) :

prd f Up-rlg > f ul...uq zy
car alors *§‘u(2ré f ul...uq) > pre q(ful...uq)
et bz pri alf ul...uq) > aff ”1"‘uq) = alv)
conc Pz—a(gré i “1"'“q = of uz,,.uq = y)
<qfd

Remarque

On peut rapprociue les austractions algdbrig

¢s de  la notion de représen--

Résultat
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tation d'un type abstrait algébrique en termes de procédures que donne GUTTAG

dans [GUT,78c]. De maniére éyidente son ciitére de correction est yoisin du
theoréme 11 puisqu'il exige que, si u = v est un axiome algébrique, alors
POST(u) A POST(v) > fy = Py» 00 POST(u) e:t la post-condition de 1'appel de
procédure représentant le terme u, ry est le résyltat correspondant.

GUTTAG indique également des "régles” permettant de dériver les post-
conditions des axiomes algébriques (elles ne sont pas trop Eloignées des
régles (RESR) et (RECR)).

Cependant Te langage de représentaticn est dynamique et donc le passage
est brutal du niveau algébrique & cette implantation, De alus ce caractére
dynamique nécessite une sémantique axiomalique (et donc des regles de preuves)
élaborées.

On trouve une démarche voisine, en termes de pré et post-conditions,
dans ALPHARD [WUL,757.

5.2.2.- Méthode de constructicn d'une abstraction

La construction d'une abstraction A d'un S.I. $ défini en termes de
s-description et spécifiant 1'univers d'un probléme P = (E,S) est guidée
par les idées suivantes :

- tout axiome de A doit &tre un théoréme dz S

- la précondition algébrique de toute opération f de A qui est aussi une
opération de S doit impliquer 1a précondition correspondante dans la s-
description

- A doit posséder la proprieté de forme no-male. Ceci est un guide du choix
des constructeurs

outre les constructeurs, les opérations définies dans la a-description de A
sont, soit des opérations de S, soit des fonctions auxiliaires nécessaires
& leur explicitation
- de plus on essaye de rendre 1'abstraction compléte en procédant par équi-
valences pour dériver les axiomes algébriques des post-conditions (régles
(RESRT) et (RECRT}).
Les exemples 2 et 3 illustrent ces idées.
Décrivons informellement les grandes lignes de cette mé&thode d'abstraction
(qui est une explicitation du méta-probléme de 1'abstraction).
(A.a) abstractioh de S ; S est 1a donnge, c'est un 5,1, dé&fini par une
s-description.

S — u_.,.u.__._.,.qd
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1) Choix des constructeurs

a) Ce choix est quide
-~ per le type de la scratégie d'explicitation qui fait appel & 1'absiraction
(incuction sur les données, induction sup Jes résultats, ecg,..)
= pur Je souci d'obtenir un S.I. possédant Ya propriété de forme normale. On
cherche alors o exprimer un terme {dont le profil est une des sortes d'intérét)
& Y'aide de certains termes plus simples et de certaines opérations (ci. § 3.3.4).
1T s'agit donc d'un probléme de décomposition de termes exprimés en termes de
sories supports. Ceci conduit, en général & un raisonnement par cas. A
Notons que certains constructeurs peuvent ne pas étre des opérations
introduit@par la s-description de S.

b} On place les profils des constructeurs dans la colonne centrale (et
on les coche),

c) Pour chaque constructeur g, détermination d'un prédicat pré_g tel que
ré. g o pré i eoré
préa9 = précg soit un théoréme de S.
Ceci peut introduire de nouvelles opérations dont le profil est placé
dans la colonne centrale.

2} Choix des autres opérations

Ce sont les opérations de S apparaissant dans 1'&noncé que 1'on veut
expliciter,
On place le profil de ces opérations dans 1a colonne centrale.,

3) Explicitation des autres opérations

Pour chaque opération f non cochée de la colonne centrale, faire
- Cocher 1'opération f dans la colonne centrale

g

- Choix entre
. Application de #SESR$ # explicitation s-récursive, ceci nécessite que
des simplificateurs aient déja &té explicités #
. Application de $SECRY # c'est au moins le cas des simplificateurs
“réciproques" des constructeurs #
- Détermination d'un prédicat Eféaf tel que

ré T 5 pré f s0it un théoréme de S
grégh = prég

Notons que chaque explicitation peut introduire de nouveaux intermédiaires )

qui sont d'abord définis par une s-description avant d'étre & leur tour expli-
cités,
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11 reste & préciser cet algoritﬁée 2n le formalisant et en le détaillant.
Nous nous contentons d'en montrer la mise en oeuvre sur un nouvel exenple.
5.2.3.- Un exemple d'applicition

Exemple 14

Dans [MAJ,77] MAJSTER montre certa nes Iimiteé des spécifications &lgé-
briques. Si nous sommes d'acéord avec s critique concernant 1'inedéquation
des spécifications algébriques & la spécification initiale d'un probléme,
nous pensons que 1'introduction de fonc:iions auxiliaires {cachées) est tout
& fait naturelle. Aussi sans reprendre 'a polémique qu'a pu susciter cet
article [MAR,77] montrons ici comment 1 passage par les pré-post conditions
permet d'introduire une fonction cachée servant i la spécification algéorique.

Rappelons briévement le probiéme : il s'aait de spacifier une oile aveo
lecture interne. OQutre les opérations ¢ assiques d'empilement et de dépitement
i1 est possible de lire & 1'intérieur de la pile, & une hauteur précisée per
un index. On dispose d'une opération permettant de descendre pas & pas 1'index
(desc) et d'une opération (rem) permettent de le remonter au sommet.

Nous indiquoﬁs directement dans la colonne de gauche de la figure 12
une s-description de ce S.I. PILEL.

Utilisons le méta-algorithme du paragraphe précédent pour constryire une
abstraction de PILFL :

1) Choix des constructeurs
a) Nous ne sommes pas dans le cadre de 1'explicitation d'un probleme. Le

seul guide est la recherche d'une propriété de forme normale.
Soit p un terme de profil FILEL ; | = <wu,h>> o0 1 < h < b (u)
Plusieurs cas sont envisageables ;
3 bs(u) =0, i.e. u = < . Alors nécessairement p = << «>,0 »», c'est une
constante que 1'on note pvide. C'est un constructeur O-aire
. bs(u) >0 eth < bs(u). Parmi les opérations de la s-description, seule desc
permet de rendre bs(u) et h inégaux. Donc nécessairement :
<<u,h>> = desc{<<u,h+l>>)
. bs(u) >0 eths= bs(u). Trois opérations fournissent un résultat vérifiant
cette propriété .
- emp
- ret
- dep
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o
ret ne permet pas de modifier la premiére composante d'une pile ; dep ne E
permet que de simplifier une pile d'oll le choix de emp. N p™ é
b) Détermination des préconditions des constructeurs non O-aires. = < |
— > s — U e
- prég emp(p,v) = (i(p) = by(e(p))) z g8 S8 3823
d'oll 1'introduction d'une fonction auxiliaire : 1 =< 8l éJ s, 8% S22z
indsom : fonct(PILEL) BOOL # indice au sommet # | $25 6 a By " 2 UFE 2w oW
. . s - 1] u 0 o~ ~ i Q o~
indsom tq indsom(p) = (i(p) = bg(e(p))) aa. " o B : v Do b =5, &
i o~ e~ e~ = — -~
alors pré. emp(p,v) = indsom(p) . & = :1 :; E § < ;.,‘ é % .‘é? ; = ?‘; =
- prég desc(p,v) = (i(p) » 1) = (p # pvide) Y £3z¢ E23Eieiyssic
£ g = £ = ¢ E & g
BEE STv ¢ 2285528005
2) Choix des autres opérations | ) Al 8 o ¥ o o SE e g -§9§| & & ?:J c”ij
Ici on prend toutes les opérations de la s-description
3) Explicitation des autres opérations
s . - . : : a -4
a) ret : on utilise la stratégie {SECR$ ; ce qui conduit & la recherche i o . o ;‘5' §
: . . — - L had
de 3 fonctionnelles puisqu'il y a 3 constructeurs. ! 2 Ty = = 2 =
- ret(pvide) = ret(<< <»,0 »») = << <>,0 >> = pvide z" E i:: ;:\ i § g
: - -t [*¥] —
- ret{desc(p)) = ret{<<e(p),i(p)-1>>}) = <<e(p),b s(e(p))>> = ret(p) = a = = = % o
¢ - ~ Q. [~% o
- ret(emp(p,v)) = ret(<<e(p) ~ v,i(p)+1>>) =<<e(p) ~v,be(e(p))+los = emp(P W) o %i 5% %ﬁ .%j §i T
en utilisant la précondition de emp(p,v). . 8 %J O %j % | ﬁl &
~ G- R, i .
b) L’explicitation de dep et indsom est immédiate, elle se trojbe sur la d, @ 1Y i " § N
. - . - a @ + [~% e b~ o
wigpre 2. : = 2§ 8 ¢ § 3 £ 2
c) En revanche 1‘explicitation, en utilisant {SECR#, de val pose des f ~ A = o
problémes : . - ‘ . ’;T Nl = - |
- val(emp(p,v)) = appl(e(p) ~ v,b,(e(p))+1) = v . 2 4 A Tz ol -~
t A —~ = i -~ - —~ oy
- val{desc(p)) = appi(e(p),i(p)-1) # g = S = £ Zzs " a2
ce qu'on ne sait pas exprimer a 1'aide des seules opérations algébrigues. On = 15 3 ", % BT 2 = = 3? Pl
= e — — Q ~—~ < 0 L —~ —
cherche p, = depk(p) telle que i{p)-1=1b (pl) car alors appl(e{(p),i(p)-1) = ! 2 =B = B e o ~ &3 e
‘ : S %3y & §3=Z " ==
app (pl'bs(pl)) E Va](Pl)- - E v ooy Y t{’, -2 = u %
s 2 . « . 3 | i 2 ' y o - ¥ UV) = = :
L'idée est d'introduire une nouvelle fonction cachée decr qui fournit ia kS EZ Q = 15"1; L TR - § -
“sous pile" d'une pile dont le sommet est la valeur de 1'index. 18| P&’z 282 & 3=
= S 2 Cw= Bz S 2 &
feurekay decr : fonot({PILEL)PILEL = v 'é R g § B Mg § § § s _{.} s v a” %
. - 4l v 8le o« . e ] o e =& A
WA . . A edSgaal®a guey g 292
g bgle(p')) = i(m) AV §(1sisi(p) > ZE zg & % & 3 T 8 =
appl{e(p'),d) = appl(e(p),J)) » 1(p') = i(p) & ¢

- o e R 0 T ! SRS + s 4 IR
M == L

: pile avec lecture intern

figure 12
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Rlors ¥ p, appl(e(p),i(p)) = appl(e(decr(p)),i(p))
donc val(desc(p)) = appi(e(decr(p)),i(decr(p)) = val(decr(p))
- pré val(p) = (p # pvide)

d) La construction de 1'abstraction se termine par 1'explicitation
c-récursive de decr (figure 12).

6.~ REPRESENTATION D'UN SYSTEME ALGEBRIQUE.

Les objets de systémes a1gébrfques tels que TABSYM, MULTENS, ne sont pas,
en général,exprimables directement dans un langage de programmation. Dans le
processus de résolution d'un probléme on cherche donc & se "rapprocher"
d'objets informatiques de base tels que les structures, les tableaux, etc...
Ce probléme de représentation d'un systéme algébrique par un autre a été

1'objet de nombreuses études [GUT,78a1,(PAR,77], [LES,791, [REM.79J.(GOG,77a]Jhm

la plupart des cas &tait posé le probléme de la correction d'une représentation
(preuve a posteriori).

Nous nous sammes préoccupés au paragraphe 6.3 du chapitre 1.3 de définir
et étudier ce concept de représentation. Aussi nous restreignons-nous ici &

1'aspect méthodologique de 1a construction des représentations. C'est ainsi qu'au;E;

!

paragraphe $.1 nous étudions, & partir d'un exemple, la construction de repré-
sentations généralisées et au paragraphe 5.2 celle de représentations faibles.
Le paragraphe 5.3 propose, quant & lui, un méta-algorithme de représentations.

6.1.- Construction de représentations généralisées.

Exemple 14. Toujours Ta table des symboles

BUT 0 : trouver un S.I. S et une application y tels que (S,u) soit une repré-
sentation généralisée (ch. 1.3 § 6.3.4) de TABSYM{AT.n}

(:) Choix du S.I. représentant et représentation des constructeurs

La dualité des rdles jouss par debbloc et finbloc (axiome 1 figure 2)
peut faire penser & utiliser une ptle. A un niveau de bloc donné, 3 chaque
identificateur est associé un seul attribut : les objets empilés sont des
fonctions dont les domaines sont formés d'identificateurs et les codomaines
d'attributs, La figure 11 propose une a-description du S.T.PILE(VAL),

On choisit donc de représenter TABSYMLIAT,n1 par PILECLCHAINE - AT11.
Pour &tre plus précis i1 faudrait considérer un couple formé de PILEC...] et

tec

§.1. PILE ‘
varan

VAL : S.I. Jparan
cpérations

pilevide : gp PILE

empiler : fomes(PILE, VAL) PILE
depiler : fonot(PILE) PILE
sommet  : fonet(PILE) VAL v (u}

vepiler (empiler (p,v))=p
sommet (pilevide) = w
sommet (empiler(p,v)) = v
estpvide (pilevide) = prai
estpvide (empiler(p,v)) = ‘oux
rvestriction

pré depiler (p) = Tjestpvide(n)

estpvide : fonmet(PILE) BOOL

Figure 11 : Je S.I. des piles

de n. Nous supposerons n implicite dans ia suite.
Le choix de ce S.I. représentant va de nair avec celui de 1a représenta~
tion des constructeurs primitifs.
u (tabvide) = pilevide .
w (debhloc(ts)) = empiler (y (ts!, fvide)
v { insert(ts, ident,a)) = modifsommet (Q(ts), ident,a)
ol modifsommet {p,x,a) est une abréviation de -
empiler (depiler{p), ajout (samm;t(p),ident,a))

BUT 1 : d&finir u sur Yes autreé opérations de TARSYM de facon aue
(PILE [[CHAINE » AT11, u) soit une représantation généralisée de TARSYM IAT,n]

Pour définir u sur les simplificateurs ds TABSYM on est guidé par le fait
que les axiomes de ce S.I. doivent &tre fes théorémes du S.I. représentant.
On met ainsi en evidence des rdgles de riprésentation analogues aux régles
d'explicitation (régles d'abstraction) &tudiées précedemment.
Developpons cette idée dans le cas de fiabloc:

.(2) Choix_de_la_représentation de_finbloc

a) Représentation des axiomes &galitaires
La représentation de finbloc est ceractérisée par le fait que les
formules suivantes doivent &tre des thécrémes de PILE [[CHAINE - AT1]
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(1) u {finbloc (debbloc(ts))) = u(ts)
(2) w (finbloc (insert(ts,ident,a))) = u(finbloc(ts)).

Ces &galités s'écrivent encore, en utilisant la définition de u sur les construc-
teurs:

(1) w (finbloc) (empiler(u(ts)fvide)) = u (ts)

(2) u (finbloc) (modifsommet( u{ts),ident,a)) = u(finhloc) ( o(ts))
Ceci est une définition récursive de u (finbloc) sur Tes piles, non vides, qui
sent des représentations de tables des symholes. Mans ce cas précis, i1 est
possible de supprimer la récursivité et d'obtenir une définition de y (fin-
bloc) directement en termes de fonctions du S.I. représentant.

Nous avons vu au paragraphe 3.3.2 exemple § que toute tahle des symboles

non vide ts se met sous la forme Aormale:

ts = insert® (debbloc(ts’),idl,a1,id2,a2,..., idk,ak)
On en déduit que la représentation yu (ts) est égale &

u(ts) = modifsommetk (empiler( u(ts').tvide),idl,al.idz....idk,ak)
alors en utilisant k fois (2) et une fois (1) :

u{finbloc) (u(ts)) = u(finbloc) {empiler(u (ts'),tvide)) =p (ts')
et en notant, ¢ euréka ¢+, que : .

depiler ( u(ts))= depiler (modifierk (empiler (u(ts'),tvide),idl,al,

id2,a2 ...idk,ak)
= u(ts')

on en tire que pour toute pile p représentation d'une tahle ts non vide

u (finbloc) (p) = depiler (p).

b) représentation de la pré-condition
On demande (cf cas des abstractions) que
u (préTABSYM finbloc (ts)) = prg PILE finbloc(ts)

ceci est necessaire pour que les axiomes pré f o ful..u s.z;se transforment
q

par u en des théorames.
pré finbloc(ts) =Tvide(ts)
alors u (ppg finbloc(ts)) =—Ju (vide(ts)) = Testvide(u (ts))
or u(finbloc(ts)) = depiler( u(ts)) si yu(ts) n'est pas pilevide,
autrement dit si Testvide( u(ts)).
Ainsi on complate la représentation de finhloc en posant

u(finbloc) = depiler
et prépyg finbloc (ts) = ppai

. On trouve dans [GUT, 78a} et [FIN, 78b] la ~eprésentation des autres fonc-
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Remarque 1

11 existe un symbole fonctionnel image par u de finhloc. Cette situation
n'est cependant pas générale et i1 se peut que 1'on ne puisse donner au‘une
définition récursive de 1'image de finbloc. C'est le cas par exemnle de
valattr (cf ch 1.3 § 6.3.3) :

u(valattr) (p,ident) = g2 p = pilevidc
' alors
sinon st ident . dom({sommet{n))
alors apnl(sommet(p),ident)
ginon u (valattr) (depiler(p},ident}

C'est poyr cette raison que nous avons introdu t le concept de représentation

généralisée. <]

Remarque 2
La démarche suivie est un premier pas ver: une "synthése de reorésentation” |

fondée sur les médmes idées que la “"synthése d'ahstraction” du paragraphe précé-

dent. Elle est plus amplement develdpnée dans 'GAU,78al. E

]

i,

tions.

6.2.- Construction de représentations faibles

Ici encore nous étudions le probléme de représentation sur un exemole.

'

Exemple 15 Représentation du S.I. PILE
BUT 0 : trouver une représentation (S',u) de PILE

Choisissons, de manigre tout & fait classiqie de représenter une pile par

un couple . :

- tableau

- hauteur
Plus formellement, PILE (VAL) va étre représenté par << t : TARLEAU, h: ENTIER>>
ol le S.I. TABLEAU est a-décrit par la figure '2
La représentation des constructeurs de PILE es: donnée par:

- u{pilevide) = << tvide,o »>

.= u(empiler(p,v}) = << assigne(tde y(p):h dep(p)+l,v), h de p(p)+ls> |

ou encore - y{empiler)( <<tab,hau >>,v} = << assigne(tab,hautl,v), hau+ls> ‘
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S. I.TABLEAU

param
VAL: 5.1, “-;f
tvide : gp TABLEAU lopérations
assigne : fonet (TABLEAU, ENTIER, VAL)

TABLEAU
accés : fomet( TABLEAU, ENTIER) VAL jaccés (thvide,i) =«
v {e} Jacces (assigne(t,i.yhj)7=
et 1 =J alorsv sinon accés(t,i

BUT 1 : Représentation des simplificateurs
a) Cas de sommet:
En reprenant la régle de reorésentation evoquée au paragranhe 5.1 :
u(sommet) ( <<tvide,0>>) = w
u(sommet) ( <<assigne (tab, hau +1, v), hautl>> ) = v

Choix : wu(sommet) ( <<tab, hau>>) = accds (tab, hau)

b) Cas de depiler:

Un raisonnement identique conduit a:

(1) u(depiler) ( <<assigne (tah, hautl, v), hautl>>) =<< tab, hau >>
Mais, comme dans 1'exemple 16 du chapitre 1.3 (reorésentation de FILE), 11 est
clair que cette représentation est inefficace: on ne souhaite pas retrouver le
tableau initial lors d'un dépilement, seule la hauteur doit diminuer. C'est
donc 1a notion de représentation faible qui doit &tre utilisée ici: on ne
demande que le transport des théorémes concernant les S.I. externes.
Dans cet exemple, le S.I. externe est VAL et on veut donc que les théorémes
qui concernent sommet soient des théorémes dans la représentation.
La représentation de depiler doit donc vérifier:

si sommet (depiler (p)) = v alors y (sommet ( u(depiler) (, (b)) = v
' ou accds { u(depiler) {y (p))) = v

or sommet {depiler (p)) = v exige qu'il existe une pile pl et une

valeur vl tels que p = empiler (empiler (pl,v)¥1)

+ sentations faibles.

e et

et donc il existe un couple <<tabl, haul >>tel que
u(p) = <<assigne (assigne( tabl haul+l, v}, vi, haul+2}, hau+2 >>

alors  accés (assigne (assigne( tabl, baul+l, v), vl, haul+2), haul+l) = v
et on souhaite avoir:

acces ( u(depiler) ( w(p))) = v
qui sera vérifié si

(2) u (depiler) <<tab, hau >> = <<tub, hau-1>>
Avec (2), le premier membre de (1) véri‘ie:

u (depiler) (<< assigne (tab, hautl, v), hautl>> } =
<< assigne (tab, h.u+l, v), hau >>

Hais d'aprés (1),<< tab, hau >»est une .utre représentalion possible cu
premier membre.

GUTTAG [GUT, 78a] introduit alg;s une ~elation de congruence notée = |
dans <<t: TABLEAU, h: ENTIER >> qu'il appelle interprétarion de 1l'égalicé
pour p. Cette relation est un nouveau p-édicat du systéme produit défini
par:

c<tyiv> = <t 40 3> <o (i=1 ) & (YK, lskei =acces(t,k) =

Y acces{t’ k)
Intuitivement, on ne se préoccupe pas dos valeurs de t et t' dont 1'in-
dice est supérieur & i.
Ainsi pour que o transporte les théorém:s portant sur les objets externes,
i1 suffit que pour tout axiome u=v du 5.I. PILE tel que profil (uj &
PILE, on ait u(u)=u(v) dans <<t: TABLIAU, h: ENTIER>> . :

Ceci donne un guide méthodolcgique pour 1a définition d'une représentation:
on commence par chercher une interprétation de 1'égalité dans le type
représentant et pour cela on est guidé par la préservation des théorémes
sur les objets externes.

Pour tout terme u, la classe d'équivaleirce de p {u) pour 1'interprétation

= de 1'égalité est 1'ensemble des representations admissibles de u.

Nous arrétons 13 cet exemple et revenons au cas général des repré-
N ja)
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Théoréme 11

1

Sojt SetS deux S.I. algébriques supposés uni-sortes.

(S , 1) est une représentation simple faible de S si et seulement
si 11 existe une relation d'équivalence = sur les termes de profil §'
telle que:

1) 1'image par u de tout axiome uzv de S, ou profil(u) = §,
verifie y(u) =u(v). ’

2) pour toute opération f de S dont le but est une sorte externe,
pour tous termes u,v de S de profi} 51 composant du profil de f, si

u{u} = u(v) alors u(f) XpeeXgg u(u)..xq = u(f) XpeeUsig u(v)..xq

est un théoréme de S..
3) pour toute opération f de S,
FET‘ u (prég fX1-~Xq) > Rzégxz(f)xl‘.xq o

On généralise ce théoréme au cas des représentations faibles généralisées
en considérant une extension conservative S" de S' a la place de S' dans
2) et 3) précédents.

Démonstration
a) Avec 2) et 3), tout théoréme¥ suzv de S, 0d profil(u) ést une
sorte externe, a pour image un théoréme de S'.

. b) Réciproquement, les deux relations sur les termes de profil '
de S définies par:

Uy e Ty e -_’S’ch(§) tqu (u)=u'et u(v)=v'et )T-UEV
TREPRTED B si?ym(S),I'—S'ru(f)xl..x]._lu'..xq = u(F)xgexyy v'.x

sont des équivalences. Leur intersection en est encore une.
cqfd

q

6.3.- Méthode de construction d'une représentation

La possibilité de définir de fagon systématique des représentations est
une condition indispensable i 1a mise en oeuvre d'une méthode d'analyse de
problémes portant sur des structures abstraites. Les représentations peu-
vent aussi servir d'outils d'explicitation d'énoncé dans la mesure od elles
permettent de remplacer certains constructeurs par d'autres mieux adaptés
d Ta résolution dy probléme.
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6.3.1.- Composantes d'une méthode de représentation

Le probléme de la représentation d'un .1. algébrique S est double:
.~ Détermination du S.I. représentant S
- Détermination de la fonction de repreosentation u
Les exemples 14 et 15 ont montré 1'existence de plusieurs étapes:

La recherche de S dépend du but pourtuivi et du probléme considéré.
C'est 13 aussi que sont prises en compte de. questions d'efficacits dont
nous n'avons pas parlé jusqu'd présent. Ainui, représenter un ensemble par
une liste n'est pas toujours trés intéressant et, s'i} est muni d'un ordre
total, on peut lui préférer une représentat on sous forme d'arbre binaire
(REM, 791. e
‘D'un point de vue méthodique, on peut suppocer disposer d'un catalogue de
systémes “concrets” {tableaux, piles, files arbres équilibrés, fichiers,
structures,etc..) et de systémes primitifs ( ENTIER, REEL,..), on cherche
(& définir Te S.I. représentant comme composé d'un certain nombre d'entre
\éux (en utilisant les opérations de composition de systémes d'information}.
Ceci peut s'appliquer plusieurs fois et on peut supposer disposer de plu-
siéurs niveaux de catalogues. Au niveau le plus, bas le probléme a été étu-
dié depuis longtemps d&ji par les informaticiens: si on ne dispose comme
systéme concret que des tableaux (mémoire centrale), on dispose de teligi-
ques de représentation pour les S.1. classicues {listes linéaires, arbres
piles, etc.. ) [KNU, 681, [GAU, 78b].
Le choix du systéme cible va de pair avec le choix de la représentation
des constructeurs: les axiomes 1iant constricteurs et destructeurs peu-
vent servir de guide. Notons également que, S' etant choisi, on peut cher-
cher & engendrer automatiquement la représertation des constructeurs:
T'ordre associé & 1'induction structurelle est alors un guide appréciable
{TER, 781.
11 est important d'étudier le prob]éme du chyix d'une représentation et
“de se doter de critéres ce choix.

La définition de ces représentations st guidée, dans le cas de re-
présentations simples, par la nécessité de préserver les théorémes concer-

nant les opérations externes.
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6.3.2.- Esquisse d'un méta-algorithme de représentation

Décrivons informe)lement un méta-algorithme permettant de guider la
construction de représentations (généralisées) simples.

1
Résultat (S, u) représentation généralisée simple de S donné

(::rhoix du S.I. représentant et de la représentation u des constructeurs
Représenter les pré-conditions des constructeurs

(:)ggprésentation des sélecteurs
Pour chaque sélecteur f de S faire
= Pour chaque axiome fu,..u = Z;dans S
3 1 q [ ] [
Construire 1'équation u(f)ul..u H 75
déduite de "(ful"uq) : u (%) en remplagant chaque image
par u de constructeur par sa définition donnée en (:)
- Chercher y (f) vérifiant le systéme d'équations ainsi défini.
Représentation de la pré-condition de f guidée par:
u(pré. fx,..
’_s‘— (prég fx; Xq) > prég! fxl--xq

# Ceci peut conduire i enrichir Te S.1. S' en introdufsant de nouveaux

symboles y (f) définis par des équations #
3 Représentation des destructeurs
Pour chague destructeur f de S
Pour chaque axiome ax = ful..uq H Z:
B.1.1) Construire comme en @ 1'equation w(flup..u = G
3.1.2) fPour chaque sélecteur s de S écrire I‘équatioﬁ
S . ' ' L !
u(s) (v u(f)ul..uq..vp £ u(s) vl..u(f)ul..u;..vp

(:::) Chercher u(f) vérifiant les équations u (fluy..u' =G pour
tous les ax .

déduire de @ et @ une interprétation de 1'égalite

i
dans S Montrer qu'i} s'agit d'une &quivalence
Représenter la pré-condition de

Cette esquisse de méthode montre que les spécificationshalgébriques se pré-

tent assez bien i la construction de représentations en permettant de dis-

on note I (f, ax) 1'ensemble d'équations ainsi obtenu
@3 2 Chercher u(f) vérifiant n (f, ax) pour tous les ax précédents
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tinguer les étapes relevant d'un choix de celles qui peuvent étre systé-

matisées.

Remarque: La recherche des représentations des sélecteurs ou destructeurs
apparait dans cette approche comme un nouveai probléme & résoudre. Ainsi
1a résolution d'un probléme initial P fait apparaitre des sous-problémes
non plus issus directement de P'par une démarche descendante mais Tiés

2 1'approche "transformationnelle" adoptée.

6.3.3.- Un exemple d'application

De nombreux probfémes informatiques son: des problémes de représenta-
tion: c'est le cas de la pagination & E;,demlnde pour une mémoire virtuel-
te (ch 1.1,§ 1.1 h)).

En effet on peut définir le systéme d'informition algébrique “"mémoire vir-
tuelle" comme &tant de type fonction d'un ensemble d'adresses virtuelles
dans_ug ensemble de valeurs. Les opérations srivilégiées sont:

affvirt: MEMVIR, ADV, VAL ——— MEMVIR 4 affectation 4

accévirt: MEMVIR, ADV
De maniére analogue on peut définir le syst&ne "mémoire physique" &
deux sortes d'intérét: - mémoire principalz MEMP

" - mémoire secondaira WS

—_— VAL

et des opérations:
affp : MEWP, ADP, VAL > HENP 4 affectation #
accep: MEMP, ADP > VAL
char : MEMP, MEMS, PAP, PAS ——> NEMP 4 chargement d'une page
secondaire PAS sur ure

page principale &
dechar: MEWP, MEMS, PAP, PAS ——— HEMS 4 opération inverse #

Si on caractérise alors les différentes adresses comme des coupies

_(page, déplacement), le probléme posé est donc un probléme de représenta-

tion du systéme MEMVIR par le systéme “mémoire physique”. Dans la cons-
truction de la représentation de affvirt et accédvirt apparaft naturelle-
ment le test: la page concernde est-elle présente en mémoire principale?
dont on déduit la nécessité d'une table des pages présentes. De méme
apparaissent naturellement les qﬁestions relatives & la politique de ges-
tion de cette table. Nous ne développerons pas davantage cet exemple ici.

R e ._-v—-—-—m—-_—'_



CHAPITRE 23

LEs ENONCES RECURRENTS

Au chapitre précédent nous nous sommes préoccupé de 1'explicitation des
systemes d'information dans le but d'introduire des constructeurs et des
simplificateurs. Nous nous intéressons maintenant & 1'explicitation d'énoncés.
Nous restreignons cette &tude a un cas d'énoncés explicites particuliérement
important : les énoncés réeurrents. De maniére intuitive, les énoncés récur-
rents définissent des ensembles de suites. Leur role fondamental en informati-
que résulte des remarques suivantes :

- Leur” domaine d'application est trés large puisque, condition d'intro-

duire bes intermédiaires du genre pile, tout systéme d'équations récursives

peut étre transformé de fagon systématique en un énoncé récurrent.

- Toute solution d'un énoncé récurrent est ca’culable

- I1 existe une méthode de résolution (cf ch ~.3 § 3) pour les &noncés

récurrents

- 11 existe des critéres (de terminaison) assurant 1'existence de solution

pour un énoncé récurrent.

Ainsi, dans un premier paragraphe, nous définissons et &tudions les
&noncés récurrents. De cette étude nous dérivons, iu paragraphe 2, un langage
de description d'énoncés récurrents , MEDLE, dont les principales constructiens
sont les définitions itératives . Les régles de construction d'énoncés MEDEE
que nous introduisons alors sont justifiées par la sémantique statique du
langage et permettent de définir des stratégies d'zxplicitation récurrente
dont Ta plus importante est la stratégie d'affaiblissement.

Mais 1a forme des définitions itératives introduites au paragraphe 2 ne
mettent pas bien en &vidence le domaine de 1'itération lorsque celui-ci est
une suite définie par ailleurs (itération sur des fichiers par exemple). Le
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paragraphe 3 propose une généralisation de 1a forme des définitions itératives
ainsi que des regles et des stratégies de construction associges.

Le paragraphe 4 est une brave incursion dans le domaine des transformations
d'énoncés récurrents. Nous expliquons comment de telles transformations peuvent
&tre déduites de la sémantique statique des définitions itératives. Il s'agit
ici de transformations gémantiques au sens d'ARSAC [ARS, 77} , c'est-a.dire
de transformations permettant d'améliorer 1'efficacité d'un énoncé récurrent.

Au paragraphe 5 nous montrons comment Te fait de considérer les suites
comme des "objets" permet de résoudre de classiques problemes dans lesquels
il ¥y a un conflit entre la structure des données et celle des résultats (par
exemple problémesde rupture en algorithmique de gestion).

Nous terminons cette &tude des énoncés récurrents par un bref tour
d'horizon d'autres travaux sur ce sujet. I1 faut cependant bien remarquer
que 1a plupart des &tudes sur la synthése et la transformation de programmes
se contentent de considérer les énoncés récurrents, 3 la fois, comme un cas
particulier d'énoncés (point de vue de la construction) et comme le domaine
cible de la suppression de 1a récursivité (point de vue de la transformation)
{(BUR, 77 b) , [BAU, 78 bl

Notre point de vue rejoint celui d'ARSAC [ARS, 771 , d'ACHROFT et WADGE
[ASH, 771 , DIJKSTRA (DIJ, 79 a} et SCHOLL {SCH, 79] qui soulignent 1'im-
portance des &noncés récurrents, la nécessité de définir des langages bien
adaptés & 1'expression de tels énoncés ainsi que des méthodes de constructions
spécifigues. ‘

1.- ETUDE DES ENONCES RECURRENTS.

Intuitivement un énonce récurrent a pour inconnues des suites ou des
symboles o-afrés. Pour nous ramener au cadre Cu chapitre 1.3 , dans lequel
les résultats d'un énoncé sont des symboles o-aires, nous considérons les suites
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: i i i1l t & Tait
comme des symboles o-aires . Ce point de vue est d'ailleurs tout a

compatible avec la réalité informatﬁque : les “"résultass" ou les données

d'un probléme sont , en général, des suites représentées sur carte, sur
fichier magnétique, etc... ) ' -
Ainsi, dans tout ce paragraphe, S désigne un systéme d'information
contenant au moint - BOOL
- ENTIERC (cf ch 1.2. § 5 3)
- Pour tout sous-systéme V de & , V* appartient
a S . Ainsi S contient les suitesd'entiers, les suites de

. ) on
suites d'entiers..... Rappelons qu'alors si u € ((V*)* )=* =V,
n fois
L ' (n-p)*
alors g g i désigne appl(appi{appl(, 11), 12...), ip) €V
1ige-+ip
. * s
Lpour 0<p<n avec pour convention Ve =V (ch 1.2 § 7.2)

Definition 1 : —

------------ ; : 1 ) p .
Un énoncé récurrvent élémentaire de p suites u”...u d'un S.I1. S

est une formule du type :

/N bigd) sk absed)an s

1g¢igp

; . - b
ul = ogg i=kglors ¢ sinon ESJ[ui-l/xl""’ui~1/xp]

- k et n sont des termes de profils respectifs ENTIER et ENTIERC
pour tout 1 g j<p ¢J est un terme ne contenant pas la variable
= < .

Yibre i X
- pour tout 1l gcjsgp
sont incluses dans 1'ensemble {XI""’ xp}

,'(}j est un terme dont les variables libres

] —‘u— e Sarn LM s e A i M
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Notons que, d'aprés 1la définition de la conditionnelle et celle du )
domaine de définition d'une suite,

on peut remplacer la définition de u% par

J e 3
Uk.ﬂ C

A Vi(k<igno u’g = _Cj [u‘g_llxl,...,u?_l/xp}
Par exemple (cf ch 2.1 exemple 4 figure 5)

bi(c)alAbS(C)-nAcleaAvi (2<'i<n3ci=d
bi(d) = 1 A bs(d) =n A d]

i-1) A
=bavi (2¢igno d; = €;_ymod di—l-)
est un éncncé récurrent élémentaire.

Dans la définition précédente, on peut toujours se ramener i p=1
en utilisant des S.J. produits. De plus, chaque uJ

est un terme de profil
'%Mtw,i1pwtéUedelafmme vy

11
En particulier Y peut &tre de 1'une des deux formes suivantes :
VGl = sz b alorszl sinon —CZ

ul =G0 est alors appelée définition conditionnelle

i) Tl - ui. by ol i est une variable de profil ENTIERC et b un terme
de profil BOOL* . Intuitivement cette expression désigne le "plus petit
entier i tel que bj = vrai  soit un theoreme". On 1'utilise en par-
ticulier pour définir les bornes supérieures de suites.

u est 1'opérateur de minimisation introduit

dans la définition des fonc-
tions récursives [SHO, 67]

- Définissons le maintenant :
Soit u de profil BOOL* + ENTIER — ENTIER
défini par

pré. bi > u(b, 1) = s¢ by alors 1 ginon u(b, i + 1)

Alors ui.bi = u(b, bi(b))

Nous supposons désormais que Te S.I. S dans le

quel.nous travaillons
contient ce symbole 1y et 1'axiome correspondant.
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Définition 2 : |
it Une définition simple d'un symbole o-aire t est un? formul? atomique :
t = G ol ,23 est un terme de méme profil que t
=]
Définition_3 :

d{}initions simples ou d'é&noncés
Soit g = {Dl,.... Dp} un ensemble de dé

récurrents &lémentaires. On appelle relation de dépeniance é:r ?i. 1a .
relation T sur 1'ensemble des symboles fonctionnels de définie par :

U I'v e [ u estmembre gauche d'une définition simple u = Gde E;
et G contient un terme de la forme Vil...ip 1 ou
[ i1 existe un énoncé récurrent de ‘2; dans Tequel

1
uil § st ink alors ¢ sino. e [wq-l/xl"]
-eig Rl
et ¢ ou (5 contient un terme vjl"'jp avec g <P
ou q>p et il = jl...ip = jp 1 o

"
E 5 écessaire de "calculer" v
intuitivement u dépend de v s'il est néces

pour "calculer" wu :

Définition_4 :

------------ LIF3 F3 A A 3 S
Un ensemble ﬁ; de définitions simples ou d'énoncés récurrents é&lémentaire
o . r
est séquentiel si la fermeture transitive de sa relation de dépendance

=]
est sans circuit.

Définition § :

- i éfiniti i ‘énoncés
Un énoneé récurrent est une corijonction de définitions simples et d'éno
P ! o
récurrents élémentaires dont 1'ensemble est séquentiel

Par exemple '
x ma/k Ay =b/ka k= ¢, A
bi(c) = 1 A bs(c) = na cp=an vi(2gign 2¢;= di-l) A
bi(d) = 1 A bs(d) mnad; =ba vi(2gign= d;= ¢y mod di-l)A
ne uifdg = 0)

est un énoncé récurrent.

e i cm—— o L s A
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Par contre
S X I +t2YAy=Bx -y
N bi(xi) a1a bs(xi) =NpA Xy e 82 J = 1 glorg ¥
ginon Xy j-l+l .
A bi(bi) =1 a bs(bi) =ngA bij = (xij 2 0) A
bi(y) = 1 A bs(y) =25 a Vi X
n'en sont pas .

a) Cette définition différe de celle donnée par ARSAC dans [ARS, 771:
un algorithme récurrent est de la forme :

Y1) « R(Y(i-1), 4,4 ,d)
t(i) « T(¥i), i,u.4)
LLY(0) « I(d)

ko= pio t(i)

Lo« F(YK), k,4.4)

o V= Vl.---. v oest un p-uplet de suites ; r est le résultat ;
t 1la suite des conditions d'arrét, d 1le q-uplet des données.
R, T, I, et F sont "des algorithmes récurrents quelconques”.

Dans cette définition on n'exprime pas de propriété de séquentialité :
R ne dépend que de V(i-1) et pas de Y (1) . I1 est clair que 1'on peut
toujours se ramener & ce cas si 1'énoncé initial posséde 1a propriété
de séquentialité : on résoud, module par module, le systéme triangulaire
iy = a (Vi)
Vi) = 8 (Vi) vl(ie1), W3l

Mais surtout cette définition implique une structuration de 1'énoncé lorsque

T'on travaille sur des suites i plusieurs indices, contrairement aux
définitions précédentes ol toutes les formules d'un &noncé récurrent sont

au méme niveau. Cette différence résulte du fait qu'ARSAC se préoccupe surtout
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de décrire et de construire des énoncés récurrents. Ici, conformément a la
démarche développée depﬁis Te début de ce travail, nous distinguons 1'étude
fondamentale des propriétés d'un &noncé récurrent (qui se situe au niveau
du systéme formel sous jacent) de la construction des énoncés récurrents
(qui nécessite un langage de description structuré).

b) Elle différe également de celle donnée par BURSTALL et DARLINGTON
(BUR, 77 b] qui considérent un &noncé récurrent comme un ensemble de défini-
tions de la forme : !

oI (e ) =T
n.
. J
avec —733 ne contient aucun u

ne

- ou ZSJ est de {9 forme uk(el,.... € ) , aucun e,
M

contenant de u1

- ou 733 est une conditionnelle dont les alternatives sont de 1‘une
des formes précédentes.

Dans cette définition i1 n'y a pas de structuration, ce qui est regret-

table pour un langage de descriptions. On ne fait également pas apparaitre
la propriété de séquentialiteé.

Nous nous intéressons ici aux sglutions d'un Znoncé récurrent.

Théoréme 1 :

Toute solution d'un probléme, dont 1'&noncé est récurrent, est calculable o
Pour démontrer ce théoréme nous pouvons :

- soit décomposer ¢ en un énoncé strict et un énoncé des intermédiaires
- soit considérer ¢ comme un énoncé strict dont le résultat est un p-uplet

de valeurs (formé du résultat proprement dit et des intermédiaires). (cf ch 1.3 § 1)

e I i SR e Rt it . T, 41 PNt IR nm
T i . M| S| -
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La démonstration se fait alors par récurrence sur le nombre d'inconnues
de e , en effectuant un raisonnement par cas selon que le Piéme intermédiaire
est défini par un énoncé récurrent é!éﬁentaire ou pur une définition simple ,
et en utilisant la propriété de séquentialité.

Ce théor2me met en &vidence le principal avantage des &noncés récurrents

par rapport aux définitions récursives générales.

Corollaire :

Un énoncé récurrent admet au plus une solution o
De plus i1 est possible d'associer aux &noncés récurrents une régle da
caleul plus simple que dans les systémes d'&quations récursives :

Soit rl...rp les inconnues de ¢ , on calcule ri
Jl...Jq
7 J
avant g i
17" ey
si ¢ - il existe k, 1gkg min(qj. qi) tel que

Jy = iq . jk-l = ik-l et jk < ik

- ou si pour tout k , lgk g min(qj. qi) on a

jk = ik et r1 T rj

La Justification de cette régle est semblable & la démonstration du
théoréme 1.

Son application permet de calculer Ta solution de ¢ si elle existe.

I1 faut aussi remarquer que cette régle de calcul constitue une méthode
de résolution des énoncés récurrents, déterministe et indépendante des
domnées (ch 1.3 § 5.2.2). Ceci ne veut, bien entendu, pas dire qu'un seul

ordre de calcul est possible puisque la régle précédente demande uniquement

'
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de respecter la‘relation de dépendance I' lorsque les indices communs sont
les mémes. On retrouve la notion de calcul collatérel d'ALGOL 68 [WIN, 75].
On peut ainsi associer d un énoncé récurrent ¢ un ensemble de calculs,
c'est-3-dire 1'ensemble des démonstrations de théorémes
rlagh ... P e sP | Clest 1'idée & Ta base de la sémantique caleulatoire
[FIN, 76 a] , [FIN, 78 c]
11 est également possible de préciser les conditions d'existence de
solutions d'énoncés récurrents :

Soit P = (E, S) un probléme dont 1'énoncé € est récurrent. P admet

uhe solution pour ia donnée (D, p) ~si:
(1) Pour toute définition n =ui.b; , il existe un k tel que

oo

b, =
SD [o(a)]k

—u; = s; pour
SO[ ple)]

i=1,...,p alors |——— . pré fu,...u_ = yret o
SO [ p(e)] e

(2) Pour toute définition x = f “1"'up' si |

(1) apparait comme un cas particulier de (2) relativement & u

(1) exprime la propriété classique de terminaison, (2) est une régle de
non blocage.

La démonstration de ce théoréme résulte également de Ta séquentialité.
Elle s'effectue encore par récurrence sur le ncmbre d'inconnues de E .

Comme il s'agit d'un cas particulier d'énoncé récursif tautes les séman-
tiques développées dans ce cadre sont utilisables. Une des plus naturelles
est certainement la sémantique fonctionnelle (ou encore sémantique poirt fixe).
On se place dans un modale du systéme-d'information S et on prolonge 1'ir-
terprét%tion aux symboles inconnus. L'image de 1'énencé ¢ par 1'interprétation




- 382 -

- 381 -
syntaxe l1égérement différente de cellé présentée dans [HUC, 77] ou
devient alors un systéme d'&quations dont les inconnues sont les images des [FIN, 78 ¢] , encore un peu plus &loignée des aspects dynamiques des langages
symboles inconnus de € . L'existence d'une solution (différente de 1'indé- classiques et donc mieux adaptée & une construction ¢ partir d'un énonce
fini w ) est lige & la vérification des régles du théorame 2. implicite.
Briévement, une description d‘&noncé en MEDEE (cn'parle de programme
el N§99§§i§§-q:EQ-1§59§99-99-9g§9519§195' MEDEE) est formée d'un module principal définissant un résultat, qui refére
Bien que les énoncés récurrents présentent de nombreux intéréts pour différents modules de niveau inférieur, défiziisant ¢ leur tour des résultats
1a résolution d'un probléme, leur expression sous forme d'une formule d‘un et ainsi de suite.
systéme d'information, comme nous 1'avons décrite ci-dessus (et utilisée dans En régle générale, un module est identifié par le nom de son rés?ltét.
T'exemple 4 du chapitre 2.1) est malcommode. Ceci est di en partie aux diffé- Cette syntaxe apparait comme une extension ?ES 13”?5995 de description
rents indices de suites, mais aussi au manque de structuration d'une formule. de problémes (s-descriptions et a-descriptions) intrcduits auparavant.
Pour éviter ces inconvénients nous introduisons maintenant Te langage MEDEE Exemple 1 :
dont les qualités de modularité et de simplicité d'écriture donnent une plus ST T 3 . N i
grande 1isibilité mais aussi facilitent la construction descendante et sys- L'énoncé de 1a figure 5 du chapitre 2.1 (version récurrente du probléme ‘ |

. . . B 5 la figure 1.
tématique d'un Bnoncé récurrent. C'est sur ce langage que sont décrites les de 1a fraction irréductible) s'&crit, en MEDEE, sous la forme de } g

régles de construction d'&noncés récurrents et les stratégies associées.

profil énoncé en MEDEE
<< Xy ¥ >> g
2.~ LE LANGAGE MEDEE ET LA CONSTRUCTION D'ENONCES RECURRENTS propor(x, ¥, a, b)a prem(x,y)| <<x,y>>: COUPLE | pdguliat <<x, y >>
k = pgcd (a, b) k : ENTIER x = a/k
Introduit comme langage support de la méthode déductive de programmation A — << ¢ d>> : COUPLE* y = b/k
[PAI, 791 , [BEL, 78 a] , [BEL, 78 b] , MEDEE est un langage définitionnel vi, pacd(c;, d,) = <<a,b>>: COUPLE |k = orenier c; pour i dang 1 -
{on dit encore applicatif) permettant de décrire de maniére modulaire et ’ T ' 2l gue d. =0
descendante des &noncés récurrents ou récursifs. L'aspect description de ' pgcd(a, P) don;:g << a, ; >>

définitions récursives &tant tout i fait classique nous allons nous limiter
essentiellement au caractdre itératif de MEDEE.

<< ¢y d >> )

c=d
2.1.- Description_sommaire de MEDEE. d=Cmodd
2.1.1.- Exemples. Yc=a
§d=0>b
MEDEE est un langage essentiellement congu pour la description J

d'énoncés itératifs. Son utilisation doit normalement s'accompagner de celle
d'un langage de description de systémes d*information. Nous utilisons iciyoe ~ Figurel: un énoncé MEDEE

‘ ==t T - TSN SR - S S .:.sm-'f:‘%!&ﬂr
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La colonne de gauche de cet exemple contient les spécifications (impli-
cites le plus souvent) des résultats et des intermédiaires. La colonne centrale
précise les profils des différents symboles et la colonne de droite 1'é&noncé
MEDEE proprement dit.

Le double trait horizontal permet de distinguer le module principal du
module " *<< ¢, d >»"

Ce dernier d&finit de maniére récurrente les suites ¢ et d . L'im-
bricatfon des modules permet de laisser sous entendu 1'indice courant :
¢ est utilisé pour ¢ » T pour ¢.; et 3 c pour ¢ - o

S1 1'on compare ce langage au langage des s-descriptions, on y note
simplement 1a mise en oeuvre effective de 1a modularité 1iée & 1a définition
du terme général d'une suite (cf ch 1.3 § 2.3.1).

La figure 2 représente un énoncé en MEDEE qui résoud le probléme des sous-
suites ascendantes de fongueur maximum [BRO, 79 a]

Cet &noncé donne un exemple d'imbrication de modules . On voit ainsi que
les conventions de suppression d'indice courant sont bien adaptées 3 une
analyse par niveau :

d une étape donnée on peut“oublier” Je niveau d'imbrication od 1'on se trouve.
Ainsi  ind, maxim sont définis comme des entiers alors qu'au niveau de 1'énoncé
complet ce sont des suites d'entiers i md, maxi et mdint sont définis comme

des suites alors que ce sont des suites de suites. I1 faut alors &tre bien
conscient des abréviations utilisées : md(k) représente md(i-1, k) et

non pas md(i, k-1) ! o

2.1.2.- Syntaxe de MEDEE.

Nous nous contentons de donner une description informelle d'un sous -
langage de MEDEE,

Un énoncé MEDEE est un ensemble de modules ayant une structure
arborescente pour la relation "le module x utilise le module VA
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Un module MEDEE est un ensemble de définitions ; il est en général
identifié par le nom, précédé de “*" , d'un de ses résultats. Une définition
est de 1'un des deux types suivants :

a) Definition simple

de la forme X = f(xl,..., X ol wf’xl..‘xp sont

p)
i) soit des identificateurs
i1) soit des identificateurs surlignés (sauf x, qui peut étre § y)

ii1) soit des éléments de-t:ites de la forme uil"'ik
et f une opération du S.[. considéré

Un cas particulier important est celui od f est une conditionnelle.

b) Définition itérative

bl) Expression itérative
L'expression u; pour i dans k - n
définit suite de terme général ui , de borne nférieure k et supérieure
n ;s n=+o onadnet de ne pas le faire figurer dans 1'expression.
Une telle description de suite est appelée expression itdrative.

La definition de md(cf figure 2) est un exemple de définition d'une
suite & 1'aide d'un tel constructeur.

b2) Opérations sur les suites :
Les figures 1 et 2 donnent quelques exemples des opérations portant sur
les suites que 1'on utilise dans les énoncés MEDEE :
der fournit le dernier terme d'une suite (cf ch 1.2 § 7.2.2)

. Jga permet de tronquer une suite & partir du premier &lément vérifiant
une certaine condition.

— . IR IIIE= r-'r‘g
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T
B
Ax '6;: b3) Forme d'une définition itérative
: - = 'éi Une définition jtérative se présente de maniére analogue d une
+ P 3
L £ ;s définition simple :
< > = < o
) o o % N A " E! 0/1 A 0/1
* '5 gy £ AL - < i x = (der] ¥/ Ui powr 1 dans k =0 [ jog c,] v/
g T % 2| & - '
o= E| B2 o = o) { ol [f) indique que f peut &tre absent.
: g S5 £ g | &
g & = | 5 I g - 5 85 D'autres formes de définitions itératives snt &te utilisées précéderment :
© -t 'g - ] 3
= e o - al
" o _§| w v S Ig = A gi T X = premier U pour 1 dans k - u tel gue ¢;  qui est identique &
3 £ §I - < 13 - -
: o | 5 = der U, pour™i g jga ¢
| 3} .-3 B g ¥¥NT § a': X i powr i dms k - n a c, .
i @l K[ .. . . X X .
'E 2 ’51 s ol § S|~ % Y] £ S X= I u;powr i g k = n jga c; quiest icentigue a :
= % v 8 v Bl RlE & e 2
‘ = g x 3 = IE - . X = der S{ powr i-dams k - n jga ¢,
5 o W B ;‘\ A [ ] g: St 1
LG S 3 ~ - - ~ at si le module *s est &gal & *uu {s=S+u,8%s=0} !
E £, £ o548 = I"é E o ‘o o |
= = .
2z, o £ T E E Qg al | u € ENTIER* u REEL* |
§ w " “I g o W " 2
& o % x 3 " x o %W 2 o Nous ne développerons pas davantage 1'intrcduction et Ttutilisation de
B I ST o u n o 1] £ o 3! . 7
3 e g S o . v o B 5 ] telles opérations ; de méme, nous ne décrirons pas 1a manipulation de fonctions
e ot Rl
& s LSS E ®w \'4 T A oy B 'U: |
* o | en MEDEE. i
— )
2 N 5 Terminons cette bréve description syntaxique de MEDEE en indiquant qu'un
-~ + o (5
8 g = k! ‘ énoncé MEDEE doit posséder la propriété de séquentialité (définition 4) qui
* - — t g
o S & g % 50 & & s se definit simplement dans ce cadre (FIN, 78 ¢] . 11 suffit de définir la
— ey o [¥9) = |
vl 2B E, x w23 7 = o relation de dépendance pour chaque module : Si « et y sont deux identifi-
= W U W o> Ly - O == -2 @t -
- = 0_ = » =25 <« ol - " cateurs d'un méme module m ,
E = x E Z ' E - o)
o ~ ° r) - 3 . &
§ & g - § e E' %’ 2.’5 XTy o= Y occurre en partie droite de la définition de x ou
=
22 ELE E S S\s - X occurre en partie droite de la définition de y .
== i
< - v 2.2.- Sémantique_statique de MEDEE.
v — A':"‘ """""""" e .
i - —
‘é ™ 3/ & e Le langage MEDEE permettant des abréviations d'écriture et une grande
— ~—
© 5 = a 2E < 7 modularité i1 faut étre capable de caractériser précisément 1'énoncé récurrent
< E 3 n >(-'-
2 g e 5= % g -
y Sl | b = g s
a a o b - < f.. VQ
@ _— ) — -
g & B < T ':-l = B -
CoaL S = ry Vo3 ‘
: — m - ¢ Lad [T - B
g u e X T3 82 s v
rEl R = g ESeall+] v o~
@ Qe - — -
Bl % - E 2l %l B 5 a¥ e i2
= < Q] [ g " -t L& - E E -
(=] x + —_— v " ] - — . R~
=| 3 - = x| E & &
| g x x <[ »| o x 3 ~ v |
< o - n F o= *
" =3 s Bl 'E —
; N 2 B E
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décrit par un énoncé MEDEE.

La sémantique statique est une fonction qui associe & tout &noncé MEDEE
une formule dans'le S.I. correspondant [FIN, 78 ¢] . Le terme sémantique
n'est pas utilisé ici dans son acception usuelle puisqu'il s'agit plutst
d'une traduction d'un langage formel dans un langage d'expression de systéme
formel. Pour définir une sémantique de MEDEE, au sens classique, il faut
alors composer la sémantique statique avec une sémantique quelconque (cf’
figure 3).

énoncé

sémantique

statique récurrent

opérationnelle

. fonctionnelle
sémantique algébrique
calculatoire
modéle

' On trouve dans [LES, 78] et [FIN, 78 d) une sémantique point-fixe
directe de MEDEE appelée sémantique descriptive.

2.2.1.- Conventions de notations.

a) Nous supposons associé & tout énoncé MEDEE un prédicat appelé
dépend de entre identificateurs et noms de modules, défini par

X dépend de m si et seulement si x est défini dans le module

M ou dans un des sous-modules de m.
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\

Ainsi dans 1'exemple 2, md dégénd de *tmax, dicho dipend ¢
* gmax mais md dépend de * maxi est faux.

Notons qu'd partir de cette relation de dépendince il est possible de
définir des améliorations d'énoncés consistant a “sortir" des constantes
de modules itérés [BEL, 79)

b) Nous introduisons une'fonction ind permettant "1 indigaqe"

des symboles fonctionnels de suites. Elle est définie sur les identificateurs

par :
ind(x; ., 1, m) =si x dépend de m alors x..
1-1p LASERL
sinon X .
LR
id(x; ., i, m)=81 x dépendde m alors x, ,: .
Rrevev.Fi i=-1i,...1
It 1
sinon X, :
_ iy
i"d(sxil...i » 1, m) = si X dépend de m alors Xpi (x, Yige.od
p ipdp p
sinon  X; .
LPRRRE

ind se prolonge naturellement aux termes puis éux formules du S.I.

sous-jacent.

¢) Nous supposons que les identificateurs, et en particulier les
indices de définitions itératives, d;un énoncé MEDEE sont tous différents.
Plus précisément, le langage MEDEE permet des défiritions locaies d'iden-
tificateurs avec une régle de portée associée & la structure modulzire. Nous
supposons ici que la sémantique statique ne s'applique qu'ad des énoncés
résultant d'une opération de transcription sur les identificateurs qui évite

toute double définition d'un méme identificateur.
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d) Nous motons généralement %u le module associé & la suite vy : | et )
8 est 1'ensemble des définitions d'un module m dont le membre DOM(u, k, n) = y e/izent(*u)(m(y) = k=1 a bs(y) = n)
de gauche est précédé de § . xm estlle complémentaire de %m dans m . I : . ) |
ident (m) désigne 1'ensemble des identificateurs apparaissant soit Dans cette définition d'une part, on exprime le domaxm.a (DOM) ?e? o {
en membre gauche d'une définition d'un module m soit en membre gauche d'un différentes suites défines par *u , d'autre part, on précise 1a dafinition

éneé ites ainsi que la définition du premier
sous module de m. du terme général de chacune de ces su q p

Ainsi , g * gmax = { § fmax = 1, 8md = tr(a« , 1, 1)} , . temme. o ( o
ident (* gmax) = {gmax, id, md, maxi, arrét, mdint, mini, dicho} d2) Définition de 1'opration g
dans 1'exemple de la figure 2. U Jgag a=v

tg  bi(v) = bi(u) a bs(v) = inf(bs(u), pi.ag) a
2.2.2.- Définition de la sémantique statique.

vi (bi(v) < i < bs(v) > Vi ®oug)
Soit f, un énoncé MEDEE et S le S.I. sous -jacent (i.e le S.I.

ol inf est une opération sur ENTIERC.
du probléme dont & est 1'énoncé)

. Nous supposons que S est comme auy para-

! d3) Définition itérative d'une suite
graphe 1.1 (i1 contient ENTIERC, BOOL, les suites, u,etc...). I . " 1 ) A SEMST [ 55
= . n = (v s u U. pou
La sémantique statique SEMST associe 3 & une formule de S définie SEMST v Uj Bour 1 dans k + ( p i B2

récursivement sur la structure de 8 de la maniére suivante :

dang k -~ nl
a) La sémantique statique de g est celle de son module principal

d4) Définition compléte de la sémantique d'une définition itérative :
b) La sémantique d'un module m est la conjonction des définitions Dl' nes Dp Elle résulte de d1), d2), d3) et de la défirition de 1'opération der
dem SEMST [x=i@guimid@_s~kwnmail =
SEMST [m] = SEMST [DIR A B, A SEMST {D 2 E
P DOMA(u, ky B) A MOD(u, k, n) A x = s ()
¢) La sémantique d'une définition simple x = f(xl...., xp) est la définition
- 00 '
elle méme : DOMA(u, k, n) = ~ N\ (bi(y)= k-1abs(y) = inf(n,y i.3;))
SEMST Ix = f(x[,..., X = xm f(xp,.., xp) y € ident(*u)

d) Pour définir la sémantique statique d'une definition itérative il suffit
de caractériser chaque constituant de son membre de droite :
dl) Sémantique de 1'expression itérative

Sémantique statique de 1'énoncé de la figure 2.
SEMST IG5 D = SEML A SEM2
SEMZ = SEMST In=1al 1 =ns= lal
SEMST  [u; poup i dang k = = , k. MOD(u, 1 )
e § pour i nl = DOM(u, k, n)a (u, 1) SEM1 = SEMST [ & = der max; powr i dans 1 - ni
MOD{u, 1) = (bi(u) < i < bs(u) 5 ind(SEMST [» wup , i, #*u) A
ind(SEMST [ 8 wul , bi(u) , wu)

uigouri ang i~ n ;

bi(emax) w 0 A bi(ind)= 0 5 bi(maxi) = 0 o bi{arrét) = 0 A bi(md)= 0




- 391 -

A bi(mini) = 0 A bi(dicho) = 0 A bs(tmax)=n a bs{ind) w n A
bs(maxi) = n A bs(arrét) s n a bs(md) = n A bs(mini) = n A
bs(dicho) an &

(1 <1i<n>ind(SEML', i, * gmax)} &

imax = 1a mdo w tr(a, 1, 1) A

L= Zmaxn
SEMI' =  SEMI1 A SEM1Z A SEMI3
SEMIL = SEMST [&max = g Kmax < ind alors ind sinon WX ] !
= fmax w® gi fmax < ind alors ind sinon Emax
SEM12 = SEMST [ind = der maxiy powr j dang 1 = jga arrét)) i
= bi(maxi) = 0 A bi(mini) = 0  bi(dicho) = 0 A bi(arrét) = 0 A
bs(maxi) = d A bs(mini) = d A bs(dicho) = d A bs(arrét) = d a
ds u j.arrétj A
(1< J<d> tnd(SEMI2 , §, * maxi)) a
maxi = fmax +1 A mini @ 1A arrét = four a
ind = maxid
SEMI3 «  SEMST [md = mdint, pour k dona 1~ max ]

= (md ® mdint) A bs(mdint) = fmax bi(mdint) w 0 &
(1< k< fmax > ind(SEM13°, k, * mdint))
SEMIZ' = SEMI21 A SEM122 A SEM123

SEM121 = << maxi, mini >> a 8t a; < alors << dicho, Wini >

dicho
stnon << maxi, dicho+l >»

SEMI22 = dicho = (maxi + mini) + 2

SEMI23 = arrét = (mini maxi)

SEM13' = mdint = g7 k = ind alers ind ginon :Eak

: w120 i s . Barory e m ‘
ind(SEMI2', j,* maxi) = { << maxiJ. m1niJ > & gl ooy < aadIChOj
alorg << dichoj, mim‘j_1 >> 3

ginon << max1j_1.

d1choj = (ma)uj_1 + m1n1j_1) +2 A

d1‘choj+1 >>) A

arretj = (minij > maxij)
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ind(SEMI3', k, * mdint) = mdint"( = i k = ind alors ind ginon fd,
d'ol finalement :

sesT [&F =n = lal A
L= Zmaxn A

bi(tmax) = 0 A ....A bi{gicho) = 0 A bs(emax)= n A...a bs(dicho)=n a
Imax, = 1 A md, & tr(e, 1, 1)

lecign >
SEMIl---almaxi a g1 J!.maxi.1 < indi alors 'ind,I ginon lmaxi_1 A

SEMIZ--—»b'i(maxii) 50 Acaen bi(arréti) 20 A I)s(maxii) Edi Avaih
. = bs(arrét;) = d; A
dimy J.arrét; oA maxi, s gmax i+l A mini; =1 A
arrét, = faug
i0

l<icdyo

A 1ndi H maxldi A

ind(SEMI2', §, sxmaxi) ____,

i, . inf, . > 7 G, < md,
<< maxI],J, m1n11,J >> & g7 a; 1-l’d1ch0i

’

SEMI3 ---smd; = mdinti A bs(mdinti) = fmax; A bi(mdint;) =0 A
lgskg lmaxi =]

SEMI3'- - - » mdint; = gi k = ind; alors ind; aixon LCT

L'absence de structuration d'une telle formule en rend la compréhension
peu aisée. @

Ainsi MEDEE apparait comme un langage de description structurée {modules)
et simplifiée (omission d'indices) d'énoncés explicites. Sa restriction aux
définitions simples et aux définitiqns itératives concerne la description
des seuls &noncés récurrents.
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-si y estde la forme Bu, o u est comme ci-dessus @

2.3.- Construction d'énoncés MEDEE. | e, = gy [Buy/ uj k=1/41

Comme dans le cas des définitions récursives (ch 2.2) nous cherchons des ‘ Avec ces conventions , toujours en notant S e S.I. sous-jacent,
régles de construction d‘énoncés récurrents sur lesquels reposeront des stra- nous pouvons énoncer les régles suivantes :

tégies d'explicitation récurrentes. a) Introduction dg‘ééfinition sinple
Nous sommes guidé par le fait que 1'é&noncé MEDEE &' construit a partir
d'un énoncé ¢ doit vérifier cet énoncé {ch 1.3 § 6.2). Pour étre plus précis, (RIDS)  Regle d'introduction d'une définition simple .
¢’ n'étant qu'une description , i1 faut démontrer [ La définition simple x =f (x1 ..., xp) est correcte f
p———SEMST(&') 2 ¢ vis & vis des énoncés €, €.4.. ¢ si
S x’ “xl xp i
Evidemment, pour faire ce genre de démonstration , on souhaite : == £, AeeeA axp > pré fxl"'xp A e, [fxl...xp/x] ?

- pouvoir effectuer des vérifications locales(module par module, défini-
tion par définition)
- ne pas avoir & utiliser directement la sémantique statique trop

Par exemple dans 1'énoncé.MEDEE de la figure 1,
<< ¢, d >> est caractérisé par pgcd (Ci' di) =k . Pour que la définition

<« ¢, d> = << d, cmod d> soit correcte vis a vis de

compliquée.

Nous somme ainsi conduit & introduire des régles de preuves, nous préfé- tce ¢,d »» =(PICA(C. d) = pgcd(a, b)) et e o < (pocd(z, T
rons, comme au chapitre 2.2, parler de régles de construction, pour le lan-
gage MEDEE. = pged(a, b))

. cpin . . . 11 faut i
Ces régles sont justifiées & 1'aide de Ta sémantique statique. B L Th SRR

pgcd(c, d) = pged(a, b) > pré T mod d A pged(d, ¢ mod d) = pgcd(a, b)
2.3.1.- Regles de construction d'énoncés MEDEE.

Théoréme 3

Soit é; un énoncé MEDEE de résultat r . ¢ 1'énoncé du S.I. sous-

. . . e Avec les notations précédentes, si x = f(xl... is &
Jacent caractérisant r . Nous supposons qu'd@ chagque identificateur a preee ' ( ¥) €5t <OrneCEs Wi

de Ei est associé un sous énoncé €y de ¢ . On note alors cy 1'énoncé vis de Eyree Exp o
STTNaRE, ¢ semsT [ x = f(xl...xp)] verifie ¢, dans S e, Exp)
- si y estun identificateur u de suite apparaissant dans é La restriction de cette régle a €y Aveeh ™ oré fxl...ip
une définition itérative : f constitue une régle de non blocage (cf chaoitre 2.4 exemple 1).
-es U pour i dangk = n Jdaa < .
alors e, = &y L) )

-si y estdela forme U , ol u est comme ci-dessus :

e, = 6 Wy i-1/4)
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b) Introduction d'une définition itérative.

(RIDI) Régle d'introduction d'une définition itérative

La définition itérative
X = der u;pour i dang k ~n dqa a;
est gorrecte vis 3 vis de € v &y (1'invariant de 1a suite uj),

na(la condition d'arrét) si

Fg-—na A nl s inf(n, i.ﬂi)A cu[nl/i 3 "nllul > & [unl/x]

Toujours en reprenant 1'exemple 1, €, = (pgcd(c, d) = pgcd(a, b)) ,

e * (k = pgcd(a, b))

m. = (d; = 0) alors on a bien :

nl = inf(+e, u1.(d1 w 0))a pgcd(cnl. dnl) = pgcd(a, b) o

(Cqy = Pgcd(a, b))

A . : .
vec les notations précédentes, si x = dop Ui pour 1idang k - n jggq ay

est correcte vis 4 vis de €r Epn T alors
c

SEMST [x = der Ui pour 1dans k = n jgq ai]’
Cecl résulte immédiatement du fait que

S 2 de : 1
eMsT [x der u; pour i dang k - n dea a;] > bs(u) = inf(n,ui.a;) a

X ® Ubs(u)

. On remarque ainsi que la justification des régles ne nécessite pas 1'uti-
Tisation de toute 1a sémantique. Un point de vue voisin consiste & constater
1'inexistence d'une régle de récurrence. En fait
trouve & un autre niveay dans un processus de dém
que €, est invariant on prouve,

“1a ragle de récurrence" se

onstration : pour démontrer
avec les notations précédentes , que :

s

vérifie ¢, dans S [:u. "a] o]
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k<1 < bs{u) A g Ji-1/i] 4 ina(5EmsT [ uF, 3, wu)o 5
et ind(SEMST [3*u], k-1, %) > z, 1k-171]
' Les propriétés se démontrent 4 1'aide Jes régles précédentes {en consi-

dérant u 3 T2 place de uy 3 U 1aiplace de u;.; et $ua l2 place de v, ;)

17 est immédiat alors, par récurrence sur le nombre d'idéntificateurs,
gue si chaque définition d'un énoncé':é; est correcte vis 3 vis des sous-
éroncBs de ¢ correspondants, la s@mantiqu: statigue de E; vérifie ¢ .

t) Correction totale
Du theéoreme 2 {§ 1.2) on déduit ume réyle assurant 7'existence d'une
solution pour une déFinition itérative. '
(RTDI) Régle de terminaison d'uﬁe déf nition jtérative. ——mmmemen
La définition itérative
x = der us pour i dqQS 1 - n dgagay

se  teming 51 ezt g 4,
SLogys Wyl

2.3.2.~ Utiliéation des régles précédenties.

Nous pouvons maintenant préciser les stretégizs générales de <o [
truction d'énoncés MEDEE. .

a) Explicitation simple

< SES p Stratégie d'explicitation.simple
dormfe % caractérisé par .,

réeultat f symbole fonctionnel p-aire, o symboles xl...xp cario-

térisés pér p &nancés Eygreees °xp

tq £y Aceeh L prd fxl...xp A g, [fxl...xp/x]

O s S i i e A e M‘ﬁ
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Présentation des résultats : ; b) Affaiblissement.
SR R la colonne de gauche ! -
g0 0 S sont placés dans 0 g < SEA »  stratégie d' explicitation par affaiblissement
- les profils de f, x1,..., xp sont placés dans la colonne centrale 5 donnde x caractérisé par ¢
. X

- x = fxl...xp est placée dans 1a colonne de droite i pésultat u symbole o-aire de suite caractérisé par e (invariant)
- x est coché f u

a symbole g-aire de profil BOOL™ caractérise par m,

Heuristigues : |
_ {condition d'arrét)

a) Eventuellement décomposer )a recherche des xi et de f en i k et n termes de profil ENTIERC
commengant par considérer 1'énoncé £,y A...A £, cx[fxl...xle] § tg  px—(nl ='inf(n,g i, m) A ¢, [nl/i] > elu I/X}) A
u n
puis vérifier a postériori le non blocage : TR cxp Dpré fxl...xp : K tg m [K/i] = pras

b) C'est 1a position de ¢ dans un processus général d'explicitation
qui guide 1a recherche des intermédiaires. Un cas particulier important

Présentation :

est celui o ¢, est un invariant caractérisant une suite. On utilise | - g, et m, sont placés dans la colonne de gauche
alors une stratégic d'wnification en comparant ] - les profils de u et a sont placés dans la colonne centrale
e, et & [%/x { R .
i ) - X = der U; pour 1dans k- n jga a; est placé dans la colonne
et en cherchant w tel que & +—¢, [X/xI1am |
X X centrale
¢) Une autre possibilité pour rechercher les xi consiste & utiliser les | - x est cocha.

constructeurs f de la sorte de x , dans le cas ol ceux-ci sont en nombre
limité. Pour chaque constructeur f on essaye de séparer :x{fxl...xp/xl
en p £&noncés nouveaux £y1-- &

. a) Chercher une décomposition de €, en deux formules ¢ et ¢,
telles que : '
Remargue :

“Ey T gy A gy [X/ug, nl/i) ~

Cette stratégie est un cas particulier de la stratégie qui introduit

. ~ €,[d/x] soit facile 3 vérifi taine
conjointement les nouveaux symboles xi et f . Ll 4 8 § Vel RS OTE EETERSE

valeur d
- on ait des chances raisonnables de trouver une récurrence
conservant ey [u;/>]

(C'est ce qui a &té fait en (:E) de 1'exemple 3 ch 2.1).
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résultat est donc caractérisé par une définiiion itérative "portant" sur ce

fichier. Cette remarque nous invite & considorer le couple formé de 1'expression
Un cas particuliérement important est celui o0 ¢ contient une : itérative “u. pour idanc Kk — n" et dumodule x U comme &tant une
variable entiére libre n . On peut alors choisir : L . i -
) - nction associant au fichier donné a suite u
ep=elk/ml 5 ey = (kzn)

i Avec ce point de vué la forme précédente d‘une définition itérative
C'est le cas de nombreux problémes portant sur des suites (par exemple

présente deux inconvénients :
problémes de tris, probléme du drapeau tricolore etc...) Com . . . .

a) D'une part, elle ne égfﬂﬁas en évidence la suite d & partir de
laquelle est définie u . Plus précisement, cette suite d n'est men-

tionnée que dans Je cas particulier ol 171 s'agit de la suite des entiers

b) Chercher une induction sur les données en utilisant un constructeur
(cf chapitre 2.1 (:D a) exemple 4 ou (:) exemple 3). On peut aussi dans ce casé
chercher une définition itérative portant sur une suite (§ 3.2) et obtenir '
Tes résultats cherchés en transformant par la régle (RCSDI) (§ 5.2.1.) le |
résultat de la stratégie d'induction sur une suite compléte ¢ SISC »

commencant & k et se terminant & nl = inf(n, ui.ay) ; c'est-a-dire
lorsgue u; est définie par un calcul. Ce qui est le cas, en général,
pour les suites "mathématiques" (arithmetiques, géométriques, etc...)

3.3.2). v
. Lazjalidité de ces stratégies résulte des régles (RIDS) et (RIDI). On i b) D'autre part, elle recouvre deux facons logiquement différentes de
peut 1'exprimer de 1a maniére suivante : i définir le demier teme de u . .
Tout énoncé MEDEE ¢' obtenu 3 partir d'un énoncé initial £ par appli- | i) La définition de T'arrét a porte suf la suite u , ce qui est
cation des stratégies ¢ SES b et < SEA b vérifie naturel pour de nombreux: problémes numériques dans lesquels on

calcule une valeur avec une certaine précision.
€1 AA g A SEMST [3'] o

ol les €12---» & sont les énoncés résultats des stratégies précédentes :
Calcul de Va & eps prés

et qui n'ont pas encore été explicités.

Comme cas particulier on obtient, lorsque tous les énoncés intermédiaires résultat rac2 |
ont &té explicités. | racz = der r; pour -i dans 1 ~ jga fin,
—semst [¢] s donnée eps
S
*r
3.- DEFINITIONS ITERATIVES DE PLUS HAUT NIVEAU. i . r= ir +a/r)/2
| r=
3-1.- Insuffisance des definitions itératives precedentes fin = ir - Tl <eps
Dans une définition itérative MEDEE, $Fin = fag

X = der Uy pour i dans k ——n Jqa a; R

{
la suite u est définfe, par 1‘intermédiaire du module =xu , & partir d'autres |

suites. Par exemple, la résolutiondy prohlame de la planification des charges @ |
une entreprise (ch 1.1 §3.2 a)) necessite de parcourir Te fichier des commandes. ls

g Bidbte s o o i T .‘T-alﬁl-'siz..mi;r-
e
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i) La définition de 1'arrét porte sur la suite "donnée", C'est
Te cas de a plupart des problémes portant sur des fichiers

\

calcul du maximum d'une 1iste de nombres positifs se terminant par 0 .

résultat maximum

maximum = dep m; powr 1 dang 1 — dqa arret,
donnée d

»®m

m = max(, d;)
arret = (d; = 0)
gm=0

3 arret = fgup

Cette forme d'itération est peu agréable puisqu'elle nécessite d'indicer
d et nonpas m . De plus le programmeur doit penser, lors de T'explicitation,
4 la fois, a 1a “gestion du parcours” de la suite donnée (définition du
premier &lément, définition de 1'arrét) et a la définition dy “traitement"

(définition de m ). Or on pourrait souhaiter traiter ces deux sous-problémes
de manidre indépendante. a

En-conclusion, si 1a forme précédente des définitions itératives en MEDEE
permet d'exprimer tous les &noncés rééurrents, elle est en contre-partie de
trop “bas niveay" forsque la suite u est définie & partir d'une suite
donnée d . Nous nous attachons, dans ce paragraphe, 3 introduire de nouvelles
formes de définitions itératives mieux adaptées & une explicitation mettant
en évidence une suite donnée.
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3.2.- Definitions itératives de haut niveau [PAI, 771 , [BEL, 78 ¢}

3.2.1.- IntroductiOﬁ’J/

I1 résulte des constatations précédentes que, lorsqu'une définition
itérative porté sur une suite donnée. d , nous ne souhaitons pas décrire la
gestion du parcours de d dans le module itéré wu .

Introduisons donc une nouvelle forme d'exp-ession itérative :

u; pour i dans d

oi 1 parcourt le domaine de la suite d
Ceci induit une nouvelle forme de définition itérative.

Le calcul du maximum d'une suite, envisagé dans 1'exemple 5, s'écrit :

résultat maximum |

maximum = dep W pour i dans d |
donnde d i i
*m ‘
m = max (m, d) i
fm=0 I
ce qui a le méme sens que 1'énoncé de 1'exemp]é 5 o

Cependant, dans de nombreux problémes, i1 s'agit de ne parcourir qu'une
sous-suite d'une suite donnée. Parfois la borne supériegure de cette sous-suite
est caractérisée par un prédicat {exploration de sous-fichiers, recherche d'un

* élement dans un fichier etc...).

Dans d'autres cas cette borne dépend du terme général de ia suite calculée.
Nous nous attachons donc maintenant & généraliser la forme des expressions
itératives pour rendre compte simplement de ce ganre de problémes ; la géné-
ralisation de Ta forme des définitions itératives s'en déduira immédiatement.
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3.2.2.- Expression itérative sur une suite compléte.

a) syntaxe '
Soit d une suite, une expression itérative sur d est de la forme
u; pour i dans d

d peut &tre appelée la sutte de départ de u
b) sémantique

SEMST [ui pour i dang d] = 0OMC (u, d) a MOD(u, i)

ol

= MOD(u, i) est comme au paragraphe 2.2.2. d) : c'est une formule
caractérisant le terme général et le premier terme de la suite u -.
Pour qu'elle ait un sens il suffit que 1'opération d'indigage ind
(§ 2.2.1 b)) indice les occurrences de d dans le module »u . Ceci
résulte immédiatement de 1'extension de la relation dépend de obtenue

en posant, dans le cas de 1'expression considérée en a), d dépend de
»*U

- DOMC(u, d) caractérise le domaine de u :

DOMC(y, d) = (bi(y) = bi(d)-1 , bs(y) = bs(d))

y € ident(*u) \{d}

Notons qu'il est possible que d soit une suite infinie, i1 en est
alors de méme de u . Cependant, dans de nombreux cas, d aura une repré-
sentation physique (fichier par exemple) et sera donc fini

De cette sémantique nous déduisons immédiatement le sens d'une définition
itérative dont 1'expression itérative est de 1a forme a).

La définition itérative de 1'exemple 6 a pour sémantique :
X = mbs(m) A bi(m) = bi(d) A bs(m) = bs(d) &
(bi{m) < i ¢ bs(m) > m; = max (m]._l. d;)) A

0

o

B
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3.2.3.- Expression itérative sur une sous-suite connexe.

Dans de nombreux problémes on ne ddit parcourir qu'una sous-suite
d'une suite donnée (impression des salaires des employés dont ie nom commence
par e, fou g ; recherche du premier enregistrement d'un fichier séquentiel
vérifiant une propriété { plus généralement parcours de sous-fichier etc...).
I1 s*agit donc de définir précisément 1a notion de sous-suite connexe d'une
suite donnée. .

a) Sous-suites connexes$

Une sous-suite connexe d'une suite £ est. intuitivement, une tranche de 2
dont Ta téte et la queue sont caractérisées par des prédicats t et q
(t et g sont des formules & une seule variable libre notée i dans la suite).
On distingue Tes sous-suites connexes dont le premier &lément vérifiant q
fait partie (on parle de sous-sufte fermée) de celles dont i1 est exclu
(sous-suites ouvertes), d'od les définitions suivantes :

Définition 6 :

On appelle sous-suite connexe fermée, de téte t et de queue q , de
la suite % , la suite notée L det 4 q
définie par :

inelus

Ldet 2q fnelyg = tr(f, deb, fin) A deb =y i.(bi(L) < i) A '
; (i =bs(2) v t) '
fin =ui.(deb < i A (i = bs(%) v q)

On peut en donner une définition récursive

Théoréme 5 :

Avec les notations précédentes,
2 det @ q inclus mgi L=<>
glors <>
sinon st t[bi(b)/i ]
alors st q [bi(2)/i]

T S e ———

- e :-______j;ﬁi




v

alors < prem()

sinon < prem{f) > «(reste(L) de vrat ¢

g q inglus )
ginon reste(t) de t 4 q inclus

ol < u> représente <> ~u o

On définit de manidre analogue les .sous-suites cuvertes qui sont d'une
grande utilité pratique : par exemple c'est le cas des fichiers se terminant
par un “drapeau". C'est aussi le cas des problémes de traitements de chaines
de caractéres pour lesquels, en général, la fin d'un mot est déterminée par
le fait que le caractére suivant est soit un blanc, soit un caractére de
séparation.

Définition 7 :

On appelle sous-suite connexe ouverte, de téte t et de queue q,
de Ta suite & , la suite notée 2de t g q ecclu définie par :

2detd q exelustr(f, deb, fin)adeb = pi.(bi(2) < i) A (i = bs(R)v t)
Afin = pi.(deb< i+1) A (i+1mbs(L)
v q Lisl/i] )

Théoréme 6 :

L det g2 q exclu = gi 2 m<>
glors <>
ginon g1 tibi(L) /il
alors 85 q [bi(2)/i]
glors < >
ginon < prem(L) > * rest(L) de vrai
a q excly

sinon rest(f) det 4 q exclu o

Théoréme 7 :

L detad q {‘f"”l“} l<+o e (12l <+@ ) v
T 3itg (i=bi(R)at))

A (3itg =i aqli/il) o

Ces trois théorémes résultent immédiatement de la définition récursive
de u et de la d&finitionde | 1 .
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Enfin lorsque t est de la forme i =a , on admettra 1'abréviation

suivante :
exclu }
inelus

vdea 2 q |

b) Expressign itérative sur une sous-suita

Avec Tes dégﬁnitions précédentes, et 1a généralisation de la farme des
expressions itératives introduites au paragraphe 3.2.2, nous pouvons désormais
utiliser des expressions itératives de la forme :

. exclu
u; pour i dans ddgthQ{L_Z_ué}

Leur sémantique résulte immédiatement des définitions 6 et 7 et du

paragraphe 3.2.2 b).
Notons cependant qu'une application stricte de cette sémantique nécessite
que, dans le module #u, le terme courant de la sous-suite se présente sous

la forme :
exelu
dde tdq {i_n.c_.lw}
et i1 faut que 1'opérationm d'indigage ind puisse s'ippliquer a cette
expression. ’

Cette écriture &tant trop lourde nous conviendrons désormais de noter
encore d le terme courant de cette sous-suite .

Caractérisons directement ces sémantiques :

Théoréme 8 :

semsT  [uj pour 1dans ddeta g egelu ] = DOMPE(u, t, g, i) AMOD(u, )

avec
DOMPE(u, t, @, ) = /N (bi{y) = deb-la bs(y) = fin)
y € *ident :

A finmui.(debgi+la(itls= bs(d) v qli+l/il))
A deb = pi.((bi(d) € 1) Aa(i = bs{d) A t)) o
et MOD(u, i) est comme au paragraphe 2.2.2 d)

Elle résulte immédiatement du lemme suivant
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Lempe :

Avec les notations précédentes :
bi(dde t & q ezelu) =1 4 bs(dde tdq ezclu) = fin-deb+l o

Vi(deb < i ¢ fin > appl(d, 1) =appl(dde t 3 q excly , i-deb+l))

résulte immédiatement de la définition d'une tranche

cafd.

SEMST [uy powr 1 dans d de t 2 q inclug] DOMPI(u, t, q, i) AMOD(u, i)

avec

DOMPI(u, t, q, 1)

et MOD(u, 1) est comme au paragraphe 2.2.2 d}

i

N i = -1 a = fi
ye ident(*u)(b1(y) deb-1 A bs(y) = fin)

fin = pi.(deb < i a (1 = bs(d) v q))
deb = pi.(bi(d) i A (i= bs(d) v t})

>

>

La démonstration est analogue & celle du théorame 8.

3.2.4.- Forme générale d'une définition itérative.

En guise de résumé, indiquons 1a forme générale que peut prendre

une définition itérative :

X =der u,pour i da {mie!
T dang d'de t g g exclu 494 3y

Ceci résulte du paragraphe précédent et de 1'utilisation des opérations

der

Indiquons,par exemple, sa sémantique dans le cas “exelu " :

945 =

SEMST [ x = der Uj pour idans dde t gqezduigga;-u=

avec

DOMPA(u, t, q, d, i, a) =

i DOMPA(u, t, q, d, i, a) A MOD(u, i) A xauy

bs(u)

y €{d\ent(*u)(b1’ (v) = deb-1abs(y) = inf(fin,ui.a;))

A Fin = ui. (debgi+l a (141 = bs(d)v qli+1/i]))
A deb = ui. ((bifd)si) A (i = bs(d),t))

MOD(u, i) = {bi(u) <1igbs(u)>ind(SEMST [l .1, %)) &
ind(SEMST "8 *u]. bi(uy °, *u)
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3.2.5.- Quelques généralisations.

a) On utilise fréquemment les définitions itératives sur des sous-suit
afin de pargourir un fichier""par morceaus”. I1 est alors nécessaire de reteni
a une étape?zonnée, la valeur du dernier indice atteint, cet indice étant le
point de départ de 1'itération suivante. Dans ce but nous introduisons une
nouvelle opération sur les suites :

dernier(u) = << der(u), bs{u) >>

on écrit alors

3 . . zel .
<< X%s P> = dermier u; pour 1 dgns dde t ag {:ﬁizﬁs} Jqa 3y

dont la sémantique est immédiate.
(Notons qu'il est équivalent d'écrire
<< Xs P oy = @<<ui,i >» pour i....)
b) Un autre probléme trés fréquént est la recherche d'un premier élément

dans une suite (ou un fichier) qui vérifie une certaine propriété. Il est
donc utile d'introduire une syntaxe particuliére pour ce genre de recherche.

p = premplace 1 dans d depuis t telle que q

Elle est équivalente 3 :
p= deri pour idansddzt a q
en particulier *i est le module vide

3.3.- Construction de définitions itératives de haut niveau.

Comme au paragraphe 2.3, nous nous attachons ici & définir des regles
et des stratégies de construction de définitions itératives de 1'une des
formes introduites ci-dessus.

3.3.1.- Régles de construction.

. Elles résultent immédiatement de la sémantique associée. Chacune
de ces régles assure que la conjonction de la définition itérative et des sous-
énoncés obtenus vérifie 1'énoncé initial. Nous nous contentons de les énoncer.

e ————— | i ..._...ﬁ...__i
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a) Définition itérative sur une suite compléte, —e

; (RIDISC) Regle d'introduction d'une définition itérative sur une suite !
I compléte

Soit x caractérisé par e  dans le systéme S . La définition jtérative

X =der u; pour i dans d
| est correcte vis & vis de ¢ , de 1'invariant &, caractérisant u
i
i si
F— n, = bs(d i

| TN (d) A e, Iny/i, Upp/ul = e lupy/x1

b) Définition itérative sur une sous suite ouverte

¢ (RIDISO) Régle d'intreduction d'une définition itérative sur une sous-
suite ouverte
La définition itérative ‘

X =der ujpour idamedde t dq egelu gz a

est ¢ is & vi i
correcte Vis 3 vis de LN ed,ed,et LA st

h;“ nl = pi.({deb < i +1)a (i+1. = bs(d) v qli+l/ilv "a)A B

deb = yi.((bi(d) < i)a (i = bs(d) v t))a e lu/uy /il s ex[unl/x]

¢) Definition itérative Sur une sous-suite fermsée

' (RIDISS) Regle d'introduction d'une définition itérative sur une Sous~
suite fermée

La définition itérative
YT der ujpowr dams ddet 29 e daa 2y

est  correcte vis i vis de € [3 et =« si

X' Cu a
5 Ml o= pi. ((debs i) A (1 mbs(d) vquv n)) oA

deb = ui. ((bi(d) g 1)a(i = bs(d) v t)a eylugy/us n1/i1 5 ¢ [u_ /x]

— e
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d) Dernier élément tel que.

(RIDIPT) Régle d'introduction d'une définition itérative du premier tel que.

Soit p caractérisé par & - La défirition itérative

p = é;gyglace i dans d depuis t telle que q

est correcte vis & vis de cp si

SEMST[[ p = premplace i dans d afeguis t telle que qu >,

Cette régle se réduit a 1a'défin1tion de "vérifie" puisqu'il n'y a pas

d' intermédiaires.

3.3.2.- Stratégies d'induction sur des suites données.

Nous nous contentons de décrire une stratégie fournissant une
itération sur une suite compléte. Les autres cas sont tréds analogues.

¥ SISC + stratégie d'induction sur une suite compléte
donnée X caractérisé par £

résultat u symbole o-aire de profil suite caractérisé par un
invariant cu
d symbole o-aire de profil suite caractérisé par 1'inva-

riant &4

tq rg' €q A nl & bs(d)a e, lug/us al/il o efu,/x]

Présentation :

€, » €q sont placés dans la colonne de gauche
les profils de u et d sont placés dans l1a colonne centrale

= x= der u; pour idans d gst placé dans la colonne de droite

1

- x est coché
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Heuristigues I

- choix d'une suite d finie
- Souvent c'est la suite donnée
- parfois c'est une suite intermédiaire associe &

(§ 5.2).

~ détermination de €,

1a suite donnée

€n essayant de le prendre égal 4 €, sur
tr(d, bi(d), i)

C'est encore un cas d'affaiblissement

Exemple 8 :

Plutdt que d'obtenir 1'énoncé de 1a figure 1 (§ 2.1.1) , 1'utilisation

de la stratégie ¢SISC + dans le cas du probléme des sous-suites croissantes
de longueur maximum nous aurait conduit 3 :

résultat &
L = der £max]- pour i dans a
donnéde a

1'invariant caractérisant kmaxi

étant la restriction de 1'énoncé 3
tr (o, 1, i] a

4.- QUELQUES REGLES DE TRANSFORMATION DE DEFINITIONS ITERATIVES.

4.1.- Eéé§§g§_91gng_isérezign_QQ_Déus-nizgey_i une_itération_générale.

Dans ce paragraphe nous introduisons
les expressions itératives de haut niveau
ration de base du langage MEDEE (§ 2.1).
un énoncé MEDEE de haut niveau en un prog
algorithmique style ALGOL.

On peut remarquer que ces rég

des régles permettant de traduire

décrites au paragraphe 3.2. en 1'ité-~
On peut les utiliser pour traduire
ramme d'un langage de programmation

ies sont des équivalences : Jes sémantiques
statiques des deux membres sont &quivalentes.
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4.1.1.- Expression itérative sur une suite compléte.

(RTSC) Régle de traduction d'une expression itérative sur une suite
cm&ﬂéte b Baimamy

. " c %
. i dans [ u
U1 pour St

u; pour i dans bild)—>bs(d) ; *u [d;/d]

ignifi r dans un énoncé
Cette notation signifie que 1'cn peut rempla?e

ition de
MEDEE, 1'expression itérative du haut par celle du bas & condition

*
substituer d; & d dans le module *u

Cette régle se justifie immédictement avec la sémantique statique
] fon i écisé G er
si on remarque que le réle de 1'opération ind est précisément d'effectu

la substitution de d_i a d.

4.1.2.- Expression itérative sur une sous-suite ouverte.

W - slite
(RTS0) Regle de traduction d'une expression itérative sur une sous su1'

ouverte

i

u; pour i dans. deb —» bs(d) jga qli+l/i} v a; f
i dans

uj pour 1dans dde debd qezclu jga a; 3 v

Ty [d,'/d ’ ai/al =~

i G i = deb
Nous nous restreignons ici au cas o t est de la form:. .
. inition itérative
Le cas général nécessitant d'introduire en plus la déf1n1t1on‘1ter
i indi : it vrai .
deb caractérisé comme le premier indice tel que t soit
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4.1.3.- Expression itérative sur une sous suite fermée.

(RTST} Régle de traduction d'une expression itérative sur une sous-
; suite fermée :
! u;  pour
!

L For ] dme 4 de debd qimeluias s n

! U; pour i dans deb - bs(d) jea gq va, ; *uldi/d, ay/a)

_— Pl e, T e

Nous présentons ici quelques régles de transf

ormation qui permettent
d'améliorer,

en un certain sens que nous précisons dans chaque cas,

des
énoncés MEDEE. Cet ensemble de régles demande § étre complété dans le sens
développé dans [BEL, 79]

4.2.1.- Fusion d'itérations.

La démerche d'explicitation que nous développons, reprenant

Tes idées de la méthode déductive, consiste 3 partir de la spécification des
résultats et

d expliciter indépendemment des sous problémes disjoints. I1
arrive alors fréquemment que deux résultats soient les derniers termes de

deux suites définies sur la méme suite donnée. I1 faut regrouper ces deux

ule fois la suite considérée
suite est .un intervalle d'entiers
resque une nécessité physique
ntielle, c'est obligatoire sur

définitions de maniére 3 ne parcourir qu'une se
(c'est une question d'efficacite Torsque cette
ou est représentée en mémoire Centrale, c'est p
si cette suite est en mémoire sécondaire séque
cartes).

Dans ce but on introduit une nouvelle régle de transformation d'énoncés

MEDEE permettant de fusionner deux définitions portant sur la méme suite :

(RFDI) Regle de fusion de définitions itératives

1
X = dernier u(i) pour i dans d HER f
¥y = dernier v(i) pour 1 dans d ; %y

KXy ¥ 2> = depnder<< u(i), v{i) > pour 1 dans d ; *u U *v

L. S

Dans cette définition, on suppose que les modules *u et *v sont
fusionnés .

-

i tatique
Cette régle se justifie jmmédiatemet par Ta sémantique 5 q
= s : - sont définis en
i gcas ol x et y
On peut la généraliser au . : e
rant deux sgus-suites d'une suite d dont 1 intersection n t?]isant
ra . : :
p‘:c°“0 peut alors fusionner ce qui concerne cette intersection en
vide. On : . i
1a régle suivante (§ 4.2.2) sur Ta concaténation d*itérations
a

4 2‘2 - Concaténation de définitions itératives.

11 est “eque"t en Ploglaﬂmatwll de QESUDH qu une suite ,éSUItat

i g elles
urs successifs de deux suites données sur lesqu 3

soit définie par les parco 3 jour de fichiers

s'effectuent les mémes traitements {prob]émes de mise E e
par exemple). 11 est alors, intéressant de regrouper ces

; i : S.
en parcourant la concaténée des deux suites donnée s
comme nous 1'avons meationné au paragraphe précédent,

ement, tafficaci
g par exemple pour des problémes d Effwcac?té' ce

i1 peut &tre intéressant, :
décbmposer une définition itérative en deux.

e

{RCDI) R2gle de concaténation de définitions itératives

X = &ui 291(_? 1 d_aLI_B_ dl

i dens d2
y= dil‘v-‘w - suz'a€‘uﬁ_‘§

de v
..kl de su

y= der u; powr 1 damg d1*d?

o . P 1 s 1
Autrement dit cette tr ansformatioa n est licite que si les
lmdu'es ty et *u sont ldenthues a une per mutation sur les ident ificateurs

prés et _au remplacement de la va]eur:ﬁnitiale de u par x

///,*v =y [x/a,vl/ul,.,..vk/uk]
vl..‘vk identificateurs

T ———
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SEMSTL ¥ = der u; powr § dans dsdaz] -
Y = ugg A dim bs(ale @2)a
(bi(c1%d2)¢igdi > ind(SEMST T, s, *)) A
md(smsﬂ[s *ull , bi(dl1%dz)) a

1/\ {bs{u')m di abi(u? ) mbi{dl »d2) -1)
u” € ddent(*u)~{d1} '

in utitisant la définition de dl * 42
TY s g oA diosbs(dl) + (bs(d2) - bi{d2))a

(bidl) s T<bs(dl) = nd(SEMSTPe= W] ,1, %)) &

ind (smsr s *u:ﬂ » bi{d1)) a
./\ (bs{u') = diabi(ul) u bi(dl =d2))
s g ident{3u)

Las noms des identificateurs sont deg variab1es Tibres qui

por et AT peuvent 8tre changées

»

=y BV R

gi A 8 =bs (d1) + (bs {d2) - bi(dZ)')h

(b5 {d2) s 1 sdi > Ind(SEMSTIwevI,ipv)) &

AN sl zan abig)e bsgar))
v c'dent(*v\

bs(al) T A XE Uy
(bi{cl) < i < bs{dl) > ind{SEMSTL+» u3j Jdaxu)) a
ind(SEMSTE$sud , bi(di)mu) &
ay
/ \ (bs(u') =

: bs{dl) a b7(u ) =
ueg ident{+u)

bi{d1)) t

Eafin on remarque que les 5 premigres conjonctions sont invariables “par

transiation des indices” : on peut remplacer partout bs{dl)par bi{d2) et
bs(dl) + {bs{d2) - bi(d2)) par bs(d2) car
{bs(dl) + bs{d2) -bi{d2)) - bs(dl) = bs(d2) - bi(d2)

d'oii le résultat.

V=
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5 - INTRODUCTION DE SUITES INTERMEDIAIRES

La mise en évidence d'une suite de départ dans une définition itéra-
tive (§ 3) est un guide méthodologique important puisqu'elle simplifie la défi-
nition du résultat. Mais, si dans certains énoncés comme celui du probiéme des
sous-suites ascendantes de longueur maximum, la suite de départ de la définition
itérative est une suite donnée, il n'en est pas de méme dans le cas général et
la suite de départ doit & son tour ‘étre définie.

Nous avons donné (ch 1.2 § 7.2.2) un certain nombre d'opérations permet-
tant de construire des suites : adjonction en queue (~), concaténation (*),
L'application repétée de ces opérations permet de construire

nous nous intéressons donc aux

tranche etc...
une suite par approximations successives :
suites qui sont définies par une expression itérative.

v = u;  powr idana ...
avec les définitions des paragraphes précédents, v est une suite qui est te
dernier terme d'une suite de suites u.

Dans certains cas v devra &tre "construite effectivement’ c'est-a-dire
qu'au niveau de la programmation il faudra en donner une représentation physique
en mémoire. C'est par exemple le cas ol v est obtenue par un tri d'une suite
donnée d. En revanche, dans d'autrescas, on peut composer la définition du
résultat r et cel]e de v en une un1que définition itérative portant sur d et
dont le résultat est r :

v = der X, pour i dans v
V= U pour j dans d
se composent en
r = der ¥y.pour J dans d.
Examinons tout d'abord un exemple. .

Exemple 9 Traitements de chaines de caractéres

La plupart des problémes de traitement de chaines de caractéres (construc-
tion de1'index d'un texte, recherche des contextes d'un mot, probléme des télé-
grammes (exemple f)chl.l.) peuvent é&tre résolus en utilisant des algorithmes
voisins de ceux de 1'analyse syntaxique. On parle encore d'algorithmes fondés
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sur Te concept d'automate d'atat fini : Ja suite (de Caractéres) donnée est

traitée élément par élément. On a donc une méthode de résolution orientée par
les données (on utilise une définition itérative dont Ta suite de départ est 1a

suite donnée) qui n'est pas toujours simple & mettre en oeuvre lorsqu'il y a un
conflit de structure entre Tes données et les résultats.

Par opposition a ce mode de résolution
&tre guidé par 1a structure du résultat en
permettant de résoudre les conflits de stru
“comptage" des mots d'un texte (ch 1.1.

» Une autre possibilité consiste E]

cture, comme le montre 1'exemple dy
§ L1 p) )
Rappelons que 1'on cherche le nombre de mo

ts de longueur 1, 2, 335.., 20
d'un texte pour lequel 20 est 1a longueur maxim

ale d'un mot.

a) Spécification du probléme (figure 4)

lexique profils spécification formelle

nbmot est la suite & 20 &lé-

nbmot : ENTIER* résultat nhmot
ments formée du nombre de

m : CAR* tq dom (nbmot) = [1..20] A
08 de ]°"g”?"r L.2...20 texte : CAR* nbmot. = card (m eg mot (m,
du texte donné mot :fonet (CAR% texte) A | m [= §)
texte est le tgxte donné CAR®) BOOL mot g
ot est un prédicat indiquant

qu'une chafne est un mot
d'une autre chaine

mot (mya)x 3 {,j tgm = tp
(a1, j)a

(i=bi (a)v O m ft) A .
(j=bs (a)v a; = W)

donnée texte

Notons que le pradicat “mot"

est trés voisin de E; introduit pour le
probléme des sous-suites croissant

es maximales,

b) Explicitation du probieme '

But : Expliciter 1'anonce de la figure ¢

3 . oo o b = o B |4
introduisant une suite 1ntermed1a1rg,f“m
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. . induction sur 1a
(:) Une premigre solution consiste & cher:her uzecj> sy i
= se texte ; donc & utiliser la stratégie 15 I
donnée 5

. . la formule de ré-
1'invariant et de

o ", Les recherches de

la suite “texte”.

- * correspond @
re de "texte
ce sont assez difficiles car la structu
curren

éfini tir de mots. Une
teres alors que la suite nbmot est définie & par
des caractére

¢ ,791.
résolution possible est dormee dans [QUE

ite de
ite 3 rai lus sur une suite
(:} La remarque précédente incite 3 raisonner non p
Choix a . oer
caractéres mais sur 1a suite des mots de R
t que 1'on dispose de cette suite, notée m 5
En supposan

Y i S, (G fournit la prew 2y rtie de la
té e* S1 1 [} e pa
ateg

en oeuvre de la st
figure 5, car : o o 6
€ nl/, 1
nl = bs (motexte) A € ioita M Enb v Tt
1..20] anb, . = card { m tg mot (m,texte) A
dom (nbnl) = (L., il
But : Expliciter la définition de la suite nb

Choi 2 A l[que une Shategle d'ana yse récur ente.
* pp

i ntre nb et nb.
lation de récurrence e
But 2 1 1' Trouver une re ation
e On chercher & vérifier

e . avece, [ J-1/31.

nb nb .

i i tie de la
stant [ 1..20 ] on se restreint & la deuxidme par
Le domaine re L
conjonction : k .
1..j;11)a|m
d { mé€ motexte { [
“bj-l,i a car

= 11l
card { m€ motexte ( [ 1..3 1) A [m i

d'od lb‘ - = g7 motexte L] { alo nh .+1 ginon nb. .
! )| ¢ r3
Js1 J 1,1 Jil
3 1 : = motexte . l
( > i, nb "l) avec l
ou encore nb, = ch val b 1 j

(chval est defini au ch. 1.2 § 7.2.1). N

- - Pour expliciter i on utilise la definition de F . .
. Pour définir la valeur initiale nb0 on utilise e
. "bo,i s card () = 0

But 2 11"

.

.
on suppose dtspose' de la suite [ o ] dont tous les &lé& ents sont o.
On obtient finalement 1a ‘19[)]"9 5.
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i - Choix(2 2 2): Faire une analyse par cas.
énoncé implicite f
P Profil énoncé explicite : But 22 2' :  Définir mt en fonction de mt.
. On compare € , et € [ 2-1/2 ]
MOMOt & € ot COME sur -nbmot : ENTIER" résultqt nbmot nt mt
la figure 4 colonne de . 3f tq imag (mt, ,) = { m tg mot (m, tr (texte,l, f, .}) } A card (imag
dro; - Ao *x 2-1 2-1 2-1
POt P ¢ ENTIER ™ | nbmot= der nb; pour j dang (mty_y)) = 2-1
€ =imag (motexte) = . ran™* i
motex - mot g
te exte ; CAR motexte I if tq imag (mti) 2 { mygg mot (m, tr (texte,l, fz)) } A card {imag (mtl))E 2

{'m tqg mot (m,texte)} a

; -t : * | domnée texte
bi (motexte) = 1 exed |t CAR

: Intuitivement : on passe de mt:yv_1 a mtZ en ajoutant un mot de texte.

| Par le calcul :mt, =mt, , ~ mc, A mot (mey,tr (texte, f, 4 +1, f,)).
11 faut alors expliciter fl : on le choisit comme le dernier indice de mc dans

texte et pour le définir onintroduit dn premier indice de me, dans texte.

Enbj = dom (nb.)=( 1..20 Ja
nbj’]. s card { m € motex-
te ([ 1..51)

tg [m| =iy}
g &noncé implicite profils énoncé explicite
: : - 2
@ ]_ PR - €motexte - COMME figure 5 - motexte = der mtl pour % dans 1 +
i = | motexte | : nb = chval (nb,i,nbi“) colonne gauche mt : CAR dqa fintl

*
€ =5, | tr - — - S @ ENTIER i=der S, Bour k dans Emt T (3 f e dom (texte) tg

1, k) | motexte ! imag (mt)={ m tg mot (m,tr

@ $nb = tr (lo1l,1, 20) . (texte, 1, f)))

a card (imag (mt )) = &

%* S A f‘Intl = (der ( N'lt),‘) (1)="*")
s=35 + 1 »* nt '
$s= | '
i L . dl'fﬂ.m- me, = tr (texte, mc : CAR™ mt = mt ~ me
£lgure.3.: explicitation incompléte du_probleme | d,, f,) d: ENTIER | mc = tr (téxce d, )
| z. E . - * *
But 2 2 E ici e
But xpliciter 1a définition de motexte caractériss par : : A mot (mcy,texte) f : ENTIER d = premplace i dans texte
€ = j = .
motexte = iMmag (motexte) = { m tg mot {(m,texte) } A bi (motexte)z 1 ! depuis f+1 telleque texte, #'!
Chercher une inducti i + 3 I
et ianrche @ induction dfrecte sur texte nous raméne i 1'inconvénient N f « promplase 1 dang texte
: on souhaite "construire" motexte mot par mot, { deputs d telleque textey ="’
Choix(2 2 sgie d'affaiblicce '
_%D Stratégie d'affaiblissement tSEAY [ . $mt =<>
Mm On vérifie que 1'invariant €t (cf figure 6 )} convient bf-0
. | )y
Butzzi: Expliciter cet invariant. fint = (texteg = ™)
$ fint = fouz
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On effectug ainsi une restriction d'énonceé :
mtl = mtz_1 vome, A me, = tr (texte,dz, z) A mot (mc,texte) a card (mtz)ll
But 2221. explicitation de f£ et dz'

Ils sont caractérisés par
s f < 4, < f, AVE (fl-l <k< d > texte, m ' ') A

(textedz LAWY d‘Q = bi (texte))x

.V k (d2 <k g f, 2 textek *105") A (texte

fa1 = Ve 41
= bs (texte)).

On reconnait fci ( t euréka $ ) Tes Spécifications de 1a construction premplgce..

La regle (RIDIPT) est immédiatement

verifige, ce qui justifie T'explicitation
de la figure 6.

But 2 2 2¢ Ent [ O/% 1 conduit & initialise

rmt & la liste vide.
De méme on initialise f 3 o, '

En regroupant leg définitions d
et en ajoutant les différents module
plicite complate de 1'énonca,

es modules principaux des figures 5 et ¢

§ secondaires, on obtient une version ex-

programme Algol par exemple. Mais on peut égai
de la suite motexte complate,
programme inefficace. En fait,
seulement de pouvoir 1a parcou

ement remarquer que 1'introduction
comme 1ntennédiaire, est inutile et conduira & un

plutét que de construire motexte, i1 nous importe

rir , c'est-i-dire d'expliciter le passage de mt

e mc. On peut donc remplacer dans 1a définition
de nbmot 1'itération

der nbj pour j dans motexte
par 1'itération décrivant le parcours de motexte & partir de texte qui se trouve
sur la figure 6. Ceci revient donc i e

fonctions, si on considere qu'une défini-
ant @ une suite de départ une certaine
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On obtient alors : iga fint ]
d 2 dans_1+ jga
nbmot =  der nbj pour § dans [ der.mt, pour i dans_

Mais on constate, ici, que cette expression se S”\D] ifie en une seule 71té-
ration & condition de réunir les modul itérés nb et *mt (dans esque S0
uies (

supprime les définitions de mt).

est repré-
On obtient ainsi 1'énoncé de la figure 7 (seule la 3éme co?o?:? e
ici = d, f) en une itéra
é licité mc = tr (texte , d, ‘
entée) dans lequel on a exp . oo =
i 4 )On peut alors constater sur ce nouvel énoncé qu'il est poss %
" i D'autre part, on no
éfinition de i et celle de mc. :
veau de composer la défini : -
les définitions itératives de f et mc portent sur la méme suite 1iq2er :
t sous-suite de texte de premier indice d ; on peut donc app :
s ¢ ‘ i i i btien
régle (R F D I) de fusions de définitions itératives. F1na1ement on o

1'énoncé de Ta figure 8 .

énoncé explicite

résultat nbmot '
nbmot = der nbl pour % dans 1+ Jaa fmtk

donnée texte

*nb u *mt

nb = chval (nb, i, nby+1)
i = der s, pour k dang mc )

eddaf
. our p dans texte e 4
e mczp E~i_dans texte depuis f + 1 tellegue texte s’
d = premplace

£ q ="
f = premplace % dang texte depuig d telleque texte, 4
$f=0
$nb=tr (0], 1, 20}
fint = (textef = '*')
- $ fint = faux

t

x mcp

mcp = mCp ~ texte
<

>

$mep =

b b M e
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énoncé explicite

| eZzylrat nbmot
nomot = der nby pour & dans 1+ jgg fint, N
dernde teste

% nb

s = chval (nb, i, nb, + 1)

<71,f >>= dgp sp pour p dang texte de H
d = premplace L dans texte uts

$f=0

$reb=tr(lol,1,2)

fint = (textef = 'x')

$ fint = faps

tex‘tez_‘,l = ' lexelu
+ 1 telleque textezf W'

B i

Figure 8 : énmc&-tim.du.rzmlzléme-du‘comptaqe-des-mots

Remarquons que la démarche suivie, si elle est systématique, est assez lourde :
nous avons défini complétement les suites intermédiaires (motexte, me) et '
c?ci indépendamment des traitements s'y rapportant. Et, une fois seulement les
différentes définitions posées, nous avons effectus des simplifications par

composition et fusion. C'est 1a rangon de la démarche guidée par les résultats.

Enfin pour que la suite de transformations précédente ait un sens, i1
faut que 1'on puisse caractériser les définitions itératives pour lesquelles
1'opération est applicable,
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5.2 Mise_en _ceuvre de la stratégie d'introduction_de_suites_intermédiaires

IT résulte de 1'exemple précédent qu'il est nécessaire de définir une
opération de composition d'itération (§ 5.2.1). Nous nous attacherons alors &
préciser cette stratégie fondée sur 1'introduction de suites comme nouveaux in-

termédiaires.

5.2.1 Composition de définitions itératives

a) Composition simple
Si une suite L est définie & 1'aide d'une expression ité-
rative, on peut exprimer toute définition itérative dont 2 est la liste de départ
& 1'aide de cette expression itérative.

(RCSDI)Regle de Composition Simple de Définitions Itératives-———w

X = der u; pour i dang 1 s % U

l-nggr_.qu dans k*.njggaj;iv

X‘dQEUjPdeane"k*nizgaj;

xulv/e]u v

Intujtivement, le module itéré de la nouvelle définition caractérise 1'élément
courant v, de la suite v (c'est le réle de xv) et, & partir de cet &lément, il
spécifie la valeur courante “j' ’

Justification de la régle

Soit
Sl-SEMST[x=d;;r_u1.p_%"idgﬂl] =

X % Upoig) A (/"\ (bi(y) = bi (£)-1 A bs(y) = bs (£))) a
y € ident(xu)\{2}

(bi{2)<igbs(2)>ind(SEMST [xxul,i,%u) Jaind(SEMSTE$xul, bi (2)-1, xu)

5, = SEMST [%=v;pour § dams k> nigaagl=
rava N\ (bi(z) = k-1 a bs(z) = inf (n,uj.aj)) a
z€ident(xv) :
(k £ § < bs(v) > ind (SEMST [ #x v],j,2v)) A ind (SEMST [ $xv ] ,k-1,%v)




~ 425 -

e k= W) gty P19 * KL A B8 (5) w inf (n, Byas)))a

N
(kgigbs{v)>ind (SeMsT {xxul,i,2u) [v/ L) aind (SEMSTE$xul, k-1, *u)

bi = k-1 &
" (z é/::;nt(xv) (b} “ s

inf ;e
mn (n,uJ aJ))) A
k N J < bs(v) > ind (SEMST [xxv] vl

2V) A ind (SEMST [ $ev J.k-1,2v)
Soit en réunissant Evetxul vy
Sl A S2 =X muy

bs(u>A( //\\ bi (y)sk-1 A bs (y)
Yy €ddent (*u [ v/e 1

v; inf (n, uj. aj))A
(k g1 § bs{u) > ind (SEMST  Dexu
ind (SEMST [ § x u [v/e],,
ce qui termine la Justification.
Remarque 1

Cette régle est éncore valable si 1 est défini par :

hﬂ]u*w]ﬁxu[wuunnh

$xv] ,bl,xu[vulyxvn

E=aﬁ-vjp_oyidemk*njgga-si,

dars e module % V, v est
défini par v = v (cf exemple 9).

Remarque 2
Cette regle se prolonge, de maniare évidente,

au cas ol 2 est définj par une
expression itérative sur une suite compléte oy

partielle, mutadis mutandis,

b) Composition multiple

Dans la ragle précédente la suite 2 est identique 3 1a suite
v qui est elle-méme définie “&lément par élément" sur yp sous-intervalle de

lke.onl . I1 est utile d'étudier Ye cas général ol v est défini "

Intuitivement v; se deduit de ¥;.1 bar concaténat
m, :

3 ¢V est une suite de suites. L'exemple 10 (
cette situation. Dans ce cas, i1 faut général
précisément son analogue résultan
Te £ v le module x u"

par morceaux”.
ion d'une certaine sous-=suite
§ 5.3) donne une illustration de
iser la ragle précédente (ou plus
tde la remarque 1) en "placant” dans le mody-
aux endroits" o sont définis les €léments

dont la con-
+ Commengons donc par définir y

ticulier.
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bl) Composition de modules

& e
C'est une opération qui "place" un module %u dépendant du term
i i & définir
énéral d'une suite £ , au niveau de chaque terme qui contribue & i
. : i i rati
: s le module itéré xv de la définition itérative qe % . Cette op
an

remplace egalex ent u par ur nouvel identificateur u” dans la Jieme occurence

d dute xu placée dans %v, si ce nombre d'occurrences est superieur a un.
’

U mo

i d une suite w
Commengons par définir une fonction mes (mesure) associant d un o

é adjonc-
définie dans un module #v le nombre d'éléments de w obtenus par’des déi-hitic
o ' édiai une i
tions ou des concaténations, mais non pas par 1'intermédiaire d
itérative : ‘

wl=w2~a € *v = mes (wl,*v) = mes (w2) +1

Wl = w2 * w3 € * = mes (wl,*v) = mes (w2) + mes (w3)
wl = <> - mes (wl,*v) =0
wl = der q; ..€*v =mes (wl,*v) =1
Par exemplie si
W =wl~a
wl = w2 * w3
wZ = wd ~ b
w3 = der ol
wh = <>

S mes (w) = 2 . ‘ o
aIOr( ) est le nombre d'indices j qu'il faut introduire pour remplacer u p
mes {*v) es
uj lors des déplacements de *u dans *v.

érati ition de deux
Nous pouvons maintenant définir 1'opération COMP de composition

modules.

Soit x= der u; pour i dans % .

2= der vy powr J dans k~ p dqa 3;

On suppose que 1 g jgnet njx2.
i) v = <b> € *v alors
COMP (*v,*u, j, n) =




- 427 -
sij=1 alors  * § oy # ! { Zl/Z, b/ ]
Sij=n alors * % u e 0" [l

. ‘ 5 0" Eol .
stlej<n alors *V gy #yd [ l/Z, 2z, b/a]

g J ”
0U * u” est déduit de ; U en remplagant chaque identificateur y local &
*un z 0 P . : Py . j

an recurrent par y* ; z désigne un identificateur récurrent de *J ot

*V=*v N\ {y=<b>}
i = : j 1
) V= der VlJl pour jl dans k1 - pl lgg_aljl €* vy
et P*vli=($vi=< 5}y
terme de vl est < > ),
COMP (*v, =y, j, n) = )
il 3.2 1_ i . .
<£J <nalors u der uujl pour jl dans k1 - nl jqa alj

“
$*VleExvyl (ie. que le premier

1

sij=n 1 = 1 j ]
J alors u der uu‘].l pour jl dans k1 = nl jga clJ.1

1 1 -
dlors *uw = §+V1u (@ =Ty uN qu, 1)

{ s1j =1
st 1<jgnalors * gl - $*V1u (o uuj'l}u UN (uu1 )

{** u*wd [ Wwi/d, b/e] si vl = VI
¥ 5 = vl » *
" gy <b> € vl

coMp (*+91, Wt wuru, TEm/e ] J1,mes (m,xv))

. . sivl=vlsm € *yl
ou  *vl=%*yl\ {vy=de vl.1 o }
der v R

et * ud est dafing comme en i)

i) vevl*v2es o vl et v2 ne sont pas réduits & la suite vide
COMP (*v,* u,j,n) = CoMp (*v1,*%u,§, j+mes (v1,u))u

COMP (*v2,*u, j+mes (vI*v)+1,n)y {v = vixv2 )

ol *v1 (resp *v?) est le sous module de * v définissant v1 (resp. v2)
o

Intuitivement cette opération place un module #u & chaque endroit de #v oQ
est défini un &lément intervenant dans la constitution de %. I1 faut effectuer
des changements d'identificateurs pour éviter des définitions multiples de u
qui doivent étre cohérents de manigre & prendre en compte la définition ré-
currente de u.

Nous pouvons maintenant décrire la régle de composition dans le cas général

i
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2} Composition multiple de deux itérations

(RCMDI) Regle de composition multiple ce définitions itératives

X = der u; pour 1 dans % P XU
=vVvzvli€xv

l=dﬂ'vjmurjd.@§k*pimaj;*v v =
/ $v=<>€ 5v

X = der u; pour J dang k -p iqa.aj ;

COMP ( 2 v, % u, 1, mes (vl, 2 v))

La justification de cette régle s'effectie par récurrence sur mes (vl,zv)
et repose sur un raisonnement par cas faisart intervenir la dé&finition 6.

Remarque 3

Cette régle est assez compliquée & décrire car elle envisage toutes les
définitions possibies de la suite intermédiaire v. Plutdt que de 1'intro-

duire pour améliorer 1'énoncé final, on peut imaginer la mise en oeuvre

de type coroutines [ CLI,73 ] : une coroutine fournissant les éléments

Ei,l‘autre les utilisant pour définir ug- Si on admet des zones communes
non réduites & un élément on peut résoudre des problémes plus généraux

que ceux traités ici : i1 n'est pas nécessaire alors d'avoir une corres-

pondance bijective entre les &léments zi "engendrés" et les éléments U -

5.2.2 Application & une strat2gie d'introduction de suites inter-

médiaires

On peut utiliser les régles précédentes pour décrire une
stratégie ﬂ'exp]iéitationconsistant 4 introcuire des suites de départ in-
termédiaires. Cette stratégie est la composée d'un certain nombre de strate-
gies é&lémentaires et elle peut &tre considérée comme un cas particulier de
la stratdgie & SEA ¢ d'explicitation par affaiblissement,

$ SEASISD} stratdgie explicitation par approximation successive en
- introduisant une nouvelle suite de d&part

donnée x caractérisée par ¢
résultat u symbole o-aire de suite, % u' module explicite associé
a symbole o-aire de suite booléenne, k et p entiers

Tt i o ¢ | s T 4
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tq il existe 2 , €y €y Vs €, X U, RV, Ha
% [x ) u a
tq SICs# ; R .
LEX €y eu Ha

£ #rl Voo s ko,
et SE& "
== Lel ev

et fSEXPY [e;; xul

et tSEXP} [ €, 5 %V

et xu' =
si fv=Van]exvalorsxul ATV 2w/ {v=Tamby=cs) )
L$ V=<
si [v =V 2 v? €xvalors COMP (xV, xu, 1, mes (v1, £ v))
$ V=< >

Dans cette définition £ ST$ [ d ;b 1 désigne une stratégie § ST }
de donnte d et de résultat b, tSEXP} est 1a stratégie générale d'expli-
citation esquissée au chapitre 2.4.

On peut définir de maniare analogue une stratzgie dont le résultat seraft
une définition itérative sur une suite compléte ou partielle d. I} s'agit
essentiellement de remplacer dans la définition ci-dessus

L 3 V| c, kv PJ
tSEAY [ez -

5 d v
fS1Cs#”.
€ui &4 » &y
Heuristigue
Le gros probléme est d'inventer Ja Tiste intermédiaire £. On la choisit

de telle manidre qu'il existe une bijection entre elle et u ; leurs domaines
de définition seront alors les mémes.

v
par

Exemple 10 Structures de sortie superposées
Cet exemple est di a ABRIAL et a €té repris par PAIR [ PAL,77 1}
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Soit f un fichier dont chaque entegistrement est formé : -
- d'une clé
- d'une longueur &g ( 2 0)
- d'une suite de &g valeurs numériquas val.

On demande d'éditer pour chaque article :
. pour chague valeur v une ligne (cl3, v)
. une ligne finale (clé, somme des vileurs).
On exige de plus que 1'édition débute par un saut de page et qu'il y
ajt un saut de page toutes les 4 lignes.

a) Spécification formelle du probléme

Texique profil spécification formelle

On cherche une suite de | res : LIGNE=* rdsul tat res

lignes res définie comme| T : tqg [ ¥ k € dom (f)]
ci-dessus << 1@ : CHAINE, (31 tq

LIGNE : de base lg : ENTIER, imp (resi)=(c1ék,):va1k'j
mepgcorr: prédicat indi-| o4 . enrIERasst | pour § dans 1 - 29,))A

quant que 12 mise en MepgearT : (v JEL L.agl .31t
page est correcte LIGNE#*= BOOL imp (resi) s (c]ék, va]k,j))]A
convention de notation : mepgcorr (res)

clegnote clé (fk)
valk note val (fk)

mepgcorr{r) : b
tq b = (mep (rI) a st) A
ete... (v j 24, mep (rj_3) # st A
mep (rj_z)istAmep (rj-l) #St A
o> mep (rj) = st)
donnée.

Ss.7. LIGNE =
<< imp :<<clé& : CHAINE,

une ligne est un couple
formé de la valeur impri-
mée et d'une instruction ve ¢ ENTIER >>,
de mise en page : mep : { st} u.{sq} >

st pour saut

sq pour séquence |

Figure. 9 : Impressions avec_sauts
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Notons que cette spécification est incompléte :

- on ne précise pas qu'il s'agit 12 des seuls res,

- on ne précise pas que 1'ordre des indices 1 de r est 1ié & celui des
indices k de f. et j de val (fk).

b) Exploitation
® Choix de Ta stratégie ¥ SEASTSD 4 : .

On veut dissocier, comme le suggére la forme de 1'énoncé, le probléme des

sauts de celui de la définition des lignes “significatives".

¥ EUREKA $ : introduction de 1a suite intermédiaire des couples (clé, v)

= . . .
0U v est soit 1'une des valeurs d'un article, soit la somme des valeurs d‘un

article
@ ¢sicss
on introduit 2 , g 5 U g tels que :
€ @ V k€ dans (f)

(3 i % i’.i =<‘<‘dék,E Va]k,j pour j dars 1~ Lgk>> A

—_

v § € I dxe 291,37t 2i= (c]ék, Va]k,j))
€, Fimp (u) = tr (2 ,1,p) A mepgcorr{u_)

ce qui permet de commencer 1'explicitation (cf figure 10).

(:::) explicitation de u : analyse récurrente
@y

Zu [ p-1/p ] : imp (up-q) = tr ( 2,1,p-1) a mengOrr(up_l)
m imp () = tr (2 ,1,p) A mepgeorr(u,)

~unification: u, = up_1 “vecaimp (ec) m £ A
mep (ec)= gz (p 3 4) A mep(up_l,p_l) # st a
mep (”p-l,p-z) s St A mep (up-l,p-z) ¢ st

alors st

sinon_Sq .
‘On veut définir la condition précédente de maniére récurrente :

cd=vi, 1gig3 mep (up-l,p-i) # st.
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(:) L'application d'une stratégie d'affaiblissement classique portant
sur 3 conduit & :

Epr Y ielsigor mep (U o) A st

car on a bien

pre3 A Epr { 3/pr } © cd = prat
C'est-a-dire que 1'on est ainsi conduit & calculer cd par récurrence.

Ceci nécessite de disposer des mep (”p-l,p-i)‘

(:) Autre idée : utilisation de la relation d'ordre sur les entiers

JAstre 3}

cda (sup { i3 1, mep (up-l.p-1

affaiblissement :

presup {11, mp (v ) F st}

;p-l,p—1
D'ol une dafinition récurrente de pr portant sur p :

prp = si mep (up’p)v# st alors prp_1+1 ginon 0

1112) p =0, U, = <>
py, = 3 pour que mep (u1} s st,
@ Explicitation de &

$ S 1CS$ portant sur la suite f donnée
on introduit v, €y tels que

g, + VR (tr (vk. bs (vk)-lgk, bs (vk))) " vaIk v (2 valk‘j
powr § dams 1+ Lg)
A Y e€tr(v,bs (vk)-lgk,bs (vk)). clé (e) = c1ék
121  explicitation de v : analyse récurrente

1211) k 2 1
unification :

= V1% RMmA Am o= iml & << (clék. T va'lk 5 powr j dans 1»ggk)>>

Vi i
Alvilgds 29, 9.m1j = (cle,, Va]k,j))
I1 faut encore expliciter & va1k . ce qui est immédiat.
On peut aussi imnmédiatement fusionner la définition itérative de
L valk j et de  2ml (Ragle (R F D I) § 4.2) ce qui donne la partie a2 v
»
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uu1 = El ~ ec1
| << ec1 pr‘1 >> = gf ﬁ*l = 3 glors <<<<<< cl&,val >>,5t >>,0>>

|
ginon <<<<<< Clé,val >>,sq >>,pr +1>

—

du module % v, L'explicitation &tant déja faite on obtient le module % fmp |
1212) k = 0, on initialise vic<c> PR
dol 1a partie $ % v du module % v p )
2 ) : Iy __ ¢ >
¢e qui termine la premidre explicitation représentée pour la figure 10, g - e -lmu« e
<< cl&:CHAINE, | somp = somp + val
- o
- L:ENTIER>>* | § scmp = 0
énoncé implicite rofil ici : '
p énoncé explicite somp: ENTIER | § amp = <>
u o tg e cf @ res : LIGNE* | pdaultat res 1 ETC = S
Lotq €, cf @ u : LIGNE** res = der Uy pour p dans 1 e e
L £=dg'vkgourkdﬂf ) edvaty
<<cl&:CHAINE t Eigure 10.: premiére explicitation
ENTIER> | demee
2 H ER>>*
v (@3) Pour terminer 1'application de ¥ S E A S 1S D3 on compose 1a
I . i ici d Te cas ol les &léments
e . sommes ici dans _
<<c1é:CHAINE, définition de x.et ce”elde : 'NOU? OZI' : '
T—— de % sont définis & plusieurs endroits de % v : |
- dans la définition de ms i
%u - dans la définitior de fmp dans le module = fmp. ;
ec tg imp (ec) m gp A 463 LIGE ues En appliquant la régle de composition multiple (R C M D I) on obtient
: =U~ec énoncé e -
(mep(ec) = a7p > 4 A cd pr : ENTIER - 1'énoncé de la figure 11 (dans Taquelle on ne place que 1'énoncé explicite)
alors st ginon sq) ' “SCP>= 2t BF = 3 alore
= <<<<
Prtg pr=sup { i 0 : R0
tq mep(uP p-i) £ st} e dasa s, el
) $u=<> | résultat res
$pr=3 res=de_x_‘ukpg_u_1_'kd_‘?ﬁf
xy donnée u
m tqev fm V=V ainm | N coMP(x'\‘/', u, 1, 2) \
tml tq €, <<Cl&:CHAINE,| fm = uml & « ms > {
som = ¥ va]k,,j our § VEENTIER 5™ |ms =<« ¢lé, som >> ' u=ul~ e 1 S, f
2 2 2 S 1@, >>,5t >> , 0 >
dans 1. —, '-ﬁ wnl <<gml, somss= mpi. somp,>> ‘ << ect,pro>>= gi pr- = 3 _%QJE<<<<<< c]t’e som . pr1+1 -
Sy <<CE:CHAINE, | poner § dans 1+ 1 | ) Binon<<<<<< c &,som ,2q ’ |
VEENTIER »>™ [$ v = < » Ul, som = der << uuy, sompy >> pour | dma 18
i ms ‘ T $ Uus=<>
! <<cl&:CHAINE, ! ‘ §or =3
I VL:ENTIER >> | ‘ % uul
j som:ENTIER |
1Y
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$ !t = u
1. =
4 pr- = pr
somp = somp + val
$ somp = 0

5.2.3 Application & 1'algorithme de gestion

La stratégie précédente permet de résoudre deux des prin-
cipaux problémes algorithmiques qui apparaissent en informatique de gestion
dans la manipulation des fichiers séquentiels :

- Les "problémes de rupture" : c'est le cas od une suite & plusieurs
indices est représentée par une suite & un seul indice, certains critéres
permettant le parenthésage. Le probleme des télégrammes (ch.1.1 § 1.1 ex-
emple f) ou celui des comptagesde mots (exemple 8) en sont des exemples.

- Les problémes de mise 3 jour de fichiers dont les classiques ﬁro-
blémes d'interclassement sont des cas particuliers,

Enfin, dans le cas général les problémes d'algorithmique de gestion sont

un mélange de ces deux types, c'est le cas du probléme de 1'état d'avance-

ment des livraisons sur commandes en cours (ch. 1.4 exemple 2).

Précisons ce qu'est un probléme de rupture :

Définition 9 une suite finie f pogséde la propridté de rupture (bridve-

ment f est & rupture), s'il existe une fonction booléere car définie sur le

co-domaine de f et une suite id d'indices tels que:
imag (id) < dom (f) et prem (id) =1 et der (id) = bs (f)
et v i€ [bi(id).. bs (1d)-1 1, v j1,§2 € [ id(i)..id(i+1)
car (fjl) = car (sz)
et v i€ [bi (id).. bs (id)-2 ] ,
Vi€ (). Ad(+ 1)l L v, € [ 1d(i+1)..id(i42) T ,

car (fjl) & car (sz)

On a alors la propriété suivante
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Propriété
A toute suite f € V* possédant la propricté de rupture on peut associer
une suite f2 € V** telle que

imag (f) = { flijtq j€ [ bi(fi)..bs (fo )} ;1 € [bi (f2)..bs(fe)] }

et vi € [bi (fo)..bs(fe)] , v Jjl, j2Z€ _ bi (fzi) .. bs (fﬁi) 1
. car (fli,jl) = car (fli,jz)

Plus précisément on définit fL de la fagon suivante (avec les notations
de la définition 7) :

. bi (f2) = bi (id) ; bs (fL) = bs (id) -!L

. vi€ [ bi(fe).. bs (fe) 1, bi (fli) =1, bs (fli) = id {i+1)-id (i)

.vi €[ bi (fa).. bs (fR) 1,V J €[ bi (fzi)..bs(fni)] fﬁi,j":id(i)ej
Mais lorsque 1'on veut définir fi de maniére constructive d partir de f, on
ne dispose pas de id. On vérifie alors simplement que 1'énoncé de la figure
12 est correct. ’

Ainsi, 1'explicitation de n'importe quel énoncé portant sur f se réduit
& 1'explicitation du méme énoncé sur f& , qui est en général beaucoup plus
simple. L'obtention de 1'énoncé complet s'obtient alors par composition avec

1'énoncé de la figure 12.

fo =der v pour idans 1 -dea a

XV

V=V~ sf

<< sfid >>= dor << sf;.§ >> powr J dans fde d g ar; esclu
fin est un a = fin (f)

prédicat ca = car (f&.}
caractéri- $v=2<>
- sant la fin

fin (prem (f))
de la suite §d=bi (f)
f

*u

sf =sf~ f
ar = (car (f) # ca)
$sf=<>
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Le probléme de "1'stat d'avancement des Tivraisons sur commandes en
cours” (ch 1.4 exemple 4)peut &tre explicité de maniére systématique en
introduisant des fichiers "Togiques” intermédiaires (cf L FIN,79 ] ).

6 - COMPARAISON AVEC D'AUTRES TRAVAUX

L'&tude précédente des &noncas récurrents n'est que trés partielle et

nécessiterait d'atre développée, notamment dans 1la recherche de stratégies %
d'explicitation.

Les différents aspects des &noncés récurrents que nous avons abordés ici :
description, construction, introduction de suites intermédiaires et trans-
formations sont 1'objet de nombreuses recherches actuelles, aussi nous |

contentons nous maintenant d‘un bref survol partiel de quelques travaux sur
ce domaine.

6.1 Langages a assignat

Comme nous 1'avons déja indiqué au paragraphe 1, ARSAC propose
dans [ ARS,77 ] un Tangage statique (ie n'utilisant pas le concept de
variable informatique) fonds sur les mémes notions que celles développées
ici. La différence essentielle entre ce langage et MEDEE réside en T'utiti-
sation explicite, dans le premier, d'indices de suites ce qui complique un
peu les notations. Et 11 ne nous apparait pas évident que cette utilisation
explicite d'indices facilite les preuves si, comme nous le suggérent les
régles (RIDS) et (RIDI) la correction est vérifiée de facon modulaire.
Pour concrétiser notre propos, indiquons comment peut s'écrire dans ce lan-
gage 1'énoncé de la figure 1 (probléme de 1a fraction irréductible) en re-
prenant un exemple de [ ARS,77 ] :

X, y ~ FRAIRR (a, b) a, beE®N a >0 b>0
X, ¥+ a/k, b/k
k «EUCL {(a,b) a,beN as» 0 b>0 wmcalcul du pged
c(i) , d(i) <R (c (i-1), d (i-1)) #définition itérative
t(i)«d(i)=0 #condition d'arrét
c(o) , d(o) +«a, b {
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6.2 Construction d'algorithmes récurrents

Ce probléme est &tudié par [ ARS,77 1 et par DIJKSTRA [ 0IJ,76 ]
mais aussi par SCHOLL [ SCH,79 ] , qui parle alors de traitement séquentiel.

Dans ces deux derniers cas cependant la construction se situe tout de
suite & un niveau dynamique ce qui complique les choses. 11 n'en reste pas
moins qu'on trouve dans ces diverses approches des techniques d'affaiblis-
sement, d'analyse par cas etc... et qu'il serait trés profitable de repren-
dre chaque exemple traité dans ces différents cadres pour essayer de préci-
ser les heuristiques et les conditions de mise en oeuvre des stratégies.

6.3 Introduction de structures intermédiaires

De nombreux problémes de traitements de chaines de caractdres ou
de manipulations de fichiers peuvent &tre résolus en utilisant des techni-
ques d'analyse syntaxique : la suite en entrée est décrite par une grammaire
et donc, & partir d'un analyseur de cette grammaire [ AHO ,72 1 |, i1, est pos-
sible de construire un algorithme de traitement quelconque, par exemple en
introduisant des attributs [ LOR,74 ] . 11 s'agit ici d'un traitement “orien-
té par la structure des données”. ’

Plusieurs autres approches sont fondées sur 1'introduction d'intermédiai-
res (cf § 5) : la structure “physique" des données et des résultats &tant
décrite, on “invente" (ou on “"abstrait") une structure logique associde. Le
probléme se raméne aux trois sous-problémes suivants (kSEASISDS$
en est un cas particulier) :

(1)  passage de la structure physique des données & leur structure
logique

(2)  passage de la structure logique des données & la structure
logique des résultats

(3) passage de la structure logique des résultats & leur structure
physique.

C'est une démarche proposée par WARNIER [ WAR,75 1 , JACKSON [ JAK,75 1,
[ HUG,79 ] ou SCHOLL [ SCH,79 } .

Nous proposons ici d'aller un peu plus loin : non seulement il faut
introduire des intermédiaires, mais i1 est nécessaire :
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- de disposer de régles permettant de spécifier puis de construire
ées intermédiaires

- de systématiser le passage d'un intermédiaire & 1'autre

- de disposer de régles "de composition" des différents algorithmes
ainsi obtenus.

Notons enfin, que les sous-problemes (1) et (3) peuvent 8tre considérés res-
pectivement comme des problémes d'abstraction et de représentation.

6.4 Transformation d'énoncés

[ ARS,77 ] propose un certain nombre de transformations sémanti-
ques d'énoncés récurrents. FEATHER [ FEA,79 ] partant des idées & la base
du systeme de BURSTALL et DALINGTON [ BUR,77 b ] introduit &galement un
ensemble de régles de transformation dont certaines concernent les énoncés
récurrents. Ceci Tui permet de résoudre le probldme du télégramme (ch 1.1
§ 1.1 f) en adoptant une démarche voisine de calle &voquée au paragraphe
précédent [ FEA,78 ) .

I1 nous semble nécessaire de compléter ces 3tudes par la mise en éviden-
ce de critéres de transformation : décrire la forme du résultat comme dans
{ FEA,79 ] est un premier pas dans cette direction, i1 serait plus important
encore de dire quelles sont les propriétés que doit posséder le résultat
(complexité de 1'algorithme, occupation mémoira etc...).

R (T w-.a_-r--‘-r_



CHAPITRE 2.4

{INE METHODE D'EXPLICITATION [E PROBLEMES

Au chapitre 2.1 nous avons spécifié le meta-probléme de V'explicitation
des probiémes et nous avons montré que sa résolution nécessitait @
i) de se doter d'un langage de descriptions explicites
i1) de definir des stratégies d'explicitation
ii1) de se munir d'un langage'permettant de décrire la construction d'une
version explicite d'un probléme.

Le premier point est certainement le plus facile & satisfaire car i1 est
148 2 1a notion bien connue de solution calculable. Les a-descriptions de S.1.-
et le langage MEDEE répondent 3 ce besoin.

La mise en évidence de stratégies d'explicitation (i1) n'en est qu'd ses
balbutiements. Et, comme le souligne SINTZOFF dans [SIN,79], si de nombreux
exemples ont &té &tudiés, la nature profonde des méthodes d'explicitation n'est
pas encore bien connue.

Pour construire un catalogue de stratéjies d'explicitation i1 faut donc
mener de front les deux activités suivantes :

a) Commencer par dégager et structurer ces stratégies 3 partir des idées
que nous avons mises en gvidence dans les chapitres précédents :

. Une stratégie d'explicitation consiste a introduire des intermédiaires.
Elle repose donc sur une régle de songtruction qui en est 1'8noncé implicite.

“C'est ce que nous avons décrit dans la partie "dornée - résultat .. tq ... des
stratégies. .

. 11 n'existe pqs; en général, de version explicite d‘une stratégie. Plus
précisément pour résoudre (expliciter) une stratégie i1 faut faire appel 2
d'autres stratégies. D'od une mise en oeuvre récursive du processus d'explicita-
tion, récursivité 1ige A la complexité du probleme traité.
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Nous avons décrit quelques possibilités de résolution d'une stratégie dans la
partie "heuristique",

Ainsi. décrire le role d'une stratégie revient a 1a spécifier, décrire des heu-
ristiques consiste 3 1a résoudre.

b) Pour chaque stratégie, &tudier les conditions de mise en oeuvre (ce que
1'on peut appeler heuristiques d'utilisation par obposition aux
de résolution évoquées ci
aspect du choix d*

heuristiques
-dessus). Nous n'avons. pratiquement pas abordé cet

une stratégie sinon sous 1'angle de 1a forme syntaxique des
énoncés 2 expliciter. Par exemple la stratégfe d‘éxp]icitation s-récursive,

k sEsR {1 . porte sur une s-description d'une fonction et doit fournir une défini-
tion s-récursive.

I est donc tres important de se doter de critéres de choix 8émantiquaa

portant sur certaines propriétés de 1'énoncé & expliciter et de propriétés
attendues du résultat de 1'explicitation.

Enfin le point 111) n'a éte Que trés peu enyisagé dans les chapitres pre-
cédents,

Néanmoins, nous avons Pu constater sur quelques exemples, qu'il n'étalt pas
simpie de décrire de manidre lindaire les choix d'explicitati
notamment lorsqu'{l est nécessaire d'effectuer des retours en
est raisonnable de construire, en méme temp
fmplicite, profil,
citatiop, 1*

on successifs,
arridre. Ainsi, {1
s que le tableau & 3 colonnes (énonce
énoncé explicite) qui contiendra Te résultat final de V'expli-
arbre des choizx 8uccegsife. Le langage de description du processus
d'explicitation doit donc permettre de décrire :

- Les buts successifs.

- Les choix successifs, leur Justification et correla
de 1'arbre de choix.

- Les différents calculs algébriques ou ensemb
truction,

tivement 1a construction

listes utilisés dans une cons~

Dans ce chapitre nous essayons de degager quelques nouvelles stratégies
explicitation (§ 1) avant de proposer une' structure générale d'un meta-algo-
rithme d'explicitation et un langage de description de construction (§.2).

Nous terminons en &tudiant T'explicitation du probléme du tri topologique
(§3).

dl
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1. QUELQUES AUTRES STRATEGIES D'EXPFICXTATION

1.1. Induction sur les données et induction sur les résultats

i -récur-
Dans les heuristiques de résolution des stratégies d‘explicitat:on s'::
A ' i ui
sive (} SESR 1) et c-récursive (¥ SECR }) &tudiées au chapitre Z;Z;e :h:rcher a
essentiel &tait la structure des données. L'icge fondamentale es ooy
simplifier les arguments de la fonction 3 expliciter, soit par utilisa o e
constructeurs, soit par utilisation de simplificateurs. Nous pouvons pa
ce cas de stratégie d'induction sur les donmnées.
i ar
Plutdt que de travailler sur les données. il est possible de Z:mm:ncerizdmet
i t de ce dernier n
] . Lorsque la sorte d'intéré
étudier 1a nature du résultat y 1 :
qu'un nombre restreint de constructeurs, nous pouvons chercher & exir :e:nzron
1'aide de ces consctruteurs : pour chaque constructeur p-a1re)g il fau
duire p intermédiaires - ¥y --- yp tels que y = g(y1 s yp
y= f(xl LR xq)
Mais par définition, ) . R
11 s'agit donc finalement de chercher & expriter ¥y - yp ad V'aide . ]; sorteq
, - . de
Par exemple lorsque g n'admet qu'un seul argument, disons y;
de y, nous souhaitons définir une fonction h welle que : .
f(xys oees xq) = g(f(h(xqs +oos xq). Xy eee xq), Yp o Y
Nous parlerons alors d'induction sur les résultats.
Remarque : ) _ .
La stratégie d'affaiblissement peut étre considérée, d la fois comme

: dices
induction sur les données (on utilise le constructeur i =i +1 sur 1:: 1; )
ou comme une induction sur les résultats (constructeur v sur les suites).

1.2. Généralisation

H e & introduire une
C'est une technique d'explicitation classique qui consist

fonction intermédiaire.
ts6 } Stratégle de généralisation
donnde x caractérisé par €
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résultat - f symbole fonctionnel p-aire caractérisé par une s
f(xl..xp)ay tq Y 81 ¢

- p symboles p-aires Yp e yp caractérisés respectivement par
les énoncés €Yy ... EY . -

b (ypa.omeyy v Ly /xg Yo %pl) A

-description

(eyp .. a ey, A Y [y .. /¥l D lfy, .. Yo /41)
Présentation

cEeyy . eyp. f(x1 e
gauche
- les profils de Yis

xp) =Y tg ¥ st v sont placés dans la colonne de

0 ¥y et f sont placés dans 1a colonne centrale
- X = i’(,y1 1 yp) est placé dans le colonne de droite
- x est coché

Heuristiques

a) Choisir, parmi les intermédiaires dont dépend x, les ¥y +o ¥, Ceci
permet de caractériser ¥ a partir de €y
oeuvre dans 1°

C'est par exemple ce qui est mis en
explicitation du probleme des sous suites croissantes maximales

Torsque le résultat Imax est "transformé" en une fonction Imax(a) de la donnée a
{BRO,79a] .

b) Choisir, comme en a) les Y e yp_1 et introduire un intermédiaire
supplémentaire ,vp qui n'apparaft pas dans €, C'est ce que nous avons fait
dans 1'exemple 2 du chapitre 2.1 Torsque nous avons introduit 1a fonction maz
& partir de mazt. C'est également ce Que suggere la stratégie d'affaiblissement :

1'affaiblissement peut 8tre considéré comme Ta généralisation restreinte aux
suites.

1.3, Analzse récurrente

C'est Ta stratégie qui est souvent mise en oeuvre pour expliciter 1'inva-
riant obtenu par affaiblissement.

tFSAR} Stratégie d'analyse récurrente
donnde u suite caractérisée par e, (invariant)
s suite booléenne caractérisée par m, (condition d'arrét)
k, n symboles de profils respectifs ENTIER et ENTIERC

T T T T ST

i s
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résultat - f fonction de profil 'Sl. .05 = % od Sestle profil de ;
et 1'un au moins des S, est &gal & S. Pour fixer les idées posons §1 =S,
- ¢ et Y respectivement pré-condition et post-condition de
f Xpeer xp =y
- p-1 intermédiaires yz...yp caractérisés par €y, -+ cyp
- ¢ interne caractérisé par €
tq (e, li/ulreyy a .. Aeyy AT, D¢ u/xps oes yp/xpi) ;
(g, [u/ul A €Yy A e A Y A-"na Avlu/ s oes yp/xp
eulfﬁyz Ly ful)a
(eq [$urtl 2 € [Hu/ul)

Présentation

- Créer un nouveau module #u. si nécessaire
cy €Y, € fxg Xp = y tq ¥ 8ty sont placés dans la colonne de
- 2 e p. » .e ] 8%
gauche
- les profils de Yor ves Yo t, f sont placés dans la colonne centrale

-us= I(U| yZ, DRy Y:) et $ ue=t sont plﬂces dans la colonne de droite

Heuristiques
Effectuer une analyse par cas en distinguant eu[ k=1/1] des autres cas
- Chercher & unifier ¢ et €y [i/u}, ce qui doit conduire & ¥, ¥y -. ¥y
- Chercher d expliciter €y (k=1/1] ce qui doit conduire d [£s

Remarque :

Cette stratégie peut étre considérée comme un.cas particulier d'expliicitation
s-récursive (cf. ch. 2.2 § 1.3.2).

1.4. Stratégies plus ponctueiles ‘

Nous ne décrivons pas un certain nombre de stratégies de trés bas niveau
qui sont en fait des opérations indéterministes associges a des régles de calcul
booléen, arithmétique ou ensembliste, Parmt elles, citons la disjonctionh( :aire
apparaltre 2 énoncés el et ez tels qu'un &noncé donné € s'écrive € = el 2).

e T T ———_ it e T

e o I
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Ta conjonction (¢ = €
d'une forme logique & u
sx[z/x]}) etc

A ez) souvent associée 4 une analyse par cas, le passage
ne forme ensembliste (on remplace ExParx € {z tq

2. META-ALGORITHME D'EXPLICITATION

2.1. Description du méta-algorithme

Nous n'en donnons qu'une description semi-fo
qui ne doit &tre considérée que comme une esquiss
de construction de problemes explicites.

I est indispensable de préciser et d
souhaite se doter d'un systéme d'aide 3

rmelle et partielle (figure 1)

e formaliser cet algorithme si 1'on

l1a construction des programmes. Mais méme
dans le cas d'une construction "a 1a main" {1 faut structurer 1'ensemble des stra-

s-récursive, généralisation etc.. ).

De plus, une formalisation du meta-algorithme nécessite de décrire 1'aspect
syntaxique des &noncés et S.I. obtenus : i1 faut décrire le meta-systéme d'infor-

mation du meta-probléme de T'explicitation, comme nous avons commencé 3 le faire
pour celui du meta-problame de la spécification (ch. 1.4). En particulier 11
faut introduire des constructeurs de modules, des opérations telles que “"cocher",
Enﬁn, comme nous 1'avons mentionné dans 1"introduction, i1 faudrait définir
le meta-systeme d'information des "arbres de choix de construction”
rations d'acces permettant des reto
de maniere informelle en méme temps
d'exprimer le déroulement d°

avec des opé-
urs en arridre. Ici encore nous le décrivons

Qque nous précisons un langage permettant
un processus d'explicitation.

2.2. Description de 1a construction d'un énonce explicite

La construction d'une version
fication formelle, est une suite de
Les calculs sont 1a partie la p
11s sont encore, de maniare générale
font souvent appel & des “astuces”

explicite d'un probleme 3 partir d’une spéci-
décisions et de calculs,

lus classique de la demande, malheureusement
s difficilement automatisables puisqu'ils

» des heuristiques de simplification etc

cee

e d'un véritable meta~algorithme

- 447 -
—
Lanl
W™ A,
=
o @
o -
8 g
b o
=y (o o g
= L
g'ﬂ O [V o ¢
&t o glg |2 2=
L S (818 ~% EX
ﬂ-"‘@ Eu 4 Py O~
-
q 2% H I R
'-5 [-% gEEEA é"" O
w8 N e s =Yg
c H [
Sz iz - g-&'-*--k4u gl:l‘ar—
u YL ITTYER e
- 9 RN o - ot X
M w twnnan e Vo
STeIN: W M e e M %
a & S T a a3
& o § - % W7y
ﬂ'glm 8 - 8 ~— e o
)| b hed oo LI
3 o - a NN)‘
W
=
— ¥ >
g -u 5
W V) oo wx
] 0o =]
o < o b=
" gy 4a 2o
- a¥ ey
x ~—tad -d ~C
(=] + O “ieo
: bm-.s—g w Uf
&N §a: o E gv’
> A i e -
Ll t oW @ -
gk Do g "y
ﬁuixgm . Py | a. =
ﬁh-l - @ ,m ]
- @ “ ) B E
D J & = A0 (LA
28 w8 = o SN
n.o:ﬁn- .',5 > B3 [
e 8 .. e [ -
IR 1 - COfS -~
¥ 0 c [V
-n.n.d-'ﬂ- ey e

P' et P décrits sur la figure 7 du ch. 2.1

: booleen qui indique si tous les -
identificateurs sont cochés

ttcac:hei

initialiser .: créerun tableau 3 3 colonnes

IS

en plagant dans la colonne de gauche P
sultat v

(module par module), dans 1a colonne
profii, dans 1a colonne de droite

centrale le rdsuliat r de P avec son
o

: stratégie d'explicitation

. stratéaie d'abstraction décrite
2.2

: stratégie de représentation,

décrite informellement au chapitre 2.2

+
-
R
S
o o ¥
W E‘
Wi e >
Fr ] ]
il e -l

: stratégie générale d'expli~

} SEXPG }

| 4 SEXP } (Py, b) = P,

citation de 1'énoncé caractérisant un

identificateur dans une suite de

modules

i we -

= =
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L R AT s " e Tl e TaFeWoky ' Dans une description d'une construction, nyus décidons.de faire précéder

O & o & s3]l &4 & & n A A a e a | .y -

Eg@a%mﬁwﬁuﬂuﬁuﬁ gu..‘u,_,u__‘u,_.u,_, | chaque calcul, ou suite de calculs, du mot caleul. La nature de ct'\aque o;.)ération
o e Sl &lémentaire (instantiation, pliage, dépliage, utilisation d'un axiome arithméti-

que, algébrique, bolléen, etc ...) est indiquée explicitement.

'§¢;-+ gry*-&--ﬁ»* Bra A e oA A :
Q& L O N <O

NnNOYU (%} [2.] (8]

BEEY Biewlw w o wh

¢
<
£ xm:,,_ w*mmm el Mais 1a partie la plus délicate d'une construction est certainement celle
o . Wi e A e
¥ B KRCRURURIN- FRCRV IR des choix qui peuvent étre de différents types :
+ 1
§ ; 5 = . : 1) Choix de stratégie : ce sont les plus iacertains parce que, d'une part
x [ .
38 * .SE nous sommes loin de disposer d'un catalogue de stratégies complet et bien organi-
- |
£ § gs - - sé, et d'autre part les quelques critdres associés & chaque stratégie pour carac-
[ " oy 3 .
"N -.‘35 tériser son domaine d'application sont loin d'étre complets.
Lond ]
& o i1) Choix d'intermédiaires : la mise en ceuvre d'une stratégie permet de
! ;
o caractériser les intermédiaires 3 introduire. Eien que la démarche suivie ait
L .
3 i pour but de rdduire 1'indéterminisme sur les irtermédiairves, i1 reste cependant
L
..:.' en général un effort d'invention & faire,
S ~ 141) Choix, dans V'ensemble des candidats possibles, de 1'identificateur @
—l
™ expliciter & une é&tape donnée.
bl
8 :
& A une &tape donnée, deux choix de type i) ou ii) différents sont exclusifs
t
=] T'un de 1'autre, ils correspondent au “choix d'un &l&ment x dans un ensemble”.
= ;
bt i Inversement les différentes possibilités apparaissent dans un choix de type iii)
@
a devront toutes &tre traitées : 11 s'agit d'un "pour tout x dans un ensemble”.
FL Ainsi un arbre de choix est décrit 3 1'aide de plusieurs constructeurs :
Vi
w - un constructeur indiquant que les différents fils d'un noeud sont exclu-
= E sifs 1'un de V'autre, ce que 1'on représente parfois sous la forme
=1
g g ;.',; i_’i oujou
'E E = = . et que nous notons simplement
=] P
3 38 Jve 3 /R
E=% . of8 8. ;
SIS 2EES g e
¥ = 4 .
WY 5"’. 5;1 5 E e Ef-'g f_'“‘ E - un constructeur indiquant que les diffévents fils d'un noeud devront
- w 3 o - =
"|3e bk 3 Tn S 98 & &tre tous traités, ce qui est parfois représenté par :
— o W 'E wn — m
X | P B - 3,,3,15““ 3
Pt = @ e s = s
| P e »w o Do pH &
“*'353552255-325 etiet
- -~
o eS §E 8 5 FE 5E Eg 4 et que nous notons 1.__1___\
Bl* + ~>m> o o
o | e o
|8 § %<4 o 8 %
w|wv 7 LU P o " 7
bl e b S TR - - T
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g d 1 Cholx on dlstl"g e 1 s diff n
La fi ure 3 onne un exemple d arbre de
» Yy U es d érents

ST : choix de stratégie
=
expliciter p

c .
s 1et1arbrc'e permet d'effectuer des retours en arriére, dans le langage de
l.' ption d'une construction nous utiliserons un nouveau type de choix :
celui de 1'endroit od 1'on souhaite retourner '

: choix d'intermédiaire

¢ choix d'identificateur 3 expliciter

Ch chot
aque choix est précédé de choix de et suivi d'une Justification informelle

Outre les choix et les calculs, il est utile de préciser, & la suite d'un

choix, quelques possibilités de résolution i nous les ferons précéder de :

Différents choiz" ou "Quelques possibilités pour"
Le meta~-algorithme construit une description d'un probléme explicite ;
»

1'introduction d'cbjets
ou formules dans le tableau 3 ¢
construction est précédée de "dction"” RS B

Enfin 11 est utile, aprés cha
3 que choix, di '
nouvel objectif est précéde de "But". e rappeler 1'objectif vise, Chaque

L'exemple suivant montre une utilisation de ce "langage"

= 6§21 ~

3. DERNIER EXEMPLE D'EXPLICITATION

Dans ce paragraphe nous appliquons le meta-: 1gorithme précédent au probiéme
du tri topologique. Nous partons donc de la spéc’ fication représentée sur le
figure 1.2 du chapitre 1.1. En reprenant les idées précédentes nous construisons
conjointement la suite des descriptions de problimes partiellement explicités
(figure 2) ainsi que 1'arbre des choix successifs (figure 3). La démarche que
nous suivons est décrite en utilisant le langage envisagé au paragraphe 2.2.

But : Expliciter le probléme du tri topologique spécifié sur ta figure 1.2 du
chapitre 1.1, '
Action : Initialisation de la description de 1a figure 3
Placer l1a spécification obtenue au chapttre 1.1.en partie gauche
- Placer a et son profil dans la colonne centrale
- Ecrire "résultat o" en partie droite
- $ttcoché = faux
Notation : Tout prédicat v : fonct(ENTIER)POOL est &tendu aux intervalies
d'entiers par v [m..n} = ¥ i €[m..n] v (1)

Différenta choix : - stratégie d‘ex'plicitat'lon | SEXP b
- stratégie de représentation k SREP }

- stratégie d'abstraction k SABS }
d'apres 1a définition du meta-algori thme
Chotz de ¥ SEXP } parce que seul e résultat u n'est pas coché.
Différento choiz : - k SAR } # inutilisable cir €, n'est pas un invariant #
« } SEA }

etc...
# autres stratégies correspondant au cas o » est une suite,

cf. figure 1 #

d'aprée la définition du meta-algorithme
Choiz de } SEA } # affaiblissement # parce que @ dépend de n

But : Trouver u symbdle de suite, £, 4nvariant. a symbole de suite booléenne et
T condition d'arrét tels que (RIDI) soit vérifiée
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Différents choixz : - décom
ff : position de € en deux form |
& ules
d’ - induction fondée sur un constructeur des donndes sensc/uncs Wb aierh Al it o B prec.édentes
=T h'eurist‘iques N + SEA * 1 al) ul € ‘nd(l-) A Cpt([l l.] ® (1 zl) [U;/G]
@ = bl) u, € inj(n) A cpt(l1..4,°(1..40) lu /o

cl) u, € inj(n) » cpt(lli..n], 11..8) [uﬁlal

( € l"j(") / cpt([l' l' [ L/

But : Trouver €, et L tels que
que 3Jnl, € "€, AT (a/uz. nl/f] Ch—ﬂi@ fo ®
Quelques posaibilitds pour w_ : —
e . ! Finbut

Finbut } décomposition }

-2:=1 ;
- €

Y2 - inj(n) Action : - Placer C dans la colonne de gauche ainsi que cpt

Ue . inj(e) ] - Placer 'les profils de u et n dans la co'lonne centrale

Un ni(2) f - introduire la définition itérative de a en partie droite

- cocher a

Yierl.n, tyert.n <Adupy Fuy et
Finbut } SEA }

d'aprég 1a forme de €
: Expliciter 1'un des jdentificateurs non coch&, ici uoun

Chotx de = (E= n A ) L
==="a ) parce que 1'un des plus simple et conduit A une forme
g ree que c'est la suite de b SEA $

simplifiée de def
s inition itérative Choixz dg U
Conodquence : e, =€ lofu,, n/t] ‘
i But : expliciter u
But uver €, tel que 1'egalits ci-dessus soft vérifie ff
Introduction intormadi ) MRS
2 i3 5 y ¢ & !
médiairg : cpt (1,§) = § < i Sqy f 1 ; - fsent
I etc...

Quak 8 posoibililée pour € ¢
5 {
a) - u, €1 | |
l = " [1,_,,]) [u - ! d'aprés a définition du meta-algorithme puisque u est une suite

b) - up € nj(&) A cpt(l1..4], [
L), 11, n} [ . .
c) - u‘ € inj(2) A cpt(l1..4], ll..l]; [::;:: Choiz de k SAR } # analyse récurrente # parce que € est un invariant

But 1 : Trouver une définition explicite de uyen fonction de u, , avec

|
d) - up € inj(2) A cpt(l1..nl, [1..20) lup/al %
:)- e € ind(n) A cpt(l1..a, (1. .nl) luy/al } 1<tsn
) = up € inj(n) A cpt(l1. 4, (1..4)) 1 /ol ', Différents choiz - ¥ SES }
8) = up € inj(n) A cpt(ll..n], [1..4) |“ /0] ; -F 6}
Propriétés ¢ etc '
(bien qu'ici ce

d'apres le meta-algorithme puisque u, est un &lément de suite
soit encore une suite) .

2.4 ; Choiz do } SES } # définition explicite stuple # parce gue on veut définir
i Up comme- une amglioration de up

= 3) *b)®c)+d) car le domaine est |
S réduit & [1..2) ‘
¢)+f) carVierig, ¥ye.. n).j<13u“ru : |
2,3 !

o 11ieql. llVJGII.n].jslaj<13uil‘u |

2,1 Fugg

»tiel.a,Tselt.a, <15y
But : Trouver une fonction f telle que u = flug.y)
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Chot.

0tz de t unification } parce que c'est 1'une des heuristiques de $ SES }

lorsque €, est un invariant

Calculs :
a) dépliage

€, = U, € inj(n) » ¥i €

us Y n.a,¥jeq1..e P
‘ ]nj < i Dul.i r ut.j

b) instantiation

Y e [tl/!.l-ullEinJ(n)AV1E(l 2- ll.rje“ 2-1,4<1>
1-11”“3 )

¢) introduction d'un intermédiaire

€y {£-1/2, u,fu, ] =y, €4
u ”t ol p € Indin) A ¥1€(1.8-1), ¥yeqt.eon, J <t |
d) witfication entre a)et ¢)
€ "€, {e-1/2, u/u 1l/«\ﬂ
\0=VJE[1..£1].j<lDu lI‘
e) gimplification
~;a=t‘Me[l..z-ll.ullf'ulJ
f) Aypothdne I est sans circuit
YxeE, x1x

9) confonction de e) et f)
v=¥jell.a, Up o T g g

h) unification entre b) et ¢)
up € inj(n) A Vi €(1..2-1)

1) conjonetion de g) et h)
u, €1
J HJ(“)/\(Vjell l],ulll‘ulj)A‘-viE‘l ‘Cll;ulli

Uy g

] ul—‘l,‘ - ul'i

i Up,1)
Choiz de up = trsp(uL 1* L, m )
Amtgm€lL.n] A (FjE(L..8 U 1,m r“tlJ
arce d'aprés 1) la proprié
gul : eMst ; propriété supplementaim de Up Par rapport 3

(+) Rappelons que trs ;
suite, cf. th L '2’ gs ; opération de transposition de deux &1ément d'une
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# 11 n'y a aucune raison "pour que la spécification précédente de £

admette une solution. On trouve précisément ce résultat Torsque

1'on essaye d'expliciter m : une miniére peut étre peu efficace

mais sdre de le défmir consiste 3 explorer 1'intervalle [£..n]

et & vérifier la condition Up-1,m f Upe1,j" Mais on ne peut pas
démontrer que la fonction rech ainsi définie fournit un

résuitat.
On n'a pas :
£, [2-1/8} dpré rech(£)

1a condition de non blocage (ch. 2.3 § 2.3.1 régle (RIDS) n'est
pas verifiée)
On peut d'ailleurs trouver des conire-exemples simples :

1 2
3 st uy = 3,2, '5
on ne peut triuver £ = rech{4) #

4 ]

Quelquen poonibilitée pour le retour. # on utilise ici 1'arbre de choix #

a) choix de up

b) choix de $ unification }
¢) choix de § SES }

d) choix de } SAR }

e) choix de €y

f) choix de LA

Chotx da retour en
parce que a) est difficile 3 remettre en cause directement car i1 faut

de toute manidre trouver m pour vérifier

b) est directement 116 & § SES }

¢) ne peut &tre changé sous peine d'avoir une définition plus
complexe de up a partir de Up_q» Par exemple en utilisant
une itération. .C'est envisageable mais contraire & 1'idée
d'affaiblissement ol 1'on cherche un passage simple d'un
terme & 1'autre.

d) est 1i& étroitement au fait que £, soit un fnvariant. Il

n'est pas 1mméd1at ici de donner une définition non récur-

-

rente de upe
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Choiz () € Y € inj(n) » cpt(l1..d ,[1.4) Typ £l
parce gue c'est 1'invariant le "plus proche" de €y Parce qu'il ne
contient qu'une seule occurrence de £ en paramtre.

Pinbut % décomposition ¢

Action : - Placer eu
- comme ci-dessus

*s e

Finbut ¥ SEA }

But : expliciter 1'un des identificateurs non coch&, ici u ou n

Choizx de u parce que c'est la suite de k SEA

Choiz de + SAR # analyse récurrente # parce que €, est un invariant
But 1 : Trouver une définition explicite de up en fonction de up_y avec 1sfs=sn

Choiz de ¥ SES } parce que  comme ci-dessus
comme dans la définition précédente, mutatis-mutaudis
e) va=Yien n v Py,
comme précédemment ’ '

Choiz de up T trsp (“l-l' £, m)
Ametgm€ WL..nt A Vi€ L. Up.p f Up1g

Finbut § unification }
Finbut  But 1
But 2 : Trouver une définition de u,
Caleuls :
a) instantiation
gjbﬂl=uoeimm)nvielel,vJEILmlJ<13umifu°
.

b) eimplification
e, lo/tl = uy € inj(n)

J

Choix de u, = suite quelconque formée des n &léments de E
Finbut But 2
Finbut + SAR ¢

Finbut } expliciter u }

Action : - Introduire un nouveau module «u

Placer la spécification de m en colonne gauche

- Placer le profil de m au centre

Placer les définitions de u et $ v en colonne droite

- Cocher u

But : Expliciter 1'un des identificateurs non toché, ifcinetm
oiz de n parce que on termine ainsi 12 module spécial
on introduit ainsi n, dont la spécification est déji explicite, Eet T

But : Expliciter 1'un des identificateurs non coché, ici i1 ne reste plus que @

Quelques posstbilités pour m

- exploration systématique de 1'intervalle [L..n], utilisation de 1a construc-
tion “premplace .... telle que" ; c'est-3-dire encore utiliser une version
de f SISC § il

- introduire comme intermédiaire 1'ensemble des m solution et en chercher une
définition itérative que l'om pdut fusiomner avec la définitioch de u.
#4cl 11 y a plus qu'une premiere explicitation buisqu'on se préoccuppe
d'éfficacite # s

Choiz de m € rac
A rac, = (z€ [L..n]l tq V‘-E {£. .nl u¢_1'1 f “l-l.z)

parce gue c'est une bonne solution si elle existe |
Propridtés :-racy est 1'ensemble des racines du graphe partiel ("l-l (i..‘nl o, T)
- théorémes de théorie des graphes : tout graphe non vide sans circuit
admet une racine ' z

Conaéquence : racy ¥ # “#1)1 n'y a pas de blocage #

Finbut

Action : - Placer la définition de m en partie droite
- Placer la spécification de rac en colonne gauche
- Introduire le profil de rac au cenire
- cocher m

But : Expliciter un identificateur n'on'coché. ici uniquement rac
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Choiz de } SAR }

parce que rac, est caractérisé par un invariant
But 1 : Trouver une définition explicite de rac, en fonction de rac,_, avec

1stsn
Différents choiz - § SES }
- 56}
etc ...

d'aprés le meta-algorithme, puisque rac, est un &lément d'une suite
Chotz de § SES #
rac, ;

parce que on veut définir rac, comme une amélioration de

But : Trouver une fonction f telle que rac, = f(ract_l)

Choiz de } unification } parce que c'est une heuristique de } SES 1 lov':sque
€, est un invarfant

Calculs

a) dépliage

raco = {z€ [t.n] tg¥ie .. Ugg,g T gy )

b) introduction d'un intermédiaire
rac, = [L..n] n com,

com, = {ztg i e [£..n) T ut-l.i 7] -l.z}

¢) instantation
comy_y = {z tq ‘V’i € [£-1..n] 71 Up.

d) décomposition de com

comy = {z tq [W; Eefli-l..n]_"] Upgq T Up.1,7)

VIO R Ty Ty A T Ye-1,2?

€) propriéts

gy (l-1..nl) = upp (lE-1..nl)
f) wiification de com, et comg_y

comp = comy_; Y truc

- AR r }pny
truc, = {z ¢q o Up.1,i Y1,z ztq

9) dépliage rac, b) et f)
race = (i..nl Ncomy 1) U ([L..nl N truc,)

2,1 T Yo,

Upy T upg,gt

_‘5.9_

h) pliage et intermédigire
racl = (racl_l\ (t'l}) v nOUVL .

nouv, = pred, , Nsuc, ; »
pred, ;= (2 € lt..n] tg ¥1€ WomlTuy g 4T Ue1,2!

sucy = (2 taupy gy T gy )

. Finbut

Finbut But 1 )

But 2 : Définir rac,
a) instantiation
rac, = (z € lo..nl tg ¥1€ fownl Tuy Tuy,)

ce qui n'est pas défini

b) inatantiation
rac = (z€ Monl g ¥ 1€ ol Ty Ty )
' = nouv; s on pose suc, = Eetrac =8

Finbut But 2 .

Action : - Placer les spécifications de pred et suc dans la colonne gauc .
Placer les profils de nouv, pred 2t suc dans la colonne centra

- Placer les définitions de rac et nouv dans la colonne de droite

~ Cocher rac et nouv
Finbut Explicitation de rac

: . .
Nous arrétons ici cette explicitation. Une version plus compléte mais moin
systématique de cette démarche se trouve dans [FIN,78al.
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CONCLUSION

1 - BILAN DE CE TRAVAIL

~Nous nous sommes efforcé , tout au long de ce travail, d'unifier un
certain nombre de concepts jusqu'ici assez disjoints : types abstraits, spé-
cification de problemes, solution d'un probléme etc... Nous espérons que cetie
synthase aidera & 1'élaboration d'une veritable théorie de la construction des
programmes, complément 1ndispensab1é aux diverses théories des programmes déve-
Yoppées jusqu'ici (syntaxe, sémantique, preuvesatc...). Les résultats thdorioues
que nous avons obtenus (caractérisation des solutions et des solutions calcula-
bles, théorémes sur les extensions de systémes d'information, théorémes sur les
abstractions et représentations etc..:) nous encouragent & penser que ce sont
de telles &tudes qui permettront de dégager les aspects essentiels de 1'activité
de construction des programmes et donc.de la faciliter.

L'autre objectif de cette &tude &tait de décrire des méthodes, des outils
et des langages adaptés & la construction des programmes. Les principales idées

-mises en &vidence :

- Utilité d'adopter une démarche déductive (et descendante),

- Intérét de la décomposition Univers-Enoncé,

- Nécessité de procéder en plusieurs &tapes résultant des opposi-
tions statique-dynamique, spécification-résolution, solution-
solution efficace,

nous ont permis d'esquisser une méthode de conetruction de programmes.

C'est ainsi que nous avons dissocié 1'aspect spécification, ol malheu-
reusement les choix sont tellement nombreux qu'il n'a pas été possfble de
dégager de stratégies de spécification locales, de 1'aspect explicitation ol il
apparait clairement qu'un gros effort de structuration est d'orés et déjd
possible. , .

Supportant cette méthode de consiruction. le langage que nous avons
développé apparatt comme un outil de structuration des différentes Qersions
d'un problame et sa sémantique statique nous riméne au cadre bien connu du

R v
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calcul des prédicats du premier ordre typé.

Enfin, i1 est utile de souligner 1'intérét, mais aussi la difficults,
de sortir d'exemples-jouets : d&s qu'un probleme atteint un degré de complexité
"sérieux" sa spécification puis sa résolution deviennent trés Tongs. I1 suffit
pour s'en convaincre d'é&tudier les quelques travaux s'appuyant sur de tels exem-
ples ( [BAL, 79b], CFEA, 79 1, [ABR, 77 ] etc...). Nous sommes cependant per-
suadé- que c'est de 1'étude de tels exemples gue pourront étre dégagés, & la
fois, concepts fondamentaux, langages et mé&thodes (ef le pfobIEme des liaisons
aériennes mettant en évidence le fait qu'une donnée peut &tre un S.1.).

PROLONGEMENTS ET APPROFONDISSEMENTS

2.1 Etapes suivantes de la construction
a) Transformations au niveau statistique.

Nous avons signalé & plusieurs reprises que cet aspect est actuelle-
ment 1'objet de nombreuses &tudes, un effort important &tant fait pour dégager
des régles (sémantiques) de transformation ( [ARS, 77 1, [ARS, 79 1, [BAU, 78b1,
[BAU, 79 1, CFEA, 79 1, [BEL, 79 ] etc...). Il convient de le compléter par
1'introduction de eritéres d'amélioration [REM, 79 1. Ainsi les différents travaux
sur la complexité apparaissent comme un complément indispensable & ces recherches
(en particulier parce qu'il peut &tre plus facile de mesurer 1'efficacits d'un
algorithme en restant au niveau statique plutdt qu'en travaillant 3 un niveau
dynamique).

b) Passage au niveau dynamique.

L'utilisation de variables informatiques permet de nouvelles amé&liora-
tions d'un algoritme. Le calcul d'une solution n'est plus considéré maintenant
comme une suite de théor2mes dont le dernier est de la forme r = U, mais comme
une suite d'enrichissements successifs du S.I.initial S Di (on ajoute @ S DI les
différentes définitions de 1'énoncé e ). Pour compléter 1a "théorie de construc-
tion des programmes” que nous avons esquissée, 11 faut donc introduire un cadre
formel prenant en compte les notions dynamiques : on peut ainsi dé&finir une
etructure d'information comme un couple formé d'un systéme d'information et
d'un ensemble de modifications faisant passer d'un S.I. & un autre. Un program-
me peut alors &tre considéré comme un ensemble de calculs (un calcul est une
suite de modifications). Les langages algorithmiques classiques permettent de dé-
crire structures d'informations et ensembles de calculs. On trouve un développe-
ment de ce point de vue dans [PAI, 74 1, [FIN, 74 1, [PAI, 75 1, [FIN, 76al.

Ayant décrit le cadre "cible” 11 faut ensuite développer une méthode
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systématisant le passage d'une version "statique" d'un probléme 3 un programme.
C'est, par exemp1e. a ce niveau que se posera la question de savoir si une suite
va &tre représentée par une variable (cas od elle est définie par une récurrence
"simple" uy = f (ui_l))ou par un tableau (r&currence multipleu 'f(ui-l'u142"'))
De méme 11 faut alors décider si un constructeur d'un S.I. va étre représenté
par une opération (schéma fonctionnel) ou par une modification de la structure
cible. Quelques idées sur ces transformations sont émises dans [FIN, 78 1,
[REM, 79 ] et (LES, 79 1.

2.2 Approfondissements théoriques
De nombreux points fondamentaux n'eyant été qu'effleurés dans cette
thése, indiquons briévement quelques développements possibles :

- Généralisation de 1a notion de solution de probléme au cas de
résultats g-aires, voire au cas.ol le résultat serait un S.I1.. Corrélativement
&tudier 1'utilité théorique du concept d'énoncé strict : peut-on ramener toute €x-
plicitation de probléme & 1'explicitation de son S.I.?

- L'introduction d'intefmédiaires lors d'une explicitation (cf problé-
me de 1'évaluation d'une expression arithmitigue, chapitre 1.4) semble étre de
méme nature qu'une représentation. Peut-on ainsi ramener T'explicitation & une
suite d'abstractions et de représentations 7 Application 3 la stratégie d'intro-
duction de suites intermédiaires.

- Le concept de pré-condition n'est pas suffisamment précisé, I1 sem-
ble, & posteriori, important d'associer, dans un S.I., une pré-condition & chague
synbole fonctionnel alors que dans notre &iude cette association apparait comme
une conséquence des ﬁ-descriptioné.

- Les objets formels considérés (S.1., énoncés etc...) ne sont pas
structurés, la structuration n'étant exprimée qu'au niveau des descriptions.
L*introduction de S.1. "structurés" devraii permettre une &tude théorique plus
fructueuse.

- Nous nous sommes volontairemenz 1imité au ler ordre. L'introduction
de S.1. d'ordre supérieur permettrait certiinement de lever certains problémes
1iés 3 la coexistence de symboles q-aires :t de symboles o-2ires de la sorte
[Slx--.xSq + Sqa-l]

- Enfin, au niveau du détail, signalons qu'il aurait fallu distinguer
le S.I. V® des suites sur V éventuellement infinies, de V* (suites finies sur V).
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2.3 Approfondissements méthodologiques

a) Au niveau de la spécification, i1 faudrait essayer de définir des stratégies
locales (retatives 3 certains domaines) et des régles de spécification, ceci en
liaison avec les travaux sur les langues naturelles.

L2s principales difficultés du probléme de la spécification est la véri-
fication de 1'adéquation au probleme posé. Une voie intéressante pourrait consis-
ter & modéliser 1'univers du probléme, comme le suggére JACKSON [JAC, 78 1, puls
de décrire une sorte d'évaluation symbolique permettant de valider, ou plutét
d'invalider en cas d'échec, une spécification formelle.

Enfin, i1 faut affiner 1le langage des stescriptions pour en faire un
véritable instrument de communication avec 1'utilisateur.

b) Au niveau de 1'explicitation enfin, nous avons vu au chapitre 2.4 que tout,
ou presque, restait a faire :
~ D&finir un catalogue structuré de statégies d'explicitation, chacune
d’elles devant &tre caractérisée par des conditions d'application.
- D&crire un systime permettant de gérer les différents choix d'expli-
citation qui serait 3 1a base d'un systeme d'aide & 1'explicitation.

BIBLIOGRAPHIE

|
{
{
]




[ABR, 77a]

[ABR, 77b]
[‘ABR, 77¢c]
CABR, 78 1
[ABR, 79 )
LAHO, 72 ]
[AHO, 74 1

[ARS, 77 1

[ARS, 79 ]

| [ASH, 76 3

CARS, 78 T

BIBLIOGRAPHIE

J.R. ABRIAL, Manuel du Langage & (2/13), Rapport non publié, 1977.

J. R. ABRIAL, Mécanismes de Trarsformations du Langage Z (2/14),
Rapport non publig, 1977.

J.R. ABRIAL, Utilisation du Langage 2 p.our 1'Analyse d'une Petite
Application de Gestion (2/15), liapport non publié, 1977.

J.R. ABRIAL, 2 : A Specification Language, IFIP, Tokyo, 1978,
J.R. ABRIAL, S.A. SCHUMAN, Non Jeterministic System Specification,

in  Semantics of Concurrent Computation, KAHN (ed.), Lectures
Notes in Computer Science 70, Saringer Verlag, 1979.

A.V. AHO, J.D. ULLMAN, The Theory of Paraing, Tranglation, and
Compiling, vol. 1 et vol. 2, Prantice-Hall, 1972-1973.

A.V. AHO, J.E. HOPCROFT, J.D. ULLMAN, The Design and Analysis
of Computer Algorithms, Addison-Wesley, 1974.

" J. ARSAC, La Conatruction de Programmes Structurés, Dunod, 1977.

J. ARSAC, EXELMANS, Un Systéme Interactif de Manipulation de
Programmes EXEL, Rapport 78-43, LITP, Paris, 1978.

J. ARSAC, Y. KODRATOFF, Some Methods for Transformation of
Recursivesg Procedures into Iterative ones, Rapport 79-2, LITP,
Paris, 1979.

E.A. ASHCROFT, W.W. WADGE, LUCID : A Formal System for Writing
and Proving Programs, SIAM J. Comput., 5, 3, 1976, p. 336-354.




[ASH, 77 1

(BAL, 76 1

(BAL, 79a]

[BAL, 79b]

[BAN, 78 )

[BAU, 78a)

[BAU, 78b]

[BAU, 79 ]

(BEL, 78a]

(BEL, 78b]

- 40/ ~

E.A. ASHCROFT, W.W.MADGE, LUCID : A Non Procedural Language with
Iterations, Comm. A.C.M., 20, 1977, p. 519-526.

R. BALZER et al., The Project SAFE, SAFE annual Report, 1976.

R. BALZER, N. GOLDMAN, Principlas of Good Software Spacification
and Their Implications for Specifications Language, in Proceedings
of Specifications of Reliable Software, I1.f.E.E. Catalog 79-CH
1401-9C, 1979.

R. BALZER, Transformational Implementation : an Example, Internal
Report, U S C Information Sciences Institute, Marina del Rey,
Californie, 1979.

M. BANATRE, A. COUVERT, D. HERMAN, M. RAYNAL, Prédsentation et
Evaluation du Profet S0C : Un Systéme d'Objets Conservéa Typés,
Actes du Congrés AFCET : Théorie et Techniques de 1'Informatique,
éditions Hommes et Techniques, Tome 1, 1978, p. 446-456,

F.L. BAUER, P. PEPPER, H.‘NBSSNER, Notes on the Project CIP :
Outline of a Transformation System, in Program Construction, F.L.
BAUER et M. BROY (ed.), Lecture notes in Computer Science 69,
Springer Verlag, 1979.

F.L. BAUER, M. BROY, H. PARTSCH, P. PEPPER, H. H&SSNER. Systema-
tice of Transformation Rules, TUM-INT-BER-77-12-0350/1, Institut
fUr Informatik, Technische Universitit MuUnchen, Munich, 1978.

F.L. BAUER, H. WOSSNER, Algorithmic Language and Program Develop-
ment, London, Prentice-Hall, 1979.

F. BELLEGARDE, J.P. FINANCE, B. HUC, J. JARAY, P, LESCANNE,
J. MAROLDT, C. PAIR, A. QUERE, J.L. REMY, MEDEE: A Type of
Language for the Deductive Programming Method, Conference on
Reliable Software, German ACM Chapter, Bonn, 1978.

F. BELLEGARDE, J.P. FINANCE, B. HUC, J.M. PIERREL, A. QUERE,

J.L. REMY, Initiation @ une Conetruction Méthodique de Programmes,
Rapport CRIN 78-£-81.

[BEL, 78¢)

[BEL, 78d)

[BEL, 79 ]

[BEN, 79 1]

[BER, 71 ]

(BER, 77 ]

[BER, 78 1]

[BER, 79 1

[BID, 79 1

[BOH, 66 1

- 468 - 1

F. BELLEGARDE, J.P. FINANCE, B. HUC, J. JARAY, Quelques Prolon-
gements de la Méthode de Progranmation Déductive, GROPLAN n° 6,
Bulletin du Groupe Programmatior et Langages de 1'AFCET, 1978.

F. BELLEGARDE, Recherche Systémctique d'Erreurs dans un Programme
Congtruit Déductivement, Journées d'Etudes sur la Fiabilité des

Programmes dans les Application: Industrielles, IRIA-EDF-BIGRE-
Chapitre frangais de 1'ACM, Clamart, 1978.

F. BELLEGARDE, A. QUERE, J.L. REMY, Construction et Transformation
Systématiques de Programmea, Rapport CRIN 79-R-045, 1979.

J.L: BENTLEY, M. SHAW, 4n ALPHARD Specification of a Correct and
Efficient Traneformation on Data Structure, in Proceedings of
Specification on Rel{able Software, I.E.E.E. Catalog 79-CH-1401-9C,
1979.

C. BERTHET, Le Langage PL/1, Dunod, 1971.

D. BERT, P. JACQUET, Generic Abstract Data Types, in Implementation
and Design of Algorithmic Languages, Proceedings of the Sth 121l
Conference, IRIA, 1977, p. 71-82.

D. BERT, P. JACQUET, Some Validation Problems with Parametized
Types and Generic Functions, in 3&me Colloque International sur la
Programmation, Dunod, 1978, p. 279-292.

D. BERT, La Programmation Générijue, Construction de Logiciel,
Spéeification Algébrique et Vérification, These d'Etat, Univ.
Scientifique et Médicale de Grenoble, 1979.

M. BIDOIT, C. GRESSE, G. GUIHO, .1 System which Synthetizes Array-
Manipulating Programs from Specifications, 1.J.C.A.1., Tokyo, 1979.

C. BUHM, cuch as a Formal and Deseription Language, in Formal Lan-
guages Des;rﬁption-Lahguages. Proceedings of I.F.I.P. Congress.1964,
STEEL (ed.), North Holland, 1966, p. 179-197.




[BRO, 78 1

(BRO, ‘791

[BRO, 79b]

(BUR, 77a)

(BUR, 77b]

[CAD, 73 )

[CAR, 62 1

[CilA, 73 1

[CHA, 74 )

[cLr, 731

(coo, 74 3

M. BROY, R. GNATZ, M. WIRSING, Semantice of Nondeterministic and
Noncontinuous Constructs, in Program Construction, F.L. BAUER et
M. BROY (ed.), Lectures Notes in Computer Science 69, Springer
Verlag, 1979.

M. BROY, J.P. FINANCE, A. QUERE, J.L. REMY, M. WIRSING, Methodical
Solution of the Problem of Ascending Subsequences of Maximum Length
within a Given Sequenmce, Inf. Proc. Letters, Vol. 8, N° 5, 1979,

p. 224-229.

M. BROY, W. DOSCH, H. PARTSCH, P. PEPPER, M. WIRSING, Existential
Quantifiers in Abstract Data Types, Sixth International Colloquium
on Automata, Languages and Programming, Graz, Autriche, 1979.

R.M. BURSTALL, J.A. GOGUEN, Putting Specifications Together,
1.J.C.A.1,, M.I.T., Cambridge, 1979.

R.M. BURSTALL, J. DARLINGTON, A Transformation System for Developing
Recursive Programs, J.A.C.M., Vol. 24, N° 1, 1977, p.44-67.

J.M. CADIOU, Recurstve Definitions of Partial Functione and their
Computationa, Ph. D. Thesis, Comput. Sc. Department Standford
University, 1973,

J.Mc CARTHY, P.W. ABRAHAMS, D.J. EDWARDS, T.P. HART, M.1. LEVIN,
LISP 1.5 Programmer’s Manual, M.1.T. Press, Cambridge, 1962.

C. CHANG, R.C. LEE, Symbolic Logie and Mechanical Theorem Proving,
Academic Press, 1973.

D.D. CHAMBERLIN, R.F. BOYCE, SEQUEL, a Structured English Query
Language, A.C.M. SIGFIDET Workshop, 1974.

M. CLINT, Program Proving : Corontings, Acta Informatica 2, 1973,
p. 50-63. "

E.F. CODD, Récent Investigations in Relational Data Base Syetema,

in Proceedings of 1.F.1.P. Congress 1974, Stockholm, 1974, p. 1017~
1021.

(oL, 75 1

[coy, 74 1

tcou, 77 3

fcou, 78 1

(CUN, 79 3

[DAH, 72 ]

{DAR, 78 ]

[DAR, 79 ]

{DAT, 75 1

(DAY, 79 ]

[DEM, 79 ]

(DER, 74 ]

- 470 -
A.COLMERAUER, Les Grammaires de hétamorphose, Groupe d'intelligence
Artificielle, Marseille-Luminy, 1975.

J. COURTIN, J. VOiRON; Introduction & 1'Algorithmique et aux Struc-
tures de Donnéea, 1.U.T.B. Grenohle, 1974.

G. COUSINEAU, Les Arbres d Feuilles Indicées : un Cadre Algébrique
pour 1'dtude des Structures de Ccntrdle, These d'Etat, Univ. ParisVII,
1977.

B. COURCELLE, M. NIVAT, The Algebraic Semantics of Recursive
Program Schemes, Rapport de Recherche IRIA-LABORIA N° 300, 1978.

P.Y. CUNIN, Fiabilité et Sécuriié des Programmes : Propositions
Autour d'un Langage d'Essai, These, Institut National Polytechnique

de Lorraine, CRIN, 1979.

0.J. DAHL, E.H. DIJKSTRA, C.A.R. HOARE, Structured Programming,
Academic Press, 1972. .

J. DARLINGTON, 4 Synthesis of Several Sorting Algorithms, Acta In-
formatica 11, 1978, p. 1-30.

J. DARLINGTON, M. FEATHER, A Traisformational Approach to Modifi- |
eation, Internal Report, 1979.

C.J. DATE, Introduction to Database Systems, Addison-Westey.1975.

M. DAVIS, J.f. SCHWARTZ, Correct—Pragrah Technology/Extenatbility
of Verifiers, in Ecole de la Recherche, Techniques de Transforma-
tions et d'Optimisation de Programmes, IRIA, 1979.

M. DEMUYNCK, B. MEYER, Les Langages de Spéeification, Journées
Génie Logiciel, IRIA-SESORI, Pont-a-Mousson, 1979.

J.C. DERNIAME, Le Projet Civa - Un Syetgme de Programmation
Modulaire, Thase d'Etat, Univ. Nancy I, 1974.




{DER, 79 ]

olJ, 76 1

[D1J, 79a]

(D1J, 79b3

(013, 79¢1

[FAR, 78 1

[FEA, 78 ]

LFEA, 79 3

(FIN, 74 )

(FIN, 76a]

(FIN, 76b]

- 471 -
J.C. DERNIAME, J.P. FINANCE, Typee Abstraite de Donndee : Sploifi-

cation, Utilieation et Réalisation, Cours de 1'Ecole d'Eté de
1'AFCET, Monastir, Rapport CRIN, 79-E-57, 1979.

;.H. DIJKSTRA, A Discipline of Programming, Prentice Hall, 1976.

E.W. DIJKSTRA, Some Beautiful Argument Using Mathamatical Inductiom,
E.W.D. 697, Soumis & publication dans Acta Informaticas1979.

E.W. DIJKSTRA, A Theorem About Odd Powers of Odd Integers, in
Program Construction, F.L. BAUER et M. BROY (ed.), Lectures Notes
in Computer Science 69, Springer Verlag, 1979.

E.W. DIJKSTRA, In Honour of Fibonacei, in Program Construction,
F.L. BAUER et M. BROY (ed.), Lectures Notes fn Computer Science 69,
Springer Verlag, 1979.

M. FARAH, Correct Translation of LUCID Programe, in Program Trans-
formation$,B. ROBINET (ed.), 3eme Colloque International sur la
Programmation, Dunod, 1978.

M.S. FEATHER, Program Transformation Applied to the Telegram Problem,
in Program Transformations, B. ROBINET {ed.), 3&me Colloque Inter-
national sur 1a Programmation, Dunod, 1978.

M.S. FEATHER, A Syetem for Developing Programe by Transformation,
Ph. D. Thesis, University of Edinburgh, 1979.

J.P. FINANCE, Contribution A la Formalisation d'un Langage de
Programmation, Application & Algol 68, Thdse de Spécialité, Univ.
de Nancy I, 1974.

J.P. FINANCE, Une Formalisation de la Semantique des Langagee de
Programmation, RAIRO Informatique Thé&orique, Vol 10, N°® 8,p. 5-32
et Vol 10,N° 10,p. 5-21, 1976. '

J.P. FINANCE, Data Structure as a Framework to Formalisze the
Semantics of a Programming Language, in Programmation, B. ROBINET (ed.)
2tme Colloque International sur la Programmation, Dunod, 1976.

CFIN, 77 ]

[FIN, 78a}

(FIN, 78b]

[FIN, 78c)

CFIN, 78d]

“CFIN, 79 1

[FLO, 67 ]

(GAL, 78 ]

(6AM, 77 1

- 47e =

J.P. FINANCE, Formalisation de la Sémantique d'un Langage de Type
Déclaratif, GROPLAN 3, Bulletin du Groupe Programmation et Langages
de 1'AFCET, 1977.

J.P. FINANCE, A. QUERE, Construction et Preuve Simultanée d'un Programmd
dane le Cadre d'un Langage de Type Déclaratif : Probléme du Tri
Topologique, Journées IRIA-SESORI sur la Construction, la Manipula- |
tion et la Transformation des Projrammes, St Remy de Provence, 1978.

J.P. FINANCE, De la Spé"cification Abstraite d'une Donnée d sa |
Représentation en Mémoire : Lee Etats Successife d'une Information, |
Actes du Congres AFCET Théories et Techniques de 1'Informatique,

Editions Hommes et Techniques, Teme 1, 1978.

J.P. FINANCE, Static and Computational Semantics of a Definitional
Language, in Formal Description ¢f Programming Concepts, E.J. NEUHOLD
(ed.), North-Holland, .1978.

J.P. FINANCE, P. LESCANNE, Trois Approches Sémantiques d'un Langage
Permettant 1'Ecriture des Progranmes Analysées Déductivement, Actes
du Congrés AFCET Théorfe et Techrique de 1‘Infomat1que,Ed1tigns
Hommes et Techniques, Tome 1, 1978.

J.P. FINANCE, B, HUC, P. LESCANNE, C. PAIR, M. QUERE, J.L. REMY,
Programmation Déductive et Structures de Donndes, Rapport CRIN 79-
£-051, 1979.

R.M. FLOYD, Assigning Meanings tc Programs, Proceedings of the
Symposium in Applied Mathematics. Mathematical Aspect of Computer
Science 19, J.T. SCHWARZ (ed.), /merican Mathematical Society,1967,

p-19-32.

M. GALINIER, A. MATHIS, Les Machines Abstraites : Unités de Comcep-
tion de Logiciel Fiable, Congrds sur la Fiabilité des Programmes
dans les Applications Industrielles, Chapitre Francais de 1'ACM,
EDF-IRIA-BIGRE, 1978;

GROUPE GAMMA, L'Ensemble ARIANE d'Aides @ 1'dnalyse-Programmation,
9 bis rue de Vezelay, Paris, 1977.




(GAU, 76 1
[GAU, 77 ]

[GAU, 78a]

(GAU, 78b]

[GER, 77 ]

(606, 7723

(G0G, 77b]

[60G, 79 1

(600, 74 3

(GRE, 79 ]

e e

- 473 -
M.C. GAUDEL, Structures de Données et Traduction des Langages de
Programmation, Rapport IRIA-LABORIA N° 193, 1976.

M.C. GAUDEL, A Formal Approach to Translator Specification, Congrés
1.F.1.P. 77, Toronto, 1977.

M.C. GAUDEL, G. TERRINE, Synth2se de la Représentation d'un Type
Abstrait par des Typee "Concrets", Actes du Congrds AFCET Panorama
de 1'Informatique, Editions Hommes et Techniques, Tome 1, 1978.

M.C. GAUDEL, C. PAIR, Structures de Donndes et Algorithmee Fonda-
mentaux, IRIA, 1978.

A. GERBIER, Mes premidres Constructions de Programmes, Lectures
Notes in Computer Science 55, Springer Verlag , 1977,

J.A. GOGUEN, J.W. THATCHER, E.G. WAGNER, An Initial Approach to
the Specification, Correctness and Implementation of Abetract Datq
Types, in Current Trend in Programming Methodology, Vol 3 Data
Structuring, R.T. YEH (ed.),Prentice Hall, 1977.

J.A. GOGUEN, Abstract Errors for Abatract Data Type, in Formal
Description of Programming Concepts, E.J. NEUHOLD (ed.), North-
Holland, 1977.

J.A. GOGUEN, J.J. TARDO, An Introduction to OBJ : A Language for
Writing and Testing Formal Algebraic Program Specifications jin
Proceedings of Specification of Relfable Software, 1.£.E.E. Catalog
N° 79 CH-1401-96, 1979.

6. GOOS, J. HARTMANIS (ed.), Compiler Construction - An Advanced
Course, Lecture Notes in Computer Science 21, Springer Verlag, 1974.

P. GREUSSAY, LISP, Langage de Spécification ou Langage d'Implémen—
tation 7, Journées GROPLAN : Panorama des Langages d'Aujourd‘huf,
Cargése, 1979.

{GRI, 76 1

[GRI, 79 ]

[eut, 75 3

[GUT, 78al

[GUT, 78b]

C6UT, 78¢c]

[6ur, 79 1

CHAM, 77 1

CHEW, 72 1

(HOA, 69 ]

[HOA, 72 ]

ver

M. GRIFFITHS, Program Production by Successive Transformation, in
Language Hierarchies and Interfaces, F.L. BAUER et K. SAMELSON (ed.), |
Lecture Notes in Computer Scienc: 46, Springer Verlag, 1976.

M. GRIFFITHS, Development of the Schorr-Waite Algorithm, in Program
Construction, F.L. BAUER et M. BROY (ed.),Lecture Notes in Computer |
Science 69, Springer Verlag, 1979, ‘

|

J.V. GUTTAG, The Specification aid Application to Programming of
Abstract Data Types, Ph. D. Thesis, CSRG TR 59, University of
Toronto, 1975. \

J.V. GUTTAG, E. HOROWITZ, D.R. MUSSER, Abstract Data Types and |
Software Validation, Comm. A.C.M., 21, 12,1978, p. 1048-1063.

J.V. GUTTAG, J.J. HORNING, The Aiigebraic'Specifiaation of Abetract Data
Types, Acta Informatica 10, 1978, p. 27-52.

J.V. GUTTAG, J. STAUNSTRUP, Algelraic Axioma, Classes and Progran
Verification, U.S.C. Report, 197¢.

J.V. GUTTAG, Note on Type Abstraction, in Proceedings of Specifica-
tion of Reliable Software, I.E.E.E. Catalog 79 CH-1401-9 C, 1979.

M. HAMMER, W.G. HOWE, V.J. KRUSKAL, I. WLADAWSKY, A Very High Level
Programming Language for Data Processing Applicatioms, Comm,_A.C.M.,
20, 11, 1977, p. 832-840.

C. HEWITT, ‘Description dnd Theoritical Analysis (ueing Schemata) of
PLARNER : A Language for Proving Theorems and Manipulating Models
in a Robot, A.l1. Memo N° 251, M.I.T., Project MAC, 1972.

C.A.R. HOARE, An Axiomatic Basis of Computer Programming, Comm.
A.C.M. 12, 10, 1969, p. 576-580 e: 583.

C.A.R. HOARE, Proofe of Correctness of Data Representations, Acta
Informatica, Vol 1, N° 1, 1972, p. 271-281.




{HOG, 78 ]

[HUC, 77 3

[HUE, 77 1]

[HUG, 79 1

(18M, 75 ]

[JAC, 75 3

[JAK, 78 ]

[JAC, 78 ]

[Jdou, 77 1

LJou, 78 1

[KAH, 77-1

- wiw -

C.J. HOGGER, Program Synthesis in Predicate Logic, in Proceedings
of the AISB/61, Conference on Artificiel Intelligence, Hamburg, 1978.

B. HUC, Mise en oeuvre de la Méthode de Programmation Déductive,
These de Docteur Ingénieur, Univ. de Nancy I, 1977.

G. HUET, Confluent Réductions : Abstract Properties and Applications
to Term Rewriting Syatems, in Proceedings of the 18" Annual I.E.E.E.
Symposium on Foundations of Computer Science, 1977, p. 30-45.

J.W. HUGHES, 4 Formalization and Explication of the MICHAEL JACKSON
Method of Program Design, Software - Pratice and Experience, Vol 9,
1979, p. 191-202.

1BM, Education Commerciale Ordinateurs, GAP II Principes de Program-
mation, Figures, 197S.

M.A. JACKSON, Prinoiples of Program Design, Academic Press, 1975.

M.A. JACKSON, Information Systems : Modelling Sequencing and
Trannformationa, 3~ Conference on Software Engeenering, 1978.

P. JACQUET, La Généricité comme Outil d'Abstraction dans les Lan~
gages de Programmation, Congrds AFCET Panorama de 1'Informatique,
Editions Hommes et Techniques, tome 1, 1978. '

J.P. JOUANNAUD, Sur 1'Inférence et la Synthése Automatique de

Fonctions LISP & partir d'Exemples, Thése d'Etat, Unlv. de Par{s VI,
1977.

J.P. JOUANNAUD, Y. KODRATOFF, Synthdse Automatique de Programmes &
Partir d'Exemples, Journées IRIA-SESORI sur la Synthase, la Manipu-
lation et la Transformation de Programmes, ST Remy de Provence, 1978.

G. KAHN, G. HUET, P. MAURICE, Ewvironnement de Programmation PASCAL,
Manuel d'Utilisation sous SIRIS 7/8, IRIA, 1977.

CKEN,

[KIN,

[KLE,

(KNU,

CKNU,

EKOD,

[ KOW,

(KRI,

CLAC,

[LAM,

[LAM,

[LAU,

75 1

76 1

52 1

68 1

701

78 ]

74 1

721

771

76 1

791

68 ]

A. Van LAMSWEERDE, Programming Systems for mon-Programmers : Some

- 4/o -

K. KENNEDY, J. SCHWARTZ, An Intriduction to the Set Theoritic
Language SETL, Computers & Mathenatics with Application, 1, 97, 1975.

J.C. KING, Symbolic Execution ani Program Testing, Comm. A.C.M., 19,
7, 1976.

S.C. KLEENE, Introduction to Metamathematics, Van Nostrand Compagny INC,
New-York, 1952. I

D.E. KNUTH, The Art of Programmiag, Addison-Hesley, 1978.
D.E. KNUTH, P. B. BENDIX, Simple Word Problems in Universal Algebras,
in Computational Problems in Abstracts Algebras, J.  LEECH (ed.),

Pergamon Press, 1970, p. 263-297.

Y. KODRATOFF, Chotxz d'un Programme LISP Correspondant & dee Exem—
ples, Congras AFCET-IRIA Reconnaissance des Formes, 1978.

R. KOWALSKI, Logic for Problem Solving, Memo N° 75, University of
Edinburgh, 1974.

J.L. KRIVINE, Théorie Aziomatiqus des Ensembles, Presses Univer-
sitaires de France, Collection SUP, 1972.

M. LACROIX, A. PIROTTE, ILL : An English Structured Query Language
for Relational Data Bases, in~ Architecture and Models in Data Base
Management Systems, G.M. NIJSSEN (ed.), North Holland, 1977.

B.W. LAMPSON et al., EUCLID Report, Xerox Research Center, Palo Alto
et SIGPLAN Notices 12_. 1977.

Wishes and some Attempts, Rapport R 390, M.B.L.E., Bruxelles, 1979.
P. LAUER, P. LUCAS, H. STIGLEITNER, Method and Notation for the

Formal Definition of Programming Language, Technical Report TR 25.
087, I1BM Laboratory Vienna, 1968.

- T S — :n|u-t--'cd




(LAY, 76 ]

{LEX, 77 1

[LES, 78 ]

[LES, 79 ]

(L1s, 74 3

fL1s, 75 1

(LIS, 77 1

fLIv, 78 1

[LON, 76 1

CLON, 78 1

[LOR, 74 ]

-477 -

J.L. LAURIERE, Un Langage et un Programme pour Enoncer et Résoudre
des Problémes Combinatoires, These d'Etat, Univ. de Paris VI, 1976.

" D.J. LEWMAN, M.B. SMYTH, Data Types, in Proceedings of 18N I.E.E.E.

Symposium on Foundation of Computer Sciences, 1977, p. 7-12.

P. LESCANNE, Semantique d'un Langage Adapté a la Construction
Déductive des Programmes, CRIN Rapport 78-R-012.

P. LESCANNE, Ftude Algebrique et Relationnelle des types abstraite
et de leur Représentation, Thase d'Etat, INPL, Nancy, 1979.

B.H. LISKOV, S.N, ZILLES, Programming with Abstract Data Types,
SIGPLAN Notices 9, 4, 1974.

B.H, LISKOV, An Introduction to C L U, in New Directions in Algo-
rithmic Languages, S.A. SCHUMAN (ed.), IRIA, 1975,

B.H. LISKOV, S.N. ZILLES, 4n Introduction to Formal Specificatione
Data Abstractions, in Current Trends in Programming Methodolagy,
R.T. YEH (ed.), Vol 1, Prentice Hall, 1977.

C. LIVERCY, Théorie des Programmes, Dunod, 1978.

R.L. LONDON, M. SHAW, W.A. WULF, Abstraction and Verification in
ALPHARD : A Symbol Table Exemple, U.$.C. Report, 1976.

R.L. LONDON, J.V. GUTTAG, J.J. HORNING, B.W. LAMPSON, J.G. MITCHELL,
G.J. POPEK, Proof Rules for the Programming Language EUCLID, Acta
Informatica 10, 1, 1978, p. 1-26.

B. LORHO, De la Définition @ la Traduction des langages de Program-
mation : Méthode dee Attribute Semantiques, These d'Etat, Univ.
Paul Sabatier, Toulouse, 1974.

(e, 77 1

[(MAJ, 77 1

(MAN, 71 ]

[MAN, 74 1

(MAN, 75 )

[MAN, 78 ]

[MAR, 77 ]

(MEY, 78 1

[MIL, 76 ]

[MIN, 79 U

(Ms, 78 1

= %/0 =

M. LUCAS, P.C. SCHOLL, J. VOIRON, Apprentissage et Utilisation du Trai-
tement Séquentiel pour la Construstion de Programmes, Rapport de Re-
cherche RR 74, Laboratoire IMAG-USMG, Grenoble, 1977.

M.E. MAJSTER, Limits of the "Algebrafc" Specification of Abstract Data
Types, SIGPLAN Notices, 10, 12, 1977.

Z. MANNA, R.J. WALDINGER, Toward Automatic Program Syntheets, Comm.
A.C.M., 14, 3, 1971, p. 151-165.

1. MANNA, Mathematical Theory of Computation, Mc Graw-Hill, 1974.

2. MANNA, R.J. WALDINGER, Knowleclge Reasoning in Program Synthesie,
Artificial Intelligence, 1975.

Z. MANNA, R.J. WALDINGER, A Deductive Approach to Program: Synthesis,
Technical Notes 177, S.R.I. International, 1978.

J.J. MARTIN, Critique of Mila E. MAJSTER'S Paper "Limits of the
Algebraic Specification of Abstrcot Data Types”, SIGPLAN Notices,
12, 12, 1977. |

B. MEYER, C. BAUDOIY, Méthodes de Programmation, EYROLLES, Collection
DER-EDF, 1978.

R« MILNER, Program Seman.tics and Mechaniaed Proof, in Foundations of
Computer Science II, K.R. APT et J.W. de BAKKER (ed.) Mathematical
Centre Tracts 82, Mathematisch Centrum, Amsterdam, 1976, p. 3-44.

R. MINOT, ATM:Un Systéme de Fabrication de Programmes Basé sur
Les Concepts de Modularité et de Type Abstrait, These de Troisiéme
Cycle, Univ. de Nancy I, 1979.

D. MUSSER, Comvergent Sets of Raurite Rules for Abstract Data Types,
U.S.C. Information Sclence Institute, 1978.

]

i
|
I




[Mus, 79 1

[NAK, 78 ]

[NAK, 79 ]

[NIV, 75 3

(PAL, 71 }

[PAL, 74 1

[PAI, 75 ]

CPAI, 76 ]

(PAL, 77 1

CPAI, 79 1]

[PAG, 79 1

- 479 -

D. MUSSER, Abstract Data Type Specification in the AFFIRM System, in
Proceedings of Specification of Reltable Software, I.E.E.E. Catalog
79 CH-1401-96, 1979.

R. NAKAJIMA, M. HONDA, H. NAKAHARA, Describing and Verifying Programs
with Abstract Data Types, in Formal Description of Programming Concepts,
E.J. NEUHOLD (ed.), North-Holland, 1978.

R. NAKAJIMA, H. NAKAHARA, M. HONDA, Fierarchical Program Specifica-
tion and Verification - A Many ~ Sorted Logical Approach, RIMS
Preprint 265, 1979.

M. NIVAT, On the Interpretation of Polyadic Recursive Schemes,
Symp. Mathematica, 15, Academic Press, 1975.

C. PAIR, Les Structures d'Information, Cours de 1'Ecole d'Eté de
1'AFCET, Ales, 1971.

C. PAIR, Formalization of the Notions of Data, Information and
Information Structure, in Data Base Management Systems, Klimbie-
Hoffeman (ed.), North Holland, 1974, p. 149-167.

C. PARIR, Du Probléme & sa Solution, Journées IRIA-SESORI : Logique
et Programmation, Le Bischenberg, 1975.

C. PAIR, J. MAROLDT, Introduction Q@ une Méthode de Programmation
Déductive, INPL, Nancy, 1975.

C. PAIR, Mige en Evidence de 1'Ewsemble de Départ dane les Itérations
en Programmation Déductive, A TOUT  CRIN 6, Bulletin de Liaison du
Centre de Recherche en Informatique de Nancy, 1977.

€. PAIR, La Comstruction des Programmes, RAIRO Informatique, Vol 13,
T
2, 1979, p. 113-118.

B. PAIGE, J.T. SCHWARTZ, Expression Continuity and the Formal Diffe-
rentiation of Algorithms, Ecole de la Recherche, Techniques de Trans-
formations et d'Optimisation de Programmes, IRIA, 1979.

[PAR, 77 ]

{PIR, 76 ]

CPIR, 77 1

[PRY, 77 ]

[REM, 74 ]

(REM, 78 1

{REM, 79 ]

CREY, 79 1

(ROB, 65 1

[ROU, 75 ]

[SCH, 75 1

- 480

D.L. PARNAS,. The Uae of Precise Specifications in the Development
of Software, tn Proceedings of I.F.1.P. Congress 77, Toronto, Korth-
Holland, 1977.

A. PIROTTE, Explicit Description f Entities and their Manipulation
in Languages for the Relational Duta Base Model, Thase, Univ. Libre
de Bruxelles et Rapport R 336 M.B.L.E., Bruxelles, 1976.

A. PIROTTE, High Level Data Base ¢uery Languages, International Seminar
on Intelligent Question - Answering and Data Base Systems, Bonas, 1977.

N.S. PRYWES, Automatic Generation of Computer Programs, NCC1 197?,
A.F.1.P.S. Press, Montvale, N.J., 1977, p.679-689.

J.L. REMY, Structure d 'infomation, Formalieation des Notione d'Accés
et de Modification d'une Donnée, Thdse de Specialité, Univ. Nancy I,
1974. *

J.L. REMY, Un Algorithme de Calcul des Distances dans un Graphe,
Utilieant la Décomposition en Composantes, Rapport CRIN 78-P-043, 1978.

J.L. REMY, Conetruction, Evaluaticn et Amélioration Systématique des |
Structures de Donndes, RAIRO Informatique Théorique 1979 (a Paraftre). |

J.C. REYNOLDS, Reasoning about Arrays, Comm. A.C.M., 22, 5, 1979,
p. 290-299.

J.A. ROBINSON, A Machine Oriented logic Based on the Resolution
Principle, J.A.CM. 12, N°1, 1965, p. 23-41.

P. ROUSSEL, PROLOG, Manuel de Référence et d'Utilisation, Groupe
d'Intelligence Artificielle, Marseille-Luminy, 1975.

J.T. SCHWARTZ, On Programming : an Interim Report on the SELT Project,
Courant Institute of Mathematical Sclences, New-York University, 1975.




[SCH, 79 1

[sco, 711

[(sco, 72 ]

[SHO, 67 1

[SIN, 79 3

{sIs, 78 1]

(SIM, 79 ]

(SP1, 76 3

[TER, 79 ]

(vu1, 74 3

(WAL, 69 ]

- ay1 -

P.C. SCHOLL, Vers une Programmation Systématique : Etude de Quelques
Méthodes, Techniquee et Outils, Thdse d'Etat, USMG et INPG, Grenoble,
1979.

-D. SCOTT, C. STRACHEY, Toward a Mathematical Semantics for Computer

Languages, in Proceedings of the Symposium on Computer and Automata,
J. FOX (ed.), Polytechnic Institute of Brooklyn Press, 1971, p. 19-46.

D. SCOTT, Data Types as Lattices, Cours de 1'Ecole d'Eté d'Amsterdam,
1972.

J.R. SHONFIELD, Mathematical Logic, Addison-Wesley, 1967.

M. SINTIOFF, Composing and Specifying Program Design Deadieions,
Working Notes (Communfcation Privée), 1979.

Société d'Informatique et de Systémes, Le Systéme d'Analyse PROTEE,
Tour Meptune,Paris La Défense, 1978.

M. SIMONET, Transeription en PROLOG de la W-Grammaire d'un Langage
Simpla, GROPLAN 7, Bulletin du Groupe Programmation et Langages de
1'AFCET, 1979,

J. SPITZEN, B. WEGBREIT, The Verification and Synthesis of Data
Structures, Acta Informatica 4, 1975, p. 127-144.

G. TERRINE, Types Abstraite Source et Objet + Implementation ?

GROPLAN 7, Bulletin du Groupe Programmation et Langages de 1°AFCET,
1979.

J. VUILLEMIN, Syntare, Semantique et Axiomatique d'un Langage de
Programmation Simple, Thése d'Etat, Univ. de Paris VII, 1974.

R.J. WALDINGER, R.C.T. LEE, PROW : A Step Toward Automatic Program
Writing, in Proceeding of the International Joint Conference on
Artificial Intelligence, Washington, 1969, p. 241-252.

[WAR, 75 ]

(WAR, 77a]

[WAR, 77b]

[WAS, 79 1

[WEG, 75 ]

[WEL, 67 ]

(WIN, 75 ]

[WIN, 78 ]

[WIR, 71 1

[WIR, 73 ]

(WIR, 76 1

WL, 75 3

(zIL, 75 3

- 482

J.D. WARNIER, Les Procédurea de Traitement et leurs Domnées,
Editions d'Organisation, 1975.

D.H.D. WARREN, L.M. PEREIRA, PROLJG : The Language and tts Implemen—
tation Compared with LIS%& Proceedings of the A.C.M. Symposium on
A.1. and Programming Languages, Richester, N.Y.,1977.

D.H.D. WARREN, Logic Programming mnd Compiler Writing, D.A.l. Research
Report N° 44, 1977.

A.I. WASSERMAN, S.K. STINSON, 4 Specification Method for Interactive
Information Systems, in Proceedings of Specification of Reliable
Software, I.E.E.E. Catalog N° 79 CH -1401-9 C, 1979. :

. B. WEGBREIT, Goal-Directed Prograr: Transformation, Rapport CSL-75-8,
" xerox Palo Alto Research Center, 1975.

C. WEISSMAN, LIPS 1.5 Primer, Dickenson Publishing Co. 1967.

A. Van WIJNGAARDEN et al, Revised Report on the Algorithmic Language
ALGOL 68, Acta Informatica, 5, 1975.

T. WINOGRAD, Why Programming Lamguages are Obsolete, Unpublished
braft, 1978.

|
N. WIRTH, The Programmirg Language PASCAL, Acta Informatica, 1, 1,
1971, p. 35-63.

'

N. WIRTH, Systematic Programming : an Introduction, Prentice Hall
Series in Automatic Comgutation, 1973.

N. WIRTH, Algorithms + Data Structures = Programs, Prentice Hall
sertes in Automatic Computation, 1976.

W.A. WULF, R.L. LONDON, M. SHAW, Abstraction and Verification in
ALPHARD, in New Directions in Algorithmic Languages, S.A. SCHUMAN (ed.)
IRIA, 1975. ‘ :

S.N. ZILLES, Abstract Specifications for Data Types, 1BM Research
Laboratory, San José, 1975.




NOM DE L'ETUDIANT s FINANCE Jean-ienre

NATURE DE LA THESE Doctonat 34 Siiences

VU, APPROUVE
et PERMIS D' IMPRIMER

WANCY LE qrp197g 70%°

LE PRES , P INIVERSITE DE NANCY I
3 )4: e .

i um/wr ]

> /




UNIVERSITE DE NANCY 1 UER DE MATHEMATIQUES

ETUDE DE LA CONSTRUCTION

DES PROGRAMMES :
méthodes et langages de
spécification et de résolution
de problémes

THESE

Présentée 3 1'UNIVERSITE DE NANCY I

Pour l'obtention du grade de

DOCTEUR ES SCIENCES MATHEMATIQUES

Par

Jean-Pierre FINANCE

Soutenue le |1 OCTOBRE 1979

Devant la commission d'examen

RAPPORTEURS C. PAIR PRES IDENT
J.P. JOUANNAUD
M. SINTZOFF

EXAMINATEURS J. ARSAC
J.C. DERNIAME
M. GRIFFITHS
J.P. HATON
M. NIVAT




