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RESUME

Les deux objectifs de ce travail sont :

L’étude d'une théorte de la construction: des programmes

ha description a partir de cette étude, de méthodes, Jangages et

outils de construction de programmes.

Nous nous sommes limité 4 ce que nous considérons comme les deux

premi€res étapes, les moins étudiées jusqu'é p-ésent, d'une démarche de

construction de programmes :

- Premi@re specification précise d'un prooléme. I] est indispensable

qu'elle soit structurée, i] est utile qu'elle 301t formelle. Aussi avons~-

nous @té conduit a définir un cadre formel de description de Probleme fondé

sur le calcul des prédicats du premier ordre typé. Ce cadre rend compte de

l'umivers du probiéme.

L'énoncé du probléme est alors défini came une formule de son univers.

L'étude de cette formalisation des problémes nous a permis de dégager une

méthode de spécification "déductive" (On commence 4 specifier le résultat, ce

qui introduit des intermédiaires (objets, fonctions, univers) gui doivent

étre 4 leur tou€ spécifiés) sous forme d'un “rata-algorithme de spécification”

- Premiére explicitation du probléme : or se restreint aux solutions

calculables d'un probléme, c'est-a-dire aux sclutions u pour lesquelles on

peut démontrer un théoréme r = u (r est le résultat). Ceci implique une forme

particuliére de J'univers et de 1'énoncé du probléme. L'univers doit étre

constructif : les types abstraits algébriques répondent 4 ce souhait. L'énon-

cé doit étre explicite : récurrent ou récursif. A partir de |'@tude de ces

concepts, nous esquissons une méthode d'explicitation permettant de passer

d'une spécification initiale 4 un couple (univers spécifié algébriquement,

énoncé explicite). Cette méthode peut se décomposer en un certain nombre de

stratégies d'explicitation plus locales, fondees sur des régles de aonstine-

tion. Nous montrons enfin qu'il est utile de disposer d'un langage permettant

de décrire la suite de choix et de raisonnements mis en oeuvre lors d'une

explicitation, c'est-a-dire de décrire les ca culs d'un méta-iloorithme
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INTRODUCTION

1.- LA CONSTRUCTION DES PROGRAMMES

Au risque de la caricaturer, l'activité ce 1’ informaticien peut étre ré-
sumée par la formule suivante :

Constraucre et faire vivre des programmes, ou des ensembles de programmes
essicaces, rdsolvant wn problime donné,

Par vie d'un programme on entend généralement les activités de vérifica-
tion, de maintenance, de modification. Elles dépendent fondamentalement de
la maniére dont le Programme a été construit.

La construction des programmes, quant a elle, s'est révélée étre une
activité difficile nécessitant des méthodes €laborées, des langages bien adap-
tés et des outils efficaces. Cett2 constatation a été longue a s'affirmer,
comme le montre bien SCHOLL dans [SCH, 791. Elle a eu pour conséquence l'ava-
hement d'un certain nombre de méthcdes de construction de programmes dont 1'é-
tude est une branche de l' informatique appelée nthe issoite de la prouranmation

Les principales méthodes de Programmation développées jusqu'a présentfwiR,73]
WIR,76 1, {DAH ,72 } (DIU, 76), @AC,751, reposent sur le concept de “bon programme".
be maniére intuitive, un bon Programme est un programme 27ucr, stmeturé, medu-

ldtre, zt bien docunents -L'élaboration de ces méthodes est donc génsralement
le fruit de nombreuses expériences pratiques, parmi lesquelles 1'expérience pé-
dagogique a souvent joué un réle déterminant £6CH,79].

2.- LE CONCEPT DE PROGRAMME,

La conception de nouveaux langages de programmation a motivé de nombreuses
études de la hotion de programme :

a) études pragmatiques dans lesquelles on Jherche a définir des langages
de programmation répondant a certaines qualités (langages généraux, Tangages
puissants, langages simples...) parfois cortradictoires :

PL/1 CBER,713, LISP CCAR,62), ALGOL 68 CWIJ,751, PASCAL (WIR,71] etc...



b) études théoriques également, avec des objectifs divers :

- etudier la nature syntaxique des langages de programmation, 1'un

des objectifs étant de faciliter la construction d'analyseurs syntaxiques

1 G00,74

- étudier la sémantique des langages de programmation avec pour buts

(LIV,781 :

. de faciliter la construction de compilateurs CLAU,68], CFIN,76a:,

'GAU,77)

- de définir des methodes de preuves de programmes [FLO,67], (HOA, 69)

» | MIL,761

- de mieux comprendre ce qu'est un programme fSCO,7!, [NIV,75)

- de définir et justifier des méthodes de transformation de pro-

gramne | COU,77 |

> preciser le concept de programme efficace en introduisant des mesures

de complexité [AHO,74

3.- OBJECTIFS ET IDEES CENTRALES DE CE TRAVAIL

Ce travail se trouve au confluent de deux courants fondamentaux de |'infor-

matique :

~ la méthodologie de la programmation

- la théorie de ta programmation

En effet, s'il est indispensable d'étudier et de valider une méthode de

Programmation par l'expérience et les exemples, i] est aussi important d'en faire

une véritable activité scientifique en la faisant reooser sur des bases théoriques \

solides. Ceci permet de justifier plus rigoureusement l'adéquation de la mé-

thode a l'activité de programmation. C'est également une étape obligatoire

si l'on espére élaborer des systémes autonatiques ou assistés de construction

de programmes [MAN,71], /MAN,751, | BID,791.

Le premier objectif de ce travatt vst done de déerine un cadre (syntaxique

et semantique) et une méthode peramettant de construire des programmes .

Nous ne négligeons cependant pas complétement l'aspect “vie ultérieure

des programmes" qui a de 1' influence sur la forme des programmes cherchés.

Pour atteindre cet objectif, nous étudions, en partant d'exemples et en

synthétisant des résultats antérieurs, I'tactivité de construction de program-

mes.

De cette analyse nous dégageons les principaux concepts qui sont 4 la

base de cette activité et éliminons les notions secondaires et conjoncturelles.

Ceck nous conduit & Elaboner une théorie de La construction des programmes

qud constitue Le deuxiime objectif de ce travail

Puis, a partir de cette théorie nous dédiisons un cadre et une méthode

de construction de programmes.

Cette démarche consiste a partir d'exemples pour formaliser un probléme

afin de mieux le résoudre. Elle est fréquemment utilisée en sciences expéri-

mentales etpeut étre résumée par le schéma suivant :

concepts

abstraits

exemples

résultats connusclformalisation

sémantique @) f——) ® deduction
~ cadre te description

- méthode

La méthode de construction de Programmes que nous ations dégager repose

sur deux idées centrales :

~ Formaliser et structurzy 1'énoncé du probléme & résoudre

- Utiliser une démarche i twstive qui consiste @ partir de la spécifica-

tion du résultat et 4 la décomposer en sous spécifications plus simples a ré-

soudre, Cette démarche est qualifiée de des:enI-nte (DAH,72], (D1J,76).

Si nous revenons 4 la construction de ce travail , nous constatons. qu'un

objectif aussi global que celui de l'étude de la costruction des programmes

nécessite d'étre formalisé et décomposé en sous objectifs.

C'est ainsi que, suivant les conseils de C. PAIR et M. SINTZOFF. nous nous

sommes efforcé d'aborder (et de résoudre en partie) le meta probleme de la cona-

truction des progranmes de la méme maniere que nous proposons d'aborder la ré-

solution d'un probléme (informatique) quelconque.

Il serait certainement trés interessant de comparer cette démarche 4 con-

sonnance formelle, a l'approche empirique, qui est étayée par un plus grand

nombre d'exemples, mais qui cependant repose s.r les mémes idées générales

de décomposition et de structuration {SCH,79], (GR1,79], (D1J,79a], CDIU,79b],

{DIJ,79c}.



4.- PREMIERE ANALYSE ET DETERMINATION DE SOUS OBJECTIFS

Pour préciser la formule du paragraphe 1 i1 faut s'interesser aux “mots

clés" p

~ COnstKine

~ phogncunme

~ efficace

- probleme

Si les concepts de “programme” et de “programme efficace” ont déja fait

T'objet de nombreuses études, 11 n'en est pas de méme de ceux de "“construc-

tion" et de "probléme"..L'analyse de ces derniers explique la structure de

cette thése.

4.1. E

La premi@re étane de ce travail consiste 4 préciser les notions

de probleme , solution et résolution. Ceci permet ensuite de proposer un cadre

de description. .

Un probléme est en général énoncé de maniére informeile, imprécise,

incompléte et ambigué, dans une langue naturelle. Avant de chercher a4 le ré~

soudre, i] faut le préciser, le compléter, le rendre cohérent. Mais 11 est

particuli@rement important de le structwrer de fagon a privilégier les points

fondamentaux par rapport aux détails. La spéetfication précise et structurée

d'un probléme constitue donc la premiére étape vers l'obtention d'un programme.

Crest dans ce but que nous allons orienter l'étude du concept de probléme

et celle du langage de description qui s'en déduit. Cette premiére spéctfi-
cation doit étre la plus proche possible de l‘énoncé initial, 4 la fois pour

en faciliter la construction et pour en vérifier 1'adéquation. Elle sera donc

plus descriptive que constructive, c'est-a-dire qu'elle ne permettra pasj en

général, d'obtenir directement des soluitionsdu probléme. A fortiori, elle

sera élojgnée des programmes écrits dans un langage de programmation classique.

En ce seit, nous reprenons a notre compte un certain hombre d'idées sur la
nécessité. de se tenir lors de la construction d'un programme , Te plus Jong-

temps possible éloigné des contraintes de la machine {BAL,76], CWIN,781. he

Ainsi une premiére spécification est a la fois statique (1@ indépendante des

notions dynamiques de variable informatique et d'exécution de programme) et

descriptive (i.e. qu'elle ne fournit pas directement de solution du probléme

considéré). De ces propriétésnous cherchons a déduire un tangage puis. une

Paradoxalement, les informaticiens semblent n'avoir pris conscience

que depuis peu de Ja nécessité de construire une “bonne” spécification : la con-

ception de méthodes et de langages de spécification n'en est qu'a ses balbu-

tiements ‘DEM,79|, LAM,79/. [1 est donc trés important de motiver et de con-

vaincre les programmeurs de l'utilité de ceite premfére étape. On retrouve,

au niveau de la spécification le méme contexte humain et 1a méme nécessité

de convaincre que ceux qu' ont connus (et que connaissent encore !) les pion-

niers de la programmation structurée | WIR,73/, (COU,74}, {DIJ,76], [PAI,79},

fGAL,79J.

4.2.

D'une premiére spécification, structurée et précise, il s'agit main-

tenant de dériver un programme efficace. Mais la distance est grande entre la

specification initiale, descriptive et statique, et le progranme final, cons-

tructif, dynamique et efficace. Aussi est-il raisonnable de déterminer des

étapes intermédiaires.La différence, peut étre la plus importante, entre une

spécification formelle initiale et un programme, réside en l'aspect construc-

tif du second. D'ou 1'idée de chercher, dans un premier temps, a transformer

la premiére spécification d'un probleme en un énoncé constructif mais toujpurs

statique, éventuellement peu efficace. Nous décomposons donc l'objectif "cons-

truction de programmes" en deux sous-objectifs :

- Elaboration d'unpremier énoncé constructif, nous dirons plutét

énoncé explicite,du probléme

~ Dérivation, 4 partir de cet énoncé, d'un programme efficace.

Cherchons tout d'abord a définir ce qu'est un énoncé expli-

cite. Pour ce faire nous sommes guidés par les propriétés attendues d'un tel

énoncé, 4 savoir la possibilité de caleulerdes solutions. Nous partons donc des

notions de zaleul et de svlution calculable, ce qui permet:

- de définir la notion d'énoncé explicite et d'en étudier les

Propriétés

- de déduire de l'étude précédente un langage de description

de tels énoncés

- de déduire de 1'étude et du langage une méthode de construc-

tion d'énoncés explicites.



; Pour diverses raisons, l'enoncé explicite obtenu a 1 ‘étape

précédente n'est pas un Programme efficace :

- Les ‘bbjets' apparaissant dans cet énoncé sont “abstraits"

au sens ou ils expriment des propriétés logiques du contexte du probléme.

Par exemple, on manipule a ce niveau des objets mathématiques tels que des

des ensembles, des fonctions, des suites etc...,et ces obiets ne sont pas tou-

jours exprimables di éP d directement en termes de structures de données d'un langage de

Programmation. _ L‘é 5 ;€nonce peut avoir un caractére statique. Or, un moyen

d'obtenir de l'efficacité consiste, par exemple, a remplacer une suite récur-

rente dont on cherche le dernier terme, par une variable informatique prenant

les valeurs successives de cette suite. Un autre moyen consiste a effectuer

un partage d'objets structurés.

-L'6 é "L'énoncé comporte souvent des constructions maladroites :

Bresence de plusieurs itérations portant sur la méme liste, intermédiaires
inutiles, duplication d'objets, etc...

I] stagit donc de trans;imner le premier énoncé explicite afin

de Llamiliorer.

a)transformation d'énoncés

. La trans formatian d'énoncés, on dit plus souvent de Programmes ,
est l'objet de nombreuses études complénentaires :

/ ~ Représentation des objets du probléme en termes d'autres

objets plus proches de ceux qui sont utilisables dans un langage de program-

-mation.Ceci aété notamment étudié dans le cadre des types abstraits fWUL,75)

tISs75IIh TLES,791. La représentation peut étre effectuée en restant 4 =
niveau statique((GUT,78a 1, | REM,79, | GAU,78a| par exemple). Elle peutaussi

consister a passer d'un niveau sta ique a2 un niveau jamiq cr.
d tat dyt jue (cf. [FIN,78b),

; Transformations “a structures de données constantes", de 1'é-

noncé du probléme soit par l'utilisation de régles de transformations telles

que le pliage, le dépliage, la fusion d'itérations, soit par Ta mise en oeuvre
de stratégies plus générales telles que la suppression de la récursivité. De
nomb: é émbreuses études se développent actuellement sur le sujet, citons par exemple

Nancy

b) Critéres d'amélioration

Avant de chercher a transformer un énoncé 11 faut se demander

quelles sont les qualités recherchées du résultat. En ce sens les études sur

1a complexité des programmes CAHO,74], CREM,78) doivent fournir des critéres

caractérisant 1'amélioration d'un énoncé.

En conclusion, pour aborder ce probléme de Y'amélioration d'un

énoncé expticite, il faut :

-Chercher 4 nouveau a le décomposer en plusieurs étapes, en

distinguant en particulier. les transformations iu niveau statique, du passage

au niveau dynamique. Ceci va conduire 4 concevo r des langages et des méthcdes

permettant ces transformations.

- Se doter de critéres objectifs et si possible quantifiables,

permettant de caractériser les qualités du résu tat cherché. I] serait sou-

haitable en ce sens d'aller plus loin que la sinple description de la forme

syntaxique attendue [FEA,79! en se dotant d'out!1s permettant de upteifior

le résultat.

Nous n'abordons ces deux paints qua trés partiellement, sachant

qu'ils sont un complément indispensable 3 1'étule entreprise ici.

§.- CONTCXTE DE CE TRAVAIL

Ce travail s'est en grande partie déroulé dins le cadre de T'équipe de

recherche CASTOR du CRIN (Centre de Recherche e1 Informatique de Nancy). Sous

}'impulsion de C. PAIR, se sont développées depuis plusieurs années tant des

recherches sur des aspects fondamentaux de la théorie des programmes que des

recherches plus méthodologiques :

- A l'origine des travaux sur la théo-iedes programmes se trouve

une étude, a la fois didactique et formelle, du concept de structuresde donnée

LPAL,71i, (PAI,74}, (REM,74]. Reposant en partie sur cette étude, ont pu étre

esquissées d'une part, une premi@reapproche du concept de probléme ({REM,74],

(PAI,751), d'autre part une méthode de définition de la sémantique d'un Van-

gage de programmation: la sémantique calculatoire CFIN,74], CFIN,76a}, ( FIN,

76b ]. Ces études se sont poursuivies vers Te comaine des types abstraits

en liaison avec l'aspect méthodologique CREM,7£], CFIN,78b], CLES,791. Une

conséquence de ces travaux de recherche a été Ja rédaction d'un ouvrage di-

dactique sur la théorie de 1a programmation {L1V,783.

~ Les recherches méthodologiques ont eu pour origine essentielle

des problémes pédagogiques. L‘ introduction, J'evaluation et T'amélioration



dune méthode de Programmation, dite déductive, ont été les premiéres étapes
de cette recherche CPAI,75], CPAI,77], CHUC,77], CBEL,78b), CPAI,79), CFIN,79)

Dépassant Ie cadre didactique, les travaux sur la méthodologie ont consts-
té 4 étudier et & systématiser certains aspects de la construction d'un pro-
gramme. L'introduction d'un langage de programmation non procedural MEDEE
BEL ,78 al, la d&éfinition de sa sémantique CEIN,78c], CFIN,78d} i introduct4de régles de construction et de transformation [BEL,791, CFIN,78e) conptetés
par l'étude d'exemples CFIN,78a 1, £886.79' a] sont en grande i \ ide cette thése. : , —

D'autres activités notamment dans le cadre de groupes de recherche de
AFCET, et en particulier les activités du groupe ANNA GRAMME, ont permisde confranter ces idées avec des points de vue souvent dif farposés (GER,77]: - ems : ~

6.- PLAN DE CETTE THESE

Suivant les objectifs dégagés au pa

Parties. La premiére concerne }'

cification des problémes ; la se

iragraphe 4, cette thase comporte deux

étude de la notion de probléme et de la spé-
conde porte sur 1'explicitation,

ecenon “ chapttre 1.1. pose le problame de la spécification. En partant
ee ples hous mo trons qu'une Premiére maniére de structurer un Probléme

ns isti > son i
as distinguer son tron’, qui est la relation entre les données et
résultats, de l'ensemble des inform i

e de ations qui permettent de 1 -dre et que 1'on nomme witvers 
«spree

De, cette structuration Nous dédui ‘de la premiére partie : étude des concept ‘Plnives cen bpuis anntion d'une méthode de spécification. Le souci de Structure
conduit & une premiére esquisse d! :
les résultats, et déductive. Ce ch

son de divers cadres

énoncé puis descrip-

poucitd r la spécification

une méthode de spécificstion, orientée par
es apitre se termine par un essai de comparai-

utilisés actuellement Pour spé-ifier un programme.

Intuitivement un

ions (relations, sur ces ensembles,
oe 

ées par exemple) portent plus sur

sur un 7 
é ivers est donc un systéme formel tugan tavern nats ptemier ordre, dont un univers est un modéle. Un tel sys

syetéme d'infor

et un rappel de:

; Le chapitre 1.2. concerne Je cohcept d'univer ;univers est formé d'ensembles et de tence 7
Mais de nombreux problémes (bases de don
une classe d'univer 

F

de son systéme d'information. La formalisation des concepts de résultat, don-

de composition de systémes d'information. Une étude fondamentale de ces opé-

rations conduit 4 la définition d'un langage de description de systémes d'in-

formations bien adapté 4 la spécification initiale d'un univers : le langage

des sous descriptions. On se dote ainsi d'outils permettant la construction

inoréméntale de systémes d'information. L' introduction de la paramétrisation

permet de se doter d'outils de construction ginériques.11 est alors naturel,

au chapitre 1.3., de définir 1'énoncé d'un probléme comme étant une formule

née et solution d'un probléme permet de définir un langage de description

d'énoncé considéré comme un prolongement du langage des descriptions. L'étude

générale de 1a résolution des problémes présente dans un méme cadre des techni-

ques interprétatives telles que la méthode de résolution de ROBINSON et des

méthodes fondées sur la théorie de la calculabilité. Elle conduit a un certain

nombre de résultats interessants sur la théorie de la résolution de problémes

et sur celle de la représentation des systémes d' informations.

Utilisant les résultats obtenus aux chapitres précédents et partant des

langagesde spécifications proposés, le chapitre 1.4. poursuit l'étude de la

spécification commencée au chapitre 1.1. I1 se termine par un essai de des-

cription formelle d'une méthode, nous dirons d'un méta-algorithme, de spéci-

fication.

En résumé, cette premiére partie est 4 le fois une étude fondamentale |

des concepts de probléme et de résolution de probléme, et une tentative pour

fournir un cadre et une méthode de spécification. I

Plus encore que la premiére, elle est dominée par un souci métho-

dologique. Son objectif est de définir un langage et une méthode permettant

l'explicitation des problémes.

Le chapitre 2.1 pose, a partir de quelques exempies, le meta pro-

bléme de Iexplicitation. I] montre la nécessité de définir des stra tégtes
d'expliettations, de disposer d'un langage de description d'énoncé explicite

et d'un langage de description des choix et ces raisonnements successifs con-

duisant 4 un énoncé explicite. |

Le chapitre 2.2 concerne l'explicitation de systémes d'information. |
T1 commence par un bref rappel des propriétés des définitions récursives com-

plété par l'étude du passage d'une sous-description d'une opération a une

définition récursive. Les notions de anstruteur et de stmplificateur con-

duisent alors 4 la définition des systémes dtaformation algébriques.

ape ate + Ss an oa



L'étude des proprietes de ces systémes permet de proposer un langage de des-

cription, prolongeant celui des s-descriptions.

La fin de ce chapitre est une etude de méthodes de construction de

systemes algebriques, soit par abstraction, soit par representation d'un autre

systeme.

Le chapitre 2.3 concerne, quant @ Jui, une classe particul iérement

importante d'énoncés explicites : énoncés recurrents. De leurs propriétés

est déduit un langage de description (MEDEE) dont la sémantique statique permet

de justifier des régles de constructions. C'est sur ces régles que repose une

stratégie d'explicitation trés importante : 1’ affatblicsement. Enfin ce cha-

pitre montre l'intérét d'introduire,dans certains cas d'explicitation, des

suites intermédiaires. I] propose et @tudie quelques régles de transformation

d'énoncés récurrents facilitant la mise en oeuvre de cette stratégie.

CHAPITRE 1.1.

-PROBLEME DE LA SPECIFICATION DES PROBLEMES

t.- ENONCE ET UNIVERS D'UN PROBLEME.

La premiére description d'un probléme se fait en général dans
 une

jangue naturelle en employant un style plus ou moins précis intro
duisant

beaucoup de sous entendus, d'imprécisions voire d'incohérences. Le
 travail

du programmeur consiste 4 transformer cette description informel
le en un

programme d'un certain jangage. 11 est de plus en plus admis maintenant

que cette transformation doit raisonnablement se faire de manié
re progres-

sive et aussi systématiquement que possible.

La premi@re étape de Ja résolution d'un probléme va donc consist
er 4

en donner une premiére spécification précise qui doit étre intuit
ivement

ja plus proche possible du probléme considéré. Avant de regarder s
ur quel-

ques exemples en quoi peut consister une: telle spécification il est

.. d'analyser un peu plus te contenu d'une description informelle d
'un

me. Considérons les exemples suivants :

utile

problé-

a) Trouver deux nombres premiers entre eux et proportionnel
s 4

deux nombres donnés non nuls.

_.b) Quelle est Ja longueur maximum d'une sous suite croiss
ante ex-

traite d'une suite finie donnée ?

c) Calculer, par simulation, les temps moyens d'attente aux tro
is

caisses d'un supermarché.

d) Effectuer un tri topologique.
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e) Trouver les références de vols et le prix du trajet aérien

le plus économique entre deux villes données

f) On considére une liste de télégrammes, chaque télégramme

est séparé du suivant par le mot "zzzz", deux mots consécutifs

sont séparés par des blancs. On demande d'imprimer pour chaque

télégramme le nombre de mots différents de "zzzz" et "Stop" et

dont la longueur est d‘au plus douze caractéres.

g) Une entreprise de confection fabrique des articles identifiés

par un code et une taille. Un article est caractérisé par son type

de fabrication qui permet de connaitre la succession des opérations

nécessaires & sa réalisation. ;

Pour chaque opération on connait :

- le numéro du poste de travail

- le temps par unité d'opération
A partir d'un fichier de commandes établi pour douze semaines,

on désire caiculer la charge hebdomadaire des postes de travail

pour le trimestre suivant.

h}) On dispose d'une mémoire principale et d'une mémoire secondaire,

Définir un mécanisme de mémoire virtuelle permettant le changement

de pages 4 la demande

i) "Etat d'avancement de Jivraisons sur les commandes en cours" : .

On donne en entrée un fichier sequentiel 4 mettre 4 jour appelé

cde-en-cours et un fichier "mouvement" appelé livraison. En sortie

on devra obtenir un état (sur imprimante) appélé état-des-commandes

et un fichier mis & jour cde-maj séquentiel et dont la description

est la méme que celle de cde-en-cours. Le fichier cde-en-coultis est

-13-

type = 1: renseignements sur la commande.

type = 2: i] existe un enregistrement par article commandé,

les numéros d'articles sont classes par ordre

croissant.

type = 3: un enregistrement correspond 4 une livraison.

type = 4: récapitulatif.
- os - eh El) swag’

Note : pour une commande qui vient d'étre enregistrée, il n existe

aucun enregistrement de type oF

Le fichier livraison est sur cartes, il est trié par numéro de

commande, numéro d'article, date de livraison croissa
nts.

La description détaillée de ces fichiers est donnée
 en annexe

‘On demande de créer cde-maj 4 partir de cde-en-c
ours :

- en ajoutant les livraisons d'articles (enregistrement 
de

type = 3)

- en modifiant l'enregistrement récapitulatif

(de type = 4) avec impression pour chaque commande, d'un

en-téte, et par article :

- numéro d'article

- quantité commandée

- total des quantités livrées

~ nombre de livraisons

- quantité restant 4 livrer

date limite de livraison

j) "Mise 4 jour simpte de fichier" :

a jour un fichier PRIX, dont chaque élément est

prix unitaire et de carac-
On désire mettre

constitué d'un numéro de produit, d'un

téristiques diverses. Dans ce but on dispose d'un fichi
er MAJ

dont chaque élément est formé :

-d'un code de mise 4 jour : - m (modifier)

, - 5 (supprimer)

- a (ajouter)}

~ d'un numéro de produit

- d'un prix E } dans le cas ou le code

- de caractéristiques diverses est mou a
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On suppose que les deux fichiers sont triés Par numéro de produit

croissant et que dans MAJ se trouve au plus un élément de code.s Enfin, chaque mois, apparaissent d2 nowweaux Clients (non actifs)ou de code a pour un produit donné 
qui commenceront a effectuer leur sersement das le mois suivant

k) Trouver, dans une base de données représentant des registres . @t seront dés lors considérés comm? des clients actifs.
d'état civil, le nombre d'ajeuls males, ayant eu plus de 4 en-
fants, d'une personne donnée. 

0) Problame du baguenaudier [GER, 77] ‘

1) Evaluer une expnees in arithmétique donnée sous forme post fixée Un baguenaudier est formé de deyx parties (figure 0)
~ des anneaux imbriqués et reliés i un Support par une tigem) Ecrire un compilateur d'un langage a structure de bloc

coulissante
n) Probléme simplifié de remboursements d'emprunts bancaires da ~ une barre mobile : la navette
a J.R. ABRIAL [ABR,78] 

Au début du jeu la navette passe a l’intérieur de tous tes anneaux jiUne banque préte de L' argent 4 des cdtents et on demande de cons- le but est, par une succession de manipulations, de Ja dégager compléte-truire un systéme gérant les remboursements. ment. Une étude expérimentale montre rapidement que chaque anneau admet
. . . - : 

. deux positions par ra a t

Un client est dit aet#f lorsqu'il a emprunté un certain montant P Per rapport @ la navette' 

ay 
4 

a 

: 

~ l'anneau est traversé par Ta navette (on dit qu'il est en posi-

d'argent qu'il n'a pas encore fini de rembourser. 
eBoy
ion 1)Chaque mods chaque client actif effectue un versement qui peut - l'anneau n'est pas traversé par la navette (i? est en position 0).

De plus, pour passer d'une position a l'autre , on vérifie, apres
quelques expériences, qu'on ne peut appliquer que deux régles :

- on peut inverser la position de J'anneau 1 (Te plus & gauche)

- on peut inverser la position du piéme anneau 4 partir de Ta

gauche 4 condition que les p-2 preniers soient en position 0

et que te (p-1)ame soit en position 1.

étre supérieur , égal ou inférieur (éventuellement nul) a une

certaine mensualtté.

Le client peut donc prendre du retard, payer exactement sa men-

sualité ou anticiper le remboursement.

Pour chaque client la mensualité est calculée d'aprés le montmt

du prét et sa durée : elle est égale au quotient du montant par

la différence entre la date de fin du prét et la date de début du

prét.

Chaque client actif possé@de donc, chaque mois, un certain erddit

qui est égal 4 la somme des versements qu'il a effectués depuis le navette
début du prét. De méme i] posséde un débit qui est égal a la Somme ‘, =f) ? 4AS —— a) eedes mensualités depuis Te début du prét ou au montant total du GC “I tH KA

— — |
7 J

1.

|

prét si Je mois en question est postérieur 4 la date de fin du prét. | 
eTChaque mois un certain nombre de clients actifs ont terminé de SS =a - ~

rembourser leur emprunt. 11s ne sont donc plus actifs dés le niois

suivant.
2 3 4

Figure 0 : atat_du_bacuenavdier

Ee os) ON ite + ett Wess |
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Pp) On cherche le nombre de mots de Tongueur 1, 2, 3... 20 d'un texte donné.

On suppose que 20 est la Tongueur maximum d'un mot, que deux mots sont
séparés par un ou plusieurs caractéres blancs et que le texte se termine

par le caractére "*" précédé d'un blanc.

Ces problémes concernent des domaines assez différents mais on remarque

que leur énoncé précise presque toujours le résultat, la Plupart du temps

les données et qu'il introduit en outre un certain nombre de renseignements

complémentatres caractérisant le contexte du probléme. Dans le cas des pro-

blémes scientifiques Tes sous entendus sont trés nombreux car la plupart

des mots ont un sens trés précis. Dans les domaines moins formalisés i]

faut en revanche préciser un certain nombre de notions. Mais dans tous les

cas le programmeur devra spécifier les différents concepts nécessaires & la

compréhension du probléme, cette spécification allant jusqu'a un certain

niveau de détail dépendant des fwictions de basedont i} dispose.

Nous appellerons énoneé d'un probléme la relation entre les données et les

résultats, untvers du probleme le contexte du probléme comportant la des-

cription des ensembles, fonctions, prédicats nécessaires 4 1a compréhension

de l'énoncé. Une solution d'un probliue pour une donnée d est un objet 5

tel que (d, s) véerifient 1‘énoncé . Par extension une solution d'un probléme

est une fonction associant a toute donnée le résultat correspondant. Résoudre

un probléme consiste done a cxpliéetter |'énoncé en une fonction. Ces diffé-

rentes notions sont précisées dans ta suite ae cette premiére partie.

Les exemples précédents, bien que ponctuels, illustrent la diversité des

problémes que peut avoir a résoudre un informaticien. L'une des question cru-
ciales consiste alors 4 se demander s'{1 est raisonnable de considérer tous

ces problémes de la méme maniére ou $i au contraire on ne peut pas les re-

grouper en grandes classes 4 chacune desquelles S'appliquent des techniques

particuliéres ?

-W-

~ L'un concerne la difficulté algorithmique d'un probleme = la ,

recherche d'une solution demande beaucoup de travail. bles le cas i

nombreux problémes de type scientifique, erapibies numér iques , ee .

mes de graphes etc.... Les exemples a) et b) précédents sont de
 ce typ

- L'autre concerne le nombre de détails qu'il est nécessaire 
de pren-

c'est le cas des problémes administratifs (paye), dedre en compte, 
&

. Les exemples e), g), h} précédents sontgestion (facturation) etc...

de ce type.

nombre de détails

fob administratifs

gestion

| intelligence artificielle )

recherche :

~ opérationnelle |

—— dy»

difficulté algorithmique

Mais bien sir i1 existe des problémes faisant appel 4 de nombreuses

rm c i ier des
informations et difficiles 4 résoudre 3 clest le cas en ae vs

: 

. trae

prob] émes d'intelligence artificielle (reconnaissance de la 
parole

duction automatique etc...). 
7 .

n entendu trouver beaucoup d'autres classificati
ons

On-pourrait bie 
a

faisant intervenir des contraintes telles que le temps ré
el,

age

lisme la forme des objets traités... Cepe dant , us NOUS référerons da
ns

>

ta suite a ce§ deux axes car ilssituent :
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- Des classes d'informaticiens qui trop souvent s‘ignorent

* mutuel lement _-
~ Des types de Tangages de programmation différents, les uns

mettant l'accent sur certaines sortes de "structures de données",

les autres insistant davantage sur Ta puissance des "structures

de contréle".

- L'endroit ou l'on rencontre le plus de difficultés lors de la
résolution d'un probléme : la spécification d'un probléme dans

lequel apparaissent de nombreux détails est difficile mais Ja

résolution peut faire appel 4 des techniques quasi automatiques

(problémes de gestion) alors que c'est le contraire qui se

produit pour de nombreux problémes numéri ques.

Dans la suite nous nous efforcerons de mettre en évidence les idées

générales apparaissant plus ou moins implicitement dans la spécification,

l'analyse, la résolution algorithmique d'un probléme tout en étant conscient
du fait que certaines s'appliquent surtout 4 certaines catégories de problémes.

hole eo

2.- SPECIFICATION DES PROBLEHES.

Tt est maintenant de plus en plus admis que la premiére spécification
d'un probléme est une tache difficile. Elle l'est d'autant plus si 1?'on
cherche 4 donner conjointement une spécification et une résolution du pro-
bléme (c'est-d-dire un algorithme) [PAI, 79] . I] est donc raisonnable
de chercher 4 spécifier formellement Te probléme de Ja maniére la plus
convaincante intuitivement ce qui conduit 4 un énoncé statique, c'est a
dire indépendant de toute idée d'éxécution et méme de résolution.

Nous nous attachons dans ce paragraphe 4 préciser le concept de

spéctficatiton ce qui permet de dégager les principales étapes de 1'étude

Menée dans cette premiére partie pour proposer une méthode et un cadre

de spécification de problames.
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a

- Sci fication

De maniére informelle on peut énoncer le probléme de la spécific
att

des problémés de ta maniére suivante :

Etant donné-un probléme énoncé de maniére imprécise en donner 
une

i éri nespécification précise 4 partir de laquelle on puisse en dériver u

solution.

: isal Ui it pas
Cet énoncé est lui-méme insuffisant dans la mesure ol on ne a

 p

: a di ; ignore la formece qu'est une spéctftcation précise, c'est a dire que 1'on igno fe

L é t souhaiteé.et les propriétés du résulta ; oo .

On veut donc-étudier le concept de spécification precise 5 mais cett
' é de

étude a pour complément indispensable 1a recherche d'une méthode 
.

i er
construction d'une telle spécification. Commengons donc pa

r rassem

quelques: idées sur sa nature et sa construction.

éli ; iveau de formalisme utilisé.Ltune des questions les pilus délicates est celle du nive

éci é é aisi i é é s, cohérent du probléme. MI] est nécessaire d'obtenir un énonce precis,

4 d'une
peut-~on espérer te décrire dans un langage non formel (sous langage

. = ac 1 tation

Jangue naturelle par exemple) connaissant Jes ambiguité
s, 1 ee

iculier si ilise un tel langage
j a ? En particulier si on uti

sous jacente 4 un tel langage 
earns tmecie

i j Ja vérification d'une solutionla construction automatique ou 
me

ble puisqu'au départ on ne dispose pas d'un cadre e
e aE a

l'utilisation d'un langage purement formel, dans l'hypo
thése ou 11 és

itrisé par i‘informaticien, est bien souvent malaisée voire impossib
le

isé 

le

vou, . Ii n'est alors pas possible de vé; ui pose le probiéme. 
-pour la personne qui Pp elle au probléme donné.

rifier l'adéquation de la specification form
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b) Propriétés_de_la spécification obtenue.

sion, ce sont les propriétés

Parmi elles deux
Peut étre plus que le langage d'expres

de la spécification cherchées qui sont importantes.

sont les plus marquantes :

- La spécification doit présenter une certaine structuration. Q
uel

que soit le langage utilisé, fut-i] le plus formel possible,
 si les

relations entre les différents objets ne sont pas décrétés de ma
niére

claire et compréhensible, 1a specification obtenue ne servira 4 
rien

- La spécification obtenue doit étre fidéle 4 1'énoncé initial du

probléme : i] faut éviter de trahir la pensée de 1a personne qui pose

le probléme

c) Méthode _de_spécification

Si la question de la construction systématique et méthodique d‘un

programme 4 partir d'un énonce précis a été abordée depuis plusieurs

années déja, celle de Ja construction d'un premier énoncé en est a s
es

premiers balbutiements. On peut bien entendu reprendre des idées générales

comme la nécessité d'une approche progressive, descendante mais i] faut

essayer d'aller plus loin, Tobjectif @tant de fournir 4 J'utilisateur

un moyen systématique d’énoncer son probléme (si c'est possible He

L'analogie avec Ja construction des programmes et les remarques

faites 4 la fin du paragraphe 1.1 nous permettent déja de dégager quel-

ques idées sur lesquelles pourrait reposer une méthode de spécification é

- Puisque le résultat d'un probleme est presque toujours décrit dans

l'énoncé initial, commencer par essayer de te spécifier

- Lors d'une spécification 4] est utile de nommer des objets : on nomme

d'abord le résultat, puis pour l‘exprimer on est conduit a introduire

et d nommer des intermédiatres.
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~ Essayer de strueturer modulatrement la spticification en isolant des

sous problémes indépendants : l'introduction d'un intermédiaire corres-

pond a-celle d'un nouveau sous probléme.

- Utiliser la séparation entre les concepts d'untvere et d'énoncé pour

structurer ta spécification.

Ces idées sont trés voisines de celles développées, pour Ja construc-

tion d'un algorithme, dans le cadre de la méthode déductive de programma-

tion [PAI, 79] , [BEL, 78 a] . Elles reprennent aussi l'idée de construc-

tion progressive, descendante et modulaire développée dans les principa-

les méthodes de programmation structurée [DAH, 72] , [DIu, 76 ]

A ce stade de ]'étude i] est nécessaire de considérer quebques exem-

ples.

Nous appliquons dans les deux exemples qui suivent Tes idées. déga-

"_ gées au paragraphe 2.1 c) sur Ja construction progressive d'une spécifi-

“ cation précise d'un probléme. En méme temps nous discutons du cadre de

description et du niveau de détail d'une telle spécification.

Reprenons l‘exemple a) (§.1.1). Pour comprendre cet énoncé i] faut

connaitre Te concept d'entier naturel ainsi que le sens des phrases :

“premiers entre eux", "proportionnels & deux nombres". Pour formaliser

ce probléme on commence par l'exprimer sous la forme d'un énoncé mathé-

matique, par exemple :

E : résultat x, y € ENTIER* tg propor(x, y, a, b) a prem (x, y)
donnée a, b € ENTIER®

Dans cette formule x, y sont les inconnues et les variables libres

a, b des données ; les prédicats propor(x, y, a, b} et prem(x, y) signi-

fient respectivement que x, y sont proportionnels 4 a et b et que
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\tunivers du probléme est ici ENTIERTM (ensemble des entiers naturels

Skrictenent positifs) muni des deux prédicats propor et prem .

a formalisation du probléme pourrait s‘arréter 14 si l’on admet que

rape et prem sont des fonctione de base et que ENTIER* est un ensemble

de se. Précisons cette idée : 1'énoncé E est une formule d'un certain

vo'oreme formel JC (ici calcul des prédicats du ler ordre) dans lequel les

e\unents de ENTIER* sont des constantes et propor et prem des prédicats.

On peut alors définir une solutton de E pour une valeur p,q de a, b

<omme étant un couple (u, v) d'éléments de ENTIER* tel que le résultat

@e& la substitution de u, v, p, q respectivement a x, y, a, b soit un

Vvorame de JC.

Pree entendu ceci nécessite qu'il y ait des axiomes de de caractérisant
(roger et prem ; de maniére intuitive dire que ces prédicats sont "de base”

Sone Fie qu'il existe de tels axiomes.

On pourrait chercher maintenant 4 construire ces axiomes, par exemple

yer récurrence sur ENTTERTM, en supposant qu'il existe une "fonction de suc-
GS% jon" sur ENTIERTM » puis a introduire une version constructive de E—

cyt a dire un algorithme. Deux reproches majeurs peuvent étre faits a

Ung Ble démarche :

- D'une part l'axiomatisation des prédicats en terme de ENTIER* uni-

quement (par exemple en terme de la constante 1 et de la fonction de

giccession) risque d'étre trés lourde et va reconduire 4 "inverter"

me partie de l'arithnétique . En bref cette axiomatisation risque
Petre de "trop bas niveau".

- D'autre part 1'écriture d'un algorithme déduit directement de E

va fournir un programme trés inefficace s'il consiste simplement 4 par-

courir ENTIER® x ENTIERTM jusqu'a rencontrer une solution. L'obteh-

tion d'un algorithme non trivial (ie différent de "tant que pas trouvé

chercher") nécessite de corinaitre des propriétés des prédicats appa-

raissant dans E

En résumé le niveau atteint lors de cette premiére formalisation du

wohlame n'est pas satisfaisant et on va chercher a exprimer les prédicats

Ptopor et prem en fonction d'autres opérations de plus bas niveau dont les

to priétes sont connues. La figure 2 présente un développement possible

del "énoncé forme! de ce probléme.

i ti(‘“«‘i

Lexique Enoncé forme!

- On cherche deux entiers naturels non

nuls x, y proportionnels 4 deux entiers

naturels non nuls donnés a, b et pre-

miers entre eux

- ENTIER* : de base, entiers naturels

non nuls

- propor est un prédicat exprimant que

deux entiers sont proportionnels a deux

autres entiers

- BOOL : de base, booléens

- * ide base sur ENTIER*, multipli-

réaultat x, y : ENTIER*

tq propor(x,y.a.b) a prem(x.y)

donnte a,b: ENTIER*

propor : fonet (x,y,a,b + ENTIER*)
b' : BOOL

tq b' = (x*b= y*a)

prem: fonet (x, y : ENTIER*)b':BOOL

tq bt = (WZ€ENTIER*,

z divx a. zdivy >2 = 1)

div : op (x. y : ENTIER)b': BOOL

tq b! = (ak tg KE ENTIER* A

ication y¥ek*x)

- prem est un prédicat exprimant que

(leux entiers sont premiers entre eux

+ div est la relation de divisibil ité

sur les entiers

L'univers du probléme est ici formé de ENTIER*, BOOL et * qui peuvent

tre précisément axiomatisés [KLE, 52] , [SHO, 67] . I] est superflu de

les expliciter ici puisque le but est d'obtenir un programme dont les

opérations élémentaires sont supposées vérifier les axiomes de 1'arithmé-

tique (au caractére de finitude des représentations en machine prés). Ceci

serait d'ailleurs encore vrai s'il fallait résoudre le probléme "a la main" :

il est rare en mathématique qu'on utilise les axiomes primitifs d'un sys-

téme formel. En arithmétique, par exemple, on se contente d'utiliser des

propriétés telles que 1a commutativité, T'associativité etc... qui sont

des théorémes dérivés des axiomes primitifs. C est sur ces propriétés que

va reposer la résolution ultérieure du probléme (cf ch 1.3) ce qui jus-

tifie de définir l'univers comme un_systéme. forme! , c'est a dire un cadre

permettant d'effectuer des raisonnements et des démonstrations.
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Plusieurs types de description sont envisageabl
es ici :

- L'utilisation exclusive de 1a colonne de droite de 
la figure 2

correspond a une spéci fication formelle, précise et structurée. Les

reproches qu'on puisse lui faire concernent sa compré
hensibilité par une

personne non habituée au langage des prédicats ou Je 
trop bas niveau

de description qu'elle induit .

- On peut en dériver une version en langue naturelle, tou
t aussi

structurée mais plus "bavarde".:

“On cherche deux entiers naturels non nuls x , y proportionnels 4 deux

entiers naturels non nuls donnés a, b et qui soient pre
miers entre eux.

On rappelle que deux entiers x, y sont proportionnels
 4 deux autres en-

5 
5

. xX,
tiers a, b si y 73

On rappelle également que deux entiers x et y sont premiers 
entre eux si

Yeur seul diviseur commun est 1. Un diviseur d'un entier y 
est un entier

x tel que y soit égale au produit de x par un autre en
tier”.

De plus les risques d'ambiguité dans une telle descript
ion sont

nombreux ; par exemple dans la premiére phrase de 1'énoncé précédent

le changement de “et qui soient" en "qui sont" peut con
duire a compren-

dre que x et y doivent étre premiers entre eux ou que a et 
b le sont.

- La solution que nous avons choisie ici est médiane ent
re ces deux

points de vue : ona a ja fois les qualités de l'aspect formel et 1a

traduction ponctuelle de quelques propriétés en langue natu
relle. On

peut alors, $i nécessaire, donner une traduction compléte en langue natu-

relle. Mais un autre aspect important de cette présentation 
réside dans

son application méthodologique : introduction informelle des intermé-

diaires lors de la spécification d'un résultat qui précéde et gu
ide leurs

spécifications formelies ultérieures. 
a

La formalisation du probléme e) du §.linécessite de disposer d'un

"“catalogueTM des différentes liaisons aériennes. Malheureusement les con-

ventions utilisées pour préciser les caractéristiques d'un vol différent

souvent d'une compagnie 4 l'autre et ceci constitue l'une des difficultés

de ce probléme.

Nous ne rentrerons pas ici dans le détail de ces conventions et

proposons (figure 3) une premiére spécification formelle aly probléme 4
partir de laquelle i] y aurait encore beaucoup dé précisions a donner pour

arriver a un énoncé complet.

Examinons cet énoncé :

Il repose sur plusieurs “ensembles” de base : VILLE et LIAISON. On a ici

le choix entre considérer ces ensembles comme des données ou les considé-

rer comme des objets "prédéfinis" existant dans l'univers. Ceci illustre

Ta différence de niveau pouvant exister entre les données d'un probléme

On retrouve cet aspect dans le cas des bases de données o& 1'univers _
tient un ensemble d'objets déja construits.

Mais de plus LIAISON dépend de VILLE : plus que d'un univers il

s'agit d'une classe d'univers (ou encore univers paramétré). Nous revien-

drons sur cette idée au chapitre 1.3.

La spécification de LIAISON se fait a partir de catalogues réels

(cf. figure 4) 4 partir desquels on isole et formalise les fonctions

de base. Ainsi nous avons choisi de définir LIAISON comme un produit

cartésien

VILLE x VILLE x REEL x DATE x DATE

dont lés projections respectives sont départ, arrivée, priel, hdep, harr.

Sat ett nee areee
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- On accepte une solution qui soit “un peu plus" onéreuse que 1a

précédente si cela permet de diminuer "notablement" le nombre d'escales

intermédiaires.

- Donner la préférence pour le passage par tel ou tel aéroport

- Minimiser non plus le prix mais le temps total.

On voit qu'ici ces différentes modifications n'ont d'influence que sur

la spécification de la relation entre a et les dontiées vd, va.

I] est donc important de spécifier de maniére structurée et élevée

(i.e sans prendre en compte de. détails de réalisation superflus) ; c'est

une qualité nécessaire 4 l'adaptabilité ultérieure a des modifications.

Si la distinction entre les concepts d'énoncé et d'univers apporte

une aide non négligeable 4 une démarche méthodique permettant de décom-

poser la spécification d'un probléme en deux parties, elle n'est pas

toujours trés nette d'un point de vue formel. Ainsi, on aurait trés bien

pu introduire un univers "suite de liaisons" dont “cohérent" aurait été

une opération.

La description initiale d'un probléme posé par un “utilisateur"

est en général incompléte, incohérente et non structurée. L'univers

du probléme n'est souvent pas méme percu comme une entité effective.

Pour passer d'une telle description 4 une spécification précise de

maniére méthodique et aussi systématique que possible il est nécessaire

de préciser les points suivants :

o

~ 29 -

a) Quelles sont les propriétés attendues de la spécification ?

- que demande t-on & un énoncé ?

~ que demande t-on & un univers ?

I] est nécessaire de commencer par une étude empirique a partir de

laquelle les principaux concepts peuvent étre isolés, formalisés et enfin

étudiés formellement.

b) Dans quel cadre spécifier le probléme ? C'est un complément nécessaire

A 1’étude des propriétés. Entre l'utilisation d'un langage uniquement formet

et celle d'une langue naturelle nous choisissons une voie intermédiaire

consistant & construire une spécification formelle d'un énoncé en utilisant

un lexique des différents objets introduits. Le lexique est par nature

incomplet et ne donne que des descriptions. locales. Ainsi pour comprendre

Ja structure profonde de 1'énoncé i] faut se reporter 4 la partie formelle.

Il permet cependant de ne pas rentrer, d‘un premier coup d'oeil, dans la

description formelle compléte des intermédiaires en se contentant d'une

description peut-étre plus intuitive. Cette approche présente donc les

avantages suivants , sur Tesquels nous reviendrons par 1a suite,

~ intérét de l'aspect formel pour la résolution ultérieure du

probléme et pour la vérification de certaines propriétés

- intérét du lexique pour éclairer certaines spécifications

~ -intérét de 1a dualité colonne de gauche, colonne de droite

qui fournitun guide méthodologique pour une spécification

descendante.

Une solution a long terme consisterait, peut-étre, en suivant T'exemple

des mathématiciens et des physiciens, 4 méler une langue naturelle 4 un

langage formel, le premier permettant de décrire les raisonnements, les

motivations, les intentions, etc..., le second étant utilisé pour exprimer

les formules ou les relations formelles entre les objets. La derniére forme

du probléme de 1a fraction irréductible (exemple 1) donne une idée de ce

que l'on pourrait obtenir. Briévement i] stagirait de donner "plus d’ impor-

tance 4 la colonne de gauche qu'd la colonne de croite", la premiére contenant
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Ja structure compléte de la spécification. Malheureusement ]'obtention

directe d'une telle spécification ne semble pas trés simple actuellement.

c) Quelle démarche utiliser ? C'est Te point le plus délicat. Les

idées issues de la méthode déductive de programmation et adaptées au cas

de la spécification semblent assez prometteuses. C'est ainsi par exemple -

que i'introduction de fonctions intermédiaires permet d'obtenir un énoncé

modulaire.

La suite de cette premiére partie est guidée par ces réflexions :

- la fin de ce chapitre 1.1 consiste en une étude de nouveaux exemples

(§.3) 4 partir de laquelle on essaye de dégager les principales qualités

d'une spécification précise d'un probléme et d'un cadre permettant de la

décrire (§.4). Le paragraphe 5 consiste en un essai de comparaison de quel-

ques cadres de spécification.

~ Le chapitre 1.2 concerne la spécification formelle des univers

L'étude des systémes-d'tinf i éystémes ‘information (systéme forme] du type calcul des pré-

dicats du premier ordre) permet de définir précisément quelques unes des

propriétés d'une spécification (consistance, complétude, complétude suffi-

sante) et de se doter d'outils de construction (tels que la paramétrisation).

~ Le chapitre 1.3 précise les notions d'énoncé formel et de solution

d'un énoncé. On y présente les principales idées qui seront a la base de la

résolution des problémes présentée dans la partie 2.

- Le chapitre 1.4 est Te point central de cette premi@re partie puis-

qu'il constitue un essai de description d'une méthode de spécification. Cet

Essai, Pole partiel et incomplet qu'il soit, constitue, du moins nous 1és-
perons, une premiére étape vers une méthode systématique de spécification

se concrétisant par exemple sous la forme d‘un systéme interactif.

k

pale Smee

rl

= 3 =

3.- LANGAGES O'EXPRESSION D'ENONCES FORMELS.

Dans les exemples précédents les énoncés formals étaient exprimés 
dans

un langage qui a fait ses preuves puisqu'il s'agit du langage mathémat ique

qu plus exactement du langage ensembliste. Sans youloir en donner une des-
cription précise, (cf ch. 1.2. §.5) rappelons que les principaux conc

epts

utiles sont :

- Les ensembles, éventuellement, caractérisés par un prédicat

~ Les opérations ensemblistes U, M3 TM (différence), card (cardinal

pour les ensembles finis), ¢ (inclusion), X (produit cartésien),

-l inverse d'une relation...

- Les ensembles de base : ENTIER, REEL, BOOL et les opérations arithmé-

tiques et logiques

~ Les fonctions de £— dans F dont l'ensemble est noté [E> F]

muni des fonctions dom(domaine) et codom( codoma ine) .

- Les suites, c'est a dire les fonctions a de [ENTIER = E]

dont le domaine est un intervalle de borne iaférieure bi(a) et de

borne supérieure bs({a)

Nous noterons E* leur ensemble.

- Les intervalies de ENTIER et REEL

Ce Tangage , avec quelques adaptations, est utilisé par plusieurs

auteurs : il est a la base du langage Z (cf §. 5.2g)ainsi que de SETL

(cf §.5.2 a)).

Donnons encore trois exemples de specification ensembliste d'un pr
o-

bléme

a) Le probléme des sous suites croissantes de longueur maximum

(§ 1.1 b)) peut s'exprimer sous la forme de la figure 5 [BRO, 79a]

b) Le probléme du tri topologique (§ 1.1 d)}) se préte particu-

ligrement bien a la formalisation ensembliste présentée figure 6

(FIN, 78 a}
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Lexique énoncé formel ensembliste

On cherche la longueur maximum des

sous-suites croissantes de a

ENTIER : de_base

V :de_base ensemble sur lequel sont

définies les suites considérées.

I] est muni d'un ordre total

cGiprédicat exprimant qu'une suite

est une sous-suite d'une autre

croiss prédicat exprimant qu'une

suite est croissante

{1:de_base longueur d'une suite

scroiss:prédicat exprimant qu'une

suite d'entiers strictement crois-

sante

bi de base dans V*, borne inférieure

d'une suite

b§ de base dans

re d'une suite

V*, borne supérieu-

régultat max : ENTIER

tq ~nax =

max {KE ENTIER tg 38 : V*

tg BE a acroiss(B)aiBl = k}

donnée a : V*

cfonet(B, ry: V*) b : BOOL

tg b =[3@ :[dom(B) > dom(y)]

tq scroiss(p) a

(vj € dom(B), 85 = Yq (5)))

croiss:fonet (B : V*) b : BOOL

ta b= (Yielbi(8)..bs(8)-11,

SS S43)
scroissifonet (u : ENTIER*)b : BOOL

tq b= (Wie[bi{u)..bs(u)-11,

ui< Yiay )

: le_probléme_des_sous-suites_croissantes

Lexique énoncé formel

On cherche une relation d'ordre total

sur E contenant la relation I’ donnée

E: de base

c.,5U, “1, de_base respec-
tivement inclusion, intersection

composition, réunion et inverse

I : de base relation identité

résultat A : 5 (Ex)

ta 1cAa antle IA

A.k CAnAUA Ts Exfarca

donnée T: F(Ext)

= 33)

La formule obtenue exprime en effet que A esi. reflexive, antisy-

métrique, transitive, totale et qu'elle contient 1’ . Notons qu'on aurait

pu l'obtenir de maniére plus progressive. I] aura’t été également possible

de l'exprimer non plus directement dans le treill's booléen des parties

de e2 mais en terme de prédicat portant sur des éléments de E . I]
semble plus intéressant de chercher des caractérisations d‘énoncés en

termes\de fonctions de base "de haut niveau".

c) Le probléme de la gestion des remboursements d'un emprunt

bancaire (§ 1.1 n)) se préte particuliérement bien a une spécification

ensembliste. I] nécessite d'introduire la notion de temps (qui n'est

pas le temps d'éxécution d'un programme mais une donnée particuliére)

ce qui le rapproche des problémes “temps réel".

Une premiére spécification consiste 4 caractériser, pour

chaque mois de la période de vie du systéme de gestion, les clients

actifs, les clients ayant terminé , les clients rejetés et les nouveaux

clients. Les résultats sont alors des fonctions definies sur l'ensemble
des mois. Cette solution est exprimée par la figure 7.

Une autre possibilité consiste 4 définir, pour un mois donné,

Tes m@mes ensembles (actif...) en fonction des résultats associés au

mois précédent (figure &).

Le premier point de vue correspond 4 une vision globale et

fonctionnelle du probiéme, le deuxiéme 4 une vue plus locale et ensem-

bliste plus proche d'un algorithme. On passe de l'un 4 l'autre essen~

tiellement en remplagant certaines fonctions par leurs valeurs en un

point. D'un: point de vue méthodologique on peut iinaginer le passage

successif par ces deux étapes.

Notons que, dans chaque solution, figur2 la description de

l'univers dans un formalisme qui est détaillé au chapitre 1.2. On peut

noter la grande latitude dont peut disposer le spicificateur dans 1'in-

troduction de fonctions telles que crédit, débit,... : font-elles par-

tie de l'univers ou de 1'énoncé ? La frontiére entre ces deux notions

apparait, comme nous l'avons déja remarqué, assez floue.
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Le langage ensembliste peut cependant étre mal adapté 4 la spéci-

fication de certains problémes en ce sens qu'il nécessite de descendre

A un trop bas niveau de détails dans certains cas. I] est intéressant

de lui adjoindte un certain nombre de concepts qui deviendront alors

"de base". , .

Z ax 2oe ot

a) Les multiensembles.

Considérons le probléme de la planification des charges d'une

entreprise de confection (§ 1.1 9)). On spécifie J'énoncé du probléme

en introduisant les ensembles suivants :

ART «+ articles

FAB: types de fabrication

OPE : opérateurs

POS ¢ ENTIER : numéros de postes de travail

TEM c REEL : temps

COD : codes

TAI ¢ ENTIER : tailles

SEM : semaines

ainsi qu'un certain nombre de fonctions entre c2s ensembles :

artcl € [COD x TAI > ART]

type € [ART -——— FAB]

num € [OPE -————» POS]

temps € [OPE ———» TEM]

Mais si l'on veut compléter cette spécification i] faut décrire

"T’ensemble des opérations" associées a chaque type de fabrication ainsi

que le “fichier des commandes pour 12 semaines”.

Pour décrire l'ensemble des opératiors on peut utiliser la

notion de suite ce qui revient 4 numéroter les opérations et en particu-

lier a les ordonner. Une autre maniére, ne faisant pas intervenir d'ordre

a priori, consiste a utiliser le concept de multiensemble :
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Un multiensemble m sur un ensemble E est une application définie

sur E (te dom(m) = £) 4 valeur dans ENTIER [KNU, 68] . Cette notion

formalise l'idée intuitive de “collection” contenant plusieurs occu-

rences d'un méme objet. On peut définir des opérations multiensemblistes :

ml Um2 est tel que vx € E ml U m2 (x) = mi(x) + m2{x)

mi nm2 est tel que wx € E mil n m2 (x) = min (mi(x), m2(x))

Notons H{E) l'ensemble des multiensembles sur E( = [E + ENTIER])

alors dans le probléme précédent on suppose définie

opéra € [FAB + /4(OPE)] qui associe a tout type de fabrication

Je multiensemble de ses opérations.

De méme la donnée est un multiensemble fcom € (COM)

of COM représente ]'ensemble des commandes caractérisé par 1'exis-

tence de trots fonctions :

semé [COM -» SEM) numéro de semaine

ident € [COM - COD x TAI} article

qut€ [COM ~ ENTIER] quantité

Nous venons de préciser, assez informellement, l'univers du probléme.

En fatt nous nous retrouvons dans la méme situation que pour le probléme

des liaisons aériennes of 7] est naturel de considérer certains objets

comme prédéfinis (articl, COD, ...) et d'autrescomme des données (COM).

La figure 9 propose une spécification de ce probléme.
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Un fichier F sur un ensemble V est un quintuplet (ENR-» succe, Vales

téter, queuer ) od ENRe est J'ensemble des enregistrements de F.
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- téter, queue, sont deux éléments particuliers de ENRE

~ succe € TENR. + ENRe] » fonction de’ succession, est une bijection

de ENRE\ {queue} sur ane {téte-} définissant un ordre total sur ENR 5

elle est caractérisée par le fait que tout élément de ENR peut étre

atteint 4

de SUCCE :

partir de téte par l'application un certain nombre de fois

ve € ENR , Sn e€ ENTIER tg e = succe (e)

- vale € [ENR > VJ est une fonction totale (ie partout définie)

Un tel quintuplet peut étre aussi appelé liste linéaire [PAI, 74]

Ainsi pour le probléme de ta planification des charges i] est plus

naturel de considérer la donnée comme un fichier com plutét que comme

un muitiensemble (qui intuitivement correspond 4 un fichier non ordonné)

dont l'ensemble de valeurs serait un produit cartésien

SEM x (COD x TAI) x ENTIER

la définition de ch devient alors :

ch(s,; p) = & durée(p, vat_ (c)) pour c dans scom(s)
com

avec scom(s) = {c € ENR tg sem(val = $s}com com! ¢))

On peut faire de méme pour les opérations associées 4 un type de

fabrication. .

Notons ici que la différence entre la spécification utilisant des

multidnsembles et celle utilisant des fichiers est. faible dans ce cas j

ceci provient du fait que ta structure du résultat (fonction) est indé-

pendarite de l'ordre sur les données. Il n‘'en serait plus de méme s'il

s'agissait de planifier dans le temps la succession des opérations. De

méme dans le cas du probléme de mise a jour simple (§ 1.1 5})) i] faut

prendre l'ordre en compte (figure 10).
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Lexique énoncé formel

On cherche

de la mise

le fichier

NPROD : de

PUNIT : de

CAR: de

trié : de

croissant par rapport 4a

un fichier nprix résultant

4 jour du fichier prix par

maj

base numéro des produits

base prix unitaires

base caractéristiques

sup : entier, nombre d'enregistre-

ments supprimés

ajout : entier, nombre d'enregistre-

ments ajoutés

base prédicat précisant

qu'un fichier est trié par ordre

l'un de

ses champs

r sur num : NPROD

prix: PUNIT

car : CAR

= card(enr

résultat nprix fiehte

tg card (enn ony) prix!
-suptajout a[Ve € eM nprix ;

(de, tg e, € enr A val (es) = val(e)
prix

AVpPE enna? num(val(p)} #

num( vat (e) ))

v(3p tq pe enna a (code(val(p)}=a
aj’

v code(val(p))=m)

a(num, prix, car)(p)=val(e))}

atrié(nprix, num)

donnée prix fiehter sur num : NPROD

prix: PUNIT

_ car : CAR

tg trié(prix, num)

donnée maj fiehter suv code : fa,m,s}

num =; NPROD

prix : PUNIT |

car : CAR

tq trié(maj, num)

sup = card {pe enna j tg

code(val.., +) (pj=s }

ajout = card {pé enna ta

=acode(valja4)(P) }



Notons que pour simplifier Ja présentation nous avons supposé ici qu'il

ne pouvait y avoir au plus qu'un enregistrement concernant un produit donnr

dans le fichier maj.

I] &tait également simple de prendre en compte Jes erreurs possibles

en définissant le résultat comme un couple (nprix, erreur) oW erreur est

une suite de numéros de produits pour lesquels on a constaté une erreur

(adjonction d'un élément qui existait déja dans prix, suppression ou

modification d'un élément qui n'existait pas dans prix. -

Le langage ensembliste évoqué au § 3.1 est suffisamment puis+

sant pour exprimer la plupart des problémes informatiques. Les adjonction

précédentes ont donc surtout un intérét de commodité : contrairement

aux mathématiciens qui peuvent avoir intérét 4 minimiser Je nombre d'‘axio-

mes d'une théorie pour diminuer le nombre de propriétés a4 démontrer, i1

est intéressant en informatique d'avoir des outils simplifiant le plus

possible T'expression des problémes. On peut ainsi introduire des concept
de Ja théorie des graphes [LAU, 76] , d'algébre linéaire etc... .-

On constate également que ce langage est d'un emploi assez

lourd lorsqu'une formule contient trop de quantificateurs (cf figure 10).

11 faut encore l'affiner en introduisant des constructions telles que

les conditionnelles, les cas etc...

Ainsi 1a commodité d'utilisation est l'un des critéres. les

ptus importants de ce genre de langages.

3.3.- Utilisation de l'induction.

Pour formaliser 1'énoncé de certains problémes i] peut étre naturel
d'introduire des fonctions définies recursivement. C'est notamment le

cas lorsqu'une partie de l'univers est déja structurée de maniére induc-

tive. Considérons par exemple‘le probléme d'une recherche d'afeuls (cf § 1.1
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sa spécification formelle utilise une fonction ascendant qu’i? est naturel

et trés simple de définir récursivement (figure 11)

Lexique énoncé formel

résultat n: ENTIER

tq 1 = card {a€ PERS tg ascen-

dant(a, p)a nbenf(a) > 4}

On GHAFChE Je nombre d'ascendants

d'une personne ‘p donnée ayant eu

plus de 4 enfants

PERS : de_base ensemble des personnes donnée p: PERS

de la base de données ascendant : fonet (PERS, PERS) BOOL

nbenf : de base associe & toute per- tg Wa, b

sonne son nombre d‘enfants

pére : de base

ascendant (pére(a),a}= vrat a

ascendant (b,pére(a)) =

ascendant(b, a)

fe ce ae ar ee ee et er ae me ato SE ae a em on En wt om me bow a are

Sur les domaines de base tels que ENTIER, REEL certaines fonctions

sont définies directement de maniére récursive, par exemple T'inélucta-

ble factorielle :

fact:fonet(ENTIER) ENTIER

tq fact (0) = 1a Wa fact(nt+i) = n* fact(n)

Nous étudierons de telles -spécifications au chapitre 2.2.
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L'étude précédente nous permet de préciser les principales qualités

que l'on peut attendre d‘un cadre de spécification de problémes. On

commence tout d'abord par caractériser un "bon" énoncé initial (§ 4.1)

ce qui permet de dégager les propriétés que doivent posséder un langage

et une méthode de spécification de problémes (§ 4.2). Dans cette présen-

tation nous avons repris un certain nombre d‘idées de [BAL, 79a],

{DEM, 79] et [WAS, 79]

Un premier énoncé doit étre compréhensible, non seulement par

linformaticien qui aura 4 résoudre le probléme, mais aussi par la per~

sonne qui pose le probléme et qui doit pouvoir vérifier la validité

de 1'énoncé. On peut donc souhaiter disposer d'un langage de spécifica-

tion utilisable par des non informaticiens, nous avons déja évoqué ce
probléme au paragraphe 2.1.

C'est une qualité non formalisable pufsqu'elle exprime | 'ad&quation

de 1'énoncé initial au probléme donné. On ne peut que se convaincre

intuitivement de cette adéquation. La formalisation de I'énoncé sera

d'autant plus convaincante qu'eile sera proche de 1‘énoncé informel.

C'est une raison supplémentaire pour s'attacher, dans un premier temps,

a énoncer le probléme plutét qu‘'a chercher 4 le résoudre en en donnant

un algorithme.

oe

description formelle non constructive. En fait la solution consiste cer-

tainement 4 considérer spécification informelle et exemples de maniére

complémentaire (cf ch 1.4 , cf § 1.2. b)).

Le probléme de la fidélité d'un énoncé formel est celui de la

"quantité d'information" qu'on y inclut: 1'énoncé ne doit pas étre sur-

spécetfié car alors il restreint les possibilités de résolution. I17 ne

doit pas non plus étre sous.spéctfié puisque sa résolution peut donner

des solutions qui n'ont pas de sens pour l'utilisateur. Le probléme

du "bon niveau" de spécification est encore malheureusement compléte-

ment ouvert.

Un énoncé est cohérent s'il ne contient pas de spécificateurs contra-

dictoires ou encore si on ne peut pas en déduire de définitions contra-

dictoires d'un méme objet. I] arrive fréquemment qu'un énoncé informe]
soit incohérent , notamment lorsqu'il comporte de nombreuses définitions

conditionnelles. I]. faut se doter d'outils permettant de vérifier la

cohérence comme les tables de décision utilisées en informatique de ges-

tion.

Dans le cas d'un énoncé formel on préfére le terme conststance 4

celui de cohérence. Cette notion repose alors sur des définitions for-

melles précises et on peut définir des techniques de vérification de

consistance (ch 1.3 § 1.4).

Intuitivement on souhaite que 1'énoncé décrive complétement le

probléme. On peut préciser cette notion en reprenant les concepts intro-

duits aux paragraphes précédents :

Un 6noncé est complétement défint si la relation entre les données

et les résultats qu'il] définit s'exprime directement ou non a l'aide

des fonctions de base de l'univers.
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Une vérification simple consiste donc & s'assurer que chaque inter-.

médiaire introduit dans la spécification est soit une fonction de base,

soit défini 4 l'aide d'autres intermédiaires.

La description d'un probléme ne doit pas dépendre d'une solution

particuliére ce qui permettra une plus grande liberté lors de la recher-

che de solutions. De plus la description d'un algorithme n'est pas

toujours compréhensible. On préfére disposer d'un énoncé décrivant, comme

on le fait habituellement en mathématiques, la relation entre tes

données et les résultats : on parle alors d'énoncé statique.

Les qualités précédentes ne sont pas toujours suffisantes. Repre-

nons par exemple le probléme du tri topologique(§ 3.1 b)}. L'énoncé

forme] de la figure 6 correspond bien a la définition d'une relation

d'ordre total compatible avec un ordre partiel donné. Le travail ulté-

rieur du programmeur consiste 4 donner un algorithme de construction

de A (ie de passer 4 une définition explicite, cf ch 1.3). Partant de

1'énoncé précédent on peut envisager plusieurs facons de construire A

(FIN, 78 a)}:

- l'ensemble E étant fini, i] en est de méme de $(E x E) 3 on peut alors

parcourir cet ensemble en recherchant un élément vérifiant la propriété

caractéristique. Ce type "d'algorithme” procédant par énumérations s'ap-

plique & une grande classe de problémes, mais de maniére si inefficace

qu'il est irréaliste.

- Plutét que d'explorer ME x E) de maniére effrénée, i] peut étre rai=

sonnable de chercher & construire A par approximations successives en
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ne Ta poursuivrons pas ici mais nous préférons partir d'un autre énoncé

caractérisant le probléme posé.

L'énoncé du § 3.1. b) est fondé sur la définition mathématique clas-

sique d'une relation d'ordre total. On peut penser que l'objet cherché

est "trop riche" : pour définir A , il suffit de pouvoir “numéroter" les

éléments de~® -de facon compatible avec f , ce qui revient 4 ne définir

qu'une relation dont la fermeture transitive est A , en Taissant impli-

cite la transitivité (c'est ce qu'illustre la rep-ésentation de a sur

Ja figure 12 Ceci correspond 4 une autre vision j'une relation d'ordre

total A sur un ensemble fini £& : une application a bijective de [1 : n]

sur — (ol n est le nombre d'éléments de E ) t:lle que :

a, Aaj i<j

En revenant au probléme du tri topologique, «nm peut caractériser

la suite o en exprimant qu'elle est bijective et que :

a, 1 a, =» i¢j en utilisant te fait que

a. A a;= <d

et que x Ty = x Av

On est ainsi conduit au nouvel énoncé représenté sur la figure 12.

Lexique éno icé formel

On cherche une suite o formée des résultut a: EF

éléments de E dans un ordre compatible

avec T j<i>a,To,)

tg 4 € inj(n) a(Wi.j € dom(a

Fo: négation de la relation 7?
“31> 7: ay (x: Ey yt E) bs: BOOL

inj : associe 4 k )'ensemble des injec- b= UxTy)

tions de [1..k] dans E*

)

construisant une suite (4;) de SE x E) vérifiant "de plus en plus" . _. inj : ,onee (Kk : ENTIER)e: & (E*)
i! ee! =. 4 Vo: de base domaine des éléments de E

1'énoncé. I] serait méme intéressant d'initialiser cette suite AI UT ee OP mw . te WEEF,uce
; . -_ & [ : relation binaire sur E sans cir- = *

ce qui rend vraies deux conditions de . cuit [bi(ty) = Labs(u) = k a

En fait, la deuxiéme solution conduit 4 manipuler des suites de (Vi J ae 2U,sus> ts jp]

, fo f§ +relations qui ne sont pas des objets mathématiques élémentaires. Nous donnée E : 7 (\)

T : ap(E, E) BOOL

tg VX, .. kp € D

Ky) PX A..A Kyeg Xp? %y # x,

alliance
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On pourrait bien sir considérer que ce nouvel énoncé est une trans-

supprimant “premier" :

"Trouver deux nombres proportionnels a4 deux nombres donnés non nuls"

il suffit de supprimer le prédicat "prem" dans 1'énoncé de Ja figure 1.

Malheureusement si dans cet énoncé on remplace “deux" par “trois”

formation du précédent ce qui nécessiterait des régles de transformation

peu évidentes.11 est plus naturel de considérer le nouvel énoncé comme

énoncé initial mais alors se pose la question du choix du cadre permettant

de formaliser un probléme : i] ne faut plus tenir uniquement compte de la

3 on obtient un énoncé tout a fait différent.facilité de la formalisation mais également de la facilité 4 passer a bil 1¢ herch dulari
‘ thi : ‘ — tensibilité i] faut chercher 4 modulariserun niveau algorithmique, en s‘efforcant d‘introduire, de préférence aux Pour tendre vers cette ex c

outils typiquement ensemblistes, des outils plus informatiques tels que
et a ""paramétriser” au maximum ]'énoncé initial.

Jes suites.

o ités d' dre de spécification de problémes.Etant donné 1'état actuel de l'art, il semble difficile de disposer 4.2.- Qualités d'un cadre_de_spécification_de_ problemes
a priori de critéres permettant de choisir un "bon" premier énoncé ini- Nous essayons maintenant de dégager les qualités que l'on peut atten-

tial et il est certainement plus raisonnable d'admettre des retours en dre d'un langage de spécification de problémes.

arriére lorsqu'on arrive a une spécification 4 partir de laquelle une fi

solution algorithmique semble difficile 4 obtenir. On cherche alors un 4.2.1.- Facilite d'utilisation.
nouvel énoncé et si on est capable de prouver son équivalence au premier a) 11 doit permettre d'écrire des spécifications compréhen-

on n'a plus 4 se poser & nouveau les questions a)... d) précédentes. sibles (cf 4.1 a)).

Malheureusement cette démarche se heurte aux difficultés suivantes :

- on ne sait pas en général passer d'un premier énoncé a un autre énoncé

fondé sur d'autres idées. ;

b) Existence d'une méthode : au Tangege doit étre associée une

méthode de construction d'énoncés. Dens ce but i] doit faciliter

j ita F Jes descriptions structurées et modulaires.- on ne dispose pas de critéres permettant d'assurer que les remises en i
causes successives permettrons d'obtenir finalement un énoncé convena- c) Le langage doit permettre I'écriture d'énoncés statiques

ble. (§ 4.1 e)) 3 en particulier Tes langeges de programmation algo-

rithniiques classiques sont de trop bas niveau en ce sens. En

effet ils mélangent,des notions liées 4 la technologie des

HT est souhaitable qu’ un changement minime dans le probléme con- machines et des notions liées 4 la resolution algorithmique, 4
duise 4 un changement minime dans la spécification correspondante. On

peut espérer que la construction progressive d'une spécification comme

nous 1'avons envisagée aux paragraphes 2 et 3 permet d'obtenir cette

propriété : chaque information de 1'énoncé informel se traduit par un

prédicat ou une relation dans 1'énoncé formel. Par exemple si on trans-

forme |'énoncé du probléme de la fraction irréductible (§ 1.1 a)} en

]'énoncé proprement dit du probléme.

d) L'écriture d'un énoncé sera d'autant plus compréhensible qu'elle

utilisera des concepts de haut niveau bien adaptés au probléme.

Ainsi il est utile d'étendre Te languge ensembliste en intro-

duisant des notions telles que les multiensembles oli les listes

apparaissent dans de nombreux problénes. Le langage de spéci-

fication doit posséder des primitive: de haut ntveau.
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e) Domaine d'application : on souhaite que le langage utilisé -

soit le plus universe] possible. Un certain nombre de domaines

en informatique ont développé leurs propres langages de spéci-

fication mais le champ d'application est en général fort limi-

té (problémes d'informatique de gestion par exemple, engages
de manipulation formelle, langage de simulation, etc...}.

f) Facilité d'apprentissage : c'est un critére indispensable 4

son utilisation . ,

g) Existence d'un support graphique =: un dessin valant mieux

qu'un tong discours i] peut étre agréable de schématiser tout

ou partie de l'univers.

Ainsi on peut penser que si les organigrammes continuent a

avoir une large audience auprés des programmeurs c'est certainement parce

qu'ils constituent un moyen de communication d'un abord plus facile qu'un

texte linéaire (éventuellement indenté) dans un langage quelconque.

Ainsi au niveau de spécifications on peut utiliser des schémas

a différents niveaux : :

- pour Ta description arborescente de fichiers §

- pour Ja description plus agréable des profils des fonctions,

c'est ce qui est fait dans Z [ABR, 78] ou dans [G0G, 771;
par exemple dans la figure 7 on pourrait schématiser les. pro-

fils des différentes fonctions de la maniére suivante :

~- pour la description des modules :

—

4 résultats
données

~ 53 -

a) Cohérence (consistance)

Prouver la cohérence d'une spécification nécessite pratiquement

toujours qu'elle soit formelle. Nous vervons (ch. 1.2 §.2) qu'une

technique classique consiste 4 exhiber un modéle.

b) fidelité : vérifier Ttadéquation d'una spécification a un

probléme est un probléme dual de celui qui consiste 4 construire

une telle spécification. La construction de spécifications

modulaires et structurées facilitera la vérification de la fidé-

1ité.

4,2.3.- Facilité_de résolution

Le langage influe évidemment sur cette cualité des énoncés :

si T'énoncé est déja sous forme algorithmique le probléme ne se pose plus.

Cependant si on souhaite pouvoir dériver le plus systématique-

ment possible un algorithme de 1‘énoncé initial (non algorithmique} il est

souhaitable que ce dernier soit formel. On pourra utiliser alors des

techniques de transformations (et de vérifications a posteriori) qui n'on
t

aucun sens pour des énoncés informels (cf ch.1.3).

Comme nous l'avons déja mentionné 1a coiception de langages de

spécification en est encore a ses balbutiements et nous verrons au para-

graphe 5 qu'il n‘existe pas actuellement de cadre permettant de spécifier

des problémes et possédant toutes les qualités précédentes. Mais ilya

plus grave : i] n'est pas évident que toutes les propriétés précédentes

soient compatibles entre elles. Par exemple le fornalisme peut étre un

obstacle 4 la lisibilité dans la mesure ou i] nécessite certaines habi-

tudes de compréhension. De méme peut-on avoir des primitives de haut

niveau et étre capable en méme temps de spécifier n'importe quel type de



or

problemes ? Nous essayons, sur le schéma de la figure 13, de mettre en

évidence certaines relations entre les différentes qualités présentées

aux paragraphes précédents.

Pt rerves ue facilit a “

large domaine
d'application

L 7 =

Z facilité de compré-

existence d'une \ _ hension(lisibilité)

méthode de déperd, du

construction Ny lecteu

1 facilité de verifier )-— Cformetie >
/ \ Ja cohérence Mee '

y —— 7 ;}

A a "4
Cénoncés statique® >) p “ facilité de réso>

_— \) ; ze lution ultérieure

SAL facilite de vérifier

~s\_ la fidélité
-—_—_o—

Tégende A —+B la qualité A implique la qualité B

A--»B Aest une aide 4 B

Aem%sB A et B sont peu compatibles.

ui

Méme si un ne petise pas trouver un langage universel possédant

tout jori iantes ces priorités, on peut s'orienter vers un langage “noyau" possédant

des primitives communes 4 tous les domaines (les entiers, les réels, Tas
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booléens, etc...) et auquel on peut ajouter des exten
sions bien adaptées

a certains domaines particuliers (fichiers, graphes
 ...). De plus, pour

faciliter la compréhensibilité nous préconisons ja coex
istence d'une des-

cription informelle avec une spécification formelle.
Le paragraphe suivant est un rapide suryol de 

quelques appro-

ches actuelles du probléme de spécificat
ion .

5.~ SUR LES LANGAGES DE SPECIFICATION DE PRO
BLEMES.

SUR LES LANGAGES DE SPECT’

de trés nombreux travaux de recherche en informatique théori-

que ou en logiciel ont consisté 4 définir,a forma’ iser et a 
étudier des

Jangages de programmation, procédureaux ou non, dont J'une des 
qualités

essentielle est de permettre une résolution systématiqu
e, et si possible

déterministe, des énoncés ou programmes qui ils pernettent d'exprimer.

Certes, au cours des années, on a élevé le niveau d'abstr
action de

ces langages en les rendant moins élémentaires et de plus 
en plus délivrés

des contraintes de la machine.mais i] ne semble pas que
 l'on soit arrive

a un niveau bien adapté 4 une premiére formalisation d'un probléme. Con-

jointement,on 4 étudié des méthodes de programma‘ ion systématique, voire

automatique, mais on a assez peu étudié les ques:io
ns posées par la pre-

miére mise en forme d'un probleme. Nous essayons ici d
e faire un bref

panorama, certainement pas exhaustif, de quelques langages 
(et éventuel le-

ment méthodes) de spécification d'un probléme. C
ertains de ces langages

sont (ou se disent) universels, d'autres ,au contraire, sont speci fiques

d'un domaine particulier. 
/

specification, genéraux.
5.2.- Quelgues_langages de_spécificstlon._vens-se*

a) SETL (KEN, 751, (SCH, 75]

SETL est un langage de trés haut ntveau, c'est a di
re qu'il admet des

ensembles, n-uplets (qui peuvent
structures de données trés évotuée

s ¢
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étre multivaluées et permettent, par exemple, de manipuler des multi-

ensembles}. A chacune de ces structures de données correspondent bien

entendu des opérations spécifiques (opérations ensemblistes, sélection

d'un élément d'un n-uplet). Notons aussi que dans sa version initiale

SETL est un langage sans type et donc sans déclaration. Un programme

SETL consiste en des définitions de fonctions ou d'objets composés et

en des instructions au sens classique et dynamique des langagés algo-

rithmiques. ,

Pour illustrer ce langage, donnons une version possible en SETL de 1'énon-

cé formel du probléme des sous suites croissantes de longueur maximale

(cf 3.1 a) figure 4).

définef Tmax (alpha) $ définit 1a longueur maximale d'une sous-suite

croissante de la suite alpha sur l'ensemble V

muni de l ‘ordre < a

SUITES = { <x: AYE VI <x, y>€E> : E tn pow (UxXU) and HE = AU and

Vex, y>oEElv<u, v>oeely 4 v and

U subset V and # U le # alpha}

£ définit l'ensemble des sous suites sur Y dont Ja longueur est infé-

rieure ou égale 4 celle de alpha.

definef croiss(beta) $ caractérise une suite croissante

u= Vi = 2.. A béta | béta (i - 1) < béta(i}

retwin U 3

end ;

definef inclu(béta, alpha) $ caractérise l'inclusion entre deux suites

BIJ = {<y : yE E>: Ee Af déta mow i :{i = L.A alpha })s

fb ensemble des bijections de [1..k] dans un sous ensemble a k

éléments de [1..n] of k est Ja taille de béta et n celle

de alpha

u=afe€ BIJ | vi = 1.. # bétal béta (i) = alpha (f(i))

return u;
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‘

SOUSSUITES = {béta in SUITES Jinclu(béta, alpha) and croiss(béta)}

: béta in SOUSSUITES] ## béta $ prend le maximum de lon-

gueur des suites béta de

SOUSSUITES

m= [maz

return | 4

end

L'opérateur 44 fournit le cardinal d'un ensemble ou la longueur d'un n-uplet,

: permet de caractériser un itérateur, c'est a dire le parcours d'un en-

semble. Bien qu'il manque un certain nombre de primitives telles que le

produit cartésien (utilisé cependant ci-dessus pour simplifier l'écriture),

l'ensemble de toutes les suites sur un ensemble fini et des propriétés

telles que : “est injective", “est bijective". o

La lourdeur de 1'énoncé précédent provient de l'absence de constructions

primitives telles que “ensemble de suites sur V". Donnons une autre version

de la formalisation de ce probléme utilisant essentiellement des ensembles :

Exemple_¢ :

definef max(alpha)

index = {i : i = 1.. # alpha } ; $ intervalle 1..n si n est la Jon-

gueur de alpha

£ la restriction de alpha @ S est croissantedefinef croiss(S)

b=vjinS | vk inS 14 ke kimplies alpha(j) Le alpha(k) ;

return b 3

end 5

2 = [mac : S$ subset index and croiss(S) ] AS;

return &;

end

Ce nouvel énoncé est certainement plus clair a comprendre. I] n'est pas

certain qu'il soit le plus naturel 4 construire car il nécessite de penser de

prime abord 4 la maniére de caractériser une sous suite croissante. 0

{ k
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En résumé SETL offre d'assez bons outils de formalisation d'un pro-

bléme, bien qu‘aucune méthodologie ne lui soit associée et que T'absence —

de certaines primitives restreigne la classe des problémes aisément abor-
dables (1'absence de concepts tels que celui de fichier complique 1'ex-

pression de problémes de gestion).

Mais i] faut noter que SETL est en méme temps un langage
exécutable ce qui pourrait conduire le pragrammeur & se satisfaire du

“programme” précédent et aboutirait a une exécution trés inefficace.

Pour améliorer ce programme on est alors tenté d'utiliser Tes struc-

tures de contréle "constructives" du langage qui sont classiques (ité-~

rations, conditionnelles,..) et sont associées 4

Qn se heurtait ainsi, dans les premiéres versions de SETL, 4 deux difficul tés 3

- Absence de régles systématiquesde transformation

~ Absence de structures de données de bas niveau permettant

d'écrire des algorithmes efficaces.

Ainsi, l'opposition entre le niveau des Structures de données (orien-
tées spécifications) et celui des structures de contréle (orientées exécu-

tions) place SETL entre les langages de Spécification et les langages de
programmation. Conscients de ces difficultés les concepteurs de SETL,

tout en continuant & chercher des techniques d'implantation fournissant

des algorithmes efficaces, cherchent a étendre le langage [PAG, 79] ,

(DAV, 79] :

~ Par l'introduction de mécanismes de définitions de types qui

doivent permettre une spécification plus structurée des problémes

~ Par 1'introduction de régles de transformation permettant de passer

d'une spécification de haut niveau a une spécification algorithmique

efficace.

b) ALICE [LAU, 76]

la notion dynamique de variable.

suffisamment généraux pour en faire un langage permettant de spécifier

des problames trés divers. $i de nombreux problemes mathénatiques peuvent
étre exprimés dans ce langage (jeux, combinato res, graphes, vee) TT
ne semble pas évident de T'utiliser pour des prublémes plus orientés vers
la gestion.

Ici encore, l'étude d'une méthode de résolution utilisant Targement
des manipulations formelles, 1' unification, l'indéterminisme a &té je
principal travail de LAURIERE. L' aspect mise en forme d'un problaéme a été
trés peu abordé (i] est vrai que dans le cas de problémes mathématiques
la difficulté est souvent réduite)

c) Le projet CIP (BAU, 78 a ] ,{[BAU, 78 b ]

C1P("“computer aided, Intuiltion-gquided Programming") développé a

l'institut d'informatique de MUNICH, est un projat dont l'ambition est

de définir un langage "a large spectre" permettait de spécifier, d'ana-

lyser puis de programmer efficacement un problém? ainsi qu'un systame,
aussi automatique que possible, permettant de transformer un énoncé de

ce langage en un autre,

En particulier, la conservation de différen-es versions d'un énoncé,
la documentation du programme, l'application de -égles de transformations
devraient étre automatiques.

Le noyau initial de CIP est un ensemble de régies de transformation

trés voisines de celles développées par ARSAC [ARS, 77] ou BURSTALL et

DARLINGTON [BUR, 77 b} permettant de passer d'une version racursive d'un

énoncé a une version itérative puis a une représentation en machine. A ce

niveau Te but essentiel est l'efficacité du programme obtenu. Autour de ce
noyau se sont développées des études tant méthodclogiques (suppression de

1 indéterminisme, représentation de structures de données ...
(sémantique, justification des régles, etc...). Notons ici T' importance ac-

cordée 4 Ja spécification statique d'un probléme jui se traduit par ]'tn-

troduction d'outils de spécification de haut niveau (ensembles quanti fica-

teurs, etc...) . Un énoncé formel apparaft comme in ensemble de déclarations

de types et de fonctions exprimé dans un style Alyjol.

) que théoriques
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Donnons dans le langage de CIP un énonca dy probléme des sous-suites
ascendantes analogue a celui de T'exemple 1

informellement :

Etant donné un tableau t a n éléments de mode m, ot m est
muni d'un ordre total <et n >1

d'une sous suite croissante du

spécification formelle :

mode index = nat [1..n]

» treuver Ta longueur maximum

tableau t

index array m t

nat émax =

some inder 2:2 max { inder k 2 3 set index S:

card(S) = k a crois,(S) }

where

funet crois,(S) = (set index S) bool

Vinder JgL:jes ALE Saj sh @ tlj] < tle]

Une remarque immédiate sur 1!
= 

unicité du maximum permet de transformer

la définition de pmax en:

nat &max = max { inder k: 4 get index S$ : card(S) = k

A crois, (S) } ‘a

L' introduction explicite de T'indétermisme et de l'opérateur asso-
cié “choix de", la définition fornelle -te la s4mantique aes
constructions [ BRO, 78 1. l'existence de régles de transformations
permettant d'obtenir des algorithmes rendent ce projet séduisant. On
peut cependant regretter l'absence d'outils spécifiques pour T'expres-
sion de certaines classes de problémes ( Suites, Dar exemple) et 1'inexig-
ene actuelle d'une méthodologie de spécification de problémes aussi7 

= 
. 

5een que d'une méthodologie de mise en oeuvre des r&égles de transforma-
tion pour ta construction de programmes.
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d) MEDEE

Contrairement 4 SETL dont la philosophie est trés crientée "“struc-

turesde données”, MEDEE est un langage non procédural permettant de spé-

cifier un énoncé sous forme d'un ensemble de définitions caractérisant

Introduit

comme langage support de la méthode déductive de programmation [BEL, 78 b ]

{[PAI1, 79], i] permet une expression statique (i.e indépendante de 1'éxé-

cution) et explicite (puisqu'il s‘agit d'un ensemble de définitiong de

1'énoncé d'un probléme. En ce sens on peut envisager de je considérer

résultat et identificateurs intermédiaires [BEL, 78 a] .

comme un langage de spécification.

En repoussant au chapitre 2.3 une définition plus compléte de MEDEE

contentons nous ici de donner un exemple

4 nouveau le probléme de la fraction irréductible

lexique définiticns

Le résultat est un couple d'entiers Weg =X, y

Xs ¥ xea/z

x ENTIER : proportionnel 4 a yeb/z

y ENTIER : proportionnel a b z: dernier u(i) pour i dans 1 jga fin

z ENTIER : pged de a et b

u(i) ENTIER : iéme terme de ia suite

vérifiant pgcd(u(i),v {i)) =

pgcd(a, b) (algorithme d'euclide)

donnée a, b

*u

u ENTIER : ancienne valeur de v us @y

v ENTIER : reste de la division de v= @unod @v

l'ancienne valeur de v par 1'an- | fin = (v = 0)

cienne valeur de u $usca

fin BOOL : condition d'arrét, g ve=b

détermine l'indice du dernier & fin = (b = 0)
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Dans cet exemple la définition du résultat nécessite celle d'une

suite de couples (u,, vs) caractérisée de maniére récurrente dans le

“module *u". fu précise la valeur du premier terme de la suite u.'o

Si cet énoncé est statique i] est cependant trés constructif +_il

a fallu résoudre te probléme pour passer de la spécificatian de la figure 2

a celle de la figure 14. Ainsi, sauf dans des cas simples pour Tesquels

]'énoncé d'un probléme va de pair avec sa résolution, MEDEE sera.de ”.

trop bas niveau et nécessite trop de travail pour qu'il soit considéré

comme un langage de spécification satisfaisant. Nous verrons cependant

au chapitre 2.3 que dans le cas de certains problémes de gestion, une

version étendue de MEDEE est d'un emploi raisonnable. af .

Ce que nous venons de voir pour MEDEE est bien sar applicable dans
Je cas des autres langages applicatifs tels que LUCID [ASH, 76] , Ye

langage utilisé par J. ARSAC dans [ARS, 77] , ou LISP (bien que certains

“lispiens” convaincus puissent, l'utiliser comme un langage de spécifi-- i
cation [GRE, 79] } qui par la forme explicite de leurs “programmes” ',

nécessitent de spécifier et résoudre conjointement les problémes. C'est

a fortiori vrai pour les langages de progranmation classiques.

e) PROLOG

Fondé sur le calcul des prédicats du premier ordre dont les formules

sont mises. sous forme de clauses de Horn [WAR, 77a] le langage PROLOG
devrait donc pouvoir étre utilisé comme langage de spécification. Bien iC
que nous esquissions les grandes lignes de ce langage au chapitre 1.3

paragraphe 3.2, nous pouvons dés maintenant donner un exemple de programme
we

PROLOG 7
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irréduct (x, y, a; b) + propor(x, y, a, b) . prem(x, y)

propor (x, y, a, b) < mul(x, b, v), mul(y, 2, v)

prem (x, y) e pgcd(x, y, 1)

pged (x, 0, x} a

pgcd (x, y, u) <- pgcd(y, z, uj, reste(x, y, z)

of une formule telle que A< B,C signifie BaC aA

On peut aussi en donner une signification plus opératoire en consi-

dérant que A <~ B,C est une déclaration de la procédure A dont le

corps est B,C.

irréduct, propor, prem, pgcd sont des prédicats inconnus ; rest et

mut sont des prédicats faisant partie du langage PRO_OG dont le sens est

immédiat : rest (x, y, z) (resp. mul (x, y, z)) s'interpréte comme :

z est le reste de la division entiére (resp. est le oroduit) de x pary .

La distance entre ce programme PROLOG et 1'énorcé de Ja Figure 2

n'est pas trés grande, mais il a fallu néanmoins expliciter la définition

de prem : c'est 14 que se trouve la difficulté de ja résolution.

Cette nécessité d'obtenir des énoncés explicites, le style d'écri-

ture trés particulier induit par Jes clauses de Horn et l'absence de

primitives ensemblistes de haut niveau empéchent PRO.OG d'étre un bon

langage de spécification bien qu'il soit aussi unive-sel que le calcul des

prédicats. Cependant dans un certain nombre de problemes portant sur des

textes et guidés par une grammaire (compilation, tra:tement de langue

naturelle...) l'expression directe en PROLOG apparai. assez naturelle

[WAR, 77b] , [COL, 75]

f) Langages orientés “types abstraits"

Un effort particuliérement important se développe actuellement pour

faciliter la description des informations utilisées dans un probléme (par

exemple introduction de structures de données relationnelies [Les, 79 }).
Malheureusement la plupart des Tangages contenant le concept de "type

abstrait" sont trés dynamiques (!), ne permettent que des représentations

concrétes et explicites de types et par la méme sont trés “orientés pro-

granmation”, c'est le cas de CLU[LIS, 75] , a'aTM [HiIN, 79] etc...
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tiques de types : c'est le cas des spécifications algébriques utilisées -
dans le systéme AFFIRM [MUS, 79] de MUSSER ou du langage OBJ développé
par BURSTALL et GOGUEN [G0G, 793 > c'est aussi Te cas des spécifications
axjomatiques des langages IOTA [NAK, 79] ou ALPHARD [WUL., 75]

Nous reviendrons au chapitre 2.1 sur Ja spécification algébrique
de type. Signalons cependant: tout de suite que, dans de nombreux cas,
caractériser directement un type par un ensemble d'équations sur ces

opérations n'est, & notre avis, ni simple ni naturel.

Quelques autres approches cependant permettent des spécifications sta-

g) Le langage Zz

Contrairement aux langages présentés jusqu'a présent, le langage Z
créé par J.R. ABRIAL a pour but essentiel la spécification de problémes.
Plus précisément dans une version de 1977 ABRIAL a introduit deux niveaux.
de langages : Zo “orienté spécification" et zy “orienté programmation"

ainsi qu'un ensemble de régles de transformations (prés de 400) permettant -
Je passage de zy a qi et la programmation effective [ABR, 77a) , [ABR,. 77b]
[MEY, 78] . 

. Magis
Les articles plus récents (ABR, 78] sont consacrés essentiellement ©

4 l'aspect spécification que nous allons préciser maintenant. : i
La définition de Z repose sur quelques idées que nous défendons dans.

ce travail : 
ok

- Indépendance entre spécification d'un probléme et implantation d'un pro#
gramme qui le résout. 

|

~ Développement par raffinements successifs d'une spéci fication.

Caractére statique d'une spécification 
:
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- de définitions de types précisant des ensembles

On dispose des types primitifs (modes) |sooléens, numériques,

caractéres et de constructeurs de types (ensembles, tuples,

fonctions, produit cartésien)

- de définitions d'objets de certains types

d'objets.

- de définitions de relations précisant les domaines et co-

domaines d'une relation ainsi que sa nacure (fonction partielle,

totale, relation non fonctionnelle)

- d'assertions précisant les propriétés de certaines relations.

Enfin certaines extensions du langage permettent d’appréciables simplifi-

cations d'écriture.

Mais plus que sur la syntaxe nous voudrions insister sur la démarche
proposée par J.R, ABRIAL et B. MEYER pour construire une telle spécifica-
tion : l'informaticien lit successivement les différents éléments du

5cahier des charges et en donne PaS a pas une traduction en Z . La pre-
miére lecture met en évidence les types de base du vrobléme, Jes princi-
pales relations et quelques propriétés successives.

Cette lecture est recommencée plusieurs fois de suite, chaque étape
devant mettre en évidence de nouveaux objets, de noivelles relations, de
nouvelles assertions. L'arrét de ce processus itéracif correspond a
l"obtention d'une spécification comptéte du probléme. Au cours de cette
démarche i] est suggéré a l'informaticien de se poser des questions sur
les objets, types ou relations qu'il manipule : cet ensemble est-i] or-
donné ? Cette relation est-elle fonctionnelle ? Cet ordre est-i1 partiel
ou total ? etc...

Pour préciser ces notions sans trahir les idées de ? reprenons ici 1'’exem-

ple décrit dans [ABR, 77c] et [ABR, 78] .

ne FONT SEMR <SPAN TPES St OME TOCA DNAS FATT =pace i me
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_*# Chaque mois, chaque client actif possaéde u1 crédit, un débit et
Exemple 6 :

Spécification enZd : effectue un versement #4
- U probléme des emprunts bancaires (cf.1.1, n) , définittion

Specification : gestion des comptes clients MOICLIENT = subset m, C in prod (MOIS, CLIENT) where
_ pe C in ACTIF(m) ou m = mdab(C)

CLIENT ; . 
end ,

defint tion : relation
ee eile crédit : MOICLIENT — ARG ;

elation débit : MOICLIENT ~ ARG ;
montant : CLIENT — arg ; vers: MOICLIENT — ARG ;
non + CLIENT". — CAR ## Les crédit et débit sont respectivement les sommes, depuis le mois |

de départ jusqu'au mois considéré, des versements et des mensualités

du client considéré
type 

|
grdered MOIS some = (deb t PO assertion |i ut) 5 # MOIS est un ensemble ordonné con- a forall Cin CLIENT then crédit(mdeb(C), C) = 0 and débitt ao ef soge FS . 5assertion Snant un élément particulier debut xf. (meeb(C), €) =O end ;
first (MOIS) = début ; , oa a forali m, © tm MOICLIENT where m.> mdeb(C) then °

relation 
; crédit(m, C) = crédit(pred(m), C) + vers(m, C) and

mdeb : CLIENT 

débit(m, C) = débit(pred(m), C)) +rate(C): — MOIS
end ;mfin : CLI = 

=mensualite - fen mur ## Chaque mois des clients actifs ont terminé (leur crédit dépasse le_ — ARG montant), d'autres sont rejetés (la différence entre leur débit etassertion 
. :

forall C ¢ 

leur crédit dépasse deux mensualités) #¢. - o CLIENT then mfin(C) > mdeb(C) end ; « relationmensualité = Lambda C im CLIENT ., - "get TER: MOIS — CLIENT
= . 

|

end 
4— 

assertion

TER = fambda min MOIS =

.montant (C) / (order(mfin(c)) - oxder(mdeb(C) )) set REJ : MOIS — CLIENT

subset C tn ACTIF(m) where cvédit(m, C) > montant(C) end
bourser 

end ;relation 

RE = lambda min MOIS =»
fer ACTIF : MOIS — curent 

subset C in ACTIF(m) whereassertion 
(déebit(m, C) - crédit(m, C)) > 2 x mensualité (C)forall min MOIS then 

end

end ;

forall C tn ACTIF (m) then m> mdeb(C) end 

|
end ; 

a
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Chaque mois apparaissent de nouveaux clients qui seront actifs Te
mois suivant ## .

relation

get NOUV : MOIS — CLIENT

assertion ‘

forall min MOIS then 
:

feral C in NOUV(m) then mdeb(C) = m end .

forall mde MOIS then ACTIF(m) A NOUV(m) = vz0R end 5

# = Au début i1 n'y a pas de clients actifs. Chaque mois les clients
actifs du mois suivant sont les clients actifs du mois considéré

dont on exclutceux qui ont terminé ou qui sont rejetés ou qui ont®
terminé et auxquelson ajoute Tes nouveaux clients du mois # ."
assertion . t

ACTIF(début) = vive; ,

‘forall m in MOIS then : vt
ACTIF (neat (m)) = (ACTIF(m) U NOUV(m)) ~ (TER(m). U REJ (m) )

L'exemple précédent montre que Ja syntaxe de Z est facilement ‘com
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Si la nature formelle du résultat doit effectivement permettre des

vérifications de cohérence et de complétude, la forme de la démarche

s‘apparente trop, a notre avis, a une traduction pas @ pas dont se ressent
la structure finale de 1'énoncé : les regroupements de propriétés sont plus
liés 4 la forme du cahier des charges qu'a leur nature logique. Par

exemple il n'y a pas de distinction entre énoncé et univers : 1'énoncé est

T'une des relations de la spécification. Enfin demander au Programmeur de

réfléchir 4 chaque propriété que peut posséder un objet, peut conduire a

T'énoncé de propriétés inutiles, redondantes voire génantes pour la

Programmation ultérieure.

Au contraire, l'approche que nous prososons (cf. exemple

ne consiste pas en une traduction pas 4 pas mais en la spécification du

but du probléme ce qui conduit & une structuration logique de L'énoneé,
a 1a mise en évidence des fonctions de base de I'inivers et a 1! ‘introduction

plus systématique des propriétés des objets, ensembles ou relations. En

bref notre démarche [cf. ch. 1.4] conduit a une ‘eformulation guidée et
hiérarchisée de 1'érioncé du problame. Une conséquencé est la nécessité

d'une traduction en Jangue naturelle compréhensib!e par l'utilisateur,
traduction qui n'est pas nécessaire dans la démarche proposée par ABRIAL

od les commentaires sont directement issus du cah er des charges:

Pour compléter cette bréve description de Z 41 conviendrait de

préciser les régles de transformations “a sémantique constante" permettant
de passer d'une premiére spécification a une vers-on algorithmique. Par

exemple on transfdrme une Phrase de la forme V¥> EA, c(x) en

@< vrat 3 pour x€A tant que e réréter © <— c(x) [MEY,78] .
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Le nombre trop important de régles est un obstacle majeur a leur utili-sation et i] conviendrait de les hiérarchiser et de les regrouper. Signalonsenfin l'utilisation de Z Pour spécifier des problémes faisant intervenirdes notions de parallélismetABR, 79) 
i

h) Quelques autres approches.

Bien que la nécessité de définir des langages de spécification sait deplus en plus reconnue il semble qu'a 1'heure actuelle i] y ait peu!de développement de tels outils, T'accent continuant & étre mis sur Tes
langages de conception et ‘d'analyse de Programme. Un: bref survol. des.
langages tels que HIPO, ISDOS ou SADT pourra étre trouvé dans [DEM, 79]“Par manque d' informations sur ces langages nous ne développerons pas
cette étude. .

Citons également certaines. études sur le réle des langues naturelles
dans la spécification qui ont, comme dans le projet SAFE [BAL 792°}: pour butde construire un systéme aidant un utilisateur 4 poser son probleme.

Tl serait aussi intéressant de développer 1'étude du systéme MODEL :(PRY, 77] permettant 4 un utilisateur de spécifier pas a pas son probléme
et Se chargeant d'ordonner Jes différentes “spécifications", d'en faireum controle de coherence (comme en SNOOPY [HUC, 77] par une analyse de .précédence). 11 semble malheureusement que les "specifications" soient.d8ja thes explicites, 

OPC Gs

¢ b3.- Langages de spécification

‘ by faire une étude, ne serait-ce que partielle, ‘sort largenent du...cadre de ce travail, aussi nous contentons-nous de présenter quelques, dotiai~Res oi.ce genre de langage s'est bien developpé. 
mee

a) L'analyse de gestion

la Structure des données et des résultats dans 1és problémes classi-fg, 5ques d‘analyse de gestion est presque toujours ja méme : fichiers én accés

=. Flex

direct ou séquentiel. La forme des algorithmes est elle aussi relativement

constante : mise a jour (fusions) ou tri avec ou sans ruptures. Aussi ont

pu étre developpés depuis de nombreuses années a la fois méthodes et lan-

gages d'analyse de tels problémes (méthode ARIANE (GAM, 77/1, PROTEE (SIS, 78]

etc...). La plupart de ces langages permettent des descriptions agréables

des fichiers et peuvent en ce sens étre considérés comme des langages de

spécification. En revanche la description des algorithmes peut étre de trés

bas niveau, voire pratiquement du langage machine :

- C'est le cas du langage GAP développé par IBM [IBM, 75] . Chaque

Programme GAP est constitué de trois parties :

+ une partie spécification des entrées dans laquelle on décrit

la structure des fichiers en entrée, la forme de leurs enregis~

trements, les champs sur lesquels s'effectueront les ruptures

Ou les concordances, ainsi que la nature d'un fichier (maitre

ou secondaire). -

+ une partie spécification des sorties t-és semblable a la pré-~

cédente.

+ une partie traitement, sous forme d'une suite de conditions -

actions utilisant un langage de trés bas niveau avec des sauts

et des formes d‘instructions trés élémen:aires

- C'est Te cas des méthodes WARNIER [WAR,75 ] ou JACKSON [JAC, 75]

que nous détaillons un peu au chapitre 2.4.

- En revanche les tables de décisions, par nature dynamiques, peuvent

permettre une spécification de 1'énoncé sous forme cle conditions~spécifi-

cations (spécification par cas) en remplagant les actions par des défini-

tions et en oubliant l'aspect séquentiel sous jacent. Elles ne permettent

cependant pas de décrire directement la structure des objets.
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sortie), le flot qu'ils suivent et les transformations qu'ils subissent.
Ce langage fournit des outils de spécification non procédureauxet ne néces-
site pas de préciser Ja représentation des données : seules les contraintes
logiques ont a étre exprimées. La méthode de spécification associée est
dirigée par les résultats ce qui permet une spécification descendante et
modulaire.

Mais BDL doit fournir des Programmes exécutables : on retrouve alors
les principaux problémes liés a l'inefficacité des langages dé trés haut
niveau comme dans SETL.

b) Les bases de données.

La conception, 1a modification et l' interrogation de bases de données
sont des cas particuliers de Problémes :

~ La conception et la modification concernent la partie “univers”

~ L' interrogation consiste a spécifier des énoncés.

Les principales idées que nous avons mentionnées jusqu'ici concernant
T' indépendance entre la spécification et la résolution, l'utilité de se
placer 4 un niveau statique, la nécessité de disposer d'un -langage de spéci- :
fication ont déja été €voquées dans le cadre des bases de données :
~ Recherche de l'indépendance entre 1a structure logique des objets et
leur représentation physique

~ Recherche de Tangages de “description logique" et d' interrogation de
bases de données. 

.
De nombreuses approches de description de la structure logique de

bases de données sont voisines du concept d'univers tel que nous ]'avons
présenté : ensembles et fonctions sur ces ensembles : c'est le cas des
modétes relationnels [COD, 74] ou des modéles en réseau [DAT, 75] .
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Mais si, dans 1'étude que nous menons ici, nous envisageons de définir

conjointement 1'énoncé et l'univers du probléme, dan; le cas des fages de ;

données les activités de conception et modification tune Pant wt d inzerra

gation d'autre part sont dissociées. Ainsi, la spécivication d'un probleme

sur une base de données (interrogation) apparait comne un cas particulier

de spécification de problémes dont l'univers est déji défini.

Néanmoins, i] serait certainement trés intéressint, pour 1a conception

de langages ‘de spécification, de s‘inspirer des travaux effechubs dans le

domaine des langages d' interrogation de bases de données. En particulier,

des efforts ont été faits pour se rapprocher d'une langue naturelle struc-

turée [LAC, 77] [CHA, 74] .

S'il résulte de ta bréve et incompléte étude précédente qui existe

actuellement trés peu de cadres ou de méthodes adaptés 4 ta specification

d'un probléme, un important travail de synthése consiistenstt a extreiine’ .

des différents travaux de "génie logiciel" les Formal ¥snieS PeCHITI Sues Ou s

et méthodes utilisables dans ce but : description et utilisation d'ensembles

comme dans SETL ou Z, langage de haut niveau orienté utilisateur comme dans

- les bases de données etc....

On trouvera le début d'un tel travail dans [LAI 79] ou | ‘auteur pose

le probl@me de la "programmation automatique" en conparant alverenks an

témes", certains déja d'un emploi classique comme les "packages", 1a plupar

encore a 1'état de prototypes ou de projets de recherche (pregrammation par

exemple , "Knowledge-based systems").

Concluons ce paragraphe en proposant, a la maniére de [DEM, 79] ,

Jes principales approches évoquées jusqu'ici (figure B).

ions lie ani naa
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CHAPITRE 1,2

SPECIFICATION FORMELLE DE L‘UNIVERS D’UN

. PROBLEME :

LES SYSTEMES D' INFORMAT ‘ON

La spécification de l'univers d'un probléme doit 4 la fois étre simple

& construire, précise et bien adaptée d L'énoncé puis & la résolution du

probléme. La précision et 1'adéquation 4 la résolution peuvent étre obtenues

en utilisant la notion de systéme formel. La faciiité de construction né-

cessite quant 4 elle de disposer d'un langage agréable, possédant des primi-

tives de haut niveau et reposant sur des concepts intuitivement clairs.

Avec ces objectifs nous introduisons ici, d'une part le concept de

systéme d'information qui apparait comme un systéme formel permettant de

spécifier l‘univers d'un probléme, d'autre part le langage des s~deseriptions
adapté 4 une construction progressive et structurése des systémes d'informa-

tion. Cette dualité entre l'aspect formel et 1'asoect méthodologique cons-

titue la ligne directrice de ce chapitre.

° Ainsi, au paragraphe 1 nous discutons de l'intérét des systémes formels

dans ta spécification d'un univers. Puis nous définissons la notion de

systéme d'information (§ 2) avant d'en étudier les propriétés fondamentales

(§ 3). L' introduction, au paragraphe 4, des notions de réalisation et

d'eatension de systémes d'information conduit (§ 5) a présenter le langage

des s-descriptions et 4 définir des opérations de transformation de tels

systémes. La paranétrisation apparait alors (§ 6) comme un autre moyen |

d’engendrer des systémes d'information et permet de décrire (§ 7) de nou- |

velles opérations de construction.

|
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1.- DE LA FORMALISATION DE L'UNIVERS D'UN PROBLEME,

Dans les exemples considérés au chapitre précédent la plupart des pro-

preétés des objets du contexte étaient sous entendues (on ne précisait pas

les propriétés de LIAISON, NPRIX, PERS, etc...). Mais i] est évident qué

la résolution du probléme va utiliser un certain nombre de ces propriétés.

Il convient donc d'étre capable de les mettre en évidence le moment venu °

c'est l'une des qualités d'un cadre de spécification d'univers.

De plus, nous avons vu la nécessité de prouver Ja cohérence d'un

énoncé : ceci nécessite qu'il soit exprimé dans un cadre permettant d'effec-

tuer des démonstrattions.

Pius que sur un univers, de nombreux problémes portent sur une classe

d'univers, c'est par exemple le cas du probléme des liaisons aériennes

(ch. 1.1. exemple 1). 11 faut donc étre capable de décrire de telles classes.

La nécessité d'introduire ou de prouver des propriétés et le fait qu'un

probléme ne porte pas toujours sur un seul univers nous incite a donner

une vue plus formelle de l'univers d'un problame : Une spéct fication d'un

univers U est un systdne formel dont L'univers U est un modéle. Ainsi

T'énoncé d'un probléme porte sur un systéme formel, Jes fonctions de base

étant en fait des symboles fonctionnels, les différents modéles du systéme

formel sont des univers du probléme.

En examinant les quelques exemples qui précédent on constate que Tes

systémes formels utilisés pour formaliser un probléme peuvent étre de types

trés variés :

- 79 -

- Mais bien souvent le premier ordre semble insuffisant pour énoncer

précisément un probléme : i] est nécessaire de quantifier des symboles

de fonctions ou de relations (cf. probléme des sous suites croissantes

maximales, ch. 1.1 § 3.1 fig. 5)

Matheureusement on dispose d'assez peu de résultats intéressants dans le
cas de calcul des prédicats d'ordre supérieur 4 un. Aussi essaye-t-on de

s'y ramener, éventuel lement par le biais ¢'artifices consistant a consi-
derer certaines opérations comme des symbole: Q-aires. Dans 1a suite nous

introduisons le concept de systéme d'information (en abrégé S.1.) :

Un systéme d'inforsiation est un célcul des prédicats typé du

premier ordre spécifiant l'univers d'un probleme.

Un systeme d'information est un cadre formel ; pour spécifier un pro-

bléme s’y rapportant i] faut disposer d'un langage le décrivant. Comme

nous l'avons déja indiqué au chapitre précédent, nous pensons que le pro-

bléme de la spécification est déja suffisamment difficile en soi sans

qu'on y ajoute des soucis liés 4 la résoluticn. C'est la raison pour laquelle

nous cherchons un langage permettant de donner une définition deseriptive

des éléments (symboles fonctionne!s) d'un S.1. plutét qu'une définition

constructive + la description 4 l'aide de support , ou e-deseription, d'un

S.1. joue ce réte.

Notons qu'il faudra, dans une étape ultérieure, disposer d'une défini-

tion constructive de ces symboles fonctionnels : i] sera donc nécessaire

de disposer a la fois d'un langage exprinant de telles définitions et de

méthodes permettant de passer d'une description initiale a une description

constructive. On aborde le probléme de la veprésentatiton d'un S.1. par un

autre, probléme qui est abordé au chapitre 1.3 (§6.3) et dont la résolution

est en partie facilitée par le fait que l'on utilise des systémes formels.
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Avant de définir et d'étudier plus précisément la notion de systeme S

d'information nous la présentons sur deux exemptes. 2

its
1.2.- Exenples_de_systémes d'information. _ 3

=

Exemple_ 1 : File d'attente

La spécification du probleme de simulation (ch. 1.1 §.1.1 c)) fait

apparaitre une suite de files d'attente. Le S.1. "FILE" est décrit par la pt

figure 1, 
be

Cette description repose sur la nation "pré définie" de sudte : |
4

Convenons de noter < Xpriceee Kp > une suite quelconque 4 p-k+l |

éléments, en adinettant que p< k correspond a la suite vide encore notée | '
< >, alors 

|

< Ryerss Ky POY ES Mea ves Kye Ym 7

: |reste(< Xps vees ky >jpa< Xpypr ree ky >

prem(< Keo sees Xp >) = XK |

P< Xps ees Ky >| = p-k+l ; 5

Une description compléte du $.1. “SUITE” est donnée au paragraphe 7.2.2. , =

La description de FILE exprime :

- qu'une file est une suite d'entiers. En ce sens on dit que le S.1. | [. 4
| j

ENTIER* est le systéme support de FILE. Nous dirons alors que la figure 1| ,

est une s-deseription de FILE. |

~ que la longueur d'une file est comprise, au sens large, entre 0 et 100 :|

la partie invariant de la description est donc un prédicat définissant

un sous ensemble du systéme support. |

{

¥
| 2

4
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~ que les différents symbotes fonctionnels de FILE sont “ajtf", “retf",

"tetef" et "videf". Leurs "domaines" et "codomaines", ce que nous

appelons leurs profils, sont décrits dans la colonne centrale. La for-

mule qui est précédée de ty (resp. de st } spécifie la relation entre

les "données" et les "résultats" (resp. la condition que doit vérifier

la "donnée" pour que l'appel soit licite) associée au symbole fonc-

tionnel considéré, c'est la post-condé tion (resp. pré-eondition) de ce

symbole.

Notons un léger changement de notation par rapport au chapitre 1.1 :

il est agréable pour ta suite, 4 la fois d'un point de vue formel et d'un

point de vue méthodologique, de dissocier Ja description des profils de

celle des propriétés des opérations.

De maniére plus formelte maintenant, la colonne de droite de la figure 1

décrit les acvomes prepres du systéme formel FILE. 11s sont formés A partir

~ De l‘axiome associé 4 T'invariant :

O< If < 100

~ Des axiomes caractérisant chaque symbole (= est 1'égalité formelle

du systéme FILE)

pour ajtf : ajtf(f, x) 2 frx

pour retf : retf (Ff) = reste(f)

pour tétef : 4vide(f) > tétef (f) = prem(f)

pour videf : videf(f} = ({f| = 0)

La définition compléte du S.1. FILE est donnée dans V'exemple 9 (§ 5.2)

L'absence de la partie sz d'une description d'un symbole fonctionne?

est une convention d'écriture lorsqu'elle prend la valeur ved. NotonsGt»

qu'ici oh aurait pu penser a adjoindre, par exemple a ajtf, la condition.

st O< Ift < 100

= 83) =

En fait cette précondition se déduit de la post conditton de ajtf

et de l‘invariant

de Og if'| <100 , fiz fx x et {f° sx} e Jf] +1

on tire O<iff +1 < 100 , donc O< Iv] < 100>

Ce mécanisme est étudié au paragraphe 5,

Ceci montre que le S.I. FILE doit contenir ‘es axiomes propres de son

systéme support ENTIER* et précise ainsi le réle d'un S.1. Support :

~ Les axiomes et symboles d'un systéme support font partie du S.J. qu'il]

permet de définir

~ Mais dans un énoncé portant sur le $.I. FILE, seuvles les opérations

de FILE peuvent étre utilisées, 4 l'exclusicn de celles de ENTIER*

si ce dernier n'est pas défini comme un $.1. de base du probléme con-

sidéré. Ceci donne un caractére structuré a la description des systémes

d'information.

Dans la définition du S.1. FILE, le fait que les éléments "stockés"

soient des entiers est tout a fait anecdotique et la description d'un tel

S.1. sur un erisemble T quelconque serait identique. De maniére analogue la

valeur de la longueur maximale d'une file peut étre un entier quelconque.

Ainsi 4 coté de S.J. “primitifs" tels que ENTIER, BOOL, etc... qui

apparaissent dans la définition d'un $.1. S on trauve des S.I. paramétres

qui font de $ un constructeur de $.1. (ou encore une classe de S.J.). 0

Exemple 2 : Multiensembles.
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La figure 2 présente une s-description du S.I. MULTENS1 des multi- | = = z

ensembles dépendant d'un S.I. paramétre. On suppose ici que le S.1. para- ? a2

métre VAL est muni d‘un préordre total noté < . Z < 5 5

Dans cette description on utilise encore un systéme support "suite" | <4 ‘ > nou
9 s | = mos

avec comme symboles fonctionnels : 33 = > © Tos

dom(domaine d'une suite) : dom(< x,, .... x. >) = [k..p] 2 wow u 2
k Pp p = g -=

bi(borne inférieure) t bi(< xp. 00) X >) =k je S$ . ale
k P JE >< = " £*

oof S = = Er.
: : = i . = obs(forne supérieure) 2 bs(< Xr cree Ry >) p i 3 Sg 5 > z = e

. £ Ss wow e —~ SO we
tr( tranche) 2 tr(< xp vere Rye is J) <¥y---Y eng I aT me mt 5 ¥ = Su £5 ¢

= yg 2b EF | 8 82 EBS, SS G : =

et = Xs Yo =F Xaly ees sa)? & SS ° Ss; Vy = Xie Yo * iat Sanit] 9 at " § j >
; ‘ adi 5 s > 28 ge Mg § 3

De plus m; représente 1'élément d'indice i de la suite m, cette | 5 EI g 5 # & 2 e ea r
4 ‘ ee ok aa Fo we o 5 La

notation n'est définie que si i edom(m) . al Sy @2esos s iw i
On note que les paramétres peuvent étre décrits par des prédicats 4 i a ~ m= = 3

- Tack 5 : ry cAPlus généraux que ceux utilisés dans la description des symboles fonc- a = Ss = 5
: Sdeng sos . 3 So D

tionnels du S.I. considéré qui justifie une extension de la syntaxe des post ee 2 u 2 wu BZ a
iti “ " > a 26 24 iH

conditions (cf “supm"). z 3 3 5 3 BS a
meets a3

11 faut remarquer que cette définition de MULTENS1 ne correspond pas . x 2F= 2 35 a : ai 3 = =
4 celle envisagée au chapitre 1.1 dans laquelle un multiensemble sur VAL = S. 43, a5 .

; 

. 

an 

- 

= 

= 

gest une fonction de VAL dans ENTIER. Cette remarque conduit a une autre had “| 2 5 ot
coy : . ° | el 2

s-description du S.I. des multiensembles, noté maintenant MULTENSZ, avec & a & & a ” g
‘ = 

2 
oFcette fois-ci comme systéme support zy 2 5 6 ial

(VAL ——» ENTIER] > © a

qui est le S.1. des fonctions de VAL dans ENTIER muni des opérations : i =... ~ ——
' -

: oe . ! a <
- app! (f, x) qui associe 4 une fonction f sa valeur en x | | GY ay a 2 i

« . 7 ; aye z= — o38 7° ©. ws
- ajout(f, x, y) adjonction d'un nouvel élément au domaing \ Yo 2 5 7 wee £2 m2

‘ Bz a3 2 He epee IS “uo ‘ad'une fonction f avec pour valeur associée y ; | = 2 g ee 8 5 S 25 8 &
! 4 94a- chval(f, x, y) change la valeur d'une fonction f enx , la | | 3s 5 s =2 O56 ao 26
| 8 a = & a - § 2

fouvelle valeur est y | ae 23 a o- 5-85 “2H BHP
5 § g 3 Se #3 3

| ie» 3 sea vo UE ve

| | su 4 c oce ce cs
ee e Gar 65 65 3
35 sf ser o

.2| a0 : © 'b SBD Bu 24
git 2 a Sear ee 8 fC CE
2:5, 246 « ao0sf 3 £5 ££ SB

B gels 3 Se5o%e2 gS CE

(sistas » $a Faetaedsc Se FSBbi = oe eee FPS fe =
=} wd ; 2s p - - G » &

a” ; oe S35 84" 2&5 GE- 8 @ Y BS Be ae ut OF
“as / = a e®rsoe Go €&

a' O2 Bu #8 3D 5 2 a

gs eudgdeed Ec ov
a4 e felt bBao 6&5 Le

mh eS a KS 5S a 2 =o

5G 52 s>GPew av 5

i

t |



iVAL est le S.I. paramétre de MULTENS, i] | VAL : SI
€

&

est muni d'un préordre total noté
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(vls v2 y v2 <vl) a (vl ¢ v2 a v2 < v3 > vl < v3)
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Un multiensemble est une fonction de

Vv € dom(m), appl(m, v) > 0
' I

: MULTENS
m

EVAL dans ENTIER dont l'image d'un é1é- ment quelconque est strictrement posi- tive.

opérattions

=v
7

€ dom(m) tg m. pai

3

v apt m=
apt tg

(m, v, appl (mvt

= v apt m azors chval
Jout(m, v, 1)

ajtm(m, v)

apt teste l'appartenance d'un élément
il suffit que

1'élément appartienne au domaine du4 un multiensemble multiensemble.

fc

ajtm : f

ajtm est l'opération d'adjonction d'un .@lément a un multiensemble.

‘onet (MULTENS, VAL) MULTENS

sinon 8,

‘st

supm tg

: fonet (MULTENS,
supm

supm est l'opération de suppression

‘appl (m, v)

(m, v) (m, v, appT(m,v)-
1 aiors supm

= st

supm(m, v) :

VAL) MULTENS

d'un élément dans un multiensemble

stinon chval

Elle n'est définie que pour des é1é-

v aptin
st

ments appartenant au muitiensemble.

- fo
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- dom(f) associe 4 une fonction son domaine

- supr(f, x) supprime x du domaine d'une fonction

On obtient alors la s-description de 11 figure 3,

Nous sommes donc en présence de deux s.écifications formelles d'un

méme concept intuitif. Peut-on dire qu'elles sont équivalentes en un certain

sens ? Ce qui nous intéresse ici c'est que des opérations telles que

l'appartenance aient le méme résultat dans ‘es deux formalisations.

Cette notion de conservation des propriétés vis 4 vis des opérations

“d' auscultation" permet de “changer” de S.I tout en spécifiant le

méme probléme (notion de représentation d'un $.1. par un autre). o

1.3.- Systémes_d nformation

La forme des spécifications présentées dans les exemples précédents

est inspirée de celle des définitions de types abstratte du langage

ALPHARD [WUL, 75] .

1.3.1.- Notion de type abstrait

Lors de 1a spécification d'un prcbléme on souhaite ne donner

qu'un minimum de propriétés sur les objets traités. En particulier la

Plupart des propriétés sur ces objets sont des propriétés de fonctions

portant sur ces objets

priétés

: on déerit un type «objets en précisant les pro-

des fonetions associées. Cette idée fondamentale que nous avons

mise en évidence dans les exemples précédents est tout aussi ‘importante

lors de la résolution d'un probléme : i] s'agit de conserver le plus long-

temps possible un maximum d'abstraction en évitant de préciser trop tét

la forme (la. représentation) des objets. C'est d'ailleurs ce deuxiéme point

de vue qui est le plus développé dans les travaux actuels : Ta notion de

type abStrait est apparue historiquement [LIS, 75] , [WUL, 75] comme

l'analogue au niveau des structures de données de la notion de module au

niveau des structures de contréle [DER, 74]
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1.3.2.- Les types abstraits comme outil de spécification.

Trois caractéristiques de la notion de type abstrait en font

un bon outil de spécification :

- L'indépendance des objets vis 4 vis de toute représentation concréte

~ L' introduction d'un cadre permettant de spécifier les propriétés

des opérations :

~ Le regroupenient “géographique" des propriétés d‘un type donne une

présentation propice a4 une spécification descendante : un type peut

dépendre de “types primitifsTM qui sont spécifiés 4 leur tour etc....

Notons cependant qu'il peut @tre utile de définir conjointement plu-
sieurs ensembles d'objetS, ce qui ne semble pas étre le cas dans les

différentes approches actuelles (cf. exemple de la pagination de Ja

mémoire virtuelle ou la mémoire physique est composée d'une mémoire

principale et d'une mémoire secondaire).

En ce sens les S.I. sont des types abstraits.

+

1.3.3.- Les types abstraits comme outil de programmation.

L' introduction de types abstraits dans les langages de program-

mation présente de nombreux avantages :

~ Elle évite, par l'introduction d'une distinction entre la structure

logique et la structure physique d'un objet, qu'un utilisateur ne manipule

directement la représentation d'objets. On precise ainsi clairement la

distinction entre l'utilisateur d'un type et son réalisateur (MIN, 79}

(WUL, 75]

- Elle permet de définir des mécanismes de protection et de confiden-

tialité interdisant certains accés & certains utilisateurs (DER, 79] >

_permet de préciser les pré et post conditions des opérations. Mais dans
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- Elle est adaptée 4 la conservation d'objets (au méme titre que la

compilation séparée classique permet la conse-vation de modules) et le

partage d'objets entre plusieurs utilisateurs [BAN, 78]

Les deux derniers aspects prennenttout l2ur intérét dans Je cadre des

bases de données et des systémes d'information (au sens logiciel habituel

du terme et non pas au sens logique utilisé dans ce travail).

Cet aspect “ingenerie du logiciel" des types abstraits remonte aux

classes de SIMULA [DAH, 72] et a notamment ét3 développé par LISKOV [LIS, 75]

WULF [WUL, 75] et apparait dans des langages ilgorithmiques modernes tels

qu'EUCLID [LAM, 76] , ADA [IGH ,79 ] , MEFIA [CUN, 79] ou ATM [MIN, 79] .

Bien que ce point de vue soit actuellement en plein développement dans le

cadre de langages algorithmiques classiques (fondés sur le concept dynamique

de variable } nous ne nous y attarderons pas ici dans la mesure ou nous d

nous attachons surtout aux problémes de conception plus qu'aux problémes

de vie du logiciel.

1.3.4.- s-description de systéme d'information et

description pré-post d'un type abstrait.

Nous avons déja signalé l'analogie entre les s-descriptions des

S.1. et les descriptions des types abstraits du langage ALPHARD (ce que l'on

peut appeler description pré-post d'un type abstrait [DER, 79]). Dans l'un

et l'autre cas on décrit des objets en termes d'objets prédéfinis ce qui

les premiers exemples donnés en ALPHARD [WUL, 75] , [LON, 76] la notion

dynamique de variable était prépondérante ce qui nécessitait des définitions

Constructives des opérations. déjé trop éloignées d'une spécification ini-

tiale. De plus l'utilisation de variables implique l'utilisation d'une

sémantique axiomatique ([LIV, 78]) élaborée. I] semble qu'actuellement les
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concepteurs d'ALPHARD cherchent a se detacher du niveau dynamique en abur-

dant, comme nous essayons de le faire dans ce travail, Ja résolution d'un

probleie par étapes progressives partant d'une spécification statique ini-

tiale et aboutissant a un programme efficace [BEN, 79]

En résumé on doit pouvoir, sans beaucoup de difficultés, définir cu

énoncer en ALPHARD les mémes notions et propriétés que nous introduisons

Un systéme d'information S est un calcul des prédicats du premier

ordre, égalitaire et typé (on dit encore théorie du premier ordre typée)

{SHO, 67] ,{KLE, 52] . a

Pour détailler cette definition, précisons, en reprenant les notations

de (REM, 74] , les éléments du quadruplet (klph, tor , dx, Si) qui

constitue le systene forme! S$ (AIph est 1'alphabet, ¢or l'ensemble des

formules, dbx celui des axiomes, Vi celui des régles d'inférences).

2.1.1.- Alphabet et sortes de S

Atph = tyu Var U te, 1,232,346) ) 08

- yan est un ensemble de «, Qu Pett ue

- Var un ensemble de vuiutive

- = désigne 1'égalité formelle

b)

L'ensemble Sor des eovtcs de S est un ensemble de symboles

qui s'interpréteront comme les noms des ensembles apparaissant dans les

domaines et codomaines des interprétations des symboles fonctionnels ck

EL
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On associe & chaque symbole fonctionnel f de Sym

= un q-uplet Sis wees 8g de sorte: appelé la source de f 3

source(f) = S) SQ

- Une sorte 5, appelée le but de f : but(f) =

Le q+1 uplet Sy: + rer Sy Sp est appelé le projil de f que l'on note

de la maniére suivante :

profil(f) po? Sq

S 3 on note Var(autant de sous ensembles qu'il y a de sortes dans

les variables de profil -+ Sy

L' existence de Jor et de profil fait de S un cystéme typé.

2.1.2.- Formules de_ S$

fonctionne!s

L'ensemble Sch des schénas Joretionnels ou termes\de S repré-

sente toutes les compositions de symboles fonctionnels ou de fariables de
S compatibles avec les profils.

De maniére plus formelle :

Ltensembie Jeh des schémas forctionnels sur S est défini par :

Sensi) ot

{ Sch(S.) ta € Jch} est l'unique solution du systeme a point
. pe ee i

fixe suivant ¢
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Sen(S) = tf Sch (S,)--+ Sen (Sa) ue Fe Sym 5 profin(f) =
q>0 ‘.> 5 — st

U tr (5)

(pour § € Sor

2 s1

On étend la fonction profil sur Sch en posant profil(u} 4

ue wh (55)

L'ensembie cttom des formules atoniques de S est défini par :

cbtom = \! $el{S) = eh (S)

Se€ Sor

Intuitivement, on ne peut égaler formellement deux termes que stils

ont méme profil.

L'ensemble “$0r des formules de S$ est l'unique solution du

systeme 4 point fixe :

Sor = tom y for yggor ofr) u A ax for
xeU

2.L.3.- comes de S

L'ensemble <t-X des axiomes de S est la reunion des ensembles

suivants :

a) “rop est Ienseuble des « unpre et Lote 2 SUE z
i

2 ttowu (CJ axtor 5 c'est la réunion des trois ensembles suivants +

x€ Var

Sop; = t o> (129) 4 ws €& }

‘Hop =(w> Woe) > (@2¥) > (WRI) ow, ten Es

‘Sop, = (les 1H) > (HP e) a wrt EF

Pe _——
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b) Og est Tensemble des vrdomes: caraetendsute Ltégalité formelle ;
il consiste a exprimer que = est reflexive, symétrique, transitive et

qu'elle est stable pour les symboles fonctionnels. “Sg est la réunion

des trois ensembles d'axiomes suivants :

M3) = { x ex tg x€ Var (S) et Se Sor}

O32 = (0 (xyz Xp > yxy 2 Xp = ky Ly Ky Xp» Xz € Var(S) et 3 € br)

aleeg es Fup su, tg
Sage xe yD Fup us yeu, 7

2 
4xzy-et f Myre Up x Up ype Ue Una Yg € dt onl

c) “gs est l'ensemble des axiomes caractérisant 1'égalité dans
les sortes. De maniére intuitive, une sorte formalise un ensemble, et

on souhaite pourvoir comparer deux termes de méme profil. Or 1‘égalite

formelle = ntest pus un symbole fonetionnei, donc ne peut apparaitre

dans un terme. On associe a chaque sorte 5 de S un symbole ege

représentant l'égalité.

Plus précisément tout S.1. S contient :

~ La sorte BOOL de booléens et les opéritions booléennes habituelles

dont les symboles o-aires vrat et suuer

~ Pour chaque sorte 5, un symbole eg; de profil 55> 5; > BOOL

\ ~ Les axiomes Cgs associant egs a 1'egalité formelle
i

) w §; € Sor“Ggs = (egg x¥ = prad SxzyWx ey > egg XY = ura
1 1

x et ye Var (8,)+

d) Sub est tensembie des aviom de cubstttution :

Rappelons tout d'abord les définitions suivantes :

|

|
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Definition 2 :

- Une occurrence d'une variable x est Z¢ée dans une formule » si elle

apparait dans une sous formule wy dem de la forme 3x ¥ -

- Une occurrence d’une variable x est /zbre dans une formule o si elle

n'est pas liée dans

- Une variable x est ide (resp. Libre) dans m si une occurrence de

x est liée (resp. libre} dans - 5

Definition 3_:

Soit » une formule et x une variable. On dit qu'un terme ui ect

substituable a x dens @ si x et u ont meme profil et si, pour toute

variable libre y de u , aucune formule de la forme 3y¥# ne contient

d'occurrence de x libre dans @ . On note alors glu/x] 1a formule obtenue

en remplagant chaque occurrence de x libre dans p par u (l'utilisation

de cette notation sous entend que les conditions précédentes soient vérifiées)

La deuxiéme partie de la condition pour qu'un terme u soit substituable

a une variable x exprime qu'aucune occurrence libre d'une variable y

de u ne devient liée dans lu/x] .-

Par exemple u=y+.l n'est pas substituable 4 x dans p=Jy xy + 4

mais l'est dans J) = 3z y =8*z*x

Alors i'axiome de substitution précise une propriété des formules quan-

tifiées par 4

Sub = { wlu/x] pax pte we ter, ue dch et u cumetyfuusis A x dans

e) L'ensemble Exp est formé des caiome propisc de S$ . Ce sont

les axiomes qui permettent de distinguer un S.I. d'un autre. Par opposition

Jes autres axiomes décrits ci-dessus sont appelés usfoneg ool

Une forme narticuliérement intéressante de ces axiomes propres correspond

a la s-description des symboles fonctionnels (§ 5.1.1}. Une autre forme est

celle des définitions récursives utilisées dans les spécifications algébri-

ques {ch 2.2).

. Oo

woo
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2.1.4. Régles d'inférence

Deux régles d'inférence caractéisent les S.1.

a) Le modus ponens :

O, 92H rw

b) L'introduction de 3

Y9DPpr AxproyY Si >» n'est pas libre dans yp

Rappelons alors

Définition 4 :

Une formule de S est un théoréme de S$ , ce que 1'on note te @

s‘il n'y a pas d'ambiguité, si w est un axiome de $

ou sip est déduit de théor@mes de 5S par application d'une régte d'in-

férence ‘oO

On note Gh l'ensemble des théorémes de §

ou simplement H—w»

Une formule p de S est sermée si elle ne contient aucune variable

libre. Qo

Alors, du modus ponens on peut déduire je (meta) théoréme suivant :

Théoréme_1 ; méta-théoréme de la déduction.

Soit Slo lone ®,] le S.I. obtenu a partir du S.I. S en ajoutant

les formules fermées p> sees ©, aux axiomes propres de S$ . Une formule »

de S est un théordme de S [ pr sees Wp] $i et seulenient si

[...(o, 5 By) 5S... 5 ®,) > est un thécréme de §S a
{

Remarque : Pourquoi le premier ordre ?

Malgré ies remarques que nous avons faites au paragraphe 1.1 sur 1‘insuf-

fisance du prehier ordre nous restreignons les systémes formels considérés

dans un tel cadre. Ceci essentiellement parce que les théories du premier

ordre ont été bien étudiées et que l'on dispose sur elles de résultats in-
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teressantsconcernant en particulier la résotution des enoncés (chapitre i.3 4

ce qui n'est pas Te cas pour les théories d'ordre supérieur. Mais il n‘en

reste pas moins nécessaire de manipuler des fonctions et des relations : dans

ce but nous introduisons de nouveaux symboles de sortes :

a (8) (ensenble des parties)

(8) + $5) (ensemble des fonctions)
etc...

avec une axiomatique fournissant les propriétes attendues (§ 7). En particu-

lier a (3} ~~ Sp] est associe un symbole app! de profil

[S] > Sy]. Sy — Sp

tel que appl(f , x) représente ce qu'habituellement un nomme f(x).

On reste ainsi dans un systéme formel pour lequel les variables ne

peuvent étre que o-aires.

I] ressort évidemment de la définition précédente que seuls certains

éléments du quadruplet (Linh, “Sor 1x, ‘Ni) pennettent de distinguer

deux systémes d'information, les autres étant des constituants logiques

comiuns 4 tous les systémes.

On appelle -rtyrstian d'un systéme d'information § le triplet

x (5) = (Sor, Syn, profil)

définissant les symboles fonctionnels de S , leur source et leur but.

L'ensemble uxp($) est la deuxiéme caracteristique de S

Pour définir S il suffit d'en préciser la signature et les axiomes propres.

“)
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2.3.- Conventions de notation

a) En cas d'ambiguité on indice les élsments Sch, Sym, “Sor etc...
d'un S.I. S par §

b) De maniére tout a fait habituelle nous introduisons d’autres sym-

boles logiques considérés conme des moyens d"abréger les formules :

o”’ v représente Joa
Pay représente T10eV 4)

gey représente {© > p) a (WY >)

uédv représente TW sv)

Vxo représente 3.79

c) Dans l'utilisation de certains symboles fonctionnels nous préférons

une notation infixée a une notation préfixéc. Par exemple a<¢b_ est uti-

lisé 4 la place de < (a, b)

d) Pour simplifier les formules nous acdoptons des contractions d'écri-

ture :

dl) 1 arrive que l'on ait a utiliser des symboles de prédicats

(SHO, 67], ou encore des symboles fonctionnels a valeur dans les boo-

léens. On évite alors la manipulation explicite des symboles vrat et faux

en remplagant u = vrud (resp. u = juue) per u (resp. —u).

est remplacé par a<b
Par exemple a <b = vra¢

De maniére analogue b=vrat o 3 a <<ident, bloc(ts), @>€ rel(ts) est remplacé

par b= Ja <<ident, bloc(ts), a>>€rel(ts)

De méme puisque d'aprés ltaxiome “gs

h eg X y= vrad mm xX By

On convient de remplacer egg X y par x ey

d2) On suppose que chaque S.1. S$ contient le symbole si-.alors..sinon

ofil

profil (av. qlors.sinon) = BOOL , 5; — Sj

(En fait i] faudrait introduire autant de tels symboles qu'il y a

de sortes dans S$ . Par convention nous les notons tous de la méme maniére).
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Ce symbole vérifie Vaxiome af reed ule X ctnen YRK A

af fuun iturt x stinon ye y

dl) et d2) permettent, par exemple, d'écrire :

m' = si appl(m, v)~ 1 ain: supr(m, v)

sinon chval(m, v, appt(m, v)-1) (figure 3)

43) Si € est un symbole du S.1. S$ (§ 7.1.2), comme a I'habi-

tude :

Vx €A @ (resp. 3x € A) sera utilisé 4 la place de

Vx xX € Aap (resp. 3x x € Any)

d4) Enfin,a. Ja notation a<b<c on préfére agbabsc

e) La lisibilité est améliorée par

-L' introduction de redondance dans certaines formules, par exemple &

3a <ident, bloc(ts), @-€ rel(ts)

On préfére 3a: at < ident, bloc(ts) , ar€ rel(ts)

ce qui explicite le profil de a

- Des signes syntaxiques supplémentaires et non significatifs :

+ tq (tel que) dans 3x: St, » ala place de ax :So
+ des virgules 3x,3y,¥z@ ala place de 3x3yvzp

~ Dans de nombreux cas, la liste des variables libres d'une formule o ,

ainsi OX), vee Xp) , est préféeré a

f) Enfin selon 1'habitude nous autorisons la suppression de parentheses

en dtilisant les régles de priorité courante,

- 99 -

3.- PROPRIETES FONDAMENTALES DES SYSTEMES D') NFORMATION

Nous rappelons ici , sans les démontrer quelques propriétés du calcul

des prédicats égalitaire et typé du premier ordre qui résultent des axiomes

et des régles d‘inférences précédentes [SHO, 67]

Théoréme_2 : introduction de ¥

sit pry et x n'est pas libre dans » alorst p> Vxu

Théoréme_3 : régle de généralisation

sir @ alors -- Vx

Théoreéme 4 : reégle de substitution

si ky alors -— @ Luy/xy s Ug/r 9s wees uy/xp]

Théoréme_5_: méta-théoréme de substitution

supposons pour 1<js<p_ , profil (x) = profil (us)

a) tr @lu)/x,, Ug/ Xs oe uy/%p) DEX, Xpress 3X, ©

b) RV Xy VX eee YxXp 9 > 0 (uy /xq> on u,/xp

me_6 : régle de distribution

sit 9 > yo alors -~ 3xy> 3 xy

et KF V¥Yxo DVxXYp

Théoréme_7 : théoréme de fermeture

Soit une formule dont les variables libres sont AyreXy - La

formule Vy. VXDO est la fermeture de » . Alors sous ces hypothéses

ke Vx... VX o si est seulement si +
p
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Une fonction de vérité sur un S.1. S est une application v de

Ttensemble

}B =chton yU ax dor
xe War

des formules élémentaires de S dans {VRAI, FAUX} o

Une formule @ de S est une tautoloyée si, pour toute fonction de

verité vi, v(p) = VRAT

une formule est une cyisdytmence tankeraytque de Oe O si,

pour toute fonction de vérité v, v(o) = VW) Fe = (op) = VRAL =

v(o) = VRAL oo

8 : théoréme des tautologies e

Sim est une conséquence tautologique de Ops vers ®% et si

FO]? +S, alors oOo

En particulier toute tautologie est un théoréne. o

Un systéme d'information étant un calcul des prédicats du ler ordre,

la définition de sa sémantique repose sur les notions d'inteprétaticn et de

modéie. Nous nous contentons encore ici d'en rappeler les principales idées

et les résultats les plus caractéristiques.

3.2.1.- Interprétation d'un systéme d'information.

Soit S un S.I. ayant pour sortes Sp 9339) Sy . Une tnterpat-

tation de S est un nti uplet IN = Gy, ilaxs SED in) ot les Ss; sont des

F € SYM(S) de profil — S; une application in(f) de

a a a

55 KL. Si dans 8; . IN se prolong: aux schémas fonctionnels de

1 P

si u est un schéma de profil 55 +8 k variables x;...x, de profils
= = a A

respectifs S;... S; > in(u) est une application de 5i,* re Sy

k

dans 3 ‘ans Ss

3.2.2.- Modéle d'un systéme d'information.

Si 4

L'application d'une interprétation IN d'un systéme d'information

se prolonge naturellement sur les formules sermdes (définition 5) de

sim =uzv_ alors n(o) = VRAL si et seulement si in(u)

si @ = alors into} = NON in()
si alors inp) = in(w) = in(p)

sip = 3x avec profil(x) = 5, alors in(w) =

Si

= in(v)

si il existe u€Sch(S) tel que in(y [u/x}) =

ion.

Une instuntiacion d'une formule @ 4 k variable

est une formule de la forme wluy/xy> seve Up/Xy] Ob

respectivement substituables (déf. 3) 4 Kp Ky dans

| Definition 9:

s libres

les uy...

©

Xpore

Uk

Q

sont.

VRAI si et seulement

VRAL

1X

Une formule » d'un S.I. S est vadide pour une interprétation IN de S

Si in(w') = VRAI pour toute instantiation ' de o oa

On peut vérifier en particulier que les axiomes logiques d'un S.I.

sont des formules valides pour toute interprétation. o

oe
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la demonstration directe de la corsistance est en général difficile et

in formation $ est une interpreta- On peut utiliser plutdt la deuxiéme forme du theorem sODEL ;
Mu diver dt téme d' inforina 

|

Un maddie Ou wntvers d'un sys ;

tion R de S$ pour laquelle tous les axiomes propres sont valides ° eoreme de GODEL
Cette définitio! rnet donc de relier la notion formelle de S.1. avec Hegrene 10 : deuxiéme forme du théoreie de completude de GODE
e je pennet, ic

Un S.1. S$ est consistant si et seulement si il admet un modéle a
celle d'univers d'un probléme. © Plut6t que de chercher a construire directement et globalement un

modéle dit $.1,
Definition] :

+ ce qui peut étre compliqué et difficile (surtout si le

systéme n'est pas consistant !) i] est plus raisonnable d'adopter une (ou

plusieurs) des attitudes suivantes :

i i elle est
Une formuie de S$ est valide (dans S ) si et seulement si e

aS veo jprehutn En éside dans le résultat suivant qui ~ Utiliser la construction progressive d'une s-description (cf. § 5.2
Soe cariecien Gey Reseimes 2 8 tame d'information en commencant par construire des modéles des S.I. primitifs et, en partantéri i théoremes d'un system 

.
donne une caractérisation des d'eux, construire un modéle d'un S.1. considera.

Theoréme_9 : premiere forme du théoréme de complétude de GODEL. ~ Utiliser les opérations globales de construction de S.1. puisqu'elles
. 

: 

conservent la consistance (cf § 5, § 7Une formule d'un systéme d'information S est un theoréme de S si (cf $5, 97)ine Tort

: - Utiliser la notion de puprésenturion d'un systéne d’ information par

et seulement sip est valide dans S o

un autre : une représentation de § est un “modéle formel" de S (cf ch. 1.3

done si cette représentation est consistante il en est de méme de $

ee lu 3.3.2.- ComplétudeC'est la formalisation de la notion intuitive de cohérence : un Lonp tetude
weR é et incom- | ‘ _ . . | . |née objet ne peut pas étre caracterisé de deux fagons differentes Savoir qu'un systéme d'information est consistant est insuffisant

patibles. en général, on souhaite pouvoir démontrer si un objet posséde ou non une
propriété ou, plus formellement, si une formule est,ou non,un théoreme.Definition 12 :

ginfant s'il existe une formule5 awe 5 tw

Un systéme d'information S es ie 2

i signi : “Sor 3
de S qui n'est pas un théoréme ; ce qui signifie que ‘Gh ¢

Un systéme d'information est eonpie. $'i] est consistant et si, pouréfiniti S fie qu'on ne peut prouver que 
: :

Kutrenent formulée, cette définition signifie
 q 

toute formie

> @ ou TH est uN tréoréme. o
toute formule de S est un théoréme. 9

Cette propriété s'exprime également en tennes de modéles :
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Théoreme_11 :

Un S.I. S est complet si et seulement si i] admet un modéle et si

tous ses modéles sont isomorphes. “a

Démontrer 1a complétude n'est pas non plu

utiliser la description progressive d'un systéme pour y parvenir.
$ une tache aisée et on peut

Pour prouver la complétude du systeme MULTENS1 (exemple 2, figure 2),

il suffit de montrer que :

- pour tout m de profil MULTENS et tout v de profil VAL ,

vaptm = vrat est un théoréme ou “Wv apt m= grat est un

théoréme ,ce qui résulte d'un raisonnement par cas et de la com-

plétude du systéme VAL*

- pour tout m, m, de profil HULTENS et tout v de profil VAL,
ajtm (m, v) =m A jatm (m, v) =m, est un théoréme ou

encore m~v =m, A Tm~ vem, est un théoréme ce qui

résulte encore de ia complétude de VAL*.

- le réesultat est encore vajable pour supm.

Mais la complétude est souvent une propriété trop forte. Ainsi
 dans Te

cas de MULTENS] on peut démontrer que

ajtm (ajtm (m, vl), v2) et ajtm (ajtm (m, v2), v1)

vl et v2 Je sont. Nais intuitivement on souhaite qu'il]

C'est a dire que dans la description du

ulier on décrit

sont différents $i

s'agisse des mémes multiensembies.

systeme MULTENS on donne trop de propriétés (et en partici

la structure interne des objets de la sorte d'intérét) ce qui va con
traindre

abusivement Tes possibilités de representation. En fait, il suffit de dé-

crire le coniportement d'un multiensemble vis a vis de "J'opération e
xternc”

apt : deux multiensembles sont identiques s'ils donnent les mémes v
aleurs

4 apt . GUTTAG (GUT, 78 b} introduit ainsi une propriété de completude
> . Cette notion estged entsplus faible que la preécédente : Ta

lige au fait qu'un S.1.

on parle d'ewivutier: d'un systeme par un autre. L’etude de ce con
cept pernict

(2 4.2.2.)
de définir formellement la complétude suffisante. (

est défini 4 partir d'autres S.1. plus élémentaires =
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4.- TRANSFORMATION DE SYSTEHMES D' INFORMATION

Réali \ ¥ ias Viser un S.1. S par un S.I. S' ccnsiste a associer 4 chaque formule

/ une formule de S' de telle maniére que tout théoréme de $ soit

associé 4 un théoréme de S'. a
Cette i ré i 4notion de réalisation est I'une des plus fondanentales puisqu'elle

pennet de transporter Ja "structure" d'un $.1..

Soit S un systéme d'information. On appelle ypération yénéralisée

associée 4 un schéma fonctionnel a i : ne: el ud q variables Xy- ‘Xq le symbole

u de profil

Spr vsee SQ od S$)... sont les profils respectifs de Ky esek
q

v 
_

et S est le profil de u

tel que Tu. =q Wu, og u {uy /xy A: 3 Ug kal Pour tout q- uplet Uys -u de
4g

profils respectifs Sy: wa ©
q

Definition 15 :

Soit S un systéme d'information. Une prévéalisation de S est un
c ‘ astouple (S', r) od $' est un S.I. et r une fonction associant :

- a chaque sorte J de S une sorte r(S) de S'

~- 4 chaque symbole fonctionnel de S , une opération

généralisée r(f) de S', de méme arité que f

Alors r se prolonge de maniére canon’ que aux schémas fonctionnels

puis aux formules de S 3; on note encore » ce prolongement.

Une réalisation (S', r) de S -est une préréalisation de S$ telle

que les images par r des axiomes propres cle S soient des théorémes de S' o

Par abus de langage, on appellera encore réalisation Tapplication r
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est complet, il n‘admet qu'un seul modele 4 un

4 son unique madele ce qui
Lorsqu'un S.1. 5°

isomorphisme prés. On peut alors assimiler S'

qui justifiec !‘autre définition suivante d'un modéle:

5 est une réalisation (S', r) de S$ telle que
Un modéle d'un S.1.

S' soit complet.

Theoreme 12 :

Tout modéle d'une réalisation (S', r} d'un S.J. S est un modéte de

Ce théoréme résulte immédiatement de la définition 15, de la définition 10

d'un mod@le et de la définition d'une interpretation (§ 3.2.1.).

Corollaire

Un S.1. § est consistant si et seulement si i] admet une réalisation

(S', r) telle que S' soit consistant. a

Definition 1é :

Une realisation (S', r) du S.1. S$ est conservative si pour toute

formule wde $ telle que r(p) soit un théoréme de S’ , @ est un

théoréme de S$ ag

Ainsi, une réalisation conservative préserve exactement ]'ensemblé

des théorémes de S :.

ber= r() si et seulement si te- 8

Un cas particuliérement important de réalisation est celui ou $'

est uN sur-syalen de S c'est a dire une vatensten de S .

Ce condept permet de définir un systéeme d'information par enrichissements

successifs d'un S.1. initial.

De.maniére analogue on peut définir un S.1. S' comme un BOUINI CTO

Ce en ene
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on dit une rescedotion dtun systénme S$ .

n 
. 

ques a té = 
uct

Exte Situ € estriction so deux cet TqUeS a base de a const}
de $.1. pa transfo avtons successives 4 part doun S.J

| 

i

n

t

i

a

l

.

 

On

parle encore de construction par |ONPLGHES. send OU appavuriesement thers
"DATE. i

Nous de nhens Paragray a o 3 a Q ¢ arr Ue Met ure
} au pay y e Lun ¢ acre taxi a a d g ¢

t é u ¥ ATU permet car! 2 Wecere
N oeuvre cette technique.

Definissons maintenant ces differents concepts

4.2.1. Extens? Blais 4 is,
cabension oun systéme J information.

Une sion d’ 6 iextension d’un systéme d'in ormation 5S est une réalisatide $ 00 ealisation
Stor 5 vee . .

( ) rest l’application ident ique g
Jans ce cas on dit encore gue $ es une extensio de Ss.
Ainsi, dir ' i

; e que S' est une extension de § équivaut a:

{ XS} ¢ x(S')
, (£ definit la signat y

&ep(8) < Ch(S*) weeles axiomes propres de $

rémes ce §!

[SHO, 67)).

sont des théo-

(cf [REM, 74} ou

I) résulte immédiatement de cette définition et de ]
une réalisation conservative le théoréme suivant :

Soit §'

ment si

une extension d' 5 i
un S.1. S . 3' est conservative si et seule-

(vo € Sor(S) a he— o = is-o ) a

extens rvative d rS.1. cons tant est onsitstante.
Toute ion conse Vv Vv ul $ Cc

ee
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Notation :

- On note ¢xt(S, £", AY) ‘l'extension S' de la $.1. 5 telle que

X(S') = -£(S) UE"

xp(S') = cixp(S) UA"

- Par abus de Jangage, on préfére Ja notation SfA"] a ‘Zxt(S, x", A")

lorsque &" ne contient pas de nouvelles sortes et que tous Tes sym-

boles nouveaux de =" occurrent dans A" .

L'adjonction du symbole nbocc de profil MULTENS, VAL > ENTIER

et | l'axiome : nbocc(m, v) = gf apt(m, v) aZors appl(m, v)

. sion 0
au 5.1. MULTENS2 décrit par la figure 3 définit une extension conservative

de MULTENS2. : a

Definition 18 : *

la réunion de deux systémes d'information Sy et So est l'extension

S' de 5} définie par

S' = Cxt(Sy, E(Sp) , &kp(So)) a

Il est alors immédiat que

S! ‘Ext (Sos X(S;)+dxp(S)))

Et on note S' = S; U Sy Ja réunion de Sy et So

Il est inmédtat que cette opération est associative, commutative et

admet pour élément neutre le systéme vide.

Cette opération sur Jes systémes d'information est appellée "Combine"

dans le langage CLLA® [BUR, 77 al

~ 109 -

Théoreme 14 :

Soit S' une extension de S .S' (st conservative si et seulement

si tout modéle de S$ peut @tre etendu en un modéle de S' . 4

Demonstration :

a} Supposons que tout modale de S juisse étre étendu en un modale

de S’ . 11 faut montrer que teute formulr ow de 9, gui est un théoréme

Ge S', est un théorene de S$ :

Si west un théorene de $' alors ip es yalide dans tout modale de %?

(théoréme 8, de complétude de GODEL), dont est valide dans tout modéde

de S , donc, toujours avec le theoraae 8 w est un theoreme de §

b) Suppesons maintenant que S' est une exlension conservative de

Lemme 1:

avec cette hypothese, pour toute forrule m@ de $ . S'f} est une

extension conservative de S{y]

Demonstration

On utilise le meta-théoréme de la décuction (théoréne 1} uu porte

sur des formules fermées.

Soit donc @ ta fermeture de (rappalons, théoréme 7, quem est

déduite de w en quantifiant universeltenant chaque variable libre de a }.

Alors avec le théoréme 7

Sfgl = So] et S'tip) = S' 6]

Ainsi, pour toute formule ¥ de S$:

Si y est un théoréme de S'[G] , alors ® 3 ¥ est un theoreme de $'

(théoréme 1) donc, par hypothése sur S' 31 S$ , pow est un théoréme de

d'oti on tire, avec le modus ponens, que est un théoreme de S[@]

Moo



Ce lemme se géneralise inmédiatement par récurrence sur p , au cas

de § To, veo 1 Pour p21 quelconque.

Lemme 2:

On suppose toujours que S' est une extension conservative de S .

Soit Sy une extension de S ayant méme ensemble de formules que S .

1] existe une extension S'; de S' qui est une extension conservative

de 5}

Demonstration :

Posons S') = S' US) (cf définition 18).

Soit » une formule de S qui est un théoréme de sy . Dans ta

denionstration de w interviennent des formules Ypres 5 qui n'appartiennent

pas @ S' (sinon,puisque S' est une extension conservative de S$) ona

inmédiatement ip théoreme de S$ ).

Ainsi » est un théoréme de $' [g,... 9] , donc de S$ [,... 9]1 () 1 p
d'aprés Ta généralisation du lenme 1, donc de Sy
cad

On peut alors démontrer 1a deuxiéme partie du théoréme :

~ Si S n'est pas consistante alors c'est immédiat

~ SiS est consistante, un modéle de S$ est un modéle d'une extension

compléte Sy de S avec méme ensemble de formules (théoréme 18).

Done, avec le lenme 2, i1 existe une extension sy de S' qui est une

extension conservative de Sy

Avec le corollaire du théoréme 13, sy est consistante, alors tout

modele de S*; est un modéle de S" et c'est une extension de 1'unique

modéle de $1 qui est le modéle considere de § .

-lll-

Théoreme 15 :

Si S est un S.I. complet, toute extension consistante S' ‘de S$

est conservative a)

Déemonstratio

Soit ® june formule de S qui est tn théoreme de S' . Alors S{w]

est contenu dans S' , donc consistante. On en tire donc, avec la complétude

n_19 : 6quivalence de deux S.f.

Deux systémes d'information sont sju/se/enta $i chacun est une exten-

sion de l'autre a

Cette définition signifie qu'ils ont méme signature et méme ensemble

de théorémes (et non pas méme ensemble d'axiomes).

Qéfinition 20 :

vis d ote de SUne extension S' d'un S.1. S est > Wacennatt
sap

picte lorsqu'il n'y a pas d'ambiguités) si,(ou simplement s.,

pour tout terme u de S’ dont le profil est une sorte de S , il existe

tute

un terme v de S tel que u=sv_ soit un théorene de S' o

D'un point de vue méthodologique les extensions conservatives sont

trés importantes elles n'ajautent pas d2 théorémes dans te $.1. de départ S

On peut ainsi hierarchiser la construction d'un $.1. sachant qu'a chaque

enrichissement on préserve les propriétés des systémes déja construits.

De maniére complémentaire, la proprieté de couplétude suffisante précise

qu'on introduit suffisamment d'axiomes concernant Tes termes dont le profil

appartient au S.1. de départ



4.2,2.- Informatiun d'un systece

Parmi les d'un S.f. 1 & qui sont

obtenues par simple adjonction de nouveaus axtomes presen
te un inté

TwKOn des BrObTemes (ich 133

particulier pour la résolution des problemes (ch 1.3}.

1 S obtenue par
ne information d'un & est

adjunction de nouvedux ax tones a

Le concept permet en particulier de rendre compte l'assuciation

de valeurs a ves denies d'un probic te ass Lun ensemble

‘agiones que i'on ajoute upecification de l‘univers du probléine.

operation d'extension induit sur t'ensemb des informations

dun ot u ro parkiel, parfois avté comme inclusion © . qui en

fait uv lis complet, [eluent inimum étant S$ , ta ®aximum €lant ie

systéme inconsi Une © ce tre:ilis, dans un cadre formel tres

voisin, a ete dévela [TIN, 74] [REM, 74]

4.2 t ‘information

\ On dit gutun Sj ot une ub teen AOE S' si St est une

| extension de a

Qn peut monte que lopération d'extension induit également sur

iensemble ¥ (5) des

DN : aa
complet dans lequel V'element minimum est le S.L. vide, le maximum $

strictions d'un S.1. S une structure de treillis
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5.- DESCRIPTION DE-SYSTEMES D' INFORMATION.

Les concepts de réalisation et d'extension permettent de définir des

S.I. a partir d'autres. Nous décrivons dans ce paragraphe des outils de

construction de S.I. a partir de S.1. plus simples.Cette conception incre-

mentale de 1a construction d'un S.1. permet une définition progressive des

S.1. qui peut aussi bien étre:

~ descendante : 4 une étape donnée on construit un $.I. a l'aide de

S.I. qui seront décrits ultérieurement Ceci permet en particulier de

s'abstraire, 4 un certain niveau de specification, de certains détails.

- qu'ascendante.

Mais de maniére complémentaire a cette approche liée 4 l‘aspect hiérar-

chisé de }'univers d'un probléme il est important de pouvoir spécifier

“localement" chaque symbole fonctionnel que l'on introduit a une étape

donnée, De fagon plus précise, on souhaite considérer la spécification

d'une opération comme Ta spécification d'un nouveau probléme. La s-descrip-

tion des symboles fonctionnels répond & cet objectif puisqu'elle consiste

a caractériser un symbole 4 l'aide de deux formules qui en sont ses pré-et

post conditions.

Ce paragraphe fournit donc des outils de description de S.I. 4 deux

niveaux :

- Un niveau "macroscopique" consistant en des opérations de transfor-

mation de S.I.. Certaines sont locales (extensions, restrictions, etc...)

d'autres sont plus globales (s-description d'un S.1.) .
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See we ee eae ee te eee ee ae eb See ee ae eh

La construction incrémentale des S.1. conduit 4 stratifier

l'ensemble Sor des sortes d'intérét d'un S.I. S en regroupant les sortes
introduites d une méme étape. En particulier on associe a tout S.1. S un

sous ensemble Sori de for que t'on appelle ensemble des sortes d'intérét
de $. Sori va &tre précisé pour chaque type d'opération qui permet de

construire un S.I. . Le complémentaire de Sori dans for est l'ensemble

Sore des sortes excternee de S$.

Par exemple MULTENS est la sorte d'intérét de MULTENS2 ; VAL,

BOOL, ENTIER en sont les sortes externes (cf. figure 3) a

Bien souvent un S.1. n'a qu'une seule sorte d'intérét, on dit

alors qu'il est unt-aorte. Dans ce cas on note canoniquement § Ja sorte

d'intérét unique du $.1. S. Dans le cas contraire les systémes d'information

sont dits multd¢-sortes.

Une s-description, ou description pré-post, d'un symbole fonc-

tionnel f est un couple formé :

i) d'une desertption du profil de f , de la forme

f: { oe } (Upaeees Uy )u
_ fonet

- 9p précise que f sera utilisé de maniére infixée, fonet qu'il

sera utilisé de maniére préfixée

. Les u; et u sont soit des sortes, soit des noms de S.I. uni-

sorte et dans ce dernier cas ils représentent la sorte d'intérét

Notation :

Par exemple

apt : op (VAL, MULTENS) BOOL

ajtm : fonet (MULTENS, VAL) MULTENS

(figure 3) sont des descriptions de profils

ii) d'une s-deseription des axiomes de f , de ‘a forme

F(x;5 7. Xp) =y

tg ©

et v

-@ est une formule caractérisant la relat-on entre y et Apo cees Xp

- W est une formule précisant une précondition sur Kyo oXy (intuiti-

vement, w permet de caractériser le domaine de définition de f) . Par

convention l'absence de signifie qu'elle est égale a vrai ,

Par exemple

m'
asupm(m, ¥v)

tg 31 € dom(m) tg m= va tr(m’, bi(m'), i-1) = tr(m, bi(m),i-1) a

trim’, 7, bs(m')) = tr(m, i+1, bs(m))

st v apt m |

~ Le profil associé 4 la s~description de f est profil(f} = Uporees UL ou

~ L'axiome associé a Ta s-cescription de f est

waf Ryo-he ByY>O0

- Dans une s-description on utilise le symbcle = 4 la place de =

- Lorsque » est de la forme y= u on admet la forme simplifiée suivente

{ f tg F(Xyaeees xy) =u 4 la place (f(x... Kp) =y

st p tg ©

ge
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5.1.2. s-description d'une extension d'un systéme_d' information

On s‘intéresse ici aux extensions des S.1. obtenus par adjonction

de nouveaux symboles caractérisés par des s-descriptions. C'est un des

moyens les plus simples de construire un S.I. par enrichissements successifs.

Cette o€pration correspond 4 1T'opérateur "Enrich" du langage CLEAR [BUR, 77a] .

Une s-description d'une extension, ou plus briévement une

s-extenston d'un S.1. S se présente sous 1a forme suivante :

profi] énoncé formel

Sil. S' = $ étendu par

ot chaque couple (P. 7 s-A,) est une s-description d'un symbole f;
F

ntappartenant pas ad S .

get. MULTVAL = MULTENS1 gtendu pap

nbocc : fonet(MULTENS, VAL) ENTIER nbocc tg

nbocc(m, v) = st v apt m

alors card{i € dom(m)

iq mM =v }

atngn 0

MULTVAL est une s-extension de MULTENS] . card et { } sont définis au

paragraphe 7.1.2. avec Jeur sens habituel. a
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Définition 24 : Avec les notations précédentes :

Le S.I. S' défini par la s-extension précédente de S est l'extension
suivante de §

St= (SUSU... U Sp) [Al ol

- 51 UL. .U So est la réunion des plus petits §.1. dans Jesquels

apparait une sorte utilisée dans la descriptior des profils et qui n'appar-

tient pas 4 S$ , ou un symbole fonctionnel utilisé dans la s-description

des axiomes et qui n‘appartient pas as .

~ A est la réunion des axiomes associés aux s-descriptions des nou-

veaux symboles .

Les sortes d'intérét de S' sont celles de $

On note S' = s~ éxt (S, {P), S-Ay, Pos S-An, ... J ) e

Par exemple, la s-description de l'exemple 5 dérinit MULTVAL par :

MULTVAL = (MULTENS U ENTIER UP(ENTIER)) [ nboc-(m, v)= n >

few?n= Vv apt m

alors card {1 €dom(m)tg m, = vi

ginon 0 J

L' introduction de ENTIER est nécessitéepar Te profil de nboce ; celle

de & (ENTIER) , qui représente Te 5.1. "ensemb e des parties de ENTIER"
(cf. § 7.1.2.), par l'utilisation de "card" et ce" {i J",

Ainsi une s-extension peut agrandir considerablement un S.1.. Se posent

alors les questions cruciales de savoir si une telle extension est conser-

vative ou suffisamment compléte. 17 faudrait chercher des critéres sur la

forme des s-descriptionsdes axiomes pour caractériser de telles extensions.



~ 118 -

Lorsque S est uni~sorte, le fait que la sorte d'intérét de S' soit

ceite de S contredit la notation canonique identifiant la sorte d'intérét

au nom du S.I..

Dans ce cas nous convenons de substituer §' a § dans tous les

profils de S' et dans 3or(s') . Ainsi, $' est une réalisation de §$
(avec r(S) = S') plus qu'une extension.

5.1.3.~ s-description d'une restriction d'un systéme d'information.

C'est le cas of on ne conserve qu'un sous er-2mble des symbotes

fonctionnels d‘un S.J. et tes axiomes jes caractérisant. Méthodologiquement,

ceci correspond a une abstraction de certaines proprté:#: d'un S.1.. On

retrouve sous cette forme l'opérateur “Derive” du langaye CLEAR (BUR, 77a] s
Soit S un S.1. . Une s-description d'une restriction de S$ ;

ou s-restriction de S$, se présente sous la forme

S.I. S' =S restreint @ fie + g5 fp

Exemple 6 :

Sif. COMPTEUR SIM = ENTIER vestreint ¢d +, ~, S&B <> a

Definition 25 : Avec les notations précédentes :

S' est la restriction de S$ définie par

ii) Fym(S") est l'ensemble des symboles de Sym(S) apperaissant dans T'un
au moins des axiomes permettant de caractériser 1’un des f,

De maniére plus favorable, notons UTIL l'application asscciant 3 tout sous

ensemble 3 de Sym(s) les symboles apparaissgnt dans Tes axiomes carac-
térisant les éléments de J . Alors Sym(s') est le plus petit point fixe
de 1‘équation :

= WO.

ii) JSor(s') = (Se Sor(s) tg afe Syms’) tg § dans profil (f)}

wv { Ss € Sor(S) tg s dans p-ofil(Sym(S‘)) }

ob S dane profil(f) =35), ...5,.1, Spo. q? Sqtl

7m. tg profil(f) =S... SS. - Sy? Boel

Par convention, et avec ta méme remarque qu'au paragraphe 5.1.2.

Sori(s') = Sori(s)

iii) profile, est la restriction 8 Sym(s') de profil,

Vii) &xp(S') est le plus petit sous ensemble de cbxp(S) contenant les
symboles de Jym(s').

on notera parfois S' = s-Ses(S, { fps Ff, } a

En fait ici sont réduits 4 la fois l'ensemble des symboles et celui des

sortes. On pourrait ne pas modifier ce derrier ou alors le modifier de

maniére “contrélée" en précisant, comme dars l'opération "Derive" de CLEAR,

las sortes que l'on veut trouver dans S$!

Notons également, qu'en général, S' contient plus de symboles que

ceux que 1'on souhaite conserver : ce sont des synboles “auxiliaires” (on

parle encore de fonction cachée [GUT, 78a]) permettant de définir les autres

symboles.

Se pose également ici le probléme de 1a caractérisation de la restriction :

si S est consistante, S' l'est nécessairement mais dans quels cas S

est-elle une extension conservative ou suffisamment compléte de S' ? Ici

encore il faudrait rechercher des critéres caractérisant une "bonne" res-

triction.
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5.1.4.- s-dérivation d'un systéme d'information

Bien souvent un S.I. est déduit d'un autre par suppression de

certains symboles et adjonction d'autres : on dit qu'il est dérivé du

premier. La s-dérivatton peut ainsi étre définie comme la composition

d'une s-restriction et d'une s-extension ; c'est ]'équivalent des extensions

de type ("form extensions") en ALPHARD (WUL, 75] i

Soit S unS.I. . Une s-dérivation S*' de S se présente

sous la forme

S.I. §' =S restretni a Fie. étendu par

Py |

!
j

i
P. 

S-Ay

Chaque couple (P., s~A.) est une s-description d'un symbole 9; n'apparte-

nant pas a 4 ym(5) .

Définition 26 : Avec les notations précédentes :

La s-dérivation S' de S est définie par :

St = s-Res (s- Ext (S, {P,, S-Ays..+5 Pos s-A})s (fys--ef,t) 9
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Sf, COMPTEUR = ENTIER restreint ¢ <,> ,<,> étendu pur

incr : op (COMPTEUR) COMPTEUR tacr(x} = x!

tg K' ened

decry : op (COMPTEUR) COMPTEUR decr(>) = x' !

by x ex-d st tal

nul: op COMPTEUR nul = x!

g xed

On retrouve évidemment ici encore les prcolémes de consistance du résul~

tat. a

9.1.5.- s-introduction de sous sortes

Dans T'exemple 7 on exige qu'un conoteur soit un entier positif

ou nul d j’aide de la pré condition de “decr", ce qui est un moyen peu

naturel. I] est donc utile de munir l'ensemble des S.i. d'une opération

consistant 4 “restreindre” certaines sortes. E1 termes de modéle ceci va

correspondre a déftnir des sous ensembles.

De maniére intuitive, t'introductica d'une sous-sorte va consis-

ter a “restreindre" les symboles fonctionneis Jont l'un au moins des cons-

tituants du profil est la sorte concernée.

Definition 27 :

Soit S un S.1. et w une formule de 53 & une seule variable libre

x de profti Sq

te $.1. S' bbtenu 4 partir de § en restreignant Ta sorte 5; ay

est défini par !

s'= § £ LJ SF] oa
f € Sym(S)



- § est déduit de S en indiquant chaque symbole : chaque f €Sym(S)

est remplacé par f'

~ Hf)= A FF ty /x] af XpreeXy S fixy sex
pYj € PS,

j j isis p et profil(x,) = 5,) U si

but(f) = 55 alors {f Kye Xyh sinon @ o
J

On commence donc par changer les différents symboles fonctionnels. ce

qui permet ensuite de les redéfinir par Z&(F)

ditions

en introduisant des précon-

Notation

On note § 0 (S, lo ) le S.1. S' ainsi obtenu.

Nous avons ainsi choisi de formaliser ce concept en "dupliquant” les

symboles fonctionnels ce qui n'est pas génant, si, en pratique, on ne §'au-

torise plus 4 considérer les anciens symboles. C'est en particulier je

est la sorte d'intérét S$ . Oncas lorsque $ est une sorte et que S,

Tl est donc naturel de consi-~

> c'est a dire les opé-

» plutét que Tes

nate alors Slp a la place de S$ 6 (Sip he.

dérer dans Sig les nouvelles opérations sur §

rations sur la restriction de la sorte d'intérét par »

anciennes. Les symboles privés (f'...) sont conservés car c'est sur eux

que repose la spécification des "nouveaux" symboles. Mais les symboles

privés ne sont plus utilisés dans les formules ou énoncés portant sur le

S.J. restreint : i] s'agit ici de symboles "cachés".

Pour définir COMPTEUR on utilise le S.I.

dernier on a en particulier 1'opération

ENTIER| (x > Q)

+ définte par

. Dans ce

xy 20 A Xo 2 0 D Xp thy FY +! X»

aussi on Ja note encore +
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Les opérations de construction présentées iu paragraphe précédent
sont locales. Mais dans la construction d'une siécification d'un univers
on est souvent conduit 4 préciser en mame temps les sortes d'intérét de

la spécification et les nouvelles opérations. Duns ce but on introduit le

concept de s-description qui peut étre défini comme composition d‘un certain

nombre d'opérations de transformation de S. .n

5.2.1.- Syntaxe d'une s-description

En se reportant aux exemples des figures 1, 2 ou 3, une s-des-

cription d'un $.I. S se présente sous la forme de la figure 4 (nous intro-

duirons seulement au paragraphe 6 les S.1. paramétrés),

lexique | profil | énoncé formel

8.1. S

Description informelle | b(S))
‘des sortes d'intérét 1

bts)

. 
= tnvartant

des invariants sr S
1,° "1

i n

Le {1Sp SK 
nN

des opérations Pl opérattons
(

sy

Pa

| 
s-A,

Figure 4 + forme générale d'une s-description d'un _S.I.
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a) Spo cess Ey sont les sortes d'intérét de S$

b) B(S;

z ‘ 
' soe 1 essent sur T'utilisation de “constructeurs de sortes", En fait ici sont utilisées

conjointement :

4) est Ta déclaration de la sorte Sy . Ces déclarations repo-

- Des opérations de construction de $.1. comprenant celles du paragraphe

pracédent et celles du paragraphe 7.

- Des opérations permettant da passer d'un $.1. & l'une de ses sortes ;

“sélection d'une sorte!" a8) est de l‘une des formes suivantes :

w = SG, ou 50, est une sorte d'un $.I. SUP,

4 = SUP si SUP ost uni-sorte, cette definition équivaut
a.
alors a ta nrécédente avec So, = 50

Dans je cas fréquent od k=l, Sy est rempiacé dans les définitions

précaédentes par S .

Les différents S.1. SUP. pemettant de définir les sortes d'intérét de §

sont appelés systémes supporta de S .

Go} La partie "tearzent" est un ensemble de fornules aéFinissant = d
Sous sortes des sortes déclarées au-dessus. Lorsque ny * urat on

conviert évidemment de ne pas le mentionner explicitement.

d) La partie “gpérattons” est un ensemble de s-descriptions des sym~
boles férctionnels nouveaux de § (cf § §.1.1),

5.2.2.~ Systéme d'information défini par_une s-description.

Les invariants d'une s- “description ayant pour réle de restreindre
Jes sortes utilisées dans les déclabations des sortes d'intérét de § , iis
correspoident donc aux s~introductions de sous- sortes. On définit 5$ dé fa

- 125 ~

pas 1 Pour tout i ,1l<i¢k , on pose
——— 

a
 

—

Sup’; = SUP; @ (50; In,) (cf. § 5.1.5.)

En particulier lorsque k=1 et que SUP est uni-sorte :

SUP' = SUP In

Intuitivement ce pas consiste 4 introduire les axiomes caractérisant
les restrictions des opérations déterminées par les invariants.

Reprenons te S.1. FILE dé@fini sur 1a figure 1.

On a ici SUP = ENTIER* , donc a 1'issue du pas 1;

SUP’ = ENTIER* fo < Ifl < 100

SUP' contient en particulier les axiomes (en posant n=o0 ¢ Ifl<100

o < if 100 aog If~xl ¢<100 > fax sfw "xg

et o <Ifi ¢ 100 nog ireste f] < 1005 reste f = reste! f

soit o <I/fl <100 > frxs f a x

o <ilf{<100 3 reste f = reste' f DB

pas 2

Soit SP! = SUP") U...U SUP", reunion des transformés par le pas 1

des S.I. supports

On appelle SP le systéme d'information déduit de SP‘ en substituant

a chaque So; la sorte d' intérét Ss;

SP = Sub (SP', 5/50), ..., 5,/50,)

Exemple 9 (suite):

IT n'y a qu'un seul systéme support ENTIER*

Ainst SP = Sub (SUP', FILE/ENTIER*)

a ee eee aeee a 64 ——o=



En particulier ona:

profite,(reste') = profiles(reste) = FILE FILE 6

pas 3

S = s-bxt (SP, {Pys SAys ss. Pas SAL} )

clest a dire (§ 5.1.2) que S$ est une s-extension de SP.

Intuttivement, on étend ja réunion des systémes supports, convenable-
ment restreints pas les invariants, 4 l'aide des s-descriptions des nou-

velles opérations.

Complétons cette définition en posant :

Sori(SP) = { Fn os Se

cé qui permet, avec la définition 24, d'obtenir

Sori(s) = BF)

' 7 = Se oe 2
L'extension FILE = 5 es (SP, {Py Sg Aas soon Bes S Ay} )

est obtenue en réunissant SP. et les S.1. utilisés dans les s-descriptions
des nouvelles opérations : ENTIER et BOOL. Finalement FILE est défini ainsi :

i) Sori (FILE) = FICE (sorte d'intérét)
Sore(FILE) = ENTIER, BOOL (sortes externes)

- Fym(FiLe) = Sym(enter) u Sym(Boo.) u Sym(sup') u tagt?, retf, teter, vider!
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avec A: ajtfxef' >» flefxrx

retf f = f' 3 f' = restef

“\vide(f) atétef fz x > x = premf

vide f =b > b = (Ifl = 0)

Alors engutilisant les axiomes résultants du pas 1 on obtient tes

théorémes :

Og Ifl < 100 a ajtffxef' a>ftsfr'y

O< Ifl<100 a ryetf f #2 fF! > f' = reste' f

O< iff< 100 av tétef f =x 3 x = prem'f

ou ~', reste', prem’ sont les anciens symboles ~, reste, prem correc-

tement axiomatisés.

Comme nous l'avons déja noté au paragraphe 3.3.2 , une s-description

d'un S.1. est en quelque sorte “trop compléte" puisqu'elle nécessite de

décrire chaque nouvelle opération 4 l'aide des opérations desS.1I. externes.

Ceci peut limiter de facon abusive les possibilités de résolution et en

particulier de représentation. Les descriptions algébriques de S.1. intro-

duites au chapitre 2.2 sont un moyen de n'exprimer que lea propriétés d'wm

untvere utiles pouk la résolution du probléme considéré.

La mise en beuvre d'opérations de constructibn de S.I. a partir de

S.1. plus élémentaires nécessite de disposer de Sil. de bases" banoniques

et prédéfinis".
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Dans la suite, nous supposons disposer des S.1. suivants :

a) ENTIER

b) REEL

c) BOOL

chacun d'eux étant muni des opérations habituelies (lois de composition ih-
terme, opérateurs de comparaison, etc...) dont nous ne précisons pas T'axio-
matisation.

d) CHAINE que 1'on peut définir comme te S.1. des suites de
caractéres (§ 7.2.2). Nous le considérons plutét comme un S.1. primitif

avec pour opérations la concaténation, la sélection d'une sous-chaine, la

longueur etc... 
.

e) ENTIERC qui est l'extension de ENTIER par deux symboles °
O-aires +o et -c . On ajoute alors différents axiomes permettant de
"prolonger" les opérations sur ENTIER :

xX + (+0) = +0

xX + (-~2) = -oO

VX € ENTIER, -a<x < to

etc...

Ce 5.1. permet en particulier de tenir compte des suites infinies

f) - {ays...5 ay} S.I. “ensemble fini" forme des symboles

o-aires Ayseees ap et muni des opérations ensemblistes habituelles.
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6.- SYSTEMES D' INFORMATION PARAMETRES

Le point de vue incrémental de Ta construction des $.1., décrit au

paragraphe 5, permet une conception progressive descendante et modulaire

mais peu adaptée aux modifications des problémes. Ainsi dans la spécifica-

tion du probléme de la simulation, la description du S.1. FILE doit étre

changée si par exemple on change-la longueur maximum d'une file ou encore

si on désire faire diverses statistiques sur les personnes qui sont en

attente et donc stocker dans la file d'autres objets que de simples entiers.

De mahiére complémentaire 4 l'approche incrémentale, i1 est intéressant

d'avoir un point de vue générique [BER, 75] des $.I., c'est 4 dire de pou-

voir définir des S.I. paramétrés :

- I] est intéressant, évidemment, de pouvoir paramétrer un S.1. par des

“objets” : symboles fonctionnels q-aires (q 20) . On retrouve ainsi le

concept de paramétre formel de procédure développé dans tes langages de pro-

grammation. Par exemple on peut paramétrer FILE par sa longueur maximum n .

-~ Mais il est encore plus intéressant d'introduire des S.I1. "formels" comme

paramétres. C'est par exemple le cas de VAL dans MULTENS] (figure 2}. On

augmente ainsi largement I'utilité méthodologique des S.1. puisqu'un systéme

d'information paramétré par d'autres systémes d'information apparait comme

une opération de construction de S.1..

6.1.1.- Implications méthodologiques de la paramétrisation.

L' introduction de paramétres dans 1a description d'un S.I. induit

une économie de pensée dans 1a mesure of elle permet T'utilisation d'une

méme description dans différents contextes. Ceci correspond a un effort

d'abstraction lors de la spécification. On peut ainsi :
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a

a
Pd

tt gl

wv
=I A oO~ Utiliser des systémes d'information prédéfinis (PILE, FILE, etc...) 2 c 5

lors de la spécification d'un probléme. La rencontre des fonctions de bases a a =
de S.1. prédéfinis permet d'arréter le processus descendant de la spécifica- x = *

. 

< 8 
a

tion. 
~, 3

* ‘B~ Rendre modulaire la spécification d'un probléme en permettant a des f ° 4
personnes différentes de spécifier des parties différentes de I‘univers. Mais a a
savoir ce-qui peut étre paramatre d'un S.I. et ce qui doit étre complétement = Fr a = 7
défini est un cas particulier de la question du juste niveau de spécification @ : g S y x 7 ~
d'un probléme : i] ne doit &tre ni sur-spécifié, ni sous-spécifié. Nous a ° ¥ 2 en
avons déja noté qu'il s'agissait d'un des aspects les plus délicats du pro- a iS § ‘ g 3° < 2
bléme de la spécification. Le guide méthodologique qu'il semble raisonnable | 2 8| = ae a 532 8
de choisir est de “paramétrer au maximum". Ainsi dans FILE, il est raisonnable ft EE mo ”
de paramétrer Ta’ longueur et les "objets stockés" et on ne peut rien paramé- >
trer d'autre puisque les autres $.I. externes sont des intermédiaires techni- y 3 a =
ques (suites, opérations sur les suites, booléens.). “ 2 a > &

“ 
wy ot > 2Souvent heureusement, Tes S.I. paramétrés apparaissent naturel lement a = 2 5 °

comme des constructeurs de S.I.. 
LQ 5 = 5a S Bay ©on 
— a 2 §Exemplf'9 é § jy a

q oo S BonShécification d'un S.I. CUMUL permettant de définir des bilans. *, oF i . a =1 est fréquent que l'on ait 4 appliquer répétitivement und loi de com- y 5 = iB & £
positién interne sur un ensemble d'objets (par exemple somme, produit; mini- as ° °
mum, maximum.... d'un ensemble de nombres). Corrélativement on veut dete apne

le cardinal de cet ensemble. On peut introduire un systéme d' information - .
CUMUL facilitant ces opérations (figure 5). J 3 5 E

iris une telle définition on est conduit 4 préciser, comme dans, ‘MULTENS, a @ § iS © w
-1i paramétre en donnant des propriétés de certaines de ses opérations. c E . £ 8 = -
Le S.1. COMPTEUR est décrit dans I'exemple 7 (§ 5.1.4). 32 ES E g ©

sa roe « °? <
| 2& ef es 8
2| 85 g° 3,
G wo a 8 ia L a “i :

Do Oo a 0 "a
& Q ew c cf

a] £62 26 #2 8\ PU + 7 aw = 5

| | e282 $8 86s BS
ev & = ‘< 2 oOo
Tom 4 > + a oaos & < x a.

» 7 # 38 vg Bx| > w & a oO p35 5 3
oO fe cre > Oo —- VY
ee 3s yw > w co © ee
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6.1.2. Probl@mes posés par la paramétrisation.

L'analogie entre Tes S.1. param@trés et les procédures des

langages de programmation s'arréte bien vite :

~ D'une part dans les langages de programmation classiques le

type de paramétre ne peut pas @tre Tui-méme un paramétre (]'union

de modes en ALGOL 68 permet,en partie,de dépasser cette. contrainte).

~ D'autre part, i] est nécessaire, si on veut que le concept de
paramétrisation soit suffisamment puissant, de pouvoir exprimer

des propriétés que doivent vérifier les paramétres (comme dans

MULTENS ou CUMUL}. Ces propriétés concernent certaines opérations

des S.I. paramétres. C'est en particulier le cas si, comme nous

faisons au chapitre 1.3, la paramétrisation permet de rendre

compte des données d'un probléme. I] est alors nécessaire d'ex-

primer les conditions que doivent vérifier ces données (ce qui,

en termes de preuves de programmes S'appelle parfois les pré-

conditions du probléme [LIV, 78} ). ‘

Dans Ja suite nous définissons et @tudions le concept de $.I.
paramétré ainsi que celui de p-réalisation d'un tel systéme (qui intuitive-
ment consiste 4 rendre "effectifs" les S.I. paramétres) ; puis nous propo-

sons une syntaxe permettant de décrire ces concepts (§ 6.2).

Notons dés maintenant que, si les notions relatives aux systémes
paramétrés sont assez simples 4 définir formellement et A mettre’ en oeuvre

au niveau d'un Tangage de spécification de problémes, elles posent des

difficuttés non négligeables si on veut les introduire dans, un langage de
prograhmation. En effet, i]. faut alors introduire des mécanismes non

Classiques de définition de procédures admettant des types en paramétres 5
la vérdfitation des propriétés des paramétres, lors de ]' identification éntre
paramétres effectifs et paramatres formels, en rendent 1! implantation. déli-

cate. Ces problémes sont étudiés dans [JAC, 78] » (BER, 79], (MIL, 7b].
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Se eS ee oe ete tn ememe score POL AME CPS

Un systéme d'information paramétré est un trizlet (Ss

- 3S est un S.1,

3 Sop est un sous ensemble Ty, arEY t de, sortes de S$ : sortes

paramétres

= Syp est un sous ensemble Qype sees G des symboles de S : sym-
Pp

boles paramétres.

En particulier Syp contient tous les symboles de $ dont le profi]
contient l'un des 5 a

Par exemple, le S.I. paramétre CUMUL a pour sorte paramétre ENS et pour

symboles paramétres "plus" et "ne".

Ainsi, avec cette définition un S.1. paramétré apparait comme un S.1.

dans lequel on distingue certaines sortes et opérations. On ne fait pas, de

cette maniére, de différence entre les "paramétres formels" et les autres

€léments du S.I.. Ce point de vue repose Pleinement sur le fait que les

éléments d'un S.1. sont précisément des éléments formels. Remplacer les

“paramétres formels" par des "paramétres effectifs" » on dit p-réaliser le

systéme paramétré, revient ici a°"substituer" certaines sortes et opérations

a d'autres. La notion de réalisation (§ 4.1) d'un systéme d'information

permet de décrire précisément cette transformation.

Sop, Syp) oo

i

Définition 29 :

Une p-réaltgation d'un S.1. paramétré (S, Sop, Syp) est une réalisa-

tion (S', p) de S qui est I'identite sur for(s)\Sop et Syms). Syp ,

et qui associe & chaque T; une sorte E et a chaque 9; un symbole fi

de méme arité. Ey (resp. f,) est le paramétre effectif associé au

z (resp. 93) « a



‘
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Ainsi dans une p-réalisation d'un systéme paramétré, Jes images des
axiomes caractérisant les paramétres formels sont des théorames.

Mais iT faut que 1'on puisse préciser les paramétres effectifs, c'est
ce dont rend compte 1a définition suivante. i

Soit E un S.I., (S,fop, Syp) un sit. paramétré et p une
application de S dans SUE telle que l'image de chaque T; soit un :

E; de E , celle de chaque g; soit un f; de E . Avec ces notations,
on appelle p-réaltsation de (S.Dop, yp) par (E, p) la p-réalisation
(SUE, p)

Notation :

On note S{E, p} 

iou plus explicitement $ {E, E. % Ee fey poamess f la p-rédlisation
de E par p

Par exemple — CUMUL {ENTIER, ENTIER, *, 1} . st une p-réalisavion
valide de CUMUL (figure 5) puisque * et 1 vérifient dans ENTIER :.

Vx *xexax*iay

Lorsque, comme dans 1'exemple précédent, les sortes effectives sont
les sobtes d' intarét de S.I. uni-sortes, et lorsque E est la réunton de
ces différents S.1. on convient de remplacer chaque EF par E; et de”

négliger E£ . Ce qui donne pour T'exemple ci-dessus :

CUMUL {ENTIER, *, 1}

Ent général une p-réalisation consistante n'est pas une réalisation
conservative, ainsi dans lexemple ci-dessus ona : ,

o (x plus ye y plus x) qui est un théoreme de S' sans que
Son antécédent en soit un de S
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6.2.2.- s-description d'un systéme d'information paramétré.

a) Une s-description d'un SI, paranétré se présente sous la forme
de la figure 6. 

.

$.I, $
=

Description informelle param

des S. I, paramétres et ST, > 3.2, ST, mnt de
i 

1
de leurs opérations Pi Bg Ay

1

t 
11 thP tgMi "iy

ST, : Suh ST munt de

t 
.ST, 3 Oi, ST, munt de

descrition informelle 94 578,

dé symboles paramétres j \,
S~dont les sortes du pro- £ R

fil ne sont pas des

sortes paramétres. 
fparam

Description informel- 0(5)
. 

1le des sortes d'intérat to

ols)

Des invariants 
tnvartant

s, 35, q1°} il
' !
t 

I

Le js
Skt k

Des opérations 
opérattons

Pp s-A‘1 { 1

' i
Pa s-A,
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Commentaires :

= STys-ees ST, sont des noms de S.I. paramétres. Pour simplifier les

notations‘ nous supposerons qu'ils sont uni-sortes. Si on admet des para-
métres multi-sortes il faut en préciser les différentes sortes d'intérét.

1 c++ sont des descriptions de symboles fonctionnels

> at sees sont des formules portant sur les symboles fonctionnels décrits
par les Pt +++. Ces formules ne contiennent pas d'autres symboles ‘fonc-
tionnels.

-> s-B, sont des s- descriptions de symholes fonctionnels Ss; qui ne sont
pas 1iés a un S.1. paramétre.

~ © +++ sont des formules caractérisant les S$] ++++ Ce sont des formules

respectivement des S.I. Sy) Yer

b) Le S.1. paramétré defini par une telle s-description est formé

i) Par le systéme S$ défini de la maniére suivante :

pas 1 Soit $ leS.r. défini par la s-description obtenue a partir
de la s-description suivante en supprimant la partie paran +--+ fparan

pas 2S est I'extension de Su Sy U...U Sy obtenue par adjonction

~ Des sortes ST)...

- Des symboles ghee. décrits par les pl othe
- Des symboles S$, ++. décrits par les Qe

~ Des profils de ces différents symboles

- Des axiomes A seeegSByeees s-By
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ii) par les sortes oT os ST,

af
iii) par les symboles gj, ..-» Sys -++» Sy

" 6.2.3.- S-description d'une p-réal sation

a) Une sp-réalisation se présente, avec les notations du para-

graphe précédent, sous la forme :

2S (Sey. Fees Ly SEDs FP ees SEqe cere Cyereee ey)

1 tot SEj++--- sont des S.1. dont les fpr sont des opérations e'

.. Sy . L'ordre des para-Cpe vere sont des symboles o-aires de Spe

matres effectifs dans une telle s-description correspond 4 celui des para-

métres formels dans la partie param... fparan

Par exemple MULTENSI { ENTIER, «< }. MULTENS2 { J (ENTIER), © ) ,

CUMUL { REEL, +, OF sont des sp-réalisations respective-

ment de MULTENS1, MULTENS2 et CUMUL.

b) Le couple (S', p) défini par une sp-réalisation est formée

-duS.1, S's SU SE, U...U SE, .

- de l'application p vérifiant

Vleie¢n (ST;) = SE,

i i
vledeny + lg) = F5

Vigick p(sj) =e;

et qui est l'identité sur Jes autres sortes et symboles de S

ene ee a bea ET eR
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Théoréme 15 : Avec les notations précédentes

S$; -4 ( p) est une p-réalisation de (S, Sop, Syp) si et seulement s1
Image par p de toute formule @ de la partie

théoréme de §' . paran...fparan est un

9Q
Ce théoréme résulte immédtatement du fait que les seuls axiomes de § qui
ne sont pa i 

:
pas des axiomes de $' sont ces formules »

6.3.~ Comparaison avec d'autres approches.

Nous ; i
us ne développerons pas ici les problémes l1és a la paramétrisationd'un type lorsqu'on se place dans un langage de i

P) 
:

utét que d'admettre n'importe quelle propriété caractérisant lesnas bapanihnes' certains auteurs ont’ cherché & en restreindre la formeC'est ainsi qu'en ALPHARD [WUL, 75] ,

S'expriment dans les cas simples par 1
appartenir a ce type.

Par exemple form VECT (T: form<+,0>) précise que VECT est utype admettant pour paramétre un type 
,+et 0

Yes propriétés d'un type paramétre

a liste des opérations qui doivent

T quelconque muni des opérations

Mais en général on souhaite préciser certa
des t }Ypes paramétres. Dans ce but les noms d'opérations des paramétres sontSuivis de pré et post conditi ons analogues & celles utilisPour spécifier les opérations d'un type mes en Anat

ines propriétés des opérations

P.ar exemple le type CUMUL POurrait &tre déclaré de Ja fagon suivante :

form CUMUL(ENS : form < ne: ENS

Soi (x: ENS, y: ENS) retin (z : ENS)

post y= ne > x plus y = xay plus x = x>)

De maniére analogue, dans le cadre algébrique que nous développons au

chapitre 2.2, il est naturel de préciser Tes propriétés sous forme d’équa-

tions.

On peut aussi introduire un certain nombre de frimitives de haut niveau

telles que : le type paramétre T est un groupe, est un corps, admet une opé-

ration commutative et associative etc... . De telles primitives facilitent

te travail du spécificateur ainsi que Ja vérification de lta validité du pas-

sage formel + effectif (que nous avons appelé p-réalisation) [JAC,781, LBER,79].

La recherche de telles primitives doit étre essentiellement empirique.

Une légére extension de la syntaxe proposée précédemment permet de dé-

finir de maniére assez élégante le S. 1. VECTEUR muni d'une opération d‘ad-

dition, d'un prédicat “trié" et d'une opération interclassement (figure 1).

Dans cette description BIJ (A, B) est la sorte des bijections de A sur B.

Elle peut @tre définie précisément 4 l'aide des opérations introduites au

paragraphe 7. 
°

7.+ QUELQUES AUTRES OPERATIONS DE CONSTRUCTION DE SYSTEMES D' INFORMAT LON

Nous avons introduit au paragraphe 5 des outils de construction de

S.1. 4 partir de S.1. plus simples qui reposent essentiellement sur la no-

tion d'extension.

Chacun de ces outils (s~extension, s-restriction etc...) peut étre

considéré comme une opération primitive mise d la disposition du spéat-

fieur. A l'opposé la paramétrisation permet au spcificur de définir de

nouvelles opérattons de construction de $.I.. Mais certaines de ces opé-

rations sont d'un usage si général qu'il est pertinent d'en donner une

définition standard permettant de les considérer comme d'autres “outils

de base" et évitant ainsi 4 chaque spécifieur de les redéfinir. Nous nous

attachons, dans ce paragraphe, 4 définir quelques unes de ces opérations.
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~ sj de x peut étre utilisé 4 la place de 8, (x) si x

est de profil Sy x Sp

Par définition nous posons Sori (<< S13 Sys Spt So >>) = 31 x 55

A cette définition directe de ]'opération produit cartésien on peut en

substituer d'autres utilisant la paramétrisation :

~ Suit en utilisant pour $.1. support l'ensemble des "paires

ordonnées" { x, { x, y}} comme en théorie axiomatique des

ensembles [KRI, 72] , [SHO, 67]

- Soit en ne précisant pas de S.I. support ce qui conduit & une

description algébrique donnée au paragraphé'4e] du chapitre 2.2.

de mo

rence

Remar

de S.

sentt :

Sp: Sy> Sp? So >> est une extension conservative de S} US)

Résulte immédiatement du fait que tout produit cartésien Ux Ue

déles de S,; et S, est un modéle de << sy: Sys Sp 3 Sy >>.

L’opération produit cartésien se généralise immédiatement par. récur-

au produit de n S.I.

que_:

11 est possible, a l'aide des diverses opérations de construction

I. de définir des équations sur les S.I.. Par exemple on peut poser :

SUITE = << début : SUITE, der : VAL >> U {< >}

L'étude de telles équations repose sur la théorie du point fixe de

on caractérise ainsi ce que l'on peut appeler des types récursifs

et les spécifications algébriques de S.1. (ch. 2.2) en sont un cas particu-

lier (LEH, 77 J.
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7.1.2.- Ensemble des parties

Soit S$ un S.I. uni-sorte. On appelle systéme d'information

ensemble des parties de S$ 1'extension ‘Sxt(S U BOOL, £ , A) de S définie
de la fagon suivante :

4) = = ({ B(s)) , Sym, profit) od .\ym contient les symboles

suivants :

@ avec profil (9) = — 3(S) (vide)

€ avec profil (€) = S, B(S) ~ BOOL (appartenance)

< avec profil (c) = (5), 3(S) > BOOL - (inclusion)

A avec profil (n) = 38(S), a(S) + 38(S) (intersection)

U avec profil (U) = S(S), S(S) > HS) (réunion)

~ avec profil (\) = (8), 8(S) > SS) (dif férence)

(} avec profil ({}) = (5 B00L)"*) « BS) (definition “en com-
préhension" d'un sous

ensemble)

{ "avec profil (definition “en ex-

tension" d'un sous

ensemble)

card avec profil (card) = S(S) + ENTIER

(On peut définir d'autres symboles : différence symétrique ,

complémentaire etc... nous nous limitons ici au» opérations précédentes).

ii) L'ensemble A des axiomes caractérisart ces opérations peut se

déduire, par exemple, des axiomes de ZERMELO-FRAENKEL [KRI, 72] , [SHO, 67]

définissant axiomatiquement la théorie des enseithles.Donnons en quelques exem-

ples :

(+)
(A
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-x€Pe fag

~-acbs Vxx€arn xeb

«(WR xEae+xE b) oaed

-x€f{}me appl(~, x) ici on précise que le sous-ensemble carac-

térisé par le prédicat est formé des x pour

lesqueis {x}, plus précisément appi(y, x)

(cf. § 7.2.1) dst urat

n
~xeé€{ } Xyoee Xy oe (x 5 Kp y XE Xp yer XB Xp)

»~x€anb = xEaaxeEb

Notations :

~ L'ensemble des parties du S.1. S$ est note (Ss)

- { }e est noté habituellement {x tg appl(w , %) = vad |

{x @ ox) 3

est noté habituellement { Xp Xpseees Xp }

ou plus simplement

- {} yoke

Par définition, Sori(#(s)) = #()

En complétant de fagon classique.les axiomes précédents, on pourrait

montrer que l'ensemble des parties d'un modéle d'un S.I. S est un modéle

de (5)

¥ (s} est une extension conservative de 5 a

7.1.3.- Intervalles d'entiers.

Le S.1. INTENT des intervalles d'entiers peut étre défini & partir

de D (ENTIER) en précisant que dans un intervalle les éléments compris
entre deux éléments quelconques appartiennent encore a l'intervalle. On in-

troduit dé plus un certain nombre d'opérations spécifiques (figure 8}.
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Notations :

On préfére la notation [a...b] 4 [ J](a, 5) pour l'opération de

construction d'un intervalle

On définit de maniére analogue INTENTC le S.1. des intervalles sur

ENTIERC. On peut avoir dans ce cas bs(it) = +> ou bi{it) = -«

got. INTENT

INTENT = & (ENTIER)

| invariant

it : INTENT Wi, dg. ke ENTIER i<kejaicita

jeit > keit

ope rations

bi est la borne infé- | bi : fonet (INTENT) | bi{it) = b

rieure de 1! intervalle ENTIER tq (Wx x€ it >x2zb)

bs est la borne supé- lbs : fonet (INTENT) | bs: it) = b

irieure ENTIER uq (wx x€ it> xb)

[. ] permet de cons- | [ J]: fonet (ENTIER,|{ 1 (bs s) = it

itruire un intervalle ENTIER) INTENT ug x€itebexes
4

On peut définir le S.I. “fonctions de Sy dans $5" a partir du

produit cartésien. Nous préférons ici en donner une caractérisation directe.

FO a OO —o- mn “oe OR TIP SS
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7.2.1.- Wf i
1.- Systames d information “ensemble des fonctions"

5 

.

2 et So étant deux S.1, uni-sorte, le S.I. ensemble des
onctions de S dans S 1 extens tor t (S

f n 
est

be

i), EF = ( gis we i
1 ol} sym, Profil) of fym contient les opérations

Suivantes :

appl avec profil (appl) = (S) >), 37] + 5S;
2

dom avec profil (dom) = ($) > S31 + BS)
1

imag avec profil (imag) = [s+ S51 + BS): 

2

ajout avec profil (ajout) = (S) “ 55] 314.35 (S, +55)
y 

1? 
2 > 

] 
>

Supr avec profil (supr) = [5 4) = -
1 +94 7 [s ~S$ ]1 2chval avec profi] (chval) = [

fvide avec profil (fvide) =

Vi) A est forma des axiomes :

~ ay tg appl(f, x) = Y x € dom(f)

~ x € dom(f) oo appl(f, x) € imag(f)

~ dom(fvide) = g , imag(fvide) = 9

- 4x € dom(f) 3 dom(ajout(f, x, ¥)) = dom(f) U {x}

~ Wx! € dom(appl(f, x‘) appl(f, x') = s¢ x = x! alors y stnon apbi cf~ x € dom() > dom(supr(f, x}) = dom(f) ~{x} _ ‘ ”
~ Vx" € dom(supr(f, x)) appl(f, x') = appl(f, x) |
- x €dom(f) a dom(chval(f, x, ¥}) = dom(f)

- Wwe dom(chval(f, x, y)) appl (chval(f, x, ”, x') os
st X= x' alore y sinon appl(f, x")

- f= g++ dom(f) «= dom(g) a (vx € dom(f) appl(f, x) © appl(g x))

Notations :
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. On note (S) > Sol le S.1. des fonctions de Sy dans So

. On convient de noter parfois f(x) 4 la place de appl(f, x)

- On note [S,*S_ x,..x Sq ~ Set! a la place de [S) > [S,7f...

[SQ + Sq4 1b]

. et on préfére appl(f; Xyees Xq) a applf(app]...{appl(f, x1), Xo)eves

Par définition, Yori ({S, + $,]) = [8] + $5]

Comme pour le produit cartésien ou l'ensemble des parties, on ebtient

un modéle de [S, 4 So] en considérant l'ensemble des fonctions d'un

modéle de S, dans un modéle de S,

Théoréme 18 :

{S) ° So] est une extension conservative de 54 U So

7.2.2.- Suites sur un systéme d'information.

Le S.1. des suites sur un S.I. Vest une extension de

LENTIERC + V] . La figure 9 en donne une ¢-description.

Notons que nous considérons aussi bien les suites finies que les

suites infinies.

Dans cette description, pour alléger les notations, bi et bs

désignent 4 la fois lés bornes inférieures et stpérieures d'intervalles entier

et de suite.

Notations :

- La notation V* est préférée 4 SUITE {1} , V* en est Ta sorte

d'intérat

- <x > représente la suite vérifiant bi(<x>) #1, bs(<x>)el,

|appli< x >, 1) = x

. — |: a“ i re et lal
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- On préfére la notation uy 4 u(i) ou appl(u, i)

- Si Vest a son tour un S.1. SUITE on convient que :
*

wn représente (...((W*)*)* “yt

ae n fois

et W représente W

. = yn* -Si V=W on préfére la notation appl(u, iy, eT i,) ou encore

parfois plus 
: i

Plus simplement a i, 4 appl (appl... (app1(u, i), ig).+-4,)

Ici encore :

Les divers constructeurs de S.I. présentés ci-dessus sont des Sialis
Paramétrés,

Cependant, hormis SUITE, leur définition par des s-descriptions serait
compliquée et peu’ intéressante. Elle consisterait en effet a définir les
sortes d'intérét en termes de Sortes support plus primitives encore On
retrouve la demarche utilisée >» par exemple, dans 1'axiomatisation de la
théorie des ensembles od 1'on cherche a tout définir 4 l'aide d'un nombre
minimal de concepts. Ici la minimalité n'est d'aucun intérét > il faut au
contraire introduire des opérations de construction de suffisamment haut
miveau pour que le spécifieur puisse ultérieurement rester au niveau des
s-descriptions.

1 faudrait introduire d'autres opérations de construction telles qué :
VensembTe des relations sur deux S.I., les listes sur un S.1. etc
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Exemple 11 : La table des symboles {[GUT, 78a], [WUL, 75] (cf. figure 10)

La spécification d'un univers peut apparaitve 4 différents stades de

l'analyse d'un probléme : lors de la spécification évidemment, mais aussi

lors de la phase d'explicitation (cf. partie 2) 00 i] est parfois nécessaire

de spécifier et de résoudre de nouveaux sous prollémes, donc d‘introduire

de nouveaux univers.

C'est ainsi que certaines résolutions du probléme de la compilation

d'un programme (cf. exemple : § 1.1 ch. 1.1) intvoduisent des objets inter-

médiaires (i.e n'apparaissant pas dans la spécification initiale du probléme)

appelés tables des symboles. Une telle table est construite et utilisée au

fur et 4 mesure de 1a traduction du texte source et associe 4 chaque identi-

ficateur un ensemble de caractéristiques (type, ‘imension, etc...).

Nous ne cherchons pas ici, et pour cause !, a spécifier et a résoudre

Je probléme de 1a compilation mais nous nous concentons d'analyser ta partie

relative aux identificateurs :

(

- Toute "génération de code" faisant intervenir un identificateur

nécessite la connaissance des attributs qui lui sont associés. La ‘table des

bymboles doit donc permettre l'accés 4 T'attribut défini par une déclaration

d'identificateur ; une fonction valattr réalise cet accés. .

- La rencontre d'une déclaration doit se traduire par le rangement d'un

attribut dans la table. La fonction insert effeciue ce rangement.

- Si le langage posséde la structure de blo:, i] est nécessaire de

prendre en compte les régles de portée des identificateurs. Une fonction

debbloc (resp. finbloc) rend compte du début (resp. de la fin) d'un bloc.
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les différents endroits of un identificateur est utilisé. En revanche, on

Souhaite que la spécification du systéme d'information formalisant Tes

tables des symboles soit le plus possible indépendante du langage 4 compiler ;

ce que T'on obtient, en particulier, en paramétrisant le type des attributs.

Cette recherche du plus haut niveau possible d'abstraction est un pas vers

la construction de générateurs de compilateurs.

Dans cette description sont utilisées quelques unes des opérations
de construction introduites précédemment PS, << >>). Cependant, s'il est
naturel de définir une table des symboles comme une relation entre identi-

ficateurs et attributs, la codification des blocs par des entiers est.déja

un choix de représentation : on pourrait avoir une vue plus abstraite de la

notion de bloc avec des opérations propres telles que l'inclusion d'un blec

dans l'autre (cf. par exemple (WIN, 75 ] ).

~ EN GUISE DE CONCLUSION.

Le concept dé systéme d'information qui vient d'étre développé est un
pivot dans Ta spécification et Ta résolution des problémes :

bj Un S.I. constitue un cadre formel, reposant sur des bases théoriques
classiques et solides, a partir duquel nolls allons définir les concepts
d'énoheé et de solution d'un probléme (ch. 1.3). De plus, i] est possible,
a partir de ce cadre, d'étudier des méthodes générales de résolution dont
deux des €léments fondamentaux sont les tachniques d'abstraction (ch 2.2) et de
représentation (ch. 1.3).

En particu
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d'un sous univers. Nous reviendrons sur ce poin’. au chapitre 1.4.

L'étude d'opérations globales de constructions de types abstraits a été

assez peu développée jusqu'a présent. Nous avons déja cité BURSTALL et

GOGUEN dans [BUR, 77 a] , qui utilisent le cadre des spécifications al-

gébriques pour la définition de leur langage OU, et WULF, LONDON et SHAW

dans [WUL, 75] qui introduisent Te concept d'extension en ALPHARD.

De maniére assez analogue, NAKAJIMA et aZ [NAK, 78] , [NAK, 79]

€tudient dans le cadre du langage IOTA, les relations entre un type et les

types primitifs a partir desquels i] est défini Les systémes formels sous

jacents 4 IOTA sont comme ici des théories du premier ordre mais la forme

des axiomes est tout 4 fait quelconque. Nous pensons que, sans restreindre

les possibilités du spécificateur, l‘introduction de $.1. supports et

d'axiomes pré-post est 4 la fois suffisante et naturelle. Dans OBI, comme

dans IOTA, l'accent est mis sur l'utilité de la hiérarchisation des types

dans 1a construction et Ja vérification de representations. Nous n‘abordons

ce probléme qu'au chapitre 2.2 et n'insistons ici que sur l'aspect spécifi-

cation progressive de l'univers d'un probléme.

|



CHAPITRE 13

ENoncé FORMEL, SOLUTION

ET RESOLUTION D'UN PROBLEME

Le chapitre précédent décrit un cadre formel et un langage de spécifica-

tion pour l'univers d'un probléme. Pour tenniner ja description du concep
t

de probléme il reste 4 définir ce qu'est un énoncé et a se doter d‘un langage

de spécification.

Le concept d’énoncé est étroitement 1i2 a ceux de avlution et de ré

tion d'un probléme. De facgon informelle le xéta probléne de la résolution des

problémes peut s'énoncer de la fagon suivante :

“On cherche la solution d'un probléme pour une certaine valeur des donn
ées

du probléme".

Dans cette spécification informelle, le résultat est "la solution",
 les

données sont “le probléme",et "la valeur des données".

Conformément 4 l'esprit de ce travail il faut spécifier précisément ce

méta probléme avant d'envisager de le résoudre. Ce qui nécessite de déf
inir

les concepts de solution, donnée, valeur des données et de probléme, do
nc le

concept d'énoncé. Ainsi, pour spécifier le méta probléme de ta spéect,

nous sommes conduits 4 étudier ce que l'on attend des problémes une fois spé-

cifiés, c'est-a-dire que l'on doit envisagar ce qu'est la résolution d‘un

probléme.

Ce chapitre apparait donc comme un pivot dans ce travail. Etudiant le
s

notions de solution et résolution d'un prodléme, i] permet :

- d'une part de formaliser le concept de probléme, puis de préciser le
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- d'autre part de décrire les principales idées 4 la base de la résolution

des problémes et ainsi d'introduire le méta probléme de l‘explicitation des

problémes dont 1'étude est 1'objet de ta partie 2.

C'est ainsi qu'aprés une étude enpirique des notions de solution et de

donnée (§1) nous proposons d'une part une définition formelle de ce qu'est un

probiéme et d'autre part un langage de spécification de probléme (§2). Quel-

ques réflexions générales sur la résolution d'un probléme (§3) conduisent a

distinguer deux grandes classes de techniques de résolution :

- la démonstration d'une variante de 1'énoncé (§4)

}

'

- le calcul d'une solution lorsque 'énoncé est sous forme explicite (§5).

La mise en oeuvre du deuxiéme type de techniques nécessite en général de
transformer le probléme initial en un Probléme mieux adapté aux calculs, les

idées générales sur ces transformations sont présentées au paragraphe 6.
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1.- NOTION D'ENONCE DE PROBLEME.

Plusieurs points de vue peuvent étre adoptés pour caractériser la notion

d'énoncé, étudions les sur quelques exempies,

Dans le probléme P, de la fraction irréductible (figure 2, ch. 1.1) on

peut admettre dans un premier temps que propor et prem sont deux symboles

de base. L'énoncé se réduit alors a :

e} = propor (x,y,a,b) A prem(x,y)

Cet énoncé est donc une formule d'un certain systéme d'information 54

contenant les symboles propor et prem admettant x, y, a, b pour variables

libres. x,y est le résuitat et a,b la domée de P,. Le probléme Pas quant

a lui, est le couple (€4 +S).

Nous verrons (exemple 9, § 5.1.1} qu'un autre énoncé de ce probléme

peut étre :

€g =X = a/z ay = b/z az = pgcd(a,b)

dans un systéme d'information So contenant les symboles / et pgcd. Dans ce

deuxiéme énoncé, z est un résultat intermédiaire, c'est-a-dire que c'est le

résultat d'un sous-énoncé de ]'énoncé initial.

Puisque, Intuitivement, un énoncé représente une relation entre des

données et des résultats on peut utiliser la notion de théoréme pour préci-

ser la notion de solution :

Un couple de termes sans variable, on dit encore termes clos, u,v du

Se Sy est une solution de Py pour une valeur a, (termes sans variable)

des données si la formule €,Cu/x sv/y,a/a ,6/b) est un théoréme de Sy.

Mais il est bien évident que si deux autres termes clos u',v' sont tels

que e,lu'/x,v'/y,0/a ,B/b] est encore un théoréme de Sys avec as uzu' et

re vev', (u',v'} n'est pas une autre solution de Py.
1

Ainsi, plus qu'un couple (u,v) de termes sans variables, une solution de

Py est un couple (u,v) de classes d'équivalence pour la relation ~ sur 1'en-
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semble des termes : uvul « uis .
Par exemple (4,3) est une solution de Py pour Ja valeur (24,18) des

données.

La définition précédente n'implique évidemment pas I'unicité de 1a solu-

tion, par exemple 1‘énoncé :

uw

x div 8

admet plusieurs solutions dietinetes dans un systéme d'information contenant

les entiers naturels et le symbole div.

Tl apparait donc nécessaire, non seulement d‘étre capable de caractériser

les problémes admettant des solutions, mais aussi de disposer de techniques

de résolution de problémes, c'est-d-dire de méthodes permettant de déterminer

la ou éventuellement tes solutions d'un probléme.

ins_un_énoncé.

Dans Ye cas d'un énoncé comportant des résultats intermédiaires comme &9

la définition précédente d'une solution est encore utilisable a condition d'y

inciure les résultats intermédiaires : (4,3,8) est une solution de Py pour la
valeur (24,18) des données ; (¥,3) en est la solution principale, :

Une autre fagon de prendre en compte les résyltats intermédiaires consiste

a les quantifier existentiellement. Par exemple a Ep On préfére 's

€, = 42 tq x 5 a/z ay = b/z az = pged(a,b)

et alors (4,3) est solution du probléme correspondant,
Dans les deux cas x, y et z sont des variables. Mais ceci est un cas trés

particulier d'énoncé et i1 est fréquent que les intermédiaires soient des

Sonctions. C'est par exemple le cas de 1'énoncé complet de 1a figure 2,
chapitre 1.1, dans lequel propor et prem sont des intermédiaires. Pour défi-

nir le concept de solution pour cet énoncé plusieurs possibilités sont envi-

sageables :

a) Généraliser les systémes d'information en ne les limitant plus au

premier ordre. On doit ainsi introduire un calcul des prédicats d'ordre 2

(mais aussi d'ordre supérieur pour certains problémes). On peut alors, comme

précédemment, soit considérer que propor et prem sont des variables repré-

sentant des résultats intermédiaires, soit les quantifier.

b) Rester dans le cadre des $.1. introduits au chapitre précédent et

imposer que les résultats et les intermédiaires soient des variables. Ceci
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nécessite que le systéme d'information dans lequel on se place contienne des

sous-systémes "fonctionnels” (cf. ch. 1.2, § 7.¢.1) tels que:

C<<py cENTIER, Py :ENTIER yp :ENTIER Py :ENT: ER>> + BOOL] pour propor

Ce<py :ENTIER,Po:ENTIER>> + BOOL] pour srem

On se raméne ainsi au premier ordre.

c) Remplacer propor(x,y,a,b) et prem(x,y) per leur définition ; 1'énoncé

devient alors :

(KX * b= ya) a (¥z € ENTIERY, zdivxazdivy>z21)

Malheureusement cette méthode, qui intuitivement revient a remplacer un appel

de fonction par son corps (dépliage en terme de [BUR,77b]) ne s'applique pas

en général. Considérons par exemple 1'énoncé € (§ 1.1) et 1a définition

suivante de pgcd :

pgcd(xsy) = st y = 0 alors x ginon pgcd(y,reste(x,y))
~ Un simple remplacement ne conduira pas 4 un énorcé sans pgcd 4 moins de com-

pliquer le systéme formel de maniére 4 considérer des termes infinis.

d) Privilégier les résultats x,y en imposant qu'ils soient des variables,

ce qui est une hypothése raisonnable pour la plupart des problémes, mais con-

sidérey que les sous-énoncés caractérisant les intermédiaires définissent une

extension du S.1, initial : :

Le S.1. initial Sy est étendu en Sy par 1'adjonction des symboles fonctionnei«

propor(profil (propor) = ENTTER ENTTER ENTIER ENTIER’-» BOUL): et.

prem(profil(prem) = ENTIER ENTIEK + BOUL), ainsi que des axiomes :

b 2 propor(x,y,a,b) > b= (x * b= ya)

b = prem(x,y) 2 b= (Wz ¢ ENTIERt z div x az div.y 22 = 1)

Le concept de solution introduit au paragraphe précédent s'applique évidemment

a Si.

On peut d'ailleurs développer cette idée d'extension pour caractériser jes

énoncés dont les résultats ne’ sont pas O-aires. Nous reviendrons sur cette

question au paragraphe 2.2.3.

Sortir du cadre du premier ordre ( a) ) pose un certain nombre de problémes

pour Ta recherche d'une solution comme nous 1'évoquerons au paragraphe 3.1.2.

Remplacer des appels de foncticns par leur corps ( c) ) ne s'applique pas dés

que la spécification est récursive. Choisir entre b) et d) est un peu plus

délicat :

i) Le point de vue b) fait jouer le méme rél2 a 1a formule caractérisant
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le résultat et 4 celles concernant les intermédiaires. Ce qui rend bien compt:
de 1'analyse descendante d'un probléme. Le point de vue d) & l' inverse intro-
duit un déséquilibre entre le résultat et les résultats intermédiaires, sauf
si on considére que 1'énoncé tout entier définit une extension du S.I. de
départ. 

:
ii) A l'inverse b) ressemble a un artifice technique dans Ta Mesure ou

l'on "transforme" des symboles q-aires (q 2 1) en symboles O-aires, Mais il
faut en mesurer les difficultés de mise en oeuvre. Ainsi considérer les
intermédiaires fonctionnels comme faisant partie de la solution risque d'étre
difficile dans le cas de fonctions définies sur des domaines finis et impos-
sible dans les autres cas. 11 apparait alors nécessaire de quantifier ces i
intermédiaires, ce qui pose de sérieuses difficultés théoriques puisqu'effec-
tuer des démonstrations de 1a forme 3 f y nécessite en général de disposer
d'axiomes sur les fonctions (axiomes du deuxiéme ordre). IT serait donc
intéressant de développer la comparaison entre les solutions a) et b) et
préciser dans quels cas b) est applicable.

Remarque 1

Bien que b) et d) ne reléyent pas du méme point de vue théorique, il _
est intéressant de noter que les techniques d'explieitation qui sont dévelop-
pées dans la deuxiéme partie, dans le but de résoudre des problémes, sont ‘
Jes mémes (mutatis mutandis) qu'il s‘agisse de symbole fonctionnel q-aire :
(q 2 1) ou d'un symbole O-aire de profil cS) Xe x Sq +3). o

Remarque 2 
;

Il n'est pas équivalent de quantifier les intermédiaires ou d'étendre le
S.I. du probléme en ajoutant les axiomes qui les caractérisent (ce qui,
notons le, renforce la distinction entre b) et d) développée en ii) ci-dessus) |
Considérons par exemple 1'énoncé :

yeanaeza
sur le S.1, ENTIER. 

|
On peut démontrer que 3 aly 

|
dans ENTIER: Ja(2=aa ats 

|
de ENTIER. 

|
at = al2 / yl et y = af-2 / y] ne sont pas des théorémes de 1'extension

ENTIERLa“ = 43. En effet de ae = 4 on ne peut ni déduire 2 = a, ni déduire
-25 a.

Baa a2 = 4) admet 2 et -2 pour solutions
4) et Ja(-22an a? = 4) sont des théorémes

revient 4 résoudre la partie de 1'énoncé concernant le résultat dans 1'extension
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définie par les intermédiaires si ces intermédiaires sont uniques (i.e. si

les axiomes les caractérisant définissent des "objets uniques"). 2

Il résulte de la discussion précédente que le point de vue d) semble a

Ja fois général, ne posant pas trop de difficultés théoriques, et assez

simple @ mettre en oeuvre. C'est lui que nous adopterons par la suite. Le

point de vue b) mériterajt lui aussi une étude approfondie.

Dans des exemples de problémes numériques comme celui des fractions

irréductibles, le résultat ne dépend que de données O-aires. En revanche

dans le cas du probléme des liaisons aériennes (figure 3, ch. 1.1, § 2.2),

et plus généralement dans les problémes portant sur des bases de données,

le résultat dépend a la fois des données (villes de départ, vd , et d'arri-

vée, va) mais aussi de LIAISON qui est un univers. I1 en est de méme dans

le probléme de tri topologique ol 1a donnée est formée d'un ensemble et

d'une relation sur cet ensemble vérifiant la propriété de non circularité.

Pour définir le concept de "valeur d'une donnée" une premiére idée

peut encore consister a utiliser la notion d'extension : si f est un symbole

de donnée O-aire, d sa valeur,on peut ajouter 1'axiome f = d au systéme

d'information du probléme et travailler dans -1' 2xtension ainsi obtenue.

Cette solution est encore acceptable dans le cas de symboles q-aires

(q 2 1) & condition de définir Teurs valeurs en chaque point du domaine

de définition (cas des fichiers par exemple). E1 reprenant les concepts du

chapitre précédent (§ 4.2.2) une solution d'un srobléme serait ainsi rela-

tive a une information du S.I. du probléme dans laquelle chaque donnée est

. Caractérisée par un axiome précisant sa valeur.

Mais ce point de vue se généralise mal au cas o¥ les données sont des

univers ; par exemple dans le probléme des liaisons aériennes i? faudrait

,introduire le S.I, de "tous Tes ensembles de liaisons possibles" et une

‘valeur de 1d donnée "LIAISON" apparaitrait comme un élément de ce systéme.

De méme pour le tri topologique i] faudrait définir la donnée (£,!) comme

un élément d'un certain univers.

Ainsi, plutét que de chercher a “coder” une donnée qui est un univers,

nous sommes conduits 4 la considérer comme un sous-systéme d'information du

systéme S du probléme considéré. S devient ainsi un S.1. paramétré. Une



valeur d'une telle donnée SD est alors une réalisation D de cette donnée et

pour définir la solution correspondante on se place dans la p-réalisation du

systéme S définie par D.

Les réflexions précédentes ont conduit & distinguer ta partie de 1'énoncé

caractérisant les intermédiaires de celle concernant le résultat. Mais s'il

semble raisonnable de considérer qu'un résultat est O-aire, on s'apergoit que

le seul intérét d'avoir des variables est de permettre des substitutions. En

fait i] sembie plus naturel de considérer qu'un énoncé définit de “nouveaux

objets" c'est-a-dire des constantes. Ceci nécessite d'étendre l'opération de

substitution (Définition 3, ch. 1.2) aux symboles O-aires, ce qui ne pose

aucune difficulté. Dans 1a suite nous admettrons qu'il en est ainsi, ce qui

Bermet d‘éviter une difficulté liée aux variables : le fait que Je résultat

soit une variable libre de 1'énoncé incite 4 le quantifier universellement

alors que c'est une quantification existentielle qui est nécessaira :

Feetu/r}* 3 r(peude)
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2.~ FORMALISATION DE LA NOTION DE PROBLEME.S

S

E

 

EA NOTION DE PROBLEME

Définition 1

Un probléme P est un couple (E5(S,op,Dyp)) 00

i) (Sop Dyp) est un S.1. paramétré (ch. 1.2, § 6), Dop et Dyp constituent
les données formelles du probléme,

ii), & est 1'énoncé.du problame P.

Es (Zs€55€;)

-Ee (strys...srgshy,...shp} profil) est une signature caractérisant les
symboles O-aires Pyrat qui sont.les résultats de P et les symboles
hyos. ah, qui en sont les intermédiatres:, = ne contient pas de nouvelle
sorte,

- €, est une formule sur E(S) vu £ appelée énoncé strict de P, elle carac-
térise es résultats Pyeseeaty de P.

~ €; est une formule sur £(S) u (9,{hy 5... .h,} profil) appelée énoncé

intermédiaire de P. Elle caractérise les ‘intermédiaires hyss sang de P.

Lorsqu'il n'y a pas d'ambiguité on appelle encore 4G; l'énoneé de P,

Exemple 1 
i

Dans le probléme des liaisons aériennes (cf. ch. 1.1, § 2.2, figure 3):

i) S = REEL u LIAISON* u BOOL u VILLE

op = {CIATSON, VILLE}

Dyp = {départ ,arrivée,priel ,har ,hdep,vd ova

ii)ies (9,{entre, prix ,cohérent} ,profil) avec

profil (entre) = VILLE,VILLE,VILLETM > BOoL
profil(prix) = LIAISON” + REEL

profil (cohérent) = LIAISON,LIAISON + BCOL
~ €. = entre(vd,va,a) a VB entre(vd,va,8) > prix(a) < prix(B)

cohérent(£, 2) 2 b= (har(2,)+1 < hdep(t5) S.har(2,)+6) 5

iia)

SSR emai oo bie aca soccer te ransom
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2.2.1.- Dafinitions

Définition 2

Avec les notations du paragraphe 2.1, une donnée du probléme P est un

couple (D,o) tel que (S uD, 9) soit une p-réalisation de (S,dop.dlyp).

(Cf. définition 29, ch. 1.2),

Dans 1a suite on préfére 1a notation SD asuQ.

On exprime ainsi, d'une part que l'association d'une donnée 4 une donnée
formelle est une p-réalisation, d'autre part qu'une donnée doit étre "compléte”
bour les symboles fonctionnels de 1a donnée formelle.

Exemple 2

VILLEE = {nancy , paris ,inarseille,lyon} est un S.I. “ensemble fini" (cf.

1.2, § 5.3).

LIAISONE = REEL v VILLEE u DATE u ((Sore,Syme,profile)Ae) avec

- Sore = {CTATSONE}

- Fyne {départe ,arrivéee,priele hare ,hdepe,ij200,it202,14204,af727}
~ profil (départe) = profil(arrivéee) = CIATSONE ~ VILLE

erofil(priele) = CTATSONE + REET

profil(hare) = profil (hdepe) = CIATSONE + DATE

- he

départ ij200

ch,

a ee
a nancy a arrivée ij200 = paris « priel i1j200 = 270.00

a hdep ij200 = 6.45 a harr 13200 = 7.40

paris a arrivée it202 = marseille a priel it202 = 340.50

a hdep it202 = 8.50 a harr it202 = 9.55

nancy a arrivée 1j204 = lyon a priel i1j204 = 200.00

A hdep 13204 = 7.00 a harr 1j204 = 7,40

lyon a arrivée af727 = marseille a priel af727 250.00

a hdep af727 = 9.40 a harr af727 = 10.20

Alors (VILLE) = VILLEE,o(CTATSON) = LTATSONE,p(départ) = départe,

arrivée) = arrivéee,p(priel) = priele,p(har) = hare,p(hdep) = hdepe,

vd} = nancy,o(va) = marseille est une donnée du probtéme des liaisons

riennes spécifié dans T'exemple 1.

départ it202

départ i1j204 =

départ af727

o(

pf

aé 
a

Par souci de simplification nous supposons ici que le probléme P n'a qu'un
Seul résultat r, cas auquel on peut toujours se ramener en considérant des
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Soit S un $.1., la relation :

uvy * be—us

est une relation d'équivatence sur l'ensemble des termes clos de S.

Notation

- €1(s) est l'ensemble des termes clos de S, ‘61(S, ) le sous-ensemble de

¥1(S) formé des termes de profil 8;

- ¥1(S} / ~ est l'ensemble des classes d'équivalences pour la relation

précédente.

- U est la classe d'équivalence de u pour cette relation.

Définition 3 . Avec Tes notations précédentes :

Une solutton du probléme P pour la donnée (Lp) de P est une classe

d'équivalence W de termes clos de SD telle que profil(u) = profil(r) et

p(e,)fu / rj est un théoréme de SBte{e;)1 a

Ainsi pour définir une solution d'un prebléme, on commence par préciser

les données par une p-réalisation, puis on étend cette p-réalisation en

introduisant les axiomes caractérisant les symboles intermédiaires et c'est

dans. ce S.1. que l'on cherche & démontrer un thécréme o(e,)tu / rd.

Notation |
On préfére e, (resp €3) a ele.) (resp. p{e;))

. TS te

Exemple 3

Si (D,o) est Ja donnée de V exemple 2, on mortre dans SDLe;J:

entre(nancy marseille;<ij204 af7277) A .

entre(nancy marseille ,<ij200,it202>) > 50.00 < 610.00

donc eg l<4j204 ,af727> / a] est un théoréme de SDLe}1.

Clest-a-dire que 4j204,af727> est solution du probléme. 5

Ainsi, montrer que u est une solution revient 4 démontrer un théoréme. Ce

point de vue est 4 la base des techniques de résolution dans lesquelles on

cherche & prouver 1'énoncé du probléme (cf. §3 ).

P-uplets de variables.

tante et si a
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Malheureusement cette caractérisation de la cohérence est peu constructive

puisque sa mise en oeuyre reyjent en fait a résoudre P.

Definition 5

Un probleme P est déterminé si pour toute valeur ($D,o) des données pour

laquelle i] admet une solution, cette solution est unique. oO

2.2.2,-Caractérisations des solutions

Dans ce paragraphe nous cherchons d'autres caractérisations de la notion

de solution dans un double but :

~ découvrir des propriétés des solutions d'un probléme sur lesquelles fonder

des méthodes de résolution.

- €tendre le concept de solution au cas of les résultats sont des symboles

fonctionnels q-aires (q 2 1). Ceci permettrait une vue plus unifiée de 1'énoncé

d'un probléme dans laquelle les résultats et les résultats intermédiaires

seraient des objets de méme nature,

Dans la suite nous posons SD; = Sole].

Théoréme 1

U est une solution du probléme P pour la donnée (D.p) si et seulement si
SD; Ces ar =u] est une extension conservative de SO;.

Démonstration

a) Si i est une solution de P, ey (u / rj est un théoréme de SO;
donc eS est un théoréme de SOjCr = ul

et donc SO,Cr zul= SD,fe, arzul

Mais SOjtr = ul] est une extension conservative de SD; :

~ c'est éyident si SD, n'est pas consistante

- si SD; est consistante, dans tout modéle (U,it) ona

it(u) = it(r) sinon 1' image it(estu / ri) ne serait pas VRAI.
b) SDjlee Ar =u] contient le théoréme egCu / rj, qui est encore un théorame

de SD; puisque l'extension est conservative.
cafd

Corollaire 1

Siu est une solution de P, SD jCeg ar =u] est une extension suffisamment
compléte de SD;. 

0

Résulte du a) de la démonstration précédente ; $0; Le, arzuls SO,Cr Zul.

Corollaire 2

U est une solution de P pour la donnée (D,o), avec SD; complet, si et seu-
lement si SD;leg sr 2 uJ est une extension consistante de SD, Ct

Résulte du théoréme précédent et du théorame 15 du chapitre 1.2.

= Los-

Corollaire 3

a) Si SD ;feg3 est non conservative, le probléme » n'a pas de solution.

b) Si SD; est consistante et SD,feg] est inconsistante, Te probléme P n'a

pas de solution. . a

Par hypoth@se s'il existe une solution u, Se eg AY = uj est conservative,

donc Sp jCeg] T'est. Le raisonnement est similaire pour b).

Ce corollaire exprime’ donc qu'une condition necessaire pour qu'un probléme

soit cohérent (définition 4) est que l'extension Wéfinie par e¢ conserve la

consistance ou qu'elle soit conservative. Mais la réciproque est fausse : cette

extension peut préserver la consistance sans qu'il y ait nécessairement de

solution, Par exemple considérons
S = (({ENTIER} ,{0,suc} ,{profii(0) = ENTIER

profil (suc) = ENTIEN + ENTIER}),

{Wx sucx #04x#y> suc x # suc y}).

(entiers engendrés par 0 et la fonction de-succession suc, sans axiome de ré~-

currence).

e, = suc(r) =r.

Ici il n'y a pas de données ni d'jntermédiaires, donc $0; = S et p = identité.

Alors Sle] a unmodéle : Nu {+o}, l'interprétation de 0 (resp. suc, r) étant 0

(resp. +1, +2) et cependant i] n'existe pas de u te? que suc(u) = u soit un

théoréme de S. :

2.2.3,.-Général isation

Le théoréme 1 permet de généraliser le concept de solution au cas de symboles

qraires (q 21) sans quitter le cadre des S.I. c'ust-a-dire sans introduire de

variables non O-aires.

Reprenons une définition, similaire 4 la défiiition 1, de la notion de pro-

bléme en modifiant la caractérisation de es :

ey contient p symboles fonctionnels Tyee Tp non nécessairement O-aires,

qui sont les résultats du probléme,

On-peut alors définir une solution d'un tel probléme de la fagon suivante :

Définition 6

Avec Tes notations précédentes (en se ramenan: & un seul résultat dans P).
Une solution du probléme P pour 1a donnée (D,») est un ensemble F de couples

(90). gt) de classes d'équivalences tel que, si F est un ensemble de formules
g Uy... Ug =u constituées a partir de représentants de ces classes, SDjCeg.F]

est une extensjon conseryative de SD;- 5
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Intuitivement, dans cette définition on définit la valeur du résultat en

chaque point de son domaine de définition. Nous ne poursuivrons pas dans cette

yoie.

2.3.- $:

2.3.1. -Forme syntaxigue d'une s-description

Nour pouvons maintenant préciser ta forme d'une s-description, en jntrodui-

sant ici encore la méme modification par rapport aux exemples du chapitre 1.1

que celle présentée pour les $.1. et concernant la description des profits. La

figure 1 schématise une telle description,

La premiére partie de cette description concerne l'énoncé, les résultats et

Jes données du probléme. Les parties suivantes caractérisent les différents sous-

Univers du probléme,

tex ique profil description formelle

aescr ipti f
e ption formelle du ry Py résultat Myers

résul tat : t

a ;gq? Py s- Ay

description informeile Py

des intermédiaires *~ *y f
P donnée

description informelle

des données
fdonnée

Set. S$}

SI,I Sp

<=

|

i

’
[
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7 e, est une formule caractérisant je résultat

= Les différents (P5s8-A,) sont des s-descriptions (ch. 1.2, § 5.1.1 b)) des

symboles fonctionnels intermédiaires.

- La partie donnée ... fdonnée a une syntaxe similaire a la partie param ...

fearan des s-descriptions des S.1. paramétres (ch. 1.2, § 6.2.2). Bien souvent,

lorsque les données ne sont que des symboles fonctionnels, on les place @ la

suite de donnée et on supprime fdonnée. 7
- La partie donnée ... fdonnée peut &tre décoms0sée en plusieurs parties

qui peuvent @tre disséminées a différents endroits entre certains s-A;.

Cette forme de description est un support bien adapté 4 1a mise en oeuvre

d'une méthode de spécification descendante et stru:turée que nous précisons au

résultat y

comme pour Ta tg vee

description P.

d'un probléme

complet

chaque moddle étant jdentifié par un nop de formule {ou mieux par celui du

résultat de cette formule). On obtient ainsi une couble structuration de la des- |

cription d'un probléme, l'une étant liée 4 \'imbr cation des univers, ]'autre 1

)
§
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aux post conditions des symboles définis & un niveau donné (cf. introduction

du paragraphe 5, ch. 1.2). Par souci de simplicité nous ne développerons cette

syntaxe que partiellement dans le cas des énoncés MEDEE (cf. ch. 2.3).

Notons enfin que 1a syntaxe suggérée par la figure 1 fait ressortir les

relations qui existent entre description d'énoncé et description d'univers,

donc entre énoncé et univers : a la spécification du résultat prés, la s-des-

cription d'un énoncé est analogue & celle d'une “extension paramétrée" d'un

S.1., le S.J. @tendu étant Ja réunion de Sy. On justifie ainsi intuitivement

la définition précédente d'une solution.

2.3,2.- Probléme défini par une s-descrjption

a) Le S.I, paramétré (S,op,Lyp) du probléme P défini par une s-descrip-

tion de la forme de la figure 1 est formé :

- de S qui est l'extension de 5y u Sp u ... par 1'adjonction

. des sortes apparaissant dans la partie donnée ... fdonnée

. des symboles fonctionnels de ja partie domnde ... fdonnée

. des profils de ces différents symboles décrits dans la partie “profil*

. des axiomes de la partie donnde ...

~ des sortes de la partie donnée ... fdonnde

- des symboles de la partie donnée ... fdonnée

fdonnée

b) . La signature 5 = (D400) 5... sr gohy s+. sh,} sprofit) est obtenue 4 partir

de P, ..6 P.
1 n

. L'énoncé strict e, est la formule caractérisant le résultat.

. L'énoncé ey des intermédiaires est la conjonction des axiomes associés

aux s-descriptions s-Ay oe SAL.

c) La p-réalisation du problame P par la donnée (D,p) peut &tre décrite par

une sp-réalisation (ch, 1.2., § 6.2.3) de (SDop,Dyp) définie par 1a donnée.
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3.- RESOLUTION D'UN PROBLEME,

3.1.1.- Spécification du méta-probléme de la résolutioh

En reprenant les notations du paragraphe précélent, le méta-probléme de la

résolution peut s'exprimer de la maniére suivante figure 2).

Le résultat W est une W : EQU résultat U

classe d'équivalence pour uot TERME tq ty o(e,)éu/r3) aclos(u,SD)

~ de termes clos tel que j
. , i SD. : S.7,Ta substitution d'un i SD, tg SD; = SDLp(e,)]

terme u quelconque de ja

classe a r dans ple.) en

fasse un théoréme de SD;.

SD; est T'extensidn par

les intermédiaires de la

valeur des données,

(D,p) est une valeur des

données du probléme P.

{SD.p) : REALISATION

P : PROBLEME

connée

(D5) tq (Dsp) © valdon(P)

P tg P= ((E,e;ae5),

(S,Dop,Dyp))

idonnée
Gennes.

valdon : de base associe

a un probléme 1 ‘ensemble

de toutes ses données. [1

est associé a la défini-

tion 2.

clos : de base prédicat

qui indique qu'un terme

est un terme clos d'un

certain S.I.

SS SES aes asa a a eee ee
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On ne précise pas davantage les différents méta- $.1
cette spécification, ceci reviendrait en fait a réécrire i
Chapitre 1.2 et du paragraphe 2,

apparaissant dans

ci une partie du

3.1.2.- Résolution du mé ta-probléme
Résoudre ce méta-problame pour certaines données (P.(D,p))

intérét'et on veut le résoudre pour des classes de pr
Possibles.

n'est d'aucun
bene 

: 

obiémes Tes plus vastes

U ~ « <eme, au niveau d'un probléme particulier on veut disposer d'unetechnique permettant de fournir une solution pour une donné€ quelconque.Etud4 

: 

*udions, de facon empirique, quelques idées sur lesquelles pourraient :étre fondées des techniques de résolution.
. Résoudre P pour la donnée (D,0) consiste a yérifier la formule de laFigure 2 caractérisant Y, c'est-a-dire :

1) 4 trouver un terme clos u de SD,
ii) & démontrer que d est solution de P,

naneadine ee ne knee et nafye, consiste a4 Parcourir les différents
seta et 

e a essayer pour chacun d'eux de démontrer que la formule* ' / est un théoréme de SD; . C'est appliquer ici ce que nous appellerons: tattiena Stratégie d'atfaiblissement de 1'énoncé strict consistant
Paroee Likerianide (clos(u,SD)) et une partie variantegp, Pes )Eu/ed) caractérisant T'arrét de 1'itération,

Exemple 4

Dans - 
; 

inf
catia le ePablene de la fraction irréductible On peut explorer 1'énsembiex ENTIER” des solutions éventuelles par un procédé diagonal :

(2,1) .(2,1), (2,2), (3,1),(3,2) ,(3,3) etc...
Pour chaque couple (u,v) on essaye de démontreA prem(u,y). 

“ae

WV/y] = Propor(u,v,a,b)

Ainsi, dans le cas d'une valeur (D,o) telle que o(a) = 24, p(b) = ige{(1,1) n'est pas un théoréme de SD; car 1» 1841 « 24

€£1(4,3) est un théorame car 4+ 18 = 3» 24

x fet V2,9k, tg 4 zkp*Zaq ky tg 3s ky wz

> (z24z te

m1ren

NM est bien évident que cette maniére de “résoudre” un probléme, parce qu'elle

nécessite un parcours du domaine des solutions, est en général inapplicable dans

le cas de domaines infinis et au mieux trés inefficace dans Te cas de domaines

finis (et inutilisable si l'un des domaines auxiliaires est infini). En bref, ce

caractére exploratoire en rend son application quisi impossible.

Mais l'exploration du domaine (i.e. la recherche) des solutions n'est pas le

seul probléme 4 résoudre : i] faut aussi étre capable de démontrer qu'une formule

d'un certain 5.1. SD; est un théoréme. Ceci suppose que l'on dispose, pour le

systéme formel spécifiant t'univers du probléme, j'une méthode de décision (SH0,67)

c'est-a-dire un algorithne permettant de décider, en un nombre fini d'étapes, si

une formule est un théoréme. Rechercher une telle méthode pour un systéme formel

donné consiste 4 résoudre le probléme de décision pour ce systéme.

Pour préciser cette notion de méthode de décision les logiciens ont formalisé

Te concept d‘algorithme en créant la théorie de 1a calculabilité, soit 4 partir

des fonctions récursives (CHURCH,KLEENE), soit a 2artir de machines formelles

(TURING), soit encore en introduisant des systémes de réécriture (THUE, POST,

MARKOV). Rappelons briévement [SHO,67] qu'un systime formel UL est déeidable s'il

existe une méthode de décision, ce qui équivaut a dire que l’ensembie des nom-

bres d'eapression des théorémes de ULest récursif (ou calculable) (le nombre

d'expression d'une formule est un entier défini par récurrence sur Ja longueur

de 3a formule, on dit encore que la formule est "jodelisée").

Un autre point de vue consiste a étudier l'ensemble des formules yal ides

(c'est-ad-dire, chapitre 1.2, § 3.2, des formules qui sont valides dans tout

modéle). Le probléme de validité pour un systéme Sormel consiste & étudier

l'existence d'un algorithme décidant de la yalidjcté ou la non validité d'une

formule quelconque.

Ce concept de formule valide aurait pu étre ucilisé pour définir celui de

solution d'un probléme : avec les notations du pa-agraphe précédent, est une

solution de P si eglu/r] est valide.

Cette définition peut étre considérée comme pilus naturelle que celle énoncée

au paragraphe précédent dans la mesure oG on cherche plus une solution au niveau

d‘un univers du probléme qu‘au niveau formel. En fait elle lui est équivalente

d‘aprés le théoréme de complétude de GODEL qui affirme qu'une formule du calcul

“des prédicats du premier ordre est un théoréme si et seulement si elle est valide.

Malheureusement, on démontre que ni le probléme de décision, ni donc celui de

validité, n'a de solution dans te cas du calcul di prédicat du premier ordre (ni

donc dans le cas des systémes d'information) : il n'existe pas d'algorithme per-

mettant de décider si une formule est ou non un tréoréme. On dit que le calcul

des prédicats du premier ordre est indécidable. 01 a cependant la semt-décidabi-

NEMS mre a am Ad re os ae aeOl is oa iannaharyanr rene PER
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lité : i] existe un algorithme permettant d'affirmer qu'une formule est un thé-

oréme, lorsqu'elle l'est effectivement, et pouvant ne pas donner de résultat si

Ja formule n'est pas un théoréme,

Dans le cas du calcul des prédicats du deuxiéme ordre 1a situation est

encore moins favorable : l'ensemble des théorémes est un sous-ensemble strict de

celui des formules valides et si on a toujours la semi-décidabilité pour les

théorémes, on ne 1'a méme plus pour les formules valides (MAN,74]. C'est l'une

des raisons pour lesquelles le second ordre est mal adapté a la définition du

concept de solution, donc a la spécification des problémes.

Signalons enfin que l'existence d'une méthode de résolution n'est satis-

faisante que si elle est efficace, c'est-a-dire que sa mise en oeuvre conduit a

des résultats dans des délais raisonnables.

Nous nous préoccupons maintenant de dégager les concepts sur lesquels peut

&tre fondée une technique de résolution de problémes. I] ne s'agit pas, dans la

suite de ce paragraphe et au paragraphe 4, de trouver de nouvelles techniques de

résolution mais plutét de montrer comment les considérations théoriques précé-

dentes sur tes problémes permettent de dégager les fondements des différentes

techniques de résolution et d'en faire une présentation synthétique.

3.2,1.- Choix du systéme forme]

Pour résoudre un probléme il apparait donc naturel de se placer dans un

systéme formel pour lequel existent 4 la fois une méthode de résolution (éven-

tuellement partielle) et une méthode de construction de la solution. C'est la

raison pour laquelle nous nous sommes restreints au premier ordre dans la

définition des systémes d'information : nous allons voir que de telles méthodes

(en général partielles) peuvent y étre développées. I] faudrait aussi chercher

4 définir d'autres systémes formels pour lesquels existe une méthode de décision

efficace.

3.2.2.- Choix de ta forme de 1'énoncé

Mémé s'il n'existe pas de méthode de résolution totale dans l'univers d'un

probléme on peut arriver a résoudre certains énoncés ayant une forme particul i@re
Par exemple, 1'énoncé suivant :

x = £(3)

f tg f(x) = 32 x = 0 alors 1 sinon f(x-1)«x
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peut @tre résolu par une suite de substitutions. Nonc tout ce qui est demandé

au systéme formel sous-jacent est de disposer d'ul axiome de substitution. 11

est donc intéressant de chercher 4 définir des méthodes de résolution pour

certaines formes d'énoncés : :

De maniére intuitive, un énoneé explictte d'un systéme d'information S est

une conjonction de formules de la forme

ust

oi u est une variable ou un terme de la forme f Up se Ugs f étant un symbole

q-aire, Uy ves Ug des termes pouvant étre réduits 4 des varjables, t un terme

quelconque de méme profil que u.

Un énoncé qui n'est pas explicite est dit dmplicite.

Exemple 5

- propor (x,y,a,b) a prem(x,y) a

b’ = propor(x',y',a',b') 5 b' = (x' x b'ey' satya

b" = prem(x',y') 9b" = (Vz cin’, z diy x' a 2 diy y' 2221)
est un énoncé implicite du probléme de la fraction irréductible.

~x5a/zaysb/z72z = pgcd(a,b) a |

pgcd(u.v) = s¢ v 20 alors u sinon pgcd(y,reste(u.y))

en est un énoncé explicite. S

Ainsi la recherche d'une méthode de décision va de pair dla fois avec la

forme du systéme formel et celle de 1'énoncé. Nous étudierons dans la deuxiéme

partie les deux classes principales d'énoncés explicites :

cursives et les énoncés récurrents.

les définitions ré~

3.2.3.- Transformation d'énoncés

Soit P un probléme de S.1. S. On peut chercher 4 résoudre directement P en

utilisant une méthode de décision, éventuellement »artielle, dans S.

On peut aussi chercher & transformer S ou 1'énoncé E de P de maniére a

faciliter la résolution, 11 faut donc étudier des mécanismes de transformation

permettant de traduire un énoncé portant sur un S. 1. Sy en un énoncé "équivalent"

portant sur un S.1. So. Plus précisément il faut éire capable de définir le

passage (on dit la représentation) de S, 4 (par) S, et de préciser le lien entre

V'énoncé de départ et 1'énoncé obtenu (ce qui nécessite d'introduire des régles

de preuve de correction des transformations).

De maniére compl émentaire, il faut étudier des techniques permettant, a
S.I. constant, de transformer un énoncé en un autre plus facilement résoluble :

c'est le probléme de 1'explicitation d'un énoncé.

anesanenenee Laka a
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Explicitation de formules et représentation de S.I1. sont les deux idées qui

sont 4 la base de la construction d'algorithmes efficaces a partir d'un énoncé

initial, 11 faut donc préciser et étudier ces concepts, puis en déduire une

méthodologie de mise en oeuvre : c'est l'objet de la deuxiéme partie de ce

travail qui est guidée par l'étude théorique que nous développons au paragraphe

6 de ce chapitre.

La résolution directe du probléme donné correspond 4 un point de yue

interprétattf, la transformation de ce probléme en un autre correspond & un

point de vue compilatotre.

3.2,4,- Techniques classiques de résolution de probléme

Qu'il soit donné directement ou qu'il soit le résultat d'un certain nombre

de transformations i1 faut finalement résoudre 1‘énoncé du probléme. Les deux

grandes familles de techniques de résolution sont trés étroitement liées aux

deux points de vue sur la définition d'une solution (cf. § 2.2) :

a) La premiére idée (fondée sur la définition 3 d'une solution) consiste a

chercher 4 démontrer directement dans un $.I. SO;5 qui est 1'extension par les

axjomes des intermédiaires d'une valeur des données du probléme, un théoréme

de la forme e,lu/r i. Cette technique a été développée pour le langage PROLOG

(WAR,77a]. Nous y faisons bri@vement allusion au paragraphe 3.

b) La deuxiéme, reposant sur le théoréme 1, consiste a.ajouter 1 ‘énoncé

strict eS a SD; et a chercher 4 démontrer dans 1'extension SD; Ceg3 ainsi

obtenue un théoréme de 1a forme r = u. Une telle démonstration s'appelle en général

un caleut et ne peut étre mise en oeuvre que si les énoncés sont explicites, C'est

en particulier le cas des problémes énoncés dans les langages de programmation

classiques.

La mise en oeuvre de la premiére idée repose sur les résultats obtenus en

intelligence artificielle concernant la démonstration automatique de théorémes.

La mise en oeuvre de la deuxiéme idée reléye de la théorie de la calculabiliteé.

Remarque

Le concept de solution d'un probléme admet deux sens différents en informa-

tique :

~ une solution est la valeur du résultat correspondant a certaines valeurs des

données, C'est le sens commun du mot "solution". C'est aussi celui que nous avons

utilisé ici.

~ par extension, en informatique, on appelle souvent solution d'un probléme

la fonction qui associe & une valeur des données le résultat correspondant,
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Préciser ce deuxiéme point de vue nécessite d'avoir déja caractérisé le

premier, c'est 1a démarche que nous avons suivia ici, en reportant 4 la

deux iéme partie 1‘étude des définitions explicites et des méthodes dtexplici- .

tation ; ce que l'on peut appeler des solutions générales de prablémes (i.e,

indépendantes des données)

= = — —
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4.- DEMONSTRATION D'UNE VARIANTE DE L'ENONCE.

Nous nous placons désormais dans le cadre du calcul des prédicats du
Premier ordre. La technique développée ici est une mise en oeuvre de ta semi-
décidabilité de ce systéme formel : on précise une méthode (peut-on parler d'al-
gorithme ?) permettant de décider qu'une formule donnée est un théoréme s'il en
est bien ainsi. Nous commen¢ons par mettre en évidence les concepts sur lesquels
est fondée cette méthode (§ 4.1) puis nous décrivons sa mise en oeuvre en PROLOG
(§ 4.2).

4.1.1.- Skolémisation

Theoréme 2 (SKOLEM)

Toute formule (bien formée) du calcul des prédicats du premier ordre peut
s'écrire sous forme clausale. 

a
Une elause est une formule de la forme

By v Bo Vou. sv Bie Ay A A, Aww AA

notée plus simplement
n

Bie Mey B Aye wees Ay

ou les Bs A. sont des formules atomiques.

Une formule y est dite sous forme clausale si elle s'écrit
v Xp Xj c A. acy ou les C; sont des clauses

ou simplement Cia on ath puisque K-C si et seulement si HK WYxC
qui se note encore :

Le théoréme de SKOLEM précise que l'on peut associer 4 toute formule du
calcul des prédicats une formule sous forme clausale qui lui est &quivalente

@ 4 supprimer

jon de fonctions supplémentaires

>

ee

he

Se ge Ng
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Exemple 6
La formule définissant la factorielle s‘écrit sou; forme clausale :

(1) fact{0,s(0)) +

(2) fact(s(x),z) « fact(x,t),prod(s(x),t,z)

fact est un nouveau prédicat, prod caractérise la multiplication, i] est lui-

méme défini a partir de plus caractérisant 1'addition.

(3) prod{s(x),y.z) « prod(x,y.t).plus(t,y,2)

(4) prod(d,y,0) +

(5) plus(s{x},y.s(z)) + plus(x,y,z)

(6) plus(0,x,x) «

0 est un symbole O-aire et $s un symbole unaire interprétable comme la succession

dans les entiers. a

vans l'exemple précédent, en partie gauche !e - on ne trouve qu'un seul

atome : i] S‘agit de clauses ow: JIRA,

4.1.2.- Algorithme d‘unification

Rappelons qu'une substitution 9 est un enseible fty/xpaee sot /xy) ou chaque

x, est une variable et chaque t, un terme ; on Su pose que tous Tes x; sont dif-

]'expres-férents et que t; est différent de x.. Pour toute formule g on note y 94.

sion obtenue en remplacant simul tanément chaque occurrence de Xs (1 < i <n) par

‘i . :
Soit u et v deux termes, on nomme uni fivate w de u et v toute substitution

6 telle que uG = ve.

Par exemple 6) = is(O)/x,z/t} et Uy = {s(0) ‘x ,t/z}

sont deux unificateurs de fact(s(s(0)),z) et fact(s(x},t).

Un plus grand uniftcateun de deux formules ow et ¥ est un unificateur g

tel que pour tout autre unificateur 4 de w et w i! existe une substitution o

. Ainsi 8, et 8» précédents sont des plus grands unifica-telle qed=ooa t)
teurs des deux termes considérés.

(tT) Sige {ty /ey oe sty /xp) eta = (25/Yy oes e oe p/V ph» To est la substitu-

tion déduite de Peya/ep ares sty ky sZy/¥q oes Z/¥4h en supprimant tous les

tya/x. lorsque ty =X; et chaque z4/Y; lorsque va est T'un des Xj.

= on fa eae) eee lie 1 lnaM eae
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On trouye par exemple dans LCHA,73] ou CMAN,74] la description d'un
algorithme d'unification pour deux termes u et v donnés. Cet algorithme
fournit un plus grand unificateur s'il en existe et signale, si ce n'est pas
le cas, que u et v ne sont Pas unifiables (ainsi le probléme de ‘unification
de deux termes est décidable dans les théories du premier ordre).

4.1.3.- Description de la méthode de résolution CCHA,731,(MAN,74)
Une formule d'un S.I, est dite tnconsistante ou encore non satisfatsable

si elle prend la valeur FAUX Pour toute interprétation. En se rappelant qu'une
formule est valide si et seulement si elle prend la valeur VRAI pour toute
interprétation, on obtient une nouvelle caractérisation de la validité :

Une formule » d'un systéme d'information est valide si et Seulement si
1 est inconsistante,

Cette remarque n'a d'intérat que dans la limite ot 1'on dispose d'une
méthode permettant de vérifier l'inconsistance d'une formule : c'est le réle
de la méthode de résolution de ROBINSON. Avant de la détailler, commengons par
&noncer le théoréme de HERBRAND qui donne une premiére caractérisation des for-
mules inconsistantes,

Rappelons tout d'abord que l'univers de HERBRAND associé & un S.1. S, noté
H., est l'ensemble de tous les termes clos de S. Une interprétation de HERBRAND ,
on dit encore interprétation libre, de § est obtenue en associant achaque sym-
bole O-aire a le terme a et A chaque symbole fonctionnel f de profil Si, Sigs.Sig ~ Sila fonction associant a chaque q uplet de termes (u, reve sls ) de H, de

1 qprofils respectifs i on 5 » le terme f Uyaee ui de H, ayant pour profil
il

3. Alors il est immédiat de démontrer qu'une formule est inconsistante sj et
Seulement si elle prend la valeur FAUX pour toute interprétation de HERBRAND. Le
théoréme de HERBRAND renforce ce résultat en ne demandant de vérifier cette pro-
priété que dans un nombre fini de cas :

Théoréme 3 (HERBRAND )

Une formule sous forme clausale est inconsjstante sj et seulement sj il
existe une conjonction finie d' instances de base de se’ s clauses qui est incon-sistante,

en substituant a chaque variable

) un terme de la restriction 4 av de l'univers

Exemple 7
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plus(s(s(s(0)}) »(0) .8(0)) * plus(s(s(0)) »8(0) .0)

est une instance de base de la clause

plus(s(x),¥»8(z)) * plus(x,y.z)

de la formule de l'exemple 6.
'

erificeti ‘inconsistance d'une
Ce théoréme fournit une méthode de vérificetion de 1" ine

ule su engendrer ce mt instan base des
fo e ffit d' id successivement les instances de

érentes clauses de y et ae ter si leur conjonction est inconsistanteeur conjonction es
di t 4 t de tester $s ; !

On dispose ainsi dun “a gorithme" semi-décidable

Se eeonas tlonne le résultat, en revanche
i] s'arréte pour une formule inconsistante e

il peut boucler si ¥ n'est pas inconsistante. snt eutune formule #008

ROBINSON |ROB,65| a amélioré cette idée en remarquant qi

est inconsistante si et seulement si on pel t trouver
icons ent si on pi

Ame clausale C, 4... 4 © sie oe lone

m formule saiivatente a Pune de ses interprétations de HERBRAND qune forni r

ja clause vide (dont toute interprétation est FA) :

+ (intuitivement rat > | )

que 1'on note encore II.

La “formule équivatente
idéré A istration“peut aussi étre considérée comme une dem»

 tra

a e n utilisant la régle d’inférenceCy a... AC, enude {| & partir de la formu

suivante ,appelée méthode de résolution de ROBIN: ON :

De B+ AyseessAyse ++ oy

et Avr Dye 9D,

on déduit BO + (Apsee- ogy Dy ore Dp oAiyy es

si @ est un unificateur de A, et A.

i t une 
-

Le wr aess ds Sa pees démontrer la complétude de cette méthode.

wy) 8

variante Je la transitivité de 1‘ implication)

Théoréme 4 (ROBINSON)

formule y sous forme 
; : ° ‘

rarer @tre déduite par application de Ja méthode de résolution (
i i t ilaclausale est inconsistante si et seulement si

clause | peut en

dit alors que l'on réfute ¥). , .

i méthode de résoluticn e " ‘

Soe ante n dans le calcul des prédicats du premier

o

de l'algorithme d'unification

donne un outil puissant de démonstratio

ordre.

Décrivons sa mise en oeuyre sur un exemp €
.
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Exemple 8

:. er deee cist fact(s(s(0)).s(s(0))) en utilisant 1a formule de }'exemple
ef joute icf. § 2.2) cette formule aux axiomes du systéme d' infor-

jon consicene (en fait ici ce seront les seuls axiomes que l'on considé
et on ajoute la négation du résultat demandé. I] faut alors cherch str
dans ce systéme la clause. mren 2 nontrer

On ajoute donc : 7 «

Une démonstration possible un a)
(7). * fact(s(s(0)),s(s(0)))
(8) * fact(s(0),t),prod(s(s(0)),t,s(s(0)))
unification (2) et (7), 6 = {s(0)/x,s(s(0))/z}

(9) - « fact (0,t') ,prod(s(0),t',t),prod(s(s(0)),t,s(s(0)))
unification du premier terme de (8) avec (2) 6 = {0/x,t/z,t'/t}

(10), - © prod(s(0),s(0) ,t),prod(s(s(0)),t.s(s(0))) ~
unification du premier terme de (9) avec (1) 6 = {s(o)/t'}

watrtegteae S(O). -Plus(t5(0) st) sprod(s(s{0)) t8{340)))
ie : permier terme de (10) avec (3) @ = {0/x,s(0)/y,t/z,t"/t}

2) Plus(0,(0),t) sprod(s(s(0)),t,s(s(0)))
unification du premier terme de (11) avec (4) 6 = {s(0)/y,0/t"

(13). © prod(s(s(0)),s(0),s(s(0))) “
unification du premier terme de (12) avec (6) 6 = {s(0)/x s(0)/t}

(14) + * prod(s(0),s(0),t) ,plus(t,s(0),s(s(0)))
aan de (13) avec (3) 6 = {s(0)/x ,8(0)/y,8(s(0))/z}

Pear tect an Oe C0)s#") splus(t”5(0) st) plus(t,s(0) 8(5(0)))
oe u premier terme de (14) avec (3) @ = {0/x,s(0)/y,t'/t,t/z}

) plus(0,s(0),t),plus(t,s(0),s(s(0)))

unification du premier terme de (15) avec (4) 8 = {s(0)/y,t'

(17). + plus(s(0),s(0),s(s(0))) _
unification du premier terme de (16) avéc (6) 0

(18) + plus(0,s(0),s(0))
unification de (17) avec (5) © = {0/x,s(0)/y,s(0)/z}

(19) g
unification de (18) avec (6) 9 = {s(0)/x}

{s(0)/x 4s(0)/t}

Cet i ivets . vere consiste simplement 4 démontrer que la valeur de 2! est 2! S

" sift ai bien évident qu'en général on ne connait pas la valeur du résultat
sa 

z 

7git, en méme temps que se fait la démonstration, de déterminer cette

—_ eres aban -

valeur. Ici par exemple on chercherait 4 réfuter le prédicat fact(s(s(0)) 2a)

et les unifications successives conduiraient 4 déterminer a :

(7). + fact(s(s(0)).a)

la suite de la déduction serait 1a méme que précédemment en remplagant dans

chaque clause intermédiaire, jusqu'a la clause (17) incluse, s(s(0)) "le 
plus

a droite" par a.

Mors (17) + plus(s(0).5(0).a)

et (18) + plus(0,s(0).b) ot a = s(b)

puis (19) 0 si b = s(0)

Conjointement on démontre la formule initiale et on déte
rm

de a = s(s(0))-

ine la valeur

oC

4.1.4.- Mise en oeuvre de 1a méthode de résolution

comme dans 1'exemple précédent, partir dePour réfuter une clause on peut,
: c'est une

cette clause et chercher & I'unifier aux termes gauches des a
xiomes

méthode de résolution descendante (top-down). Or peut aussi partir de
s termes de

droite des axiomes et les remplacer par jes termes de gauche jusqu'a intro
duire

Ja négation de Ja clause & prouver : méthode ascendante (bottom up). En général,
jomes et

dans l'une et l'autre méthode des choix sont nécessaires quant aux ax

aux unificateurs 4 utiliser ; cette technique de résolution est indéterministe
etours en arriére dans l'arbre des choix.

ite en partie le travail

donc ne nécessitant pas

et sa mise en oeuvre nécessite des r

Mais l'utilisation exclusive de clauses de HORN facil

dans la mesure oi elle permet une résolution li réatr
e,

Ja mémorisation d'intermédiaires contrairement i ce qui se passerait dans le cas

de clauses générales.

Comme pour tout algorithne indéterministe,

par 1' introduction d'heuristiques et par la recherche de for
m

en particulier en ordonnant les

des améliorations sont possibles
es d'énoncés mieux

adaptées 4 1a mise en oeuvre de 1a méthode (

clauses). Quelques unes de ces techniques sont discutées dans CKOW, 743 ,0CHA,734

CWAR,77b] etc...

4.2. PROLOG s limites d

4.2.1.- Description sommaire du _langge PROLOG

Le langage PROLOG TROU,751,{WAR,77a] est une mise en oeuvre concré

Les phrases de PROLOG sont jes clauses de HORN et J'interpréte
‘ogramme PROLOG peut étre considéré de deu:

te des

idées précédentes.

travaille de maniére descendante. Un pr

maniéres :



aun

- c'est un ensemble d'assertions qui représente un énoncé

- c'est un ensemble de définitions et d'appels de procédures puisque

toute clause B + Ayoeee oA, peut étre considérée comme la définition de la

procédure B dont le corps est formé des appels Ays... A).

Le premier point de vue correspond 4 la spécification d'un probléme,

le deuxi@me a sa résolution ; 4 chacun d'eux correspond une sémantique par~-

ticuliére : sémantique déclarative qui définit l'ensemble des formules valides

et une sémantique opérationnelle qui décrit les régles de calcul ;dans ce dernier ¢

i] est nécessaire de définir un ordre sur les clauses. On retrouve cette dual ite

entre te point de vue expression d'un probléme et celui concernant sa résolutior

dans ta plupart des langages “déclaratifs" (ou encore non procéduraux) :

- Les langages fondés sur la notion de suite tels que LUCID ([ASH,/6).

CASH,771, MEDEE (BEL,78a] ou celui introduit dans CARS,/77] peuvent étre 4 la

fois considérés comme un systéme formel permettant d‘énoncer un probléme ou com

un langage de programmation (cf. ch. 2.3).

- Il en est de méme de LISP (pur) (WEI,67] qui est fondé sur le systéme

formel du A-calcul de CHURCH et qui permet d'exprimer des énoncés récursifs.

La différence fondamentale entre PROLOG et ces autres langages "statiques

est donc la forme de la méthode de résolution qui est liée & la forme des &non-

cés (clausale en PROLOG, explicite dans les autres langages).

4.2.2.- Problémes posés par la mise en oeuvre de la méthode de

résolution

Le fait, pour un langage tel que PROLOG, d'étre a Ja fois un langage

d'assertions et un langage de programmation présente des avantages, mais aussi

inconvénients sérieux :

- l'analyse et la programmation d'un probléme peuyent se faire dans un m

langage et le programmeur dispose ainsi d'outils de trés haut niveau.

~ en revanche une mauvaise spécification (au sens mal adaptée & l‘algori

: ainsi i] fau

quand méme que le programmeur prenne en compte ]'exécution ultérieure tors de

thme de résolution) va conduire a une exécution trés inefficace

l'écriture du programme. De plus 1'écriture sous forme clausale n'est pas tou-

jours trés intuitive (!) et une démarche rationnelle consiste 4 exprimer son

probléme dans la logique du calcul des prédicats puis 4 le transformer sous

forme clausale, transformation qui peut étre automatisée (MAN,74]. Ceci devier
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D'autre part la semi-décidabilité du caletl des prédicats implique qu'un

programme PROLOG peut ne pas se terminer et on ie dispose pas actuellement,

comme dans les langages de programmation classiques, de techniques telles que |

recherche d'ensembles bien fondés [LIV,78] pour prouver la terminaison.

De plus, l'indéterminisme inhérent & la muthode de résolution peut rendre

V'exécution d'un programme PROLOG trés inefficave, Ainsi aés que Ja taille de

1'énoncé est grande ou que la structure des obj its est complexe on a peu de

chances d'obtenir un résultat dans un délaj raisonnable. Cependant les program~

meurs experts en PROLOG peuvent arriver 4 une e*ficacité raisonnabie a la suite

d'un certain nombre de transformations, codification, ordonnancement de 1’ énoncé

de départ. I] serait intéressant d‘étudier plus formellement ce genre de techni-

ques, Malgré cela T'explosion combinatoire liée aux choix & faire fait reculer

de nombreux chercheurs qui espérajent beaucoup ie ce formalisme.

Signalons également que ttutilisation du calcul des prédicats conduit 4

exprimer de maniére analogue anoncé et objets. Ce peut &tre considéré comme un

ayantage puisquion arrive ainsi directement a une expression uniforme, C'est auss

un inconvénient dans la mesure of 1a structuration du programme, et par 18 méme

sa facilité de compréhension et de constructior, ne sont pas immédiates (et

nécessiteraient ta définition de primitives de haut niyeau, inexistantes dans

Je langage de base).

Terminons en indiquant que $i PROLOG a é'é utilisé pour résoudre des

problémes d'analyse syntaxique CCOL,/5), jl yi, de maniére plus générale, des

rapports étroits entre les clauses de HORN et es grammaires a attribut [LOR,74]

ou les doubles grammaires [SIM,79] (ainsi, on veut comparer ja méthode de résoiu-

tion & la dérivation dans une telle grammaire)

seein ce

ae |
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5.- CALCUL DIRECT D'UNE SOLUTION.

L'autre technique classique de résolution d'un probléme P (cf. § 3.24 b))
consiste 4 ajouter le résultat r et l'énoncé strict f6 de P a ] ‘extension SD; =
Stes] correspondant 4 1a donnée (D,p) de P, puis 4 déterminer un terme clos u
de SD tel que r = u soit un théoreme de SO,Ceg].

Sa mise en oeuvre nécessite que 1'énoncé strict €, soit explicite.

5.1.1.- Queiques exemp? es

Exemple 9

Soit P = (E,(ENTIER,@,{a})) un probléme ou £ contient

e =r = fact(a) a fact(x) = si x = 0 alors 1 sinon fact(x-1) * x.

Pour définir la solution correspondant a la donnée ({2},5) avec p{a) = 2,
on étend SD par 1'énoncé e'(re¢ Ags). Dans SDLe] on a la démonstration suivante:

r= fact(2)

fact(2) = st 2=0 alora 1 sinon fact(1) * 2

fact(2} = fact(1) » 2

fact(1) = e¢ 1 = 0 ators 1 sinon fact(0) » 1

fact(1) = fact(O) «1 —

fact(0) = s¢ 0 = 0 alors t sinon fact(-1) * 0

fact(0) 21

delel

fact(1) = 1

1x25 2

fact(2) = 2

ri2

Notons tout de suite qu'une telle démonstration nécessite que l'appl ication
des différents axiomes et regles d'inférence se fasse dans un certain ordre ; i]
est nécessaire de définir des régles de calcul, 

u

Exemple 10

Soit P = (E,(S,8,{a,b})} of

~ S contient ENTIER, a, b, pgcd et les axiomes caractérisant pgcd.
- E contient l'énoncé ce =xSa/za y=b/zZAz = pgcd(a,b), le résultat étan
(xy).
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Dans I'extension de SD (avec p(a) = 24, »(b) = 18) définie par e' on

peut effectuer la démonstration suivante :

pgcd{24,18)

18) =6

6

24 /2z

24/6

4

=4

18 /z

=18/6

=3

= 3 
a

UtZz

pgcd (24

z

ta

he

24 / WL

18 / < aK & KK HX X i

9.1.2.> Conditions d'applicabilité de cette technique

La technique de résolution esquissée sur les deux exemples précédents

nécessite :

- d'une part que l'extension SD[c'] soit consistante, sinon la démonstration

de r = u n'a aucun sens, Une condition suffisante pour qu'il en soit ainsi est

que le probléme P admette une solution pour (D.p) (corollaire 3 du théoréme 1).

~ d'autre part i] est nécessaire que Ja solution du probléme P soit unique.

En effet s'il existe deux termes clos u, v disvincts dans SD (i.e, tels que

sy u #v) et si r =u est un théoréme de SD;i eg], c'est encore un théoréme de

SOsfee Ar = vj, donc dans ce S.I. on a le théuréme u = v, ce qui avec u = y

implique que SO;le, Ar =v) est inconsistant. On obtient une contradiction avec

Te fait que ¥ soit une solution.

Mais ces deux conditions ne sont pas suffisantes pour assurer la complétude

de la méthode. Ainsi, en reprenant un exemple ce (PAI,75], considérons le S.I. §
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Nous formalisons maintenant les concepts de calcul d'une solution et de

solution calculable, ce qui permet de préciser des conditions d'existence

d'une solution calculable.

5.2.1.- Définition et propriétés des solutions calculables

On reprend ici les notations du paragraphe 2.

—Soit P = (E,S) un probléme. Si P admet une solution et si, u étant un terme

clos de SD, r =u est un théoréme de SD,Ceg]. Ja classe d'équivalence Vdeu

est appelée solution caleulable de P. a

Ainsi ¥ est une solution calculable du probléme de l'exemple 9,

Théoréme 5 .

Toute solution calculable d'un probléme P est une solution de P. 4

Demonstration

> Par hypothése P admet une solution ¥, ainsi S0,feg Ar = y] est une extension

conservative de SDs ii en est donc de mane de Sd,fegd.

j = Me Te! 2uj ; t Gmals ore" Bu = Sbjleg! = SDile, AY =U] qui est conservative. On

en tire, avec le théoréme 1, que u est une solution de P. a

Remarque

I] ressort de cette démonstration la nécessité de T'existence d'une solution

pour que puisse exister une sotution calculable. Cependant si SD, est complet on

peut affaiblir cette hypothése (corollaire 2 du théoréme i) en demandant seule-

ment que SOjte] soit consistant.

Théorame 6 :

Si SO; (=SDLv(e;)2) est une extension conservative de SD et si Y est une

solution calculable de P, u est T'unique solution de P, S

Démonstration

Si ¥ est une solution de P,r =u est un théoréme de SD,fe, ar = v]
buisque c'est un théoréme de SD ;feg].

SD,

—— z p = ; sp. fet =Ainsi "Sp jleqars vl v , done "30, UEv puisque SD; fegar = vj

est conservative, et par hypothése ty uzv

Eee

Théoréme 7

Demonstration ©
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La notion de solution calculable permet de caractériser les problémes qui

n'ont qu'une seule solution, ce que nous avons azpelé les problémes déterminés

(déf inition 5).

Si s0jCeg] est complet alors P admet au plus une solution pour 1a donnée

(D,p). De plus si cette solution existe elle est calculable. a

Soit u solution de P pour (D,p). SD ,feg Ar zu] est une extension consis~

tante de SD; , cette extension contient SD; leg] qui est compléte, elle lui est

donc égale par maximalité des extensions complétes dans le treillis des exten-

sions consistantes de SD; : SD;(eg] = SDjfeg ar Ful.

Ainsi donc r = u est un théoréme de SD, Le, J, u est ainsi calculable et

donc unique. cqfd

Théoréme 8

Si SD; est complet et si P admet une solution calculable alors SO,feg]

est complet. °

Démonstration

Puisque r est le seul symbole de SDjteg] qui n'est pas dans SDj> il suffit

de montrer que pour tout terme v de SD; de méme profil que r, on a soit

gyre" = soit reprery * # %

Mais on a ho uty ou Ko u # Vv puisque SO; est complet.
i i

Comme Apress" =u ona donc bien le résultat cherché.

cafd is

Ces deux théorémes peuvent se regrouper sous la forme suivante :

Corollaire

S'il existe une solution U de P pour (D,¢) et si SD, est complet alors u

est une solution calculable de P si et seulement si $b; leg] est complet.

5.2.2.- Calcul d'une solution

a) Calcul et dénonstration

La recherche d'une solution calculable est donc aussi une démonstration.

Il faut alors chercher des formes d'énoncés (éroncés explicites) et des "res-

trictions" de $.I. pour lesquelles les choix de démonstration soient les plus |
réduits possible. Une "restriction" de S.I. corsistant ici a restreindre les

ragles d'inférence (essentiellement 1a substitution) en des régles de calcul

& partir desquelles on peut définir une stratécie de démonstration indépen- |
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dante de la valeur des données et déterministe.

“Déterministe” doit tre compris avec le méme sens que lorsqu'on affirme

qu'un programme FORTRAN est déterministe, c'est-a~dire qu'en partant des axiomes

il n'y a qu'un (ou qu'un nombre réduit) de chemins conduisant &r =u. En

reprenant le vocabulaire précédent, une stratégie de démonstration est un méta-

probléme dont la donnée est un probléme P et le résultat, une solution calculabl¢!

de P. Pour résoudre cette stratégie on doit indiquer 1a forme des données (énonce

explicites) et en donner un méta-énoncé explicite formé de régles de calcul.

Nous précisons dans la deuxiéme partie deux classes particuliérement impor-

tantes d'énoncés (et les régles de calculs associées) : les syst@mes d'équations

(schémas) récursifs et les énoncés récurrents qui peuvent &tre ou non détermi-

nistes,

b) Retour sur la notion de solution 7

Dans les définitions précédentes nous partions d'une valeur (SD,o) des

données et nous effectuions une démonstration dans SD,Cp(e,)]. Ceci correspond

a un point de vue interprétatif.

Nous aurions également pu partir du S.1. S du probléme en ne précisant

“Pas Ta‘vaieur des données et associer & P toutes les démonstrations ou tous les

ealculs possibles : on traduit (compile) P en un ensemble de caleuls.

Ces deux points de yue correspondent a deux maniéres de définiy la séman-

tique d'un langage de programmation [LIV,78):

- sémantique opérationnelle

- sémantique algébrique [COU,78] ou calculatoire CFIN,76]

De plus, i] y a au moins deux fagons d'envisager le concept de démonstra-

tion :

~ c'est une suite de théorémes ou d'axiomes telte que T'on passe de |'un

a l'autre en appliquant les régles d'inférence (définition des logiciens)

- c'est une suite de modifications (i.e. transformations d' informations,

cf. ch. 1.2., § 4.2.2), partant d'un S.I. SD et lui adjoignant successivement

des théorémes de soles jusqu'a obtenir une information contenant le théoréme

r =u. Ce deuxiéme aspect permet de passer 4 une vue plus "dynamique" de la

résolution d'un probléme en exprimant qu'une information formalise 1'état d'une

machine, d'état initial SD, pendant 1'exécution d'un programme [FIN,76). 11

permet de rendre compte de la notion de vartable informatique et des preblémes

connexes d'efficacité (partage d'objet, représentation d'une suite par une

variable ou par un tableau selon que la définition d'un élément n'utilise que

1’ élément précédent ou non, etc...).
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6.- TRANSFORMATION DE PROBLEMES.

6.1.- Utilité des transformations de_ prob] 3mes.

Lorsque 1a forme de 1‘énoncé ou Ja forme des axiomes propres du S.I. ne
permet pas d'effectuer de calculs pour résoudre un probléme, on peut chercher &

transformer 1'énoncé ou le S.I..

La transformation d'un énoncé implicite en un programme s'appelle habituel-

lement 1a aynthéee de programme. La transformation d'un S.I. en un autre repose

sur le concept de réalisation (ch. 1.2, § 4), ce peut &tre soit une abstraction

soit une représentation.

En général le passage d'un énoncé a un programme ne s'effectue pas en une

seule étape. Etudier le probléme de transformation d'énoncé consiste, comme

pour tout (méta-)probléme ;

- ale spécifier (§ 5.2.1)

- A l'expliciter en définissant des techniques (méta-algorithmes) de trans~

formation. Elles dépendraient en général de la forme des énoncés de départ et

d'arrivée et certaines. d'entre elles pourront tre automatisées : c'est la

synthése automatique de programmes [MAN,71),{NAN,75],(BID,79]. On peut aussi,

de fagon moins irréaliste, rechercher un méta-algorithme d'explicitation fondé

” sur des régles de transformation (cf. § 6.2.2) et une méthode descendante et

progressive (cf. deuxidme partie).

De facon analogue, étudier le probléme de Ja transformation d'un S.I. par

un autre nécessite :

~ de le spécifier (cf.§6.3) .

- de l'expliciter, c'est-a-dire de définir des techniques de transformation

(cf. ch.2.2).

6.2.1.- Specification du probleme

De maniére intuitive, si Po = (E55) est un transformé d'un probléme donné

Py . (E,55), on souhaite que toute solution de Po soit une solution de Py. Ainsi

pour résoudre Py 4] suffit de résoudre Po.

Come, dans la définition d'une solution, nous distinguions 1‘énoncé strict

€, des spécifications ¢, des intermédiaires, ces derniéres étant ajoutées a la

p-réalisation SD, nous nous intéressons ici aux transformations d'énoncés stricts,



-193-

la transformation des spécifications e relevant alors des transformations de
S.I..

Définition 8

Soit Py . (Zoe, A€4)»(S+Dop,Lyp))

et Pa TM (se, A€,).(S+Dop,Dyp))
2

deux problémes de mémes S.I. et de mémes intermédiaires.

On dit que P, vérifie Py sic. > €. est un théoréme de Sfe,]. o2 1 8» $y j

Théoréme 9

Si Po vérifie Pye pour toute donnée (0,0), l'ensemble des solutions de Po
est inclus dans l'ensemble des solutions de Py. 

o

Ce théoréme résulte inmédiatement de la définition d'une solution (dAf ini-
tion 3) et du fait que 1a p-réalisation par (D,o) de (SCe,1,Dop,Dyp) est
(SOCe(e;)3,9).

C'est le point de vue Classiquement utilisé dans les preuves de programme
CLIV,78) : Po est un ‘programme et Py en est une “spécification". Prouver Ja
correction partielle du programe consiste 4 prouvyer que tout résultat de Po
vérifie Pi.

Exemple 11

S est le S.1, de Vexemple du probléme de la fraction irréductible (ch, 1.1
fig.2). ‘s, est I'énoncé strict de la figure 2. &) est l'énoncé strict :

résultat x, y tq propor (x,y.a,b)

donnée a,b

I} est imnédiat que Po vérifie Py.

Exemple 12

Si on suppose que le S.I. de l'exemple précédent contient Ja division et la
fonction pgcd correctenent axjomatisas, le problame P, d’énoncé strict ;

es, P aZigxta/szayztb/zaze pgcd({a,b)

et n'ayant pas d' intermédiaires, vérifie Po.

N) est en effet assez simple ici de prouver quee, ae dans Ste,J.
Mais on peut aussi essayer d'utiliser la construction a de : e, a partir de

3

s
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if fé é E tionde ec, ene, :
Indiquons briéyement les différentes étapes de la transforma S, 3

@ xe beyrxa > xza/ (b/y)

x*bzyxa > Jztqxea {/zarzbd/y

xebziyxa > AZtgxrza/zanye b/z

@ prem({x,y) e¥t(tdivxatdiv yot =)

@®.@ xx bEy*aa prem(x.y) 3

dztqg(kza/zaysb/Za Wt (t div a/z at div b/z at =1)

Xa bzyxaa prem(x.y) > . . . ;

d2tq (xza/zays b/z) a Vt(t x zdivaant»zdiv bo tel)

xx bay*xaa prem(x,y) >

2z tq (xz a/t ay = b/Z) aVu(u diva au div b> u div t)

x*« b= y* an prem(xsy) >

q z tq x = a/z aye b/z AZE pycd (a,b)

On construit donc £ a partir de Es > Mais e€ méme te Ips on pr Ouve que

3 cette imp] ication suf it-el eda assu7eé a co ectio de Ja trans
3€ €

$y ° 33
f fa t- pro iver en p Gg é 3 ? Pr ec j sons cette

rm Y i us We € cE ‘
o ation ou alors U > 3 S Ss

notion :

Définition 9 ;

i éfinition 8.Avec les notations de la dé

i érifie P, pour les solutions calculables, ou encore P,On dit que Po vérifie Py ee

i éoréme de Sfe.].e-vérifte Py, si BS > es, est un théoré j

L'intérét de cette définition résulte du théoréme suiyant 
:

Théoréme 8

Si Py admet une solution, si Po c-vérifie P. et si Po admet une solution
% : . de P

solution calculable t
calculable U pour la donnée (0,0), alors u est a

o

pour (D,9).

Démonstration

éoré : }. MaisPar hypothése, r = u est un théoréme de so, Es,

el 2 a est un théoréme de sDyles 2
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=
a

3
a zn aw

$a a
AG = e es

vonc +.¢ est un théoréme de SU,le, | #2 & . “OS z
i's = $s a x ow 5 < =

/ 3 Q 7 we % 2s 3

et donc SD,Le, lest une extension de SDiies | su 2 Po “ gf gk

i vee gf Rk é a 7k R 4
2 Rs a o> S vo

tag —— " — 7 i = =u ad'ou r = u est un théoréme de SDjfes J. L'existence d'une solution eg = " Tae
Sy we ¢ = a Se oe

pour P, termine la preuve. an oe " a 2 fs fo a fs

I esta ere 20 a ie oS &
§ <M ; - a

Ainsi, lorsque Pp c-vérifie P,, on peut affirmer que l'existence d'une 23.2 wo o e yo o 2
; ' . ‘ cTz * = s

solution calculable # pour P,, entraine que W est 1a solution calculable de Py. ow = : G a = 4
: bh F . oN = i > =

Il est cependant possible qu'il n'existe pa's de solution calculable pour Po. av? So 4 $ é ° oa 2
’ $ sya = i - m x7 5Ce concept n'est donc pratiquement utilisable que si l'on peut affirmer, par gar < tat wa Fm " = é ra

A « oa b » - - aa
un autre moyen et de maniére simple, l'existence d'une solution calculable 3 SI Bat FM S a 34 34 gi
pour le transforme Pp de Py. . 3 & o 7 s x é

t " . s sl > 8 8 ° a

Nous pouvons maintenant donner une premiére idée de ce que peut @tre la = : 5
snags ‘ 4 - yw 5

spécification du méta-probléme des transformations (figure 3), La s-description a & a- 4 Pen + is =a o
qui est proposée est évidenment incompléte : en compléter 1'énoncé reviendrait a S 3 3 oi; — . a Qo S° 7essentiellement 4 introduire des symboles correspondants aux différentes défi- g = ° ° g
eae . . . a = _ at

nitions de ce chapitre. Mais il faudrait également en spécifier I'univers ul & = = aIia - . wt a a ot
appelé ici PROBLEME, par exemple, en se restreignant aux problémes définis par des 4 8 z 2 5
= iota Baan aET . g 1

s-descriptions, La spécification de cet univers est faite en partie au chapitre 3 53 z z 3BR ' z 5 ‘ 2 : yy FI !1.4 8 l'occasion de la description du méta~algorithme de spécification. ee q 3 ae 8 3S 5
i ' z . a aa - 2 2 ot

Mais ce que l'on peut surtout reprocher a cette s-description est 1'absence a 7 o a € 3
ates 7 im I

de précision sur la nature du résultat par rapport a la donnée : il faut exprimer 2 2 = : = : =; i 4 _ = = : ’

qu'on soutaite, en un certain sens, awa‘ltorer la donnée. Ainsi avant de chercher “ S 3 3 a" ° = a

un méta-algorithne de transformation, i] est utile d'étudier la forme des pro- vat 5 8 I =
blémes recherchés, c'est-a-di é 6 ate ~

» C'est-d-dire la forme des énoncés explicites, c'est ce qui 
3est entrepris dans la deuxiéme partie. 4 ei

Sw : Se

i aoa age 5 - © “
Il faut ensuite expliciter cette spécification. On peut mettre en évidence un Zu » : 5 a

‘ 5 : . co 3
certain nombre de régles de transformation qui peuvent étre considérées comme g £ a = 25 5 5 =Afan: m . 3 = 1 ae ae eS

des méta-procédures, solutions du probléme de la figure 2, Mais ces ragles sont S 5 mw ww To ..eS Me

i +3 ; - ~ “ » 2 oe
insuffisantes pour expliciter un probléme et 1 faut en général développer des 3 : = 8 5 5 Ten s° 3
stralégtes dtecpli-ttations i éné ‘ 3 3 8 a core 2 8atégivs Jtexpli-ttations (utilisant en général certaines régles de transforma- ge 3 2 eB gst- . . ee a a a &or7E 5-43 :
jon) qui peuvent étre considérées comme la restriction du méta-probléme de 2 ° s SRBERFET EC SES
' + bs 7 . Sw oO e o = w=

Mexplicitation a certaines formes de problémes. Nous reportons également a la go 8 z & a Be s 2s ue
ve . . _. 2 = 0 OA Pe o8

deuxiéme partie une étude plus précise de ce probléme de l'explicitation et nous 2 ® 3 & 3 oe Seat tea®

i écri J ° ev. ts = cr & os ®
Nous contentons maintenant de décrire sommairement et intuitivement les princi- 2eaGa> 2f a a ee

i. ° ~ Ba 2 So pw iw dD 2noe

pales idées a la base des techniques générales de transformation d'énoncés. CESK RMA PEG o PoE EVE
‘ R525 .3¢ §ef55"° 27-8

7 oun © cr ou © +r HK
ou a oon aw oy S
7 “ cere dyo dy @o.-

-esuoe ¥ Ee oe w ie
pet Be Sen eo OGreec &
vo Pee Se Vee Veer wo
eR epr ne Cr FCAaetoQOn ez eaEFr
SEL ESS eo Roatoc

nop oO Gr 7 OW BER xX FC UO E& OE

lll Se |



6.2.2. Apercu sur les techniques de transformation d'énoncés

a) Synthése fondée sur les preuves de théorémes
L'objectif de la synthése d'énoneés est la Construction systématique, voire

automatique, d'un énoncé explicite vérifiant un énoncé donné,
Dans ce but, plutét que de chercher un terme clos u tel que ge tu/r} soit unthéoréme de SD; (cf. §2), on cherche a démontrer ar ey (r étant ici considéré

comme une variable). En fait les principaux travaux considarent Je cas od ladonnée d est O-aire, elle est alors considérée comme une variable et on cherche4 démontrer le théoraéme Yd dredans le S.I, du probléme. C'est le cas en par~ticulier lorsque ¢ décrit 1a relation qui existe entre ta donnée d d'une fonc-
tion et le résultat r. on espére qu'au cours de la démonstration on fera apparaitrune définition explicite de la fonction f telle que r = F(d),

En fait il est souvent impossible de démontrer directement Vd Jr e et on
doit faire des choix de stratégies de démonstratton qui sont donc des choix de
stratégies d'explieitation. L'une des stratégies les plus utilisées est fondée
Sur 1'induction, c'est-a-dire sur la régle d'inférence,

Vd ( Wd! (d' eds ap etr'/e,d'/dj) 5 Jre)ReVd Gre
ou < est I ‘ordre associé a 1'induction.

Stratégie d'induction

Pour prouver Yd ir €, Chercher & prouver :
Vd 3d' Wei Fp (dt cdoe tr'/r,d'/d]) > €

Au cours de la Preuve, chercher a faire apparaitre deux fonctions h et g
telles que

re h(r',d) ad! = g(d) he-(d' < ds efr'/r.d'/d]) > ¢
Les preuves de théorémes que l'on met ainsi en oeuvre utilisent 1&s technique:développées pour Ja démonstration automatique, notamment 7 ‘unification et 1 induc -,tion.

Remarque

Datls 1a définition du Concept de S.I. nous n'avons pas inclus la régle d'infé-rence “Induction”. Dans ce cadre la stratégie d' induction repose alors sur le
méta-raisonnement suivant :

Si, pour tout d et d', (d'<d> Gr e{r'/r,d'/d]) > 4r © est un théorémede S, alors pour tout d, are est un théoréme de S.
Ceci est suffisant pour une application "& 1a main" de la stratégie d'induc-tion puisqu'on cherche r pour une valeur quelconque de d, mais insuffisant si

l'on souhaite construire un systéme automatique puisque dans ce cas on peut
souhaiter prouver Yd ar ec. Ainsi BURSTALL et GOGUEN introduisent une opération
“induce” qui munit un type abstrait de la régle d' induction CBUR,778], de méme
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les types dy langage IOATA [NAK,79] Pee es ctnatevies d'explicfatton

i ié s

ee eee ee seers tel qu'illustrer ces idées sur un
exemple.

Te que ENTIER est muni de la eek hs a's bs «son tiemnte 4
i 1 édicat a div b = e IN, a=

tener te theo an e ENTIER x ENTIER® we codons _— ae

ine vauceion Same syrtatt one pets toe b est un entier positif
1

fixé, 1'induction ne porte alors que sur a.

ere 2 b* k)Posons e = r= (3k a ot

On cherche donc a prouver (stratégie d’ indi ction) :

Ya dat Yr’ dr (a'<aoelr'/r,a'/al) >

Soit (en utilisant 1a définition de c : deoliage . om rer

‘ k (a'<aor'=({a'eb* = 5)
Va gja' Vr' Gr Wk' 3 = a ot a

Pour continuer a déplier cette formule il ‘aut utiliser \taxiome car
Mu

ore y = 0 alors 0 sinonu * (v-l) tu
Donec en instantiant cet axiome :

b«kzst k= 0 alors 0 stnon b

En dépliant la fis oa na ofety eh

fe CER once de va cond iol, les propriétés de ENTIER* et de +
(k= 057 2(a20)) 4 (kK >O>Kr (a-b= b x(k-1)))

« (kel) +b

lyse par vas : — oe avee

i) i 3 on cherche a unifier certains sous-termes de la définition di

ita a-b<aar' S(a-b =b *(k-1)) en
Ja définition de r', ce qui conduit a a

i e ‘ k-1 ak’.substituant a-b 4 a‘ et .

La condition a-b <a est toujours vérifiée puisque b fs
1 

4)

ainsik >O>3rer 
)

ii) k 20 alors r = (a 20) oe

On cherche & exprimer k en fonction de a et b:

r' = (a-b = b * (k-1)) = vrat par hypothe se

or b > 0, ainsi a-b 20 si et seulement si k-1 20 -

donc k>OQ équivaut 4 b<a

Finalement, avec (1), (2) et (3) :

wm
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{ ry <2 alate 4 = 0 sino! (sh(rd))aot a” = sta < b alors a sinon a-b- (=g(¢))

Oitadivb= sta<b alorsa=o stnon a-b div b . oo
ate sl herr CHAL ,69,CMAN,711,CMAN,75} ont été parmi les premiers
raged ale , n de la snenese automatique permettant de transformer
si hinds an nee, ee preditcaits én un algorithne itératif ou récur-
aos) Wind ote oe icite, Ccertaines recherches visent a obtenir un énonc
artisan vnten, i. eb ed et l'autre cas les manes techniques ont

slim de te eBcivereies aes exer Plus efficace qu'un énoncé donné (suppres-

sien we tan a snot de 1'indéterminisme dans un énoncé clausal),
fi Fine. bres tonaentes synthétiser automat iquement un programme soit séduisante
Wotg caitisnenn que ta aauyrele des techniques de démonstration automa-

ent 4 des transformations tras peu. efficaces (ainsi Ta synthése dupr ‘ogr ‘amme pged par Ta technique de M I cotte. Par a une nuit

b) Régles de transformation d'énoncés
ot tone ee Programmes qui ont été introduites ont euvsetiectuies aa Ae coat ee Programme, par exenple en Supprimant ladais aa bransfoatn RS 79], Mais a plus en plus on cherche a définir des
set o OTST tae elie rl doivent permettre de Passer progressive-i ll aaa v1 tins re algorithne efficace : des projets teis que
ar scaiefamerteaen 5 81 ont pour ambition de fournir au prograimeur un
vitiita, rena lenentaires Gone T'emptoi répété fournira un programme
ranean Vunivers he ‘introduire des ragles d'inférence suppté-Raia S du probléme et des condittens dutiTisation de ces

Ces régles de tran j i
fru thotieine : rortit dan toosant oes outils précieux pour la construction

eructiga genoa “manuel tement" dans te cadre-d'une méthode de cons-
leutt@tsane lars an on introduisant ainsi des-régles de constructton

OM net ons , sent plus Couramment appelées régles de Preuvee).
bantice tren nt ne dans ub systéme de synthase automatiqué (cf. b)),seatla He avec Manian, ue heuristiques d'utilisation. C'est ainsi que lesrates sane tes oe “dépl iage (unfolding), général isation (embed ing) sont

S automatiques [BUR,77b],
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Ainsi, les régles de transformation apparuissent comme des régles de calcul

(ou des opérations) dans le méta-systéme d'in’ormation dans lequel se fait

l'explicitation ou la transformation de l'énoicé. Elles n'ont donc d‘intérét

que dans 1a mesure ou elles permettent de définir des stratégies d‘explicitation

qui apparaissent ainsi comme des énoncés sur ce méta-systéme. I] n'est pas

raisonnable de penser expliciter ces diverses stratégies mais il faut définir

a la fois des@heuristiques en facilitant la mise en oeuvre et des conditions

d'utilisation. Nous essayons, dans la deuxiéme partie, de définir de telles

stratégies.

Ce point de vue sur T'explicitation est un premier pas vers l'écriture

d'un systéme interactif [MAN,78] libérant le programmeur de certains calculs

correspondants 4 l'application de certaines régles de construction mais lui

réservant les choix inhérents 4 la mise en oeuvre de stratégies. Nous revien-

drons sur ce point au chapitre 2.4.

6.3.1.- Nécessité des transformaticns de systémes d'information

Le seul fait de savoir expliciter des énoncés stricts ne permet pas de

transformer un problame en un autre probléme résoluble (i.e. pour lequel on

gait trouver une solution), encore faut-i1 qe l'on puisse exprimer les

axiomes du S.1. sous-jacent sous une forme permettant Ta résolution. Nous

retrouvons tout naturellement 1a symétrie entre énoncé et S.1. et la nécessité,

parallélement a J'explicitation d'énoncé, d'expliciter le 5.1.

Exempte 14 . Encore Ja fraction irréductible

Dans 1'exemple 12 nous avions supposé que l'opération pgcd correctement

axiomatisée fatsait partie du S.1. S du prob éme. Si on ne le suppose pas,

c'est-a-dire si on pose S = ENTIER, i] faut compléter T'énoncé du probléme P,

de la fagon suivante :

‘s, = dz tg xta/z~ays b/zaz= pgcd (a,b)

e,, = pgced{a.b) =p tgpdivaapdiv ba

: qu (u div anu div b> u div p)

(énoncé strict)

(énoncé intermédiaire)

Chercher directement une solution de P, sour une donnée (D.p) nécessite de

se placer dans | ‘extension SOlc; AE. 3 dans laquelle la spécification de pgcd
8 3



7euL-

systéme Sey Se posent alors les questions suivantes :

- sous quelle forme chercher &, ?

~ quand peut-on "remplacer” le probléme Ps par un nouveau probléme Py ?
~ comment construire ey ?

4

Ici encore on va chercher les axiomes caractérisant les intermédiaires sous
forme de définitions explicites. I] faut alors que ce changement d'axiomes ne
change "pas trop" les solutions du probléme et, 4 tout le moins, n'en ajoute pas
de nouvelles. Les techniques de construction quant a elles vont. étre trés voisines.

Notons que Tes mémes questions se poseraient sj on supposait que €;, est

un axiome de S : les intermédiaires d'un probléme P et les opérations du S.I. $
de P ont le méme réle vis-a-vis de la résolution. Les réponses aux questions
précédentes seront donc les mémes,

La mise en oeuvre d'une stratégie d'induction analogue a celle développée dans
l'exemple 13 pour l'explicitation du prédicat div conduit a:

i, = pgcd(a,b) = st b= 0 alors a sinon pgcd(b,a-b * (a+b))

La construction de cette formule permet en méme temps de montrer que c'est
un théoréme du S.1. ENTIERCe; 1, (ici S = ENTIER), En d'autres termes (ENTIERCe; J

3
3id) , o0 id est 1'application identique, est une réalisation de ENTIERCe ; 111

4
semble clair alors que si u est une solution de Pa (9 -Exayspocdd 65 ne, )s

4(ENTIER.@,{a,b}) pour la donnée (D.p) , c'est encore une solution de Ps pour
(D,p).

La résolution de problémes nécessite donc 
°

i) de découvrir une forme des axiomes propres des S.I. a partir de laquelle
Pourront &tre développées des techniques de résolutions. Ici encore on s'inté-
ressera aux axiomes explicites (définitions récursives ou récurrentes). Nous
étudierons au chapitre 2.2 les S.I, algébriques caractérisés par le fait que
leurs axidmes sont explicites,
ae 

pari 

* 

I

ji) de caractériser les transformations de S.1. préservant en un certaih sens
Tes solutions d'un probléme. Le concept de réalisation en donne une pretiére
idée. Deux types de transformations sont intéressants :

- les abstractions qui, tras intuitivement

de cette opération.

un univers a une version constructive de cet univers
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i érati arLes représentations qui consistent 4 renplacer certaines operations Pp

; i i a é on.
la composition d'autres plus élémentaires ou plus propices & la one as

é éj icite da
Elles sont surtout utilisées pour transformer un probléme déja explici

un but d'efficacité. 
; ue

iii) De proposer des méthodes de transformation (i.e. de résoudre le m

8 ion de S.1.).robléme de Ja transformation / / . os

, Nous repoussons, comme nous 1‘avons déja fait au paragraphe précédent po
: icites” (i ébri ainsiles énoncés stricts, 1’étude des S.1. “explicites (i.e. algebriques) ae

que celle de méthodes de transformations de $.1. a Ja deuxiene ee
t met

limitant ici A une étude plus fondamentale des concepts dtabstractior

représentation.

6.3.2.-Abstractions et représentations simples

Elles reposent sur le concept de réalisation.

a) Definitions

Définition 9

Soit Sun S.1. 
scatton

a) Une représentation simple de S par un S.I. S' est une see on

telle que (S',y) soit une réalisation de S. S',y) s'appelle une repré
>

de S, 
— am

b) Une abstraction simple de $ par un S.., A est une eee ‘ E

ys’ | nde S.
que ($,a} soit une réalisation de A, {A,a) s‘appelle une abstractio

Exemple 15 
/

Reprenons le $.1. FILE décrit par Ja figure 1 du chapitre 1.2.

Soit AFILE le S.1. obtenu en ajoutant a “ILE le symbole Q-aire v “

profil FILE, le symbole unaire long de profil FILE > ENTIER et en remplac

les différents axiomes caractérisant les operations par : ——

retf(ajtf(f.x)) = vide(f) alors fvide sinon ajtf(ret (f) 5)

tétef(ajtf(f.x)) = vide(f) alors x sinon tétef(f)

videf(fvide) = vrat

videf (ajtf(f.x))= faux

- long(fvide) = 0

= long(ajtf(f.x)) = long(f) + 1

- l‘invariant devient : 0 < long(f) < 100

st
7

‘ g=a
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Alors (AFILE,a) est une abstraction simple de FILE si

a(long) =] } , a(fvide) = < >

et a est T'identité ailleurs.

I suffit de prouver que l'image par « de chaque nouvel axiome est un
théoréme de FILE. Montrons-le par exemple pour Je premier :

@ fl = retf(ajtf(f,x)) = retf(f ~ x) = reste(f ~ x)
avec les axiomes sur reste et v (ch. 1.2 § 7.2.2 figure 9) :
bi(f1) = bi(f)41 3 bs(f1) = bs(f)+1 5

Vi « Cbi(f1)...bs(F)] | £1; =f; 3 appl (f1,bs(f)+1) = x

cas 1: vide(f) = vrai 3

alors bs(f1)<bi(fl) donc fl=<>2q (fvide)

as 2: vide(f) = faux

alors soit f2 = ajtf(retf(f).x) = retf(f) «x

bi(f2) = bi(f) +1 5 bs(f2) = bs(f) +1

Vie Cbi(F2)...bs(F)] f2, =f; 5 appl(f2,bs(F) + 1) = x

donc f2= fl
eqfd

De maniére duale, (FILE,a) est une représentation de AFILE.

Remarque

Il arrive fréquemment que l'application a d'une abstraction (A,a) d'un S.1.
S soit l'identité, c'est-a

dans le cas d'un S.1,

o

~dire que S est une extension de A, Plus précisément
défini par une s-description c'est l'identité sur les

opérations introduites par la s-description. I] est parfois nécessaire d'intro-
duire des fonctions supplémentaires permettant d'éviter toute référence a des
systémes support (appelées fonctions auxiljaires ou fonctions cachées). C'est
Te cas de long et fvide dans l'exemple ci-dessus. Nous reviendrons sur ce point
au chapitre 2.2. 

,
Puisque par définition tout théoréme d'une abstraction (A,a) de S est un

théoréme de S i] semble clair qu'une solution d'un probleme sur A soit solution
du probléme “correspondant" sur $. Pour préciser cette idée i] faut préndre en
compté 1a notion de donnée ; done définir l'abstraction et la représertation d'un
S.I. paramétré.

Définition 10. Soit (S, Sop, Syp) un S.1, paramétré

a) Une représentation simple de (S, Yop, Syp) par un S.1. paramétré de mémes
Paramétres (S', Sop, Syp) est une application u qui est l'identité sur Sop, Syp
telle que 6',u) soit une réalisation de Ss. .

-204-

b) Une abstraction simple de (S, Sop, Syp) par un S.1. parametré de memes

paramétres (A, fop, Syp) est une représentatio:: simple a de (A,Sop,Uyp) par

a

(S, Sop, Syp).

b) Abstractions, représentations et solutions des problémes

Définition 11. / ,

F Soit P = ((Zse,.¢3)4(S Dop.dLyp)) un probleme sur S. Soit ((S fone
; “ fed é i oblémeune représentation simple de (S,2op,Zyp). On appelle représentation du pr‘ i

1g D

P par u le probléme u(P) = ((Z,ule,) ule;)).(S +Dop.dyp)).

i i-dessus.Théoréme 10. En reprenant les notations ci 
.

Soit P un probléme sur S$ et (S',u) une représentation de S. Si (D,p) a .

une donnée commune 4 P et 4 u(P), toute solution Y de P pour (D,p) a pour image
a

par y une solution de u(P) pour (D,p).

On suppose ici que u se prolonge en J'idertité sur le résultat et les inter-

médiaires de P.

Démonstration ;

Par hypothése e{e,) lu/r) est un théoréme ce SDlple;) 3. Wais on a le lemme

suivant : _. .

lemme : Si (S',y) est une représentation simple de S, y une formule de S alor:
o

ésentation simple de Sly].S'Cu(y)].n) est une représen 
ot

Ainst atole ))Cu(u)/r] est un théoréme de S'Dfu(p(e;))J. La commutativite
Ss

du diagramme :

®

sS— > 5

| \ u
p

Ss $i >Ss'ud

(u es: prolongé en I'identité sur D)

cqfdfournit le résultat.

Remarque 1 
; /

Trés souvent p est l'identité sur les termes dont le profil est te domaine

oul \ iculi S et S' sont deux extensionsdu résultat. C'est en particulier le cas lorsque $ ;

d'un méme S.1s a contenant le domaine des résultats, et jhvariant par p.

Renarque 2
Dans le théoréme précédent nous nous sommes places days We cas ou wee cst

une donnée commune aux deux problémes. Mais i] faut général iser ce eens a

cas ol les données sont transformées par une representation. ties a sree

commengons par énoncer un théoréme dans le cas ol seules les donnée:
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Théoréme 11

Sojt (D,) une donnée d'un probléme P sur un S.I. S et (D',o) une repré-

sentation LSinipte de D. Alors (D',c.p) est une donnée de P et, pour toute
solution ¥ de P pour (Dp), l'image par yp de est une solution de P pour

(D' ,o0p). 
°

On suppose ici que o se prolonge en l'identité sur S.

Démonstration

(D' cop) est une donnée car la composée de deux réalisations est une
réalisation,

eg(u/r] est un théoréme de SOteq] done of{e! s)tolu)/r3 est un théoréme de

sD" ale} )1.
cqfd
Corollaire des théorémes 10 et 11

Soit P un probléme sur un S.I. $ et (D,p) une donnée de P. Soit d'autre

part (S',y) une représentation simple de S et (D',o) une représentation

simple de D. Alors (D',gop) est une donnée de u(P) et pour toute solution ¥

de P pour (Dp), T'image de Y par oop est une solution de u(P) pour (D*.000).

Théoréme 10'

Soit P, = ((2,€,.€;).(A,Dop,Lyp)) un probléme sur l'abstraction simple
{(AD op,Dyp),a) du S.1. paramétré (S,Pop,Dyp). Notons P le probléme qui
est 1' image ({Z,0(e,) ,a(e;)) .(SPop,Lyp}) de P, par a. Soit enfin (D,)
une donnée commune a Pa et P.

Alors toute solution U de P, pour (D,p) a pour image par a une solution

de P pour (D,o). a

C'est le théoréme 10 exprimé en termes d'abstraction. Dans la sujte nous

nous contentons d'énoncer les théorémes portant sur les abstractions, ceux

concernant les représentations s'en déduisent immédiatement.

Théorame 12

Avec Tes notations du théoréme 10', si U est une solution calculable de Pae

l'image par « de t est une solution calculable de P. a

Demonstration

Par hypothése, r =u est un théoréme de ADLp(e;) » 9(e,)3

alors afr =u) est un théoréme de SDLa(p(e;)) a a(ele,))J

donc r = a(u) est un théoréme de SDLe(a(e;)) n plale,))3

cafd
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Les théorémes précédents, s‘ils sont nécessatres pour caractériser une

“bonne” abstraction ne sont certainement pas suffiaants : i1s n'assurent

aucunement l'existence de solution au niveau de l'abstraction, méme s'il

en existe au niveau “inférieur", fn d'aures termes, on souhaite caractériser

une "bonne" abstraction par le fait gu'e.le ne supprime pas de solution. Acus

cherchons ainsi des conditions sous lesqelles les “récipraques" des thécrém

précédents seraient vérifiées. C'est le jut des trois sous-paragra

c) Abstraction complete

Une maniére brutale de ne pas suppriner de solution est d*imposer que @

soit une "bijection pour les théorémes", soit de facon plus précise «

Définition 12

Une abstraction simple ((A, Sop, 9 yp, sa) de (S, Sop, Syp) est compléte si
la réalisation (S,a) de A est conservative.

Autrement dit, une abstraction est ccmpléte sj toute formule y de A telle

que a(p) est un théoréme de S, est elle-néme un théoréme de A.

Théoréme 13

Soit ({A,a) une abstraction simple de S$. C'est une abstraction simple com-

pléte si et seulement si tout modéle de / peut &tre étendu, modulo a, en un

modéle de S. °

Le deuxiéme menbre de ]'équivalence :ignifie que, si (U,it) est un modéle

de A, il existe un modéle (¢L',it') de S tel que

its it' .a



d) Abstraction compléte pour un ensemble de formules

Exiger qu'une abstraction soit compléte est souvent trop contraignant.
Ce qui nous intéresse en fait c'est que si W est une solution d'un probléme ator:
c'est encore une solution de "1' abstraction” de ce probléme. On ne s'intéresse
done quia la "classe des ee associées 4 1'énoncé d‘un problame". De facon
plus précise, si P = ((z, ),(S,Dop,Dyp)), 1a classe des formules associéea P est formée des fommel c € stu/r. On souhaite que tout théorame de cette
forme soit conservé par abstraction, D'od les définitions suivantes :
Déf inition 13

Une abstraction simple (A,a) de S est complétée* pour un ensemble P de for-
mules de A si, toute formule » de F telle que alg) est un _théoréme de § est
elle-méme un théoréme de A. 

=
On a une définition analogue dans le cas des S.1. paramétrés,

nN est intéressant de comparer cette définition au fait que la restriction
de A a F est compléte.

- Définition 14

Un S.1. A est complet pour un ensemble F de ses formules si, pour toute
ee v de F qui n'est pas un théoréme de A ona “1 qui est un thepnemie
e

Le théoréme suivant halite la complétude de (A,a) pour F a celle de A

pour F, 
oo

Théoréme 14

Soit (A,o) une abstraction simple de S. Si S$ est consistant at A complet
pour un ensemble F de ses formules alors (Asa) est une abstraction simple con-

pléte de S pour F.
a

Demonstration
a y une formule de F. Si a(w) est un théorathe de S:ma(y) n'est pas

un théoréme de S (hypothase de consistance), donc a(~y ) n'est pas uh. théoreme
de $3, dinsi ; ‘ou é
a “9 n'est pas un théoréme de A, d'oil w est un théoréme Hé A.

La plupart du temps, le résultat d'un probléme a un profil qui est'd'une
sorte externe du S.I. du probléme. Ceci correspond intuitivenent au fait que
les S.I. intermédiaires sont des "auxiliaires techniques" alors que le S.I.
we au résultat est fondamental (par exemple dans un probléme de compilation

le choix de la définition du S.I.
ence sur les solutions).

table des symboles ne doit avoir aucune influ-

-208- ;

11 est donc intéressant de chercher 4 cacactériser des abstractions d'un

5.1. S qui “préservent” un S$.1. commun. Nous nous placgons donc maintenant dans

Te cas of A et S sont deux extensions d'un mime S.1. R complet (qui intuitivement

contient le profil du résultat d'un probiéme). I] est alors intéressant de s'in-

téresser aux ensembles de formules formées d'égalités dont je profil est R

(puisque 1'énoncé du probléme est formé de firmules atomiques de cette forme).

Théoréme 15

Soit (A,a) une abstraction simple de S. On suppose que S et A sont deux

extensions d'un S.J. R complet et que S est consistant, Soit F un ensemble de

formules de A de la forme u = v of u et v ort pour profil une sorte de R.

Alors si A est une extension suffisammert compléte de R, (A,a) est une

abstraction simple de S compléte pour F. a

Démonstration

Lemme

Soit A une extension consistante du S.J. R complet et F comme dans le

théoréme. Si A est une extension suffisammert compléte de R alors A est compléte

pour F, Oo

Démonstration

Soit u = v formule de F qui n'est pas un théoréme de A. Puisque A est une

extension suffisamment compléte de R, i] ex’ste up et vq termes de R tels que

hy u = Ug et wo = Vp. Alors Ug 2 ¥g h est pas un théoréme de A, ce n'est

donc pas un théoréme de R. Par hypothése de complétude de R, Uy # Yq est un

théoréme de R, donc de A, donc iu = v est un théoréme de A,

cafd
La démonstration du théoréme 15 résulte immédiatement de ce lemme, du fait

que si S est consistante A l'est aussi, et cu théoréme 14. _cgfd

Ce théoréme se généralise immédiatement aux formules non atomiques.

Théoréme 15'

Soit (A,a) une abstraction simple de S$. On suppose que S et A sont deux

extensions d'un S.1. R complet et que S est consistant. Soit F un ensemble de

formules de A dont les constituants atomiques ont pour profil une sorte de R.

Alors (A,a) est une abstraction simple de S compléte pour F. a

Démonstration

Soit » une formule de F telle que Ke ily) . Siu, v.... sont les termes

des formules atomiques dey , i] existe Uge Yo ce termes de R tels que Kru =Ugs

A
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Ainsi Fe-a(y) * 5 Plug/U sy_/y le bg elup/usvo/v...J >

exty A elug/dsyo/v...3 *b yw par hypothase sur Uge Vg vee

Remarque

Ces deux théorémes se généralisent immédiatement au cas of R n'est plus
complet mais of S est une extension conservative de R,

En effet si a(u) =o{v) est un théoréme de SsHy-u 5 Up ethy—-v = vy
imp] ique ke-a(u) = Ug et realy) = Vg. D'od Ug = Vo théoréme de S, donc de R
done de A, d'ot u = v est un théorame de A. 

o
Ces résultats seront étendus au chapitre 2.2 dans’ le cas-de spécifications

algébriques.

>

e) Abstractions complétes et solutions de problémes

Nous pouvons maintenant préciser les "réciproques" des théorémes 10' et
12 5 ce qui, intuitivement, caractérise les "bonnes" abstractions

Théoréme 16
aeag

Avec les notations du théoréme 10'. On suppose que (A,a) est he abstrac-hs eBtion complate de S. Si a(u) est solution de P pour la donnée (D,o) commurie auw
ty et P, u est solution de Pa pour cette donnée, o

Autrement dit, pour chaque donnée commune, les ensembles de solutions
de P, et P coincident.

Demonstration 
~

Par hypothése p(a(e,))Ca(u)/ry est un théoréme de SOfp(ale;))I
done par commutativité et p et a et par définition d'une réalisation conservative
cafd p{e,)Cu/r] est un théoréme de ADCe, 1.

Ce théoréme se généralise au cas ot (Asa) est compléte pour la-classe des
formules associée au probléme P,

Théoréme 17

Toujours avec les notations du théorame 10'. Supposons que (A,a) §oit une
abstraction simple de S compléte pour F = fe.Cu/r] fq u terme clos de A de
méme profil que r}.

5 Me, :
Si a(u) est solution de P pour 1a donnée (0,9) Commune 8 P_ et P, w est

solution de Pg pour cette donnée. ° o
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Ce théoréme est d'autant plus intéressint en pratique que l'on dispose

de critéres assurant la complétude par rapport 4 un ensemble de formules.

Par exemple de la remarque suivant le théorime 15' et du théoréme 17 on

tire :

Corollaire

Soit (Agu) une abstraction simple de S, Ps un probléme sur A dont la

représentation par a est P. Si S est une extension conservative de R (consis-

tant), si A est une extension suffisamment compléte de R et si les formules ato-

miques de 1'énoncé strict ce, de P, ont leur profil dans R alors si a(t) est une
solution de P pour 1a donnée commune (0,9), est une solution de P, pour cette

donnée. 
°

L'utilisation du théoréme 15' fournirait un résultat analogue lorsque R

est complet.

Nous nous intéressons maintenant au cas des solutions calculables. Le

théoréme suivant est une sorte de "réciproque" du théoréme 12.

Théoréme 18

Soit (A,a) une abstraction simple de § et P, un probléme sur A dont la

représentation par a est notée P. On suppose que S est une extension conser-

vative d'un S.I, consistant R et que A est aussi une extension de R; R

contient le domaine des résultats de P..

Si Ps admet une solution J pour la donnée (D,p) commune & lui et a P

et si P admet une solution calculable V pour (D,p) alors V est l'unique

solution de P, et a(U)=v.

Notons que n'est pas nécessairement une solution calculable de P..

Démonstration

e(e.)Cu/r] est un théoréme de ADLp(e;) 15 donc a(p(e,))La(u)/rJ est un

théoréme de SDlo(p(e;)) J. C'est-a-dire que a(u) est une solution de P pour

(Do). Par unicité d'une solution calculable on en tire que a(u) = v est un

théoréme de SD. C'est donc un théoréme de F puisque S est une extension con-

servative de R et que u et v ont leur profil dans R. Si wu est une autre solu-

tion de P, un raisonnement analogue conduit a a(u') = v est un théoréme de R,

donc a(u) = u{u') est un théoréme de R. Alors d'aprés la, Femarque suivant

le théoréma 15’ (A,a) est compléte pour la classe des formules associées 4 P,

donc u = u' est un théoréme de AD.

cafd
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Les théorémes 16 et 17 fournissent des rérésultats importants d' ide yue méthodologique ; 
a wie

+ on ne change pas Tes solutions d'un probléme en lerenplacant par une de ses abstractions Pouryu qu'elle sojt complétePour la.classe des formules qui lui sont associées,
. Le théoréme 18 précise quant 4 lui que, sous certaines hypothéses asseznaturelles, on ne change pas les solutions calcula Ss erfectuant u

> 

t Tculables en ffectuant unee

ql i, d'apra i
va de soi, d'aprés 1a dualité entre abstraction simple et représentation

‘émes précédents sont encore applicables dans le cas desreprésentations Simples. Ce que l'on peut résumer schématiquement sous laforme :

~ une représentation simple "transporte" les solutions et les solutionscalculables (théoréme 10 et 12),

- une représentatjon simple conservative (s'
solution d'une représentation Pp! d'un probléme Pp
solution de Pp (théoréme 16). On peut énoncer 1!
son corollaire,

su) de S est telle que toute

soit l'image par u d'une

analogue du théoréme: 17, et deai 
; 

Z
nn introduisant je concept de représentation conservative pour.un ensemble F de formules de Ss,

* On a aussi I'analogue du théoréme 18 :
Probléme et celle d'une solution calculable pol
scl certaines hypothéses de conservativité, qi
Ceci justifie la Plupart des techniques tlassi

l'existence d'une solution d'un
ur Ta représentation askure,

ue la solution-dans $ est unique.

ques de réprésentation.

» Mais on peut envisager dreprésentations pour lesquelles l'image d'un symbole ne peut pas Joona commcomposéd de symboles du S.I. "cible" mais n'est dering 
,Cite bieh souvent, c'est-a

able des symboles Par une pile de tables (cf. §6

ulvalattr)(p,ident) = sz p = pileyide

Stnon st exist(sommet (p), ident) |
alors eval (somm2t(p), ident)

stnon \,(valattr | (depiler(p), ident)

On ne peut exprimer p(valattr)(p,ident) sous forme d'un schéma fonctionnel

fint du S.I. cible.

De maniére analogue, bien que le probléme simble moins fréquent, une

abstraction simple ne permet de rendre compte qui: des fonctions cachées (cf.

remarque suivant 1’exemple 15) qui se réalisent sous forme d'opérations géné-

ralisées du S.1, initial. C'est par exemple le cus de long = || et fvide = <>

dans le cas des files. Mais ici encore #1 se peu: que la réaljsation d'une

fonction cachée ne puisse pas s'exprimer comme lk composée d’opérations du S.1.

initial. C'est par exemple le cas de decr dans | exemple 13 du chapitre 2.2.

Pour ces raisons nous généralisons les noticns d'abstraction et de repré-

sentation. .

Définition 15

Soit S un systéme d'information.

a) Une représentation (généralisée) de S par un S.J. S' est une application

pe telle qu'il existe une extension conservative $” de S' ayec (S",y) réalisation

de S. (S".n) s'appelle encore représentation de £ par S'.

b) Une abstvaction (généralisée) de S par ur S.I, A est une application «

telle qu'il existe une extension conservative S" de $ avec (S",o) réaljsation

de A. (S", a) s'appelie encore abstraction de $ far A. a

Comme au paragraphe précédent nous considércns le point de vue “abstraction”

sachant que toutes les définitions et résultats se traduisent immédiatement en

termes de représentation.

Théoréme 19. Avec les notations précédentes.

Si est un théoréme de A dont 1' image par p est une formule a(y) de S.

Alors a(p) est un théoréme de S$, o

Résulte immédiatement du fait que aly) est ur théoréme dé S" et que S" est

conservative.

Corallaire

Pour tout modéle (U,id) de S, (U, idoa) est in modéle de A restreint aux

opérations et sortes dont ]'image est dans S. q

Les différents résultats du paragraphe précéjent sont encore yalables ici.
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Definition 16

Une abstraction (A,5",a) de S$ est compléte si toute formule ede A qui
est telle que af~) soit un théoréme de S est elle-méme un théoréme de A.

Théoréme 20

{S",a) est une abstraction compléte de S par A si et seulement Si la
restriction, modulo a, a $ de tout modéle de A peut se prolonger en un modéle
de S, 

5
Le deuxiéme membre de l'équivalence signifie que si (Wit') est la res-

triction & S du modéle (Wit) de A, c'est-a-dire que it = it' oa, (Uit') peut
se prolonger en un modéle (L",it") des.

Démonstration
ast ration

Elle est similaire & celle du théoréme 44 du chapjtre 1.2.
a) La condition est suffisante :

Soit y une formule de A, telle que a(p) soit un théoréme de S. Alors
i(a(y)) = VRAT pour tout mod&le (U,i} de s.

Si @,it') est la restriction a $ du modéle {
longement de it!

it"(a(y)) = VRAT.

Or it" (al(y)) = it(a) .

ainsi pour tout modéle (U,it) de A, it(a)
complétude de GODEL, a est un théorame de A.

4, it), i] existe. it" pro-

= VRAI. D'aprés le théoréme de

b) La condition est nécessaire :

Tl faut donc construire un prolongenent de (U,{t') restriction de (it)
4S, en un modéle (W",it") de s, 

;

Lemme 0

Soit F un ensemble de formules de A. Si (S",a) est une abstractién te $
par A alors (S"Ca(F)},a) est une abstraction de StalF)4 par ACF.

Démonstration
Seaman Voie Salinas

~ Si (S",a) est une réalisation de A alors (S"Co(F)J

rs
A,

sa) est une réalisdtion
de ACF].

- SiS" est une extension conservative de S alors S"La(F)
conservative de Sfa(F)]

cgfd

J est une extension
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Lemme 1

Soit (S",0}) une abstraction compléte de { par A et » une formule de A

(S"La(y)J.0) est une abstraction compléte de Sfa(y)] par Atv).

Démonstration a

D'aprés Je lemme 0 71 suffit de prouver “a complétude. On moras ‘

encore le méta~théoréme de la déduction, ce qui nécessjte de considérer des

formules fermées. _

Soit @ la fermeture de y. Aly) = AL~] et Sla(y)] = Sfaly)}. “

Soit » est une formule de A telle que ay) soit un théoréme de Stale)3

ye 4 tire que y est un théoremealors eal?) > a(p) , donc Fy-y > p, dont on tire que p

de Aw).

cqfd ;

Ce résultat se généralise immédiatement »xar récurrence au cas de n

formules.

ee é 5 t F un ensemble deSoit (S",0) une abstraction compléte de 3 par Ae u

formules de A. Alors (S"folF)].a) est une abstraction compléte de Stal(F} 4

par ACF].

Démonstration

Avec le lenme 0 i] suffit encore de prouvyer la complétude.

Soit pw une formule de A telle que a(p) soit un théoréme de _

Dans sa démonstration interviennent des formules aly; ) a 5 a(y,) de a(F)

qui n'appartiennent pas aS :

éoréme dea(w) est un théoréme de Sla(y7) a: a(v,)I donc w est un théoréme

7 c Fi.Alp, -+-¥y Is donc de AL

cqfd

intenant prouver b) : ;

Senso Nein sce? — la démonstration est terminée). Un modéle
(U,it) de A est un modéle d'une extension conpléte ACP ade A. seaction

Alors SLa(F)] est consistante puisque AF] en ila ess ae

compléte. Ii existe donc un modéle (U",it") ce Sta(F)4 it" 00 é TM ae

de ALF] complet qui est le prolongement de le restriction, modulo a, a

as.

Sane Sloane socmlicoassliATR tah 9!
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Déf inition 17

Une abstraction (S",a) de S par A est suffisamment compléte pour un

ensemble F de formules de A si toute formule de F telle que a(p) est un

théoréme de S est elle-méme un théoréme de A. °
Alors les théorémes 14 et 15, 15' et le corollaire se généralisent tels

quels.

Tl en est de méme des théorémes i0, 12, 16, VY et 18 sur le "transport"
des solutions des problémes. Les démonstrations sont tout 4 fait identiques.

6.3.4.- Abstractions et représentations faibles .-°

La définition précédente d'une abstraction est tras “forte” dans la

mesure ol elle demande que 1'image de tout théoréme soit un théoréme. On

peut étre ainsi conduit a restreindre beaucoup trop les prssibilités de

représentation d'un S.I. “a

Exemple 16

Reprenons 1'exemple du $.I. FILE décrit par la figure 1 du chapitre 1.2. et

Proposons nous de le représenter dans la restriction du S.I. ENTIERTM des

suites d'entiers caractérisée par Je prédicat

g(u) = bj(u) = La bo(u) = 100

Soit donc TAB = ENTIER* 2 (cf. ch. 1,2, § §.1.)
qui est donc intuitivement je $.1. des tableaux d'entiers sur c1..1603.

a) Une premi&re idée de représentation peut consister & utiliser 1‘opération
tr (tranche) et de définir : . ‘ .

yf FILE, u(f) = tr(f4bs(F) bo (F)) r
ce qui a intuitivement pour rélé de "décaler” f de telle maniére que 4a borne
inférieure soit toujours 1.

Mais i] est bien connu que tette réprésentation est tras inefficace.

b) Une autre idée peut consister a considérer je tableau comme ule liste
circhlaire : c'est-a-dire que fe successeur du dernier 6lément est le premier
(techniquement l'addition des indices est définie inddulo 100).

Soft donc FILE] = <<t : TAB , in : ENTIER , su} ENTIER>> le S.1. éible.
On sollidite définir ta représentation ude FILE par FILEL de Ia fagon suivante :

. (FICE) = FILET

: n(astf) (fy 4x) = at su(f,) = 100

alors <<chval (t(F,) 1.x) ,in(f,) >> ;

gtnon <cchval (t(F)) ,su(F)41,x) ,in(F,) su(f, )4>>

- ulretf) (fy) = s¢ in(f,) = 100

alors <<t(F,),1;3u(f,)>>

sinon <<t(f,),in(f)+1, su (Fy )>>

« u(tetef)(f)) = appl(t(f,).su(f,))

« p(<>) = <<to,1,100>> of to est 1'élément de TAB

dont tous les éléments oat pour valeur 0

» wI1)(F]) = sf in(Fy) s su(Fy)

ators su(f,)-in(f,)+1

atnon (100~in(f,)+1)+su(f,)

Malheureusement on ne définit pas ainsi une représentation au sens

précédent. En effet, soit

f' = retf(ajtf(aijtf(<>,8),9))

f" = retf(ajtf(ajtf (<> ,10) ,9))

Tl ressort des axiomes de FILE que f* = f" est un théoréme de FILE. Au

niveau de la représentation cependant :

p(f') = <<£8,9,0,...,01,2,2>>

ulf") = <<(10,9,0,...,01,2,2>>

qui sont différents : u(f') = u(f’) n'est pas un théoréme de FILE1, ce qui

est assez génant. I] est donc raisonnable d'atendre 1a définition d'une 5

représentation pour prendre en compte ce genre de situation.

I] ressort de 1'exemple précédent que demander le transport de tous les

axiomes du S.I. a représenter est une contrainte trop importante. Mais alors

que doit transporter une représentation ? Toujours en nous inspirant de 1'exem-

ple précédent on souhaite dire que p(f') et u(f") sont égaux parce que 1'appli-

cation de l'opération "tetef" sur l'un et l'autre fournit les mémes résultats.

En d'autrestermés 1'égalité qui nous sewble importante est liée 4 1'application

des opérations dont le but n'est pas une sorte d'intérét, ce que l'on appelle

les opérationé externes du S.1. Nous avions déja fait une remarque trés voisine

au paragraphe 3 du chapitre 1.2 lorsque nous ayions noté qué ja complétude

était une notidn trop forte. L'affaiblir conduit au concept de complétude

suffisante. Ce concept permet ici encore de donner une définition des repré-

sentations plus raisonnable et plus intéressante pratiquement que la précédente.

Définition 18

Soit S un systéme d'information,extension suffisamment compléte du S.1, R.
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a) Soit S' une extension suffisamment compléte de R. Une représentation
faible pour R de S par S' est une application py telle qu'il existe une extension
conservative S" de S' contenant les images uu) = p(v) des théorémes de $ de la
forme u = v of les profils de u et v sont dans R,

b) Soit A une extension suffisamment compléte de R. Une abstraction fatble
pour R de S par A est une application « telle qu'il existe une extension conser-
vative S" de $ contenant les images a(u) = a(v) des théorémes de A de la forme
u = vou les profils de u et v sont dans R, 

au
Cette définition est semblable a la définition 15 mais on ne demande ici

que le transport des théorémes formés de formules atomiques de R,

Les théorémes du paragraphe 6.3.2 concernant le transport des solutions
d'un probléme (théorémes 10, 12, 16, 17, 18) sont encore valables dans le cadre
de la définition précédente si les formules atomiques de 1'énoncé strict du
probléme sont des formules de R.

6.3.5.- Résolution du probleme de Ja transformation de systémes
d'information

La spécification du probléme de la transformation de S.I. est trés voisine
de celle du probléme de la transformation d'énoncé (figure 3). Contentons-nous
d'en indiquer briévement Ja relation entre donnée et résultat dans le cas d'une
abstraction.

Abstraction

P : PROBLEME résultat Py = ((Zse.se4),(A,Dop,Lyp))
P,? PROBLEME tq a abstraction de S par A

donnée P = ((Z,0(e,),0(€;)),(S, Pop, Dyp))

Bien sdr, ici encore i] faudrait préciser la forme des S.1, A cherchés
(cf. ch. 2.2), vais i] faut aussi étre capable de construire des abstractions
et des représentations, Or, si le problame de la synthése d'énoncés est l'objet
de plusieurs études, la synthése de représentations ou d'abstractions en est
encore a ses balbutiements (citons cependant (GAU, 78a). En particulier le chotz
du S.I. cible dans Te cas d'une représentation est loin d'étre automatisable
actuellement. Par exemple en SETL on spécifie (parfois) le choix du S.I. cible
et le reste est automatique.
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Lomme dans le cas des programmes, les principales études sur les représen-

tations de types abstraits ont concerné (et concernent encore!) les techniques

de preuves 4 posteriori (par exemple {GUT 78a1,[WUL,75)J, etc...). I] reste

encore beaucoup de travail avant d'arriver 4 de bonnes techniques de transfor-

mation. Nous abordons ce probléme au chap’ tre 2.2.

Signalons*pour terminer T'introduction par GUTTAG {GUT,78a] d'un outil

permettant de caractériser les représentai:ions faibles : ]'interprétation de

T'égalité (cf. ch. 2.2 §5.9.

7.- CONCLUSION.

Dans ce chapitre nous nous sommes efforcés de définir formellement des

concepts qui sont d'une importance capitaie pour la résolution des problémes.

En ce sens i] constitue une étude fondamentale des principales notions asso~

ciées aux problémes : donnée, solution, solution calculable, transformation

d'énoncé, représentation, abstraction. I] resterait a la poursuivre et ala

développer : que peut-on dire de plus sur la représentation dé S.1. paramétrés?

Comment prendre en compte la représentation de données ? Comment mieux prendre

en compte jes intermédiaires ? La distinction entre Ee et e4 est-elle intéres-

sante ? etc...

Nous disposons maintenant d'un langage de description de problémes reposant

sur une théorie, ce qui va nous permettre de revenir au probléme initial de la

spécification des problémes (ch, 1.4).

Mais aussi tout au long de ce chapitre nous nous sommes, heurtés a la méme

Japalissade : un probléme étant spécifié formellement, i] reste encore beaucoup

de chemin a parcourir avant d‘en trouver une solution.

Le petit schéma de la figure 4 résume les grandes directions qui peuvent étre

choisies.

Evidemment, lors d'une résolution particuliére, différentes possibilités

peuvent &tre adoptées successivement, de plus dans le cas des transformations

aa ae SS SiR Se ay
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(2éme colonne) 1'énoncé de départ peut déja atre explicite (récursif) et on

peut chercher 4 en déduire un énoncé plus efficace (itératif par exemple).

\_ Méthode
| Recherche directe d'une

solution

“Interprétation"

On part d'une information

contenant les données.

On obtient une solution

Transformation d'énoncé

“Compilation"

On part d'un énoncé im-

plicite. On obtient un

énoncé explicite ou sous

forme clausale.

\ s'il en existe,

Utilisation d'un

démonstrateur de Méthode de résolution Synthése automatique :

théoréme "intelli- (§4) heuristiques et choix

gence artificielle”

Utilisation de

régles de calcul Calcul d'une solution ~ Skolémisation

(éventuel lement (§5) ~ Utilisation de raégies
déterministe) (déterministes) de

transformation

Figure 4 : Comparaison de techniques de résolution

Cette dualité entre point de vue interprétatif et point de vue compflatoire

est évidente lorsqu'on utilise les démonstrateurs de théorémes : dans le premier

cas on cherche, pour une valeur des données, & prouver une variante de 1’ énoncé,

dans le deuxiéme cas on cherche a prouver ]'énoncé considéré comme une formule
sans variable libre dans laquelle la donnée est quantifiée universellement et

le résultat existentiel lement.

les données
étant connues le calcul d'une solution peut étre fait par un algorittme spéci-

fique de ces données. Cec} n'exclut pas l'automatisme de la synth@sede cet

algorithme LLAU,761. On aborde ainsi une autre voie de recherche : plut6t que

de chercher a transformer un énoncé en un autre sur lequel on peut appliquer

Signalons encore un gros avantage de la voie interprétative :

une méthode de résolution fixée 4 l'avance, on peut chercher 4 générer une
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Notons enfin que dans toute cette étude nous nous sommes cantonnés au cas ou te

probléme est spécifié par un énoncé. Une autre possibilité consiste 4 caracté~

riser un probléme par un certain nombre d'exenples (JOU.771, [KOD,78] et &

effectuer une synthése d'un algorithme de résolution 4 partir de ces exemples.

Cette voie semble “orthogonale” 4 celle que nous détaillons dans la suite et

devrait pouvodr lui étre associée de maniére compl émentaire.



CHAPITRE 14

UNE METHODE DE SPECIFICATION DE PROBLEMES

\ L'étude menée aux chapitres précédents nous a permis, d'une part de dé-

gager des bases théoriques sur Jesquelles peut reposer l'activité de spéci-

fication de problémes, d'autre part de décrire, 4 partir de ces bases, un

langage de spécification.

Par exemple, la syntaxe de description des données d'un probléme a été

choisie identique a celle permettant de décrire des paramétres d'un S.1

En revenant au (méta) probléme central de cette partie (spécification

des problémes) nous tentons maintenant de dégaver, 4 partir de ia théorie et

du langage précédents, une méthode de spécificetion. Elle sera évidemment

| incompléte et imparfaite comme nous le soulignerons, mais elle doit pouvoir

| servir de noyau 4 une étude plus compléte.

{ Au premier paragraphe nous récapitulons es différents concepts sur

Jesquels repose }'activité de specification en partant du méta-probléme de Ja

spécification. Puis nous nous restreignons au angage de s-description (§ 2)

| et nous progressons dans 1a formalisation de 1 activité de spécification

| en proposant un méta- algorithme de spécification. Le déroulemerit de ce méta-
| algorithme est décrit sur un exemple.

4

j

|

|

| puisque les données sont des paramétres particuliers.
\

[

lee CONSIDERATIONS GENERALES SUR LA SPECIFICAT (ON.

Reprenons 1a discussion commencée au pardgraphe 2 du aHiapitre 1.1.. De

maniére informelle et intuitive nous avions alors décrit le probléme de la

specification comme étant celui du passage d'un énoncé informe] a un énoncé

forme]. La figure 1 en donne une description.

Se aaA A RET IASI ed URES! Som eeRNRTr are JONGSEN «crane



Pest une version formelle P : PROBLEME néoultat PP
‘et structurée de 1'énoncé structuré : fonet tq P formalise Pinf ,

informe] Pinf (PROBLEME) BOOL structiré(P)

formalise : op

structuré : indique qu'un #| (PROBLEME, EINFOR- | donnée Pinf

probléme formel est structuré | MEL )BOOL

Pinf : EINFORMEL

formalise : indique qu'un pro-| PROBLEME : M.S. I.

bléme forme! formalise un EINFORMEL : y. 3.7.

énoncé informe?

Nous ne pouvons évidemment pas formaliser complétement ce inéta probléme
puisque nous ne savons pas définir ce que signifie "formalise". Les seuls

éléments solides sur lesquels peut reposer une amélioration de la spécifica~
tion précédente sont :

- La définition du concept "structuré" :

~ La definition du mata systémé d'information PROBLENE..

Ceci implique que l'on doive préciser le langage et 1a forme dune
spécification. La forme est A la fois liée au ‘langage, qui impose certaines
contraintes, mais aussi a la facon dont une spécification est obtenue, doric
a la méthode employée. Cette méthode est par ailleurs le garant essehtiel
de l'adéquation de la spécification formelle a 1'énoncé initial.

Enfin, puisqu'il semble hors de question, en 1'6tat actuel des choses,
de construire un méta-algorithme “automatique” permettant de spécifier un
probléme. i] faut chercher a se doter d'outils facilitant la mise en oeuvre
de la méthode.

Nous Survolons rapidement, dans la suite de ce premier paragraphe,
ces trois points fondamentaux : langage, méthode, outils.

1.2.- Langage de_spécification.

I) serait de peu d'intérét, dans 1'état actuel de nos travaux, de
figer la syntaxe du langage des S-descriptions en le définissant de mahidre
formelle. En revanche, il est beaucoup plus fondamental de rappeler les

\ 

i 7 

4 See eS
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caractéristiques structurales de ce langage qui le rendent adapté a la

spécification.

Un probléme est s-décrit par un ensemble de modules. L'un de ces modules

est le module principal et i] décrit 1'énoncé (énoncé strict et énoncé des

intermédiaires), le résultat et les données du probléme. Les autres modules

décrivent soit les $.I. concsituant l'univers cu probléme, soit le corps

d'une opération utilisée dans un autre module (§ 2.3.1 ch. 1.3).

Cette structure des s-descriptions permet, comme nous l'avons déja

indiqué au chapitre 1.2 § 5, la mise en oeuvre d'une double modularité :

"= modularité au niveau des univers et entre “les univers et 1'énoncé

- modularité au niveau de la spécificaticn de chaque opération qui

apparait comme celle d'un nouveau problére.

Un module est constitué de trois parties :

- Le lexique qui décrit informellement les différents identificateurs

(opérations ou S.I.)
- Le profil qui décrit le profil de chaque opération, éventudel lement

suivi de de base dans “nom de S.I." ou de "donnée".

Dans cette partie profil , on rencontre aussi les identificateurs de

S.I. sous la forme S: s.2..

~ L*énoncé forme? qui comprend lui-méme en général, plusidurs parties :

4) dans le cas de Modules décrivant des S.I. :

- Une définition des paramatres

Une définition dés sortes d'intérét

Un invariaht

- Une définition des opérations. ;

Certaines de ces Parties peuvent étre absentes lorsque l'on utilise des opé-

rations d'extension, de restriction, de dérivation etc... (cf § 5 et § 7 ch.1.2)
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ii) dans le cas de modules décrivant des énoncés ;

~ une partie résultat

- une partie définissant des opérations (éventuel lement

o-aires)

- une partie donnée

intermédiaires

Tant pour les modules décrivant des S.J. qué pour ceux décrivant
les énoncés, 1'ordre des différentes parties est non significatif. Cepen-dant, méthodologiquement » il est agréable de commencer 4 spécifier, ‘les
sortes d'intérét dans le cas des S.I., et le résultat dans le cas des |énoncés (cf. § 2).

Lexiques et profils ont un double réle :
- Ils facilitent la mise en oeuvre d'une mét

cendante (cf § 2 ) en permettant de connaftre,
cateurs non encore spécifiés ainsi que leurs
donnée).

hode de spécification des-
a tout moment, les identifi-

Particularités (de base dans...,

~ Ils facilitent 1a lecture de la spécification.

Indiquons rapidement quelques propriétés du lan
qui nous incitent actuellement 4 1'

esquissée au paragraphe 2 :

gage des s-descriptions
utiliser comme Support de la méthode

~ 11 permet d'exprimer dans un méme cadre énoncé et univers d'un
Probléme

~ Ti est de haut niveau (manipulation d'ensembles, de fonctions...)
et dispose de mécanismes de constructions d'objets évolués (produit,suites...)

~ Il est extensible grace aux mécanismes de structuration. des spécifi-cations et en particulier grace 4 la paramétrisation des S.I.. Ho estalors possible @ un utilisateur s'intéressant
ticuliers de se doter de constructions de base
bien adaptées a la Spécification de ces Problé

@ une classe de Problémes pare

S (listes, fichiers, graphes...)
mes. On peut ainsi définir

. te ee ir |ia B10) Feds PATRIOT ai e~8 8 OX Aiea —AP A Arte te my Soe oem tem 4

l'analogue des prologues de programmathécue en ALGOL 68 (WIN, 75] .

~ Il est, 4 notre sens, assez proche de l' intuition

- 1] est formel et repose sur des concepts théoriques solides.

- I] est possible, en paraphrasant les spécifications formelles et

en utilisant le lexique, de constriire une version informelle (en

langue naturelle) mais structurée cu probléme considéré.

Bien qu'elle repose sur des concepts ensemblistes, on peut envisager

de rendre la syntaxe un peu moins “séche" en introduisant des "mots clés",

moins ésotériques. Par exemple on peut préférer Ja phrase :

a : sutte de LIAISON

tq a entre(vd, va)

suite de LIAISON tg B entré(vd, va)
ona prix(a) < prix(s) (version suggéréé par M. SINTZOF

et pour tout B

a la phrase :

a : LIAISON*

tq a entre (vd, va) a .

(vBe€ LIAISON* , g entre(vd, va) > prix(a) < prix(B))

figure 3 ch 1.1).

Par ailleurs , i1 faut expurger Ta syntaxe de tout ce qui n'est pas

fondamental. Pour ce faire, on peut minimiser le nombre de formes de bases

et autoriser, comme en ALGOL 68 par exemple, T'utilisation d'un langage
étendu (ce que nous avons déja commencé 4 faire, par exemple dans le cas

des s-descriptions d'opérations, cf. ch. (.2 § 5.1.1).

eee cae TESS ltrs

> ~ }La spécification d'un probléme que nous cherchons a construire doit étre

structurée et formelle. Ces deux qualités seront obtenues én partie par IT'uti-

’ lisation du langage des s-descriptions.
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A l'opposé, 1'énoncé initial dont on dispose, ne repose, en général,

sur aucun langage strict, comporte des incohérences et des ambiguités,

est incomplet, mais surtout n'est pas structuré. Notons que, si les ambi-

guités sont essentiellement liées 4 la nature du langage, la sous spécifi-

cation et Ja plupart des incohérences sont dues, quant 4 elles, au manque

de structuration.

Un guide raisonnable pour une méthode de spécification consiste donc

a structurer d'une certaine facon “canonique" Te probléme considéré ce

qui doit permettre de compléter les sous spécifications et d'éviter certaines
incohérences ainsi que de lever les ambiguités si le langage cible est

formel.

La démarche que nous avons illustrée au chapitre 1.1, consiste 4 spéci-
fier formeTlement 1a relation entre donnée et résultats en introduisant éven-
tuellement des objets, fonctions, relations ou S.I. intermédiaires. On consi-
dére alors la caractérisation de ces intermédiaires comme autant de nouveaux
problémes qu'il faut formaliser et on reitére Te processus. On s'arréte

lorsque les objets, fonctions ou relations intermédiaires sont des données
ou des éléments primitifs. On peut ainsi préciser conjointement 1'énoncé
strict et son contexte qui est l'univers. On peut ainsi vérifier pas 4 pas
la cohérence de 1'6noncé forme]. De plus la spécification des résultats
d'une fonction (relation) 4 l'aide des données peut étre effectuée indépen-
demment des spécifications des autres fonctions : on a ainsi un aspect 4 la
fois modulaire et descendant de la construction d'une spécification.

Le développement conjoint d'une partie lexique, d'une partie profil
et d'une partie énoncé forme] pertiet :

- d'étre plus facilement convaincu ¢2 1'adéquation de 1'énoncé forme?

4 l'énoncé informel en permettant des justifications pas 4 pas.

- de mettre en &vidence les spécifications: informelles ambigties, incom-

plétes et de permettre ainsi de les oréciser.

- de faciliter la discussion avec j'‘utilisateur en ayant des descriptions

en langage clair des différentes opérations et des S.I. introduits.

- de faciliter certains contrdles de cohérence, par exemple ceux qui sont

associés aux profils.

- de permettre le regroupement, pour chaque S.1. introduit, des diffé-

rentes opérations s'y rapportant.

Cette approche reprend jes principales idées de la méthode déductive de

Programmation [PAI, 79} , (BEL, 78a]en 9énéralisant la forme des &noncés et

en introduisant des spécifications de S.I. .

Au niveau de la construction dea Pprogranmea plutét que d'effectuer une

construction compléte pour un probléme donné on peut chercher 4 rapprocher

ce probléme d'un probleme déja résolu et & tenter d'adapter cette solution

au cas présent. :

C'est une démarche développée en particulier par une équipe de chercheurs

de Grenoble (cou, 74) . [Luc, 77] . [SCH, 79] qui a conduit ces chercheurs

a définir un catalogue de schémas de programmes. Face a un probléme donné ja

méthode consiste alors 4 reconnaitre un ‘schéma bien adapté 4 la résolution

et cect peut introduire des résultats intermédiaires, résultats qui seront a

leur tour traités de mani@re identique.

Ce point de vue peut étre adapté au problame de la spécification :

en présence d'un probléme, on peut essayer de l'identifier 4 un type de proble-~

mes déja spécifié et utiliser ainsi le schéma de spéctficatton correspondant.

Ceci nécessite en général des adaptations cui consistent a introdutre des sous-

problémes qu'il faut ensuite spécifier. On utilise ainsi une méthode de spé-

cification plus associative que déductive. On voit cependant les limites de ce

type d'approche : un langage de spécification est beaucoup plus “vaste” qu'un
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langage de programmation et le nombre de “schémas de spécification” risque a22 ‘al ol als “
: nwo «a vud'étre trés grand. Néanmoins ce type d’approche peut étre valable pour cer- L == G a ae bos

taines classes de problames tels que les problémes d'informatique de gestion = aa 7a = E
par exemple. 

my 2 a er . _ —+ 
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Les deux approches "déductive" et “associative” peuvent atre considérées - 3% eee ® w -
et utilisées de maniére complémentaire : au cours de la spécification descen- 3 x {| % a
dante d'un probléme, 11 faut essayer d' identifier certains sous-problémes | ‘al “lS a s .
a des schémas de spécification. 
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d) Encore un exemple. 
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Avant de proposer une méthode de spécification fondée sur les idées gy) + ° a Se ao“précédentes, nous souhaitons insister sur Je fait que la technique générale 3 alg % " "4- de spécification consiste A introduire des intermédiaires. C'est en particu- 3 - g $ 5 35 Slier le cas lorsque la structure des données est mal adaptée 4 une spécifi- I = : a
cation simple du problame, par exemple 1 i eau td Se se
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t ido ee yw S » o' c } : a uo a — 3g x 3Evaluation d'une expression arithmétique postfixée (ch. 1.1, § 1.1 1)). : cn 6 E a* x o > w@ oO ua 9

Ce probléme s‘exprime naturellement de maniaére récursive puisque la forme ! porod ' uy u
d'une expression postfixée est définie récursivement, par une grammatre, u
par exemple. Cette remarque correspond 4 I' identification d'un certain type \ 3 # aoe Ww eE ow ode probleme . Lors du développement de la spécification on est conduit a , b s 67 = 3décrire l'objet struct ’ i i (| 2 = Tees °

Jet structuré qu'est une expression postfixée. C'est sur ce S.I. | Ez e oot § w7 : 7 a . q ~~ - -_- -

expression postfixée" que repose la specification de la figure 2. i tL i o a ¢ a . a
La spécificati ' . 5 S a ~2xS 8 =Pp ication obtenue n'est pas satisfaisante $1, comme on peut = = we ~ 3 & . i. . € .

raisonnablement le Supposer, la donnée e se présente sous la forme d'une s = o ai ea Ee ete 5 Schaine linéaire de caractéres, c'est a dire qu'elle n'est pas de profil EXP | 4 e a e 5 3 3 5 2 5 8 =
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Plus précisément appelons RLEXP le S.1. des représentations Hrgaires

d‘texpressions postfixées défini par

RLEXP = (REEL U OP)* | ©

avec o(u) =U € REEL v 31 € [bi(u)..bs(u}] ¥¢

tr(u, bi(u), i-1) € RLEXP «

tr(u, i, bs(u)-1) € RLEXP a

der(u) € OP b

L'amélioration de la spécification précédente peut s'envisager de

différentes fagons :

i) Définir une représentation p de EXP par RLEXP . La représentation de la "

specification de la figure 2 correspond bien au probtéme initial.

ii) Considérer e comme un objet intermédiaire qu'il s‘agit maintenant de

définir 4 partir de l'expression linéaire donnée el .

Dans i) on cherche en fait 1a fonction faisant passer de e a el, dans ii)

on cherche sa réciproque. Développons cette deuxiéme possibilité :

Notons for la fonction qui transforme un élément u de RLEXP en

l'expression postfixée correspondante. Pour Ja décrire, on l'étend en une

fonction définie sur les "sous-suites commencantes" des suites de RLEXP.

En général, ces sous-suites ne sont pas elles mémes des suites de RLEXP.

Ainsi:

for (u) =u si u € REEL

for (u~x} = af x € REEL alors for(u) ~ x

sinon for(u,) ~<<ey; fo, X >>

ob ey. sont des éléments de EXP tels que for(u) = F(uy)* e)* &5

avec for : fonet (SRLEXP) EXP*

ou SRLEXP = (REEL U OP)*| y

p(u) = av € (REEL U OP)* tq u*v € RLEXP

I] est maintenant possible de compléter la spécification de la figure 2

en remplacant “donnée e

par e : EXP @ tg e= for(el}

3 définition de for ce

eft : RLEXP dornée @|

for :~~——
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Une étape ultérieure, qui peut étre considérée comme faisant partie

de la résolution du probléme, consiste 4 composer for et val pour éviter

l'introduction de l'intermédiaire e . Ceci nécessite d'étendre val aux

suites d'expressions :

val: fonet (EXP*) REEL*

val (se) = sr

tg bi(sr) = bi(se) a bs(sr) = bs(se) a

vi € [bi(se)..bs(sej] . sr; = val(se;)

Posons alors eval(u) = val (for(u))

avec eval : fonet (SRLEXP) REEL*

Une transformation immédiate conduit 4 la définition récursive directe

suivante de eval

: eval(x) = x si x € REEL

eval(u~x) = a¢ x € REEL

alors eval(u) ~ «

stnon rest (eval(u)) ~effet(pen(eval(u)), der(eval(u)),

od pen(p) ést l‘avant dernier élément de B , rest(B) est tel que‘

p = rest (Bp) . pen (8) . der (3) Qo

Jusqu'a présent nous avons trés peu considéré cet aspect, tart parce

que le processus de spécification nous semblait trop peu connu que parce que

les outils dont on pourrait avoir besoin ne semblent pas trés facilement

réalisables. 
/

£ Dans un objectif 4 long terme, nous essayons de préciser maintenant

ce que pourraient étre de tels outils :

Il stagit de prouver la consistance d'un systéme formel du premier

ordre. On sait que te probléme est difficile a résoudre dans le cas général.

Un projet moins ginbitieux concernerait la preuve de “petits morceaux" de

spécifications, d'énoncés déja exprimés sous forme récursive par exemple.

, a
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Nous verrons au chapitre 2.2 que, dans le cas de spécifications algé-

briques, il existe des techniques de preuve de consistance. ‘

Aucune preuve formelle ne peut étre faite ; mais on peut penser mettre

en oeuvre des techniques de tests ou plus généralement d'évaluation symboli-

que [KIN,76 } : si on peut disposer d'une méthode de résolution directe

de l'énoncé formel, méme si elle est trés inefficace et non applicable dans

tous les cas, i] est possible de vérifier que les solutions correspondant 4

certaines valeurs des données sont bien celles que I'on attendait. On peut,

méme envisager de travailler sur des valeurs symboliques ce qui augmente
ja puissance de la vérification.

Vues veete vperyuc une double description du probléme, d'une part sous

forme d'un énoncé informel , d‘autre part sous forme d'exemples, est tout

a fait souhaitable. On peut alors utiliser, le premier point de vue pour

construire méthodiquement une spécification formellé, et le deuxiéme, pour

vérifier 4 postériori cette spécification. On cherche ainsi, par deux chemins

différeuvs, a optenir le méme résultat ce qui est une technique de preuve :

bien connue.

be plus, i] est possible de prolonger cette idée : si la spécification .

Finale a l'aspect modulaire et hiérarchisé fourni par 1a démarche desceridante

que nous proposons (§ 1.2, § 2) on peut envisager de vérifier modulairement

cette spécification et rechercher d'éventuélles erreurs comme dans Je cas

de SNOOPY [BEL, 78d).

Ces idées nécessitent donc la mise au point de méthodes automatiques

d'évaluation directe d'énoncés sur un systéme d'information, fondées sur une

méthode de résolution. La construction d'interpréte travaillant sur des imptan-

tations directes de types algébriques [GUT, 78a] que nous mentionnerons

au char.’ > 7 2 ° on cas particulier de mise er ons de cette idée. :
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Alors que Tes outils évoqués en a) et b) permettraient d'effectuer des

vérifications 4 postériori, ]l'outil le plus utile pour le spécificateur serait

certainement un systéme interactif qui l'aiderait et le guiderait dans Ta mise

en oeuvre de la méthode de spécification. En effet comme nous allons Je voir

sur t'exemple 2, dés que le probléme est d'une taille raisonnable, la tadche

du spécifieur est rendue difficile par la multiplication des intermédiaires

et des modules. On. doit donc lui fournir des aides pour maitriser cette com-

plexité.

. Pour décrire les fonctions d'un tel systéme on peut s‘inspirer de quel-

ques unes des idées qui ont été émises pour le développement de systémes assis-

tés de construction de programmes (par exemple CIP (BAU, 78a] ou SACAD [BEL, 78a])

en les adaptant au probléme de la spécification :

~ Possibilité de parcourir l'arborescence des modules d'une spécification,

éventuellement partielle , pour y rechercher des informations. Cette fonction

est 4 la base du systéme MENTOR [KAH, 77 ] qui permet une exploration de

l'arborescence qui est la structure abstraite d'un programme PASCAL.

- Possibilité de créer et d'utiliser un catalogue de S.I. prédéfinis

contenant un certain nombre de fonctions de base. L'utilisation de systémes

d'information paramétrés permet ainsi de se définir des constructeurs de S.I.

utilisables pour certaines classes de problémes.

- Aide 4 la mise en oeuvre de la méthode de spécification déductive que

nous préconisons. A une étape donnée de la spécification, le systéme peut

donner la liste des symboles non encore définis (éventuellement par modules),

Ja liste des fonctions de bases d'un $.1. non encore spécifié, la liste des

S.I. non encore décrits etc.... I] permet ainsi d'éviter les oublis de spéci-

fications (4 la fih la spécification sera complétement définie) ou les

doubles spécifications.

- Possibilité d'utiliser les outils (!) décrits en a) et b) et de faire

ainsi, au cours de ia spécification, des vérifications locales.
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- Possibilité d'avoir des descriptions graphiques des spécifications.

Cette idée est loin d'étre mire actuellement mais le grand développement actuel

de matériels et logiciels graphiques peut apporter une aide appréciable

au probléme de Ja spécification (ch 1.1-§ 4.2.1 g)).

g) Langage de description des choix successifs.

Fournir une spécification formelle et affirmer qu'elle rend bien compte

d'un énoncé initial n'est pas suffisant et i] importe de pouvoir justifier

les choix successifs de structuration et de formalisation. Pour cette raison

il est intéressant de se doter d'un langage permettant de décrire ces choix,

ou, $i l'on préfare, d'un langage de desertiption du méta-algorithme de spéci-

fication.

Un tel langage permet de dialoguer avec Ja personne qui pose te probléme
en lui expliquant la raison de tel choix ou au contraire en notant ses inten-

tions. I] permet également au spécifieur de revenir sur les choix antérieurs,

ce qui facilite les possibilités de modification d'une spécification.

Nous ne développerons pas ici 1'étude d'un tel langage, nous contentant

d'en donner un exemple d'utilisation au paragraphe suivant (cf. exemple 2).

2.- UN META-ALGORITHME DE SPECIFICATION.

1] n'est pas possible de formaliser le méta-probléme de 1a spécification.
A fortiori i3 n'est pas possible de le résoudre selon les techniques développées
dans la partie 2, La méthode {ou méta-algorithme} de spécification que nous

Proposons repose donc 4 la fois sur ta structuration inhérente aux s-descriptions

et sur les idées générales rappelées au Pparagraphe 1.3.

Pour étre le plus précis et concis possible nous téntons de décrire
formellement (§ 2.2) la méthode de spécification déductive en utilisant une

syntaxe et un style trés voisinsde ceux des énoncés explicites présentés dans

la deuxiéme partie (reprenant en cela des suggestionsde M. SINTZOFF et M, NIVAT
concernant la construction des algorithmes).

——a ————— 2
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I] est évident que le méta-algorithme obtenu est largement perfectible,

notamment en ce qui concerne la spécificatioa des univers, mais i] n'en

constitue pas moins une premiére étape fondamentale vers 1’élaboration d'un

systéme d'aide 4 la spécification.

Commengons par en donner une description informelle.

Les “opérations élémentaires" du méta-algorithme sont :

i) La spécification d‘un objet interméciaire par l' introduction de nou-

veaux intermédiaires qui peuvent étre des opérations ou des S.1..

ii) La spécification d'un univers par 1 introduction de nouvelles sortes

et par Te regroupement des opérations qui s'y rapportent.

La composition de ces opérations élémentaires se fait par une itération,

dont l'arrét est obtenu lorsque tous les intermédiaires ont été spécifiés,

et par un choix du prochain intermédiaire 4 spécifier.
Ce que l'on peut décrire intuitivement de la mani@re suivante :

1) Commencer par déterminer le ou les résultets, leur profil et leur spécifi-

cation informetle. Les introduire respectiverent dans les parties énoncé, profil

et lexique.

2) Jusqu'a ce que tous les identificateurs sojent cochés, répéter :

- Choix d'un identificateur non coché dans l'ensemble des parties profil

qui n'est pas une opération dite "de_base dans S" ol le S.1. S n'est pas

encore spécifié.

- Le cocher dans la partie profil od i] se trouve

2-1) Si cet identificateur est une opération

~ ChOix d'une spécification formelle

- Placer cette spécification formelle dans le module of doit se

trollver cet identificateur, a savoir :

fi

3 GBR pte nee nant

At ak ee a il0d nn mn nail
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- Dans le module contenant te S.I. S si dans la partie profil.
l'identificateur est dit "de base dans $"

~ Dans la partie donnée du module principal si l'identificateur

est dit "donnée" :

- Dans le module courant dans les autres cas

- Si l'opération n'est pas o-aire spécifier le résultat oh fonction
des données /

- Si T'opération est o-aire introduire, dans le module od vient
d'étre placé l'identificateur, la spécification informelle des

nouveaux intermédiaires et des nouveaux S.J. apparaissant dans leur
profil, ainsi que les profils correspondants.

2-2) Si cet identificateur n'est pas une opération

2-2-1) Si ce S.1. S est un paramétre d'un S.1. S' ,

- Choisir la description de 5S et Ta placer dans la partie

param de S'

- Rassembler les différentes opérations qui sont dites "de base dans s*
s re j a

les cocher, les spécifier et les placer dans la partie paran

de S 4 la suite de la description de S

2-2-2) Si ce S.I. est une donnée

Reprendre la démarche de 2-2-1 mais en placant chaque spécifi-

cation dans la partie donnée du module principal

2-2-3) Dans les autres cas

- Créer un nouveau module identifié par le nom S du S.1. considéré

- Choisir la description des sertes et des invariants de §$

~ Rassembler les différentes opérations qui sont dites "de base

dans 3", les cocher, les spécifier et les placer dans la partie

opération de §

tf|Ii |

f
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La figure 3 propose une version fornelle incompléte du méta-algorithme.

Le langage de description de 1'énoncé est proche du langage MEDEE (cf. ch 2.3).

La structure généralede cet énoncé est itérative : on définit le

résultat comme étant le dernier terme d'uie suite de suites (on aurait pu

choisir des ensembles) de modules. Signalons que les opérations non formali-

sables (choix d'une spécification pour un intermédiaire) sont placées entre 4

et +.

Cet énoncé est incomplet car, ni le "méta-systéme d'information” MODULE,

ni les opérations permettant de construire des s-descriptions de S.1. ne sont

formalisées. I] serait intéressant de poursuivre ce travail en cherchant 4

obtenir une description la plus précise possible.

b) Insuffisances_de cette description

- Tant sous l'aspect informel que sous ]’aspect formel, le méta-algorithme

ne permet pas de créer un module correspondant a la spécification d'une opéra
~

tion. Pourtant ce sont les post conditions qui permettent d'avoir un deux iéme

niveau de modularité et i1 est souvent me1commode de décrire une post condition

a l'intérieur d'un module décrivant d'au res opérations. Une extension immédiate

du jangage et de la méthode consiste don: 4 accepter, 4 cété des modules décri-

vant des S.1., des modules décrivant des pré et post conditions de certaines

opérations.

- Un choix de spécification peut @ure mauvais et on peut souhaiter le

modifier. Dans le module itéré sm i] faut donc accepter des retours en arriére.

~ Mais surtout les choix principaux apparaissent de maniére trop anodine.

Ce méta-algorithme décrit l'aspect “physique” de la spécification mais il reste

les choix crucitux de savoir comment spécifier formellement un intermédiaire,

comment choisi# ie résultat etc... (ce sant les parties entre ¢ et +).

Nous espérons ae catte réflexion peut sarvir de point de départ & une étude

ampivique sur, 4d Wétermination dtheuriatiques de spécification Viées au domaine

du problame, & 14 forme du résultat etc....

. Se SR oo egal
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Pour mieux faire comprendre le méta-algorithme précédent décrivons son
déroulement sur un exemple.

La formalisation de cet exemple (cf ch. 1.1 § 1.1 i)) nécessite celle des .
données et des résultats. A la description donnée par 1‘énoncé initial et f
l'annexe du chapitre 1.1 nous préférons la schématisation suivante. :

- le fichier cde-en-cours peut @tre décrit de la fagon suivante :

structure hiérarchique : elle précise la forme de chaque enregistrement
figure 4). On précise ainsi isié ,

que le troisiéme champ est conditionnel et dé
du tybe de l'enredistrement. _
ii) structure linéaire : elle, exprime les régles de succession des différents
enregistrements ; elle est nécessaire car le fichiar est hétérogéne ;

Cde-en-cours

(SS

7 |type nede oN

ALN!
datcdé heli rens nbarti narti qtecde refe qteli dateld renli resteli dalimite

wien ee cee eb ee tee
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cde-en-cours = { e-cours de type 1, {e-cours de type 2, {e-cours de type 3}* ,

e-couls de type 4 yr oye

iii) propriétés : hétérogéne;trié (cde-en-cour’s / ncde ; narti ; dateli)

On décrit ainsi un certain $.I. FICHCOM que nous précisons en termes de

s-descriptions dans la suite.

Une description équivalente aurait pu étre fourniepar une double

grammaire [WIN, 75] ou par une c-grammaire-minie d'attributs [KNU, 68] ,

[LOR, 74] , (LIV, 78] expirmant que tes enregistrements concernant une

méme commande sont rangés de maniére connexe, que ceux concernant les livrai-

sons d'un méme article le sont aussi etc...

- le fichier livraison est homogéne. 11 suffit d'en écrire sa structure

hiérarchique

i) structure hiérarchique (figure 5)

livraison

(=e

e-livr

I
licdé liarti liqte lidaxe Tiren

ii} propriétés :

- sur cartes

- homogéne

- trié (livraison / Jicde 3 liarti ; lilate)
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~ ghotz << 2, trié >> parce que

- gocher trié dans FICHCOM

~ but ajouter l‘'opération trié dane FICHCOM

~ placer trié tg dane la partie opération de FICHCOM

~ but ajouter l'opération trié(f) dang FICHCOM

+ chotz ~ de la spéetfication formelle trié(f) = "cf figure 8”

parce que invention et culture

- des profils intermédiatres néant Paree que pas d‘intermédiaires
= ~ des spéci fications informelles intermédictres néant

on reste au niveau de FICHCOM

parce que pas d'intermédiaires

- placer les caractérisations de trié(f) dang la partie opération de FICHCOM
~ but spécification d'un intermédiaire non coché

~ ehotxn << 2, sleor >>Choe

1

parce que on reste au niveau de FICHCOM

etc...

La description complaéte de cette Spécification est fastidieuse mais.
permet de mettre en évidence les points cruciaux de ce travail, Notons en
particulier l'existence de deux types de choix. Les uns sont relatifs aux nou-
veaux identificateurs 4 spécifier et pour lesquels on devrait pouvoir développer
des heuristiques assez simples (du genre : quand on est dans un ‘nodule,
spécifier toutes les opérations introduites a son niveau). Les autres beaucoup
plus fondamentaux (précédés du symbole "+") nécessitent une compréhension
profonde du probléme.

Signaions pour terminer qu'une autre approche aurait pu consister 4a
introduire la structure logique des données comme intermédiaires, de facon
analogue a ce qui est fait dans 1' exemple 1. La spécification du résultat..
en partant de cette structure logique aurait été plus simple mais i] Wutatt
fallu alors spécifier la structure logique 4 1'aide de ta structure physique.
Cette démarche aurait été un peu plus longue mais aurait simplifié la résolu-
tion ultérieure puisque cette derniére peut étre fondée sur T' introduction
de la structure logique (cf ch 1.3 §4 ) [FIN, 79 ].
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3.- BREVE CONCLUSION.

Le probléme de Ja spécification d'un probiéme informatique est apparu,

paradoxalement, trés récemment. On a trop longtumps essayé (et on essaye encore

trop souvent), de résoudre un probléme sans le définir précisément.

La structure de 1'énoncé cherché est le pvincipal guide dans l'activité

de spécification. C'est a partir d'elle que l'on peut préciser une méthode

de spécification permettant au spécifieur de ne se préoccuper que des choix

cruciaux et te guidant dans la construction du probléme formel. La description

d'une telle méthode est un préalable fondamentai a la construction de systémes

interactifs de spécification.
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CHAPITFE 2.1

. PROBLEME DE L‘EXPLICITATION

DES PROBLEMES

L'objectif de cette deuxiéme parte est de définir des méthodes permettan

de transformer une spécification initicle d'un probléme, souvent plus descrip~

tive que constructive, en une spécificetion explicite a laquelle pourra étre

appliquée une méthode de résolution.

Dans ce but i] convient tout d'abord de préciser le résultat attendu : !

qu'est ce qu'une spécification explicixe d'un probléme ? quelles en sont les

Propriétés ? dans quelle langage l'expi'imer ? Puis de la comparaison entre

spécification initiale (en général imp icite) et spécification explicite

essayer de déduire une méthode d'explicitation.

L'objectif final étant d‘obtenir un programme, i1 est raisonnable ici de

s'intéresser essentiellement aux solutions caleulables.Cette remarque a

pour corollaire, en reprenant les notaiions du paragraphe 2 du chapitre 1.3,

la recherche de formes de systémes d'information SDile<] pour lesquelles

T'obtention d'un théorame r su est s’mple. Ceci pourrait nous inciter 4 ne

considérer que le probléme , envisagé eu chapitre 2.2, de l'explicitation |

;des S.1.. Cependant, un cas particuliévement simpie d'explicitation est celui

des énoncés stricts puisque les symboles “inconnus" sont o-aires. |

C'est la raison pour laquelle nous. faisons une étude détaillée d'une f

forme importante d'énoncés explicites : les énoncés récurrents (ch 2.3).

De plus, i] est réconfortant de constater que les techniques d'explicitations

sont analogues dans le cas des énoncés et dans celui des S.1., ce qui permet

de minimiser, d'uh point de vue formel. la distinction entre explicitation

de $.1. et explicitation d’énoncé. |
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Comme dans ta partie 1, nous Commencons , dans ce premier chapitre, par
étudier sur quelques exemples la forme des définitions explicites tout en
essayant de les construire systématiquement (§ 1). Ceci permet de dégager
quelques idées fondamentales sur l'activité d'explicitation : quels langages
et supports formels doit-on utiliser ? Quelles stratégies peut-on suivre ?
de quels outils dispose-t-on ? (§ 2).

De cette étude nous déduisons l'articulation de la suite de cette
deuxiéme partie.

1.- PREMIERES IDEES SUR L'EXPLICITATION D'UN PROBLEME.

Le réle d'une définition explicite est de permettre Je calcul de solutions,
c‘est-a-dire Ja démonstration de théorémes de la forme r - i]

Avec la remarque précédente, si f est un symbole o-aire , il est
raisonnable de décrire une définitton explicite de f comme une formule
atomique du genre :

f= u od u est un terme.

Le calcul est alors immédiat.

Par exemple x = a/z > yi b/z, z= pgcd(a, b) sont des définitions
explicites de symboles X» y et Z dans un S.I. contenant ENTIER et pgcd.

Mais lorsque f n'est Pas un résultat mais un simple intermédiaire,
i] n'est utilisé dans un catcul que comme argument de certaines opérations g.
Ceci permet de généraliser la forme d'une définition explicite. Une définttion
explieite composée de f Pour un ensemble OQ d'opérations est une conjonction
de formules du type :

, G(xXy. .., Kips fs Xaype coos xq)

g € Up

a Q

ou g est une opération q-aire, u un terme et les x, des variables. Une

telle formule est encore une définition explicite de f, chaque égalité est une
définition explicite simple.

ed
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: 1

Un cas particutiérement important est celui of f est un symbole de profi

S, S$ So 1.2 § 7.2CS; Rie 2 oe 3q 5 Sqet! (cf ch § ) .

I] peut alors @tre caractérisé par les deux définitions simples :

zuappl(f, Xpocees Xa)

dom(¥) =v

I] en est de méme pour une suite $s qui peut étre caractérisée par :

appl(s, i) =u

bi(s} tt

“7

Mtbs(s) Vo.

Si f est un symbole q-aire, une céfinition explicite de f est une

formule f Ky rk 2 ou

ot u peut contenir des occurences de f .

Par exemple

pgcd(x, y)

reste(x, y) = st x<y alors y sinon reste(x, x-y)

st x #0 alors y sinon pgcd(y, reste(x, y))WW

sont des exemples de définitions explic tes réeursives.

Dans ces définitions "“-" et “reste” doivent simplifier, en un certaina

sens, Tes couples (x, y) 3 ils seront appelés stmplcficateurs du systéme
2 

?

d'information considéré. ; a

initionMais dans certains cas on ne souha te pas donner une méme définit

...U. de sa source. |d'un symbole fonctionnel f pour tous es termes u) q

aes 
‘onc-

Plutdt que d'utiliser des implications, on peut préférer prendre la cornin

i a él ontion de définitions plus restreintes. Ce qui conduit 4 étendre la noti

de définition explicite : _ 7

Si f est un symbole q-aire, une définition explicite simple de f

est une formule

f Ups Mg =v

of Uy+++Ugs vy sont des termes.

ee ae 8 - SS es

4 oe BEE URS: Ferre EYHARING W re ten ORAS is bs bal
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Par exemple ascendant(pére(a), a) = vrai,

ascendant(a, pére(b)} = ascendant(a, b)

sont des définitions explicites. Ici “pére" doit permettre de construire tous

les termes du S.I. considéré : c'est un constructeur du S.I. . 11 faut

essayer de caractériser le cas of la conjonction de ces définitions caractérise

eonplétement Le symbole f ; le concept de forme normale introduit au chapitre 2.2

répond a cette préoccupation (ch 2.2, § 3.3). 7

Un énoncé explicite est une conjonction de définitions explicites.

Un S.I. “explicite" a pour axiomes propres des définitions explicites (si on

néglige les préconditions}. De maniére intuitive Je probléme de ?'explicita-

tion consiste a construire des définitions explicites (tant pour des énoncés

que pour des S.I.). Pour mieux le préciser commencons par étudier quelques

examples.

ean dc co SS Seber tre re re ee

Dans |*évaluation d'une expression post-fixée (ch 1.4 § 1.3 exemple 1),

la fonction "val" a été caractériséede maniére récursive puisque les expressions

etaiene verinies récursivement 4 I'aide de constructeurs et de simplificateurs.

Le probléme du baguenaudier (ch 1.1, § 1.1 0)) s‘énonce comme la recherche

ad-une uermiition récursive de la fonction faisant passer de 1'état. initial

(la navette passe dans tous les anneaux) 4 1'état final (Ja navette est 4

l'extérieur de tous les anneaux). .

Commengons par formaliser le probléme en définissant un baguenaudier

a4 n anneaux comme une suite b définie sur [l..n 1, d'od Ja s-description de

la fiaure 1,
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BAG : S.T.

Un baguenaudier 4 n éléments

est une suite dn

sur {0, 1}

éléments

La seule opération est

Tl‘ inversion qui change la va-~

leur en un point.

On ne peut l'appliquer en 7

que si le i-léme élément

est 1 et que les i-2 premiers
sont égaux 4 Q.

no: ENTIER

b : BAG

invers : fonet

(BAG, ENTIER)

ENTIER

AK CIN

n tq nel

fearam

BAG = {0, 1}*

invariant

dom(b) = [1..n]

opérations

invers

tg invers(b,i) = chval(b,i,]

st i>lo> Vi(l<j<i-2ot

Figure 1: s-description du $.I,baguenaudier
ween Seen Dll ee ee

Le probléme du baguenaudier peut alors s'énoncer informellement.

But__P1 :f Etant donné une fonction mazt (mise

la s-description

mazt : fonet (BAG) BAG

mazt(b) = b'

a zéro totale) défini par

tg Vi(l <j < bs(b') = b'; = 0) a bs(b') = bs(b)

et Wi(1 <j < bs(b) >b, = 1)

On demande d'en donner une définition récursive & l'aide de TnVveRSec}

De maniére plus formelle, on cherche un terma G ne contenant que les |

symboles s¢ ... glors

pré “mazt(b) 23

+. stnon , invers et des symboles x et h tel que :|

mazt(b) = @[ mazt/h, b/x] |
ob pré u désigne la précondition de u, la substitution étant étendue ici

aux symboles fonctionnels quelconques.
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Notons que nous cherchons ici 4 expliciter un axiome d'un S.I. caracté-

risant un symbole unaire. On pourrait se ramener 4 un résultat o-aire en

cherchant, comme dans [PAR, 77] la suite des anneaux inversés.

Une idée d'explicitation consiste 4 généraltser le probléme considéré \

en faisant apparaitre une nouvelle fonction plus facile 4 définir récursive-

meant que mazt et dont mazt est un cas particulier. Classiquement cette géné-

ralisation, embedding en anglais (BAU, 78 b] ,[DAR, 78] , consiste & intro-

duire un paramétre supplémentaire sur lequel se fait ]'induction.

Par exemple ici on peut introduire de facon naturelle un indice k

tel que les k premiéres valeurs d'un baguenaudier soient 0 .

On considére donc un nouveau probléme et une nouvelle inconnue maz

caractérisés par :

But__P2 :| Etant donné Ja fonction maz (mise 4 zéro) définie par la s-des~-

cription

maz : fonet (BAG, ENTIER) BAG

maz({b, k) = b'

tg bs(b') = bs(b) a tr(b', k+l, bs(b')) © tr(b, k#l, bS(b))a

Vi(l<jig¢k>b'j 20)

ittat 1<ks bs(b) avjdsdsk>bjzl

On demande d'en donner une définition récursive a l'aide de invers

Le probléme initial est alors résolu en posant :
mazt (b) = maz(b, bs(b))

Nous nous intéressons maintenant a Pa qui est donc un sous-but du
but initial,

Pour simplifier les notations introduisons les prédicats :

rest(b, b', k) = (bs(b') wbs(b) atr(b’, kel, bs(b')) = tr(b,k+1,bs(b)))
zéro(b, k) = W(l<jek > b, = 0)

Alors :

~ 262 -

(1) ‘gag eee maz(b, k) > maz(b, k) = b' <> rest(b, b', k) a zéro(b', k)

AD or(2) Bag peé maz(b, k-1) > maz(b, k-1) = bt rest(b, b', k) a bY,
zéro(b', k-1)}

Dans la suite nous négligeronsles BAG Comme on te fait en mathématiques

But Pe’ : Exprimer b' = maz(b, k) en fonction de maz(b, k-1) lorsque k > 2.

Possibilités:
1) Introduire bi = maz(b, k-1)} puis essayer de définir b' 4 l'aide de bl

1 k-1 k

C'est-a-dire de maniére imagée : [1

2) Introduire bl tel que bl, = On tr(ti, 1, k-1) = tr(b, 1, k-l)a rest(b,b1,k}

ati at
Le choix entre ces deux possibilités dépend de la "facilité" de cons~

truire, dans le premier cas Ja fonction faisant passer de bl & b', dans le

deuxiéme cas la fonction faisant passer de baobl.

Clest-a-dire ici bl :

Dans le premier cas, on passe de bl a b' en inversant bl, > ce qui

aM Oo—
nécessite (avec pré jinvers(b)) : bly sly vill <j <k-2> bl,

Pour s'y ramener on doit donc introiuire un nouvel intermédiaire b2

[of e-tO [T] ties
k-2 k

tel que pré invers (b2) soit vrai.

b2 peut @tre schématisé par :

c'est-a-dire que b2 est spécifié par : zero(b2, k-2)a bey la ba). sla

rest(b, b2, k)

I emcee ee AY Siegen aaa me a
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On constate donc que b2 = maz(b, k-2). Ainsi bl apparait comme un

mauvais intermédiaire puisque pour définir b' a partir de lui il faut repasser

par b2, plus simple 4 obtenir directement 4 partir de 
b.

Nous ne poursuivrons pas cette solution, car on Ja retrouve en dév
e-

loppant l'autre possibilité.

Choix deyg).

Dans Te deuxiéme cas, pré maz(b, k) >

b' = maz(b, k) # Sbl tg bl, © 04 tr(bl, 1, k-1) = tr(b, 1, k-1) a

rest(b, bl, k) ab’ = maz(bl, k-1)

Pour construire bl a partir de b i] faut inverser by et donc introduire

d- ‘ baomAadiaires :

- 3 tg zéro(b3, k-2) A b3,.4 = la ab3, 2 0 a rest(b, b3, k)

it schémati olol...fo! i lo|—~|soit schématiquement b3 ' er ilk

= b2 tq zéro(b2, k-2) a bay s Ln be, = 1a rest(b, b2, k)

(cf choix 1)).

Ainst, sous l‘hypothése pré maz(b, k),

(3) b! = maz(b, k) <> abl, b2, b3- tq

b'z maz(bi, k-1)

A Wj(lej<k-2 3 bl;=i)atr(bl, k-1, n)=tr(b3, k-1, n)

a 63 = invers(b2, k)

a b2 5 maz(b, k-2)

But ?3 : Définir récursivement bl a partir de b3, c'est a dire expliciter

la formule :

vill <j ¢k-23 bl, = 1) a tr(bl, kel, n) = tr(b3, kel, 1

Posons un(b, k) = Vi(Led<kso bj = 1)

(5)
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Pour définir bl 4 partir de b3 i faut, intuitivement, “mettre a i"

les k-2 premiers éléments de b3.

Choix :
Introduction d'une nouvelle fonction maun caractérisée par la s-des~-

cription suivante :

maun : fonet (BAG, ENTIER)EAG

maun(b, k} = b!

tq bs{b') = bs(b)atr(b', k+l, bs(b'))etr(b, ktl, bs(b)aun(b', k)

st l<ke¢bs (b) a zéro(b, k}

Cette fonction répond au but P3. De plus, avec cette définition, ]'ex-

plicitation de maz est terminée puisque ( 3) devient :

(4) b' = maz(b, k) #3b1, b2, b3 tg b! = maz(bl, k-1) abl =maun(b3, k-2) a

b3 = invers:b2, k) a b2 = maz(b, k-2)

ce qui , si on suppose l'explicitation de "maun” acquise, répond au but Pr,

But Pry > Définir explicitement maz(b, k) pour k = O et k= 1

Avec ja s-description de maz, ma:(b, 0) = b et maz(b, 1) = invers(b, 1)

Si l'on veut éviter un cas particulier pour k=1 , i] suffit de généra-

liser (4) 4k = 1 en posant maz(b, k}=b si k¢O

But _P4 : Expliciter maun. On peut alcrs soit refaire le méme raisonnement,

soit invoquer un argument de symétrie entre 0 et 1 pour obtenir finalement

le systéme d'équations réeurstves suivant :

maz (b, k) = stk <0

alors b

stnon maz(maun(invers(maz(b,k-2), k), k-2), k-1)

maun(b, k) = stk <0

alors b

sinon maun(maz(invers(maun(b, k-2), k), k-2), k-1}

h SS EE ==‘ ote Saas iste Oe ee as MA et se ee Olah May
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La démarche suivie pour résoudre P2 est voisine de celle adoptée pour
construire une premiére spécification {ch 1.4 § 2) : on part de ta spécifi-
cation du résuitat b' et on cherche a l'expliciter en introduisant des
intermédiaires. Ce sont des symboles o-aires (bl, b2, b3) , ou des symboles
q-aires (maun). L'introduction du nom b' donne un caractére modulaire a
cette explicitation : la forme (4) est plus lisible que la définition pure-
ment fonctionnelle finale (5).

Nous nous sommes efforcé, bien qu'utilisant un style informel, de jalonner
les étapes successives de la démarche en mettant en évidence les sous~buts
Successits et les choix d'explicitation : choix de décomposition, choix

d'intermédiaires, choix de stratégies d'explicitation (ici analyse récur-
sive, analyse par cas etc...). Encore plus que dans le cas de la spécifica-
tion il est nécessaire de disposer d'un langage précis, sinon formel, permet-
tant d'exprimer Jes différents choix et raisonnements que l'on effectue.

Dans cet exemple nous avons surtout insisté sur le choix des intermé-
diaires, la stratégie générale consistant 4 comparer la spécification de
maz(b, k) & celle de maz(b, k-1) de maniére a exprimer 1'une en fonction
de l'autre. Pour ce faire nous sommes guidé par le fait que la définition
obtenue "doit pouvoir remplacer" Ja spécification initiale, c'est & dire
ici que :

(6) pré maz(b, k) > (post (maz(b, k), b) > D(maz(b, k), b'))
ol posé(maz(b, k), b') est Ya formule définie par la s-description de

maz et D(maz(b, k), b'} la définition explicite récursive de maz donnée
en (5).

En effet, avec cette hypothése tout théoréme démontré en utilisant
D pourra 1'étre en utilisant post . En particulier toute solution d'un pro-
bléme dont 1'énoncé utilise maz sera encore solution du méme

wy in i pe ie

oy

probléme pour lequel maz est caractérise par post . Dans cet exemple nous

avons une propriété plus forte puisque nous n'avons utilisé que des équi-

valences.

En reprenant les termes du paragraphe 6.3 du chapitre 1.3, remplacer

post (maz(b, k), b') par D(maz(b, k), b') et post (maun(b, k), b') par

D(maun(b, k), b') revient 4 faire une cbstraction.

La formule (6) est une régle de construction pour une telle abstraction.

L' invention des intermédiaires n'est pas tras simple a partir des

seuls énoncés et dans I'exemple du baguenaudier ]'introduction de schémas

décrivant les différents (&tats des) baguenaudiers est un support certain

pour le raisonnement. Ceci laisse 4 penser qu'il faut rechercher une syntaxe

plus agréable pour le langage des énoncés (ch 1.4) et introduire certains

supports graphiques comme le suggére REYNOLDS dans Te cas des tableaux

[REY, 78]

Les univers que l'on utilise pour une spécification initiale d'un

probléme doivent étre trés "riches" en propriétés ce qui facilite leur

utilisation : c'est le cas de s-descriptions des $.I. . En revanche ils

apparaissent peu constructifs ou plus exactement sans constructeur évident.

Ainsi dans cet exemple nous n‘utilisons pas toutes les propriétés des

suites : seul nous importe le passage d'un baguenaudier 4 k-1 éléments a

i baguenaudier a k éléments. C'est d’ailleurs tout a fait évident dans
la mesure 00 nous ne nous préoccuppons pas des éléments de k+l] an (carac-

térisés par le prédicat rest). En bref, nous nous sommes attachés a carac-

tériser mazt(b~v) a l'aide de mazt : dans le S.1. "suite", le construc-

teur ~ et ses "réciproques" début et dar ont ici une grande importance.
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Ainsi l'explicitation d'un Probléme nécessite la mise en évidence dans
l'univers "descriptif" initial de simplificateurs et de constructeurs,
L'exemple suivant illustre cette idée.

“suites ascendantes de longueur maximum (ch 1.1 § 3.1 a)):

&max : ENTIER résultat max

tq &max = max {k : ENTIER tg38 : V* tg

Ba a croiss(s) AlBl = k }
a: V*

Cot feet (VE, V¥)BOOL

donnée a

& @ BeY= (3: [dom(p) + dom(y)]

tq scroiss(w) A B =yoo)

croiss : fonet(V*)BOOL croiss tg croiss(8) = (vie [bi(B)..bstB) - 1],

Bi < Bs 47)

scroiss : fonet(V*)BOOL scroiss tg scroiss(B) = vi € [bi(B)..bs(B) - 1)

By < Bi)

Figure 2 : Sous-suites ascendantes de_longueur

But 0: Expliciter émax

But 1: Donner des définitions récursives de ©, croiss, scroiss et {| 7
Chotz G) définir ces fonctions a l'aide des deux simplifications der et

début du S.1, v*

Rappelons que dans V* on connait un certain nombre de simplifica-
teurs (cf ch 1.2 § 7.2)

zs ONDA RR ere IRE Hen Ce TANS wanere | iSiom On ame NTT ertinan MON

~~
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dont en particulier

début : op (V*) V*

début (u) = u'

tg bi(u') = bi(u) a bs(u') = bs(u) - 1 a

(vi, bi(u')< i < bs{u') 2 u's = u;)

st jul 21

der : op (V*) V 
|

der (u) = x

tq X= ub.

st ful 21

|But 1.1. : Définir récursivement croiss(3)

Choix «.) analyse par cas

i) Be<> (suite vide)

croiss(< >) = (Vie [bi(< >)..bs(< >) -1 ,< > << > 441)

= vrer puisque bs(< >) < bi(< >), cf chl.2 § 7.2 figure 9

ji) IB} 21, alors :

(1) -croiss(§) = (vi € [bi(B)..bs (B) -1] , Bi < Byyy)

Choix analyse par cas

ii 1)

la formule (1) égale vrat si [bi(p)..bs(B) -1] = @ (intervalle vide)

c'est d dire si bs(B) -1 < bi(g)

or par hypothése Ip! > 1, c'est-d-d're bs(®) - bi(g}) +131

bs(B) > bi(p)

on en tiré que (1) est vrat si bs(B) = bi(B), c'est-d-dire |pl= 1

ou encore

i
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ii 2)

Plagons nous maintenant dans le cas ow ip] > 1

Pour exprimer (1) & l'aide de début (B) et der(B) on explicite
croiss(début (B)) :

croiss(début(B)) = (vie [bi(début(B))..bs(début(B))-1] , début (B)

& début (B), 5)

soit avec la définition de début :

(2) croiss (début(s)) = (vi € [bi(B)..65(B) - 27 , 8; <B4,1)

de (1) et (2) on tire (toujours par unification) :

(3) croiss(B) = croiss{(début

(G8PU4(8)) & Bos(p)-1 < 8 bcp)
qui aun sens puisque bs(B) > bi(s)

or pré der(début(p)) = bs(début(B)) - bi(début(p)) +1 > 1

= bs(8) - 1- bi(p) +1 91

= _bs(B) - bi(B) 21

= vrat

et der (début (B) )
Pbs(a)-1

Ainsi (3) devient :

Croiss(B) = croiss(début(p)) » der(début(8)) < dar(s)

Le but 1.1. est donc atteint avec :

croiss(< >) = vrat

{Bl = 1 > croiss(p) = vrat

181 > 2 > croiss(p) = croiss(début(B)) « der(début(s)) < der(B)

- <1U =

Definir récursivement scroiss(é)
Par analogie avec le raisonnement précédent on obtient :

scroiss(< >) = vrat

> 2 scroiss(B) = scroiss(début(®)) a der(début(B)) < der(8)

IB! = 12> scroiss(s) = vrat

{Bl

But 1.3. :

Définir récursivement B cy

Cette fonction dépend de deux arguments

Choix Q 5

Choix : analyse par cas

(1)

donc

(2)

ijys<>

Bo <>s 39: [dom(B) + dom(< >)] ta

scroiss()

or dom(< >) = , donc :

on cherche une récursivité portant sur le deuxiéme argument

A BFK >0oM

Be<> = (vj € dom(s), 8; = < >) =

ii) yl >i

Ber

B c début(y) = J3': [dom(B) + dom(début(y)}) tg scroiss(y')a B = yg!

Ltunification de (1) et (2) nécessite de déplier la définition de

scroiss :

J o :{ dom(p) -» dom(y)] tq scroiss(début(p)}a (bs(B)-1) <@(bs(B))

a : [dom(p) + dom(y)] tg scroiss(y) AB eyo

AB ez YP
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et 3! : [dom(début(p)) + dom(y)]a 3k € dom(y) tg scroiss(y')

A o'(bs(B)-1)<k A B® Y,0'

En distinguant alors les cas k < bs(y) et k = bs(y) :

Boy = (3p' : [dom(début(8)) » dom(début(y) ) leg scroiss(p')

A (vj € dom(début(B)), By Y94(4))

a der(8) = der(y})

v (Ao: [dom(g) 3 dom(début(y))] tg scroiss(w)a (vj € dom(p),

Bs * Yo(g))?
ce qui donne :

Bey = [début(p) < début(y) a der(B) = der(y)] vip c début(y) J

et le but 1.3 est atteint. —

Definir récursivement _|8|

Rappelons que {BI = bs(B) - bi(B) +1 (ch 1.2 § 7.2 figure 9)

choix ie)

1) Ix >| 20

Vi) IB} == =bs(B) - bi(B) +1

= bs(début(p)) - bi (début (p))+2

analyse par cas

(unification entre bs(B)

at bs(début(p)), de fame pour bi)
s {début(g)| + 1 (pliage de 1) }

Et Je but 1.4. est atteint

eee
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Résumons les résultats obtenus jusqu'a présent :

Boy = st ys<> glorsB=e<> sino B © début(y)

(der(B) = der(y)a début(p) c début(y))

(1} jerois(B) = st Ba<>vipl#l alors vrai stnon croiss(début(B))a

der(début(6}) < der(g)

iS] = st B <> alors 0 sinon idébut(B) | +1

Le but suivant consiste alors & définir récursivement gmax, cette |
explicitation étant assez longue nous ne la développerons pas ici. Elle se

trouve dans [BRO, 79 a] . 
|

Comme dans 1'exemple précédent nous mettons en évidence un certain

nombre de régles de transformation qui soit utilisées dans T'explicitation

d'un énoncé. Ainsi en 1.1 et 1.3 ci-dessus nous avons utilisé :

- le dépliage qui consiste 4 remplacer un appel de fonction par 1]'énoncé

correspondant (par exemple bi(début (8)) par bi(g}, bs(début(8)) par

bs(p) -1 etc...)

~ l'analyse par cas (par. exemple distinction entre les cas B = <> et

161» 1)

- unification de deux formules (cf ch 1.3 § 4.2).

- le pliage , inverse du dépliage, qui consiste a remplacer un énoncé

caractérisant “le corps" d'une fonction par un appel de cette fonction.

Ces régles apparaissent comme des opdrations de bas niveau gui sont

mises en oeuvre par la méthode d'explicitation. Aussi, s'il est important

de préciser ce genre de régles et mé@me de les implanter dans le cadre d'un

systéme (automatique [BUR, 77 b]. ou du moins interactif) permettant

l'explicitation d'énoncés, i] est plus important encore de définir une

méthode d'expltettation.



Un objectif étant de construire un méta-algorithme d'explicitation dans

le méme esprit que le méta-algorithme de spécification envisagé au chapitre 1.4

(cf § 2 et chapitre 2.4).

En plus des régles de transformation précédente, nous avons utilisé de

nombreuses régles de calcul algébrique et ensembliste. Leur utilisation

dans un systéme automatique est difficile et nécessite de se doter dtheuris-~-

tigues et de calcul formel. a

Un des gros intéréts de la démarche systématique que nous avons suivie

est la possibilité de remettre en cause certains choix, et ainsi d'obtenir

éventuellement d'autres résultats. Ainsi remettons , par exemple, en cause

Te choix Qa).

Choix(2)

Définir Jes fonctions intermédiaires 4 l'aide des constructeurs <> et ~

Rappelons que la fonction d'adjonction en queue, ~ , est définie par

~ : op (V* , V) V*

u~x =u!

tq bi(u') = bi(u) a bs(u') = bs(u) +1 4

Vi(bi(u} < i < bs(u) > u's F us) A U'bs(u') =X

Toute suite finie de V* peut étre obtenue a partir de <> en

appliquant un certain nombre de fois ~

But 2.1. : ‘Définir récursivement croiss(p}

Choix G.}. Analyse par cas

i) Bs<> alors croiss(<>) = vrat

ii) Beye~x

croiss(B) = croiss(y~x)

vi € [bi(y ~x)..bs(y wx)-1] , (y~x); < (y¥~x)
itl

(dépliage de croiss)

Vié [bi(y)..bs(y) +1-1], (y~ x), < (r~ x) iad

(dépliage de bi, bs)
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= vi€ [bi(y)..bs(y) -1] , ¥, © Vqa 4 Ybs(B) <x

(dépliage de ~ )

Distinguons alors les cas y = < > et ~#<>

croiss (B) ut st Y=<> alore vrai

simon croiss(y) a (der(y) < x)

et si on ne veut pas utiliser Ja fonction der nous obtenons :

croiss(y ~ x) 5 st3y', ay tg yY=ry'~y alors croiss(y'~ y)ay<x

sinon vrat

ainsi Te but 2.1. est atteint.

Des raisonnements similaires conduiseit a ]'explicitation de scroiss,

c et I} . Résumons les diverses définitions obtenues :

<> C B = vrat

Brxre<>= faux

B~xcy~ys B~ xey vv (BEYA xzy)

crois(< >) = vrai

(17) crois(< x >) 2 vrat
crois(y~x~y) = crois(y~x) aAxey

[I< >| = 0

IB~ xl = [Bl+1

En poursuivant }'explicitation de 2max & partir de (II) on retrouve

la solution de DIJKSTRA [DIJ, 79a.

La mise en évidence de constructeurs cu de simplificateurs dans le

S.I. du probléme est donc une étape fondamentale dans le processus d'expli-

citation.



En reprenant, @ peu de choses prés, le raisonnement développé dans

Texemple du baguenaudier (exemple 2) et en utilisant les simplificateurs :

- début

- der

~ pen (tel que pen(u) = der(début(u)))

nous arrivons au systéme d'équations récursives suivant :

mazt(b) = sf ba <>

qlors <>

gtnon_st |b| = 1.

alors <0 >

mart (maint (début@(desc(b))) ~ pen(b))~ der(desc(b))

desc(b) = invers(mazt (début@(b) ) ~ pen(b) ~ der(b), bs(b))

maunt(b) est bs<>

alors <>

st Ibl 21

alors <1>

stnon maunt(mazt(début@(elev(b) ) )~ pen(b))~ der(elev(b))
elev(b) = invers (maunt (début2(b)) ~ pen(b) ~ der(b), bs(b)) a

Sun

S'1] est important de prendre conscience des choix successifs lors d'un

Processus d'explicitation, i] faut également étre capable de les justifter

c'est-a-dire de disposer de critéres de décision : pourquoi, par exemple,

préférer des simplificateurs 4 des constructeurs ou inversement ? La décou-

verte de tels critéres nécessite certainement une étude expérimentale trés

Poussée.

L'exemple suivant, sans envisager une étude complétement exhaustive,

montre '-- %= cas d'un probleme trés simplescomment i1 est possible d'envi-

sager divers choix d'explicitation. L'attitude adoptée n'est certes pas
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généralisable puisqu'une exploration systématique de tous les choix (si

elle est possible !) conduit rapidement a une explosion combinatoire.

Exemple 4 :

Toujours le probléme de 1a fraction irréductible

L'étude de cet exemple permet de dégager quelques stratégies générales

d'explicitation.

Rappelons en 1'énoncé formel (ct 1.1 § 2.2 figure 2) :

e(X, Ys a, b) = NS a A Wwe(tdiv katdivyot =l)
Se an

Propor(x,y,a,b) prem(x, y)

But 0 : expliciter_«

Choix (A) : Une idée de résolution consiste (ch 1.3 § 6.2.1. exemple 12) a

transformer cet énoncé sous la forme “semi explicite"

x = a/zay=#b/z az es pgcd(a, b)

a partir de.Jaquelle i] faut encore expliciter pgcd ; ainsi

x 2a/z ay =b/z az = pgcd(a, b) a

pgcd(u, v) = st veO0alcrs usinon pgcd(v, u mod v)

est un énoncé récursif du probléme ccnsidéré.

Choix @ E

On peut. aussi partir directement de e(x, y, a, b) . Plusieurs

approches sont envisageables, parmi elles citons :

- stratégie d'induction sur les données : on cherche une valeur par-

ticuliére des données pour laquelle on sait résoudre le probléme et on

cherche 4 s'y ramener.

- stratégie d'affatblissement de 1'énoneé : les données restant

“fixes", on cherche un résultat vérifiant"partiellement 1'énoncé”

et on cherche 4 1'améliorer.



Choix g ) : Induction sur_les données.

Comme dans Texemple 2 deux voies sont envisageables ;
~ introduire des constructeurs

~ introdutre des simplificateurs

Pour simplifier les notations nous introduisons le S.1.

COUPLE = << pl : ENTIER*, p2 : ENTIER* >>
auquel seront étenduescertaines opérations sur les entiers. Dans la suite
selon la facilité d’écriture,nous noterons Z, C ... des couples ou nous
en expliciterons la forme (<< U, V >>, << a, bD>>.. )

Choix.1.)) + Utilisation de constructeurs :

bue :

Introduire une suite de s dientiers c telle que:

a) Il existe n>1_ tel que ¢, B<< a, b >>

b) 1] existe un constructeur g sur les couples d'entiers tel que

spt pay
¢) On puisse construire une suite de couples d'entiers Zz telle que

vi, e(235 ¢;)

Choix pour c) :

on cherche une définition récurrente de Ja suite z, il faut donc :

- Définir 2, tel que

Delay, cy)

- Trouver une fonction f telle que

@ e(Z5 p> C3.) Az s F(25_y> c;) SI e(2;5 c;)

Cet égi a éralt é
te stratégie consiste donc a généraliser 1'énoncé en introduisant

Tes Sunes z et c . Les choix de ces suites, donc de f et g , sont
a priori trés nombreux :

=

See 2 Se SS
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- Choix de cy guide par le fait que © (2), cy) doit étre facilement

soluble, c'est a dire doit fournir une solution z, “évidente”.

- Choix de g guidé par le fait que f doit pouvoir étre définie

"simplement".

Dans le cas présent 1'écriture des fornules @ et @ ne permet pas

de "voir" de relation évidente entre f:et g . Les choix des constructeurs
‘i

les Plus classiques sur ENTIER( +1, +2 ....) ne permettent pas de définir f .

On abandonne ici cette voie, quitte @ y revenir si aucune autre solution

n'apparait dans une autre approche.

: Utilisation de simplificateurs :

Trouver une définition récursive de la forme

firr(c) = @(firr(pred(c)), c)

od pred est un simplificateur sur les couples d'entiers, qu'il faut

déterminer, et firr est la fonction associant le résultat << x, y >>

a la donnée << a, b >>:

firr : fonot (ENTIER*, ENTIER*) << ENTIER*, ENTIER® >>

firr(a, b) = << x, y >>

tq a(x, ¥, a, db).

On cherche 4 procéder par unification entre firr(c) et firr(pred(c)) 3

® 2 # Firr(c) + pl(z) *p2(e) = p2(z) *pi(c) a prem(z) (dep tage)

GD 2! & Firr(pred(c)) —+ pl(z') *pred2(c) = p2(z) * predl(c) » prem(z')
(dépliage)

ou pred; = pi epred pour i= 1, 2

Le passage de z' & z et la recherche de pred sont des problémes

trop généraux pour que l'on espére raisonnablement les résoudre de maniére

systématique.

Une premiére facon de limiter ta généralité concerne la forme de “¢:

on se restreint aux formules G de Ja forme :

Glfirr(pred(c)), c) = sé (c) alore d sinon %(firr(pred(c)), ¢)
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On décompose ainsi le probléme en.:

~ Recherche de Gy

- Recherche de la condition d'arrét

Ensuite on est conduit 4 faire des “essais". Rien n'assure donc que l'on

trouvera une solution, méme s'il en existe.

En comparant (i) et (i7} on veut que prem(z') > prem(z) . Une

maniére brutale de l'assurer est de poser z“ =z , c'est a dire que si

o{c) = faux alors Gy (2', cc) z

I] suffit alors de trouver p et d_ tels que

oc) S e(d, c)

On est donc ramené 4 chercher une condition sur c¢ pour que Te probléme

initial admette une solution "@vidente” ;

o(c}) = prem(c) ¢ euréka +

alors dec est solution.

En résumé : firr(c) = sé prem(c) alors. c sinon firr(pred(c))

et avec (i) et (ii) pred doit vérifier :

pl(c) * pred2(c) = p2(c) * predi(c)

Nous arrétons ici ce développement car nous allons retrouver ce nouvel

énoncé d'une autre maniére. Nous terminerons alors ]'explicitation.

Choix G3. : Affaiblissement de T'énoncé .

Puisque a(x, Yo 4s b) = propor(x, ¥s 4; b) A prem(x, y)

L'idée consiste a partir d'une solution d'un seu) des deux sous-énoncés

puis de l‘améliorer jusqu'a ce que le deuxiéme sous-énoncé soit vérifié.

Plus précisément on affaiblit 1'énoncé en choisissant l'un de ses deux

sous-énoncés que l'on généralise alors en introduisant une suite z , ou

deux suites z et c dont chaque terme est Solution du s¥us-énoncé choisi.

a .....» sss2s.ss —

; On cherche z tel que Viel , propor(pl(z,). p2(2;), a, b).
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Quelques_possibilités :

-choisir z; tel que viz1 propor(pl(z;), p2(z;)> as b)

- chotsir Zz; tel que Viel prem(z ;)

- choisir z; et ¢; tels que Viz] propor(z., C3)

Le dernier cas nous rapproche du choix 2.1.1. que nous avons abandonné

car il était trop général. Envisageons ators. les deux autres. cas.

Pour simplifier les notations posons z; = << Uj, Vi >>

qr a b) est appelé Z'invarian: de Ta suite.

On veut de plus qu'il existe un élément de la suite solution du probtéme,

propor(u,, v

c'est a dire que T’on cherche n tel que prem(U, >» Vn) = vrar

prem(u,, v5) est la condition dfarrét de la suite z

Pour déterminer la suite z on veut t~ouver :

~ zy =<< Uy» vy >>

- une relation de récurrence f telle que

propor(us_y> Vi_y> as b) A Uprem(us_ys Vy_p)A << Uys Vy>> 2 Fluy_y> Vyips 4 b)

+, a, b)3 propor(u,. vy

-n tel que prem(u,, v,)

Remargug 1 :

On retrouve bien ainsi la caractérisation du simplificateur "pred"

introduit lors du choix 2.1.2 :

<< Uj, Vy >> = pred(u;_4: Vi-4) 7
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But 1 : Détermination de la relation de récurrence

propor(u., v., a, b) = (u, * . #VG bes Vi a) (dépliage)

propor(u; 4, Viupe as b) = (uz, * bav. ,*a) (dépliage)
i i-l

Parmi les différentes relations que 1'on peut déduire de ces formules,

choisissons :

propor(z.. Z5.4) » c'est a dire uy * Vs
i-

or — propor(u,. Vis Uys Vany) +4 Akj# 0 tg Uy, 34, * kia Vip BY, *k,

+ euréka +

-Pour expliciter Uso V; de fagon récurrente, on introduit une suite ke

= 4 7 F9 bgttelle que Uj; = Us y/k; et ME |S Valk; » SOit, en étendant "/

aux couples d'entiers, Zz, = Z,_4/k;

Le but 1 est atteint si ki est explicité ; on cherche donc a expliciter

Ja condition d'arrét.

But 2: Explicitation de la condition d'arrét

Comme 71 y a de nombreuses suites k. telles que propor(z;_4/k;. Zi.

on est guidé par le fait que la suite doit converger, c'est-a-dire intui-

tivement que l'on a gagné queique chose en passant de z. 4 .
i-l e ,i

quant 4 la propriété prem. Plus formellement :

prem(x, y) #& vwt(t divxatdivyot=1)

soit en termes d'ensembies :

prem(x, y) = ({t tg tdiv xatdivy} = {1})

D'od l'intreduction de l'ensemble des diviseurs communs 4 X,

12% * 4 ¢¥ euréka $

1)

et Yi

os

se
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dc, = {ttg t div u, a t div vi} qui s'écrit encore, en étendant

div aux couples :

ae, e {t tq t div 2}

La partie variante s'écrit alors dey = {1}

aut 2.1: Trouver_une définition réchtrente de de;

Qn cherche & procéder par unification entre dc; et des

de, = { t tg t div z,}

dey ye tt tat diva, 4)

alors

de, = {(t tg t div (25 2)/k,) } et an utilisant les propriétés da div :

{tig k#tdivz, 4) }

e{t tg ket € de, 4) et ki « dey,

Le but 2.1. est atteint si on admet qu'il :'agit d'une définition

explicite.

De plus, on vérifie inmédialement que ac, des, ok >

On obtient ainsi la nouwvelie vervion de T'énoncd représentée sur la

figure 3.

La présentation adoptée permet de mettre &1 évidenc® les étapes succes-

sives de t'explicitation :

On part de 1'énoncé forme? initial (qolonn: de gauche en haut) que l'on

explicite en introduisant des intermédiatres (z >) Caractérisés par des

énoncés formels (colonne de gauche} et ultérieurement explicités. On peut

$' ce dernier cas, des régles formelles
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a > % =
b= A <

£5 7 OF a

Ba 2 8 x 3
PER gn = 5

c 7 3° > Vv ’ = - ou de construction. I] est donc naturel d'adopter un cadre de description syn:

. 2.2 8 & : E i = , taxique analogue pour l'explicitation et pou- la spécification. a
7 rx Tn * S y & o

a v= ok gy no 3

> a a a = 3 Bt L'explicitation précédente de z; = <<1;, vj >> assure :

" ae 3 Et 
;

x a so 7 4 R = : = que propor(u., v., a, b) est bien un invariant de ja suite, donc que
wa You wo i Si ae

a .

¥ a "FY Soe aoe 4 propor(u,, vj» a, b) = vrad
_ a oes a s 

; .

Saye - ad a 2 ¥ g + . - qu'il n'y a pas de blocage, c'est @ dire que pour tout i<n, dc,\ { |
> “| n'est pas vide, donc . existea ° g g 1 "est ide, di ky ist

8 a i = a

u " - qu'il existe un entier n tel que de, s {1} , c'est 4 dire tel que

ct 
.

ao aI prem(z,,) = vrai ; ceci résulte du fait que la suite de; est stric-
- x oO
£ = 2

es & 3 a tement décroissante.
we & ° 3 |
on & * ct On assure ainsi 4 la fois la correction partielle et la terminaison |

So

2 & 2 z 2 wow i] re en reprenant des termes introduits par FLOYD [FLO, 67] et HOARE (HOA, 69]
Soe 2 cH

s&3h 3 a/ 35 5 8 2 [LIV, 78] dans 1'étude de 1a correction des programmes.
ou o~w 3°3 — 2

Ren R & But 2.2. : Premiére explicitation de _k;
§ 8 a ge But ea + Bremfere expitcitatten ce

il o a . = aw Cet, énoncé €, n'est pas encore explicite a cause de la définition
v v .

= x. ie s des de; qui n'est pas constructive : pour fasser de dey) a de,

x = a . i] faut introduire une nouvelle suite d'ehsembles intermédiaires initidlisée

& = i gt ‘ a @ et dont le dernier terme est de; . De plus, la définition de dey
ee >
& a

< . . <7 a constitue un nouveau probléme 4 résoudre.

o> 2 S y Enfin la spécification: de ky ‘introduit de l'indéterminisme dans 18
o > 

|

72 a 5 | specification de 2,
oe 

i
o uv 7

x = @ - i A nouveau plusieurs possibilités se présentent :

ga EDS . |
$ Re ° - ¥ \ - expliciter dans &, ce qui ne l'est pas encore

<

a g = a L a - thercher 4 améliorer fo avant d'al er plus loin ce qui peut éviter
i Se 2 =,

ax zg ~ & 3 ! du travail inutile.
- oe °

a
S| 23 moe 4g

yrs 4
yu

NT

eae ee
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Choix : Amélioration de eSEALE, © AMEMNOLSELON OC. 5

parce que de, 2{l} eo ki = max(de;_1) < euréka >

Dans un raisonnement plus détaillé, cette remarque peut se faire lorsque

l'on cherche 4 déterminer le choix de k, dans dew, Clb.

Alors si ks max(dc,), dey = {1} donc n= 2 et ainsi Eo se

transforme en 1'énoncé &3 de la figure 4 of ky est noté k.

ALors , par définition, k est le pgcd de a et b

But 2.3. : Explicitation de k

En reprenant le résultat de l'exemple 14 du chapitre 1.3., pgcd

est définie récursivement par :

pgcd(u, v) = si v sO glors u stnon pgcd(v, u mod v)

oo umod v su - v*(u = vy)

A ce stade du développement l'explicitation est terminée si on

pose k = pgcd (a, b)

On retrouve ainsi T'@noncé de l‘'exemple 14 du chapitre 1.3.

Ainst le but O est atteint.

~ On peut étudier d'autres choix que les précédents . Par exemple,

remettre en cause le choix 2.2.1 en prenant pour invariant prem(u,, vi)
7’

On va se Heurter alors 4 ta difficulté liée 4 la construction de

couples d'entiers premiers entre eux.
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- On peut chercher une définition récurrente de k . 11 s'agit alors
“

de mettre en oeuvre une transformation de programmes classique
suppressi ivi tye 

invari

ppression de récursivité dans le cas de récuretvtté terminale. On invariant : Kk, div a

obtient ainsi T'énoncé de la figure 5. 
condition d'arrét : k, divba v(t divaat div bat div k,)

Mais aussi :

®4 invariant : k, div aa kK. div b

<< x x condition d'arrét : vt(t diva at div bot div ke)
» ¥ >> tg propor(x, y, |<< x.y >>: COUPLE réaultat << %» ¥ >>

a,b) a prem(x, y) Sa : Qu encore :

ig << X, yoo = <<a, b>> /k invariant: k, = max ({t tg t div aat div b} q [1..4])
k : EN " .

TIER ‘ : “n condition d'arrét : i = min(a, b)
k = pged(a, b) a

prcd(u, v) = af ved alorau| <<, d coup ES Gs ior og Nous ne développerons pas ces diverses solutions mais on voit tout de
: = = cg >>: *

sinon pgcd(v, u mod v) , 7 ie2> <<Cj0 dy>recce, : suite la quasi impossibilité, méme dans un protléme aussi simple que celui-ci,
44.C, bd >> te pocd(c,, 4,)= not ENTIER daly mod CyipPPacscy, dy o>] - d'une étude exhaustive.

i ' ] y ib : VWpgcd( d, ) kea, bo>: COUPLE = <<a, b>> Ce qui est d'autant plus regrettable qu'il est possible qu'une ‘al e

$2? Oy n tad =0 i étude conduise 4 des solutions intéressantes, par exemple, a des algorithmes

z de calcul paralléle des diviseurs de a et des diviseurs de b
domnda << a, b >> t

Remarque 3 :
Figure 5: ye .Figure 5 version récurrente du probléme de la fraction irréductible. La figure 5 donne un exemple de descripticn d'énoncé récurrent. Nous

. introduisons au chapitre 2.3 le langage MEDEE fermettant de construire deAutres possibilités envi ict a
wee BORSroL AES oy! Sageables_pour expliciter. pgcd : tels énoncés. On y précise également quel genre de formule est un 6noncé

a) Ch itératif et quelles en sont les propriétés intéressantes.) Chercher une induction sur les données a,b A T'aide de construc- , oe 4 prop

teurs sur les entiers. On se heurte aux mémes difficultés que dans le
choix 2.1.1. ciedessus en cle er

1 . Nous avons distingué deux méthodes (stratégies) d'explicitation
b) Faire d'autres choix diagfaiblisséments en introduisant une suite

ad :

ky dont le dernier terme est ‘ki’, On A‘dtors de nombreux choix d’ Invariants
par exemple : , a) Induction sur les données :

trés importantes :

, Pour ce faire on peut utiliser des constructeurs de données. Lorsqu’un

\ seul constructeur, en plus d'un constructeur o-aire, suffit,on décrit une

suite dont le dernier terme est la donnée :
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On peut aussi utiliser des simplificateurs .

Cette étude met donc en évidence deux sortes de définitions récursives :

les unes utilisant des constructeurs, les autres des simplificateurs. Nous

reviendrons sur ces définitions au chapitre 2.2.

I] consiste a décomposer 1'énoncé initial en une condition d'arrét

et une partie invariante et 4 introduire une suite intermédiaire dont

chaque terme doit vérifier l'invariant et dont le dernier terme vérifie

en plus la condition d'arrét.

Cette technique peut @tre considérée comme un cas particulier d'inducttion

sur jes résultats puisqu'on introduit des constructeurs du résultat.

(cf chapitre 2.4).

Ces deux techniques nécessitent la mise en Geuvre d'une stratégie

de généralisation, c'est a dire l' introduction de fonctions ou de suites

intermédiaires.

Notons de plus que nous sommes allés plus loin que la premiére expli-

citation d'un énoncé puisque nous nous sommes Préoccupés de transformation

de définitions explicites. Cet aspect de la construction des programmes

sera un peu évoqué dans la deuxiéme moitié du chapitre 2.3 et dans l'exemple 5.

L'étude de l‘exemple précédent montre qu'il existe deux niveaux de

choix : choix de stratégies et choix d'intermédiaires. Pour faciliter le

déroujement de ce genre de raisonnements, et en particulier les retours en

arriére, il est nécessaire de se doter d'outils de gestion des choix. Nous

associons donc au cadre syntaxique permettant de décrire les raisonnements

successifs, un moyen de décrire la structure des choix : parallélement a

la construction de la version explicite nous construisons T'arbre des diffé-

rents choix.
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Un probléme se prétant particuliérement bien & une étude systématique

des choix d'explicitations et celui des tris. On trouve amg GER, 77 une

demarche conduisant au tri rapide dans Jaquel‘e les prinetpaux ahig he sont

mis en évidence. Des études systématiques [BRO, 78] et orientées vers la

synthése automatique DAR, 78] ont été développées sur ce sujet.

On peut souhaiter, pour des raisons d'efficacité par exemple, transfor-

mer un @noncé explicite en un autre. Les techriques mises en oeuvre sont

similaires a celles qui permettent une premiére Sapien aia” "Ee ru ces

"transformations de programmes" qui ont été les plus étudiées jusqu'a présent

(ARS, 77] ; (BUR, 776 1,[BAU, 78b] etc...

Une de ces techniques est la représentation de tout ou partie du

systéme d'information dans lequel s'exprime 1]'énoncé.

Ainsi, comme nous }'avons déja remarqué, dans le probleme de venineen

d'une expression arithmétique post fixée (ch 1.4 § 1.3 d}) i Srianee initial

a été transformé en un énoncé portant sur une structure linéaire. Cette

transformation peut étre considérée comme une représentation du S.1. EXP

par le S.1. RLEXP (cf ch 1.3 § 6.3).

Pour la définir nous avons introduit un intermédiaire constitué d'une

suite de suites de réels :

eval(x) = x si x € REEL

eval(u~x) = st x € REEL

alors eval{u) ~ x

aioli rest(eval(u}) ~ effet(pen(eval(u)). der(eval(u)), x)
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Plutét que de parler en termes de suites de réels i] est possible de

parler de piles de réels (cf ch 2.2 § 5.1) puisque les seules opérations

portant sur ces suites sont ~ , der, début (en effet rest = début? et

pen = der?) ;
Finalement, nous obtenons 1'énoncé récurrent de la figure 6.

rot REEL résultat r .

po: (PILE [REEL '' OP])* tq re sommet (p, )

empiler : funzt(PILE,REEL)PILE

de base dans PILE

ao. ar + fonet (PILE) PILE

de buse dans PILE eto empiler(depiler?(p;),
sommet : fonet (PILE)REEL

de base dans PILE

RLEXP : S.1.

Pp tgiz2 a py ae el; € REEL

airs empiler(p; 15 el;)

effet sommet (depiler@(p,)),

sommet (depiler(p;)), e1;))

Py = pilevide

donnée el : RLEXP

é.- ETUDE DU PROBLEME DE L'EXPLICITATION DES PRORLEMES.

L'étude empirique précédente permet de spécifier Je (méta} probléme de

i'explicitation.
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2.1.1.- Spécification du probléme.

Intuitivement, expliciter un probléme consiste 4 le transformer

en un autre probléme dont l'énoncé et Je S.1. sont constructifs et dont les

solutions sont des solutions du probléme de départ. Les définitions du

paragraphe 6 du chapitre 1.3 permettent de spéc.fier le méta-probléme de

liexplicitation (figure 7).

Pour compléter cette spécification puis essayer de construire

un méta-algorithme d'explicitation il faut définir les concepts de prabléme

explicite, §'énoncé explicite et de systéme d'information constructif. Ceci

revient 4 définir l'univers du méta-probléme de 1'explicitation.

Ce méta-systéme d'information étant précisé, 1’explicitation

du méta-probléme de T'explicitation consiste 4 expliciter les relations

vértfie, représentatton de, abstraction de.

Pour expliciter P' vérif P on cherche a4 te décomposer en un

ensemble de méta-problémes plus simples a résoudre. Ces méta-problémes

s'obtiennent, en général, en ajoutant des hypothéses 4 P' ou P

on cherche une suite Puree Pa de problémes invermédiaires , telle que

P! vérif Py et Py verify at sums @% Py vértf P

On est ainsi conduit 4 &étudier un certain nombre de méta-sous~-

problémes de P'uéptf P de la forme P' et G'(P') vértf P et L(P).

ot €& et ' sont des conditions (méta-prédicats) sur P et P'.

Ces conditions sont liées 4 la forme d'une partie de 1'énoncé et

d'une partie de l'univers des problémes. Ici encore une étude précise des

énoncés explicites et des S.1. constructifs doit déboucher sur la mise en

évidence d'un certain nombre de méta~sous-problemes pour lTesquels 1|‘explici-

tation est, en partie au moins, résolue. Ces différents méta-sous-problémes

seront appelés stratégies dlexplteitatton. On ratrouve ici un point de vue
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Ces diverses stratégies vont,elles aussi,se décomposer, pour

: de construction gui apparaissent ainsifinalement se réduire a des ».

comme des opérations élémentaires dans le mata S.I. de l'explicitation.

En fait ces régles de construction sont des théorémes du méta-univers

dont la conclusion est de la forme P' vértf P . D'autres travaux consi-

dérent ces, régles de construction comme des régles d'inférence [BUR, 77 b]

(BAU, 78b 1.

De maniére similaire il faut définir des stratégies d‘abstraction

et de représentation.

Un avantaye de ce genre de démarche est que la "correction" du

probléme obtenu vis 4 vis du probléme de départ est automatiquement assurée

si chaque étape de la transformation correspond a l'application d'une régie

de construction.

2.1.2. - Strategies d'explicitation.

La technique générale d'expliciteti@n consiste 4 introduire

des intermédiaires (fonctions, objets, ensembles). Pour cela le programmeur

dispose des moyens suivants :

a) un guide de l'ordre d'explicitation

- 11 est raisonnable de commencer par chercher a expliciter la relation

sentre données et résultats, puis de recommencer pour les résultats

intermédiaires.

- La structuration et la modularité des énoncé et S.1. initiaux permet
des explicitations locales.

b) un catalogue de stratégies entre lesquelles il peut choisir
Nous avons vu dans les exemples précédents qulques unes des stratégies les

‘plus usuelles

- analyse par cas

- affaiblissement
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induction sur les données
reuré 

5 

. 

3

eprésentation d'un systéme d'information par un autre

abstracti ‘ ection d'un systéme en un autre (introduction de constructeurs)
- Introduction de S.1. intermédiaires.

- suppression de récursivité

etc...

Gite stratégie est un méta-probléme qui s'énonce comme un
cas particulier du méta-problaéme de l'explicitation

sanat Par exemple sie est un énoncé de résultat r la stratégie

nalys iquée a 'yse par cas appliquée 4 (e€ , r) consiste & trouver p booléens

b Dorery b caractérisés respectiver ent pa es enoncés 8 ve Bp 
, p

1 

] a

p $ ia ] s respective ent par

et +1 nter édiaire Y ¥ caractér isé

Eqeeees foal tels que :

(B, A €,) v (Boag1 1 2 a) Wew (8, A Ey) v (1B, Veuv B)

A foe! De

Gn peut alors remplacer e« par

C= cag by alors r

bs alors Pp

b, alors ry

sinon t—— p+1

et par la conjonction des 8B; et dese,

. . ‘Ainsi le résultat d'une stratégie d'analyse par cas est forma : |
~ des énoncés 8; et g, 

|

- des intermédiaires oF et r,
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Bien sur ces différentes stratégies sont en général, ind@terminis-

tes et non calculables. Pour les résoudre on rastreint le nombre de solutions

en effectuant des choix qui font appel en général & d'autres stratégies :

l'explicitation apparait donc comme un processus profondément récursif
, non

seulement a cause de la structure arborescente des énoncés 4 expliciter,

mais aussi par Ja nature indéterministe des stratégies.

Par exemple, pour effectuer une incuction sur les données on

pourra chercher des constructeurs, donc faire une abstraction. De méme pour

trouver une formule de récurrence dans le cas d'un affaiblissement on utili-

sera souvent |‘unification.

Il faut encore noter que ces différentes stratégies n'ont pas la

méme “taille” :

certaines sont locales (unification,analyse pur cas...)» d'autres peuvent

concerner des inconnues trés “complexes” (abstraction , représentation...}

c) un certain nombre d'heuristiques caractérisant les diverses

stratégies :

outre les préconditions éventuelles {SIN, 79]

tégies,il est utile de donner des critéres d'utilisation, un peu 
comme on

a la mise en oeuvre de stra-

le fait par exemple dans la description de techniques de calcul intégral.

C'est certainement l'un des points les plus délicat : c’est dans le choix

de la stratégie qu'intervient i! intelligence ou l'intuition du programmeur.

2.1.2.- Ragles de construction.

Pour mettre en oeuvre ces stratégies le programmeur peut utiliser

des végles de construction <

- Régles de calcul algébrique, ensembliste...

= Ragles de transformation d'énoncés développées depuis quelques arinées

[ARS, 77] , [BUR, 77 b] , (BAU, 78a) , [FEA, 79} telles que le pliage, le

depliage, la fusion d'itérations etc...
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- Regles permettant d'énoncer certaines stratégies : introduction de

suites intermédiaires, introduction de symboles o-aires intermédiaires etc...

L'application de ces régies est conditionnée par certaines pro-

priétés des formules a transformer.

2.1.4.- Expression du méta-algorithme.

I] est nécessaire de disposer d'un cadre syntaxique :

~ Pour décrire les énoncés et les S.I. : dans un processus d'expticita-

tion i] est nécessaire de disposer a la fois de l'ancien énoncé et de

T'énoncé que l'on est en train de construire (de méme pour le S.1.}

Ainsi une présentation sous forme de colonnes, comme pour les spécifica-

tions, permet de manipuler les deux formes d'énoncés mais aussi de savoir

a tout moment of 1'on en est dans l'explicitation : on décrit ainsi les

différents résultats partiels du méta-algorithme

~ Mais i] est tout aussi important de pouvoir décrire la suite des

ratsonnements qui constituent l'explicitation. Plus précisément on veut

décrire les "calculs" du méta-algorithme qui sont une suite de stratégtes

Justifiées par des choix. Ceci permet de retrouver, de vérifier les rai-

sonnements et les choix qui ont permis de dériver un énoncé explicite.

~ Enfin en méme temps que les résultats partiels du méta-algorithme, i]

faut décrire les états successifs de L'arbre de choix de facon a faciliter

les décisions et les retours en arriére. I] va de soit, et on le vérifie

aisément sur les exemples précédents.qu'une voie d'avenir est la cons-

truction d'un systéme interactif d'explicitation permettant de soulager

Te programmeur des calculs intermédiaires, lui réservant les choix de

ss

- 298 -

Pour préciser les stratégies d'explicitat on il] faut commencer par

caractériser les énoncés et les univers constructifs,ce qui nécessite :

- de définir précisément ces concepts. Notis exprimerons ces définitions

en termes de systémes d'information

- d'étudier leurs propriétés 4 partir desyuelles on peut définir des

stratégies de transformation. t

-~ de se doter de langage de description d un emploi aisé.

Mais nous avons déja indiqué que nous nous intéressions essentiel lement

au cas des solutions calcutables et donc que ta distinction entre énoncé

et axiomes d'un S.I. n'avait pas d'importance. 1] en résulte qu'on pourrait

définir les diverses transformations uniquement en termes d'abstraction et

de représentation. Il n'en reste pas moins qu'il faut définir des techniques

de transformation adaptées a certains types de formules. La démarche est la

méme que ces formules soient cons‘dérées comme des @énoncés ou comme des

axiomes d'un S.1..

L'objectif étant la description du méta-algorithme d'explicitation qui

est esquissée au chapitre 2.4, nous commengons par étudier la forme et les

~propriétés des résultats qu'il doit fournir :

- Les S.I. explicites, on dit plutét constructifs, sont étudiés au

chapitre 2.2 en liaison étroite avec les stratégies d'abstraction et de

représentation et les définitions récursives.

- Le chapitre 2.3 étudie un cas particuliérement important d'énoncés ex-

plicites : les énoncés récurrents. Cette étude déhouche sur l'introduction du

argue MEDEE qui prolonge le langage des s-descriptions et qui est bien adapte
a la description d'énoncés récurrents. Aux éncncés récurrents est associée

la stratégie particuijiérement importante de l'affaiblissement.



CHAPITRE 2.2

DEFINITIONS RECURSIVES :T DESCRIPTION

ALGEBRIQUE D’UN SYSTEME 0D’ INFORMATION

‘
La classe Ja plus générale de définitions explicites est celle des

définitions récursives. Nous en distinguons deux types : les définitions

s-récursives exprimées 4 l'aide de simplificateurs et les définitions

c-récursives liées a 1a notion de constructeur. Les définitions s-récursives

sont cellesque 1’on entend habituellement paz le vocable "définitions

récursives". Aprés un bref rappel de leurs propriétés (paragraphe 1), on se

préoccupe de la construction d'une telle définition a partir de s-descriptions.

Ayant rappelé 1'intérét méthodologique des concepts de constructeurs

et de simplificateurs, le paragraphe 2 présente 1'étude, 4 partir de quelques

exemples, des descriptions algébriques de systéme d'information qui forment

un cadre bien adapté 4 l'explicitation des problémes.

Aprés avoir caractérisé les définitions c-récursives d'‘opérations,

il est possible, au paragraphe 3, dé définir et d'étudier les systémes

d'information algébriques. On peut montrer l'intérét du concept de form

normate et l'existence de méthodes de preuves de consistance dans ce cadre.

De plus, la plupart des opérations de construction de S.]. (cf ch 1.2 § 5
et § 7) peuvent étre définies en termes algéiuriques (paragraphe 4), ce qui

assure un caractére de stabilité & ce genre de description.

I] est alors important d'étudier le passage d'une s-description @ une

description algébrique. Ce passage correspond a une abstraction algébrique

et le paragraphe 5 propose un méta-algorithma permettant de construire une

b telle abstraction.

Le dernier paragraphe concerne le probléme de la représentation de

systémes algébriques et propose lui aussi un méta-algorithme de représentation.
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1.- NOTION DE DEFINITION RECURSIVE.

Introduites par Jes logiciens (KLE, 52] , [SHO, 67} pour caractériser
la classe des fonctions calculables, les définitions récursives ont été
l'objet de trés nombreuses études par les informaticiens, autant pour l*in-
troduction d'outils de programmation fondés sur la récursivité (LISP [CAR, 62]
CUCH [B0H, 66] , procédures récursives, types abstraits algébriques) que
pour ja description formelle de leurs propriétés (théorie du point fixe
(LIV, 78] , sémantique dénotationneile (SCO, 71] , sémantique algébrique
{COU, 78} , ragles de preuves (MIL, 76] , régles de calcul {VUl, 74] )

Aussi nous contenterons nous ici d'un bref survol des caractéristiques
des définitions récursives précisant surtout l'aspect méthodologique associé
4 leur construction.

Suit S oun $.1. G'alphabet A et h un symbole de profil
Sy arenas 34 + Sg n'appartenant pas a A (S). S:++Sqs Sa41 sont des

sortes de Si. Un appelle symbole de fonetionne lle (ou simplement foncttonnelle)
asgould a hh to schéma fonctionnel T sur Ay {ii} a

Par exemple “G = st x, a 0 alors xX, atnon h(x5, X, mod x )
: 

2 ae 1 27°] 2

est une fonctionnelle associée 4 h sur un S.1. contenant 1'opération mod.
Comme nous ltavons deja signalé plusicurs fois (ch 1.3 § 2, ch 2.1 § 1)

i] est possible de définir par récurrence sur la longueur des termes une
régie de substitution a h » dans une fonctionnelle G, par un symbole de
méme profil que h (cf [REM, 74 1}

Avec les notations précédentes ;:

Une définition s-réeurstve d'un symbole foncticnnel f de profil
Sy) aE 5g S94 (pouvant ne pas appartenir 4 A } est une formule de la

forme :
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2 hy - {xX aeoes Ye /x.}f yy Yq GIt/ Vy ] ig’P

sont des variables libres ; {x1 -+-X5} est l'ensemble
q

des variables libres de “ et p<q 3; “G et h sont comme dans la

of Yyprrry

définition 1. o

Par exemple

pgcd(u, v) = s¢ vy = 0 alors u sinon pgcd(v, u mod v)

est une définition s-récursive.

Dans ta définition précédente, le terme s-récursive précise que la

récursivité est obtenue par l'utilisation de simplificateurs. Nous lui

opposerons au paragraphe 3.1 les définitions c-récursives reposant sur

l'utilisation de constructeurs. -

Ii est évident, avec le paragraphe 1 du chapitre 2.1 que les céfini-

tions s-récursives sont des définitions explicites. Cependant il n'y a

aucune raison pour que les définitions s-récursives soient réservées

aux fonctions "totales". Dans le cas général une telle définition sera

pré-conditionnée.

Une définition s-récursive pré-conditionnée est une formule du type :

B> Fypdg s ELM. ¥y Ms vate

ot 9 est une formule associée 4 f Yy-+YVq : sa pré-condition o

Par exemple

uzxOav2O> pged(u, v) @ st v= 0 alors u stnon pgcd{v, u mod v)

est une formute de ce genre. _

‘ Lorsqu'il n'y a pas d'ambiguité, on appelle encore définition récursive

une définition s-récursive pré-conditionnée.



Notation :

en utilisant le langage des s-descriptions, une définition s-récursive

pré-conditionnée s‘écrit :

f Mea ie, =» G[...]

st ©

Définition 4 :

Un systéme d'équations s-récursives préconditionnées est une conjonction

de définitions s-récursives pré-conditionnées de 1a farme

1 1 1 ipré (fy Yyees %q,) > f, Yypoue Y : cI Gil Fy/yee ed

1

q

L* ene (Fy Up YE) 5 MT Ty (fires)
x

Fier fia sf
Qn parle encore de schéma récursif (NIV, 75} : 8

telle que chaque cs soit un schéma fonctionnel sur Au {h, fravees

T} existe cco nombreuses présentations des systémes d'équations récur-
sives ({COU, 78] , (CAD, 73] , EREM, 74] » (LIV, 78] etc...) aussi nous
contentons nous ici de rappelcr quelques uns des résultats les plus fonda~

mentaux. Notons cependant que,dans le cadre cu nous nous placons,nous admettons

des fonctions partielles caractérisées par des pré-conditions. Pour se
raniener aux théortes classiques on devrait les prolonger en des fonctions

totales prenant éventuellement la valeur "indéfinie”

a) I] existe plusieurs sémantiques (interprétations} de systémes d'é-
quations récursives [COU, 78] . De la théorte du point fixe développée par
SCOTT. on déduit que chaque fonction d'un systéme d'équation récursif admet
une interprétation qui peut étre éventuellement 1a fonction r (fonction
nulle part définie) {[LIV, 78]

b) Ainsi tout systéme d'équation récursif 4 k inconnues f freef,

admet toujours une solution (on étend ici le concept de solution du chapitre 1.3)

’ de pgcd (ch 1.3 § 6.2) ou encore Tors de T'explicitation de maz (ch 2.1 § 1

- 303 -

a condition d'admettre les fonetionsnulle pact défintes (c'est-a-dire les

fonctions f+ telles que prd f= faux }.

Par exemple

f(x) a f(x) +1 n'est jamais définie

c) Une définition récursive peut admettre des solutions qui ne sont

pas calculables.

Par exemple

rae2r-] nlesB git calculable bien que ral soit
solution.

d} Plusieurs régles de calcul (appel par nom, par valeur, par nécessité}

ont été définies pour les systémes récursifs.

Ce sont des restrictions de la régles de substitution qui ont été

introduites pour rendre plus déterministe le calcul d'un résultat. Rappelons

enfin que les régles de calcul permettent au mieux d‘cbtenir le plus petit

point fixe de Ja fonctionnelle associée au systéme (LIV, 78}

1.3.- Construction de définitions s-récursives.

Nous nous intéressons, dans ce paragraphe,.a l'explicitation s-récur-

sive des fonctions. Ce (méta) probléme peut étre énoncé informellement de

Ta facgon suivante : :

Etant donné une s-description d'une forction f , construire une

définition s-récursive de cette fonction.

C'est un probléme que nous nous sommes céjaé posé tors de T'explicttation

exemple 2).

Ce probléme est donc une stratégie d'explicttation.Sa mise en ceuvre

peut. conduire 4 introduire de nouvelles fonctions(c’était le cas pour le

probléme du baguenaudier\. Cette stratégie est fondée sur des régles de

construction que nous introduisons maintenant.



1.3.1.- Régles de construction de définitions s-récursives.

D'un point de vue méthodologique, la construction d'une définition
s-récursive a partir d'une s-description a pour objectif le remplacement
de la s-description par la définition récursive. Cette démarche correspond
4 la construction d'une abstraction du $.1. dont la fonction est une opération.
C'est donc sur le concept d'abstraction que repose la régle suivante :

(RESR) Régle d'explicitation S-récursj ve —————____

Soit S unS.l. et f un symbole q-aire défini par la s-description
suivante :

Fxpeekg ey wv ef ©

La définition s-récursive pré-condit tonnée

g > Foxy +- Kg ate

est gorrecte vis avis de vosi

Hr VX)...
5 1 (9 >y lf Kye Rly I)a Vx +X qo > fx.

Avec les notations de la régle précédente, soit A le S.I. déduit de
S en remplagant l'axiome » > yp (ft Kye XQ /y] par yo Faye Xe s 6

Alors (A, id) est une abstraction de S si id est l'application identite
des symboles de A vers les symboles de § a
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En reprenant le début d'explicitation di: probléme des sous-suites

ascendantes de lTongueur maximum,,nous avons transformé (ch 2.1 § 1 exemple 3)

Ja s-description :

croiss(B) = b

tg b= (vi € [bi(B) ..bs(B) - 1], By < By4y)

en la définition récursive : A

croiss(B) sai Be<>v ipl = 1

alors vrat

stnon croiss(débui(B)) a der(début(8))< der(a)

La régle (RESR) était le fil directeur ce la stratégie que nous avions

oalors suivie.

En réalité dans l'explicitation de croiss nous avons une équivalence entre

la s-description et la définition récursive

L¥B , croiss(a) © (vi € {bi(B)..bs(B) “11. 8; 6 By IO

(vB , croiss(B) = st Ba<>a iplel

alors vrat

sinon croiss (début (8)) a der(début(s))

«© der(B) J

Ainsi, l'abstraction (A, id) définie par cette transformation est

compléte pour les formules croiss(B) = b (définition 13 ch 1.3). Comme

par ailleurs elle préserve les autres théorémes par définition de id,

cette abstraction est compléte. Elle associe de facon bijective 4 toute

solution d'un probléme P sur S$ , une solution de l'abstraction Pa de

Paa.

Caractérisons de fagon générale cette propriété par la régle suivante :

_ a



(RESRT) Régle d'explicitation s-récursive totale

Soit f un symbole q-aire d'un S.1. $ » défini par la s-description

fy ey vero

La définition s-récursive pré-conditionnée

9 > Fay eeeg ate

est totalement correete vis a vis de yp osi

te Yry-Xq (0 > vl fay “Xq/y] ) 49 Wy XQ (9 > Fey ekg # Z)

Avec les mémesnotations que dans le théoréme 1, (A, id) est une
abstraction compléte de $ o

Nous adopterons quelquefois une présentation des ragles de construction

Voisine je celle utilisée pour les régles d'inférence en sémantique axioma-

tique (LIV, 78) et développée par exemple dans [BAU, 78 b] . Ainsi
(RESR) peut s‘écrire : ‘.

eo Ww [fxy..Xg/¥l

v XX {p> uf Fry xg/y) >
| =

i
| 

NS Kyehg (oafxy..xq 2%)

! st
| q
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1,3.2.- Stratégie d'explicitation s-récursive

C'est un cas particulier du probléme général de i'explicitation

qui concerne les fonctions définies par des s-descriptions. !

$ SESR + Stratégie d'explicitation s-récursive

donnée f caractérisée par f Myre eXg =y tg ww dansunS.I. §

si ©

régultat définition s-récursive f Xpoeg = e

, st 0
xX, * G est correcte vis-a-vis de ytq orf x. 4

# =i.e transformation de la s-description de S ##

Dans 1a nouvelle description du $.I. $ 01 place la s-description initiale

de f dans la colonne de gauche et la définition s-récursive dans la colonne

de droite.

Heuristique :

- Chercher G sous la forme :

stb glers 6 sinon 1

ou & ne contient pas de symbole inconnu

et b est tel que S ‘soit une solution “évidente" de y

- Choisir les simplificateurs de telle meniére que, pour tout Xyre%q

tel que © soit vraz , l'application d'un nombre fini de fois des simpli-

ficateurs conduise 4 un q-uplet YoYg te. que b Uyy/xy ++ -¥q/Xq] = ure

- Pour déterminer 1 essayer d'unifier

v [f yee XQ/VI avec vf Ups Ugly]

od Uys Ug est le q-uplet déduit de DyreeXy par application des

sélecteurs. Ceci peut conduire 4 l'introduction de nouveaux intermédiaires.

pon Reman ce oes eee ____|
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Cette stratégie apparait comme un cas particulier d'induction sur les

données. Elle peut faire appel a d'autres stratégies telles que l'unification.

Apres avoir étudié le probleme de T'explicitation s-récursive d'une

fonction, nous nous intéressons maintenant au probléme global de l'explicita-
tion d'un systéme d'information.

@.~ NOTLON DE SYST!

2.1.1.+ Explicitation d'énoncé et explicitation de systéme d'in-

formation.

Les S.1. que l'on souhaite utiliser Pour une spécification initiate
d'un probléme doivent étre trés "riches" en propriétés, ce qui facilite leur
utilisation. C'est Te cas des s-descriptions de S.1. qui reposent sur 1'uti-
lisation de S.I. prédéfinis.

tn revanche ces $.1. apparaissent souvent comme peu constructifs,
ou plus préc:sément sans constructeur évident. Or, nous avons constaté sur

les exemples < hapitre 2.1, que l'explicitation nécessite la mise en

évidence dans le 2.1. de référence de simplfficateurs et de constructeurs.

Reprenons |’ exenirie 2 du chapitre 2.1 ({probléme des sous- suites
maximales). L'explicitation des fonctions « > croiss, {1 en termes de

simplificateurs (ou de constructeurs, nous allons revenir sur cetle deuxiene
possiblité) conduit 4 une ab: pactivn du S.1. initial. Cette abstraction

consiste simplement a remplacer les axiomes initiaux caractérisant ces

fonctions par les définitions récursives correspondantes. Mais pour la

résolution ultérieure du probléme , on a assez peu gagne si on est obligé
de revenir, dans ?'abstraction obtenue, aux s-descriptions initiales des
simplificateurs. Si donc i] était naturel » lors ue la spécification initiale

du probléme, de considérer un S.I. V* trés riche en propriétés, on commence,

ace stade du développement, 4 savoir quelles sont les propriétés {et donc

les fonctions) qui sont les plus intéressantes pour le développement ulté-

rieur de ]'énoncé. Ce sont elles que l'on soukaite abstraire du systéme d'‘in-

formation initial et qui seront 4 1a base des raisonnements ultérieurs.

On cherche donc un S.1. “extrait” du S.I. de cépart et que }'on pourra
prendre comme nouvelle référence en “oubliant'’ le S.1, initial.

En d'autres termes, et en reprenant les notations du chapitre 1.3,

pour expliciter un probiéme il ne suffit pas c’expliciter T'énoncé du probléme

et se placer dans T'abstraction de SD fei] céfinie par l'explicitation de

ei mais encore faut-il expliciter les fonctions de base du S.I. du probléme

qui sont utilisées dans la version explicite ce l'énoncé ¢

2.1.2.- Premier exemple de spécification algébrique.

Reprenons te probléme des sous-suites ascendantes maximales. Aysnt mis

en évidence les constructeurs ~ et <> , une premiére idée’ consiste a

donner une nouvelle définition de V* en termes de monoide. Ainsi V*

serait le monoide libre sur V , c'est a dire un ensemble muni d'une loi de

composition interne ~ (la concaténation) a:sociative, admettant un élément

neutre <> et contenant un sous-ensemble isomorphe 4 V . Mais cette

définition n'est pas directement constructive et on lui préfére la définition

suivante : =

ve est caractérisé pat l'existence d'un constructeur binaire :

~: op (Ve, Vv)

et d'un élément particulier qui es’ le constructeur o-aire "< >" .

Cette définition revient a dire que tout élément de V* , différent

de la suite vide <>, est de la forme (..4<>~ x) ~ Xp)---) ~ Ap
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; ' ; : 
début(g~ x) a B

Sion ne denne pas plus d informations sur V* on obtient une 

4
. 

f 

err 

der 
~ ak) eK

Strustiuve libre en ce sens qu'il n'y a pas d’axiomes propres. 
(8Une telle structure risque de n'étre pas assez riche pour les

et tes préconditions :transformations ultérieures d'énoncés. On T'a d'ailleurs constaté dans
pré {B~*) * grat 5 ped <> B unm GSTexemple 2 du chanitre 2.1 ou dans la définition de croiss(y ~ x) on

1

pré (début(B)) = (8 # <>) 3 ged der(9}) = (BB <>}
faisait 7 veni ié . i ite 

; straction du systeme

aisait intervenir de maniére naturelle der{y). On peut aussi souhaiter 
Ce nouveau systéme d'information :st une abstraction du systene

démontrer que les enoncés (1) et (II) obtenus dans cet exemple 2 sont équi-Car , j 
7 , p sté 5 

' 

Initial. 

. . 
_

ents, Ou, mieux encore, que l'on peut passer Systématiquement de l'un 
Les axiomes de V* font apparaitr> < début, der > comme

é Vautre, et ceci sans avoir a revenir aux s-descriptions initiales.

erty are 1 neraer de“réciproque” de la fonction ~ . C'est ce genre d’axiomes qui perme? de

we 
. 

eters 
: 

. 

‘ 

5 : 
Sfinition iterative.

aS" Gb Epehahite aeFinin UF en ‘ntroduisant des axicnes passer d'une définition récursive d'une fonction d une définition iteratreliant constructeurs at Simplificateurs. Reprenons alors les s~descriptions

ies devininians s<récurs ives
ie es axiomes ne sont pas des defininrans s-recu

de début , der et ~ (cf ch 1.2 § 7.2) et cherchons a expliciter les deux 
NOSars lpee Bea ont pas des variables. !]

premiéres opérations a l'aide de la troisié 
ie, Paes Ee _ 6finitians

. orsteme. s'agit de définitions récursives portant sur des constructcurs ou définitians(0) pre (début (8 ~x)) « ta~ xt >] 
c- réecursives (cf § 3.1). , 0bs ~ - bI(B~ + 

ré a WES 4

& in (B 2 bi(B x) 1} el 
pant Ga S.1. tel que le nouveau J* on ne precise pas ce qu : re& [bs tl - bi + 2 

i i B dan ‘ ! is s de

(*) i , 1 bi un objet de la sorte d°intérét ; c'est-a4-dire que l'on n'utilise pa
Pe 

5 
1 

+ 

. z li pe Bs 4 duscrice

“ae 
erat pu aaue 3(B) 2 D1(B) pour 

sorte support. C'est l'une des différences essentielles avec les $-descri¢ |

r 

toute suite 6 
, 

tions présentées au chapitre 1.2. 

!

bi (début ~ i ~ i 

. 
yan " - " se" d'y“ be Have o - i 5 ran (8) Dans un tel $.1. les axiomes indiqueni comment on “passe” d'un£7 ébu ~X)) 6 DS(R~ x) -l obs B 

. ; a. m re 8 nt on peut “extraire

(3) Vivicisiet« bs(B) > appl(début (B~x), i) wa (Bmx, 4) 
objet & un autre (opérations "~" et "début") ou comuent p cai

»icyhis d«< bs 

~ x), 
~x, 

. apatinn “dant! - 
aS ce Gen

MB, 4) 7 des informations" d'un objet danné (opération “der"). fn ce sens ¢ °
a 7 

: ‘ i nar s“GeScriptions °:

Donc, avec “i'aciome de Véegalité" sur] a ti d de spécification est plus abstrait que celui fourni par des s-desc -
> Ae 2 LOM 

r 
; 

. z . tes 2 oe,

sur ] it ° MOSS « PREPHONS» one on a abstrait un certain nombre de propriétés et néglige les autres
ur tes suites ;: 

_ + é 2 Specification
(1)a (2) 4 (3) rebut (B ) #8 “ revanche, i} ne nous semble pas, en général, bien adapté d une spe °

A A #—* Gebu ~ Xx a

Be ; @ vision

initiale d'un probléme dans Ja mesure o& il sous-entend deja une visDe maniére analogue on prouve que

constructive de T'univers du probléne.

ee Cette forme de spécification a ét8 intraduite par an
ifié elgébrigue

eau" systéme d' infor- ¥ (GUT, 78 a} et le groupe ADJ (G0G, 77 a] . Elle est qualifiée gébris
» dont les symboles sont <>, ~ » der, début

>

On peut donc caractériser y* comme un “nowy

= te o Ary

. 
. 

. 
2 : 

ans un tel systéme d‘informa-

mation, noté encore y* 

car les objets et les opérations apparaissant dan

ont : tion peuvent étre considérés comme définissant une algébre abstraite

(LES, 79] (cf § 3.4).

{avec les mémes profils que précédemment) et dor. les axiomes 5

ee ee ely



De maniére trés schématique, un systéme d'information algébrique est
Caractérisé par ;:

a) le fait qu'il n'y a pas de définition des sortes d'intérét en termes de
sortes support.

b) La forme des axtomes qui ne sont que des définitions récursives, éven-
tuellement pré-conditionnées. Cette forme explictte des axiomes caractéri-
sant les fonctions de base est l'un des intéréts majeur de ce genre de
Specification (cf § 2.3).

Pour mieux comprendre ces idées donnons une syntaxe possible d'une
Spécification algébrique,trés voisine de celle de GUTTAG, dans le cas des
suites sur y (figure 1).

Nous parlons alors de description algébrique ou encore de a-desertptionde V*

oT. VFSDs

<>: 
Vi: 8.1, Parun

~ ilcf 
frarcn

début : S-descriptions| ~ - op (V*, V) va opérations
der :}chl.2 fisure 9 début : fonet(V*)V*) début(u ~ x) =u

der : fonet(V*) Vy der(u~ x) = x
a

<> top V revtrictions

wré début(u) = (uf < >)

pré der (u) = (uf#< >)

Tl n'est pas tout 4 fait exact de prétendre q.e l'on ne précise rien,dans le cas d'une Spécification algébrique, Sur la forne des objets consi-dérés, Par exemple, dans le cas des suites on peut écriia : a re ama al

PsCG, #2} pow st api x

Les concepts de tonne

sentons au paragrapne 9.3.

sur des motions de gramnel

54 donc on adnev, dans des s-descriptions. des a@riailions

récursives des sortes d'intérét les descriptisns algébriques sont in

cas particulier de s¢-descriptians

L* introduction de pré-conditions dans ja description algébrique résulte

de l'existence de ces pré-conditionsdans ja s-description initiale.

Ces pré-conditions nécessitent un certain namore de Sepa Jors eigmne

démonstration. I] faut, en particulier, véritier qu'd chaque “appel d'une

fonction 1a pré-condition correspondante ast réalisée. 7

Plutét que d'utiliser des pré-conditions nous aurions pu décider,

tant pour tes s-descriptions que pour les a-cescriptions, fe ne Ema

que des opérations totales, quitte @ventuellenent a introduire un @lémens

indéfini oe".

Par exemple on peut poser :

début (<>) s <>

io (<>) #0
On vérifie, par i‘expérience, que le premier axiome ne pose aucun

probléme, bien au contraire i1 simplifie les iéveloppements ueeripure an

évitant t' introduction de certaines condition ielles. Inversement va on avait

décid® de définir début(< > ) comme @tant agile & w on n'aurait rien



Ici l'introduction de der(<>) = w permet des simplifications d’écriture

a condition, de prendre certaines précautions :

Par exemple puisque Y , dans le probléme des sous suites maximales, est

totalement ordonné on exige que vx EV ,we x . Ceci permet ators de

redéfinir croiss plus simplement (ch 2.1 exemple 2 énoncé (1}) :

croiss(8) # 3¢ Bs<> alors vrai ginon croiss (début (A) )

a der(début(B)) « der(p)

car alors cette définition a un sens lorsque {Bi = 1, c'est 4 dire

lorsque

début(8) @© <> et ona bien croiss(B) = croiss(< >) a der(< >) < der(s)

soit croiss(p) = vrat

On peut cependant reprocher 4 la définition de croiss ainsi obtenue

d'étre moins naturelle que la premidre.

Ainsi, d'un point de vue méthodolagique, se pose la question de savoir

s'il est préférable d'avoir des fonctions partiellement définies (pré-conditions}

Ou Si au contraire i] vaut mieux n'avoir que des fonctions totales, prenant
éventueilement la valeur indéfinie en certains points. Nous aborderons

rapidemen: cette question au paragraphe 3.2.3.

2.3.1.- Lxemple de passage d'une s-description 4 une a-description.

Afin de mieux dégager les intéréts des a~descriptions reprenons
ltexemple de la table des symboles (ch 1.2? § 7.3 exemple 11).

Spécification algébrique du S.1. “table des symboles" [GUT, 78 a] ,

[FIN, 78 b]}

= S19 >

pas 1 7

1) s'agit de chotstr les constructeurs. 1] est assez naturel de choisir

“insert” et “debbloc". Mais i] faut aussi choisir un "point de départ” que

nous appelerons Ja table vide, notée “tabvides, et qui est définie par :

‘ tabvide = << 0, Bf »>

pas 2

Comme dans l'exemple des sous-suites croissantes maximales (exemple 2,

ch 2.1) , on essaye alors de définir les autres opérations 4 l'aide de

ces constructeurs "primitifs”. Donnons deux exemples.

a) Par définition presom(ts, ident) = 3a : AT tg <<ident, bloc de ts, a >>

€ rel de ts .

Alors - presom(tabvide, ident) =3a : AT tg << ident, bloc de tabvide, a >.

€ rel da ts

‘wda:fT tq << ident, 0, ae g

= faux

- presom(debbloc(ts), ident) = 3a : AT tg << ident, bloc ge

debbloc(ts), a >>€rel de debbloc(ts)

posons ..ts* = debbloc(ts).

Pour définition-de debbloc : ts’ = << bloc de ts +1, rel de ts >>

alors presom(debbloc(ts),-ident) = 3a : AT tg << ident, bloc de ts +1, a >>

€ rel de ts ,

mais par définition de ]'invariant de ts :



~~ wa

b) La démonstration précédente était simple, en particulier parce que les

opérations “presom" et debbloc" n'ont pas de préconditions. Dans le cas

général it faut faire intervenir les Préconditions, comme nous l'avons fait

de maniére informelle dans l'exemple des sous-suites croissantes maximales

Supposons par exemple que nous cherchions ]'axiome caractérisant finbloc

(insert(ts, ident, a)),

nous aurons comme pré-condition :

pré insert({ts, ident, a) = cardinal(rel de ts) < na ‘Tpresom(ts,

ident) a lvide(ts)

et pré finbloc(insert(ts, ident, a)) doit étre vrat également. On

cherche donc le plus petit prédicat p(ts, ident, a) (au sens of p est

plus petit que q si po aq)

tel que p(ts, ident, a) > pré insert(ts, ident, a) a pré finbloc(insert

(ts, ident, a)}

soit p(ts, ident, a} > cardinal(rel de ts) <n a lIpresom(ts, ident}

a Ivide(ts)a | vide(insert(ts, ident, a))
On démontre simplement que ‘lvide(insert(ts, ident, a)) + Tvide(ts)

On obtient ainst ;

p(ts. ident, a) = cardinal(rel de ts)< na \presom(ts, ident)a \vide(ts)

On peut maintenant expliciter finbioc(insert(ts, ident, a)) :
Par défiuition des s-descriptions de insert et finbloc :

(i) ° pré insert(ts, ident, a) a tsl# insert(ts, ident, a} >

ts] # << bloc de ts, rel de ts u { << ident, bloc de, ts, a >>} >>

(11) pré finbloc(ts1) 4 ts2 = finbloc(ts) >

ts2 = << bloc de tsi -1, rel de tsl \ {<< id, x, at >>

tg x2 bloc de tsl} >

de (i) et (ii) on tire :

p(ts, ident, a) a ts2 = finbloc (insert(ts, ident, a)}

> ts2 = << bloc de ts -1 , rel de ts\ {<<id, x, at >>

tg x pbloc de ts} o>
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Si, maintenant, on a 1'idée ( € eureka >) d'unifier cette formule avec

T'axiome suivant caractérisant finbloc (ts) :

pré finbloc(ts) a ts' = finbloc(ts) 3

ts' # << bloc de ts-1, rel de ts \ {<<id, x, at >>

tg X 2 bloc de ts} >>

On obtient :

p(ts, ident, a) a pré finbloc({ts) a

finbloc(insert(ts, ident, a)) s finbloc (ts)

Remarquons que je sens des implications montre bien que t'on effectue

une abstraction en remplagant Jes "anciens" axiomes par les “nouveaux".

En effet, si on néglige les pré-conditions , la démarche précédente a été

guidée par la régle suivante :

¥e > vs ot u. est T'axiome fourni par la s-description

et w, V'axiome cherché de la a-description.

pas 3 :

Détermination des pré-conditiois algébriques.

Dans un probléme quelconque, i} est possible qu'en effectuant une

abstraction algébrique on cherche de nouvelles pré-canditions. Quelle est ta

_relation qui les lie aux anciennes ?

_ Sotte... 0, 4yY® f(x) = vs Taxiome déduit de la a-description de f

et oO, Aye f(x) > Ve ‘celui déduit de sa s-description .

Par définition d'une abstraction on souhaite que :

(ways f(x) D4.) > (vay = F(x) D4)

Un calcul rapide assure que cette implication est un théoréme si :

9a >

et Ye [f(x})/y] > v, (f(x)/y] sont deux théorémes -

La relation entre , et , assurant que (‘on obtient bien une abstraction

(S est le S.1. de départ)Fe- > 9,
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Les systémes d'information algébriques apparaissent comme un 
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intermédiaire fondamental dans le processus d'explicitation d'énoncés : . 4 § 3c $ a 8e i ‘ a ’~ Le passage du S.I. initial a une spécification algébrique correspond 4 ——une abstraction des seules proprtétés utiles au développement ultérieur ‘ mm 
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| | | Sues sens une spécification algébrique apparait plie simple que la spécification
i yo wv

“ = = dont on part.
_~ a

ce a =
act

i = an ® - Mais ce passage se traduit également par un2 explieitation de certaines
z, a 6 re —

Lyte g "¢ fonctions et donc par ]‘obtention d'axiomes plus intéressants car récursifs -
o & em ‘ Min Fite apache . #2 :
= 3 s 3 2 ° 2 Ce sont ces deux aspects, "minimalité" et axiomes explicites qui font

gu as ¢# l'intérét des spécifications algébriques. Ils permettent en effet :
nae oN n Qs p
=) . = YB e

12s gc # ‘explici ‘énoncé é 3 l'on di~~ ee Po. p ~ d'expliciter 1'énoncé du probléme dans la mesure 0% 1’on dispose de cons-
e7es “ge P

~~ €& . see
ca @ 2 

;

geo s z 2 = g , tructeurs et simplificateurs.
= =

-“ OO % Y9-sha ao £
ou TU HE 

. . g mal : :

25.5 6 Se z = - d'avoir un grand choix de représentations ultérieures de l'univers puisque

a aie@ic 9) = l'on a minimisé les propriétés 4 transporter. Ces représentations permettant
— tt od £ 4 fe —_ . . . .

~- SoCo 8 & a l'explicitation d'énoncés ou servant 4 e rapprocher de constructions dont
' 

.

ei on dispose dans un langage de programmation
; 

i

st

_ ei | - de systématiser la construction d'une représentation en utilisant conme
Q .3

a Ie 3! guide les axiomes comme nous le verrons au peragraphe 6.
—TM © 

.
= J

as a , . olin
ao = et - de disposer de techniques de preuve de consistance ou de complétude
xq 4

@ ie ot z suffisante (cf § 3.4 qui ne sont pas applicables dans le cadre trop général
= st . P PP

a= at | des s-descriptions.
es) 

-_

& 4 ut a a : On voit donc se dessiner une premiére icée de méthode d'explicitation
. = 

1

3 . J d'énoncés.
Cc TM Net
- yy $ 

:

= po bi ~ Partant de l'énoncé et du $.1. de départ,determiner les constructeurs et
> 

~ 2

4 rat | simplificateurs permettant de définir induct vement le résultat. Ceci conduit

i | a définir une induction également sur les données et sur les intermédidires.
a

1 8 ; seared . = Fi :
3 - Construire une spécification algébrique 4 partir des différents construc-

2 ¢ teurs ainsi introduits. Cette démarche est guidée par des régles caractéri-

a - gant les définitions c-récursives, trés voisines de celles concernant les

g 4 définitions s-récursives (§ 1.3). La stratégye d'explicitation c-récursive

S| > ai est présentée au paragraphe 3.1.2.
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- Expliciter les intermédiaires et le résultat de 1l'énoncé en utilisant
certaines stratégies. Les stratégies d'explicitation c-récursives et s-

récursives en sont des exemples. Nous verrons au chapitre 2.3 d'autres

stratégies d'explicitation conduisant 4 des énoncés récurrents.

Cette méthode générale d'explicitation est précisée au chapitre 2.4. ,

Notons que les étapes ultérieures de la résolution du probléme consi-

déré seront bes transformations d'énoncés ou de S.I. conduisant a un programme
etficace.

La figure 3 donne une schématisation grossiére de cette démarche.

description

nitiale du S.1.

a-description

représentation> abstraction 
>. == se / ea —? niveau

énoncé explicitation /énoncé énoncé expli-
dynamiqueilicite explicite

Nous étudions maintenant les systémes d'information algébriques et dé-

finissons un 1?’.gage de description. ”

3.-_ETUDE ET DESCRIPTION DES SYSTEMES D' INFORMATION ALGEBRIQUES.

3.1.1.- Définitions.

Les définitions c-récursives forment un deuxieme type de définitions
récursives et reposent sur la notion de constructeur.

(exemple 2 ch. 2.1)

7 gos 7

est une définition c-récursive de T'opération | | 4 partir des construc-

teurs ~ et <>

Définition 5 :

Soit S un S.1., 5. une sorte de S et g un symbole de S$
v

de but 5;

Soit f un symbole de~S de profi] S455 -.-8, ~ Sas

tel que pour lejeq ,if#3 S; # 5; (fF sta quéun seut

argument de profil $;)-

Une définition e-récursive simple de f d partir de g est une

formule du type

f Vy Fg Uy Yaar Yq ® % (f/h, ty press eae

sont des variables libres d2 profils respectifs Syavese5y

~ u; est un terme de ta forme g 2yreZ,y ol les 2, sont des

variables libres

- G est un symbole de fonctionnelle associé @ h dont l'ensemble des

variables libres est [Xparees Kp}

- chaque t, est soit un Vy soit un z; ; a

En général, une seule définition c-récursive simple d'un symbole #

he permet pas de caractériser complétement ce symbole. Pour ce faire 1] est

nécessaire de prendre ja conjonction d'un certain nombre de telles définitions.

Le cas intéressant est celui of les différent2s fonctions g permettent

“d‘engendrer" tous les termes de profil 3; . Ciest le cas des définitions

de “valattr", "“presom" etc... 4 partir des coistructeurs "tabvide", “debbloc",

“insert" dans la description algébrique de TA3SYM (figure 2) .
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Hous sommes ainsi conduits & la définitions suivante :

Soit S un S.1., S; une sorte de S et € un ensemble de symboles1

g de S$ de but 5; @ chacun desquels est associéeune formule booléenne

notée préqg et appelée sa pré-condition.

Soit f un symbole $ de profil $+ 657... 5 Soe

lejeq.i#j« S# 5 (f n'a qu'un seul argument de

profil §))

Une définition o-récursive précondittonnée da * 2 portir da g est

une formule du type

L\ (erg ga o fusy)> fy... wy Upeee¥, at9 et, ui 1 i-1 “ies %q

Ty (Fly ty/tqeseey ty/%p]]

ob - Yao Ugo Gye ty sont comme dans ia définition §

a, ’ .
~ ® est une formule dont les variables libres sont Vyvres Vyoern Vos

c'est Ja pr4-condition de f notée encore pré f

On nomme pré-condition de f Vo ¥yey Up Vg la formule

pré f Vy rye Ve, eprdgao fu;/y,]

Une définition c-récursive pré-conditionnée est donc ia conjonction
d' implications dont tes second membres sont des définitions c-récursives simples.

Lorsque pré ga (us /y,] = fgue est un théoréme de S , on se

dispense de définir ¢ Yyrly seg . Clast ainsi que finbloc(ts) n'est pas

tel que pour

. Le nad fete iT SUM fs oF.défini pour ts = tabvide dans Ja a~description de TABSYM (Tigure 2). a

Ay ot Z a ape hy cok tye
Les définitions précadentes de c-récursi ité sank trop restrictives

de deux fagons :

a re
~ Elles na considdrent que des ansemsies ws ¥ ii

seule sorte de S a ta fois.

- Elles na considérent que des

ment dans 5 4

Ces restrictions ont ate faye: we \ ( lit

tation , de pius ¢'ast souve jan

Elles se suppriment towtes deux en canst reat. dens i

des formules, toutes jes formes possibles « -upie iF !

pondants aux différentes fonctions ay, phartenant respeceiveni
. a

6, 1 &
1 k

Par exemple, dans Y'énoncé (11) de T'exeiple % du chapitre 2.4, Tlopen

ration @ est définie par la définition cerSsursive suivante :

<> 2 <> 8 pray A 5

<> pow x e ural A

f-exX eo <2 8

awe oc yew y @hexko vv ‘ a4

bans Ta sulte nous pourrons adopter ce print ae vue alus général, o

La forme des us est également restrictive : ii arrive que lion

rencontre des définitions de ta forme de celiis introdultes aux définivion

5 at G pour Tesquelles Us est un terme plus complese. Par exempic, toujours

A ? oS ah O74 n vencontre la définition :dans l'énoncé (11) {exemple 2 ch 2.1}, on rencontre ja définition



~ wey ~

croiss(y~ x~y)@ croissiy~ x)axey .

Nous ne développons pas cette généralisation. 5

Notation ;

Une description d'une définition c-récursive de f A partir de ¢

est un couple

k({ EY, AU = Cpreeees F¥yes UG YQ = Be} 1 w)
4

“ j.
ou uy = 93 2p tp et est la pré-condition de f .

3.1.2.- Construction de définitions c-récursives.

De maniére analogue au cas des définitions s-récursives, nous

énongons ici des régles d'explicitations concernant des définitions c-récur-

sives. A ces régles sont associées des stratégies d'explicitation c-récursives

utilisées dans 2a construction de a-descriptions de S.J. a partir de

s-descriptions. Ce sont ces stratégies qui ont été mises en oeuvre dans

Vexemple 3 (TABSYM).

a) Régle de construction de définitions c-récursives :

Comme pour les définitions s-récursives , on est conduit a cons-

truire une définition c-récurcive d'un symbole f lorsque l'on effectue une

abstraction du §.1. dans Teguel f est défini par une s-description. C'est

sur le concept d'abstraction que repose la régle suivante {avec les notations

du § 3.1.1):

- 327 -

po {RECR) Régle d’explicitation c-racursive

soit S un S.1. et f un symbole q-a ra s-décrit sar :

f Yy-- Yq = Zig ust

La définition c-récursive pré-conditionnes de 7 A gartiy da

On f ppd PY pe Up Ny 2 Fy egg Wye, @
geu, ° ,

i

est correcte wis é aa \ tt

Avac les notations précédantas, soil A

remplagant T’axiome ovity,..-y,/e] par J

F a partir de & - Alors, sf id est Tidentize, (8, 14) ase ume

abstraction de $& ie

Le pas 2 de l'exemple 3 donne des ayenules d'utilisation ae ia real

ERECR},

Mais une talle abstvaction peut suprise: des solutions atu prob lane

C'est en particulier ce qui risque de se passar s'T} existe des cerns! j

ve de 53 qui ae peuvent clabteniy 4 l'aide des @ de & . Pour Sugncer

une rigie d'explicitation cerécursive totale, analogue 4 (RESRT) du parc~-
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b) Stratégie d'explicitation c-récursive

f SECR $ Stratégie d'explicitation c-récursive

donnée f caractérisée par FY] Yq =z tg dans un S.1. §

st

résultat e; ensemble d'opérations de S$ de but 5; et définition

c-récursive

q* Bl f/h. tees
a { préd f Vy Up eg 2 FYp ea ¥g yg Up eeey

t/x5] }

tq (RECR) est vérifiée

Présentation :

Dans la nouvelle description du $.1. S$ on place la s-description

initiale de f 4 gauche et ta a-description de f dans la colonne de droite
Ceci peut conduire a introduire de nouveaux intermédiaires.

Heuristigues ;

* Chuix de % (en général constructeurs de Si. cf § 5.2.2)

~ Ne pas vreadre en compte les g pour lesquels » [g 24 -2,/y4] ® faux

~ Pour déterminer Tq Procéder par unification entre

y PFY y+ G2y6 262,46 -¥g/2] et

Les définitions données ici sont trés voisines des définitions
classiques de types abstraits algébriques, qu'elles solent énoncées en
termes de "systémes algébriques" {GUT, 78 b] , de théories algébriques

{G0G, 77 b] , de description de type abstrait [LES, 79] ou de type
abstrait de données [BRO, 79 b] .

3.2.1.- a-description d'un symbole fonctionnel

Avec des notations vaisines des s-jescriptions, une description

algébrique (ou a-description) d'un symbole toner acer $4 pe “

ensemble G de symboles fonctionnels de but 9, est un couple formé :

4) d'une description de profil (cf ch 2.2 § $.2.3.

1i) d'une description de |'un des deus types suivants <

{il} description s-récursive qui asc wh counte (ef & 2.3}

at Tes sauies
r 2 Wie AGRE GORp (pré-condition de © , clas} une formule aoa

Le
\

qt
4

:

variables libres sont 4] Bae

. c'est un couC&S
=

: L Ken FE 44

i112} description c-récursive 4 partir de

- fF rj eof on hy 2 Ty sees f Yyrte Ny 2 by 8

- @ {formule de seules variatles Tibres ¥yro-¥e)
lt

Par exemple :

. finbloc : fonge (TABSYM} TABSYM

j finbloc(debbtoc(ts}) = ts

| finbloc(insert(ts, ident, a)) = fin

. pré finbloc{ts) - “[Tvide(ts)

ef

eat une a-description du symbole f @ perflirtie

Ltaxiome défini per une a-descriptian et. selon

s-récursive ou ta définition c-récursive cam esps

Par exemple, puisque :

peé Finbloc(debbioc(ts)) = “| vide(dei blec(ts)} Riggs oth EY) a

ned finbloc(insert(ts, ident, aj) = “vide(insert(ts, ident, aj} «

_ [pleine(ts} « ] presom (ts, ident.
a jvide (ts)

“lpleine (ts) a “Tpresom (ts, ident)it
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l'axiome défini par la a-description de finbloc est donc : , lexique ou profil a-description

Finbloc(debbloc(ts}} = ts a s-description

“Tpleine(ts) a |presom(ts, ident), Ivide(ts) = finbloc(insert(ts, | |

: | 
iident,a)) = finbloc(ts). ! gre S |

3.2.2.- Forme d'une a-description d'un systéme d'information. Description des sortes / sortes Sy. k |

: ‘intérét en termes de - paran. |La forme des a-descriptions des systémes d'information est trés ei a 1
Supports et description . ST, + Gul. ST, muut_de |voisine de celle des s-descriptions (ch 1.2 § 5). Nous nous contentons de la ' "

mod . : 
des invariants al 1décrire succintement (figure 4). 

Py ta Ay H

A

1 y .Commentaires sur cette figure : 
pi 49 rs

c| = » Ky kya) Spree Sy sont les sortes d‘intérét de S. On n'a pas a les définir r ST, . | ST, re

ici en termes de S.1. supports. Dans le cas de $.I. uni-sorte on : ; !
= 

; 

1 'continue 4 noter S$ ta sorte d'intérét de 5S. ‘ SB

Q ee,b) Les descriptions des paramétres formels sont les mémes que dans le ’ ‘
cadre des s-descriptions. 

a ‘ s-B,

c) Les P; sont les descriptions des profils des opérations f, fraran

introduites par la a-description. 
epérations

d) Les s~A, décrivent les équations de définitions c-récursives ou s-description des diffé- Py aA
s-récurs ives rentes opérations. ; |

. 

1
'

- Les fonctions f; aux juelles ne sont associés aucun s-A, sont les P a-A,

construeteure du S.1. 5 . On note Sons (S) leur ensemble . ‘
tPar exemple €ons(TABSYM} = {tahvide, debbloc, insert } . P

j 
no tote~ Les autres fonctions f, sont les simplificateure de S$. On 

restrvetions
t

distingue deux types de simplificateurs : | Ry

i- Les destructeurs qui sont des symboles dant le but est T'une 
:

des sortes d'intérét de $ . On note Dest(S) leur ensemble. Par R
- nexemple Dest(TABSYM) = {finbloc}

Figure 4 : forme générale _d‘une_a-description.
weebsesne © on weed cen eee eee ewer



. les sélecteurs dont le but n'est pas une sorte d’intérét de S .

On note Felts} leur ensemble. Par exemple

Delt (TABSYM) = { valattr, presom, taille, pleine, vide }

e) Les Ps sont les pré-conditions des fF; . Ainsi les différents

triplets :

(P55 S-A,,R;) pour leigm

(Pi. By Ri) pour m+leie¢n

sont les a-descriptions des opérations introduites par la a-description
du S.1.

Comme d'habitude lorsque pré f Ayeaan vrat on Se dispense de le
faire figurer dans 1a description.

f} Les $.1. apparaissant dans la description des profils ou en paramétre
sont les S.I. externes de S ,

3.2.3~ Systéme d'information algébrique

Un systéme d'information algébrique est un systéme d'information
défini par une a-description. Sa définition est Similaire & celle g'un
systéme d'informution défini par une S-description (ch 1.2 § 5.2.2. et § 6.2.
4 condition de remplacer dans Ja définition des extensions,
définis par les S-descriptious des opérations"

par les a-descriptions des opérations “.

"Yes axiomes

» par “les axiomes définis

3.2.4,.- Utilité des pré-conditions.

Soit S$ un S.1. tel qu'a chaque symbole fonctionne} q-aire f soit
associéeune pré-condition notée pré f ; c'est une formule booléenne dont

2.)

- 333 -

jes seules variables libres sont Kyo eek de profils respectifs les
q

constituants Spree §, de la source de f . On associe alors 4 chaque
q

terme u de S une pré-condition pré u dafinie par récurrence sur la

longueur de u:

- $i u est une variable, pré ua vr

-siousf Myre et n> BEgue pre PL apres Ulftla “N pee vygq 7

l<igg 7

Les S.1. définis par des s-descriptions wu des a-descriptions et tels

que leurs sous systémes soient décrits de cetie maniére vérifient T'hypothése

précédente sur S .

Définition 8 :

Avec }'hypothése de la définition 7, un cerme u de S$ est défini dane

S si pré ui «4 vrat est un theoréme d? S$. a

Nous discutons de J'utilité des pré-conditions a partir d'un exemple,

Les files a taille limitée (extension d2 Vexemple 1 ch 1.2)

Indiquons rapidement (figure 5) une a-description du S.J. FILE sur

un $.1. ¥, dont les éléments ont une taille limitée par n

RR eS As nk Rep MN ree ET Se tm acaba be



wer

SI. FILE

Vi: SE, param

ni: ENTIER
nel

fparan

fvide : op FILE opérations

ajout :fonet(FILE, V)FILE

retir : fonct(FILE)FILE retir(ajout(f, v)) = et vide(f)

alors fvide

sinon ajout(retir(f), v}

téte{ajout(f, v)) = si vide(f)

alors Vv sinon téte(f)

vide(fvide) = vrai

vide(ajout(f, v)) = faux

taille(fvide) = 0

taille(ajout(f, v)) = taille(f) +1

restrictions

pré retir(f) = Tvide(f)

pré ajout(f) = (taille(f) <n)

pré téte(f) = Ivide(f)

téte :fonet (FILE) V

vide : fonet (FILE)BOOL

taille : fonct(FILE)ENTIER

Dans cet exemple les principales opérations sont des fonctions par-

tielles. Mais on aurait pu employerun point de vue opposé en n‘adoptant

que des fonctions totales grace & Y' introduction d'éléments indéfinis.

=

Le premier point de vue est plus simple 4 mettre en oeuvre d'un point

de vue axiomatique et laisse le plus grand choix 4 l‘implanteur. Mais i]

nécessite un effort théorique pour préciser 1a forme des pré-conditions

admissibles et pour étudier dans quelle mesure les résultats valables pour

des fonctions totales le restent pour dés fonctions partielles.

C'est un probléme important si on veut cisposer de systémes automatiques

de preuves tels que le syst@me AFFIRM de MUSSER [MUS, 79] (cf § 3.3).

Qn peut aussi, comme [GUT, 79] , accepte: la cohabitation des deux

points de vue dans une spécification : dans |'exemple précédent on peut ne

pas définir “téte(fvide)", mais préciser que “ajout (f, v)" provoque un

débordement lorsque “taille(f) en". a

3.3.1.- Induction structurelle dars un systéme algébrique.

Au paragraphe 2 nous avons introdvit les spécifications algé-

briques pour permettre l’explicitation récursive d'un énoncé. La propriété

fondamentale qui était ainsi cherchée était la possibilité de “parcourir".

les différents objets de la sorte considérée. On définit plus formelTement

cette propriété de la fagon suivante ;:
’

Théoréme 4 :

Régle d‘'induction structurelle.
Soit S un S.1. uni-sorte (pour simplifier les notations) et o

un prédicat sur S$ (i.e une formule booléenne a une seule variable libre x

de profil S).

Si pour tout constructeur ou destructeur f de $ de profil

Sys -e Bp. we SS

pour tout q-1l uplet Upaeees Us ys Usgpeeees Ug de profils respectifs



“ws ~

Bysees Si? Siaytreee Sg et tout terme uy de profil S$ ona

pré f My Uy Yea Yq a o([ u/x] > off My UU Uae Uy / x)

alors «I v/x} est un théoréme pour tout terme v de profil $. a

Démonstration :

La justification de cette régle est immédiate par récurrence sur la

longueur de v:

s'il existe des termes définis v de profil 5 pour lesquels of v/x]
n'est pas un théoréme, i] en existe un plus court (au sens large) que les

autres noté f Myer Ug gl Wiper ty

Puisqu't? est l'un des plus courts , © Lu/x] est un théoréme, donc

par hypothése de la régle d'induction [fuy «Uy yu. ug/X] en est un

également, d’od une contradiction

cqfd

Cette régle d'induction est placée au niveau du méta-rafsonnement.

Nous avions déjé noté (ch 1.3 § 6.2.2. a)}) que si j'on souhaite définir un

logiciel permettant d'effectuer des démonstrations dans les systémes algé-

briques {[MUS, 79] il faut introduire, comme dans {NAK, 79] ou ([GOG, 77 a]

cette régle comme régle d'inférence.

Signalons également qu'elle est généralisable immédiatement aux S.I.

multi-sortes.

Exemple 5 :

Essayons de démontrer que toute file bornée f (exemple 4) vérifie

» = O¢ tallle(f) sn
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(1) o [fvide/f] est un théoréme puisque taille(fvide) = 0 et nO

(2) pré ajout (f, v) Am = tadille(f) <n a0 < taille(f) <n

s ' 0 <\taille(f) <n

> 0 < taille(f) tlen

> 0 < taille(ajout(f, v}} <n

Mais i] faut aussi prouver

- pré retir(f) a © > »o [retir(f)/f]

soit 0 <taille(f} ¢n 3 O¢ taille(retir(f}) <n

Malheureusement on ne dispose d'aucun axiome sur taille(retir(f)).

On cherche alors 4 prouver le lemme suivant

préretir(f) > taille (retir(f)) = taille(f) -1

On est 4 nouveau tenté d'effectuer wne démonstration par induction.

Le résultat est immédiat pour f = fvide ou f = ajout(f,, v) . Mais ona

des difficultés 4 le démontrer pour f = retir(f;) car on ne dispose pas

d'axiomes caractérisant retir(retir(f,)). ‘

On peut effectuer une démonstration en raisonnant sur la longueur des

schémas fonctionnels mais on sort alors du cacre axiomatique du systéme

algébrique considéré. On peut aussi essayer d' identifier retir(retir(f;))

a un schéma contenant ajout de facgon 4 pouvoir “supprimer” un retir.

Plus généralement, nous sommes génés dans cette démonstration parce

“que les axiomes de FILE ne précisent la valeur des différentes opérations

que sur fvide et ajout et non pas ‘sur retir. I] nous faut prouver que

cette caractérisation est suffisante pour préciser les propriétés que 2 'on

attend du type FILE : c'est le lemme de forme normale que nous étudions

maintenant. a :

pee tote + ee 2
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3.3.2.- Forme normale et implantation directe

hes constructeurs d'un systéme défini bar une a-description ont un rélePrivilégié : ce sont eux qui permettent d‘obtenir, par composition, tous lestermes des Sortes d'intérét. En reprenant la définition de GUTTAG Ceut 78a} :
Définition 9 

, |
Un S.1, algébrique unj-sorte § posséde la propriété de forme normale $i

pour tout terme défini u de profit 3 , i] existe un terme v de $ ne santana
pas de simplificateur de S, défini et tel que

U=V soit un théorame de S. 
G

dans un $.1. défini par une a-description et possédant la proprié-té de forme normale, les classes d'équivalence pour = des termes ayant pourprofil une sorte d'intérat, ont un: représentant ne contenan -tructeurs, 
mame ms =

Ainsi,

Cette définition se généralise immédiatement aux $.I.multi-sortes, algébriques

Exemple 6

Le systéme FILE(Y,n), déf ing a ] exemn le 4,ip posséde la pr Opr 16té de forme

Pour tout terme f de profil FILE, 73 existe vyi yrs Vy e€ V tels que

fe asout (Fvidewvy 5...svp) (t) ‘ "
Par hypothése si f = fyide la propriété est vérifiée,

sif= ajout(f, .v) la propriété est encore vraie par

hypothése d' induction.
sif = retir(f,) alors par hypothése ;

. 2 ajout I (tvidewvy.... a, )
1donc retir(fy) = ajoutI)(Fyidesvo... vy ) en appli-

“ 1quant k fois l'axiome 1 de FILE,

De mani@re analogue on peut prouver que TABSYM (exemple 3propriété de forme normale CDER,79). ° ? possge

Théoréme 5

BY sitieKloed .(ft) ajout (fvidesvy,....¥,) représente ajout(... (ajout (Fvide vy) Yo) Ye)sVo)eee

k fois
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Pour tout t. : TABSYM, t, = tabvide ou

il existe te » kz, idys..+sidy : CHAINE, Apo say? AT tels que

t. = insert (debbloc(t!) id 425 sid, .495-+- vidya). a

De cette définition on tire tine Habenent le théoréme suivant qui est
la régle d'induction structurelle dont las hypothéses sont restreintes aux

constructeurs.

Soit Sun S.1. algébrique uni-sorte possédant la propriété de forme

normale. Soit ~ un prédicat sur 5 de variable libre x.

Si pour tout constructeur f de S de profil Spaces Spay Sy yy eee 9Sq +3

et tout q-uplet Uperee sy potas Ug de profils respectifs les éléments de

la source de f

r= pré f Up eee Upp UUs yy oe Ug A plu/xj > alt Upes Ug pUes Ug/ha

alors v{v/x] est un théoréne pour toyt terme v de profil S. 5

De ce théoréme on déduit 1a validité de ta démonstration de l’exemple §.

Cette propriété de forme normale, outre qu'elle a des implications trés

importantes 4 1a fois dans la démonstration de propriétés d‘un systéme algé-

brique (§ 3.4) ou Ta construction de représentations (§6), permet de donner une

-yue plus “opératoire" 4 une spécification algébrique : c'est le concept

d' implantation direete introduit par GUTTAG.

Dans un systéme d'information algébrique S possédant la propriété de

forme normale et tel que ta forme normale d'un terme quetconque soit unique,

on peut associer 4 chaque terme d'une sorte d'intérét une représentation

arborescente de sa forme normale. Notons S, l'ensemble des arborescences

associées 4 la sorte 3;. Alors on définit une interprétation libre, ou

interprétatton de HERBRAND de § (cf, ch. 1.3 § 4.1.3) en associant a chaque

symbole f de profil 3} vee 5 > Sqr. dui ntest pas un constructeur, une

fonction f de Sy * eae x S dans Sqel vérifiant les axiomes correspondant

af. Cette interprétation est appelée imoiantatton directe de S$. LESCANNE

propose dans (LES,79] une définition de l' implantation directe d'un type

abstrait algébrique en termes de ramificationa. Ceci fournit une représentation

canonique de tout S.I. défini par une a-description et possédant ta propriété

de forme normale. ,

ee ee ae ree



ea terme ajout(retir(ajout (ajout(ajout(fvide vy) .v2}.¥3)) 2¥g) sc

représente sous la forme de l'arbre de la figure 6,

Ce concept, est utile d'un point de yue méthodologique. D'une part i?

permet de “dessiner" le forme d'un objet du type. D'autre part il permet

Ta construction d'un sys @ yalidant les opérations, ce qui est un début

de reponse au probleme de le validité d'une spécification (ch, 1.4 § 1.4).

C'est ainsi que MUSSER (MUS,79), développe le systéme AFFIRM permettani

de va fier qu'un type abstrait possede ia propriété de forme normale. Ce

systéme repose sur les notions suivantes : <

L'ensemble des ax s d'une description algébrique d'un S.1. peut

2 considéré, $i on oriente les 4galités, cowme un systeme de réécriture

77), Un

intuitive, Tordre ¢

ceae posseds ia proprided de CHURCII-ROSSER si, de manitre

Pplicalion det régles pour passer d‘un terme u 4 un

terme y Ma pes d e normale paut alors atre définie come

riant par application des régles deun terme drréduct: clast-a-dire in

réécriture,

Un . algébrique est convergent [HUS,78) si:

1) 1} posséde ta propriété de CHURCH-ROSSER. Pour

dispose de l'algorithme de KNUTH BENDIX (KNU.701.

2} 11 posséde la propriété de terminaison finte, c'estea-dire que toute suite

ifier cette propriété on

de réScriture d'un terme quelconque est finie. MUSSER LMUS,78) propose un

critére pour vérifier cette propriété qui matheureusenent n'est pas applica

ble dans tous les cas (cf. fLES,791).

Si un S.I. est convergent j1 posséde la propriété de forme normale et la

forne normale d'un terme quelconque est unique.

eee =

- 3M -

ve plus, l'utilisation de 1'algcrithine de KNUTH BENDIX permet d'ajouter

des axiomes & un S.I. non confluent peuF Je rendre confluent. C'est donc un
outil méthodotogique puissant.

Ces idées sont développées et étudiées dans [LES,79].

Remarque 1

La méthode de spécification de type abstrait introduite par PARNAS

{PAR,77] et fondée sur le concept de trccea est une utilisation particu iére

des formes normales : les axiomes caractérisant les sélecteurs ne sont définis

que sur les formes normales (assertions de valeurs) et des assertions d'équi-

valences axiomatisent les destructeurs. Enfin des assertions de légalité

jouent, en partie, le réle des préconditions en indiquant quelies composi-

tions de symboles fonctionnels ont un sens,

3.3.3.~ Forme normale et di finitions c~récursives
La propriété de forme normale permet de caractériser les définitions

c-récursives qui conservent intégralement les propriétés de s-descriptions

correspondantes. “

RECRT Régle d'explicitation c-récurs've totale

Soit Sun S.I, algébrique possécant la propriété de forme normaic et

f un symbole q-aire de $ défini par ‘a s-description suivante :

f Yyecyoez tay aie

La définition c-récursive préconditionnée de f 4 partir de 1 'ensenble

Gons(S) des constructeurs de S

tprd fo ¥p ee Ue Yg PF Vy cee Uy vee YQ 6g}

g « Yons(S)

est totalement correcte vis-a-vis de si, pour tout g « Yons(S),

RS VY pores Wg sty reer sty (pré ° Vasey erYg > WEF Yye.sUyee

Vp ree WgeZyreee 2p (oré “ yyre- Ng? Foyyee ety

obu; = 9 2)

Comme pour les définitions s-récursives, toute abstraction définie

par une explicitation c-récursive vériv jant cette régle conserve les solutions

de tout probléme. Plus précisément :

Théoréme 6

Avec les notations du théoréme 3, si la définition c-récursive de f

vérifie la régle précédente, ‘abstraction (A,id) de S est compléte. a

——
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Avec (RECRT) on peut donc construire pas a pas une abstraction d'un

S.I. préservant les solutions de tout probléme.

3.3.4.- Forme normale et_s-description

La construction d'une abstraction dun $./. $ possédant la propriété

S est défini par une s-description, i]

ws de telle maniére

“exemple de TABSYM (exemple

xemple 11, figure 10),

baer vériviant en

particulier 0 ¢

Si Pon cherche & any

de TARSYM, i]

vide de Ines opérations

inguer trots cas :

We <<b,yee> = <<0,Ge>, d'o le constructeur

<b alors > = debbtoe(<-.b-1 ress}
s

te <e,nb,a>> tel que nb = b

sod). @

ercher & prouver d pustertoré qu'un $.1.

sante@ (cf, exemple 6), 17 est plus intér

Te mani@re qu'il possade cette propriéze, Cetta

ie les constructaurs du S.1.
construction consiste, en fait, a chois

3.3.5.- Comparaison des.a-descr iptions et des s-descriptions

La propriété ds forme normale permet de considérer tout S.1. algébrique

uni-sorte la possédant comme atant défini par une s-description pour laquelle

Tes termes de la sorte support de la sorte d'intérét sont les formes normales.

Exempie 9

A la description algébrique de TABSYM donnée a V'sxemple 3 on peut

substituer la s-description suivante

~ le S.1. support de la sorte d'intérét TABSYM est 1 ‘ensemble T solution

unique de 1‘équation ;

T = {tabvide} uv insert(T,CHAINE,AT) u debbloc(T)

ils engendrent

SS
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\

+ Les s-descriptions des opérations sont :

+ presom tq ;

presom(t., ident) ssito= tabvide

alors fauc

sinon at 3 ts tg ty = debploc(ts }

alors faux

gtnon 3 ty eident 13

tg ty = insert(t, identy ay) a

ident = ident, A preson(t, ,ident

« valattr tg

valattr(t, ident) sat t, = tubvide

alow w

sinon si Jt_ tq t, = debbloc(t. )
ane s s $

alors valattr(t, sident)
ginon 3 tp idetty.a,

tg (t, = tasere(t,. pldenty 2) A

et ident = ident,

alors 8)

ginon valattr(t, »ident))
1

« finbloc tg

Finbloc(t,) = e¢ 3 *s tg t, = debbloc(t, )

alors t.

— 3q

_ gtnon 3 te pldent ay tg t, = insert(t, ident, »2) A

finbloc(t. )
. Sy

et Tvide(t.)

Nous ne détaillons pas la description de: autres opérations.

Pour compléter. cette s-description i] faut en préciser ]'invariant.

En effet dans la description précédente nous identifions une table des symboles

aun mot du langage T. Mais il est clair que tout élément de.ce langage n'est

pas une représentation d'une table des s:mboles : i] faut tenir compte des

préconditions dans 1a composition des scliémas fonctionnels (une c~grammaire ne

suffit pas a décrire TABSYM). Les restrictions proviennent ici uniquement des
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: (t.) 8 ie, S WePrEL§ poo ldentgsay)

“inleine(t, j a “yprasom(t, ,idemt.} a-a vide(t
a 

71 a

y> 
54b 

}

gua l'on peut ancore Scrive :

a ee Fs 7 - «. . =.1th.) & nS insert (debbloc(t, Jtdy 285 std arttgo... oTdy aay) >

re emp atvi, d« Thi, ig de id; id)

at, # tabvide

4 vs .

! 12 d iductia ma tiqu

| \y 1. { ra

rye td moun GEscripiion. Mouse ia Formaliserong

a inn} ar J t lo

di) Passage d'une lescmiption & une deserintion algéhrique i: on ne donne plus

siowes Sur les constrieteu Cf Qul permet yn plus qrand choly de roprésen

vations (§ &

vi4e~ Proprigtes d'un systéme ¢'information algébrigue.

De nonbrouses tudes £G0G,7%e], LGUT,78b 7, 12RO,79b], LLES,79) ont

précisé les modéles assaciés any svstemes aigébriques aussi nous contentons~

nous ai encare de deaner quelques fdées fondamentales.

um omedeie d'un sve ne d'information alaébrique est une aliadire hétdvegéne

i}. Qneore appelée structure de donnée /8R0,79b). Rappelons qu'un S.i.

fronsigiunks non omelet admes olusiaure medéles (ch, 1.2 § 3.3). 11 importaoo }e

Pu gota da vies methadolocique, de savair quels cont les modéles jas plus

inforessants d'un systéue alaébriaua,

naemphe 1

vonsidéron sequences de chiffre," délint par la a-deserineion

t _

: . * op SEQC opérations

| \ 3 op(SEQC,CHIFFRE) | cs a o> = upad

p *ousve SEQ yei : > Un Xa V¥ Vom re
f Va efbe(u).b. (uh) ee eee , ww Bae RB ae oa
| i 3 * + op (SEQU.SEQC)800L Feragh

Ue = Y ‘

| bi (v)-
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&
Alors si A, admet pour seul ensemb'e {0} et pour fonctions

id : {0) *{0}+ {0} telle que id(0,0) = 0

eg égalité sur les: entiers ,

Tinterprétation {Ay or) od

r(<>) = 0, r(x) = id, r(S) » eg

est un modéle de SEQC. ,

Mais l'ensemble W des entiers ayani pour fonction l'additton et ja

multiplication associé ar:

r(<>) = 0, run x) a r(u) so 104%, rz) = eg.

définit aussi un modéle de SEQC. a

Exemple 11

Les muiti-ensembles (ch. 1.2, exemple 2).

Considérons la a-description du S. . MULTENS de la figure 8.

Cette spécification est incompléte puisqu'on ne sait pas comparer

uy = ajout(ajout(m,v,) 29) et Us = ajout(ajout(mv5). Vy}. Ctest d‘ajileurs

c@ que nous cherchons dans le passage aux S.I. algébriques (cf. ch. 1.2,

§ 3.3.2).

SI. MULTENS

VAL : 5.2. aram

# peut @tre muni d'un ordre comme fparam

au chapitre 1.2 # opérations

vide : op MULTENS y apt mvide = faux

¥ apt ajtm(m.¥5) naive, atore vrat
~ *
a tnon ¥ apt

ajtm : fonct(MULTENS, VAL)MULTENS

apt : op(VAL,MULTENS)BOOI.

: : supm(ajtm(m.v).v,} sot v= vy
supm : fonot(MULTENS. VAL )MULTENS

alow i

zinon aj tm(supm(m,v, |

v)

ves triction s

ové supn(m,v) = v apt m
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Dans le cas, souvent souhaité, de spécification algébrique incomplate

que doit-on décider des formules qui ne sont pas des théorémes et dont la

négation n'est pas un théoréme ? Par exemple que doit-on décider pour les

termes uj et uz de l'exemple 11?

@) On peut supposer que, s'ils ne peuvent &tre démontrés égaux, ils

doivent tre considérés comme différents et, en particulier, ils doivent

étre représentés par deux objets différents. Ceci revient a définir la

sémantique d'un S.1. algébrique comme étant Valgébre initiule assoctée.

L'algabre initiale est intuitivement celle qui comporte “le plus d'éléments”, |

De maniere plus précise,rappelons qa‘un morpita me d‘une algabre A vers une

algébre B est une application g telle que g(f(x)) = g(F)(9(x)) pour tout

terme f(x) de A. Une algébre I dans une classe d'algébre € est dite initiale

si, pour toute algébre A de 47 existe un unique morphisme surjectif de I
sur A (NIVAT (NIV,75], parle de magma initial sur €). Dans le cas d'un systéme

alg&brique, T'algébre initiale associée est le quotient de l'algébre des mots

({ensembtes des termes du systéme) par Ja relation d'équivalence associée aux

axiv" ; nous avons yu que des représentants privilégiés étaient les formes

nor

Aomettre que la sémantique d'un systéme algébrique en est 1'algébre ini-

tiale c'est rejoindre le point de vue de ZILLES [ZIL,75] et du groupe ADJ

(G03,77a}. Bien qu'i] soit satisfaisant puisque l'algébre initiale existe
toujours i] est contraignant d'un point de vue informatique car i? impose que
le spécificateur précise tous les objets qu'il souhaite identifier. Ainsi

une représentation de MULTENS [ENTIER] en termes de tableau associant 4 chaque

entier sor nombre d'occurrences sera incorrecte.

Adopter ce point de yue fait donc perdre l'un des avantages du passage

au niveau algébrique, qui était de ne plus prendre en compte des contraintes

superflues,

b) 02 fagon duale on peut considérer que deux termes qui ne peuvent étre
demontres differents sont égaux. Ceci revient a choisir Pour sémantique d'un

systeme elgébrique l'aigébre terminate. Intuitivement c'est celle qui contient

ve “moins d'éléments", Elle est caractérisée Par le fait qu'il existe, pour

toute algébre A de la classe considérée, un morphisme surjectif de A vers

elle. Malheureusement elle n'existe pas toujours (BRO,79b].

~ one =

(GUT,78a]. BROY et al [8R0,79b] ou LESCAINE CLES,79] qui consiste a prendre

pour sémantique possible l'ensemble des nodéles.

3.4.2.- Consistance

Dans le cas de spécifications algébriques 1a forme plus simple des

axiomes permet d'avoir des critéres de consistance.

Exemple 12

La consistance du systéme algébriqu: MULTENS (exemple 11) provient du

fait que le membre gauche d'une équation quelconque ne peut se réduire au

membre gauche d'une autre équation ; aut-ement dit chaque équation carac-

térise l'effet d'une fonction sans qu'il y ait de contradictions possibles

entre elles. En revanche si on ajoute 4 cette description l‘axiome :

(4) Vy apt supm(m,V>) Esa Vy = ty alors fuus

on obtient un systéme inconsistant puisque, par exemple :

gsinon vy apt m

Vv apt supm(ajtm(ajtm(mvide,v),v),v) = (3)

v apt ajtm(mvide,v) = vrat (2)

or v apt supm(ajtm(ajtm(mvide,v),v),v) = faux (4) 5

L'utilisation des propriétés des syitémes de réécriture donne un critére

de consistance : tout systéme convergent (possédant la propriété de forne

normale) est consistant (MUS,78]. La justification intuitive est ceile donnée

dans le cas de l'exemple précédent ; une démonstration précise se trouve

dans [MUS ,78).

3.4.3.~ Complétude suffisant2

Pour définir le concept de complétule suffisante (ch. 1.2 § 4.2.1. dé@f.20)

d'un S.1, algébrique, considérons ce deriier comme une extension de ta reunion

de ses S.1. externes.

Définition 10

Soit S$ un S.I. algébrique. § est su‘Sisanment complet si tout terme defini

u, dont 1@ profil est une sorte externe 5 de S, admet une forme normale ne

contenant que des opérations de Sj. s

Exemple 13

Le S.I, MULTENS (figure 8) est suff samment complet.I] s‘agit de prouver

que, pout tout v « V, pour tout terme m de profil MULTENS, on peut démontrer

l'un des deux théorémes : v apt m= vrai ou v apt m= faux.

a
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Par induction gtructurelle ;

- m= mvyide > y apt m= faux (a)

ajtm(m,,¥4) a (v apt my = yrat VV apt m, =faux )ia-m

> (ef v = vy alone v apt m2 ¥rat ginon v apt m =v apt m) A

{v apt m, = vrat vv apt m, = faux’)

>sivv, alow v apt m =vrat stnon (v apt m = prat

vv apt m= fauc) 9

Bien entendu le probléme de la complétude suffisante d'un systéme qu
elcon-

que est indécidable (GUT,78b], mais on trouve dans cet article 1'én
oncé d'un

critére de complétude suffisante Tié 4 la forme des termes et leur deg
ré

d'imbrication. Mais 14 encore le systéme AFFIRM de MUSSER (MUS,79] pe
rmet de

démontrer, dans un grand nombre de cas, ja complétude suffisante d'un systane
et, lorsqu'elle n'est pas vérifiée, de compléter suffisamment V'axiomatis

ation

(toujours 4 l'aide de Vatgorithme de KNUTH BENDIX). On dispose donc 18 d'un

outi) de spécification permettant d'éviter certaines formes de sous-spéc
ifi-

cation.

4.- OPERATIONS SUR LES DESCRIPTIONS ALGEBRIQUES.

I] est intéressant de définir les opérations sur les systémes d'informa
tion

(ch. 1.2 § 5 et § 7) en termes algébriques, ce qui confére une propriét
é de

stabilité & ce genre de description. Ainsi les systémes obtenus par applic
ation

de ces opérations 4 partir de systémes algébriques sont encore algébri
ques et

possédent donc les propriétés étudiées précédemment.

Les opérations "incrémentales" sur les §.1. (extension, restriction,

dérivation, introduction de sous-sortes, réunion) peuvent étre évide
mment

définies en termes algébriques, si ]'on restreint les définitions de symboles

fonctionnels a4 des a-descriptions. C'est d'ailleurs en termes d'extension que

J'on pourrait caractériser le S.1. défini par une a-description (§ 3.2) d
e

facgon analogue & ce que nous avons fait dans le cas des s-descriptions (ch. 1
.2

§ 5.2), C'est aussi de cette maniére que Je groupe ADJ définit “enrich”,

"derive", "combine" [BUR,/77a).

Nous montrons simplement ici comment les différentes opérations sur le S.I.

définies a l'aide de 1a paramétrisation peuvent s‘exprimer en termes de a-de
s-
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as enw ome

Le S.J. PROCAR décrit en termes algélriques sur la figure 9 est, en

reprenant les notations du chapitre 1.2 § 7.1.1, égale a <<pyiS) 5p iSo>>1S) aPot

S.I, PROCAR

S, ? Sich
1° =. param

So : ST
fearam

<< o9e fonet(S1,5,) PROCAR opérattions

Py + fonot(PROCAR)S,

Po : fone t(PROCAR)S»

eg : fonet(PROCAR,PROCAR)BOOL

Py(<<Xx7.%o>>) =X)

Po(<<xXy.Xo>2) = x,

€G {<<} X9>> 9<<¥ 4 5¥9?>) =

(xy 5 Xo) as (Yq = Yo)

Figure 9 ; a-description du S.I. produit cartésien

Dans cette description, la notation «Xp oXo>> ESE préférée a << >=(x,,x,)

Nous introduisons un prédicat d’égalité pour Jequel, avec tes eaniieis
tions faites au chapitre 1.2 § 2, la notation "=" sera préférée a Sag”

Notons enfin que dans cette description les noms des projections sont
fix &s. En fait On pe t mag q : . J

U ney u'jl ya au tant de $.1 ROCAR Gg ¢P ue de s nboles

Montrons simplement que l'on peut définir jes principales opérations de

ce S.1. paramétré de maniére algébrique (figure 10). Ici encore, comme au :
chan ttre 1.2 § 7.1.2. la liste des opérations n'est pas exhaustive La .
description nécessite de déterminer des coistructeurs, ici @ et adj Nous
continuons, bien entendu, 4 utiliser les notations introduites au anaotee ya
§ 7.1.2 4 en particulier B(s) est toujours préféré a ENS{S). “
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5 eS
Bo 2

alt aa Sv 83& vv 2S ® 
SI SUITE

Bl ao « is x § 
ote

@] § 2 ei § o] | 3{i 2 i} 2 & os Vi gr. paran= 2 © " ® a al i 
foaram1 a w : 5 “ 

<> + op SUITE opérations* w 7 > al el . début(u vx) = u‘| ‘| 3 " ® 
~ 2 op(SUITE,V)SUITE% = % a ~ " 

2 
der(u ~ x) = x

" it u h > = 
début ; fonet(SUITE)SUITE fe- as a ee 8 6 % der : fonet(SUITE)V reste(u ~ x) = a —x oe a t—~9 a — tt = wi 

. 
alors

8 A 5 ji x : = 4 x 8 3 > 3 = reste : fonet(SUITE)SUITE aaa eseRERD yes§sl a on @ Oo 8 2-9 we i! prem : fonet(SUITE)Y —Hae wou vm cw a5 7 2 fF sj / ~ prem(u ~ x) = s¢ vide(u)Sx 3x a sas awol $$ vt ( b, : fonet(SUITE)ENTIER aI &a }
i Fr 

.

sinon prem{u
a b, : fonot(SUITE)ENTIER ; aunen Lreniu)
& by{<o) = 1x wl 

=
“ 2 Sy cf |]: op (SUITE)ENTIER bj(u ~ x} = by (u)& 3 2 2 4 Z a be(<>) = 0“3s 2 8 a =3 2 ui * + op (SUITE)SUITE botu wx) = bu) #1£2 2 2 g 8 = zi 

Jeo} =
=~ a rm) ig ba t S ' |12, 2 38 = 9 st ' tr + fonee(SUITEJENTIERJENTIER)SUITE |. ye uy 4

4 = = S Ye § =mi 2 “8 = ~ — a - 2 " . Ux <>ayao. He 8 gy gs = S 2 a vide : fonet(SUITE)BOOL Gs (Ge om) mm fw YF
“ eo US v c > = & oI 

‘ tr(<>,i,J) = <>

a wnegs ecalll . tr(u~ x,i,d) sed j <i
Si - . alors <>
ot 

etnon s% Jeb. (u)+]
a ‘ alors. tr(u,ij-1).aan fr 

stnon tr(u,i,d)2 b 
} 

vide (<>) = vrai~ . 7 = 
Vide(u vx) = fousA x > 3 

res tricttors
< = 

ae hae ek) 5

. % « ey 
pré début(u) ="vide(u)* . se 

: 
pré der(u) ="vide(u)5. x rn " 
pré reste(u) =7vide(u)a => 4 ° * 
vé prem(u) = -vide(u)

" < > “ 

pré pr 72 cc] % Ss 
4K uU wv w wv

a * x x ;

Figure 12 : ardescription d S.1. SUITE

Th SS Pl — « RH a e+



appi(f',x
t(f x.y!) chval(f.x'sy') st x= x' alow yn appi(f.x')
ajousino t(supr(f,x ' ) oX »¥)

ajou x

.

eex = x' alow ¥ sinontor f AMXa

8tnon

chval(fvide,x.y) = fvide
t alors f

vraLadj{dom(f},x)} « dom(f) x ¢ dom(f)
} = x « dom(f))=xégal(supr(f,x'),supr(f'.x))aappi(f.x') = y' (f x,y)(f.x
appl{f.x(ajout(f,x,y)) = adj(imag(f),y) sionsupr(ajout(f,x.¥).x') = 82 x = x! V(ajout(f x.y) sajout(f' x! +y' )} = pré supr pré ajoutpeeégal(ajout(f,x,y),fvide) = fauxappl (ajout(f,x,y),x') =e dom(ajout(f.x,y)) imag(fvide) = 2 chval (ajout(f »x.y).x'ay') = égal (fvide,fvide) égal(fvide,ajout(f.x,¥))dom(fvide) = @ imag éga restriction du S.I. ensemble des fonctions

-description du $.I. ense
op FONC fonet(FONC,S4 .S_)FONC fonet(FONC,S;)S5 fonet(FONC) (s 1) fonet (FONC)S (Sp) fonct (FONC,S, )FONC chval : fonet(FONC $4 sS_)FONCfonct (FONC ,FONC)BOOL figure 21

fvide ajout app] dom imag supr égal

FONC comme ch. 1.2 §7.2.1 imag: comme ch. 1.2 §7.2.1 comme ch. 1.2 §7.2.1 1(F.f") =S.I, (dom(f) = dom(f'}) 4 ¥x e« dom(f)supr: comme ch, 1.2 §7.2.1 appl(f,x) = appl(f'.x)
dom chval éga

= 9&3) =

4.3.- Ensemble des fonctions.

Ici encore i] est nécessaire d'int-oduire des constructeurs. ‘ous

choisissons la fonction vide fvide et l’adjonction d'un élément. La figure

11 propose une a-description de ce $.I.

4.4.- Ensemble des suites.

Nous ne considérons ici que jes suites finies. Par abus de notation nous

noterons encore V leur $.1. La figure 12 donne une a-description de ce $.1.;

nous n'y faisons pas figurer la s-description correspondante qui se trouve

sur la figure 9 du ch. 1.2.

5.- ABSTRACTION ALGEBRIQUE.

La motivation du passage d'une s-dascription d'un $.I. a une a-description

a 6té largement développée aux paragrapnes précédents. Aussi nous contentons-

nous ici d'une bréve étude théorique des propriétés particuliéres des abstrac-

tions algébriques (§ 5.1) avant de proposer une méthode de construction d'une

telle abstraction 4 partir d'une s-description (§ 5.2).

5.1.- Définition et propriétés d'une abstraction algébrique.

Soit Sun $.1.. Une abstraction algébrique de S est un S.1. algébrique A

tel qu'il existe une application a faisant de (A,a) une abstraction de S$.

Un cas particuliérement intéressan: est celui o& S est défini par une

s-description et q est J'identité sur 12s opérations introduites par cette

s-description.

Outre les divers résultats valables; dans le cas d'une abstraction quel-

conque (ch..1.3 § 6.3}, les abstraction: algébriques possédent des proprietés

spécifiques qui lient les concepts d‘abstraction compléte pour un ensemble de

formules (ch. 1.3 § 6.3.2 d)) et d'alg@ores initiale et finale.
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Théoréme 7

Soit Aun S.I. algébrique, S un S.I. complet et F l'ensemble des formules

égalitaires sans variable de F. Supposons que (A,a) soit une abstraction simple

de S, Alors (A,a) est une abstraction compléte pour F si et seutement si le
modéle ‘algébre initiale’de A peut &tre étendu, modulo a, en un modéle de $. 9

Démonstration .

a) Supposons que le modéle initial de A puisse étre étendu, modulo a, en

un modéle de S$.

Soit (U,int) ce modéle initial. Par définition, pour tout couple y, 9’

de formules de A :

int(y) = int(y') + kyry = ¢'

Appetons int' son extension 4 § : int = int’ o a.

Alors si realy) = aly’), int'(a(e)) = int'(a(y')), done int(y) = int(y')

C'est-a-dire yy zy.

b) Supposons que (A,a) soit compléte pour F.

Puisque $ est complet, i] a un seul modéle (U,it'). Alors (7,it',a) est

un modéle de A,

Si it',a(v) = it'.a(y’), alors te al) = a(p'), donc Hye = y' , ce qui

Prouve que (U,{t‘oa) est ]‘algébre de A.

cqfd

Ce théoréme se généralise immédiatement au cas des formules positives, c'est: |

a-dire les formules ne contenant que les connecteurs "a" et “v" (éventuellement

quantifiées) et sans variable libre.

“‘Théoréme 8

Avec les mémes notations que dans le théoréme 7, soit F, l'ensemble des

formules positives de A,

(A,a) est une abstraction compléte pour Fy si et seulement si le modéle

initial de A peut @tre étendu, modulo a, en un mod@le de S, o

Démonstration
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Lemme

Sett (U,it) un modéle de A, (U4, :nt) son mod@le initial et y une forme
positive. Si int(y) est vrai pour certaines valeurs des variables de y, it(y)

est vrai pour ces valeurs.

Soit v « Fy telle que a(y) soit un théoréme de S$, alors int'(a(p)) est

toujours vrai (int' est I'extension de int 4S). Alors int(y) = int'(o(y)} est

toujours vrai ; donc avec le Yemme it (p) toujours vrai pour une interprétation

quelconque. Ainsi y est un théorame de A,

cafd

Ces théorémes se généralisent immédiatement au cas des abstractions généra-

lisées (ch. 1.3 § 6.3.3).

Soit Aun S.1. algébrique, consistant qui est une extension suffisamment

compléte du $.1. R complet. Alors A adnet un modéle final (U,F,) caractérisé

par f,(¥) = fle’) @ 9% v' n'est pas un théoréme de A. 3

Démonstration

Soit la congruence y ~ y' * pour toute opération externe f de A,

a Fv) = F(p').
Elle définit un modéle f, de a.

e#%' * pour un f, f(v) = f(w') n'est pas un théordme de A.

yee = pour un f, te—f(y) # f(¥')

Mais g = w' > f(y) = f(p') est un théoréme de A, donc :

hye ee!

Ainsi y dy! hry zy!

d'od, si y # y' n'est pas un théoréme de A, fle) = Fe’)

La réciproque est vraie pour tout nodéle,

eqfd

Théoréme 10

Soit (A,a) une abstraction simpfe du S.J. S complet. Supposons, comme au

théoréme 9, que A est algébrique, consistant et que c'est une extension suffisan-

ment compléte du S.I. R complet. Soit enfin F l'ensemble des formules w # ¢' de

A, sans variable.

Alors (Aa) est compléte pour F si et seulement si le modéle final de A

peut étre étendu, modulo a, en un modél2 de S. 8

La démonstration est analogue a ce/le du théoréme 8.

Ce théoréme se généralise au cas d2s formules négatives (qui sont les néga-

tions des formules positives) de A. Ii se prolonge 4&galement au cas des abstrac-

tions généralisées. |

— EE iniatalicasil



AGS as 7a deseristion d

eLtONS Ge A qui ne sont p

ription de S (for-sions ca

tion « de S par A est l‘identité sup Tes opér ms de op, et sur
i. externes,

Ces propriétés sont obtenues lorsque l'on définit une abstraction en rem-
Placant les axiomes de ja s-description par des définitions récursives (cf.
exemples 2 et 9). Le thécréme suivant est alors immédiat.

Theoréme il

Si A et $ vérifient les propriétés précédentes, (A,a) est une abstraction
deS si:

1) west Iidentite sur Op, et les S.1. externes
2) pour tout f « Oy et toute égalité f Uys seg = v de la a-description

de A, ona hen er, olf Uypss Ug) 2 Alf Uys +-Ug) = a(y) od pré.u est la précon~
dition de u dans S.

3) pour tout fF « Oy, hy a(pre fF} > prégf
ou zrd.f est la précondition dans A de f

4) l'image par a des axiomes pré f Uys Uy of Upeee v, Uf e po,
est un théoréme de S. 

E

Dénonstration

Ge théoréme résulte inmédiatement de la définition d'une abstraction et du
fait que les axiomes caractérisant tout symbole f de Go, sont de la forme (défi-
nition des a-descriptions) :

ped f UyerUg > f Uys Ug

car alors Fealpré f Ups eUg 2 préca(fuy...ug)
et Ke pré.alf uy “Uo) > alf Uys Ug) = a(v)

conc be a(pré.f Bye dg > f Uy. Ug = vy)

av

&$ austractions algaébri de la notion de re

Résultat
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tation d'un type abstrait algébrique en termes de procédures que donne GUTTAG

dans (GUT,78c]. De maniére éyidente son c:it@re de correction est yoisin du

theoréme 11 puisqu'il exige que, si u = v est un axiome algébrique, alors

POST(u) & POST(v) > Ty Ty od POST(u) est 1a post-condition de l'appel de

Procédure représentant le terme u, ry est le résultat correspondant.

GUTTAG indique également des “régles* permettant de dériver les Post-

conditions des axiomes algébriques (elles ne sont pas trop éloignées des

régles (RESR) et (RECR)).

Cependant le langage de représentation est dynamique et donc le passage

est brutal du niveau algébrique a cette inplantatian, De plus ce caractére

dynamique nécessite une sémantique axiomatique (et donc des régles de Preuves)

élaborées.

On trouve une démarche voisine, en termes de pré et post-conditions,

dans ALPHARD (WUL,75].

5.2.2,- Méthode de constructicn d'une abstraction

La construction d'une abstraction A d'un S.1. § défini en termes de

s~description et spécifiant l'univers d'un Probléme P = (E,S) est guidée
par les idées suivantes

~ tout axiome de A doit étre un théoréme da §

~ Ja précondition algébrique de toute opération f de A qui est aussi une
opération de $ doit impliquer 1a précondition correspondante dans la s-

description

- A doit posséder la proprieté de forme no-male. Ceci est un guide du choix

des constructeurs

- outre Tes constructeurs, Tes opérations définies dans la a-description de A

sont, soit des opérations de S, soit des fonctions auxiliaires nécessaires
a leur explicitation

- de plus on essaye de rendre l‘abstraction compléte en Procédant par équi~

valences pour dériver les axiomes algébriques des post-conditions (régles
(RESRT) et (RECRT)).

Les exemples 2 et 3 illustrent ces idées.

Décrivons informellement les grandes lignes de cette méthode d'abstraction
(qui est une explicitation du méta-probléme de l'abstraction).

(A,a) abstraction de $ ; § est la donnée, c'est un S.1, défini par une
s-description.
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1 Choix des constructeurs

&) Ce choix est guide

~ per Je type de la scratégie d'explicitation qui fait appel & abstraction

{inguction sur les données, induction sur les résultats, etc...) {

~ par le souci d'obtenir un $.I, possédant ja propriété de forme normale. On

cherche alors a exprimer un terme (dont le profil est une des sortes d'intérét)

8 l'aide de certains termes plus simples et de certaines opérations (cf. § 3.3.4). |

UM s'agit donc d'un problame de décomposition de termes exprimés en termes de

Sorves supports. Ceci conduit, en général & un raisonnement par cas. 1

Notons que certains constructeurs peuvent ne pas étre des opérations

introduit@par la s-description de S.

b} On place les profils des constructeurs dans 1a colonne centrale (et P

on les coche).

c) Pour chaque constructeur g, détermination d'un prédicat ure.g tel que

bré.9 » pré.g soit un théoréme de S.

Ceci peut introduire de nouvelles opérations dont le profil est placé

dans la colonne centrale.

2) Choix des autres opérations

Ce sont les opérations de S apparaissant dans 1*énoncé que T'on veut

expliciter,

On place le profil de ces opérations dans 1a colonne centrale.

3) Explicitation des autres opérations

Pour chaque opération f non cochée de la colonne centrale, faire

(i Cocher J'opération f dans la colonne centrale an a aR co
- Choix entre

« Application de #SESR} # explicitation S-récursive, ceci nécessite que

des simplificateurs aient déja été explicités #

- Application de ¢SECR} # c'est au moins Te cas des simplificateurs

“réciproques" des constructeurs #

~ Gétermination d'un prédicat préaf tel que

prdaf > pdf soit un tnéoréme de $

\Notons que chaque explicitation peut introduire de nouveaux intermédiaires \

qui sont d'abord définis par une s-description avant d‘étre 4 leur tour’ expli-

cités.
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I] reste 4 préciser cet algori tthe 2n le formalisant et en le détaillant.
Nous nous contentons d'en montrer la mise en oeuvre sur un nouvel exemple.

5.2.3.- Un exemple d'applicition

Exemple 14

Dans (MAJ,77] MAUSTER montre certa nes limites des spécifications élgé-

briques. Si nous sommes d'accord avec si critique concernant 1’ inedéquation
des spécifications algébriques a la spé:ification initiale d'un probléme,

nous pensons que T'introduction de fanc-ions auxiliaires (cachées) est tout

4 fait naturelle. Aussi sans reprendre a polémique qu'a pu si sciter cet

article [MAR,77] montrons ici comment } Passage par les pré-post conditions

permet d'introduire une fonction cachée servant A la spécification al que.

Rappelons briévement le probléme : i] s'agit de spécifier une pile avec

lecture interne. Outre les opérations c assiques d'empilement et de dépitenent

il est possible de lire a 1’ intérieur de la pile, & une hauteur précisée oar

un index. On dispose d'une opération permettant de descendre pas & pas 7 index

(desc) et d'une opération (rem) permettent de je remonter au somnet.

Nous indiquons directement dans la colonne de gauche de la figure 12
une s-description de ce S.J. PILEL.

Utilisons te méta~algorithme du paragraphe précédent pour construire une

abstraction de PILEL :

1) Choix des constructeurs

a) Nous ne sommes pas dans le cadre de l'explicitation d'un probleme. Le

seul guide est la recherche d'une propriété do ‘forme normale.
Soit p un terme de profil PILEL ; ¢ = <su,h>> od 1 sh < bs (u)

Plusieurs cas sont envisageables ; °

» bo(u) = 0, i.e. u = <> . Alors nécessairement p = << <>,0 >>, c'est une

constante que j'on note pvide. C'est un constructeur O-aire

. bo (u) >Oeth< b.(u). Parmi Tes opérations de la s-description, seule desc
permet de rendre b.(u) et h inégaux. Done nécessairement :

<<u,h>> = desc(<cu,h+l>>)

. b.(u) >Oeth= do(u). Trois opératiois fournissent un résultat vérifiant

cette propriété ;

- emp

- ret

> dep
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2
ret ne permet pas de modifier la premiére composante d'une pile ; dep ne &

permet que de simplifier une pile d'ou le choix de emp. \ 3

b) Détermination des préconditions des constructeurs non Q-aires. = a <

5 * _~ > XL —a~—o Um

- pré, emp(p,v) = (i(p) = b.(e(p))) > gigi 28 S323
=> — - > oed'ot T'introduction d'une fonction auxiliaire : a & a! 5| 8 oe S §3 a5

indsom : fonet(PILEL) BOOL # indice au sommet # Seb a. Bl i = ee OE 7 2 .
- < 2 > Mt u ‘o—_— Hg —_

indsom £qg indsom(p) = (i(p) = b,(e(p))) a = = * , = _ a 7 , 7

i tN NS = = ~~
alors pré, emp(p,v) = indsom(p) ~ae & Zeeee 4, 8 : a é =

. pré, desc(p,v) = (i(p) > 1) = (p # pvide) 8 sys S ASSP ee Hes

sie] SSE 5 SEESES UE SES
Hei Sane 8826 ARN aes2) Choix des autres opérations a 8 8 ® @ @ 9 z Eos a a oS | |

Ici on prend toutes les opérations de Ja s-description ap

3) Explicitation des autres opérations 
~
ut

a) ret : on utilise la stratégie ¢SECR} ; ce qui conduit 4 la recherche a a 7 : = oa Si,
= ta woe

de 3 fonctionnelles puisqu'il y a 3 constructeurs. a & 3 = 8 = as
- ret(pvide) = ret(<< <>,0 >>) = << 0 >> = pyid * 7 a x. = a > “tTp < . ) = <>, = pvide 

ta a Z = = = a a
~ ret(desc(p)) = ret(<<e(p),i(p)-l>>} = <<e(p),b, (e(p) )>> = ret(p) m = m = = = & = ie

s ea S i io. :
~ ret(emp(p.v)) = ret(<<e(p) v v,i(p)+l>>) =<<e(p) © v,b,(e(p))+1>> = emp (p.v) = gd wy om 3 ul eal @?

tag oe c " a a ten utilisant la precondition de emp(p,v). . . & | & | 5 | a i ~Ky . & ae 4 at . oa

b) L'explicitation de dep et indsom est immédiate, elle se trouve sur_la, | @ ox | 7 ” 5 a. 

. - ‘= a a +e 2 aj % :

Figure 12. me ab 2 2% # ¢ £ 8 gi
= 2!

c) En revanche l‘explicitation, en utilisant +$SECR}, de val pose des A n = A. ml

problémes : 4 an ~ = |
7 we A A aw ~— u

~ val(emp(p,v)) = appl(e(p) v v,b,(e(p))+1) = v met et gh a ga
} a _~ + 7 _ “ o ao woes

~ val(desc(p)) = appt(e(p),i(p)~2) . e a -. «@ £ xref " =~ as
to a — w Qa Sr _ om

cé qu'on ne sait pas exprimer a l'aide des seules opérations algébriques. On E 2 e af vo >” <a = S << =

cherche p, = dep*(p) telle que i(p)-1 = b.(Py) car alors appt(e(p),i(p)-1) = a “ fal es 5 ~ 0 ~~ 20 ‘S
= < am w Qo aa HW lel

appl (py .b,(p,)) = val(p,). mm voy Y PSs ~ oe *

dp 3 “ s . at a A too H ~ v vo & ~~ = .
L'idée est d'introduire une nouvelle fonction cachée decr qui fournit Ja a4 > a 4 ooo ie” 8 1

“sous pile" d'une pile dont le sommet est la valeur de 1'index. {a W mt a ' Goa Etat 2 iS

yeurekay decr : fonct(PILEL)PILEL pe Yy“My @aere2 a2 O27 2 1 oes
, t -{ " § ain saa ay + ae 3 > RI i

decr(p) = p / a g=g dea gaa g SMe
Nye _ 3 = <

tg b.{e(9')) Alp) A JCsis4(P) > 2 a 2 $ @ & & 2 ¢ =

appl(e(p').j) = appl(e(p).j)) « i(p') = 4(p)

ime ASRS = EE +
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Alors WV p, appl(e(p),i(p)) = appl (e(decr(p)),i(p))
done val(desc(p)) = appt (e(decr(p)),i(decr(p)) = val(decr(p))

~ pré val(p) = (p # pvide)

da} La construction de l'abstraction se termine par l'explicitation
c-récursive de decr (figure 12).

6.- REPRESENTATION D'UN SYSTEME ALGEBRIQUE.

Les objets de systémes algébriques tels que TABSYM, MULTENS, ne sont pas,

en général,exprimables directement dans un langage de programmation. Dans le

processus de résolution d'un probléme on cherche donc & sé "rapprocher"

d'objets informatiques de base tels que les structures, les tableaux, etc...
Ce problame de veprésentation d'un systéme algébrique par un autre a été

l'objet de nombreuses études CGUT,784},CPAR,77}, CLES,79], CREM,79},{G0G, 77a]. Dans
la plupart des cas était posé le probléte de la correction d'une représ entation
(preuve a posteriori).

Nous nous sommes préoccupés au paragraphe 6.3 du chapitre 1-3 de définir
et étudier ce concept de représentation. Aussi nous restreignons-nous ici a

l'aspect méthodologique de la construction des représentations. C'est ainsi qu‘au. *:
paragraphe §.1 nous étudions, & partir d'un exemple, la construction de repré-

sentations généralisées et au paragraphe 5.2 celle de représentations faibles.
Le paragraphe 5.3 propose, Quant & lui, un méta-algorithme de représentations.

6.1.- Construction de représentations généralisées.

Exemple 14, Toujours la table des symboles

BUT 0 : trouver un S.I. § et une application » tels que (S,u) soit une repré-
sentation généralisée (ch. 1.3 § 6.3.4) de TABSYM{AT,n}

) Choix du §.1. représentant et représentation des constructeurs |
La dualité des rdles joués par debbloc et finbloc (axiome 1 figure 2)

peut faire penser a utiliser une pile. A un niveau de bloc donné, a chaque
identificateur est associé un seul attribut : les objets empilés sont des
fonctions dont les domaines sont formés d'identificateurs et les codomaines
d'attributs. La figure 11 Propose une a-description du $.1.PILE(VAL) .

’

see e

wt

g.t. PILE

param

j Raw

epgrattons

VAL : S. I.

pilevide : ep PILE

empiler =: fonet (PILE, VAL) PILE

depiler : fonot(PILE) PILE cepiler (empiler (p,v})= 9

sommet : fonet (PILE) YAL u {uw} sommet (pilevide) = u

commet (empiler(p,v)) = v

estpvide : fonct(PILE) BOOL estpvide (pilevide) = vrat

estpvide (empiler(p.v)) = fag

restriction

pré depiler (p) = “jestpvide(p}

Figure 11 :

de n. Nous supposerons n implicite dans ja suite.

Le choix de ce S.I. représentant va de pair avec celui de la représenta~
tion des constructeurs primitifs.

u (tabVide) = pilevide :

u (debbloc(ts)) = empiler (y (ts), fvide)

u ( insert{ts, ident,a)) = modifsommet (u(ts}, ident a)

ou modifsommet (p.x,a) est une abréviation de ~

empiler (depiler(p), ajout (sonmet(p) ,ident,a))

BUT 1 : définir u sur Jes autres opdrations de TAKSYM de facon que
(PILE (CCHAINE + AT]1, u) soft une représantation généralisée de TARSYM TAT ni

Pour définir u sur les simplificateurs de TARSYM on est guidé var le fait

que Tes axiomes de ce S.I. doivent @tre fes théorémes du S.J. représentant.

On met ainsi en evidence des régles de r2présentation analogues aux régles

d'explicitation (régtes d'abstraction) étudiées précedemment.

Developpons cette idée dans le cas de finbloc:

‘@) Choix_de_ la représentation de_finbloc

a) Représentation des axiomes &galitaires

La représentation de finbloc est ceractérisée par le fait que les

formules suivantes doivent étre des thécraémes de PILE (£CHAINE + AT2}
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{1) u (finbloc (debbloc(ts))) = u(ts)

(2) u (finbloc (insert(ts,ident,a))) = u(finbloc(ts)).

Ces égalités s‘écrivent encore, en utilisant la définition de » sur les construc-
teurs:

(1) u (finbloc} (empiler(u(ts)fvide)) = u (ts)

(2) u (finbloc) (modi fsommet( u(ts),ident,a)) = u(finbloc) ( o(ts))
Ceci est une définition récursive de u (finbloc) sur Tes piles, non vides, qui

sont des représentations de tables des symholes. Mans ce cas précis, i7 est

possible de supprimer la récursivité et d'obtenir une définition de y (fin-

bloc) directement en termes de fonctions du 5.1. représentant.

Nous avons vu au paragraphe 3.3.2 exemple 6 que toute tahle des symboles
non vide ts se met sous la forme formale:

ts = insert® (debbloc(ts'),id1,al,id2,a?,..., idk.ak)
On en déduit que la représentation u (ts) est égale a

u(ts) = modifsonmet” (empiter u(ts'),tvide) ,idl,al,id2,...4dk,ak)
alors en utilisant k fois (2) et une fois (1):

u(finbloc) (u(ts}) = u(finbloc) (empiler(u (ts‘),tvide)) =p (ts')

et en notant, 4 euréka +, que : .

depiler ( u(ts))= depiler (modi fier® (empiler (u(ts'),tvide),idl,al,
id2,a2 ...idk,ak)

= u(ts')

on en tire que pour toute pile Pp représentation d'une table ts non vide

u (finbloc} (p) = deptler (p).

b) représentation de la pré-condition

On demande (cf cas des abstractions) que

u (ere tpasyy Finbloc (t$)) > pré PILE finbloc(ts)

ceci est necessaire pour que les axiomes pré f > fuy su, = Gse transforment

par yp en des théorames.

pré finbloc(ts) = Ivide(ts)

alors u (pré finbloc(ts)) =7Ju (vide(ts)) = “Vestvide(u (ts))

or u(finbloc(ts)) = depiter( u(ts)) si (ts) n'est pas pilevide,

autrement dit si “Jestvide( u(ts)).

Ains{ on compléte Ja représentation de finhloc en posant

ulfinbloc) = depiler

et prépite Finbloc (ts) = vrat

Remarque 1

400 OME dans [GUT, 78a} et [FIN, 78b] Ja veprésentation des autres fonc-
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1] existe un symbole fonctionnel image par de finhloc. Cette situation

n'est cependant pas générale et j1 se peut que l'on ne puisse donner qu'une

définition récursive de l'image de finbloc. C'est le cas par exemple de

valattr (cf ch 1.3 § 6.3.3) :

u(valattr) (p,ident) = 9¢ p = pilevide

, alors wu
sinon st ident « dom(sommet(p))

alors apnl(sommet(p), ident)

ginon y (vatattr) (depiler(p},ident}

C'est pour cette raison que nous avons introdu t Je concept de représentation

généralisée. a

Remarque 2

La démarche suivie est un premier pas ver; une “synthése de reorésentation

fondée sur les mémes idées que la “synthése d‘ahstraction” du paragraphe précé-

dent. Elle est plus amplement developnée dans “GAU,78a]. "

+ 5
tions.

' 6.2.- Construction de représentations faibles

Ici encore nous étudions le probléme de représentation sur un exemole.

t

Exemple 15 Représentation du S.I. PILE

BUT 0 : trouver une représentation (S',u) de P(LE

Choisissons, de maniére tout a fait classique de représenter une pile par

un couple .

- tableau

- hauteur

Plus formellement, PILE (VAL) va étre représeité par << t : TABLEAU, h: ENTIER>-

ol Je S.I. TABLEAU est a-décrit par la figure 2

La représentation des constructeurs de PILE est donnée par:

- y(pilevide) = << tvide,o >>

~ ylempiler(p,v)) = << assigne(tde yip)sh dey(P)tl.y), h de plp)tlo>

ou encore - y(empiler)( <<tab,hau >>,v} = << assigne(tab,hautl,v), hautl>> |

|
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S.J. TABLEAU

param

VAL: S.7. 
a

tvide : op TABLEAU opérattong

assigne : fonet (TABLEAU, ENTIER, VAL)

TABLEAU

accés : fonet( TABLEAU, ENTIER) VAL jaccés (thvide,i) = w

vu ful faeces (assigne(t,i.vhJ) \=

et i= 4 alorsy sinon accés(t,i

BUT 1: Représentation des simplificateurs

a) Cas de sommet:

En reprenant 1a régle de reorésentation evoquée au paragranhe 5.1 :

u(sommet) ( <<tvide,o>>) = w

u(sommet) ( <<assigne (tab, hau +1, v), hautl>> ) =v

Choix : w(sommet) ( <<tab, hau>>) = accés (tab, hau)

b) Cas de depiler:

Un raisonnement identique conduit 4:

(1) u(depiler) ( <<assigne (tah, hautl, v), hautl>>) =<< tab, hau >>

Mais, comme dans l'exemple 16 du chapitre 1.3 (reorésentation de FILE), 41 est

clair que cette représentation est inefficace: on ne souhaite pas retrouver le

tableau initial lors d'un dépilement, seule la hauteur doit diminuer. C'est

donc 1a notion de repréeentation faible qui doit étre utilisée ici: on ne

demande que le transport des théorémes concernant les S.1. externes.

Dans cet exemple, Te S.J. externe est VAL et on veut donc que les théorémes

qui concernent sommet soient des théorémes dans la représentation.

La représentation de depiler doit donc vérifier:

et donc i] existe un couple <<tabl, hau’ >>tel que

u(p) = <<assigne (assigne( tabl haul+1, v), vi, haul+2}, hau+2 >>

alors accés (assigne (assigne( tabl, baul+l, v), vl, haul+2), haul+l) = v

et on souhaite avoir:

accés ( u(depiler} ( u(p})) = v

qui sera vérifié si

(2) u (depiler) <<tab, hau >> = <<tab, hau-l>>

Avec (2), le premier membre da (1) vérivie:

u {depiler) (<< assigne (tab, hautl, v), hautl>> ) =

<< assigne (tab, hiu+l, v), hau >>

Mais d'aprés (1),<< tab, hau >>est une uvutre représentation possible cu

premier membre.

GUTTAG [GUT, 78a] introduit alens une -elation de congruence notée =
dans <<t: TABLEAU, h: ENTIER >> qu'il appelle tnterprdtation de l'égalicé

pour p. Cette relation est un nouveau p-édicat du systéme produit défini

par:

e<tyive = <ct yi >> ceo (isi) a (Wk, Isksi Saccas(t,k)

accés(t’ ,k}}

Intuitivement, on ne se préoccupe pas dus valeurs de t et t' dont l'in-

dice est supérieur a i.

Ainsi pour que p transporte Tes théorém:s portant sur les objets externes,

il suffit que pour tout axiome uzv du ¥.t. PILE tel que profil (u} =

PILE, on ait u(u)=y(v) dans <<t: TABLUAU, h: ENTIER>> . .

Ceci donne un guide méthodolcgique pour ja définition d'une représentation:

on commence par chercher une interprétation de 1'égalité dans le type

représentant et pour cela on est guidé »ar Ta préservation des théorémes

sur les objets externes.

Pour tout terme u, la classe d'équivalence de p (u) pour l'interprétation

= de l‘égalité est l'ensemble des representations admissibies de u.

Nous arrétons 14 cet exemple et revenons au cas général des repré-

‘ sentations faibles. , Ss
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Théoréme 11

Soit S$ et s' deux S.I. algébriques supposés uni-sortes.
(S ,u) est une représentation simple faible de S si et seulement

si 1] existe une relation d‘équivalence = sur les termes de profil u
telle que:

1) V'image par yp de tout axiome uzv de S, ou profil(u) = 5,
vérifie w(u) =u(v). 

‘

2) pour toute opération f de S dont le but est une sorte externe,
pour tous termes u,v de $ de profil 5, composant du profil de f, si

u(u) = y(v) alors u(f) ye eXsy u(U). xg zu(f) Kye eUs ly w(V)..X4

est un théoréme de Ss.
3) pour toute opération f de S,

: 1 (pr. Fay + MQ) > prégu (F)x] +X, o

On généralise ce théoréme au cas des représentations faibles généralisées
en considérant une extension conservative $" de S' ala place de S' dans
2) et 3) précédents.

Démonstration

a) Avec 2) et 3), tout théoramey >uzy de $, 0 profil(u) est une
sorte externe, a pour image un théoréme des‘,

b) Réciproquement, les deux relations sur les termes de profil 3’
de S' définies par:

Uzy Vl es Juyve Sen(s) tg u (u)=u e¢ u (vj=v' et be-uev

' 2 ‘ V ' = 4Uegv <em> VF etym(s), ber (F)x)- x; yu “Xa zu (f) x). ey y ae 4

Sont des équivalences. Leur intersection en est encore une,
cafd

q

6.3.- Méthode de construction d'une représentation

La possibilité de définir de fagon systématique des représentations est
une condition indispensable 4 la mise €n oeuvre d'une méthode d' analyse de
problémes portant sur des structures abstraites. Les représentations peu-
vent aussi servir d'outils d'explicitation d'énoncé dans Ja mesure o2 elles
permettent de remplacer certains constructeurs par d'autres mieux adaptés

4 Ta résolution du probléme.
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6.3.1.- Composantes d'une méthode de représentation

Le probléme de la représentation d'un 5.1. algébrique $ est double:

.- Determination du S.I. représentant $

- Détermination de la fonction de representation yp

Les exemples 14 et 15 ont montré l'existence de plusieurs étanes:

La recherche de S' dépend du but poursuivi et du probléme considéré.

C'est la aussi que sont prises en compte de questions d'effieaut+s dont

nous n'avons pas parlé jusqu'a présent. Ainsi, représenter un ensemble par

une liste n'est pas toujours trés intéressant et, s'il est muni d'un ordre

total, on peut lui préférer une représentat on sous forme d'arbre binaire

CREM, 79]. oa

‘D'un point de vue méthodique, on peut supporer disposer d'un catalogue de

systémes “concrets” (tableaux, piles, files arbres équilibrés, fichiers,

structures ,etc..) et de systémes primitifs ( ENTIER, REEL,..}, on cherche

,a définir le $.1. représentant comme composé d'un certain nombre d'entre

\pux (en utilisant Jes opérations de composition de systémes d'information).
Ceci peut s'appliquer plusieurs fois et on ;eut supposer disposer de plu-

sieurs niveaux de catalogues. Au niveau le plus, bas te problame a été étu-
dié depuis longtemps déja par les informaticiens: si on ne dispose comme

systéme concret que des tableaux (mémoire centrale}, on dispose de teetai~

ques de représentation pour les S.1. classicues (listes linéaires, arbres

piles, etc.. ) CKNU, 68], [GAU, 7&b].

Le choix du systéme cible va de pair avec le choix de la représentation

des constructeurs: les axiomes lfant constricteurs et destructeurs peu-

vant servir de guide. Notons également que, 5" etant choisi, on peut cher-

cher & engendrer automatiquement la représentation des constructeurs:

lordre associé 4 I! induction structurelle est alors un guide appréciable

(TER, 783.

1] est important d'étudier le probléme du choix d'une représentation et
“de se doter de critéres de choix.

La définition de ces représentations sst guidée, dans le cas de re-

présentations simples, par la nécessité de préserver les théorémes concer-

nant Jes opérations externes.

a ps ini
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6.3.2.- Esquisse d'un méta-algorithme de représentation

Décrivons informellement un méta-algorithme permettant de guider 1a
construction de représentations (généralisées) simples.

1

Résultat (S , uy) représentation généralisée simple de S$ donné

Cghoix du S.I. représentant et de la représentation y des constructeurs
Représenter les pré-conditions des constructeurs

@peprésentation des sélecteurs
Pour chaque sélecteur f de $ faire

- Pour chaque axiome fuy..u = Gdans Ss
Construire 1'équation u(f)uy su, GC
déduite de » (fu). ug) = u(G) en remplagant chaque image
Par » de constructeur par sa définition donnée en @

~ Chercher y (f) vérifiant le systéme d'équations ainsi défini,

Représentation de 1a pré-condition de f guidée par:

hr (org, fxy- XQ) > pres! Fey XQ

# Ceci peut conduire & enrichir le S.I. S| en introdufsant de nouveaux
symboles y(f) définis par des équations #

3 Représentation des destructeurs

Pour chaque destructeur f de S

Pour chaque axiome ax = fuy-.u, = ST

3.1.1) Construire comme en @ V'&quation v (fu; ue é G'
@-1:2) [Pour chaque sélecteur s de $ écrire 1 équation

u(s) (vy --u(#)uy ug -.v, = u(s) vy wl f)uy ug,

on note I (f, ax) l'ensemble d'équations ainsi obtenu

Chercher u(f) vérifiant n (f, ax) pour tous les ax précédents
Chercher u(f)- vérifiant les équations u(f)uy.. ‘2G pour
tous Tes ax

aediine de GD et @3) une interprétation de Tégalité
dans S . Montrer qu'il} S'agit d'une équivalence

Représenter 1a pré-condition de fi© © ©
ne esquisse de méthode montre que les spécifications ‘algébriques se pré-
ent assez bien 4 la construction de représentations en permettant de dis-

eee
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tinguer les étapes relevant d'un choix de celles qui peuvent étre systé-

matisées. ‘

Remarque: La recherche des représentations des sélecteurs ou destructeurs

apparait dans cette approche comme un nouveai probléme @ résoudre. Ainsi

Ja résolution d'un probléme initial P fait apparaitre des sous-problémes

non plus issus directement de P par une démarche descendante mais 1iés

& l'approche "transformationnelle" adoptée.

6.3.3.- Un exemple d'application

De nombreux problémes informatiques son: des problémes de représenta-

tion: c'est le cas de la pagination 4 \g-dem inde pour une mémoire virtuel-

Je (ch 1.1,§ 1.1 h)).

En effet on peut définir le systéme d'information algébrique “mémoire vir-

tuelle" comme étant de type fonction d'un ensemble d'adresses virtuelles

dans_un.ensemble de valeurs. Les opérations arivilégiées sont:

affvirt: MEMVIR, ADV, VAL ———> MEMVIR y affectation 4

accévirt: MEMNVIR, ADV — VA

De maniére analogue on peut définir le systéae "mémoire physique” 4

deux sortes d'intérét: - mémoire principale MEP

"+ mémoire secondair? MENS

et des opérations: .

affp : MEMP, ADP, VAL ——> MENP y affectation #

accep: MEMP, ADP > VAL

char : MEMP , MEMS , PAP, PAS ~—~> WMEMP # chargement d'une page

secondaire PAS sur une

7

page principale #

dechar: HEMP, MEMS, PAP, PAS —> TEMS % opération inverse #

Si on caractérise alors les différentes adresses comme des couples

(page, déplacement), le probléme posé est donc un probléme de représenta-

tion du systéme MEMVIR par le systéme “mémoire physique”. Dans 1a cons-

truction de la représentation de affvirt et accavirt apparait naturelle-

ment le test: la page concernée est-elle présente en mémoire principale?

dont on déduit la nécessité d'une table des pages présentes. De méme

apparaissent naturellement les questions relatives 4 la politique de ges-

tion de cette table. Nous ne développerons pas davantage cet exemple ici.

siiccemammanmsiil



CHAPITRE 2.3

Les ENONCES RECURRENTS

Au chapitre précédent nous nous sommes préoccupé de l'explicitation des

systémes d'information dans le but d'introduire des constructeurs et des

simplificateurs. Nous nous intéressons maintenant a }'explicitation d'énoncés.

Nous restreignons cette étude 4 un cas d'énoncés explicites particuliérement

important : les énoneés récurrents. De maniére intuitive, les énoncés récur-

rents définissent des ensembles de suites. Leur rdle fondamental en informati-

que résulte des remarques suivantes =

= Leur“ dotiia ine d'application est trés large ptisque, 4 condition d'intro-

duire des intermédiaires du genre pile, tout systéme d'équations récursives

peut étre transformé de facon systématique en un énoncé récurrent

= Toute solution d'un énoncé récurrent est ca culable

~ I] existe une méthode de résolution (cf ch .3 § 3) pour les énoncés

récurrents

~ I] existe des critéres (de terminaison) assurant l'existence de solution

pour un énoncé récurrent.

Ainsi, dans un premier paragraphe, nous définissons et étudions les

énoncés récurrents. De cette étude nous dérivons, au paragraphe 2, un langage

de description d'énoncés récurrents , MEDEE, dont les principales constructions

sont les définitions itératives . Les régles de construction d'énoncés MEDEE

que nous introduisons alors sont justifiées par la sémantique statique du

langage et permettent de définir des stratégies d'2xplicitation récurren
te

dont la plus importante est la stratégie d'affaiblissement.

Mais la forme des définitions itératives introduites au paragraphe 2 ne

mettent pas bien en évidence le domaine de t'itération lorsque celui-ci est

une suite, définie par ailleurs (itération sur des fichiers par exemple). Le
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paragraphe 3 propose une généralisation de la forme des définitions itératives
ainsi que des régles et des stratégies de construction associées.

Le paragraphe 4 est une brave incursion dans le domaine des transformations
d'énoncés récurrents. Nous expliquons comment de telles transformations peuvent
&tre déduites de la sémantique statique des définitions itératives. I] s'agit
ici de traneformatione sémantiques au sens d‘ARSAC [ARS, 77), Cest-a-dire
de transformations permettant d'améliorer l'efficacité d'un énoncé récurrent.

Au paragraphe 5 nous montrons comment je fait de considérer les suites
comme des "objets" permet de résoudre de classiques problames dans lesquels
il y a un conflit entre la Structure des données et celle des résultats (par
exemple problémeSde rupture en algorithmique de gestion).

Nous terminons cette étude des énoncés récurrents par un bref tour
d'horizon d'autres travaux Sur ce sujet. I] faut cependant bien remarquer
que la plupart des études sur la synthése et Ja transformation de programmes
se contentent de considérer les énoncés récurrents, a la fois, comme un cas
particulier d’énoncés (point de vue de la Construction) et comme le domaine
cible de Ja suppression de la récursivité (point de vue de la transformation)
{BUR, 77 b] , [BAU, 78 b]

Notre point de vue rejoint celui d'ARSAC [ARS, 77] , d'ACHROFT et WADGE{ASH, 77], DIQKSTRA (DIU, 79 a) et SCHOLL (SCH, 79] qui soulignent 1'im-
portance des &noncés récurrents, la nécessité de définir des langages bien
adaptés & T'expression de tels énoncés ainsi que des méthodes de constructions
spécifiques. :

1.- ETUDE DES ENONCES RECURRENTS.E
E

 RECURRENT

Intuitivement un énoncé récurrent a pour inconnues des suites ou des
symboles o-atres. Pour nous ramener au cadre cu chapitre 1.3 , dans lequel
les résultats d'un énoncé sont des symboles o-aires, nous considérons les suites

——

comme des symboles o-aires .

compatible avec la réalité informatique :
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Ce point de vue est d'ailieurs tout a fait

les “résultacs" ou les données

é + A rotey t , urd'un probléme sont , en général, des suites représentées sur carte, su

fichier magnétique, etc...

contenant au moint

béfinition 1 :

Ainsi, dans tout ce paragraphé, S désigne un systéme d'information

- BOOL

- ENTIERC (cf ch 1.2. § 5 3)

- Pour tout sous-systéme V de S , V*

S contient les suites-d'enciers, les suites de

appartient

as Ainsi se le

suites d'entiers..... Rappelons qu'ators si ue ((V*)* )* = \ 3

n fois

Sy. 4 : (n-p)*alors u. ; désigne appl(appt(appl(4, iy)s igee+)> ip) €¥
Tpige.s p

ion VO* = 2“pour O<¢ps<n avec pour convention V =V (ch 1.2 § 7.2)

Se

i i Po d'un S.1. S$Un énoncé récurrent élémentatre de p suites uTM...u un S

est une formule du type :

bi(w) ek abs(w) en a
lejsp .

, _ ; 1 p

uy 2 at izkalors cl sinon Cus hyo UE y/%p]

- k et n sont des termes de profils respectifs ENTIER et ENTIERC

pour tout l<j<p cJ est un terme ne contenant pas ja variable= < :

Jibre i .

- pour tout lej<p

sont incluses dans ]'ensembie {Xpecees Xp}

Gi est un terme dont les variables libres
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Notons que, d'aprés la définition de la conditionnelle et celle du /
domaine de définition d'une suite, on peut remplacer la définition de uy par :

ue oa wk €hens ud = G (uj y/Xy oes sul y/xQ)
Par exemple (cf ch 2.1 exemple 4 figure 5)

bi(c) = 1a bs(c) ena C) Faavi (2<ignd Cc; diy) A

bi(d) = 14 bs(d) ena d) # bavi (2<ign> dj = C;_ymod qs)

est un énoncé récurrent élémentaire.

Dans la définition précédente, on peut toujours se ramener 4 p= 1
en utilisant des §.]. produits. De plus, chaque uw
"suite", i] peut étre de la forme Vi

; 

ip

En particulier G peut étre de J'une des deux formes suivantes :

1) Gd = stb alors G stnon Ge

est un terme de profil

uy «G) est alors appelée définition condi ttonnelle

ti) GI = opi. b; ou i est une variable de profil ENTIERC et b un terme
de profil BOOL* . Intuitivement cette expression désigne le "plus petit
entier i tel que b; = urat soit un théoréme". On l'utilise en par-

ticulier pour définir Tes bornes supérieures de suites,

u est 1' opérateur de minimisation introduit dans la définition des fonc-tions récursives (SHO, 67]. Définissons le maintenant :
Soit u de profil BooL* » ENTIER -——+ ENTIER

défini par

pré by > u(b, i) = st b; alors i sinon u(b, i + 1)

Alors ui.b; = u(b, bi(b))

Nous supposons désormais que Te S.I. § dans Tequel nous travaillons
contient ce symbole u et T'axiome correspondant.
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Definition 2_: |

ut Une définittion simple d'un symbole o-aire t est We marina atomique :
t = G ou G est un terme d2 méme profil que t

a

Définition 3 :

df initions simples ou d'énoncésSoit & = {Dys---s Dy} un ensemble de

récurrents élémentaires. On appelle relation de dépendance e é Na _
relation Tr sur l'ensemble des symboles fonctionnels de définie par :

u Tvooe {( u est membre gauche d'une définition simple u = Gde é
et G contient un terme de la forme igen, } oe

{ i] existe un énoncé récurrent de & dans lequel
1

: . 2st i =k galore c stnar iG [Wo_y/Xy--1Uy i, 78k 1 Q!
1st tg

i : avec <pet c ou G contient un terme ‘5 qa

ou q>p et iy = Jy--ip = J, 7] a

w

é Gi écessaire de “calculer" vintuitivement u dépend de v_ s'il est néces

pour "calculer” u:

Definition 4 : .

'é é élé SsUn ensemble $ de définitians simples ou d'énoncés récurrents élémentaire
re: . r

est séquentiel si la fermeture transitive de sa relation de dépendance

Qest sans circuit.

Définition 5 :

, j j éfiniti i ‘énoncésUn énoncé récurrent est une conjonction de définitions simples et d
- ; o

récurrents élémentaires dont l'ensemble est séquentiel

Par exemple

xma/k ay? b/kA kee A

bi(c) sla bs(c) #n ac, za vi(2Q<icn 3c, 8 diy) A

bi(d) = ta bs(d) en ad, ae ba vi(2@eien= di 2 ¢, 4 mod diiy)a

ne pitd; = 0)

est un énoncé récurrent.

|

a a ce te oy ee ee <a Le i—
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Par contre

- x a 3x + yay = Bx - y

~ bDI(x;) = 1a bs(x;) any a igs st j = 1 glors YX;

ginon X, j-1"? .

A bi(bi) = 1a bs(b;) w ny a biy # (x5 2 0) a

bi(y) w 1a bs(y) a2 ayy a x,

n'en sont pas .

a) Cette définition différe de celle donnée par ARSAC dans [ARS, 77]:

un algorithme récurrent est de la forme :

Vli) + R(V(i-1), 7,4)

t(i) + T(Wi), iu .d)

ko «+ pi. t(i)

ro+ F( Mk), k,u,d)

ol Ve voy ee vP est un p-uplet de suites ; r est le résultat ;
t la suite des conditions d'arrét, d le g-uplet des données.

R, T, I, et F sont "des algorithmes récurrents quelconques".

Dans cette définition on n'exprime pas de propriété de séquentialité :

R ne dépend que de Mi-l) et pas de ¥V(i) . I] est clair que l'on peut

toujours se ramener a ce cas si 1'énoncé initial posséde la propriété

de séquentialité : on résoud, module par module, le systéme triangulaire

Mi-1))

i) = 8 (viv), wi(inty, v2(4-1))
Mais surtout cette définition implique une structuration de ]'énoncé lorsque

l'on travaille sur des suites a plusieurs indices, contrairement aux

définitions précédentes of toutes les formules d'un énoncé récurrent sont

au méme niveau. Cette différence résulte du fait qu'ARSAC se préoccupe surtout

vi) = @ (v
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de décrire et de construire des énoncés récurrents. Ici, conformément a Ja

démarche développée depuis le début de ce travail, nous distinguons 1 ‘étude

fondamentale des propriétés d'un énoncé récurrent (qui se situe au niveau

du systéme formel sous jacent) de la construction des énoncés récurrents

(qui nécessite un langage de description structure).

b) Elle différe également de celle donnée par BURSTALL et DARLINGTON

(BUR, 77 b}] qui considérent un énoncé récurrent comme un ensemble de défini-

tions de la forme : ‘

WG.i ) = CS
n.

. J

avec -GI ne contient aucun ou

- ou GI est de ta forme UN(epseees ey ) , aucun e, ne
. k

contenant de ul

- ou GI est une conditionnelle dont Jes alternatives sont de l'une
des formes précédentes.

Dans cette définition il n'y a pas de structuration, ce qui est regret-

table pour un langage de descriptions. On ne fait également pas apparaitre

Ja propriété de séquentialité.

Nous nous intéressons ici aux solutions d'un énoncé récurrent.

Théoréme 1 :

Toute solution d'un probléme, dont 1'énoncé est récurrent, est calculable o

Pour démontrer ce théoréme nous pouvons :

- soit décomposer « en un énoncé strict et un énoncé des intermédiaires

- soit considérer « comme un énoncé strict dont le résultat est un p-uplet

de valeurs (formé du résultat proprement dit et des intermédiafres). (cf ch 1.3 § 1)

Denese testi tats 1k Bh be mth e tone er aa rer] Ae SvIREK Hes

i patina, <ith/hsteen ca 2fdashdinensmens saan et tosh



- 379 -

La démonstration se fait alors par récurrence sur te nombre d'inconnues

de ec , en effectuant un raisonnement par cas selon que le pieme

est défini par un énoncé récurrent alémentaire ou par une définition simple ,
et en utilisant la propriété de séquentialité.

Ce théoréme met en évidence le principal avantage des énoncés récurrents

par rapport aux définitions récursives générales.

Corollaire :

Un énoncé récurrent admet au plus une solution a

De plus i] est possible d'associer aux énoncés récurrents une régle de

caleul plus simple que dans les systémes d'&quations récursives :

Soit rly? Tes inconnues de e« , on calcule rn j
Vee

45

si: -ilexiste k, leke min(a;. q;) tel que

Jy lg t+ Spey * fp et dy < ty

- ou si pour tout k , lsks min(qy. q;) on a

Jy = i, et rire

La justification de cette régle est semblable 4 la démonstration du

théoréme 1.

Son application permet de calculer Ta solution de e¢ si elle existe.

I] faut aussi remarquer que cette régle de calcul constitue une méthode

de résolution des énoncés récurrents, déterministe et tndépendante des

dommées {ch 1.3 § 5.2.2). Ceci ne veut, bien entendu, pas dire qu'un seul

ordre de calcul est possible puisque la régle précédente demande uniquement

r

intermédiaire
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de respecter Ta relation de dépendance r lorsque les indices communs son:

les mémes. On retrouve la notion de calcul collatére} d'ALGOL 68 [WIN, 75].

On peut ainsi associer 4 un énoncé récurrent ¢ un ensemble de calculs,

c'est-d-dire T'ensemble des démonstrations de théorémes

rhestccrPe sP . Clest 1'idée a Ta base de la sémantique caleulatotre

(FIN, 76 a] , (FIN, 78 c]

1] est également possible de préciser les conditions d'existence de

solutions d'énoncés récurrents :

Soit P= (E, S) un probléme dont l'énoncé € est récurrent. P admet

uhe solution pour Ja donnée (D, p) ‘si:

(1) Pour toute définition n=ui.b; , i] existe vn k tel que }———»,
SD [ole)

(2) Pour toute définition x ef Uyer sty, si | —U; = S; pour
SDE ple)]

j=l,...,p alors | -——_. prd fu, Up = vrat D

(1) apparatt comme un cas particulier de (2) relativement @ uy

(1) exprime la propriété classique de terminaison, (2) est une régle de

non blocage.

La démonstration de ce théoréme résulte également de la séquentialité.

Elle s'effectue encore par récurrence sur te nombre d'inconnues de £E .

Comme il s'agit d'un cas ‘particulier d'énoncé récursif toutes les séman-

tiques développées dans ce cadre sont utilisables. Une des plus naturelles

est certainement la sémantique fonctionnelle (ou encore sémantique point fixe).

On se place dans un modéle du systéme'd'information S et on prolonge 1'ir-

snd

terprétation aux symboles inconnus. L'image de l'énoncé e par J'interprétation
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devient alors un systéme d‘équations dont les inconnues sont les images des

symboles inconnus de & . L'existence d'une solution (différente de ]'indé-

fini w) est liée a la vérification des régles du théoréme 2.

Bien que les énoncés récurrents présentent de nombreux intéréts pour
la résolution d'un probléme, leur expression sous forme d'une formule d'un
systéme d'information, comme nous l'avons décrite ci-dessus (et utilisée dans

l’exemple 4 du chapitre 2.1) est malcommode. Ceci est dé en partie aux diffé-
rents indices de suites, mais aussi au manque de structuratton d'une formule.
Pour éviter ces inconvénients nous introduisons maintenant Te langage MEDEE
dont les qualités de modularité et de simplicité d'écriture donnent une plus
grande lisibilité mais aussi facilitent la Construction descendante et sys-
tématique d'un &noncé récurrent. C'est sur ce langage que sont décrites les
régles de construction d'énoncés récurrents et les Stratégies associées.

2.- LE LANGAGE MEDEE ET LA CONSTRUCTION D'ENONCES RECURRENTS

Introduit comme langage support de la méthode déductive de Programmation
{PAI, 79] , [BEL, 78 a}, (BEL, 78 b] , MEDEE est un langage définitionnel
(on dit encore applicatif) permettant de décrire de maniére modulaire et
descendante des énoncés récurrents ou récursifs. L'aspect description de
définitions récursives étant tout 4 fait classique nous allons nous limiter
essentiellement au caractare itératif de MEDEE.

2.1.1.- Exemples.

MEDEE est un langage essentiellement concu pour la description
a’énoncés itératifs. Son utilisation doit normalement s'accompagner de celle
d'un langage de description de systames d'information. Nous utilisons ici une
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syntaxe légérement différente de celle présentée dans [HUC, 77] ou

[FIN, 78 c] , encore un peu plus éloignée des aspects dynamiques des langages

classiques et donc mieux adaptée 4 une construction é@ partir d'un énoncé

implicite.

Briévement, une description d‘énoncé en MEDEE (cn‘parle de programme

MEDEE) est formée d'un module principal définissant un résultat, qui refére

différents modules de niveau inférieur, définissant 2 leur tour des résultats

. co
et ainsi de suite.

En régle générale, un module est identifié par le nom de son résultat.

Cette syntaxe apparait comme une extension des langages de description

de problémes (s-descriptions et a-descriptions}) intrcduits auparavant.

L'énoncé de la figure 5 du chapitre 2.1 (version récurrente du probléme \

de la fraction trréductible) s'écrit, en MEDEE, sous la forme de 1a figure 1.

profil énoncé en MEDEE

<x, y>> tg

propor(x, y, a, b)a prem(x,y)| <<x,y>>: COUPLE | résultcr <<x, y >>

k= pgcd (a, b) k : ENTIER x = a/k

<<c, d >> ty <<c,d>>: COUPLE* y = b/k

vi, pgcdic., q;) = <<a,b>>: COUPLE | k = prenter c; pour i dang 1+

tel aque d, = 0

nara = domi fc << a, b >>

“S< Cy d >>

oO a

os ay
a a

Li)

. ; Et EES ES mage a ee =
ee pe se ae |
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La colonne de gauche de cet exemple contient les spécifications (impli-

cites le plus souvent) des résultats et des intermédiaires. La colonne centrale
précise les profils des différents symboles et la colonne de droite 1'énoncé
MEDEE proprement dit.

le double trait horizontal permet de distinguer le module principal du
module “ *<< ¢, d >>"

Ce dernier définit de maniare récurrente les Suites c et d . L'im-
bricatfion des modules permet de taisser sous entendu T'indice courant :

c est utilisé pour Cis Cc pour Ci.y et Bc pour c - o

Si l'on compare ce langage au langage des s-descriptions, on y note
simplement la mise en oeuvre effective de la modularité liée 4 la définition
du terme général d'une suite (cf ch 1.3 § 2.3.1).

La figure 2 représente un énoncé en MEDEE qui résoud le probléme des sous-
Suites ascendantes de lTongueur maximum [BRO, 79 a]

Cet énoncé donne un exemple d'imbrication de modules . On voit ainsi que
Yes conventions de Suppression d'indice courant sont bien adaptées & une
analyse par niveau :

4 une étape donnée on peut“oublier" Je niveau d‘imbrication od l'on se trouve.
Ainsi ind, maxim sont définis comme des entiers alors qu'au niveau de 1'énoncé
complet ce sont des suites d'entiers + md, maxi et mdint sont définis comme
des suites alors que ce sont des suites de suites. I] faut alors étre bien
conscient des abréviations utilisées : md(k) représente md(i-1, k) et
non pas md(i, k-1) ! 

8

2.1.2.- Syntaxe de MEDEE.

Nous nous contentons de donner une description informelle d'un sous -
langage de MEDEE,

Un énoncé MEDEE est un ensemble de modules ayant une structure
arborescente pour la relation "le module x utilise le module y"

* SSE eee ~ aw = 1 wares
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Un module MEDEE est un ensemble de définitions ; 1] est en général

identifié par te nom, précédé de “*" , d'un de se; résultats. Une aéfinition

est de l'un des deux types suivants :

a) Définition simple

de la forme X= F(Xp eens x od MG Xp. Ky sontp)

i) soit des identificateurs

ii) soit des identificateurs surlignés (sauf x, qui peut étre $ y)

tii) soit des éléments ou de la forme uy 4
rerrdy

et f une opération du $.I. considéré

Un cas particulier important est celui of f est une conditionnelle.

b) Définition itérative

bl) Expression itérative

L'expression Us pour idms k-+n

définit suite de terme général Ups de borne inférieure k et supérieure

n 3 si n= +o on admet dene pas le faire figurer dans 1’expression.

Une telie description de suite est appelée expression ttérattve.

La définition de md(cf figure 2) est un exemple de définition d'une

suite 4 l'aide d'un tel constructeur.

b2) Opérations sur les suites :

Les figures 1 et 2 donnent quelques exemples des opérations portant sur

Jes suites que J'on utilise dans les énoncés MEDEE :

der fournit le dernier terme d'une suite (cf ch 1.2 § 7.2.2)

- dga permet de tronquer une suite @ partir du premier élément vérifiant

une certaine condition.
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a
} 

at 

b3) Forme d'une définition itérative‘ 
"9 

c ‘3! 
Une définition itérative se présente de maniére analogue a une

2 = ' 
€| 2 & et définition simple :x £ 

Ss : .
i 

x Sx 
"he 

J} & 
: 

7 
o/1 

; 

. 
o/1

& y R z re] gi x = (der] uj pour i dans k +0 [ gaa c3]“ + 2 e] 3
- g etre s at oa f)9/1 indique que f peut &tre absent.2 ont BES a] &al S a \ Sie S 7 3 St Diautres formes de définitions iteratives ont été utilisées précédenment := = = Es - a
7 7 4 « v 3 i - = wt - i dans k +41 tel que c; qui est identique 2 :§ 8 ele 7 § 

eae.
i il 3 » & TyYY og e{] 3 der U; pour i dmsk =n jaa ¢,' 

ef slo 8 :{2 = 4 = 81 4 A: a S| 3 "X= E uy pour tdans ok + m joa ¢; qui est identique a :g x v gl w gl ale & ze] 3 ;|= g x § > fe = at iy x= der sj pour i-dans k + n gga cz
& & 3 a? 4 n +" W a — 7i. & F a a ae acl ut Si le module *s est égal a *uu {s=3+u,3s = 0}Blas Xs} [é lg 2 é a |e8 toy & 

2}s | 32. ay s| 5 5 5 Ew al 2 U€ ENTIERY u REELX8 o 2 < woe 0 2a)" a x 6 8 “ S ox? 2 a Nous ne développerons pas davantage 1'intrcduction et l'utilisation de
sje Z eeu nog é 2a =z 3! 

ak . : r : .

a « § = 7 ~~ ® v Zea 3 o telles opérations ; de méme, nous ne décrirons pas la manipulation de fonctions
a 3 a = 2 ow v TH we z v!

* 
3s en MEDEE.

pny 8 « 5 Terminons cette bréve description syntaxique de MEDEE en indiquant qu'un
a + 

I| 8 . 3 et @noncé MEDEE doit posséder la Propriété de séquentialité (définition 4) qui
* 

+ 
e 

:gas ety Ge Si Se définit simplement dans ce cadre (FIN, 78 c] . 11 suffit de définir lavl/EEE. atts > “E a relation de dépendance pour chaque module : Si x et y sont deux identifi-
S/agoags wlese sz oa 

: 7Be fee oe ae oe B26 3 “ cateurs d'un méme module m,& a « ou. 7" ” ar| & sis song 3 2 < 2 o xTy - y¥ occurre en partie droite de 1a définition de x oujes} ZEE&E es a . *® occurre en partie droite de la définition de y .
im

s 5 v 
2.2.+ Sénantigu de MEDEE.a a as 

Beeee code!
a os eA
8 & y a x 

Le langage MEDEE permettant des abréviations d'écriture et une grande2 $ 7 a, = < ot modularité 11 faut étre capable de caractériser précisément 1'énoncé récurrent
| < 2 soa “

= & 
x8 as > = = 3

u a. = as 3 4 .i a a= = r< Rw| aa < 3 - 731 a o = =F Ez
‘3 as * on v 

.
Zleg A. 7 8 x
a =| | 7.84 sé=/|94 3g a 2s van
glx @p] x] 2 e Soe Toe 2 .
Blgcar e/g a F ese) | ez s2) 3 = — vo 2 |x| £8 z=} 8 a 3 <}*|¥ ~~ Elev *4 

< a2 +8 2 oF 2 5
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décrit par un énoncé MEDEE.

La sémantique stattque est une fonction qui associe 4 tout &noncé MEDEE
une formule dans‘le S.1. correspondant [FIN, 78 c] . Le terme sémantique
n'est pas utilisé ici dans son acception usuelle puisqu'il s'agit plutét
d'une traduction d'un langage formel dans un Tangage d'expression de systéme
formel. Pour définir une sémantique de MEDEE, au sens classique, i] faut
alors composer la sémantique statique avec une sémantique quelconque (cf"
figure 3).

énoncé

MEDEE

sémantique énoncé

statique

opérationnelle

fonctionnelle

algébrique

calculatO%ire

sémantique

modéle

On trouve dans [LES, 78] et (FIN, 78 d) une sémantique point-fixe
directe de MEDEE appelée sémantique descriptive.

2.2.1.- Conventions de notations.

a) Nous supposons associé 4 tout énoncé MEDEE un prédicat appelé
dépend de entre identificateurs et noms de modules, défini par

x dépend de m si et seulement si x est défini dans le module
m ou dans un des sous-modules de m.
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\,
Ainsi dans l'exemple 2, md dépend de *tmax, dicho dé&pen? Je

* gmax mais md dépend de * maxi est faux.

Notons qu'é partir de cette relation de dépendénce i] est possible de

défintr des améliorations d'énoncés consistant 4 “sortir" des constantes

de modules itérés [BEL, 79}

b) Nous introduisons une fonetton ind permettant °}' indicage"

des symboles fonctionnels de suites. Elle est définie sur les identificateurs

par:

ind(x, +» i,m) = si x dépend dem alors x.,
Ltr ty iiye-ip

sinon x, .
ipes-iy

ind (x, - i, mj2Si x dépend de m alors x._,. ;
lerww.tl i-li,...

It" "p lip

sinon x, .
; ipeerdp

TEARS cad >» i, m) = si _& dépend dem alors Xbi(x, © )igeeei

Pp tye. tool p
p

sinon x, .
iy---i,

ind se prolonge naturellement aux termes puis eux formules du S.1.

sous-jacent.

c) Nous supposons que les identificateurs, et en particulier les

indices de définitions itératives, d'un énoncé MEDEE sont tous différents.

Plus précisément, le langage MEDEE permet des défiritions locales d'iden-

tificateurs avec une régle de portée associée 4 la structure modulaire. Nous

supposons ict que la sémantique statique ne s'applique qu'a des énoncés

résultant d'une opération de transcription sur les identificateurs qui évite

toute double définition d'un méme identificateur.

———
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d) Nous notons généralement xu Je module associé 4 la suite u:
am est l'ensemble des définitions d'un module m dont te membre

de gauche est précédé de 3 . *mest le complémentaire de 3m dans m.
ident (m} désigne l'ensemble des identificateurs apparaissant soit

en membre gauche d'une définition d‘un module m soit en membre gauche d'un
Sous module de m.

Ainsi , $ * omax = { $ emax = 1, % md = tr(a,1,1})} ,
ident (* gmax) = {emax, id, md, maxi, arrét, mdint, mini, dicho}

dans l'exemple de la figure 2.

2.2.2.- Définition de la sémantique statique.

Soit é un énoncé MEDEE et S le S.J. sous -jJacent (i.e le S.I.
du probléme dont & est 1énoncé). Nous supposons que S$ est comme au para-
graphe 1.1 (il contient ENTIERC, BOOL, les suites, u,etc...).

La sémantique statique SEMST associe a une formule de § définie
récursivement sur la structure de & de la maniére suivante :
a) La sémantique statique de S est celle de son module principal
b) La sémantique d'un module m est la conjonction des définitions Dyeeeee D

pde m

SEMST [ml = SEMST 0} A osaeee a SEMST too}

c) La sémantique d'une définition simple x = F(xys.ees x) est la définition
elle méme :

SEMST fx = F(xys.-e Xp) =X w F(xpae. es Xo)

d) Pour définir la sémantique statique d'une définition itérative il suffit
de caractériser chaque constituant de son membre de droite :

d1) Sémantique de l'expression itérative U, Pour i dang i~ n:

SEMST fu, Pour idgng k +nJ = DOM(u, k,n) a MOD(u, i)
avec

MOD{u, i) = (bi(u) < 4 < bs(u) 5 ind(SEMST Cx wuT, i, wu))a

ind(SEMST {8 *ul, bi(u) , xu)
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et

DOM(u, ky n) = AN (Di{y) = hel a bs(y) = n)
y € ident(*u)

Dans cette définition d'une part, on exprime Te domaine (DOM) des

différentes suites définies par *u , d’autre part, on précise la définition
du terme général de chacune de ces suites ainsi que la définition du premier

terme. {

a2) Définition de 1'opération dea

u ggg a =v

tg bi(v) = bi(u) a bs(v) = inf(bs(u), pias) a

vi (bi(v) < i < bs(v) > Vz 3 Us)

ou inf est une opération sur ENTIERC,

d3) Définition itérative d'une suite

SEMST flv = us pour i dang k+ nll = (v = u) a SEMST lu. pour i

dang k ~ nf

d4) Définition compléte de la sémantique d'une définition itérative :
Elle résulte de di}, d2), d3) et de la défirition de l'opération der 3

SEMST [x = der Us pour i dans k~ n jag a,} z

DOMA(u, kK, mn) A MOD(u, kin) a xs Uys (u)

oa

DOMA(u, ky n) = aN (bi(y)® k-labs(y) = inf(nyy 1a)
y € ident(*u)

Exemple_3

Sémantique statique de l'énoncé de la figure 2.

SEMST FGI = SEM1 A SEM2

SEM2 = SEMST In = lat P= ne Jal

SEM1 = SEMST [2 = den umax; pour i dime 1 7 al

. bi(&max) = 0. bi(ind) = 0, bi(maxi) <0, bi{arrét) = 0 , bi(md)= 0

a“ ut

eivemurmames ew eeli = pe tte m= - = te
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a bi(mini) = 0 4 bi(dicho) # 0 ~ bs(emax)en a bs(ind) wna

bs(maxi) = na bs(arrét) ena bs(md) sna bs(mini) ana : ind(SEM13', k, * mdint) = ndint, B
bs(dicho) an a

(lL < i <n ind(SEM1', 1, * pmax)) a

max, el amd, = tr(a 1,1) A seust C&J =n lala

Le imax, A

at k @ ind alors ind gtnon md.

d'od finalement :

2 « imax,

bi(’max) 2 OA ....a + ations = Oa bs(gmax)= na...a bs(dicho)en aSEM1* = SEMi1 a SEM12 4 SEM13 
gmax, #1 amd = tr(a, 1, 1)

SEMIL = SEMST [émax = g¢ Iiiax < ind alore ind stnon Sax] , ° °
a. 

i
= max wm gt &max < ind alorg ind stnon max 

sis . > ind. al —) ,SEM12 = SEMST [ind gap maxt our j dana 1 ~ daa arrat J SEM11 a7 9 UMAXs = gt Amax;. < ind, alors in 4 tron kmaxs 1 A

Ss ‘ 
12---++% bi is weal DI ét. Oa! axi.)e=d, ol= bi(maxi) = 0 bi{mini) = 0» bi(dicho) #0 a bi(arrét) = 0A SEM ~~ => di(maxis) ® 0 A... bi(arrét;) = Oa bs(maxi;)#d; a...

bs(maxi) = da bs(mini) = da bs(dicho) = da bs(arrét) ada , = bs(arrét;) = d. a

da j.arrét. a : x . " .uJ j ¢; ay j.arrét, A maxis 4 3 ana s+ amini; , * lia
(l<j<d> ind(SEMi2' , j, * maxi)) a arrét,; 9 TM fa on ind, = maxig, a

maxi) = &max +1 a mini, ala arrét, m four A : l<eic d; y

ind « maxi 
ind(SEM12', j,maxi) --._ 4 << Maxis js mints 4 >> 8 s7 a, < M41 "dicho,

SEM13 = SEMST [md = mdint, pour k dano 1+ — &maxJ 
BIBER. « mer :

= (md = mdint) a bs(mdint) = gmax a bi(mdint) #0 a 
sinon

teeese( 1 < k < &max > ind(SEM13', k, * mdint)) SEM 4 di b a bi (mad =0SEMI2' = SEMI21 » SEMIZ2 a SEM123 
ae ERS, ania) Seen ob Ga aDSEMI21 = << maxi, mini >> = gf a, <i icho glone << dicho, Mini >> Lek < dmax; 5

sinon << maxi, dicho+l >> SEMI3'~-- > mdint, , = stk = ind; alors ind; sznon mds aySEM122 = dicho = (maxi + mini) + 2 
,

SEM123 = arrét = (mint > maxt) ~ Ltabsence de structuration d'une telle formule en rend la compréhension
SEM13' = mdint = a7 k = ind glors ind ginon md, peu aisée. a
. ‘ 5 

— 
Ainsi 7 nm langage de description structurée {modules

ind(SEM12', j,* maxi) = ( << maxt,, mini >> « ai &: 2imd.. 
ins? MEDEE apparait comme u ngag ' Lok, )

J j \ dicho, | et simplifiée (omission d'indices) d'énoncés explicites. Sa restriction aux
alors << dicho., mini. 1> définitions simples et aux définitions itératives concerne la description~—— J J- ,

; A : des seuls &noncés récurrents.ainon << mia dicho 5.1 >>) a

dicho ; . (maxi jy + mint 1) +2 A

arrét = (mini; > maxi ;)
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2.3.- Construction d'énoncés MEDEE.

Comme dans le cas des définitions récursives (ch 2.2) nous cherchaons des

régles de construction d'énoncés récurrents sur lesquels reposeront des stra-

tégies d'explicitation récurrentes.

Nous sommes guidé par Te fait que 1'énoncé MEDEE &' construit 4 partir

d'un énoncé ¢« doit vérifier cet énoncé (ch 1.3 § 6.2). Pour étre plus précis,

G' n'étant qu'une description , i] faut démontrer

f-——— SEMST( &'} > €
5

Evidemment, pour faire ce genre de démonstration , on souhaite :

- pouvoir effectuer des vérifications locales(module par module, défini-

tion par définition)

- ne pas avoir 4 utiliser directement la sémantique statique trop

compl iquée.

Nous somne ainsi conduit 4 introduire des régles de preuves, nous préfé-

rons, comme au chapitre 2.2, parler de régies de construction, pour le lan-

gage MEDEE.

Ces régles sont justifiées a }'aide de la sémantique statique.

_2.3.1.- Régles de construction d'énoncés MEDEE.

Soit & un énoncé MEDEE de résultat r .e Jl'énoncé du S.I. sous-

jacent caractérisant r . Nous supposons qu'd chaque identificateur a

de & est associé un sous énoncé ey de e . On note alors by T'énoncé

suivant :

- si y est un identificateur u de suite apparaissant dans

une définition itérative :

++. U; pour i dansk 7 on diga ¢;

alors by Eby fu/u,)

- si y est dela forme u , 0% u est comme ci-dessus :

BF & G/u,, i-1/i)
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- si y est de la forme Su, of u est comme ci-dessus :

f,= 6, (Bu / Wy» k-1/i]

Avec ces conventions , toujours en notant S le $.1. sous-jacent,

nous pouvons énoncer les regles suivantes :

a) Introduction dé definition sinple

(RIDS) Régle d'introduction d'une définition simp] e@ ———__—_-——____.

La définition simple x =f (xl...., xP) est correcte

vis &@ vis des énoncés By Eyes Exp si

Ie- Ey Aes fyp > pre Fea xp A gy (fx) 2. .xo/x]

Par exemple dans 1'énoncé MEDEE de la figure 1,
<< c, d >> est caractérisé par pgcd (ci, d;) =k . Pour que la définition

<¢c,d>> = << d, c mod d>> soit correcte vis a vis de

fee cd o> *(pacd(c, d) = pgcd(a, b) } et cL, TT >> 7pged(c, d}

= pgcd(a, b)})}
1] faut et {1 suffit que

pgcd(c, d) = pgcd(a, b) > pré © mod da pged(d, ¢ mod d) = pged(a, b)

Théoréme 3 :

Avec les hotations précadentes, si x = f(xl...xp) est correcte vis a

vis de Eyveees fxn o

SEMST = érifi[x ext. exp) verifie ¢, dans S$ fe) ep!

c

La restriction de cette régle 4 Ey Aves Exp > pré fxl...xp

constitue une régle de non biecage (cf chazitre 2.4 exemple 1).
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b) Introduction d'une définition itérative.

(RIDI) Régle d'introduction d'une définition itérative———___

La définition itérative

x= der Uj; pour i dang k-+n digg a;

est gorrecte vis a vis de &, + 6, (l'invariant de la suite u),

1, (la condition d'arrét) si

Kern, A nls inf(n,u ieaj)a etn) /i 7 u,y/u) > & tu, y/x]

Toujours en reprenant l'exemple 1, f° (pgcd(c, d) = pgcd(a, b}) ,

&, = (k = pgcd(a, b))

m= (d; #0) alors ona bien:

nl = inf(te, ui. (dy # 0))a pged(cy, diy) = pgcd(a, b} >

(qq * Pacd(a, b))

Avec les notations précédentes, si x = dep uj; pour i dang k+n iga a,

est correcte vis 4 vis de fo bys om alors
c

SEMST [x = der Uj Pour tdansk-~+n Jqq aj} vérifie e, dans $ [e,, mda.
Ceci _résulte immédiatement du fait que

SEMST [x = dor u; pour dane k~+n gaa a;} > ds(u) s inf(nyu tas) a

* 8 Ub s(u)

On remarque ainsi que la justification des régles ne nécessite pas l'uti-lisation de toute la sémantique. Un point de vue voisin consiste & constaterT'inexistence d'une régle de récurrence. En fait “la régle de récurrence" setrouve 4 un autre niveau dans un processus de démonstration : pour démontrerque &, est invariant on Prouve, avec les notations précédentes , que :
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kos fg bs(u) ae 15-3/8).4 ing(stmst [++ a}, a, %u) > gi,

et ind(SEMsT [3*uJ, k-1, *u) > t, Uk-1/i)

' {es propriétés se démontrent 4 l'aide les régles précédentes {en consi-

dérant u a 1a place de uy > U a la. place de Uz., et Bu a la place de Wuagh

1] est immédiat alors, par récurrence sur le nombre d' idéntificateurs,

que $i chaque définition d'un anonce & est correcte vis 4 vis des sous-
énoncs dee correspondants, la sémantiqu. statique de & ybrifie < -

c} Correction totale

Du théoréme 2 {§ 1.2) on déduit une réuie assurant ‘existence d'une

Sotution pour une déFinition itérative. .

(RTDI) Régie de terminaison d'une déf nition itérative. ——_-....

La définition itérative

x= der us pour 1 dans id 2 n dga a,

se termine si fp— zi tg a,
SE és 14]

2.3.2.- Utilisation des régles précédentes .

Nous pouvons maintenant préciser Jes stratégigs générales de cou
truction d'énoncés MEDEE. :

a) Explicitation simple

4 SES > Stratégie d'explicitation. simple

domme x caractérisé pare,

résultat f symbole fonctionnel p-aire, p symboles x1...xp car

‘ térisés par p énoncés £144... fey

tg by] Asana Fxy =n fxi...xp A ty Cfx1...xp/x]J

Se a a



Présentation des résultats :

sont placés dans la colonne de gauche

- les profils de f, x1,..., xp sont placés dans Ja colonne centrale i

-x =f xl...x%p est placée dans la colonne de droite

- x est coché

Heuristiques : i

a) Eventuellement décomposer Ja recherche des xi et de f en

comnencgant par considérer 1'énoncé Epp Aree Exp? e,Lfx1..-xp/x] i

puis vérifier 4 postériori le non blocage : Bay Are eh ®xp > pré fxl...xp

b) C'est la position de e dans un processus général d'explicitation

qui guide la recherche des intermédiaires. Un cas particulier important

est celui ot &, estun invariant caractérisant une suite. On utilise

alors une stratégie d'unification en comparant

ty et (x/x}

et en cherchant mn tel que t, #~ e, {X/x] at

¢) Une autre possibilité pour rechercher les xi consiste 4 utiliser les

constructeurs f de la sorte de x , dans te cas of ceux-ci sont en nombre

limité. Pour chaque constructeur f on essaye de séparer e,{fxl...xp/x)

en p &noncés nouveaux fyyeee =xp .

Remargue :

b) Affaiblissement.

+ SEA > stratégie d' explicitation par affaiblissemant

donnée ©x caractérisé par ey

résultat u symbole o~aire de suite caractérisé par é, (invariant)

a symbole g-aire de profil BOOL* caractérisé par fm,

(condition d'arrét)

k et on termes de profil ENTIERC

tg be—(nl s inf(nsu i. m3) ac, [nl/i] > elu, j/x])

ak tg m, [k/i] = vrat

Présentation :

- eet m, sont placés dans la colonne de gauche

- les profils de u et a sont placés dans la colonne centrale

- x= der Uz pour i dans k-+n dga a; est placé dans la colonne

centrale

- xX est coché.

a) Chercher une décomposition de &, en deux formules £1 et t5

telles que :

“by = by A Ey [xfu, > nl/i] ~

= eyld/x] soit, facile 4 vérifier pour une certaine

valeur d

- on ait des chances raisonnables de trouver une récurrence

conservant e, [u,/>]

(C'est ce qui a été fait en @2 de l'exemple 3 ch 2.1}.

SATE ORT Ses E-aoo eas
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Un cas particuliérement important est celui od « contient une
variable enti@re libre n . On peut alors choisir :

ese (k/n} 5 ey = (k =n)

C'est le cas de nombreux problémes portant sur des suites (par exemple
problémes de tris, probléme du drapeau tricolore etc...)

b) Chercher une induction sur les données en utilisant un cons tructeur
(cf chapitre 2.1 (2) a) exemple 4 ou @ exemple 3). On peut aussi dans ce cas |
chercher une définition itérative portant sur une suite (§ 3.2) et obtenir
les résultats cherchés en transformant par la régle (RCSDI) (§ 5.2.1.) le '
résultat de la stratégie d' induction sur une suite compléte + SISC +
(§ 3.3.2).

La validité de ces stratégies résulte des régles (RIDS) et (RIDI). On
peut }'exprimer de la maniére Suivante :

Tout énoncé MEDEE &' obtenu a partir d'un énoncé initial
cation des stratégies ¢SESb et 4¢ SEA b

£ par appli-~
vérifie

fy AvesA Gy, A SEMST Te] De

ot les Eyors+s € sont les énoncés résultats des Stratégies précédentes

et qui n'ont pas encore été explicités.

Comme cas particulier on obtient, lorsque tous les énoncés intermédiaires
Ont été explicités.

b-SeNST [¢] ae

3.- DEFINITIONS ITERATIVES DE PLUS HAUT NIVEAU.

Dans une définition itérative MEDEE.

X= der uy pour i dans k —-+n jga a,
1
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résultat est donc caractérisé par une définition itérative "portant" sur ce

fichier. Cette remarque nous invite 4 considérer le couple formé de ]'expression

et du module x u comme étant uneitérative “Uy pour idang k— n"

netzon associant au fichier donné d la suite u

Avec ce point de vué la forme précédente d'une définition itérative

présente deux inconvénients :

a) D'une part, elle ne met pas en évidence la suite d 4 partir de
laquelle est définie u . Plus précisément, cette suite d n'est men-

tionnée que dans le cas particulier of 77 s'agit de la suite des entiers

commengant 4 k et se terminant & nl = inf(n, wi.a;) 3 c'est-a-dire

Jorsque u; est définie par un calcul. Ce qui est le cas, en général,

pour les suites “mathématiques" (arithmetiques, géométriques, etc...}

b) D'autre part, elle recouvre deux facons logiquement différentes de

définir le dernter terme de u

i) La définition de larrét a porte sur la suite u , ce qui est
naturel pour de nombreux: problémes numériques dans lesquels on
calcule une valeur avec une certaine précision.

Calcul de Va & eps prés

vrésultat rac2 |

race = der Yr; pour .i dans lo ~ jgqa Fin,

donnée eps

rr

r= (fF + a/F)/2

1gre

fin = |r- Tl < eps

$fin = four

6 ee a

—— = 1
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ii) La définition de l'arrét porte sur la suite "donnée". C'est
le cas de la plupart des problémes portant sur des fichiers

1

calcul du maximum d'une liste de nombres positifs se terminant par 0.

résultat max imum ;
maximum = der M; pour idgng 1 —— diga arret,
donnée d

mn

m = max(i, q;)

arret = (4; = 0}

m= 0

Barret = faux

Cette forme d‘'itération est peu agréable puisqu'elle nécessite d'indicerd et non pas m - De plus le programmeur doit penser, lors de T'explicitation,4 la fois, @ la “gestion du parcours" de la suite donnée (définition du
premier élément, définition de l'arrét) et a la définition du “traitement”(définition de m ). Or on pourrait souhaiter traiter ces deux sous-problémesde maniére indépendante. a

En-conclusion, si ta forme précédente des définitions itératives en MEDEEpermet d'exprimer tous les énoncés récurrents, elle est en contre-partie detrop “bas niveau “ Jorsque la suite u est définie 4 partir d'une suitedonnée d . Nous nous attachons, dans ce paragraphe,
formes de définitions itératives mieux adaptées 4 une
en évidence une suite donnée.

4 introduire de nouvelles

explicitation mettant
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3.2.- Définitions itératives de haut niveau [PAI, 77] , [BEL, 78 c}

3.2.1.- iivepdeetien

I] résulte des constatations praécédentes que, lorsqu'une définition

itérative porte sur une suite donnée. d , nous ne souhaitons pas décrire la
gestion du parcours de d dans le module itéré <u.

Introduisons donc une nouvelle forme d'exp-ession itérative :

us pour i dans d

od i parcourt le domaine de la suite d .

Ceci induit une nouvelle forme de définition iterative.

Le calcul du maximum d'une suite, envisagé dans l‘exemple 5, s'écrit :

résuitat maximum 3 
|

max imum = dep mM; pour 1 dans d |

donnée d |

7 
|

m= max (mM, d) 
{

Bm=0

ce qui a le méme sens que 1'énoncé de l'exemple 5 o

Cependant, dans de nombreux problémes, i] s'agit de ne parcourir qu’une

sous-suite d'une suite donnée. Parfois la borne supérteure de cette sous- suite

est caractérisée par un prédicat {exploration de sous-fichiers, recherche d'un

élément dans un fichier etc...).

Dans d'autres cas cette borne dépend du terne général de ja suite caiculée.

Nous nous attachons donc maintenant a généraliser Ja forme des expressions

itératives pour rendre compte simplement de ce genre de problémes ; la géné-

ralisation de Ja forme des définitions itératives s'en déduira inmmédiatement.
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3.2.2.- Expression itérative sur une suite compléte.

a) syntaxe .

Soit d une suite, une expression itérative sur d est de la forme

U; pour i dane d

d peut étre appelée la sutte de départ de u

b) sémantique

SeMST [u; pour i dang d]] = OOMC (u, d) a MOD(u, i)

ou

~ MOD(u, 1) est comme au paragraphe 2.2.2. d) : c'est une formule

caractérisant le terme général et le premier terme de la suite u -.

Pour qu'elle ait un sens il suffit que l'opération d'indicage ind

(§ 2.2.1 b)) indice les occurrences de d dans Ye module »#u . Ceci

résulte immédiatement de l'extension de la relation dépend de obtenue

en posant, dans le cas de l‘expression considérée en a), 4d dépend de

eu

~ DOMC(u, d) caractérise le domaine de u:

DOMC(u, d) =

y € ident(*u) \(d}

Notons qu'il est possible que d soit une suite infinie, i] en est

alors de méme de u . Cependant, dans de nombreux cas, d aura une repré-

sentation physique (fichier par exemple) et sera donc fini.

De cette sémantique nous déduisons immédiatement le sens d'une définition
itérative dont T'expression itérative est de la forme a).

La définition itérative de l’exemple 6 a pour sémantique :

Xs M55 (m) a bi(m) = bi(d) a bs(m) = bs(d) a

(bi(m) < i < bs(m) > m, = max (my) d;)) A

(bi(y) = bi(d)-1 , bs(y) = bs(d)) !
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J .

3.2.3.- Expression itérative sur une sous-suite connexe.

, Dans de nombreux problémes on ne doit parcourir qu'une sous-suite
d'une suite donnée (impression des salaires des employés dont ie nom commence

par e, f ou g 3 recherche du premier enregisirenent d'un fichier séquentiel

vérifiant une propriété ; plus généralement parcours de sous-fichier etc...).
Il stagit donc de définir précisément 1a notion de sous-suite connexe d'une

suite donnée. :

a) Sous-suites connexes

Une sous-suite connexe d'une suite 2% est. intuitivement, une tranche de 2

dont Ja téte et 1a queue sont caractérisées par des prédicats t et q

(t et q sont des formules a une seule variable libre notée i dans la suite).

Qn distingue Tes sous-suites connexes dont le premier élément vérifiant q

fait partie (on parle de sous-suite fermée) de celles dont i] est exclu
(sous-suites ouvertes), d'od les définitions suivantes :

Definition 6 :

On appelle sous~suite connexe fermée, de téte t et de queue q , de

Ta suite & , la suite notée 2 det @q = inelus .

définie par :

£det 2q inelug = tr(%, deb, fin) a deb syi.(bi(2) <i) a

: (i = bs(2) v t)

fin sui.(deb< ia (i = bs(%) v q)

On peut en donner une définition récursive

Théoréme 5 :

Avec Tes notations précédentes,

%& det @ q tnclus ast Lu<>

alors < >
sinon st t{bi(b)/i ]

alors siq [bi(£)/i]
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2 Vvlors < prem(2)

sinon < prem(2) > (reste(2) de vrat g

’ q inelus )

ginon reste(£) de t dq inclus

ol <u> représente<>~u oO

On définit de mani@re analogue les sous-suites ouvertes qui sont d’une

grande utilité pratique : par exemple c'est le cas des fichiers se terminant

par un "drapeau“. C'est aussi le cas des problémes de traitements de chaines

de caractéres pour lesquels, en général, la fin d'un mot est déterminée par

le fait que le caractére suivant est soit un blanc, soit un caractére de

séparation.

Définition 7 :

On appelle sous-suite connexe ouverte, de téte t et de queve q,

de la suite 2 , la suite notée &det gq exclu définie par :

Rdetda q exelumtr(2, ded, fin) adeb # ut.(bi(2) < i) a (i = bs(2)v t)

afin @ pi.(deb< i+1) a (itl = bs(2)

vq litl/il )

Théoréme 6 :

R det @q exclu = gt Lu<>

glore <>

sinon gt tlbi(z) /i]

alors st = q [bi(2)/i]

alors < >

atnon < prem(2) > * rest(£) de vrat

a4 q egelu

sinon rast(2) det @q exclu q

Théoréme 7 :

2 detd q {gzetu | [<+0 e+ ([R1<+0 ) v

a Z3itg (is bi(2)aty))

a (33 ta Jziag fi/il) oO
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Enfin lorsque t est de la forme i =a , on admettra l'abréviation |

suivante :

tao ag [ele |
ine lus

b) Expressign itérative sur_une sous-suite

Avec les el précédentes, et la ganéralisation de la forme des
expressions itératives introduites au paragraphe 3.2.2, nous pouvons désormais

utiliser des expressions itératives de la forme :
exotu

tnelusu; pour idans ddetdgq

Leur sémantique résulte immédiatement des définitions 6 et 7 et du

paragraphe 3.2.2 b).

Notons cependant qu'une application stricte de cette sémantique nécessite

que, dans le module *u, le terme courant de la sous-suite se présente sous

la forme :

dde taq ae }
tng Lus

et il faut que l'opération d'indigage ind puisse s'appliquer a cette

expression. .

Cette @criture étant trop lourde nous conviendrons désormais de noter

encore d te terme courant de cette sous-suite .

Caractérisons directement ces sémantiques :

Théoréme 8 :

SEMST [ u; pour idansddet@q exe'u | = DOMPE(u, t, q. 4) aMOD(u, 7)

avec

pomPe(u, t, a, 4) = “SN (bily) deb-1 a bs(y) = fin)
y € *ident

A fine pi.(deb<s itia(it+tles ps(d) v qlitl/i]))

a deb = ui.((bi(d) < i) a(i = bs(d) a t)) 9

et MOD(u, i) est comme au paragraphe 2.2.2 4}

Elle résulte immédiatement du lemme suivant :
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sree

Avec les notations précédentes :

bi(ddetd q exclu) sla bs(d de ta@q exzelu) = fin-deb+l a

Vi(deb < i ¢ fin > appl(d, i) = appl(ddetaaq ercly , t-debt1))

résulte immédiatement de la définition d'une tranche

cafd.

SeMST [u; pow i dans d de tag inelus] =DOMPI(u, t, q, i) AMOD(u, 4)
avec

DOMPI(u, t, q, f}= SNS i(y) = deb-1 a = fi
} ve imncpey deb-1 « bs(y) = fin)

a fins pi.(deb< ia (i © bs(d) v q)})

A deb wyi.(bi(d)<ia (ie bs(d) v t})

et MOD(u, i) est comme au Paragraphe 2.2.2 d} a

La démanstration est analogue & celle du théoréme g.

3.2.4.- Forme générale d'une définition itérative.

En guise de résumé, indiquons la forme générale que peut prendre
une définition itérative :

x= der u. pour i dans d inelus}t fans ddet a q exclu ae. ay
Ceci résulte du Paragraphe précédent et de 1'uttlisation des opérations

der jqa.

Indiquons ,par exemple, sa sémantique dans le cas “erelu " :

SEMST [x = der U; pour i dans dde t 4 q exclu dga ai] =

DOMPA(U, ts a, ds 7, a) A MOD(U, 1) A x mu,
(u)

avec

DOMPA(u, t, q, d, i, a} = A (bi = debS1 ab ; ;

y € ident(*u) (¥) = deb-Labs(y) = inf(fin,wi.a;))
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3.2.5.- Quelques généralisatiois.

a) On utilise fréquemment les définitions itératives sur des sous-suit

afin de pargourir un fichier""par morceaux". I] est alors nécessaire de reteni

a une stave Wounee, Ya valeur du dernier indice atteint, cet indice étant le
point de départ de l'itération suivante. Dans ce but nous introduisons une

nouvelle opération sur les suites :

dernier(u) = << der(u), bs(u) >>

on écrit alors :

7 5 xo l :<< %+ Pop = dernier u, pour i dangddet aq {eer} dga a,
dont la sémantique est immédiate.

(Notons qu'il est équivalent d'écrire

<< X» Do> = der<<u,,1 >> pour i....)

b) Un autre probléme trés fréquént est la recherche d'un premier élément

dans une suite (ou un fichier) qui vérifie une certaine propriété. I} est

donc utile d'introduire une syntaxe particuliére pour ce genre de recherche.

Pp = premplace i dane d depuis t telle que q

Elle est équivalente a :

p= deri pour idansddzt @ q

en particulier “i est le module vide

3.3.- Construction de définitions itératives de haut niveau.

Comme au paragraphe 2.3, nous nous attachons ici 4 définir des régles

et des stratégies de construction de définitions itératives de l'une des

formes introduites ci-dessus.

3.3.1.- Régles de construction.

. Elles résultent immédiatement de la sémantique associée. Chacune

de ces régles assure que la conjonction de la définition itérative et des sous-

énoncés obtenus vérifie 1'&noncé initial. Nous nous contentons de les énoncer.
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a) Définition itérative sur une Suite compléte. ——_-.— = 
‘|

(RIDISC) R&gle d'introduction d'une définition itérative sur une suite
compléte

Soit x caractérisé Par ey dans le systéme S . La définition itérative

xX = der Us pour i da d

est correcte vis ivisde ¢ , de T' invariant &, Caractérisant ui

| si

| be my = bs(d) ae, Enl/i, Up/ul > ey fu y/x)

b) Définition itérative sur une sous suite ouverte

« (RIDISO) Régie d'intreduction d'une définition itérative sur une sous-
Suite ouverte

La définition itérative

X= der ui pour i dane dde t aq exclu iga a,
est correcte vis avis de ¢ tow sian Ere get a

I~ nl = pé.(tdebe 1 sa G 41/4
: 

u 
< 

)a (itl.= bs(d) v qlitl/ilv Ta)A &

deb = ui.((bi(d) ¢ i)a (i m bs(d) v t))a eyluyy/Y > nl/i] > e[uns/x]

C) Définition itérative sur une sous-suite fermée

1 {RIDISS) Régle d' introduction d'une définition itérative sur une sous-
Suite fermée

La définition itérative

X= dev uy pour i dans ddet @q inelu daa a;

~ 40 &

d) Dernier élément tel que

(RIDIPT) Régle d' introduction d'une définition itérative du premier tel que.

Soit p caractérisé par fp . La défirition itérative

p= _— i dane d depuis t telle que q
est correcte vis 4 vis de & si

SEMST|[ p= premplace i dane d depuis t tetle que a> £5

Cette régle se réduit a la définition de "vérifie"” puisqu'il n'y a pas

d‘ intermédiaires.

3.3.2.- Stratégies d'induction sur des suites données.

Nous nous contentons de décrire une stratégie fournissant une

itération sur une suite compléte. Les autres cas sont trés analogues.

$ SISC $ stratégie d'induction sur une suite complate

donnée x caractérisé par fy

résultat u symbole o-aire de profil suite caractérisé par un

Invariant fy

d symbole o-aire de profil suite caractérisé par 1'inva-

riant eq

tq I &q 4 nl «= bs(d)a fy Cu, j/us al/iJ > eCu,1/x]

Présentation :

&, » €4 sont placés dans la colonne de gauche

les profils de u et d sont placés dans la colonne centrate

- x= der u; pour i dans d est placé dans la colonne de droite

- x est coché
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Heuristiques i

~ choix d'une suite d Tinie

- S0uvent c'est la suite donnée

+ Parfois c'est une suite intermédiaire associée 4 la suite donnée
(§ 5.2).

~ détermination de &, €n essayant de le prendre égal a &, sur

tr(d, bi(d), i)

C'est encore un cas d'affaiblissement

Plutét que d'obtenir T'énoncé de la figure 1 6 2.1.1) , l'utilisationde la stratégie {SISC } dans le cas du probléme des Sous-Suites croissantesde longueur maximum nous aurait conduit 4

résultat

= der max; pour i 8 a
donnée a

T'invariant caractérisant imax étant la restriction de T'énoncé atr fa, 1, i] a

4.- QUELQUES REGLES DE TRANSFORMATION DE DEFINITIONS ITERATIVES.

4.1.- Passage d'une iteration de haut niveau @ une itération générale.
Dans ce Paragraphe nous introduisons des régles permettant de traduireles expressions itératives de haut Niveau décrites au Paragraphe 3.2. en 1'ité~ration de base du langage MEDEE (§ 2.1). On peut les utiliser pour traduireun énoncé MEDEE de haut niveau en un Programme d'un langage de Programmationalgorithmique style ALGOL.
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4.1.1.- Expression itérative sur une suite compléte.

(RTSC) Régle de traduction d'une expression itérative sur une suite

compltéte =

, i dans ¢ 3 *uU; pour aqns

u; pour i dans bi(d)—»bs(d) 3 *u [d;/d]
i pr AR,

igni fi r dans un énoncéCette notation signifie que l'on peut nelp ae

ition deMEDEE, 1'expression itérative du haut par celle du bas a conditio

i Ye module *usubstituer qd; a od dans

; - s . e@
Cette régle se justifie immédiztement avec la sémantique statiqu

. . : Bip. hm ' ver
si on remarque que le réle de l'opération ind est précisément d'effect

la substitution de a, ad.

4.1.2.- Expression itérative sur une sous-suite ouverte.

jon i i -suite(RTSO) Régle de traduction d'une expression itérative sur une sous~su ;

ouverte

u.

1 S|
pour idans dde debd q ewelu jga a; i *u

u, pour i dans, deb ~— bs(d) dga qlitl/i} va; j
1 a

*U {d./d ’ a;/a] ~

i ti i = debNous nous restreignons ici au cas of t est de la . .

initi itérativeLe cas général nécessitant d'introdufre en plus la définition itér

j indi 5 it vrai.deb caractérisé comme le premier indice te] que t soit

sa iincenallilieen anand
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4.1.3.- Expression itérative Sur une sous suite fermée.

( RTST} Régle de traduction d'une expression itérative sun une sous-
| suite fermée

i

pour i dans d de deb@ qi

Yj pour 1 dans deb+ bs(d) joa va, + *uldi/d, a,/a]
oe

Nous présentons ici quelques régles de transformation qui permettentd'améliorer, en un certain sens que nous précisons dans chaque cas,
énoncés MEDEE. Cet ensemble de régles demande &
développé dans [BEL, 79]

des

tre complété dans le sens

4.2.1. Fusion d'itérations.

La démerche d'explicitation que nous développons, reprenant
Tes idées de la méthode déductive, consiste 4 partir de la spécification des
résultats et 4 expliciter indépendemment des sous problémes disjoints. I1
arrive alors fréquemment que deux résultats soient les derniers termes de
deux suites définies sur la méme suite donnée. I] faut regrouper ces deux
définitions de maniare a ne parcourir qu'une seule fois la suite considérée
(c'est une question d'efficacité lorsque cette suite est .un intervalle d'entiers
ou est représentée en mémoire centrale, c'est Presque une nécessité physique
si cette suite est en mémoire sécondaire séquentielle, c'est obligatoire surcartes),

Dans ce but on introduit une nouvelle régle de transformation d‘énoncésMEDEE permettant de fusionner deux définitions portant sur la méme suite ;

(RFOI) Régle de fusion de définitions itératives

|

x= dernter ui) pour i dane d 3 ¥y 1

y= dernier v(i) pour i dans ds ¥y

ers u(t), v(i) >> pour { dans d ; *u U *v

Dans cette définition, on suppose que les modules *u et *y sont
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i statiqueCette régle se justifie jmmédiateme rt par la sémantique q

(§ 3.2.2. b)) « om BE y sont définis en
iser au cas ol x @

a e suite d dont 1'intersection n'est pas‘ AB aaa "un 
anhparcourant deux sdus-suites d cette intersection en utilisant

vide. On peut alors fusionner ce qui concerne eae

; i tion d* 5
4.2.2) ‘sur Ta concaténa’Ja régle suivante (§

4 2.2 ~ Concaténation de définitions itératives.

es \ i i ésultat
I] est fréquent en programmation de gestion qu'une sui

te : ae

i ées sur lesqu 3 |

it définie par les parcours successifs de deux suites donnée an
e

Ee cceeuect Jes mémes traitements (problémes de mise a jour waitin
‘ ; exemple). 1} est alors. intéressant de regvouper ces deux
e ‘ b. iS.en parcourant Ja concaténée des deux suites donnée: 

sen

ent, comme nous l'avons mentionné au paragraphe pret ,

sree ‘efficacité, de
il tt &tre intéressant, par exemple pour des problémes d‘effic 

7
pew ;

décomposer une définition itérative en deux.

. 
. 

e

e

{RCDI) Régie de concaténation de définitions itérative
s

dlx= der u, pow 4 dane

a2densy+ der Vv, pou 4 dens Bux ae *U et

ay 2 tu [x/a,vi/ul,-..svk/uky | 7

v1. vk identi ficateurs

de *Vv

. uhe.uk....de stu |
4 *a 

aty= der u; pour i dang d*d? a
Le si les3 Autrement dit cette transformation n'est ee aes “Ren Sictieut

i tation sut identiques 4 une permu e
modules *v et *u son

i xprés et au remplacenent dé Ja valeur Anitiale de ou par

_ ae
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SEMST[T y = der uy pour 4 dane aedp =

Y ugg adi = bs(di* a2),

(bi(@ #42) <i.¢di 3 ind(SEMST [= ull. i, *up) 0
“ind(SEMST ES * wl), bi(dl*az)) a

iA (bs(ulym di abi(u!) mi (a1 » a2) -1)
u’ € dent (+u)tai} : . 

}

En utilisant la d8finition de di * 2

“Yom Ugg A di = bs(dl) + (bs(d2) - bi(d2))a

(bi{dl) <i gbs(d1) > ind(senst[ +e uy si, *u)) «

ind (SEMST [3 tu]. bifaa)) a
OS > (bstu") = dt abiquly w pict #a2))

8" € ident(au)

oms des identificateurs sont des variables Vibres
stitution:

qui peuvent &tre changées

a Gt = bs (dl) + (bs (42) ~ bi(a2}),

(88 (42) s isd 2 Ind(SEMSTE we VE,ije¥))

aN ths (yt) = iw \ {bs(v') edi « bi(v')= bs(d1)) 4
vcident(+v}

Yps(d1) #* A Ke “bs(d1)

(di(c is i$ bs(dl) > ind(SEMSTEe* uh Ji,2 u)) a

ind(SEMSTE$*u? , bi(dl)su) A

On i iac, \ (bs(u') = bs{dt) a bi(u ) = bi(di)y
ug ident(+u)

Enfin on remarque que les 5 premigres conjonctions sont in
, 

; 

variables 

“par

ranstation des indices" : on peut remplacer partout bs{d1)par bi(d2) et “
bs(dl) + {bs{d2) - bi(d2)) par bs(d2) car
(bs(d1) + bs(a2) -bi(d2)) - bs(d1) = bs(d2) - bi(d2)
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5 - INTRODUCTION DE SUITES INTERMEDIAIRES

La mise en évidence d'une suite de départ dans une définition itéra~

tive (§ 3) est un guide méthodologique important puisqu'elle simplifie la défi-

nition du résultat. Mais, si dans certains énoncés comme celui du probléme des

sous-Suites ascendantes de longueur maximum, la suite de départ de la définition

jtérative est une suite donnée, il n'en est pas de méme dans le cas général et

la suite de départ doit a son tour étre définie.

Nous avons donné (ch 1.2 § 7.2.2) un certain nombre d'opérations permet-

tant de construire des suites : adjonction en queue (~), concaténation (*),

tranche etc... L'application repétée de ces opérations permet de construire

une suite par approximations successives : nous nous intéressons donc aux

suites qui sont définies par une expression itérative.

v= u; pour i dune ...

avec les définitions des paragraphes précédents, v est une suite qui est le

dernier terme d'une suite de suites u.

Dans certains cas v devra étre “construite effectivement’ c‘est-a-dire

qu'au niveau de la programmation i] faudra en donner une représentation physique |

en mémoire. C'est par exemple le cas od v est obtenue par un tri d'une suite

donnée d. En revanche, dans d'autrescas, on peut composer la définition du

résultat r et celle de v en une unique définition itérative portant sur d et

dont le résultat est r:

vr = der x; pour i dans y

ve U; Pour j dans d

se composent en

r= der Y;.pour j dans 4.

Examinons tout d’abord un exemple, |

Exemple 9 Traitements de chaines de caractéres

La plupart des problémes de traitement de chaines de caractéres (construc-

tion de*l'index d'un texte, recherche des contextes d'un mot, probléme des té1é-

grammes (exemple f)chl.1.) peuvent étre résolus en utilisant des algorithmes

voisins de ceux de l'analyse syntaxique. On parle encore d'algorithmes fondés
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sur ‘ 'é int
le concept d'automate d état fini : la suite (de caractéres) donnée esttraitée 676 élé
a e bee tn par élément. On a donc une méthode de résolution orientée paronnées (on utilise une définition ité ierative dont la suite de désuite donnée) qui n'est j i 

athe aus
pas toujours simple & mettre en oeuvre lorsqu'il y aconflit de structure entre les données et les résultats , |

Par opposition a ce mode de résolution, un ibiliétre guidé par la stry 
° tae Wo

cture du résultat en introduj
permettant de résoudre les conflits de struct

“comptage" des mots d'un texte (

a

ure, comme le montre T ‘exemple du

ch lil. § 1, p) }:

Rappelons que l'on cherche le nombre de mots de longueur 1, 2, 3 20d'un texte pour Tequel 20 est ta lTongueur maximale d'un mot

a) Spécification du probléme (figure 4)

lexi 
j

que profils spécification formelle
nbmot est la suite a 20 616-
ments formée du nombre de nbmot : ENTIER* | résultat nbmot

mots de longucur 1,2...20 m7 CARS a ea (nbmot) = iD,
Ail Pete cond 

texte : CAR* 
nbmot ; = card {m tg mot (m,

texte est le texte donné eg eee wees T i In i}jot est un prédicat indiquant cAR*) B00, noe
mot (ma) 3 i,jtgma=tr

(a,i, j)a

(i=bi (a)v a. fu") a

(Jebs (a)v a, m U')

donnée texte

qu'une chafne est un mot

d'une autre chaine

N 
A 2 ty iT 

P
otons que le prédicat mot" est trés voisin de Cc introduit pour leProbléme des sous-suites croissantes maximales,

b) Explicitation du probléme

BBut : Expliciter 1'énoncé de la figure 4
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Choix @ Une premiére solution consiste a cher:her une induction sur 1a

~~ donnée texte ; donc a utiliser la strategie ¥S1SCb (§ 3.3.2.) ae

la suite “texte”. Les recherches de l'invariant et de la f
ormule de ha

currence sont assez difficiles car la structure de “texte
” correspond 4

des caractéres alors que ta suite nbmot est définie 4 parti
r de mots. Une

résolution possible est dormée dans [QUE,79}.

Choix @ La remarque précédente incite a raisonner non plus sur une suit
e de

caractéres mais sur la suite des mots de “texte”

notée motexte, la mise‘ i tea suite21. £n supposant que l'on dispose de cet ;

re 7 mi@re partie de la
en oeuvre de la stratégie ¢ S1SC4 fournit l

a pre

figure 5, car:

nl =bs (motexte) A Enoterte * "nb { nl/j, nb ,,/nb J >

ml= i}dom (nb) = (1..20] a mbyy y F card { m tg mot (m,texte) a |m|

But : Expliciter la définition de la suite nb

Choix Appliquer une stratégie d'analyse récurrente.

But 211° Trouver une relation de récurrence entre nb et nb.

On chercher 4 vérifier

Enh aVeC Enb Cj-/jl.

Le domaine restant [ 1..20 ] on se restreint Aa la deuxiame partie de la

conjonction :

nb, ; = card (mé€motexte (( LG) )almisit
J-'s) .

5 it_et nbs « card {me€motexte ((1..d 1] ) A |m| =

d'oii nd «gt | motexte j| # 1 alors ab sy q7 sinon nbj |;

j ‘ i= otexte.ou encore nb 5 a chval (nb, _y> i, abs itl) avec i | mi j

(chval est défini au ch. 1.2 § 7.2.1).

- = Pour expliciter i on utilise la définition de | |

But 211" : Pour définir la valeur initiale ndo on utilise €), { o/3 1:

a nb, 42 card (A) = 0
.

=
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énoncé implicite profil énoncé explicite

. 4nbmot : enbmot comme sur “nbmot’: ENTIER résultat nbmot
1 i 

** | 
:

eae 4 colonne de ft _ ay entrer nbmot= der nb; pour j dans
: 

aEmotexteTM "ag (motexte) = | _ motexte : CAR 
motexte

{ m tg mot (m,texte)} » - texte : car” | domée texte
bi (motexte) = 1

“nb ; = dom (mb ;)=f 1..20 Jn
nb; , 7 card { m € motex-

te([1..51)

tq [m|ai}

nb

@iipD ~ i: ENTIER nb = chval (nb, 4,nb,_ 5)i = | motexte | 
*

- Ss: ENTIER i= der 5, pour k danae, = Ss, 8 | tr (motexte, 
netexte

1, k) |
@iiD 

fnb= tr ( fo], 1, 20)

*% Ss

s=s+l]

$ss

Figure 5: explicitation. incompléte du probléme

But 2 2 Expliciter la définition de motexte caractérisé par :

Fmotexte = 1mag (motexte) = { m tq mot (m,texte) } a bi (motexte)= 1
Chercher une induction directe sur texte nous raméne 4 l'inconvénient

mentionné en @ + On souhaite "construire" motexte mot par mot.
Choix(2 2) Stratégie d'affaiblissément +S EA +

Choix (2 2 1) On vérifie que l'invariant emt (cf figure 6 ) convient.
But 2.21: Expliciter cet invariant.
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Choix(2 2 2): Faire une analyse par cas.

But 22 2': Définir mt en fonction de mt.

On compare emt et emt { 2-1/2 J .

E 1 } 1, f,_,)) } a card (imagi mt = {mtg mot (m, tr (texte,1, 2-13 f,_1 tg imag ( e-1) a)

d {imag (mt,))= 2af, ta imag (mt) = { m zg mot (m, tr (texte,1, ,)) ya card { ‘

i d joutant un mot de texte.Intuitivement : on passe de mt, , d mt, en ajo ro ol

Par te calcul : mt, = mty.,~ mcp a mot (mc, ,tr (texte, Q-1 ie u dans

ici : isi le dernier indice de mc{1 faut alors expliciter f : on le choisit comme

j i ier indi dans texte.texte et pour le définir onintroduit dy premier indice de mc y

énoncé implicite profils énoncé explicite

og fi r 5 motexte = der mt pour 2 dans l+t t e ure . 10 L€ omm g —
5; int

colonne gauche mt : CAR dga fin 2

fat ~ (a f € dom (texte) tg

imag (mt j={ m tq mot (m,tr

(texte, 1, f)))

a card (imag (mt,)) = 2

a fint, = (der ( mt) (1)='*")

~*~ nt

= mt ~do of yta. mc, = tr (texte, me : CAR mt = mt me

d,, f,) d : ENTIER mc = tr (texte, d, f)

ot (fn i textea mot (mc, , texte) f ;ENTIER | d= premplace i dans

depuis f+1 telleque texte, att

. f = premplace i dang texte

deputs d telleque texte, stu!

$ mt =< >

$f=0

fint = (texte, =

$ fint = four

"a

+ epeeFN AS NER ee net ots —
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On effectue ainsi une restriction d'énoncé :

mt, = mt, % mc, amc, = tr (textedate) A mot (mc,texte) a card (mit, )=2But 2221 > explicitation de f et qd,

Its sont Caractérisés par :

. Foy < 4, < f, avk (food <k< d, > texte, B'u')a

(texte, eBlu'ly dy = bi (texte) )

Vk (dy gkg f > texte, Hiya (textes, a ui vf, +1

= bs (texte)),
On reconnait ici ( ¢ euréka +) Tes Spécifications de Ta construction prempLace..

La régle (RIDIPT) est immédiatement vérifiée, ce qui justifie lexplicitationde la figure 6,

But 2 2 2" mt §€ 0/£ ] conduit a initialisermt a la liste vide,De méme on initialise f ao, .

En regroupant les définitions des mod
et en ajoutant les différents modules
plicite compléte de V’énoncé,

ules principaux des figures 5 et 6
secondaires, on obtient une version ex-

On peut s'arrater 14 et il n'est pas diffs
Programme Algol par exemple. Mais

de la suite motexte compléte,

programme inefficace. En fait

cile de passer de cet 6noncé a@ un
on peut également remarquer que 1 tntroduction

comme intennédiaire, est inutile et conduira ad un
»Plutét que de Construtre motexte, 1] nous importe

omposer les définitions de nbmot et de
fonctions, si on considére qu'une défini-
ant a4 une suite de départ une certaine

t

|

|

t

}
|
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On obtient alors : dine 1s da tint }

j dganbmot = der nbs pour j dane [ der mt, pour 2 iS .

i i ifi ; ule tté-Mais on nonstate, ici, que cette expression se sinplifie en “ resets on
ration 4 condition de réunir les modules itérés *nb et *mt (dans lea

supprime les définitions de mt).

On obtient ainsi l‘énoncé de la figure 7 (seule oe soon ation ne

sentée) dans lequel on a explicité mc “eee ie a sled Tats

ut alors constater sur ce f :

ee de connees la définition de i et celle de mc. 0 oe canta de vbvent “
les définitions itératives de f et mc portent sur la ve “ ohne te

est une sous-suite de texte de premier indice d ; on peu ene

régile (R F 0 1) de fusions de définitions itératives. Pilnia Temen

l'énoncé de Ta figure 8.

énoncé explicite

résultat nbmot .

nbmot = der nb, pour q dans l+ ja fint,

donnée texte

"nb Uo emt

nb = chval (nb, i, nb,+1)

i= der s, pour k dane me
~~

je daf
= 

pour p dang texte de da

. “ate 2 dans texte depuis f + 1 telleque texte perad = premplace a
. =' tit

f = premplace & dang texte deputg d telleque textes 4

$f = 0

$nb=tr({ojJ,1, 20)

fint = (textef = '*')

. 
$ fint = four

x S

s=st]

gs = 0

x mcp

mcp = mcp ~ texte

$mcp_= <>

= a ctsi NO Ot SN a ele+



- 423 - ~ 424 -

§.2 Mise en oeuvre de la stratégie d'introduction de suites intermédiaires

I] résulte de l'exemple précédent qu'il est nécessaire de définir une
énoncé explicite

opération de composition d'itération (§ 5.2.1). Nous nous attacherons alors 4
| rZeuitat nbmot ’

; réciser cett atégie fond ur l'introduction de suites comme nouveaux in-ndeot = der nb, pour 2 dans 1+ jaa fint . préc cette stratégie fondée sur ro 0

& L termédiaires.
dunnée texte

5.2.1 Composition de définitions itératives
z nb

a) Composition simplens = chval (nb, i, nb; +1)

Si une suite & est définie 4 l'aide d'une expression ité-
<i,f = : ': : ” oer ep na Pp dans texte de d@ texte, = ‘Li'exolu t-

' premplace 1. dans texte depuis f+ 1 telleque texte, # ‘ui! rative, on peut exprimer toute définition itérative dont 2 est la liste de départ

; - °. Aisi : 4 l'aide de cette expression itérative.
nb = tr o] ,1, 20) : :

fint = (texte, = 'y!) (RC S$ DI) Régie de Kompos tigi iStipile de Définitions Tteratives ——

$ fint = faux x = der u, pour i dans 2 ; KU

£ =v. pour j dans k +n jga a3 # V
eS J at J

s=s+1] x = der u; pour j dane k +n daa a; i

ne 2 . xulv/i Ju xv

Figure 8 : Snoncé final du erobléme du comptagedes mots Intuitivement, le module itéré de la nouvelle définition caractérise 1'élément

courant v, de la suite v (c'est le réle de xv) et, a partir de cet élément, i]

spécifie ta valeur courante Ws.

Justification de la régle

' ~ Soit

5S, = SEMST [x = der u, pour i dans 2] =

a (Z~ (bily) = bt (2)-1 a bs(y) = bs (2))) a

Re 

= 
” . 

:marquons que Ja démarche Suivie, si elle est systématique, est assez lourde :
nous avons défini complétement les suites intermédiaires (motexte, mc) et
ceci indé i ' 

ie
hte a des traitements s'y rapportant. Et, une fois seulement les ~ “baie y € ident(xu)\{2}irférentes définition é 8 imo1s£4

composition et fusi ‘cect t, nous avons effectué des simplifications par (bi (2)<igbs(2)>ind(SEMST Pexul ,i xu) Jaind(SEMSTE$eu}, bi (2)-1, xu)
usion. C'est Ta rangon de la démarche guidée é | °Enfin . g par les résultats. So = SEMST [ 2 = v, pour j dans k + n dga ay 1 =

pour que la suite de transformations précédente ait un sens, il 
Jn .f. ‘ ‘ : — , ° -“" Biasronda l'on puisse caractériser les définitions itératives pour lesquelles | neve fident(any =a ine Gagan‘opération est applicable.PP 

(k < J ¢ bs(v) > ind (SEMST [ xe v}.j,#v)) a ind (SEMST £ fav) ,k-1,#v)

SSS ener
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SyaS, = xm “ssc Ciadnecayy i) = kl» bs (y) = inf (n, Wyas)))a

%(kgigbs(v)>ind (SEMST Gxxu] , i xu) {v/ £)) aind (SEMSTE Saul , k-1, au)
( (bi (2) = k-1 4 bs (z) @ inf (Nyu,.a, Aa € ident (ay) 

J gunk <i bs(v) > ind (SEMST [xev] ,j, *V) a ind (SEMST £ $av J ,k-1,2v)Soit en réunissant Bvetxul v/2]

S,aS,=xeu a /\ bi (y)=k-1 ~ bs (y) = inf (n, ua. as)ja
pore bs(u) ¥ € ident (*u [ v/e } gy *y) 5.43)u

(kKeig bs(u) > ind (SEMST Gexu

ind (SEMST E $x u (v/2] y

ce qui termine la Justification,

Remarque 1

Cette r&gle est encore valable si &£ ast défini par :

[v/2] y x*v Ji, xu [ W/2] ym v))A

$xv]q »k-l, # uC v/2] yx vy)

= der v; pour j dans k +ndaa a, si, dans le module * v, v estdéfini par v = v~m (cf exemple 9},

Remarque 2

Cette régle se Prolonge, de maniare évidente,
expression itérative sur une suite compléte oy

b) Composition multiple

Dans Ja régle précédente la suite 2 es
V qui est elle-méme définie "élément par élément" sur un Sous-intervalle dek..n] . I] est utile d’étudier le cas général o0 v est définj " par morceaux",Intuitivement Vv, Se déduit de ¥j-1 Par concaténation d'une certaine sous-suitem; + V est une suite de suites. L'exemple 10 (§ 5.3)
cette situation. Dans ce cas, i] faut général
précisément son analogue résultan

Te * v le module * y #

au cas of £ est défini par une

partielle, mutadis mutandis,

t identique & la suite

donne une illustration de
iser la régle précédente (ou plus

tde la remarque 1) en “plagant” dans le modu-aux endroits" of sont définis les éléments dont la con-caténation définira vy, Commencons donc par définir une opération compost tionde modules dont la réunion utilisée dans la régle (RC DS IT) est un cas par-ticulier.

—— es a ee — =
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bl) Composition de modules

C'est une opération qui "place" un mesnNe *uU eee ian

général d'une suite £ , au niveau de chaque terme qui ne sseatin

dans le module itéré xv de la eaaio Nias "iene et. eaten cremate

remplace également u par un nouvel “eEiSanEvP u st cmtitu tan

du module xu placée dans xv, si ce nombre d'occurrences e

Commengons par définir une fonction mes (mesure) associant 4 i ——

définie dans un module *v le nombre d'éléments = wW as Pe ne eee

tions ou des concaténations, mais non pas par l‘intermédiaire

ee =w2~a € *y =» mes (wl,*v) = mes (w2) +1
wl = w2 *w3 € *v « mes (wl,*v) = mes (w2) + mes (w

0

1

wl = <> 

~ mes (wl,*v)

wl = der q; ..€*v «mes (wl,*v)

Par exemple si

Wwo=swlea

wl = w2 * w3

we = wiewb

w3 = der

w4 = <>

s mes (w} = 2 
. L 

u par= } est le nombre d'indices j qu'il faut introduire pour remplacer u pmes (*V) es

uy lors des déplacements de *u dans *v. se cow

er ea Hee GE

Nous pouvons maintenant définir ]'opération COMP de compositio

modules.

Soit x= der U; pour i dans 2.

k= der V5 pour j dansk p jga aj

On suppose que le jenet n 22.

i) v = <b> € *v alors

COMP (*v,*u, j, n) =
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sij= ators * You *ub poly prey

sijen alors *Y yoy? [ zl ys b/2 ]

sil<j<n alors *¥ ut we dls in gya]
~ J .

ou * uv est déduit de * u en remplagant chaque identificateur y local a*y 5 
J, _ ; aesng recurrent par y’ 3 z désigne un identificateur récurrent de *y? et

*V=e*v\ {ve<b>}

i . 

. 

.i) v= der V153 Pour jl dang kl + pl daa al,, €* vy

et $*vl={$vl=e< s}y $*¥ ivlé* vl (ie. que le iterme de vl est < >), , —
COMP (*v, *u, J, nj) =

sil <j 1. J j1 dans ia
<i <n alors u’ = dep wus Row jl dane kl + nl gga als,

en en 

= 
n 

. 

:

j alors u der wus pour jl dans kl + nl dqa cls,

fare alors * uw! =$s%¥iu cmt eToy UN (uu!, 1)
: e 

J 
—j 4stl <jgn alors * yu $*¥lu Ci = ud Vy UN (uu, j)

et

[ve wlu*w f uuu, G/d, b/t] sivieW; , 
2Vle<b *

COMP (*#91, uC uu/u, UU7a,m/2 J »1,mes(m,xv))
; 

sivl=vlemeée * yjou * Vi = * yd \ {v= den Vy } "
et * uo est défini comme en 7)

iti)vevl*voe8 y ob vl et v2 ne sont pas réduits 4 la suite vide
COMP (*¥,* u,j,n) = COMP (*v1,*u,J,j+mes (v1 ,xu))u

COMP (*v2,*u,j+mes (vl,*v)+1,n)y {v = vixv2 }

od *vl (resp *v2) est le sous module de * v définissant v1 (resp. v2)

Intuitivement cette opération place un module su 4 chaque endroit de #v od
est défini un élément intervenant dans la constitution de 2. 11 faut effectuer
des changements d'identificateurs pour éviter des définitions multiples de u
qui doivent étre cohérents de maniére 4 prendre en compte la définition ré-
Currente de u.

Nous pouvons maintenant décrire la régle de composition dans le cas général
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2) Composition multiple de deux itérations

(RCMOD I) Régie de composition multiple ce définitions itératives

x = dep U; pour i dans 2 3% u
L= der V; pour j dans k -p dga ays xv vevVevléxyv

JS fve<r>€ xv

X= der U; pour j dang k +p dg. 4; ; \

COMP (xv, * u, 1, mes (vl, # v))

La justification de cette régle s‘effectle par récurrence sur mes (vl,xv)

et repose sur un raisonnement par cas faisart intervenir la définition 6.

Remarque 3

Cette régle est assez compliquée 4 décrire car elle envisage toutes les

définitions possibles de la suite intermédiaire v. Plutét que de 1l'intro-

duire pour améliorer 1'énoncé final, on peut imaginer la mise en oeuvre

de type coroutines [ CLI,73 ] : une coroutine fournissant les éléments

£;, l'autre les utilisant pour définir uj. Si on admet des zones communes

non réduites & un élément on peut résoudre des problémes plus généraux

que ceux traités ici : i] n'est pas nécessaire alors d'avoir une corres~

pondance bijective entre les éléments he “engendrés" et les éléments Us.

5.2.2 Application a une stratégie d'introduction de suites inter-

médiaires

On peut utiliser les régles précédentes pour décrire une

stratégie ‘d'explicitationconsistant 4 introduire des suites de départ in-

termédiaires. Cette stratégie est la compostée d'un certain nombre de straté-

gies élémentaires et elle peut étre considérée comme un cas particulier de

la stratégie 4 SEA $$ d'explicitation par affaiblissement,

$ SEAS ISD} stratégie explicitation par approximation successive en

. introduisant une nouvelle suite de départ

domnée xX caractérisée par €

u symbole o-aire de suite, x u' module explicite associérésultat

a symbole o-aire de suite booléenne, k et p entiers
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i tg iDecistez,e,e. ve, eu, 8v, q,

x 2 u atg FS1CSH Ir. be og
x Fe ey a

Ts
ee $SEAS pre ohh oeee £&y

et FSEXPH Leys xu]

1%

ee $SEXPH [ es #v

et Rube

si Dect) t eaters se cava y swWtveTom $vec>} )
Nu, a 5 ;

si [i a Exv alors COMP (2 ¥, xu, 1, mes (vl, * v))
Gy me

<I

>

Dans cette définition ¢ ST$ [4
de donnée d et de résultat b. #SEX

citation esquissée au chapitre 2.4,

3b 1] désigne une stratagie + sT }

P+ est la stratégie générale d'expli-

On peut définir de maniére analogue une stratégie dont le résultat serait
une définition itérative sur une suite compléte ou partielle d.
essentiellement de remplacer dans la définition ci-dessus

$SEA4 [e! re kol
v

a 4 vSs) SsEstc fee]

Heuristigque

Le gros probleme est d'inventer 1a liste intermédiaire
de tel

I] s'agit

par

; 

2. On la choisit

le maniére qu'il existe une bijection entre elle etu:
de définition seront alors les mémes.

Exemple 10 Structures de sortie Superposées

Cet exemple est dd a ABRIAL et a été repris par PAIR [ PAI,77 }
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Soit f un fichier dont chaque enregistrement est formé :

- d'une clé

- d'une longueur tg ( > 0)

- d'une suite de 2g valeurs numériques val.

On demande d'éditer, pour chaque article :

+ pour chaque valeur v une ligne (cl3, v)

. une ligne finale (clé, somme des valeurs).

On exige de plus que 1'édition débute par un saut de page et qu'il y

ait un saut de page toutes les 4 lignes.

a) Spécification formelle du probléme

Texique profil spécification formelle

On cherche une suite de | res : LIGNE* résultat res 5

lignes res définie comme| f : tq [ vk € dom (f)]

ci-dessus << clé : CHAINE, (aite .

LIGNE : de base ha : ENTIER, ‘imp (res ;)=(clé Eval, 5

mepgcorr: prédicat indi-| yay; ENTIER*>*| pour j dons 1+ 29,))A
quant que la mise en

mepgcorr: (Vv jet 1, .29)] »aitg

page est correcte LIGNE*+ BOOL imp {res;) = (clé, valy ;))Ia
convention de notation : mepgcorr (res) : |

clé,note clé (f,)

val, note val (f,)

etc...

* mepgcorr(r) : b

tq b = (mep (ry) ast) a

(v j> 4, mep (rj) esta

mep (r5.2)#stamep (rs) est A

>mep (rj) = st) |

domée f |

S.7. LIGNE =

formé de la valeur impri- << imp :<<clé : CHAINE,

mée et d'une instruction ve +: ENTIER >>,

de mise en page : mep: { st }u.{ sq} >>

st pour saut

sq pour séquence

une ligne est un couple

Eigure.9 : Impressions avec sauts
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Notons que cette spécification est incompléte :

~ on ne précise pas qu'il stagit 18 des seuls res,

" on ne précise pas que l'ordre des indices i der est 116 4 celui des

indices k de f. et j de val (f,)-

b) Exploitation

@) choix de ta stratégie $}SEASISD}: «
On veut dissocier, comme le suggére la forme de 1'énoncé, le probléme des

sauts de celui de la définition des lignes “significatives".

¢ EUREKA + : introduction de la suite ‘intermédiaire des couples (clé, v}
ou v est soit l'une des valeurs d'un article, soit la somme des valeurs d'un
article

@ ¢sics}
on introduit 2, fp s Ue, tels que:

&, i vk € dans (f)

(3 i tg d; e<dé, 5 vale j pour J daa 1+ £g,>> A

(v jé C1. 2g, 1,5 i tg Lis (clé,, valy 3))

e, 1 imp (u,) = tr (£ ,1,p) a mepgcorr(u_)
ce qui permet de commencer 1'explicitation (cf figure 10).

Gi) explicitation de u : analyse r&currente

Gu) p>
‘y ( p-l/p J: imp (u,4) 8 tr ( 2,1,p-1) a mepgcorr(u,_1)

u : imp (uy) str (2 lp) a mepgcorr(u, }

vunification: Uy =U ~ eC a imp (ec) = Ly

mep (€c)s s¢ (p> 4) a mep(U, nt) # sta

mep (Ut pee) a st a mep (U5. p-3) yf st

alorg st

stnon_ Sq
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(a) L'application d'une stratagie d‘affaiblissement classique portant

sur 3 conduit 4:

or : Vv i, 1 s i < pr mep (Uy 1 p-i) # st

car on a bien

pra3 oa for ( 3/pr } > cd & vrat

C'est-a-dire que l'on est ainsi conduit 4 calculer cd par récurrence.

Ceci nécessite de disposer des mep (Ua pei)

(b) Autre idée : utilisation de la relation d'ordre sur les entiers

cd = (sup { ip 1, mep (u }e¢ st} = 3}

affaiblissement :

pr = sup { i > 1, mep (Uo pea) y st }

p-1,p-i

D'od une définition récurrente de pr portant sur p :

pr. = si mep (Uy ip) # st alors proytt ginon 0
Pp

1112) p= 0, uy B<>

py = 3 pour que mep (uy; = st.

) Explicitation de &

$$ 10 S + portant sur la suite f donnée

on introduit v,- ey tels que

ey + Ve (tr (vp. bs (Vj) “2945 bs (4) ss val, v(t valy

pour j dans 1+ £9)

a ¥ e€tr (vy bs (vj )-£9, »bs (v,))> clé (e) # clé,

121 explicitation de v : analyse récurrente

1211) k 21

unification :

YK

a(vi,leis ty aml ; = (clé,, val, 5)

1) faut encore expliciter 2 val, j ce qui est immédiat.

On peut aussi immédiatement fusionner la définition itérative de

£ val, j et de gml (Régle (RF O01) § 4.2) ce qui donne la partie ax v

eo

=v, 8 gma tm a tml x << (clép, £ val, 5 pour j dans 1+hg, )>>
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du module * y, L'explicitation étant déj

1212) k = 0, on initialise va<>
d'olt la partie $ x v du module &Y

ce qui termine 1a premiére explicitation

4 faite on obtient le module x Lmp

représentée pour la figure 10.
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x £mp

imp: . gmp =2mp % << clé, val >>

<< clé:CHAINE, | somp = Somp + val

VR:ENTIER>>* | $ scmp = 0

somp: ENTIER | $ tmp = <>

clé : CHAINE

val : ENTIER

Figure_10_.: premiére_explicitation

(3) Pour terminer t'application de kS EA $1 $ D + on compose la

définition de x et celle de 2 . Nous sommes ici dans le cas o& les éléments

de 2 sont définis a plusieurs endroits de * v :

- dans la définition de ms

- dans la définitior de &mp dans Te module x &mp.

En appliquant la régle de composition multiple (RC MO I) on obtient

l'énoncé de Ja figure 11 (dans laquelle on ne place que 1'énoncé explicite).

énoncé implicite profil énoncé explicite

ut ey cf ai) res : LIGNE* résultat res
R tq E, cf (1) uo: LIGNE** res = der Uy Bur p dans &

LR: R = der ¥, Rour k dane f
<<C1&:CHAINE, donnée ¢

VRIENTIER>>* |

be € 
vi:

<<clé:CHAINE,

VesENTIER >>%e

xu

ec tg imp (ec) @ gpaact. 4 - , my) 8 FMINE fu = G~ ec
sitcom Sh atten, £9) 

pr: ENTIER <<eC ,pr>>= at pr = 3 glora

5 nep(uy 9) Ast) sinon<<<< 2 , sq <<, pr +l o>
$ua<>

$ pr = 3
av

im tg ey &m ; Ve Vx im
aml tg ey / <<Cl@:CHAINE,| £m = &ml a< ms >

Som = Eval, pour j VRZENTIER >>" |ms =<< ¢18, som >>
dans ly Lg, aml : <<2m1,som>>= derimp,, somp,>>

<<clé:CHAINE, Roun { dana 1 + fg
VEZENTIER >> |$ ya <>

ms :

! 

<<clé:CHAINE,| VRrENTIER >>
| 

som;ENTIER
L

i

aorhe a

résultat res

res = der UL pour k dans f

donnée f

COMP (# Vv, u, 1, 2)

us ul ~ ec
<< ec? pr@>>= st ort = 3 glorg<<<<<< clé,som >>,5t >> , 0 >>

ginon<<<<<< clé,som >>,sq >>, prit >>

u, som = der << uu somp,; >> pour i dams 1 > %g

~ $uc<>

$ pr = 3

* uul

uu! = aut ~ ec!
<< ec!, pri >> = st pel = 3 alors <<<<<< clé,val >>,St >>,0>>
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$ uu = G

$ pr! = pF
somp = Somp

$ somp = 0

+ val

5.2.3 Application 4 T'algorithme de gestion

La stratégie précédente permet de résoudre deux des prin-
cipaux problémes algorithmiques qui apparaissent en informatique de gestion
dans la manipulation des fichiers séquentiels :

- Les “problémes de rupture" : c'est le cas of une suite a plusieurs
indices est représentée par une suite 4 un seul indice, certains critéres
permettant le parenthésage. Le problame des télégrammes (ch.1.1 § 1.1 ex-
emple f) ou celui des comptagesde mots (exemple 8) en sont des exemples.

~ Les problémes de mise 4 jour de fichiers dont les classiques pro-
blémes d'interclassement sont des cas particuliers.

Enfin, dans le cas général les problémes d’algorithmique de gestion sont
un mélange de ces deux types, c'est le cas du probléme de l'état d'avance-
ment des livraisons sur commandes en cours (ch. 1.4 exemple 2).

Précisons ce quest un probléme de rupture :

Definition 9 une suite finie f posséde la propriété de rupture (briave-
ment f est a rupture), s'{] existe une fonction booléene car définie sur te
co-domaine de f et une suite id d'indices tels que:

imag (id) < dom (f) et prem (id) = 1 et der (id) = bs (f)

V VE [bi (id).. bs (id)-1], v jl, j2 € E id(i).ia(441) [

car (f54) = car (F 59)
et ov .i€ [ bi (id).. bs (id)-2] ,

V5, € [id(i).idietE y v Jo € C fd(i+l)..id(ie2) 3
car (F531) a car (

et

F 52)
On a alors la propriété suivante
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Propriété

A toute suite f € V* possédant la proprieté de rupture on peut associer

une suite f2 € V** telle que

imag (f) = { FL; 5tq je [ bilfi)..bs (f2.)] 5 i € [bi (F2)..bs(f£)] }

et vii € [bi (f2)..bs(fa)] , vj, J2 € | bi (f2,) .. bs (f£,) ]

car (fea ay

Plus précisément on définit f2 de Ta facon suivante (avec les notations

de la définition 7) :

. bi (f2) = bi (id) 5 bs (fZ) = bs (id) -1

. vie [ bi (f2).. bs (f2) 1], bi (f2;) = 1, bs (f£;) = id (i+l)-id (4)

) = car (f25 59)

Vie [ bi (f2).. bs (fe) 1,45 € (bi (FR,).-ds(FE)I] FES Feacgyas

Mais lorsque l'on veut définir fz de maniére constructive a partir de f, on

ne dispose pas de id. On vérifie alors simplament que ]'énoncé de la figure

12 est correct.

Ainsi, l'explicitation de n'importe quel énoncé portant sur f se raéduit

& l'explicitation du méme énoncé sur f& , qui est en général beaucoup pjus

simple. L'obtention de 1'énoncé complet s‘obcient alors par composition avec

T'énoncé de la figure 12.

f2 = der Vv; pour i dans 1 + Jag a,

RY

v=iV~ sf _

<< Sf,d >>= der << Sf ied >> pour j dans f de d dar, exclu

fin est un a-= Fin (F4)

prédicat a= car (fz)

caractéri-~ $v
=<>

~sant la fin $ a = fin (prem (f))

de la suite $d = bi (f)

t

f

xu

sf = stnvf

ar = (car (f) # ca)

qd sfz<>
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Le probléme de "1 ‘état d'avancement des livraisons sur commandes en
cours" (ch 1.4 exemple 4)peut étre explicité de maniére systématique en
introduisant des fichiers "logiques" intermédiaires (cf € FIN,79 ] de

6 - COMPARAISON AVEC D'AUTRES TRAVAUXE

E

 

RES TRAVAUX,

L'étude précédente des énoncés récurrents n'est que tras partielle et
nécessiterait d'étre développée, notamment dans la recherche de stratégies
d'explicitation.

Les différents aspects des énoncés récurrents que nous avons abordés ici :description, construction, introduction de suites intermédiaires et trans-
formations sont l'objet de nombreuses recherches actuelles,
contentons nous maintenant d!

ce domaine.

aussi nous

un bref survol partie] de quelques travaux sur

6.1 Langages_ gue

Comme nous }'avons déja indiqué au Paragraphe 1, ARSAC propose
dans ( ARS,77 ] un langage statique (ie n'utilisant pas te concept de
variable informatique) fondé sur les mémes notions que celles développées
ici. La différence essentielle entre ce langage et MEDEE réside en Tutili-
sation explicite, dans le premier, d'indices de suites ce qui complique un
peu Tes notations. Et i7 ne nous apparait pas évident que cette utilisation
explicite d'indices facilite les Preuves si, comme nous le suggérent les
régles (RI DS) et (RID 1) la correction est vérifiée de fagon modulaire.
Pour concrétiser notre Propos, indiquons comment peut s'écrire dans ce lan-
gage 1'énoncé de la figure 1 (probleme de la fraction irréductible) en re-
prenant un exemple de [ ARS,77 ] :

Xy y + FRAIRR (a, b) a, DEN a>O b>0

X, ¥ + a/k, b/k

k + EUCL (a, b) a, bEN arOQ b>O calcul du pgcd
cli) 5 d(i) * R (c (i-1), d (4-2) %définition itérative +
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6.2 Construction d'algorithmes récurrents

Ce probléme est étudié par [ ARS,77 ] et par DIJKSTRA [ O1d,76 }

mais aussi par SCHOLL [ SCH,79 ] , qui parle alors de traitement séquentiel.

Dans ces deux derniers cas cependant la construction se situe tout de

Suite 4 un niveau dynamique ce qui complique les choses. I] n'en reste pas

moins qu'on trouve dans ces diverses approches des techniques d'affaiblis-

sement, d'analyse par cas etc... et qu'il serait tras profitable de repren-

dre chaque exemple traité dans ces différents cadres pour essayer de préci-

ser les heuristiques et les conditions de mise en oeuvre des stratagies.

6.3 Introduction de structures intermédiairesWr em eee ee ee BE IGT?

De nombreux problémes de traitements de chaines de caractéres ou

de manipulations de fichiers peuvent étre résolus en utilisant des techni-

ques d'analyse syntaxique : la suite en entrée est décrite par une grammaire

et donc, a partir d'un analyseur de cette grammaire [AHO ,72 1 , il. est pos~

sible de construire un algorithme de traitement quelconque, par exemple en

introduisant des attributs ({ LOR,74]. 11 s'agit ici d'un traitement “orien-

té par Ja structure des données". .

Plusieurs autres approches sont fondées sur 1’ introduction d'intermédiai-

res (cf § 5) : la structure "physique" des données et des résultats étant

décrite, on “invente" (ou on “abstrait") une structure logique associée. Le

probléme se raméne aux trois sous-problémes suivants (FSEASI SD}

en est un cas particulier) :

(1) passage de Ya structure physique des données 4 leur structure

logique

{2) passage de la structure logique des données 4 la structure

Jogique des résultats

(3) passage de Ja structure logique des résultats 4 leur structure

physique.

C'est une démarche proposée par WARNIER [ WAR,75 J , JACKSON { JAK,75 J,

{ HUG,79 ] ou SCHOLL [ SCH,79 } .
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~ de disposer de régies permettant de spécifier puis de construire

ces intermédiatres
- de systématiser le passage d'un intermédiaire a l'autre

- de disposer de régies "de composition" des différents algorithmes

ainsi obtenus. |

Notons enfin, que tes sous-problémes (1) et (3) peuvent atre considérés res-

pectivement comme des problémes d'abstraction et de représentation.

6.4 Transformation d'énoncés

( ARS,77 ] propose un certain nombre de transformations sémanti-

ques d'énoncés récurrents. FEATHER [ FEA,79 ] partant des idées & la base

du systéme de BURSTALL et DALINGTON [ BUR,77 b J] introduit également un

ensemble de régles de transformation dont certaines concernent les énoncés

récurrents. Ceci lui permet de résoudre le problaéme du télégramme (ch 1.1

§ 1.1 f) en adoptant une démarche voisine de c2lle évoquée au paragraphe

précédent [ FEA,78 } .

Ii nous semble nécessaire de compléter ces études par ta mise en éviden-

ce de critéres de transformation : décrire la forme du résultat comme dans

{ FEA,79 ] est un premier pas dans cette direction, i] serait plus important

encore de dire quelles sont les propriétés que doit posséder le résultat

(complexité de l'algorithme, occupation mémoira etc...).

ee ene wee eww eee een



CHAP TTRE 2.4

UNE METHODE D’EXPLICITATION LE PROBLEMES

Au chapitre 2.1 nous avons spécifié le neta-probléme de l'explicitation

des problémes et nous avons montré que sa résolution nécessitait :

i) de se doter d'un langage de descriptions explicites

ii) de définir des stratégies d'explicitation

iii) de se munir d‘un langage permettant de décrire la construction d'
une

version explicite d'un probléme.

Le premier point est certainement le plus facile & satisfaire car i7 est

148 a 1a notion bien connue de solution calculable. Les a-descriptions de
 S.1.-

et le langage MEDEE répondent a ce besoin.

La mise en évidence de stratéqies d'explicitation (ii) n'en est qu'a
 ses

balbutiements. Et, comme le souligne SINTZOEF dans [SIN,79], si de n
ombreux

exemples ont été étudiés, la nature profonde des méthodes d'explicitati
on n'est

pas encore bien connue.

Pour construire un catalogue de stratégies d'explicitation i] faut donc

mener de front les deux activités suivantes :

a) Commencer par dégager et structurer ces stratégies a partir des idée
s

que nous avons mises en évidence dans les cnapitres précédent
s :

. Une stratégie d'explicitation consiste a introduire des intermédiai
res.

Elle repose donc sur une régle de construction qui en est 1’énoncé implicite.

“Crest ce que nous avons décrit dans la partie "donmée - régultat .. tq... des

stratégies. ;

. 11 n'existe pas, en généra], de version explicite d'une stratégie. Plu
s

précisément pour résoudre (expliciter) une stratégie 41 faut faire appe
l &

d'autres stratégies. D'od une mise en oeuvre récursive du processus d'expl
icita-

tion, récursivité 1iée & 1a complexité du probleme traite.
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Nous avons décrit quelques possibilités de résolution d'une Stratégte dans la
Partie "heuristique",

Ainsi, décrire le rdle d'une stratégie revient a la spécifier, décrire des heu-
ristiques consiste a 1a résoudre.

b) Pour chaque stratégie, étudier les conditions de mise.en oeuvre (ce que
T'on peut appeler heurfstiques d'utilisation par opposition aux heuristiques
de résolution évoquées ci-dessus). Nous n'avons. pratiquement pas abordé cet
aspect du choix d'une Stratégie sinon sous T'angle de la forme Syntaxique des
énoncés a expliciter. Par exemple la stratégle d'explict tation s-récursive,
f SESR +, porte sur une S-description d'une fonction et doit fournir une défini- |tion s-récursive. 

;
Nest donc trés important de se doter de critéres de choix sémantiquea

portant sur certaines propriétés de V'énoncé & expliciter et de propriétés
attendues du résultat de Texplicitation.

Enfin le point iii) n'a ete que trés peu enyisagé dans les chap{tres pré-cédents.

Néanmoins, nous avons pu constater sur quelques exemples, qu'il n'était passimple de décrire de maniare linéafre les choix d'explicitation Successifs,notamment lorsqu‘'i1 est nécessaire d'effectuer des retours en arriére. Ainsi, 11
est raisonnable de construfre, en méme temps que le tableau a 3 colonnes (énoncéimplicite, profil, énoncé explicite) qui contiendra Te résultat final de Vexpli-citation, Marbre des choix Successt fa. Le langage de description du processusGexplicitation doit donc permettre de décrire :

- Les buts successifs.

~ Les choix successifs, leur Justification et correlativement 1a constructionde l'arbre de choix.

- Les différents calculs algébriques ou ensemblistes utilisés dans une cons-truction.

Dans ce chapitre nous essayons de dégager quelques nouvelles Stratégiesexplicitation (§ 1) avant de proposer une’ structure générale d'un meta-algo-rithme d'explicitation et un langage de description de construction (§ 2).Nous terminons en étudiant T'explicitation du probléme du tri topologique |(§3).

a
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1. QUELQUES AUTRES STRATEGIES DY EXPLICITATION

1.1, Induction sur_les données et induction sur les résultats

i -récur-Dans les heuristiques de résolution des stratégies deci tal a

i uisive (+ SESR +) et c-récursive (+ SEcR 4) étudiées au chapitre ee een :

essentiel était la structure des données. L'icée fondamentale ne voi

simplifier les arguments de la fonction 4 expliciter, soit par u s Otome
i .

constructeurs soit par utilisation. de simplificateurs. Nous pouvons pa’

ce cas de stratégie d'induction eur les données. .

Plutét que de travailler sur les données, i] est possible de ieee ata
intérét de ce dernierh . Lorsque 1a sorte d'intéétudier Ja nature du résultat y Nera

qu'un nombre restreint de constructeurs, nous pouvons chercher nal ° Noes

- u =

T"aide de ces consctruteurs : pour chaque constructeur p a a

duire p intermédiaires- Yyce Vp tels que ye 9(Yy wee Yp

. y= f(xy wee x4)Mais par définition, ; letde de ce ke

41 stagit donc finalement de chercher a expriner Yu Vp & Taide ; a mare

Par exemple lorsque g n’admet qu'un seul argument, disons yy» de la

de y, nous souhaitons définir une fonction h elle que : 1)

F(Xpy coe *) = g(F(A(xy +65 Xq) Kpees Xq) Yn se Vp

Nous parlerons alors d'induction sur les résultata.

Remarque : ; .

La stratégie d'affaiblissement peut étre considérée, a Ta fois comme ul

i indicesinduction sur les données (on utilise le constructeur i +441 sur mea )

ou comme une induction sur les résultats (constructeur ‘Vv sur Tes su .

1.2, Généralisation

ire uneC'est une technique d'explicitation classique qui consiste 4 introduire

fonction intermédiaire.

$56 } Stratégie de général isation

donnée x caractérisé par ey

i Er me RN
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réaultat -~- f symbole fonctionnel p-aire caractérisé par une s

F(x) os xy) =y ta Y st

- p symboles p-aires Vyocee Yp caractérisés respectivement par

les énoncés EY) «++ EY.

tq (yp a.. WEY, 2 Lyy/xy ... ¥/%51) A

-description

(ey, A ue A 5 a ¥ { fy, z yp fy] De, (fy, ve Yy fal)

Présentation

“EY, +s EYps f(x, ue

gauche

- les profils de ¥p

xy) =y tg ¥ et sont placés dans ta colonne de

9% et f sont placés dans la colonne centrale

“X= fly, f Yp) est placé dans le colonne de droite

- x est coché

Heuristiques

a) Choisir, parmi les intermédiaires dont dépend x, tes Vy rs ¥ye Ceci
permet de caractériser ¥ a4 partir de ey.

oeuvre dans 1'

C'est par exemple ce qui est mis en
explicitation du problaéme des sous suites crotssantes maximales

lorsque le résultat Imax est "transformé” en une fonction Imax(a) de la donnée a
([BRO,79a] .

b) Choisir, comme en a) les Yo: Yo-1 et introduire un intermédiaire
supplémentaire y qui n'apparaft pas dans ey. C'est ce que nous avons fait
dans l'exemple 2 du chapitre 2.1 lorsque nous avons introduit la fonction maz
4 partir de mazt. C'est également ce que suggére la stratégie d‘affaiblissement :
V'affaiblissement peut étre considéré comme la généralisation restreinte aux
suites.

1.3, Analyse récurrente
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i fil de urésultat - f fonction de profil Sy ..5 5, 7 & od S$ est Te pro pee

et l'un au moins des 3; est égal a S. Pour fixer les idées posons 3; S

-y et ¥ respectivement pré-condition et post-condition de

F Xyeee Xp zy

-p-l intermédiaires yo...¥

- t¢ interne caractérisé par €

tq (ey Lu/u} sey, Ave NEY, aon

(e, [usu] a ey, 4.2 A £Yp alt

E Ifiy, . y fula

1)(e, ($u/tl > €,fhusu

caractérisés par £Y, + eYp
a)

DY Tu/xy, son ¥ [xls

av(u/%y. veo Vy / Xp] 2eo @ cc

Présentation

- Créer un nouveau module «u. si nécessaire

= 2° € Y euy sont p acés dans ta colonne ce
ey oe Yp? Ee fx... %p *Y tq 1 1 1 d

auche

te rofils de yy. «+» Yos t. f Sont placés dans 1a colonne centrale
; MG y a ) et § ust sont placés dans ta colonne de droite

- uz ¥ Yor ce p

- u est coché

Heuristiques

- $
Effectuer une analyse par cas en distinguant ek 1/i] des autres 

ca

e [G/ul, ce qui doit conduire & f, yp -- ¥,
- Chercher 4 unifier ey et u ve cermin t

- Chercher a expliciter by {k-L/i]} ce qui doit c

Remarque :

Cette stratégie peut étre consi dérée com

s-récursive (cf. ch. 2.2 § 1.3.2).

me un.cas particulier d'explicitation

1.4, Stratégies plus ponctuelles

Nous ne décrivons pas un certain nombre de straté 
See cien

qui sont en fait des opérations indéterministes associées a des r
ég

booléen a thméti que ou ensemb iste, arm el Qs, citons la d sjonct on (
‘ *apparaitre 2 énoncés &) et £5 tels qu'un énoncé donné es écr ive €s 5 A £4)

gies de trés bas niveau
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s 

=$ 
®

Ta conjonction (e = €) A E>) Souvent associée 4 une analyse par cas, le passage 
2 

. 
£

d’une forme logique a une forme ensembliste (on remplace ec par x € {z tq 
=y fo jo fo 

S

[ / }}) t 

x 

S . = 
y jY jo. 

em

ef 2/x etc ... 

@+a s js | 
~2n« 

je? |e [ao 
~~ xX ED

aw a wl je 49 
_~ on8 f a ae @ 2 xow

| 

a 
* 

z
- as EEE 6 SE

2. META-ALGORITHME D'EXPLICITATION 

nu 8 ge = aie 2 48
son OE 

| ate se oe. . 

& us 2cw ye aan a q ra

. 

ug 
veg 2 = 

= 218

2.1. Description du meta~algorithme 

' uw san vi, a 4s &gw 
40) aie Eee SOW 

we

‘ 
' 

j 
a a 4 a cw 

arth 3

Nous n‘en donnons qu'une description semi-formelle et partielle (figure 1) 
= Fc. 8 7 we 8

qui ne doit étre considérée que comme une esquisse d'un véritable meta-algorithme _ } x a & S os How

de construction de problames explicites. 
| a * g a . - ous xa

Ti est indispensable de préciser et de formaliser cet algorithme si t'on | = 
A

souhaite se doter d'un Systéme d'aide a Ja construction des programmes. Mais méme 
oe 

a

dans te cas d'une construction "a la main" i1 faut structurer l'ensemble des stra- 
3 cote 

«73

tégies ce que nous n'avons fait que de facon embryonnaire. En particulier {7 faut | 
z = & 

3 e

Situer les mécanismes généraux d'abstraction et de représentation par rapport aux - Ew “> 
£3

Stratégies plus ponctuelles (explicitation S-récursive, généralisation etc...). 
= ez “8 

wW Ye

De plus, une formalisation du meta-algarithme nécessite de décrire 1'aspect 
x ; Ye & 

= so

Syntaxique des énoncés et S.J. Obtenus : i] faut décrire le meta-syst@me d' infor- 
wo, 3 ¥ a oe 

& 8

mation du meta-problame de l'explicitation, comme nous avons commencé & le faire 
= ai “ 2 o 8 

a Ez 
!

pour celui du meta-problame de la spéci fication (ch. 1.4). En particulier 11 
& 3 wy 2 s a> 

ay &

faut introduire des constructeurs de modules, des opérations telles que "cocher", 
= 8 = “fl 

an

Enfin, comme nous T'avons mentionné dans T'introduction, 1 faudrait définir | aahba __ bar
le meta-systéme d'information des arbres de choix de construction” avec des opé-

urs en arriére. Ici encore nous Te décrivons

que nous précisons un langage permettant
un processus d'explicitation.

rations d'accas permettant des reto

de mani@re informelle en méme temps
d'exprimer le déroulement d'

2.2. Description de 1a construction d'un énoncé explicite

La construction d! une version explicite d'un probléme 4 partir d'une spécf-fication formelle, est une suite de d&cisions et de calculs, : créer un tableau & 3 colonnes en placant dans la colonne de gauche P stratégie d'explicitation : Stratégie de représentation,dentificateurs sont cochés décrite informellement au chapitre 2.2 : stratéaie d'abstraction décrite : stratégie générale d'expli-citation de 1'énoncé caractérisant uncentrale le résultat r de P avec sonprofil, dans la colonne de droite identificateur dans une suite de(module par module), dans la colonneP' et P décrits sur la figure 7 du ch. 2.1 tteoché, : booleen qui indique si tous les - i ao”

A "

Les calculs sont la Partie la plus Classique de la demande, malheureusement 

* oi = 
j

i]s sont encore, de maniare générale, difficilement automatisables puisqu'ils 
2 . £ a

font souvent appel & des “astuces", des heuristiques de Simplification etc .., 
a 3 “te ae Baw || 2 

i5 3 a2 . “Ss o& & 3- 2s ; .2\2 oe & 5 a | al& 2a & 
inlet ws ten | te

i ;
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*|
Rese Shea
B32 KKK KKK
HL se ne Sh ww on we f g

8 www 8 phate te ema tate te te Dans une description d'une construction, nous décidons de faire précéder
$s WW | . . i

unt Sidhe Bea chaque calcul, ou suite de calculs, du mot caicud. La nature de chaque opération
eet et Aad bs Gd a . 4 e 2 2 2

Ss pes : ne i &lémentaire (instantiation, pliage, dépliage, utilisation d'un axiome arithméti-
zu 2 Ae ee . 7

« oe <f ue, algébrique, bolléen, etc ...) est indiquée explicitement.5 sage desgee Mexge que, alg que, . ) q p
wn Vwnwn . i) 7

E Spann Bb dean a ae ee | Mais 1a partie la plus ‘délicate d'une construction est certainement celle

Mo pee Serena Beas des choix qui peuvent étre de différents types :
»

g ‘ a “ . : 4) Choix de stratégie : ce sont les plus incertains parce que, d'yne part
x i= 

*

4g 3 * s nous sommes loin de disposer d'un catalogue de stratégies complet et bien organi~-
ee \ .

8 e - 3 A sé, et d'autre part les quelques critéres associés a chaque stratégie pour carac-

- wi tériser son domaine d'application sont loin d'étre complets.
ol 7

= ot ii) Choix d'intermédiaires : la mise en oeuvre d'une Stratégie permet de
4 *

=! caractériser les intermédiaires a introduire. Elen que la démarche suivie ait
' 

.

{ : pour but de réduire 1'indéterminisme sur les intermédiaires, i] reste cependant
<1

: = J en général un effort d'invention a faire.
1

3} } _ 444) Choix, dans T'ensemble des candidats possibles, de T'identificateur a
ot

ai Ff expliciter 4 une étape donnée.
ot .
1 e

x ; A une étape donnée, deux choix de type i) ou fi) différents sont exclusifs
t

Si T'un de l'autre, i1s correspondent au “choix d'un élément x dans un ensemble".
-1

3 j Inversement les différentes possibilités apparaissent dans un choix de type 414)
wv

oi : devront toutes étre traitées : 1] s‘'agit d’un "pour tout x dans un ensemble".
ant

x Ainsi un arbre de choix est décrit a l'aide de plusieurs constructeurs :
t

un ~ un constructeur indiquant que les différents fils d‘un noeud sont exclu-

“4 | sifs l'un de }'autre, ce que l'on représente parfois sous la forme

2

=) a oul ou
s ¢: 3 a
? % > ~ go et que nous notons simplement

SS ga 2 Es la gn
* oe

us” 5°: c= 5 E 2” 5% ie 8 = un constructeur indiquant que les différents fils d'un noeud devront
me — 3 on : 7

"(Sa Bat 2 Bin $. 85s étre tous traités, ce qui est parfois représent:é par :
—~| a ? Ao — 6
Kl Bau Sa 2 Bm Ym By © 

q

~|S0i si BB Os Sa SH

“le6 362206 25 38s etret
wile G2 SB 8 GL EL ESS et que nous notons rT |

<nGig g fee a ge
“ulon Mana ks 

|

Me a a ae rea 
|

j
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La figure 3 donne un exemple d arbre de choix, ony distingue les différents

ST : choix de stratégie

<u= : choix d'intermédiaire

: choix d'identificateur a expliciter

C ‘‘es a i i permet d'effectuer des retours en arriare, dans le langage de

i ption d'une construction nous utiliserons: un nouveau type de choix :

celui de T'endroit of l'on souhaite retourner

C aque cho x est p cédé de gigq ah i ré ot de et suivi d une justification informelle

0 
:

utre les choix et les calculs, il est utile de préciser, 4 la suite d'un

choix, quelques possibilités de résolution ; hous les ferons précéder de :

Différents choix" ou "Quelques posetbtlités pour"

Le meta~algorithme construit une description d'un probléme explicite ;s
T'introduction d'objets ou formules dans le tableau a tr

construction est précédée de “Actton" mis fotomes en cours de
Enfin i] est utile, apras chaque choix, de ra ‘

nouvel objectif est précédé de "But". Ppston Nobseceit vise. cheaue
L’exemple suivant montre une utilisation de ce "langage"

= 5h °

3. DERNIER EXEMPLE D'EXPLICITATION

Dans ce paragraphe nous appiiquons le meta-zlgorithme précédent au problém
e

du tri topologique. Nous partons donc de la spéc‘ fication représentée
 sur le

figure 1.2 du chapitre 1.1. En reprenant les idées précédentes nous constru
isons

conjointement la suite des descriptions de problimes partiellement explicités

(figure 2) ainsi que V’arbre des choix successifs (figure 3). La démarch
e que

nous suivons est décrite en utilisant le langage envisagé au paragraphe 2.2
.

But +: Expliciter Ye probléme du tri topologique spécifié sur la figure 1.2 d
u

chapitre 1.1.

Aotion : Initialisation de la description de la figure 3

- Placer 1a spécification obtenue au chapitre 1.1.en partie gauche

- Placer a et son profil dans la colonne centrale

- Ecrire "résultat a” en partie droite

= $ttcoché = faux

Notation : Tout prédicat o : fonet(ENTIER)POOL est étendu aux intervalies

d'entiers par vy[m..n] = ¥i E[m..n} 9 (i)

bifférente choi : - stratégie d‘explicitation | SEXP 5
- stratégie de représentation SREP }

~ stratégie d'abstraction & SABS }

d'aprés 1a définitton du meta-algorithm

Chote de * SEXP $ parce que seul le résultat « n'est pas coché.
ariant #

*

Différente chotz : - k SAR} # inutilisable car €, n'est pas un inv

- £ SEA }

etc...

# autres stratégies correspondant au cas of x est une suite,

cf. figure 1#

d'apras 1a définition du meta-algori thme

Chota de ¢ SEA} # affaiblissement # parce que o dépend de n

But : Trouver u symbole de suite, e,, invariant. a symbole de suite booléenne et

Un condition d'arrét tels que (RIDI) sot: véri fiée



w29e ° 
x

bifférents choiz : - décomposition de e, en deux formutes

- induction fondée sur un constructeur des données

d'aprés les heuristiques de ¢ SEA }

Choiz de § décompositiDp on} parce que £,, Semble décomposable et d&pend de n
But : Trouver ec et 7, teli a tels que Jnl, €, =e, Am, fa/uy, nl/Z]

Quelques posathilités pour n, ? .a

-~£i2n

“£21

~ Up © inj(n)

~ Up © inj(2)

- uy, € inj(2)

Vietiunt, tye fJE ln j <i 2 4 r | etc ...

d'aprés la forme de fy

Chotz den. = (= ‘ ’
a 7 (22) parce que un des plus simple et conduit a une forme’

Simplifiée de définition itérative

Cons éque: 8 =nee e,F e la/uy, n/2]

But ;But : Trouver E,, tel que l'égalité ci-dessus soit vérifiée

Introductt i latreon intarmédiatre : cpt (1,J) *j< i 2a, f

Quetques povatbilt du pour €

- @) ~ Up © inde) a cpt(f dnl, [1..n1) (u,/a]
b) = up © inj(£) a cpt(fi..2), (1..n1) tural
C) - Up © ind(2) » cpt(f1..2), {1..21) lus /al
d) - up © ing(£) » cpt(t1..nl, {1..21) Pie
@) = Up © ind(n) « cpt(fi..2), {l..n}) tugsal
f) = up © ind(n) a cpt(l 1.2, (1. .2)) (usal
9) - Up © inj(n) a cpt(f1..n), 11..4) [up/al

Propriétéa

~ a) *b) *c) dd) car le domaine est réduit a{1..2]
-c)*f) car Vi €f1..2), 05 efi.in, i <4 Pu ,fu

2 £,j
+ FEM. WEN, d staged ru: 

. iF uy

+ EULA TIE. M.S <1 Duy Buy | 43

|
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Conséquence : 11 ne reste que 3 possibilités sarmi les précédentes

al) uy € inj(£) A cpt((1.21,11..2) fu,fal

bl) up € inj(n) 4 cpt((1..2.°01.-2)) (u,/al

cl) Up € inj(n) a cpt([1..n], [1..2)) {u,/al

choiz D ey uy E inj(n) » cpt({1..2). [1..2) {u,/a] parce que au hasard

Finbut

Finbut | décomposition }

: - Placer ey dans la colonne de gauche ainsi que cpt

- Placer les profils de u et n dans Ya colonne centrale

- introduire la définition itérative de a en partie droite

Actton

- cocher a

Finbut { SEA}

But_: Expliciter l'un des Sdentificateurs nov coché, ici u ou
n

t la suite de & SEA $Chots de u parce que c'es

But : expliciter u

Différente choiz - { SAR }

- ¢ SEAt

etc...

d'iapréa la définition du meta-algorithme puisque u est une suite

Chotz de SAR + # analyse récurrente # parce que €,, est un invariant

But 1: Trouver une définition explicite de up en fonction de up_, 
avec

1lsfsn

Différenta chotz - + SES +
-' se }

etc...

d'aprés le meta-algorithme puisque up est un Glément de suite (bien qu'ici ce

soit encore une suite) .

Choiz de + SES t # definition explicite simple # parce gue on veut définir

Up comme: une amélioration de up)

But : Trouver une fonction f telle que u = f(uUp.s)

cin mila eS
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Chotzx detot f unification } parce que c'est l'une des heuristiques de # SES }
lorsque e,, est un invariant

Caleula :

a) dépliagé

Ey = Up E inj(n) a FA ETL VIEL. 5 <4 Dy

b) instanttation

Ye, (e-1/2) = Up.y © inj(n) AVA E(1.2-0, HF Ef1..2- -“Ne,j<4i >

Yea Puy;

Zit Mey

€) introduction d'un intermédiaine

e, (2-1/2, u,/u l «uu ejMarre - il + Up Eins(n) a» HVE (12-0), HIE [L.2N, J <4 >

d) wit fication entre 4) et c)

eye, [ 2-1/2, Up/Up ae

e PIE, je dy ef Up
&) edmplificatton

v* ¥§E[1..e-1), Up eT uy |

L,J

f} Aypothene T est sans circuit

Vuee, xi y

9) confonetion de e) et f)

er¥jell.tl,u, pi

h) pnification entre b) et c)

up © inj(n) a ¥4 EL 1. ,2- =
£ {1 of lj, Yeny 4 = Up

1) conjonetion de g) et h)

E inj 
fuy © inj(n) « (¥ 5 EL1..2, Up gb uy sda (FIE TL. 2-1]

i

i

: 

Yerg = Ups)

Ghoiz de Up, = trsp(up_ 1° £, m) (+)

AmtgmE[£, nan (¥5 EL. 4] “ey nt Yen,
Parce que d' apr és 1) la Propr iéte supplénentaire de Up par rappor ta

ft. 1

) Rappelons que trsp est 1'op ppsratton de transposition de deux élément d'unesuite, cf. Ch. 1.2 § 7.2.2
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#1) n'y a aucune raison pour que ta spécification précédente de £

admette une solution. On trouve précisément ce résultat lorsque

l'on essaye d'expliciter m : une meniére peut étre peu efficace

mais sdre de le définir consiste 4 explorer l'intervalle [Z..n}

et a vérifier la condition Yea om t Ue-1, . Mats on ne peut pas

démontrer que la fonction rech ainsi définie fournit un
résultat.

On n'a pas :

ey [2-1/2] > pré rech( £)

Ta condi tion de non blocage (ch, 2.3 § 2.3.1 régle (RIDS) n'est
pas veri fiée)
On peut d'allleurs trouver des contre-exemples simples :

1 2

3 stu, = 3, 2, 5

on ne peut trouver £ = rech(4) #

4 5

Quelquen posnthilitds pour Te retour.

a) choix de Up

b) choix de ¢ unification }

c) choix de { SES }

d) choix de $ SAR }

e) choix dec,

f) chotx de 1,

# on utilise ici t'arbre de choix #

-=

Chotx da retour en

parce que a) est difficile 4 remettre en cause directement car f7 faut—
de toute maniére trouver m pour vérifier

b) est directement 116 a { SES +

c) ne peut étre changé sous peine d'avoir une définition plus

complexe de up 4 partir de Up.y> Par exemple en utilisant

une itération. C'est envisageable mais contraire a l'idée

d’affaiblissement o2 l'on cherche un passage simple d‘un

terme a l'autre.

d) est 116 étroitement au fait que Ey soit un invariant. 11

n'est pas immédiat ici de donner une définition non récur~

rente de Up
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Choiz @) = Ue © inj(n) * cpt((t..d 01.4) yal

parce que c'est l'invariant le “plus proche" de E, parce qu'il ne

contient qu'une seule occurrence de £ en paramétre.

Finbut

Finbut + d&composition +

Action : - Placer E,,

- comme ci-dessus

eee

Finbut SEA }

But : expliciter l'un des identificateurs non coché, ici u oun

Chotz de u parce que c'est la suite de * SEA +

Choiz de + SAR} # analyse récurrente # parce que € est un invariant

But 1: Trouver une définition explicite de Up en fonction de Ug_, avec 1S 25 n

Chotz de # ses } parece que comme ci-dessus

comme dans la définition précédente, mutatis-mutaudis

e) va Vie onl up sf up»
comme précédemment , ,

Chots de Up = trsp (Ue .ae £,m)

amtqam€ [t..nb 4 V4 € [nl Up-t4 i Upnte
a o

Finbut + unification }

Finbut But 1

Aut 2: Trouver une définition de YW

Calouts :
a) inatanttation

ey l/l =u, € ingin) VHS Hand, THE Wool §< tu 4 Fy

b) simplification

€y lo/4l = uy © inj(n)

Chotx de uy, * suite quelconque formée des n éléments de £

Finbut But 2

Finbut + SAR +

Finbut + expliciter u +

Action : - Introduire un nouveau module «u

Placer la spécification de men colonne gauche

Placer le profil de m au centre

- Placer les définitions de u et $u an colonne droite

+ Cocher u

But : Expliciter l'un des identificateurs non coché, ici net m

ciz den parce que on termine ainsi 12 module spécial

on introduit ainsi n, dont la spécification est déja explicite, Eet Tr

But : Expliciter T'un des identificateurs non coché, ici i] ne reste plus que m

uelques posstbilités pour m

- exploration systématique de l'intervalle [£..n] » utilisation de la construc-

tion “premplace .... telle que" ; c'est-a-dire encore utiliser une version

de * SISC + |

- introduire comme intermédiaire l'ensemble des m solution et en chercher une

définition itérative que l'on pdéut fustonner avec Ja définition de u.

# ici i] y a plus qu'une premiére explicitation puisqu'on se préoccuppe

d'éfficacité # 5

Choiz de m€ rac

avac, = (2 (..nl tq FAS (e..m vey yf upy yd

parce que c'est une bonne solution si elle existe !

Propriétés :-racp est l'ensemble des racines cu graphe partiel (Ug.) i. .nl »T)
-théorames de théorie des graphes : tout graphe non vide sans circuit

admet une racine ' ‘

Conséquence : racy # # ‘#41 n'y a pas de blocage #

Finbut

Placer la définition de men partie droite

- Placer Ja spécification de rac en colonne gauche

- Introduire le profil de rac au centre

- cocher m

Action :

But : Expliciter un identificateur non coché, ici uniquement rac
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Chotz de + SAR} paree que rac, est caractérisé par un invariant

But_1 : Trouver une définition explicite de rac, en fonction de racp_, avec
lslsn

Différents choiz - } SES }

~ $ $6}
etc ...

d'aprés le meta-algorithme, puisque racy est un. élément d'une suite

Chotz de + SES } parce que on veut définir rac, comme une amélioration de
race.y

But : Trouver une fonction f telle que racy = F(racy_))

Choiz de { unification } parce que c'est une heuristique de + SES } lorsque
€,, est un invariant

Calcule

a) dépltage

racp = {z€ [t..n) tq Vie fe..n7 Upnr a F Yp.1 7)

b) introduction d'un intermédiatre

racy = [2..n) 9 com,

com, = {z tq Yie [2..n] 4 Yen 4 ru “1,2!

¢) gnstantation

comp, = {z tq Tie [2-1..n) Tu

d) décomposition de com

com, = {z tq (¥ 1 [e-1,.n) 7 Yer! Ye-1,2)
VE(VGE len} 7 Yer y T Up 2) A Yeager? Ugg}?

e) propriété

Up. ([e-1..nl) = Upp ( lé-1..n))

f) unification de comp et come)

Comp = com, , U trucy

truc, = {z tq Vie fe. 7 Ue-1 4 r Yp.r 2? N{z tq u

9) dépliage rac, b) et f)

race = ({2..n} 9 comp 1) Y (le..n) 9 truc»)

£-2,4 7 Yp2 2}

t-1* Yea 2)
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h) pitage et intermédtatre

race = (racy, \ {£-1}) v nouy .

NOUV, = pred, M SUC yy ,

predy + (Ze Wen) ca FEE Wound Vung T Mey)
SUC») eo {z ta U ped £-1 r Up ,z)

‘Finbut

Finbut But 1 ,

But 2: O€finir rac,

a) tugtantiation 
|

rac, © {z € [o..n} ta $41 € fo..n] Tuy. Fey 9)

ce qui n'est pas défini

b) inatantiation

rac, = {z€ (..nl. to ¥ 4 € fl. .n] Tuy 4 r Ue ,2)
, = nouv, 4 on pose suc, = Eet rac, = 6

Finbut But 2

ucheAction : - Placer les spécifications de pred et suc dans Ja colonne = i

° Placer les profils de nouv, pred at suc dans 1a colonne centri
~ Placer les définitions de rac et nouv dans la colonne de droite

= Cocher rac et nouv

Finbut Explicitation de rac

; insHous arrétons ici cette explicitation. Une version plus compléte mais mo

systématique de cette démarche se trouve dans [FIN,78al .
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CONCLUSION

1 - BILAN DE CE TRAVAIL

Nous nous sommes efforcé , tout au long de ce travail, d'unifier un

certain nombre de concepts jusqu'ici assez disjoints : types abstraits, spé-

cification de problémes, solution d'un probléme etc... Nous espérons que cette
synthése aidera & 1'élaboration d'une veritable théorie de la construction des

programmes, complément indispensable aux diverses théories dee programmes déve-

loppées jusqu'ici (syntaxe, sémantique, preuvesatc...). Les résultats théoriaues

que nous avons obtenus (caractérisation des solutions et des solutions calcula-

bles, théorémes sur les extensions de systémes d'information, théorémes sur les

abstractions et représentations etc...) nous encouragent 4 penser que ce sont

de telles études qui permettront de dégager les aspects essentiels de l'activité

de construction des programmes et donc.de la faciliter.

L'autre objectif de cette étude était de décrire des méthodes, des outils

et des langages adaptés & la construction des programmes. Les principales idées

mises en évidence :

~ Utilité d'adopter une démarche déductive (et descendante),

- Intérét de 1a décomposition Univers-Enoncé,

- Nécessité de procéder en plusieurs étapes résultant des opposi-

tions statique-dynamique, spécification-résolution, solutton-

solution efficace,

nous ont permis d'esquisser une méthode de conetructtion de programmes.

C'est ainsi que nous avons dissocié l'aspect spécification, of malheu-

reusement les choix sont tellement nombreux qu'il n'a pas été possible de
dégager de stratégies de spécification locales, de l'aspect exolicitation od i}

apparaft clairement qu'un gros effort de structuration est d'orés et déja

possible. .

Supportant cette méthode de construction, le langage que nous avons

développé apparatt comme un outil de structuration des différentes versions
d'un probléme et sa sémantique statique nous reméne au cadre bien connu du
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calcul des prédicats du premier ordre typé.

Enfin, i} est utile de souligner l'intérét, mais aussi la difficulté,

de sortir d'exemples-jouets : dés qu'un probléme atteint un degré de complexité

“sérieux" sa spécification puis sa résolution deviennent trés longs. I] suffit

pour s’en convaincre d'étudier les quelques travaux s'appuyant sur de tels exem~

ples ( (BAL, 79b], CFEA, 79 J, CABR, 77 J etc...). Nous sommes cependant per-

suadé. que c'est de l'étude de tels exemples que pourront étre dégagés, a la |
fois, concepts fondamentaux, Tangages et méthodes (cf le problame des liaisons |
aériennes mettant en évidence Je fait qu'une donnée peut @tre un S.I.).

2 - PROLONGEMENTS ET APPROFONDISSEMENTS

2.1 Etapes suivantes de la construction

a) Transformations au niveau statistique.

Nous avons signalé 4 plusieurs reprises que cet aspect est actuelle-

ment 1’objet de nombreuses études, un effort important étant fait pour dégager

des régles (sémantiques) de transformation ( CARS, 77 1, CARS, 79 ], CBAU, 78b),

(BAU, 79 1, [FEA, 79 3, (BEL, 79 ] etc...). 11 convient de le compléter par

Vintroduction de erttéres d'amélioration (REM, 79 J. Ainsi les différents travauy
sur la complexité apparaissent comme un complément indispensable & ces recherches |
(en particulier parce qu'il peut étre plus facile de mesurer 1° efficacité d'un

algorithme en restant au niveau statique plutét qu‘'en travaillant a un niveau

dynamique).

.b) Passage au niveau dynamique.

L'utilisation de variables informatiques permet de nouvelles amél fora-

tions d'un algoritme. Le calcul d'une solution n'est plus considéré matntenant

comme une suite de théorémes dont le dernier est de la forme r = u, mais comme

une suite d'enrichissements successifs du S.l. initial S$ Di (on ajoute 4S Di les

différentes définitions de 1'énonc&e ). Pour compléter la “théorie de construc-

tion des programmes" que nous avons esquissée, 1] faut donc introduire un cadre

forme} prenant en compte les notions dynamiques : on peut ainsi définir une

structure d'information comme un couple formé d'un syst@me d'information et

d'un ensemble de modifications faisant passer d'un S.I. & un autre. Un program-

me peut alors étre considéré comme un ensemble de calcule (un catcul est une

suite de modifications). Les langages algorithmiques classiques permettent de dé-

crire structures d'informations et ensembles de calculs. On trouve un développe-

ment de ce point de vue dans (PAI, 74 }, [FIN, 74 ], LPAI, 75 J, CFIN, 76a].

Ayant décrit Te cadre “cible" {1 faut ensuite développer une méthode
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systématisant le passage d'une version "statique” d'un probléme a un programme.

C'est, par exemple, a ce niveau que se posera Ja question de savoir si une suite

va étre représentée par une variable (cas cd elle est définie par une nibelirWenice

“simple” uy f (uy. 1) Jou par un tableau (récurrence multiple u arf (4, op 4 2°" -))-

De méme i] faut alors décider si un constructeur d'un S. I. va fire renresenite
par une opération (schéma fonctionnel) ou par une modification de la structure

cible. Quelques idées sur ces transformations sont émises dans [FIN, 78 J,

CREM, 79 ] et (LES, 79 3}.

2.2 Approfondissements théoriques

De nombreux points fondamentaux n'eyant @té qu'effleurés dans cette

thése, indiquons briavement quelques développements possibles :
- Généralisation de 1a notion de solution de probléme au cas de

résultats q-aires, voire au cas ou le résuitat serait un S.1I.. Corrélativement

étudier l'utilité théorique du concept d'énoncé strict : peut-on ramener toute €x-

plicitation de probléme 4 1'explicitation ce son S.I. ?

- L' introduction d' intermédiaires lors d'une explicitation (cf problé-

me de 1'évaluation d'une expression arithmétique, chapitre 1.4) semble étre de

méme nature qu'une représentation. Peut-on ainsi ramener l'explicitation & une

suite d'abstractions et de représentations 7 Application a la stratégie d’intro-

duction de suites intermédiaires.

- Le concept de pré-condition n'est pas suffisamment précisé. 11 sem-

ble, 4 posteriori, important d'associer, dans un $.J., une pré-condition 4 chaque

symbole fonctionnel alors que dans notre Giude cette association apparait comme

une conséquence des 8-descriptions.
- Les objets formels considérés (S.1., énoncés etc...) ne sont pas

structurés, la structuration n'étant exprimée qu'au niveau des descriptions.

L'introduction de S.I. "structurés" devrait permettre une étude théorique plus

fructueuse.

- Nous nous sommes volontairement limité au ler ordre. L' introduction

de S.1. d'ordre supérieur permettrait certainement de lever certains problémes

1iés a la coexistence de symboles q-aires 2t de symboles o-afres de ta sorte

[S}x. x5, * sya,

- Enfin, au niveau du détafl, signalons qu'il aurait fallu distinguer

Je S.I. V7 des suites sur V éventuellement infinies, de y* (suites finies sur V).
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2.3 Approfondissements méthodologiques

a) Au niveau de la spécification, i] faudrait essayer de définir des stratégies

locales (relatives a certains domaines) et des raégles de spécification, ceci en

Vaison avec les travaux sur‘les langues naturelles.

Las principales difficultés du probléme de la spécification est la véri-

fication de 1'adéquation au probléme posé. Une voie intéressante pourrait consis-

ter 4 modéliser L'univers du probléme, comme le suggére JACKSON (JAC, 78 J, puis

de décrire une sorte d’évaluation symbolique permettant de valider, ou plutét

d'invalider en cas d'échec, une spécification formelle.

Enfin, 41 faut affiner Je langage des s-descriptions pour en faire un

véritable instrument de communication avec 1'utilisateur.

b) Au niveau de 1'explicitation enfin, nous avons vu au chapitre 2.4 que tout,

ou presque, restait 4 faire :

~ Définir un catalogue structuré de statégies d'explicitation, chacune

d'elles devant &tre caractérisée par des conditions d'application.

~ Décrire un systéme permettant de gérer les différents choix d'expli-

citation qui serait 4 1a base d'un systéme d'aide & T'explicitation.
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