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0. RAPPELS

Dans ce chapitre on rappelle bridvement les définitions et propriétés utilisées
ultérieurement et qui concernent les notions de systéme & point fixe [O.l] et de
systéme formel [0.2] .

On fera les conventions suivantes :

- les références aux différents paragraphes de cette étude seront placées
entre crochets (par exemple [3.1] désigne le premier paragraphe du chapitre
3)

- la bibliographie sera divisée en plusieurs rubriques ; on y trouvera des

références relatives a :

- Algol 68, elles commencent par la lettre A et sont placées entre crochets
(ainsi [Au] se rapporte au quatriéme ouvrage de cette rubrique. Une
exception concernera le rapport Algol €8 pour lequel [A] sera préféré

a EA2] ; de plus [A-l.l.S] , par exemple, en désignera le paragraphe 1.1.5).

- la notion de calcul (en abrégé C)

- la logique mathématique (L)

- la théorie du point fixe (PF)

- la sémantique des langages de programmation (S)
- la théorie des structures d'information (SI}

- la théorie des langages (T)

0.1 Fonctions continues et systémes 3 point fixe

0.1.1 Théoréme du point fixe :

0.1.1.1 Treillis :

Définition 1 : Un treillis est un graphe (E, L) oll £ est une relation d'ordre telle

que toute partie de E 4 2 &léments {x,y} possdde une borne supérieure (notée

sup{x,y}) et une borne inférieure (notée inf{x,y}).

Définition 2 : Un treillis (E, <) est dit complet si tout sous ensemble A de E

admet une borme supérieure (notée sup A).
En particulier E admet un plus grand élément TE (ou simplement T" lorsqu'il
~'y a pas d'ambiguité).

Proposition 1 : S8i (E,£) est une treillis complet, tout sous ensemble A de E admet
une borne inférieure (notée inf A) . En particulier E admet une borne inférieure .LE

(ou simplement J1,).




Démonstration :
—gmonstration

L ensemble des minorant e ST u
nor S de A e t un sous ensemble de E (éventuellement vide)

On remarque Que sup = L o inf ¢ = T

So ( 3 <)
it (E un treillis. Pour to ense e F o erinit le gra e
( )\ ut mbl n déf o £ ph
3 LS > ( F ) € de. application: e p :
(3 )3 E) £ ou 5 F,E est 1 ensemble des tions d F dans E ar
s

£ =< F,E q
& sl et seulement si ( Vy €F) (f(x) < g(x))

En particulier, si i
o8 =5 e pu ,nsl [1,n] désigne 1l'ensemble des n premiers entiers naturel
ntifier E avec F(1,n7,E) wli,
. et d éfini
28 ot én) I, onc définir le graphe (E“,s[l,nlz)
I N
((; est donc caractérisé pap : (xl,...,x ) $n (y y ) i
Pt . 130 81 et seulement si
n) (x; £ . : l
Théoréme 1 : A i é
orér vec les notations précédentes, (", ‘n) et (F(F,E Fal
treillis, quels que soient né€ M et p SRR fungs
De plus si ‘
P si (E, g) est complet i1 en est de méme de ces treilli
is.

Dans 1la Sulte de [ 0.1 fonction doit etre pris au sens de "fo ti totale
(ou application !
: nction !

0.1.1.2 Fonctions continues :
Définition 3 : Soi
: Soie
e nt (E, £) et (F, &) deux treillis complets et f une appli
ans F. . f est di i i g
dite continue si Pour toute suite croissante (x)
—_—— n

d'éléments de E £
5 (sup{xn[né'rN}):sup {f(xn) Jnemy .
Propositi 4 i
. .E Sition 2 : Toute fonction continue est monotone croissant
olent x,y €FE ; posons = B
i X = x et i =
o 5 pour 1)1,xi—y alors si XLy :
X) = f(x s
X « sup {f(on,f(xl)} = f(sup{xo,xl}) = f(y) .
Remargues :
—==afgues
1) su
. D {xn [ nemN} S'appelle limite de 14 suite (x ) er se
. 1z Lz - k) :
N J(n 3 1'égalité définissant une fonetion continue f devi Ec] e
en

f(lrllm xn) = 11]'1.'"1 f(xn) .

?) Scott dans | B
) [PF 7] et [PF 97 donne une définition plus générale de la
P un sous ensemble A de E est dit ré
. 1t régulier s'il conti é
rieure de chacun de ses S0us ensembles fipis e e
Une fonction f : g "
oo . H —3> F est continue au sens de Scott si pour tout
régulier A de E : f(syp 4) = sup {f(x) | x €a) o

(continuité pour la topologie "borne supérieure sur E").
I1 est clair qu'une telle fonction est continue au sens de la définition 3
La réciproque est vraie si E est dénombrable (démonstration a)), par contre elle

peut &tre fausse si E a la puissance du continu comme le montre 1'exemple b).

a) Supposons E dénombrable et prouvons que f est continue au sens de Scott

dés qu'elle est continue au sens de la définition 3.
Soit A un sous ensemble régulier de E , b = sup A et f une fonction continue

au sens de la définition 3. Deux cas sont 3 envisager

al) b €A . Notons a = sup {f(x) | x €4} .
f est croissante (proposition 2) done pour tout x €A , f(x) & £(b) ;

et par suite a £ f(b)

Mais b €A : f(b) £a d'ol le résultat.
a2) b ¢A . Nécessairement card A = ® et E étant dénombrable il en est de méme

de A . Notons B1s8p5nrad s les &léments de A et posons

bl=a1 H

b = sup {bn~1’an}

Par construction (bn) est une suite croissante de A& et l%m bn

pour n > 2 .
=b ; on en

déduit que f£(b) = £f(lim b_) = lim £(b )
n n n n
Mais b €A pour tout =n , donc l%m f(bn) L suplf(x) | x €4}

et (Yx€a) (3n 1) (xgb ) done
sup {f(x) | x €4} § lim f(hn)

f conserve bien la borne supérieure de tout ensemble régulier.
b) Soit F un ensemble ayant la puissance du continu et E = ) 5 et
soit A 1'ensemble des parties dénombrables de F .

(E,&) est un treillis complet et A en est un sous ensemble régulier.

Définissons alors la fonction $: E—> E qui associe & tout élément dénom-

brable de E l'ensemble vide et & tout élément non dénombrable de E l'ensemble ¢
- Ppest continue au sens de la définition 3
=Y .

Soit B_ une suite croissante de E et donc 1lim B
n non o n

Si 1'un des B n'est pas dénombrable, la réunion n'est pas dénombrable et donc

if(l%m Bn) = F et lri]m ‘f’(Bn) =F .




Dans le pas contraire, la réunion est dénombrable et l'on a :
‘.P(l%m Bn) =P et lém(P(Bn) =9 .
- Cependant ‘P(sup A) = q)(F) = F et pour tout B €4 3 LP(B) = ¢ donc
sup { &f(B) | BE€a} =9 » c'est-d-dire que p n'est pas continue au

sens de Scott.

9:.1.1.3 Théordme du point fixe : [PF 77, [pF 9] :

Théoréme 2 :
Soit f: E—» E o (E, g)

il existe une solution minimum X
o

est un treillis complet. Si f est croissante

& l'équation f(x) = x (i.e. %, est solution

de cette équation et toute autre solution y vérifie x £y) .
o

Si de plus f est continue *, est donné par :

o 0
X, = lm £( L) (1 borne inférieure de E)
Démonstration :

- Soit A={yeE | f(y) ¢y} et notons X

1) (Vy < A) (xo Yy == f(xo) 4 ¥) et donc

= inf A (qui existe proposition

f(x) £ inf & = %,

<
de plus f(f(xo)) $f(xo) donc f(xo) €A et ainsi X 4 f(xo) .

- Si /8 vérifie f(yo) =y, alors 7N €A et donc X, %Y, -

Enfin si f est continue : $x, =» £(L) sf(xo) =%,

et donc pour tout n € IN (1) T

Peplus  E(suplr™(L) [n €MD) = sup{e™ (L) |ne v} = suple™( 1) [ne w3}
et donc xo§sup{fn(l) [ne m}

d'ol le résultat.

0.1.1.4 Remarque :

En fait la notion de treillis complet est trés riche, on peut introduire des
structures plus i3 iesquelles le tnéoreme du point Fixe sera encore vrai.
Cela serait nécessaire si on voulait développer davantage [2] et notamment les
problémes "d'extension par définition d'accds nouveaux! [2.5.3] . La théorie précs-
dente sera grandement suffisante pour notre étude, aussi contentons-nous d'indiquer

briévement un appauvrissement possible des notions (voir en particulier | PF 3] s

Ler s, [er 5], [pF 107, [s1 7.

el

Définition 4 : Un ensemble ordonné (E,4 ) est dit inductif si :
- il admet un plus petit &lément L
- toute suite croissante d'éléments de E admet une borne supérieure.
Exemples : - Un treillis complet est un ensemble ordonné inductif
-8i W
la relation d'ordre

est 1l'ensemble des entiers naturels, E = INU{L}
a4b &

est inductif pour

a=b ou a=d

- 81 (E, ) est inductif, 1'ensemble 37(E,E) des fonctions de E dans E

est inductif pour la relation d'ordre :
x
f & g & £f(x) £ g(x) pour tout x €E .
- 8i (E,Q) est inductif, (£, ") est inductif [0.1.1.17 .

Les notions de continuité et de croissance sont les mémes que dans les
treillis. Le théordme du point fixe est alops vrai pour les fonctions continues
(et non plus pour toutes les fonctions croissantes) :

Toute fonction continue d'un ensemble inductif (E, ¢) dans un ensemble induc-
tif (F, )

admet un plus petit point Ffixe Xy donné par

x zsup (£(L) [nem }

=]

0.1.2 Ensemble générateur de fonctions ([PF 1|, [PF 2] :

Définition 5 : Soit -8 un ensemble, nous noterons Fk 1'ensemble des fonctions
définies dans &K
.74 et la fonction 4 O variable £

4 valeurs dans %% . (En particulier on identifie 1'élément a de
4 valeur a dans &4 : o = '(\; ). On appelle
composition 1'opérateur T’ qui, quels que soient les entiers k et § , associe
aux fonctions g,gl,...,gZ (avec g & g”’ et g; e S“k pour i = 1,...,%)

la fonction f = I‘(g,gl,...,gz) =} 3'-']( définie par
4 e &K £ ) = glg, ) ( )
Xl’x'Z""’xk) Kpseres¥y = glg, ISEEERELS EEEE-TICPRERt S .
Définition 6 : Soit JL & U ik un ensemble fini ou infini de fonctions appelées

xelN a
fonctions de base. On appelle famille de fonctions engendrée par L et ., notée

U ?k qui soit

Eng(-g, 't), le plus petit ensemble de fonctions contenu dans
k€N

stable par composition et contienne les ensembles suivants
(1) @ ensemble des fonctions projections p}; (ke N ; 1g1igk) définies par :

Vogam) € 85 Fe,.n) = %)




(2) & (ensemble des fonctions 3 O-variable & valeurs dans &

3 2

Théoréme 3 :

—_—e

Si (‘g, 4) est un treillis complet, pour que tout &lément de Eng(-&,g)
soit une fonction continue il faut et i1 suffit que les &léments de & soient des

fonctions continues.

Démonstration :
—emonstration

Si les éléments de '& sont des fonctions continues, 1'ensemble des fonctions

U ﬁ"k contient o . 2,%
kem
composition, il contient donc Eng('g, '2).

continues appartenant 3 et il est stable par

0.1.3 Systéme algébrigue sur ‘g .

0.1.3.1 Définition.
—eoedel Definition
Définition 7 :
Soit (-8,4) un treillis complet. On appelle systéme algébrique (ou systéme
a_point fixe) & p inconnues surkg relativement aux fonctions de base
* -——>’<"§) tout systéme du type :

©138psnes8 ... de (ei 3

X, = £ (X, geiu X))

t? ) 1'%1e *“p |
Xp = fp(Xl,...,Xp)

sont les inconnues du systéme.

ol £, € Eng(%, '2) > les X,

(I1 est clair que pour un systéme donné, le nombre de fonctions de base qui inter-
viennent est fini).
Théoréme 4 :

Si les fonctions de base sont continues, le systéme :P admet une sclution
minimum,

Il suffit d'appliquer les théordmes 2 (point ‘fixe) et 3 au treillis complet

VD
"o .

0.1.8.2 Cas particulier :

Soit E et F deux ensembles et E¥ =, L E® . on note %(E’SX(F))
nz0

l'ensemble des applications ¢ de E¥ dans ) telles qu'il existe un entier

naturel unique n pour lequel (?(xl,...,xp) 70 => p=n.

On dit que n est l'arité de ¢ . )
Alors -é: (ﬁ(E*, ?(F)), C ) est un treillis complet (thdoréme 1) ol Cest
définie par : P C ¥ @b (Vx €E (P C b(x)) .

k o B e T
Soit '?g un ensemble de fonctions de base (¢ U SR (définitions 5 et 6)),

xeM . é -
api ivement a est de
un systéme algébrique sur *\’a’ d p inconnues ?1,. S, ‘PP relativemen

la forme

9, = fl(‘fl"""fp)
s 5
"?p = fp( (Pl,..-,(Pp)

f sont parfois appelées fonctionnelles).

(Les fl""’ P

0.1.3.3 Sous systémes algébriques '
soit S un systéme algébrique. Un sous systéme ¥ de F est un sous ensemble

des équations de N g

>
"

fil(xl,...,xp)

1,...,xp)

>
1

MR A ()¢
o

< :
Si pour tout j ¢ {il,..-,l }, pour tout 1€ 2 &€k ona

= ! -
(ij,x]v_) (fim(xl,...,xj,...,xp) = fil(xl,...,.xj,.. X))

a-di i iti i i ne peuvent "dépendre" d'autres
(c'est-a-dire intuitivement que les fonctions fll D

1
i stéme est complet.
variables que de Xil,...,Xik) , on dit que le sous sy f

3
2 5

Exemple : Soient f et g deux fonctions de :f, dans % , h une fonction de %
dans % (ot (Z,#) est un treillis complet) et f e systéme

3 _3
%= T(E,p7,py) (X,X,5%)

3
¥ ) x, = Kaled) ()

2
Xy = h(xl,xz,xa) .
: 3.3 =T 253 ne dépendent
les deux premiéres fonctions fl = I'(f,pl,pQ) et f2 (g,pz,Pl) D!

pas de Xy ¢ le sous systéme




@ X = fl(xl,xz,xs)

X, = f2(Xl,X2,X3)

. sos s .
est complet ; on vérifie qu'il n'en est pas de méme du sous s

co ‘ : ystéme formé des
derniéres équations de hi . -

On peut alors transformer S en un syste‘me algebr lgque a deux lnconnues x]

X . . v PPy = 2 = 2! 2 2

et ) il suffit pour cela d'identifier £, a T(f P. sP et f 3 TI(f .
1 ( 3Py 2) 2 a I'( ,PQ ,Pl)

Plus généralement : § tout sous systeme complet a k equations 5 est associé un
systéme algebrlque R 3 in U
Yy connues (nous ne e’fln:l.rons formelle ent cette asso
Q! d pas fo il
a

En . . g .
particulier si les fonetions de base sont continues, le systéme algébri-

que ainsi obtenu admet une solution minimum,

On appelle réunion de deux sous systémes ff' et ff" le sous systéme {‘9'
g"

forné des équations de %' et 9" .

Il est clair que la réunion de deux sous s stémes complets est un sous systéme
y comp. V'

0.2 Généralités sur les systdmes formels

0.2.1 Systéme formel :

Définition 1 : Un systéme formel F est un quadruplet (Alph, F,X,R) ol
- Alph est un ensemble fini ou dénombrable : alphabet de T

-~ F estun langage sur Alph : ensemble des formules

- X est un sous ensemble de F : ensemble des axiomes

- R est un ensemble fini de relations n-

- : aires sur F appelées régles d'inférence

si r&R et i i yp

r( ?l""’?n-l’ (Pn) est vrai, on dit que des hypothdses
‘Pl,..., -1 de r on déduit la conclusion ® ).
——— Tn

. z

L'ensemble des théordmes de est le plus petit sous ensemble T de F
contenant X et stable par application des régles de R (i.e. que si des hypo
thes ¥ i 3 )
T).caca ¥io "Pn-l de r appartiennent & T s la conclusion \Pn appartient 3
Exemple 1 :

Le calcul des propositions est un systéme formel défini (Crs], (18 par :
Alph = {1, >, ( , )} Ua )

1 et D sont deux connecteurs logiques (respectivement connecteur "non" et connec-

teur "implique®) ; les éléments de A sont appelés formules atomiques. L'ensemble F

des formules est la solution minimale du systéme & point fixe :

F=4& UIF U DF) .
Les axiomes sont de l'une des trois formes suivantes :
Pour toutes formules @, y, P :
(V- ¢ DW@W2YP
(2) - (D@ DPN DUYP Dy D(PD LN
(3) - (> Ay Do ¥) .
La seule régle d'inférence introduite est le Modus Ponens :

de P et de ‘PDW on déduit ¥ .

Exemple 2 :

Bridvement un systéme formel du type calcul des prédicats du premier ordre
avec égalité (ou théorie du premier ordre) est composé : [LB]
- d'un alphabet Alph contenant, outre l'ensemble de symboles 18,3, (,0¢
un ensemble V de variables, un ensemble L de symboles fonctionnels et un ensemble
P de symboles de prédicats (qui contient en particulier le prédicat "=" représen-

tant 1'égalité formelle ; par habitude on écrira u = v plutdt que = uv)

- d'un ensemble F de formules construit 4 1'aide de q0,D5,3,(, ) etd'un
ensemble A de formules atomiques définies & partir de L , V et P par un mode
de construction du "type" schémas fonctionnels [16]

- d'un ensemble d'axiomes contenant en plus des axiomes du calcul des propositions

(exemple 1), certains axiomes relatifs a = et a 3 ; par exemple

(4) - u = u pour toute formule u
(5) - u = vl( D, 2 (un vy 2 (ful...fun = fvl...fvn))...)
pour toutes formules Upseresly YyseeesV) et tout symbole fonctionnel f

(3 n arguments)
6) - u = vl( D D (un = vy '.)(pul...ul_1 ] pvl...vn))...)
pour toutes formules ul""’un’vl""’vn
(M - ¢Ja]l D 3xep

ol 'PJ:a:[ désigne la formule déduite de @ en remplagant chaque occurence

et tout symbole de prédicat p




libre de u dans Y par a (une occurence de g dans P est dite liée si elle

apparait dans un facteur de ‘f de la forme 3u Y , sinon elle est dite libre).

En plus de ces axiomes dits logigues,cj pourra comporter un certain nombre
d'axiomes propres a la théorie (du premier ordre) considérée.
Enfin, outre le Modus Ponens, l'ensemble R des régles d'inférence contient

une régle relative au quantificateur "3" , elle peut &tre :
de @ Dy on déduit 3u ¢ D ¢ siun'est pas libre dans § .

Remarque 1 : En plus des connecteurs Vet 3 il est agréable d'introduire les

connecteurs "A" (et), "y'" (ou) qui permettent d'abréger certaines formules.

Exemple 3 :

Dans toute la suite on s'intéressera 3 une version simplifiée d'un théorie !

du premier ordre :

- 1'alphabet, outre {71, D, ( , ) } , ne contiendra que le prédicat = et un ensemble
L de symboles fonctionnels

~

- si L est l'ensemble des schémas fonctionnels sur L , l'ensemble A des

formules atomiques est un sous ensemble de L = L
- 1l'ensemble des axiomes logiques comprendra :

- les axicmes du type (1), (2), (3) du calcul des propositions
- les axiomes du type (4) et (5) concernant 1'égalité formelle
- les axiomes
(6) w, = v, D(ul 2 v,
auxquels on ajoutera certains axiomes propres au probléme considéré

Dv, = v2) pour toute formules u;, V;, v,

- la seule régle d'inférence sera le Modus Ponens.

Un tel systéme formel peut encore &tre dit du type calcul des propositions

avec égalité.

Définition 2 :

Une suite finie D 2P P Py d'éléments de F est une démonstration
si pour tout 1< 1i€mn:

- ou (Pi est un axiome

- ou \p, se déduit de certaines formules Q. seens (Pj le précédant dans D

i
par application de certaines régles de R. On mentre alors

Une formule est un théoréme si et seulement si elle apparait dans une déwonstration.

En particulier on dit que D est une démonstration de (Pn .
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Définition 3 :

si F est un systéme formel (Alph, F, X, R), un systéme

v
34 = (Alph, F, X', R) est une extension simple de ﬁ si
X X
lotations *

- On note C.F[F ] 1'extension simple de C\F obtenue en ajoutant l'ensemble de
formules ' & X , en particulier CS"I:{ P} s'éerira plus simplement"]?[lf]

(ol P est une formule).

- ¥ est un théoréme de ﬁ“[kf] se notera }_ﬂi—w ou simplement \P 1
s'il n'y a pas ambiguité.
- En particulier si § est un théoréme decﬁ on écrira P —Uy et toute régle

d'inférence pourra s'écrire sous la forme :

@ P —— ¥ -
Exemple : le Modus Ponens s'écrit
pour toutes formules P Y €T ; &F,QP D¢ —1v .

Remarque 2 :

I1 faut distinguer les théorémes du systdme formel et les théorémes concernant
ce systéme formel (appelés métathéorémes) ; de méme on doit distinguer une démons-
tration formelle d'une métadémonstration. Cependant pour alléger les notations nous

~

gviterons le préfixe "méta" le plus souvent possible (essentiellement & partir de
2.
Remarque 3 :

Lorsqu'eon énonce une propriété d'un systéme formel (métathéoréme par exemple)
on utilise des symboles n'appartenant pas a Alph (métasymboles ou variables syntaxi-
ques) par exemple @ et ¥ ci-dessus.

On utilisera de telles variables pour 1'énoncé d'axiomes : on écrira en fait
des ensembles d'axiomes (schémas d'axiomes) plus souvent que des axiomes.

Ainsi le schéma {\{)3(1[; =) \P) \ ¢ ¢ € F} contient par exemple
azbD(c=d D ach))

Remarque 4 :
Souvent l'ensemble F est défini par un systéme & peint fixe & partir d'un

ensemble A de formules "atomiques' et des connecteurs logiques (c'est ce qui se

passera dans la suite).
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Un certain nombre de métadémonstrations pourront se faire : - Hq (VRAL) = FAUX ; H (Faux) = VRAI
- H (apy = JVRAL si a=b = VRAI
- soit par récurrence sur la longueur || || d'une formule P A S " 1eamx sinen
tte L t définie (dans le cas de l'exemple 3 : 3
cette longueur est définie (dans le ca ) ) par e et 5 FAUX &5 3 E B2 FAUM
s =
flall=0 si a €& (formule atomique) v VRAT sinon
~ FAUX si = VRAI et b = FAUX
Nel=1+ lgl ’iE Y & @z L e
VRAI sinon
o 5,0 1+ lig Il + lig,
Les systémes formels F considérés ici sont toujours du type calcul des

insi, par exemple, |fu, = 3 v, Dv, v, =2). -
(ainsi, p emple, || 17720 FNov I propositions avec égalité.

I1 faut distinguer cette notion de celle de longueur d'un schéma fonctionnel

Définition 4 : Une fonction de vérité associée 3 un systime formel T est une appli-

cation T de ‘3" dans {b qui vérifie :

u notée |u| (par exemple si f est un symbole fonctionnel 3-aire et U slgolUy

trois symboles O-aires alors |f up Yy us\ = 4)

V) = iy (T 5 T a ) = Hy (T (), V(b)) 5
TCp v =H, (T(g), V(w5 Vo 2w =5 (V) , V(I .

- soit en utilisant la notion de réalisation, ce type de raisonnement sera développé
en [2.4.3] .

Définition 5 : Une formule (f de s‘" est une tautologie si v'((p) = VRAI pour

Enoncons maintenant un important métathéoréme reliant les notions de démons=- . i .
¢ P toute fonction de vérité U assccie & F.

tration formelle et de métadémonstration.

Une formule § de ? est une conséquence tautologique des formules 'fl" e @

n
si, pour toute fonction de vérité T "

0.2.2 Métathéoréme de la déduction :

Soit F un systéme formel du type calcul des propositions avec égalité (exemple
3 de [0.2.10).
Théoréme 1 : Pour toutes formules ¢, ¢ de ¥ .

V(g = ... V(g ) = VRAT entraine V(y) = VRAI .

Exemples :
Ie_]{ ¥ D ¢ siet seulement si (F}g. v

([Lo]] page 33). de type (1) de ) ; V(p) = Hy (UC§) , H3<U(w) 3 V((P))).

Ce théoréme est encore valable dans le cas d'une théorie du premier ordre

Si p est une formule de la forme v Dy 2 \f) c'est-d-dire est un axiome

| Or si U(q;) = VRAL alors Hy (T(¥) , 'D’(«f)) = VRAI

lorsque ¢ est une formule fermée de K (i.e. ne contient aucune variable libre).

ainsi on a toujours 17(\9 oW 'D\P )) = VRAI : § est une tautologie.

Corollaire :

On peut vérifier qu'il en est ainsi de tout axiome du type (2) ou (3).

Soient Qs Poseves P ,¥ des formules de 3
il ) n PPuRY .

Théoréme 2 (des tautologies)

'_C‘Y_t— P, (p, DC..(p D¥)...)) siet seulement si P est un théoréme Si une formule Y du systéme formel ¥ = gy conséquence tautologique de

o
de?[{ @roeees ‘Pn}] . ®i5eees  alors ) est un théordme de | { Gones ?nu .
En particulier toute tautologie est un théoréme de dF .

La réciproque de ce théoréme est vraie dans le cas du calcul des propositions

0.2.3 Tautologies :
Notation : nous noterons % = {VRAI,FAUX} 1l'ensemble des valeurs booléennes,

H H H

comme le montre l'exemple ci-dessus.(Le calcul des propositions &tudie la démonstra-

i ' O N 1, Wy 2
o Has Hy s HD les fonctions booléennes habituelles (non, et, ou, implique). bilité des formules d'un langage sans s'intéresser d la signification des formules

Rappelons qu'elles sont définies par : atomiques).
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Buts et méthodes d'une formalisation
de la sémantique d'un langage

de programmation




1 - Buts et méthodes d'une formalisation de la

sémantique d'un lanpage de programmation

Dés 1'apparition des langages de programmation évolués (en
particulier d'Algol 60), un certain nombre d'études ont &€té me-
nées, qui tentent de définir formellement la sémantique de cés
langages. Dans ce chapitre aprés avoir réfléchi sur les buts d'une
telle définition [1.1] on introduit les différents concepts qui
se trouvent a4 sa base [}.21 puis on donne un bref appergu des dif-

férentes formalisations déja proposées [1.3] .

1.1 - Interéts d'une formalisation de la sémantique.

On trouve dans la littérature informatique ume grande lat-
titude d'interprétation du terme sémantique qui va de la concep-
tion des logiciens (liée & la notion de modéle) & une comception
beaucoup plus vaste incluant les notions d'interpréte, de calculs
ete ..

Nous nous contenterons dans ce paragraphe d'une idée intuitive, le
but des différentes méthodes de formalisation étant précisement

d'en donner une définition compléte. Intuitivement définir la séman-
tique d'un langage de programmation c'est associer un sens aux dif-
férents programmes de ce langage ; on dit encore lul associer une

valeur semantique.

Le probléme est donc double :
i) définir un ensemble de valeurs sémantiques (pour un langage
donné)
ii) définir une application de l'ensemble des programmes (du lan-

gage) dans celui de ces valeurs.

L'étude de ces deux points passe par une reflexion sur les buts

poursuivis :

a) En général, la définition d'un langage de programmation évolué

comporte trois aspects :




al) - définition formelle de la majeure partie de la syntaxe du
langage 3 l'aide d'une grammaire (exprimée par exemple & l'aide
de la notation de BACKUS : Algol 60, Simula, PL/1 ... ou en utili-
sant des formes de grammaires plus générales, comme la double
grammaire d'Algol 68).

a2) - Définition moins formalisée de conditions syntaxiques sup-
plémentaires (due essentiellement au fait qu'on se restreint en al)
i des grammaires du type "contexte libre" pour alléger les défini-
tions)

a3) - Définition peu formelle de la sémantique.
Les définitions a2)et a3)sont formulées & 1'aide d'une langue pré-
sentant quelques aspects d'une langue naturelle, en employant un

style plus ou moins mathé&matique.

Si la formalisation de la syntaxe permet d'automatiser certaines
parties de la compilation (notamment l'analyse syntaxique), le
manque de précision dans la définition de la s&mantique pose de
nombreux problémes 3 l'implémenteur. Il importe donc de domner

un sens complet et non ambigu 3 tout programme du langage, ce qui
devrait permettre de contribuer 3 la solution du difficile probléme

de la construction automatique d'un compilateur.

Remarquons que, méme dans le cas d'une définitiom formelle, il
peut &tre interessant de laisser indéfinis certains aspects du
langage ce qui donne & l'implémentation certaines lattitudes d'op~
timisation et d'adaptation au matériel et au systéme d'exploita-

tion utilisés.

b) Une définition précise de la sémantique d'un langage doit per-
mettre au programmeur de le maitriser parfaitement et d'éviter
ainsi la déplorable pratique actuelle qui consiste 3 aller vérifier
ce qui fait un langage par des passages sur machine.

En particulier si jusqu'd présent les langages de programmation
dtaient essentiellement impératifs, on observe une certaine &vo-
lution vers des langages moins directifs, plus descriptifs, ou

un plus grand choix est laissé& au compilateur (calculs collaté&raux
par exemple). Cette tendance est une motivation supplémentaire &
la définition précise de la sémantique qui doit permettre de con-
naitre la ou les séquences d'éxecution correspondant 4 une des-

cription donnée.

¢) Une méthode générale de formalisation de la sémantique permet-
trait de définir plus facilement et plus correctement de nouveaux
langages de programmation, en &vitant en particulier certaines
constructions contradictoires (de méme que la notation de BACKUS
est un outil simple et efficace pour la description d'une syntaxe) .
Elle doit permettre également une normalisation plus facile d'un

langage ainsi qu'une comparaison alsée de différents langages.

d) Une formalisation dolt contribuer 3 la résqlution des problémes
de terminaison, de correction de programmes ou de compilateurs ;
elle doit fournir des méthodes de preuves pour des langages &volu-
§s. On remarquera que certaines approches de la définition formelle
de la sémantique sont précisement bas&es sur des méthodes de preu-
ves [1.3] .

I1 semble cependant que certains de ces objectifs soient diffici-
lement conciliables sinon contradictoires : peut-on donner une dé-
finition formelle compl&te permettant des preuves (d) qui soit
simple, claire et lisible par 1'homme (a, b) ?

Le nombre d'approches différentes de la s&mantique s'explique en

partie par la diversité des buts poursuivis.



1.2 - Composantes de la définition de la sémantique

1.2.1 - Structure d'information

La premiére idée de valeur sémantique d'un programme est celle
de fonction; un programme fait en effet passer de données a des
résultats.

Pour définir une telle fonction, 11 faut définir ses ensembles de
départ et d'arrivée. MAC CARTHY [SB@] 1'un des premiers & intro-
duit la notion de vecteur d'état (suite finile de nombres) qui for-

malise 1'idée intuitive d'état de mémoire.

Cependant, les informations manipulées par un programme peuvent
étre beaucoup plus complexes que de simples nombres (tableaux,
structures, listes ...) ;

Une formalisation de la sémantique qui rend vraiment compte des
langages &volués sans les ramener au niveau machine nécessite donc
une théorie des structures d'informatiomns ( ESIE . ESIZ] 5 [Sli
et ESIﬂ ) recouvrant aussi bien les structures logiques et abstrai-
tes que les structures physiques les représentant dans la mémoire
d'un ordinateur (une telle &tude a &td menée par les auteurs de la
méthode de Vienne [336] qui se raménent dans tous les cas & des
informations arborescentes).

La premidre &tape de notre travail [2 ] précise la notion de struc-

ture d'information : intultivement, cette structure permet de rendre

compte des caractéristiques d'une information, une information re-
présentant un état de la mémoire d'un calculateur 3 un instant don-
né (le sens de "structure" dans "structure d'information" &tant le
méme que dans "structure de groupe").

a) Bridvement, nous dirons qu'une information comprend un ensem=
ble d'objets et un ensemble de relations ou accés entre ces objets
("objets" et "relations" &tant pris au sens de [47, les relations
sont plus précisemment des fonctions).

Exemple 1 : Considérons le début de programme Algol 68 :
début réel x = 3.2 ; rep réel y = loc réel := 4.1 ;

compl z = (x, y) ;

3 la suite de 1'élaboration de cette phrase l'information I1 peut~
8tre schématisée par :

z z Y
lpass ("poss" pour"posséde",
1poss 088 4 "rep! pour"repére").
im lrep

B2 re ———
4.1

b) Le r8le d'une structure d'information est de préciser les dif-
férentes relations apparaissant dans une information de cette struc-

ture ainsi que leurs propriétés.

Exemple 2 : Si, dans 1'exemple 1, on remplace compl z = (z, y)
par rep compl z = loec compl := (x, y), l'information I obtenue
2

alors est représentée par :

z

x lpass
#e in poss
poss — T
l D/ rep

y//}ep rep \fe

re im
3.2 / \N
4,1
(un nombre complexe est une structure 34 2 champs, donc un nom de
CO?E}?}Eest un nom n de structure 3 2 champs. A un tel nom on asso-

cie 2 noms réepérant respectivement les champs du nombre complexe
repéré par le nom n [A-2.2.3.5] .

Les relations rep, re, tm vérifient donc les propriétés :

rep re poss z = re rep poss z et rep im poss 3 = im rep poss =z

L LM 3w .
qui s'expriment plus généralement en disant que rep commute avec

re et avec tm .




Cette comqutativité est indépendante de l'information considérée,
c'est-d-dire vrale pour toute information contenant un nom de
nombre complexe. Ce sont de telles propriétés qul sont définies
par la structure d'information.

Enfin, pour pouvoir non seulement ajouter des relations en cours
d'élaboration, mais également en modifier certaines (dans 1'exem-
ple 1 aprés compl 2z = (z, y) on pourrait écrire y := 5.4 nous

définirons un ensemble de modifications &l&mentaires de la struc-

ture d'information qui & toute information associent une nouvelle
information.

Exemple 3 : Schématiquement l'affectation y := 5.4 peut &tre re-

présentée par la modification &lémentaire affect (y, S5.4) et alors

13 = affect (y, 5.4) (Il) est schématisée par :

%
2
poss \ﬁoss

3.2 re im rep
s, \5.4

(en fait nous verrons que la définition_d'une affectation est plus

compliquée que cela en Algol 68 [3.3.51 ).

1.2.2 - Calculs

La définition de la signification d'un programme par une fonc-
tion est assez €loignée de la réalité informatique puisqu'on ne
peut rendre simplement compte de notions telles que : programmes
qui bouclent indéfiniment , temps d'execution ... En fait, on
utilise assez peu, dans cette premidre approche, la notion d'dtat
de mémoire puisqu'on ne considére que l'&tat initial et 1'état
final.

Une deuxidme approche de la notion de sémantique d“un programme

consiste alors & considérer la suite d'états de mémoire (ou d'in-

formation) par laquelle passe le calculateur (abstrait) pendant
l'exécution du programme ; une telle suite peut s'appeler calcul :

c'est la démarche suivie par la méthode de Vienne pour laquelle

un état de mémoire contient en particulier le programme qui s'exé-
cute
Parallélement 3 une théorie des structures d'informations, (et s'ap~-

puyant sur elle) une théorie des calculs est donc nécessaire ([pi],

ECZ:I, [Clﬂ) : ¢'est ce que nous développerons en [3.3-_1-

Il serait plus commode, notamment pour rendre compte des calculs
collateraux, de considérer un calcul, plutdt que comme une suite
d'états de mémoire, comme une suite de modifications élémentaires,
c'est-i-dire un mot fini ou infini sur 1'ensemble Jhod des modifi-
cations &lémentaires,

En reprenant 1'exemple 1 ci-dessus et supposant qu'une déclaration
d'identité truc a = b (ol truc est un déclareur de mode) est re-
présentée par la modification &lémentaire id (a, b), nous repré-

senterons l'élaboration de ce début de programme par le calcul

1d(x, 3.2). id(y, Loc réely. affect(y, 4.1). affect(y, (x, y)
Nous mettons ainsi en &vidence l'histoire de 1'élaboration du
programme. D'autre part, si maintenant nous jinterprétons le "."
définissant la concaté&nation comme la composition des modifica-
tions &lé&mentaire (3 l'ordre prés des opérandes) nous retrouvons
la définition fonctionnelle de 1.2.1 (la fonction composée est
appelée modification ).

Cependant cette interprétation d'un calcul par une modification
n'a de sens que s'il est fini.

Ainsi nous définirons la valeur sémantique d'un programme comme
étant un calcul ou plus précisement un ensemble de calculs : en
effet 3 un programme sont associées en g&néral plusieurs &labora-
tions possibles.

Cet ensemble sera déterminé par un systéme & pol

récursive par décomposition du programme en phases auxquelles sont

associés des sous systé@mes.

1.2.3 - Valeur d'une phrase

A toute phrase du programme on associe donc un ensemble de
calculs qui en formalise 1'élaboration. Mais d'autre part, une

telle phrase peut fournir une valeur : c'est le cas, par exemple




d'une €xpression
conditionnelle eq Al
gol 60, clegt 1 é
Plus générale-

ment
ot le cas de 1la plupart des Phrases ep Algol 68

La valeur d'une hrase P est donnée 4r un acceé dans 1 iuforma
P P s

on : a e n on semant que o} Oonc associer d u
¢l I { défi iti de 1la i doit d i ne

telle &
phrase un accés de 1la Structure d'information

calculs, 1a définition de cette Comme pour les

o o ! 2ssociation sera récursive, elle
R S8ystéme : le systame des accés
.

Exem le 4§ ¢ T = = o t
P Dans en x 5y debut lire (x) s T ¢ T 2 in s
en
gol 68) nous assoclerons 3 la Proposition fermée F un ace
Al es,

noté
encore F, de la structure d'information défini par :

bo8s F = poss g

1.2.4 - Langage pivot

a) programme d'un langage habituel se présente sous la forme

Par exemple pour définir le sens de la phrase Algol 60 :

DEBUT REEL X ; X := A + B pIg
il faut en reconnaitre les différents cemposants pour leur associ

n ensemble de calculs, gg particulier 1'élaboration de X := A & :r
commence par celle de A + B qul peut &tre collatéraleyce qui n'
Parait pas sur 1a Structure linéaire de la phrase., ’ : n
Afnsi la définition récursive de l'ensemble de calculs ou de 1!
Ceés assoclé-3 une phrase plus que sur le texte de cette phr
POTte sur sa structure syntaxique. Pour définir la sémanfiqzze

d'un Program [e]
me il semble donc na rel de 1la représenter S0us une
3 tu P S

a ara P a pPro a rme P 3 e
n PP it!ont as dans le rogramme tr nsfo (par exemple 1

Peut fort bien &tre remplacée par "ETI"). I1 est également i
nt possi-

ble au cours de cette transformation de supprimer certaines cons-

tructions du langage en les représentant par d'autres (plus 8lé-
mentaires ou dont le sens est plus simple & définir). Ainsi, par

exemple, les boucles POUR en Algol 60 peuvent &€tre représentées 3

1'aide de tests et de sauts ; de wéme une procédure fonction &

n paramétres peut &tre remplacée par une procédure sans résultat

d n+ 1 paramétres.

c) Ainsi la plupart des méthodes de formalisation de la sémanti-
que d'un langage &volué commencent par définir un nouveau langage
appelé langage pivot (ou parfois langage noyau car il comporte des
constructions plus simples que celles du langage initial) et une

transformation (traduction) permettant de représenter les pro-

grammes du langage initial (ou concret) en des programmes pivots.

La sémantique d'un programme est alors définie sur le langage pi-

vot associé, ce qui permet en particulier de ne traiter que les
constructions essentielles du langage.

On peut schématiser cette démarche par :

langage pivot

traduction

augage

évolué

valeurs
sémantiques

Le langage pivot est 4 la base de la définition d'un langage évo-
lué, 11 permet de définir :

ot Rl g TR NS AR e e B G
a structure linfalre des progyammes

o

- la sémantique du langage
C'est la démarche proposée par MAC CARTHY (ES37], [539]) et suivie

par les auteurs de la méthode de Vienne ( [Sl], [32], [s35] )

qui opposant la syntaxe concréte (représentation linéaire) i 1la
les programmes sont

syntaxe abstraite (langage pivot dans lequel
des arbres), C'est aussi la démarche sulvie Iimplicitement dans la




ture syntaxique des différentes phrases du langage strict. On
retrouve une démarche similaire 4 celje Proposée par certainsg
linguistes (N. CHOMSKY notamment [T1]) qui Proposent, pour dafi-
nir 1la sémantique d'une langue naturelle, de distinguer les no-
tions de Structure de surface et de Structure profonde.

Dans la suite de notre &tude nous utiliserons essentiellement

cette notion de langage plvot.

d) remarque :
Lémarque

Si la Structure d'arbre est la pluys Couramment utilisée pour re-
Présenter yp Programme du langage pivot, i1 faut remarquer que la
ramification créée par une C-grammaire (ou grammaire a "contexte
libre" DQ] peut &tre insuffisante : elle ne permet Pas de rendre
compte de notions telles que celle de type d'une phrase (mode en
Algol 68),

Dans notre fotmalisation, le programme pivot associé 3 un program-
me Algol 68 sera grossiérement, 14 ramification engendrée par g
double grammaire d'Algol 68§ qui contient notamment des renseigne-
ments sur les modes.

Une autre maniére d'obtenir une structure serair de lui associer

des attributs (cette notion d'attribut a éta pProposée par KNUTH
—=tlibuts

ner certainesg Tamifications parmi celleg engendrées par une C-gra-
maires et de complater les "étiquettes" des noeuds de la ramifica-
tion engendrée par divers Fenseignements : n'gey dussi le réle

des doubles grammaires,

Remarquons enfin que si 1a forme arborescente est la plus courante
POUT un programme pivot, certaines méthodes 1ui Préférent une for-
me lingaire (VAN wrsNcaarDEN [555]).

1.2.5 ~ Conclusion ) ‘ N
E ésumé, pour nous, formaliser la s&mantique d'un gag
n ré 0

de programmation consiste 3 définir

~ une structure d'information de traduction dams ce lam-
sus de tra
(avec un proces

a)
b) ~ un langage pivot

e ivot :
1'association & chaque phrase du langage piv

. d'u systé a i défi san un em e de cal-
n Y. me point fixe finis t ens bl 1

c) -

culs ture d'infor-
&s de la struc
& éfinissant un accé
. d'un systéme dé

mation.
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1.3 -
Comparaison avec d'autres méthodes

1.3.1 - Fonction sémantique

Une fonc g
tion sémantique associe 3 un Programme sa val
eur sé-

mant:_que. De maniére schematique, on peut grouper en deux familles

les diffé
fférentes approches de 1la sémantique d'un langage d
e pro~

grammation selon que 1! g i
q l%on définit 1a valeur associée i up couple

(programme, donnée) ou simplement 3 un Programme

a) le
Premier type correspond 3 un point de vue interprétatif :

La foncti é
tion sémantique § associe d un couple (programme
s

donné
un calcul qui peut posséder un résultat N
Programme, donnée
> —-_‘/_ M calcul /‘_\ré‘\sultat
_-_____,__-_»_-_..l
b) le d &
euxidme type correspond 4 un point de vue compilatoire

(ou fonctionnel) :

La fonc é
tion sémantique f associe 3 un programme P une foncti
on

X (P) définie dans l'ensemble des données,

d valeurs d '
ble des calculs. ans l'ensem-

’ On peut adjoindre de maniére naturelle 3 #(P)
ne fonctionfﬂ,( ao(P) associant un résult
donnée :

at (d'un calcul) i une

' 57 R

1

t

pProgramme IP /-_\_\ T?(P) /\ :
) i

LT
donnée calculs donnééfﬂ——\\y

résultat

Clest en a icu er a € ¢he que nous su vons a onc on
part Ddy 1 démarch i 1 bl Tl
ns,

sémantique &tant définie par le sverdpe 3 pulur f1

: ' e 3 Xe caractéri-

ant l'ensemble de calculs associéd 3 p - 1

‘Q( J(P) ; le passage de:?(P) a
) consiste en l'interprétat

ion de la concaté
la composition [1.2.1] . enation par

Les méthode é i
: s de définition de ces fonctions sémantiques peuvent
etre trés div .
lverses, elles sont caractéristiques de 1a formali
sa-

tion choisie. En particulier ces fonctions doivent &tre calcula-
bles ; on retrouve donc dans la formalisation de la sémantique
d'un lingage, les différentes approches des logiciens de la notion

de calculabilité (CHURCH [L1] , MARKOV [L7], TURING [L10]).

Nous allons briévement présenter quelques unes de ces méthodes.

1.3.2 - Méthodes Interprétatives

a) Utilisation de la notion de machine abstraite

Une machine abstraite ou automate est caractérisée essentiellement
par

- un ensemble d'états

- une fonction de transition d'un état 3 un autre.

L'ancétre de telles machines est celle de TURING ol la mémoire est

décomposée en deux parties : mémoire interne et mémoire externe

(ruban sur lequel on trouve données et résultats). Un &tat, au sens

ol nous l'entendons ici, est parfois appelé description instanta-

nee.

Une version trés &laborée d'un tel automate est l'interpréte abs-
trait de Vienne ( [319] , [s3€] [s44] ) ol données, résultats et

programme font partie des &tats, Ce travail considérable & permis

de définir formellement PL/1 et Algol 60.

Un certain nombre de formalisation de la sémantique'(méthode de
Vienne, méthode proposée par ELGOT [}18] ) représentent une fonc-

tion sémantique de type a) par une machine abstraite : elles dé-

finissent ainsi un interpréteur.
Remarquons enfin, que de telles machines sont parfaitement adaptées
i rendre compte des notions impératives d'un programme (et en par-

ticulier des sauts).

Briédvement un algorithme de MARKOV [}7] est caractérisé par :

-~ un alphabet V
- un ensemble de régles de production R1 de la forme ai*si

(di, By € V') totalement ordonné.




Le résultat de 1'application de la régle ai+Bi au mot Y est le mot

u” déduit de W en y remplagant la premi&re occurence de %, par

B

i

On peut alors définir la notion de calcul.

VAN WIJNGAARDEN [S56] , CARACCIOLO [513] » De BAKKER [53 ], WIRTH
et WEBER [SSB] ont utilisé et enrichi cette notion pour définir

la sémantique de certains langages (notamment Algol 60).

Remarque :

De telles méthodes, si elles permettent d'exprimer complétement la
sémantique d'un langage &volué, semblent permettre assez diffici~
lement la résolution de problémes tels que preuves de progranmmes,

€quivalences de programmes, preuves de compilateurs

e

C'est certainement l'une des raisons pour lesquelles, parallélement
au développement de telles méthodes, certains chercheurs on intro-

duit des objets plus idéaux, plus mathématiques et mieux adaptés a

1'étude des concepts fondamentaux de la programmation tels que les

schémas de programmes introduits en particulier par IANOV [527] .

La définition de 1la sémantique d'un tel schéma peut €tre qualifige
d'interprétative.

1.3.3 - Méthodes compilatoires

De nombreux auteurs ont utilisé des objets plus "fonctionnels"

que les précédents :

-A-calcul de CHURCH

- systéme d'équations.

a) ~-calcul

Le A-calcul est plus adapté au traitement des expressions que des
instructions, LANDIN l1'a &tendu pour rendre compte des notions
impératives d'un programme. 11 joue le r8le d'un langage machine
universel et la définition d‘'une machine abstraite représentant

une fonction sémantique de type b), qui associe 3 tout pProgramme

éné é i la défini-
(pivot) une A-expression (généralisée) est analogue 3 la

tion d'un compilateur.

traduction compilateur

= cul
Programme ~~ ™ programme pivot — ™ Programme en -calt

////——\\\\\ﬁcalcul

donnée

Ainsi dans @32] LANDIN définit formellement les deux premiéres
&tapes pour Algol 60, dans IF31] i1 associe un sens aux A-expres-

sions en introduisant une maniére de les &valuer.

Dans cette direction on peut noter les travaux de STRACHEY 8§50
et de BOHM (dans la défimition du langage CUCH [510] , [S11] ).

Remarque :

D'autres méthodes moins dormelles ont tenté de définir la séman-
tique d'un langage en en.donnant e?fectivement un compilateur (en
particulier GARWIK @21] ). Elles ne semblent pas avoir grand suc-
cés par manque d'un langage machine universel (malgré certains
efforts dans ce sens, volr en particulier le LMU de NOLIN Bhs )
de plus ce genre de définition, trés orienté vers la machine, ris-

que d'&tre rebutant pour l'utilisateur.

Notons enfin que la méthode des attributs ( [329] s [857] " [1.2.4dﬂ

é édé ion
peut &tre envisagée comme étant fond&e sur un procédé de compilat .

MAC CARTHY, 1'un des premiers, suggére, dans la définition d'un
sous-ensemble d'Algol @391 d'associer & un programme (pivot) uTe
fonction récursive ; la notion de systéme A point fixe développée
en particuller par SCOTT, De BAKKER ( [PF7] , [547] ) permet de

formaliser cette association.

P, = -
Un certain nombre de travaux ont été effectués dans cette dire

ion ul en définissant la sémantique de langage de pro rammation
t q i & é 9 gages g
s
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trés simples &tudient les concepts fondamentaux de la programmation
(tels que la notion d'&quivalence) et construisent des méthodes

de preuves., Ainsi les &tudes de MANNA [340] , VUILLEMIN [551} "
[s52] , COURCELLE[S16] , cADIOU [512] , De BAKKER, De ROEVER [se],
[S7]ou BLICKLE [58] ,[59], pour n'en citer que quelques uns, dé-
finissent la valeur sémantique d'un programme comme &tant une
fonctlon, une relation ou un calcul ; l'association d'une telle

fonction 3 un programme se fait par une fonction sémantique du ty-

pe b) de[}.B.]J définie par un systéme & point fixe.

Le travail présenté ici utilise essentiellement cette notion de sys—
teéme 3 point fixe. Il est cependant &loigné des &tudes mentionnées
ci-dessus puique essentiellement descriptif : Il formalise la sé-
mantique d'un langage de programmation complexe mais en contre par-

tie il n'aborde pas les problémes de preuve, d'équivalence etc ...

1.3.4 - Méthodes axiomatiques

HOARE [522] , [$23] a proposé une définition axiomatique de la
sémantique d'un langage (au sens ol les définitions de groupe,
d'espace vectoriel ... sont axlomatiques) par opposition aux dé-

finitions précédentes (explicites).

L'idée est la suivante : si on associe des axiomes & un langage

de programmation, axiomes qui caractérisent chaque objet et conmstrucs
tion du langage (entiers, réels, procédures, expressions ...), on
associe par la ﬁéme un sens & tout programme de ce langage.

Un des intéréts de cette méthode est de laisser facilement certaines
libertés 4 l'implémentation qui peut imposer d& son tour certains
asriovwes spécifiques. Un peut cependant se demander si une telle
méthode est effectivement applicable par des langages complexes ;
aucune réponse n'est jusqu'ad présent apportée i cette question, les
différents auteurs HOARE, MANNA et PNUELI [S42] , De BAKKER [S7] ,
De ROEVER [36] se restreignant aux problémes de preuves de program-

mes.

Enfin, certains inconvénients semblent difficilement résorbables

tels que la difficulté de rendre compte des programmes qui bouclent.

C'est une idée d&j3 ancienne qui consiste a@ négliger la mnature des
valeurs sémantiques d'un langage et de se contenter de savoir quand

deux programmes donnés sont &quivalents.

IGARASHI [528] en particulier définit un certain nombre de condi-
tions d'équivalences. Ces &quivalences seront exprimées sous forme
d'axiomes d'un certain systéme formel. L'équivalence sémantique
sé;;—zg_;lus petite relation satisfaisant aux conditions imposées ;
les régles d'inférence du systéme formel traduiront en particulier

la symétrie et la transitivité de cette relation.

L'inconvénient majeur de cette méthode est la nécessité d'imposer

un grand nombre d'axiomes ce qui rend la définition peu maniable.

1.3.5 - Algol 68
I1 existe d'autres approches de la sémantique d'un langage évolué,

citons en particulier la définition d'Algol 68 dommé par [A ].

Cette définition, sans &tre formelle au sens ol nous l'entendons
montre un effort considérable, vers la précision et la rigueur.
Comme le remarque De BAKKER dans [FS] cette méthode de description
devrait &tre applicable i d'autres langages, & condition gue 1'on
puisse séparer les concepts servant 3 la définition des concepts
définis. Cette précision de ia définition d'Algol 68, la richesse
des notions rencontrées dans ce langage, son universalité nous ont

conduits & le choisir pour donner un exemple de notre formalisation.

Dans la suite, comme nous l'avons déja signalé, nous précisons

les notions de structure d'information .@] et de calcul DJ ; puis

Al Ees
(L . }

on introduit le langage pivot Algol 68 et en [6] on définit 1'en-

semble de calculs associé a un programme du langage pivot.
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Structures d'information




2. STRUCTURES D'INFORMATION

2.1 Introduction :

L'une des notions fondamentales sur laquelle repose notre formalisation
de la sémantique d'un langage est celle de structure d'information ; briévement
il s'agit de rendre compte des "objets traités par un calculateur lors de
1'élaboration d'un programme".

La formalisation présentée dans ce chapitre se révélera applicable & d'autres
notions informatique que la sémantique des langages ; citons par exemple des
domaines tels que banque de données, compilation, systémes d'exploitation.

On se contentera ici d'une théorie réduite, limitée essentiellement au
probléme de la sémantique, voir [SI7] pour une formalisation plus compléte.

Une premiére étape de notre travail [2.2] consiste & étudier d'un point
de vue fonctionnel (i.e. avec des outils ensemblistes) la notion d'objet composé
ou donnée (ainsi une liste, 1'état d'un calculateur 3 un moment donné de
1'élaboration d'un programme sont des exemples de donnée).

On présente ensuite une formalisation logique de ces motions [2.3,2.4] (1'analo-
gue formel d'une donnée se nomme alors information) ; cette formalisation permet

de donner un sens précis aux termes

- accéder 4 un élément d'une information
- modifier une information [2.6]
2 . 3 . .
- représenter une information par une autre (ce dernier point ne sera

pas abordé ici, il est traité dans [SI2], [[SI67] et [ 5177)




2.2 La notion de donnée :

2.2.1 Exemples :

Les objets traités en informatique sont, en général, formés d'objets &lémen-
taires 1iés par certaines relations ; un tel objet composé peut s'appeler "donnée"
(au méme sens que dans banques de donndes).

Pour définir de maniére précise la notion de donnde, nous essayons tout d'abord

de comprendre sur quelques exemples ce qui la caractérise.

a) Un tableau de nombres réels est parfois considéré comme un groupement
de nombres réels. En réalité, la chose importante est la manidre dont on a accds
3 ces nombres réels : chacun d'eux est déterminéd par des indices. Un tableau de
nombres réels, & deux dimensions, par exemple, peut donc &tre considéré comme une
fonction qui associe & un couple d'entiers, dans un certain domaine de définition,
un nombre réel.

b) Dans le fichier salaire d'une entreprise, chaque article peut &tre

e ; ;
schématisé de la maniére suivante :

. heures norm,

= suppl.
heur®s, nuit

anciennetéd

nom, numss, atelier ..., identification, ..., rendement sont des fonctions qui
permettent l'accés d une chalne de caractéres, 3 un entier ou 3 un autre &lément

qui ne sert que de relai, de repére.
c) Considérons les déclarations suivantes du langage Algol &8

ent x = 11 5 ent y = 52 ; struct(ent heure, ent min) t := (z,y)

L'identificateur z (resp. y) donne accés & t
(on dit posséde) l'entier 11 (resp. 52).

L'identificateur t posséde un nom n qui &

repére une valeur structurée v d deux
champs sélectionnés respectivement par osséde
. e
heure et min. (Aprés une nouvelle affec- N
repére
5

. Z
tation ce nom pourra repérer une autre epire
valeur). [A_| précise de plus qu'd n sont e///,//”/’

: . s heure
associés, par l'intermédiaire des sélec- 11

teurs heure et min, deux autres noms

repérant respectivement les champs de v. L'état de la mémoire de la '"machine
Algol 68" aprés ces déclarations est schématisé sur la figure. posséde, repére,

heure, min sont ici encore des fonctions permettant des accés.

Une donnée apprait donc, sur ces exemples, comme étant constituée d'objets
élémentaires (valeurs élémentaires et "relais", appartenant & des ensembles
donnés) 1iés par des fonctions d'accés (fonctions & une ou plusieurs variables).
L'opération essentielle sur ces fonctions est la composition qui & partir d'accés
élémentaires construit des accéds plus élaborés. C'est ce que traduit la formali-

sation suivante :

2.2.2 Formalisation fonctionnelle des objets composés :

2.2.2.1 Définition :

Une domnée est un m + 1 uple (El""Ea’E) ol E; (i =1,...,m) est un ensemble
d'objets élémentaires ; L est un ensemble de fonctions (partielles) définies dans
des ensembles de la forme Ejl X o X qu (@20 et 1§ jis m), 4 valeurs dans l'un
des E; (1¢i<m) ; une telle fonction s'appellera accés élémentaire & q variables,

une fonction & O variable étant confondue avec sa valeur.

2.2.2.2 Exemples :
2) liste

Une liste sur un ensemble E est une suite finie d'élements de b . Pour
préciser cette notion de suite, et en particulier pour exprimer les accés aux
éléments d'une telle suite ; on introduit un ensemble F totalement ordonné (ensem-
ble des "places" dans la suite étudiée) dont le premier élément t s'appelle téte
de liste et le dernier d est la queue de liste. L'ordre total se traduit par la
donnée d'une fonction de succession dans F , noté s, qui est une bijection de

F - {d} dans F - {} .




Alors tout élément de F est 1'image de t pap 5% (= 5 , 35 s
2808 ...08

pour un certain i . ~
) ) i fois

e plus une application v assigne 3

chaque &iément de F une v.
o . aleur dans E.
Ainsi une liste est le triplet (F,E,L) od ’

i L={s, v, t} et

8 est une bijection de F - {3} sup F - {t} vérifiant :
Veer (3150 (x=3in,

T V est une fonction (totale) de F dans E

est un élément de F (fonction 3 O-variables)

. 5 5 5
'6 1;/': 13
a b e

d

d

3

b) mémoire :
~emoane

de mémoir € adress € pe 24 lsee maniere
{0}
La no tion d abl t &tre fo malis de 1a anley

une mémoire adressable est un quadruplet (M,U,A,L) ol
s

=~ M est un ensemble de mots

- U est 1l'ensemble deg valeurs susceptibles d'a

€tre contenues dans ces mot
s
(par exemple ensemble des suites de 32 chif

fres binaires)
- A est un sous ensemble de U

o ‘ : ensemble des adresses (par exemple éléments de U
es 15 premiers chiffres binaires sont 0)

- L= {C,mem} U UU L' ensemble des fonctions é1&mentaires ol :

€ est la foneti éfini
tion contenu définie

sur M 3 valeurs dans U
mem est la fonction

adressage définie sur A d valeurs dans M (injective)

O ' i
N n'a pas directement aceds aux mots mais a

. ux val i
e 155 B B eurs de U , autrement dit

S zaz 5
. : acces &lémentaives se trouvent les &léments de U com
fonctions i 0 variable, h

T
v @St un ensemble d'opérations dans U, of a

Successeur : u —py 4+ 1

e} [2.2.1 e)] est un exemple d'une donnée Algol 68,

Plus géné -
généralement [A 2.2] permet de définir des données Algol 68 au sens

&céd 11 3 2 nyrg 3 1 1 I hé+ti "
u X

instant de 1l'élaboration d'un programme (en effet, toute relation introduite en
[A—?.Z] qui n'est pas fonctiomnnelle s'exprime comme une fonction 3 2 arguments &

valeurs dans vrai,faux ).

Remarque : Une domnée Algol 68 contient les accéds nécessaires & une définition
agréable de la sémantique du langage ; par contre un calculateur ne contient qu'un
nombre restreint d'accés (b) ci-dessus). On est donc conduit 3 se poser le probléme
de la représentation d'une donnée par une autre, cette autre étant bien souvent
une mémoire (c'est le probléme de 1l'implémentation) (voir [SI?] et [SI7]).

Ces trois exemples seront fréquemment utilisés dans la suite du chapitre.
Cependant dans le cas d'Algol 68 on devra souvent se contenter de remarques
ponctuelles & cause de la grande complexité des objets, le but du travail étant

d'en effectuer une étude plus compléte.

Notations : les objets &lémentaires et les fonctions d'accés d'une donnée seront

surlignés ce qui permet de les distinguer des symboles fonctionnels introduits

par la suite [2.3] .

2.2.2.3 Remarque :

I1 est possible de considérer des fonctions totales 3 la place des fonctions
partielles en introduisant un élément li dans E; qui traduit la "non définition.

Ainsi pour une liste & 4 éléments on petu adjoindre L & F et poser :
st = L
i .

Plus généralement le prolongement d'une fonction partielle g en une fonction

s(d)

totale g se fait de la manidre suivante
pour x €E : g(x) = si g(x) est définie alors g(x) sinon L

et (L) = 4.

2.2.3 Structure de donnée :

Une donnée est un objet "statique", elle n'a d'intérét que dans la mesure ol
on peut lui appliquer des traitements.
. Pour les listes, par exemple, on veut pouvoir exprimer certaines transfor-
mations telles que :
- modification de la valeur d'un élément
- adjonction d'un élément en t&te de liste

- suppression d'un élément etc...

Une telle modification transforme la liste initiale en une nouvelle liste ;
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de plus la description de cette transformation est indépendante de 1a liste de

départ. Ainsi, avec 1a définition précédente de liste, modifier la valeur d'un

&lément revient a changer la fonction v 3 ajouter ou

supprimer un &1ément revient
3 changer 1'ensemble F et les fonctions v et 5

- Pour une donnée Algol 68 de la forme de [2.2.1 c)] on veut pouvoir

définir ce qu'est 1'affectation de (12,1) au nom possédé par t ; ce qu'est

1'affectation de 3 ay champ min du nom possédé par t.

De telles modifications consistent i changer les fonctions repére (resp.

miny.
Dans les transformations précédentes ce qui importe est le type de la

donnée beaucoup plus que la donnée elle-méme. Un type est, de manisre intuitive,

es ensembles [, "semblables',

Les deux notions fondamentales de type 4!

définie sur des données d*

une classe de données ayant méme entier m et 4

une donnée et de modification

un certain type se regroupent dans la notion de

Structure de données 3 structure a ici le méme Sens que dans structure de groupe

equel on peut exprimer certaines propridtés caractérisant

certains objets. Clest pour les structures de données que se pose le probléme

de la représentation notamment en mémoiye.

Cependant si la notion de structure de donnde semble naturelle, elle ne permet

pas d'exprimer agréablement ce qu'est une modification : un "changement de
fonction d'acess" n'est pas simple & formaliser
de type, de modification

signifie la phrase

« Aussi pour préciser ces notionsg
> de structure (en exprimant en particuliep ce que

"des ensembles L semblables"), on est conduit 3 une définition

plus formelle,

remplacant les fonctions par des symboles fonctionnels, la notion
=L —>-TS Ionctionnels

de schéma fonctiomnel formalisant 1a composition des fonctions,
————"2 _fonctlonnel

2.3 Information et Structure d'information :

2.3.1 Introduction :

L) est un objet
Dans 1'approche précédente une donnée (El’ Ey seens By ‘
i i ion comme étant un

NG et", Par opposition nous considérerons une informatio
"doncret". . C cren

i i | information
bjet "idéal" qui permet des affirmations ; en bref, une ' -
. i tion pou

i lus une informa

éoré d'une certaine forme. De p

ensemble de théoremes

2
ique) par une donnée.
réalisée concrétement (interprétée, au sens de la logique) p

Exemples :

a) Dans une information de type liste, si & (r €Sp. U, t) représente le
. . + + - . 2 vy
ylﬂJO e fonctionnel unalre \resp. un s U uvant etre interpréte comme
S tionnel 1 ( Sp aire, O-a ) P -
le f ire 1o} t
( . ) Y] D!
la fonction s resp. v, t) et si w est le symbole fonctionnel O-aire interprété

. 4 e 2 A . sz
z b)
comme "non défini s la liste schématisée en | 2.2.2.2 est caractérisé par

les théorémes suivants :

(2 représente 1'égalité formelle)

vt Za
vet = Db
0 ve'Pe = p
el = o
vs(u)t = d

e plus, on i théorémes
1 exprime que s est une injection par l'ensemble des
D s d
suivants . .
pour i # 3 ;i,j €N ona 8 t = t =

" 214 .
Enfin on précise que s(u)t est le dernier élément par

S(S)

11}

tzw Q

) Dans i information de type meémoire, on exprime que le Syth e ronctionne
b) D ne it f t1
e une j mem) par
e doit etre interprété comm onction injective ( P
em £ 5

S memy Dx =y pour tous symboles fonctionnels x ety .
mem x = =

. Prare
¢) Considérons les déclarations Algol 68 suivantes

; compl 2 = (z,y) 3
réel x = 3.2 ; rep réel y = loc réel := 4.1 ; compl z = (x,y

ti % (n) z até

+ P e s ] represente id conc ati
* neotation : pour tout symbole fonctionnel te 1 ténation
(%)

de n occurences de f (f f ..: i)
n fois
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= o z
1'information représentant 1'état de la mémoire 3

contient les théordmes :

la suite de leur é&laboration

poss x = poss 3.2
rep poss y = poss 4.1

re poss z = poss 3.2

mm poss z = poss 4.1
N
ou poss (resp. » i
p\ P. rep, re, im) est un symbole fonctionnel interprété comme la fonction
posséde (resp. repére, partie réelle, partie imaginaire).
Un type d'information est donc d'abord un cadre pour ces théorémes

N C
un systeme formel F- (Alph, F, X, R) e S

exprimant les propriétés générales comm

o i ‘ unes
outes les informations du type (Alph est 1l'alphabet de ?ﬁ, F l'ensemble des

formules, X 1'ensemble des axiomes et R l'ensemble des rdgles d'inférence)

Pour obtenir une str L
. . .
cture d'information, nous ajouterons ultérieurement §

. . : 2K 2
n ensemble dkod de modifications élémentaires.

2.3 Sy temes for S_associes X structure 1) rmation
2 S me 1l 1 al iz tures d'info tion
U

Les formules du systéme formel sont construites en plusieurs &tapes. On
définit successivement : '
- un ensemble L de symboles fonctionnels (ou accés)
- un ensemble S de schémas fonctionnels sur L et un sous ensemble A
de 8 = S (ensemble des formules atomiques)

-1t &
ensemble F des formules du systeéme, solution minimale de 1'équation

F=4UTFr U DF) .

2.3.2.1 Alphabet :

L'alphabet contient :

- un ensemble L de symboles fonctionnels
- le symbele =

- les symboles 7, D, (,) .

Po i é i
ur interpréter les symboles fonctionnels, on doit introduire m ensembles

El""’Em et interpréter chaque symbole comme une fonction de Ej, x X Ej
1 e J

d
ans Ek 3

Plus généralement, et pour éviter 1'introduction de trop nombreux symboles
. P ’
on interprétera un symbole fonctionnel f comme une fonction de

2.9

Ej

dans E] o I est un sous-ensemble de
(j] i) € f
seeey q [f

% . .
1 sEiy X E]q

{1,2,...,m% .

On est donc amené & se donner un entier m et & associer & chaque é1ément
f de L un entier q » O et un ensemble pl(f) de g+l - uples (jl""’jq’k) avec
1< ji §&m pour 1§ 1igq . pl(f) sera appelé profil de f .
Définition : On appelle base symbolique tout triplet (L,m,pl) ol

- L est un ensemble de symboles fonctionnels
- m est un entier : la puissance de la base

- pl est une application de L dans (J ZS({1,2,...,m}q) qui associe &
qz0
tout symbole fonctiomnel son profil.
Enfin si les éléments de pl(f) sont des q+l - uples, on dit que f est un
symbole g-aire. Nous noterons I..q 1'ensemble des symboles q-aires (q % 0)

1'alphabet est donc caractérisé par la base symbolique (L,m,pl).

Exemple 1 : Pour les listes, m=2 et L contient :

- 8 (qui sera interprété comme la fonction successeur 8) pl(s) = (1,1) )
- v (qui sera interprété comme la fonction valeur v) pl(v) = (1,2)
- t (interprété comme la t8te t , fonction O-aire) pl(¢) = (1)
- w (interprété comme 1'8lément non défini L) pl{w) = (1)
- un ensemble V de symboles, interpréFés comme les valeurs de la liste
(é1éments de E) ; le profil de chacun d'eux est (2).
contient

Exemple 2 : Nous verrons [4] que l'alphabet du systéme formel Algol 68

entre autres :
- des symboles repl (3 ¢ 1 § 10) qui s'interpréteront comme la fonctien repére.

Cette fonction unaire est & valeurs dans l'ensemble des valeurs multiples, des
valeurs structurées, des valeurs simples etc... ce qui justifie la présence de

plusieurs symboles rep .
- des symboles poael (3 ¢ i € 10) qui s'interpréteront comme la fonction posséde

- des symboles ch; (3 € i € 10) qui s'interpréteront comme la Fonction sélecteur
d'une valeur structurée associée au champ z .

11 faudra exprimer [A-2.2.3.5 b)] que "si un nom N repére une valeur struc-

turde, tout champ z de cette valeur est repéré par un nom défini de fagon unique

Rd lorsque pl(£f) ne contient qu'un g+l - uple, on convient d'omettre les accola-

des, ainsi (1,1) représente {(1,1)}.




3 partip de N et de g,

Aussi serag-t i
“on conduit & "d&finipt
a "définip Chm sur les noms.

Un nom po & édé
T pourra donc &tre accédé par l'intermédiaire d'un symbole chi soit
partir d'un autre nom, soit & partip d'une valeur structuré, <
. e.
Aussi, par exemple, le profil de ¢k°
.

sera-t-il de la forme
3
pllch ) = (3,3)},{(4,3)}
(E3 est l'ensemble des (exe

mplaires de) noms, E 1!
valeurs structuréeg). !

ensemble des (exemplaires de)

Pour alléger 28 N 3
3=4 les otations nous négli erons le lce dans les
g1 £l aat S indices 1

exemples concernant Algol &8

T un symbole valeyp .
[A'2'2'1:,, valeur est
tout exemplaipe

to ] i
ut objet interne Algol 68 est un exemplaire de valeyp

interpré i
rprétable comme 1a fonetion associant sa valeur 3

~un s éri
ymbole mode caractérisant le mode d'un exemplaire de val
eur
T un symbole moing formalisant 14 Soustraction
Définition 2 .
—==ltion 2
mtl-uple (E

on . B s
nomme interprétation d'une base symbolique (L,m pl) tout
s

; l,...,Em,r) ol les Ei sont des ensembles et
tout f €L tel = j j
f e pUA =G, k) [ Glaeenii i
: ) ' o 12+53g) €I.} une application
. . E]l X weu XEj  dans E, !
]1,...,jq) eIf

T une application associant

q k

2.3.2.2 Schémas fonctionnels dy systéme :

Rappelons que o
9 Que pour tout ensemble [, de symboles fonctionnels 3 chacun d
eSt associé un entier 9 (son nombre 4! b

arguments fe azcs B
fonctionnels & ), on sait définir des schémas

leur ensemble est en 4
gendré par ] . . -
de régles p & grammaire : C(j- (L,{s},::=,8)

L (q)
S::= Fgs'd pour tout £ a q arguments.,

On sait qu'un schéma fonctionnel g'i
d'applications,
Toi navs SHEG
4s conslderons seulement certains schémas fonctionnels
sont obt
SNUS en tenant compte des profils dans 13 composition

On ne tient Pas, par exemple, 3 cong

s Ceux qui

o
! idérer des schémas tels que :
8 v ¢ dans 1a structure de la 1iste

< Poss mode x en Algol 68.

On appelle schémas fonctionnels compatibles avec (L,m,pl) les

m
éléments du langage S sur L défini par : S = ) Sk
k=1

ol (Sl,...,Sm) est la solution unique du systéme I :

: . . . . . } .
5, = l;)o {f 8y iy oo Sig | £ €L telaue (pudpyeeesigsk) €pL(A)
Q%

Théoréme 1 : Pour tout schéma fonctionnel u €8S , il existe k €{1,...,m} ,

fEL et u,€S8j,,...,u; €5] uniques tels que
g ig e
u=f ujl cev Uy et (]1,..-,Jq,k) € pL(f)
q
Résulte de la non ambiguité de la grammaire (3 E
Ce théordme évite la présence de parenthéses et de virgules dans l'&criture d'un

1 A & . '
schéma fonetionnel, cependant si, pour des raisons de clarté, il nous arrive d'en

introduire nous le signalerons explicitement.

Théordme 2 : Soit u a v un élément de = (L £k gm) tel quea elb (ensemble

des symboles O-aires) et pl{a) = (§) (1 g3 < m) .
Alors, pour tout w GSj s, UWV GSk .

Théoréme 3 : Soit (El,...,Em,r) une interprétation de la base symbolique

(L,m,pl). r détermine une application unique # de S dans E = KT) Ei telle
1<igm

que pour tout f €L vérifiant (jl,...,jq,k) € pl(f) et pour tout
B¢ X g4 P &
(ul,...,uq) € §3, % ... S]q on ai

€3 ul,...,uq) = r(f) (f(ul),...,ﬁ(uq)) B

Les démonstrations de ces deux théorémes sont immédiates et analogues aux

démonstrations des théordmes correspondants dans [L5] .

Exemple 1 : L'ensemble S des schémas fonctionnels de la structure de liste sur V

est § = 8, LJ82 ol S, ets, forment la solution minimale du systéme & point

fixe {31 =85 U it}

S = g v
) 1
i : i) :
11 s'agit de 8 = {s(l)t | 130} L){s(l w | i3zo0}

S, = {vs(i)tl i » 0} UtweHy | i 30} LV

Exemple 2 :

- moins valeur poss x valeur poss y




- mode rep ek, poss y

sont des exemples de schémas :fOHCthDHelS Algol .
P 6
£ 8

2.3.2.3 Formules atomigues :

Avec les no .
tations précéq

EE1 2 entes, 1!
defini par 1e Systéme : > - ensemble A des formyles atomiques egt
S

A= U -
S =
1skem k Sk (on ne compare des schémas Foncti
lonnels f ¢ pr
avec

PL(F) D (5. ,.
12700999;,k) et PL(f") 3(y: 3 i'q,,kt)
130mes 10 que si k = k1)
Pour les listes
on ne
Veut pas comparer yne place (s(i)t) et
une valeupr

A =
Sl = 51 Us =8

Exe&dei :
On ne s'ints
resse pas, en Algo
r /18 & 5
mode u = poss 3.5 . & 8, 3 des formules telles que

Aussi 1'un des sSous énsembles de § sera-t-i] .
MODE = MODE ou  MODE est 1 €nsemble des Schemas fonctlonne S interpré-~
1 P
2.3.2-‘4 Poxmules :

L ensemb
t N
le | est la solution Minimale du Systéme 3 point fixe

N . P=AU'IFU(FDF)-
revient au méme de dire ;

1) to e fo om1 e fo e
ute f rmule gt que est up, form ak
U
a Si est w £
(‘P t une fopmule, 'LP est é alement une for 1
Mule

) (P
1 e w sont des f wles, ( (P D ) e une fo e
3) 8 t t e ormul l[«' st f rmul

(LP v oY) remplace (‘[LP 2y
(9 AV remplace T o)

et nous ad OTt e e
Opterons 1 S conve tions 4 s €ssion enthéseg deflllles par
con
n uppressi de par &
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les régles suivantes :
a) 1'ordre de priorité des comnecteurs logiques de la structure est le

suivant : 7, A, V, D.
Exemple : - ((p A ) V(@ AY) sera remplacé par YA YV Ay,
- ((MpAY) D p) sera remplacé par "llPAlb Dp

b) & priorité égale 1'évaluation se fait de la droite vers la gauche

Exemple : - ‘fvw vp remplace kpv(q; Vo)
!.yD(!!J 2p) .

t? DY Dp remplace

2.3.2.5 Axiomes :
On distingue dans l'ensemble X des axiomes :

- des axiomes logiques, valables pour toute structure d'information

nous noterons X‘2 leur ensemble
- des axiomes propres 3 la structure considéré, soit Xp leur ensemble.

Les axiomes logiques sont :
- les axiomes du calcul des propositions, regroupés en trois schémas :

SL, = {p20 2 ¢) | ¢, v €F}

= {2 D N DUPDIW D(P Do) | ¢, v, p €F

SL2

= {2 DWW D) | ¢, v-er}

SL
- les axiomes caractérisant 1'égalité formelle. Ils expriment simplement

3

le fait que E est une relation d'équivalence (plus précisément R définie sur
2 = P s P

S° par "a Ry &= a =b est un théoréme" est une relation d'équivalence) et
qu'elle est compatible avec la concaténation :

zu|ues}

SL :{UI5V1'D...'DunEvnjful...uﬁ:fvl...vn|
pour 1€igmn , uiEViGA et fupj...u = F vy €4}
= 3 = H R =H U i i<jig .
SL {u-uzjul—uSDug_uslul u]eA si 1€<1i<jsg3}
des exemples d'axiomes propres :

Donnons maintenant
des axiomes propres de la structure de la liste sur

Exemple 1 : l'ensemble

X
p Z
V sont regroupds en trois schémas
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Pour les exprimer on distin ue dans V un élément [0 d 1nter eéter comme la
4 3
p: P

SHl:{s(i)tzs(j)tDs(i)tEm,i#j)
SHy = {awzw | vw = '}

SHy = {Tgzp | asb €V, 4¢p} .

SHl et SH2 expriment que, oy bien tous jes s(

infinie ou biep i1 existe un ent
"distincts® et a(n)t s(n+1)
3

i)
t sont "distinetgn (liste

ier n tel que ¢, st &(n1)

ses
<+ solent Mnon définign (13

. s" (liste de longueur n),
=A°mple 2

= |A-2.2, i
[ 2.3.5 b)] exprime 1la "commutativitgn

(sélecteur de . des fonctions repé
champ 2) ; i.e. peTe, ek e

que le diagramme suivant est commutatif

X

fozme.llenent nous expr merons cette propriété Par le schéma d axlomes

{rep ch y = i
= coh id
z zrep u | z €L " ;5 u eExNoM)

id
(LO ést 1'ensemble des symboles 0-
EXNOM est 1!

aire in étz
ter'pretables comme des identificateur's H
3

ense € des schéma nctionne nterpré es ¢
h 2
mb. des s foneti § Interpr tables Ol

de noms différents de ngz [ mne des exemplair
l|A-2.2.2 e)] D es

o { dat 1 d i d!
tous les exemplaires une valeur onnée autre que ntl gsont

mode A—2.2.‘+. a On tra cett O ete pa € Schéma ;
1 a) + Un tradui € propriét par 1 h
a

{ = A/ = v e v L}

valeur u valeyr Dmode u mode v U, EXVa
( 1
EXVAL est l'ense ble des schémas fone tionnels :mterpx étables comme les exem lai

2 P

res de valeups différents de nil)

2.3, B A
3.2.6 Régle d'inférence dy systéme formel :

ule regle inte; e es 4 régle etachement o
£ nférenc t 1 ‘gl
La seul regle 4 du dét h t ou

Pour toute formule PV deF "Modus Popens™,

o %4 s
> On peut déduire y de\{) et v Dy

PP OV by
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2.3.2.7 Remarque :

En résumé des définitions précédentes, ce qui différencie les systémes

formels de deux structures d'informations ce sont :
- les bases symboliques (L,m,pl}
- les ensembles Xp d'axiomes propres.

Ainsi le systéme formel d'une structure d'information est caractérisé

par le quadruplet (L,m,pl,xp) .

2.3.3 Information de la structure :

Définition 4 :
Une information de la structure est un sous ensemble de F contenant les
théorémes du systéme formel et stable par application de la régle du modus ponens.

I est donc une information de la structure si et seulement si :
g 1 XC T
ii) Pour tous ¢, vdeF, @ EL et Y DY €I implique Y €1 .

Exemple 1 : information de la structure de liste.
Une liste finie I, de longueur n, est spécifiée par la donnée d'une suite

(ai) 1< 1ign d'éléments de V. Elle peut &tre définie formellement par

1l'ensemble d'aximmes Xl suivant :

Xpo= we'y = a, | ogigniy (e{™¢ = w}
Une liste infinie est spécifiée par la donnde d'une suite infinie (ai)

i 20 d'éléments de V. Elle peut &tre définie par
= (s ;
xp={ws' s za, | 120}

Exemple 2 : Une information Algel 68 pourra &tre intuitivement considérée comme

1'état d'un "ealculateur formel" 3 un moment de 1'élsboration d'un programme.

Considérons le début de programme
debut ent & = 3.2 ; rep reel y = loc reel := 4.1 ;
struct (rep reel xl, ent x2) z = (y,x) ;

Ltinformation I obtenue aprés élaboration de ce morceau de programme est

caractérisée, en plus des axiomes propres de la structure Algol 68, par les

axiomes :




poss x = poss 3.2
rep poss y = poss 4.1
chxl poss z = poss y

Chxg poss z = pogg x

ainsi que par un certain nombre d'axiomes caractérisant la portée des différentes
valeurs, les modes spécifiés par certains déclareurs "composés", les modes des

différentes valeurs etc...

Alors rep Chx pose z = poss 4.1 , valeur pose x = valeur poss 3.2 sont

des exemples d'éléments de I
Remarque :

Soient T 1l'ensemble des thé&ordmes du systéme formel et 5 l'ensemble des
informations de la structure. T appartient 3 3 , ainsi que F. Toute intersection
d'éléments de I est un élément de I . Donc, étant donné une famille {IX}
d'informations, il existe une plus petite information I contenant tous les I, .
I est donc un treillis complet [0.17] pour la relation d'inclusion, d'élément

wminimal T et d'élément maximal F.

2.3.4 Retour sur la notion de profil :

a) Nous avons introduit la notion de profil pour éliminer certains schémas
fonctionnels qui ne se prétent pas & une interprétation agréable (exemple : sut
pour une liste, Chx mode pose y en Algol 68). C'est une premidre méthode pour

éliminer ces schémas "parasites'.

b) Une deuxiéme méthode consiste, par exemple, 3 introduire un (ou plusieurs)
8lément(s) w interprétables comme le non défini L et d'imposer certains axiomes

sur les schémas parasites.

Exemple : Si nous n'avions pas distingué les ensembles $, et S, dans la définition
ExenplLel p 1 2

formelle d'une liste r2.3.2.2], une maniére d'exprimer que les schémas fonction-

it 3

propres de la structure de liste le schéma

tevs™ezw | x 30)

Une autre manidre d'exprimer la wéme propriété, sans introduire u, est
d'imposer qu'un schéma parasite ne puisse apparaitre dans une formule égalitaire ;

en reprenant l'exemple précédent on &écrirait

o™t zu|x20,uest .

¢) Entre ces deux méthodes extrémes, on peut souvent choisir une solution

mixte en adjoignant la simplicité de la l&re méthode 3 la souplesse de la 2&me.

Exemple : Dans la structure d'information Algol 68 on distingue plusieurs ensem-—

bles de schémas fonctionnels :

- EXNOM dont les &léments sont interprétables comme des exemplaires de noms

- EXMUL dont les éléments sont interprétables comme des exemplaires de
valeur multiple

- EXSTRUC relatif aux exemplaires de valeurs structurées

etc...

L'équation définissant EXNOM contient dans son membre de droite

repa EXNOM  pour exprimer qu'un exemplaire de nom peut repérer
un autre exemplaire de nom.
Cependant rep3 EXNOM contient par exemple rep3 u ol u est interprétable
comme un exemplaire de nom repérant un entier, ce qui n'a aucun sens 3 cet
endroit.

On pourrait introduire 1'axiome

{mode u = repére yu 2 1r'ep3 ui w U € MODE ; U nme commence pas

3 |
par repére}

Wy gtant 1'élément indéfini associé & EXNOM.

d) Nous n'adopterons pas la solution précédente car, dans le cas d'un langage
de programmation en particulier, une troisidme méthode est applicable.
Pour alléger la formalisation on peut ne pas se donner la peine de "filtrer"
tous les schémas fonctionnels et donc en admettre des indésirables au sens pré-
cédent, sans pour autant &tre géné :

Nous avons dé33 signalé que pour traduire 1'élaboration d'un programme
on peut considérer la suite d'états de la mémoire définie par ce programme ;
c'est-3-dire une suite d'informations de la structure.
8i 1'information initiale ne comporte que de "bons schémas" et si les modifica-
tions transformant une information en une autre n'introduisent pas de "parasites"
on n'aura pas & considérer les informations indésirables. On utilise donc les
contraintes syntaxiques imposées & un programme correct.

I1 faut cependant remarquer que, si la premiére méthode est agréable &
utiliser, elle est moins finie que la deuxiéme puisqu'elle ne permet d'engendrer
que des langages algébriques (de schémas fonctionnesl). Par contre la deuxiéme

méthode alourdit considérablement la formalisation car elle exige un certain
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nombre d'axiomes.

La troisiéme méthode quant d elle est étroitement lide 3 la forme des
modifications élémentaires de la structure qui ne doivent pas introduire de
schémas "parasites'. Elle est impuissante a éliminer de tels schémas de 1'ensem-

ble T des théorémes de la structure d'information.

Exemple : la propriété "le nom nil ne repére aucune valeur" [A-2.2.3.5 a)] ne
pourra jamais résulter de cette méthode. Nous la traduirons 3 1l'aide de la notion
de profil mais on aurait pu tout aussi bien introduire le schéma d'axiomes

{Trepére nil = u | u €5} .

s

Ainsi trois méthodes sont & notre disposition pour limiter les informations
considérées, dans la suite nous utiliserons essentiellement la premidre et la
troisiéme.

Dans la suite du chapitre on étudie gquelques propriétés des structures
d'informations dans le but de répondre aux questions concernant

- la manidre de définir des accds dérivés 3 partir des accés initiaux [2.5]

- les modifications des informations d'une structure [2.6] '

2.4 Informations consistantes, complétes et Réalisations :

Ce paragraphe est une étude du treillis des informations d'une structure.
On emploie la notation suivante : si I désigne une information et Y une formule,

i [g‘)] est l'information obtenue & partir de I en ajoutant {p aux axiomes, autre-

ment dit la plus petite information contenant I et l{) 0

2.4.1 Informations consistantes

Définition 1 :

Une information I est consistante si I # F .

Proposition 1 :
Une information I est consistante si et seulement si elle vérifie 1'une

des propriétés équivalentes suivantes :
i) Pour toute formule $ deF , ¢ el =p —hpél
ii) Pour toute formule atomique ¢ de &4 , o €I =% '1(1¢I.

Démonstration :

8i ii) est vérifié, i) se démontre par récurrence sur la longueur de \p.
I1 est clair que si i) est vérifié, I est consistante.

Montrons par l'absurde que si I est consistante alors ii) est vérifié
Si o et Tlo appartiemnnent 3 I il en est de méme de & A la. Mais toute formule
p €I est conséquence tautologique de o A 1o [:0.2.3 définition 5:| car
U (a A Vo) = FAUX pour toute fonction de vérité V. Ainei toute formule el

est un théoréme de I [:0.2.3 théoreme 2] : T est inconsistante.

PTGpOSHitiSN, 2f ¢

Soit I une information. Une formule ¢ appartient 4 I si et seulement si

I [']\*):] est inconsistante.

Démonstration :

I1 est clair que si ¢ €I , I ["HP] est inconsistante.

Réciproquement soit 0 une formule atomique quelconque, alors aA o el [’] ‘f]
et avec le métathdordme de la déduction [ 0.2.2 théordme 17 :'1\9 Sa A Toerl
On en déduit alors le résultat ® € I en remarquant que | (o A Tla) est une tauto-

logie et en utilisant les axiomes logiques, notamment SL, -

2.4.2 Informations complétes :

Définition 2 :

Une information I est compléte si elle est maximale dans l'ensemble des
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informations consistantes.

Proposition 3 :
Une information consistante I est compléte si et seulement si elle vérifie

l'une des conditions équivalentes suivantes :
i) Pour toute formule Yde F, ¢ # I =b 1‘?61
ii) Pour toute formule atomique o de A , a ¢ I =% el

Démonstration :
2emonstration

- 81 ii) est vérifié, i) se démontre par récurrence sur la longueur de

- Si I est compléte ; soit & une formule atomique n'appartenant pas i I,
si Ja #I s I E1a:| est encore une information consistante (proposition 2)
qui contient strictement I ce qui est impossible

- 8i i) est vérifié, supposons I non compléte alors il existe J consistante
contenant strictement I. Si @ €J -1 ,71¢ €1 donc U €7 ce
qui contredit la consistance de J.

Définition 3 :
Soit ¥ une structure et I une information de ¥. Une extension simple de

I est une information I' de § contenant I.

Proposition Y :

Toute information consistante I admet une extension simple compléte.

Démonstration :

Elle est donnée intégralement dans [LQ] page 47. Elle repose sur la notion
de caractére fini : si E est un ensemble, J C P (E) est de caractére fini sit
A €J & tout sous ensemble fini de A appartient 3 J

Un lemme dii & Teichmiiller-Tuckey précise que toute classe de caractére
fini admet un élément maximal. Il suffit alors de prouver que la classe de tous
les sous ensembles [' de F tel que I [F] est consistant est de caractére fini.

On peut résumer 1'étude précédente par un schéma du treillis des informa-

tions d'une structure

Informations complétes {.

I3 est la plus

petite information

informations consistantes

contenant I1

et I2 1

ensemble des théorémes du

systéme formel
Treillis des informations

2.4.3 Réalisation d'une information :

Une information est un objet formel, parmi toutes les interprétations
(données) d'une information I en existe-t-il pour lesquelles, si u = v est
une formule atomique de I, u = v (u et v étant les interprétations de u et v) ?
Une telle interprétation s'appellera réalisation de I.

Cette notion de réalisation est un outil puissant pour 1'étude d'une infor-
mation, essentiellement en ce qui concerne la complétude et la consistance.
Définition 4 :

Soit I une information d'une structure et R = (El’ EZ""’ Em, r) une
interprétation du triplet (L, pl, m) de la structure (4.2.1). Définissons une

" :
fonction de vérité r sur l'ensemble des formules atomiques

VRAI si ®(a) = B(B)

Ta = B) = (voir [2.3.2.2 Théoréme 3
Tt St . pour la définition de 1)
r se prolonge naturellement d toutes les formules & l'aide des fonctions H1 s
Hy s Hys Hy [[0-2.3]) -

g -
On dit que R est une réalisation de I si, pour tout b €I, r(p) = VRAI
é y t dire
Le mt+l-uple <El’ ..,Em,r(L)) est une donnée au sens de [2.2.2] ; on peu
que cette donnée réalise 1'information I .

(On dit aussi que R est un modéle de I).




Proposition 5 :

R est une reéiisation de I si et seulement si, pour tout axiome non
logique ‘1') de I, r(P) = VRAI.
Démonstration :

T : . N

out axiome logique P eppartenant d 1'un des schémas SL,, 8L, ou SL, est
une tautologie, c'est-a-dire vérifie g((?) = VRAI [O 2 3] D%autrj part 3'l
e e > e 2. . art, 11 est
immédiat par définition de 1a fonction de vérité o que g(?) = VRAI si P
appartient 3 1'un des sché éci

chémas SLH’ SL5 ou SL6 - La réciproque se justifie alors

par récurr ora
ence sur la longueur de tout théoréme ? de I ,

Exemple :
Reprenons la liste d'ordn idéré
© n considérée en [2.3.27 ., on pe i i
o ‘ 3.2 ). ut lui asso
la réalisation suivante : ’ o

Ep=fo, 1= m1, by 4 5 =y ;
r(t) =0 ; r(s) =5

r(w) = -L H r(v)

"
<

r{a) = a pour q eV ;

N L .
ou les fonctions s et v sont définies par :

s(1) = i+l pour 0g i ¢ n-1

§(n-1) =1
5(.].) = L
et v(i) = 2; pour 0 g ign-1

v(l) = (élément "non défini dans V)
Définition 5 .
. Une formule Pde F est valide dans T (i.e. appartient & I) si et seulement
S1 pour toute réalisation R de T . ;((P) = VRAI
Théordme 1 :

Un . . . . -
e information I est consistante si et seulement si e1le Aadme+

sation,

Démonstration : ([L97 page 43).
81 I admet éali i i i
. une réalisation et si ? €1 alors r((P) = VRAI , donc
() = FAUX i.e. T ¢1
La réciproque se démontre en construisant la réalisation canonique de I ;

pour 1§ igm E, est 1'en i
5 semble quotient Si/%# oll # est la relation’
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d'équivalence définie par u# v &> u=v €1

et pour tout symbole fonctionnel g-aire

r(f) (F(ul),...,ﬁ(uq)) = I ul...uq (classe de ful"'uq)

Théoréme 1' :
Une formule  est un théoréme de I si et seulement si elle est valide
dans I . C'est une autre forme du théoréme précédent.
- I1 est clair que tout élément de I est valide
- réciproquement si \p est valide dans I supposons par l'absurde que !P ¢ 1
alors [2.4.1 proposition 2:[ I E1(9:| est consistante ; soit R une
réalisation de I [T, donc de I : ¥ (@)= VRAI et ¥ (@) = VRAI
ce qui est impossible.
Aprés avoir caractérisé les informations consistantes on utilise les

réalisations pour caractériser les informations complétes.

Définition 6 :
Deux réalisations R = (Bl,...,

Lo A
lents si r(? ) =r'(@') pour toute formule P de [ .

Bm,r) et R' = (E',...,Eé,r') sont équiva-

Par récurrence sur la longueur d'une formule il est immédiat que

Proposition 6 : 2 réalisations R et R' sont équivalentes si et seulement si
pour tout couple (u,v) d'Bléments de S tels que u = v €A on ait

Pu) = B(v) est égquivalent & P'(u) = B'(v)
Théoréme 2 :
Une information I est compléte si et seulement si elle admet une réalisation

et toutes ses réalisations sont équivalentes.

Démonstration :
Supposons I compléte ; solt per
-sitp el alors %( ¢) = VRAL pour toute réalisation
-siog ¢ 1 alors Tp €1 et donc ;"((P) = FAUX pour toute réalisa-
tion.
Inversement, si I admet au moins une réalisation, si toutes les réalisations
sont équivalentes et si ¢ é I alors (théoréme l')wil existe une réalisation R,
de I telle que ¥°(‘P) = FAUX . On en déduit que roC]q) = VRAL et donc que

v I q 0 s » 0
r(Y¢) = VRAI pour toute réalisation de I ce qui termine la démonstration

(théoréme 1').




5 .
2.5 Accés dérivés des accds élémentaires

2.5.1E 1
Xtension d'une structure d'information :

Soient * e Uux
$ s A)
t de structures q4'i nformati on, F et F leurs ensembles

s u. é j
de for mules, T et T' leurs ensembles de theozemes, et ‘\1 leurs ensembles

Définition 1 :
on dit que %' ;
que ¥ est une extension de ¥ si f ¢ pr et T CT!

Conséquence :

Toute information a \3'
e contenue dans F i i
oy U'n ﬁ(r) . 3 est une information de \\f

Définition 2 :
Soit I une in i
= formation de §; on appelle extension d 3 8
petite information I' ge '5' cont t1I - 'ge . e
enan + On pose I' = ‘&(1)
Définition 3 : |

Soit I' une informati !
tion }f s on a :
. ~ 2 ppelle restricti Py .
ton L= I'AF de ¥, on pose I = R(1r) SRS IR Y dvizforms-

Proposition

Si ’zconserve la complétude

Ry =1
2Ry =

pour toute information compléte I de ¥

pour toute information compléte I' de ':f'

%(Il) tant compléte, “B(I)
Démonstration :

} So u ormation ¢ éte, e Ons 1. e a que
pléte 'é( ) consistant insi
a) Soit 1 ne information or (& i st u

2mAar. 4mar contient T

. Puisque I est maximale, on a 1'égalité

b) Soit I' une information compléte de 5

Azne (3 ras 5.0 i
bUes 5.4, proposition 3), ainsi que

contient '?9(1’('\ F) on a 1'égalité

’
« I'A\F est Goalament ~nm—-13,
o MENL llhipiete

t
%(I'(\ F) dans ' . Puisque I

Définition 4 :

si .5}9 p
i onserve la complétude, on dit que ¥’ se déduit de ¥
e

T L

i
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2.5.2 Structure déduite d'une autre par définition de symboles (ou accés)

nouveaux

Soit ¥ une structure d'information et f]_,...,fn des symboles fonctionnels

n'appartenant pas 4 L. On considére une extension $' de § telle que
*

L' =

LO {fl, ..,fn} . L'ensenble des axiomes propres de 3 est formé des
axiomes propres de % et d'un ensemble X [fl,.. .,fn:] d'axiomes "définissant"

£oyenesf

1 o’

Exemple 1 :

[A-2.2] précise que les seules opérations arithmétiques nécessaires pour
définir Algol 68 sont la soustraction, la multiplication et la divisien ; ce
qu'on formalisera i 1l'aide de 3 symboles fonctionnels 2-aires : moins, mul et
div.
Pour simplifier la définition de la sémantique on pourrait souhaiter
introduire un symbole fonctionnel 2-aire som permettant d'accéder i la somme
de deux entiers et défini 3 1'aide de motns.

Pour cela on considérerait l'extension :r' de la structure Algol 68

définie par :

L' =L Y {som} ; pllsom) = (15,15,15) (8,4, noté plus agréablement

ENT, est l'ensemble des schémas fonctionnels interprétables comme des entiers) ;
ainsi que l'ensemble d'axiomes :
X [som| = {som u v = moins u moins valeur poss O v | u,v €ENT} .

Exemple 2 :
Etant donné une structure § , on peut définir un symbole 4-aire cond par

1'ensemble d'axiomes :
- _ L?)_
% [cond| = {u = v Deond (u,v,u,t) = 6lu, v, w, t €8;}
U{lu = vDeond (u,vyw,t) =t | u, v, w, t esi}
(s; a été défini en [2.3.2.2]] : c'est 1l'ensemble des schémas fonctionnels

2 . éme
"3 résultat” dans le i°™ ensemble").
Soit I une information, I' l'information cbtenue en ajoutant le symbole

cond . SL R = (El,...,Em,r) est une réalisation de I, on peut obtenir une réali-
sation R' = (El,...,Em,r') de I' en posant :
r'"(f) = r(f) pour f €L

r'(cond) = Cond

€) parenthdses et virgules sont utilisées dans la définition de cond pour
faciliter la compréhension.




ol Cond (a,b,c,d) = si a=b alops ¢ sinon d pour a,b,c,d dans El on peut

]
montrer que pour toute structure f, f se déduit de ¥

Un tel symbole sera utile dans la formalisation de 1a sémantique de tout

langage de programmation qui contient des propositions conditionnelles (si
alors ... sinon).

Ces deux exemples ne posent aucun probléme théorique, les nouveaux symboles
étant définis simplement & 1'aide des anciens.
Le paragraphe suivant va étudier une adjonction de symboles nouveaux beaucoup

plus délicate : c'est 1e cas ol un symbole doit &tre défini de maniére récursive.

2.5.3 Accds nouveaux définis Par un systéme d'axiomes & point fixe

Etudions d'abord ce type de définition sur des exemples.

251531 ExemEles H

ExemEle 1%

Soit ¥ 1a Structure déduite de 1a Structure de liste sur V en ajoutant le
symbole cond. soit ¥’ = :ftass] la structure obtenue en ajoutant le schéma
d'axiomes

X 0= {ass s(i)t, a) = cond (vs(i)t) a, s(i)t, cond (s(i+1)t, w, w,

ase ¢y ) 1 iv0. gen

lisible). Le symbole agss formalise 1'accas associatif dans une liste & partir
d'un élément quelconque.

+ Un premier probléme se Pose quant 3 la correction de 1'&criture ci-dessus

Le symbole cond a ét6 défini pour des schémas fonctionnels de § et non pas
' "
de ¥ (tels que gss (s(1+l)t, al).
. 81 nous Supposons ce prohléme résolu, est-on capable de caractériser 1'exten-

sion ainsi définie ; en particulier si T est yne information de ¥ consistante

(par exemple une liste finie de longueur n) 'é(I) est-elle consistante ?

tudiel celte question considérons la réalisation R de I définie en

Pour 3
[2.4.3]. Pour obtenir une réalisation de 2(1) prolongeant R on deit choisip
r{ass) de sorte que pour tout axiome P de X %(\f) = VRAI .

Il faut et il suffit pour cela que r(ass) vérifie 1'équation d'inconnue é 8 \

T s i g(a(i),a)
2(i.a) = si ¥(i) = ¢ alors i sinon si s(i) = Lalors L sinon g(s(i),
gli,a = 81 =

sii1=0,1, ..., 01 et a &V

g = 1.
- i 4 exemples] :
embles E, et E, par la relation [0.1.1.
On peut ordonner les ens 1 2

a <hb si et seulement si a = boua = M.

On peut de méme ordonner l'ense e des applications E, x E, dans E, par
b P 1 2 2

la relation ) )
) < gla) .
E < g si et seulement si, pour tout a E, X E, , f(a g

e s ole on dé si et seulement si1 our tout a
< 3
L étant 1 ymb el fini & g P

1 que f£(a soit défini, on a f(a) = g(a)
I £ : . 3 - 1 s je 1'é - 1éeri i-d
tel q ( : '

z= %@ t
i i ontinue. Cette

Pour l'ordre défini précédemment 1'application Test c

i ini P
équation admet donc une soluticn minimale [0.1 ] ] b s oo
s . " .
En fait toute solution peut &tre choisie comme image
n

i i infinie d'axiomes :
Par exemple considérons maintenant la liste infi

vs(i)t =ppouri 30 |
- i i eulement si
facile de voir que é est solution de l'équation si et seu
I1 est facile

g(i,b) =i pour 120

et i@ =gl powr afb .

En effet pour a # b 1'équation se réduit a :‘g(l,a; jtg(izl,gzl; I
La multiplicité des solutions du systéme trédult le' al\ q L

1dte, ou de maniére plus conecréte le fait que l'acces a e
;Z:zni pour les listes infinies. Dans cet exemple un programme c

. . 5.
(i) = g ne se termine pas si g est différent de

petit entier i tel que
Exemple 2 :
Considérons eu Algoul 00 la &
entier procédure flz)
f := si o = 0 alors 1 sinon x * f(z-1) . f
e e é onc-
I1 est naturel d'associer a cette déclaration de proizdzze z?eZiTZT:ire -
] ésultat de la procédure,
tionnel unaire fact qui donne accés au résu

- : 22 2
dans e réalisation fac puisse etre interpreté comme la fonction fact
ans un t




défini =
(définie par Ffact(n) = n! pour tout entier n > 0).

d

En
notant ¥ la structure d'information Algol 68, soit ' = ‘.frfact_[ 1
a
structure obtenue en ajoutant le schéma d'axiomes :

X 1= z
[fact] = {fact z = cond (z, o, 1, mil(z, faet(moins z 1)) |z €ENT}

(avec des notations immédiates).

Cet initi &
te définition pose alors les memes problémes que dans 1'exemple 1

La suite du
paragraphe présente une formalisation rapide de ce type de définiti
nition

ar .
accds nouveaux ; pour une étude plus poussée voir [5171

2.5.3.2 Caractéri tion d'une extension éfinie par des CCES nouveaux
rlsation
X d le p al a

a) our donner une définition gé érale de ce type d'extensio ous devons
P én
e !
£ yp ion, n d 28

i 2 2 i
d'abord généraliser la notion de schéma fonctionnel
Pour cela, il suffit d'ajouter § 1°

un ensemble dénombrable

en y permettant des arguments.

ensemble L des accés, pour j = 1, 2, @
sy Ty

2. de paramétres fo : .
. 3 rmels de profil i
de variables de profils (3. ’ s {3) (en a1 encare

On défi
init ainsi de nouveaux ensembles des schémas fonctionnels r2 3.2. 21

(1 j€m avee S' = s]IJ 7.
3

b) Substitution :
Considérons h GS); (ol k G{l,..

€ 7. ey 7 €7
3y 2t fg 3

. . q
(]l,...,]q,k) est un profil associé § h .

.»m}) et une suite de paramdtres formels

2 ]
1 parmi lesquels tous ceux qui entrent dans h :

Pour tous u, € S (1 g1 nous noterons .
. I £q) 1
I g hlu 5 s l le résultat
de la subs titution dans h de u, a Z:l ey . vl e
1 u a2z Alors l 2.3.2.2 théoréme 2 :

h[ul,...,uq___l ESk .
c) Accés nouveau :
Un accés nouveau est caractérisé par la donnée
- d'un symbole nouveau r
- d'un profil a un élément (3.,..., 3 k)
1’ ’
- d'un élément h de S! ; S! & éfini
G e Sk 5 Sk étant défini comme ci-dessus mais relativement
d l'ensemble de symboles fonctiomnels L U {r}
- d'un ensemble d'axiomes X Ffﬂ de la forme :

X[ f] =

A

{(fu... h
1 uq [ul,...,uq] l uy < Sj s, uq e Sj } o

1 q
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Exemples :

1} En

2) Le

reprenant 1'exemple 1 [2.5.3.1] : 1'accds nouveau est caractérisé par :

- le symbole ass
- le profil (1,2,1)} (en reprenant les notations de [2 3.2.2 exemple IJ )

~ le schéma h = cond (v Z,s Zgs 275 cond (8 Zys W, W, a8 (s 2.5 2, 1))
- x[f] = {ass u u, = h[ul, u2_| | u €5, Uy esz} .
schéma b sur L U{fact} formalisant 1'exemple 2 [2.5.3.1] est donc :

h = cond(zl,O,l, muZ(zl, fact (moins z) 1))

Remarque 1 :

profil non réduit d un élément ; si [ AR

i1 faudra alors introduire § schémas fonctionnels

On peut donner une définition analogue dans le cas oll f doit posséder un
card(pl(f))
(sur L UMD,

\
hi € Sk

Remarque 2 *

On aura,la plupart du temps, & introduire plusieurs nouveaux accés, on

peut le faire par étapes successives, mais on peut &tre cbligé d'en introduire

plusieurs en méme temps (pour formaliser, par exemple, deux fonctions récursives,

chacune étant définie & partir de l'autre ; un autre exemple est fourni par les

modes

Un n-uple (n

récursifs en Algol 88).
On est donc conduit & généraliser la définition précédente :

% 1) d'accés nouveaux est caractérisé par la donnée
d'un n-uple (f},...,f ) de symboles mouveaux )
N i
d'un p-uple de profils & un élément ((jl,...,]ql,k ))léiSn
d'un n-uple d'éléments de S', sur 1'ensemble L U{fl""’fn]
K
n
d'un ensemble d'axiomes X [f},...,fhj =Jx [fij o) X [fi] est défini
i=1

comme ci-dessus.

Remarque 8 :

Apned

Dans toute la suite de ce travail on supposera définis les Zj et donc on

dérera implicitement les ! 3 la place de S, mais avec la restriction sui-

vante :

une interprétation de la structure n'est définie que sur les Sj

4) Propriétés de 1l'extemsion définie par un systéme d'axiomes 3 point fixe :

de I

définissant les accés nouveaux fl""’fﬁ

Soit I une information de la structure ¥ . Une réalisation R = (El,...,Em,r)

permet d'écrire un systéme & point fixe (@) associé aux schémas d'axiomes

; un exemple de tel systéme est donné

en [2.5.3.1 exemple 1] .
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Une définits s

définition correcte de ((®)) nécessite ume généralisation de la notion
-

de réalisation au cas 4'

o un systéme formel admettant des ensembles de variables
, (1 g
i

i € m), dans une telle réalisation un schéma h dont un profil associé
est (Jl,. ok ,]q,k) est interprété comme une fonction de E. X .., x E. dans E
3 T k
- 1
(dans [2.5.3.1 exemple 1], la fonction g est l'interprétation de h). b
Ce systéme permet de prolonger R 3 &(I)
On obtient alors le résultat suivant :

P "
Théoréme : - Si I est consistante, %(I) est consistante
- 81 (@) admet plusieurs solutioms, 'Z.(I) n'est pas compléte

Idée de la démonstration :

i) On dé i
) démontre que ®est un systéme 3 point fixe associé & une fonction
continue, il admet donc une sclution minimale (BL, F')
- ‘ JERERE: M
On obtient une réalisation R! =

h (Ei,---,En",r') de B(I) a partir de R
en posant :

E} =B, (1<igm

r'(f) = r(f) powr f el

r’(fi) = Fi pour 1 g€ign
ii) si ]

) si (Pl,...,Fr’l) et (FI""’F;) sont deux solutions distinctes de ((@))

2z . . ’

les réalisations R' et R" sont non équivalentes et donc r2 4.3

; théoréme 2
%(1) ntest pas compléte. ’ ]

2.6 Modifications élémentaires d'une structure

Nous avons dit qu'une structure d'information était la donnée d'un systéme

formel F et d'un ensemble de modifications dites élémentaives.

2.6.1 Modifications élémentaires

Soit une structure % et‘n son ensemble d'informations.
Définition 1 :
Une modification est une application de 3 dans‘ﬂ .
Se donner un ensemble de modifications revient 3 décider quelles modifications

&1émentaires sont acceptables dans le cadre d'une structure d'information.

Exenple 1 :

On veut adjoindre, dans une liste sur V , un &lément derriére un
&1ément donné u intuitivement, cela signifie que su va devenir le successeur
du successeur de u, ssu .
Pour traduire cela, on introduit la structure ‘3' obtenue d partir de Fen
remplagant s par 8', puis la structure 3" ncontenant” § et ‘:?' . Plus préci-
sément :

L= {¢, v} Uls, e’} Ulw} U V.

(i)

" !
‘8 traduit la cohabitation de Lot de § . L'adjonction d'un &lément & "'t

se traduit alors par les axiomes :
gfs'u = su
{Tu = :)s’v'z'sv]vesl}'.

1
<

Examinons comment ces axiomes définissent une modification comme une application
de ﬂ dans 3 3
Soit I une information de :S’, on considére successivement
- 1'information I", extension de I dans la structure ‘5", notée ‘QC;(I)
- 1l'information I', restriction de I" dans la structure ‘f', notée ‘R,'(I")
- l'information I, obtenue 3 partir de I' en remplagant 8' par s .
Il est une information de ¥, résultat de la modification définie par les
axiomas écrits préc&demment. On notera cette modification adj(u)
Revenons maintenant au cadre général.
Définition 2 :
Soit une structure ¥ définie par l'ensemble d'accés L, l'entier m, la
fonction profil pl, l'ensemble d'axiomes propres X. Soit une bijection 0 de L

sur un ensemble L', dont la restriction & LA L' est 1'identité. On définit ume




2.32

fonction profil pl' dans L' par :
pL'(o(f)) = pl(f) pour f €L .

0 se prolonge naturellement en une application de 1'ensemble des formules F
sur un ensemble F' : F' est l'ensemble des formules de la structure €' définie
par L', m, pl' et X' = o(X) .

. il
soit ' 1a structure définie par L UL', l'entier m, la fonction profil

égale a a insi
g & pl sur L et 3 pl' sur L', ainsi qu'un ensemble d'axiomes contenant X
et X!

XM= xUXT0yY .

La modification &lémentaire 7 définie par n et l'ensemble d'axiomes Y est :

“z(’-lo ‘.ﬁ.‘oé"

't 1]

oﬁ@.eté ont la mé

. m?me signification que dans l'exemple précédent.
S QRN LSRG, L1 S S

Exemple 2 :

La modification T = aff(u a) qui affecte la valeur a & 1'élément u d'une
13 ] - ¥
iste est associée 4 la bijection o changeant v en v' (et laissant invariants

les autres symboles de L) et 3 l'ensemble ¥_ d'axiomes :
o :

X, = {v’usa,("lu‘:‘v)Dv'vav[veSl}

Exemple 3 :

Dans un sous langage d'Algol 68 ne contenant pas de valeurs multiples
tab ' i 1= d
(tableaux) l'affectation x := y (ol @ et y sont des identificateurs) serait

traduite par la modification affect(x,y) définie par :
a) o(rep) = rep' ; o(valeur) = valeur' ; o(f) = f pour tout f &L
qui est différent de rep et valeur

b} X = =
affect(z,y) {Tvaleur poss = = nil A ppq portée possx portée possy = vrail D

valeur' rep' possx = valeur possy} U

{valeur v = valeur possy D v = rep! possz f
v € EXVAL - {possyl} U

{rep’ v 2 rep v | v €EXNOM - {possz}} U

{valeur' v = valeur v | v €EXVAL - {rep' possxz}} .

Explicitons ces axiomes :
(on traduit [A-8.3.1.2 a), b), c) pas 1 et 2]).

i) le premier axiome exprime
- gue le nom possédé par & ne peut Etre nil
- que la portée de ce nom doit &tre plus petite que
interne possédé par y ; (le symbole fonctionnel 2-aire ppq "induit

une relation d'ordre" sur l'ensemble des schémas fonctionnels inter-

la portde de l'objet

prétables comme des portées)
- et que si les conditions précédentes sont vérifiées la valeur de

1'cbjet interne repéré par poss x est la valeur de l'objet possédé

par ¥
{i) le deuxidme ensemble d'axiomes précise que yep' poss z est ume mouvel
exemplaire de valeur
iii) les deux ensembles suivants expriment que rep’ et valeur' ne sont
modifiés que par les deux premiers ensembles d'axiomes.
Nous verrons [6] que 1l'introduction de valeurs multiples complique nota-
blement cette définitiom.
Convention :
Une modification élémentaire T est définie par la donnée
- de la bijection ¢
- de 1'ensemble d'axiomes XTr
Dans la suite nous conviendrens de ne définir ¢ que sur les symboles

fonctionnels effectivement modifiés (éléments de L - L') ; elle se prolongera

implicitement en 1'identité sur les autres symboles.
On note Mod 1'ensemble des modifications élémentaires de la structure
est donc le couple (fF, ohbod) .
Une modification de ¥ est soit une medification élémentaire, soit la composée

A
de deux modifications de ﬁf; nous noterons Ut@d leur ensemble.

Dans l'exemple 2 précédent, T dépend de u et a : nous avons en fait défini

un schéma de modifications 3 deux paramétres aff.

Une structure d'informations est définie par un systéme formel ¥ et un nombre

£ini de schémas de modifications élémentaires. Les modifications é&lémentaires

sont des applications et leur composition permet de définir celle des schémas

de modifications. Il est utile pour la suite de généraliser la notion de schéma
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. LANGAGE PIVOT ET ENSEMBLE DE CALCULS

Ce concept de structure d'information étant précisé, rappelons E1.2] que notre
formalisation de la sémantique d'un langage de programmation nécessite :

i) 1'étude des notions de langage pivot et de calcul

ii) la définition d'un mécanisme permettant d'associer d toute phrase du
langage pivot un ensemble de calculs et &ventuellement un accés de la

structure d'information.

Dans ce chapitre, 3 la suite de bréves considérations sur les langages pivots
[3.17], nous définissons un langage simple de programmation (appelé LS) [3.2] qui
permet, aprés que 1'on ait &tudié la notion de calcul [3.3]], d'illustrer ii) [3.u].

En [3.5] on définit compldtement la sémantique de LS.

3.1 Langage pivot :

Rappelons que cette notion de langage pivot permet essentiellement de repré-
senter tout programme sous une forme qui met en évidence la nature (syntaxique)
des différentes phrases qui le composent. De plus le passage d'un programme
(concret) au programme pivot associé (traduction) permet d'introduire explicitement
certains renseignements (tels que portée d'un nom en Algol 68, domaine de validité
d'une déclaration d'identité ...) et de simplifier certaines constructions (boucles
par exemple).

En bref le langage pivot possdde des propriétés telles que la définition de
la sémantique d'un de ses programmes soit plus simple que celle du programme concret

associé

Dans notre formalisation, la forme d'un programme pivot est une ramification
ce qui est naturel dés qu'on remarque que la signification d'une phrase ne dépend
que de ses composantes (dans la méthode de Vienne la forme retenue est celle

d'arbre dont les branches sont valuées).

En fait nous ne présenterons pas, dans ce travail, la définition formelle
d'un langage pivot : s'il est certain qu'une telle étude serait indispensable pour
une définition compldte, il ne différerait pas sensiblement de celui de la méthode
de Vienne.

On peut d'ailleurs remarquer que, avec cette méthode, la démarche logique pour
définir un nouveau langage consiste & décrire en premier lieu le langage pivot
puis, de manidre indépendante, définir la syntaxe du langage concret et la sémantique

du langage pivot.




3.2 IS : un langage simple de type Algol :

Pour illustrer notre méthode de formalisation et en particulier 1'association

1 S
d'un ensemble de calculs 3 une phrase d'un langage de programmation nous utiliserons
le plus souvent

~ des exemples provenant d'Algol 68
- des exemples issus d'un langage de type algol beaucoup plus simple appelé

LS et dont la syntaxe est définie ci-dessous (de manidre classique, sous

forme de Backus) :

3.2.1 Syntaxe de LS :

a) Syntaxe de LS :

<programme> ::= <bloec>

<bloc> ::= début {<partie déclaration>}oll <proposition> {;<proposition>f¥ fzﬁf*)

<partie déclaration> ::= <déclaration>; {<déclaration >;}*

<déclaration> ::= <déclaration simple> | <déclaration collatérale>

<déclaration collatérale> ::= <déclaration simple> ,< déclaration simple> {,<décla~
ration simple>j*

<déclaration simple> ::= <déclaration de variable> | <déclaration de constante>

-.$déclaration de procéddure>

<déclaration de variable> ::= <type> <identificateur>

<type> ::= bool | ent [Eggl

<déclaration de constante> ::= <identificateur> = <proposition>

<déclaration de procédure> ::= proc <identificateur> {[<paramétres formels>’[}0|l 3
<bloc>

<paramétres formels> ::= <déclaration de variable> {;<déclaration de variable>}*

<proposition> ::= <proposition conditionnelle> I<affectation> | <appel de procédure>

<terme>
<proposition conditionnelle> ::= 7 <terme> alors <bloc> sinon <bloc>
<affectation> ::= <identificateur> := <terme>

<terme> ::= <constante> | <idemtificateur> | <formule> | <bloc>

<formule> ::= (<terme> <op. bin> <terme>)
(<op.un> <terme>)
<op.bin> i:z + [ - x|/ |AjV]g]|=]<
<op.un> ::= - |7
(3)

s 0|1
. {<notion>} | représente <notion> ou rien
R Nl
e 4 2 o
{<notion>} représente 1l'écriture, un nombre quelconque de fois éventuel-

lement nul de <notion>

<appel de procédure> ::= <identificateur> {{<paramdtres effectifs>]}0|l

<paramétres effectifs> ::= <identificateur> {;<identificateur>}

nous n'expliciterons pas <constante> et <identificateur> et nous supposerons

seulement que parmi les constantes se trouvent vral et foux.

3.2.2 Structure d'information de LS :

Nous nous contenterons d'en donner une idée intuitive mais en méme temps,
dans le but d'illustrer suffisamment de notions, nous la présenteroms sous une
forme plus complexe que celle qui serait nécessitée par le strict probléme de la
formalisation de LS.

En reprenant la terminclogie de [A], on distingue les objets externes (qui
sont les phrases du langage) des objets internes (qui sont les valeurs manipulées
par ces phrases). Les objets externes sont les symboles O-aires de la structure
dtinformation tg; les objets internes sont des schémas fonctionmels.

Parmi les symboles fonctionnels n-aires (n » 1) on rencontre :

- poss : qui sera interpété comme (bridvement 'qui sera") la fonction associant
3 un objet externme l'objet interne correspondant. En particulier un iden-
|tificateur peut posséder une constante (4 la suite d'une déclaration de
constante) ou une variable (nom au sens d'Algol 68) qui repére une valeur.

On introduit le symbole :
- pep : qui formalise la fonction repére

- type : qui associe d chaque objet interme son type : reel, ent, bool pour yne

constante ; repére reel, repére ent, repére bool pour une variable.
Enfin un dernier type sera utilisé pour les phrases qui ne possédent pas
de valeur [3.4] (ex : appel de procédure car nous ne considérons que des

procédures sans résultat) : c'est le type neutre.

Enfin parmi les autres symboles fonctionnels, un certain nombre formalisent
les opérations arithmétiques et logiques (moins, plus, mul, div, ou, et, non).
Les principales modifications élémentaires de ¥ sont :

s ST '
“

- affect : schema de modirications 3 deux paramdires « et L [ormalisan

£ := £ . I1 modifie le seul symbole rep et est défini par les axiomes

- = 7 ' =
X ffect(x,E) {type poss x = type pose E Drep' poss x = rep poss EIV

{type poss x = repére type poss E Drep' poss x = poss A
{rep' u = vep u | u # poss z}

le premier axiome concerne les affectations dont le deuxiéme membre posséde un nom,




s
le deuxiéme concerne celles dont le deuxiéme membre posséde une constante

- var : schéma de modifications & deux paramétres t et x qui formalise la déclaration

de variable t z.
Seuls les symboles type et pogs sont transformés :
Xvar(g,x) = {type’ poss’ « = repére t} U {type' u = type u | u # pose’ z} U
{poss' y = poss y | y # x}
- const : schéma de modifications 3 deux paramitres z et E , qui formalise la
déclaration de constante & = E .

Le symbole poss est modifié :

X const(z,5) = {type poss E = repdre t Dposs' = = rep poss £ | t € {bool,ent,reel}}

{type poss E = t Dposs’ = = poss E | t € {bool,ent,reel}}

{poss' y =poss y | y # z} .

3.2.3 Le langage pivot LS, :

S
oit P le programme de LS. Le programme P, du langage pivot LS, associé 3 P
est la ramification engendrée par la grammaire de LS et dont le mot des Feuilles
est P . Toutefois nous supposerons exclues de cette ramification certaines branches

qui n'ont aucune utilité sémantique.

Par exemple la phrase pivot associde 3 la déclaration de constante x = 3.5
du programme P sera :

I programme

bloc

déclaration de constante
identificate popaEition

5 terme

3.6

De la ramification syntaxique initiable on a supprimé les branches relatives
aux symboles debut, fin, = .

On peut également utiliser la traduction langage évolué + langage pivot
pour résoudre des problémes tels que la protection d'identificateurs au sens
a'Algol 68 [A-6.0.2 d)|. C'est-d-dire que si un méme identificateur fait 1l'objet
de deux déclarations (de variable ou de constante) dans deux blocs dont 1l'un est
inclus dans l'autre il faut changer 1'un de ces identificateurs.

Dans la suite et pour alléger les notations, nous ne représenterons que le

mot des feuilles d'une telle ramification. Etudions maintenant la notion de calcul.

3.3 Calculs :

3.3.1 Calculs finis et infinis :

Une élaboration d'un programme P d'un langage algorithmique :Zg est une
suite d'élaborations de phrases élémentaires de P définie : - par les données de P
- par la structure de P.

Une telle suite s'appellera un calcul. On est conduit a:

Définition 1 :
Un calcul du langage jéé est une suite finie ou non d'éléments de 1l'ensemble

V&od des modifications élémentaires de la structure d'information de %% .

- Un calcul fini est un &lément du moncide libre Meod ™

- Nous noterons tbod” 1'ensemble des calculs infinis de %g et
HMood” = Hood* U chhod®
r< z . z . - =<
On étend l'opération de concaténation a,vlnd par :

- siom = (a),8p,...a) € Hooa®

1
_ w
et m, = (b.by,...sb )€ Ao od
alors m, . m, = (alaQ""’an’bl’bQ""’bm)

. w L =
-sim € od” et m, echod alors mo.omy =
Ainsi (cMod®,., A) et (hod”,., N) sont deux moncides (ol Aest le mot
vide).

Fn particulier (a..a_.....a Yeta, . a, ... . &, sont deux représentations
1 Z = i &

du méme mot.
Exemples :
1) Dans LS, en début de programme,

début réel x ; réel y 5 y := 3.4

sera associé le calcul :




var(zdel,x) . var(pdel,y) . affect(y,3.4)

avec var schém; ifi i i
; a de medification associé 3 une déclaration g i
formalisant 1'affectation. TS e

2) Considérons la déclaration de procédure de LS :
proc f : début x := 1 ; Ffin .

L g

e caleul formalisant un appel de f est le calcul infind

affect(z,1) . affect (®,1) . affect (z,1)

a) Calculs finis :

Tout g interp
rrsaton 1o falcul fini peut &tre interprété comme une modification de ¥
interpréte la concaténatio:
o 0 comme la compositi i
des modifications €lémentaires, e o Hordee taverse)

Ainsi ¢ = e

=y A\
noﬂn_lo...o'nzo’ﬂ'leﬂod F

2 * +++ » T sera interprété comme 1a modification

On retrouve
g
ve la notion de fonction de chan; ement d'état sans oublier pour

autant l'histoire de 1'élaboration du programme

F . . z 2 :+
EXEHIEle Soit ad: (I‘eSP . aff) le schéma de modifi cations & lémentaires défini en
2.6 exemple 1 l
. (resp « 1 2.6.1 exemple 2)) traduisant 1'ad 'onct:wn d'un elément
4 une liste (resp. l'affectatlon d .
une valeur 3 un €lément 4 'une 1i ste
)

Au calcu € = adj(s't) . aff s t,a) . ad' 8 t) . aff(s t,b est
associée la mOdlflCathl’l m transformant, par exemple la liste finie :
>

2l
v = .
StEa 0gign1

s t=zuw

ol n >k en la liste

i _
A 0§igk
k+1
v s =
(1) @
Vsk+2t:b

V1= .
L StEa, kigignn

b) Calculs infinis :

Un t - s
el caleul ne peut &tpe interprété comme une fonetion

H

Deux attitudes (au moins) sont possibles :

e b e

- décider de ne pas interpréter un tel calcul

- associer & ce calcul a8y aee @y e la suite de fonctions 81581500058 5000

Remarque 1 : d'autres approches (méthode de Vienne par exemple) préférent définir
un caleul comme une suite d'états de mémoire. Il faut remarquer qu'un tel &tat
contient le programme considéré et un compteur ordinal indiquant le numéro de
1'instruction en cours d'exécution. Un tel point de vue serait possible ici en
associant au couple formé par ce calcul ay...a et une information "initiale" I,

de la structure Y1a suite infinie d'informations définie par I,= an(In—l) pour

nxl.
L'association d'une suite de modifications 3 un calcul infini peut &tre plus

délicate que ne semble le montrer ce qui précdde :

Soit g la procédure de LS définie par :

proc g : debut g ; x := 1 fin .
Nous verrons qu'd un appel de g on associe l'équation & point fixe [3.3.3] :

g = & . affect(z,1) .
Or avec les définitiens précddentes cette &quation n'admet pas de solution

dans thod® .

Pour rendre compte de tels appels il suffit d'introduire un symbole § qui s'inter-

prétera comme la modification identique et d'associer 3 1'appel de g 1'équation
v " . s s
g=6.g . affect(x,1) qui admet comme solution le calcul infini :

§ .6 .6 ... auquel on associe la suite de modifications :
i, i, i, ... ol i est 1'identité.
L'introduction de 6 correspond bien 3 la rdalité car on réappelle sans cesse

la procédure g et chaque appel prend un certain temps. Pour &tre tout-d-fait correct

il serait donc nécessaire d'introduire un ensemble hod dont les éléments seraient
des '"symboles" et une application de thod dans hod . Un calcul serait alors un

é1ément de Umodm, le symbole § ayant pour image la modification identique. Par abus

de notation nous confondrons dLod et bkod.

3.3.2 Ensembles et schémas de calculs :

3.3.2.1 Ensembles de calculs :

o
Si la concaténation de vhod permet d'exprimer 1'élaboration des phrases
sérielles (au sens de [ A]), il faut pouvoir rendre compte des propositicns condition-

nelles. En effet i tout programme qui contient une telle proposition C est associé




plusieurs élaborations possibles selon que, en fonction de donndes, c'est la
"proposition alors" de C ou la "proposition sinon" qui est &élaborée. La signifi-

cation d'un tel programme n'est pas un calcul mais un ensemble de calculs. Cette

notion est &galement nécessaire pour rendre compte de l'indéterminisme, et en

particulier de celui qui provient des propositioas collatérales [3.3.3.2 c)].
Exemple : & la phrase 8t b alors ¢ := 3 sinon y := 4 de LS
est associé l'ensemble de calculs :

j(rep poss b, urai).affeét(m,z)LJ J(rep poss b, vrai).affect(y,4)

ot j{u,v) (resp. j(u,v)) est la modification identique sur 1'ensemble des informa-

tions I telles que u v €I (resp. TJu = v €1I) et elle transforme I en 1'infor-
mation inconsistante F si Tlu v &I (resp. u = v €1).

Remargue H
Cette notion d'inconsistance sera fré uemment utilisée par la suite pour

"éliminer" certains calculs associds a un programme :

- soit parce qu'd la suite d'un test un tel calcul correspond 3 la branche de
1'organigramme du programme que 1'on ne suit pas. C'est le rSle de j et J d'expri-
mer ce choix. Ainsi pour un programme déterministe et une information initiale

donnée, un calcul au plus conduit & une information inconsistante.

- soit parce qu'il faut exprimer le non défini au sens de [AJ . Par exemple tout
calcul Algol 68 qui contient le calcul associé & la décluration d'identité :

(7:28] ent t = (4,2,1) conduit 3 une information inconsistante [6.2.3] .

Si on généralise la notion de langage au cas des mots infinis, un ensemble de
calculs sur JLod est un langage. En particulier suivant la manidre dont il est
défini on obtiendra un langage régulier (associé & un organigramme ou schéma de
programme), un langage algébrique (associé 3 un programme contenant des appels de
procédures sans résultat ni identificateurs locaux) etec... L'étude de ces ensembles

de calculs est ébauchée par PAIR [3].

3.3.2.2 Schémas de calculs :

N

A une procédure 3 paramdtres doit correspondre une infinitéd de calculs. Une

~

fagon d'en rendre compte consiste & introduire la notion de schéma d'ensembles de

calculs (c'est-i-dire d'ensembles de calculs dépendant de paramétres). Elle permet-
tra de rendre compte &galement des propositions élémentaires définies de manidre
récursive (telle que 1'affectation en Algol 88) et qui ne peuvent donc &tre forma-

lisées par un simple schéma de modifications &lémentaires.

Pour alléger le texte nous &écrirons schéma de calculs plutdt que schéma

d'ensembles de calculs. .
Un tel schéma C sera une application de S e e
¢ la structure d“information) dams gf(eMood Yoin€©MWMN. .
U s" de maniére
ne ™

(S est l'ensemble des schémas

fonctionnels d aaer'
simplifier les définitions ultérieures on le prolonge & S =

= i écisément :
que C(ul,...,up) =9 sip#n . Plus pré
Définition 2 : .
Un schéma de calculs C de la structure d'information

N i i i turel n unique vérifiant :
de s* dans 3*(el>od ) telle qu'il existe un entier na

est une application

p#n =P C(ul,.-.,up) =9

n est le nombre d'arguments de C .

é ifications
Tout schéma de calculs C peut &tre interprété comme un schéma de modifica

T
= U m 0 ++s 0 M
avec M(up,e.-u) ser M 1
. . = U m, « sae o M
si C(ul,.. ,Un) den li ni

¢ et T sont associés.

Exemgles :
3 = .( ) (€ ,a).ad'(s )IE
1) Dan ture de liste (s a b) adj(s a 8
) s la structu 3 (& t, t £f 07 ( y t )

. - . £16 (conTia
[3 2.2 exemple] est un schéma de calculs 3-aire. Il peut &tre interpréte ¢

le schéma de modifications :
+1 k+1 coekyy
Tiks,a,0) = arfel,b) o adi(s ™) o azf(s ™ t,a) o adi(e"D)
2) Dans la structure de LS, 3 la procddure f définie par :

proc f [ent a, ent b, ent d] : début st a & b alors début d := a fin
T sinon début d := b fin fin

Yoo s .
est associé le schéma de calcul f défini par :

?(a,b,d) = 3(inf rep poss a rep poss b, vrai).affect(d,a) U
3(ind rep poss a rep poss b, vrat) .affect(d,b)
% est interprétable comme le schéma de modifications jV :
M(a,b,d) = affect(d,a) o j(inf rep poss a rep poss b, vrai) \J

affect(d,b) o j(inf rep poss a rep poss b, vrat)

T



Notation :

3.3.3 Systéme de calculs et opérations

3.10

EF(S*, q’(°Msodw)) représente l'ensemble des schémas de calculs de § .

sur les schémas de calculs :

3.3.3.1 Systéme associé & un programme :

La définition de la syntaxe d'un
peut &tre donnée, par exemple, par une
(Algol 68). La définition du schéma de
& un programme P d'un tel langage sera

x

ciation 4 P d'un systéme 3 point fixe.

Exemple :
Soit P le programme LS :

début  ent m, ent y ; lire(x) ;

e

Eg £

langage de type algol est récursive ; elle
C-grammaire (LS), ou par une double grammaire
calculs (en fait ensemble de calculs) associé

aussi récursive ; elle rédsultera de 1'asso-

st @ > 100 alors début y:=z-10 fin
sinon début y:=91 fin fin

3

A un tel programme on associe le systéme :

E.E
1 By - By

o P) ME,) pour i=1,2,3

vy
P=E

: s . v . .
Il est formé d'une équation liant 1'inconnue P assocife 3 P aux inconnues

associées aux phrasescomposantes "directes" de Py ainsi que des sous sytémes

associés & chacune de ces phrases.

Par exemple si Cl est le bloc suivant alors dans E3

et C, est le bloc suivant ginon on a :

)

ME,)
E dhic,) 11,2

ol j et j sont définies en [3.3.2.1].

" . N =, .
E3 = j(inf possl00 rep possm,vraz).ClL)j(znf poss100 rep possx,vrat).82

5

Ainsi définir le schéma de calculs associé & un programme quelconque d'un

T mw s e v

langage 2y c'est assucler d chaque Type de construction des phrases du langage

X

un systéme

a point fixe appeld systéme des calculs.

Notation : Si P est une phrase d'un langage éf Jh(p) désigne le systéme de

calculs associés a P ? est l'inconnue correspondant d P dans ce systéme.

Précisons la forme de ces systémes :

En reprenant les notations de [0.1.2] et [0.1.3] soit %= s . i Mood™) ;

nous considérons dans la suite le treillis (;g, C) (ou C est 1'inclusion ensembliste—
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étendue EEF[O 1.1.1]). Il est clair que les ensembles de calculs sont des éléments

de ce treillis (schémas O-aires).

. N Sbpi-
Les fonctions de base des systémes de calculs, qul sont des systémes algébr

érati é de calculs.
ques sur—ig, sont les opérations sur les schémas

Définissons-les maintenant :

3.3.2.2 Opérations sur les schémas de calculs :

a) Concaténation :
G2 -~ . 3 d
la concaténation "." de d*nd s'étend en une application :

Fs*, Pichoa™) x F(s*, F (hoa™)) — F(s*, F(dhod )
: (€6,) B G e

définie par :
; secz(ul,...,un)} :

Cl C2(u1,...,un) =z {08 | o GCl(ul,...,un)

U & ité, quitte & les
(On peut toujours se ramener au cas ou Cl et 02 ont méme arité, q

composer avec des projections).
i été i sont les schémas
¢,.C, peut &tre interprété comme 'ﬁ} ° TTl si TTi et 1Té
de modifications associés respectivement a C, et Cye

i ition
Rappelons que cette notion permet de rendre compte de la notion de proposit

sérielle.
Exemple :

Si P = d_ébu_tnl-,nz-,...;nn;Pl;Pz;..
(les Dy étant des déclarations, les P, des prop031tlons)

.,P fin est un bloc quelconque de LS
le systéme associé est

donc @
n N N A" N N
B=B, .8, ... .5 F LBy .?’m
(@) Mip,)  iz1,n
Jo(p,)  i=1,m

b) Réunion :
Frs*, Fiohod™) x F (s, Fhood™)) — F(s*, & (thod™)
U: (€;5C,) > C UG,

avec ClLJ CQ(ul,...,un) = Cl(ul,...un) v C2(u1""’un) R




Cette réunion permet en particulier de rendre compte des propositions condi-~
tionnelles :

Exemple :

Soit P = g7 T alors P1 stnon P, une proposition conditionnelle quelconque
de LS.

On doit distinguer parmi les termes ceux qui possédent des variables de
ceux qui possédent des constantes. Dans le premier cas ce n'est pas la variable

qui est intéressante mais la valeur qu'elle repére (il faut un deveperage au sens

de [A]),

LR U (j(type poss T, repére t) . (j(rep poss T, vrai)

t € {reel,bool ent} = i
— j(rep poss T, vrai) . ¢,

S|
%

Ao(P) U j(type poss T,t) . (j(poss T, vrai) . 81 ]

= = (gl
j(poss T, vraz) . (22)

c) Mélange :
Si la multiplication permet de rendre compte de la notion de proposition

sérielle, le mélange permettra de formaliser celle de la proposition collatérale :

an: F (s, Brokoa™) x F(s*, Fiehoa™) —» Fs, Fledod™)
défini par :
1) Sioetpappartiennent & CMaodau alors :

M (a,B) = {ao.bl...bﬁ.an | a,+8.e.a 203 by = e ¥ (hod™

2) Si A et B appartiennent 3 %‘f(d{oodw) alors :

N(A,B) = {M(a,B) [ @ €A, BE€B} siAetBZQ ;M(A,0) =0 .
3)ysic et c, & Fis ,Fiehod)) :

M s AN N opms s .
: \\ul,t.2} kul""’un’ Bl \thul,...,un), (’Q(ul""’un))'

On peut vérifier queM ainsi définie est associative et définir le mélange
d'un nombre quelconque (fini) de schémas de calculs.
B Gohee L Losla s
n particulier la notationm : 1/('VL (Ci) sera préférée a M(Cl’CQ"“’Cn)
1 K ~ <ign : :
et M (C"""Ci) aura le méme sens que ML (CJ) ou que  avC (Ao (c))
i g

1sign 1Kign 1¢ign 1<k
<3¢k
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(On traduit que deux propositions s'élaborent collatéralement en exprimant qu'il
n'y a aucun ordre 3 priori entre l'élaboration de 1'un des constituants de cette

proposition et un constituant de 1l'autre).

Exemple :

Soit P = D.,D,,...,D_ une déclaration collatérale de LS,
4252 n

le systéme de calculs associé est donc :

¥= oo ()
igig¢n
Ho(p) "
(Di) iTl5:0050
d) Substitution :

L'introduction de schémas de calculs permet de rendre compte des procé-
dures dépendant de paramétres. Il faut imtroduire un outil traitant le cas des
identificateurs locaux i une procédure. Pour une procédure récursive par exemple,
un identificateur local représente un objet différent pour chaque réincarnation
de cette procédure. Intuitivement, & chaque appel de la procédure on transforme
les identificateurs locaux en identificateurs qui n'ont jamais &té utilisés avant
cet appel et qui ne seront plus utilisés aprés (on peut concevoir lors du premier
appel de transformer tout identificateur local x en %!, lors du deuxiéme appel

en z" etc... en faisant 1'hypothdse qu'd l'extérieur de la procédure, x5 T .

N

a'ont aucune occurence). Nous formaliserons cette idée en.associant a tout appel

AP de procédure une application tA de "'J'{(S‘t ,@(fﬂmdw)) dans lui-méme. Plus préci-

P
sément un symbole fonctionnel 2-aire sub de la structure d'information permet
d'exprimer la "transformation" de tout identificateur local x 3 la procédure P en
un nouvel identificateur sub Ap x lors de 1'appel Ap de P. 'GA est alors défini
par : P
'CAP(Tr(ul,...,un)) = T (sub Ap Upsee ,eub Ap u)
pour tout schéma de modifications &lémentaires T 3 n arguments. ‘CA se prolonge

P
alors immédiatement aux schémas de calculs si on impose que :
(1) B, (c.c,) =G (e . By (ey)
P P P
(2) %Ap(clu%) E ‘GAP(cl) v -GAP(CQ)

pour tous schémas de caleuls C;5 C,
(en particulier on déduit de (1), (2) et c) que

'GAP( om(e,,¢,)) = M ‘GAp(cl), zAp(cz)).
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Remarque :

Un probléme subsiste quant aux identificateurs non locaux : il est bien
évident qu'une substitution doit les laisser invariants.

Deux solutions peuvent &tre envisagées :

- ne pas admettre d'identificateurs globaux dans une procédure d'un langage :4
g

ou du moins dans une procédure du langage pivot associé

- imposer certaines propriétés au symbole sub : sub Az = x si z est un identifi-

cateur global & la procédure dont 1'appel est Ap.

e) L'opérateur A :

L'association d'un systéme & une phrase ne contenant pas de paramétres
formels (n'apparaissant pas dans un corps de procédure par exemple) est relative-
ment aisée, mais d&s qu'apparaissent de tels paramétres un certain nombre de
problémes se posent.

Par exemple dahs un systéme algébrique il faut que les fonctions figurant &
gauche et d droite du signe = de toute équation "dépendent des mémes variables"
(qui sont ici des paramétres formels, c'est-d-dire des identificateurs). Or
lorsqu'on défini le systdme associé 3 une procédure, il se peut que des "variables"
du membre gauche de 1'équation n'apparaissent plus directement dans le deuxidme
membre mais par 1'intermédiaire de schémas fonctionnels.

On résout le probléme en introduisant 1'opérateur d'abstraction X qui permet
de définir correctement des schémas de calculs de la méme maniére que 1'on définit
les ensembles de calculs [Ll].

Exemple :

Considérons la procédure f de LS définie par :
roc réel éel : A = ~ £
proc f [réel z,, réel a,, réel z3] : début st z, § =, alors début g5 i= 2, = 2, fin
stnon début 2z iT 3; = 24 fin fin .

On peut définir le schéma de calculs ¥ associé & £ par :

~

4y
{ £ = XzI Azg Az3 (j(inf rep poss 2, rep poss zy, vrat) . P, U
)

=

»
€

j(inf rep poss 2 rep poss z,, vrat) . P

N

:)(a(xz] Aay ey By is1,2

Remarque :
Pour que la définition de A soit correcte, il est nécessaire que B1sBgsiy
soient des variables du systéme formel de la structure d'information. Rappelons

5

[2.5.3.2j que de telles variables sont associées & chaque ensemble de symboles
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fonctionnels *Sj (13 € m) .
X véprifie les propriétés suivantes :

Soient #,,...,2, € 2 = Loz, , Ty, M, € hod et ‘EA une substitution.
% 1gigm * P

Azn T, » A, .. Azn T

LT, = Az 1 1

2 R

—le e )\Zn'ﬂ' 2

1

- AZ_ ..o A2 T LT, = Az

1 2 ™ 5 7 0 Azn nllJ Azl vee Azn L)

A

-%AP(;\ZI T IR 'Gp(vr) .

£) L'opérateur de troncation b4

Depuis quelques années un certain nombre d'auteurs dénoncent la présence
des instructions de saut dans les langages du programmation usuels, en lui repro-
chant de "casser" la structure logique des algorithmes. En particulier DIJKSTRA
dans [S 17] propose de supprimer les sauts et de ne conserver que les procédures
et les instructions d'itérations (boucles). L'actuel essor de la méthode dite
de "programmation structurée" ne peut que fortifier ce point de vue.

Dans notre formalisation de la sémantique d'un langage, pas plus que les
sauts nous n'accepterons d'instructions d'itération. Mais il a déja été montré
(VAN WIJNGAARDEN [ S 56 |, LANDIN [S 31 |, HOARE [S 24 ) que toute instruction
de saut peut &tre remplacée par un appel de procédure. Cette procédure doit cepen-
dant présenter la caractéristique suivante : sa derniére instruction exécutable
doit &tre une instruction d'arrét du programme complet, et mon pas un retour a
1'instruction suivant 1'appel.

Pour cela nous introduirons une instruction élémentaire "stop" dans tout
langage pivot dont nous définirons la sémantique, la modification &lémentaire
;Z;; associbe ne sera pas définie : une fonction de base %3 du systéme de calculs
Mo(P) associé 3 un programme P quelconque a pour rdle de tronquer a partir de

8top tout (schéma de) calcul la contenant.
Cest définie par :
‘€(w) = T pour toute modification élémentaire T différente de stop
€(c; . stop . C,) = ‘:(Cl) pour tous caleuls C,,C,

ge,dey) = ;(Cl) v B, -

g) Conclusion
On vérifie que les fonctions de base définissant le systéme de calculs

q * @
c)‘o(P) associé 3 un programme P sont continues dans le treillis (?(S ,Sg(buaod )).C).
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(P) admet donc un point fixe minimal [0.1.1.3] ; le schéma de calculs (en fait
ensemble de calculs) défini par P est la composante correspondante dans cette

solution minimale.

3.4 Axiomes associés 3 une proposition : systéme des acecds :

Nous avons déja remarquéd que la frontidre séparant les notions d'instructions
et d'expressions n'est pas trés nette ; c'est en particulier le cas en Algol 68.
8i nous rendons compte des actions décrites par une proposition en lui associant
un systéme de calculs, il faut rendre compte de la notion de valeur de cette
proposition et pour cela nous lui associerons un accds dans la structure d'infor-
mation.

Cette association se fera par la définition d'axiomes, ou plus souvent d'un

systéme d'axiomes caractérisant cet accds ; comme le systéme de calculs il

sera, en général, défini de maniére récursive : c'est le systéme d'accés.
Notation : Si P est une phrase d'un langage éﬁé , on note V(P) le systéme d'accds
associé & P et il n'y a aucune ambiguité A noter encore P 1l'accés associé 3 cette

phrase dans la structure d'information.

Exemple :
Soit P la proposition conditionnelle de LS :
P P2

8t d § 0 alors début = := d ; vrai fin sinon début = := -d ; faux fin

pose P = cond(inf rep poss d poss O, vrai, "poes P, poss P2)
T
Ve,

V()

(les parenthéses dans cond [2.5.2 exemple 2] ne servent qu'a améliorer la compréhen-
sion)

avec, par exemple, 1’(?1) {poss Pl = vrai

Remarque :
La nocion d'accés associé a une phrase peut se concevoir de deux maniéres
i) On suppose i priori que toutes les phrases du langage ég sont des symboles
O-aires de la structure d'information de ég g L‘ensemblg des axiomes des
systémes V(P) fait alors partie de l'ensemgle X_ des axiomes propres de la

structure (voir en particulier [5.1] remarque 1).
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ii) Si par contre on exclut ces axiomes de )(p on est conduit 3 considérer le
5

systéme a'axiomes U(P), associé & un programme P, comme définissant une

extension de la structure initiale [2.5] par adjonction d'accés nouveaux.

La deuxidme interprétation permet peut &tre de concevoir notre démarche
de maniére intuitive :
- les axiomes propres Xp de la structure définissent un cadre pour les
informations qui représenteront les états de mémoire
- les axiomes de Y(P) correspondent 3 la phrase statique du traitement du
programme P. Toutes les 'relations" qui y sont définies sont connues 3
la compilation
~ le systéme M(P) décrit 1'exécution du programme : phrase dynamique.
Le choix entre i) et ii) est affaire de gofit, il est certainement guidé
par un souci de simplicité de description.
Nous utiliserons ii) dans la définition de la sémantique de LS en [ 3.5 et i) dans

la formalisation d'Algol €8.

Notation : S(P) représentera le double systdme de calculs (Mh(P)) et d'accds
(Y(P)) associé i la phrase P .

3.5 Sémantique de LS :

3.5.1 Introduction :
Rappelons bridvement la méthode proposée pour définir la sémantique d'un

langage de programmation -8; g

a) définition de la structure d'information associée a &%

b) définition du langage pivot ugg et du procédé de traduction de %g
{=}
dans $
8o

¢) association d'un double systéme de calculs et d'accds 3 tout type de

phrase défini par la syntaxe.

[ Dans LS le systéme d'accds associé 3 une phrase P définira l'accés P & 1'aide

=

et oo ogme=mem 22y
A7 axiomes HuuveEaux | o4 Leldrque il

.

On peut schématiser cette démarche de la fagon suivante :
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programme P

ystéme de
calculs

systéme
d'axiomes,

extension
cohéma de caleuls =
schéma de modifications
54 FEy a1 Calculs I, I

o1 ¥ est la structure d'information, I, 1'information initiale (contenant les
données du programme si on formalise les ordres de lecture) et If est une informa-
tion de ¥(P) : information finale.
(Dans le cas d'un programme indéterministe If devrait &tre remplacée par un
ensemble d'informations).

Les étapes a) et b) ont été effectubes pour LS de manidre informelle en

[3.2.2]) et [3.2.3]] . Décrivons maintenant c).

3,5.2 Doubles systémes associés aux phrases de LS :

On traite tour 3 tour les différents types de phrases définis par la syntaxe
de LS [3.2.17] :

a) Si P est le bloc début Dl;DQ;...;Dn;Pl;Pzg...;Pm fin
M(P) est défini en [3.3.2.2 a) exemple]
(P) est donné par :
poss P = poss P
Ver) E
Ve )
m
celle de P_ (ce peut &tre une variable si P est un identificateur défini par une
m

déclaration de variable).
b) Déclarations :

bl) Si P est la déclaration collatérale Dl’DQ""’Dn 3
Jo(P) est définie en [3.3.2.2 c) exemple:[et comme & une déclaration n'est
associée aucune valeur () = # (il ne s'agit pas non plus d'une instruction

auquel cas on aurait type poss P = neutre)
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b2) Si P est la déclaration de variable t x ol t est un type et x un identifica-

teur, le double systdme la formalisation est donné par :

Hp) {% = var(t,z)
V) =g

{43}

oll var est le schéma de modifications élémentaires associé aux déclarations de
variables [3.2.2].

b3) Si P est la déclarvation de constante z = E ol x est un identificateur et E

une proposition, le double systéme associé est donné par :

e

ho(P) { ¥ = const(x,E)
TE) =90
const est défini en [3.2.2].

b4) S8i P est la déclaration de procédure proc f [glzj,...,gnzn] PP
ol P, est un bloc dans lequel apparaissent les n paramétres formels Brseeesd .
Intuitivement une déclaration de procédure doit "créer" les objets utilisés dans
un appel :
- schéma de calculs formalisant les actions résultant de l'activation de la
procédure
- symbole fonctionnel permettant d'accdder au résultat de la procédure

(exemple : f en [2.5.3‘1 exemple 2]).

LS ne contient que des procédures sans résultat, le schéma de calculs ?

associé & f sera défini de maniére naturelle par :
E-A

ey § Feie .
()
1

On exprime en particulier que 1'élaboration de la déclaration P ne comporte

}\ lad
g cv My . Pl

w©
aucune action (A est 1'élément neutre de Hod™).

Comme f est une procédure sans résultat :

Tier =6
Remarque : Si f était une procédure & résultat on défirirait le symbole nouveau
n-aire f dans ).

¢) Proposifions :

cl) Si P est la proposition conditionnelle st T alors P, sinon P, Mo(P) est
défini en [3.3.2.2 b) | et () est domné par :



{type poss T = repdre t D poss P = cond(rep poss T, vrat, poss P, poss P2)|
t € {réel, ent, bool}

{type pose T = t D poss P = cond(poss T, vrai, poss P, , poss )|
(p)

t € {réel, ent, bool}

ez

Ve

T
Selon que la valeur possédée par T (ou repérée par la variable possédée par

P) est vrai ou faux, lavaleur de P est celle de P, ou celle de P, .
c2) Si P est 1l'affectation « := T le double systdme associé est donné par :

J B =T . affect(x,poss T)
F)
$(p) o (1)

posg P = poss z
)
¥

c3) Si P est 1'appel de procédure f(xl,xg,...,mn) le double systéme associé est :

Ho(P) {% = ‘Gp(}‘(xl,...,xn)

Ter) {type poss P = neutre

)

Rappelons que %p est une substitution des variables locales de la procédure

[3.3.2.2 O]
d) Termes :

dl) Constantes :
Le type et la valeur associée sont définis dans la structure d'information.

Aussi pour toute constante P

Ay § ¥
3 ey = g

"
>

d2) S1 P est un identiticateur, i1l est aérini par une déclaration de variables vu

de constante qui précise : type et valeur. Aussi :

h(P) {% e A
fGpy = 9

Ly
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d3) Si P est une formule les parenthésages imposés ne permettent que l'une des

formes
a) T, op T2
) op Ty
a) les seules actions associées 3 cette formule sont les élaborations de T1 et T2 H
B = \(T,,T,)
oy 4, P2
c}o(Ti) i=1,2
= (e) = o IED
:f(P) {type poss Tl = repére 't A type poss ’I‘2 = repére t
— 1
poss P = op rep(e)poss T, rep(e )poss T, | t €{reel, ent, booll;

Up)

€= 0,1, ' = 0,1}

Wir,)  i=1,2
-

On exprime d'une part l'élaboration collatérale de Tl et T, ,

¢ on mnote 55 le symbole

d'autre part

que la valeur de la formule se déduit de celles de Tl et T2
fonctionnel 2-aire associé 3 op (par exemple moins est associé d "-", plus a "+"

(g)

etc...) 3 enfin repére représente repére si € = 1 et le mot vide sinon.

Pour &tre tout-a-fait correct il faudrait distinguer, suivant 1l'opérateur,
différents types de formules et effectuer un contrSle sur le type des opérandes.
B) y ?y

() !
)

\S(P) {type poss Tl = repére(g)’_c Oposs P = op rep(a)poss Tl|
T t € {réel, ent, bool}}
Vi)

=

Les remarques sont analogues d celles de ).
enfin le cas ol le terme est un bloc est traité en a) ce qui termine la bréve
définition de la sémantique de LS. Nous allons maintenant formaliser celle d'Algol

68.
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4, LA STRUCTURE D'INFORMATION D'ALGOL 68

Nous allons appliquer la méthode précédente au langage Algol 68 (plus préci-
sément ( [5:|) 3 un sous langage d'Algol 68).
Bridvement, rappelons qu'il s'agit de formaliser (avec la terminologie de [A])

L'association & tout programme Algol 68 d'un ensemble d'actions formelles

(calculs) qui sera 1'élaboration du programme ; actions qui portent sur un ensemble
d'objets entre lesquels, & tout moment, certaines relations peuvent &tre vraies
(information) [4-2.2] .

En reportant au chapitre [6] la définition des calculs associés & un programme
nous allons déerire, dans la suite de ce chapitre, d'une part le systéme formel F
associé au langage Algol 68 ( [4.1] }, dtautre part 1'ensemble dod des modifications
élémentaires associé 3 ce systdme ( [4.2] ).

Au chapitre [5] on définit sommairement un langage noyau d'Algol 68 qui permet
de simplifier la forme de certaines constructions.

Dans ce chapitre et dans les deux suivants, S - (EF,JLod) désignera la

structure d'information Algol 68.

4.1 Le systéme formel d'Algol 68

4.1.1 Introduction :

Les objets et relations sur lesquels portent les traitements d'un calculateur

hypothétique sont définis en [A—?] , aussi la définition du systéme formel ¥
va-t-elle reposer sur ce chapitre du rapport Algol 68.

En [4.1.2] et [4.1.3] sont décrits les schémas fonctionnels de F qui forma-
lisent ces notions d'cbjets et relations de [A—Z] 3 ils seront, pour la plupart,
déduits directement des pavagraphes | A-2.2.17 & [A-2.2.4] .

En [4.1.4] on définit 1l'ensemble A des formules atomiques et em [4.1.5] on

introduit les axiomes spécifiques de ¥ qui formalisent les propriétés des relations

entre objets.
De 1'étude menée en [2] , il ressort [2.3.2.7] que le systime formel associé
3 une structure d'information dépend de quatre paramétres
i) 1l'ensemble L des symboles fonctionnels
ii) la puissance m de ces symboles (c'est le nombre d'ensembles qu'il faut
introduire pour interpréter les éléments de L)
iii) la fonction profil pl

iv) l'ensemble Xp des axiomes propres de la structure




(la donnée des trois premiers paramétres permet de-déterminer successivement
- l'ensemble S des schémas fonctionnels de g E2.3.2.2] et en particulier
L'ensemble S des schémas fonctionnels de type k (1 & k & m)
- l'ensemble A des formules atomiques [2.3.2.3]
- l'ensemble F des formules
enfin 1'ensemble X  réuni i l'ensemble X, des axiomes logiques définit les

axiomes de F).

Notations : Il est agréable pour la suite d'introduire des connecteurs logiques

n-aires (n » 2) : AN et \V4 définis par récurrence :
l1gkgn 1<kgn
~si n =2 alors /\ L remplace (?11\ tf2 et v \Pk remplace
15kg2 15kg2
VY
-si n>2 alors A ?k remplace ( A Qk) A P, et
1<ksn l1gkgn=1
vV ¥, remplace ( \/ ﬁ?k) thn .
1g&kgn 1£kgn-1

4.1.2 Définition de 1'ensemble L des symboles fonctionnels

L= \.J Lq ot Lq est l'ensemble des symboles fonctionnels gq-aires ;
qQ >0
les ensembles Lq sont disjoints deux a deux (q % o) .

4.1.2.1 Définition de Lo g

Tout objet interne [A—2.2.l] est 1'image d'un objet externe par la composée
d'un certain nombre de fonctions d'accés ; c'est-d-dire en termes de schémas
fonctionnels : tout schéma fonctionnel se termine par un symbole O-aire dont
1'interprétation sera un objet externe. L'ensemble L0 des symboles O-aires
sera donc essentiellement constitué d'éléments dont les interprétations seront
des objets externes (ensemble de définition de la fonction posséde [A-2.2.2 )] :
ce sont les objets directement accessibles par le programmeur.

On trouvera de plus dans LO des ensembles non explicitement déerits dans
le rapport Algol 68 et qui sont introduits pour les besoins de notre formalisation.
Les différ?nts sous ensembles de L sont donc :

a) L;d (resp. LZP) ensemble (dénombrable) des symboles O-aires pouvant

&tre interprétés comme des identificateurs (resp. des indicateurs d'opé-
rations) utilisables dans un programme Algol 68
Dans la suite de [4] nous abrégerons en général "est le symbole pouvant &tre

interprété comme" en "est".

b) Lze = l---) LzEk (resp. L:nt = LJ LGt k) 5 Lgek (resp. LGt k)
31 k%1
est l'ensemble des notations de réels (resp. d'entiers) de longueur k
[a-2.3.3.1. b)Y .
bool

c) Lzar (resp. L ) est l'ensemble des notations de caractéres (resp. de

z . . bool .
booléens) ; en particulier Lo = {vrat , iaux}

a) {nf1} [A-2.2.3.5 a)]
e) L;nd est l'ensemble des indicateurs de mode [A-H.? b)]
£) Lgrlm est l'ensemble des déclarateurs primitifs de mode algol 68

P = (ent, reel, bool, ear, proc} [A-7.1.2 ¢)]
(on inclut proc dans cet ensemble comme déclarateur du mode procedure sans para-
métre ni résultat).
Nous définirons un symbole unaire "i{ndique" qui sera interprété comme une
fonction associant 3 un déclareur de mode le mode qu'il spécifie [A-7.1].
Enfin nous introduirons un certain nombre de symboles fonctionnels (repére,
structure , long etc...) qui permettront d'obtenir par combinaison entre eux

1}1. . ..’En

et les schémas fonctionnels "i{ndique x" (x appartenant a Lgplm U L;nd) des
schémas fonctionnels interprétables comme des modes quelconques d'Algol 68 et

tous les modes pourront s'obtenir de cette maniére.

Remarque 1 :

L'introduction de "l'ensemble des modes".dans la structure d'information est
justifiée par le fait que 1'égalité des modes doit parfois &tre testée de maniére
dynamique (3 1'exécution) par la relation de conformité ; ce qui pose certains

problémes dans le cas des modes récursifs [6.3.“] .

Remarque 2 :

Pour tout z appartenant 3 1'un des ensembles définis de a) d d), le schéma
fonctionnel poss x aura un sens [H.l.3.2] (ol "posslr peut &tre interprété comme
la fonction "posséde' [A-2.2.2 d)] ). De plus pour rendre compte de 1'élaboration
d'un programme on est amené 4 "définir" le symbole fonctionnel poss [H.l.2.2] sur
d'autres objets que ceux des ensembles précddents, par exemple sur des €léments
représentant les objets externmes du type "proposition fermée",'proposition condi-
tionnelle" etc...

De maniére analogue un mode peut &tre spécifié par un déclarateur primitif,
par un indicateur mais aussi par un déclarateur non primitif (production terminale

de "déclarateur VIFFEL de MODE" od "MODE" est différent de "PRIMITIF", par exemple




struct (reel x, ent y), long long ent etc...).

Aussi lors de l'élaboration d'un programme, sera-t-on amené d définir le
symbole "Indique" sur d'autres objets que ceux de Lgrimk) Lind b
Nous avons remarqué [ 3.4 ] que plusieurs possibilités sont envisageables :
- Associer 3 chaque programme P une extension :f(P) de la structure

obtenue par adjonction d'un certain nombre d'accds nouveaux : chaque accés
est associé biunivoquement & une phrase du programme P , les axiomes qui
le caractérisent définissent poss E (si E est une proposition) ou

indique E (si E est un déclarateur).

- Supposer que la structure F contient toutes les phrases du langage, ainsi
que tous les axiomes caractérisant ces phrases (qui définissent essentiel-

lement poss et indique).

C'est cette derniére solution qui est retenue dans notre formalisation :

g) Lgh (resp. szrim) est l'ensemble des propositions Algol 68 qui ne
sont pas réduites aux éléments des ensembles définis de a) d d) (resp. est
1'ensemble des déclarateurs de modes non primitifs).

Remarquons qu'en fait les &léments de Lgh (resp. Lgrim) sont des phrases du

langage noyau défini en [5] .
o

Remarque 3 : On peut remarquer le parallélisme entre poss (resp. del) LOPLJLZe U

ent car, ,  bool ph _— prim ind nprim
Lo UL L)LO s Ly } et indique (resp. L U Lo s L )

h) {8} est la portée de tout un programme.

Nous définirons deux symboles fonctionnels dese et succ (descendant et succes-
seur) qui permettront de définir un ensemble de schémas fonctionnels interprétables
comme un ensemble de 'portées'.

Un autre symbole ppg (plus petit que) sera introduit et pourra &tre interprété
comme une relation d'ordre partiel sur l'ensemble des "portées".

i) Dans un simple but d'all3gement des notations, nous introduirons les

ensembles de symboles O-aires suivants
- {vrai, faux, nil} qui sont les valeurs des exemplaires "possédés' par

vrai, faux et nil.

- LZO = {entier, booleen, reel, caractére, procno} est l'ensemble des

modes primitifs et du mode procédure sans paramétre & résultat neutre ;
ce sont les objets "indiqués" par Lgrim .

Clest-i-dire que vrafl (vesp. faux, nil) devra &tre considéré comme une abré-
viation de valeur poss vrai (resp. valeur poss faux, valeur poss nil) et que entier
(resp. booleen, reel, caractére, proci) représente indique ent (resp. indique bool,
indique reel, indique car, indique proe).

4.1.2.2 Définition de Ll s

Ll est l'ensemble de symboles fonctionnels unaires. Un symbole fonctionnel
n-aire (n » 1) contiendra éventuellement plusieurs indices ; l'indice se trouvant
en haut et & droite sera le n+liéme composant du profil de ce symbole, c'est-d-dire
le numéro du type qui est "l'ensemble d'arrivée de ce symbole" (exemple : p0853
est le symbole fonctionnel & '"valeurs" dans S3 [2.3.2.2] ; les autres indices sont
explicités dans chaque cas particulier.
L, est fgrmé de
- possl (i =1o0u3dgig1l) symboles interprétables comme la "fonction
posséde" [A—2.2.2 d)] ; i1 y a plusieurs tels symboles pour rendre compte
des différents domaines d'arrivée possible (qui doivent &tre disjoints

par définition de la notion de profil)

- repl (3 § i § 10) symboles interprétables comme la fonction repére
[a-2.2.2 w7

5

= valeur1 (12 € 1 § 19) qui associent 3 un exemplaire de valeur ("objet
interne") cette valeur

= ch: (3§1ig10 et x €& L;d) sélecteurs de champ de tout exemplaire

de valeur structurée dont x est un champ [A-2.2.3.2]

j i k Lk
az (resp. bi’ 85 ti
la fonction qui associe 2 chaque exemplaire de valeur multiple de dimen-
m

) (avee i %1 33 =1ouls; k=15 ou 24 ) est

e 5 .
borne inférieure

=
. o . €me
état inférieur, du i

. 3 . . &
sion supérieure ou égale & 1 1la valeur de la i
B
me

(resp. de la iéme borne supérieure, du i© état
supérieur) [A-2.2.3.3 b) | .

De plus nous verrons | 5.2] que tout déclareur de valeur multiple D se
présente sous la forme [Afrl § BiAl S o B Aﬁrn ] BﬁAn] D, dans le langage noyau
ou Ay (resp. Bi) gst un tertiaire ou vide, Fi (resp. Ai) prend la valeur O
(resp. 2,1) si la 1%™ borne inférieure (resp. supérieure) est flexible (resp. adlib,
fixe).

Nous introduirons alors des axiomes caractérisant les schémas fonctionnels

a, D (resp. by D, a; D, t; D) & l'aide de A; (resp. B;,l,,4,) [6.2.271 £)] pour



tout déclareur D.

1

s

dim est la fonction associant sa dimension & tout exemplaire de valeur multiple.

~

Comme les a (resp. bi‘si’ti)’ dim pourra &tre prolongé 3 un déclareur de

valeur multiple [6.2.2.1 b)]

sous flex fonction qui associe vrgi 3 chaque composant d'un exemplaire d'une
valeur multiple [A—2.2.2 k)] si la valeur est flexible. (Nous dirons qu'une
valeur multiple est flexible si l'un de ses états [A-2.2.3.3 b)] est égal
a o

equil est la fonction associant & tout entier un réel de méme numéro de lengueur
[a-2.2.3.1 @]

equi; avec Jj = 15 (resp. 16) est la fonction associant & tout entier (resp. réel)
de longueur n l'entier (resp. le réel) équivalent de longueur n+l

[A-2.2.3.1 )]

est la fonction associant 3 tout caractére l'entier &quivalent

equi3
[a-2.2.3.1 )]

equil est la fonction réciproque de equil
equig avec 3 = 15 (resp. 16) est la fonction réciproque de equig
indique associe 3 un déclareur de mode le mode qu'il spécifie [4.1.2.1 £)]

mode associe d toute valeur interne son mode [ A-2.2.2 h,i]]
long est la fonction associant au mode P le mode "'long u'

proen, est la fonction associant au mode | le mode '"procédure avec paramétre

a résultat neutre"
procr; est la fonction associant au mode U le mode "procédure 3 résultat p"

rang fonction qui associe au mode )i le mode "rang de u"

repére fonction qui associe au mode U le mode 'repére de u"
structure est la fonction associant au mode U le mode !'structure avec U a titre z"
x
unionl est la fonction identité sur les modes ; elle permet de généraliser
union | 4.1.2.4] et est utilisée en [ 6.2.2.1 £)]
n
portée est la fonction qui associe & une valeur interne sa "portée"

suce (resp. desc) permet de définir l'ensemble des portées

i il

4
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(%)

- derep (resp. elarg) est la fonction qui permet d'exprimer la modification

dereperer (resp. elargir) du langage Algol 68 [A-8.2] (voir remarque [4.2.1])

4.1.2.3 Définition de L2 ]

L2 est constitué des symboles fonctionnels suivants

- div (resp. mult) est la fonction associant & 2 réels leur quotient (resp. leur
produit) [A-2.2.3.1 ¢)]

- inf est la fonction 3 valeurs booléennes associée d la relation d'ordre "€tre
plus petit que" [4-2.2.3.1 ¢) |

- moina® (i = 15,16) sont les fonctions qui associent & deux entiers ou réels leur
différence [A-2.2.2.3.1 ¢) ]

- ppq permet de définir une relation d'ordre partiel sur 1'ensemble des portées
[4.1.5.6]

- proer, associe aux modes 1, et y, le mode "procédure avec paramétre W, & résultat

"

Ha

- proen, associe aux modes My et My le mode "procéddure avec paramétre My et

paramétre My 3 résultat neutre"

~ structure est la fonction associant aux modes ul et u2 le mode "structure avec
z; &y i
Uy 2 titre x, et avec Uy a titre z,

= eZemg (3g¢ig10,1#5)

multiple v de dimension 1 et 3 un entier i 1'élément d'indice i de v (noté

est la fonction associant d& un exemplaire de valeur

elemlvi)
”n
- unionz associe aux modes My et Y, le mode "union de W, et U,

sub® qui permet de formaliser les appels de procédures [6.3.11] 1

=

.1.2.4 Définition de L (n 3 3) :

Pour n % 3 quelconque, L est formé de

Z . . 2 . . N -
- elem (3¢ ig 10et i # 5) fonction n-aire associant & un exemplaire de valeur

n-1
multiple v de dimension n-1 et & un (n-1)-uple d'entiers (il""’in—l)
)

1415 el : : p 9 ]
1'é1ément d'indice (i "ln-l) de v (noté elemn_l vigeed

10

(%) Il importe de distinguer la notion de modification d'une structure d'information
de celle de modification du langage Algol 68|:A—8.2] 3 chaque fois qu'il s'agira

d'une modification du deuxiéme type on l'indiquera explicitement.




~ proer, associe aux modes Byseensby le mode "procédure avec paramétre b, et

paramétre jI, ... et paramétre W _, a résultat W "

- proen, associe d Hyses sy le mode "procédure avec paramétre My et ... et

N

paramétre u, @ résultat neutre"
- unionn associe aux modes M, ,-..,H, le mode "union de Wy et ... et de u "

- gtructure (xl,...,xn G.de) associe aux modes Iy ,...,H  le mode "structure avec
Tyeeam,

- ] -
b titre = et ... et avec W a titre z,

Si de plus n est de la forme uptl (p & N s Ly contient é&galement :

- tranche® (i = 3 ou 5) qui associe & un exemplaire de valeur multiple v et a

un (4p+l)-uple d'entiers (ai,Yi,Bi,Gi) un exemplaire d'ume sous

valeur d?nt les indexeurs [A-8.6.1.1] ls‘o:t‘ ies ai*{iﬂidi HCH (resp.Bi,Gi)
est la i°™ borne inférieure (resp.borne supérieure, nouvelle borne infé-
rieure) ; Y prend la valeur 1 pour exprimer la présence du symbole "a"
(symbole ":"), O pour en exprimer l'absence (autrement dit Y; = 1 sile
iéme indexeur est un massicot ; Y; 20 si c¢'est un indice).

Nous verrons ([6.3.8]) que les symboles;e}emn sont réservés 3 la sélection
d'un élément de tableau, les symboles tranche concernant les sous tableaux.
L'introduction de deux types de symboles différents rend plus agréable l'écriture
de certaines formules. ;

Enfin lorsque n= 4 > Ly contient également' eond® (12 § i € 19) qui permet
de définir la valeur d'une proposition conditionnelle ; il est défini par les
schémas d'axiomes SHS.l et SH5.2 J

On trouvera en Annexe 1 le tableau des différents éléments de L .

4.1.3 Schémas fonctionnels d'Algol 68 :

4.1.3.1 Introduction :

Rappelons [ 2.3.2.2] que 1'ensemble des schémas fonctionnels est la réunion

de n ensembles 31’52""’Sm formant la solution minimale du systéme & point
fixe ¥ :
1gkgm g, = W (g5, ...5. [ el tel que (3.,--.,3 ,k) € pl(£).
k 3 by q 1 q
Q%0 1 q

Inversement, L et £ étant donnés il est immédiat d'en déduire m et pl .
Il est donc équivalent d'écrire le systéme L définissant les §, ou de définir
m et pl . Il ést plus naturel ici de déerire Z.

Afin de fournir une aide mnémotechnique & la compréhension de £ , nous repré-

senterons l'ensemble des schémas de type k non pas par Sk mais par une notation

4.9

plus intuitive (par exemple EXENT sera préféré 3 Sg pour désigner l'ensemble des
schémas interprétables comme des exemplaires d'entiers).

Cependant pour conserver la notion de profil, nous numéroterons chacune des
équations du systéme L : si l'équation définissant 1l'inconnue Y a pour numéro Kk,
Y désigne l'ensemble des schémas de type k (noté Sk auparavant).

En [4.1.2] nous sommes restés volontairement imprécis quant aux domaines de
définition et d'arrivée des fonctions interprétant les symboles fonctionnels.
Rappelons que la notion de profil a été introduite pour distinguer ces ensembles
de départ et d'arrivée : on n'admet de "comparer" 2 éléments que s'ils appartiennent
au méme ensemble (ce qui se traduit par la définition formelle des formules
atomiques : A = %’ Sk = Sk) . Mais dans le cas d'Algol 68, la fonction posséde,
par exemple, est & valeurs dans l'ensemble des exemplaires de réels, d'entiers,
de noms, de valeurs multiples etc...

Dans notre formalisation il lui correspondra un certain nombre de symboles fonction-

I3 N . . . .
nels poss ,.l'indice i précisant quel est le "domaine d'arrivée" correspondant.

Remarque : On aurait pu en faire autant pour les ensembles de départ, ce qui aurait
évité qu'un profil ne soit un ensemble, mais cela aurait compliqué encore davantage

la formalisation.

4.1.3.2 Définition du systéme I :

Avec les remarques précédentes, les types des schémas fonctionnels vont cor-
respondre aux ensembles d'objets que l'on peut rencontrer en Algol 68.

Ces objets peuvent &tre

i) soit des objets externes : il leur correspondra 2 inconnues dans
- IDENT associée aux identificateurs, notations, opérateurs...

- INDIC associée aux modes

ii) soit des objets internes : les seuls cbjets internes définis dans le
rapport Algol 68 sont les exemplaires de valeurs. Dans I on trouvera :
- EXNOM associée aux exemplaires de noms différents de '"poss nil"
- EXNOMl exemplaires de noms
- EMSTRU inconnue ascoc
~ EXMUL exemplaires de valeurs multiples
~ Avec des notations évidentes, EXENT, EXREEL, EXBOOL, EXCAR sont les

inconnues de I qui correspondent aux exemplaires de valeurs simples

Enfin EXPROC est relative aux exemplaires de routines.

Remarque : Nous ne traitons pas les entrées-sorties, donc nous n'introduisons pas

ies formats dans la structure.
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iii) En plus des objets décrits explicitement dans [A] , nous introduirons dans
la structure d'information les valeurs des objets internes. La notation
utilisée pour désigner (1'inconnue relative 3) un ensemble de valeurs se
déduira de la notation utilisée pour désigner (1'inconnue relative 3)
l'ensemble des exemplaires de valeurs correspondants en supprimant le
"EX'" (par exemple si EXMUL se rapporte aux exemplaires de valeurs multiples,

MUL se rapporte aux valeurs multiples).

Deux inconnues seront introduites pour rendre compte de 1'ensemble des

modes et de 1l'ensemble des portées : MODE et PORTEE.

iv)

Rappelons les notations utilisées :

~ Pour tout symbole fonctionnel f , f(n) représente f f ... f
n fois
- Pour tout ensemble S de schémas fonctionnels, S(n) représente

l'ensemble des mots de longueur n sur S .

>

Le systéme I est un systéme 3 point fixe sur g’(L) relativement aux fonctions
de base réunion et concaténation, la seconde ayant priorité sur la premidre.

Nous pourrons utiliser des parenthdses soit pour modifier cette priorité, soit
pour apporter plus de clarté 3 1'écriture.

Nous allons tout d'abord définir I puis en [4.1.3.37 nous commenterons ce

systéme.
Systéme L :
@® mmenr = Ly LbOOlU car y L°p v Le“t ur®u Py U a INDIC U {vide}
o] o Ls] jem
U b INDIC U derep IDENT U eub’ IDENT IDENT|) poss’ IDENT (Jelarg IDENT

iem

q ! 9 2
® noic - Lgrlmu L;ndU Lx;prlm Usub IDENT INDIC

(® EXNOM = poss® IDENT U pep® EXNOM U < U ;4 o exwon y ExsTRU) y sub® IDENT ExNoM
X GL

(n)
( U eten’ (EXMULUEXNOM)ENT(D) U tranche’ exvom(ent zon exr(?)) )
n€M neE N
® EXSTRU = poss? IDENT U rep? Bxyon U [ U . 5 o EXSTRU) U
X eL

U elem: EXMUL ENT(“)) U sub? IDENT EXSTRU
N

® BxmuL = poss IDENT U rep EXNOM U(

ch5 EXSTRU) U
x eL =

qu“ tranahei EXMUL(ENT ZUN ENT(Q))(H{) L)sub5 IDENT EXMUL

@ ExBooL

@ EXCAR = poss® IDENT  pep® ExNOM U ( U,

EXNOM

NOM 1

STRU

MUL

ENT

® & 6 ® 6

REEL

(

@ EXREEL = poss

= poesa IDENT repg EXNOM U

EXPROC =

Iy =

k.11

(® EXENT = possﬁ' IDENT U rep6' EXNOM U ( U id "h.—i EXSTR[Q U

x€L
5}

U elem6 EXMUL ENT(n)) Uaub6 IDENT EXENT
neMN* i

7 IDENT U rep’ EXNOM U < -ch; EXSTRU) U
xeL

(n)

( U eZem ExMUL ENT'™)) U sub” IDENT EXREEL

n&N*

U

xel

o]
U elemi EXMUL ENT(na U sub® IDENT EXBOOL
ngN¥

id eh EXSTRU) O]

ohd EXSTRU) ()
id Tz
xeL

9 (n) 9 _°
U elem EXMUL ENT U sub” IDENT EXCAR
n€m*

IDENT U possw

IDENT U rep?? ExyoM U ( U -

b GL

U elem'w EXMUL ENT(n) U sub?© 1pEnT EXPROC
n€ m*

chi o EXSTRU) V)

EXNOM U poss“ nil

(3)

vateur’? EXNOM 1U oond’® vareur‘2). sTRU VALEUR U eond® vALEUR

(2)

EXSTRU U cond’® vALEUR'?) NoM1 VALEUR U cond?® vareur(® stru

(2)

vaZeur13

14

valewr™® EXMUL U eond’? vareur ?? wur vALEUR U cond?® varzur’®) wur

valeur'® EXENT U motns®® ENT ENT U equié5 ENT U equi,, CAR U eqm’és

3

(2)

equi, REEL U cond15 VALEUR ENT VALEUR U candz's VALEUR(B) ENT U

1

( U

B ARCE AR, b” EXMUL) U} dém EXMUL \3 dim INDIC
ie

valeurm EXREEL U moins’® REEL REEL U mult REEL REEL U dév REEL REEL U
equi; ENTU equiy’ REELU quis’ REELU cond’® vareur'?) REEL VALEUR U
cqndm vaLEUR'®) REEL

NOM 1

ENT U
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(@D BOOL = valeur " EXBOOL U ppq PORTEE PORTEE U inf ENT ENT U <nf REEL REEL U

sousflex (EXNOM U EXMUL U EXSTRU U EXENT U EXREEL U EXBOOL U EXCAR U

EXPRO) U cond’’ VALEUR'?) BoOL VALEUR U cond’’ vaLEUR'®) BoOL
CAR = valewr’® ExCAR U cond®® vaLEUR®) cARVALEUR U cond’® vaLzor'®) car
@ rroc = valewr’® ExeRoC U cond®® vareur'?) procvaLEUR U cond?? vareur'®) proc
(@) PORTEE = {8} U PORTEE 1 U portde EXVAL
(2 PORTEE 1 = suce PORTEE 1\ desc PORTEE

_ . w (m)] y
(Z) MODE = lomg MODE U repéwe MODE U iq Structure HODE
:cl,...,xneLO Lyee Ty,
rang MODE U U proen,, MODE(H? v U proer, MODE(H9 U
nen¥ n € m*

( U union, mopE'™) U indique INDIC U mode EXVAL
n € N* g

@ zww = {o0,1}
@ o = f0,1,20 Y U 2 v INDIC))UCU £24(ExMUL U INDIC))
- A
VALEUR = ENT U REEL U BOOL U CAR U NOM1 U PROC U MUL U STRU
EXVAL = EXENT {J EXREEL U EXBOOL U EXCAR { EXNOML U EXPROC U EXMUL U EXSTRU

STMUL = < U 4 structure MODE(H) U rarig MODE
Leea €L Lyeo
1 n. o 1 n

RSTMUL = repére STMUL

AUTRE = long MODE U U proen, MODE(H> U ( U procr, MODE(np V)

n € MN* n € MN*
indique Lgrlm
onzoy = U wnion, mope ™)
n & N%*

RUAUTRE = pepére AUTRE U repére repére MODE U repére UNION

NOTENT = valeurzs poass Lgnt

4.1.3.3 Commentaires :

a) Les deux premiéres équations définissent les ensembles de schémas fonction-

nels interprétables comme les objets externes Algol 68. Les aé INDIC et bi INDIC

4:1%

perméttront de rendre compte des bornes inférieures et 'Supérieures'de géelaratesesle

de valeurs miltiples, éventuellement vides (d'ol le symbole O-aire pide).

derep est le symbole fonctionnel associant a3 une phrase (objet externe)
possédant un nom, une autre phrase possédant la valeur repérée par ce nom [ SH. 1 le H
c'est un symbole de profil (1,1).

Les deux derniers ensembles de schémas fonctionnels seront utiles pour rendre
compte des procédures [6.3.11] 5 les profils de sub1 et possl sont donnés par :

pl(subl) =(1,1,1), pl(passl) = (L ).

b) L'équation (B définit 1'ensemble des schémas fonctionnels qui seront inter-
prétés comme des exemplaires de noms qui ne sont pas des exemplaires de nil :

N

bl) p0883 est le symbole fonctionnel associant & un objet externe 1'exemplaire
de nom (s'il existe, voir [2.3.4]) possédé par cet identificateur. Son profil est

donc pl(poess) = (1,3).

b2} Un exemplaire de nom peut &tre repéré par un autre exemplaire de nom,

c'est ce qui exprime rep3 EXNOM ; donc pl(repg) = (3,3).

b3) Un exemplaire de nom peut &tre un composant (resp. un &lément) d'un exem-
plaire de valeur structurée (resp. multiple), d'ol les schémas chz EXSTRU et |
elemi ExtuL ENTCR) ‘

b4) Il résulte de [A-2.2.3.5 b) et ¢)] que si N (resp. N)) est un exemplaire
de nom de valeur structurée (resp. multiple) les composants (resp. les éléments) de
N (resp. Nl) obtenus de maniére unique & partir des sélecteurs de champs (resp.
sélecteurs a"é1éments) sont des exemplaires de noms, d'ol les schémas chirgidbhl?¥ésﬁ.

vd eZeme ExNod ENT™). On déduit de b3) et bb) : pl(ahfc) = £(4,3), (3,3)} et
n n
e — ——
pl(elemi) = {(5,6,...,6,3), (3,6,...,6,3)}.

' b5) Les symboles p0333 3 reps . ehi 3 eZemi et tranchei sont "définis" sur des
exemplaires de valeurs plutdt que sur des valeurs : ils permettent de construire:
les "atomes" de la structure et il peut &tre indispensable de distinguen deux "

exemplaires différents.

i ;
(affectation, déclaration d'identité...) qui sont essentiellement relatifs 3 des
exemplaires de valeurs. Il en sera de méme dans la suite.
Remarquons cependant que les indices d'un élément ou d'une tranche sont des
valeurs entiéres et non pas des exemplaires : un exemplaire d'élément se distingue
d'un autre exemplaire d'élément ayant méme valeur par l'exemplaire de valeur multiple

qui le définit et non pas par ses indices.




~

Les valeurs étant plus agréables 3 manipuler que les exemplaires, on définira

les symboles fonctionnels au "niveau des valeurs" chaque fois que cela sera possible.

c) Les équations (@ et (:) expriment, de manidre analogue, que tout exemplaire
de structure (resp. de valeur multiple)} peut &tre possédé par un identificateur,
repéré par un exemplaire de nom, sélectionné dans un exemplaire de structure ou de
valeur multiple (resp. possédé par un identificateur, repéré par un exemplaire de nom,
sélectionné dans une structure ou obtenu comme tranche d'un exemplaire d'une autre
valeur multiple).

On en déduit les profils des différents symboles apparaissant dans ces équa-
tions ; dorénavant nous ne les exprimerons plus explicitement.

d) Les équations (3 , @, ®, (@ définissent les schémas fonctionnels
interprétables‘comme‘exemglaires dg valeurs simples ; ils sont obtenus & l'aide des

< z 2 z
symboles poss , rep , ch:c et elemn .

e) L'équation caractérise les exemplaires de routines ; nous verrons
[6.3.10] qu'une notation de routine posséde un exemplaire de routine qui est ume
phrase Algol 68 (proposition &ventuellement réduite 3 un identificateur, une cons-

tante...).

£) C:) caractérise tous les exemplaires de noms. Remarquons que la distinction

entre (D et D permet d'exprimer [A4-2.2.3.5 a)] que nil ne repére aucune valeur.

g) (:) s (:@ s (:9 s (:9 s Q:) caractérisent les schémas interprétables comme

des valeurs d'Algol 68 qui ne sont ni des entiers, ni des réels. On les obtient soit
3 partir de leurs exemplaires respectifs par 1'intermédiaire du symbole vaZeuri .
soit par 1l'intermédiaire du symbole cond et des schémas appartenant & VALEUR.

Par exemple un schéma interprétable comme une structure pourra s'écrire sous
la forme cond ViV, uu lorsque le test portant sur v
sera interprétable comme une structure.

1 et v, sera positif et que u

Remarquons que le seul intérét des équations placées aprés (::) est de permettre
des simplifications d'écritures, elles ne font pas partie du systéme I . Les ensembles

EXVAL, STMUL ... RUAUTRE, NOTENT sont utilisés en [6] .

28] caractérise les valeurs réelles ; on trouve en

gues & ceux de @@@ et @ . des schémas formalisant :

- les relations définies en | A-2.2.3.1 c), d) et )]

1 plus des schémas anale-

- les fonctions définies en | A-2.2.3.3 b)]] et [(A-10.4.

Remarquons que moins, equil etc... sont définies "sur des valeurs" et non pas

sur des exemplaires ; cette définition se révéle suffisante dans la suite car le
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résultat d'une opération est un nouvel exemplaire de valeur , c'est-d-dire que seule
la valeur a de l'importance.

Par contre les symboles a; s b ti(relatifs au descripteur d'une valeur

S » 85
multiple) sont définis sur des exemp;aire: : dans la définition de l'affectation
nous verrons [6.3.2] qu'une partie du descripteur de l'exemplaire de valeur que
l'on affecte, peut &tre modifiée et il ne faut pas que cette modification se réper-
cute sur les autres exemplaires de la méme valeur.

Par soucis d'homogénéité, dim est également défini sur des exemplaires.

i) définit les schémas fonctionnels interprétables comme des valeurs

réelles. On y trouve les schémas caractérisant les relations de [A-2.2.3.l c), d)].

3) Les équations et @ caractérisent les portées
les schémas fonctionnels interprétables comme portdes forment un C-langage
sur 1'alphabet {6 , suce, dese, portée EXVAL}.
En fait le seul rSle de portée EXVAL est de "relier" 1'ensemble des portées
& l'ensemble des exemplaires de valeurs.

On peut interpréter PORTEE de la maniére suivante :

6 est interprété par l'entier 1

suce est interprété par la fonction qui 3 une suite d'entiers aja, -.ay
associe la suite d'entiers a a, .- (an+1)

desc est interprété par la fonction qui & une suite d'entiers Ay ay eee oA
associe la suite d'entiers a; @, &l

L'ensemble PORTEE est alors interprété comme 1'ensemble des suites d'entiers :

{1, 2, «v. 3 11, 12, ... 3 111, 112, ... }

~

Nous munirons cet ensemble d'une relation d'ordre partielle d 1l'aide du symbole

rpq:

.

k) L'équation (:) exprime que tout mode s'obtient & partir des modes de base
(éléments de indique Lgrlm) et d'indicateurs de modes (Z{ndique INDIC) par composi-
tion des symboles long, repére, rang etc...

%3 ZUn est utilisé dans la définition des tranches : 11l permet d'expriwer la
présence ou l'absence du symbole ":" ; ZUD est utilisé dans les déclarateurs de

valeurs multiples.

m) Il peut &tre utile pour la suite [6] de remarquer que
- RSTMUL U RUAUTRE = repére MODE
- STMUL U AUTRE U UNION = MODE - repére MODE .




n) Rappelons [2.3.u ] que la notion de profil permet de limiter
1'ensemble des schémas fonctionnels considérés. En particulier il est agréable
(définition de A [u.l.u]) de ne comparer des &léments que s'ils appartiennent au
méme ensemble.

Remarquons cependant que pour &viter d'alourdir la formalisation nous admettons
certains schémas fonctionnels qui ne sont pas souhaitables (par exemple reps chi u
ol u n'est pas un nom de structure, équation GD )} et nous utiliserons le contrdle
syntaxique imposé a tout programme correct Algol 68 pour ne pas obtenir de tels

schémas dans les informations manipulées.

4.1.4 Pormules atomiques :

Seules les 24 équations numérotées font partie de L [4.1.3.2] , aussi
A= L_J s E Sk (S1 = IDENT, 82 = INDIC etc...)
1€kg 24

Dans la suite et pour alléger les notations, nous confondrons les symboles

fonctionnels "relatifs 4 la méme fonction"
4

: on supprime les indices distinguant

posss, poss” «uv 3 reps, rep4 «es Ete.

4.1.5 Définition de 1'ensemble X des axiomes du systéme formel :

~

Outre les axiomes logiques {SLi‘ i=1,2,...,6} communs 3 toutes les structures
d'information [2.3.2.5] , X contient les axiomes propres de la structure Algol 68
(X_ est leur ensemble). Comme nous 1'avons remarqué en [u.l.l] , ces axiomes spéci-
fiques de $ formalisent les propriétés des "relations" existant entre les "objets'

Algol 68 [A-2.2]].

4.1.5.1 Schémas d'axiomes relatifs aux noms :

SHy 4 = {rep ch u = ch repu | xe de ; u € EXNOM}

SH, , = {rep elem u i ... = elem rep ui...i n»1;id...1 €ENT;
u € EXNOM}

SHy 4 = {rep tranche, u oY B8, ... 0y B S =
tranche, rep u 0,Y,8,8, ... oy B8 fa>t1; a;,8;,Y; €ENT ,

Y; € ZUN pour i =1,...,n3 u € EXNOM} .

Ces gchémas d'axiomes expriment en partie [A-2.2.3.5 b) et c)] . En particulier

ces 3 axiomes permettront de traduire [A-8.5.2.2 pas 2] et [ A-8.6.1.2 pas 8] :

3

k/ffﬂw)/,/” structurée ole

ep

valeur structurée
Sz
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si la valeur d'une sélection ou d'une tranche est un nom, on déduit de SHl 10 SH, ,

ou SH, , quel est l'exemplaire repéré par ce nom.

En termes d'interprétation de QF-, ces trois axiomes signifient que les

"diagrammes" suivants sont commutatifs :

exemplaire de nom

exemplaire de nom de
de valeur multiple

exemplaire de nom
valeur multiple

, de valeur

rep

rep

O §
G "1 ns
ele = exemplaire de
valeur multiple

tranche, ('aiYi816;>
exemplaire de

valeur multiple

exemplaire de

SH, , = {mode u = repére structure W, ...w A portée u = p2
Lyeeey -
/A\ (mode cha., u = repére \. A portée chx, u Zp | u  EXNOM ;
1€ 3 dJ ] d
£Jls§n

Typenesd ebid , p €PORTEE}

Hyseeosly € MODE -

SH g = {mode u = repére unionk R AR = structure g A
b T
1 n
portée u = p D /A\ (mode chwx, u = repére u, A portée ahxj u = p)
lg¢ign J
o M . . .id —r
u € BXNOlN Visrreavi s Bpseeeaby C HODL , Ggaeeesd, €107 5 kw2 4
et 1¢1igXk; p €PORTEE} .

Si le rdle de SH est évident, 11 faut s'attarder un instant sur SHl.S tosi

1.4
un nom repére une valeur structurée ; le mode de ce nom est "repére de" suivi du

mode de la valeur structurée, ou "repére de" suivi d'un mode uni & partir du mode de



la valeur structurée [A-2.2.4.1 g)|. Ainsi un nom repérant une valeur structurée

peut avoir un mode commengant par "repére structure" ou par "repére unionn".
1 n

Remarque 1 : Pour que l'ensemble T des théorémes de la structure me soit pas
inconsistant, il faut exiger que si le mode d'une valeur quelconque est union de

V) eee de v et si v; = strzcturez uli‘..uni et vj = gtructure LPRER
zi... n, ylj...ynj ] J
alors Vi # xl. pour tous 1 g k , £ £ n . C'est ce que nous supposerons dans le
langage ngyau. :
Deux schémas d'axiomes caractérisent de méme les noms possédant une valeur
multiple [4-2.2.3.5 eY]

SH, o = {mode u = repére rang(n} u A portée uzp D

mode eZemn u il...in = repére 4 N portée elemn u il...in = p[ nyl;

u € EXNOM ; | € MODE ; i € ENT ; p € PORTEE}

RYeY YA,
1"

(n}
SH1.7

{mode u = repdre unton, V... A vy = rang " u A portée uzp 2

9
l...in =p|nx1;

c+sV U € MODE

mode eZemn u ..in = repére |t A portée elemn ui

2
k%»131<i€k; u GEXNOM 3 v,,.

i...i €ENT ; p € PORTEE} .

Le cas particulier des tranches est traité en [u.1.5.2] A

Les quatre schémas précédents traitent le cas des "sous noms" des noms de
valeurs multiples ou structurées. Pour rendre compte complétement de :A—Q.Q.H.l g)]

il faut exprimer la relation existant entre le nom et la valeur qu'il repére

SH, g = {mode u = repére y D mode rep u = y | u €EXNOM, ; € MODE-UNION}
S, ¢ * {mode u = repére unionn Uyl ) \\// mode rep u = Uy |
lgign
u €EXNOM ; n 3 2 3 HpseresMy € MODE} .
Les schémas SH a SH sont utiles dans la définition de 1'élaboration

1.4 % g
a'un générateur [6.3.7] .
On doit également définir le symbole "derep' qui permet de rendre compte du

dereperage [5.2] H

SH1 10 - {poss derep u = rep poss u | v e 1DENT}

en termes d'interprétation, le diagramme suivant est commutatif :

objet externe possédant un

dere; . N
. exemplaire de nom

088

objet externe
possédant la
valeur repérée
par cet exem—
plaire

poss

.

Enfin il faut relier les notions d'exemplaires de noms et celles de noms

SH; ,; = {valewr u = valeur v 2D rep u = rep v | u,v &EXNOM}

schéma d'axiomes qui exprime ([4-2.2.2 b)]) que tout nom repére un seul exemplaire
de valeur. La "fonction repére" n'étant définie dans notre formalisation que sur
des exemplaires de noms, nous exprimons que deux exemplaires du mé@me nom repér nt

le méme exemplaire de valeur.

SHy 4, = {rep u = rep v D valeur u = valeur v | u,v € EXNOM}

schéma qui traduit [A—2.2.3.5 d)] S

Remarque 2 :

Une conséquence de SH est de permettre la "définition" de la "fonction

repére" sur les noms, a vali&ii dans les exemplaires_de valeurs.

On aurait pu ajouter 3 @, @ ... (:D B rep$ NOM ol NOM se déduirait de
EXNOM comme NOM1 se déduit de EXNOM1. Ces nouvelles définitions auraient permis
d'exprimer la notion d'affectation conformément & [A] , c'est-d-dire de traduire
1'affectation d'un exemplaire de valeur a un nom. Nous ne le ferons pas pour ne
pas alourdir cette formalisation.

Remarquons également que si rep était "défini" sur les noms, SHl.lQ exprimerait
"1'injectivité" de cette "fonction".

Nous utiliserons cette propriété dans la définition de 1'affectation sous la
forme : un exemplaire de valeur peut &tre repéré par au plus un exemplaire de nom

(e'est-a~dire, plus briévement avec SH par un nom).

j IS i
Rappelons que nil est une abréviation de valeur poss ntl et que rep poss nil ¢ S

par définition de Z .
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4.1.5.2 Schémas d'axiomes relatifs aux valeurs multiples Ce schéma d'axiomes caractérise la dimension, la portée, le mode et le descrip-
= - _ teur d'une tranche, c'est-3-dire formalise [ A-8.6.1.2 | pas 3 & 6 et une partie au
sH, . = 1 AN (0, Za;vAo, Sa,u AB Eb. v AB Zb. u)A ’ : Je J
) 1gign B z 1 T pas 7 .
dimvIn Ndimusz=n A /\ eZernn u jl"'jn = elemn u jl" ) J En particulier la connaissance des y; permet de déterminer la dimension de u .
03 s} I
o; 35 € By : De plus
pour 1 £ 1¢n b repére(E) remplace repére si € = 1 repére(o) r'ang(q) U remplace rang(q) H.
vZu | n €NOTENT , n %1 ; v,u €EXMUL ; 3, , o, , B, €NOTENT } .
= & & -4 (préféré a (i) pour alléger les notations) permet de distinguer les
Schéma d'axiomes qui exprime [A-2.2.3.3 d)|: 2 exemplaires d'une valeur multiple massicots des indices.
7 -~ 22 z é
composés des mémes éléments sont égaux. - moins 62 moing o 82 "fournit" la i°™® nouvelle borne supérieure
Remarque 1 : s +Bl - g )l l
: . : , L. % .0 "
En toute rigueur il est incorrect d'écrire O £ j. € B, pour . * £
LN h
G5 5 Jg s Bi € NOTENT. Mais il existe une application de NOTENT (= valeur poss LGt) SH = {u = tranche, v o.v,B,8 0y 868 A /\ Y, = 1) A
. . 2.3 - n 1717171 " “n'atn'n . i
dans 1'ensemble Z des entiers relatifs. Nous confondrons donc couramment un &lément leigg 2
de NOTENT et son image dans Z (c'est pour cette raison que dans SH, ; on se restreint ( /\ Y, 20} A /\ (rz = moins j, moins 62 oy )
N . g . ; : . i ’ .
a o , J; , B; € NOTENT au lieu de ay ,ji,sie}:m)_ qtlgign "1 1¢igq i _ s |
. ( /\ (v, Za, ))Delem uij ...7 %= elem vr...rl
Remarque 2 : aflgign R.i R'i q 1 q n 1 n
L'introduction de o Bi et n permet d'éviter l'emploi de quantificateurs e
< n NOTENT > Sl oo s 8§, Tl i ENT ; vy, € ZUN ;
dans le systéme formel ; cette manipulation est rendue possible car le nombre de 4 s Azl B0 LTy € P i
formules apparaissant en partie gauche de " D' est fini. u,v € EXMUL U EXNOM ; £ permutation de {1,...,n} telle que
Définissons maintenant les axiomes caractérisant les tranches qui, dans notre LS, &8 L et & $ L¢80 T
. o . i A +1 it n
formalisation ne sont pas des variables indicées mais des sous tableaux ([6.3.8]) ' ¢ ¢ ¢
SHy 5 = {uz tramhen v al‘ylﬁldl anYandn A AN P E 1) A Ce schéma formalise la 2éme partie de ]:A'—8.6.1.2] pas 7 : les éléments d'une
1gigqg i tranche u de v sont obtenus & partir des éléments de v , 1'élément de u sélectionné
( /\ Yy E 0) A mode v = repépe(c) pang(n) n D par l'index jl,...,j est 1'élément de v sélectionné par l'index Tyt
$i i gl g 12,2 .
atlsisn * En particulier on peut déduire de SH2 2 et SH2 5 une propriété analogue a
dim u Z q A mode u = repére(s) pang(q)u A portée u = portde v A celle exprimée en SHQ.J. et relative aux tranches.
/\ - R . . I1 est nécessaire dans la suite de pouvoir caractériser les composants
( (ai uE oy, A b—; u = moine v, moins oy By, A i i i
1gsigq i i i i [4-2.2.2 k)] d'une valeur multiple flexible. Le symbole unaire sousflex est introduit
= = dans ce but, il sera notamment utilisé dans la formalisation de la déclaration
37;“=1’\t7;‘-‘:l))l q, n SNOTENT 5 w3 q3 1 ; a,B,,Y; €ENT ; . -/|: e . :
SR d'identité _6.2.3 ) vu d'une affectation  8.3.2
Y; € ZUN ; u,v €EXMUL U EXNOM ; u € MODE ; € € {o,1} (Dans la sémantique d'une telle phrase apparait la condition :
"si v ne repére pas un composant d'une valeur multiple ayant un ou plusieurs
% permutation de {1,...,n} telle que J?,l < 22 £ ... R.q et champs égaux & O".)
2 o 4 2 g & 20 G . 3. Rappelons qu'un composant d'une valeur mutliple est un élément ou une sous
4 4 2 valeur de cette valeur multiple ou de l'un de ses composants.
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Cette définition est récursive, la définition de sousflex le sera :

SH, , = {u = elem v i ...i Vu= tranche, v ay,B.8, ... ay B 6

wseh vd V (s, vZ0Vt,v=0)V sousflex v = vrat
k4 1¢5 ¢ J ]
£J§n

sousflex u = vral | u € EXVAL ; elem v ij...i EEXVAL 4
tranchen v ul...sn € EXVAL ; Ch:z: v € EXVAL} .

Cet axiome définit les exemplaires de valeurs qui sont composants d'un
exemplaire de valeur flexible : ils peuvent en &tre composants directs (c'est ce
qu'exprime sj vzo0 V’tj v = 0) ; ils peuvent &tre composants directs d'une valeur

elle-méme composante d'une valeur flexible (sousflex v = wvrat).

4,1.5.3 Schémas d'axiomes relatifs aux exemplaires de valeurs

En plus des objets externes, deux types d'objets coexistent dans toute inter-~
prétation de F: les valeurs et les exemplaires de valeurs.

En fait les &léments de "base' , ceux qui permettent de définir précisément
toutes les constructions, sont les exemplaires.

Comme nous l'avons déjd remarqué, la différence entre valeurs et exemplaires
n'est pas trés nette dans [A] , pour des raisons d'abus de langage. En particulier
certaines propriétés telles que :

"si v, et v, sont deux exemplaires de la méme valeur structurée et si chx
est un sélecteur de champ "défini" sur v

et v, alors ch_ v, et ch v, sont deux
f x

b 1 2

exemplaires de la méme valeur" ne sont pas explicitement énoncés ; il faut les

sous entendre (de [A—2.2.3.2] pour la propriété citée en exemple). Des propriétés
analogues se retrouvent pour les éléments ou les tranches de valeurs multiples ; nous

introduirons les 3 schémas :

Sy , = {valeur u = valeur v D valewr e¢h u = valeur ch v | x erid
; = ] o

u,v € EXSTRU }

SH, . = {valeur u = valeur v a dim u = n Dvalewn olom w i . .3 =
3.2 n 1 n
valewr elemn v il...in | n &NOTENT ; iy...i E€ENT ; u,v €EXMUL }
SHy 4 = {valeur u = valewr v Adému=n 2
valeur tranchen u oY B8y - anYnsnGn =

valeur tranche, v o,Y;B,8; ... AN | n € NOTENT ; a;,8;,4;, € ENT,

Yi € ZUN ; u,v €EXMUL }.

4.23

De plus tous les exemplaires d'ume méme valeur (différente de nil) sont d'un

méme mode [A-2.2.4.1 a)] :

SHy , = (walewr u = valewr v Dmode u = mode v | u,v €EXVAL - {poss nil}}

Ce schéma d'axiome permettant d'étendre la définition de "mode" aux valeurs ;
c'est ce que fait [A] . Pour alléger la formalisation nous ne le ferons pas

(cf. Remarque 2 [H.I.S.l]).

4.1.5.4 Schémas d'axiomes relatifs aux éléments de L0 H

On imposera que deux symboles O-aires différents ne soient pas égaux formel-
lement : s'il n'en était pas ainsi, 2 symboles au moins joueraient le méme rdle

et done 1'un au moins serait inutile. On introduit le schéma :

SHu.l={1mEy|:c,yeLo,x#y}.

Alors, grdce & l'axiome 5L, (={u=u|ue€es}) ily aura donc confusion
entre l'égalité ensembliste et 1'égalité formelle pour les éléments de Lo

De plus on exigera que si une valeur booléenne est formellement égale &
"orgi" elle ne puisse &tre égale & "faux" et réciproquement. Ceci provient du

schéma :
SH, , = {Tvrai = faux }

(vrat et faux étant respectivement les abréviations de "valeur poss vrai' et
"waleur pose faur" [4.1.2.1 i)] .

I1 résulte immédiatement de SH, , et SL. que si u = vrgi est un théoréme

2

alors lu = faux est un théoréme.

SH, 5 = {poss elarg x = equi, poss = [z en}

5

elarg permet d'exprimer 1'élargissement ([ A-8.2.5]) d'entier 3 réel.

4.1.5.5 Schémas d'axiomes caractérisant le symbole cond :

cond permet de formaliser les propositions conditionnelles | 6.4.5] ; il est

défini par :

S, , = {uzvDecond u v w, 2w | u,vuww, € VALEUR}
Sy , = { uZ vDeond uvw w, 2w, | u,va ) € VALEUR}
Remarque :

Malgré la présence de valeurs booléennes dans la structure, cond est un symbole

d quatre paramétres, le test portant sur les deux premiers.




b.2y

En effet nous serons amenés 3 comparer des valeurs non numériques (par exemple
des noms lors d'une relation d'identité [6.3.3]), si alors cond ne dépendait que
de trois paramétres, le premier étant une valeur booléenne, il serait nécessaire
d'introduire de nouveaux symboles 3 'valeurs booléennes'" pour rendre compte de ce
genre de test (par exemple pour les relations d'identité, il faudrait un symbole
2-aire "égal" défini par des axiomes du genre : u = v Degal af = vrai). La forma-

lisation serait encore plus lourde.

4.1.5.6 Schéma d'axiomes relatifs aux portées :

Rappelons que l'ensemble des schémas fonctionnels interprétables comme des
portées algol 68 [A-2.2.u.2] (briévement nous l'appellerons ensemble des portées)

est défini par le sous systéme de I :

() PORTEE = {8} U PORTEEL U portée EXVAL
@D PORTEEL = suce PORTEEL U deec PORTEE .

Comme nous 1l'avons déja remarqué [4.1.3.3 j)J le seul rdle des schémas
"portée EXVAL" est de "relier" l'ensemble des portées aux autres valeurs ; ils
permettent d'utiliser les portées mais non pas de les construire. Dans la suite
du paragraphe nous allons imposer certaines "conditions" (sous forme d'axiomes
aux portées. Ces conditions ne concernerons que les portées appartenant d 1'ensemble
PORTEE défini par :

FCRTEE = {6} U PORTEEL
PORTEEL = succ PORTEEL U desc PORTEE .

Elles s'étendront aux é€léments de "portée EXVAL" utilisés dans un programme
grdce aux axiomes logiques 8L et SL¢ relatifs 4 1'égalité formelle et aux défini-
tions de tels éléments (définitions qui sont des axiomes de la forme portée u = p

avec p € PORTEE [6]) .

Pour comprendre la suite de la formalisation, il est utile de retenir qu'une
interprétation souhaitée de PORTEE est [4.1.3.3 j)] l'ensemble
E={1,11,12,...,111,112,...} des suites d'entiers strictement positifs.

Pour que le systéme formel n'admette que des interprétations trés proches

de E nous imposerons les axiomes sulvants sur "suce" et "dese" :

SH | = {leuec a = suce b | a,b €PORIEE , a # b }
s , = {1desc a = desc b | a,b ePORTEE , a # b }
SHy » = {lsuce a = dese b | a,b e PORTEE }

SH, . = {10 = suce a , 118 = desc a | a & FORTEE }.

6.4

On exprime ainsi
- "ltinjectivité" des symboles gucc et desc

- que toute portée est soit la "portée initiale" 6 , soit le descendant,
soit le successeur d'une unique autre portée (et ceci de maniére exclu-

sive).

. q frs
Nous caractériserons alors un symbole 2-aire ppq qul sera interprété, dans
1'interprétation E des suites d'entiers, comme une fonction a valeurs bocléennes

définissant une relation d'ordre partiel 4 sur E

o < B si et seulement si B est facteur gauche de a .

ppq est défini par les axiomes

SH {ppq ab = vrai D ppq succa b = vrai | a,b €PORTEE , a # b}

6.5
SHe {ppq suce ab = vrai D ppq ab = vrai | a,b €PORTEE , b # suce a}

SH

6.7 = {ppq ab = vrai Dppq desca b = vrai | a,b & PORTEE}

Sty o = {ppq dese b = vrai D ppq ab = vrai | a,b @PORTEE , desc a # b}

SHg o = {ppq aa = vrai | a € PORTEE)

SHy ;o = {rpq succa a = faus | a e PORTEE - {6}}

SHg 1, = {ppq 6b = faux | b € PORTEE - {8}} .

Soit I_ = 9. (1) 1la restriction d'une information I de ¥ 3 1a structure

S} [2.5.1] ot f; est définie par l'ensemble LP = {6 , suce, desc, vrai, faum}

de symboles fonctionnels, 1l'ensemble PORTEE = PORTEE U BOOL = BOOL de ses formules
atomiques (BOOL = ppg PORTEE PORTEE U {vrai, faux}) et les schémas d'axiomes

propres de SHG.l a SH ainsi que 8H, ,

6.11
En fait I_ est "indépendante" de I puisqu'il n'y a aucun "lien" entre PORTEE

et les autres ensembles de schémas fonctionnels.

Théoréme 1 : Ip est consistante.

Montrons que (E, {vrai, faux}, r) est une réalisation de IP ol

E est l'ensemble des suites finies d'entiers strictement positifs
r définit une interprétation de LP B
r(f) = 1

—c Vel ——3p a,...(a_+1)
r(suce) = succ : {.alaQ 3 992! (a,

E —> E




|

r(dsec) = desc : {3132-..an T 2ja,...a 1

E —> E
r(ppq) = ppq : (u,v) ‘“"*{%EE% :;nznest facteur gauche de y

E2 — (el T}

On peut schématiser E muni de la relation d'ordre "facteur gauche" par

l'arborescence infinie :

3 v K . 4
Soit r la fonction de vérité associée & r :

3 VRAL si £(u) = £(y)

o
r(y = v) =
FAUX  sinon

I1 est alors clair que pour tout axiome Y dé&fini par 1'un des schémas
b g = ’
SHG.l a SHG_q s r((P) = VRAI .

Par exemple si ? est l'axiome | succ a = desc b
alors ©(suce a) = succ (f(a)) se termine par un entier différent de 1
#(desc b) = desc (£(b)) se termine par 1'entier 1
d'od  B(suce a) # H(dese b) et donc ?(succ a = dese b) = FAUX ,
PRSP

ainsi r‘(kp) = VRAI .

On démontre de méme que pour tant aviome b AFFini on ... oI

g, ) ¥ 6.5 6.11 ?

() = vrai .
Prouvons-le, par exemple, pour ‘f' i ppq sucea b = vrai Dppq ab = vrat

(b # succ a) :

N
r( lf) = Hg (g(ppq guce ab = vrai), %(ppq ab = vraz))

" i —_—
mais r(ppq suee ab = vrai) = VRAI si et seulement si t(ppq suce ab) = vrai
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c'est-d-dire si et seulement si #(b) est facteur gauche de succ £(a) (1) .
D'autre part il résulte immédiatement de la définition de r , de succ ,
de desc et de ppq que P est injective.
Alors comme b # suce a , #(b) # B(suce a)
c'est-d-dire encore : (b)) # succ £(a) (2)
8i donc P(ppq sucea b = vrat) = VRAI , il résulte de (1) et (2) que
i) B(b) = alaz...aP
i by = s g Tl >
ii) sucec #(a) a;a, ap a avec n > p et a > 2
ainsi #$(b) est encore facteur gauche de #(a) = SRR Y (an-l) , clest-3-dire

que g(ppq ab = vraet) = VRAI .

, N\
On a donc prouvé que r(?) = VRAL .
v :
Enfin il est immédiat que r(7 vrai = faux) = VRAI

Théoréme 2 : Ip est compléte.

Démonstration :

D'aprés [2.4.3 théoréme 2] il suffit de prouver que deux réalisations

(El, {vrall,fauxl}, rl) (E2, {vralz,faux2}, FZ) quelconques sont équivalentes ;

c'est-a-dire avec | 2.4.3 proposition 6] que pour toute formule atomique u = v

de ¥
p N i N
rl(u Sy)=rp

HuE V)
ce qui équivaut & :
9l(u) = 91(V) R, 92(u) = ﬁz(v)
L'ensemble Ap des formules atomiques de :f; est la réunion de BOOL = BOOL
et PORTEE = PORTEE
a) a=b € PORIEE = PORTEE

Lemme : Va,b € PORTEE (a # b == la = b erp)
Réenlte immédiatement des schémas d'amiomes SHB.l 3 SHS.u .

n SR——
Alors V%,b €PORTEE : si a = b alors %l(a = b) = rz(a & b) par définition
d'une réalisation et de SL
N
si a#b alors ¥ (Ta=b)s VRAI = T,(Ta = b)
donc  ¥,(a T b) = FAUX = ¥

ce qui prouve que les deux réalisations sont équivalentes sur PORTEE = PORTEE .
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b) u = v €BOOL = BOOL
i) i1 est clai v = =% (us i A
clair que r (u=v) = r(uzv) si uve {vrat, fauz} (avec SH,,

.2

ii) montrons que pour tout a,b €PORTEE :
N d . v
rl(ppq ab = vrat) = r,(ppq ab = vrai)

récurrence sur la longueur [a| de a .

la] = 1 a =8 et done (SHG.ll) ppq b = faux GIP
3
alors r,(ppq 6b = faux) = VRAI = gz(ppq 6b = faur)
n
donc r.(ppq 6b = vrai) = %l(ppq 6b = vrai) d'aprés SH, ,

fal > 1 deux cas sont alors a envisager :

111) a = suce a

T ou a =b et donc ppg ab = ppg succh b

'

avec SHG.lO bpq suceb b = foaux GIp
n
et donc r,(ppq ab = vrat) = FAUX = gz(ppq ab = yrat)

-ou azb et ¥ (ppq ab = vrag) = VRAL = » = )
{pp = vrat) = T = rl(ppq ab = vrai) d'aprés SHS.S

-ou afb et a; # b , alors par hypothése de récurrence ;
(1 F = orai) = ¥
rilppq a, b = vra) = r,(ppq a; b = vrat) .

Mais d'apré 1
prés SHG.S et SHG.E g

"

W o , - ;
(2) v, (ppq a,b = vrai Dppq ab = vrar) =VRAI=%2(ppq a)b = vrai D ppq ab = vrai)

i

A

(3) et v ¢ ab A = L) = =¥ = ;
1{rpq vrat 2 ppq a;b = vrai) = VRAI = r2(ppq ab = vrat D ppq a,b = vrai)
a 1 Py v N g
e (1), (2) et (3) par définition de v, & partir de EID (2.4.3) on déduit

"
rl(ppq ab = vpai) = %2(ppq ab = vrer)

112) a = desc a;

4]

- - v - .
ou a =b et alors rl(ppq ab = urar) = VRAI = ¥ﬂ(pva ab = vrai) Alappsde ¢
2-PP4 “TSE ST g

T Ou afb eton démontre comme ci-dessus :
Y ( _ 3 v
r.{ppq ab = vrai) = r\2(ppq ab = vrat) en utilisant
cette fois les schémas d'axiomes SH et SH
6.7 6.8 °
iii) I1 résulte de ii
) et SHLI“2 que

"
V%,b G PORTEE , rl(ppq ab I foux) = gQ(ppq ab = faux)
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iv) de ii) , iii) , SHu 9 et des axiomes logiques on déduit :
Va,b,c,d GPORTEE , ¥ (ppq ab = ppq cd) = ¥,(ppq ab = ppq cd)

ce qui termine la démonstration du théoréme.

Théoréme 3 : v%,b,c & PORTEE

ppq ab = vrai € Ip et ppq be = vral € Ip = ppq ac = vrat GIP

ppq ab = vrai GIP et ppq ba = vrai GIP =y a=b.

Démonstration :

En reprenant la réalisation introduite au théoréme 1 :
ppq uv = vrat 6IP &=> ppq Blu) (v} = vral <>
£(v) facteur gauche de #H(u)

La premiére affirmation est alors évidente ; l'hypothése de la seconde
entraine f(a) = #(b) et donc a = b car il est clair que £ est injective.
Ainsi ppq induit nécessairement une relation d'ordre dans toute réalisation :
aucune modification élémentaire ne transforme l'un des symboles fonctionnels suce,
desc ou ppq.

Dans le langage pivot Algol 680 nous supposerons associé [5.2] 3 tout programme
un sous ensemble de PORTEE qui permettra de rendre compte de la notion de portée
d'une valeur, l'inclusion des régions é&tant associée 3 la relation d'ordre engendrée
par ppq .

A tout exemplaire de valeur u créé par un programme, un axiome :
portée u = p (p €PORTEE) associera une portée

En particulier la portée d'une valeur simple (entier, réel, booléen, carac-
tére) et la portée de nil sont tout le programme [A—2.2.4.2 b)] et [a-2.2.3.5]

(ce sont les seules portées fizes, c'est-a-dire indépendantes d'un programme
particulier).

Nous traduirons cette propriété par :

SH. .. = {portée poss nil = 6 , portée poss = = 6 |
z € Lem‘: UL u Lboc>l u Lcar)
o o o o
D'autre part, la portée d'un exemplaire de valeur structurée (resp. multiple)
est la plus petite des portées de ses champs (resp. éléments) [A—Q.Z.u.? b)j , ce

qu'on traduit par :
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SHs.l3 = {mode u = structure Hpewol A
n

/\ Bpeeem,
(p rté,
15 Pq portée ahxj u portée Chx. u = urgi) D portée y =
7
portée oh y | o PR : id
oou | izl g z €L * My €MODE ; u ¢ ExsTRy}

ajuEajAbjuEBj)/\

/\ rié, i i
“j‘-ij’ig-’ < Bj bpq portée eZemn u 13’...13 portée eZemn u i

pour 1<j¢n

1...ij S vrat)

D portée y =
= portée elenm iiOryrrd
U AT e | n31 » n @NOTENT ;

@ssB. € NOTENT ; jo i i
583 ; 11""’13’11""’% € NOTENT ; u € ExmyL}
Enfin la portée d'une routine (resp. gt

» un nom) est défini &
associé 3 sa notation E6.3.10-f (resp. 3 son g e 0 T8 e

énérateur [5 oM 77) r

4.1.5.7 Schémas d'axiomes relatifs aux modes :

- Rappelons tout d!
*¢+ Sont des abréviations

; e [w21 )7
.2.2] pour tout déclarateup
axiomes P(D) (i) sera caractérisé &

Paraissant dans D), Cette démarche
3

modes et déclarateurs, Dermet de

= Pour simplif; t eri
ifier notre descripti v
ription nous avons gé& ini union
s déf i
4, par

8 5 : -
Hy {umonl W=y |y e mopg) |

- Les axiomes qui Suivent expriment [a-2.2.4.1 b) et o)]

S = {mode pogs p =
H7_2 D = booleen A mode Poss ¢ = cargctére | b ebool e a1
o > ¢}

SH, S = (n-1
7.3 = lmode poge ¢ = Zong'™® )entier A mode poss p = Zongm-Z) L]
= ree

S qui permettent de définip

et des valeur é
S StI‘UCtUI‘eeS) Préei
+ frécisons simp €N i
ent les axion
es

{mode v = structure Hpeeel D /\ mode chm' u = ui| nyl;
A

SH =
L Tyeoem 1gign
id
Hpseewshy @MODE 5 z5..,@, €L 3 u EEXSTRU }
= = (n) 6 1 = : Ninf i b = S
SH = mode u = rang u A ( infa,ui, =vral Adnf i, b. u = vral
7.5 1<3i<n J J 1 4

N

mode elemn u il...in Zp(nxl; il...in € NOTENT

U € MODE - rang MODE ; u €EXMUL} .

D'autre part les schémas d'axiomes SHl " a SH.‘L 9 traitent le cas des noms ; SH2 3
est relatif aux tranches. Rappelons enfin que SH3 u exprime en partie [A—2.2.'+.1 a):].
- I1 faut &galement introduire un certain nombre d'axicmes relatifs & 1'égalité
de deux modes. Ces axiomes seront essentiellement utilisés lors de la comparaison

de 2 modes pour les relations de conformité [6.3.4]

Sk, ¢ = (Nindique a = indique b | a,b €1P*™ | o 4 b}

SH7.7 = { ‘Ful = VUQ 2 Hy = Hy I HysHy €MODE 5 ?e {Zong, repére, rangl}

{ structure HyeeeMy = structure v, ...V D)

SH =
7.8
Tyeen, Lyeeatt,
A w2 v, | u, eMonE ; v, eMODE ; z, er’d {0y 1}
. i i i i Z o
1€ign
SH = {proen_ u ... Zproen. v....v. D /\  u = v, |
7.9 n 1 n n 1l n lgign @ i
My 5 V; €MODE 3 n » 0}
SH = {procr_u,...u_ = procr v.,...v_ 2 N M, 3 v,
7.10 n1 n n 1 n 1gign i i
>
My > Vv, @MODE , n 3 1}
SH = {unfon, w,...u_ = undon. v....v D H, = v,
el n 1 n n 1 n T 8 i
My 5 v; €MODE ; n 3 1}
= =) g o MODE
SH, |, = {‘H?l... W F Wb | $y.. o EMODE 3y ... € 5
n,k > 1 ; (Pl £ LN € {long,repére ,rang,structure ...} U MODE}
Xl---Xn
Commentaires :

g .
- Le premier schéma d'axiomes précise que tous les modes de "base" sont différents ;

les cing suivants traduisent 1'injectivité des différents symboles fonctionnels

permettant de définir les modes.
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- En particulier SH, nécessite une explication :

7.11
De la définition des modes Algol 68 [A-l.?] il ressort que, par exemple, union
reel entler et union entier reel sont deux objets distincts en tant que production
terminale de MODE ; d'autre part il est précisé en [A-4.4.3 d)] (conditions sur
les modes) que ces deux modes seront confondus.
Dans notre formalisation nous supposerons unionn "injective" (SH7.11) et
pour tenir compte de [A—u.u.a d)] nous supprimerons le probléme en exigeant, au
niveau du langage pivot [ 5.2 7 que si union (DysDy5-+4,D ) est un déclareur

apparaissant dans un programme P , aucun déclareur union (DL se-Dy ) ne peut
(1) (n)
apparailtre dans P si % est une permutation de {1,2,...,n} différente de 1'identité.

- Le dernier schéma précise que deux modes ne commengant pas par le méme symbole

sont différents.

4.1.5.8 Schémas d'axiomes caractérisant le symbole gub :

sub est un symbole fonctionnel 2-aire qui permet de traiter les variables
locales et les paramdtres formels d'une routine. Il est complétement défini en
[6.3.11] et ce n'est que par souci d'unité que nous indiquons ici les schémas
d'axiomes qui le caractérisent :

F'

. _ h
SHy ; = {poss 6 2 F' D Newb G(E,...E) & = y | F',6 eLg jx el ;

y € IDENT et y # sub G(Ey,...,E ) ® 3 E; €IDENT}

E"' . 29 5 - .
(LO est 1l'ensemble des identificateurs locaux & la routine F')

= - F! .
SHy , = {poss G = F' D sub G(E,+v3E ) x £ x | x EIDENT - L, Ulm | 1¢ign} ;
Fr,¢ erPhy
[}
SH, , = {subAx=subBy Dezy AA =B | o,y el ;4 .8 !
8.3 P P p~p' 7 o *7p*p T o
=) = ph
SHy , = {sub AP fujeeu = F sub AP Uyee sub Ap u { Upseeeu €8, ApeLo }
= = N ph
SHy o = {sub A, rep D = rep sub A, D | 0 emIc, A &Ly }
SHB.B = {sub Ap struct (Dlxz,...,ann) = gtruct(sub Ap Dlxz,...,sub AP Dnmn)[
h id
DysenesDy € INDIC 5 A eLg § Tgaeen,z, €L0°)
SHy = {sub Ay CAgTy ¢ Byby,v AT 8,8 10 = [eup Ay AT reub A Bl ..,

sub AAT, ¢ oub APBﬁAnJ sub A D 1[Al.rl:BiAl,...,Aﬁrn:BﬁAn] D € INDIC,

A e 1P
P o
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prim ., g PPy
P [e]

- prim
= =2 0] D EeL UL
SHy o = {eub Ap D | 4 o
ol anrim est l'ensemble des déclareurs non primitifs qui ne commen-
o]
cent pas par gtruct, rep ou [ .
- s . ph
SHy o = {aub G(Ej,..»E ) A~y EE; l1gign; G(El,...,En) €L, }

qui permet de rendre compte de la substitution des paramdtres effec-

tifs aux paramétres formels lors d'un appel.
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4.2 Les modifications élémentairves de la structure 3 :

4.2.1 Introduction :

Rappelons qu'une modification élémentaire T est définie [2.67] par la donnée
d'une bijection o, de L sur un ensemble L', et d'un ensemble Xﬂ d'axiomes ; nous
noterons JLod leur ensemble.

Par souci de clarté nous définirons chaque modification 13 oll elle sera utile
au chapitre [6] . Une exception toutefois concerne les schémas de modifications j et 5,
dont l'emploi n'est pas local, et qui seront définis en [H.2.2] . La liste de

tous les schémas de modifications élémentaires est donnde en annexe 2.

4.2.2 Les schémas de modifications &lémentaires j et j :

j (resp. j) permet de "réduire" le domaine de définition d'une modification
qui est 1l'interprétation d'un calcul. I1 est utilisé en particulier dans la définition
du schéma de calculs associé & une proposition conditionnelle [6.&.5] . j (resp. 3)

est un schéma 3 2 paramétres.

4.2.2.1 Définition de j :

j est construit de telle sorte que j(u,v) soit 1'identité sur 1'ensemble des
informations I contenant le théoréme u = v (u,v €S) et ne soit "pas défini" sur

l'ensemble des informations contenant le théoréme Ju = v :

a) o. est ‘1l'identité sur L
jlu,v)

b) {u = v} !

X. =i
j(u,v)
8i I est une information compldte deux cas peuvent se produire :

-u=zv €I et alors j(u,v)(l) = I
- Tuzv &I et alors j(u,v)(I) = F (information inconsistante).
8i I est consistante sans &tre compléte, u = v et Tu = v peuvent ne pas

appartenir & I , alors j(u,v)(I) est l'extension de I obtenue par adjonction de

ltaziome u = v .

Remarque :

Tout calcul commengant par j(u,v) s'interprétera comme une modification

"définie" seulement sur les infermations I telles que “lu = v ¢I .

4.2.2.2 Définition de J :

Avec des remarques analogues & celles de [4.4.2.1] :

= est 1l'identité sur L
2) 93 (u,v)

b) Xz = {l=v} .

3(u,v)
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5. LE LANGAGE PIVOT ALGOL 68,

5.1 Introduction :

Nous avons signalé en [3.1] que ce travail ne comporte pas d'é&tude théorique
de la notion de langage pivot. Ainsi dans la suite nous contenterons-nous de définir
informellement le langage pivot Algol 68,, sans insister sur la structure syntaxique
du programme pivot.

Par exemple lorsqu'on parlera du programme P :

début réel x = loc réel ; x:=3.5 fin

plus que la suite de caractéres on sous-entendra l'arbre syntaxique suivant (dans
lequel on a supprimé certaines branches intermédiaires)

programme particulier

roposition du genre neutre fermée

portée

suite de trains avec en queue une
proposition du genre neutre

solitaire proposition du genre neutre

unitaire

déclaration

unitaire ffectation du genre neutre

déclaratio
d'identité

destinatioc source

paramstre repére
réel effectif

paramétre repé
réel formel

proposition unitaire du

&z 3 4 el
~onre yansre de née
senre repere gg raoel

cohésion du genre
S £
repére de réel

générateur local de
repére de réel

déclareur

Log effectif de
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Remarquons qu'd la ramification engendrée par la double grammaire on ajoute
certaines branches qui représentent les portées de certains composants d'une

phrase (régions et générateurs) [5.2¢)]).

Remargue P

S$i nous définissons compldtement la forme d'un langage pivot (ainsi que le
processus de traduction), plus que des ramifications (ou des arbres syntaxiques)
il serait intéressant de considérer des schémas fonctionnels et d'unifier ainsi

complétement la description. La démarche pourrait alors &tre la suivante

a) Adjonction & 1'ensemble des symboles fonctionnels de la structure d'infor-
mation de certains symboles qui permettraient de définir un programme pivot comme
étant un schéma fonctionnel. Par exemple la phrase x:=3.5 pourrait &tre représentée

par le schéma fonctionnel affect x 3.5.

b) Adjonction au systéme I définissant les ensembles de schémas fonctionnels
de la structure [2.3]'d‘un certain nombre d'équations caractérisant les ensembles
de schémas qui seraient les phrases du langage pivot. Ces équations permettraient

une définition de la syntaxe de ce langage analogue 3 celle d'une grammaire. (Il

est clair que dans cette hypothése on ne considdrerait plus l'ensemble Lgh [4.1.2]).

¢} Association 2 chaque schéma fonctionnel du type précédent d'un double

systéme de calculs et d'accds.

d) Définition de la syntaxe du langage évolué (syntaxe concréte).
Une telle vole de recherche serait 3 développer, d'autant plus qu'elle permettrait

de définir en méme temps et & 1'aide des mémes outils syntaxe et sémantique.

Remapgue 7

La méthode que nous utilisons, qui consiste 3 définir 1a sémantique d'un
programme comme étant celle du programme pivot associé est contenue dans EAJ
Par exemple dans la définition d'une affectation on parle [ A-8.3.1.2 d)7 de 1'élabo-
ration de la destination et de la source, ce qui sous-entend qu'on connait 1'arbpe

syntaxique associé 3 la double grammaire engendrant Algol 68.

La définition d'Algol 68, utile pour la description.de la sémantigue, sera
indiquée au fur et 3 mesure de 1'&tude en|:6] de ses différentes phrases. Nous nous
bornerons ici [5.2] 3 indiquer sommairement les traits essentiels de ce langage pivot
pour convaincre le lecteur qu'd deux exceptions prés [5,2 j)] on peut traduire
Algol &8 en Algol 68,

5.3

5.2 Définition rapide d'Algol 68, :

. . ton
a) Algol 68, est défini d partir du langage strict Algol 68 : aucune extensio
(contraction, instruction d'itération ...) n'est admise ; c'est-d-dire que les
possibilités décrites en [A-SZln'existent pas dans le langage pivot.

b} Un programme du langage pivot ne contient aucune instruction de saut.
Rappelons [3.3.3.2 £)7| qu'il est possible de remplacer un saut par un appel de
n 3 éa "
procédure dont la dernidre instruction est un ordre d'arrét noté "stop'.

"stop' joue le rdle d'une instruction de saut & "exit" [A—Z.l e)], il lui

P~ —_ d
élé i i inie

sera associé une modification élémentaire notée stop qui ne sera pas déf
a ir de

1'cpérateur § a pour rdle de tronquer chaque calcul contenant gtop d parti

~ Pt .
i ul
cette modification. Par exemple si El - stop E2 est un calcul,

E E) = £ fonction de base du systéme d point fixe
'g(El . stop - EQ) = g(El) . G est une
associé & tout programme Algol 68.
¢) Certaines "phrases" Algol 68,, qui sont des ramifications, (générateurs,
notations de routines, propositions sérielles) contiennent une branche dont la

s S B . stable
feuille est un schéma fonctionnel appartenant 3 PORTEE (c'est-d-dire interprétab

iati e a e est possible dans le
comme une portée). L'association d'une portée & une phrase est p

y P P 2 2 r
langage pivot car il s'agit d'une notion statique. Ainsi la portée du générateu

éné étant la ramification
loc réel dans l'exemple de [5.17] est 8 , ce générateur étan

programme particulier

proposition fermée

proposition sérielle

| déclaration en prologue

.
énérateur local de repére de réel

loe




Plus précisément nous noterons un générateur (resp. une proposition sérielle,

une notation de routine) sous la forme loe D f p (resp. El;Ez;...;En [ P s
(Dlzl & D2z2 P | Dz)D:E | o) o P est un schéma fonctionnel appartenant 3
PORTEE.

L'ensemble des poptées associfes aux phrases d'un programme permet de rendre

compte de la notion de région [A~4.l.l], la relation définie par une interprétation
du symbole pPrq permet de comparer certaines portées.

d) Tout déclareyr virtuel, formel ou effectif de valeur multiple est de la

forme : [Al.Fl PBLA ., AT B .A D ol Dn'est pas un déclareur de

valeur multiple ; Fi (resp. Ai) est 8gal 3 0 si 1a borne correspondante est flexible,
2 si elle est suyivie de adlib et 1 sinon.

A (resp. B,) est soit un tertiaire, soit le symbole O-aire vide que nous introdui-
SOns 3 cet effet dans le vocabulaire (plus précisément, ce que nous venons de

définir comme étant un déclareur est formé en fait des feuilles de 1a ramification
qui est ce déclareur).

e) Toute tranche est de la forme :

" N 5 ; €me
E [Al.rl.sl 3pd &) .oy AT B apd 4 Jot [; est égal & 1 si le i

indexeur est un massicot (a-8.6.1.1 b)7], et 4gal 3 0 si c'est un indice [a-8.6.1.1 i)7].

Par exemple dans ¢ [3:5,1] le premier indexeur est le massicot 3:5 , 1e deuxiéme
est l'indice 7.

f) Les modifications du langage Algol 68 sont effectuées au niveay du langage
pivot :
- 1'élargissement [A-B.?.S] s'exprime simplement i 1'aide dy symbole fonctionnel
elarg [u.l.2.3] i Algol 68, place ce symbole devant chaque phrase devant &tre

élargie. Rappelons que ni les complexes, ni les bits, ni les caténes n'appartiennent

0 PR . G e . . —

au langage blvot, ainsi le seul €largissement autorisé est celui d'entier & réel, |
elarg est caractérisé par le schéma d'axiomes SHq 3

- Le dereperage [A-B.Q.l] est tradult 3 l'aide du symbolc fonciionnel derep [4.1.2.3J

(¢&fini par le schéma 4!

w

axiomes SHle Que place le langage pivot devant chaque
phrase 3 dereperer.
= Le procédurage [A-8.2.3] s'exprime simplement 3 l'aide de la notation :

( )D:E qui représente une procédure sans paramétre, 3 résultat de genre D
(éventuellement neutre).

- Le dépl Dcedurage A-8.2.2 s exprime simplement a l'aide de la notation

é gtre.
G( ) qui représente l'appel d'une procédure sans paramétr

- Le rangement [A—8.2.6] peut s'exprimer & liaide de la notationu;un s
(E) qui représente une proposition collatérale ne contenan ql e
[A-S.Z.l]. Remarquons qu'ici la forme ramifife des phrases dut ang.ger e
indispensable : la simple chaine de caractére ne permet pas d'exprimer,

seule, qu'il s'agit d'une proposition collatérale.

P} . s . s . s
- tres modifications 1 hisser, neutraliser) ne donnent lieu & aucun
a (un. r, s t )
Les au a e

ose ocié son mode (contextuel au
A d toute phrase Algol 580 TIOUS SUpPpPOSerons ass n de (
inst a

se! e ans e lie nga, ivot ne contiendra pas de forceur.
ns d A3[). En c &quence le langage p

indi modes et d'opéra-
déclarations d'identificateurs et d'indicateurs (de
. bien qu'elle existe, la structure

tions) portent sur des &léments différents : e
: e 3 g .
de bl e sera pas utilisée, ceci afin d'éviter d'introduire
e oC T . ) )
domaine de validité d'un identificateur (resp. indicateur
of
4 s {&té suivante
h) Les déclareurs d'unions vérifient la propriété sui o
i our tou
i L D_) est une phrase du langage pivot, alors p
N unton(Dl"“’ ¥ i 3 1l'identité le déclareur
bijection o de {1,2,...,n} non réduite & 1l'iden
ijectio 32500

g n artient pas a “lEOl 80
union(D (l)"“’DG( )) n'app 6
P! é p
Cette condition permet une résolution plus sin ple du probléme de l'égalité
des modes | A-6.3.4 |.
1 YllbO e antomes = ol apparaissan ans un O mme Algol son
P a prograi g [o]
Les s les £ t A-8.2.7.1 S d 34 68 t
) nécessairement de genre neutre. Pour définir une notation de routine nous intro-
z
duisons des sy boles par ticuliers ~s | 6.3.10 | .
. 2 . . f P 7
a aeriniti e la semantlque YOPOS 1T colla ale
in signalons que 1 définition sé 1 une proposition er
) Enfin goa. de 1 ant d O] llat 1

t - ., i1,
ontrolee es [o ts es trée orti n'a pas &té abordée dans c rav
contrdlé 5 d forma et d entrées/sorties P ke e t al
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Sémantique dAlgol 68



et e - gt e i

6. Formalisation de la sémantique d'Algol 68,

6.1 Introduction :
6.1.1 Généralités

Tour programme Algol 68, est formé [A-2.1] de phrases [A-6] de différents
types. Pour définir le double systdme F(P) de schémas de calculs et de schémas
d'axiomes associé 3 un programme P , il suffit de décrire le double systéme associé
a chaque phrase de P .

Parmi les différentes phrases Algol 68, on distingue :
a) les phrases élémentaires ; ce sont :
- soit des déclarations unitaires [A-7.0.1 a)]

- soit des propositions unitaires [A-S.l.l] qui ne sont pas des propositions
parenthésées (i.e. fermée, conditionnelle ou collatérale, par exemple

affectation, relation d'identité, générateur etc...)
b) les phrases composées qui sont :
- soit des déclarations collatérales [A-6.2.1 a)]

- soit des propositions "non élémentaires" (fermées, sérielles, conditionnelles

ou collatérales).

Dans la suite du chapitre on associe & chaque type de phrase un double systéme
(enlé.a on traite le cas des déclarations unitaires, en E.é}celui des propositions
unitaires non fermées et en[é.a celui des phrases composées) et il est clair que
cette définition est récursive (par exemple dans le cas des phrases composées). En
particulier dans la décomposition d'un programme en phrases on passe d'une structure
composée i une structure de plus en plus simple pour arriver 3 des constituants
formés de phrases élémentaires auxquelles sont associés des schémas de calculs

définis immédiatement 3 partir de modifications élémentaires.

Les notations utilisées sont celles des chapitres précédents.

s

6.1.2 Schéma de calculs associé 3 une phrase :

Si P est une phrase ou un déclarateur Algol 68, , P représente le symbole
fonctionnel et P le schéma de calcul qui lui sont associés ([3.3.1] et [3.4.1]).

Pour généraliser cette deuxidme notation d certains schémas fonctionnels u,
on souhaite définir ¥ de telle sorte que, si u est formellement égal au symbole

q Ny
O-aire P alors u =P .



Pour cel
4 on intr oduit un schémg de calculs &
un

(1) ¥ - U

E eLgh © [Prin Au . § (u,E) ¥
o

Paramétre Ve

Ceci permet

o » Par exem Lo .
indicateur de od ple, de définip 3

Lot oz .
1 161 3

(11 i
faut bien remarquer que ce schém,

objets e 2 caleuls £
=S5 externes qui ne Sont pas caractd ne présente d'intérat que pour d
ér es

ctement par un

7z o N
écrire u poyr a(u) .

systéme de calculs)

Pour tout programme P,

6.3

6.2 Systémes associés aux déclarations unitaires :

6.2.1 Introduction :

Une déclaration [A—7.0.1] est - soit une déclaration de mode
- soit une déclaration de priorité
- soit une délcaration d'identité

- soit une déclaration d'opération.

Remarquons tout d'abord que la notion de priorité est de nature syntaxique,
elle est traitée au niveau du langage pivot Algol 68, et n'apparait pas iei.

Nous allons nous intéresser successivement aux trois autres types de déclarations.

6.2.2 Déclaration de mode @

Rappelons birdvement que 1l'ensemble des symboles fonctionnels L contient :
- Lgrlm = [reel, ent, car, bool, proc} ensemble des déclarateurs primitifs

- long, repére, structure , rang ... symboles fonctionnels qui permettent de

1 n

définir des schémas fonctionnels interprétables comme des modes Algol 68

[

indique symbole fonctionnel qui associe & un déclarateur de mode, le mode qu'il
spécifie

- Lr;prim encemble des aéclarateurs non primitifs (par exemple long long reel,
struct (reel x, ent y) ...)

= [T ensemble des indicateurs de modes.

ingd

o
En [6.2.2.1] on associe un double systéme & tout déclarateur non primitif D ,

en particulier le systéme d'accés 1I(D) est un ensemble d'axiomes de la structure

=

tg; en [6.2.2.2] on associe un double systéme 3 tout indicateur de mode.

6.2.2.1 Systdmes associés 3 un déclarateur de mode non primitif :

Soit D un déclarateur non primitif et

(u“{D) le double systdme associé
$(p)
T(m
- (D) caractérise le schéma indique D , il sera défini & l'aide de [a-7.1.1] .

- Les déclarateurs seront utilisés essentiellement dans les déclarations d'identité
[6.2.3] et les générateurs [6.3.7 ] . Pour rendre compte de 1'élaboration de ces

phrases dans notre formalisation, il faudra exprimer 1'élaboration collatérale des




6.4

bornices d'un déclarateur [A-7.4.2 pas 2] et [A-7.1.2 pas 5] . Pour cette raison
nous définirons le schéma de calculs D associé 3 un déclareur B comme &tant le
schéma représentant 1'élaboration collatérale des bornices de D (s'ils existent).
Cette définition sera bien entendu récursive et 0%(D) contiendra 1'équation
définissant T (si D est un déclaveur de valeur multiple) et les équations de ﬁ%(D')

pour tout sous déclareur D' de D .

- De méme que nous devons rendre compte de 1'élaboration des bornices éventuels,
nous devens pouvoir accéder § la valeur de ces bornices : si D est un déelareur

de valeur multiple de dimension n , a, D (resp.\bi D, 8D, t; D) (1 gig n)\

€St un schéma fonctionnel qui représentera la i*™ porme inférieure (resp. 1a i°™®
borne supérieure, iéme "état" inférieur, iéme "€tat" supérieur) de D (éventuellement
vide). Ainsi poss a, D (resp. poss bi D) permet d'accéder aux valeurs des bornes de
by §; D (resp. ti D) définit le type (fixe, flex, adlib) de 1la iéme borne infé-
rieure (resp. supérieure).

a, D (resp. bi D, 8, D, ti D) seront caractérisés par des axiomes appartenant

& Ty .

- Enfin puisque la définition de ) est récursive, il faut préciser ce double
systéme pour D & Lgrim s Un tel déclareur ne contient ni bornices, ni sous décla-
reurs alors Mg(D) = @ . De plus les éléments de Lgrim sont des déclareurs primitifs,
donc v(D) =0 .

a) D est de la forme long D!
b(p) { eb(pr)*)
o) { indique D = long indique D'

()

résulte immédiatement de [A-?.l.l d)]] et des considérations précédentes
b) D est de 1a forme gtruet (Dl:cz,...,ann)

(D) {cl,mi> i=1,...m

$(0)
v) { indique D = structure indique D,...indique D_

Wla vu’l}n

(résulte de [A-?.l.l] de e) & k)]).

(3)

En fait D' ne peut &tre qu'un déclareur d'entier ou de réel et donc

db(n') = g .

¢) D est de la forme rep D' :
(D) {_A,(D.)

L)

([a-7.1.1] 9 & n))

d) D est un déclarateur de routines :

dl) D est de la forme proc (Dl""’Dn) B

i=l,...,500
$(oy] #D) {el(ni) i

Yo {indique D = repére indique D'

proen, indique Dy ... indique D

6] { indique D =
d2) D est de la forme proc (Dl"“’Dn) Dn+1 H

H(p) {VIL(Di) i=1,...,0+1

2 indt indique D
v 5 procrn+1indzque Dl...mndtque D indiq ntl

o) { indique D
d3) D est de la forme proc Dl 3

Aoy [dop
o)

(o) {indique D = proer; indique Dy

(pésultent de [A-7.1.1] ii) & bb)) .

Rappelons ici que le déclarateur
e) D est de la forme union (Dl,...,Dn) 3
D est de la forme unmigh

A) { h(d,) i=l,....n

é b2
proc est un élément de Lj

rim

. indi .. tndique D
o o { indique D = union indique D, ... 1ndiq i

TA-7.1.1] cc) & 33) ¢

De us la définition de union a ete généralisee au as n=
P i 1 1 1 (.t et
n

(SH, )

unionl DD 7.1

D est de un déclarateur de valeur multiple :

£)
D est de la forme [Al.Fl ¥ BIAl S

A B.A resp. B.)
: . D' ou A, (

bl I} * Titn 1 . . 1 X

est solt un ter tiaire, soit le ’Sy bole Algol 580 vide I 4.5.2 . En par ticulier si




rtuel a TS poun < < . ( . i e,
tuel o: tout 1 1 n A resp B.) est yide

borne inférieure (resp

$(p)

o) P

Lomentaires

g LY
- Le Schéma de caleul D sera utilisé en 6.2.3.3] et 6-3-;-3 c
)

(B ) . .
°¢ N défi nt e s
i Nisse les schemas I‘IA (3 'g
. J.orsque A, ou B, te; ire et i
est un rtiaip €

si 4,
i Bi est vide,
‘dessQUS

- Le premiep axiome de 0ZD)

@, Dz pide 5 dans 1Ty N
eii Yide (resp, bi D = yide) ypothdse contraire opn obtient g
Stence de borniceg [s 2i;_;5 le théope

L=/
H
N

“i30ns Je dou.ble Systéme associé 3 vide

AN
Sivide) htuide) {vide = 4
V(u) = g clest-3-

dire
est
le systéme ne contenant
aucune

M est 1l'élément neutre de Vnndm (pour la concaténation). On peut 1'interpréter

comme la modification identique.

g) Remarque :
2 v o
Le schéma de calculs D associé

pas les schémas de calculs des "sous déclareurs”" de D .
Ceci posera un probléme dans la formalisation d'une déclaration d'identité

un déclareur de valeur multiple ne contient

N

a

[6.2.3] .
Exemple 1 :

L'élaboration de b

<3 =
Ta¥b : 4] struet ([1 : 3%(ath)] ent x,, reel @¢,) t =z

D!

nécessite "1'élaboration collatérale de tous les bornices contenus dans le déclareur
D mais non contenus dans un bornice lui-méme contenu dans D" [A-7.4.2 pas 2] . Dans
ca¥b, 4,1, 3x(ath) .
ent

cet exemple il faudra donc élaborer collatéralement
Z s P . - o 3 o .
Cette élaboration n'est pas exprimée simplement par le schéma D puisqu'il ne conti

pas 3‘ ; il sera nécessaire d'introduire en [6.2.3] un schéma de calculs BOR,

d6fini récursivement et qui traduira cette élaboration collatérale.

On peut s'étonner de cette démarche alors qu'il est aussi simple de définir direc-
v S " . —_—

tement D de maniére récursive en y incluant les sous déclareurs. I1 suffirait pour

cela de trds peu transformer les systémes M(D) de a) 3 £) ci-dessus ; par

exemple dans le cas d'un déclareur de valeur tultiple on poserait :

n

B = ancom &, B, B0
1gign

ol(Ai) i=l5e,n

o{(Bi) i=l,...,D

A(p")

La raison du choix fait dans la formalisation précédente tient 3 la définition

M D)

de 1'élaboration d'un déclareur effectif {a-7.1.2 aJ] qui est utilisée daus la
définition de l'élaboration d'un générateur [6.3.7] .
D

e ——
: 4] struct ([1 13 *(a+b) ] entx; , reele,)

Exemple 2 :

Considérons le générateur G : loc [a#b

D!




118 i
&laboration de g commence par 1'&

de D [a-
- [A 7.1.2 4) pas 5] et non pas
ire que G est de 14 forme .

P4
" axd , 23 . B
(od ¢ est
un é
schéma de calcul formalisant ¢

Tevnd v
nices dang 1'élaboration de G)
et non pas de la forme

autres i
actions que 1'élaboration des

comme cela est R
el’lV].sasé dans
L'exemp)

e 1.

Clest cette g3
différene
| e 2N
Fn e e ntre la définition ge 1'é1 i
v inteetons aog o &laboration q'une déclarati
Tdessus ; nous i s )
ntroduiron é .
. e S un schéma de cal
s . ¢
- tions d'identits (resp. leg géné .
AL, ( Dérateurs),
que le fait de négliger cette diff,
iffé

lisation
plus si .
mple est plyg agréable. rence conduirait 3 ype forma

de mode [A
~7.2.1 : SO

de 1'ensembye ) J et d 1l'indicateyp de mode que ¥ déf

¢ caleuls associgs § &finit
dans p ociés d 1'élaboration g

par la définiti oration évent
on du systéme oy uelle de borni
M) ¢es contenus

caleculs p! R
a - Remanr

Pas de sens en 1ui pape quens cependant que ce schéma d

1 a de

associé 3 11 n'g aras
un programme P que gf Lindicat PParaitra dans yp schéma de calcyl
eur d esgt s

déclaration 4'j e e
n d'identité par exemple) utilis&" dans p (lors q'un
e

Le rdle de ce clar T associe ainsi
tte décl atio; est d ocier d et D 1 :
3

Remargues 2
1 0 .
ngendre le théops A
s oreme indique 4
- p.cffle par d ., En barticulier un mog
e fini de tels théorémes dont 1'i .

= Indi i
*q4e D qui permet de définip

Le probléme de 1'égalité des modes est traité en [6.3.4]] .

2) de ¥(M) on déduit & =1 avec [6.1.2] .
3) On ne s'intéresse pas ici aux problémes de domaine de validité des indi-

cateurs de modes. On suppose dans le langage pivot que

- tout indicateur de mode est défini par au plus une déclaration de mode
de validité ont été

- les vérifications syntaxiques relatives aux domaines

faites.
y) (M) n'a de sens que si d n'est pas simplement une suite alphanumérique

mais tout un arbre syntaxique [5.1 ] dont l'unique feuille est la suite de

caractéres représentant l'indicateur.
Enfin pour &tre complet il reste & définir le double systdme associé & un

indicateur de mode d, comme pour les déclareurs primitifs

g
?

Ad )
)

car d et d sont caractérisés par une déclaration de mode.

S

6.2.3 Déclaration d'identité

Une déclarvation d'identité Id est de la forme

Dz = E [a-7.4.1]

~

ot
mel de la déclaration, il est formé du déclareur

Dz est le paramétre for

formel de mode D et de ltidentificateur 2

- E est le paramdtre effectif ; c'est une proposition unitaire (ce ne peut
ats dans cette formalisation).

3tpe un transformat car mous ne traitons pas les form

L'élaboration d'une telle déclaration est définie en [a-7.4.2] ; elle est

composée
a) De 1'élaboration de E :

t est une propusitive uuitaire, on

€(E) qui lui est associé et qui traduit son &laboration

i+ an [5‘3] le douhle systéme

b) Du développement de D :
11 consiste essentiellement [A—7.1.2] 3 pemplacer tout indicateur de mode

Neontenu mais non couvert" dans D par le déclareur effectif de la déclaration de

mode correspondant.




6.10

bar les axiomes définis-
et les axiomes logiques
Rices directs de D :

. bornice
lui-méme cop ¢
tenu dans p [
A~7.4,2
*2 pas 2],
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le cas, l'élaboration pourrait trés bien &tre traduite dans le schéma de calculs
EXIST (voir [6.2.2.1 g)7]).

Définissons maintenant les différents schémas de modifications &lémentaires
et de calculs qui apparaissent dans S(Id).

6.2.3.3 DéFfinition du schéma ident :

ident est un schéma de modifications d deux paramdtres x et v ; il ne modifie
que les seuls symboles fonctionnels poss et valeur

) (poss) = poss' ;

- !
% dent(z,v ) (valewr) = valewr' (et g,

% dent(x, ident(x,v)

est l'identité sur les autres symboles fonctionnels).

ident est défini par l'ensemble d'axiomes :

- ! - B
Xident(z,v) - {valeur' poss' z = valeur v} U {valeur u = valeur v 2

Tu = pose’ © | u €EXVAL ~ {poss' z} ¥

{poss' y = poss y | y €IDENT - {x} }U
{valeur' u =valeur u | u EEXVAL - {poss' x} } U

{sousflex rep v = faux}

ce qui traduit [A-7.4.2 pas 7 et [A-7.4.2 pas 3] :

i) on fait "possdder" & g un nouvel exemplaire de v ; ce qul est plus exigeant

que [A—?.H.? pas 7] mais rendu nécessaire dans notre formalisation car nous n'expri-
mons pas qu'd chaque occurence d'ume notation ou d'un identificateur est associé

& un nouvel exemplaire de valeur [6.3.9] . Une remarque analogue sera faite pour
les affectations.

ii) le dernier axiome exprime que v ne peut repérer un composant d'une valeur

multiple flexible sous peine d'obtenir 1'information inconsistante.

6.2.3.4 Systéme de calculs associé au schéma BOR :

BUK est un schéma de caleuls & un parawdtre D qul est un {éclaveuwr d¢ made
I1 exprime 1'élaboration collatérale des bornices directs de D “A-7.4.2 pas 2]
nous le définirons de manidre récursive, la récursivité portant sur D.

On veut que BOR, suivant la valeur du paramdtre D , posséde les propriétés
suivantes :

a) Si D est un déclareur de valeur simple ou si D commence par rep rep , par

proc, par union, par rep proc ou par rep union alors il ne contient aucun bornice
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2) Si D est 1'une des formes considérée en a), 1'un des calculs défini par

s ZaZ o
BOR(D) est bien 1'élément neutre de v%od r

6.2.3.5 Systéme de calculs associé au schéma EXIST :

EXIST est un schéma de calculs 3 trois paramétres D, Dys vy qui permet de
traduire [A-7.4.2 pas 4,5,6] .

- D'aprds le pas 4, les tests de cohérence n'ont lieu que si poss E (dans la
déclaration d'identité Dz = E) est une valeur de mode:structure, valeur multiple,
repére de structure ou repére de valeur multiple ; de plus une distinction est
faite selon que ce mode commence par pepére ou non. Le rdle du premier paramétre
D est de traduire ce pas 4 : D est un déclareur formel et sa connaissance équivaut
3 celle du mode de poss E .

- Les tests exprimés en [A-?.u.2 pas 5 et 6] font intervenir une correspon-
dance entre le déclareur D et le mode de poss E . Pour définir correctement cette
correspondance, il faut "explorer paralldlement" D et le mode de poss E en compa-
rant les sous déclareurs Dl de D aux modes des sous valeurs (correspondantes) vy de
v . Clest la raison pour laquelle EXIST est défini de maniére récursive, la récur-
sivité portant sur les déclareurs constituants de D , c'est le rdle du deuxiéme
paramétre Dl 8

dans o‘(Id) on introduit le schéma EXIST (D,D, poss E) qui est défini de
maniére récursive d partir des EXIST (D,Dl,vl) ol Dl est un sous déclareur de D,

v, la sous valeur de poss E correspondant & Dl g

Exemple : soit D le déclareur [3.1:4.1] struct([l.l:4.0] ent x, réel y) et poss E

1'exemplaire de valeur schématisé par :

E
poss 4 4 Il s'agit alors
3 1) de comparer . § et a; poss E
elem elem 4 . det bl poss E
2) pnis
ue hy ch < .+ 1eta chm eZeml poss E 3
et 0 -
o7 /1 |
17 \1\ s //‘
] AN A
7 id N,




Ainsi EXIST(D,D, poss E) sera composé des calculs formalisant

1} et des calculs |
EXIST(D,Dl,vl) formalisant 2) (avec D

12 (11040 ent et vy =ch_elem; poss E 3). !

Dans une premidre étape définissons informellement 1'

ensemble de calculs |
EXIST(D,Dl,vl) en fonction de D, D

ip ¥ ¢

A) D n'est ni un déclareur de structure, ni un déclareur de valeur multiple,

ni un déclareur de nom de structure ou de valeur m

ultiple :
Alors [A-7.4.2 pas 4] :

EXIST(D,Dl,vl) = A quel que soit b, .
B) D est un déclareur de valeur structurée, multiple ou de nom de valeur
structurée ou multiple :

EXIST(D,Dl,vl) est alors défini récursivement par rapport 3 Dl 0

a) D, est un déclareur de valeur simple, ol il commence par proe, union,

rep rep, rep proc ou rep union :

D1 ne contient aucun bornice et done aucun test n'est 3 faire :

EXIST (D,Dl,vl) = A

b) Dl est un déclareur de valeur structurée ou de nom de valeur structurée :
- (e) : P es
Dl = rep atruct (Di Tyanens Dé xn) (rep est absent si ¢ = o .

présent si € = 1)

n .
EXIST (D,D,,v)) = M (EXIST (D,D!,chs, v.))
Y icin R

(les bornes et dtats correspondants 3 ceux de chxi v, sont spécifiés dans

D)
i
c) Dl est un déclareur de valeur multiple ou de nom de valeur multiple :
= (e) . R
D, = rep [Al-I‘l FBAL e, AT B.4 Do
Les tests de cohérence sont porter d'une part sur les Ai » B, Fi . Ai (que
l'on compare aux bornes et états correspondants dans Vl) et d'autre part cuw Di ,
ainsi :
EXIST(D,Dl,vl) = test(D,Dl,vl). U i(valeur poss Al,Il)...j(vdZéur poss An,In)-
Il,..,IneNOTENT
J.,..,d & NOTENT
1 n
. . i ] .
j(valeur poss B sJ,) . j(valeur poss Bn’Jn ‘I ég\<J(EXIST(D,Dl,eZemn Vit
N

pour 1ign
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i &fini en [6.2.3.6] qui
ificati é1émentaires défini el
éma de modifications &
- test est un schéma
exprime [A-7.4.2 pas 5 et 6]

iné . (resp.
) (1 gigmn) est déterminé par poss a; Dy
- poss A; (resp. poss By ‘\} ) [6 = l]
3 iocmes de V(D $2.2. .
“ bi Dl) i . 1 els des vérifications doivent
é esqu
i sous déclareurs sur
. Di o re partie du schéma EXIST(D,Dl,vl) .

. i& 5
stre faites. C'est le rdle de la dern on obtient le systéme de calculs

334 . dadden
En regzoupant les considérations pxecede tes,

M&EXIST) :

s (indique D,U) U
EXIST = ADAD, Av, ) 3tindiqu

M € AUTRE U RUAUTRE OUNION |

ADXD. hv ) Cindique D0 -
d;
£ [p @STMUL URSTMUL

\J  ilindique D 5u) U
U, € AUTRE U RUAUTRE UUNION
l . . ~
L) j(indique D,, repére
D! €INDIC
m_id
xl,...,.rneLo
£z 0,1

oDl .

(e)structure indiquéDi...zndwqueDn).
Lgeek,

Di,...,

wee (EXIST(D,D),chz; v,) V)

1gign . (&) (n) indique D)

() ilindique D, repére "rang !
néM

D]'_ € INDIC

et € = 0,1

b (ExTST)

{ ) (j(valeur pose a; By, Jl) e -
.,I_E&NOTENT
1°*"°"n
J_€&NOTENT
*n

teSt(Danlivl)
I

Jyses
i(valeur poss a, D, In) . j(valeur poss bz D, s Jl)
1lva n

: PNV
s{valewr poss hn DL u

i)
m (EXIST(D,Di,eZemﬂ vy igeeedy :l

I ij<1

P

3 3
pour 1<j€n




6.2.3.6 Définition du schéma de modifications élémentaires test :

Le schéma test dépend de trois paramétres : D, D1 et v, en reprenant de
[6.2.3.57 .
de valeur multiple, de nom de structure ou de valeur multiple et si Dl est de la
forme re E LA r 8 BlAl seees A r ¢ B, An] D' ; nous ne le définirons que dans

ce cas.

Il n'apparalt dans un calcul que si D est un déclareur de strcture,

test (D,Dl,vl) ne modifie aucun symbole fonctionnel, il ajoute simplement

les axiomes suivants :

={dimvl:n D¢ /\ (siD

OVaL-D = vide V

Xtest(D,Dl,vl) i<i¢n 1 1
N
valeur poss a b za; vl) N
(¢;D,20VD, D, = vide V valeur poss by Dy b, v.)) |

n €NOTENT} )

{dimv, =nAD

L =rep D A (s;0; 22 Ve, D 25, v)A

i<ign 1

= = 1
(ti by =2 Vti D, = % vl)) | n €NOTENT » D' € INDIC)}
Le premier ensemble d'axiomes exprime [A -7.4.2 pas 57 ¢ 11 "compare" les

bornes correspondantes de Dl et v,
Le deuxiéme ensemble d'axiomes exprime rA—7 4.2 pas 5 ] il "compare" les

états correspondants de Dl vy

6.2.% Déclaration d'opération

Une déclaration d'opération Op est de la forme _Ele,DQ) D3 * = E ou
_JZ(D ) D x =K,

Dl’ D, et D sont des déclareurs virtuels ; z est un opérateur (&lément de
L p) et E une prop051tlon unitaire du "genre opera" [A—7.5.1] .

La valeur possédée par E est une routine [6.3.10] .

L'élaboration de E est exprimée dans O4kE) s [A—7.5.2] qui définit 1'élabora-

tion de Op se formalise par -

8p =¥, opera(x,poss E)

P e

Fop)
Vop) =

cpera étant le schéma de modifications élémentaires & deux paramétres qui fait

posséder poss E & z.

|
!
L
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opera modifie le seul symbole fonctionnel poss

gs) = poss' .
Uopera(x,v)(po P

11 est défini par :
= poss u | u €IDENT - {x}} .

= {pose’ & = v} U {poss' u
Xopera(a,v) tp

Remarque :

. =
On aurait pu également &liminer opérateurs et formule

1 1 3 1 éd 3 1 i
pivot en es remplagan respectl vement par des procedures et des appels de proce

[6.3.5] du langage

dures.
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6.3 Systémes associés aux propositions unitaires (non parenthésées) :

6.3.1 Introduction :

Une proposition unitaire non parenthésée est [A-8.1.1 | :
i) soit une confrontation : - affectation
- relation d'identité

- relation de conformité

- forceur
ii) soit une formule
iii) soit une cohésion : - sélection
- génépateur
iv) soit une base : - identificateur
- notation

tranche

- appel de procédure

A chacune de ces phrases élémentaires sera associé un double systéme, avec

toutefois la restriction suivante

Nous ne considérerons pas les forceurs qui sont de nature purement syntaxique

et traités dans le langage pivot [5.2:|.

6.3.2 Affectation :

6.3.2.1 Introduction :

L'élaboration d'une affectation est définie de fagon récursive [A—8.3.1.2] H
pour comprendre la formalisation qui va suivre il est utile de faire les remarques
suivantes

i) Les "opérandes' d'une affectation sont respectivement un exemplaire v de
valeur (source)} et un nom u (destination). En fait dans notre formalisation le
symbole rep est défini sur des exemplaires et donc u sera un exemplaire de nom.
Remarquons que nous rendons bien compte de [A—8.3.1.2] car tous les exemplaires d'un

méme nom repdrent le méme exemplaire (voir SH, ,,et la remarque qui suit).

ii) La définition d'une affectation comporte essentiellement deux étapes :
- une premiére qui consiste en des "tests" et des "ajustements" d'états
portant sur des descripteurs de valeurs multiples repérées par u ou des sous noms

de u . C'est cette étape qui est définie de manidre récursive en [A-8.3.1.2 c)] .
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- la deuxiéme qui no_gommence_[A-B.S.l.? ¢) pas 2] que lorsque
tous les "tests" et "ajustements" précédents ont été faits et qui comsiste en
la modification effective de la fonction repére [A-8.3.2.1 a) et b)] , on dit
alors que v (ou les exemplaires de v) supplante (nt) 1l'exemplaire de valeur (ou
les sous exemplaires correspondants) antérieurement repéré (s) par u (ou les sous

noms de u).

iii) Enfin certains tests de cohérence [A-8.3.1.2 c) pas 1| sont nécessaires

avant toute affectation : ils constituent une étape antérieure & celles de ii).

Remarque : Les vérifications syntaxiques de compatibilité des modes de N et V
sont supposées effectuées dans le langage pivot.

La formalisation qui suit s'appuie essentiellement sur ces remarques :

- les "tests" et "ajustements" (ii) étape 1) seront exprimés par 1'intermé-
diaire d'un schéma de caleuls AFFECT défini récursivement par un systéme a point

Fixe [6.3.2.4]

- 1a modification du symbole rep (ii) étape 2) sera traduite par un schéma

de modifications élémentaires suppl (pour supplante) [6.3.2.87 .

-~ iii) sera exprimé par un schéma de modifications élémentaires coh [6.3.2.3] .

6.3.2.2 Elaboration d'une affectation :

Soit A, 1'affectation 2 := E , son élaboration est définie par le double

£
systéme :
Y NNy
Ag =a\(Z,E) . coh(poss Z, poss E) . AFFECT(poss Z, posg E)
" A 2)
(A okie)

(ag) oH(aFFECT)
‘V(Af){ poss Apross z

On traduit ainsi [A—B.S.l.z d)] : 1'élaboration de la destination de la source
est collatérale par définition de 1l'opération mélange ; la valeur de la source est
affectée 3 celle de la destination (schémas coh et AFFECT) et la valeur de 1'affec-
tation est celle de sa destination.

Définissons tout d'abord le schéma de modifications coh

§.3.2.3 Définition du schéma de modifications coh :

coh est un schéma 3 deux paramétres u et v traduisant [A—8.3.1.2 c) pas l] B

traduction qui se fait comme & l'habitude & l'aide de la notion d'inconsistance

[3.3.2.1]
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coh(u,v) ne modifie aucun accds, il ajoute simplement les axiomes :

X cohlu,v) © {Tvalewr u = nil} U {ppg portée u portée v = vrail

{sousflex rep v = faux}

6.3.2.4 Définition du schéma de calculs AFFECT :

AFFECT est un schéma de calculs a deux paramdtres u et v ol u est un exem-
plaire de nom et v un exemplaire de valeur ; sa définition est récursive, la récur-
sivité portant sur le mode de u :

AFFECT permet de traduire les tests entre les descripteurs de v (ou de ses
sous valeurs) et de la valeur antérieurement repérée par u (ou de ses sous noms).

Dans un premier temps décrivons AFFECT de maniére informelle :

a) Si le mode de u ne commence pas par "repére de structure" ou "repére de
rang de" il s'agit d'exprimer [A-B.S.l.? c) pas 2] 0

Alors : AFFECT(u,v) = suppl{u,v) .

b) 8i le mode de u commence par 'repére de structure' alors il faut traduire
[a-8.3.1.2 ¢) pas 5] .

Ainsi, si le mode de u est "repére structure ul...un" 7
Tyena,

AFFECT(u,v) = @M, (AFFECT(ch, wu, ¢k, v)) .
1gign i 2
c) Si le mode de u commence par "repére de rang" il s'agit d'exprimer

[A-8.3.1.2 ¢) pas 3), 4), 5) ] :

AFFECT(u,v) = traitmul(u,v). ) [j(alv,Jl)...j(anv,ln).j(blv,Jl)...
1 .,I_&NOTENT

gt 3% eNOTENT
s n
J(bnv’Jn)'I ;."(\(J (AFFECT(elem u 11...1n,elemnv 11...1n))]
kS ISk

pour lgkgn
traitmul est un schéma de modifications &lémentaires qui permet d'exprimer

3" gt "afustements" dudoscripveur de w Fg.3.2.5

d) En regroupant les considérations précédentes, on obtient la définition

suivant du schéma AFFECT :

6.21
/AFFECT = Au Av U i(mode u,p) . suppl(u,v) U
1 & RUAUTRE
A Av . ‘. } ia [j(mode u,repére structure ul...un) '

goereay = EPRRRE

Hyseeeslly & HODE

etn > 1

. (AFFECT(Ch u, ¢h )]
1<i gn 7 7
M AFFECT Au Av U [j(mode u, repere rang(n)u) .
n>1

I & MODE-rang MODE

traitmul(u,v) . U(j(alv,ll)...j(anv,In).j(blv,Jl)...j(bnv,ln) .
I,,...,1_ €NOTENT
1? n

Jl" - ’Jn € NOTENT
s (AFFECT(eZemnu i
3 &
Iksjk\‘]k
pour lgkgn

10 .1n,elemnv ije- 'ln)]'

6.3.2.5 Définition du schéma de modifications élémentaires traitmul :

traitmul est un schéma 3 deux paramétres u et v (u est un exemplaire de nom,
v un exemplaire de valeur), il exprime [A-8.3.1.2 ¢)_|pas 3 et 4 .

S
: R . . &me . . .
a) Si dans une information I le i état inférieur (resp. supérieur) de

rep u est 1 et si les bornes correspondantes de rep u et v ne sont pas égales alors

traitmul(u,v)(I) est 1'information inconsistante.

Ainsi . onti les axiomes
Xtpaitmul(u,v) centlent

(dimvz=n 20 N Ws;repuszl A Vaz rep uz a; v)) A
1£ign

( A -I(tz' rep u=1A _‘bi rep u = bi v)) | n 3l , n€NOTENT}
1<ign
b} Si l'une au moins des bornes de rep u est flexible, il s'agit :
bl) de "transformer" le descripteur de v en mettant ses états aux états
correspondants de 1'exemplaire de valeur précédemment repéré par u ; dans notre
formalisation cela revient & modifier certains 8, ou ti , c¢'est le r3le de l'ensemble

d'axiomes :

il
o

{dimvzn A V (s; rep u =

y Vi, repuz 0)) )
1Lign

<
m

(s!v:siz'epu/\té t, rep u) | n €NOTENT , # 3 I} .

1gign
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b2) De "créer" un nouvel exemplaire w d'une certaine valeur multiple et de (n)

] f ey 3 2 repére rang
le faire repérer par u . Dans notre formalisation nous ne "créerons" pas un tel 4 ———'lfﬁél—,————f"’ v !
! u

exemplaire, nous contentant de 'créer", &ventuellement, de nouveaux sous noms

de u permettant de repérer les é&léments correspondants de v . Cette création est

ici automatique, elle résulte des calculs AFFECT (elemn u il...in, elem, v il...in)
(les nouveaux sous noms éventuels étant de la forme elem, u il...in) et des

schémas d'axiomes SH SH; o qui caractérisent les sous noms d'un nom rep

1.2° SHy.6°
de valeur multiple, leur portée et leur mode.
Un probléme semble subsister dans le cas ol il s'agit de "supprimer" des

sous noms de u . En fait nous ne les supprimerons pas mais les valeurs qu'ils repé-

rent ne seront plus "accessibles" dans une information consistante car les
"conditions" inf By [Z6R ij = vrai A inf ij bj rep v E vrai ne sont pas vérifiées

[6.3.87.

Exemple : De manidre schématique représentons une partie des théorémes caractéri-

sant u et v de la maniére suivante :

|
jitde repére rang(n)p il 0
u
en particulier tl v £ 1 est transformé en t; v = 0 (b1l)).
ap ¢) En résumé traitmul(u,v) modifie les seuls symboles fonctionnels 8, et &,
__;,————gl”"’# ! : (1 2 1) et est définie par :
S t—— . = {dim v = (R =1 A a, = aq. N
; 3 Xeraitmul(u,v) {dimvzn D (1</'\ s, rep u =1 a; rep u = a; v))
; sign
m
( /\ Wt.repu=1alb. repuzbhb, v)) | n>0,
2 . T 7 o
t Igign
n € NOTENT} U
1
{dimv zn A( \/ (s, repu =0 V t.repu=0))D
0 B I . z z
1 1gtgn
B, 1<A (sévEsirepuAtivEtirepu)ln>,1,
n Yy | sin
1
1 I n € NOTENT} U

| H = ] 4 = -
Aprds affectation, les théorémes correspondant aux théorémes précédents {S{ W= 23 A ti W S | weexmus - {v}} .

peuvent &tre schématisés par :




6.3.2.6 Définition du schéma de modifications élémentaires suppl :

Ce schéma permet d'exprimer [A-8.3.1.2 a) et b):ldans notre formalisation.
Le but est de "faire repérer" un exemplaire v de valeur par un exemplaire de nom
u , c'est-d-dire ici de modifier le symbole fonctionnel rep . Il faut de plus
modifier ce symbole en tout nom w qui repére un exemplaire d'une valeur structurée

ou multiple dont rep u est un composant.

A priori il semble donc nécessaire se "créer" de nouveaux exemplaires de
nouvelles valeurs dont l'un des champs ou élément sera v . Si on adoptait ce point
de vue, il faudrait certainement définir suppl de maniére récursive ; ce devrait
donc 2tre un schéma de calculs. Remarquons alors la lourdeur de cette démarche

- le schéma de calculs AFFECT est défini par une réeursivité "descendante" :
on définit l'affectation d'une structure (par exemple) 3 un nom de structure, par
les affectations des champs de cette structure.

- le "schéma de calculs suppl" (dans 1l'optique précédente) devrait &tre
défini par une récursivité "ascendante", Donc, dans le cas d'une structure par

o

exemple, on serait amené & "parcourir' 1'arborescence associée de 2 maniéres inverses
1'une de l'autre.

La remarque suivante permet une définition beaucoup plus simple
8i u; est un exemplaire de nom qui repére un exemplaire d'une valeur structurée ou
multiple donc rep u est un composant v' , une manidre de "créer" le nouvel exemplaire
de la nouvelle valeur que l'on fera repérer par u, peut consister 3 "détruire"
1l'exemplaire vi repéré par u, en le transformant en un exemplaire v dont tous les
composants sont les mémes que ceux de vi excepté v'-qui devient v . Schématisons
cette "création' de la maniére suivante :

el

u
%) th
rep o
o est transformé en rep|
ch 1 rep
RS
e
g e "%
Iz

v
, DA
cy \shw\i
o v
Yy
o

Pour effectuer cette transformation il suffit de modifier rep en u ; les

rep

schémas d'axiomes SHl 1 et SH entraine la modification de chx ou elemn en rep u;

et donc la création de nouveaux exemplaires de nouvelles valeurs en remplacement

de tout exemplaire dont v' est un composant. Enfin il est clair que tout autre

exemplaire n'est pas modifié.

Remarque 1 : Cette transformation n'est possible que si les exemplaires "détruits"
ne sont pas "utilisés" ailleurs. Intuitivement cela signifie qu'il ne doit pas
exister d'exemplaire de nom uy tel que u, et u soient des exemplaires de deux ?oms
différents et qui repérent v' . Autrement dit il ne doit pas exister d'exemplaires
de noms u, et u repérant le méme exemplaire de valeurs et qui soient des exemplaires
de 2 noms différents, ce qui résulte de SH, ..

(L'un des intéréts de la notion d'exemplaire réside donc dans cette définition
simple de [A-8.3.1.2 a):l.

En résumé on peut définir suppl(u,v) par :

if] i i invariants
suppl(u,v) modifie rep, Chx (x € L Y s elemn (n > 1) , valeur et laisse inv

les autres symboles fonctionnels de L :

g 3 (rep) = rep’ ) (Chx) = chz' 3

ag
suppl(u,v suppl(u,

(elem ) = elemr; 5 (valeur) = valeur'
n

g
csuppl(u,v) suppl(u,v)

I1 est caractérisé par :
e {valeur' rep' u = valeur v}V

=10 1

(valeur w = valeur v D lrep’ uw = w | w @EXVAL - {rep’ ul}U

{rep' w = rep w | v €EXVAL - {u}} U

{u = elem vy i)...3 D elem) wij...i = elem wi,...i, |

it

elem_u 1

...i_ @EXVAL ; elem, wi
n 1 n .4

...i_ € EXVAL et k # n ou
1 n

k = n et w ne contenant aucune occurence de ul}

= ' = EXVAL ; ch w € EXVAL et
[u_Chaculachyw'Chy"lchzule i chy
yfaxouy = x et wne contengnt aucune occurence de ul) o

Remarque 2 : |A-8.3.1.2 b)_iest bien traduit 1cl car SL1 W & pour Sous Uoll u, reép w

n'est pas modifié et donc mode rep w non plus.

Remarque 3 : la lourdeur des deux premiers ensembles dlaxiomes est dile au fait que
: s 7 . )
nous n'exprimons pas qu'd chaque occurence d'un identificateur (d'une notation,...)

est associé un nouvel exemplaire de valeur [6.2.3.3 ]

Remarque 4 : Il se peut que le mode de u ne soit pas un mode simple mais commence,

par exemple, par "repére repére', "union " etc ... [6.3.2.4 a)] .
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iomes SH et SH entralnent alor "1'aff o " - 2 . " z
S aire est e méme dans le cas des modes 'récursi fs'". Par exemple aucun des schémas
1 1.2 ctation" des st pas d

o 43K iné 3 des définis
£1& P 3 ité t de prouver 1'égalité (ou 1'indgalité) des mo
champs (resp. éléments) de v ou de sous valeurs de v aux champs (resp. éléments) d'axiomes cités ne perme P g

2 : .
correspondants de u ou de sous noms de u . Clest la raison pour laguelle dans par les deux déclarations :
Xsuppl(u ) On précise : elem , chy n'est pas modifié en tout schéma fone- mode a = struct (rep a x)
5
tionnel w qui ne contient aucune cccurence de u - mode b = struct (rep b x)
En fait les schémas SHy o <+ SH, 4, De permettent de caractériser que des
6.3.3 Relations d'identité : : :

modes différents. Or le probldme de l'égalité des modes est décidable [as7].

z . 20 . saz & 3 ifi 1égérement la
Une relation d'identité est de l'une des deux formes suivantes : Pour permettre les tests de conformité on est amene a modifier léeg

. s iomes caractérisant
N, =t N, ou N, :#: N, ; N, et N, &tant deux tertiaires dont le mode définition d'une information Algol 68 en y adjoignant des axiom
17" 72 177 T2 e 1 2

des modes égaux. e
(Une formalisation de [As] serait plus simple 3 ce sujet car la définition de

L'ensemble de calculs qui lui est associé est le mélange des ensembles de 1'égalité de deux modes est beaucoup plus précise qu'en [aD.

commence par "repére' ; sa sémantique est définie en [A-8.3.3 c):l y

calculs associés 3 Ny et N, [a-8.3.3.2 a)] ; sa valeur dépend du connecteur d'iden-

tité et des valeurs possédées par Ny et N,. Ainsi : 6.3.4.2 Information complétée par rapport aux modes :
6.3.3.1 Systdmes associés 3 R : N, = N, a) Rappelons que MODE est défini par 1'équation :
(n) MODE
K=o ¥ MODE = lomg MODE ) repére MODE U ( J 1q Structure MODE" ) rang U
R = m(N,,N,) CL Byeosll
1°72 Lyyaees® 1 '
vh(R) 1 n o
{63) i) i= 1,2 n 21
. ) (m) ) wnion, Mone™) L
: w
T { valeur poss R = cond valewr poss N, valeur poss N, vrai faux ( U proen, MoDE™) U U procr, MODE Y U ( p 85, n
2 ne [H L n € m* n
6.3.3.2 Systémes associds & R : Ny ot N, indique INDIC U mode EXVAL .
’ﬁ' (ﬁ ']}f ) Mais les schémas du type mode EXVAL ne -pez'mettant pas de "construire" de
=m s i o, o
9 ‘/&R) v nouveaux modes, ils servent seulement & &tablir un "lien' entre les exemplaires
R N. i=1,2
(R) ol 1 > ! de valeurs et MODE. .
! 5 4 s+ - streindre au
Fw) { valeur poss R = cond valeur poss N, valeur poss N, fauz vrat k Ainsi, pour le seul problime d'égalité de modes, peut-on se re
| sous ensemble MODE de MODE défini par :
= i . W . Cg | n) WOTE
6.3.4 Probléme de 1'égalité des modes et relation de conformité WODE = long MODE U repére WMODE WJ ( ‘ ) structure E'f)'ﬁf( ) U rang MODE U
n 3l . Bge o o
6.3.4.1 Introduction : ‘ -’51:-":‘% eL;d . 1 n
Il est nécessaire, pour formaliser les relations de. conformité, de pouvoir | () U 5 (:;)) v
(1 t union_ MODE
"comparer'' deux modes : c'est-3-dire de saveir si, étant donnés deux modes |, et U ( U procn MODE( )) U ( U proer,, MODE™™") U ( B 7
1 2 ne n ne N né&m

et une information I , 1'un des deux théorémes U, £y, ou Ty, =y, appartient
15 17 Hy EPP

a1z indique INDIC . )
8i les schémas d'axiomes logiques et les schémas SH, o a SH, [4.1.5.7] b) Soit ¥ 1la structure d'information définie par :
donnent une réponse affirmative dans le cas de modes "simples" (c'est-A-dire obtenus "

1t3 e Tns . - AL le de symboles fonctionnels
par composition des symboles long, rang ... & partir des modes primitifs), il n'en 1'ensemb ymb
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Ly = INDIC U {long, rang, repere} U {pracrn, wnion | 21} U
{procnn | 7 20} Ulstructure | 151ign; CITRR- N eL:d}
Lyena,
- l'ensemble de fonctions atomiques
Am = MODE = MODE
- l'ensemble d'axiomes Xm obtenu par 1'union des schémas d'axiomes
SH7 6 e SH7 1p @vec l'ensemble des axiomes caractérisant les &léments de INDIC

(ils sont de 1a forme indique D = u et sont définis dans les systdmes d'axiomes
apparaissant en [6.2.2.1] et [6.2.2.2:])

- Nous noterons Fm 1l'ensemble des formules de ';fm.

Pour toute information I de % » NOus noterons Im la restriction de I
IR

Im =1 (\Fm § ou encore L= fgn(l) a
il suffirait
soit compléte. Comme ceci n'a aucune raison d'8tre (avec l'exemple de
[6.3.4.17 ni indique a = indique b , ni Tlindique a = indique b n'appartient 3
Im) nous allons la compléter

Pour que 1'on puisse "comparer" deux éléments de MODE dans Im
que Im

c) Complétée de Im i

Les axiomes de Xm sont choisis pour que si deux modes Uysu, sont diffé-

rents (au sens intuitif) alops My =, eIm o
L'idée permettant de construire une information compldte K contenant I

est donc : Si deux modes u; et H, mne sont pas (formellement) différents (i.e.

_hil = M, € Im) alors ils sont égaux (i.e. My = p, doit "appax‘tem.r a Im)

Soit donc fn- l'extension de Im définie en ajoutant i Xm l'ensemble

d'axiomes :
Yoyl s, 1)

Prouver la complétude de q se
fait en 4)).

réduit 3 prouver sa consistance (ce qui est

Remarques :
=

1) On suppose & priori qQue I, comme I , est consistante.

2} Avcune modification &lémentaire ne transforme les axiomes de Xm » clest-
d-dire que I, est indépendante de 1'information I . En particulier on peut

définir 1'information initiale comme &tant la plus petite information I

contenant

.y

i i éfini témes
1l'ensemble des théorémes T de s’(y compris les axiomes définis par les sys
en

i i éduite
ﬂ(E) pour toute phrase Algol 68, E) et Y . Alors toute information Il dédu

applic n ification de la structure et soit inconsilstante,
s N Pap

de I ar lication d'une modif t de 1 truct it t stant

] P

i -3-di e pour tout W, ,d, € MODE,
soit compléte relativement aux modes, c'est-d-dire que p 1oHg

E = artient & I. .
1'une des deux formules Hy =, ou 1“1 =y, app (li S
isé i J ion de J obtenue par adjo
Plus précisément si 2Y(J) est l'extension de
YI =

suivant est commutatif

I . s
fw, =y, | Mn, = U, ﬁ me(I)} on démontre simplement que le diagramme
1= ¥H2 17

1
T J . Nz .
% ot T est une modification élémentaire
ay’l‘l 1 de la structure §.
o]
10—9 I1
d) Théoréme : 1’; est consistante.

3 1 Z . s z .
I1 suffit de prouver 2.4.3 | qu elle admet une réalisation. La démonstration

e S A ; en reprenant se otatio o1t g l'ensemble
epose essentiellement sur 5 | 3 en pr 8 nota ns, s
rep

7 BrtirZ 0 D .
des protonotions Algel €8 [:A—l.l.2 b)_| tel qu'il est précisé par l'article ci
e -l

n g s
i i %(ﬂ: 99 par :
dl) Définissons une application r de Lm dans xl;.:o o

i) r(indique reel) = réel
r(indique ent) = entier
r(indique car) = caractére
r(Zndique bool) = booléen
r(indique proc) = procédure
ii) r(long) est une application de 6) dans & définie par :

r(long(u) = long u

on définit de méme :

p(p_vmnrn\ . r(jmvfrmn)

:x:l.. 5

comme étant des applications & valeurs dans 6"

structure avec u
par exemple r(structure) : (ul,uQ,...,un) —> 1
T,
i & ti xz .
a titre x; et ... et avec u & titre x,



6.30

iii) pour définir complétement r s 11 faut caractériser r(indique d) pour
tout déclareur non primitif ou indicateur d.

On procéde de la manidre suivante :

soit », une application de L~ dans U cj(@n’@)

prim 10
L U {tong, rang, repére, structuve ...}
Tpenelt,

égale 3 r sur les
éléments de

On pose rl(indique d) = d pour tout d € anrim @) Lind

r, se prolonge alors naturellement en une application r, de MODE dans J et donc
,

tout axiome Zndique d = u caractépisant un &lément d éIPprlm (6] Llnd

une équation d = £ (u)

définit

On associe de maniére naturelle 3 tout programme Algol 68,

A

P un systéme 3
point fixe formé des équations d = p (u) pour tout élément d € anrlm ULmd

qui apparalt dans P . Si le programme est syntaxiquement correct ce systdme S(P)

(est complet et 11) adm
nprlm L)Llnd et une solution unique [A-5.2.2j « Comme tout élément d de
apparait dans un et un seul programme Algol 68, (rappelons LS 1J

qu un tel element n'est pas réduit A une suite de caractdpes mais est une arbo-
rescence) on définit r(indique d) comme étant la valeur de d dams la sclution du
systéme ol il apparaTt.

Ainsi (??,r) est une interprétation de ¥

iv) C'est de plus une réalisation de I en effet :
- ?

g:- Il est clair d'aprés les propriétés de ﬂ,[A5-2.1 axiome 1] que pour tout
axiome provenant d'un des sché ¥ ¥

- . Enes h chémas SH7.S Y. SH7 19 r(X) = VRAT (¥ est 1a
onction de vérité associée 3 p).

Exemple : Sinrovient de SH on a =repé E B
pére |, = repére p2'3 Uy =,

7.7 . Alors de

2 2,' = o~ 2 .
v(repére ul) r(repére u2) on déduit By = K, (en tant que protonotions)
et done ?(ul) = f(uz) 5

- si L oest un axiome de la forme tndique d = u s d est un déclareur de
d
mode qui apparait dans un certain programme P ; l'equatlon associée d = rl(u) admet

comme solution r(indique d), c'est-a-dire flindique A) = Hi(w)

ainsi r(tndzque d = u) = VRAT .
@
d2) (Y ,r) est encore une réalisation de I _ :
: ) m
Im etant une extension de Im définie par 1'ensemble d'axiomes Y s gl
suffit de vérifier que si u=v €y , Tu = v) = VRAI

ey

Soient u,v € MODE tels que lu = v ¢Im. A la réunion sur P des systémes
1)

x, = 1(v) .

“O(P) (iii)) , on ajoute les deux &quations x, =

> B>

De ce systdme (qui contient une infinité d'équations) on peut extraire

un sous systdme complet et fini contenant les deux équations précédentes

(Exemple : si u = indique a avec mode a = struct(rep b x)

mode b = struct(rep a y)
et v = indique ¢ avec mode ¢ = gtruct(rep ¢ x)
mode d = struct(rep d y)
le systdme obtenu sera : X, = Fl(u)
x, = rl(v)
a = ﬁl(sv‘;rucz':ureac repére b)
b= ?l(structurey repére a)
e = ?l(structurem repére d)
d = ?l(structurey repére ¢) )

Alors en appliquant [AS] 3 ce sous systéme, les définitions de la relation
. : - ” .
binaire I et de 1l'ensemble E [AS 4.2] confrontées aux axiomes SH7.6 ves SH7'12
permettent de montrer immédiatement par récurrence sur n que si (1,2) e T (BE)
aloes luzv €I .
pinsiTuzv €1 =p (1,2) ¢1%E)
et donc [AS proposition 4] lu = v ¢Im === fi(u) = B(v)
ce qui termine la démonstration.
Remarque : Une autre réalisation est définie en [SI?] 3
On peut alors définir les relations de conformité, en tenant compte de la remarque 2

ci-dessus.

6.3.4.3 Relation de conformité :
Une relation de conformité R | A-8.3.2.1] est de la forme N :

: EoulN :=E 3
N et E sont des tertiaires et le mode de N commence par "repére'.

L'élaboration de R est décrite en[:A—S.S.Q.Q] pas 1... pas 4. Il s'agit d'élaborer
E et de comparer le mode de N au mode de E ou d'une valeur repérée par E ocu par un
de ses sous noms. Cette définition est récursive, nous introduirons deux schémas
de calculs : CONF qui traite le cas des relations N :: E , CONF, celui des

relations N ::= E .
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a) Double systdme associé & R :

an N
R = E . CONF,(R,N,poss E)

Ar)
S c}f:(com-*i)

Twy -

dans lequel i = 1 si R est la relation Ni:E,d1z22sielleestN ::zF

TR) est vide car poss E sera défini dynamiquement par CONP

b) Le schéma de calculs CONF

CONFl est un schéma de calculs 3

» d trois paramétres : une relation de confor-
mité R dont le comnecteur est '::M

» le tertiaire N qui se trouve en partie gauche

4 .
e R et un exemplaire de valeur v . Il permet d4'exprimer [A—8.3.2.2] pas 2 et 3

[ conE,

= AR L Avo.
K ilmode poss N, repére uniann Myeeelt )
1 ul, ..,u & MODE !

pour n>

)
I
0
i

[ 3t (mode Vs W) . ver(R) ") U
c/‘fa(com“l) -
(
(v & MODE Hoede ™ U j(mode poss N,repére umon Hyeelt Y.
11 s-'-ﬂl & MODE-{v}
pour n3li
< v, . CONF, (R,N;rep v)} U
M Grepére MODE
( 3,1 . fau(R) ]
He MODE—repére MODE
Commentaires :

- le premier ensemble de calculs traite le cas oli le mode de N est repere

d'un mo | i
de uni 3 partir du mode de v 3 rappelons que ceci 'comprend le cas ol ce
wode est repére mode v (n = 1)

’ + Il se termine par la modification &lémentaire
ver(R) (définie en d)) qui associe vrai & R

- le deuxiéme ensemble traite 1'autre possibilité,

deux cas sont & envisa-
ger :

- le mode de v "'repé
commence par 'repére" et alors on confronte N et rep v

- sino ie 3 5
n on associe d R la valeur fauz, c'est le rdle du schéma de modifi-
cations fau.

c) Le schéma de calculs CONE,

C'est un schéma de calculs 3 trois paramdtres, de méme types différents
que ceux de CONF2 . I1 permet d'exprimer [A—8.3.2.2] pas 2,3 et 4 . Sa définition

est obtenue 3 partir de celle de CONF1 en faisant suivre ver(R) de :

A
N . coh(poss N,v) . AFFECT(poss K,V)

qui permet d'exprimer l'affectation [6.3.2] de v 3 poss N ; affectation qui comprend

certains tests de cohérence et qui doit &tre précédée de 1'élaboration de N.

Remarque : 1'introduction d'un symbole fonctionnel conn (connecteur) associant

son connecteur 3 toute relation de conformité permettrait de regrouper CONFl et
CONF2 .

d) Les schémas de modifications &lémentaires ver et fau :

Ce sont deux schémas 3 un paramdtre (relation de conformité R) , ils

modifient le seul symbole fonctiomnel poss :

(ﬁbss) = poss’ et (poss) = poss’

9 ver(R) 9fau(R)

Ils sont définis par :

Xver(R) ° {poes' R = poss prai} U{poss' u = poss u | u € IDENT - {R}}

H

xfa\:(R) = {poss' R = poss fauz} U {poss’ u = pose u | uw €IDENT - {R}} .

6.3.5 Formules

Dans le langage pivot toute formule E est de l'une des deux formes :

. DEl

- El o] E2

ol U1 est un opérateur ; El et E2 sont des tertiaires (soit des formules, soit des
secondaires) [A-8.47] .

L'élaboration d'une formule consiste essentiellement en un appel de la

routine possédée par son opérateur.

6.3.5.1 Systémes associés & une formule monadique :

Soit donc E : OF, . Les appels de routines sont caractérisés en [6.3.1.1] ,
en adoptant les notations de ce paragraphe :
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n
Meyd E= ZE(6.$(poss on
) M(E) =1,

/6] { poss E = sub E pose poss O

poss Q est la routine associée & O, nous verrons

(symbole O-alpe) a( 8 5 1= D
. pos n) 1.2 ssocié 3 poss 0.
I est l'ensemble de calcul dassoc
o e permettent de traiter le cas S variables locales au P P
z t sub pe it t de corps de procédure
ainsl que la transmission du paramétxe effectif E

que c'est une phrase Algol 68,

7

6.3.5.2 Systémes associés 3 une formule dyadique

Si H
iE: El Q E2 alors, comme ci-dessus

ey ) E = € (6.$(poss 1))
S d(;(gi‘) i=z1,2

UE) { poss E = sub E poss poss (] .

6.3.6 Sélections

Soit P la sélection x de E
[a-8.5.2] .

L'&laboration de P est décrite en [a-8.5.2.1]
le double systéme suivant :

» & est un sélecteur de champ et E un secondaire

» nous la formaliserons par

)

Nvaleur poss E = nil

$p)
T

{valeur poss p =
p valeur chx poss E) A (valeur v = valeur poss P )

Tv = poss P) | v €EXVAL - {poss P}} .
On expri it &
. prime que la valeur de E doit dtre différente de nil et que la sélecti
posséde un nouvel exemplaire de valeur. o

Rem i i
arquons que la caractérisation, dans notre formalisation

u €EXNOM (schéma d'axiomes SH . ahx |

} évite de trai isti
1.1 e traiter distinc d
est un exemplaire de nom. e e e :

§:3.7 Générateurs :

6.3.7.1 Introduction :

Soit G le générateur Loc D|q (resp. tas D) de déclareur effectif D [5.2 ¢)7.

L télaboration de G est définie en [A—8.5.1.2] et se raméne essentiellement d celle de son

déclareur effectif D [6-7.1.2 d)] . De plus c'est le seul endroit ol 1'élaboration
d'un tel générateur est utilisée j c'est la raison pour laquelle nous n'associons
pas, dans notre formalisation, de valeur 3 un déclareur effectif D nous contentant
de le faire pour un générateur (rappelons que V(D) caractérise indique D ainsi
que les éventuels bornices de D [6.2.2]).
Etudions en détail la définition de 1'élaboration d'un déclareur effectif :
- cette définition peut &tre récursive
- 1a récursivité porte sur la forme du déclareur, c'est-d-dire sur D et
les sous déclareurs de D (aprés développement [A—7.1.2 )
- la définition n'est récursive que si D est un déclareur de mode structure
ou de mode valeur multiple
Ceci est dfi au fait que seuls ces déclareurs conservent " leffectivité"
des sous déclareurs alors que dans les autres procédés de construction de déclareurs
de mode (routine, repére, union) les sous déclareurs sont virtuels [A-7.1.l w), 2),
i1
- Un traitement particulier est cependant réservé aux déclareurs de mode
union pour permettre de choisir un des sous déclareurs.
- Enfin il faut "créer" : un nom u de mode "repére de D", un nouvel exem-
plaire de valeur v que 1'on fait repérer par ce nom, ainsi qu'un certain
nombre (éventuellement nul) de sous noms de u repérant les sous valeurs

correspondantes de v .

Cette définition récursive permet, et c'est li son seul rdle, de définir les
descripteurs de toutes les valeurs multiples repérées par les noms que l'on crée
(dans le cas ol les déclareurs correspondants sont effectifs).

La formalisation qui suit repose essentiellement sur cette remarque :
1'élaboration &'un générateur sera traduite par un schéma de calculs GEN qui permet
a AiFinition : le téaitpmpnf relatif aux déclareurs
de valeurs multiples sera exprimé par un schéma de modifications &1émentaires
“eréa".

Remarque :

Nous n'allons cependant pas traduire entidrement [a-7.1.2 d)] : sauf dans

le cas d'un nom de valeur multiple caractérisé par un déclareur effectif, nous ne

définirons pas de "nouvel exemplaire de certaines valeurs' 3 faire repérer par les
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noms créés par le générateur [A-7.l.2 d)] pas 2), 3), 4) et 7). En effet le rdle

d'un générate "epéep!
g ur est de "créer" des noms et de domner certains "renseignements" sur

ces noms : 3 - i
portée [A 8.5.1.2 b)j, mode, descripteur de la valeur repérée dans le
cas d'une valeur multiple.
Ce i ici
S renseignements seront donnés ici par des théordmes caractérisant les
symboles fonctionnels
ortée, mode, r : %
e s : p\ B > rep, poss, ay;, bi’ 815 tps dim, sousflex .
D e ces théorémes (sauf ceux concernant les descripteurs) se déduisant
de certains é taxi i
schémas d'axiomes propres et d'axiomes caractérisant l'exemplaire de
nom possédé par le générateur G.
Cette d ien équi
emande est bien &quivalente, quant 3 1'utilisation ultérieure des noms
d celle qui i d fai é :
qul consiste d falre repérer par les noms que l'on crée des exemplaires
v de i i
certaines valeurs, sans autres renseignements sur v que ceux concernant
1'éventuel descripteur.

6.8.7.2 Systémes associés 3 un générateur G :

G apparalt dans un certain programme P . Dans le langage pivot 3 G est

associée sa portée q (déterminée par la plus petite région du programme P qui
contient G). :
) q si G =ZloeD
Soit p défini par p = e
8 sinon

2l N

le double systéme associé & G est défini par :

2

G = GEN(poss G,D)
M) { cen)
L) o)
mode poss G = repére indique D
ey portée poss G = p
{Nvaleur poes ¢ = valeur poss 6, | 6, e 8" - (g}
o

Remarque 1 :
Les deux premiers axiomes de v?G) caractérisent le mode et la portée du

nom créé éné insi
& par le générateur, ainsi que tout sous nom de poss G grdce aux schémas

Alaxiomes

cu
SHy gy e SH1.7

On exprime d'autre part &g iffé
55 - ? ; que le nom créé est différent de tout autre nom,
o e ensemble des générateurs Algol 68,
Remargue 2] %

o .
n ne donne aucun axiome concernant rep poss G alors que pour traduire cor-

- . 3 4 :
ctement [A 7.1.2 d)] il semble nécessaire de préciser son mode. Or deux cas sont
envisageables
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- Le mode de poss G commence par repére union et alors peu de renseignements
peuvent 8tre donnés : c'est ce qui est exprimé en [A-7.1.2 d) pas 3:|oﬁ on
Mehoisit" un certain mode 3 partir duquel indique D est uni. A ce cas correspondent

é 1 1 .
les schémas d'axiomes : SHl.S’ SH1'7 et SHl.Q

- le mode de poss G ne commence pas par repére union. Alors les schémas

1 3 .
d'axiomes : SHL.#’ SHl.B et SHl.B

définissant le mode des exemplaires de valeurs possédés par G et les sous noms

de poss G ,

Il faut définir maintenant le schéma GEN.

6.3.7.3 Définition du schéma de calculs GEN :

GEN est un schéma & deux paramdtres u et D ol u est un exemplaire de valeur
et D un déclareur effectif. GEN est défini de manidre récursive, la récursivité
portant sur D'. Il permet d'exprimer 1'élaboration du descripteur de la valeur
repérée par u si u est un exemplaire de nom de valeur multiple.

Tout d'abord définissons informellement GEN.

a) Si D n'est pas un déclareur de mode structure ou valeur multiple :

Alors [A-7.1.2 d) pas 2 et 3] i1 faut créer un nom et lui faire repérer une
certaine valeur. Nous avons vu (remarques de [6.3.7.1] et [[6.3.7.2] que certains
axiomes permettent d'associer a G tous les renseignements souhaités, sans toutefois

lui faire repérer de valeur.

Ainsi cette élaboration ne correspond d aucune action : GEN(u,D) = A

b) D est un déclareur de mode structure :

Soit D = struct(D,x;,..., D z,) . Il faut exprimer [A-7.1.2 d) pas 4] que 1'élabo-

ration de D est 1'dlaboration collatérale des D,
GEN(u,D) = e (GEN(chm U’Di))
1¢ign 1
les ¢h_ u sont les sous noms directs de u .
%
¢) D est un déclareur de mode de valeur multiple :

d - . ol Lomoa e AL WY SRLIEES o
Soit D _I—AIFl : BiAl aeees ﬂﬁln : bﬁAnJ o u déclaceur €
tiple. Il s'agit d'exprimer [A-?.l.? pas 5,6,7] , ¢'est-d-dire :

- 1'élaboration des Ai’ Bi
- la création d'un exemplaire de valeur multiple dont le descripteur est

Rz, by .

spécifié par les Ai’ B 0 By

it

L'élaboration des Ajy,B; est exprimée par le schéma de calculs D [6.2.2.1 f)];
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de pl i é
plus si Dl est un sous déclareur d'un déclareur D deflnlssant un générateur G

(Zoe (resp. tas) D) J‘(D) contient JL(D ) qui définit D Ainsi
6.2.2. . el
[ 11 oﬂkc) contient les équations deflnlssant les calculs associés 3

11é1
aboration de tous les bornices de D ou des déclareurs effectifs contenus

dans D . La création du descripteur de 1!

exemplaire de valeur multi
ple repéré
par u est formalisée par le schéma de modifications élémentaires Nepéaht
GEN(u,D) = v, créa(u,D) j
s L_) L](valeur posg A;,11) ... j(valeur poss A LI)

Ijseee,I €NOTENT
J.seesd @NOTE
130+ +sJ, GNOTENT

i(valeur poss Bl,Jl) o« jlvaleur poss Bn Jn)

o (GEN(elem u i i, D))
L, udgeed, D))
Ik<1k\Jk n

pour 1lgksn

.

en regrou i éceé &fi
groupant les trois cas précddents on définit formellement GEN par le systéme

GEN = AN . AD . U j(indique D) U

H €RSTMUL U AUTRE LJRUAUTRE JUNION

N TaB ol ..
N . AD . | , i(indique D, indique struct(Dlzl, ey D),
Dys.- .0y €INDIC o
xz,...,;cnede
pour nyl
o (GEN)
e (GEN(eh u,Di
1gign & i) U
AN L n . % .
N . AD . nL;Jl j(indique D,rang(n)tndzque D'),B.créa(D,u) .
v
D' € INDIC
]Ij(vaZeur poss a;D,I.}... j(valeur possa,D,1 ).
l,-"a
Jl,...,J € NOTENT
j(valeur poss bZD;Jl)...j(vaZeur possan,Jn)
o (GEN(elem, u i....i, D'))]
5 PERRE
LLLKY, n
pour 1gk&n

(Rappelons que a; D (resp. b D) est la 1e

L2
) .e borne inférieure (resp. supérieure)
u °® bornice contenu dans D)

Il reste maintenant 3 définir "cpéan.
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6.3.7.4 Définition du schéma de modifications &lémentaires créa :

créa est un schéma de modifications 3 deux paramétres u et D , qui n'est
défini que si D est un déclareur effectif de valeur multiple. I1 permet d'exprimer

[A~7.1.2 pas 6 et 7| .

créa (u,D) modifie les symboles valeur, rep, a, bi’ 8;, ty et dim et laisse

les autres symboles invariants. Il est défini par :

X = {valewr' rep’ u = valeur v D Trep’ u = v | v €EXVAL}

créa(u,D)
{dim" rep' u = dim D}
{@ginpznD U (a! rep' uzvaleur poss a; D Ab! rep'u =
1gtgn
valeur poss b, D A s} rep' u =8, DA

térep’uEtinlnENOTENT,nal}
{valeur’ v = valeur v | v @EXVAL - {rep' u}}

{rep' v = rep v | v €ExNoM - {u}}

<

im! v = di !'vZag,.vAb!vEb,vAasivIs,vA
{dim' v = dim v A ajvEa,v A bz v bz v Asl 5, v

thv=t;v| v eExVAL - {rep’ ul} ; %1} .

Remarque 1 : La formalisation précédente doit exprimer que deux occurences d'un
méme générateur Algol 68 créent deux noms distincts. Ceci est rendu possible car
un générateur Algol 68, n'est pas une suite de caractéres mais un arbre syntaxi-

que ; ce qui permet de distinguer ici les octurences d'un méme générateur (Algol 68).

Remarque 2 : Les schémas de calculs et de modifications précédents sont définis
aussi bien lorsque D est un indicateur qu'un déclareur de mode , ceci grdce aux

définitions du schéma de calculs $ [6.1.2] et d'une déclaration de mode [6.2.2] .

§.3.8 Tranches :

Rappelons 1'hypothdse selon laquelle dans le langage noyau tout tranche F
est de la forme E rA F By apd ¢, seets AﬁrﬁBn apd Cn]
ol - Pi prend la valeur 1siledi pue indexeur est un massicot, la valeur O

si c'est un indice (et alors nécessairement Ai =B = Ci)

-E s 8 58, Ci' (1¢ign) sont des propositions unitaires (E est un pri-

i i
maire, Ai’ B, C; sont des tertiaires)

En particulier F est un &lément de tableau si et seulement si Ai =B, = C,

pour 1€isn .
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L'élabor ion de cons “S.0.1. e e oration collatérale de s
at de F iste | A-8.6.1.2 n 1'élab ti 1latéral: de E

4, i
50 By C; (1<i<n) et en la définition de poss F . Ce que 1!

double systéme : on exprime par le

Fen® n (., 8.,

1gign
ME)
Adn,)
WBi) i=1,...,n
okc,)

M)

i

("lvaleur poss E = nil

{mode poss E = 3
p uDinf a; poss E wvaleur poss Aj = vrai A

inf valeur = 2
f poss B, bj poss E = vrai | u € rang MODE |,
1€1gn}

{mode rep poss E = ;
p W inf a; rep possE valeur poss Ay = vrai A

inf valeur poss B, b. =
12 i P rep poss E
1g1ign}

VA 120 Doa
I3 valeur poss F = pgleur elemn poss E valeur poss Al

valeur poss An}

{« \V/ T, 21)D pal =
Kign * D wvaleur poss F = valeur tranchen poss E valeur poss Alpl

valeur poss B
2 1 valeur poss Cy -.. valeur poss AnFn

valeur poss B wvaleur poss Cn}

{valeur v = valeur poss F = v = poss F | v €EXVAL - {poss F}} .

Commentaires :

1) Le premier

axiome exprime que la valeur du primai
- primaire E ne é .
[A-8.6.1.2 pas 1] e

5 .
) Les deux premiers ensembles d'axiomes

syrriment

Ou poss E est un nom du cas ol il ne 1l'est pas :

BT ] Te—
» en distinguant le cas

- ue la : 2 . 2 &
q borne inférieure (resp. supérieure) stpicte du 17 massicot

dOit‘ Z . I3 ) &
étre supérieure (resp. inférieure) & la i*™ borne inférieure

(resp. supérieure) du primaire (ou de la valeur repérée par ce primaire)
[A-8.6.1.2 pas 5] .

Z vral | U € rang MODE,

6.4l

e

. &me ooy y il
-~ Silei indexeur est un indice on exprime ainsi qu'il doit étre

.&me .&me

compris entre la i borne inférieure et la i borne supérieure

du primaire (ou de la valeur qu'il repére) [A-S.S.l.? pas 4] .

3) Le quatriéme axiome traite le cas d'un élément de tableau (lorsque tous
les indexeurs sont des indices) ; le cas ol poss E est un exemplaire de nom se

déduit de SHl.Z .

4) Le cinquiéme axiome est relatif aux tpanches (ou aux noms de tranches

3 1'aide de SH, ,). Rappelons que dans notre formalisation nous introduisons

1.3
des symboles fonctionnels différents elemn et tranchen pour distinguer lies

é1éments de tableaux des autres tranches.

5) Le dernier ensemble d'axiomes exprime que poss F est un nouvel exemplaire

de valeur.

2.2> SHa.3

permettent d'exprimer complétement [A—8.6.1.2] .

Enfin les schémas d'axiomes : SH

6.3.9 Notations de valeurs simples et Identificateurs

a) Les notations d'entiers (resp. de réels, de booléens, de caractéres) sont

les éléments de LGt (resp. Lzeel, LgOOl, Lgar)
éléments de L:d.

A toute notation N de valeur simple est associé un exemplaire de valeur :

. Les identificateurs sont les

poss N ne sera pas défini par un axiome (mais dans une interprétation quelconque
on lui associe une valeur). De plus le mode de l'exemplaire de valeur possédé par
une telle notation est précisé par les schémas d'axiomes SH, , et SH7 5 0 S portée

par SH6.12'

L'exemplaire de valeur associé & un identificateur, est défini par une
déclaration d'identité qui précise également son mode et sa portée.

Ainsi, aussi bien pour un identificateur que pour une notation de valeur
simple, le double systéme associé n'apporte aucun "renseignement'. Il faut cepen-
dant le définir puisque la définition du double systéme associé & un programme

est récursive.

$1 N est une notation de velew simple ou un ideatificatewr
Ny
N %hN = A
Q) M)
By = 8 .

Remarque : On ne traduit pas ainsi tout & fait Algol 68 pour qui deux occurences

différentes de la méme notation (resp. du méme identificateur) possédent des

exemplaires de valeurs différents. Une manidre d'exprimer cette condition




consisterait & é i
t & numéroter les différentes occurences. Ici cette propriété sera

exXprimee au niveau des de’clax'atlons identité et es affectations : lorsqu'une
d des affec q

occurence i i if]
de notation ou d'identificateur N se trouve en partie droite d'une

telle phrase i
p s On associe au membre de gauche un nouvel exemplaire de la valeur

possédée par N [6.2.3.3] et [6.2.3.6] .

) Z
uent des rdles ass proches de ceu
b) nil et ant jo t Bk ez oche eux des notations de

~ la diffd .
ifférence entre nil et une notation de valeur simple provient

de ce que son mode dépend du contexte [A—8.2.7.2 c)]

- En réalité ce mode n'est

aucun intérét en Algol 68 ol on interdit de le tester.

Pour évit Y i
la formalisation i

La portée de poss nil est définie par le schéma d!

® e axiomes SH .
Ainsi comme 1t

. ) ) 6.12
&laboration de nil n'entraine aucune action [A—8.2.7 2 c)] :

Mz { 7L =

Tf(gég)
Vir) = ¢

- En Algol
- g0l 68, les seuls symboles fant considérés seront de genre neutre
ut dans le cas des routines ol nous introduisons des s ’

2 Eao ymboles spécifiques ~

pour traiter les paramdtres formels [6.3.107.
Ainsi [A~8.2.7.2 a)] :
d‘ a4

(fant) { fant = A

$(fant)
Vifant) = o

6.3.10 Notations de routines :

6.3.10.1 Introduction :

Soit F la no tation de routine 2 ¢ :
D & )
( 1% D2 9 & ... &D 2 D: R [p

N
ol E est iti itai
une proposition unitaire contenant les paramétres formels z

est soit i i ;
it le symbole continuer (";") soit le symbole virgule (') [A—S 3 ljn
plus dans le langage pivet & , . o

\1gel S0, ¢ Y5
<804 i, 0\ J U

FERRRrT

Py |
> E|P eSt une notation de procédure

Enfin si D est absent la procédure est sans résultat.
Une telle notation F "

sans paramétre.

posséde une i i @ i
A o routine qui est une méme suite de symboles
alne proposition fermée" F! [A—S.H.Z].

En Algol 68, F! est la proposition :

(D.z, = ~~ =
177 1&D232"V2"'&Dnzn=’Vn;E'lp

6.43

- les ~4 sont des identificateurs qui n'apparaissent que dans les routines ;
ils jouent le rGle du symbole IEQQ_[A—S.Q.? pas 2] et sont numérotés pour permettre
de les associer simplement aux paramétres effectifs correspondants lors d'un
appel.

- En Algol 68, les forceurs sont exprimés & 1l'aide de certains "opérateurs"
(symboles fonctiomnels derep, elarg) qui permettent "d'effectuer” les modifica-
tions du langage Algol 68 ; ainsi E' est déduit de E de telle maniére que son

mode (s'il existe) soit celui précisé par le déclareur D .
L'élaboration (resp. la valeur) d'un appel de cette routine est 1'élaboration

(resp. la valeur) de la proposition fermée déduite de F' en remplagant les

sybmoles A, par les paramétres effectifs correspondants [A—S.B.?.?j .

6.3.10.2 Objet possédé par une notation de routine :

Une notation de routine doit permettre d'accéder, lors d'un appel, & un

N

schéma de calculs et 3 un exemplaire de valeur.
Dans un certain nombre de langages de programmation une solution consisterait
4 associer i une telle notation (si la procédure est & n » O paramétres)

- un schéma de calculs n-aire

N

- un symbole fonctionnel 3 n-arguments (si c'est une procédure a résultat).
11 serait alors nécessaire de définir un lien entre la notation et les schéma et
symbole associés ; par exemple 3 l'aide de numéros [3.5] . Remarquons également
que dans cette éventualité certains symboles fonctionnels d n arguments (n > 0)
devraient appartenir & 1l'ensemble S des schémas fonctionnels de la structure, ce
qui reviendrait & transformer notre systéme formel en une sorte de A-calcul
([r1] , [L2]) , 1e nombre de types serait infini et une interprétation serait
de 1a forme des modéles proposés par SCOTT ([ ss4], | sss], [PFe], [(L7])

En Algol 68 la définition sera plus simple, le probléme de transmission des

ramdtrec sova vdenlu conformément 3 1'esprit de rA] . 3 1'aide de "substitutions"
T le

(exprimées par le symbole fonctionnel 2-aire sub).

6.3.10.3 Double systdme associé A une notation de routine :

(avec les notations de [6.3.10.1]) :




6.4y

a) Systéme de calculs

v

F :A
h(F")

On exprime que 1!

(F)

laboration de n aucune action et on place
€ F ne correspond &

P u
dans le systéme le schéma de calculs F qul sera utilisé 4

i ans les appels de la

b) Systéme d'accés

S1 F est de la forme (
Dz, & Dz . :
1% 8 D%y e 8Dz ) i Elp
poss F = !
mode F = indi %
() proen, tndique D, ... Zndique D
portée F' = p :
Uern)

ol p est la portée d
€ cette notation F ; clest élé
un &lément de PORTEE i
qul est

8ssoclé 4 F dans le langage pivot [5.2 c)j.
On expri, insi
. prime ainsi que F posséde la routine F' (symbole O-aire). ¢!
seul cas ol . o
U le symbole pogs associe un objet externe § un autp
e.

F définit une procédure fonction : e

D
(0,2, & Doz, ...& Dz)D : Elp

seul le deuxilme axiome de nYF) est différent

mode F' = pro indz ind? .
procr, ., indique D, ... indique D “ndique D

6.3.11 Appel de procédure :

6.3.11.1 Introduction 8

Soit A 1
b appel G(El,...,En) ; G

\ : est un primai. & i
N it p re possédant une routine

12++»E, sont les paramétres effectifs.

L'élaboration de éfini
Ay est définie en [A-8.6.2.17

il - Elle consiste essentiel-

i) 1 élaboxatlo q
n du primaire G qui fournit une notation de routine

ii) la protection de la routine F' obtenue § 1!
I1 faut remarquer que nous ne définirons

tion d'une proposition sérielle [4-6.0.2 4)7

etape Pr ece‘dente.
pas de maniére genéx ale la protec
\5) q es ide ( . O]
sSupposons que tous 1 ldentificateurs resp. ind s
ndicateur » Opérateurs) déf inls

Cependant cette hypothdse ne suffit pas &

dans un programme sont différents.

traiter le cas des procédures, notamment celui des procédures récursives o,
lors de chaque appel, tout identificateur local au corps de la procédure doit
stpe différent de tout autre identificateur déjd déclaré. Nous traitons ce
probléme en [6.3.11.2].

iii) Le "remplacement" (dans l'ordre textuel) des symboles ™, dans les n
déclarations d'identité qui se trouvent en t&te de la routine par les paramétres
effectifs correspondants. C'est ce qui est étudié en [6.3.11.3] :

iv) L'élaboration de la proposition fermée obtenue 3 la suite des étapes
précédentes. Nous définirons en [6.3.11.uj le double systéme associé a 1'appel
Ap .

6.3.11.2 Traitement des identificateurs locaux & la routine :

A la suite de 1l'élaboration ¢ du primaire G, l'information courante (i.e.
celle qui est l'image de l'information de départ par la modification interpréta-
tion du calcul se terminant par ®) contient un théordme de la forme poss G = F'
(avec les notations de [6.3.10]) od F' est une routine.

F' est une proposition fermée contenant, outre les v (qui sont traités en
[6.3.11.3]), un certain nombre d'identificateurs locaux parmi lesquels les para-
métres formels. Pour exprimer qu'ad chaque appel AP correspond de nouveaux identi-
ficateurs locaux, on transforme ces identificateurs 3 1'aide du symbole fonctionnel
sub.

2) Le schéma fonctionnel associé & poss A se déduira du schéma poss BY
en "substituant" & tout identificateur local z, 1'élément sub Ap x de IDENT.

On exige alors :

- que le schéma fonctionnel sub Ap x soit différent (formellement) de
tout autre élément de IDENT si z est local

- que sub A_ x soit égal (formellement) & & si x est une constante ou

un identificateur global.
1

0 s s E
Ce que l'on exprime par les axiomes sulvants, dans lesquels Lo représente

1'ensemble des identificateurs locaux & F''

L
g = {poss G = F' D Tsub G(El,...,En) zzy | F',6 eLgh 3 eL}; H

8.1
y € IDENT, y # sub G(Ey,...,E ) x5 E; € IDENT}

3}

F'
= 1 = -
sy , = {poss 6 2 F' D sub G(Eq,..-sE ) X 5 % | x e ENT - L U
{~ l1gignlds F'y8 eLgh}
E ) ~4 est traité en [6.3.11.3]).

(le cas de sub G(El,...,




On exige également 1l'injectivité de sub :

SH, . = {subA_x= sub = E i, o ph
5.3 = 1 p @ au pr'.')x yl\AP Bplx,yeLo ,AP,BPGLO}.

Il faut également définir sub AP u pour tout schéma fonctionnel u j en
particulier on souhaite que 1'axiome poss Ap = sub A_poss F' associe 3 poss A
D

le schéma déduit de poss F' en substituant sub AP x & tout identificateur

c'est le rdle des axiomes :

SH, = =
- {subAPful...un_fsubAPul...BubAPunlful...unes,

h
A e PPy,
P o }
Ce schéma n'a d'inter&t que pour des schémas fonctionnels contenant des
identificateurs ; plus précisément aucun schéma tel que structure reel entier,
- 2z xzxa
par exemple, ne pourra &tre précédé de sub AP comme nous le verrons en [6.3.11.H] .
Enfin un identificateur local & une routine peut apparaitre dans un déclareur
de valeur multiple, mais un tel déclareur & &té considéré comme un symbole O-aire
(ce n'est pas un schéma fonctionnel comportant 1'identificateur) aussi sommes-nous
conduit & traiter séparément les déclaveurs :
Par déclareur Algol 68, nous entendrons déclareur Algol 68 (en fait son arbre
. syntaxique) ol tout objet déduit de ces déclaveurs en faisant précéder les bornes
éventuelles de symboles de la forme sub Ap (ot Ap est un appel).

On introduit alors les schémas d'axiomes

= = ph
SHy o = {sub A, rep D = rep sub A, D | p €mwp1C , A, €L}

SH

1"

ket R

Do, . ph | id
13055 ,DHGINDIC,APGLO 3BT, eLo}

b B {sub AP struct (D,%;,...,D x ) = struct(sub Ap D,z .,sub Ap ann)l

D

SH, . = T. : B. : =
- {sub Ap [All“1 : BlAl,...,AﬁI‘n : BﬁAn] b =

sub A4 B

A evh A BT . ~aloA D
Sp Ty tesSEO A5 Bl ¢ ouS AL D

[(avb A AT
- p 11 P n'n P n

B . . ph
|_Alrl t B, AT BnAn] D ¢INDIC , ApeLo }

si, _ ={eub A D =D | D grPrimyoprin ph
- 5 o e?™ yrl b, € L'}
~  nprim i 2 spualS .
od Lo est l'ensemble des déclareurs non primitifs qui ne commencent pas par

struct, rep ou r . Ce dernier schéma est di au fait que tous ces décla-

reurs ne contiennent pas de borme [A-7.11|.
Remarque : Ces différents schémas, joints & SHB.u permettent de définir poss a, D
et poss bi D (1 £1i<n) pour tout déclareur de valeur multiple D de dimension n

(schémas fonctionnels utilisés lors des déclareurs d'identité [6.2.3.5).

b) Le schéma de calculs associé & Ap contiendra un schéma de calculs déduit
v I3 x s . - .
de F' en substituant sub A_ x 3 tout identificateur « (qui apparait dans certains
n
paramétres des schémas de modifications élémentaires composant F'). Pour cette

raison on définit une fonction de base 2% du systéme 3 point fixe Mp) (si P

est le programme contenant ') par : P

?%p( H(ul,...,un)) = Ti(sub Ap Uy seees sub AP un) pour tout schéma de modi-
fications élémentaires Il & un paramétre Upseeendy o

(Rappelons [3.3.3:|que si ¢y et Cy sont deux schémas de calculs,
zAp(Cl'C’z) z ZAp(cl) . zAp(cz) et %Ap(cluC2> = %Apo;l) v gp(cz)) .

De plus dans le cas d'un déclareur de valeur multiple il peut &tre nécessaire
T —— P g A .
d'introduire les schémas de calculs sub Ap Ay, ou sub Ap Bi (lors de 1'élaboration
d'une déclaration d'identité ou d'un générateur. I1 est alors nécessaire d'adjoin-

dre au systéme de calculs d'un programme P quelconque les équations :

T —
sub Ap E = Z% ) pour toute phrase E et tout appel Ap de P .
P

6.3.11.3 Traitement des paramétres effectifs

I1 s'agit de remplacer les symboles mv de F' par les paramétres effectifs
correspondants E; . On utilise encore le symbole sub :

_ . . ph
SHy g = {sub G(E, ;... E )y = By | 1gign G(E;,...,E ) €L] i,

Ce schéma d'axiomes et la définition de ﬁ%' permettent de "remplacer"

A~y par Ei dans les paramétres des schémas de iodifications.

De plus fta apparait dans le schéma de calculs associé a F', il doit &tre
remplacé par E, dans les schéma Ay c'est ce que permet %[_6.1.2] . Plus précisé-
ment :

$(~)

1

A%
c/’(,(fvi) { s 1= $ (~1)
Vi) = 0
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Alors comme ?ﬂ conti 2 2
= ¥ ent (au début du schdma de calcul associé & la déclaration 4 Systé ié h das
Dizi = nﬁ) z% (F') contient z% (rt.) - %(Sub & 70, = % 6. ystémes associés aux phrases composees :
Al ) = L.
D p i 1

(& 1'endroit corres-
pondant). 6.4.1 Introduction :

En plus des déclarations et propositions unitaires, Algol 68, définit des
procédés généraux de construction, ce sont les phrases composées. Une telle

6.3.11.4 Systémes associés 4 un appel : [ ]
phrase est |A-6

On regroupe les résultats précédents dans la définition de F(A

By G(Ej,...,E ) p) aveg - soit une déclaration collatérale
n
o " - soit une proposition sérielle
£ =¢.T (8.3 i
P + by (0.9(poss 6)) - soit une proposition fermée
P
S(h ) ia ) t)‘a(G) - soit une proposition conditionnelle

P JG(Ei) is=1,...,n - soit une proposition collatérale.

Ten) { poss A = sub Ap poss poss G En particulier, une proposition collatérale peut &tre :

i) d'un certain mode [A—6.2.1 c) & h)] , elle permet alors de définir

est la routine possédée
. ' par G). une valeur multiple ou une valeur structurée
§ est introduit pour rendre compte de certains calculs infinis [3 3.1b)] i

(Remarquons que w(poss 6) = W(F'Y = P si o

11) neutre, nous distinguerons alors deux cas [A-6.2.1Db)] :

- proposition paralldle (ce sont celles qui sont précédées du
symbole paralléle)
- proposition non contrdlée (elle ne contient aucun sémaphore) .

b

Dans la suite du paragraphe on associe un double systéme a chaque type

de phrase composée.

6.4.2 Déclavations collatérales :

Une déclaration collatérale D est de la forme Dl‘Dz""’Dn ol chaque Dy
est une déclaration unitaire [A4-6.2.1 a):I; '6.2] .
La sémantique de D est définie en [A-6.2.2 a) et b)] ; elle s'exprime simple-

ment dans notre formalisation par :
N Y v
o D =n“{Dl,D2,...,Dn)
D
o) MBH =1
QRD) = @ : aucun axiome particulier n'est associé 3 la déclarationm collatérale.

6.4.3 Propositions sérielles :

Une proposition sérielle peut &tre réduite 3 une proposition unitaire, ce
cas est donc traité en [6.3] , sinon une proposition unitaire Algol 68, E est

de la forme
El 3 E2 HES En\p.
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ol chaque Ei est soit une déclaration (simple ou collatérale), soit une proposition
unitaire. Rappelons en effet que nous excluons toute instruction de saut et toute
étiquette du langage pivot.

D'autre part aucun identificateur, opérateur ou indicateur de mode ne
posséde (resp. n'indique) deux exemplaires de valeurs (resp. deux exemplaires
de routines, deux modes) différents dans un méme programme Algol 68, ; il est
alors inutile d'exprimer ici [A—6.1.2 a)] concernant la protection de la proposi-
tion sérielle.

Enfin E est une région, il lui est donc associée une certaine portée p
(par exemple, c'est la portée de tout nom défini par un générateur apparaissant
dans E mais non contenu dans un sous noyau de E). Il faut distinguer p de la
portée de 1'exemplaire de valeur (s'il existe) possédé par E.

On formalise [6.1.2] (et en particulier e)) par le double systéme

I S
ME) T
S® AMdE)  i=1,...0m

T (e) { ppq p portée E = vrai 7y poss E = poss E,

6.4.4 Propositions fermées :

a) Soit P la proposition fermée [A-G.S] dEf ol 4 (resp. f) est soit
un symbole ouvrir, soit un symbole début (resp. fermer ou fin) et E est une
proposition sérielle.

La sémantique de P [A-6.3.2 ] est traduite par :

F=¥
oM p)
\X(P) ‘M’(E)

poss P = poss E

V)

5i poss E n'est pas "défini" par un axiome [6.&.3:|alors poss P ne sera pas

116!

b) Dans le cas ol P est un programme, HP) contient 1'équation définissant
X 2
le schéma de calculs $ [6.1.2] . De plus le schéma de calculs P doit éventuellement
étre tronqué pour rendre compte des appels de procédures qui remplacent les sauts

(c'est-d-dire ceux qui se terminent par stop) [ 3.3.2.2 £)]. Ainsi :
q /4 &

6r51L

¥ oo®
&
$ = . Au . j(uE) . E
v‘v(P) £ epPh g oprin
o ©

M)

6.4.5 Propositions conditionnelles :

Soit P la proposition conditionmelle [A—G.H] : 57 B EEQEE-EI EEEQE.EQ fet
ou gt (resp. alors, sinon, fet) est un symbole si (resp. alors, sinon, fsi) ;
B, El’ E2 sont des propositions sérielles.

L'élaboration de P [A-6.4.2] est traduite par :

¥y, (j valeur possB,vrai).El U J(valeur poeeB,vrai).Ez)
()
Acey (e

oM,

3

V) { valeur poseP cond valeur possB vrat valeur possE, valeur posskE,

£.4.6 Propositions collatérales de mode ) @

Soit P la proposition collatérale (El’EQ""’En) de mode g (n » 1) . W est
donc un mode de valeur structurée ou multiple [A—B.Q.l] déterminé par le contexte,
clest-d-dire introduit par le langage pivot dans notre formalisation.
Il est clair que ¥ee) dépend de y. Notons alors X(P,u) l'ensemble des
axiomes caractérisant l'accés nouveau P
n
n
Feoan (B
H(P) i=1
3 ey il

%) { X(P,1)

T1 €aput alone dafinin ¥X(P,1) suivant le mode u @

6.4.6.1 | est un mode de valeur structurée :

Alors U est de la forme : structure ul...un et donc :

1,‘1. .-.‘I’n

%(P,u) = {sousflex rep poss E, = faux | 1gign} U

. . - P
{valeur ch, poss P = valeur poss E | 1gigniW{valeur v=valeur poss P D

g —
“lv = poss P | v @EXVAL, v # poss Plulmode poss P = ub .



Remarques :

1) le premier ensemble d'axiomes traduit [A-6.2.2 c) pas 3)]

2) les deuxiéme, troisidme et quatriéme ensembles d'axiomes traduisent [A—6.2.2 c)
pas 4 et 7] .

Enfin la portée de P est définie par SH6 13°

6.4.6.2 Y est un mode de valeur multiple de dimension 1 :

U est de la forme : rang p' . Alors :
X(P,u) = {sousflex rep poss B, = faux | 1 ¢ ign}
{valeur elem; poss P i = valeur poss E, [ 1gignU
{valeur v = valeur poss PD v = poss P | v €EXVAL, v # poss P} U
{aZ poss P=1, bz poss P=n, 8, poss P= 1, t; poss P21, dim poss P=1}U
{mode poss P = y}

On exprime ainsi [ A-6.2.2 c) pas 3, pas 5, pas 7] .

6.4.6.3 U est un mode de valeur multiple de dimension supérieure 3 1 :
(k+1)

Soit U le mode rang ' ol k » 1 ; nous noterons k' le nombre k+l .

TP = {sousflex rep poss Ej = faur | 15 i< U

{dim poss 53 ® ks a, poss ?ji a; poss Ez"bi poss Ej = bi poss Eg |

lsigk,lgjslsn}\.}{/\ (a, pose B, = u. Ab, poss E, = v.) D
. [ 1 177 L il
1kigk
valeur elemk, poss P 1 il...ikE valeur elemk poss E il"'ik |

[e]

o]
us § ij §vy opour 1 jgk;lg i, § njyU

{valeur v = valeur poss P D v = poss P | v GEXVAL, v # poss P}y
{dim poss P = k' |, a; poss P= 1, by poss P2 n}y

{ai poss P = G;_; PSS E, bi poss P = b¢_7 poss E, | 25 15 %'}y

{e, poss P

HI

1,t,poss P=1|15igk'ty

{mode poss p = 1}

Le deuxiéme ensemble d'axiomes précise que les bormes inférieures (resp.
supérieures) des différentes valeurs multiples poss E; doivent 8tre égales
[4-6.2.2 ¢) pas 6] .

i taxi éfinissent les &léments
Les troisidme et quatridme ensembles d'axiomes déf

. . 2. ipteur.
du nouvel exemplaire poss P ; les trois suivants caractérisent le descrip

6.4.7 Propositions collatérales de genre neutre, non contrdlées

Clest une production terminale de [a-6.2.1 b)] "unité du genre neutre en
position forte en liste propre en paquet".

Soit P : (El,...,En) une telle proposition, il est clair ?ue V) =0 .
D'autre part 1'élaboration de P consiste en 1'élaboration collatérale de ses
unités constituantes ; aussi :

¥ 3
oip) =1t
S Me) 321,00

) =9

6.4.8 Propositions collatérales contrdlées :

Nous ne les traitons pas dans cette formalisation.




Conclusion




7. CONCLUSION

L'application de notre méthode de formalisation 3 la définition d'Algol 68

nous a conduit 3 étudier avec précision le mécanisme de description de ce

langage. Ainsi, par exemple, le rSle de la notion d'exemplaire de valeur a été

mis en évidence lors de 1'étude de l'affectation [6.3.2.6 remarque l].

I1 faut cependant remarquer que le fait de considérer un langage défini par une

autre méthode (celle du rapport [A] en l'occurence) alourdit la formalisation :

La description de l'élaboration des bornices d'un déclareur de valeur multiple,

s

par exemple, pourrait certainement &tre simplifiée a condition de ne pas suivre

strictement [ 4] (voir la remarque [6.2.2.1 g)]).

I1 conviendrait de compléter ce travail au niveau de la description

d'Algol

traitement des sémaphores et des propositions contrdlées

tralitement des formats

traitement des mécanismes d'entrée/sortie. Pour cela il serait nécessaire
d'introduire dans la structure d'information des accés permettant de
formaliser les notions de canaux, fichiers, volumes [A—lo.s,lj. Une
information initiale contiendrait alors les données nécessaires 3 1'éla-

boration du programme.

Cette étude, par le double fait qu'elle introduit un nouveau formalisme et

qu'elle s'applique & des langages évolués peut se situer d la frontiére entre

une certaine informatique théorique (étude mathématique de langages simples

définis par des équations) et une conception plus pratique (problémes de compila-

tion par exemple). Il semble alors naturel de la prolonger dans ces deux direc-

tions

1) d'un point de vue théorique :

- I1 serait nécessaire de "justifier" chaque modification &lémentaire

en démontrant qu'elle conserve la consistance de certaines classes

d'informations.

I1 faudrait &tudier de maniére précise 1'information initiale et plus
précisément l'ensemble des théorémes de la structure d'information :
N

peut-on démontrer sa consistance ? La réponse & cette question permet-

trait de "justifier" ou de "refuter' le rapport [A].




- Il conviendrait de perfectionner nos outils, en particulier la notion
de caleuls qui pourrait, par exemple, Etre axiomatisée. La description
d'Algol 68 a montré la puissance de ce formalisme ; pour 1'étudier
plus profondément il serait utile de définir un langage plus simple
contenant essentiellement les notions d'affectation, de déclaration
d'identité et de procédure. L'intérét de notre méthode provient de
1tutilisation de deux niveaux formalisant deux réalités informatiques

complémentaires :

- niveau des accés

- niveau des calculs

ce qui permet de rendre compte des divers types de propositions appa-
raissant dans les langages de programmation usuels. On peut ainsi
espérer utiliser ces outils pour construire des méthodes de preuves
de correction, de terminaison,ou pour définir des notions d'équiva~
lences concernant des langages évolués non simples.

Un point de départ d'une telle &tude pourrait consister 3 comparer
notre point de vue avec celui de Bakker et de Roever qui définissent des opéra-
tions sur des ensembles de relations semblables 3 certaines de nos opérations
sur les ensembles de calculs ([SS]), et qui obtiennent ainsi un certain nombre

de pésultats sur l'équivalence et les preuves de programmes de langages simples.

- Nous avons déj3 signalé [5.1] que la définition sous forme de schémas
fonctionnels des programmes du langage pivot permettrait d'unifier
la description d'un langage.

Elle pourrait également faciliter 1'&tude théorique évoquée ci-dessus.

2) d'un point de vue plus pratique on peut espérer que ce travail fournisse
des outils utiles 3 la conception d'une implémentation.
En particulier la notion de représentation d'une structure par un autre [s17]
permet d'unifier le langage de description de la sémantique et de 1'implémenta-
tion. Ce serait certainement une maniére d'aborder le probléme de la correcilon

* d'un compilateur.
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Annexe 1.

Différents symboles fonctionnels n-aires (n > 1) structure Algol 68

Symbole Arité Réle

a; (2 > 1) 1 définit la £ honne inférieure d'in exemplaire de
valeur multiple ou d'un déclareur de valsur multiple]

bi (2 > 1) 1 dé€init la 2™ borne supérieure d'un exsmplaire de
valeur multiple ou d'un déclareur de valeur multiple

ch (x & L:d) b5 définit le sélecteur associé au champ x d'un exem-
plaire de valeur structurée

derep 1 permet de traiter la modification Algol 68 dersperer)

desc ! utilisé dans la définition des schémas interpréta-
bles comme des portées

dim 1 agsocie sa dimension 3 tout exemplaire de valeur
multiple. A tout déclareur de valeur multiple 1iI
associe la dimension de la valeur multiple spécifiée

div 2 représente la division

elarg B permet de traiter la modification Algol 68 &largir

eZemn (n % 1) n+l permet de sélectionner les &léments d'une valeur
multiple de dimension n

equil 1 associe & un entier un réel de méme numéro de lon-
gueur

equiz 1 associe 3 un entier (resp. réel) de longueur n
1l'entier (resp. le réel) équivalent de longueur ntl

equi3 1 associe 3 tout caractére l'entier équivalent




8.2
Symbole Arité Réle
equt 1 symbele "véeiprogue" de £qui
1 " PR qui,y

equt 1 symbole "réciproque' de equi2

indique 1 asgocie 3 un déclareur de mode ls mode spéeifié

inf 2 permet de peprésenter la relation "tre plus petit
que" sur les nombres

long 1 associe au mode U le mode "long 1"

mede 1 associe 3 tout exemplaire de valeur son mode

maineg 2 représente la soustraction

mu Lt 2 représente la multiplication

pariée 1 définit la portée d'une valeur

poss 1 formalise la fonetion posséde qui assceis & tout
cbjet externe un exsmplaire de valeur

rrg 2 (pour plus petit que) permet de définir une velation]
d'ordre sur 1l'ensemble des portées

proen (n % Q) " permet de définir les modes procédure 3 n parandtres)
et résultat nsutre

procy, (n 7 1) n parmet de définir les medss procadure 2 w-1 paramd-
tres et résultat d'un certain mode

rang 1 associe au mode P le mode "pang de p!

rep 1 formalise la fonction repdre (qui associe & tout

exemplaire de nom l'exemplaire de veleur repéré)

B.3

Symbole Avité Role

repére 1 associe au mode | le mode '"repdre de p"

g, (i 31) 1 définit e £ &tat inférieur d'un exemplaive de
valeur multiple ou caractérise "1'Ztat" (fixe,
flexible, adlib) de 1la e borme inférieure d'un
déclareur de valeur multiple

gousflex 4 caractérise les composantes d'une valeur multiple
flexible

gtructure (zi E&dej n permet de définir les modes structure 3 n champs

o M de sélecteurs Hyseeesdy

aub 2 permet de traiter les appels de procédures

guce 1 utilisé dans 1a définition des schémas fonctionnels
interpriétables comme des portées

t; (1 31) ol définit le £7"° Stat supérieur d'un exemplaire de
valeur multiple ou caractérise "1'état" (Fixe,
Flexibie, adlib) de la 27" borne inférieure d'un
déclareun de valsur multiple

tranuhen (n21) sl | dEFinit les tranches d'une valsur multiple de dimen-
sien n

n permet de définir les modes union de plus, par

union" (n 1)

qonvention, unﬁan} U= |4 pour tout mode M

vz lanur

associe sa valeur 3 un exemplaire de valeur




Annexe 2 :

Différents schémas de modifications &lémentaires de la structure Algol 68 :

coh [6.3.2.3] : schéma 3 deux paramétres qui permet d'exprimer [A-8.3.1.2 c)
pas 1] certaines conditions sur les valeurs des propositions apparaissant en

partie droite et gauche d'une affectation.

créa [6.3.7.4] : schéma & deux paramétres qui permet d'exprimer [A-7.1.2 pas 6

et 7j la création d'un nouvel exemplaire de valeur multiple par un générateur.

fau [5.3.4.3 d)] : schéma 3 un paramétre qui permet d'associer la valeur faux

4 une relation de conformité.
ident [6.2.3.37 : schéma 3 deux paramdtres qui permet de définir [A-7.4.2 pas 7).

j (resp. 3) [4.2.2] : schéma & deux paramdtres qui permet de réduire le domaine

de définition de certains modifications (interprétations de calculs).

opéra [ 6.2.4 | : schéma & deux paramétres qui traduit les déclarations d'opéra-

tions [[A-7.5.17

suppl [6.3.2.6] : schéma & deux paramétres qui permet d'exprimer l'action de
supplanter [A—B.é.l.? a) et b)| dans notre formalisation.

test [S.Q.S.S:I: schéma d trois paramétres qui exprime les conditions portant
sur les bornes d'un déclareur de valeur multiple lors d'une déclaration

d'identité [A-7.4.2 pas 5 et 6.

traitmul [6.3.2.5] : schéma & deux paramétres qui exprime le traitement relatif

3 une valeur multiple lors d'une affectation [A-8.3.1.2 c)] pas 3 et 4.

ver [6.3.4.3 d)] : schéma & un paramdtre aui permet d'associer la valemn vrai

4 une relation de conformité.
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