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NOTA

Dans les organigrammes, les tests sont

encadrés de la fagon suivante

RELATION

Si la relation est vraie, le branchement se

fait dans le sens de la flédche ; si la relation est fausse,

le branchement se fait vers le bas,




CHAPITRE I .

DEZFINITIONS

. Dans les définitions qui suivent, ncus adopterons les notations
suivantes : lettres d'imprimerie majuscules pour les relations, minulcules
pour les éléments et les termes des matrices ; lettres rondes majuscules pour’

les matrices,

D. 1, Matrice assocife 3 une relation binzire dans un ensemble,

Soit une relation bin~ire R définie sur 1'ensemble E, La matrice
associde & la relation R (on dit dussi matrice de la relation) est une matrice
g . )
carrée booiéenne G)L dont le terme rj vaut 1 si, et seulement si, eiRej y

0 sinon (e., e & E),
5=}

D, 2. Réunion et produit de deux relations binaires,

Soient R! et R" deux relations binaireg définies sur E, x et yr
deux éléments de E. On 2ppelle réunion de R' et R", et on note R'v R" la
relation binaire R : xRy si, et seulement si, xR'y ou xR"y,

Cn appelle produit de R' et R", et on note R!' /% R" la relation
binaire P : =Py si, ét seulament =i, il existe un é1ément z de E tel que xR'z
et zR'y. )
T. 2, Les matrices R et (y des relatiors binzires R' et P' sont respectivemen?
égales A la somme et 2u produit booléens * des matrices ' et ¥ associées

a R'et R",

Dans ce qui suit, somme et produit booléens de matrices sont

respectivement notés + et x ,

s

% La somme et le produit booléens sont définis & partir de la somme «/ et du
produit A& comme la somme et le produit de deux matrices réelles & partir

des opérations + et x,




D, 3, Puissance d'une relation binaire,

itme
Soit R une relation binaire, Sa puissance n o est une relation
N e
binaire P définie par
Pn=P/\P...P/\P (n facteurs )

. ieme
T, 3. La matrice @ = de 1a relation P est égale 3 la puissance booléenne n

de la matrice {?L associée a R,

D, 4. Fermeture transitive d'une relation binaire,

Soit ™ une relation binaire, On appelle fermeture transitive de
) n
une relation T' réunion de toutes les puissances {7  de {" (n=0,1, ... ),
7 P étant la relation d'égalité

PP St e, T

T.4. La matrice associée 3 la relation de fermeture transitive de 7" est la ma-
1 . )‘ - 2 -
trice%=3+h DT
' % ' est aussi appelée fermeture transitive de la matrice { ',

D, 5. Fermeture transitive stricte d'une relation binaire.

C'est la relation T définie par

T=PVP2\/]“3\/,,,

T. 5. La matrice associée i la relation de fermeture transitive stricte de 1" est
. 2 - 3 .
la matrice % = )7-4. Y+ g

D. 6. Graphe,

On appelle graphe un couple (E, V" ) o E est un ensemble de
points et " une relation binaire définie sur E,
L'ensemble des points x tels que y [ x sera appelé famille de

y et noté [ (y).

D. 7. Chemins, circuits d'un graphe,

Soit un graphe (E, {7 ), On appelle chemin une suite

2 ’\
(eO, € e, ) de points du graphe telle que n > 1 etque ei-l‘ e, pour
i=1,2, ..., n nestappelé longueur du chemin, ), est l'origine et e

l'extrémité du chemin. Un chemin de longueur 1 est appelé arc,
Un chemin qui ne contient pas deux fois le mé&me point est dit
_é_lémentaire. On appelle circuit un chemin dont l'extrémité coincide avec l'origine,
Un circuit qui ne contient pas deux fois le mé&me point (& l'exclu-

sion de l'origine éxtrémité) est dit élémentaire,

D.8. Matrice associée 3 un graphe ‘-BERGE—é "

T.8. La matrice associée a un graphe (E, " ) est égale & la matrice associée 3

‘la relation " du graphe,

D. 9. Préordre associé au graphe,

'C'est une relation de préordre Q telle que si x,y sont des points
du graphe, xQy si, et seulement si, x=y ou il existe un chemin d'origine x et

d'extrémité y.

T. 9, La relation de préordre associée & un graphe (E, (" } est la relation de fer-
meture transitive de [,
Dans ce qui suit la relation de préordre ou fermeture transitive

sera notée LI,

D, 10. Relation d'équivalence associée au graphe,

C'est l'équivalence définie par le préordre R' associé au graphe,
Onnote x vy (== xR'y et yR'x. ‘

T. 10. x et y sont équivalents si, et seulement si, x égale y, ou il existe un circuit

contenant les points x et vy,

D, 11. Pile, entrées et sorties {'PAIRW .

Soit un ensemble E. On appelle pile sur E toute suite finie
U= (uo, Sl un) de mots sur 'ensemble E telle que
e A (mot vide)
-pour i=1,2,,..,n onasoitu, =u. _e
¥ i-1
soit u, = y,e
iw i

1




sommet de la pile & l'instant i (on dit aussi sommet de u ),
On appelle entrée de e et on note & (e) l'instant i tel que u = u

On appelle sortie de e et on note - ¢ (e) 'instant i tel que u, =ue.

1
Si tout élément entre une fois et une seule dans la pile, celle-ci

est dite pile simple, Il en résulte que tout élément sort une fois et une seule,

5

D, 12, Ordre associé & une pile simple.

C'est une relation N définie sur l'ensemble E xNy si, et seu~-

lement si, il existe un instant i tel que y est au sommet de la pile et x & u,.

D, 13, Pile attachée 2 un graphe,

C'est une pile simple sur l'ensemble E des points du graphe felle
que l'on passe de l'état w g 3 1'état u, (pour i > 0) par le processus suivant ;
a L =eA

) Y1
- s'il existe un élément z € E n'ayant pas d'entrée < ialors i est
l'entrée de z ;
-s'il n'existe pas d'élément z € E n'ayant @ms d'entrée < i alors w=u.
N
) F

-s'il existe un élément z & 1}

et a pour sommet x.

(x) n'ayant pas d'entrée < i alors i est
1'entrée de z ;

- s'il n'existe pas d'élément z & T (x) n'ayant pas d'entrée < ialors i

est la sortie de x,

Les éléments n'ayant qu'une entrée et une sortie dans la pile attachée, on peut

leur associer un ordre d'entrée P : xPy si, et seulement si, &£ (x) < £ (y),

et un ordre de sortie S 5 (y).

:x8y si, et seulement si, § (x) ¢

e

u, est appelé état de la pile a l'instant i, Le dernier élément du mot u, est appelé

&

=y

CHAPITRE II

DETERMINATION DE LA FERMETURE TRANSITIVE

STRICTE DU GRAPHE

On se propose dans ce chapitre de déterminer la fermeture tran-
sitive stricte du graphe & 1l'aide d'une pile annexe V dont seuls certains états

seront identiques 3 ceux de la pile attachée,

On notera ™ la relation du graphe, R sa relation de fermeture
transitive stricte, u, 1'état de la pile attachée a l'instant i, N l'ordre associé
a la pile U, P et S l'ordre d'entrée &t de sortie des éléments dans la pile U,

Parallelement, v, sera I'état de la pile annexe 3 l'instant i,

Nous ferons d'abord le choix d'une pile attachée (celui de la pile
annexe en découlant), nous exposerons et justifierons ensuite la méthode dans

le cas du graphe sans circuit, puis dans le cas général,

Choix de la pile attachée,

Les piles attachées se diférencient les unes des autres par l'ordre
dans lequel les éléments entrent dans la pile, Le graphe &tant mémorisé sous
la forme de sa matrice associée, les é1éments sont codés implicitement, C'est

dans cet ordre que se feront les entrées dans la pile.

N

Pile annexe 4 un graphe,

C'est une pile V sur l'ensemble E des points du graphe telle que
1'on passe de 1'état v, i 3 l'état v, par le processus suivant
i I F

= A

a) v,
) i-1
alors i est l'entrée du premier z € E n'ayant pas d'entrée infé-

rieure a i s'il existe, Sinon, Vil est 1'état final de V,
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b} v, = # /A eta pour sommet x,

11) l1-I est une sortie de y.

si y n'est pas le dernicr élément de [ (x) alors i est une

entrée de l'élément z qui suit y dans {7 (x),

si y est le dernier élément de { (x) alors i est une sortie de x,
2) i-1 est la premiére entrée de x,

si [" (x) # @alors i est une entrée du premier élément z de {7 (x)

si 7 (x) = @alors i est une sortie de x,
3) i-1 est une autre entrée de x,

alors i est une sortie de x,

Entrée et sortie vraies de la pile annexe.

On appelle entrée vraie de x et on note & (x) la premiére entrée

de x dans la pile V.

On appelle sortie vraie de x et on note {Y (x) l'instant i tel que

v 2V, et 1 est une sortie de x,

Propriété de la pile annéxe,

Nous allons montver cue i'ordre d'entrée vraie dans V (resp, de
sortie vraie de V) est 'ordre P d'entrée dans U (resp. de sortie de U) par une

récurrence dont l'hypothese est la suivante

u, = Ve(i) (1) et pouri > 0 : £{1), £(2)... (i) (2) est la sujte croissante des

entrées et sorties vraies inférieures ou égales & (i),
Posons £(0) =0 : u_=v = /A, L'hypoth&se est vraie & 1'ins-

0 £(0)
tant i = 0. Montrons que si clle est vraie pour i-1 elle l'est pour i.

= /A, D'apres (1) v

a) u,

T -1 7V

- Tous les €léments ont ure entrée dans U inférieure & i
Wy est 1'état final de U, D'aprzs (2), tous les éléments ont une entrée
1
vraie dans V inférieure ou égale & f(i~1)

£(i~1) est 1'état final de V.
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- i est l'entrée dans U du prermer z n'ayant pas d'entrée inférieure & i, Tout
z' (s'il ex1ste) précédant z possede une entrée h dans U inférieure 3 i,
D'apres (2) f(h) est inférieur ou égal 3 £(i-1) et f(h) est une entrée vraie
de z'. z est donc le premxer &lément n'ayant pas d'entrée vraie dans V infé-
rieure ou égale 3 f(i-1), et f(i-1)+1 est son entrée vraie
(i) = £(i-1)+1, u, = Vf(i) .

ui-l # /\. Soit x le sommet de u D'apres (1) x est sommet

=1
de vf(i-l) .

1yi-1estla sortie de y, i est la sortie de x de U,

- Supposons qu'il existe p éléments z‘j (1 < < p) suivant y dans (" (x). Tout
z'j possede dans U une entrée hj inférieure & i, D'aprés (2) tout 2!, posside
dans V une entrée vraie f(hj) inférieure ou égale & £(i-1), On a donc

f(i-1)+1 = entrée de z’l , £(i-1)+2 = sortie de z'l autre que la sortie vraie

f(i-1)4+2p-1=entrée de z'p, If(i-l)-l—Zp = sortie de z'p autre que la sortie vraie
£(i-1)+2p+1 = sortie vraie de x
(i) = f(i-l)+2p+1\, u, = Vf(i) ‘ (p entier positif)
- S'il n'existe aucun a'j, alors f(i-1}+1 est la sortie vraie de x
i) = £i-1)+1, u = Vi) °
2 ) i-1est la sortie de y, i est Uentrée de z dans U,
- Supposons qu'il existe p elements z‘ (1 ( j \( p) compris entre y et z dans
0 (x). Tout z’ possade ‘dans U une entree hJ inférieure a i, D'apres (2) tout
j possede dans V une entrée vraie f(hj ) inférieure ou égale a f(i-1), Le
meéme raisonnement qui ci-dessus nous conduit &
£(i- )+2P+1 est 'entrée vraie de z
£(i) = £(i-1)+2p+1, u =V

- S'il n'existe aucun z',, alors
J

(1) (p entier positif),

f(i-1)+1 est l'entrée vraie de z

£3) = £i-1)+1, u, = Vi) ¢
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3)i-1 est I'entrée de x, i est la sortie de x de U,
- M (x) 0, Soient z‘j (1 < J <p) les p éléments de [ ' (x).
Un raisonnement analogue conduit 3
f(i-1)+2p+1 est la sortie vraie de x.
£(i) = £(i-1)+2p+1, % = Ve (p entier positif),
-~ (x) =0 : f£(i-1)+1 est la sortie vraie de x,
£(i) = £(i-1)+1, Y = Ve -
4)i-1estl'entrée de x, i est l'entrée de z dans U,
- Soient z'j (1 é j é p) les p éléments précédant z dans [ (x) s'ils existent,
Le mé&me raisonnement entrafne
f(i-1)+2p+1 est l'entrée vraie de z d'ou
£(i) = £(i-1)+2p+1, u, = Vf(i) (p entier positif),
- S'il n'existe aucun z‘j, alors
£(i-1)+1 est I'entrée vraie de z
£(i) = £(i-1)+1, % Ve -
Par récurrence, si n est 1'état final de la pile U. :
= i
u Vf(i)’ 0 \ngn et £(0), £(1), ..., f(n)

et sorties vraies de la pile V,

est la suite des entrées

Théoreme,

L'ordre P d'entrée dans U (resp; S de sortie de U) est l'ordre

d'entrée vraie dans V (resp, de sortie vraie de V),

Exemple,
a Soit le graphe ci-contre, Nous donnons ci-dessous
/ \ les différents états de la pile annexe et de la pile
Iz .
I
l
d

attachée. On suppose que les éléments sont rangés

dans liordre alphabétique.

b d
Pile annexe b' cC % e ¢
a & a
Instant 0 67 I 9 10

II-5

Pile attachée b ce ¢
4 a a a a a a:

Instant 0123456178

Nous donnons ci-dessous les instants d'entrées et de sortie

vraies des éléments,

afa) =1 afa) = 10
afb) =2 nfb) = 3
afc) = 4 nfe)= 9
afd) =7 o(d) = 8

Ordre associé 2 la pile annexe,

Par définition, ce sera l'ordre N associé i la pile attachée,

CAS DU GRAPHE SANS CIRCUIT,

Méthode,

A tout point x du graphe, on associe un ensemble K(x,j) tel que
a l'instant @ on ait K(x,0) = {z tel que x 1" zz et qu'a l'instant de sortie vraie

de x, on ait K(x, £ (x)) = {z tel que xR zls 3

Pour cela, on passe de K(x,j-1) & K(x,j) par le processus suivant
- x est le sommet de vj

si j est une sortie de z alors

K(x,J) = K(x,j-1) U K(z,j-1) (o)
si j est une entrée
K(x,j) = K(x,j-1) ( [b )

- x n'est pas le sommet de v,
‘ J

K(x, ) = Klx, i-1) (P
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Justification,
1) Montrons par une récurrence sur l'instant j que y € K(x,j) entrafne xRy.
Supposons qu'a l'instant j-1, on ait y € K(x,j-1) entrafne xRy

N

pour tout x, Alors a l'instant j, on a

soit K(x,j) = K(x,j-1) ( [5) d'otu
y € K(x,j) entrafne y¢€ (x,j-1) entrafne xRy ;
soit K(x,j) = K(x,j-1) UK(z,j-1) (k) avec x{'z dlou

y € K(x,j) entrafne y €K(x,j-1) = xRy
ou y € K(z,j-1) == zRy == xRy.

Or, a l'instant 0, y € K(x,0) ==> x{'y = xRy.
2 ) Montrons que xRy entrafne y € K(x, £ (x)).

Si xRy, alors il existe un chemin élémentaire x | ' TREE 0 X =V
Comme %y r X il existe une entrée h de x, inférieure & la sortie vraie de X r

Supposons que la sortie vraie de %

. B Ch LU A f d'ot
X A(xi) L<h (xi-l) < (xi), On a donc xiin-lr x, dlou x,

i
1o%; ce qui est contraire a l'hypotheése graphe sans circuit, ou chemin é16-
1

VX, ou
-1 i

X,
i~
mentaire, La sortie vraie de X, est donc, inférieure & la sortie vraie de % g
D'autre part, & l'instant de 1a sortie de x_, on a (& ), -
i
ol < e
Klxg, D0x)) SR o0 (%) € K(x, _p5 St )

i-
ory & K(xn 0) entrafne y € K(x - JU{ }) d'ou : xRy entrafne y K(x,{1(x

=7 *na1

CAS GENERAL,

La différence essentielle entre cas général et cas du graphe sans
circuit réside dans le fait que x [y n'entrafne pas forcément A (y) < SL(x).
Pour rétablir une propriété analogue, nous allons définir un élément de classe
xtel que x vy ==y L (y) < £L(x).

Element premier de classe.

C'est le premier dans l'ordre P des éléments appartenant i une
mé&me classe, D'aprds la propriété de la pile annexe si x est premier de classe
ety fux,ona : & (x) < toute entrée de y.

Pour démontrer que x premier de classe et y A x entrafne

N {y) € JL(x), nous allons d'abord établir le lemme suivant

——— o L

soit inférieure ou égale a la sortie vraie de |

Lemme;

i

x=x U x ... 7x et xPx pouri=0,1,2,,.n entrafne x S x,
0 1 n i n

Soit j= & (x) et k=LL(x). xP x, entrafne ¥ ¢ u, et
W x = uj entrafne x, € uk. Comme x f-' xi+l’
X1 inférieure 2 la sortie vraie de x, A(xi+1) S h < ﬂ-(xi) .

il existe une entrée h de

Faisons une récurrence sur i

. Al
Supposons xS %4+ Alors A (xi+ 1) < ket X1 & w_ entrafme X1 5%
& 7
Or x, 5 %, par récurrence X, S X
Théoréme 14,
Si x est premier de classe et si y est équivalent & x : y S x,

y v x entrafne il existe un chemin x [ Xp-ee " x =y avec x v x
n i
pour tout i, Or, x premier de classe entrafne x P x. pour tout i,
1

D'apres le lemme : y S x,

Méthode,

A tout point x du graphe, on associe un ensemble K(x,]) tel

qu'a 1l'instant 0 on ait K(x,0) = iz tel que x 1 z’} et qu'a l'instant final m
on ait K(x,m) = (lz tel que xR =z } . Pour cela, on passe de K(x,j-1) a K(x,j)
par le processus suivant
- j est une sortie vraie de Zg premier de classe,

K(zk,j) = %() K(zk,j-l) pour tout k tel que AN ()

si x est sommet de v,

K(x,j) = K(x,j-1) U K(z,,j) ()

K{y,j) = Kly,j-1) pour tout y#x etynUz, (X)
- j est une sortie de z supérieure & la sortie dn premier de sa classe,

si x est sommet de vj

K(x,j) = K(x,j-1) U K(z,j-1) ‘ (&)

K(y,J) = K(y,j-1) pour tout yzx ’ (R
~ jest une entrée ou une sortie de z inférieure & la sortie du premier

de sa classe,

K(Y»j) = K(Yrj‘l) (/JL)
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Justification,

1) Une récurren.c.e. sur l'instant j va nous permettre d'établir
K(x,h) contient y entrafne x R y (1),

Supposons que (1) soit vrai & 1'instant j-1,

- SiK(x,j) = K(x,j-1) (opération: ¥, & s r de la méthode générale)
K(x,j) contient y entrafne
K(x,j-1) contient y d'o x R y.

- SiKEL) s Y Kz - ()
K(zk,j) contient y entrafne K(z_l,j~l) contient y d'ou ziR y. Comme 5
est équivalent a z,, ona xRy,

- SiK(x,j) = K(x,j-1) U K(zo,j)
y € K(x,j) = ("

: %ou K(zo,j) contient y =} zORy or x on d'olt. xR

- SiK(x,J) = Kx,j-1) U K(z,j-1) (d)

y € K(x,j) = {

(P)

K(x,j-1) contient y => xRy

K(x,j-1) contient y =) xRy
ou K(z,j-1) contient y => zRy or x{' z d'ou xRy,
A l'instant 0, K(x,0) contient y entrafne x (" y d'ot xRy,

Par récurrence

1 K(x,h} contient y entrafne xRy l

2

~

Montrons que x Ry et p premier de la classe de x entrafne K(x, Q. (p))
contient y.

8i y appartient & K(p, 0. (p)) alors ( o ) entrafne K(x, £ (p)) contient y,
It suffit donc de montrer que si x Ry et x premier de classe alors

K(x, 0. (x)) contient y (1),

a)x vy

Il existe un chemin x [ Xpeaas 1
D'autre part, y € K(Xq-l’o)' A Dinstant L(x ), (X ) entrafne
y € Kx, 2u(x)).

b)x vy

X =y avec x,fu X,
q i

Il existe un chemin x Xy " xq ™ zRy, xqr)o z!

Comme x [ z, xq rny z, il existe une entrée h et une sortie k de z infé-
q

i
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rieures 3 ,f’]_(xq) et xq est le sommet de Vier Soit z' le premier de la
classe de z, Montrons que k > L1 (z'). S'il n'en é&tait pas ainsi, on aurait
les inégalités suivantes

A (z') < 2N (z) <h k(2.

A l'instant k,z' € v, alors z’qur‘ z d'oll z nvx , ce qui est
contraire a 1'hypothése, On a donc k > (z') (2).

Faisons ensuite une récurrence sur l'ordre de sortie des éléments pre-

miers de classe

Pour cela, suppesons que pour tout z' premier de classe tel que
(z') ¢ L (x) onait : K(z ,..C\_(z')) contient y si z'Ry.
A llinstant k de sortie delz (k > L (z') d'apres (2))

K(v,k) est inclus dans K (x _,k).

A llinstant 2.(x) > k, ona

Kleg 1) € Klx s 026) S Kle, 00 ()).

D'apres 1'hypothese de récurrence

K(x, £L.(x)) contient y,

Problemes posés par la méthode,

Ils sont au nombre de deux
1) Savoir lorsqu'un é1ément sort (sortie vraie) s'il est premier de classe ;
2 ) Connaftre tous les éléments équivalents au premier de classe lors de la

sortie vraie de celui- ci,

Pour résoudre ces problémes, nous allons définir une fonction

[(y,i) appelée lien de 1'élément y & 1'instant 1, nous démontrerons ensuite

~deux théoreémes, puis nous exposerons et justifierons la méthode employée,

Fonction lien,
e

Le len d'un élément y est un élément lg(y,i) tel que
a) g(y,i) ~Y
b) Pour i compris entre A (y) et L1(x), x premier de la classe de v
lty.e v,
i .
¢} Si N est l'ordre associé & la pile U - &y,i) N {(y,i—l).
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% 1 est une sortie de z autre que la premitre, D'aprés la propriété de la
Existence de la fonction lien,

pile annexe, i1 est une entrée de z d'ou 4 5= U D'autre part, {(y,i-Z) =

S°1t la fonCt“’n { ) telle que : Itf(Y'O,) =& g(y i-1)= E(y i) d'apres 1'hypothese vy cont1ent (y,i).
Si i est sortie vraie de z non premier de classe et z' est le 2 A 'nstant A y), {(Y’&(Y)):Y dion L(Y: o (y)) av A (y)
I sommet de v, , alors ona : . par récurrence v, contient e(y,i) pour tout i compris entre A (y) et L£L(x),
&y 2" Bax tanp § el g {(y == ) - Montrons que l'ona Ly,i) N fiy i-1)
sinen fy ) = ly 3. R xsi Uy,1) = Uy,i-1), cela est évident.
- Montrons par une récurrence sur i que l'on a &y,i) s y. Pour cela, sup- % si Y’(Y:i) =g E(y,i-l) = 7, alors i est sortic vraie de z et z' est som-
posons que l'on ait &y,i- 1) m y, A l'instant i on a soit (1), ce qui entrafne met de v.. A l'instant i-1, z' € v. " ot z et sormmasy de v On a donc
z nv y, comme d'autre part z'[ ' z et i est une sortie de z non premier de z' Nz ou f(y, N {(y i-1),
classe, le théortme 14 entrafne : x premier de la classe de z appartient T.a Fonation E(y,i) est bien une fonction lien,
3v, Onadonc : x Nz'l" z ce qui entraine z' ~J z, or, par hypothese,
z vy, dlou f(y,i) =z vy, Théoreme 15, o ) ‘
Sion a (2), I'hypothese entraine &Y:i) N Y. Si y n'est pas premier de classe, ilexiste z € E et z' € E
Or, % linstant 0, E(y,O) =y, Par récurrence : tels que : y Nz l"z', 2’ PyPz,z'ruy et 2" £y,
{(y,i) ns y pour tout i, ‘ Soit x 1'élément premier de la classe de y, yesx entrafhe qu'il
- Montrons par une récurrence sur l'instant i compris entre A( y) et L1 (x) existe un chemin élémentaire y r Xyeen r X =X avecx, nJy pour tout i,
que v, contient gy i) Soit *) le premier des %, tels que X, Py Onaalors : yP %, pour
Pour cela, SuppAsons que E(y;h)é v, Ppour Aly) < h i et montrons i=1,2,..., k-1 et yI X e r o d'apres le lemme : y N X -

- ! . -
que &y,i) (S v ou i= LY (x), Posons X, =2 et X, "% ona bien

% si i est une entrée YNZPZ‘» 2’ PyPaz avec 2' NV y et z' # y;

D' s l'hypothgse, i étant une entrée I(,) i) € v, "
E(Y i Tf(y ey e Vi © ) Théoréme 16,

% si i est une sortie vraie de z non premier de classe et E(y i- 1)#2, alors === S

&Y i)={)(\/ i~1). D'apres 'hypoth2se i n'étant pas sortie de &y i-1} @ v, y non premier de classe (== il existe ' € E, un instant

‘ d. Py
contient E{y,i-]); ket G, P , mots sur E tels que

a | = 1 ',
# #i i. est une sortie vraie de z non premier de classe et f(y,1-1):z, ve, A fz ,k) ?) y ¥ =z

E, . 8 ‘ e & - 1) Montrons que v, = A E(z‘ .k) (') ¥ z' entrafne v n'est pas premier de
alors L{y,i) est ie sommet de v_1 : Vi contient y,i= ;). k

% si i est une sortie vraie de z premier de classe classe, en effet &Z' k) A z'(a) entrafne y o E(Z' k) or, E(Z' k) Py

entraine y n'est pas premier de classe,

mz=x alors i= L (x)

x q ; 3 1y 7 ;
®zs£x alors z n'étant pas équivalent 3 y n'est le lien d'aucun vy, 2 ) Montrons que y non premier de classe entrafne il existe z' et k telsque

&Y fj= &y £ 1)s Drapsss Vilmpotlises ¢, sotient ﬁ(y i) v 3 oA E(z' ,k) [\} v ¥ 2. En effet, le théoréme 15 entrafne il existe
) i-1). f y,i)
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‘z et z' tel que yNz /[ z' et z'PyPz avec z' différent de yet 2'rv y,
dtor A (z') .< Ay) { O (2). D'autre part z1" z' entratme il existe
un instant k tel que z est sommet de Vo1 et k est une entrée de z',
D'ot & (2) ¢ k € LL(z). En définitive, si on appelie x le premier de
la classe de y, on a

A< ALy AR <k < ) L.
D'apres la propriété (b) de la fonction lien, ona lg(z', Aly)) € v/\(y)
et ?_(z' k) € Vi D'apres la propriété (c) de la fonction lien k > AYy)
‘entrafne 'E(z' k)N f(z' , Aly)) dlou {{z' ,k) Ny, On a donc

v = A E(z',k) (Sy £ 2,

Détermination des éléments équivalents,

On repere les ¢léments non premiers de classe par le signe nu .

Pour cela, si k ¢st une entrée de z avec f{z.k} € vk , alors on met le

signe ru aux éléments y de la pile campris entre E(z.k} et =z,

Justification.

1) Le théortme 16 entraine y est non premier de classe ;

2 ) Montrons que l'on a tous les éléments non premiers de classe lors de
la sortie du premier de classe
Soit y non premier de classe. Le théor2me 16 entrafne : il existe z et
ktels que v, = A Si(z,k) (loy ¥z, A Uinstant k inférieur & la sortie du
premier de classe puisque y non premier de classe appartient 3 v, , on

met le signe nu aux éléments de la pile compris entre &z,k) et z,

donc a vy,

Détermination du premier de classe,

Cl'est un élément x qui ne possiede pas le signe (U & U'instant (L{

l

un premier élément
-z n'ayant pas d'entrée
vraie

ﬂ\

a un premier élément

y de M (e) :

R

—< entrée vraie de e?
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e t sommet de la pile
e' : précéde immédiatement
e dans la pile

e appartient déja & la
pile,ou e non pre-
mier de clagsse et la
classe n'est pas sortie

i)

—% e non premier de classe >—-————¢

L

‘ k(e k) :=k(e), e e

A

(A

k(e ):=k(e")UK(e) ‘

, ]

repérage des non
premiers de classe

Jun élément y
qui suit e dans

r(e)
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PROGRAMMATION,

La programmation de cette méthode exige un emplacement
réservé i la matrice associ€ée au graphe, un emplacement réservé a sa

matrice de fermeture transitive stricte, une pile,

D'autre part, il faut savoir & chaque instant i si un élément
x appartient a u, si (L(x) ¢i, si un élément est non premier de classe,
et dans ce cas quel est son lien. Or, 3 chaque élément x correspond une
ligne de la matrice associée, Il paraft donc logique "d'ajouter' & la ma-

trice associée les colonnes nécessaires A ces renseignements.

C'est ce que nous faisons pour noter l'entrée et la sortie

vraiesde 1'élément ;
Nous ajoutons une colonne T ainsi définie (x et x étant les
f14 Vs
éléments de code ¢l et (’) }
(A )=0;

- a tout instant compris entre l'entrée et la sortie vraies de Xy

- & tout instant inférieur i l'entrée vraie de Xd\

(k)= (’3 , x  estle dernier élément de ' (xOL ) ayant eu une antrée
dans la pile V ; "
- a tout instant supérieur A la sortie vraie de Xy o0

T(K ) = valeur négative;

En fait, ce procédé est commode pour noter si, & 1'instant i,
un €lément x a déja eu sa sortie vraie, mais il ne convient pas tres bien
pour noter si un élément est non premier de classe, En effet, 3 1'instant k
défini dans le théoreéme 16, on met le signe v et un lien 3 tout élément y
dans la colonne correspondante de la matrice associée ; quand un élément
z sort, il faut savoir s'il est le lien d'un élément y et dans ce cas changer
de lien y. Ces deux opérations nécessitent de nombreux tests sur les

termes de la colonne additionnelle, ¢
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Pour ces deux raisons, il nous a paru plus simple de constituer
une pile parallzle a la pile annexe dans laquelle on met les signés.ﬂ/ en re-
gard des éléments y non premiers de classe; Lorsqu'un élément non pre-
mier de classe sort, au lieu de lui mettre le lien défini plus haut, on

conserve l'élément dans la pile en dessous de son lien avec le signe L qui

signifie élément non premier de classe passif pour la pile V.,

De ce fait, 2 l'instant de sortie vraie d'un élément z non pre-
mier de classe, il suffit de lui mettre le signe [ et de l'échanger dans la
pile avec le nouveau sommet x pour donner le lien x aux é1éme nts qui avaient
le lien z;

Lors de la sortie du premier de classe x, on a tous les éléments
équivalents 4 x en dessous de lui avec le signe [ . En effet, x est le dernier

lien de tous les éléments qui lui sont équivalents,
Exemple :

Soit 3 rechercher la fermeture transi-

tive du graphe ci-contre; On supposera

\ que les éléments d'une méme famille
/c sont pris dans l'ordre alphabétique,

Nous donnons ci-dessous les différents

™\
rﬁ)‘?n-—}c‘(——w

états de la pile annexe et de la pile

parallele,

e
b f fwfrodeue b
e ewmendnvdrdmd [f (f [f
d & damd te I;p [p [p i:e Ee [e
C ¢ C C NCNC WVE MWCVCrC td Ed
b b bbb bbbbbb blc

a a a a a a a a a a a a a a a. /N
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Représentation des ensembles K(x,i).

Il est intéressant de mettre les ensembles K(x,j) sous forme
d'une matrice booléenne Y\ fonction de l'instant j ainsi définie
k B (j)=1 si & l'instant j 1'élément x4 2 ét€ trouvé en relation avec
%n (xd R x P ). La méthode exposée plus haut nécessite l'initialisation

de la matrice )f\ (0) par la matrice associée au graphe Y—

Il est intéressant de faire cofncider les matrices B/L(O) et Y-,
c'est-a-dire de faire varier Yen fonction de j, Cela exige que 1'on puisse
distinguer les éléments y tels que x [y et les éléments z tels que xﬂz
et xRz, Pour cela, la matrice booléenne Y‘ est remplacée par une matrice

J%’(j) dont les termes peuvent prendre trois valeurs

= g (j) =0 sial'instant jona x ,(7{ x, et K{x , ,j) ne contient pas x
f> d f Y it :
- a"(: (j) =1 sion axy K xﬁ‘ et a l'instant j K(x& ,J) ne contient pas x Y
-a% (j)= 2 sialinstant j K(x , ,j) contient x . .
S o P
Les opérations booléennes (oL ), ( [‘s et (&) sont transformées

(%)

qui contient €+ 1 éléments, et n est le nombre de points du graphe

en les opérations suivantes ouz{ k] est élément de la classe de Zg4

(A ) devient

pour k:=1 pas 1 jusqu'i Efauﬁ

pour i:= IE_E 1 jusqu'a n faire

st a{y{k],i] >0 ators a(y[n],i] = 2; (1)

puis : pour k:=1 pas I jusqu'a Efaire

pour i:=] pas 1 jusqu'i n faire

aly(x).i] =afy(o}.i] 5 (2)
( (7‘3) et ( J) deviennent

N . . :
pour i:=1 pas 1 jusqu'd n faire

;%1]—;0 alors a(x,i]:= 2 (3)

(%) Remarque : en programmation l'instant j n'intervient que sur la succes-

sion des opérations;

k
;
:
E
¢
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Mais ces opérations modifient la matrice de poids 1 initiale-

ment matrice ?—associée au graphe :

En effet, lors de l'opération (3), si on a simultanément
a{z,i} >0 et a[x,i:] = 1, on obtient 3 la fin de 1'opération a[x,i] =2 ce

qui équivaut & supprimer 1'élément x; de ™ (x).

Or, on effectue (3) dans deux cas
- lors de la sortie vraie de z premier de classe,

- lors d'une sortie de z supérieure & la sortie du premier de sa classe,

Dans ces deux cas, si j est l'instant ot l'opération s'effectue
ona : K(z,j) SK(x,j), j>/ﬂ(zo), z, premier de la classe de z.
D'autre part, si a[z,i:} > 1, alors Zin' Comme j>/ﬂ(zo), ona
Q) < o (2) Lot K £Kz,)  dou K(x,,j) S Klx,j).
Soit h l'entrée de X, quand x est sommet, Si h j, alors le
fait de supprimer 1'élément X, au moment jn'a pas d'importance puisque x;
a déja eu une entrée, Si b> j alors h+!l estsortie de x, et provoque ((5 )
K(x,ht1) = K(x,h) U K(xi,h) inutile puisque K(xi,h) = K(xi,j) <€ K(x,j).
Exemple :
Soit le graphe suivant

La matrice associée J%est la suivante

,a a b c
b./—/. a0 11
\_4 b 0ol

‘c c D00

Nous donnons ci-dessous les états u, de la pile et la matrice

Jg/( i) correspondante,
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011 012 o012
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000 9N 0 60 O

COMPARAISON DES METHODES MATRICIELLE ET PILE ANNEXE,

Nous allons rappeler la méthode matricielle [WARSHALL)
[_NOLINJ d'obtention de la fermeture transitive stricte du graphe, nous

donnerons ensuite le programme ALGOL employ € et comparerons les mé-

thodes au point de vue rapidité d'exécution et encombrement des mémoires,

Rappel de la méthode matricieile,

La procédure ALGOL est la suivante
procédure FTSM(n,a} ; valeur n ; booléen tableau a ;
début entier 1,5,k ; -

pour ki=1 pas 1 jusqu'a n faire

Pour i:=l pas 1 jusqua n faire

pour j:=1 pas 1 jusqu'a n f_alﬂ:

ali,jli=ali,jlv ali,xlhafk,j] fin ;

= ke ] - e
ou n est l'ordre du graphe et a le tableau initialisé par la matrice associde

au graphe,

Nous avons utilisé la procédure sous la forme équivalente
suivante
procédure FTSM(n,2) ; valeur n ; booléen tableau a ;

début entier i,k ;

o

pour ki=! pas

jusgu'a n faire

pour i:=1 pas 1 jusqu's n-faire

si a.[i,k:} alors
pour j:=1 pas 1 jusqu'a n faire

ali,jl =aliyl v alk,j] fin ;
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Ce qui nous permet de comparer le nombre d'opérations

pour ji=1 pas 1 jxlsqu'h n faire

ali,j] =afi,j} v alk,j]
¢t le nombre d'opérations analogues (1) et (3) de la méthode de la pile
annexe, nécessaires pour obtenir la fermeture transitive stricte d'un méme

graphe,

Temps d'exécution,

Nous avons testé trois graphes d'ordre 40
un graphe sans circuit, le m&me graphe auquel on avait ajouté quelques
arcs pour former des classes simples (classes d'équivalence formées d'un
seul circuit), le m&me graphe auquel on avait ajouté de nombreux arcs
supplémentaires donnant des classes complexes (classes d'équivalence

comportant plusieurs circuits),

Nous avons obtenu les résultats suivants

l Graphe sans | Graphe avec circuits Graphes avec
Nombre d'opérations | . ] . circuits
circuit simples
= B | comgplexes
Méthode matricielle 108 187 259
Méthode de la pile 22 38 38
annexes

La simple considération du nombre d'opérations ne suffit pas
pour décider de la méthode la plus rapide : en effet, la méthode de la pile
annexe nécessite des "entrées" et ''sorties' de la pile, des échanges
d'éléments A l'intérieur de la pile dans les cas de graphe possédant des

circuits. Aussi le temps effectif d'exécution dépend-il  essentiellement

de l'ordinateur utilisé,
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Les essais effectués sur 650 IBM (en langage PASQ) ot les

opérations se faisaient par des sous-programmes, ont donné un trés net

avantage a la méthode de la pile-annexe

Pour différents graphes allant de l'ordre 40 & l'ordre 100,

Te rapport des temps d'exécution a varié de 53 10 en faveur de la méthods

de la pile annexe

Les essais effectués sur [ 60 BULL (en langage C7) ol les

opérations se faisaient directement dans le calculateur logique mais ol le

travail sur la pile était tres fastidieux, ont donné pour des graphes d'ordre

100 :

Graphe sans

Graphes avec cir-

Graphes avec cir-

Temps d'exécution circuit cuits simples circuits complexes
Méthode matricielle 5s 5,58 7s
Méthode de la pile 18 s 20 3 17,5 s

annexe

La méthode matricielle se révele ici plus rapide dans le

rapport moyen 3,

Enfin, les essais effectués sur CAE 510 (en langage ALGOL)

ont donné les résultats suivants que '

les nombres dopérations relatifs aux mé&mes graphes,

on pourra comparer utilement avec

Temps d'exécution

Graphe sans

Graphes avec cir-

Graphes avec cir-

circuit circuits simples circuits cornplexes|,
Méthode matricielle 85 s 133 s 180 s
Méthode de la pile 30 s 100 s 105 s

annexe
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Remarques :

1) Tous les temps donnés ci-dessus excluent les temps d'impression des
résultats, d'entrée des données H

2) La méthode de la pile annexe donne comme "sous-produits’ les classes
d'équivalence en effet, lorsqu'un élément premier de sa classe et
appartenant 3 un circuit sort, tous les éléments qui lui sont équivalents
se trouvent sous lui avec le signe [ en regard, Il suffit & ce moment de
sortir la partie de pile intéressée 3

3 ) Nous avons choisi la matrice associée comme donnée du graphe, forme
la mieux adaptée 3 la méthode matricielle,
Mais ce n'est pas la seule méthode de mémorisation ;

En effet, on peut se donner pour chaque élément x sa famille {7 (x),

Cette mémorisation avantageuse pour la méthode de la pile annexe (puis-

que, lorsqu'un élément est au sommet, on teste les éléments de sa famille)

nécessite la transformation en matrice associée pour &tre traité par la

méthode matricielle,

< v *
Encombrement des mémoires, (%)

Ici, l'avantage de la méthode matricielle est évident
- programme
~les différents programmes écrits en langage machine ont donné un rapport
de 14 4 en faveur de la méthode matricielle,
Les programmes ALGOL comportent respectivement (entrées-sorties com-
prises) 14 lignes pour la méthode matricielle, et
51 pour la méthode de la pile anneve

(voir annexe),

(%) Nous ae parlous pas de Fencombrement dii au fait que la matrice adsociée
fcst déclarée booléén tableau, alors que la matrice a utilisde est déelarde
entier tableau, car dans le comypilateur ALGOL que nous possédons, le booléen

occupe ufie mémoire tout comme l'entier, Sl nbkn était pas ainsi, il serait

plus économique de travailler sur deux tableaux booléens (matrice associde

‘—L_et matrice de la relation R) que sur un seul tableay entier,
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- mémoires auxiliaires' :
la méthode pile annexe nécessite en plus de la matrice associée une pile de
n mémoires (la pile parallele pouvant &tre inclue dans cette dernidre gle), Le terme T(OL ) de la colonne additionnelle peut avoir les
une colonne additionnelle a la matrice associée de n mémoires ,soit au total valeurs suivantes
2n mémoires supplémentaires,
PP T(ok) =0 : X4 n'apas encore eu d'entrée dans V;
Conclusions., 7 T(O\) >0 Xy @ eu une entrée vraie mais n'a pas encore eu de sortie vraic
T(A )=-10: xy @ déja eu sa sortie vraie de V
Les résultats donnés ici demandent & &tre complétés par P -
P p T(h )=~1: \"(xok)=¢.

d'autres plus systématiques, pour en tirer une conclusion définitive, Néan-

. on gt G 2. Fi o
moins, on peut affirmer que si la méthode de la pile annexe n'est pas supé- Liindicateur L, permet de savoir si I'instant précédent était

tré ti =
rieure & la méthode matricielle, elle lui est quand m&me comparable, une entrée (L70) ou une sortie (L=0)

Si on a simultanément L % 0, T(c\ ) > 0, x_, vient d'entrer dans V alors

D'autre part, la méthode de la pile annexe donnée ici est i a .
P P X, Qui était déja dans V appartient 2 un circuit,

susceptible d'améliorations permettant d'éviter les échanges 3 l'intérieur

, . , 2 . . "
de la pile, et la pose des signes as et [ qui se révelent assez longs L'opération (1) de la méthode générale est faite dans le méme

bloc que l'opération (3). Pour cela, le test P{I] > 99000 permet d'exploiter

Lorsque h est une entrée de z appartenant déja & v, , il E .
h-1 les éléments non premiers de classe lors de la sortie du premier de classe,
I suffit de donner & y (sommet de v, } le lien z, o .
h-1 par un branchement sur l'opération (8 ). Apres chaque opération, la pile est
| A llinstant i sortie de 1'élément z qui est son propre lien, baissée d'un niveau et le programme se branche au test P [I-l > 99000, L'in-
alors si z possede un autre lien, on donne cet autre lien 3§ tout % qui avait z dicateur D permet de déclencher l'opération (2) aprés la sortie du dernier non
comme lien, Si z n'a pas d'autre lien, on fait l'opération : premier de classe,

K(x,i) = K(z,i-1) pour tout x ayant le lien z,

gL
Les liens peuvent alors se mettre dans la matrice Jg et sont

transférés lors des opérations (O ), ( VJ ) (¥ ) de la méthode générale,

PROGRAMME ALGOL,

Les signes o et {"sontz respectivement un neuf en cinquigme
position décimale du mot courant de la pile annexe et un neuf en cinquizme et §
quatriéme positions décimales (le passage du signe ns au signe [ se fait en
ajoutant l'entier 9000). La procédure VALEUR(I) permet de restituer 1'&1é-

ment du niveau I de la pile, débarassée des signes m’ ou [ éventuels,
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= {-CHAPITRE III

APPLICATION DE LA FERMETURE

TRANSITIVE A LA

CONSTRUCTION DE DEUX MATRICES DE PRIORITE

DEFINITIONS.,
D, 20, Vocabulaire,

Soit T et N deux ensembles disjoints respectivement appelés termi-

nal et non terminal, Le vocabulaire est l'ensemble V tel que V=T U N.
D. 21, Grammaire,

C'est un ensemble de couples X, x tels que X ::= A avec X élément
non terminal, A mot sur le vocabulaire V (éventuellement vide) ::= relation
de Bacchus, X ::=A est appelée rigle de grammaire, X en est le premier
membre, A le second.

Dans les définitions qui suivent, on notera A, B et C des éléments
du vocabulaire, X, Y et Z des éléments non terminaux, x,y,z des éléments

terminaux, A et }J. des mots sur le vocabulaire V,

D. 22. Relations "a pour successeur droit'' et ""a pour successeur gauche'’,

On dit que X € N a pour successeur droit (respectivement a pour

successeur gauche) A € V si, et seulement si, il éxiste une régle de gram-

maire du type @ X 1= A (respectiverment X ::= A/\L) On note X3

(resp. X 25 A).

o
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D. 23, Initiales, finales, Initiales, finales strictes. Initiales, finales terminaly

—

- Les relations de fermeture tfansitive de Sx et *S seront notées
respectivement F' et I',
Tout élément A appartenant a3 V tel que X F' A (resp. XI' A} est
appelé finale (resp. initiale) de X.
- Les finales (resp, initiales) de X appartenant &2 T sont appelées

finales terminales (resp. initiales terminales)de X.

Si % est finale terminale (fésp. initiale terminale) de A, on note :

AF’tx (resp. AI‘tx).
- Les relations de fermeture transitive stricte de S,k et *S seront
notées respectivement F et I,
Tout élément A appartenant & V tel que XF A (resp, X1A) est

appelé finale stricte (resp. initiale stricte) de X.

D. 24. Descendants droits et gauches.

x € T est dit descendant droit (resp, descendant gauche) de X =i,

et seulement si, il existe une régle de grammaire dutype : X' 1= Yx M
ou X' i:= X/u avec X' initiale non terminale de X (resp, X' ::= }J.XY ou
X! = /A x avec X' finale non terminale de X).

On note XGx (resp. XDx).

D. 25, Relatiors de priorités définies sur une grammaire,

On peut définir les trois relations suivantes sur les grammaires

les plus générales

1

>\'.AB/\A_E

A < B si, et seulement si, il existe une regle dutype X ::= AA 7

A A2 B si, et seulement si,-il existe une regle dutype X ::

avec B initiale stricte de Y ;

A > x si, et seulement s1, 11 existe une regle du type X ..- Y H i
avec A finale stricte de Y
ou il existe une régle dutype X 1= X Y B

avec A finale stricte de Y et x initiale terminale de B,

III - 3

D, 26; Grammaire d'opérateurs [FLOYD] .

C'est une grammaire n'ayant pas de régle dutype X 1= A Y Z pn
(Y,Z € N).

D, 27. Relations de priorité sur une grammaire d'opérateurs [FLOYD—‘ 3

On définit les trois relations suivantes sur une grammaire
d'opérateurs
x =y si, et seulement si, il existe une rgle du type X 1= ) XY ja
ou il existe une ragle du type X ::= A ny);_ 3

x <&y si, et seulement si, il existe une ragle du type X ::

A x Y).L
avec y descendant gauche de Y ;

x »y si, et seulement si, il existe une regle du type X ::

n

AXy/Js

avec x descendant droit de X.

CONSTRUCTION DES MATRICES DE PRIORITE,

Dans ce qui suit, nous adopterons les notétions suivantes
M=, M« et M) matrices des relations = , < %o

M= , M € et M 3 matrices des relations. = y < B e
3 , CJTC , Bt' matrices des relations I,F,It.

u matrice unité,

Premig&re matrice,

Remarquons tout d'abord que
A < B est équivalent & : il existe Y telque A=Y et YIB. Dizpres
D. 2, la relation < est le produit des relations X et I fermeture transi-
tive stricte de xS.
On en déduit 1'égalité matricielle suivante

M< = Ma x ,1 .
De mé&me A % x est équivalent 2 : il existe Y et B tels que YF A et
Y~ B et BItx .
On en déduit 1'égalité matricielle suivante
MY o= [( G )t x M=a x L ] olt (q;;)t est la matrice transposée
de T . A
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(i Deuxidme matrice, l I1 suffit donc de reprendre le programme avec les ragles symé-

. . 5 . t
I Les mémes remarques que précédemment conduisent & : triques pour obtenir (M > }.

M<¢ = M= xca avec M2 matrice de la relation ~ telle que x =~ Y si, On donne le poids 12 M < , le poids 23 M > et le poids 4 &

et seulement si, il existe une regle dutype X ::= AxY de méme M=. La matrice M2=M ¢ +M3» +M = permet de voir facilement

M > = ((:D )t & ‘::)t aver (M= )t matrice transposée de M 2. si deux ou trois relations sont compatibles,

PROGRAMMATION, - : .
Nous avons programmé les deux problemes sur 650 IBM. La

Premitre matvice premi&re matrice nécessite la mémorisation des matrices des initiales

' strictes, des finales, de la matrice M 22 et enfin de la matrice résultat ,
Les régles de grammaire permettent d'obtenir directement . .
soit au total 4 matrices carrées dont la dimension est égale au nombre

; * * o g
M=, *f et ‘:? . Le sous-programme de fermeture transitive stricte
donne g et 3 3

1l est plus rapide d'obtenir M < et M. & partir des régles de

d'éléments du vocabulaire. Sur 650 IBM, il restait environ 1000 mémoires
pour ces matrices (500 mémoires étant occupées par le programme et

o ,3 500 autres par le sous-programme de fermeture transitive et les regles
grammaire, de ¥ et de que de faire les produits matriciels de la )
t de grammaire), Ceci conduit & un nombre d'éléments total de 50. Il
méthode citée plus haut,
) b n'est donc pas question de traiter une grammaire ALGOL dont le nombre
On donne le poids I aux'termes de la matrice M < , le poids 2 - .
d'éléments avoisine 150. Nous avons donc traité une “sous-grai.maire"
aux termes de la matrice M ) ‘et le poids 4 aux termes de la matrice
ALGOL, celle de l'expression arithmétique simple ou la grammaire 1§-
M 2, Enfaisant MI= M < + M % + M on peut alors facilement voir
gerement modifiée est donnée ci-dessous, avec la matrice résultat,
si deux ou trois relations sont compatibles, )

Deuxitme matrice, EXEMPLES.
' s . . . % Q
Les regles de grammaire donnent directement les matrices Regles de grammaire :

et C@,* assocides aux relations *T et ‘Tlk i
s = {Expression Arithmétique Simple) ::=
X" Tx (resp, XT x) si, et seulement si, il existe une régle de grammaire ) )
<Expression Arith. Simple> (Opérateur additify <Terme>
du type
P ( £Opérateur additify (Termex>
X s Yax ou Xini=x resp, X ::= xY ou X ::= %),
)u\ 3 M )A ) o {Terme>
Le sous-programme de fermeture transitive donne D oetH . , :
{Opérateur additify ::= +
On obtient alors immédiatement c@et
t . 5 " -
On remarque que (M > ) =M = XQD et que o)) est égal 2 la ma-
. (Termey ::= (Terme) (Opérateur multiplicatify {Facteur)
trice CZ, d'une grammaire d'opérateurs '"symétrique" de la grammaire
<Facteur)
d'opérateurs initiale, c'est-3-dire ol chaque régle X ::= A est déduite de B
I ‘ (Opérateur multiplicatify 1= x
I la régle X ::= A' de la grammaire initiale, par A = mot dont les él1é- |

/

ments sont deux de A‘ pris en sens inverse,
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{Facteury ::= (Facteur> T (Primaire arithmétiqued

{Primaire arithmétique)

cre B9
vee ZZ

10
01
aAbB

OMNOOHMPMNUNNMINNOOOOOHOOOOOHOKHO
ONOOHMNNNINNOOCOONNHFOOOHO RO
MRHEHEEREORNMOONPOFROOROO00ORORO
‘mmoo;—'mmmmm-hooooooOOOO!—lot—'o

{Primaire zrithmétique ::= ¢ Variable) .
¢ Nombre sans signe) | i 4,5: % )
{Nombre sans signe) ::= {Nombre décimal) <Facteur de cadrage > ‘ "E"E; Ek g% Q% ’Eg
{Facteur de cadrage) ng 3 ﬁm?'?\]m 3 g
g B

l g% B Gafde o %

¢ Nombre décimal f e B SESSa < =

. . . P : 5.3 ﬁg-gwmmh gh S(ﬂ

{Nombre décimal} ::= <Entier sans signed <(Partie décimale} &‘g g\g % %’,_"é ’E‘gﬁ % % %’é‘g
¢Partie décimale) AEESAES SN SHASS oo s/ 1
< Entier sans signe> | Exp. arit. simple [ 0400000000 0000011000 0O
o ] ) Opérateur additif | 0050111111 1001100000 0
{ Partie décimale} ::= . (Entier sans signe> Terme | 0004000000 6000022111 0

. " L . c. . Opérat. multiplicat. | 00005211111 100110
1:= ¢ Ent a; Chiffre P plica 0000 0
(Entier sans signe) ::= < Entier sans signe> ¢ 4 Fecteur [ 0000000000 0000022222 4
{ Chiffre Primeire arithmét. [ 0000000000 0000022222 2
' | Nombre sans signe 0000000000 0000022222 2
{Factzur de cadragey ::= 10 <(Entier) ; Nombre décimal | 000C000000 4000022222 2
) ] = ) 2 Partie décimale | 0000000000 0000022222 2
<Entier} ::= {Signed <Entier sans signe) Entier sans signe [0 000000040 0000022222 2
. P : . ! Tacteur de cadrage | 000CO000000 0000022222 2
‘ {Entier sans signe} Entier | 0000000000 0000022222 2
il <Signe) e 4 $igne 0900000005 0000000000 0
I | Variable 0000000000 0000022222 2
~ Identificateur [0 000000000 0000022222 2
‘ o + 0000000000 0000000000 O
(Variable y ::= < Identificateur ) - 0000000000 0000000000 O
N - o ‘ ‘ x [0000000000 0000000000 0
(ldentificateur) ::= {Identificateur’ (Chiffre} + /0000000000 00000600000 O
(Identificateur) (Lettre} I /10000000000 0000000000 o0
1100000411121 10011000600 .0
{Lettre> . [0000000005 0C0O0D0CO00000 O
1010000000001 0410011000 0O
01...8910000000000 00060022222 2
. | ahbB ... 22 {000000C0000 Q000022222 2

La seconde matrice ne nécessite & un instant donné que la mé-

morisation de deux matrices, l'une rectangulaire (matrice des descen- |

dants}), l'autre carrée (matrice résultat). Sur 650 IBM, les 1000 mé- 1 : Relation .
. i R i
moires disponibles pour ces matrices permettent de traiter des gram- ¢ R \/’
3 : Relations < et >
maires opérateur de l'importance d'ALGOL, c'est-&-dire comportant ]
A ¢+ Relastion ¢
environ 50 éléments terminaux et 150 éléments non terminaux, ) 5 @ [BElations < o %55
Nous avons modifié la grammaire ALGOL de fagon & la rendre 6 : Relations > et 02
grammaire opérateur, Nous donnons ci-dessous les ragles de la gram- 7 : Relations < 5 > et A2,

| maire modifiée et la référence du rapport ALGOL 60 des regles corres-

- pondantes,

I” - ke .




II1 - 8
II1 - 9

Nous avons supprimé les éléments non terminaux suivants :

artie parametre effectif 5 , ¢ délimiteur de parametre > Paragraphe du o
<P ? - rapport ALGQL.. .. S P _liégle AL?.OL m(.)dl.f_l.eem

¢ opérateur de relation >

|fl: (lettrey , (chiffred |

26, 1 {Chafne propre} ::= nota
: (opérateur additif 3, <opérateur multiplicatif y , < facteur de cadragey [ 2,6.1, {Chaine ouverte) ::= nota nota

¢ partie décimale > . | nota (chafne ouverte)
Nous avons ajouté un élémentnon términnl que nous avons appelé . {chaine ouverte) nota

{ partie complémentaire) , | hafne propre)

et six €léments terminaux : 2.6 1 (Chafne S = G
oL signifiant <CK=2> ou# ‘(chafne ouvertes”
(Z, signifiant + ou - ' 3.2.1, - {Indicateur de fonction’y ::=
¥ signifiant x [/ ou + | identificateur ( ,liste de paramtres, )}
é signifiant 012 ...8 ou9 : < de procédure > < effectifs >
& sinnifiant aAbB.,.. zouz [ 34381, <Terme> s (terme> ¥ <facteur>
et type signifiant réel booléen ou entier <facteur)
Le concept (vide) a &té supprimé, . ok <i(§:§:i:1:?r:;11:h.> e <:§i:§:1:3:;f§h'> r)<terme>

g [5 {terme)
Paragraphe du

Regle ALCOL modifiée , {terme
rapport ALGOL | F23mils <Expression> P <pr0position> alors <{E, A, 5.> sinon ‘<E. A,
arithmét, si '
2.4, 1. ( Identificateur} ::= ¢identificateur) d ' <{E. A, S>>
¢ identificateury & 3.4. L CRelation) := CE.A.5.% ol <E. A8
£ 3.4, 1, Expr’ession> ::=<prop<:.:sition> alors ¢E. B, S.) sinon (E. B
) . . J booléenne si
2.5, 1; < Entier sans signe} ::-~ (entier sans signe}
J {E.B.S>
) ) ) " 3,5, 14 Expression dey ::= ,proposition, alors ¢E,D.S.\ sinon .D;
2.5. 1, {Entier} ::= (entier sans signe} <de’signation > < si >— < B 22800 €
(5 < entier sans signe) Ty
o e décimaly = j s si .. Jentier sans) s
75 Bk ¢ Nembre décimall ::= Lentier sans signe ) \entn?r 2 4. 2. 1, ( Partie gauchey ::= (variable)
_ X signe 3
€
- entier sans signe) [ . {identificateur de procédure}
entier sans signe} ‘[ 4. 2.1, < Liste de par~\ ::= ~liste de par-> = (partie gauche)
2.5, 1, < Nombre sans signe) :i= {nombre décimal > 10 <entier t ties gauches / ties gauches
3

10 (entier »
{Nombre décimal »

{partie gauche)




I - 10
j III - 11
\
Paragraphe du Y. = N
il Regle ALGOL difiée
" rapport ALGOL ¢ e Pazagraphedy Rigle ALGOL modifiée
rapport ALGOL
! =
T Tz 10 T sInstruction = sliste de par-y i= <E. B.>
d'affectation,/ ties gauches> 5.4, 1. <Partie spé- o <partie sp.) aiguillage (liste d'ident, )
cification >
liste de par- \ := {(E,A.>
f ties gauches > (partie sp.y étiquett_e (liste d'ident. )
4.5, L <Pr0position> 1= si (expression booléenne 3 (partie sp;, chafne {liste d'ident,)
s1 (partie sp,) tableau  (liste d'ident,)»
4, 5; 1. Instruction \ ¥ s proposition\ alors ,instruction in- il & rocé : 13
—_— 2 océd liste d'ident,
e si > T > Ceonditionnelle Cpartie sp., procédure (liste d'ident.)
{1 artie sp) type liste d'ident.
4.5, 1. < Instruction \ :i= {étiquette > : sinstruction < Py ltype < >
[ condition, <condition. {partie sp,y’ type tableau (liste d'ident.)
. {instruction si) (partie sp.> type procédure <(liste d'id,}
(instruction si) sinon (instruction> aiguillage (liste d'identificateurs’)
proposition> alors <instruction> €tiquette  (liste d'identificateurs)
si pour chaine {liste d'identificateurs)
ek <Pr°POSiti0n\ % RO (vamiableyl u= ﬂiSt? d‘e pour> | tableau { liste d'identificateurs)
pour J/ S
Co ) . procédure (liste d'identificateurs®
4,6. 1, Instruction ::= (étiquette : {instruction pour) e
< pour > type {liste d'identificateurs}
<{proposition pour> faire <mstruct1on> type tableau <(liste d'identificateursy
4. 7010 < Liste de parambtres effect1fs> I type‘wcédure { liste d'identificateurs}
| == —
liste de pa.ram.\ /chame de partie paras 5.4. 1 Partie com- i:= (partie valeur) ; (partie spécification
< effectifs 7/ lettres > < effectifs ! plémentaire /
<liste de param.> , {parametre effectif > _ < partie spécification’
effectifs | {partie valeur)
{parametre effectif > | 5.4, 1 Téte de > < identif, de > <11ste de param., partxe
4. 7. L <Instructidn> = <identificateur> ( <liste de param., ) procédure procédure formels > <comp1 /
procédure de procédure effectif > 1dentit de (<1iste de param., )
identificateur> < procédure/ formels >
de procédure identif, de N
S. L1 (Typa) = type <nror~adnrn Z
581; 13 sDéclarationy ::= type <liste de types) 5.4, L <Dec1aratlon > = <typey procédure ,téte de COI‘PS de
de type > _ de procédure <proced > procéd, /
rémanent type {liste de types)
. === procédure ,téte de corps de
5.4, 1, (Partie valeur) ::= ; valeur liste d'identificateurs i - <procéd,> <proced /
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MATRICE ALGOL 1

®

8
s
5
3
N
@ Fa § % % %
2 & 58 350 Gg g ]
' =2 =t £ d 3%% gvh ER:N T @
<547 +233% & 438 3aka,Esd ~884,.8%
Ayosz=ES s -< aahH R ERCE- AN SEdq B85 <10 6 > 9RO
222210011 11000 1102020200 ocnzo2111 110000000
122210011 11000 102020200 vceozoz2111 110000000
112210011 11000 102020200 opD 2oz 111 110000000
111210011 11000 102020200 0p0Zo2111 110000000
222200011 11000 102020200 000202111 110000000
111111011 11000 100000000 000000111 110000000
111111011 110001 100020200 000000111 110000000
z2R200222 220221 102022200 noozzzo11 110000000
222200212 220221 102022200 ooo222011 110000000
222200200 220221 1102022200 000222011 110000000
222200011 100001 102020200 000202011 110000000
0000000 0CQ0001 =) Qoo0DOD11 000
nenoo0c1011 100041 100000000 CooD0O0DO11 110000000
VOO001011 100001 100020200 000000011 110000000
000001011 100001 100011000 000040011 110000000
t1t111111 110101 '102010200 0ooo2001 11 110000000
111110011 111001 gT 118101100 000200111 110000000
111111211 111221188 1108128000 000222111 110000000
t1t1112011 110001010 1000@1000 coocoo@i 11 110001000
HODO001000 000001012 102000000 coDZooo 11 000
DODO0O01000 001001 SRl 139101111 111@00011 001140001
060001000 0010011 1B 118101111 111300011 000
111111111 110101040 102001220 222022111 112201000
000001011 101001148 Bi®ir21100 oon 220011 110000000
0QO0001000 0010011 1% 11101100 Q00200011 cQo
000 002010020 @GBzoo00011 002200000
60D 000000040
POD0Q000 000001000 ' co02010020 222000011 002200000
00D ~ _1o0@o1o020 222000011 002200000
OO0ADO 000 000000400 002010020 222000011 002200000
DoURoOHY o cooo0ooo@2 ‘002000000 30020000
222200222 220220 no2022200 000222000
2zz20022°2 220220 ~co@o2f200 000222010 00
222200000 00000 002020200 000202000
H2Z00Z2 2 2z022 zoz2022220 zz22222022 002200000
22200222 zpo22 202022220 222222022 222200000
s N =R 22022 002022200 oonz22001 020000000
Z22zzpodzz @roz2 002022200 000222001 000
000 002010020 222000011 002200000
000 co2010020 222000011 002200000
agon 002010000 000000011 000
noo 000000400
000 00020000 000002000
oon
006 002000000




2wt

tant qu

-}

N
A4
R M

5%
R

Jusqu's

faire

rémanent
tableau
procédure
aiguillage
fin

)

vrai faux
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Une grammaire ALGOL modifiée par[CUSEY:I pour les
besoins du compilateur ALGOL de 1620 IBM a donné la
matrice de priorité suivante

MATRICE DE PRIORITE

III -
¥
&
H @ 2
| ()]
CH £
g | L Y : R
3, < ¢ 588 & & geyg
- = . oule ) D £ A H5 &
8.7 S Hg§ $E Ban 22%i. @i & _g8id
pvoz—id 1] < REAL (31%,: 285 PEEAA) ) B § AoLEES ¢
222210011 110001 10802020 0o00zZ0211 111000000
122210011 1100010 10202020 000020211 111000000
112210011 110001 210202020 000020211 111000000
111210011 1i1ae01 10202020 ‘000020211 111000000
222200011 11000102 10202020 000020211 111000000
111111011 11000104 10600000 000000011 111000000
1111110611 11000100 10002020 000000011 111000000
222200222 220221 gk 10202220 oooo22201 111000000
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CHAPITRE IV

| DETERMINATION DES CHEMINS ELEMENTAIRES DU GRAPHE

Nous nous proposons dans ce dernier chapitre de déterminer
tous les chemins élémentaires du graphe en utilisant la pile annexe définie
au second chapitre, Pour cela, nous allons essayer de suivre une méthode
analogue 3 celle employée pour la recherche de la fermeture transitive stricte

du graphe :

A l'instant de la sortie d'un élément y, x étant le nouveau
sommet, on obtiendra les chemins élémentaires d'origine x en faisant précé-
der les chemins élémentaires d'origine y du point x, On congoit que cette
méthode soit bonne dans le cas du graphe sans circuit car lors de la sortie
vraie d'un élément y de la pile V, on connaft tous les chemins élémentaires

d'origine cet élément. Un exemple va nous permettre de le constater,

Exemple : Soit le graphe ci-contre auquel nous appliquons la méthode donnée
plus haut, Les états successifs de la

pile annexe sont les suivants

a d c
bL/: \~)e c ¢ c b f f f
\[, \i/ bbbbbd e e e ee e e
\lc/\'—»—f MAaaaaaaaaaagaaaaah
d 123 4 56 78
dﬁl cd
Cbec,bcd

b"3 ab, abc, abcd
4 eb, ebc, ebed
5 fc, fed,

8’6 ef, efc, efed

ae, aeb, aebc, aebed, aef, aefc, aefcd

AR AP RRA 0,
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Nous avons numéroté les sorties de 132 8, La sortie vraie
b ]
de 1'élément x est repérée par x . En face de chaque sortie on indique les

chemins élémentaires déterminés 3 cet instant, On constate qu'a la sortie

vraie de chacun des éléments tous les chemins &lémentaires d'origine cet

€lément ont &té déterminés. Nous allons examiner maintenant le cas d'un

graphe comportant des circuits et constater qu'il n'en est plus ainsi

I Exemple : en appliquant la méthode au graphe ci-contre, on obtient
[l |
i | ' b a a
l 1 ’/a_
|| d 4 4 e e e e e
! eﬁ-—)d———SSB €C ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢
3
. \TL/ bbb bbbbbobbbobb
| = Aa a a a a a aaaaaaaa a
‘ 1 2 3 4 5 6 71
1 db
‘ d* 2 cd, cdb
I 3 ed, edb
1 4 ea
*

e 5 ce, ced, cedb, cea

¢® 6 be, bed, bee, beed, beea

b’E 7 ab, abc, abcd, abee, abced

*
a 8

Un chemin tel que bdcea n'a pas été trouvé en effet, la
sortie vraie de d a eu lieu avant que 1'on ait déterminé tous les chemins elé-
| mentaires d'origine b car la premigre sortie de b o était pas la sortie vraie,
Par contre, lors de la sortie vraie de b, on avait déterminé le chemin : bcea.
Geci suggere, lors de la sortie vraie de tout élément tel que b, de construire
les chemins élémentaires non encore déterminés tel que dbcea. Nous alloas
dans le paragraphe qui suit définir de fagon plus précise ce que nous venons

de constater,

i

Elément fermeture de circuit,

Vo

]

On appelle élément fermeture de circuit un él€ment posse&dant

une sortie inférieure i la sortie vraie,

Dans 1'exemple ci-dessus b était lément fermeture de

circuit, Le circuit était le suivant :

circuit abcea,

bedb, Il en était de méme de a avec le

Nous allons maintenant définir des ensembles générateurs qui

joueront un r8le analogue 4 celui des ensembles K(x,i) définis au chapitre II,

Ensuite ,

qui jouera le rdle de 1'union logique puis une réunion contractée élémentaire

qui sera i’.ax.x;xé.logue de 1a réunion usuelle des ensembles,

Ensembles générateurs,

On appelle ensemble générate.ur d'origine’x et on note K(x)

un ensemble de chemins élémentaires du graphe possedant la propriété sui-

vante

Six,x ,...x
i n

est contenu dans K(x),

nous définirons une opération de concaténation contractée élémentaire

appartient & K(x) alors x, Xprees x (0< j<¢m)

Concaténation contractée §lémentaire,

Soient C=x_, x_, ... x et C!
0 1 n

élémentaires de K(xo) et K(yo).

=Yg Yy eee ym deux chemins

On appelle concaténation contractée é1émen-

taire de C et C' et on note l'opération suivante
c

C V GG
c

c Vv ¢
c

¥, €tant le premier des Vie égal a l'un des xj s'il en existe, sinon Yi1 =V

Il résulte de cette définition que C v C!
c

T
taire d'origine xo.

(XO’ Xpreee s X2V Ve y

i1

-

m

est un chemin élémen-
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Réunion contractée élémentaire,

Soient K(x) et K(y) deux ensembles générateurs, On appelle |
réunion contractée élémentaire de K(x) et K(y) l'ensemble F des chemins 616 |
mentaires d'origine x obtenus par concaténation contractée de tous les

i

chemins €lémentaires C de K(x) et C' de K(y) :

K(x) Y K(y)=F. D'apres la définition de Yo KX EF,

Montrons que F est un ensemble générateur, Pour cela, il [
suffit de montrer que F posstdé la propriété de tels ensembles '

i =) \'2 ! = : = -
Soit S=C C C X, xl"”’xn Y, yl,...,yp un che

min élémentaire de F n'appartenant pas a K(x). Alors pour k inférieur 4 n, |

CEEp e, X appartient & K(x) inclus dans F, De mé&me pour tout h inféx-ieuréli|

ch-y, Ypr e Yy appartient 3 K(y). C }:/ C" est donc contenu dans F , |
METHODE, _ '

Soient K(x,i) des ensembles générateurs tels qu'a 1'instant
initial de la pile V : K(x,0) = {arcs d'origine x} et qu'a linstant final m
K(x,m) = { chemins élémentaires d'origine x} . Pour cela, on passe de
K(x,i-1) & K(x,i) par le processus suivent

- 1estla sortie vraie de z fermeture de circuit

K(a,i) = K(a,i-1) kc) K(z,i-1) p;n;r tout élément a tel que z
est extrémité d'un chemin élémentaire de K(a,i- 1) ,’
Si x est le sommet de v .
K(x,i) = K(x,i-1) \5' K(z,i)
K(y,i) = K{y,i-1) pour tout y différent de x et a,
- 1est une sortie de z non fermeture de circhit, ou i est une sortie de z
fermeture de circuit supérieure i la sortie vraie
K(x,i) = K(x,i-1) \C) K(z,i-1)
. K(y,i) = K{y,i-1)  pour tout y différent de x.
- 1iest une entrée, oui est une sortie de z fermeture de circuit inférieure 3 12|

sortie vraie

K(y,i) = K(y,i-1) pour tout y,

2°) Nous allons montrer par une récurre nce sur l'indice i de 1’élément ,
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Avant de passer 3 la justification de la méthode, nous allons

établir un lemme que nous utiliserons par la suite,

Lemme,

Soit Voo Vyr oo Yp un chemin élémentaire, et appelons Gj

U'hypothese suivante :

Pour tout h compris entre 0 et p (p exclu), K(yh,j) contient

Yh? Ve ++¢ 0 Yy o0 ¥y €tant égala 7, ouy, étant é1ément fermeture de cir-

cuit dont la sortie vraie est supérieure 3 Je

1
- 8ik =palors K(yh,j+ 1) contient Yho Ypppr voe o Vor

- Sik=p :

- j+1 est sortie vraie de Yy Alors Gj entrafne K(yk,j) contient Ve

Montrons que Gj entraine Gj+ i

R TS MR A
Vier étant €onl 2 yp ouy,, étant élément fermeture de circuit dont la sortie
vraie est supérieure & j j+1 n'étant pas sortie vraie de Vit (k' > k)

D_(Yk’) > +L

A llinstant j+1 K(yh,j+l) = K(yh,j) kc) K(yk,j)

. - -
K(Yh:ﬁl) contient ' Ypgr oo Vi Vi répondant & l'hypothese,

- j+l n'est pas sortie vraie de Ve oL (yk)> j+l.

K(yh,j+l) contient y, , Ypp1? * o+ 0 Yy 1 ¥y Tépondant 3 l'hypothese,

JUSTIFICATION.

1°) Tous les chemins de K(x,i) sont élémentaires
Cela résulte de la définition des opérations ‘(\:/ et \c) :
’

que si xo, X eans xn est un chemin élémentaire alors K(xo,m) contient

ce chemin,

N S
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trer que K(xl, v Su (xi 1)-- 1) contient un chemin répondant & 1'hypothese,

a) SillonadL (Xi) supérieur 3 Jl(xi 1) alors K(xi_ X S (xi 1)- 1) contient

o

Appelons H, I'hypothese suivante : y

Pour tout t compris entre i et n (n exclu)

_ ; ” soal z
K(xt,Sl (xt) 1) contient Xeo Xy yreee s X, %, Etant éga Y x_ oux étant

élément fermeture de circuit dont la sortie vraie est supérieure 3 St (xt)-

Montrons que Hi entraine Hi Pour cela, il suffit de mon-

1°

x % et il existe une sortie h de X, inférieure & JL(x, ]) donc inférieure
i-171 i-

an (Xi) iox, est élément fermeture de circuit,

N1 4 (xi) inférieure 3 J'\.(xi l). Il existe une sortie h de % inférieure 3 SL %, ]}

1 est sommet de Vi Si h est inférieur i la sortie vraie de %

alors & l'instant .ﬂ-(xi 1), x, appartient 3 la pile et S (xi) > a (xi- l) ce
qui est contraire 3 (b), On a donc SL (xi) é h < JL(xi_l).

!
telle que x; |
- !

i
L'hypothese H étant la m&me que 1'hypothse G.ﬁ.(xi)-l pour le chemin |

€lémentaire Ko Xy gaiee s X, h-1 supérieur ou égal & J’L(xi)-l entrafne

H 1

d'apres le lemme : |

K(xi,h— 1) contient Ko Ky o sees X

tant h : K(x ,h) = K(x, ,h-1) U K(x ,h-1) d'on
i ¢ i-1 c i

R répondant a l'hypothdse, A l'ins-

ﬂK(xi l,h) contient un chemin répondant aux hypothéses. On a alors l‘hypo-!
i

these Gh pour le chemin élémentaire X g X eae s K A 1linstant
- 1

1 k'
_S-l(xi 1)-l) contient le chemin %

Sl -1 by Kix,

'xi""’x

K" i

1’ 1
avec x,, = x_ ou Xy fermeture de circuit dont la sortie vraie est supé-
n

rieure A J'l.(xi l)-1 donc & _Sl(xi 1). Or, H__, est vérifiée puisque l

-1
JL Ad 1
K(X 1, (X ) 1) contient x

: d 'h 2
= On a donc l'hypothese GJL(XO)-I
pour le chemin élémentaire X4 xl, res, xq. D'aprés le lemme : K(xo,m]
. |
contient le chemin : x_, x_, ..., x  avecx =x oux . est élément fer-
0" 1 q' q'" 'n q' 1

meture de circuit dont la sortie vraie est supérieure & m. Or, tous les I.

: . . s > by £

€léments ont une sortie vraie inférieure ou égale & m == x L EX r
q n

\

|

f
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Exemple : Nous donnons ci-dessous les états de la pile annexe et le contenu

a des ensembles K(x,i) pour le graphe ci-contre,
/ \ Les éléments fermeture de circuit dont repérés
b ¢—rw-x-=I¢ dans la pile par le signe - .
a b
a C € [} c c
b b b b b b b -b -b c

a a a -«~a -a -~a ~a -a =-a =a -a -a =-a

c 1 2 3 4 5 6 7T 8 9 10 11 12 13 14

Instant K(a,i) K(b,i) K{c,i)
0309 ab,ac ba,bc ca,chb
10 ab,ac - ba,bc,bca ca,ch
11 12 ab,abc,ac ba,bc,bca ca,cb,cbhba
13 ab,abc,ac,ach ba,bc,beca ca,cb,cha
14 ab,abc,ac,ach ba,bac,bc,bca ca,cab,cb,cha
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N

—

au.n premier élément
z n'ayant pas d'en~ |/

trée vraie

3 un premier
3 élément 3{ de J——
e

.

i

kS

e sommet de la pile

e' précéde immédia~
tement e dans 1a
pile

d
\_en‘trée vraie de e

€ appartient

déja & la pile

e fermeture de cir-
cuit n'ayant pas en-
core de sortie vraie

i\

e est fermeture
de circuit

K

té e

a) contieht un
chemin d'extrémi-

Kga):: (a)VK(e),

] un élément y
qui suit e dans
T (e*)

L ]
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PROGRAMMATION,

Lors de la programmation, nous avons reﬁcontré deux pro-
blémes principaux : la mémorisation des chemins élémentaires et la réa-
‘lisation de l'opératica \CJ , le second probléeme dépendant essentiellement
du premier, Nous nous sommes attachés 2 la recherche du moyen le plus

économique de "stocker' les résultats,

Représentation des ensembles K(x,i),

Nous avons tout d'abord remarqué qu'il n'était pas utile de
conserver en mémoire tous les chemins élémentaires, mais uriquernent les

chemins maximaux, ces premiers s'en déduisant aisément,

Lors de la recherche de la fermeture transitive stricte , les
ensembles K(}.(,i) comportaient au plus n éléments occupant chacun une mé-
moire, ce qui donnait un encombrement de n% mémoires (n étant l'ordre du
graphe). Ici, chague ensemble K(x,i) comporte au plus (n-1) . (n-2) ... 0
chemins élémentaires maximaux de longusur n, ce qui représente n, n! mé-
moires pour les n cnsembles K(x,i). Pour la fermeture transitive,; nous dis-
posions d'environ 2000 mémoires. pour les résultats, ce qui permettait de
traiter des graphes d'ordre 40 3 45. En supposant que pour ce programme
nous disposions du mé&me nombre de mémoires {ce qui se révelera appro-
ximativement exact), nous ne pouvons traiter que des graphes d'ordre 5
(6.6! = 4320). Il n'est donc pas question de faire une réservation statique,
Mais le compilateur ALGOL que nous poc~“don- n'accepte pas les variables
rémanentes, il est donc impossible de faire une réservation dywn~ique, Ii
nous faut trouver un mode de réservation statique qui nous permette de mé&-
moriser les chemins élémentaires maximaux sous la forme la plus condensée
possible. La méthode des suites espacées par un séparateur et rangées dans
un tableau & une dimension se révele lourde, tant pour la programmation de
V'opération LC) » que pour la simulation de la réservation dynamique, D'autre
part, si deux chemins élémentaires maximaux ne different que par leur extré~

mité, nous sommes tenus de ranger en mémoire deux suites de longueur ‘?4-1
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dont la 'partie intéressante' ne représente qu'une fraction de chaque suite,
Enfin, les ensembles K(x,i) sont essentiellement variables au cours du pro-

gramme, ce qui nécessite des transferts de suites longs et peu élégants,

Ce sont ces trois raisons primordiales qui nous ont conduits
& représenter les ensembles K(x,i) par des arbres de racine x, mémorisés

sous la forme de leur matrice d'enchafnement,

Matrice d'enchafnement [IVERSON_| .

Les éléments de chaque famille " (x) étant rangés dans

l'ordre implicite des codes, la matrice d'enchafnement se définit comme suit A

C'est une matrice i trois colonnes dont le nombre de lignes
est égal au nombre de sommets de l'arbre, Dans la premitre colonne se trou.
ve le nom du sommet (ou plus exactement son code), dans la seconde un lien

vertical, dans la troisieme un lien horizontal ainsi définis -

Un élément x possede un lien vertical si, et seulement si,

™ (x) n'est pas vide, Dans ce cas, le lien vertical est 1'indice de la ligne ou

se trouve le premier élément de [ (x).

Un élément x appartenant 2 [ (y) possdde un lien horizontal
si, et seulement si, x n'est pas le dernier élément de | (y). Dans ce cas, le

lien horizontal est l'indice de la ligne ou se trouve 1'élément qui suit x dans

().

Exemple,
O L'arbre ci-contre a pour matrice d'enchafnement la
‘/ matrice suivante
b
indice de nom du lien ver- lien hori-
/ \\ la ligne sommet tical zontal
C/ 0 |
\/ \ Y\‘O 1 a 7
2 b 3 |
d € & 3 & 4 6 :
4 d 5 :
5 e
6 f 7
7 g
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Réalisation de l'opération {J sur les matrices d'enchafhement,
¢

Si on représente chaque ensemble K(x,i)_‘par sa matrice d'en-
chafnement, on se trouve de nouveau devant un probleéme de réservation des
matrices; Pour éviter ceci, nous rangeons toutes les matrices dans la méme
et faisons une réservation maximale pour cette dernidre, A l'instant origine,

nous avons dans les n premidres lignes les n éléments, origine des chemins

élémentaires,

1*) Sortie d'un élément qui n'est pas fermeture de circuit

Nous faisons une concaténation simple de 1'élément x et des
chemins d'origine z (opération K(x,i)= K(x,i-1) Lg K(z,i-1) ), En effet, x
n'étant pas fermeture de circuit aucun chemin d'origine z ne peut contenir
%. Nous nous trouvons en face d'un simple probleme de transfert d'un certain
nombre de lignes de la matrice dans une partie non encore LAltilisée de celle-
ci. Les noms des sommets se translatent sans changement alors que les
liens verticaux et horizontaux doivent évoluer pour s'appliquer aux nouvelles
lignes de la matrice, Nous reviendrons sur ce probléme aprés avoir vu les

cas suivants,

2°) Sortie d'un élément fermeture de circuit ;
Nous devons faire deux opérations
- La premieére Kfa,i) = K(a,i-1) %:J K(z,i-1),
- La seconde K(x,i) = K(x,i-1) \g K(z,i-1),

Pour la premieére, nous faisons réellement une opération
de concaténation contractée élémentaire en testant successivement chacun
des sommets de K(z,i-1) par rapport aux sommets du chemin d'origine a,
d'extrémité z. Nous renouvelons cette opération pour tous les chemins de
K(a,i~1) d'extrémité z,

Pour la seconde opération, nous faisogs une concaténation
simple analogue & celle de 1°) en testant de plus chacun des sommets des

chemins de K(z,i-1) par rapport 2 x,
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“Nous rencontrons de nouveau deux probleémes

- La translation d'une partie de la matrice d'enchafhement aveg
évolution des liens,

- Les tests sur les éléments et la suppression des lignes cor-

respondantes lors de la translation,

Translation sans test,

Elle se fait ligne par ligne en "parcourant' la partie de

matrice intéressée, Cette opération n'est possible que si tout §lément possde|

un lien horizontal ou vertical, car il n'est pas possible de "remonter les

lignes de la matrice,

Exemple
o Lorsque l'on a "parcouru’ la matrice jusqu'au
ID/ \%‘ sommet f, f ne possiddant ni lien horizontal ni
lien vertical, on ne peut aller en g. (dans cet
< exemple, les lignes de la matrice se suivent
d|/ \4 dans l'ordre des sommets, mais il n'en est
v \ plus ainsi dans le cas général aprés de nom-

Q, breuses translations),

Pour remédier & cette impossibilité, nous avons donné 3 tout
élément sans lien un pseudo-lien horizontal indice de la ligne du premier &1é- |
ment (s'il existe, sinon le ""parcours' est terminé) possédant un lien I~Aoriz::mff2_if:r
Ce pseudo-lien se distingue du lien véritable par le fait qu'il est négatif, Dam!!i‘E

ce qui suit, nous noterons M(i}, V(i) et H(i) le nom de 1'élément, le lien verti-

cal et le lien ou pseudo-lien horizontal de la ligne i,

|
Nous donnons la matrice d'enchainement et les indices succed

sifs de ligne lors du 'parcours' de la matrice. 4
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Exemple
i M(i) V(i) H(1)
j‘\l ' 1 a 2
b 3 2 b 3 7
/ % 3 c 4
4 d 5
\3 5 e 6
© 6 f -2
\
¥ T

Indices successifs : 1 2 3 4 5 6 (-2) 7,

Lorsqu'a la sortie d'un élément z nous ajoutons & K(x,i)
chemins x, z, ..., nous devons ‘'raccorder" les chemins déja existants at
nouveaux chemins par un lien ou pseudo-lien horizontal. Pour cela, nous
devons trouver le dernier élément y de [ (x), lui mettre comme lien hori
zontal l'indice R de la premitre ligne libre de la matrice, S'il n'est pas te
dernier é1ément de la rnatrice d'origine x, on cherche celui-ci, et on lui
met le pseudo-lien horizontal suivant : l'indice de la ligne de y. L'organi
gramme correspoadant i ce "raccord! est le suivant : (X estun indicateu

permettant de connarire l'indice de vy),

G := indice du le~ élément}

3 V(G) := R+l




.3 v
K(z,i) : K(x,i) : Y
. D/ \,'J_ ¥
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Nous sommes alors en mesure de faire la translation proprement dite, dont

l'organigramme est le suivant

X 1= -H(X)
W o= i(M(X))

5 |

X est la variable d'indice relative 3 la matrice K(z ,i-1),

R est la dernizre ligne occupée de la matrice d'enchafhement.

Peur translater le pseudo-lien horizontal, on recherche
dans les lignes trandlatées (en partant de la ligne R) l'indice W de 1'€élément

correspondant au pseudo-lien, C'est cette opération qui est symbolisée par
l'affectation
W=1 (MX)) puis HR):=-W,

Exemple :

¢ K /,’\
g’/\c S
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La matrice d'enchafnement avant . .
Apres translation
.translation est la suivante

i w(s) V(i) (1) i | (i) | v(i)| E(i) |Observations

) X Jrl by X 1

J#l s‘s . k ,jfl e Bes k

k f 2 k f IP, R+l lien de "raccor

ﬂ g .‘B-vl ? g f-;vl

f;ﬁ-l h g+l h -k pseudo-lien de

£+2 z &3 ?+2 z £&3 “paegerd!

f+3 a E+4 f+6 . &

+4 b LS &6 d

]?+5 c -( f-}} ) Rl oz R$2

£+6 d R42 a R+3 R+5 )
R4 b Red partie ajoutée
R+di ¢ -(R+2)
R4+5 4

Translation avec tests,

Les éléments sur lesquels doivent porter les tests sont
rangés dans une pile, La procédure TEST(A) permet de faire successivement
chacun des tests sur les éléments de la pile, Cette pile a été choisie comme
partie haute de la pile annexe pour gagner le maximum de place en mémoire

(le nombre d'éléments total n'étant jamais supérieur & n+2).

Nous allons maintenant envisager les différents cas dans

lesquels nous aurons & faire un test

Nous supposerons que I'élément a est déjd transiaté
a posstde un lien vertical et 1'6lément b correspondant se trouve déja dans
le chemin
~ b posskde un lien horizontal correspondant & 1'é1ément ¢, Tout se passe

comme si on avait l'indice de ¢ pour lien vertical,
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- b ne possede ni lien ni pseudo-lien horizontal. Alors on ''parcourt" la ma-
trice a partir de b jusqu'a rencontre du dernier élément précédant b. Si
cet élément n'a pas de lien horizontal, nous avons terminé la translation,
si cet €lément a un pseudo-lien horizontal, nous sommes conduits au
cas suivant

- b posséde un pseudo-lien horizontal, On recherche 1'élément ¢ qui suit b
dans la matrice d'enchafnement, et on est amené au cas suivant

~ a posséde un lien horizontal et I'élément correspondant b se trouve déja

dans le chemin : nous sommes amenés & l'un des trois cas précédents,

L'organigramme de translation avec tests est le suivant ;

R := R+l

IMR)=mEx)

nnégr}

V(R) :=—(indice de ls ligne
origine du chemin

H(X) '< 0 )p————IX =-I-;(XW
‘ Wi=M(X)

/

[V(x)\go \ 1H(X)> 0

= X).
P—/H—(X’)_: 0 F"
| X:= H[X) 1

t

i

{(H® > 0|

;h

v - 17

Clest cette translation avec test mise sous forme de pro-
cédure TRA qui représente l'opération LC) (les tests sont sautés automati-

quement lorsqu'ils sont inutiles),

Lors de l'opération K(a,i) = K(a,i-1) l,c) K(z,i- 1), nous
devons faire cette translation avec tests pour tous les chemins d'extrémité z,
Il est facile de trouver les éléments z extrémité de chemin dans la matrice
d'enchainement : ce sont ceux qui n'ont pas de lien vertical. Mais pour pou-
voir faire les tests et par conséquent ranger dans le haut de la pile annexe les
sommets du chemin, il faut en connaftre son origine, Nous indiquons 1'indice
de la ligne d'origine du chemin par un pseudo-lien vertical qui se distingue du
lien véritable parce qu'il est négatif. Ce pseudo-lien vertical n'est mis qu'aux
€léments fermeture de circuit extrémité d'un chemin, Lors de toute transla-
tion, ce pseudo-lien doit évoluer, On réalise ceci par un test du lien dans

la Lranche "neg'" de l'organigramme translation avec test.

La recherche des chemins élémentaires d'extrémité z se
fait alors en recherchart les éléments z ayant un pseudo-lien vertical, ce
qui donne l'origine a du chemin. Puis, en "parcourant' l'arbre dont cet é1é-
ment est origine, on range dans le haut de la pile annexe les sommets succes-
sifs. Quand on rencontre un élément z ayant un psecudo-lien vertical, on sup-
prime la ligne de z et on passe par la procédure TRA, Lorsque tous les che-
mins de a ont été analysés, on cherche de nouveau s'il existe des éléments
2z ayent un pseudo-lien vertical. L'organigramme correspondant 3 cette

"résolution" est le suivant
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Jhi(K)

==VLK
Ci:= N+3

T
sk

C:=C-1
p(c):=n(c)
G:=V(a)

FIN

T

P el iy i

v - 19

Pour restreindre l'encombrement des mémoires, nous
nous donnons le graphe sous une autre forme que sa matrice assocife
en effet, dans notre compilateur, le booléen occupe la méme place que l'en-
tier, soit une mémolire. 11 est donc plus économique de se donner le graphe
par les éléments de chaque farnille (%). Pour cela, nous rangeons dans un
tableau tous les éléments des différents ensembles [ (x) dans 1'ordre de co-
dage implicite des éléments, Un second tableau nous permet de connaftre pour

tout x la position (par son indice) du premier &élément de |~ (x).

Le passage de la forme matrice associée, 3 la forme donnée
ci-dessus se fait par un petit programme ALGOL indépendant du programme
principal, Nous profitons de cette transformation pour supprimer les boucles
(circuits de longueur unité) du graphe qui n'interviennent pas dans la recher-

che des chemins é1émentaires,

Lors de l'entrée du premier élément y de I (x), son empla-
cement dans le tableau sert de compteur d'entrée pour les éléments z qui sui-
vent y dans [ (x). Lors de la sortie vraie de ¥, ce compteur est forcé i zéro,
Pour ne pas confondre les éléments de | (x) avec le compteur, nous donnons

& ce dernier des valeurs négatives,

Exemple : Les deux tableaux associés au graphe ci-dessous sont les suivants

a
b/\i/\‘gf@ D [b e f ¢ g g h f‘
CL/ \Ig/@ a b ¢c e f g h

Programme Algol,

Pour économiser la place, nous avons mis les deux premigres
colonnes de la matrice d'enchafnement dans le mé&me tableau MV, ce qui expli-
que les deux fonctions procédures M(X), V(X) permettant de restituer 1'€1&-

ment et son lien vertical & partir d'une seule mémoire,.
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'DEBUT!
DEB:

'DEBUT!

"DEBUT!

DEBCL

PROGI:

BOUENT :

BOENF?
SORTIE:

TENTIER' 1 , i ;

EXLCE#GRAPHE_D'ORDRES@) ; IMPR ; LICLAV(H) ;

YENTIER' 'TABLEAU' N C1:N,1,ND. , S.CL:ND. , P.CLiN+1D.
LIRT(R) ;

TPOUR'E:=1 TPAS 1 TJUSOUATNTFAIRE!S.(I).1=0 ;

TENTIER' 'PROCEDURE' VALEURCI) ; 'ENTIER' I ;
VALEUR:='SI'P,(I).'SUP' 99000 ALORS'
PL.C(E).=99000"SINONT
'SITP.CI).'SUP'TQ00NDYALORS?
P.CI).=-90000'SINON'P.CI). ;

YENTIER' C , D , B , 6 , H , J , K, L ;

t=Ci=Di=0 ; PL(l),:=1:=1 ; Gi=1 ;

YSIYCLECE)'ALORS' 'DEBUT'

EXLCEEMATRICE_ASSOCIEES@) ; IMPR ; 'ALLERA' SORT 'FIN'

K:=VALEURCI) ;

TSITPLCI).YSUPY Q9000 ALORS Y TALLERAY BOUSOR ;

Ji=i-1 ;

'SITS,(K). TEGALT-1TALORSY TALLERAT BOENF ;

TSITS . (K)LPINFYO' LORST '/ .LLERAY TRANS ;

'SITS, (KDL IDIFYOTETLIEGAL' 17 LORS T 'ALLERAY BOUENT ;

TPOUR'G:=5.(K) . +17PAS 1 TJUSQUATHT FATRE !

YSI'RL(K,5) . 'EGALTLTALORS T TALLERA! PROGT ;

'SI'S,(K).'DIF'Q'ALORS ' 'ALLERA' SORTIE ;

S.(K)ei==1 ;

'SITITEGAL'1'ALORS' *ALLERA' EXFIN ; 'ALLERA' BOENF ;

Se(K)a:=G ; T:=I+1 ; P.(ID.:=6 ; L:i=1 ;

TSITP.(I).'DIF'K'ALORS' TALLERA' DEBCL ; C:=C+l ;

EXLCEHBOUCLES@) ; EXECH,C) ; IMPR ;

EXECH,K) ; IMPR ; 'ALLERA' BOENF ;

YPOUR'G:=I~-1"PAST~1'JUSQUA'L'FAIRE''DEBUT®

'SI'PL(I).'EGA'VALEUR(G) 'ALORS' 'ALLERAT BOENF ;

YSITP,(G).'INF'Q0000'ALORS!

P.(G).:=P.(G),+90000 'FIN' ; IMPR ;

L3=0 ; Is=I-1 ; 'ALLERA' DEBCL ;

YSTTP (I VINFTGNONOTALORST TALLERAT SU3

TPOUR'J:=I-1"PAS"-1"JUSQUA'1'FAIRE "

'ST'P,(J).VINF'QG000ALORS TALLERAY TESTSOM ; IMPR ;

7

?




TESTSOM:*SI'P.(J)."INF'90000'ALORS TALLERA® TESTFC ;
Hi=P.(J), ; P.(d),:=P,(I).+900C0 ;
P.CID.i=H ; 'ALLERA' DEBCL ;
'SI'D'EGA'0'ALORS' TALLERA' BOUSOR ;
'POUR'G:=I+1"PAS"1TJUSQUA'D'FAIRE' 'DEBUT"
B:=B+1l ;
TPOUR'H:=1"'PAS'1'JUSQUA'N'FAIRE"
R (VALEURCG) M) t=R.(VALEURCID,H),
D:=0 ; FALLERA' BOUSOR ;
RACINE: P,(1).:=G ; 'ALLERA' DEBCL ;
TESTFC: 'POUR'G:=S,(VALEUR(JD)+1'PAS'1'JUSQUA'N'FAIRE"
'SI'R,(VALEUR(J),6) . *EGAL'1'ALORS' 'DEBUT'
Ki=P.(J), ; 'ALLERA' PROGI 'FIN' ;
D:=I ; Ci=C+l ;
EXLCEH#CIRCUITS@) ; EXE(4,C) ; IMPR ;
"POUR'G:i=J'PAST11JUSQUATI'FAIRE® 'DEBUT'
EXE(4,VALEUR(G)) ;
TSIT(G-J+1)%20%20"EGAL TG-J+1 'ALORS IMPR 'FIN' ;
IMPR ; 'ALLERA' BOUSOR ;
BOUSOR: S.(K).:=-10 ; 'SI'I'EGAL'1'ALORS!''ALLERA' EXFIN ;
TRANS: t=B+1 ; 'POUR'G:i=1'"PAS'1'JUSQUA'N'FAIRE'
'SI'R,(K,G),"'SUG"1'ALORS'R, (VALEUR(J),G) ., 1=2 ;
TALLERA' BOENF ;
'POUR'G{=1"PAS"1"JUSQUATN'FAIRE'
1SI'S,(G)."SUGTNTALORS " TALLERA" RACINE ;
EXE(8,B) ; IMPR ;
EXL (S #MATRICE_DE_FERMETURE_TRANSITIVE!$@) ; IMPR ;
TPOUR'G:=1"PAS'1TJUSQUA'N'FAIRE' '"DEBUT!
EXE(3,6) ; ESPACE(2) ;
TPOUR'J:=1'PAS'1TJUSOUATN'FAIRE'
"SI'R,(G,d),"EGAL'OTALORSTEXL(E0_@D*SINON'EXL(EL1_@) ;
IMPR TFIN' ;
TSITINON'CLECS) 'ALORST TALLERA' DER ;
PAUSEC1) ; 'ALLERA' DEBCL ;

SU3:

'FIN' ;

EXFIN?

SORT:

TEIN'
TFIN

PEIN' #

'DEBUT!
DEB:

"DEBUT!

CA:

PF:

TFIN'

TFIN'§

YENTIER' N , I , J , K
LICLAV(N) ;

s C

VENTIERT 'TABLEAU' M,(1:N,1:N). ;
LIRT(M) ; K:i=1 ;
'SI*CLEC6)'ALORS' 'DEBUT!
EXLCE#MATRICE_ASSOCIEESQ@) ; IMPR ;
'ALLERAT PF 'FIN' ;
C:=0 ;

'POUR'T:=1'PAST1TUUSQUA'NTFAIRE'
'POUR'J:=1'PAS'1"JUSQUA'N'FAIRE'
YSI'M,(J, 1), 'DIF'Q'ALORS! 'DEBUT!

1=C+1 ;

TPOUR'K:=1'PAS'1"JUSQUA'N'FAIRE!
Mo (KD i=M (U, KD +ML (T, KD, TFINT
EXE(8,C) ; IMPR ;
EXL(E#MATRICE_DE_FERMETURE_TRANSITIVESE) ;

IMPR ; Ki=0 ;

'"POURTI =1 "PAS 1 "JUSOUA'NTFAIRE " "DEBUT!
EXE(3,1) ; ESPACE(CL) ;
'POUR'J:=1TPAST1ITJUSQUA'NTFAIRE'
"SI'M.CI,d)."EGAL' 0 ALORSTEXL(E_0@)'SINON'EXL(E_1@)
IMPR TFIN' ;

'SITK'DIF'O'ALORS® "ALLERA' CA

'ALLERA' DEB

.




LIRT(D) ; LIRT(T) ; Ri=N ;
'"POUR'T:=1"PAS'L"JUSOUATNTFAIRE MYV, (L), ¢=1
[i=MA:=1 ; L:=0 ;

EXFIN? 'POUR‘MA::HA'PAS'l’JUSQUA’N'FAIRE'
"SI'TL(HAD L 'DIFT,(MA+1), TALORS ' TDEBUT !

6, L, R; 'SI'D,(T.(MAD.)."SUP"Q!ALORS ' TALLERA' RACINE 'FIN! h

YALLERA' CHEMINS ; )

RACINE: P.(1).i=1A ;

DEBCL: K:i=ABS(P.(I).) ; X:=T.(K). ;
'SI'XVEGAL'T,(K+1). "ALORS' VALLERA' TRAN ; €:=D.(X). ;
'SI'G'EGAL' 0'ALORS' 'ALLERA' TRAN ;

;

*DEBUT' 'ENTIER' X , il , MA , C , W , I , J , K,
ET: LIRECN,L,MAD ;

'DEBUT! 'ENTIER''TABLEAU' P.CLiN+2). , T.C(1:i+1D. , D,(1:LD,

MY , H.CL:MAD.
YENTIER' tPROCEDURE® V(XD ;

; 'SI'G'SUP' 0'ALORS! 'DEBUT®
! VX o3 Vi=MV,(X).%100 site
1 TIEP"gsgéggURé'JM(X) . g D.(X)oi==X=-1 ; P,(L+1).:=¢ ; ' LLERA' DE TFIN' i
ENTIER ENTIERT X 3 Mi=My.CX).=100%V(R) "SI'L'DIF'0'ALORS' VALLERA' CIRENT ;
"PROCEDURE! TESTCA) ; 'ETIQUETTE' A ; PROG:  'SI'G'EGAL'~T,(K+1),'ALORS''ALLERA' TESTSOR ;
2 v ety s ENTRE: D.(XD.:12G6-1 ; P,(1+1),:3D,(=6), ;
fDEBYTY TENTIER' U ; ! - (0. i 1
TPOUR'J:=C'PAS'1 'JUSQUA'N+2"FAIRE' DE: t=1=I+1 ; 'ALLERA' DEBCL ;
'SI'ABS(M(X))'EGAL'P;(J),'ALORS' CIRENT: 1POUP"G;=I"1'Pr'\s'~1'dUSQUrA\’l'F/’\IRE'
TALLERAY A 'FIN' ; 'SITP.(I).'EGALTP,(G) . 'ALORS P.(G). t==P (C), ;
'ALLERA' TRANS ;
i . 3 ;
'PROCEDU$EEBL$Q ’ TESTSORID . (XD.:=0 ; 'SI'P,(ID.'INF'0O'ALORS' 'ALLERA' RESOL ;
Bs fropel 3 MVLCR).:=MCX) 5 HL.CR).:=0 ; TESTIT TSI'I'EGAL'1'ALORS' 'ALLERAT EXFIN ;
: =R+l 5 MV.CRD. B ol
TSTV(X)TING'OYALORS "DEBUT® . TRA ;
'gi'xs éX).'INF'O'ALORS' TRANSY  G:=P,(N+2),:=ABS(P.(I-1).) ; X:=0 ;
MV cR)'-=MV.(R).—P.(N+2).“100 5 PSITR L (I-1) . "INFTO'ALORSCE=N+2"SINONT CI=N+3
YALLERA® TP TFIN' ; 'ST'V(G)'EGAL' 0'ALORS ' 'DERUT "
X:1=v(X) ; ’ MV (6D . 1=MV.(G).+100%(R+1D ; "ALLERA' TESTL 'FIN' ;
Doy A I ) s .
. ; HVL(RD.L T=MVL(RD L +100%(R#1) AL S o
" Tii[éli? %Dj- ’ 8! 'SITH,(E).'DIF' 0T ALORS *DEBUT!
opt i= . 3 'ALLERA' TB 'FIN' ;
: S8 L'SUPTOTALORS 'DEBUT! Gi=H.(6). ; . 3
e Y?EHH&§§> -q?ALEERA’ TF tFIN' ; VSITRVEGALT 0'ALORS 1ALLERA! TC ;
TaE VeIt (X).VINF' 0'ALORS' 'ALLERAT TE ; TSI'V(G)'SUPTOTALORST TALLERAY TA
) 1SITV(X)TINGT0'TALORS' TALLERA' FINTRA ; X:=V(XD ; Ho(G)oi==X 3 TALLERA! TESTL ;
TH: PSItH. (XD, TINGT 0'ALORS ' VALLERAT TG ; TC: Ho(G).t=Rel ; Kiz6 ;
’ Xi=H.(X). ; TALLERA' TH ; . "SI'V(E)'SUPTOTALORS TALLERAT T/\ 3
TP "SI”; (XS.;EG/\L'0'/\LOFIS"/\LLERA‘ FINTRA ; TESTL TSIYLYDIFY O ALORS 'DERUT! )
' 'SI'H.(X). TINF'OTALORS ' 'ALLERA' TE ; Wi=R ; Ri=R+l ; MV.(RI.1=-P.(1).-100%P . (N+2). ;
TL: t=H EX) iy TESTCTZ) ; H.(RD.:==W ; He(R). =0 ; L3=0 ; I:=1~1 ; ' \LLERA' DEBCL 'FIN! ;
' Ho QU . 120 ; 'ALLERA' TD ; ¥:=?B§(P.Sg).) ;'Tgﬁ B
: ALLERAT TST'H,C(X). TINGUO'ALORS' TG 'SINON' TL ; :=1-1 ; 'ALLERZ' DEBCL ;
Tz v?EEER?X)sI.H.(A) NGTOTA ; RESOL: 9izp. (I3, 5 Rishel ; ;
T TPOURIWI=R!PAST=11JUSQUA' 1TFAIRE Rz TPOURTKI=K~1"TANTQUE PK ' SUP TN FATRE !
TSTTMCXD TEGAL ' MCH) TALORS ' 'ALLERA" TL 'SIPJTEGALTM(K) ' ALORS ' 'ALLERA' RB 3 L:=0 ; 'ALLERA' TESTI
RB: Gi==V(K) ;
v 1 N ’
FINTRA: 'FINY' ; o o Yo
RS TSTIVCGITSHPT A'ALORSY INFRYTE

Ci=C~1 ; P.CC.:1=M(E) ;
G:=V(6> ; 'ALLERA' RD 'FIN' ;
'SITJ'SUPTO'ALORS' '/ LLERAY PERFO ; Li=p ;
'SI'M(G)"DIF'JTALORS ' TALLERAY RE
Ki=V(=d) 3 MV, (G).:i==d ;

RL ¢ TESTCRKD 3 MV.(6),:=MV.(C).+100%¥(R+1) ; TRA ;




RE:

RG:
RK:

RF:
RM:
RH:

CHEMINS:

CAL

PERFO:

TFIN'

TEINY

#

'SITH,L(G) . "INF'OTALORS 'ALLERAY RF ;
TSI'HL(G) . 'EGALT GTALORS  'ALLERAY RA
YSITLIDIFIR'ALORS'H,(R) . 1=~G ;
G:=H.(G). ; "ALLERA' RD ;
'SI'H.(X) . TEGALY 0" ALORS TALLERA®
X:=H (XD, ; 'ALLERA' RL ;
tSITLIDIFYRYVALORS'H CRY . 1=H.(G).
G:=-H.(G). ;

1=C+l ; 'SI'P,(C-1).'DIF'MCGE) ' ALORSTTALLERAY RH ;
TALLERAY RG ;
EXLCE# !GRAPHE_DTORDRES@) ; EXE(3,N) ; IMPR ;
EXL(S4CHEMINS_ELEMENTAIRES_MAXIMAUX!S@) ; IMPR ; 1:=0 ;
YPOUR'1:=1+1"TANTQUE* I ' ING'M'FAIRE' *DEBUT!'

RE ;

=Gzl YALLERAY RJ 'FIN' ;
YALLERAY ET
Ci=C=1 ; ?.CC).1=M(G) ;

'POUR'J t=N+2 'PAST =1 'JUSQUATC T FAIRE!
EXE(3,P.(J).) ; IMPR ;
'SI'H,(G). TSUP' 0 ALORS ' TDEBUT'
C:=C+1 ; 'ALLERA' RG 'FIN' ;
'SIVHLC(G) L VINFYOTALORSTTALLERAY RM ;

'ALLERAY CA

[BERGE]

[FLOYD]

[1vERsON]

[Nown]
[PaIR]

[PAIR]

[WARSH.ALL]

REFERENCES

Théorie des graphes et ses applications - Dunod -

Syntactic Analysis and operator precedence - Journal ACM -

Octobre 1963 - Pages 316-333 -

A programming language - John Willey and Sons, Inc., New-

York London - Page 126 -

Traitement des données groupées - Institut Blaise Pascal -

Page 94 -
Arbres, piles et compilation - Revue '"Chiffres! - N° 3 -

Etude de 1a notion de pile ; Application A 1'analyse syntaxique -
These -

A theorem on booleen matrices - Journal ACM - Janvier 1962 -

Pages 11-12 -




Vu et Approuvé

Nancy, le

Le Doyen de la Faculté
des Sciences de NANCY,

M AUBRY

Vu et Permis d'imprimer
Nancy, le
le Recteur :
Président du Conseil de

1'Université,

P.IMBS




