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NOTA

Dans les organigrammes, les tests sont

encadrés de la fagon suivante

RELATION

Si la relation est vraie, le branchement se

fait dans le sens de la flé@che ; si la relation est fausse,

le branchement se fait vers le bas,



CHAPITREI gaen Pet Le

DEFINITIONS ay oh

. Dans les définitions qui suivent, ncus adopterons les notations

suivantes : lettres d'imprimerie majuscules pour les relations, minulcules

pour les éléments et les termes des matrices ; lettres rondes majuscules pour

les matrices,

D, 1, Matrice associée 4 une relation binaire dens un ensemble,

Soit une relation bintire R définie sur l'ensemble E, La matrice

associée a la relation R (on dit dussi matrice de la relation) est unc matrice

a
aL . :

carrée booléenne .jt dont ie terme r, vaut 1 si, et seulement si, e, Re, ,
j i

0 sinon (e,, e € E),
J

D, 2. Réunion et produit de deux relations binaires,

Soient R' et R'' deux relations binaires définies sur E, x et y

deux éléments de E, On eppelle réunion de R! et R", et on note R'V R! la

relation binaire R : xRy si, et seulement si, xR'y ou xR"y,

On appelle produit de R! et R", et on note R' fe R" la relation

binaire P : xPy si, et seulement si, il existe un élément z de E tel que xR'z

et zR"y.

T. 2, Les matrices Rh et a des relatiors binaires R! et P' sont respectivement

égales & la somme et 2u produit booléens * Ges matrices Tt! et Sit! associées

aRtet RM,

Dans ce qui suit, somme et produit booléens de matrices sont

respectivement notés + etx,

* La somme et le produit booléens sont définis A partix de la somme V et du

produit ” comme la somme et le produit de deux matrices réelles & partir

des opérations + et x,



D, 3, Puissance d'une relation binaire,

. F ama . ime .
Soit R une relation binaire, Sa puissance n est une relation

binaire P” définie par :
n

P =PAP... PAP (n facteurs )

id:T. 3. La matrice S » de ia relation PTM est égale & la puissance booléenne 5
de la matrice Kt associée a R.

D, 4. Fermeture transitive d'une relation binaire,

Soit [ une relation binaire, On appelle fermeture transitive de {*

une relation T' réunion de toutes les puissances [7 Bae 7 (n=0,1,...),

Pr 9 étant la relation d'égalité

per®vrlupty

T.4, La matrice associée & la relation de fermeture transitive de TM est la ma-
. \ Le aretrice $'= J] 4 Y til.

€," est aussi appelée fermeture transitive de la matrice [,

D, 5, Fermeture transitive stricte d'une relation binaire,

Clest la relation T définie par

tT=-P Vv Pry pey..,

T, 5, La matrice associée & la relation de fermeture transitive stricte de TM est

€.Yipriyri...la matrice

D. 6. Graphe,

On appelle graphe un couple (E, * ) ob E est un ensemble de

points et [ une relation binaire définie sur E,

Liensemble des points x tels que y {x sera appelé famille de

y et noté 1 (y),

D. 7, Chemins, circuits d'un graphe,

Soit un graphe (E, ), On appelle chemin une suite

5 a

presse e,) de points du graphe telle que n> 1 et que ey) e, pour

i=1,2,...,n. nest appelé longueur du chemin, & est lorigine et en

(eg, ¢

Lextrémité du chemin. Un chemin de longueur 1 est appelé are.

Un chemin qui ne contient pas deux fois le méme point est dit

élémentaire, On appelle circuit un chemin dont l'extrémité coincide avec l'origine,

Un circuit qui ne contient pas deux fois le méme point (& l'exclu-

sion de l'origine extrémité) est dit élémentaire,

D.8. Matrice associée A un graphe | BERGE}.

T.8, La matrice associée & un graphe (E, [ ) est égale & la matrice associée &

‘la relation [TM du graphe,

D. 9. Préordre associé au graphe,

C'est une relation de préordre Q telle que si x,y sont des points

du graphe, xQy si, et seulement si, x=y ou il existe un chemin d'origine x et

diextrémité y.

T.9, La relation de préordre associée & un graphe (E, [ ) est la relation de fer-

meture transitive de [~,

Dans ce qui suit la relation de préordre ou fermeture transitive

sera notée R',

D, 10, Relation d'équivalence associée au graphe,

Clest l'équivalence définie par le préordre R! associé au graphe

On note xv y <=) xR'y et yR'x.

T. 10, x et y sont Equivalents si, et seulement si, x égale y, ou il existe un circuit

contenant les points x et y.

D. 11, Pile, entrées et sorties [PAIR] .

Soit un ensemble E, On appelle pile sur E toute suite finie

U= (a, Greres a) de mots sur l'ensemble Etelle que ;

S = a A iuy ra (mot vide)

-pour i= 1,2,,..,n onasoitu,=u, je

soitu, , = ue
isl i



a, est appelé état de la pile & l'instant i, Le dernier élément du mot u est appelé

sommet de la pile & l'instant i (on dit aussi sommet de uw)
i

On appelle entrée de e et on note €& (e) l'instant i tel que usu, je

On appelle sortie de e et on note § (e) l’instant i tel que u, pre

Si tout élément entre une fois et une seule dans la pile, celle-ci

est dite pile simple, Il en résulte que tout élément sort une fois et une seule,

s

D, 12, Ordre associé a une pile simple,

C'est une relation N définie sur l'ensemble E xNy si, et seu-

lement si, il existe un instant itel que y est au sommet de la pile etx € u..

D, 13, Pile attachée & un graphe,

C'est une pile simple sur l'ensemble E des points du graphe telle

que l'on passe de l'état wy a l'état a, (pour i > 0) par le processus suivant

aya =”

- s'il existe un élément z € E n'ayant pas d'entrée <ialors i est

‘

l'entrée de z;

- s'il n'existe pas d'élément z € E n'ayant ms d'entrée < i alors u.=u.

b)u, A) iel #

~ s'il existe un élément z € { (x) n'ayant pas d'entrée < i alors i est

et a pour sommet x.

l'entrée de z;

-s'ilntexiste pas d'élément z © T (x) n'ayant pas dientrée < ialors i

est la sortie de x,

Les éléments n'ayant qu'une entrée et une sortie dans la pile attachée, on peut

leur associer un ordre d'entrée P xPy si, et seulement si, E(x) < €(y),

et un ordre de sortie S :xSy si, et seulement si, 6 (x) ¢ & (y).

[cHaprirRe II

DETERMINATION DE LA FERMETURE TRANSITIVE

STRICTE DU GRAPHE

On se propose dans ce chapitre de déterminer la fermeture tran-

sitive stricte du graphe 4 l'aide d'une pile annexe V dont seuls certains Stats

x

seront identiques & ceux de la pile attachée,

On notera TM la relation du graphe, R sa relation de fermeture

transitive stricte, a. l'état de la pile attachée A l'instant i, N l'ordre associé

ala pile U, P et S ordre d'entrée et de sortie des éléments dans la pile U.

Parallélement, v, sera l'état de la pile annexe & l'instant i,

Nous ferons d'abord le choix d'une pile attachée (celui de la pile

annexe en découlant), nous exposerons et justifierons ensuite la méthode dans

le cas du graphe sans circuit, puis dans le cas général,

Choix de la pile attachée,

Les piles attachées se diférencient les unes des autres par l'ordre

dans lequel les éléments entrent dans la pile, Le graphe étant mémorisé sous

la forme de sa matrice associée, les éléments sont codés implicitement, Clest

dans cet ordre que se feront les entrées dans la pile,

s

Pile annexe @ un graphe,

Clest une pile V sur l'ensemble E des points du graphe telle que

l'on passe de l'état v. | A l'état v. par le processus suivant
i-i i” 7

a) v, =A) i+]
alors i est l'entrée du premier z © E n'ayant pas d'entrée infé-

*

rieure 4 i s'il existe, Sinon, Yely est l'état final de V,
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b) Vid # /\ et a pour sommet x,

1) i-l est une sortie de y,

si y n'est pas le dernier élément de (x) alors i est une

entrée de l'élément z qui suit y dans 1” (x),

siy est le dernier élément de {* (x) alors i est une sortie de x,

2) i-l est la premiére entrée de x.

si I” (x) # Galors i est une entrée du premier élément z de (7 (x)

si [ (x) = Galors i est une sortie de x,

3) i-l est une autre entrée de x,

alors i est une sortie de x,

Entrée et sortie vraies de la pile annexe.

On appelle entrée vraie de x et on note A (x) la premiére entrée

de x dans la pile V,

On appelle sortie vraie de x et on note (x) l'instant i tel que

et i est une sortie de x,

Nous allons montver cue ordre d'entrée vraie dans V (resp, de

sortie vraie de V) est l'ordre P d'entrée dans U (resp. de sortie de U)} par une

récurrence dont l'hypothése est la suivante

ast (2)
i “f(i)

entrées et sorties vraies inférieures ou égales & f(i).

et pourri > 0 : £(2), £(2)... £(i) est la suite croissante des

Posons £(0)=0 : u = A, Lthypothése est vraie 3 l'ins-
0 “£(0)

tant i= 0. Montrons que si elle est vraie pour i-1 elle l'est pour i,

= 1 =a) aye /\., D'aprés (1) Y$6-1) Nn.

~ Tous les éléments ont une entrée dans U inférieure & i

us) est Vétat finalde U. D'aprés (2), tous les éléments ont une entrée
ie

vraie dans V inférieure ou égale a f(i~ 1)

f(i-2) est l'état final de V.

a-3

- i est l'entrée dans Udu premier z n'ayant pas d'entrée inférieure & i, Tout
z! (s!il existe) précédant z posséde une entrée h dans U inférieure & i,
Diaprés (2) ; f(h) est inférieur ou égal & f(i-1) et £(h) est une entrée vraie

de z', z est donc le premier élément ‘nlayant pas d'entrée vraie dans V infé-
rieure ou égale & f(i-1), et f(i-1)+1 est son entrée vraie

f(i) = £(i- +1, us = % 4) .

b) ay #/\. Soit x le sommet de us_y- Diaprés (1) x est sommet

de Ys(i-1) h

“1 } i-l est la sortie de y, i est la sortie de x de U,

- Supposons qu'il existe p éléments 2 qa gi < p) suivant y dans {" (x), Tout

2, posséde dans U une entrée h; inférieure a i, D'aprés (2) tout z'. poss&de

dans V une entrée vraie f(h,) inférieure ou égale A f(i-1), Ona donc

f(i-1)+1 = entrée de By , f(i-1)+2 = sortie de zy autre que la sortie vraie

f(i-1)+2p-1l=entrée de 2 f(i-1)+2p = sortie de "lp autre que la sortie vraie

f(i-1)+2p+1 = sortie vraie de x

i) = fe 
- 

7 orf(i) = £(i-1)+2p+1, = eq) (p entier positif)

- Slil n'existe aucun a alors f(i-1}+1 est la sortie vraie de x

f(i) = f(i-1)+1, WF Mp

2) i-lest la sortie de y, iest Ventrée de z dans U.

- Supposons qu'il existe p éléments 2; (1 ¢ j € p) compris entre y et z dans
P (x). Tout 2 posséde dans U une entrée h; inférieure 4 i, D'aprés (2) tout

2 posséde dans V une entrée vraie th) inférieure ou égale a f(i-1), Le

méme raisonnement qui ci-dessus nous conduit a

f(i- 14241 est entrée vraie de z
£(i) = f(i-1)+2p+1, uy = (p entier positif),

- Stil n'existe aucun ai alors

f(i-1)+1 est l'entrée vraie de z

£(i) = £(i-1)+1, aay
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3) i-] est l'entrée de x, i est la sortie de x de U.

- © &) #0, Soient 20 €3 <p) les p éléments de [7 (x),

Un raisonnement analogue conduit &

f(i-1)+2p+1 est la sortie vraie de x.

£(i) = £(i-1)+2pt1, a= Yel) (p entier positif),

- 1 (x)=0 : £(i-1)+1] est la sortie vraie de x,

£(i) = £(i-1)+1, a Mey +

4) i-l est Ventrée de x, i est Ventrée de z dans U.

- Soient 2 a < ig p) les p éléments précédant z dans [7 (x) s'ils exietent,

Le méme raisonnement entrafne ;

f(i-1)+2p+1 est entrée vraie de z d'ou

£(i) = £(i-1)+2p+1, usey (p entier positif),
£(i)

- S'il n'existe aucun zy alors

f(i-1)+1 est entrée vraie de z

£G) = {G-1)41, a, =Y eu) *

Par récurrence, sin est l'état final de la pile U.:

= Li4 Ye)? 0 gi ¢ n et £(0), £(1), ..., £(n)

et sorties vraies de la pile V.

est la suite des entrées

Théoréme,

Liordre P d'entrée dans U (resp; S de sortie de U) est ordre

d'entrée vraie dans V (resp, de sortie vraie de V),

Exemple,

Soit le graphe ci-contre, Nous donnons ci-dessous
a

/ \ les différents états de la pile annexe et de la pile
L

rE c attachée. On suppose que les éléments sont rangés

J dans l/ordre alphabétique,
ad

db a

Pile annexe db ceccee

aaaaaaaaa

Instant O1l2345678 9 10

u-5

Pile attachée b ece

aaaaaaa

Instant 012345678

Nous donnons ci-dessous les instants d'entrées et de sortie

vraies des éléments,

a(a) = 1 ofa) = 10

a(b) = 2 Db) = 3

O(c) = 4 Ne) = 9

a(d) = 7 o(d)= 8

Ordre associé A la pile annexe,

Par définition, ce sera l'ordre N associé A la pile attachée,

CAS DU GRAPHE SANS CIRCUIT,

Méthode,

A tout point x du graphe, on associe un ensemble K(x, j) tel que

& l'instant @ on ait K(x,0) = fz tel que x zy et qu’ l'instant de sortie vraie

de x, on ait K(x, 2% (x)) = tz tel que xR 2}.

Pour cela, on passe de K(x,j-1) & K(x,j) par le processus suivant

-xest le sommet de v.
j

si j est une sortie de z alors

K(se,j) = K(x,j-1) U K(2, 5-1) (0)

si j est une entrée

K(x, j) = K(x, j-1) (p)
- x n'est pas le sommet de v.

K(x, i) = Kc, 5-1) cP)
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Justification.

1) Montrons par une récurrence sur l'instant j que y € K(x,j) entrafme xRy.

Supposons qu'a l'instant j-1, on ait y € K(x,j-1) entrate xRy

pour tout x, Alors a l'instant j, ona

soit K(x, j) = K(x,j-1) ( pb) dot

y EK(x,j) entrainme y€ (x,j-1) entraime xRy ;

soit K(x, j) = K(x, j-1) UK(z,j-1) (A) avec xz dlot

y € K(x,j) entrafne y EK(x,j-1) =) xRy

ou y€ K(z,j-1) => zRy = > xRy,

Or, & l'instant 0, y € K(x,0) ==> xy = > xRy.

2) Montrons que xRy entrafne y € K(x, Q(x)).

SixRy, alors il existe un chemin élémentaire x x... 11x =y,
1 n

Comme x, 1 ( x., il existe une entrée h de x inférieure & la sortie vraie de xy
= 1 -

Supposons que la sortie vraie de x,
i-l

; Che a tot,x Ak,) gh CE (x) &G (x,). On a donc Nx, iP x, dot x, x, ou

yr ce qui est contraire 4 l'hypothése graphe sans circuit, ou chemin é1é-

mentaire, La sortie vraie de x est donc inférieure & la sortie vraie de xP

Diautre part, & linstant de ia sortie de %,, ona (of).

Kb,» Pl) EKO 1A 6,)) SKU ys My)

1?) entrafne y € Ke Jt ae

CAS GENERAL,

ory E K(x )) dot: xRy entrafne y K(x, A(x

La diftérence essentielle entre cas général et cas du graphe sans

circuit réside dans le fait que x [ y n'entrafne pas forcément 1 (y) < Sux),

Pour rétablir une propriété analogue, nous allons définir un élément de classe

xtel quexmy ==y -L (y) K (x).

Element premier de classe,

C'est le premier dans l'ordre P des éléments appartenant A une

méme classe, D'aprés la propriété de la pile annexe si x est premier de classe

ety Mx, ona : A (x) < toute entrée de y.

Pour démontrer que x premier de classe et yn x entrafne

Sufy) < Su (x), nous allons d'abord établir le lemme suivant

soit inférieure ou égale & la sortie vraie de |

m-7-

Lemme:

x=x Tx... Mx et xPx., pouri=0,1,2,...n entrafme x Sx,0 1 n i n

Soit j= & (x) et k=IL(x, xP x, entrafne x, € 4; et

wx 4, entraine x € uw Comme x x il existe une entrée h de
i+]?

x, ,, inférieure 3 la sortie vraie de x: Ay.) ga< L(x.)

Faisons une récurrence sur i

Supposons x, 8 Xo- Alors A (x) < k et Xa) é u, entrafhe Xa) S xp.

Or xy 8 Xp par récurrence a Ss Xe

Théoréme 14,

Six est premier de classe et si y est quivalentax : ySx,

ie

pour tout i, Or, x premier de classe entrafne x P x, pour tout i,

you x entrafne ilexiste un chemin x [ x [x =y avec x,wx
n 1

Diaprés le lemme : y Sx,

Méthode,

A tout point x du graphe, on associe un ensemble K(x, }) tel

qu’a l'instant 0 on ait K(x,0) = {z tel que x 7 zy et qu'a l'instant final m

on ait K(x,m) = {2 telque xR 2} » Pour cela, on passe de K(x, j-1) & K(x,))

par le processus suivant

- jest une sortie vraie de 2 premier de classe,

K(z, J) = ie K(z,,J-1) pour tout k tel que By zy (cH)

si x est sommet de 5

K(x, §) = K(x, j-1) U K(z,,3) (>)

K(y,j) = K(y,j-1) pour tout y#x et yz, (¥)
~ jest une sortie de z supérieure a la sortie du premier de sa classe,

six est sommet de %

K(x, j) = K(x, j-1) U K(z, j-1) : (3)

K(y, J) = K(y,j-1) pour tout yx . (€)
~ jest une entrée ou une sortie de z inférieure & la sortie du premier

de sa classe,

K(y,j) = K(y,j-3) ( p»)
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1) Une rétursence sur instant j va nous permettre d'établir
K(x,h) contient y entrafné x R y (1).

Supposons que (1) soit vrai & l'instant j-1,

- Si K(x,j) = K(x,j-1) (opérations ¥, & » de la méthode générale)

K(x, j) contient y entrafne

K(x, j-1) contient y d'ot xR y.

- SEKZ = Yo Key. j-2) (H)

K(z, +4) contient y entrafne K(z,,j- 1) contient y d'ou 2.R y. Comme a,

est équivalent & Zz, onaxRy,

= Si KO.) = KOe,-1) U Kz) (p>)

y € K(x,j) = > (' K(x, j-1) contient y => xRy

Loe K(z) J) contient y => zyRy or xa dob. xRy
- Si K(x, j) = K(x, j-1) U K(z,j-1) (dS)

y © K(x,j) => K(x, j-1) contient y => xRy

{ou K(z,j-1) contient y =} 2Ry or xz dlot xRy,
A linstant 0, K(x,0) contient y entraine xMy dot xRy.

{ K(&,m) contient y entrafne xRy

Montrons que xR y et p premier de la classe de x entrafne K(x, Q (p))

Par récurrence

nN

contient y.

Si y appartient & K(p, 0 (p)) alors ( Q ) entrafne K(x, 2 (p)) contient Ye

Ii suffit donc de montrer que si x Ry et x premier de classe alors

K(x, O.(x)) contient y (1).

ajxmy

Il existe un chemin x [7 Keene 5 X= Y¥ avec x, A x.

Diautre part, y © K(xq_ 0). A linstant (x ), (Q) entrawhe

y € K(x, 2(x)),

b)xm®y

Tl existe un chemin x Xpeee Pp % Pa2Ry, x Zs

Comme x [ z, x_n 2, il existe une entrée h et une sortie k de z infé-
q q
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rieures & Ax) et i est le sommet de Vie Soit z' le premier de la

classe de z, Montrons que k SU (z'). Stil n'en était paé ainsi, on aurait

les inégalités suivantes

J (2!) x 4 (z) gh KK sz").

A Uinstant kz' € vy alors : 2'Rx z dioh z mx, ce qui est

contraire & l'hypothése, On a donc k > sd (2') (2).

Faisons ensuite une récurrence sur l'ordre de sortie des éléments pre-

miers de classe

Pour cela, supposons que pour tout z! premier de classe tel que

Su (2!) ¢ (x) onait : K(z!, U(2!)) contient y si z'Ry,

A l'instant k de sortie de z (k > & (2!) d'aprés (2))

K(v,k) est inclus dans K (yok).

A l'instant Q(x) > k, ona

K(x, +k) ¢ Kite,» £U(x)) S K(x, (x).

Diaprés I'hypothése de récurrence

K(x, £.(x)) contient y,

Problémes posés par la méthode,
OES par BA methode.

Ils sont au nombre de deux

1) Savoir iorsqu'un élément sort (sortie vraie) s'il est premier de classe ;

2) Connaftre tous ies éléments équivalents au premier de classe lors de la

sortie vraie de celui- ci,

Pour résoudre ces problémes, nous allons définir une fonction

ly. appelée lien de 1'élément y A l'instant i, nous démontrerons ensuite
deux théorémes, puis nous exposerons et Justifierons la méthode employée,

Fonction lien,

Le lien d'un élément y est un élément by.) tel que

allyajay 3
b ) Pour i compris entre A (y) et 22 (x), x premier de la classe de y

lly.) ¢ v5 /
c ) Si Nest lordre associé A la pile U : ty.) N ty,a- 1).

a ae
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Existence de la fonction lien,

ty ,0) = y.
Siiest sortie vraie de z non premier de classe et z' est le

Soit la fonction tly i) telle que

sommet de Vy alors ona

“ley. = z' pour tout y tel que ty, i-l)=z (1)
sinon fey i) i) = fly, i-l). (2)

- Montrons par une récurrence sur i que l'ona fyi) tu y. Pour cela, sup-
posons que l'on ait iga- 1) w y, A linstant i ona soit (1), ce qui entrafhe

in2m y, comme d'autre part z z et iest une sortie de z non premier de

classe, le théortme 14 entrafne x premier de la classe de z appartient

av, Onadone : xN z! I 2 ce quientrafne z'rv z, or, par hypothése,

zw y, dot fy,3) =alnw y,

Si on a (2), I'hypothése entrafne ly,i) Nye
Or, A Vinstant 0, fey,0) =y. Par récurrence

ty,i) ry y pour tout i,

Montrons par une récurrence sur l'instant i compris entre A(y) et (x)1

que v, contient ty,i).

Pour cela, suppasons que lly,n)E v, pour Aly) < h <i et montrons

que ly.) é v, ou i= (x).

* i. i est une entrée

= tly i-l): Diaprea Whypothdse , i étant’une ‘entrée Ly,i) € ¥
% sii est une sortie vraie de z non premier de classe et ly, i- ‘ie. alors
Lyi) =fly,i-1). Diapreés l'hypothése i n'étant pas sortie de fly i-1) hv,
contient Ly ,i-1);

x ai i. est une sortie vraie de z non premier de classe et Uy i-1) =2,
alors {ly i) est ie sommet de v, + v, contivat fy ina).

# si i est une sortie vraie de z premier de classe

az=x alors i= 1 (x)

mzxzx alors z n'étant pas équivalent a y n'est le lien d'aucun y,

ly..3) =m i-1). D'aprés l'hypothése % contient fly, i).
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% i est une sortie de z autre que la premitre, D'aprés la propriété de la

pile annexe, i-]l est une entrée de z dot uta D'autre part, ty ,i-2)
<2

ty, i-l= by, i) d'aprés Vhypothése y Gontient (y,i).
A linstant A (y), fy, A(y)=y dob ly, & ly) Ev aly)
par récurrence cat contient ty,i) ) pour tout i compris entre A (y) et (x),

- Montrons que l'ona fly .i) N bly i-1)
#.si by ,3) =

* si Ly 3) = x! of fy i-1) =z, alors i est sortie vraie de z et z' est som-

fly ,i-1), cela est évident,

met dev. A l'instant i-1, z' € vy;

z'Nz ou fly.) n ly, i- 1).
La fonction he est bien une fonction lien,

et z est sommet de v.
-I i-l

Théoréme 15,

Si y n'est pas premier de classe, ilexistez € E et z!' EC E

tels que : yNz Iz!, ziPyPaz,z'nwy et zifzy,

Soit x 'élément premier de la classe de y, yx entrafne qu'il

existe un chemin élémentaire y r Xpees P x, = * avec x, y pour tout i
1

Soit x, le premier des x, tels que x . y. Ona aIbea : y Px, pour
i

2ai=l, k+l et p aud :let y x) Pp Xo, daprés le lemme : yNxy-
Posons x, =2' et Key =Z, ona bien

yNz lat, 2! PyPz avec z'My et zi Zzy,

Théoréme 16,

y non premier de classe <==) il existe z' € E, un instant

ket Oo, Pe : mots sur E tels que

= & Per,%) yby x

1) Montrons que Ye =A en +k) Dy X 2! entrafne y n'est pas premier de

classe, en Stat ‘the, k) % z'(a) entrafne an lie, k) or, Ler, k) Py
entrafne y n'est pas premier de classe,

2) Montrons que y non premier de classe entrafne il existe z' et k telsque

=X fe rk) p> y x z', En effet, le théoréme 15 entrafne il existe

On a donc :
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get z!telque yNzf‘z! et 2!PyPz avec 2! différent de yet aituy,

dot A(z!) a Aly) ¢ & (2), D'autre part z{\z! entrafe il existe

un instant k tel que z est sommet de v et k est une entrée de z',

Diob A(z) (k < SL (2) En satteitivs, fi on appelle x le premier de
la classe de y, ona

Ala!) < Aly) A) ck CL) < DW,

D'aprés la propriété (b) de la fonction lien, ona : te", Aly)) é ¥ aly)

et Lee KE Ye Diaprés la propriété (c) de la fonction lienk > aly)
entrafne te! ,k)N tat » Aly}) dio’ {fe »k) Ny, On a donc

v= A tz.) by $2",

Détermination des éléments équivalents,

On repére les éléments non premiers de classe par le signe w+

Pour cela, si k est une entrée de z avec fiz ,) Ev, , alors on met le
k

signe /v aux éléments y de la pile compris entre tz ,k) et 2,

Justification,

1) Le théoréme 16 entrafne y est non premier de classe;

2) Montrons que l'on a tous les éléments non premiers de classe lors de

la sortie du premier de classe

Soit y non premier de classe, Le théoréme 16 entrafne:: il existe z et

k tels que v= a tf 2,1) poy ¥z. A Vinstant k inférieur A la sortie du
premier de classe puisque y non premier de classe appartient & vj? On

met le signe ~ aux éléments de la pile compris entre te ,x) et Em
donc 4 y,

Détermination du premier de classe,

Clest un élément x qui ne posséde pas le signe uA Linstant .U(

CA

un premier élément

z niayant pas d'entrée

vraie

4 un premier élément
yde ft (e)

II - i

sommet de la pile

précéde immédiatement

e dans la pile

ae ee

entrée vraie de e?

@ appartient déja & la

pile,ou e non pre-

mier de classe et la

classe n'est pas sortie

Ke! ):=K(e') UK(e)

repérage des non

premiers de classe

jun élément y

qui suit e dans

rm (e')
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PROGRAMMATION,

La programmation de cette méthode exige un emplacement

réservé & la matrice associée au graphe, un emplacement réservé & sa

matrice de fermeture transitive stricte, une pile,

D'autre part, il faut savoir A chaque instant i si un élément

x appartient A u,, si (x) <i, si un élément est non premier de classe,

et dans ce cas quel est son lien. Or, 8 chaque élément x correspond une

ligne de la matrice associée, Il paraft donc logique "d'ajouter'' a la ma-

trice associée les colonnes nécessaires & ces renseignements.

C'est ce que nous faisons pour noter l'entrée et la sortie

vraiesde l'élément ;

Nous ajoutons une colonne T ainsi définie (x etx —étant les

a
éléments de code d et 6 )

- A tout’ instant inférieur A l'entrée vraie de x T(A)=0;

- 4 tout instant compris entre l'entrée et la sortie vraies de xy

T(A)= p x

dans la pile V; '

est le dernier élément de |" ( ) ayant eu une entrée

- 4 tout instant supérieur 4 la sortie vraie de x :
A

T(X ) = valeur négative,

En fait, ce procédé est commode pour noter ai, a l'instant i,

un élément x a déja eu sa sortie vraie, mais il ne convient pas trés bien

pour noter si un élément est non premier de classe, En effet, A l'instant k

défini dans le théortme 16, on met le signe © et un lien A tout élément y

dans la colonne correspondante de la matrice associée ; quand un élément

z sort, il faut savoir s'il est le lien d'un élément y et dans ce cas changer

de lien y. Ces deux opérations nécessitent de nombreux tests sur les

termes de la colonne additionnelle, _
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Pour ces deux raisons, il nous a paru plus simple de constituer

une :pile paralléle 4 la pile annexe dans laquelle on met les signes (UV en re-

gard des éléments y non premiers de classe, Lorsqu'un élément non pre-

mier de classe sort, au lieu de lui mettre le lien défini plus haut, on

conserve l'€lément dans la pile en dessous de son lien avec le signe if qui

signifie élément non premier de classe passif pour la pile Vy

De ce fait, & l'instant de sortie vraie d'un élément z non pre-

mier de classe, il suffit de lui mettre le signe [ et de l'échanger dans la

pile avec le nouveau sommet x pour donner le lien x aux éléments qui avaient

le lien z;

Lors de la sortie du premier de classe x, ona tous les éléments

Equivalents x en dessous de lui avec le signe [ , En effet, x est le dernier

lien de tous les éléments qui lui sont équivalents,

Exemple :

Soit 4 rechercher la fermeture transi-

tive du graphe ci-contre, On supposera

\ que les éléments d'une méme famille

c sont pris dans ordre alphabétique.

Ln
o> op

Nous donnons ci-dessous les différents

états de la pile annexe et de la pile

paralléle,

e

b f £ufiwdac b

€ enendwdndea [ft (ft [it

ad a dai fe Lo Ce fe Ce Le Le

co ¢ c caemcwencwene [a [A

bbb bb bb bbb »b bCe

aaaaaaasaaaaaa.caasWN
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Représentation des ensembles K(x, i).

Il est intéressant de mettre les ensembles K(x, j) sous forme

d'une matrice booléenne K fonction de l'instant j ainsi définie

k 2 (j)= 1 si & l'instant j 1'élément xy 2 été trouvé en relation avec
cary xy Rx p ). La méthode exposée plus haut nécessite l'initialisation

de la matrice )((0) par la matrice associée au graphe Y.

Il est intéressant de faire concider les matrices Yo) et YY,

clest-a-dire de faire varier Yon fonction de j, Cela exige que l'on puisse
distinguer les éléments y tels que x {~ y et les éléments z tels que xf” z

et xRz, Pour cela, la matrice booléenne Y est remplacée par une matrice

Ky dont les termes peuvent prendre trois valeurs
man
-a% (j)=1 si onaxy, Pp Xa et & l'instant j K(xy »j) ne contient pas x Bi

b°

Les op€rations booléennes (ot), { p ) et (S ) sont transformées

O sia instant jon a x, we xp et Kbcy J) ne contient pas x

- ae (j) = 2 sia l'instant j Key ,j) contient x

en les opérations suivantes («) ou z{ kj est élément de la classe de Zy
qui contient te 1 éléments, et n est le nombre de points du graphe

(ad ) devient

pour k:=1 pas 1 jusqu'aé Ptaire
pour i:= 1 pas 1 jusqu'a n faire

si afy{k],i] >0 alors a(y(7] i] = 2; ()

puis : pour k:=1] pas i jusqu'a Léaire

pour i faire

aCy(k}.i] = afy[o].i] (2)

( ) et ( J) deviennent

1 pas 1 jusqu'a n faire

pour i:=lpas 1 jusqu'a n faire

si ake,i] $0 alors a(x.i]i=2 (3)

(x) Remarque : en programmation l'instant j n'intervient que sur la succes-
‘

sion des opérations, 
:

a?
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Mais ces opérations modifient la matrice de poids 1 initiale-

ment matrice ¥ associée au graphe

En effet, lors de l'opération (3), si on a simultanément

a{z,i] > o et a[x,i} = 1, on obtient & la fin de l'opération a[x,i =2 ce
qui équivaut & supprimer 1'élément x, de P (x).

Or, on-effectue (3) dans deux cas

- lors de la sortie vraie de z premier de classe,

- lors d'une sortie de z supérieure A la sortie du premier de sa classe,

Dans ces deux cas, si j est ‘instant ob Vopération s'effectue

ona ; K(z,j) S[K(x,j), Jp) zy premier de la classe de z,

Diautre part, si a[z,i}> 9, alors zRx,, Comme j> A(z), ona

Lib) < 2 (2) Ki et Ke.) SKlz,j) alot K(x, 3) € K(x, j).

Soit h l'entrée de x, quand x est sommet, Si h < j, alors le

fait de supprimer l'élément x, au moment j n'a pas d'importance puisque x,

a déjA eu une entrée, Si h> j alors h+1 est sortie de x, et provoque (od )

K(x,htl) = K(x,h) U K(x,,h) inutile puisque K(x, +h) = K(x,,j) K(x, J).

Exemple :

Soit le graphe suivant

La matrice associée Kest la suivante

abea

ih agll
Sy bODOO1

uc e999

Nous donnons ci-dessous les états us de la pile et la matrice
,

IE (i) correspondante,

ke a oe
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COMPARAISON DES METHODES MATRICIELLE ET PILE ANNEXE,

Nous allons rappeler 1a méthode matricielle [waRswaLy]

{vot} d'obtention de la fermeture transitive stricte du graphe, nous
donnerons ensuite le programme ALGOL employ é et comparerons les mé-

thodes au point de vue rapidité d'exécution et encombrement des mé moires,

Rappel de la méthode matricielle,
ces: Matricie lle,

La procédure ALGOL est la suivante

procédure FTSM(n,a) ; valeur n ; booléen tableau a i

début entier i,j,k ;

pour k:i=l pas 1 jusqu’A n faire

pour is] pas 1 jusqua n faire
pour pas 1 jusqu'a n faire

afi. j}= afi, j]v ali afx, 5] fin ;

oi n est I'ordre du graphe et a le tableau initialisé par la matrice associée

au graphe,

Nous avons utilisé la procédure sous la forme équivalente

suivante

procédure FTSM(n,a) ; valeur n ; booléen tableau a ;

début entier i,j,k ;

pour kil pas 1 jusqu'A n faire

pour pas 1 jusqu'a n: faire

4 alk) ators
pour pas 1 jusgu'a n faire

afi.j] = alii] v afk, i] fin ;
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Ce qui nous permet de comparer le nombre d'opérations

pour j:s1 pas 1 jusqu!a n faire

ali,j] = afi.i}v alk,j]

et le nombre d'opérations analogues (1) et (3) de la méthode de la pile

annexe, nécessaires pour obtenir la fermeture transitive stricte d'un méme

graphe,

Temps d'exécution,

Nous avons testé trois graphes d'ordre 40 :

un graphe sans circuit, le méme graphe auquel on avait ajouté quelques

arcs pour former des classes simples (classes d'équivalence formées d'un

seul circuit), le méme graphe auquel on avait ajouté de nombreux arcs

supplémentaires donnant des classes complexes (classes d'équivalence

comportant plusieurs circuits),

Nous avons obtenu les résultats suivants ;

a

Graphe sans Graphe avec circuits Graphes avec

Nombre d'opérations oa smpl circuits
| circuit simples completed

Méthode matricielle 198 187 259

Méthode de la pile 22 38 38
annexes

La simple considération du nombre d'opérations ne suffit pas

pour décider de la méthode la plus rapide en effet, la méthode de la pile

annexe nécessite des "entrées"! et "sorties" de la pile, des échanges

d'éléments & Vintérieur de la pile dans les cas de graphe possédant des

circuits, Aussi le temps effectif d'exécution dépend-il

de l'ordinateur utilisé,

essentiellement
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Les essais effectués sur 650 IBM (en langage PASG) ob les

opérations se faisaient par des sous-programmes, ont donné un tres net

avantage & la méthode de la pile-annexe

Pour différents graphes allant de l'ordre 40 A ordre 100,

le rapport des temps d'exécution a varié de 5 & 10 en faveur de la méthode

de la Pile annexe .;

Les essais effectués sur [ 60 BULL (en langage C7) ot les

opérations se faisaient directement dans le calculateur logique mais ob le

travail sur la pile était trés fastidieux, ont donné pour des graphes d'ordre

100

Graphe sans Graphes avec cir- Graphes avec cir-
Temps d'exécution circuit cuits simples circuits complexes

Méthode matricielle 5s 5,58 7s

Méthode de la pile 18 s 20 s 17,5 5s
annexe

La méthode matricielle se révéle ici plus rapide dans le

rapport moyen 3,

Enfin, les essais effectués sur CAE 510 (en langage ALGOL)

ont donné les résultats suivants que I!

les nombres d'opérations relatifs aux mémes graphes,

Oh pourra cormparer utilement avec

Temps d'exécution
Graphe sans Graphes avec cir- Graphes avec cir-

annexe
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Remarques

1) Tous les temps donnés ci-dessus excluent les temps d'impression des

résultats, d'entrée des données ;

2) La méthode de la pile annexe donne comme ''sous-produits" les classes

d'équivalence en effet, lorsqu'un élément premier de sa classe et

appartenant 4 un circuit sort, tous les éléments qui lui sont équivalents

se trouvent sous lui avec le signe ( en regard, Il suffit 3 ce moment de

sortir la partie de pile intéressée ;

3) Nous avons choisi la matrice associée comme donnée du graphe, forme

la mieux adaptée & la méthode matricielle,

Mais ce n'est pas la seule méthode de mé morisation

En effet, on peut se donner pour chaque élément x sa famille {~ (x).

Cette mémorisation avantageuse pour la méthode de la pile annexe (puis~-

que, lorsqu'un élément est au sommet, on teste les éléments de sa famille)

nécessite la transformation en matrice associée pour étre traité par la

méthode matricielle,

< . *Encombrement des mémoires, ( )

Ici, l'avantage de la méthode matricielle est évident

~ programme

les différents programmes écrits en langage machine ont donné un rapport

de 144 en faveur de la méthode matricielle,

Les programmes ALGOL comportent respectivement (entrées-sorties com-

prises) 14 lignes pour la méthode matricielle, et

51 pour la méthode de la pile annexe ,

(voir annexe),

(s) Nous ne parlous pas de Ht encombrement dii au fait gue la matrice adsociée ‘

Vest déclarée booléén tableau, alors que la matrice a utilisée est déclarée

circuit circuits simples circuits complexes

Méthode matricielle 85s 133 s i800 s

Méthode de la pile 30 s loos 1055 i

entier tableau, car dans le compilateur ALGOL que nous posséidons, le booléen

occupe une mémoire tout comme l'entier, Slil nbn était pas ainsi, il serait

plus économique de travailler sur deux tableaux booléens (matrice associée

et matrice de la relation R) que sur un seul tableau entier,
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- mémoires auxiliaires’ :

la méthode pile annexe nécessite en plus de la matrice associée une pile de

n mémoires (la pile paralléle pouvant @tre inclue dans cette dernigre pile),

:

une colonne additionnelle @ la matrice associée de n mémoires ,soit au total

2n mémoires supplémentaires.

Conclusions,

Les résultats donnés ici demandent A @tre complétés par

d'autres plus systématiques, pour en tirer une conclusion définitive, Néan-

moins, on peut affirmer que si la méthode de la pile annexe n'est pas supé-

rieure 4 la méthode matricielle, elle lui est quand méme comparable,

D'autre part, la méthode de la pile annexe donnée ici est

susceptible d'améliorations permettant d'éviter les changes & l'intérieur

de la pile, et la pose des signes fv et [ qui se révélent assez longs

Lorsque h est une entrée de z appartenant déja & Yhel? il

suffit de donner & y (sommet de Ta Dp le lien z,

A l'instant i sortie de l'élément z qui est son propre lien,

alors si z posséde un autre lien, on donne cet autre lien 3 tout x qui avait z

comme lien, Siz n'a pas d'autre lien, on fait l'opération

K(x,i) = K(z,i-)) pour tout x ayant le lien z,

ALLLes liens peuvent alors se mettre dans la matrice Kt et sont
transférés lors des opérations (QO ), ( > ) (8 ) de la méthode générale,

PROGRAMME ALGOL.

Les signes ;~ et | “sont respectivement un neuf en cinquiéme

position décimale du mot courant de la pile annexe et un neuf en cinquiéme et

quatriéme positions décimales (le passage du signe ~n au signe { se fait en

ajoutant l'entier 9000). La procédure VALEUR(I) permet de restituer l'é1é-

ment du niveau Ide la pile, débarassée des signes m ou L éventuels,

oe]
If - 23

Le terme T(C ) de la colonne additionnelle peut avoir les

valeurs suivantes

Tia) = 0 Xy nia pas encore eu d'entrée dans V;

TIA) SO: Xy a ¢u une entrée vraie mais n'a pas encore eu de sortie vrait

T(d )=-10: xy 8 déja eu sa sortie vraie de V ;

TOck )=-1: Mx Jeo.
A

Liindicateur L permet de savoir si l'instant précédent était

une entrée (+40) ou une sortie (L=0)

Si ona simultanément L # 0, Tia) Ss 0, x, vient d'entrer dans V alors

xy qui était déja dans V appartient & un circuit,

L'opération (1) de la méthode générale est faite dans le méme

bloc que l'opération (3). Pour cela, le test Pir] > 99000 permet d'exploiter

les éléments non premiers de classe lors de la sortie du premier de classe,

par un branchement sur l'opération (@), Aprés chaque opération, la pile est

baissée d'un niveau et le programme se branche au test P {| > 99000, L'in-

dicateur D permet de déclencher l'opération (2) aprés la sortie du dernier non

premier de classe,



{jC HAPITRE III

APPLICATION DE LA FERMETURE

TRANSITIVE A LA

CONSTRUCTION DE DEUX MATRICES DE PRIORITE

DEFINITIONS,

D. 20. Vocabulaire,

Soit T et N deux ensembles disjoints respectivement appelés termi-

nal et non terminal, Le vocabulaire est l'ensemble V tel que V=TUN.

D, 21, Grammaire,

C'est un ensemble de couples X,% tels que X ::= A avec X élément

non terminal, A mot sur le vocabulaire V (éventuellement vide) ::= relation

de Bacchus, Xi:sA_ est appelée régle de grammaire, KX en est le premier

membre, AL le second,

Dans les définitions qui suivent , on notera A, Bet C des éléments

du vocabulaire, X, Y et Z des éléments non terminaux, x,y,z des éléments

terminaux, Xx et i des mots sur le vocabulaire V.

D, 22. Relations "a pour successeur droit" et ''a pour successeur gauche",

On dit que X € N a pour successeur droit (respectivement a pour

successeur gauche) A € V si, et seulement si, il éxiste une régle de gram-

: , * , ; : , oo = nH 4
maire dutype : X ToS pak A {respectivement A i:= PU ey Unnote AO 4

(resp. X 4g A).



1-2

D. 23. Initiales, finales, Initiales, finales strictes, Initiales, finales terminal,

- Les relations de fermeture transitive de s* et *s seront notées

respectivement F! et I',

Tout élément A appartenant & V tel que XF'A (resp, XI' A) est

appelé finale (resp, initiale) de X,

~ Les finales (resp, initiales) de X appartenant & T sont appelées

finales terminales (resp, initiales terminales) de X.

Si x est finale terminale (#é8p, initiale terminale) de A, on note :

AF! x (resp, AI‘, x).

+ Jk *,
- Les relations de fermeture transitive stricte de S’ et S seront

notées respectivement F et I,

Tout élément A appartenant & V tel que XFA (resp, XIA) est

appelé finale stricte (resp. initiale stricte) de X.

D, 24. Descendants droits et gauches.

x €T est dit descendant droit (resp, descendant gauche) de X si,

et seulement si, il existe une régle de grammaire dutype : X! ::= Yx pA

ou X! ors X pA avec X' initiale non terminale de X (resp, X' ::= pexy ou

Be ss ai x avec X! finale non terminale de X),

On note XGx (resp, XDx),

D, 25, Relation de priorités définies sur une grammaire.

On peut définir les trois relations suivantes sur les grammaires

les plus générales

itA&B si, et seulement si,-il existe une régle dutype X:: NAB pi

AAT petiA&B si, et seulement si, il existe une régle dutype Xi:

avec B initiale stricte de Y ;

A S x si, et seulement si, ii existe une régle duiype Xu AY HA

avec A finale stricte de Y

= YB

avec A finale stricte de Y et x initiale terminale de B,

ou il existe une régle dutype X:

Ill - 3

D, 26; Grammaire d'opérateurs [FLoyD } :

C'est une grammaire n'ayant pas de régle du'type X = AY Zp

(Y,Z€ N).

D, 27, Relations de priorité sur une grammaire d'opérateurs [FLoyp | 3

On définit les trois relations suivantes sur une grammaire

d'opérateurs

xy si, et seulement si, il existe une régle du type X ::= xy

ou il existe une régle du type X » xYy pe i

x<y si, et seulement si, il existe une régle du type X::= A xY pA

avec y descendant gauche de Y ;

* >y si, et seulement si, il existe une régte du type X i= A Ky pa

avec x descendant droit de X,

CONSTRUCTION DES MATRICES DE PRIORITE,

Dans ce qui suit, nous adopterons les notations suivantes

Mx=,M < et MS matrices des relations x , <> S.

M= ,M&€ et M > matrices des relations. =, <,y.

30g, rhs matrices des relations I,F 1.

UL matrice unité,

Premiétre matrice,

Remarquons tout d'abord que

A < B est équivalent & : ilexiste Ytelque AY et YIB, D'‘aprés

D,2, la relation < est le produit des relations ~ et I fermeture transi-

tive stricte de #5.

On en déduit l'égalité matricielle suivante

Md = Mx xl,

De méme AS x est €quivalent 4 : ilexiste Yet Btels que YFA et

YB et BIx .

On en déduit l'égalité matricielle suivante

my =[(%)
de H ,

« . . t ‘ Zx M® x I, ] ot (%) est la matrice transposée
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——n
Deuxigme matrice,

Les mémes remarques que précédemment conduisent a :

M< =M= aG avec M~ matrice de la relation > telle que x > Y si,

et seulement si, il existe une régle du type XK ::= Ax ¥ja de méme :

M> = (D)* x (M ~) avec (M= i matrice transposée de M =,

PROGRAMMATION,

Premitre matrice.

Les régles de grammaire permettent d'obtenir directement

Mx, 3 . et 9 . Le sous-programme de fermeture transitive stricte

donne g et 3 .

Il est plus rapide d'obtenir M< et M) A partir des régles de

grammaire, de ad et de s é que de faire les produits matriciels de la

méthode citée plus haut,

On donne le poids [ aux termes de la matrice M < » le poids 2

aux termes de la matrice M > ‘et le poids 4 aux termes de la matrice

M =, En faisant Ml1=M< +M> + M~* on peut alors facilement voir

si deux ou trois relations sont compatibles,

Deuxitme matrice,

. . *Les régles de grammaire donnent directement les matrices €
‘4. : a, aet & * associées aux relations *T et 'T

x* 7x (resp, XT*x) si, et seulement si, il existe une régle de grammaize|

du type

Xun Yx ou Xue x (resp, X = ja x Y ou X i= x).

ays qq
Le sous-programme de fermeture transitive donne \ et 1.

On obtient alors immédiatement Det C .
t a) a 5

On remarque que (M >) =M~ xo) et que est égal a la ma-

trice G d'une grammaire d'opérateurs "symétrique" de la grammaire

X est déduite ded'opérateurs initiale, c'est-a-dire ot chaque régle X:

la régle X ::= \!' de la-grammaire initiale, par \ = mot dont les élé- |

ments sont deux de.’ pris en sens inverse,

Ill- 5

Il suffit donc de reprendre le programme avec les régles symé-

triques pour obtenir (M > e

On donne le poids 14 M < , le poids 2A M> et le poids 4a

M=,. La matrice M@@=M< +M3 +M4_ permet de voir facilement

si deux ou trois relations sont compatibles,

Nous avons programmé les deux problémes sur 650 IBM. La
premiére matrice nécessite la mémorisation des matrices des initiales

strictes, des finales, de la matrice M ~ et enfin de la matrice résultat ,

soit au total 4 matrices carrées dont la dimension est gale au nombre

d'éléments du vocabulaire, Sur 650 IBM, il restait environ 1000 mémoires

pour ces matrices (500 mémoires étant occupées par le programme et

500 autres par le sous-programme de fermeture transitive et les régles

de grammaire), Ceci conduit A un nombre d'éléments total de 50. I1

n'est donc pas question de traiter une grammaire ALGOL dont le nombre

d'éléments avoisine 150, Nous avons donc traité une "sous-granmaire"’

ALGOL, celle de l'expression arithmétique simple ot la grammaire lé-

gerement modifiée est donnée ci-dessous, avec la matrice résultat,

EXEMPLES,

Régles de grammaire :

<Expression Arithmétique Simple) ::=

<Expression Arith, Simple> <Opérateur additif) <Terme>

<Opérateur additif) <Terme>

<Terme>

<Opérateur additify ::= +

<Terme) ::= (Terme) <Opérateur multiplicatify <Facteur>

<Facteur> :

Opérateur multiplicatify = x

/
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<Facteur> ::s (Facteur) T <Primaire arithmétique>

<Primaire arithmétique> !

<Primaire arithmétique> ::= ¢ Variable>

< Nombre sans signe)

<Nombre sans signe> ::= <Nombre décimal> <Facteur de cadrage >

<Facteur de cadrage)

< Nombre décimal>

<Nombre décimal) ::= <Entier sans signe) ¢Partie décimale}

<Partie décimale

<Entier sans signe>

< Partie décimale) ::= . ¢Entier sans signe>

<Entier sans signe> <¢Chiffre>

<Chiffre >

<Entier sans signe>

{Facteur de cadrage) ::= Jo <Entier>

<Entier> ::= <Signe> <Entier sans signe) :

<Entier sans signe)

<Signe) n= +

<Variable> ::= < Identificateur>

KIdentificateur) ::= (IdentificateurS Chiffre>

<Identificateur) <Lettrey

<Lettre>

La seconde matrice ne nécessite 4 un instant donné que la mé-

morisation de deux matrices, l'une rectangulaire (matrice des descen-

dants), autre carrée (matrice résultat), Sur 650 IBM, les 1000 mé-

moires disponibles pour ces matrices permettent de traiter des gram-

maires opérateur de l'importance d'ALGOL, c'est-&-dire comportant

environ 50 éléments, terminaux et 150 éléments non terminaux,

Nous avons modifié la grammaire ALGOL de facon & la rendre

grammaire opérateur, Nous donnons ci-dessous les régles de la gram-

maire modifiée et la référence du rapport ALGOL 60 des régles corres-

pondantes,

Exp. arit. simple

Opérateur additif

Terme

Opérat. multiplicat.

Facteur

Primaire arithmét.

Nombre sans signe

Nombre décimal

Partie décimale

Entier sans signe

Facteur de cadrage

Entier

Signe

Variable

Identificateur

Nt Nt

. Avith, Simple Opérateur additif&

q
2 ®

§ &
38

a de a 8
ay 8 of §
2 keagd& Sada 3 5
# Bafa ° $q 33 9 o 3S
4 3o 8 9 8

g SoU On
@ ys 4 au
a cat pau pw Qi
osog od oO oOO dP

Ba oH gue Se eEe
GSaieead Sass + '

TIl~+7

Ke t do Oo1...89
we OZ

aAbB
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: Relation <

\
r

: Relations < et S

Relation 7y

: Relations < et wy

: Relations ’ ety

: Relations < ; \ et &%.
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Nous avons supprimé les éléments non terminaux suivante :

< partie paramétre effectif 5 , ¢délimiteur de paramétre >

ul- 9

Paragraphe du

‘

Régle ALGOL modifiée

<opérateur de relation > } rapport ALGOL..

<lettre) , <chiffre> 2i bs i

opérateur additif 4, <opérateur multiplicatif) , <facteur de cadragey 26.1
» 6. 1,

<partie décimale >.

Nous avons ajouté un élémentn>n termiacl que nous avons appelé

partie complémentaire> , |

et six éléments terminaux 5 eX

O signifiant CL =>p> ov #

> signifiant + ou - | 3.2.1 °
¥ signifiant x / ou + '

3 signifiant 012... 8 on 9 |

€ siqnifiant aAbB... z20uZ | 33,1

et type signifiant réel booléen ou entier

; Ste Fi 37°35 1
Le concept <¢videy a été supprimé,

mesageaphs Gu. Reégle ALGOL modifiée
rapport ALGOL 33.1

254. 1. < Identificateur) ::= ¢identificateur > |

<identificateurS 3.4.'ls

& 3401

2.5.1. ¢Entier sans signe} ::= ¢entier sans signey J

J
2 . eo 3, 5.1

2. 561 <Entier) ::= <entier sans signe}

~ <entier sans signe>

25,2. < Nombre décimals ::= <entier sans signe 5 <entier sans? aside |
7 . signe t —_

. <entier sans signe)

tier sans signe i
<entior eres i 4.2.1,

2.5, 1. < Nombre sans signe) ::= <nombre décimal> 10 <entier> |

_ |
10 <entier >

<Nombre décimal>

<Chaine propre> nota

<Chafne ouverte) ::= nota nota

_nota ¢chafhe ouverte>

<chafne ouverte) nota

<chaine propre)

oo<Chaine } ::

“Ychafne ouverte»?
<Indicateur de fonction ::=

¢ identifieateur y (_jliste de paramétres, )
de procédure < effectifs >

<Terme) s:= ¢terme> ¥ < facteury

<facteur>

¢ Expression arith-
métique simple >

expression arith-' ;

€ métique simple > (i <termes
p <terme>

K<terme 5

C aapTeedionn i proposition, alors <E,A, 5.5 sinon <é. A,
si °

\ arithmét,

CE ASS

LEAS) A KEASYS

Expression, ::= , proposition, alors <E.B,S.\ sinon BDbooléenne > < si > < > _

<Relation)

<E.B.S>

Expression de, ::= /proposition, alors E.D.S, sinon ¢<E.D}<aguignation > K si > ‘ > © ;
<E.D.S.>

¢ Partie gauche) ::= ¢variable>

Cidentificateur de procédure>

¢ Liste de par-\ liste de par-\ := (partie gauche

ties gauches / ¢ > q 4ties gauches

<partie gauche)
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\

Paragraphe du 
_

Régle ALGOL modifirapport ALGOL gle modifiée

———

4.2.15 /Instruction \ t:= <2 B.S

4.6.1.

4,6. 1.

s a

ae Ly ke

Seri; 1s

524. 1,

‘liste de par-\
ties gatienad)
liste de par- y r= <ELAD

ties gauches

dlaffectation,”

si ¢expression booléenne >JP Fopgsitiony, ne

si

Instruction , ::=_, proposition, alors one

< re >si si conditionnelle

¢ Instruction \ ::= <étiquette > *¢insteetion

condition, condition,

Xinstruction si} i

< instruction si> sinon <instruction>

eee y alors instruction

si >pour

Proposition, n= pour <variabley := <liste de pour>

< pour fF oo
Instruction, ::= <étiquette> : <instruction pour

Co pour
<proposition ee faire Qnatruction

Liste de paramétres effectifsPi }
|hafne et oie param¢Teste de param, )A-

& lettres effectifseffectifs

liste de param.\ , <paramétre effectif »
¢ effectifs >
<paramétre effectif>

Crane» Se ae eh pate de eS )

procédure de procédure effectif

identificateur

de procédure >
KTypey us type

Déclaration, ::= type <liste de types}

ae type > rémanent type liste de types)
«Partie valeur) ::= ; valeur <liste d'identificateurs> |

Til- ll

Paragraphe du

rapport ALGOL
Régle ALGOL modifiée

5.4. 1

52451

5.4.1

5.42 1,

(Paztis Spey <partie sp,) aiguillage <liste d'ident,»
cification

<partie sp. étiquette ¢<liste d'ident. >)

<partie sp) chafne <liste d'ident,>

<partie sp, tableau <liste d'ident,>

<partie sp.y procédure <liste d'ident.y

<partie spy type <liste d'ident.y

dpartie sp.y' type tableau <liste d'ident.y

<partie sp.> type procédure <liste did.)

aiguillage liste d'identificateurs)

étiquette < liste d'identificateurs)

chaine < liste d'identificateursS

tableau <liste d'identificateurs>

procédure <liste dlidentificateursy

type <liste d'identificateurs>

type tableau <liste d'identificateurs >

type procédure liste d'identificateurs)

ciao com-\ i= <partie valeury } (partie spécification >

plémentaire /

3 < partie spécification >

<partie _

Téte de identif, de liste de param, ti oprocédure> e ecedace) | < , : “S ) gPar ;formels comply»

identif, de liste de param, )« procédure? ‘ formels >
identif, de \

€ procédure >

Coorps defsclardion

procéd,

:= <type) procédure ,téte de

de procédure> ¢procéd, ig
procédure ,téte de corps dey

(procéd, ds! *« procéd, »
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@

8
g

8

‘9

a ee :+» bp

s 2 gz - 834 | Gop Bay
e B epee a3 od aad . go
Bal +a Bae g 438 928955)28H ae ad 88

AYosenast= -C aS Sd rs ok. Pad H BAS 10 SEC THO

A 222210011 1210001 102020200 000202111 110000000
Vv 122210011 110001 102020200 000202111 110000000
a ti2eicdcoin 110001 102020200 000202111 110000000
= 114210011 110001 102020200 900202111 110000000
a 2ea2200011 1210001 102020200 000202111 110000000
si Tr11irtioidn 110001 100000000 9000000111 110a00aq000

tant que ti11211011 t10EC0c01 100020200 9000000111 110000000
+ 222200222 220221 102022200 900222011 110000000

x/+ 222200212 220221 102022200 900222011 110000000
7 = 222200200 220221022 102022200 9090222011 210000000
<> 222200011 1900001022 to2020200 000202011 2110000000
pour ooea0cea 000001400. oo0o000011 000
pas qgeo0oo010el1 100041010 1oOo0000000 000000011 110000000

gusqu'a ooo001011 tooo0o010190 100020200 900000011 110000000
i goqgqgoo01011 100001010 1oo0o0il000 oo0040011 110000000

R= ti_tiariad 110101242 1 Og Lazo 9 000200111 110000000
alors 1itirtoaoil 11109011 Be 1@101100 000200111 110000000
sinon titiiti2it 11122116 119128600 o00222111 1109000000

( titiaidirio0i1 119001010 100081000 90000M1 11 110001000
aller & eeno001000 o00001012 402000000 eo00 200011 oaa

; eo0nev01000 co1001 1 11@1i0i111 111@00011 c01140001
début 000001000 oo0100111€ 11@1i01111 111@00011 ooo

' hitatairaia 110101010 102001220 222022111 112201000
: aoa0c0or1d8din 190100111@ @©1@61i21100 000220011 110000000

faire a90001900 oo019001198 11 @iodiidso)S a00200011 000
booléen réel entier 900 9002010020 @O@2000011 o02200000

rémanent ooo oo0o0000040

tableau oo000000 000001000 oo2z010020 222000011 caz200000
procédure 900 -10@010020 222000011 002200000

aiguillage ooo0no 000 900000406 002010020 222000011 002200000
fin ovVvag000 ooo0a000c0e oo2000000 90020000

3 222200222 220220222 002022200 oo00222000
} pe22n022°2 270220022 00@026200 000222010 oOo

vrai faux ePe2z2000vu0 oc0Nn0002zR 002020200 900202000
lettre 222200222 2202222082 202022220 222222022 002200000

chiffre e222an222 2702222828 202022220 222222022 222200000
= peor e2enn272 22702720022 002022200 9OonN 227001 oz0acdv0n0

10 222200222 @2ozz2008e2 002022200 900222001 a00
i étiquette a00 ' 002010020 22200C0i1 002200000
; chaine ooo Coa2z2010020 222000011 002200000
: valeur oon 002010000 900000011 000

i & oO 000000400
: 4 000 900020000 oo0002000
: nota 200

code oOG 902000000



Une grammaire ALGOL modifiée par [cusEyY ] pour les
besoins du compilateur ALGOL de 1620 IBM a donné la
matrice de priorité suivante

2 lal<>
tant que

ors

sinon

fi
{

aller &

;

début

faire

type

rémanent

tableau

procédure

aliguillage

fin

3
)

vrai faux

identificateur

entier sans signe

10
etiquette

chaine

valeur

chaine propre

6

s
?

MATRICE DE PRIORITE

oO

&%
4 a
o
4 Py

; 2 ee #8 : g 43, - gaa ad # gaye
‘ f Hle 2 besa TE 8 BREBa? 5 #48 ah g2S8 Ga, \ 38 g faqsAvoin~ds ty +< aC d3So: 48 88 Edd) Es 3 AOD SES 6?

222210011 11000 210202020 000020211 111090000
122210011 tio000 210202020 000020211 111000000
t1z210011 11000 210202020 000020211 1t1009000040
tiiteiagageii 11006 210202020 O00020211 t1190a00Vu00
222200011 11000 210202020 e000z0R11 111000000
1i1411011 11000 110600000 oo0000011 t11000U00
tia1ai1c6i2 110006 110602020 000000011 11000000
222200222 22022 210202220 000022201 111000000222200212 27022 210202220 000022201 111000000
222200233 22022 210202220 000022201 1iia0900000
222200011 $:0'9'90.0 210202020 000020201 111000000oo00gu000 90000 a oo00a0qc0001 oa
oo00oc1011 10002 110000000 go0000001 111000000
o0ooo001011 10000 110002020 o00000001 111000000eoa0e0101: 19000 | ot Geo 900004001 1110000090
Lititaidiat t1o011 @®10201020 000020011 t1iaq0q0000ooavugooadn 20000 000

tizyt1a0i11 111200 211210110 oo00z0d011 111000000
tiaztiiv2ia 11122 @11212690 000022211 1110000090tivrirvoid 11000 Mh 1i0g01000 CcOon000411 ti1100900100290091090 egoo00 @102,00000 a00a2z0001 100000000o9oaqavaLAagO 00100 11491090111 14120001 100114000
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CHAPITREIV

DETERMINATION DES CHEMINS ELEMENTAIRES DU GRAPHE

Nous nous proposons dans ce dernier chapitre de déterminer

tous les chemins élémentaires du graphe en utilisant la pile annexe définie

au second chapitre. Pour cela, nous allons essayer de suivre une méthode

analogue & celle employée pour la recherche de la fermeture transitive stricte

du graphe ;

A l'instant de la sortie d'un élément y, x étant le nouveau

sommet, on obtiendra les chemins élémentaires d'origine x en faisant précé-

der les chemins élémentaires d'origine y du point x, On congoit que cette

méthode soit bonne dans le cas du graphe sans circuit car lors de la sortie

vraie d'un élément y de la pile V, on connait tous les chemins élémentaires

d'origine cet élément, Un exemple va nous permettre de le constater,

Exemple : Soit le graphe ci-contre auquel nous appliquons la méthode donnée

plus haut, Les états successifs de la

pile annexe sont les suivants :

a

wo, ;
fd be
i * ANaaa
§

a*1 ed

ec 2 be, bed

b°3 ab, abc, abcd

4 eb, ebc, ebced

5 fc, fed,

e*6 ef, efc, efcd

f"7 ae, aeb, aebc, aebcd, aef, aefc, aefcd

d

e

b

a

a

b f{ ff

b eeeeeee

aaaaaaaaaaa”a

23 4 5678



Vin 2B

Nous avons numéroté les sorties de 14 8. La sortie vraie

de l'élément x est repérée par x", En face de chaque sortie on indique les
chemins élémentaires déterminés & cet instant, On constate qu'a la sortie

vraie de chacun des éléments tous les chemins élémentaires d'origine cet

élément ont été déterminés, Nous allons examiner maintenant le cas d'un

graphe comportant des circuits et constater qu'il n'en est plus ainsi :

Exemple ; en appliquant la méthode au graphe ci-contre, on obtient :

b a a

JN dad eeece
qd € ¢ ¢ ¢ c c ce coe

INA bob bbb bbbbobobobO»D\! .
A aaaaaaaaazaaaaaa

12 3 4567

1 db

a* 2 cd, cdb

3 ed, edb

4 ea

x
e 5 ce, ced, cedb, cea

c* 6 be, bed, bee, beed, beea

b* 7 ab, abc, abed, abce, abced
x
a8

Un chemin tel que bdcea n'a pas été trouvé en effet, la

sortie vraie de da eu lieu avant que l'on ait déterminé tous les chemins elé-

mentaires d'origine b car la premitre sortie de b n'était pas la sortie vraie,

Par contre, lors de la sortie vraie de b, on avait déterminé le chemin : bcea

Ceci suggére, lors de la sortie vraie de tout élément tel que b, de construire

les chemins élémentaires non encore déterminés tel que dbcea; Nous alloas

dans le paragraphe qui suit définir de fagon plus précise ce que nous venons

de constater,

Vins

Elément fermeture de circuit,
nie Oe circuit.

On appelle élément fermeture de circuit un élément posstdant

une sortie inférieure & la sortie vraie,

Dans l'exemple ci-dessus b était élément fermeture de

circuit, Le circuit était le suivant : bedb, Il en était de méme de a avec le

circuit abcea,

Nous allons maintenant définir des ensembles générateurs qui

joueront un réle analogue a celui des ensembles K(x,i) définis au chapitre IL,

Ensuite, nous définirons une opération de concaténation contractée élémentaire

qui jouera le réle de l'union logique puis une réunion contractée élémentaire

qui sera l'anklogue de la réunion usuelle des ensembles,

Ensembles générateur:
ee Benerateurss

On appelle ensemble générateur d'origine’ x et on note K(x)

un ensemble de chemins élémentaires du graphe possédant la propriété sui-

vante

Six, x) Hey appartient & K(x) alors x, x (O<iji¢n)pe

est contenu dans K(x),

Concaténation contractée élémentaire,
en tice ctementaire,

Soient C=x,, Xpr eee X et C=yp, Yyr oes ¥), deux chemins
élémentaires de K(x) )et Ky). On appelte concaténation contractée élémen-
taire de Cet C' et onnote V l'opération suivante

c

"
- 

vo*, F Yo cy Gere
- = Vv vis seen = > paves Ye ,* = Yo eyes bos YoY yy)

yy étant le premier des Ny égala lun des x; s'il en existe, sinon Yi 7,
m

H résulte de cette définition que C VC! est un chemin élémen-
c

taire d'origine Xo:



avon

Réunion contractée élémentaire,

Soient K(x) et K(y) deux ensembles générateurs, On appelle

réunion contractée élémentaire de K(x) et K(y) l'ensemble F des chemins élé. |

mentaires d'origine x obtenus par concaténation contractée de tous les

chemins élémentaires C de K(x) et C! de K(y) :

K(x) VU Ky) =F, Diaprés la définition de Vo, Ke) SF,

Montrons que F est un ensemble générateur, Pour cela, il |

suffit de montrer que F possédé la propriété de tels ensembles : j

i =i Vv tos = -Soit S=C . Cl=x, pote XY Yyr deer Vy un che

min élémentaire de F n'appartenant pas & K(x), Alors pour k inférieur An, |
|

2K hye HK, appartient & K(x) inclus dans F, De méme pour tout h inférieur}|

C"=y, Yyo sees Yp appartient a K(y). C v C' est donc contenu dans F ,

METHODE,

|

Soient K(x,i) des ensembles générateurs tels qu'a instant

initial de la pile V : K(x,0) = fares d'origine x} et quia Vinstant final m

K(x,m) = { chemins élémentaires d'origine x} . Pour cela, on passe de

K(x,i-1) 4 K(x,i) par le processus suivant

- iest la sortie vraie de z fermeture de circuit

K(a,i) = Kla,i-t) Y K(2,i-1) pour tout élément a tel que z
est extrémité d'un chemin élémentaire de K(a,i- 1) .

Si x est le sommet de vy .

K(x,i) = K(x,i-1) vy K(z,i)

K(y,i) = K(y,i-1) pour tout y différent de x et a,

- iest une sortie de 2 non fermeture de circuit, oui est une sortie de z |

fermeture de circuit supérieure A la sortie vraie

K(x) = Klint) YU K(e i)

_ Kly,i) = K(y,i-3)- pour tout y différent de x,

i est une entrée, oui est une sortie de z fermeture de circuit inférieure 3 le.

sortie vraie

K(y,i} = K(y,i-1) pour tout y.

IV-5

Avant de passer @ la justification de la méthode, nous allons

établir un lemme que nous utiliserons par la suite,

Lemme.

Soit Yor Yyreees Yp un chemin élémentaire, et appelons Gy

Vhypothése suivante :

Pour tout h compris entre 0 et p (p exclu), Ky, 3) contient

Yar Yngye rth Vago Vig étant égal a Xp ou yy, étant élément fermeture de cir-

cuit dont la sortie vraie est supérieure A j,

Montrons que G, entraine Si :

- Sik=p alors Ky, it 1) contient Yr Ypgyr eee Ye

- Sik-#p: a

- jtlest sortie vraie de Vie Alors G; entrafne Ky, od) contient Nye Veppr ree Vy

Vogt étant éaal ad Vp ou yy, étant élément ‘fermeture de circuit dont la sortie

vraie est supérieure & j, j+1n'étant pas sortie vraie de Yet (kt > k) :

AX(y,,) S jth.

A Vinstant jtl : K(y, +1) = K(yyi) Y Kl,

Ky), i+) contient Ya Magar te yr + Nags répondant & l'hypothése,

- j+l n'est pas sortie vraie de Yt (> jel.

Ky,» i+1) contient y, , Yoel’ ttt Yi 1 Yy, Fépondant & l'hypothese,

JUSTIFICATION,

1°) Tous les chemins de K(x,i) sont élémentaires

Cela résulte de la définition des opérations v et uy 3

2°) Nous allons montrer par une récurrence sur l'indice i de élément x >

que si Ngo pr eees x, est un chemin élémentaire alors K(x) ,m) contient

ce chemin,
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trer que K(x, P HL (x, pr) contient un chemin répondant & l'hypothése.

a) Si Von a SL (x,) supérieur 4 SUx, ? alors K(x,

b)

Appelons Hq. Vhypothése suivante

Pour tout t compris entre i et n (n exclu) i

. 
: 

é 
égal 

Et
K(x, , 5 (x,) 1) contient Mer Xpyreess Ry Hy, Etant éga a x, Ou x, étant

élément fermeture de circuit dont la sortie vraie est supérieure & St (x),

Montrons que A. entraine Hq. 1’ Pour cela, il suffit de mon-

P SL (x, pr 1) contient

x, _ 1%; et il existe une sortie h de x, inférieure & f(x, p donc inférieure
ie 

/

aS (x,) > x, est élément fermeture de circuit,

St (x:) inférieure & Sux, p Il existe une sortie h de x; inférieure a SUlx. i

telle que x, est sommet de v|, Sih est inférieur 4 la sortie vraie de x
1 h

x 1s sk : * :alors & L'instant (x, 4) x, appartient a la pile et JL (x,) >t (x, _ d ce

qui est contraire A (b), On a donc SL (x,) & h< SU(x, 1)

Lihypothése H, étant la m@éme que l'hypothése G pour le chemin
1 Ine (x;)-1

éléme ntaire xs Xia? cee, X_, h-l supérieur ou égal a SU (x,)~1 entrafne
nBi 

ft

d'aprés le lemme

K(x, ,h- 1) contient xs Xp ns Ki? Xe

tant h ; K(x,,h) = K(x, |,h-1) VU K(x,,h-1) dou
1 : i-l c i

-)% répondant 4 l'hypothése, A ltins-

Kx,

thése G, pour le chemin élémentaire x

SL (x, y)-1 yh K(x,

,h) contient un chemin répondant aux hypothéses, Ona alors Vhypo- |

pep? Myr ete ere A Vinstant

, Sux, )-1) contient le chemin Xr Ke eee ®
1 1 Ky

avec x,,,=x ou x, |, fermeture de circuit dont la sortie vraie est supé-k n k"

rieure A SL (x, po done & SU(x, p> Or, H

K(x,

1 est vérifiée puisque
n-

_y LL (x ve 1) contient Xue kn* On a donc l'hypothése G SL(xq)=1

pour le chemin élémentaire x.,x_,..., ut D'aprés le lemme : K(xp, ma)
O° 4

contient le chemin : x, *.,..,, % , avecx |=X_ oux , est élément fer-)
0 1 q’ q n q' t

meture de circuit dont la sortie vraie est supérieure A m. Or, tous les

éléments ont une sortie vraie inférieure ou égale Am ==> x ,zR ¢ |
q n

IV - 7

Exemple : Nous donnons ci-dessous les états de la pile annexe et le contenu

des ensembles K(x,i) pour le graphe ci-contre,a

/ \ Les éléments fermeture de circuit dont repérés
b4——_-—_3c¢ dans la pile par le signe - ,

a b

a c c¢c c¢c ce

b b b b b b b -b <b c

&a a @ -@ -a -4 -@ -a -a -& -a -a «a

0 1 2 3 4 5 6 F 8 9 10 11 12 13 14

Instant K(a,i) K(b,i) K(c, i)

0...9 ab,ac ba ,be ca,cb

10 ab,ac - ba,be, bea ca,cb

11 12 ab,abc,ac ba,bc,bca ca,cb,cba

13 ab,abc,ac,acb ba,be,bea ca,cb,cba

14 ab,abc,ac,acb ba,bac,bc,bea | ca,cab,cb,cba
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trée vraie

jun premier élément
2 n'ayant pas d'en~

4 un premier
4 élément y de })——

e)

—

& sommet de la pile

e' précéde immédia~

tement e dans la

pile

© appartient

déja & la pile

é fermeture de cir-

cuit n'ayant pas en~

core de sortie vraie

J
e est fermeture

de circuit

K

té e

a} K(a)UK(e),
a) contieht un

chenin d'extrémi-

/

x} € sort |

MI

| un élément y
qui suit e dans

P(e!)
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PROGRAMMATI ON,

Lors de la programmation, nous avons rencontré deux pro-
blémes principaux la mémorisation des chemins élémentaires et la réa-

‘lisation de Vopératicn v , le second probleme dépendant essentiellement

du premier, Nous nous sommes attachés A la recherche du moyen le plus

économique de "stocker" les résultats,

Représentation des ensembles K(x, i).

Nous avons tout d'abord remarqué qu'il n'était pas utile de

conserver en mémoire tous les chemins élémentaires, mais uriquernent les

chemins maximaux, ces premiers s'en déduisant aisément,

Lors de la recherche de la fermeture transitive stricte , les

ensembles K(x,i) comportaient au plus n éléments occupant chacun une mé-

moire, ce qui donnait un encombrement de ay mémoires (n étant l'ordre du

graphe), Ici, chaque ensemble K(x,i) comporte au plus (n- 1). (n-2) o . 1

chemins élémentaires maximaux de longuczur n, ce qui représente n, n! mé-

moires pour les n ensembles K(x,i), Pour la fermeture transitive, nous dis-

posions d'environ 2000 mémoires. pour les résultats, ce qui permettait de

traiter des graphes d'ordre 40 4 45, En Supposant que pour ce programme

nous disposions du méme nombre de mémoires (ce qui se révélera appro-

ximativement exact), nous ne pouvons traiter que des graphes d'ordre 5

(6. 6! = 4320), Il n'est donc pas question de faire une réservation statique,

Mais le compilateur ALGOL que nous poc-%don* n'accepte pas les variables

rémanentes, il est donc impossible de faire une réservation dyar~ que, Il

nous faut trouver un mode de réservation statique qui nous permette de mé-

moriser les chemins élémentaires maximaux sous la forme la plus condensée

possible. La méthode des suites espacées par un séparateur et rangées dans

un tableau & une dimension se révele lourde, tant pour la programmation de

lopération v » que pour la simulation de la réservation dynamique, D'autre

part, si deux chemins élémentaires maximaux ne different que par leur extré~

mité, nous sommes tenus de ranger en mémoire deux suites de longueur Le
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dont la "partie intéressante' ne représente qu'une fraction de chaque suite,

Enfin, les ensembles K(x,i) sont essentiellement variables au cours du pro-

gramme, ce qui nécessite des transferts de suites longs et peu élégants,

Ce sont ces trois raisons primordiales qui nous ont conduits

a représenter les ensembles K(x,i) par des arbres de racine x, mémorisés

sous la forme de leur matrice d'enchainement,

Matrice d'enchainement | IVERSON | 7

Les éléments de chaque famille TM (x) étant rangés dans

Vordre implicite des codes, la matrice d'enchafnement se définit comme suit ,

C'est une matrice 4 trois colonnes dont le nombre de lignes

est égal au nombre de sommets de l'arbre, Dans la premiére colonne se trou-

ve le nom du sommet (ou plus exactement son code), dans la seconde un lien

vertical, dans la troisigme un lien horizontal ainsi définis

Un élément x posséde un lien vertical si, et seulement si,

TM (x) n'est pas vide, Dans ce cas, le lien vertical est l'indice de la ligne ot

se trouve le premier élément de [ (x)
.

Un élément x appartenant A [ (y) posséde un lien horizontal

si, et seulement si, x n'est pas le dernier élément de [ (y). Dans ce cas, le

lien horizontal est l'indice de la ligne ob se trouve 1'élément qui suitx dans

* (y).

Exemple,

oO Liarbre ci-contre a pour matrice d'enchamnement la

Jl matrice suivante

indice de nom du lien ver- lien hori-/ la ligne sommet tical zontal
cD | |J \, 1 a 2

\y 2 b 3
a 2 i 3 c 4 6

4 d 5

5 e

6 f 7

7 g |

Iv - 11

Réalisation de l'opération VU sur les matrices d'enchafnement,
é

Si on représente chaque ensemble K(x,i) par sa matrice d'en-

chafhement, on se trouve de nouveau devant un probléme de réservation des

matrices, Pour éviter ceci, nous rangeons toutes les matrices dans la méme

et faisons une réservation maximale pour cette dernitre, A l'instant origine,

nous avons dans les n premiéres lignes les n éléments, origine des chemins

élémentaires,

1*) Sortie d'un élément qui n'est pas fermeture de circuit

Nous faisons une concaténation simple de l'élément x et des

chemins d'origine z (opération K(x,i) = K(x,i- 1) W K(z,i-1)), En effet, x

n'étant pas fermeture de circuit aucun chemin d'origine z ne peut contenir

x, Nous nous trouvons en face d'un simple probléme de transfert d'un certain

nombre de lignes de la matrice dans une partie non encore utilised de celle-

ci, Les noms des sommets se translatent sans changement alors que les

liens verticaux et horizontaux doivent évoluer pour s'appliquer aux nouvelles

lignes de la matrice, Nous reviendrons sur ce probléme aprés avoir vu les

cas suivants,

2°) Sortie d'un élément fermeture de circuit ;

Nous devons faire deux opérations

- La premiére K{a,i) = K(a,i-)) u K(z,i-1),

~ Laseconde K(x,i) = K(x,i-1) YU K(z,i-1),

Pour la premiére, nous faisons réellement une opération

de concaténation contractée élémentaire en testant successivement chacun

des sommets de K(z,i-1) par rapport aux sommets du chemin d'origine a,

dextrémité z. Nous renouvelons cette opération pour tous les chemins de

K(a,i-1) dlextrémité z.

Pour la seconde opération, nous faisons une concaténation

Simple analogue & celle de 1") en testant de plus chacun des sommets des

chemins de K(z,i-1) par rapport & x,
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Nous rencontrons de nouveau deux problémes :

- La translation d'une partie de la matrice d'enchafnement aveg

évolution des liens,

- Les tests sur les €léments et la suppression des lignes cor-

respondantes lors de la translation,

Translation sans test,

Elle se fait ligne par ligne en "parcourant" la partie de

matrice intéressée, Cette opération n'est possible que si tout élément possdde

un lien horizontal ou vertical, car il n'est pas possible de "'remonter" les

lignes de la matrice,

Exemple ;

oO. Lorsque l'on a "parcouru'' la matrice jusqu'au
vf 9, sommet f, f ne possédant ni lien horizontal ni

J lien vertical, on ne peut aller en g, (dans cet

c exemple, les lignes de la matrice se suivent

/ \ dans l'ordre des sommets, mais il n'en est
d N plus ainsi dans le cas général aprés de nom-

¢ breuses translations),

Pour remédier & cette impossibilité, nous avons donné A tout

élément sans lien un pseudo-lien horizontal indice de la ligne du premier élé-

ment (s'il existe, sinon le "parcours" est terminé) poss&dant un lien horizontél

Ce pseudo-lien se distingue du lien véritable par le fait qu'il est négatif, Dans>

ce qui suit, nous noterons M(i), V(i) et H(i) le nom de 1'élément, le lien verti-

cal et le lien ou pseudo-lien horizontal de la ligne i,

Nous donnons ta matrice d'enchainement et les indices succes’

sifs de ligne lors du "parcours" de la matrice,

Iv - 13

Exemple :

Indices successifs : 1 2 3 4 5 6 (-2) 7,

Lorsqu'a la sortie d'un élément z nous ajoutons 3 K(x,i)

chemins x, z,.,, , nous devons "'raccorder" les chemins dé€j existants at

nouveaux chemins par un lien ou pseudo-lien horizontal. Pour cela, nous

devons trouver le dernier élément y de (*(x), lui mettre comme lien hori

zontal l'indice R de la premiére ligne libre de la matrice, S'il n'est pas le

dernier €1ément de la matrice d'origine x, on cherche celui-ci, et on lui

met le pseudo-lien horizontal suivant : l'indice de la ligne de y. L'organi

gramme correspondars i ce "raccord" est le suivant : (X est un indicateu

permettant de connaitre l'indice de y),

G :5 indice du le~ élément |

——— os

H(G) := Rt!

XisG

v(G) > 0

[ H(X) := -X'

= v(G) > 0 >
FIN
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Nous sommes alors en mesure de faire la translation proprement dite, dont

lforganigramme est le suivant

Ce
X := -H(X)

W := i(M(x))

H(R) is - W

H(W) := R+1

i |

X est la variable d'indice relative & la matrice K(z,i-1),

R est la dernitre ligne occupée de la matrice d’enchafhe ment,

Pour translater le pseudo-lien horizontal, on recherche

dans les lignes translatées (en partant de la ligne R) l'indice W de l'élément

correspondant au pseudo-lien, C'est cette opération qui est symbolisée par

l'affectation

Exemple :

K(z,i) : a Kix, i): Ny(2,3) \\, (x, 4) “y

OD a n uN

a a:

Iv - 15

La matrice d'enchafnement avant . .

Aprés translation

translation est la suivante

i u(i) v(a) H(i) i | mCi) | v(i)| HG) | Observations

j x jv j x je

1 e arent k det e Bae k

k i 2 k f £ Rel lien de 'raccor

g g fa g Dea
om h da h -k pseudo-lien de
ya Zz bys ee Z fe "azeneny
3 a Rea $46 : 3
+4 b Res the d
135 e ~(£43) Rel Zz Re2
246 d R+2 a R+3 R+5 ,

R43 8 Red partie ajoutée

Rig; oc -(R+2)

R+5) a

Translation avec tests,

Les éléments sur lesquels doivent porter les tests sont

rangés dans une pile, La procédure TEST(A) permet de faire successivement

chacun des tests sur les éléments de ia pile, Cette pile a été choisie comme

partie haute de la pile annexe pour gagner le maximum de place en mémoire

(le nombre d'éléments total n'étant jamais supérieur a n+2).

Nous allons maintenant envisager les différents cas dans

lesquels nous aurons & faire un test

Nous Ssupposerons que l'élément a est déia translaté

a posséde un lien vertical et l'élément b correspondant se trouve déja dans

le chemin

~ b posséde un lien horizontal correspondant & l'élément c, Tout se passe

comme si on avait l'indice de c pour lien vertical,
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- b ne posséde ni lien ni pseudo-lien horizontal, Alors on "parcourt'! la ma.

trice & partir de b jusqu'a rencontre du dernier élément précédant b. Si

cet élément n'a pas de lien horizontal, nous avons terminé la translation,

si cet élément a un pseudo-lien horizontal, nous sommes conduits au

cas suivant

- b posséde un pseudo-lien horizontal, On recherche l'élément c qui suit b

dans la matrice d'enchainement, et on est amené au cas suivant

~ a posséde un lien horizontal et 1'élément correspondant b se trouve déja

dans le chemin nous sommes amenés & l'un des trois cas précédents,

Liorganigramme de translation avec tests est le suivant ;

R:= R+l

‘| M(R):=M(x) A

[ngs

V(X) ¢ 0

Iv - 17

Clest cette translation avec test mise sous forme de pro-

cédure TRA qui représente l'opération U (les tests sont sautés automati-

quement lorsqu'ils sont inutiles),

Lors de l'opération K(a,i) = K(a,i-1) J K(z,i-1), nous

devons faire cette translation avec tests pour tous les chemins d'extrémité z,

Il est facile de trouver les éléments z extrémité de chemin dans la matrice

d'enchafnement ce sont ceux qui n'ont pas de lien vertical, Mais pour pou-

voir faire les tests et par conséquent ranger dans le haut de la pile annexe les

sommets du chemin, il faut en connaftre son origine. Nous indiquons l'indice

de la ligne d'origine du chemin par un pseudo-lien vertical qui se distingue du

lien véritable parce qu'il est négatif. Ce pseudo-lien vertical n'est mis qu'aux

éléments fermeture de circuit extrémité d'un chemin, Lors de toute transla-

tion, ce pseudo-lien doit évoluer, On réalise ceci par un test du lien dans

la branche "neg" de l'organigramme translation avec test,

La recherche des chemins élémentaires d'extrémité z se

fait alors en recherchart les éléments z ayant un pseudo-lien vertical, ce

qui donne l'origine a du chemin, Puis, en "parcourant" l'arbre dont cet é1é-

ment est origine, on range dans le haut de la pile annexe les sommets succes-~

sifs, Quand on rencontre un élément z ayant un pseudo-lien vertical, on sup-

prime la ligne de z et on passe par la procédure TRA, Lorsque tous les che-

mins de a ont été analysés, on cherche de nouveau s'il existe des éléments

% ayant un pseudo-lien vertical. L'organigramme correspondant & cette

"résolution" est le suivant
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Pour restreindre llencombrement des mémoires, nous

nous donnons le graphe sous une autre forme que sa matrice associée

en effet, dans notre compilateur, le booléen occupe la méme place que l'en-

tier, soit une mémoire, Il est donc plus économique de se donner le graphe

SS

Sa es
par les éléments de chaque famille [TM (x). Pour cela, nous rangeons dans un

\ 

FIN 
tableau tous les éléments des différents ensembles [7 (x) dans l'ordre de co-

dage implicite des éléments, Un second tableau nous permet de connaftre pour
| 

tout x la position (par son indice) du premier élément de [ (x).
VK

f Cr= N43 Le passage de la forme matrice associée, A la forme donnée34

l < ci-dessus se fait par un petit programme ALGOL indépendant du programme
{ 

ah (c) 
principal, Nous profitons de cette transformation pour supprimer les boucles4 PUC) s=MUG

G:=V(G) (circuits de longueur unité) du graphe qui n'interviennent pas dans la recher-

che des chemins élémentaires,eae Lors de l'entrée du premier élément y de [ (x), son empla-5 ae
cement dans le tableau sert de compteur d'entrée pour les éléments z qui sui-

vent y dans I (x), Lors de la sortie vraie de x, ce compteur est forcé & zéro,

Pour ne pas confondre les éléments de I” (x) avec le compteur, nous donnons

—
me CEP

a ce dernier des valeurs négatives,

_ si Exemple : Les deux tableaux associés au graphe ci-dessous sont les suivants

[i . a 12 3 4 5 6 7 8

fl LW D jib e f£ ¢ £|T 
b e £O 

——

of NMI a bce f ghhe

test M(X)

Programme Algol,

Pour économiser la place, nous avons mis les deux premiéres

colonnes de la matrice d'enchafement dans le m@éme tableau MV, ce qui expli-

que les deux fonctions procédures M(X), V(X) permettant de restituer 1'é1é-

ment et son lien vertical & partir d'une seule mémoire,
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‘DEBUT’

DEB:

"DEBUT!

"DEBUT"

DEBCL?

PROGI:

BOUENT?:

BOENF :

SORTIE?

TENTIER' I, it 5

EXLCSH#GRAPHE_D'ORDRES@) ; IMPR 3 LICLAVCN) 3

TENTIER' 'TABLEAU' P.C1IN,1,N). , S-CLIND. , P.CLINt1). 3

LIRTCR) 3:

TPOURTES=1'PAS'L'VUSQUATN'FAIRE'S.CI).1=0 3

TENTIER' 'PROCEDURE' VALEURCI) 3 'ENTIER' I

VALEUR? ='SI'P,CI).'SUP'99000TALORS!

P.CE).-99009'SINON'

'SETP. CL). 'SUP'90000TALORS'

P.CI).-90000'SINON'P.CID.

‘ENTIER' C,D,B,yG,H,U,K

Br=Cs=D:=0 3 P.C1>.rsIs=1 3 Giel ¢

'ST'CLEC6) 'ALORS' DEBUT!
EXLCEH#MATRICE_ASSOCIEES@) ; IMPR

KI=VALEURCI) ;

'ST'P.CI).'SUP'99000'ALORS''ALLERA' BOUSOR ;

Jislel ;

"SITS. CK). 'EGALT=1'ALORS''ALLERAT BOENF ;

TST'S CK) TINFTOTALORST UALLERAT TRANS ;

ye r ‘ee

TALLERA!ve Ss ORT 'FIN!

SITS. CKD IOTFTOTETILIEGAL TT ALORS! 'ALLERA' BOUENT ;

"POUR'GI=S.CK) 41 1PAS'L'UUSQUATN'I FAIRE!

"STR CK, G).'EGALTITALORS'TALLERA' PROGI ;

'ST'S.CKD.'DIF'O'TALORS''ALLERA'T SOPTIE ;

S.CK).t=-1 3

'STTI'EGALTITALORS' TALLERA' EXFIN 3 'ALLERAt

S.CK).:5G 3 T:=l+l 5 P.C1D.93G 3 Li=l ;

BOENF

'STTP.C1), "DIF 'K'ALORS! 'ALLERA’ DEBCL 3 C:=C+#1 ;

EXLCSH#BOUCLE$@) ; EXEC4,C) ; IMPR ;

EXEC4,K) ; IMPR ; 'ALLERA' BOENF ;
"POUR'GS=I-1'PAS'-1'JUSQUA'L 'FAIRE' DEBUT!

'SE'P. CI). 'EGA'VALEUR(G)'ALORS'ALLERA' BOEN

"SITP,CG).'INF'90000'ALORS'

P.CG).:=P.CG).+90000 'FIN' 5 IMPR ;
3 1f=I-1 3; 'ALLERA'T DEBCL ;

STtP. CLD. TINE TQOQONOTALORS'IALLERA'T SU3 ¢

*POURTY -1'PAS'-1'JUSQUA'I'TFATIRE!

'SI'P. CU). INF'99000'ALORS'TALLERA' TESTSOM

F

3

3

IMPR

>

s

;



TESTSOM: 'SI'P. CU). INF'90000'ALORS' TALLERA' TESTFC ;

t=P.CU), 5 PaCd).t=P.CI) 249000 |

P.CI).:=H 3; 'ALLERA' DEBCL ;

Su3: '"ST'D'EGA'TO'ALORS'TALLERA' BOUSOR ;

TPOUR'G:=I1+1*PAS'L'UUSQUA'D' FAIRE! 'DEBUTt

Bi=B+l ;

TPOURTH!=1'PAS'1'UUSQUA'N' FAIRE!

R.CVALEUR(G),H).2=R.CVALEURCID,HD. 'FIN' 3

Di=0 3; 'ALLERA' BOUSOR ;

RACINE: P.C1).:=G ; 'ALLERA' DEBCL ;

TESTFC: 'POUR'G:=S, CVALEURCU)).+L'PAS'I'JUSQUA'N'FAIRE!

'SI'tR, CVALEURCJ),G).*EGAL'L'ALORS' 'DEBUT!

Ki=P.Cd), ; 'ALLERA' PROGI-'FIN' ;

Di=I 5 Ci=C#l ;

EXLC&HCIRCUIT$S@) 3 EXEC4,C) 3 IMPR ;

"POURTG =U 'PAS'L'YUSQUATI'FAIRE' 'OEBUT'

EXEC4,VALEUR(G)) ;

TST '(G-U+1)%20% 20 EGA 'G-J+1'ALORS'IMPR ‘FIN!

IMPR ; 'ALLERA' BOUSOR ;

BOUSOR: S.CK).:=-10 ; 'SI'I'EGAL'I'ALORS''ALLERA' EXFIN ;
TRANS: Bi=B+l 3; 'POUR'TGS=1'PAS'1'UUSQUA'N'FAIREt

'SI'R.CK,G).'SUGTIIALORS'R, CVALEURCU),G).1=2 ;

TALLERA' BOENF ;

'POUR'GI=1'PAS'1'JUSQUA'N'FAIRE!

SI'S. (CG). 'SUG'OTALORS''ALLERA' RACINE ;

EXEC8,B) ; IMPR ;

EXL CE#MATRICE_DE_FERMETURE_TRANSITIVE!$@) ; IMPR ;
*POUR'GI=1'PAS'1 TUUSQUATN' FAIRE! DEBUT!

EXEC3,G) ; ESPACEC2) ;

TMPOURTY:=1'PAS'L'UUSQUA'N'FAIRE!

"ST'R,CG,U).EGAL' OTALORS'EXLCEO_@)'SINON'EXL(E1 @) ;
IMPR 'FIN' |

'ST''NON'CLECS) ALORS’ 'ALLERA' DER ;

PAUSEC1]) ; 'ALLERA' DEBCL ;

EXFIN:

SORT:

‘FIN!

‘FIN!’

'EIN'H

‘DEBUT!

DEB:

‘DEBUT!

CA:

BEY

"FIN!

'FIN'#

"ENTIER'N, 1, 0,K, C3

LICLAVCN) ;

TENTIERT'TABLEAU! M,CLIN, LIND. |

LIRTCM) 3 Ki=1 ;

'ST'CLEC6) "ALORS! 'DEBUT!

EXLC&#MATRICE_ASSOCIEE$@) ; IMPR ;

"ALLERA? PF TFIN' ;

C:=0 ;

"POURTIS=1'PAS'1'YUSQUA'N' FAIRE!

'POURTUS=L'PASTITUUSQUA'N'FAIRE!

'SI'M, CU, 1D. DIF'O'ALORS' DEBUT!

Cs=C+l ;

TPOUR'KS=1'PAS'1'JUSQUA'N'FAIRE!

M,CJ,K) 65M. CU, K)-4M.C1,K). 'FIN' 5

EXEC8,C) 3 IMPR ;

EXLCE#MATRICE_DE_FERMETURE_TRANSITIVESG@) ;
IMPR 3 Ki=0 ;

'POURTIS=1'PAS'L'UUSOQUA'N'FAIRE DEBUT!
EXEC3,1) ; ESPACEC1) ;
"POURTUt=1'PASTI1'JUSQUA'N' FAIRE!

TSI'M, (I,J). 'EGAL'O'ALORS'EXL(E_0@)'SINON'EXL(E_1@) ;
IMPR TFIN' ; ~
"SITKIDIF'OTALORS' TALLERA' CA

"ALLERA' DEB ;



*DEBUT!

ET:

"DEBUT!

teNTIER'X, ib, MA, C,Y,T,c,K,6,b,R5

LIRECN,L, MAD 5

TENTIER'' TABLEAU! P.CLIN42). , TeClitl). , D.C1iLD. »

RV, H.CLIMA). 3

TENTIER' PROCEDURE! VCA) ;

YENTIER! X 3 ViEMV.CX) 8100 5

TENTIER''PROCEOURE' MCX) ; on
TENTIER' X 3 MI=MV,CX).-100®VCX) ¢

"PROCEDURE! TESTCA) 3 'ETIQUETTE' A ;

tpEBUT' 'ENTIER' J ;

tPOUR'UL=CTPAS'L'UUSQUA'N+2' FAIRE!

'STTABSCMCX) TEGAL'P.CU), ALORS!

TALLERA' A 'FIN' ;

'PROCEDURE! TRA ;

'DEBUT'

TD? RISRtl ; MV.CR).TSMCX) 3 H.CRD. 3

TSTtVCX9 FING 0 ALORS! 'DEBUT*

'STIMV. CX). INFEO'ALORS!

MV. CR SIEMV.LCRD =P eCN42) 62100 5

TALLERA’ TP TFIN' ;

X1=VOO 3

TF: TESTCTK) 3 V.CR).S=MV.CR-+LOORCRHLD 5
TALLERAT TD ;

TK: 'S1'H, CX). SUP! OT ALORS" 'DEBUT"
2CX). 3 'TALLERA'T TF TEIN’

Te: 1ST H.C). INF! O'ALORS' 'ALLERA' TE ¢
'STIVCX)TINGTOTALORS' 'ALLERA' FINTRA 5

TH 'ST'HCX). TING'OPALORS''ALLERAT TC 3

MISHLCK)e 3 TALLERAT TH j

TP: TST, CX). TEGAL' ONMALORS' TALLERA' FINTRA ;
ISTTHICXD .TINF' OTALORS'TALLERA' TE 3 WI=R ;

HeCR IEW

Ki=VCX)

Tis «CX. 3 TESTCTZ) 5

H. CHD. 12241 3 'ALLERA' TD ;

TZ: ALLERA''SI'H,CX).TINGtO'TALORS' TG 'SINON' TL ;

TE: KH.QO. F ,

"POUR WIERIPAS!=1 'JUSQUATL'FAIRE

'ST'MCX) 'EGAL MCW) 'ALORS''ALLERA'T TL 3

FINTRA: 'FIN' ;

3

LIRTCO) ; LIRTCT) 5 RISN

'POUR'I:=1'PAS'1'UUSQUATN'FAIRE'MV.CI),$=1 5
T:sMArsl 3; Lrs0

EXFIN?
;

'POUR'MA?Si1A'PAST1*JUSQUA'N'FAIRE!
'SI'T. CHAD. 'DIFTT.CMA+1). *ALORS' "DEBUT!
"SID. CT.CMAD.).'SUPTOTALORS'TALLERA' RACINE 'FIN' >
'ALLERA' CHEMINS ;

RACINE: P.C1).:SHA ;

DEBCL: K:=ABSCP.CI).) 3 X:=T.CK). ;

'ST'XTEGAL'T.CK+1). "ALORS! 'ALLERA' TRAN 3 ©1=D.CX).
'ST'G'EGAL' O'ALORST'ALLERA' TRAN ;
'SI'E'SUP'O'ALORS! 'DEBUT!

D.CX).25=K-1 5 P.CI+l).:=G 3 TALLERA' DE TFIN' ;
'SI'LIDIFTOTALORS''ALLERA' CIRENT ;

PROG? — 'ST'GTEGAL'=T.CK4+1).'ALORS''ALLERA' TESTSOR ;
ENTRE: D.CX).:5G-1 3 P.CI41).:50.0-6). ;
DE: rslrsI+l 5 'ALLERA' DEBCL ;

CIRENT: 'POUR'G:=I-1'PAS'=~1'dUSQUATLTFAIRE!

'SI'P.CI).'EGAL'P.(CG).'ALORS'P.CG).t=-P.C0). 3
'ALLERA' TRANS ;

TESTSOR?D.(X).250 3 'SI'PSCID.TINF'O'ALORS''ALLERA' RESOL ;
TESTI! 'SININEGALT1 ALORS" 'ALLERA' EXFIN 5

TRAN? = LIs0
3

TRANS: = G:=P.(N4+2),.:=ABSC(P.CI-1).) 3 X:=0 5

TSTTPSCIm1),INFTONALORS *C2=N+2'SINON'CLSN43 5
'SI'VCG)'EGAL' O'ALORS' "DEBUT?

MV.CG).2SMV.CG).41 00% (R41) 5 TALLERA' TESTL 'FIN? 3
TA! G:=V(G) ;

TB: 'STTH.CG).'DIF'O'ALORS! 'DEBUTt

G:5H.(G). 3 'ALLERA' Te 'FIN' ;
'SI'TX'EGALTO'ALORS' 'ALLERA' TC ;

TSE'VCG)'SUPTOTALORSTTALLERA! TA

H.CG).: 3 'ALLERA' TESTL ;
TC: H.CG).15R RizG ;

'SITVCG)'SUP'OTALORS'HALLERAT Tay 3

3

TESTL: 'SI'L'DIF'O' ALORS! DEBUT!

RISRtl 5 HV.CRI.I=-P.C1).-1008P N42). |
CR).220 3 Lt=0 3 Tr=I=1 3 'ALLERA' DEBCL 'FINT

BSCP.CI).) 3 TRA 5

-1 3 'ALLERA' DEBCL ;
RESOL? JtaP.CI). 3 KI=Rti 3

RAL TPOURTK3=SK=1 'TANTQUE 'K'SUPIN'EAIRE!

'SITUTEGALTMCK) ALORS 'ALLERAT RB 0 3; 'ALLERA' TESTI ;
RBt GizeVCK) 3

Rut CIENe3 3

RD: 'STIVCG) SUPT OATALORSt tpFRUTE

Ci=C~1 3 PYCC).:=MCG) ;

Gt=VCG) 3 "ALLERA' RD TIN’ 3
'SITU'SUPTO'ALORS' 'LLERAT PERFO 3 Lr=R 3
'SI'MCG)'OIFUTALORSTALLERAT RE +
Xt=VC-U) 3 MV.CG).:=-u ;

RL: TESTCRKD 3 MV.CG).2=MV.CG).+100%(R+1) 3 TRA ;

i - ell



RE? 'STTH. CGD. INF'O'ALORS' 'ALLERA' RF ;

"STTH. CG). 'EGAL' GTALORS* TALLERAT RA 3

'ST'L'DIFTRIALORS'H,CR).:=-G ;

RG: G!i=H.(G). 3 TALLERA'? RD F
RK? 'ST'H, CX). TEGAL OTALORS* TALLERAT RE 3

X:2H. CX). 3 TALLERA' RL ;

RF: 'ST'L'DIFIR'ALORS 'HYCRI.IZH.CG). :

RM? G:=-H.CG). ;
RH? f2C+l 3p 'ST'P.CCH1).'DIF'MCG)TALORS''ALLERA' RH ;

TALLERA' RG ;

CHEMINSTEXLCE#!IGRAPHE_PTORDRES@) ; EXEC3,N) 3 IMPR ;
EXLCEH#CHEMINS ELEMENTAIRES MAXIMAUXIS@) 3; IMPR 3 I:=0

CAt 'POURTTSS141'TANTQUE' IT ING IN' FAIRE? !DEBUT!

rsG:sl 3 'ALLERA' Ru 'FIN' ;

TALLERA’ ET 3

PERFO: Cr=Cel 3 P.CC).I=MCG) ;

'POURTUSSN42'PAS'=-1'UUSQUATCTFAIRE!

EXEC3,P.Cu).) 3 IMPR ;

'ST'H.CG).'SUP'O'ALORS' ‘DEBUT ®

CrsC+l 3 'ALLERA' RG 'FIN' ;

'ST'H, CG). TINFEQTALORSTPALLERA' RM 3 TALLERA' CA 3

'FINt

'FIN' 4
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