
2 NFL

Université de NANCY I Département de Mathématiques

Appliquées et Informatique

Centre de Recherche en Informatique de Nancy

THESE DE DOCTORAT D'ETAT.
x

és SCIENCES
présentée a l'Université de Nancy I

par

Prosper Kwaku DOH

pour obtenir le grade de

DOCTEUR és SCIENCES MATHEMATIQUES (Informatique)

Courbes paramétriques polynomiales et formes matricielles du théoréme

binomial.

Nouveaux outils fondamentaux pour la conception et fabrication assistée

par ordinateur.

Soutenue le 13 juillet 1988

Composition du jury :

Président : R. MOHR

Rapporteurs : Y. GARDAN

M. PIERRE

Examinateurs : P. BEZIER

J.P. HATON

M.C. HATON

M. VERON

BIBLIOTHEQUE SCIENCES NANCY 1

D095 14 145994 4 ae



Université de NANCY I Département de Mathématiques

Appliquées et Informatique

Centre de Recherche en Informatique de Nancy

THESE DE DOCTORAT D'ETA

és SCIENCES
présentée a l'Université de Nancy I

par

Prosper Kwaku DOH

pour obtenir le grade de

DOCTEUR és SCIENCES MATHEMATIQUES (Informatique)

Courbes paramétriques polynomiales et formes matricielles du théoréme

binomial.

Nouveaux outils fondamentaux pour la conception et fabrication assistée

par ordinateur.

Soutenue le 13 juillet 1988

Composition du jury :

Président : R. MOHR

Rapporteurs : Y. GARDAN

M. PIERRE

Examinateurs : P, BEZIER

J.P. HATON

M.C. HATON

M. VERON



é

Grace

Delali, Du-Anyo et Eyram

thet



teee

AVANT-PROPOS
beet



ahs

em aes dee thleee ties ts
AVANT - PROPOS

Ce travail a été réalisé au Centre de Recherche en Informatique de Nancy sous la direction de

M. le Professeur JP. HATON ; qu'il trouve ici, pour la bienveillance et l'aide incessante

quiil m’a toujours prodiguées, pour les suggestions judicieuses et les encouragements qu'il

ma donnés, l'expression de ma profonde et respectueuse gratitude.

Je remercie trés vivement M.C. HATON, Maitre de Conférences a l'Université de Nancy I,

pour son amitié au fil des années, pour le trés grand intérét qu'elle a toujours manifesté pour

ce travail, pour ses nombreux conseils irremplacables et pour avoir accepté de me faire

l'honneur de participer au jury.

Que M. le Professeur ¥. GARDAN a l'Université de Metz et M. le Professeur M. PIERRE a

l'Université de Nancy I soient assurés de toute ma reconnaissance pour avoir accepté d’étre

mes rapporteurs et de me faire l'honneur d’étre membres du jury.

Je tiens a remercier M. le Professeur M. VERON de l'Université de Nancy I pour m’avoir

autorisé l'accés @ la riche documentation de son laboratoire en la matiére dela CFAO. Je lui

dois notamment une bonne partie de la bibliographie de base pour ce travail, parmi laquelle

la these et l’ouvrage sur la commande numérique (version anglaise) du Professeur BEZIER,

la these de CHEMLA, de RIS, de VERON ainsi que les revues de CAD. Je lui exprime

aussi ma gratitude pour I'honneur qu'il me fait d’étre membre du jury.

Que M. le Professeur R. MOHR @ l'Institut Polytechnique de Lorraine soit assuré de ma

Profonde gratitude pour son amitié et pour avoir accepté d'examiner ce travail et de me faire

Uhonneur d’étre membre du jury.

Je n‘oublie pas le Professeur P. Bézier dont la contribution déterminante de pionnier dans le

développement de la CFAO est universellement reconnue et dont les travaux restent pour moi

une source irremplacable d'inspiration et d'émulation. Je le remercie pour le trés grand

honneur qu'il me fait en acceptant de participer au jury.

Mes remerciements s‘adressent également a l'ensemble du personnel du CRIN, aux

chercheurs, aux secrétaires, aux techniciens et en particulier a l'équipe RF-IA et a Madame

Martine KUHLMANN qui a eu la gentillesse de mettre son bureau a ma disposition durant la

préparation de ce travail.



Et, a Joseph DI MARTINO, mon ami de toujours, je dis un grand merci pour ses

nombreuses séances de 'brain-storming’ qui m'ont permis de mieux formuler mes idées.

Enfin, ad ma famille qui a tant consenti et m’a tant soutenu, je dédie ce travail.

TABLE DES MATIERES

ELLE



Introduction générale

Partiel Transformations des courbes paramétriques polynomiales : Une approche

unifiée

Chapitre 1 Présentation de l'étude ..........sssssesesessteeserertenereneerrsateees 3

| Introduction .....c.ceeceeeeeees sane quad edVUssassveediaseadddevereacuaneseosevatioee 3

1. Formes paramétriques everevvvesseveees

2. Formes polynomiales 4

3. Opérations mathématiques courantes 5

3.1. Caractéristiques communes des opérations courantes .. 6

Objet de ce travail 6

Modéles de représentations de courbe étudiés .. 8

Huit choix classiques de fonctions de base 8

6.1. Formes Algébriques 9

6.1.1 Propriétés des 419; 9

6.2. Fonctions de Ball cubiques lt

6.2.1. Propriétés des 2,9; li

6.3. Fonctions de Bernstein-Bézier cubiques ...........s2srssreceeteeeeeteentees ees 13

6.3.1. Propriétés des pei .cscecceeessersesreesseneeescerserseessstreeenesees 13

6.4. Fonctions de B-spline cubiques ou Fonctions cubiques de Riesenfeld...... 15

6.4.1, Proprigtés des g.)0i .seecsseeeescetesssesetsereerstseseeeeereeneccetans 16

6.5. Fonctions de Hermite (aussi de Ferguson) CUbIQUE ........-ssseseeeenreeeses 19

6.5.1. Propriétés des pp Pi ceessseseesersenereererersneenerenaneescetseeesncn 19



6.6. Fonctions d'Overhauser .........scsccseessesssesscnrerseseseseesseetretseeneens 21

6.6.1. Propriétés des 6,19;

6.7. Fonctions de base de Taylor cubiques ........0:ss:sseseeessceeesereeseseeenees 23

6.7.1, Propriétés des 74,9: . 23

6.8. Fonctions de Timmer CubIques ..........sceccsceseceereeeeneeerrerteneersaeenee 25

6.8.1. Propriétés des yin 25

7. Triangle de Pascal et transformations linéaires paramétriques 27

Chapitre 2. Schémas Paramétriques Polynomiaux 34

Introduction ......0.5 cccsesecsesseserseeseeeereneeerseraeessqessnneseesseeseserenteneseneenee 34

1. Spécification ....

1.1, Notion de schéma

1.2, Représentations de schéma .... 35

1.2.1. Forme vectorielle

1.2.2. Formes matricielles .... 36

1.2.3, Propriétés de la matrice R - 38

1.2.4. Choix d'une forme .......:.::ceceesseseeeeeeeteeesteseeseseeeennes 45

2. Schéma de courbe 45

2,1, Deux décisions ....

2.2. Spécification de schéma de courbe ...

2.2.1 Expression du point courant

2.2.2. Intervalle normalisé et indicateurs de géométrie ............+++:-00 49

2.3. Schéma de Bernstein-Bézier cubique 50

Conclusion ........:.ccccessesesseeessceeeeseeesecenceeeesueseneesaarsasesseensneceageesanseeseess 52

Chapitre 3, Groupes matriciels de transformation polynomiale 53

Introduction

1. Matrices de transformations homothétiques ..

2. Matrice binomiale et ses puissances banalisées .

2.1. Etdede f+T, pour «%=0,1; définition de la matrice binomiale .

2.1.1. Matrice binomiale et coefficients binomiaux........+.6+1reecereeres 62

2.1.2. Propriétés élémentaires de Go... eee ssesseeesseetesseteeeeeeeeeneeees 64

2.2. Généralisation : poursuite de l'étude de fie Ta ..ssssessseessereteseteereeens 67

2.2.1. Puissance banalisée de G ......cccesscesseesersensesseseseseeeeneeess 68

2.2.2. Définition de G*

2.2.3. Propriétés de G*

2.3. Groupe de translations . 77

2.3.1. Conséquences immédiates -........cccceeseererteeeeereen etre eeeee reas 719

2.4. Transformations linéaires : solution générale .........0eseeeeseeserreeeeeereeees 86

241, Identités rémarquables .......0....cceceeeeeeeeeeeeeee sere cteeneeenees 89

2.4.2, Propriétés de 1)...-..ceeceeesseeerersrseseeesereeseneteeeseeeeeenenns 91

Conclusion 95

Chapitre 4, Matrice de Bernstein et matrice de Bézier

Introduction ..

1. Approximation de Bernstein ..

1.1, Matrice de Bernstein

1.2. Fonctions de Bernstein de degrés successifs

1.3. Huit décompositions canoniques de Bernstein(t) ...-..ssseeceseeseseerees 11

1.3.1. Matrices rationnelles de Bernstein .......s.::s:-seseessseeseerseee 117

iti



np Méthode UNISURF de Bézier .

2.1, Propriétés de l'approximation de Bézier ............ccccccseceseesenseeeeeeseces 124

2,2, Relations entre Bés, » (t) et Bas m (1).

2.3, Fonctions de Bézier et fonction échelon-unité ...0...cssccsceeeseseeeseseee 129

2.3.1. Relation entre procédés de Bernstein et de Bézier .....4..css0000000 132

2.4. Famille de courbes de Bézier 134

Conclusion

Chapitre 5. Modéle de dérivation polynomiale : indicateurs de géométrie

Introduction 141

1, Polyndme dETiVE 0... esc essseseseeeccsseesenscssceesescseaeseseesetscseaeneseess 141

LL, Propri€tés de Ko o...ccsccsscsssstsseccsssesseessesssrsacsscescssensseseeersesvas 145

2, Dérivation des courbes paramétriques ......0.....ccccsscsesssesseetsceeseseseseesees 159

2.1. Indicateurs de géométrie d'ordres supérieurs ..........:.cceeseceeesseeeeeeseee 160

2.1.1. Opérateur 1G* et un tableau fondamental pour I’analyse

de courbe 163

2.2. Schéma cubique de Bernstein-Bézier 165

2.2.1. Conditions de raccordement de courbes cubiques

de Bernstein-BEzier .......1....sscccsssssseesessssscsensessesscseeves 166

2.3, Deux indicateurs spécifiques .........s.ccsccsssesseseesesceseesessesetseessens 168

2.3.1, Conditions de Cauchy 00... cccetesseetseseetseeteeseeseeeee 168

2.3.2. Symétrie par permutation par rapport At et f- J ....cceseeceeee 170

2.3.2.1 Caractérisation matricielle .......cccccseecsesesetsesseeee 171

3. Dérivation : modéle diinteraction concepteur .......:.cccssecesseeeeseeseeeee 174

3.1. Matrices de dérivation et symétrie par permutation ..........:.sssesseeeees 179

Conclusion 180

Chapitre 6. Segmentation de courbes 182

Introduction 182

1, Bisegmentation : formulation du probléme .........sseeseesteesenseseeseneenes 182

1.1. Bisegmentation sur [0, 1] 187

1.1.2. Bisegmentation en ¢,= 1/2 ae Pr

1.1.3, Bisegmentation de schémas de Berntein-Bézier ent = 1/2

1.1.4. | Matrices de segmentation et symétrie par permutation . 201

2. Segmentation multipoints : cas général 203

2.1, Segmentation multipoints 4 pas constant sur (0, 1] . 205

2.1.2. Exemple de trisegmentation : courbe de Bernstein-Bézier

CUDIQUE .....seseesseecescesesseseeeesetsesetsstseeraneenecseenensnee ene 206

Conclusion .. 209

Chapitre 7. Conversion de schémas et de représentations 211

Introduction 211

1. Conversion sur intervalles arbitraires .........ssssseeseeseessesseeeeeneessestieetens 212

1.1. Notations et terminologic ........::cceessseseenereereerseeteenrrecereesenteseees 212

1.2. Solution

1,3. g-schéma et h-schéma sur un méme intervalle de parambtre ........+.+.++4 216

2. Relation entre conversion et segmentation . 219

3. Base des schémas symétriques par permutation : aspects théoriques ..........+. 222

3.1. Hypothéses 222

3.2. Terminologie ... 222

3.3. Objectifs poursuivis 223

3.4, Idée directrice 224

3.5. Choix d'un noyau S-D.....cscccccccccseeeeseeeereesseseeseneeneeseneesecesanne 224

2273.5.1. Spécification intermédiaire .

v



3.5.2. Régles de calcul des matrices A;, Aj‘ et My, avec

PMID cccccececsntcetesesenseeenensesecnsneevenseenesaeeneaanens 227

3.5.3. Construction de S-D : application de symétrie par permutation. 228

3.5.4. Codage et décodage de S-D : aspects algorithmiques ........+-+- 230

Conclusion .........:ccecseseessessceeseeerseeceeestaeeegaseressereeseaserteeerenesenserees 231

Transition entre partie I et partie I

Conclusion de la partic I .......ssccseeseeseeneeseeresseeeserceseeasenasaessssneeeneeeatcegene 232

Partie Il: Vers des nouvelles perspectives pratiques pour la CFAO.......csssssreee 235

Chapitre 1. Analyse automatique de courbes : Une simulation sur neuf schémas

classiques

1.1. Fonctions de lissage ... 237

1.2. Matrices caractéristiques . 237

1.3. Vecteurs caractéristiques . 238

1.4. Conditions aux bornes de la courbe canonique 239

1.5. Simulations .... 239

1.5.1, Schéma algébrique (Al) .... 240

1.5.2. Schéma de Ball cubique (Ba) 242

Schéma de Bernstein-Bézier cubique (Bé) .. 244

Schéma de B-spline cubique (Bs) 246

Schéma de Hermite cubique (He) 248

Schéma modifié de Hermite cubique (mHe) 250

1.5.6.1. Préliminaire .......0.0.. Fo 251

5.6.2. Analyse du schéma modifié de Hermite cubique 254

1.5.7. Schéma cubique d’Overhauser (Ov) . 256

1.5.8. Schéma de Taylor cubique (Tay) . 258

1.5.9. Schéma de Timmer cubique (Tim) ..

1.6. Interprétation géométrique classiques des schémas étudiés

Conclusion

262

268

Chapitre 2 Relations entre paramétres homologues de six schémas classiques .._ 270

Introduction

1, Conversion vers Ball Cubique ........s:csscssssesssetsseresneasteneenererenessssess 270

1a. Inverse de sa matrice de lissage .........sssseesessrseencrtersentsareeeeeenenes

1.b. Fonctions de lissage de Ball cubique (Ba)

1.1 Schéma initial ; schéma de Bernstein-Bézier cubique (Bé).

1:2,

1.3.

1.1.1. Matrice de lissage de Bernstein-Bézier cubique

1.1.2. Fonctions de lissage de Bernstein-Bézier cubique

1.1.3. Matrice de passage Mpg opa=Apa * A gg reeteeseeseeseeeeees 271

1.1.4. Sommets de Ball exprimés en fonction des sommets de Bézier :

Payg = Mgg_oBa Ppg vveessessseeeeeceeterseererees seterenreesetnnes 272

1.1.5, Fonctions de lissage de Bemstein-Bézier exprimées dans

labase de Ball : @p,(t) = 5,(t) Mpg spe . 27

Schéma initial : schéma de B-spline cubique (BS) ccs ceseeeertecseneeeserers 272

1.2.1. Matrice de lissage de B-spline cubique ABs . 272

1.2.2. Fonctions de lissage de B-spline cubique ... we 273

1.2.3. Matrice de passage Mp, _spa=Apa *A Bs: 273

1.2.4. Sommets de Ball exprimés en fonction des sommets

de B-spline cubique : Pg, = Mp, pe Pps ss 273

1.2.5, Fonctions de lissage de B-spline cubique exprimées dans

Schéma initial : schéma de Hermite cubique (He) .

1.3.1.

1.3:2.

1:3:3%

1.3.4.

1.3.5,

la base de Ball : oO = Oy (t) Mgg_opa ceeeeereeseseettee 273

274

274

274
Matrice de lissage de Hermite cubique ......

Fonctions de lissage de Hermite cubique ..

Matrice de passage My, 5p,=As * Ane .. 274

Sommets de Ball exprinyés en fonction des sommets de Hermite

cubique : Py, =Myo saa Poe sees 274

Fonctions de lissage de Hermite cubique exprimées dans

vii



la base de Ball: ),,(t) = , (t)MHe—>Ba “ote

1.4. Schéma initial : schéma de Hermite cubique modifié (mHe) ............6... 275

1.4.1. Matrice de lissage de Hermite cubique modifié ...........seceeee 275

1.4.2. Fonctions de lissage de Hermite cubique modifié .............2.04 275

1.4.3. Matrice de passage Marie pq =A pa # A gutje coeerseeseeeeeeesenn 216

1.4.4. Sommets de Ball exprimés en fonction des sommets de Hermite

modifié : Pp, = M, P, a5 Fneteeenetansareecen eee 276mHe—>Ba “ mHe *******

1.4.5. Fonctions de lissage de Hermite cubique modifié exprimées

dans fa base de Ball: ®)1.(t) = Op .(t) Mitte spa cesreeeseeeees 276

- 2771.5. Schéma initial : schéma de Timmer cubique (Tim) .

1.5.1. Matrice de lissage de Timmer cubique .. 277

1.5.2. Fonctions de lissage de Timmer cubique ..

1.5.3. Matrice de passage Mp. 5p, A a $A cpygy creerecnee eeseesenee 277

1.5.4. Sommets de Ball exprimés en fonction des sommets de Timmer:

Pg= Mig tie Ppigg tse snooe «svssroves savreraven tateammrveveeves 217

1.5.5. Fonctions de lissage de Timmer exprimées dans la base de Ball

right) = Opa(t) Mein spa = . 218

1,6. Schéma initial : schéma d'Overhauser cubique (OV) .......0++ seseeseeeteeenee 278

1.6.1. Matrice de lissage d'Overhauser cubique .. . 278

1.6.2. Fonctions de lissage d'Overhauser cubique . 278

1.6.3. Matrice de passage Moy pq =A pa A qi cresesrees eeeeseeeeee 279

1.6.4, Sommets de Ball exprimés en fonction des sommets de Timmer :

Pa = Mrin—Ba Prim ++ a 279

1.6.5. Fonctions de lissage de Timmer Cubique exprimées dans la base

de Ball: %7,,(t) = 04,(t) M 279Lpim—pBa voters ts eeeeeeneee ee eee

Conversion vers Bernstein-Bézier cubique .....4..66 ccseessese ceceeessse seeeeeeeees 280

2.a. Inverse de sa matrice de lissage .......00. cccscssees seseeessee cesesseeee cette

2.b. Fonctions de lissage de Bernstein-Bézier cubique .

2.1. Schéma initial : schéma de Ball cubique (Ba) .

2.1.1. Matrice de lissage de Ball cubique .......0.. cesecsecee sereeseeesseens 280

2.1.2, Fonctions de lissage de Ball cubique «0.2.0... sessesseee coseeeeee 280

2.1.3. Mattice de passage Mp, pg = Age's A gg eecccesees eseeeseeeeeee 280

2.1.4. Sommets de Bézier exprimés en fonction des sommets de Ball :

Bigg = Mig sig Bina cores essen consaoense sssvesineslessnstions faszine 281

2.1.5, Fonctions de lissage de Ball cubique exprimées dans

la base de Bernstein-Bézier: ®, (t) = Op¢(t) Mg, ope ees 28]

2.2, Schéma initial : schéma de B-spline cubique (Bs) ......066 sessssiees severe 281

2.2.1. Matrice de lissage de B-spline cubique ........4. esseeseereeereees 281

2.2.2. Fonctions de lissage de B-spline cubique .....s.0+ sessescenneee 281

2.2.3. Matrice de passage Mp, _.ne=Ape # Ags . 282

2.2.4. Sommets de Bézier exprimés en fonction des sommets

de B-spline: Pyg = Mg._.pg Py, eeeeeeree eseeseeee cetereseseeens 282

2.2.5. Fonctions de lissage de B-spline cubique exprimées dans la

base de Bernstein-Bézier : O, (t) = ®g,(t) Mg. spe -eeeeeeee 282

2.3. Schéma initial : schéma de Hermite cubique (He) .......... cscccsee ceeeseee 282

2.3.1. Matrice de lissage de Hermite cubique .......... ccssseee eeseeceees 282

2.3.2. Fonctions de lissage de Hermite cubique ......406. sseceee ceceeee 283

2.3.3. Matrice de passage My,_.ng=A pe A pg cressesees corereeereens 283

2.3.4. Sommets de Bézier exprimés en fonction des sommets de

Hermite : Pye = My._spe Pry

2.3.5. Fonctions de lissage de Hermite cubique exprimées dans

la base de Bernstein-Bézier : O).,(t) = Oy .(t) My. gpg verse 283

2.4. Schéma initial : schéma de Hermite cubique modifié (mHe) .......... 2.24. 283



2.4.1. | Matrice de lissage de Hermite cubique modifié ........1. 1s 283

2.4.2. Fonctions de lissage de Hermite cubique modifié ......4... .--.04 284

2.4.3. Matrice de passage Mine ong=Ane A mies rete 284

2.4.4. Sommets de Bézier exprimés en fonction des sommets de

Hermite : Pyg = Maije ope Pinte vsrceteree cerereeee sereeetee evens 284

2.4.5. Fonctions de lissage de Hermite cubique modifié exprimées dans

la base de Bernstein-Bézier: y(t) = ®pe(t) Matte ope ss 284

2.5. Schéma initial : schéma d'Overhauser cubique (OV) ......:066 creeeerereeeees 285

2.5.1. Matrice de lissage d'Overhauser Cubique .......016 seessseeee eeeseee 285

2.5.2. Fonctions de lissage d'Overhauser CUbIqUe .......166 ceeeeneresenees 285

2.5.3. Matrice de passage Moy_ape=A pe A gy cersessees cresseerneeee 285

2.5.4. Sommets de Bézier exprimés en fonction des sommets

d'Overhauser: Py,=Mo, pe Poy - 285

2.5.5. Fonctions de lissage d'Overhauser cubique exprimées dans

la base de Bernstein-Bézier : 4. (t) = Op,(t) Moy_ppe --+- 285

2.6. Schéma initial : schéma de Timmer cubique (Tim) .....--.-esseessesee ceeseens 286

2.6.1. | Matrice de lissage de Timmer cubique .. . 286

2.6.2. Fonctions de lissage de Timmer cubique . 286

2.6.3. Matrice de passage My, spe=Ape * A tim .. 286

2.6.4. Sommets de Bézier exprimés en fonction des sommets

de Timmer : Pag = Moin spe Prim 2+ 286

2.6.5. Fonctions de lissage de Timmer cubique exprimées dans

la base de Bernstein-Bézier : ®_,(t) = ® pt) Main ope 286

Conversion vers B-spline CUbIqUE J... .csceseees coeeeeerseser state cenesennenes 287

3.a. Inverse de sa matrice de lissage - 287

3.b. Fonctions de lissage de B-spline cubique .........c:cccseee ceesseseeeesesees 287

3.1. Schéma initial : schéma de Ball cubique (Ba) STAC STA TeRT HOSE MONSRNGENTTIES 287

3.2.

3.3,

3.4.

3.1.1. Matrice de lissage de Ball cubique . . 287

3.1.2, Fonctions de lissage de Ball cubique . . 287

3.1.3, Matrice de passage Mg, _.5,=Apy *Apa . 287

3.1.4. Sommets de B-spline exprimés en fonction des sommets

de Ball: Py, =Mg, 5p, Pp, 288

3.1.5. Fonctions de lissage de Ball cubique exprimées dans la

base de B-spline : ©, (t) = ,.(t) Mp, ops 288

Schéma initial : schéma de Bernstein-Bézier cubique (Bé) 288

3.2.1. Matrice de lissage de Bernstein-Bézier cubique .............-.01. 288

3.2.2. Fonctions de lissage de Bernstein-Bézier cubique ..............006 288

3.2.3, Matrice de passage Mgg_.p, =A py A pgrcereeseeeeseseeseeee 288

3.2.4. Sommets de B-spline exprimés en fonction des sommets

de Bézier : Pp, = Mgy_., Pps - 289

3.2.5, Fonctions de lissage de Bernstein-Bézier cubique exprimées .

dans la base de B-spline :,(t) = O5.(t) Mpg apg errereeeeeeee 289

Schéma initial : schéma de Hermite cubique (He) ... . 289

3.3.1. Matrice de lissage de Hermite cubique ........-.:ssceeersreeereeeeenee 289

3.3.2. Fonctions de lissage de Hermite Cubique .....scseeeeeeesineeseetees 289

3.3.3. Matrice de passage My, apg =A py A He cerseeeesseseeseeneee 289

3.3.4. Sommets de B-spline exprimés en fonction des sommets

de Hermite : Py, = Mypage Prue -soesesscesseseesees coeseeeseneeneees 290

3.3.5. Fonctions de lissage de Hermite cubique exprimées dans

la base de B-spline : 1, (t) = Op.(t) Myo spy seseseessesseeseaens 290

Schéma initial : schéma de Hermite cubique modifié (mHe)

3.4.1, Matrice de lissage de Hermite cubique modifié

3.4.2. Fonctions de lissage de Hermite cubique modifié

3.4.3. Matrice de passage M,mHe—>Bs
= “1

=A gs + A atte

3.4.4. Sommets de B-spline exprimés en fonction des sommets

xi



de Hermite modifié: P,, = My Pe—>Bs mHe ttttcttt tree eens

3.4.5. Fonctions de lissage de Hermite cubique modifié exprimées

dans la base de B-spline : ® pedt) = Py lt) Mage ops renee 291

3.5. Schéma initial : schéma d’Overhauser cubique (Ov) ........c0cceceeeeeeeeee 291

3.5.1. Matrice de lissage d'Overhauser cubique ......ccccectscseeeaveoeeene 291

3.5.2. Fonctions de lissage d'Overhauser cubique ............ceceeeseeeens 291

3.5.3. Matrice de passage My,_.p,=A men ee 1A) og nagereerrnsaesEEE eon 291

3.5.4. Sommets de B-spline exprimés en fonction des sommets

@Overhauser: Py = Moy pe Poy ccesceccsessseeeees seseeeseeees 292

3.5.5. Fonctions de lissage d'Overhauser cubique exprimées dans

la base de B-spline : ,,(t) = O, (t) Moy ope eeerseereseere 292

3.6. Schéma initial : schéma de Timmer cubique (Tim) .........cc0cseeeeceeeereees 292

3.6.1. Matrice de lissage de Timmer cubique ............cceceees seeeeeeees 292

3.6.2. Fonctions de lissage de Timmer cubique ......0.....c:.cseeeeeeeees 292

3.6.3. Matrice de passage My, ng = Age A pj eereeeeeeeereereren 292

3.6.4. Sommets de B-spline exprimés en fonction des sommets

de Timmer : Pa, = Moin, sp Peppy ccreccerteeeteeeeees seeeeeneneaans 293

3.6.5. Fonctions de lissage de Timmer cubique exprimées dans

la base de B-spline : ®, 0 (t) = @, (0) May ope corer teeeerees 293

Conversion vers Hermite CubDique ......0.. 0c. ec ceece ceeeeeeceeeeebeneae eeeneeneesss 293

4.a. Inverse de sa matrice de lissage oo... eeeecceccese ceeeeetteceeeeneeseertanease 293

4.b Fonctions de lissage de Hermite cubique ......0....cccseeee cosevesseeeeeeeens 293

4.1, Schéma initial : schéma de Ball cubique (Ba)... 0. eeeeeceecee ceeseeeeeeeees 294

4.1.1.

4.1.2. Fonctions de lissage de Ball cubique

Matrice de lissage de Ball cubique .......0...0.0:ceecseeseeeeeeee eres

4.1.3. Matrice de passage My, r= A pie & A pg ccersesescseeseeseesees 294

4.2,

4.3.

4.4.

4.1.4. Sommets de Hermite exprimés en fonction des sommets

de Ball : Py. = Maa se Pag errcrcreceseerrrees ceereeeeeetineees 294

4.1.5. Fonctions de lissage de Ball cubique exprimées dans la base

de Hermite ©, {t) = ©).,(t) Mga ope esesereeeetectreeesee tices 294

Schéma initial : schéma de Bernstein-Bézier cubique (BE) .........ccceeseees 295

4.2.1. Matrice de lissage de Bernstein-Bézier cubique ...............-1. 295

4.2.2. Fonctions de lissage de Bernstein-Bézier cubique ..............064 295

4.2.3. Matrice de passage Mag se =A pe A pg cercecceeeeseeeesteees 295

4.2.4. Sommets de Hermite exprimés en fonction des sommets

de Bézier : Py, = Mag ste Ppgereccrceeeeeeeetes race setae ntsc 295

4.2.5. Fonctions de lissage de Bernstein-Bézier cubique exprimées

dans la base de Hermite :@, ,(t) = Delt) Mpg tte verses sree 295

Schéma initial : schérna de B-spline cubique (BS) ..........:seeeeeteeseeser ees 296

4.3.1. Matrice de lissage de B-spline cubique ....--.....ccseeessseecreree ees 296

4.3.2. Fonctions de lissage de B-spline cubique .........cesceceereeeeeeenes 296

4.3.3. Matrice de passage Mg, te =A He # A Bg creccerereeerer revere 296

4.3.4. Sommets de Hermite exprimés en fonction des sommets

de B-spline: Py, = Mg ste Pps vcreecceeerrte etter 296

4.3.5. Fonctions de lissage de B-spline cubique exprimées dans

la base de Hermite : Oy tt) = 6, (0) Mag ole crcccrreeteeeeeeess 296

Schéma initial : schéma d'Overhauser cubique (OV) «0.0... terse eee eee es 297

4.4.1. Matrice de lissage d'Overhauser cubique .......-0.seeeseeree screens 297

4.4.2. Fonctions de lissage d'Overhauser Cubique ........c.ssseeeee serene 297

4.4.3. Matrice de passage Moy site =A pe A gy vtererecceetreeroeeen 297

4.4.4, Sommets de Hermite exprimés en fonction des sommets

d'Overehauser : Py, = Moy_stte Poy sce cre 297

xiii



4.4.5. Fonctions de lissage d'Overhauser cubique exprimées dans

la base de Hermite : ©, (t) = O1..(t) Moy aye vereveereeeeeeeen 297

4.5. Schéma initial : schéma de Timmer cubique (Tim) ......cc.ccscssessssecseeees 298

4.5.1. Matrice de lissage de Timmer cubique .........0.00.c000 cesseessee 298

4.5.2. Fonctions de lissage de Timmer cubique ............ccseccccceseeeees 298

4.5.3. Matrice de passage My. oe = Ape a A Anne see 298

4.5.4. Sommets de Hermite exprimés en fonction des sommets

de Timmer : Py, = Mo im—sHe Rod « soveesrevepeanweweionspmesenaes 298

4.5.5. Fonctions de lissage de Timmer cubique exprimées dans

la base de Hermite : By) = Oy (0) Meri ote ereeeeseeeseree 298

Conversion vers Overhauser cubique .......:..cccccccecs ccceesscscasseeececeecoeeens 299

5.a. Inverse de matrice de lissage ..0.........ccccceee cecesesessssscececee snucuseeese 299

5.b. Fonctions de lissage d'Overhauser cubique ......0..cccccccces seesecsececceee 299

5.1. Schéma initial : schéma de Ball cubique (Ba) ......c.cccccccccese cessccseseeeee 299

5.1.1. Matrice de lissage de Ball cubique ....00.....00.0cce ceseseseceeee 299

5.1.2. Fonctions de lissage de Ball cubique ....0.0...cccccccssscessceensens 299

5.1.3. Matrice de passage Mg, oy = A gy x A pg coceceereeseeeseeeeecs 299

5.1.4, Sommets d'Overhauser exprimés en fonction des sommets

de Ball : Po, = My, oy Pry ceecceeceeeeeeetees sesteteneeseeseees 300

5.1.5. Fonctions de lissage de Ball cubique exprimées dans

la base d'Overhauser : ® att) = © out) Magy sey ere artesesssees 300

5.2. Schéma initial : schéma de Bernstein-Bézier cubique (BE)... eeeeeeeeees 302

5.2.1, Matrice de lissage de Bernstein-Bézier cubique ......0............ 300

5.2.2. Fonctions de lissage de Bernstein-Bézier cubique ..........00.00. 300

9.2.3. Matrice de passage Mags oy =A oy (A pg cccceecctstecsesesees 300

5.2.4. Sommets d'Overhauser exprimés en fonction des sommets

de Bézier : Po, = Mag oy Pag eceecccccccceetseee cactettsenseensen 301

5.3.

5.4.

5.5.

5.2.5. Fonctions de lissage de Bernstein-Bézier cubique exprimées

dans la base de Overhauser :®,(t) = 5, (t) Mpg oy cree: 301

Schéma initial : schéma de B-spline (BS) .........scceeeceeee ceeereteeeeuereeees 301

5.3.1. Matrice de lissage de B-spline ........cccccesseees coeeensenerseneen eons 301

5.3.2. Fonctions de lissage de B-spline ..........cccceeeeee creeeneeeeneeesees 301

5.3.3. Matrice de passage Mg. oy =A oy # Ags ceererteerseteeseess 301

5.3.4. Sommets d'Overhauser exprimés en fonction des sommets

de B-pline: Po, =M Dag ccercteeeseceneee rete seeeneeeeeneens 302
Bs—>Ov

5.3.5. Fonctions de lissage de B-spline exprimées dans la base

d'Overhauser : Dp (t) = O y(t) Mg, soy certrrereeeetereeseeees 302

Schéma initial : schéma de Hermite cubique (He) ..........ccesseecssneeee scene 302

5.4.1. Matrice de lissage de Hermite cubique .......:.c:sseeereeeteee nese rees 302

5.4.2. Fonctions de lissage de Hermite cubique ..............sesestseevceees 302

5.4.3. Matrice de passage My, yoy =A oy # Ae cesreeeseceeeeetteenees 302

5.4.4. Sommets d'Overhauser exprimés en fonction des sommets

de Hermite : Po, = Myo soy Pye erccecereeeerttsee eee eeereeenes 303

5.4.5. Fonctions de lissage de Hermite cubique exprimées dans

la base d’Overhauser : ©,,,(t) = ®p,(t) Mie sy everson 303

Schéma initial : schéma de Hermite cubique modifié (MHe) ............006 303

5.5.1. Matrice de lissage de Hermite cubique modifié .......... ees 303

5.5.2. Fonctions de lissage de Hermite cubique modifié ..............004 303

5.5.3. Matrice de passage My. sov=A oy # A mie certs 303

5.5.4. Sommets d'Overhauser exprimés en fonction des sommets

de Hemite modifié : Po, = Maye soy Pitter 304

5.5.5. Fonctions de lissage de Hermite cubique modifié exprimées dans

la base de Overhauser :® _ {t) = 4,00) Minle sOv errr 304



6.3. Schéma initial : schéma de B-spline (Bs) ........---

6.3.1. Matrice de lissage de B-spline cubique
5.6. Schéma initial : schéma de Timmer cubique (Tim) ..

5.6.1. | Matrice de lissage de Timmer cubique ..

5.6.2. Fonctions de lissage de Timmer CubIqUe ......0.s6sssssecesesereenes 6.3.2. Fonctions de lissage de B-spline

5.6.3, Matrice de passage Moin soy =A oy A gig cesseeeeeesesnee 304 6.3.3. Matrice de passage Mp, stim =A-tim * ABs

5.6.4. Sommets d’Overhauser exprimés en fonction des sommets 6.3.4. Sommets de Timmer exprimés en fonction des sommets

de Timmer : Po, = Mrin—>ov Prim de B-spline : Prin, = Mgs_stim Pos
5.6.5. Fonctions de lissage de Timmer cubique exprimées dans la base 6.3.5. Fonctions de lissage de B-spline exprimées dans

Overhauser : O,.(t) = ®o,(t) Mai soy ccrcesserceesee estes 305 la base de Timmer : ©, .(t) = Saint) Mgg_otim sree 309

Conversion vers Timmer cubique 6.4. Schéma initial : schéma de Hermite cubique (He) ....-..+sscerseeereesestene 309

6.a. Inverse de sa matrice de lissage .....c.ccsecsccsescssecseseeeeeeeeeeeeeeeaeease 6.4.1. Matrice de lissage de Hermite cubique
6.4.2. Fonctions de lissage de Hermite cubique

6.b, Fonctions de lissage de Timmer cubique

6.4.3. Matrice de passage M, An yA

6.1, Schéma initial : schéma de Ball cubique (Ba) passage Myc stim = Tim +" He
6.4.4. Sommets de Timmer exprimés en fonction des sommets

6.1.1. Matrice de lissage de Ball cubique de Hermite : Pri, = Myje—stim Pye s-sseetereesescest ete eeereets 309
6.1.2, Fonctions de lissage de Ball cubique

6.1.3. Matrice de passage Mg, stim =A ra gp Argygrtsiseartacatenne 306 6.4.5. Fonctions de lissage de Hermite cubique exprimées

6.1.4. Sommets de Timmer exprimés en fonction des sommets dans la base de Timmer: ®,,,(t) = D pigbt) Myte—ortim s*e0t00* 310

de Ball : Poin = Mae_stim Pag ssescssceecescssese soeneeeneessevense 306

6.1.5. Fonctions de lissage de Ball cubique exprimées dans 6.5. Schéma initial : schéma de Hermite cubique modifié (mHe) .......:ssseeeeee 310

la base de Timmer : ®, (t) = ®,,_(t) M, ‘ 3“i Ba—>Tim os 6.5.1. Matrice de lissage de Hermite cubique modifié 310

aan 6.5.2. Fonctions de lissage de Hermite cubique modifié . 310
6.2. Schéma initial : schéma de Bernstein-Bézier cubique (BE) ..........0000008 307

6.5.3. Matrice de passage Myyrte—stim = A tim * A mle 310

6.2.1. Matrice de lissage de Bernstein-Bézier cubique ... ~ 307 6.5.4. Sommets de Timmer exprimés en fonction des sommets

6.2.2. Fonctions de lissage de Bernstein-Bézier cubique ... . 307 de Hermite modifié > Pepin = Miutte—>Tim Pantie “=>

6.2.3. Matrice de passage Mpg stim =A tim Ape ccreereeeeee 6.5.5, Fonctions de lissage de Hermite cubique modifié exprimées dans
Bé—aTim =A tim * A pe ssrserersreeersssene 307 Bi

6.2.4. Sommets de Timmer exprimés en fonction des sommets la base de Timmer : O y(t) = O,q(t) MinHe—>Tim oe 311

de Bézier : Py, = Mge_stim Pe

6.2.5. Fonctions de lissage de Bernstein-Bézier cubique exprimées dans 6,6. Schéma initial : schéma d'Overhauser cubique (Ov) ...

- 308la base de Timmer : ©, ,(t) = ,._(t) M,
Bo. Igé—>Tim °°

ms TM 6.6.1. Matrice de lissage d'Overhauser CUDIqUE ....--.++see+eresserers rete 311



2.5. Modele d'interaction entre REP et programme d'application ...... 328

yo
6.6.2. Fonctions de lissage d'Overhauser cubique ........cc..cccsusseeees 3il

6.6.3. Matrice de passage Moy tim = A Tim #A Qy steers BU h Frey C0) L015 (0): SE ECSESEEESOOOCOSEOOROOOOOOOOOO OLS 328

6.6.4. Sommets de Timmer exprimés en fonction des sommets :

d'Overhauser P= Moy -sTim Poy cicseeeerreteeentenseeesecasees 311 ; Perspectives, critiques et conclusion SENECA CS . seta RTS oa Ia n/Ses alt Seo oie 239

yi TC ceccceeccescccsseteneeeceuseeeueeeccregeneeeseanseeee hess eee een GH EEOG ESE HSE eae CoE 3376.6.5, Fonctions de lissage d'Overhauser exprimées dans la base ; HIDHO RPA Ie=crombintionscoor verte. eva 343 i
AMIMOXES co cece cece cece eben eee e eee eee nee e EEE NOLO AEE OE STEEL EE OEE EERE EE AE EIDE O EOS EO EEC OS i

de Timmer : , (t) = Dai ht) Moy ocpimn cceeeteeeeseeeteseeeeees 312 
!

Chapitre3 Base de six schémas cubiques classiques ............0..ccsssseeseen 313 
|

INtrOdUction ........csesecseceectsseessenteeee seeeecsuscsuecerecarscauesensevereesseecesens 313 
|

1. Schémas accéssibles .........ccccccccc cecceveecsucuesevececccssuuvavescececsececs 313 j

11. Nombre de paramétres caractéristiques ........ccccecsssccssconseceons 313

Ips Typologie des composantes des matrices caractéristiques .......... 313

1.3. Choix de schéma de référence (ref) ........ceccccccccesseccececceecene 314

1.4. Spécification intermédiaire 0.2... cececce cceeessseenseceseecensas 314

1.4.1. Pour changer schéma de référence ......0..0..eccceceeeeees 314

1.4.2. Pour ajouter un nouveau schéma a la base .......ce...e. 315

ted: Spécification définitive : algorithme de codage ........0....ecssceee 315

2. Décodage des paramétres caractéristiques ......0..0.ccccesee eseessceesceeceece 317

i

ol Typologie de paramétres et d'opérations d'accés ..........ccceeee. 317

2.2, Requétes et accés de Dase .......ccce cccseesessesseesctseteneeeeeeneens 318

2.3. Retrouver la représentation exteMe .........ccccsescereecereeseseee 319

2.3.1. Procédé de construction .........c.c:ecccsseeceseeseseseeeee 319

2.3.2. Exemple 1... ccc ccececsrenesessssseseseesseseesesceses 321

2.4, Paramétres de Hermite classique : décodage ........c.cccccccecceen 324

2.4.1. Interprétation géométrique de T oo... ccc cccecsseececeesen sane 326



INTRODUCTION GENERALE

tbtte



uli
INTRODUCTION GENERALE

Nous présentons dans ce mémoire une approche de transformations de courbes

paramétriques polynomiales reposant sur une nouvelle lecture du théoréme binomial vu

comme la composition d'une fonction polynomiale et d'une translation paramétrique.

Cette approche est caractérisée par le réle explicite et incontournable joué par le "triangle" de

Pascal et ses puissances banalisées dans l'évaluation, la dérivation, la segmentation et la

conversion de représentations des courbes paramétriques polynomiales.

Il s'avére d'une part que les fonctions classiques de Bernstein-Bézier, qui jouent un role

éminemment important en CFAO, dérivent presque directement des puissances banalisées du

"triangle" de Pascal. D'autre part, l'inverse de ce méme “triangle” modélise le calcul des

différences finies, ouvrant ainsi la possibilité de dédier un processeur spécialisé a cette

demiére tache.

Les régles de calcul que sous-tend cette théorie, et qui d'ailleurs se généralisent aisément au

corps commutatif C, sont trs simples et évitent notamment les longues manipulations

directes des coefficients binomiaux. Ces manipulations sont souvent remplacées par de

simples additions des exposants des puissances banalisées du "triangle" de Pascal. Celles-ci

sont calculées a l'aide d'une généralisation naturelle de la récurrence binomiale classique.

Grace A ce "triangle" et 4 ses puissances banalisées, on peut associer a tout point d'une

courbe paramétrique polynomiale un opérateur matriciel (cf. §2., chap. 5, partie I) dont les

lignes permettent de caractériser entiérement le point considéré (Annexes IX et X). On

aboutit ainsi A un opérateur fort commode pour le calcul de trajectoires des machines-outils

destinges a réaliser le tracé des courbes et & sculpter des surfaces complexes.

En s'appuyant toujours sur ce méme opérateur, on peut d'une part cerner rapidement les

qualités géométriques d'une représentation paramétrique polynomiale donnée ; d’autre part,

on peut réaliser un logiciel d'éditeur de formules pour I'annotation des points caractéristiques

de tracés de courbes et, par extension, de surfaces.

On peut également automatiser la recherche des conditions de raccordement a la jonction des
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courbes définies par morceaux en s'appuyant sur deux spécialisations de cet opérateur.

Ainsi, d'abord sur le plan théorique, la nouvelle lecture du théorsme binomial permet de

dégager une vue homogéne de la transcription des formes par des fonctions paramétriques

polynomiales et conduit 4 une réduction importante des manipulations algébriques qui

habituellement accompagnent Ja transformation des expressions polynomiales.

Ensuite, sur le plan pratique, elle conduit 4 un ensemble d'opérateurs de base partagés par

une classe importante de systémes de transcription de courbes et de surfaces, de sorte que

l'on peut envisager l'intégration de plusieurs systémes de transcription dans une méme base

pour accroitre les possibilités et la souplesse des systtmes de CFAO. Et pour tout

couronner, elle fournit un opérateur qui facilite le calcul de la trajectoire des machines-outils a

commande numérique dont la finalité est de réaliser la surface qu’exprime la transcription

mathématique.

L'exposé comprend deux parties. La premiére étudiera la transformation des courbes

paramétriques polynomiales a la lumiére de la nouvelle interprétation du théortme binomial

tandis que dans la deuxiéme, on envisagera les perspectives pratiques qui en découlent.

PARTIE I

tht

Transformations des courbes paramétriques

polynomiales

Une approche unifiée
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Présentation de l'étude

Introduction

Les méthodes de définition numérique de courbes et de surfaces développées notamment

dans les industries de construction d'automobile, d'avions et des bateaux [Gordon-74,

p.293] [Mortenson-85, p.7] destinées 4 remplacer des procédés anciens, essentiellement

manuels et fondés principalement sur la géométrie descriptive [Gasson-83, pp.1- 41]

emploient, 4 quelques exceptions prés, des représentations mathématiques 4 base de

fonctions paramétriques polynomiales 4 coefficients vectoriels [Bézier-77, pp.15, 177]

(Bézier-81, p.207] [Bézier-86, p.14]. Le paramétre de ces fonctions varie normalement

dans l'intervalle [0, 1].

Parmi les systémes les plus connus et les plus influents, on peut citer les systémes de

Ferguson [Ferguson-64] [Bézier-77] [Bézier-86] [Mortenson-85, p. 168], de Coons

[Coons-67] [Bézier-77] [Bézier-86] ainsi que le systtme UNISURF de Bézier

(Bézier-68][Forrest-7 1][Chemla-7 1] (Bézier-72] [Bézier-77] [Bézier-86].

Les courbes et les surfaces d'emploi courant dans les industries citées ci-dessus sont

souvent de nature complexe et doivent répondre parfois 4 des exigences esthétiques, parfois A

des contraintes des milieux fluides [Chemla-71] [Véron-73] (Bézier-81}[Bézier-86]. Aussi

leur définition nécessite-t-elle que l'on procéde par morceaux pour ensuite raccorder les

morceaux le long de leurs frontiéres communes 4 un ordre de continuité qui répond le mieux

aux contraintes d'utilisation [Bézier-77][Newman-79, p.313]. Devant les exigences de cette

démarche de définition par morceaux, les représentations analytiques classiques se révélent

insuffisantes [Véron-73].

1, Formes paramétriques

Lemploi presqu'exclusif des représentations paramétriques s'explique par leurs qualités :

- elles assurent I'indépendance de formes par rapport au systéme d’axe de coordonnées

choisi pour les exprimer [Forrest-71, p.71} [Bézier-86, p. 15] [Newman-79, p.311] ;

- elles admettent une définition des formes fermées ayant des tangentes "verticales"

sans poser de probléme d'ordre analytique [Dube-79, p.287] [Mortenson-85, p.25] ;
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- elles admettent un plus grand degré de liberté pour le controle de la forme d'une 3. elles fournissent une grande variété de formes.

courbe (resp. surface) que ne le font les représentations non paramétriques.

Le choix de fonctions polynomiales de base (cf. chap. suivant) obéit 4 plusieurs motivations

- elles fournissent un cadre propice pour une définition interactive par morceaux. En qui portent notamment sur les contraintes de calcul, d'affichage et de dialogue entre le

effet : concepteur et le modéle mathématique. On cherche souvent que ces fonctions :

* pour limiter une courbe (resp. surface), il suffit de limiter lintervalle de - facilitent les modifications ; elles doivent notamment limiter la zone d'influence des
modifications locales [Newman-79, p.312] et admettre une formulation aisée de

celles-ci par des paramétres qui ont une signification immédiate pour le concepteur

variation de son paramétre (resp. ses paramétres),

© imposer des conditions de continuité le long des frontiéres communes

se raméne a une paramétrisation appropriée de la représentation des [Bézier-86, p.30] ;

morceaux a raccorder,

- agsurent l'invariance de forme lors des transformations de rotation et de translation

évaluer les points d'une courbe ou d'une surface se raméne a une suite [Newman-79, pp.311-312] ;

de substitutions car 4 une valeur des (resp. du) paramétres correspond

un point unique de la surface (resp. courbe) (Chemla-71, p. 5]; - admettent une expression aisée de conditions de raccordement le long de frontiére
commune des morceaux ;

e

- elles facilitent les transformations géométriques ainsi que les modifications ;

- doivent admettre une représentation de courbe (resp. surface) qui suggére l'allure

générale de la courbe résultante et permette d'anticiper l'effet des modifications

éventuelles [Chemla-71, p. 8] ;

Cette liste, bien que non exhaustive (cf. [Mortenson-85, pp.25-27]), met suffisamment en

relief l'intérét de la représentation paramétrique.

2. RORMES \polynpamates - permettent une esquisse rapide des courbes [Timmer-80] [Boéhm-82] ;
On peut évoquer trois raisons pour justifier la préférence accordée aux fonctions

palyrrotilales: - admettent des formes géométriques variées et facilitent le traitement de cas dégénérés

éventuels.

1, elles sont compatibles avec les caractéristiques techniques de l'ordinateur : en effet,

1 6 g i i i i a ; meates polyndmes ont une représentation finie et sont faciles 4 stocker, & manipuler et a 3. Opérations mathématiques courantes

évaluer [Schumaker-81, chap. 1); L'analyse et la transformation des courbes (resp. surfaces) paramétriques polynomiales

reposent sur un certain nombre d'opérations mathématiques courantes, parmi lesquelles :

2. elles ont plusieurs qualités analytiques et algébriques intéressantes : les polyndmes

sont des fonctions continues, leurs dérivées et intégrales sont aussi des polynomes, a. le calcul des dérivées en un point donné dans un souci, par exemple, de caractériser
les matrices engendrées lors de leur manipulation sont souvent non singuliéres.

Toutefois, on se limite 4 n'employer que des polynémes de degré faible pour éviter

de facheux problémes d'oscillation intempestive des polyndmes de degré élevé

[idem]. Dans la plupart des applications courantes, on monte jusqu'au degré 3 et si

l'on doit tenir compte des contraintes des milieux des fluides, on dépasse rarement le

degré 5 ou 6.

la géométrie locale et d'en déduire I'expression des contraintes (e.g, orientation et

trajectoire de l'axe d'une machine-outil destinée a réaliser la forme [Bézier-72,

p.192] [Faux-85, chap.4)) ;

b. le calcul d'intégrale pour déterminer des caractéristiques métriques d'un arc de

courbe ou d'un carreau de surface ;



c. la génération de séquences de points, nécessaires également pour la définition de

la trajectoire éventuelle d'une machine-outil ou pour affichage sur une périphérique

de visualisation ;

d. la subdivision d'un arc de courbe (resp. d'un morceau de surface) en sous-segments

pour une éventuelle modification locale ou pour résoudre par itération des problémes

diintersection des formes [Cohen-80] [Lane-80] [Carlson-82] [Peng-84]

(Koparkar-84];

e. l'extension d'une courbe (resp. surface) au-dela de son intervalle paramétrique initial

de définition ;

f. le passage d'une représentation 4 une représentation équivalente qui soit mieux

adaptée au traitement en cours, ou bien qui soit plus familiére pour l'utilisateur

[Bo¢hm-82}.

3.1. Caractéristiques communes des opérations courantes

Excepté le calcul d'intégrale, chacune des opérations énumérées ci-dessus peut €tre ramenée

un probléme de transformation paramétrique linéaire. Les fonctions de base étant des

polynémes, cela revient essentiellement a un probleme d'application du théoréme binomial.

4. Objet de ce travail

Etant donné I'importance des transformations paramétriques linéaires et la pratique quasi

universelle d'exprimer la représentation des courbes et des surfaces par des modéles

matriciels et de formuler leur transformation et leur manipulation aussi par des opérateurs

matriciels, il semble alors raisonnable de rechercher des formulations matricielles également

pour le théor8me binomial. Tel est un premier objectif de ce travail.

De telles formulations devront conduire & une grande économie d'effort notamment dans un

domaine of I'on est sans cesse amené & manier de nombreux polyndmes 8 la fois.

Le deuxiéme obje:

changement de représentation de courbe a la lumigre des modéles matriciels du théoréme

binomial sans _priviligier la spécificité du choix de fonctions de base (cf. chap. suivant,

$1.1).

if est de revoir les problémes de dérivation, de segmentation et de

Un troisiéme objectif est motivé par le souci de formaliser la recherche automatique des

qualités géométriques intrinséques a un choix arbitraire de fonctions de base. A T'aide de

quelques paramétres simples que nous appellerons indicateurs de géométrie, nous souhaitons

qu'un systéme automatique puisse, par exemple, retrouver tout seul les conditions

géométriques aux limites et aux points caractéristiques de l'arc de courbe associé a tout choix

de fonctions de base.

D'une part, ces indicateurs de géométrie permettront I'automatisation de la recherche de

conditions de raccordement entre morceaux de courbes (resp. surfaces).

D’autre part, nous sommes convaincu que les systémes futurs de CFAO devront de plus en

plus intégrer l'expertise du styliste-projecteur en s'associant & la démarche des systémes

experts. Les indicateurs de géométrie serviront alors a créer les bases de faits géométriques

propres a chaque représentation et 2 guider ensuite l'utilisateur non-expert.

Ce travail comprend deux étapes de développement.

La premiére étape vise 4 découvrir ces indicateurs de géométrie que l'on pourra associer a

Yensemble des représentations paramétriques polynomiales. Elle vise également & découvrir

pour chacun des trois problémes énumérés ci-dessus un modéle standard de solution qui

dépend trés peu du choix de fonctions de base. Chaque solution devra étre exprimée sous

forme matricielle afin de favoriser sa traduction algorithmique ultérieure sur ordinateur. Cette

étape correspond donc a une phase d’étude théorique.

La deuxiéme étape vise A soumettre ensuite l'ensemble des modéles dégagés dans l'étape

précédente & une recherche de meilleur formulation algorithmique dans un systéme

regroupant plusieurs choix de fonctions de base.

Ce mémoire rend compte principalement des résultats obtenus pour la phase théorique, bien

que tout au long, nous proposerons et analyserons des formulations algorithmiques de

certains aspects des solutions. En nous plagant dans l'optique d'intégrer plusieurs

teprésentations dans un méme systéme, il nous parait nécessaire de développer d'abord une

vue théorique unifiée pour les trois opérations de base employées sans cesse pour

transformer et analyser courbes et surfaces.

Face au nombre illimité de choix de fonctions de base, seule une approche unifiée qui

s'affranchisse du choix spécifique des fonctions de base peut conduire a des solutions

générales. Ainsi, pour la recherche systématique d'indicateurs de géométrie évoquée



ci-dessus et qui réléve essentiellement de la dérivation paramétrique, une solution idéale serait

de disposer d'un opérateur standard (voir opérateur IG", §2.1.1, chap. 5, part.I) qui

permettrait d'analyser et de retrouver facilement les qualités géométriques associées 4 chaque

choix de fonctions de base.

5. Modéles de représentations de courbe étudiés

Cette étude porte sur les représentations d'arc de courbes qui peuvent se mettre sous une des

trois formes suivantes :

C=) oP, astsb (1)

C(it)= O() P astsb (2)

C(t}=v, AP astsb (3)

od:

P, eR’ (p= 2 pour les courbes planes ; p= 3 pour les courbes gauches),

P='(P, P, ... Py),

¥; (t) sont les fonctions polynomiales de base,

PH=(—HM Yi)... V.QY=avA,

yaad t @ ou. tt),

A est la matrice de lissage ; ses vecteurs colonnes sont les vecteurs coefficients

des yp, (t) correspondants.

Nous employerons la forme (3). Cette forme a l'avantage d'indiquer clairement que /'effet

de toute transformation paramétrique revient au fond a la transformation du vecteur y,.

6. Huit choix classiques de fonctions de base

Nous allons présenter un résumé succinct des principales propriétés de huit choix courants de

fonctions polynomiales de base. Celles-ci nous serviront de test. Sans que cela ne soustraie

rien 4 la généralité des modéles de calcul proposés, nous nous sommes principalement limité

aux représentations cubiques définies sur l'intervalle normalisé /0, I].

r

6.1. Formes Algébriques

{Timmer-80] [Lewis-81][Ball-82, p.202] [Mortenson-85, p.34].

Les fonctions de base associées 4 une représentation algébrique de degré n sont;

agi =e ; i=0, Lyn.

Le point courant de l'arc de courbe s'écrit :

Cit)=> ¢ P,
i=

6.1.1 Propriétés des 4,9;

On vérifie aisément que la dérivée d'ordre k des ,,9,, pourk = 0, 1,...,n, est donnée

par:

i!

aw 7 pour k si
i-k)!

= 0 pour k>i

Par conséquent :

i!

ahi) = —— 8 ou 6; est le symbole Kronecker
(i-k)!

et:

i!
ao) “op DI 

pour k Si

i-k)!

= pour k>i

de sorte que :

Cc ) =k! P,

et que:

A i!
cd) - S _—_p,

isk (i-k)!

9



L'intérét principal de ce choix de fonctions de base est qu'il fournit une représentation d
e

courbe qui est la mieux adaptée au traitement sur ordinateur [Bézier-72, p.121] [Bézier-86,

p.87]. Son plus grand défaut réside dans l'impossibilité d'anticiper 1a forme de courbe 
a

partir du polygone déterminé par les coefficients vectoriels P, {Timmer-80, 
p.25]

[Boghm-82, p.202]. De plus, cette représentation ne facilite pas les modifications

[Mortenson-85, p.34].

Il convient toutefois de reconnaitre que tout opérateur exprimant pour la représentatio
n

algébrique, l'effet d'une transformation paramétrique donnée est le méme opérateur qui

traduit cet effet pour toute autre représentation de méme degré et sans aucune modification

supplémentaire. Pour voir cela, exprimons le point courant de l'arc de courbe sous la forme

(3) ci-dessus, c’est-a-dire :

Cij)=v. P

car le choix de 4,9; (t) = t' entraine que la matrice A soit confondue avec la matrice identité

I de méme format.

Supposons ensuite que le parameétre ¢ subisse une transformation notée «(t). Cela conduit

4 1a transformation du point courant en :

C(w(t)) = Vurey P

Pour tout autre choix de fonctions de base, dont A #1, le point courant de la courbe

associée est transformé comme suit :

C,(@() = Var) AP

Si dans le premier cas, l'on peut écrire :

Ciw(t) = 1.2 P,

il s'ensuit pour le deuxiéme cas que :

C, (a(t) = nQ*AP

Ainsi, dans un cas ou dans l'autre, l'opérateur Q. suffit pour exprimer l'effet de la

transformation paramétrique w, en supposant que l'on peut écrire Vie) = VQ.

6.2. Fonctions de Ball cubiques

[Bézier-77, Eqs. 48, 49]

papo=1 - tee =(1-t)

agi) = a- 4° + 2° =210-1°

pae() = ae - 2° =2t° (1-p)

pas) =

Le point courant de la courbe s'écrit :

3

CQ) =D pai(t) Pr
i=0

6.2.1. Propriétés des 2,4;

1. Par inspection, on voit d'une part que :

3

2 poi =1 pour tout t <[0, 1).

Les p41 (0) vérifient ainsi la condition de Cauchy [Bézier-77, pp.41, 76-77].

2. D'autre part, on voit que :

pido) = past) eta - 1) = patel),

conditions que !'on peut exprimer sous une forme plus condensée :

paPi(l-t) =palsi

Les 5, \0; (t) sont donc symétriques par rapport a Vinversion de Vordre des 9; et du sens

de paramétrisation (i.e., sens de parcours de la courbe). En suivant Bézier de trés prés,

nous dirons que les (P(t) sont symétriques par permutation [Bézier-77, p.45).

3. Ent = 0, par dérivations successives des ,,9;,0n obtient :

il



pao(0) = 1; pags) =O; gae(O) =O; al?s(0) = 0;

G4)

meQPO)=-25 PE O=2s wae =O5 was =O;

2)

02 O)=2; VP O=-8s pave a4 was OH 2s
3)

Bs (0) =0 ; pi (0) =12 : pale (0) =-12 ; Bas (0) =0.

Dou, au point initial de la courbe, on obtient les conditions géométriques suivantes :

C0) =P,

C'? (0) = 2(P1- Po)

C0) = 2P, - 8P,+4P, + 2Ps

C(O) = 12(P;- Pz)

4.Ent= 1, par dérivations successives des p,');, On obtient :

mig) =0; pal) =05 pall) =O; gavel) =

«ay qt)

w=; pat )=0; pee M=-2s pis (= 2:

. (eqy_ 9.

mp =2; pa (D=45 pale =~ 8s pas =,

pe )=0; — gaPA)H125 ae” (=~ 125 pads (1) =0.

D'o’, au point terminal de la courbe, on obtient les conditions géométriques suivantes :

Cay =P;

CY (1) = 2(Ps- Pe)

C?) (1) =2P, +4P, - 8P2 + 2Ps

C* (1) = 121 - Pe)

5. De 3 et 4, il découle que deux arcs de courbes C, et Cz sont tangents en 
leur point

commun (C, (1) = C; (0) si et seulement si:

Pi - Ph =A(P3 - Pe)

ot P' ='(P, Py Pz P§ ) définit le polygone caractéristique (cf. chap. suivant) pour C

avec ie{1,2} et A est un scalaire quelconque.

6, Seules les fonctions ,,1(t) et »,2(t) contiennent de terme ent”. De plus, les coefficients

des deux termes sont opposés. Par conséquent, en prenant P, = P, , la courbe dégénére en

une conique (i.e, une parabole).

6.3. Fonctions de Bernstein-Bézier cubiques

(Bézier-77, pp.73-80] [Mortenson-85, pp. 113-125] [Bézier-86, pp.80-86].

Les fonctions de base de Bernstein-Bézier de degré n sont définies par :

pei = PCC, aveci=0,1, 4. n.

ot l'on définit :

0 pour i >j

=—— pour i <j

En particulier, les fonctions cubiques sont données par :

pepo=1 - 3+ 3°- P =(-y

peti = 3r- 6th + 3 = 301 -9°

péfalt) = 3° - 3th =3rPd-s)

pels) = C

de sorte que le point courant de larc de courbe est défini par :

Cw) =e Beil) P,

6.3.1 Propriétés de y,¥;

Nous ne reproduirons pas ici toutes les propriétés de ces fonctions [Forrest-71] [Bézier-77]

[Chang-82]. Toutefois, on les retrouve en grande partie dans le chapitre 4, partie I.
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1, Par inspection, on voit que :

3

> ReiM=1 pour tout r</0, 1]

PaO

Les pep; (t) vérifient donc la condition de Cauchy.

2. On voit aussi que :

peli (1 -t) = pes-i 0) 0 sis3

Ainsi, les ,.,(0) sont également symétriques par permutation.

3. Ent=0, par dérivations successives des p,');, on obtient :

peo) =1; pep sl0) =0; pe¥2(0) =0; pe3(0) =0;

pe O=-35 pe =3; — pevs’)=0; evs =O;

peor (0)=6; pei (O)=- 12; pee” (0) =6; pees (0) =0;

mee == 65 PC) =18; yes O)=- 18; evs” O) =6.

D’oi, au point initial de la courbe, on obtient les conditions géométriques suivantes :

c(0) =P,

Cc’ (0) = 3(P, - P,)

C? (0) = 6(P, - 2P, + Pe)

C® (0) = 6 Po + 3P, - 3Pz+ Ps)

Ainsi, en t = 0 , grace a ce choix de fonctions de base, seuls les sommets P, , ..., P;

déterminent la condition de continuité d’ordre i, avec 0 <i $3. En particulier, la courbe

commence en P, et est tangente au premier cété du polygone caratéristique en ce point.

D’autre part, la courbure est fonction seulement de P, , P, et P, puisque :

ICP OVA C2 ON —-13(Py- Po JA 6(Po - 2Pi + Pei

«(0) = ———— = ——

ic or B@,-P,)P

4,.Ent= 1, par dérivations successives des ,.‘p;, on obtient :

pePo(l) =0; pepi(l) =0; nepal) =0; peps(l) =1;

(4) ¢

peo (1 =0; pai =O; gee = -3; ges) =3;

pee’ (=0; pei (1) =6; pete C1) =- 125 ges” = 6;

peo” (1) =- 6; Beet (1) = 18; peve (1) =- 18; pees (1) = 6.

D’oi, au point terminal de la courbe, on obtient les conditions géométriques suivantes :

Ci) =P;

C' (1) = 3(P3- P2)

C'?’ (1) = 6(P, - 2P,+P;)

C°'(1) = 6(- Py + 3P, - 3P2+ Ps).

Ainsi, ent = 1, seuls les sommets P;.; , ..., Ps déterminent la condition de continuité

d'ordre i, avec 0 <i<3 : I'arc de courbe termine en P; ; il est tangent, en ce point, au

vecteur déterminé par les points P, et P; et la courbure est fonction de P,, P, et P;.

5. Comme dans le cas de Ball, pour que deux segments de courbes C, et C, soient tangents

en leur point commun (C, (1) = C, (0)), il faut et il suffit que :

Pe - P2 =A(P5 - P3)

oti A est un scalaire quelconque.

6.4. Fonctions de B-spline cubiques ou Fonctions cubiques de Riesenfeld

[Bézier-77, pp.42-55] [Mortenson-85, Eq. 2.296, p.139])

nePolt) = 1/6(L - 3t + 3t° - Py= 1/60 -t)

psPaCt) = 1/6(4 - 6t° + 3t°)

pife(t) = 1/6(L + 3t + 30° - 3t°)

psiPs(t) = Vor"



Pour les B-splines périodiques (fonctions de Riesenfeld) d'ordres supérieurs définis sur

Vintervalle normalisé , Bézier dans [Bézier-77, p.51] propose ta formule générale suivante

dans laquelle il emploie le symbole Rin :

mi (t+m-i-j)”

pss (t) = Ry (t) = (m+ 1D (1)
j=0

i=0,1,....m

ji(m-j+)

ov i rappelle le rang de Ja fonction et m Je degré. Mortenson a également proposé une autre

approche de calcul A partir de l'expression des B-splines non périodiques [Mortenson-85,

pp. 133-140].

En nous limitant uniquement au cas cubique, le point courant de la courbe s'exprime par :

Cw) oS psi (t) P;

6.4.1. Propriétés des p.,

1, Une simple addition des deux membres des quatre expressions des p,\?, (t) montre que

celles-ci vérifient la condition de Cauchy :

3

> pvitt)=1
i=o

pour tout? </0, 1].

2. Symétrie par permutation : par inspection, on voit que :

pePo(l -H= pest)

Montrons que l'on a également :

psi - 0) = psalt).

En effet :

pePil - H= 1/G(4 - 6G - Hf 3d}

= 1/6(4 - 6(1 - 2t+ 2) + 3(1- 3t+ 30" -t°))

= 1/6(1 + 3t + 3t° - 3t°) = , ell).

Ainsi, les p,, (0) sont symétriques par permutation. Ce résultat se vérifie aussi dans le cas

général [Bézier-77, p.45].

3. Ent = 0, par dérivations successives des p.p;, on obtient :

peo) =1/6; 0) =28; p20) =1/6; —-g,3(0) =0;

(a)

poe (O)=- 12; pei =O; pee = 12; pes’ O)=05

2) =4; (ay O)=-2- (ay _4. (2)
BsPo 3 ps: ()=-2; pope ()=1; ps?s (0) =0;

pepo CO)=-1; gi O=3; ge ()=-3; ays” O)=1.

Par conséquent, au point initial de la courbe, on obtient les conditions géométriques

suivantes :

CO) =1/6(P, +4P,+P,)

C'” (0) = 1/2(P2- P.)

C(O) = Py - 2P,+P,

C0) =- P, +3P, - 3P,+Ps

Le point initial de la courbe est donc déterminé par les trois premiers sommets du polygone

caractéristique. La tangente en ce point est spécifiée par le vecteur joignant le premier au

troisitme sommet et dont le module est deux fois celui de la tangente. On voit aussi que la

courbure au point initial est fonction des trois premiers sommets seulement, de sorte qu'au

point initial de la courbe, le dernier sommet P3 n'exerce aucune influénce sur les conditions

de continuité allant jusqu’a l'ordre deux.

4.Ent= J, par dérivations successives des ,..9;,0n obtient :

psPoll) =O; pil) = V6; pel) =2/3; ps1) = 1/6;

4) 20; eyo : ( (ty
Bs¥o =U; BsP1 Q)=- 1/2; pepe (1)=0; pfs ()=1/2;

@ (1) =0; y= 4. (2) (ay
Bsife ; psi (= 4; pve (=-2; gs C=];

pie (M=-1; pe? M=3; ge ()=-3; pes (a1
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Ces résultats correspondent aux conditions géométriques suivantes au point terminal de la

courbe :

CQ) = 1/6(P, +4P,+Ps)

C1) = 1/2(P3- Ps)

C1) =P, - 2P.+ Ps

C (1) =- Po + Pi - 3P2+ Ps

Ainsi, on voit que les trois deniers sommets du polygone caractéristique déterminent le point

terminale de la courbe. Ces derniers déterminent aussi la courbure en ce point. Quant a la

tangente, elle coincide avec le vecteur joignant le deuxiéme sommet au dernier. Ainsi, du

fait de la nullité de la fonction p,Yo et de ses dérivées jusqu'a l'ordre deux en

t= 1, le sommet P, n’influe pas sur la géométrie de la courbe en son point terminal.

5. On remarque que les p,9; (resp. Rim) vérifient les propriétés générales suivante
s

[Bézier-86, p.64] :

pe? 0) = pits (1) avec F=0,..,2 (resp.m-I).

6. Pour s'assurer que deux arcs de courbes C, etC, se raccordent jusqu’a Yordre deux, il

suffit d'imposer que :

pe =pi,, aveci=0,...,2 (resp.m-1).

En effet, pour C, , le point de raccordement correspond a la valeur paramétrique t = 1,

tandis que pour C, , cela correspond At = 0. Par conséquent :

C,(1) =1/6( Pt + 4P2 + Ps) =C2 (0)
qa}

Cy! (1) = 1/2(P5 - Pi) =C;"' (0)

Ci? (1) = Pi - 2P2 + Ps =C;"’ (0)

6.5. Fonctions de Hermite (aussi de Ferguson) cubique

(Ferguson-64, p.227] [Mortenson-85, pp.34-37]

HeYolt) = 1 - 3 + 2r

Hef) = + 3?%- 2¢

HePe(t) = t- 2+ ¢

Helfs(0 = - t+ eb

Le point courant de l'arc de courbe a pour expression :

3

CH=D yeild Py
i=9

6.5.1. Propriétés des 4,4;

1. Ent =0, par dérivations successives des ,,,9,, on obtient

HePo(0) = 1; Hes (0) =0; HelPa0} =0; Hes (0) =0;

nes O)=0; ye? O)=0; ys? M=1; yes” (0) =O;

we O)=-65 ei? O)=65 yee” O=-45 yes” O=-2;

we¥o O)=12; yet? O)=- 12s yee” O)=6; evs” 0) =6.

D'oi, au point initial de la courbe, on obtient les conditions géométriques suivantes :

C0) =P,

C"'@ =P,

C” (0) =- 6P, + 6P,- 4P, - 2P;

C* (0) = 6(2P, - 2P, +P, +Ps)

On voit donc que le point initial de la courbe est confondu avec le premier sommet du

polygone caractéristique tandis que le troisime spécifie la tangente en ce point.
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Quant 4 la courbure en ce point, elle est fonction de tous les P, car en effet :

Ic OVA C(O)! IP, A(- 6P, +6P,- 4P2 - 2Ps)

K(0) = =
ic’? (oy! IP,t

2. Ent= J, par dérivations successives des y,9;, on obtient :

Heol) =0; Hei ()) =1; Hee(1) = 0; Hes) =0;

(1) a

we =O; es Y=0s gee (I) =05 es =1s

(2)

Hee )=6; yer? (=-6; neve (=2; yes C1) =4;

(3)

we ()=12; ye? (== 125 yee” ()=6; ues (= 6.

Ainsi, au point terminal de la courbe, on obtient les conditions géométriques suivantes :

CQ) =P,

Cc (1) = Ps

C? (1) =- 6P, +6P,+ 2P, + 4Ps

C (1) = 6(2P, - 2P, + P2+P3)

De toute évidence, la courbe a pour extrémité le deuxitme sommet du polygone

caractéristique tandis que le dernier sommet représente en fait la tangente en ce point.

Comme au point initial, la'courbure est, en ce point, aussi fonction de tous les P;.

3. Les conditions nécessaires et suffisantes pour que deux arcs de courbes C, et C, soient

tangents en leur point commun découlent des conditions géométriques ent=0 et t= J.

Elles sont les suivantes :

Pi=P? ect PS =APz

an

6.6. Fonctions d'Overhauser

{Brewer-77]

oeo@d= - Yat? ~ 1/2 =- 1/2 - *

ove) = 1 - 572? + 3/2

ov¥e(t) = at + 2° - 32r

ovis) = - 12? + 1p) =-1/2° (0-1

Le point courant de l'arc de courbe a pour expression :

3

Ci) = > ov (t) P;
i=o

6.6.1. Propriétés des ,¥;

1. Par inspection, on voit que :

> ovitt= 1
=9

pour tout ref0, I}

Les fonctions de base d'Overhauser vérifient ainsi la condition de Cauchy.

2. Symétrie par permutation : Grace 4 la mise en facteur indiquée ci-dessus, on voit bien

que :

ovPo(l-t) = gyPs(t)

Montrons maintenant que l'on a également 9, '91(1-t) = 9, p2(t). En effet :

oviCl-t) = 1 - 5/2 (1-t)* + 3/2 (1-t)°

= 1-5/2 (1-24 t*) + 3/2 (1 - 34 30? - t°)

=] - 5/2 43/2 + (5 - 9/2) + (- 5/2 + 9/2)t? - 3/2t°

= 1/2t + 2t* - 3/2t° = 4,Ye(t) CQFD.

Ainsi, pour 0 <is3 etpour0Sr<J, o,yi(1- t= 6,%s-i@. Les fonctions

d'Overhauser sont donc symétriques par permutation.
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3. Ent = 0, par dérivations successives des o,;, on obtient

ovo) =0; ove) = 1; oviv2(0) = 9; ov?sQ) =0;

cL} (4

ows?) =-1/2; oy" =O; ove” O=12s os )=0;

(2) (2)

ovo O)=2; os” M5; ove’ O=4; ows D=-1,

(3)

ovis? 0) =-33 oy” =F; owe M=-9; os O)=3.

De ces relations, on déduit les conditions géomeétriques suivantes au point initial :

CO) =P,

C'? (0) = 1/2 (Pz - Po)

C'?) (0) = 2P, - SP, + 4P2 - Ps

CTM (0) =- 3P, +9P; - 9P2+ 3Ps

On voit donc que la courbe débute au deuxiéme sommet du polygone caractéristique et est

tangente, en ce point, au vecteur liant le premeir sommet au troisiéme. Si besoin est, la

deuxigme et la troisiéme relations permettent de déterminer la courbure en ce point:

IC’ OA C(O) 11/2 (Pp -P,)A (2P, - SP, + 4P2 - P3)I

K(0) = =

ic’? Car 11/2 (Pz - Po)!

On voit que cela est fonction de tous les P,.

4. Ent =, par dérivations successives des 9,p;, on obtient :

ovPe(l) = 0; ovei(l) = 9; ova) = 1; oves(1) = 0;

ye? y=0:ov'Pe v9? A) =-U23 gue? )=05 ays” = 1/2;

(2)

oe) =-13 9 =45— gulhe?” M=-Ss ays” = 25

{3)

ove D3; gy” M=9; ye” M=-95 ows, A) =3.
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De ces relations, on déduit les conditions géométriques suivantes au point terminal :

Ci) =P,

CY) = 1/2 Ps - Py)

C'(1) =- Py +4P, - SP, +2P;

C' (i) =- 3P, +9P, -9P,+3P;

On voit ici que l'arc de courbe se termine en P, ; il est tangente au vecteur déterminé P, et P3.

La courbure est fonction de tous les P;.

5, En tenant compte des conditions géométriques aux points limites d'un arc de courbe, on

aboutit aux conditions néccssaires et suffisantes suivantes pour que deux arcs C, et C, soient

tangents en leur point commun :

P2 =Pi et PE -PS =A(P3 -Py )

6.7. Fonctions de base de Taylor cubiques

{Lewis-8 1]

tay fi ®) =tfl avec 0 SiSn

Pour n = 3, le point courant de l'arc de courbe a pour expression :

3

CO) =D ays (t) P,

6.7.1, Propriétés des 7,,¥;

1. Ent =0, par dérivations successives des Tayi» On obtient

Tayo(0) =1; tay91(0) =0; Tay?2(0) =0; Tay?s(0) =0;

Tayo CO)=O; — gayi” OV=L; gaye =O; gays"? (0) =0;

tayo O)=0; gayi =O; gaye” O)=Ls Ty¥s’ O=0;
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taypo (0) =0; Ty?t (0)=05 rye (0)=95 rayfs (O)=1.

A ces relations correspondent les conditions géométriques suivantes au point 
initial de la

courbe :

C@) =P.

Cc (0) =P,

C'?) (0) = Pe

Cc (0) =P;

Ainsi, le premier sommet précise le point initial de la courbe et le deuxiéme la tangente en ce

point. Quant ala courbure, elle est simplement donnée par :

Ic OA C (ODI

«(0)= ——-—-——— =

Cc’? COP rp, °

IP, A Pel

2. Ent= 1, par dérivations successives des pay, On obtient

Taya) =12; pays(l) = 1/6;
TayPoCl) =1; Taya) =1;

(4)

79S (D=05 py Meds ry (als Ty’s M=12;

(ay (2)

tye =O; tyr =O; rye (Hts tyes (= 1;

ie) (3)

tye (=O; pyr (= 05 ry? =0; ty?s W=1

Aces relations correspondent les conditions géométriques suivantes au point terminal de la

courbe :

CU) =P, +P, + 1/2P, + 1/6Ps

CY (1) =P, +P, + 1/2Ps

C? 1) =P, +Ps

C (1) =P

T resort clairement de ces relations que la condition de continuité d'ordre i au point terminal

94

de la courbe est fonction des sommets P; & P3.

6.8. Fonctions de Timmer cubiques

[Timmer-80, pp.25-28, Eq. 12]

timpot)=1- 46+ St? - 2° =(1-1)* (1-21

nme = 4 - 8 + 4° =4t0-0?

Tim P2(t) = 4° - 4° =4t (1-)

Tim? s(t) = - fo + 2? = 2t -1)=t?G-2(1 -p)

Comme pour les autres choix de fonctions de base, le point courant d'une courbe de Timmer

s'écrit comme :

Cw) = > Tim (t) P;
i=0

6.8.1. Propriétés des 73,9:

1. En additionnant les premiers et deuxiémes membres des relations ci-dessus, on voit que :

> timgi(t) = 1
{=o

pour tout ref0, 1}

Ainsi, les fonctions de base de Timmer vérifient la condition de Cauchy.

2. Symeétrie ion: isé isiéy’ par permutation : La forme factorisée des 7,,,9; (t) (les troisiemes membres des

expressions) permet de conclure que :

pimi?i C1 - t) = pinPs-i (0 pour tout? =0,1,...,3.

3. Ent = 9, par dérivations successives des 7,,f,, on obtient *

timpe(O) = 1; Timi? (0) = 0 ; Timif2(0) = 9; Timgs(0) =0;

(1)

Tims O)=-45 gins” O=43 Time O)=05 gins”? (0) =O;
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rime? (O)= 103 ig OP=-163 gms” O=85 tins” O=-2;

(3)

Timo” (0) =-12; vk (0)=24; gine O= “24; Tim? (0) = 12.

De ces relations découlent donc les conditions géométriques suivantes pour l'arc de courbe

en son point initial :

C0) =P,

CY 0) =4P, - Po)

C? (0) = 2(5P, - 8P, + 4P2- Ps)

C0) = 12¢-P, + 2P, -2P,+Ps)

Les conditions de continuité d'ordres 0 et 1 sont similaires a celles de Ball et de

Bernstein-Bézier dans la mesure ow la courbe débute au premier sommet du polygone

caractéristique et est tangente au premier cété de celui-ci. Toutefois, la courbure est

déterminée par les quatre sommets.

4, Ent=1, par dérivations successives des >,\p;, on obtient :

Timbo) =O; Tims(l) = 0; TimPell) = 0; Tim?s(1) = 1;

(1)

rm =O; tn 0s gyms” == 45 tins” (= 4;

(2) (2)

rine (L)=-25 pi CL =85 time (1) =-165 gis (1) = 10;

rime (A) =H125 yg? = 245 quae” = -245 imi” CQ) = 12,

De ces relations découlent donc les conditions géométriques suivantes pour l'arc de courbe

en son point terminal :

Ci) =P;

C' (1) = 4(Ps - Pz)

C1) =2- Py +4P, - 8P,- 5P;)

Cc’ (1) = 12(-P, +2P, - 2P,+ Ps)

On constate des conditions de continuité d'ordres @ et 1 similaires & celles des

représentations de Ball et Bernstein-Bézier : 1a courbe se termine au dernier sommet P; et est

oR

tangente au demier cété du polygone caractéristique.

5, Ent= 1/2, a courbe passe par le milieu du deuxiéme cété du polygone caractéristique.

En effet, ent = 1/2, par dérivations successives des 7,,,0;, on obtient :

qimPo(L2)=0; ggg Pa(/2)= 1/25 qu'Pa(1/2)= 1/2; gim's(1/2) = 0;

rime” (U2) =-12 5 gg t? (2) == 15 ime? 2) = 15 gun's”? (2) = 1/2;

timGe (2) =45 ptt” (1/2) =- 45 ie” (2) == 45 gms” (1/2) = 43

Timer (1/2) =-12 5 pig” (W/Z) = 245 pita”? (1/2) = -245 qyn'Ps” (1/2) = 12.

Ces conditions correspondent aux conditions géométriques suivantes ent = 1/2 :

C12) = 1/2 (P, +P2)

C'? (1/2) = 1/2 (- Py - 2P, + 2P, + Ps)

C?’ (1/2) =4 (Py -P; -P2+Ps)

C®) (1/2) = 12 (-Py + 2P, - 2P,+P5)

Ainsi, on voit que la courbe passe bien par 1/2 (P; + P,). Le fait que la courbe soit

tangente au premier et au dernier cétés du polygone caractéristique aux extrémités et qu'elle

passe par le milieu du deuxiéme permet de vite cerner son allure et de la tracer rapidement

{Boémh-82].

6. Deux arcs de courbes C, et C, se raccordant en un point commun sont tangents si

seulement si le dernier cdté du polygone caractéristique du premier est colinéaire avec le

premier cété du second, c'est 4 dire :

P; =P et Pi - Pe =X(P3 - P ).

7. Triangle de Pascal et transformations linéaires paramétriques

L'analyse de la section précédente peut étre menée aisément a l'aide d'un opérateur matriciel

simple qui découle d'une des deux formulations matricielles du théoréme binomial. Dans ces

deux formulations, qui correspondent en fait 4 deux généralisations successives de la
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récurrence binomiale classique, le triangle de Pascal, présenté sous forme d'une matrice

triangulaire supérieure, joue un réle capital et unificateur de la théorie de représentation

paramétrique polynomiale.

La premiére généralisation de la récurrence binomiale engendre un ensemble de matrices

généralisant le triangle de Pascal. Par rapport 4 la multiplication de matrices, cet ensemble

forme un groupe abélien isomorphe au groupe additif R (cf. chap. 3, part. I). Nous

employerons désormais le symbole G pour désigner le triangle de Pascal (cf. chap. 3, part.

I).

La matrice G, pouvant étre élevée 4 une puissance réelle quelconque, rend bien compte de

toute translation paramétrique de pas a. Pour cela, il suffit de faire précéder la matrice A

(de la forme (3) ci-dessus) de G*, ce qui donne le point de la courbe correspondant a la

valeur paramétrique (% +t). Ainsi, on montrera que :

Cio +) =v,G*A P

Partant, I’écriture G* n'est pas une notation symbolique de simple commodité. Elle désigne

une véritable opération d'exponentiation (cf, Théoréme 3.2, §2.2.2, chap.3, part. TI). Dece

fait, les longues et onéreuses manipulations habituelles des coefficients binomiaux se

trouvent remplacées par des simples additions des exposants de G pour traduire les suites de

déplacements dans l'intervalle paramétrique. De surcroit, l'algorithme de calcul de G* est

fondamentalement celui de la construction du triangle de Pascal.

Comme conséquence immédiate, G* modélise l’évaluation de Parc de courbe, quel que soit

le choix de fonctions de base. Pour Jes carreaux de surfaces bi-paramétriques, il suffirait de

doubler l'opérateur G* par sa transposée.

Comme deuxiéme conséquence, l'opérateur matriciel, noté K, obtenu en mettant & zéro tous

les éléments de G exceptés ceux de sa premiére sur-diagonale, est précisément tout ce qu'il

faut pour traduire la dérivation paramétrique (cf. chap. 5, part. I).

Sur un tout autre plan, on découvre également que G* est opérateur matriciel sous-jacent

au procédé de calcul de différences finies (cf. §2.3.1, chap. 3, part. I).

IR

r

Mais, 4 nos yeux, la conséquence la plus profonde de cette premiére forme du théoréme

binomial est la structure de données que représente l'opérateur noté symboliquement IG* et

défini comme suit (cf. §2.2.1, chap. 5, part. I) :

Lamatrice de lissage (cf. chap. suivant) A étant donnée et supposée de taille (n+1)x (n+1),

on pose :

IG" = diag (0! I! 2! ... ni)x Ge A x<[0, 1j (1.1)

ok G (extensible par construction) est aussi rapportée au format (n+1)x (n+1).

I s'avére que (cf. Eq. 5.44, chap. 5, part. D :

IG*P ="(C(a) C'? (a)... C' (@)) (1.2)

Ainsi, au point de la courbe correspondant a la valeur paramétrique a, l'opérateur IG*

permet d'obtenir en méme temps l’évaluation et toutes les dérivées dépuis l'ordre 1 a

Vordre n. Non seulement l'opérateur IG* remplace la dérivation paramétrique par un simple

indexage de ses lignes, mais d'une maniére fort commode, il se déplace le long de la courbe

(comme le triédre de Frenet dont il facilite d'ailleurs le calcul) et fournit les données

nécessaires 4 l'analyse géométrique complete en tout point de la courbe (cf. Annexe X).

On ne peut pas demander mieux pour décrire la trajectoire d'un outil dont l'extrémité devra

sculpter la courbe.

Pour les carreaux de surfaces bi-paramétriques, il suffira de doubler IG* par l'opérateur

‘IG® déduit du précédent essentiellement par transposition (cf. ci-dessous). Si les arcs de

courbes dans les deux directions paramétriques sont de méme degré, alors IG* et ‘IG® sont

de méme format.

En particulier, t'analyse d'un arc de courbe en son point initial est fournie par IG°P tandis

1 : a . . . . a
que IG*P en fait de méme pour le point terminal. Ainsi, grace 4 ces deux opérateurs, sans

avoir a effectuer la dérivation explicite, nous obtenons rapidement la caractérisation

géométrique compléte de chaque are en ses extrémités.

De plus, un simple examen de la structure de IG’ et de IG’ révéle d'une maniére éloquente
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les caractéristiques géométriques intrinsques 4 chaque choix de fonc
tions de base (cf.

Annexe IX). La recherche de conditions de raccordement & la frontiére de courbes (resp.

surfaces) composites peut ainsi étre automatisée a l'aide de IG’ et IG’.

La deuxitme généralisation du théoréme binomial rend compte des changements d'échelle

paramétrique. En effet, pour tout B € R’, on montrera (cf. §1, chap. 3, part. I) que :

C(6t) =v, D6) «A P

ot D(G)=diag(l 8 e* ... 8"). L'ensemble de matrices D(@) (V6 < R*), par rapport
4 ja multiplication de matrices, définit une structure de groupe abélien isomorphe au groupe

multiplicatif R*.

En composant les opérateurs D(G) et G*, on obtient une formulation plus générale du

théoréme binomial :

C(x+6t) =v; D (8) * G* eA P=V Nee *A P

Liopérateur composite Ne, 5 = D (G) « G* est engendré également par une deuxiéme

généralisation de la récurrence binomiale et se particularise tantot co
mme opérateur de

subdivision (cf. chap. 6, part. 1), tantOt comme opérateur de changement de base (cf. chap.

7, part. I).

De plus, sous la forme particuligre Ti-p,p avec GeO, 1], on obtient la matrice de

fonctions de Bernstein-Bézier (paramétrées en 6) dont les colonnes successives fournissent

toutes les fonctions de base pour le systme UNISURF de Bézier (cf. chap. 4, part. I).

Les deux généralisations matricielles du théortme binomial allégent sans commune mesure

les manipulations algébriques des schémas paramétriques polynomiaux. Les manipulations

usuelles se résument dans les quatre régles simples suivantes (cf. §2.4, chap. 3, part. 1) :

1. Gi «G =G""

2. D(a) « D (6) =D (a+8)

3. D(g) «G* = G** DG) pour tout g#0

an

4. G*, D (GB) =D (6) « GTM

. - *

Lorsqu’on est sur que BeR , les régies 3 et 4 se fusionnent en une seule. D'autre part, les

deux formes du théoréme binomial ainsi que ses quatre régles de calcul se généralisent au

corps commutatif € sans aucune difficulté théorique. Toutetois, l'utilité pratique de cette

extension reste toujours a imaginer.

Les chapitres restants de cette premiére partie formalisent avec plus de rigueur l'esquisse que

nous venons de tracer.

Le premier chapitre de la deuxiéme partie simule une caractérisation automatique de la

géométrie d'un arc de courbe spécifié tour & tour par chacun des huit choix de fonctions de

base présentés ci-dessus. Le deuxitme présente l'étude empirique qui a motivé la

proposition d'une base de six représentations classiques comprenant les systémes de Ball, de

Bernstein-Bézier, de B-spline cubique, de Hermite (resp. Ferguson), d'Overhauser et de

Timmer. Le dernier chapitre proposera ensuite les algorithmes de codage et de décodage de

cette base 4 partir d'un noyau restreint des paramétres caractéristiques associés a cet ensemble

de représentations .

Dans ce mémoire, nous nous sommes volontairement limité a l'étude approfondie des arcs de

courbes. Cependant, il n'est pas difficile d'étendre ces résultats aux carreaux

econ aes La méthode consisterait essentiellement A doubler les opérateurs matriciels

qui modélisent les différentes transformations des arcs de courbe par leurs transposées.

Cela, pour couvrir une deuxiéme direction paramétrique. Il se peut parfois que le degré des

courbes dans les deux directions paramétriques ne soit pas le méme. Dans de tels cas, il sera

nécessaire d'ajuster la taille des opérateurs selon la direction paramétrique.

wes aid .

a titre dillustration et pour conclure, considérons I'important probléme de dérivation

bi-paramétrique :

Consi . .

nsidérons un carreau de surface bi-paramétrique dont le point courant s'exprime sous la

orme :

C6, j=v,APTA‘Y, (1.3)
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ow l'on suppose que :

1. s ett<{0, 1] sont les symboles respectifs des deux directions paramétriques ;

2. la représentation s'appuie sur le choix de n+ 1 fonctions de base (caractérisées

par la matrice de lissage A de format (n + 1)x(n + 1 )); ce choix est le méme pour

les deux directions paramétriques ; toutefois, on peut associer deux choix distincts ;

3. Pest le réseau caractéristique [Bézier-86, pp.115-116] de(a+ J )(n+7) points

P

respectives s ett.

.,, €R” ob les indices i et vont en croissant pour les directions paramétriques

La dérivée partielle d'ordre j parrapportas (évaluée a la valeur paramétrique s = « )

s‘écrira tout simplement de la maniére suivante :

a? C(s, t) |

sas: | =v, KiuA P'A'y, (1.4)

a)
as lee

Pour la dérivée partielle d'ordre i parrapportar (évainée ent = 6 ), on écrira :

a’ Cis, t) |

=| =y, A P'A «‘K' ‘vy (1.5)

ac’? i, _

La dérivée partielle mixte au point paramétique (a, 6) €[0, 1] x [0, 1] et d'ordres respectifs

j eti parrapportas ett sécrira:

aCe, b |

—— | =v, KyAP'‘A «'K' ‘vy (1.6)

yaa)
ds? ot" lez, vee

Quant a l'analyse géométrique complete (i.e. le calcul de toutes les dérivées partielles, depuis

ay

Yordre 0 al'ordre x, au point paramétrique (x, t)) suivant la direction paramétrique s, elle

est donnée par :

3 C(s, t) |

[———! ]jxo...n =IG*P'A‘Y, (1.7)

as? leew

L'analyse analogue en (s, 6) suivant la direction paramétrique ft s'exprimera comme :

a Cs, t) |

—= ! ]j=o .. 1 =v, A P'IG' (1.8).
ar? les
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CHAPITRE 2

Schémas paramétriques polynomiaux

Introduction

Les objectifs de ce chapitre sont la définition du vocabulaire de base employé tout au long de

ce mémoire, le choix de modéle de représentation pour les segments de courbes, la relation

entre différentes représentations équivalentes ainsi que l'extraction des paramétres

géométriques simples a partir de la représentation choisie afin de faciliter une analyse

automatique éventuelle de la courbe. Les propriétés d'un opérateur permettant de passer

d'une forme de représentation dite ‘croissante' 4 la forme équivalente dite 'décroissante’ sont

étudiées avec une attention particulitre. Ce méme opérateur permet d'inverser le sens de

paramétrisation des arcs de courbes et permet aussi une définition matricielle automatisable de

la symétrie par permutation (cf. Théoréme 5.12, §2.3.2.1, chap. 5). Pour clore le chapitre,

on présentera un exemple en guise de résumé.

1. Spécification

1.1. Notion de schéma

Un schéma paramétrique polynomial de degré n repose sur l'espace linéaire Pa des

fonctions polynomiales mono-paramétres 4 valeurs réelles. Définir un schéma revient d'une

part, 4 choisir une suite ordonnée den + J polynémes linéairement indépendants ,,i=0,

ve 1, dans Pa et d'autre part, & limiter la variation du paramétre a un sous-intervalle

{a, b]CR. Les fonctions 6, s'appellent des fonctions de lissage. On utilise aussi dans

la littérature la terminologie suivante : fonctions d'interpolation ([Bézier-86, p. 56],

fonctions de base [Plastock-87, p. 170], terme que nous avons employé au chapitre

précédent, fonction de pondération, (en anglais : weighting functions [Gordon-74, p. 294],

basis functions [Boehm-82, p. 205], shape functions [Noweiler-84] [Norrie-73, pp. 26,

43], ce dernier terme est employé notamment pour les méthodes des éléments finis). La

Plage de variation du paramétre [a,b] s'appelle intervalle de paramatre ou encore

espace de paramétre.

En désignant par ® la suite des , et part le paramétre, on écrira :
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P(t) = (0, (t)) i=0,...,n, pourte [a, b] (2.1)

Ainsi un schéma § est défini par la donnée :

S = {®, [a, b]) (2.2)

Remarque 2.1: Egalité de schémas

Au sens de l'équation (2.2), deux schémas sont identiques si et seulement s'ils possédent les

mémes fonctions de lissage dans un ordre identique et si leurs intervalles de paramétre sont

confondus.

Remarque 2.2 : Conversion de schémas

Au sens de la remarque 2.1, toute permutation de l'ordre des fonctions de lissage ainsi que

de leur pondération par des scalaires constitue une conversion du schéma initial. Par

ailleurs, toute modification de l'intervalle de paramétre est aussi une conversion.

1.2. Représentations de schéma.

1.2.1. Forme vectorielle

On emploie, souvent d'une maniére implicite, l'interprétation vectorielle symbolisée par

l'équation (2.1) rappelée ici :

O(t1)=(0,()) i=0,...,n, pourte [a, b]

pour représenter un schéma [Clark-76] [Goldman-84, p. 204] [Ferguson-64, p. 227]

[Chang-82, p. 346]. Chaque valeurs du paramétre définit un vecteur obtenu en évaluant

les o, (t) dans l'ordre des i.

La représentation vectorielle a l'inconvénient majeur suivant: lorsque l'intervalle de

paramétre des $, subit une transformation (une translation par exemple), il est difficile de

trouver un opérateur explicite qui produise la transformée équivalente sur @(t), Pour

tésoudre de tels problémes, ou bien on change de représentation, ou bien on réévalue

chaque ,(t) séparément. Cette derniére démarche, parce qu'elle s'appuie souvent sur la

spécificité des fonctions de lissage, ne permet pas de généraliser les résultats a l'ensemble
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des schémas paramétriques polynomiaux.

Un des leitmotivs de ce travail étant de caractériser, sous formes A la fois précises et

générales, les modéles mathématiques sous-jacents aux transformations linéaires de l'espace

de paramétre, nous n’emploierons dans la suite de cette thése que d'une maniére restreinte la

représentation d'un schéma sous forme vectorielle.

1.2.2. Formes matricielles

La base canonique de l'espace , s'écrit tantdt suivant le degré croissant des mondmes 1’,

tant6t suivant le degré décroissant. Par convention, nous écrirons :

vy =(,t0,.., 0")

pour désigner la forme croissante et :

Uy = (, ti, t, 1)

pour la forme décroissante.

Pour la forme croissante, chaque fonction de lissage 6, est spécifiée par son vecteur

coefficient dont l'ordre des composantes correspond au degré croissant des ¢’, La suite de

fonctions de lissage présentées sous forme croissante peut étre alors exprimée sous la fomre

matricielle suivante :

®t) =(,t8,..,0)A =v,A Vere [a, b] (2.3)

La matrice A s'appelle matrice de lissage. Ses vecteurs colonnes sont les vecteurs

coefficients des fonctions de lissage homologues. Une fois l'intervalle de paramétre fixé, la

matrice de lissage caractérise donc la suite de fonctions de lissage par rapport & la base

polynomiale standard. Cette matrice est non singulire compte tenu de l'indépendance

linéaire des 9, .

Le passage de la forme croissante a la forme décroissante peut étre formalisé comme suit :
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1. Définir la matrice carrée d'ordre n+, notéeR comme:

R= 8," pour

ij=0..0

ot 5") désigne le symbole de Kronecker. Plus explicitement :

Le symbole 0, dans une matrice, signifiera souvent un sous-bloc de composantes

nulles (ici deux sous-blocs triangulaires), Il dénote, parfois aussi, un vecteur nul.

Le contexte aidant, on trouvera facilement la signification qui convient dans tous les

cas.

2.. Effectuer les transformations suivantes sur les parametres de la forme croissante >

(2.4)

(2.5)

pour obtenir la forme matricielle décroissante cherchée :

OH=¢, Pt... 5 )B=u,B Vte [ad] (2.6)

La matrice B est la matrice de lissage correspondant & la forme décroissante. La matrice R de

(2.4) et (2.5) s'appelle matrice de réflexion ( en anglais, reflection matrix [Davis-65, p.

154]). La relation (2.4) est un corollaire de la propriété R3 (cf. §1.2.3 ci-aprés) tandis que

(2.6) découle de R2 qui démontre que R est son propre inverse.
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1.2.3 Propriétés de la matrice R

La matrice R posséde de nombreuses propriétés d'intérét pratique qu'il convient d'étudier

amplement pour trois raisons. En premier lieu, elle facilite 1a conversion des résultats

entre la forme croissante et la forme décroissante. En deuxiéme lieu, elle fournit un moyen

simple pour inverser le sens de paramétrisation d'une courbe. Enfin, elle permet de

caractériser certaines propriétés fondamentales des schémas. A titre d'exemple, elle permet

une formulation opérationnelle de la propriété de symétrie par permutation [Bézier-77, p. 45]

[Lane-80, p. 36 Lemma 2.2]. Celle-ci est notamment vérifiée par les cing choix suivants de

fonctions de base présentés au chapitre 1:

- Je schéma cubique de Ball [Ball-78, pp. 181-182][Bézier-77, pp. 38-42],

- les schémas de Bézier [Bézier-77, p. 80] [Bézier-86, p. 85] [Faux-85,

pp.129-137],

- le schéma de B-spline [Catmull-78, p. 35],

- le schéma cubique d'Overhauser [Brewer-77, pp. 132-137],

- leschéma cubique de Timmer [Timmer-80, pp.25-28].

La symétrie par permutation (cf. § 2.3.2, chap. 5 et §3, chap. 7 Part. I) est a l'origine d'une

représentation unifiée de ces schémas dans une méme base. Les aspects théoriques et

algorithmiques de cette base seront respectivement étudiés au chapitre 7 de cette premigre

partie et au chapitre 3 de la deuxiéme.

Voici la liste des principales propriétés de la matrice R :

Ri: Lamatrice R est sa propre transposée : ‘R=R

Par définition, on a:

R,,,=8,% = 5) =R,, @ 'R=R

R2: Lamatrice R est son propre inverse: R* =R

Pour cela, il suffit de montrer que R® =I. Ceci se démontre comme suit :

R? | =R)oRo,; + RiiRay tet Ri n-iRa-i,) to + Ri aRa,;

=Rin-iRa-i. {car Ry, 4= 5," }

=Rya,; (ear Ri,» i= 6," ' = 5) = 1]
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=6,77 [ear R;, = 6," ] } R

=§;,'7 (car n-itj=no-it+j=0] ; 0 1
, a b

=6§) [car -itj =0 = j=il]

& kesh = @———_________ |

Or '

R?, = 8 eo R=l CQED.
1 0

R est donc son propre inverse.

igure 2.la Multiplication a droite par R_ avec inversion de Uordre des compo-

R3: (4, 4, «e+ AR = (An, An-1, ---» Go): R renverse l'ordre des composantes de I Santes du vecteur ligne a.

vecteurs lignes (voir fig. 2.1a) ;

En effet, soit a= (a,, a,,....a,)¢ R"** et posons: b=a «x R= (bo, by, ..., b,).

Pour j =0,...,n, ona: R ta th

b; =aoRo,; + aiRy; + 0. +a ,j Raj j te. + anRn, j 0 1

Comme RR, ,=5,", on a bd; =a,;. Drod: _

a «R= (a,, Annis +> Ao) (2.7)

La propriété est ainsi établie et par le méme coup démontre la relation (2.4) car en | 0
prenant V, = (Ora... in pour a dans (2.4), on obtient b = ('); <0, 1, saan . + pe

Figure 2.1b Multiplication d gauche par R avec inversion de l'ordre des compo-

qui est identique a la forme décroissante uy.
Santes du vecteur colonne ‘a.

R4: Multiplier un vecteur colonne A gauche par R revient & inverser l'ordre des — ;
R5: Multiplier une matrice B de n + I lignes & gauche par R revient @ inverser l'ordre

composantes du vecteur (voir fig. 2.1b).
des composantes de chacun de ses vecteurs colonnes (voir Fig. 2.2.), ¢.-a-d. :

La démonstration consiste simplement a prendre la transposée de deux membres de

l'équation (2.7) et 4 appliquer R1 pour simplifier le membre de gauche : B=R+BoB;,=B,-,,, pour i=0,..,n et Vje IN” (2.9)

‘(aa R)="Ra'asR x'a= (ay, ants os Ao) (2.8) En effet, il suffit d'appliquer la propriété R4 a chaque colonne de B.
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Multiplier une matrice B a gauche par R revient a inverser ordre

des composantes de chacun de ses vecteurs colonnes.
Figure 2.2.

R6: Multiplier une matrice B den + I colonnes & droite par R revient 4 inverser l'ordre

des composantes de chacun de ses vecteurs lignes(voir Fig. 2.3.), c.-a-d. :

*

B=BzR = BY = Bi, oj pour j=0,...,n et ie N (2:10)

Il suffit d'appliquer la propriété R3 4 chaque ligne de B.

B R B'

= » || 0 1 pnermererrre

a 424

Jorn _ |e

pdt 0 ———--—-b-f

Figure 2.3. Agissant a droite, R inverse l'ordre des composantes de chaque

vecteur ligne de B.

R7: Multiplier une matrice carrée B d'ordre identique A celui de R de deux cétés par R
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revient a inverser l'ordre des lignes suivi de l'inversion de l'ordre des colonnes de la

matrice résultante (voir Fig. 2.4.), Que l'on inverse l'ordre des lignes d'abord avant

dinverser l'ordre des colonnes ou bien les colonnes d'abord avant les lignes n'a

aucune importance. Dans tous les cas, on obtient :

B=ReBseR &B',; =B,-;,-; pour ij=0,..,n (2.11)

En effet, il suffit d'appliquer les propriétés R5 et R6 ci-dessus dans un ordre

quelconque.

R B R B'

0 1 0 I di cl bi a

1 0 ¢ 1 0

Figure 2.4, Multiplication d'une matrice carrée de deux cétés par R :

- l'ordre des composantes des vecteurs colonnes est inversé,

- lordre des vecteurs colonnes est ensuite inversé.

R8 : Décomposition cardinale de matrices carrées et propagation de permutation :

Les propriétés R1, .... R7 résument les effets qu’a R sur les vecteurs et sur les

matrices, ces derniéres étant considérées comme formées soit de vecteurs lignes soit de

vecteurs colonnes. A propos de la propriété R7, il existe cependant une autre

interprétation de l'effet de R sur toute matrice carrée qu'elle prend en "sandwich".
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“r_ Ee

Ri = prmeneennne i _—

Rega 0...
a f =

Figure 2.5: Décomposition cardinale de R avec n supposé impair

En effet, toute matrice carrée M peut étre décomposée en quatre sous-matrices

cardinales my, m,,m,, et m; comme le montre la figure 2.5 dans le cas de Ja matrice

R. Voici la signification des sous-matrices m,

mM, : sous-matrice cardinale nord-ouest, m, : sous-matrice cardinale nord-est,

m, : sous-matrice cardinale sud-ouest, Mm, : sous-matrice cardinale sud-est.

En supposant que M soit d'ordre n+/, il existe deux cas A considérer: n impair etn

pair.

n est impair :

Les quatre sous-matrices cardinales de format [(n+1)/2 ] x [(n+1)/2] forment une partition

de M. De méme pour la matrice R. Toutefois, dans ce dernier cas, les deux sous-blocs

situés sur la diagonale principale sont des matrices nulles tandis que les deux autres sont

identiques et de forme réduite de R (cf. fig. 2.5). Soit M’= R x M « R et effectuons la

multiplication matricielle par blocs (cf. fig. 2.6). Nous obtenons les quatres sous-matrices

cardinales m; comme suit :

Mj=PrxM, xP Mi="x Ms; yf

mm!

ig

=ram
=F La Mo x M5=T eM, Fr

avec :

P= Reasysre
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2

0 r |{m m 0 r rm, ry)rm, 6

r 0 m m r 0 rm, rir m, fF
3 2

R M R RMR

Figure 2.6 :Permutation récursive des sous-matrices cardinales diagonalement

opposées.

De ces expressions, on voit que la matrice R effectue une permutation des matrices cardinales

diagonalement opposées ( m, etm, d'une partet m,etm, de l'autre). La matrice r

effectue & son tour une permutation analogue des matrices cardinales des m;. Ce processus

se propage récursivement pour s'arréter au niveau de sous-matrices singletons.

n est pair :

Les quatre sous-matrices cardinales de M et celles de R sont d'ordre n/2. Dans les deux

cas, les sous-blocs de lest (e.g. m, et m, pour M) sont séparés des sous-blocs de l'ouest (

m, etm; pour M) par le vecteur de la colonne médiane (dont l'indice vaut n/2 ). Les

composantes de celle-ci n'appartiennent 4 aucune des sous-matrices cardinales. De méme,

les sous-bloc du nord (m, etm, pour M) sont séparés de ceux du sud (m, et m; pour M)

par le vecteur de la ligne médiane (d'indice n/2 ) de la matrice. Comme dans le cas impair,

en faisant M'=R «M +R, les sous-matrices cardinales m} s'expriment de maniére

identique. Cependant, les vecteurs de la ligne médiane et de la colonne médiane doivent étre

inversés suivant R3 et R4 respectivement comme suit :

M'(n/2, j) = M(n/2, n - j) M'G, 0/2) = M(n - i, n/2)

Dans ce cas aussi, le processus se propage pour s'arréter avec des sous-matrices singletons.

En définitive et quel que soit le format de M, l'opération R x M +R a pour effet de

permuter les deux composantes M(i, j) et M(n-i, n-j) entre eux. Ainsi, pour les positions
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permutées entre elles, il s'agit d'une opération de symétrie centrale dont le centre coincide

avec l'intersection des médianes de la matrice.

Et si de plus, MG, j) = M(n-i, n-j), il s‘ensuit alors que R » M » R= M. Dans ce cas, on

dira que M a Ja propriété de symétrie centrale (cf. §1.2, chap. 7, part. I

Remarque : Les propriétés R3 et R4 impliquent séparément R2.

1.2.4. Choix d' une forme

La forme croissante et la forme décroissante sont toutes deux d'emploi courant dans la

littérature : [Faux-85]{Lewis-81, p. 361 équ. (13)][Kjellander-83} emploient la forme

croissante tandis que [Coons-74, p. 1-16] [Rogers-76] [Brewer-77] [Cohen-69, pp.

297-307] [Kochanek-84, pp. 33-41] [Mortenson-85] emploient la forme décroissante,

Aucun texte dans la littérature ne mentionne les raisons qui conduisent a choisir I'une ou

l'autre. Par habitude personnelle, nous utiliserons la forme croissante. Toutefois en

s‘appuyant sur l'opérateur R étudié ci-dessus, on retrouve facilement I'analogue de la

forme décroissante pour tous les résultats présentés dans cette thése. Aussi, nous ne

reviendrons plus sur la forme décroissante.

2. Schéma de courbe

2.1. Deux décisions

Ayant choisi un schéma §, deux décisions supplémentaires président au passage 4 un

schéma de courbe :

- le choix de Vespace objet, c'est-a-dire l'espace euclidien & od la courbe est

entiérement définie,

- le choix du polygone caractéristique qui servira par la suite comme la

transcription

mathématique de la courbe résultante.

L'espace & peut avoir une dimension finie quelconque mais on travaille habituellement dans

2D ou dans 3D. C'est a l'aide du polygone caractéristique que l'utilisateur contrélera et

modifiera la forme de tracé de la courbe. II est formé d'une suite ordonnée de n + J points

P, e 6, i=0,...,n. Considéré comme un vecteur colonne des points, on écrira ;
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P= 'P,, Py, ..., Pa) (2.12)

Les P, sont des vecteurs position de € (cf. fig.2.7) et P les présente sous forme d'un

tableau colonne. Dans la pratique, ona:

(si) si¢ = R*
P,= |

xi, Yi» Zi) sié =R*

Pi

y4

2

ep Ps

0 x

Figure 2.7 : Polygone caractéristique d'un schéma de degré trois

D'une maniére plus générale, nous supposerons que P; <R’= € avec P,=(P; P*

PPyeti=0, 1... 0.

2.2. Spécification de schéma de courbe

Ainsi, un schéma de courbe est entitrement défini par la donnée :

C ={8, &,P} (2.13)
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Remarques 2.3. :

A priori, la seule signification géométrique que nous attribuons aux Pest qu’ils désignent

des vecteurs positions de l'espace objet. Un systéme autonome de transcription

mathématique de formes doit étre en mesure de trouver les interprétations géométriques

implicites a la spécification.

A ce titre, nous faisons l'hypothése suivante :

Hypothése 1. :

La géométrie d'un schéma de courbe est déterminée a priori par le choix de ses fonctions de

lissage et par l'ordre dans lequel elles se présentent. Nous partons de I'hypothése

supplémentaire évidente que la matrice de lissage contient les renseignements géométriques

nécessaires pour caractériser cette géométrie.

2.2.1. Expression du point courant : interprétation matricielle

Partant de l'interprétation matricielle de &, te point courant du tracé de courbe spécifiée par ©

est donné par :

C(j}=v, AP pour tout te [a,b] (2.14)

Définition 2.1.

On appelle courbe de base [Bézier-1986, p.67] ou encore arc de courbe le tracé de

courbe déterminé par l’équation (2.14).

Il se peut que l'on connaisse d'avance, pour la courbe de base, l'origine C(a) et l'extrémité

C(b) ainsi que d'autres contraintes géométriques en nombre suffisant en ces points pour

déterminer le polygone caractéristique P en fonction de ces contraintes. On aboutit ainsi ala

spécification de la courbe de base sous sa forme géométrique {Peters-74, pp. 262-264]

[Mortenson-85, pp. 34-37]. C'est dans ce sens que, dans la littérature anglo-saxone, P est

habituellement aussi appelé matrice des coefficients géométriques (geometry matrix in

[Forrest-80], matrix of geometric coefficients in [Mortenson-85] or again, control points in

[Farin-83]). Nous verrons, notamment au chapitre 1 de la Partie II, comment retrouver la

forme géométrique d'une courbe partant des indicateurs de géométrie.
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D’autre part, en posant :

B=AP (2.15)

on obtient une forme équivalente :

Cit)=v, B=> B,t (2.16)
i=0

dite forme algébrique [Morterson-85] ou encore forme polynomiale [Bézier-77, p.

80] dans laquelle B est la matrice des coefficients algébriques.

I! découle de l'équation (2.15) que :

P=ATM +B (2.17)

La spécification d'une courbe de base suivant l'€quation (2.14) présente trois aspects

intéressants pour la modélisation des schémas de courbes paramétriques polynomiales :

1, Elle permet une approche théorique homogéne de l'ensemble de schémas de

courbes car il est possible d'associer aux transformations linéaires de [a, b] des

opérateurs qui sont invariants par rapport 4 la matrice de lissage (cf. chapitre suivant

oi les éléments de cette théorie sont formalisés).

2. Toute matrice carrée inversible peut étre considérée comme la matrice de lissage

d'un schéma de courbe au sens de l'équation (2.14). Ce fait élargit le champ des

schémas de courbes envisageables.

3. Elle permet de présenter dans une méme moule théorique les modifications de

schéma induites par des transformations linéaires de l'espace de paramétre.

Ce troisitme aspect nous a paru intéressant et a constitué un axe principal de nos

Préoccupations tout au long de ce travail, comme nous l'avons souligné au chapitre

précédent.
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2.2.2 Intervalle normalisé et indicateurs de géométrie

Parce qu'il simplifie énormément les calculs, l'intervalle de paramétre normalisé [0, 1] est

devenu un standard quasi universel.

Cependant une particularité de cette intervalle demeure peu explorée d'une fagon

systématique :

En posant t = 0, d'aprés l'équation (2.3)

C(O) = (1, 0,...,0) A * P=A(O, «) P (2.18)

ot A(O, «) désigne la premiére ligne de la matrice de lissage. On voit bien que les

composantes de A(0, «) déterminent le poids de chaque composante de P dans le calcul du

point initial de la courbe (¢ = 0 ). C'est dans ce sens que nous introduisons la terminologie

suivante:

La premiére ligne de toute matrice de lissage constitue un indicateur de géométrie pour

Uexpression de la condition de continuité d’ordre zéro a lorigine d'une courbe de base

définie sur [0,1]. Par abus de langage et pour plus de briéveté, nous dirons que A(0,x) est

un indicateur de géométrie (ou conditions ) d’ordre zéro ent = 0.

De méme en faisant t=/ dans l'équation (2.3), on observe que :

Ci=d, 1..., DAP =v, AP (2.19)

On vérifie que le produit v, A donne un vecteur ligne dont les composantes sont la somme

des colonnes correspondantes de la matrice A. En écrivant

esvV(A) =(1, 1,...,1) A =v, A (2.20)

od l'opérateur csv (qui veut dire “column sum vector" en anglais), appliqué 4 une matrice,

raméne le vecteur ligne de composantes égales aux sommes des colonnes respectives de la

matrice.
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Par analogie avec A(0, x), nous dirons que csv (A ) est l'indicateur de géométrie

d'ordre zéro ent = 1 ou encore I' indicateur de conditions d'ordre zéro ent = 1.

Avec une modélisation appropriée de 1a dérivation des schémas paramétriques polynomiaux

(cf. chap. 5, partie I), on définira les indicateurs de géométrie d'ordre quelconque en t = 0

etent=/J, en s'appuyant sur les lignes successives de la matrice de lissage. Moyenant la

technique de segmentation (cf. chap. 6 de cette partie), les formules développés au points t ¢

{0, 1} peuvent étre appliqués en tout autre point de l'intervalle de paramétre comme I'a

souligné Goldman dans [Goldman-83, p.159]. Mais, il y a de mieux encore : grace a la

généralisation du théoréme binomial (objet du chapitre suivant), on définira un opérateur

matriciel qui réunit tous les indicateurs de géométrie permettant d'effectuer une analyse

géométrique compléte en tout point paramétrique.

2.3. Schéma de Bernstein-Bézier cubique

En guise de résumé, illustrons les points essentiels de ce chapitre en considérant l'exemple

du schéma cubique de Bernstein-Bézier [Gasson-83, pp. 480-481][Faux-85,

pp.129-134][Forrest-71, pp. 71-79].

Fonctions de lissage :

On a vu au chapitre précédent que les fonctions de lissage (ou fonctions de base) sont :

ooQ=(1-) =1-34+3¢- e

6,00 =30-9t= 3t- 6% + 3¢

62. =30-e= 3¢ - 3¢

6;@=¢ = e

c'est-a-dire :

6,@=C,d-oe" pour i=0,...,3

et:

O,,= (6 iso, 3

Lintervalle de paramétre est normalisé, c'est-a-dire : te [0, 1].
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Matrice de lissage :

De I'expression explicite des $ , (t), on voit que :

I Q 0 60

A . 13 3 0 60
Be

3-6 3 0

1 3 -3 1

Ainsi, ®, {t) = (1 t 1° 1°) Agg ce qui, sous forme décroissante, s‘écrira comme :

O,,(t) = tt Re Ag,

On vérifie aisément que :

Schéma cubique &,, :

De ce qui précéde, on déduit que :

Spe = {D, 5 (0, 1} - (Ag, (0, 1}}

Schéma de courbe Oe 3

Soit 6 un espace objet de dimension quelconque et Pje € pouri=0, 1,..., 3.

Cae = (Sap &P)
Bé’
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Expression du point courant de la courbe :

Cij=O t # P)AQ.P (2.21)

Continuité d'ordre zéro ent=0:

Puisque :

A,,(0, +) =(1 0 0 0)

il s'ensuit que :

Age(0, #) P=(1 00 0) (P, P, Py Ps) =P,

Ainsi, la premiére ligne de la matrice de lissage permet de déduire la condition classique de

continuité d'ordre zéro, pour le schéma cubique de Bernstein-Bézier, ent = 0 (cf. §6.3.1,

prop. 3, chapitre précédent ; aussi dans [Bézier-86, pp.70-71)).

Continuité d'ordre zéro ent =1 :

On vérifie aisément que :

csvV(A) = (0 0 0 1)

dot :

csv(A)P=(0 00 1). '(P, P, P, P;)=Ps

Cela donne bien C(1) comme obtenu au chapitre précédent (voir aussi [idem] et [Gasson-83,

pp.480-482]).

Conclusion

Lanalyse menée dans la derniére section pour le schéma cubique de Bemstein-Bézier se

généralise a tous les schémas paramétriques polynomiaux.

Il convient de souligner que le concept d'indicateurs de géométrie se généralise aisément

au-dela de l'ordre zéro. Mais, cette généralisation dépend d'une modélisation appropriée de la

dérivation paramétrique (cf. chap. 5, partie I). Cela est, son tour, tributaire de la théorie

centrale de transformations paramétriques linéaires, théorie faisant précisément l'objet du

chapitre suivant.
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CHAPITRE 3

Groupes matriciels de transformation polynomiale

| % Introduction
| 2 ‘ Un grand nombre de manipulations effectuées sur la transcription paramétrique polynomiale

+ des formes peuvent étre ramenées a Ja résolution du probléme général suivant :

Soit une fonction polynomiale f de paramétre t ER, et de degré n

f(ttj= (lt ..%)a =a 
G1)

oh a = ‘(ao Qs... an), avec a, € R, i=0,.., 0. Soit poura,B € R, la

transformation linéaire paramétrique : Tap ROR trart pt

Trouver l'expression correspondante de (f °Tx, 5 )(t), on ft, désigne la composition

des deux applications f ett «,p-

Nous présentons dans ce chapitre une solution simple et €légante qui, de plus, est facilement

applicable dans des contextes divers et indépendamment du schéma de lissage considéré.

Nous montrerons notamment que la solution au probleme de transformation linéai
re de

paramétres se raméne & \'étude de deux groupes de matrices qui, par rapport ala

multiplication matricielle, sont respectivement isomorphes aux deux structures classiques de

groupe de R. La solution préconisée est fondée sur la possibilité de décomp
oser une

transformation linéaire arbitraire en une homothétie suivie d'une translation, soit: Ta,» (t) =

(Tx, ehg \(t) ot la transformation homothétique h, est définie par : hy : trope

tandis que latranslation T, est donnée par : T, it ratt

On peut établir avec facilité les identités suivantes :

a) Tyehs =hye Tare = Tap si B #0

b) Typ * hp =hy ° Ta = Tepes pour tout a et eR
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c) Tyshy =hye Ty lg, = Tarp sia #0

1. Matrices de transformations homothétiques

La définition de la composition de fonctions [MacLane-68, p.5] permet d'écrire :

(F> hy it) =f(hg(t)) = f(Pt)=1 Gr) Bry’... (Bry da

ce qui peut s'écrire :

(f> hy (tt) =v, D(B)a 3.2 )

ott la matrice D(B) est définie par :

D(B);,; = B'S (3.3 )

3) étant le symbole de Kronecker. Plus explicitement :

1 0 0

0 8B

p(B) =

0

0 0 B

La matrice D(B) sera appelée matrice d'homothétie polynomiale. C'est une matrice

carrée d'ordren+1,n2 1.
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Théoréme 3.1.

Soit l'ensemble des matrices d'homothétie polynomiale :

2 = (D(B)|Be R*}

de dimension (n+1)x(n+1), avecn 21 et nelN. & muni de la loi de multiplication de

matrices (x ) est alors un groupe abélien isomorphe au groupe multiplicatif de R *.

*
(2,x,D(1),?) =(R°, 1,77)

Remarques :

- dans(2,*,D(1),~*), Vécriture ~* désigne l'opérateur unaire :

D > D : Dib) D*(b)

dans (IR * 1,7"), Uécriture ~' désigne l'opérateur unaire :

R* +R*: Boe 1B=B7

- la notation adaptée pour la représentation de groupes suit celle employée par

Bobrow et al. dans [Bobrow-74, p. 91] ot un groupe est un quadruplet

(S, m, 1, 1) dont (S, m, 1) est un monoide et 7 un opérateur unaire qui est

inverse de m par rapport a |, c'est-a-dire :

ms, i(s)) = | = mi(s),s) pour touts € S

On trouve dans [Lipson-81, p.70] une notation quasi identique 4 (S, m, i, 1).

Démonstration 3.1

(2, x, D(I), ~* ) est un groupe abélien.

En effet :

- soienta, be R°. Puisquea’ b' =(ab)' pouri=0, I,..., n, on déduit que :

D(a) « Db) = Dab) « D

Il s'ensuit que Ja multiplication de matrices est donc une loi interne A (2, « , D(1),~*).
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_ Lropérateur » est commutatif : ‘car D(a) « D(b) = D(a.b) = D(b.a ) = D(b ) « D(a).

D(1) est la matrice identité: D(1) « D(a) = D(1.a) = D@) = D(a.1) = Dia) « DQ).
1

- La loide multiplication de matrices étant associative dans I' algébre des matrices dordre

n, ©%,(IR), elle l'est en particulier dans 2.

- D(a) et DTM (a) sont mutuellement inverses car :

D(a) « D* (a) = D(a) « Da) [od a” est I'inverse de a]

=D(a.a‘) [produit de matrices diagonales]

= D(t) = D(a”. a) = Da) « DQ).

IL reste a exhiber un isomorphisme de groupe.

Considérons l'application : g:2OR*: D(p)-B

C'est une bijection. En effet, elle est surjective par la définition de 2 . De plus, elle est

injective car D(a) #D(b) ab. Elle préserve aussi les deux opérations de groupe car :

g(D(a )) . g(D(b )) = (a-b) = g(D (ab )) = g(D(a) « DO))

Cela termine la démonstration.

Conséquences :

1. Premiére identité fondamentale .

Sur la base de l'isomorphisme (2, « , D(1), ) = (R * 1, 7), léquation 3.2)

constitue une premiére identité fondamentale que l'on peut formuler de maniére plus

condensée comme suit :

Ver =Ve DB) (3.4)
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4. Symétrie entre le facteur d'homothétie 8 et le paramétret :

Vet = Vp Dit) =v, D(B) (3.5)

On remarquera que cette derniére identité est toujours vérifiée méme pour t = 0 car:

v, DO)=(1 BB’... B") DO)

=2100.. O=0 0 0... ODB=v,

En posant § = 1 dans l'équation (3.5), on a le cas particulier :

v. =v, Dit)

3. Homothétie paramétrée ent:

En posant B=¢ dans l'équation (3.5), ona:

(fe hy (it) =v, Dita (3.6)

En effet :

(feb, t) =f, (t))=f.t) =f(P aah ot .. PP a

tf... 0 D(a

Cette conséquence, tout en soulignant la symétrie relevée en (3.5), illustre la facilité avec

laquelle I'on peut traiter le cas d'homothétie dont le facteur peut étre un monéme quelconque

dela forme At‘ avec Ae R et ke WN, (voire pourkeZ sit #0), sans précaution

particuliére. On vérifie facilement que :

tf tf
Y= Yiged DQ=v, nit) (3.6.1)
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2. Matrice binomiale et ses puissances banalisées

Une lecture, méme sommaire, de la littérature sur les systémes de transcription

mathématique des formes géométriques fondées sur un lissage par des fonctions

paramétriques polynomiales révéle la quasi-omniprésence des coefficients binomiaux, dés

que les transcriptions et les manipulations associées sont exprimées sous formes algébriques

explicites. Les fonctions de Bézier au sens étymologique [Bézier-68] [Bézier-72, p.118]

[Bézier-77, p.65 équ. 68] [Chemla-71] [Vernet-71 ] [Véron-73, p.5 équ. A.1] [Ris-75, p. 4

équ. 1.2], les fonctions "semi-classiques” de Bernstein [Davis-63, p.108 équ. 6.2.1]

[Forrest-71, p.73 équ. 4.1] [Gordon-74] [Chang-82, p.346 équ.11] [Goldman-85, p. 35]

[Bézier-86, p.82 équ. 4.29] [Cohen-85, p.177] sont inséparables des coefficients

binomiaux. Les méthodes de segmentation de formes paramétriques polynomiales

[Bézier-86 p.87 équ. 4.123} [Piegl-84] [Faux-85, pp.149-151] [Goldman-85 pp.33-40}

{Lane-80], la conversion de la représentation d'une forme paramétrique [Goldman-85, p.13,

problem 3], les méthodes d'évaluation progressive des points d'une forme ainsi que les

calculs de différences finies ne font qu'exprimer (quoique souvent sous forme cachée) les

relations intimes inhérentes aux coefficients binomiaux. A ce titre, ce formalisme permet :

- de mettre en évidence le lien étroit qui existe entre ces différents problémes,

- de montrer que la généralisation du procédé de calcul du triangle de Pascal

conduit aux fonctions de Bernstein et aux fonctions de Bézier qui se déduisent

aisément des fonctions de Bernstein (cf. §2, chap.4 ),

- d'associer un opérateur matriciel explicite au procédé de calcul des différences

finies,

- d'interpréter la matrice des fonctions de Bézier comme la réponse que fournit la

matrice des fonctions de Bernstein aux sollicitations formées de la fonction

échelon-unité et ses translatées (cf. fig. 3.1).
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4do Jo

1

a bg

Qn Im %n 3m -- ve ~ fh

(t)

J 9, he) =

1

J 1 4 {ig

On Im 2m 3h --- oa a nh

9.0

J Ox On) =I
1

Il | | [P%

Qn Im Mm 3 -- k/n os ve nn t

Figure 3.1 Fonction échelon-unité et ses translatées successives de pas égal a lin, :

Gdt} =0 pour t < kin

= If pourt >kin k=0,],..,n ene lN.
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- de simplifier les manipulations algébriques des polyndmes et de faciliter la

généralisation des résultats, :

- enfin, de déboucher sur un opérateur fondamental IG* qui permet

d'effectuer une analyse géométrique complete en tout point paramétrique «

d'un arc courbe quelconque (cf. chap. 5).

Le formalisme est fondé sur une interprétation géométrique explicite attribuée au triangle de

Pascal. Ce triangle, publié pour la premiére fois dans [Pascal-1665}, sert principalement 4

engendrer des coefficients binomiaux. Cependant, par une organisation de ses composantes

sous une forme de matrice triangulaire supérieure (4 cause du modéle croissant adopté), le

triangle de Pascal se transforme en un véritable opérateur géométrique par rapport aux

fonctions polynomiales mono-paramétres. En effet, le théoréme binomial sous sa forme

classique [Girard-65, p.96] :

wlll 2 on-2 2 n
(a+ x)? =a" + Chat txt +Ch ah ex® 4 ee te ChaM PX? + ee +X

n’exprime-t-il au fond une identité fondamentale sur la composition d'une fonction

polynomiale avec une translation de son paramétre x , certes sous une forme condensée et

simplifiée ? Cette lecture géométrique du théor¢me binomial et Ja relation simple liant les

exposants p etn — p des facteurs des monémes C? a"~’ conduisent a une généralisation

du triangle de Pascal transformé que nous baptisons désormais matrice binomiale. On va

pouvoir élever cette matrice @ une puissance quelconque et dans un corps (voire dans un

anneau) commutatif quelconque, moyennant une généralisation de 1a récurrence binomiale :

CisCitp+ Chat

Le reste de ce chapitre est consacré & la présentation des fondements de cette théorie dans le

cadre concret du corps R.

2.1, Etude de f-T, pour a=0, 1; définition de la matrice binomiale
w&

Casdea=0:

Partant de I'équation (3.1 ), on voit que :

f° To \t)=fOtt)=ftjavta (3.7)

Casde = 1:

Etantdonné T,:t+> 1 +1, ona:

(f° Ti Mtv=fl+t)=vViwa =( (lat) Gay .. (14 a

Le théoréme binomial donne :

Cc
5

2 ci

(l¢ty = > Ct =(lt t? tl) j

1=0

Cc
d

pourj=0,J,...,n. Aprés avoir complété le vecteur colonne de coefficients binomiaux par

n-j zéros, on trouve :

qui peut étre écrit sous une forme plus condensée comme suit :

(+ty =v, G,; pourj=0,1,...,n (3.8)

ot G,,; estle j lémé vecteur colonne de la matrice binomiale dont les composantes sont



définies par : 
;

.
{ 0 pour i >j |

G = 4 |
i, i 

|

[ c; pour i $j (3.8) |

avec : 
;

f 0 pour i >j

C; = 4 il. pour i $j
| #G-d!

pour (i,j =0,1,...,n) et sachant que 0! = 1.

ILs'ensuit pour (f « T, )(t) que:

(fo Ti 0) = Vier a =v,Ga (3.9)

2.1.1. Matrice binomiale et coefficients binomiaux

La matrice binomiale G de J'équation (3.9 ) dont la définition explicite est donnée par :

ci; Cc? ———- ¢,;

0 ¢

cr-t

qc

n

est donc le triangle de Pascal dont les entrées sont organisées sous forme d'une matrice

triangulaire supérieure pour étre conforme avec la forme croissante que nous avons adoptée

pour la base polynomiale standard du chapitre précédent.

La récurrence binomiale classique :

C=C + Cs (3.10 )

se traduit pour la matrice binomiale G par:

(o pour i>j

6, = i pour i=0 3.11)
[G + G pour i<j

i-t,jra a,yct

La figure 3.2 souligne sous une forme imagée, la relation “triangulaire" liant les composantes

de la matrice binomiale. Il résulte de cette relation que la matrice binomiale est extensible &

une dimension finie quelconque. Aussi, pour ne considérer que le sous-bloc formé de ses

n+ premiéres lignes et des n+ 1 premiéres colonnes, écrirons-nous parfois ,G. Dans

ce cas, les indices de lignes et de colonnes varierontdeOan. Le passagede,G & ns:

G s'effectue 4 l'aide des relations suivantes :

Ginij-t

donne
.. —_______»Gija G;j

Figure 3.2 Relation triangulaire récurrente entre les cormposantes de G.

63



( G, pouri,j=0,...2n

1 pouri=Oetj=ntl

aS, = oe £ pouri=l,...,netj=ntl (3.12)

1 pour i, j = n+l

[| 0 pouri=n+letj=0,...,n

2.1.2. Propriétés élémentaires de G

Parmi les nombreuses propriétés de la matrice G, on doit toujours tenir présentes a l'esprit

les suivantes :

P1: G est une matrice triangulaire supérieure : G,,, =0 pouri>j, i,j=0, 1,

sees TL

G, j 1 0 7}

G 1oj | 3
G . I, = $ j+l

Hj 
| lignes

0 1 | J

Gy; Sm ise
- J +1 colonnes

(a) (b)

(0), = 0 —__ 9

j +1 zéros

(c)

E 41)1

|f 1 1 |

| j+2
TE, 5541 = 4 lignes

; |

1 1 |

0 1

| La —

j + colonnes

(d)

Figure 3.3 Notations employées dans la propriété P8 :

(a) Gx, ; ° vecteur colonne des J + 1 premiéres composantes de ta colonne j,

(b) ij: matrice identité de dimension (j +1) x (j + 1),

(c) [0], : vecteur ligne nul de j + 1 composantes,

(d) TE; , , +3° matrice exprimant la colonne j + 1 en fonction de la colonne j.
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P2: G,,,=1 pouri=0,1,....n.

P3: G,; =1 pourj=0,1,....0

P4: dé(G)=1.

PS: Gest extensible a l'aide de l'équation (3.12 ).

P6: G,,, donne le coefficient dumonéme x’ dans le développement binomial de

(l+xj) i,j=0,1,...,n. Autrement dit, G, ; est le vecteur coefficient du

polynéme (J +x)’ développé suivant le degré croissant des x’ .

P7: Gy, + Gi, t..+ Gj,= (+1) =2 pow j=0,1,..,n.

P8: Génération récurrente des colonnes (cf. fig. 3.3, p.65 pour les notations

employées) :

[Gx ; | [
P81: Goin = | | + |

Lo | {

Ceci ne fait qu' exprimer les relations de l'€quation (3.11) en terme de colonnes. Une

formulation matricielle équivalente est donnée par :

[y, | (tO3|
P8.2 : Ga jet = | IG. + | [G.,,

[tol | Ly |

Cette forme a l'avantage de mettre en évidence la voie 4 suivre pour généraliser les

propriétés de la matrice binomiale 4 un corps abstrait [. Pour ce faire, il suffit de

procéder aux identifications suivantes (voir fig. 3.3) :

1. remplacer 1 par lp dans I,,
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2. remplacer 0 par Oj dans I, et dans [0],,

3. poser Gx, ={1 fF] pour initialiser le calcul de G.

Le déroulement récurrent des calculs spécifiés par P8.1 ou bien par P8.2, ou encore par P8.3

formul€ ci-aprés, permet de calculer GF la taille que l'on veut. Une simplification de

P8.2, en mettant Gx,, en facteur, conduit 4 la forme compacte suivante :

P8.3 Gy = JEi-isi * G,

2.2. Généralisation

La translation T, :

poursuite de l'étude de f° T,

To2tte2+t

peut s'écrire :

T2= Tye Ty avee T,ite ltt

dou :

F°Te te) =Fo(Tre Tr) t= G+ Tr Ms )) => Ty +t)

=Vi4.Ga

{d'aprés (3.9 )]

=(v.G)Ga [une deuxiéme application

de (3.9 )]

=v, G'a

Ainsi, on obtient :

(f° T, Mt )=Vewa =v, Ga

que l'on peut mettre sous la forme condensée équivalente :

2

Ver =v, G

En procédant par récurrence, on voit que pourk e IN, on peut écrire :

67



(fT, Mt) = Veer a

v, Gra

ou encore :

v, G*Vase

D'aprés l'équation (3.7), G° est assimilé a la matrice identité I. On voit donc que

l'exposant de G suit le pas de la translation T, pour a€ IN. Cependant, on ne voit aucune

justification ni théorique ni pratique pour imposer que « < IN uniquement. On peut aussi

bien avoir « ¢ R car application :

T, :RoOR :teart

y est bien définie. Pourquoi ne peut-on pas écrire :

(f° T,, tt) = Var &@ = v,G*a

(3.13)

pour tout @ € R comme pour tout @ € IN (donc pour tout x«< Z aussi)? Nous

montrerons dans la suite que G* existe effectivement pour tout ae R en proposant sonp propo:

calcul qui se déduit aisément du théor8me binomial. En fin de compte, on découvre que les

relations qui ont permis le calculde G* pourae Z [Doh-85], s'appliquent également

pourge R.

2.2.1. Puissance banalisée de G

Pour déterminer G“, explicitons le calcul de (f > T,, )(t):

F(T. )) =flart)Fe Te Me)

= Vas

(1 [a+t] [a+t} (a+t] ja

Appliquons le théoréme binomial pour développer (a +t y:
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ai ©
i

ai * ct

act

ci

pour i,j =0, 1, ...,m. Complétons le vecteur colonnne des o) 'C} avecn-j zéros

ajoutés en queue pour obtenir :

re ~

eC

ac
j

j

(@ +t) = oe Gt ade em we wyMe
i

Je

On regroupe les calculs pour j = 0, 1,..., sous une forme matricielle qui permet

identifier lopérateur G", soit :
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1 aQ aC? — a'C?

| @ Ch ———— gC

F¢.TIO= ¥ a (3.14)

O 1 och

1

L

2.2.2 Définition de G*

Plusieurs procédés basés sur des généralisations des relations multiples qui relient les

composantes de la matrice binomiale peuvent étre proposés pour le calcul de G*, Vae R

([DOH-85]. Nous en retenons deux seulement dans le cadre de ce travail. Le premier se

déduit aisément de I'équation (3.14) :

Définition 3.1.

Fai , : * :
La matrice binomiale élevée a la puissance ae R , et notée G*, est la matrice dont les

composantes sont définies par :

(0 pour i >j

G i = {
| ai fCh pour i $j (3.15)

pour tout i,j=0,1,.4.n. G°=TL,

En comparant l'équation (3.11) aux équations (3.14) et (3.15), on voit bien que G*

coincide avec G losrquel'on pose @= 1. Par ailleurs, puisque C} =G,,,, l'équation

(3.15) peut s'écrire plus simplement sous la forme :

Gy = 0G, pour i,j=O,1,.40 (3.16)

En tenant compte de la relation récurrente de (3.10), ona: a

aI) sal (CT + Ca)

js ipvint (inte i
SOIC, tala’ Ch)

cest-a-dire :

hy) SGP ja + a Gh 5-1

On trouve ici une premiére généralisation naturelle de la récurrence binomiale sous sa forme

matricielle exprimée par l'équation (3.11). Celle-ci conduit 4 la définition équivalente

suivante de G* :

Définition 3.2

La matrice binomiale élevée a la puissance ae R et notée G*, est la matrice dont les

composantes sont définies par :

{0 pour i>j

Ge = jq! pour i=0 (3.17)
1}

G* + o GX pouri <j
int, jot i, $eh

La matrice G° est identifiée a la matrice identité de méme dimension.

Ainsi, comme le souligne la fig. 3.4, les composantes de G* vérifient, au facteur et

exposant & prés, les mémes relations triangulaires que la matrice G.
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i pémonstration 3.2

G*,.
i-1,j-1 Lorsque © ou B est nul, le théoréme est trivialement vérifié puisque l'une des deux matrices

se confond avec la matrice identité. I suffit donc de se limiter au cas ob a, Be R*

seulement.

donne 1 oC? aCe —— ace
a a

aG.. , > G,
1, J rj | a Ci ———._—so»sewoc

Figure 3.4 Relation triangulaire récurrente entre les composantes de G* .

t G* =

Par analogie avec les relations (3.12), le passage de ,G* & ,4,G" est assuré par les

relations suivantes : 0

1 cnt

(Gis pour i,j=0,...,0 =
I

a Go, pouri=Oetj=nt+l = =
:

_ 
Figure 3.5 La matrice binomiale 4 la puisance ae R.

ont = 4 Ge . + G pouri=l,...,netj=n+l (3.18)

|

1 pour i, j=n+l G* et G* étant toutes deux des matrices triangulaires supérieures (cf. fig. 3.5 pour G*),

i leur produit en est une aussi. On a donc & démontrer que :

| 0 pouri=ntletj=0,...,n :

die - Gy = (a+ 8)! CG
Le théoréme suivant montre la compatibilité entre l'interprétation de G* comme G élevé 4 la i

uissance ©. et la loi d'exponentiation. .
P Pp Développons les deux facteurs du membre de gauche d'aprés la définition :

J J
Théoreme 3.2 at BL 2-H ai j-k Ak

XG. GY @y'g ey *c
Soit a, BER. SoientG* et G’ deux matrices de méme ordre définies suivant k=i ksi

Uéquation (3.15), alors:
— octal -k i

G* Gh = Gr (3.19) = op (ay BY Cy, Ct
=ii



rm

1 ee

L'identité binomiale : G G = C; Gi permet d'écrire :

a 8
b Gy Gy

En posant q=k -i, on obtient :

j

ye. Gg
ik kj =

k=i

j
Lo k -k :

op @) ®) C clk
ksi j9

ftp Ci XL By "ck
kei

ca me

ab G YL witty Michi

a
W oO

aipicy (1B) chia
02 Ul

“ii io q ai-i-g
a B (a/B) C LB) Si

q=0

14

jei

pic X (arp) cre
qg=

J, , 4 , .
BC > (a/B)° ay ICE; 4

q=0

En appliquant le théoréme binomial 4 la somme, on obtient :

GG. G jt Ai joi
ik ej = BCG @p+ yl

gi (a/B + yt G

(a+ BY 'C; CQED.

Corollaire 3.1

(Gy? =G * (3.20)

En effet :

G* .G* =G**=G° =I

Ce corollaire souligne la facilité avec laquelle G“ peut étre calculée a partir de G*. En effet,

il suffit de remplacer o par -a@ dans les équations (3.15) et (3.17). En tenant compte de

l'équation (3.16) et du fait que la parité de j- i détermine le signe de (-J)’TM , il suffit dans

la pratique, de multiplier par (-J) les composantes des sur-diagonales dont le rang (j- i) (i,j

= 0,1, ...,n), est impair. En terme de cofit, cela revient tout simplement au coiit de ( n®-

e(n))4 réaffectations des composantes de G* avec changement de signe. La fonction o(n)

vaut J lorsque GTM est taillée aun ordre impair, @ dans le cas contraire.
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2.2.3. Propriétés de G*

Les propriétés énumérées en section (2.1.2) pour G se généralisent facilement pour G*

quel que soit ae R (P1, P2 et P4restent toutefois invariantes) .

Pla:

P20:

P30:

P4a:

P50:

Péa:

P70. :

P8a:

G* étant une matrice triangulaire supérieure : G/,,; =0 pouri>j,

i,j=90, 1,..., 0.

G*, =1 pouri=0,1,..., 1.

Go, ; =o pourj=0,1,...,.n.

dét(G*) = 1.

G* est extensible A l'aide de l'équation (3.18 ).

G¥, donne le coefficient du monéme x' dans le développement binomial

de(a+x) i,j=0,1,...,0. Autrement dit, G*,,; est le vecteur

coefficient du polynéme (%+ x)’ suivant les degrés croissants des x’.

&, + Gf, +..+ GF j= @+1) pour j=0,1,...,0.

Génération récurrente des colonnes de GTM (cf. fig. 3.4 pour les notations

employées en remplagant partout G par G*) :

[G*.; | [ o |

P8.10 Gow sol fr | |
| o | G%,,; |

a [0] ]

P8.20 Gran 4s i | | Gs. j + | | G “ i
Lto] | L 4]
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P83 G* jer = IE; sje: « Oke,

ou:

- 
_

1 a 0 |

IE, = | j+2
ee ee lignes

|

i «ll!

0 |

L. ty J

J+J colonnes

Les trois identifications proposées en §2.1.2 pour généraliser les propriétés de G a un corps

i quelconque F sont aussi le point de départ du calcul récurrent de G* lorsque ae F.

Toutefois, il faudra dans ce cas, poursuivre le calcul jusqu’a l'ordre souhaité selon l'une des

prescriptions P8.la, P8.2q@ ou P8.30.

2.3. Groupe de translations

Soit,G ensemble de toutes les matrices ,G* de dimension (n+I)x(n+I1), o8n2]1 et

a € R , cest-a-dire :

7G ={,G" lVae Retne NN’)

Soi LZ =(,G,%, »G’, “) Lensembie , J muni de ia ioi de muitipiication de matrices (x),

ol ,G° =I, compte tenu de la définition 3.1 et o& 7! est l'application unaire qui A ,G“

associe ,G *, A savoir:

1. § 5,8 :,G*+ ,G*

Le théoréme suivant indique que & est un groupe abélien isomorphe au groupe additif R.
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Théoréme 3.3

& =(R, +,0,-)

Démonstration 3.3

Montrons d‘abord que £. est un groupe abélien.

En effet :

D'aprés le théoréme 3.2, la multiplication matricielle est une loi inteme a &.

La loi * est commutative car: ,G*** = ,G***; l'addition étant commutative

dans R.

Puisque a+ (8 +6) =(%+f)+o pour tout a, B, oe R, application

successive du théoréme 3.2 établit l'associativité dans &.

G° est l'€lément neutre car il est confondu avec la matrice identité d'aprés la

définition 3.1.

~%
D'aprés le corollaire 3.1, ,G* et ,G* sont mutuellement inverses quel que

soitae R.

Montrons ensuite que £ est isomorphe a(R, +, 0, -)

En effet, l'application : 2:R>,G : a ,G

est d'une part bijective. En effet, elle est surjective d'aprés la définition de , G ;

elle est aussi injective car pour a,b ¢ R :

£ (a) #2 (b) = iG # nG > nG" * nG # na * nG°

Or

nG@ «7G =,G°*° [théoréme 3.2]

= ,G° [corollaire 3.1]

et
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G* ,.,@ =,G°" {théoréme 3.2]

Ainsi 2(a)#2(b) = ,G°*«G??

=0#-a+boaxzb [d'aprés l'unicité de 1'élément

neutre]

@ est donc une bijection.

- D’autre part, elle préserve aussi les opérations des deux groupes car :

2 (atb) = re

=,G° «,G° [théor&me 3.2]

= £ (a) « 2 (b) {définition de 2]

ce qui termine la démonstration.

2.3.1. Conséquences immédiates

1. Deuxiéme identité fondamentale.

Sur la base de l'isomorphisme & & (RR, +, 0,-), pour chaque o ¢ IR, on peut

associer a f - T, l'opérateur unique G“, de sorte que l'on peut poser comme

deuxiéme identité polynomiale matricielle :

F>T.)(t) =v, Gra (3.21)

ou si l'on préfére :

Vast =V_ G* (3.22)

2. Symétrie entre paramétres t et o.

Vast =V, G* (3.23)

et en particulier (en posant « = 0):

Vv, =v, G' (3.24)
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Identité de base pour le calcul des différences finies

En posant o = -1 dans (3.22) on obtient :

Vater = Ve Gc? (3.25)

En effet, considérons a titre d'exemple, le cas ob G est de format 4x4, dans quel

cas on montre [Doh-85, p.15] que :

Pour cela, il suffit de remplacer o par-J etn par3 dans l'équation (3.15).

Transformons Videntité (3.25) ensuite de la maniére suivante :

1. remplacer le vecteurv, parle vecteur(f, f: fe fs), ot f;< R,

2. effectuer le calcul indiqué.

On obtient un vecteur A ¢ IR* dont les quatre composantes sont données par les

quatre expressions :

A°fo = fo A‘fs = Si-fe

A’ fo =fo-2f.+fe A* fo =-fo+3f,-3f2+ fs
(3.26)

De toute évidence, ces expressions sont les éléments de la diagonale principale

du tableau classique de calcul des différences finies [Nonweiler-84, p.101].

Au vu de l'équation (3.26), l'opérateur GTM modélise le calcul des différences
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finies. Grace & la possibilité de son extension 4 une matrice carrée d'ordre

quelconque, on peut choisir sa taille en fonction de la quantité d'information dont

on dispose pour calculer toutes les différences nécessaires.

Plus formellement et d'une maniére générale, soit F =(f,, fy, ..., fin) avec

f;¢®. Supposons que G~* soit une matrice carrée d’ordre m+]. Montrons

que pour toutk = 0,...,m etn=0,..,m telsque n+k Sm,ona:

n

A’ f= > fae Gri, (3.26a)
r=0

Rappelons le théoréme 2.7.1 dans [Davis-63, p.5Q] :

K

AF DCI TC, fete (3.26b)
r=0

Sous la sommation,r $n. Par suite, en vertu de la définition 3.1, on a

(-1)°°C; =Gz",. Par conséquent :

n

A'fc= 2 free Grin CQED.
r=o

En clair, déterminer une différence d'ordre n partir du terme de rang &, donc a

partir de f, , revient a calculer le produit scalaire du vecteur ( fysp}p=0,.. wn Parle

vecteur colonne de rangn deGTM* (arrété a Ja diagonale principale). Au fond

donc, le probléme de calcul d'une différence 4 l'aide de G~* se réduit au choix du

vecteur colonne de G~* confondu avec le rang de la différence cherchée.

Il convient de souligner la forme généralisée des équations (3.26) :

FG" = (A’fo Jn=0, .eny om (3.26)

Le modéle de calcul des différences symbolisé par I'équation (3.26a) est

intéressant a plus d'un titre. D'une part, il souligne et rend plus explicite le rdle de

81



la matrice G~* en tant qu'opérateur sous-jacent aux méthodes de calcul de

différences finies. D'autre part, il permet de construire les résultats classiques avec

peu d'effort de mémoire. Chaque différence se calcule indépendamment des

autres. Les différences peuvent donc étre calculées en paralléle.

Par ailleurs, on peut dédier un processeur matriciel spécialisé 4 l'opérateur G~*

pour assurer ce calcul.

Exemple

Pour clore ce sujet, considérons le calcul de toutes les différences pour le cas de

F=(8 7 15 22 30 40).

Dans cet exemple, on dispose de six valeurs, d'olh m=5 avec f.=8, f, = 7,

f2=15, fy = 22, f,=30, fs = 40. Di'autre part, G7’ vaut :

re | I -1 1 -l

Le probléme revient 4 calculer, suivant (3.26a), les vecteurs :

A =(A"fy Af; wee A" fine)

pourn=0,..,5.

De toute évidence A° =F =(8 7 15 22 30 40).

Pourn = 1, oncalcule le produit scalaire de ‘(-1 1) successivement par

(fo Fi) Cf: fe).-.etenfinpar(f, fs):
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|

A’fz=(15 22) i

1 -l

A'fo=(8 7) M A'f, =(7 Bi tlwIt ' =

-1

A'f; =(22 30) 1 | = 8tl ~~

-1

A‘ f,=(30 | | = 10

Ab=(-1 8 7 8 10).

Pour n= 2, on procédera de maniére analogue en multipliant les vecteurs lignes

(8 7 15), (7 15 22), (15 22 30) et (22 30 40) tour A tour par le troisiéme

vecteur colonne de GTM* arrété dla diagonale principale, c'est-a-dire, par

‘ad -2 1). On obtient alors :

A*=(9 -1 1 2).

Pour n = 3, les trois vecteurs lignes (8 7 15 22), (7 15 22 30) et(15 30 40)

sont 4 multiplier chacun par le quatriéme vecteur colonne ‘(-1 3 -3 1)deGTM.

Cela donne :

A’ =(-10 2 1).

Pour n = 4, les deux vecteurs lignes (8 7 15 22 30)et(7 15 22 30 40) sont

multipliés par le cinquitme vecteur colonne ‘(1-4 6 -4 1)deGTM pour

obtenir :

A‘ = (12 -1)

Enfin, pour n = 5, on multiplie le vecteur ligne F = (8 7 15 22 30 40) parle

dernier vecteur colonne ‘(-1 5 -10 10 -5 1)deGTM pour obtenir :

A® = (-13)
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A° At A? A° A‘ AS

8

-I

7 9

8 10

15 -1 12

7 2 -13

22 1 “1

8 I

30 2

10

40

Tableau 3.1 Disposition classique de calcul de différences

On voit que les vecteurs A°, A*, A®, A>, A* et A® sont confondus avec les

vecteurs correspondants du tableau 3.1 construit selon la récurrence classique :

A’ fc = fe pour k=0,...,m

A fe = favs - fre

AVA, =A A =A fear - A°f, pour k=0,..,m-n-1

etn=TI,...,m-1.

pour k=0,..,m-1

Cette définition est adaptée de Davis [Davis-63, p.50).

En définitive, le fait nouveau qu'apporte le modéle (3.26a) au calcul de différences

est la mise en évidence qu'en toile de fond a ce procédé se trouve I'inverse de la

matrice binomiale GTM

Jenne trie area

Translations paramétrées en t.

En posant a = t dans l'équation (3.22) on obtient :

Vor =¥, G' (3.27)

On voit ici la jonction du probléme de translations de paramétre avec celui de

transformations homothétiques de paramétre. La cohérence de la théorie est

assurée par Je théoréme :

Théoréme 3.4

vy Get sy, D&)

Démonstration 3.4

Développons le membre de gauche :

vt Ge? tsa t ra wee rgeve

fr \

> [Seon
"= i oa

fi \
H [St'tck-otPrci |

\i=° a, 4 ees n
{d'aprés équ. (3.15)]

fi
ba ti &k-1y 7s C

=e Nee oe ee
f \

= |5 «-ptc | (cari t=]

\ir° Yi ore nme § & n

fo; \

= {td K-1¥°C} |
\ ne # act, ip...on

(0 [kK=1) #12 )y20, 400050 [daprés P7«]
Ni

CK); 20,4, s2un
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= Vir =V_ Dek) {d'aprés (3.5)]

Le théoréme est établi. Ce théoréme met en relief une dualité entre G* et D(6),

ainsi qu'un certain nombre de symétries comme les expriment les trois identités du

corollaire :

Corollaire 3.2

lv, GE" =¥, Dit) [d'aprés équ. (3.4) et équ. (3.5)]

2. Vien G' =v, D(t)

3. Veg-ne G‘ =v, D(k)

[d'aprés équ. (3.22) et équ. (3.23)]

[d'aprés équ. (3.4) et équ. (3.5)]

C'est l'effet réciproque, voire croisé, de ces symétries et cette dualité qui , au fond,

expliquent les nombreuses propriétés géométriques que possédent les fonctions de

Bernstein, propriétés dont héritent A leur tour les fonctions de Bézier. En effet, nous

montrons au chapitre suivant que les fonctions de Bernstein jusqu' au degré n sont données

par:

Bernstein(t) =D®*G* telo, 1] (3.28)

et que celles de Bézier s'en déduisent par :

Bézier(t) = Sum « Bernstein(t) (3.29)

ob Sum est la matrice triangulaire supérieure dont les composantes non nulles sont tous

identiques a J :

fl pour i<j

Sum,,; =] (3.30)

' Lo pour i>j

2.4, Transformations linéaires : solution générale

Nous sommes maintenant en mesure de formuler une solution au probléme de composition

de fonctions polynomiales et de transformations linéaires de paramétres. Nous l'exprimons

sous forme de théorémes comme suit :
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Théoréme 3.5 (premiére forme)

Soit la fonction polynomiale f définie par I’ équation (3.1). Pour toute transformation

linéaire Tx, définie par :

tap :RIORitH+a+Bt ¥ia, B) ¢ RxR* G31)

ona:

(f Te pt) =v, D(G)xG" a (3.32)

Démonstration 3.5

Ona:

Feta Mt) = (fo (Tae hy QO)

= (f° Te (hy (©)

=(f > T. (Bt)

= Vs, G*a [par équ. (3.21)]

=v, D(6)+ G*a {par équ. (3.4)]

CQFD.

Vu en termes de base standard polynomiale, ce théoréme se résume sous la forme :

Varst = ¥_ D(B) G* (3.33)

Si B ¢ R* alors a/B «¢ R, Par conséquent on a x +Bt = Blo/B + t) © R. Ces
observations conduisent a une deuxiéme forme du probléme général des transformations

linéaires :

Théoréme 3.6 (deuxiéme forme)

Si 6 #0 alors (f ¢Teipe (= ¥,G"'* %D(B)a, ouenclair:

fla+ B=", G"* .D(Bja (3.34)
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Démonstration 3.6

Fla + Bt) =Vasge a [d'aprés équ. (3.1)]

=Vecaspe ty a (car Be R*)

=Viaspe ty D(B)a [d'aprés équ. (3.4)]

=v,G?,D(B)a (d'aprés équ. (3.33)],

ce qui termine la démonstration. Il découle de ce théoréme que l'on a également :

Verse = ¥,GTM* , DB) pourtouts#0 (3.35)

Dans le cas ot « # 0, on peut alors proposer une derniére forme a la solution du probléme :

Théoréme 3.7 (troisitme forme)

Sia #Oalors (f *Tespe M(t) = ¥, D(G/a) » G x D(B)a c'est -d-dire:

fla + Bt) =v, D(B/a) x G » D(B)a (3.36)

Démonstration 3.7

F(K + Bt) = Vesper A =Vau + apt) a

=Va + apt) D(aja [par équ. (3.6)]

= Varst Gx D(a)a [par équ. (3.33)]

=v, D(G/a)* G « Diaja [par équ. (3.4)],

terminant ainsi la démonstration.

En termes de la base polynomiale standard, le théoréme peut s'écrire aussi sous la forme :

Verse a =, D(B/o)% G x D(x) sia#0 (3.37)
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2.4.1. Identités rémarquables

1. En comparant les équations (3.33) et (3.37), on voit que :

D(B) .G* =D(G/a) 4G x Dia) si a #0 (3.38)

2. Du fait que G° =I, la demiére identité permet d'obtenir une relation plus générale :

{ DB) six =0

D(6) » G* i (3.39)

Vio, 6) « RxR | DB/a) xG D(x) — sinon

3. En posant 8 = 1 dans l'équation (3.39) et en interprétant D(1) =I conduit 4:

{I sia = 0

G =| (3.40)

VoeR \Di/o)*Gs*Diox) — sinon

Cette derniére identité décompose la puissance généralisée de la matrice binomiale a un

produit de matrices plus simples a manipuler.

4. En comparant les équations (3.33) et (3.35), on obtient :

D(B) » G* = GY, D@) (3.4L)

¥(a,8) ¢ RxR*.

5. En faisant o = 1 dans l'équation (3.41), nous obtenons :

D@) 4G =G'? .D@) - (3.42)

VB e R*.

6. En posant « = G toujours dans l'équation (3.41), on obtient :

DB) « G=G « Dip) (3.43)

VB «¢R.
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7. Retournons a l'équation (3.33) et posons a=1-t et B=t, nous obtenons lidentité

polynomiale :

Vi-tae? = V, Dit) » Git

(3.44)

Plus généralement, on a liidentité :

= Vier Dit) » Gi" (3.44.1)v
a—t+e'

En effet, on a:

V ket DQ) = Vika = Vik {d'aprés

(3.6.1)]

Il s'ensuit que :

Vines Dt) + Gt= Vik Gt

=y¥
rte ek

d'aprés la deuxiéme identité fondamentale. Ceci démontre I'identié (3.44.1).

8. En posant 7 = D(G) x G* , on découvre par une heureuse coincidence, que les

composantes de l'opérateur de transformation linéaire généralisée 7 vérifient aussi

une deuxiéme généralisation de la récurrence binomiale, & savoir :

{0 pour i>j

Thi = { 0 pour i=0 (3.45)

\ BNin-s jee + ON, jt pour i<j

Par ailleurs, un simple rapprochement entre les figures (3.2), (3.4) et (3.6) montre que

cette généralisation renferme les deux précédentes et permet d’établir les équivalences

suivantes

81. B=leta=ltene= G,

90

82 B=tetacReq_= G,

83 BeR eta=0 4 n= Dip), (car G® =

84 6eR eta=1 en = D(B)«G.

85 B=tet o=1-te n=D(t).G'*

i-1,j-1

donne n

a i,j-l 4j

Figure 3.6: Relation triangulaire entre composantes de l'opérateur

généralisée n = D(G)« G*

2.4.2, Propriétés de 7

Les propriétés de 7 s‘obtiennent par une simple modification de celles de G*. Ainsi pour

a B eR ona:

Pin: 7 est une matrice tiangulaire supérieure compte tenu de I'équation

(3.45).

P24. 7,,;=@ powi=0,1,...,n,ca Gi, = ldaprés Pi. ci

[D(8)];, = 6' par définition.

P3q: o,; = pourj=0,1,...,n.
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m4 = BGS 5 ia

€quatoin 3.45 aidant) :

a 

. 
iP4q: dé(n) = TTe' =e"? compte tenu de Pin et de P2n. =Bal"C [d'aprés la définition de G*)_ CQED. [al

io |

i

P51: ‘nest extensible a l'aide des relations suivantes (fig. 3.6, fig. 3.7 et Autrement dit, 1, ; est le vecteur coefficient du polynéme (a+ Bx )! ql

|

développé suivant les degrés croissants des x' .

{on pouri,j=0,1,...,0 P7n: Nos FM t+; = (+BY pour j=0,1,...,n. |Mis 

(ng

i= j=nt& lon pour i=0 et j=ntl En effet, en remplagant x par J dans le développement de (a + Gx)’, on

1 = | 8 an + O&M pouri=1,...,.n et jantl obtient la somme des n;,; d'aprés P67.
nel, 5 oN, n Min

i=j=ntl P8n: Génération de la colonne j en fonction de la colonne j-I. Une modification8 Ma, n Pour J
c 

pouri=ntl et j=0,...,0 
des relations d'extension qui ajoute une (n+2) “* colonne et ligne A 7) i

pour le porter A l'ordre n+2 (voir P57) ci-dessus) conduit a lexpression |

dune colonne n,, , en fonction de la colonne précédente 1, ;:, od le i

vecteur colonne 1, ; est défini par:

Noo Nos ——— Non @j——_ at

“Cowie Mage oo Tha)

Thr —— Nie

(On se volontairement débarassé de la queue identiquement nulle),

4 OTL En effet, Equation (3.45), traduite pour les composantes de la colonne j, |

donne « i

— Blan

| tes = OMe, 5-1 [a
J

Ths =BMo,j-1 + OM ya {oo . <4 BT

Extension de n 7

They = OMi-aj-at OM 5-1 G.46)

5 I fficient du monéme x’ dans le développement binomial

~ a } Nay SON -2 pat AN aia t
de (a+ 6x)’ i,j=0,1,...,0. En effet, a partir de la définition de n, t |

ona: | They = BNj-1,y-1

}
|
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qui peuvent se mettre sous l'une des trois formes matricielles évidentes

que voici :

[Me 5-1 | fo |
P8.17: Th; = | | + B| |

l 0 | Lis |

[h-. | [(01,-.]

P8.27: Nei = | Ime, 14 +| Ins, jot
£0), -.] Lh-s J

(1,-, et (0];_, selon les notations de fig. 3.3)

P8.37 : Ne, j = xb IE, ~t4aj * Tes ima

ou:

ri; _

0 |)

|
B a |

| jt+l
« 6 UB -155 = ? lignes

|

B :

0
L p_|?

} colonnes

On souligne que les trois identifications proposées en §2.1.2 pour généraliser les propriétés

de G 4 un corps quelconque F sont aussi le point de départ du calcul récurrent de 7 lorsque

a, B e F. Toutefois, il faudra, dans ce cas, poursuivre le calcul jusqu’a la taille souhaitée

pour 7) et selon l'une des prescriptions P8.1n, P8.27 ou P8.3n.
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Conclusion

L'outil mathématique présenté dans ce chapitre avait, au départ, pour objectif principal

d'unifier les transformations de transcription des formes paramétriques polynomiales

lorsque le paramétre de l'expression polynomiale subit une transformation linéaire.

Cependant sa portée et son champ d'application ainsi que ses prolongements sortent de ce

cadre initial. En effet, les différentes identités polynomiales établies sont applicables dans

tout domaine od on travaille sur des polyndmes mono-paramétres. En outre, le modéle de

calculs des différences finies et la possibilité de généralisations des résultats A d'autres

structures algébriques peuvent intéresser les analystes numériciens et les algébristes.

Quant a la transcription paramétrique proprement dite, en vue du dialogue homme-machine,

on devra traduire la solution au probleme de transformation linénaire en fonction de son effet

sur fe vecteur a, Ainsi grace a l'associativité de la multiplication matricielle, on interprétera

l'équation (3.32) de la maniére suivante :

Te, a(a) = D(B) « Gea (3.47).

Liinterprétation de ce dernier modéle pour un schéma donné se fera simplement en

remplagant le vecteura parA P. Dans de tels contexts, A désignera la matrice de lissage

associé au schéma et P, le polygone caractéristique, celui-ci étant 4 identifier, du point de

vue du concepteur, 4 la représentation des arcs de courbe.

Pour terminer, on peut déja résumer la suite de cette étude comme étant centrée

essentiellement autour de la recherche des interprétations concrétes diverses de l'opérateur :

Ne, a= D(g) + G

par rapport aux transformations courantes des courbes et schémas paramétriques

polynomiaux ainsi que par rapport & leur analyse et leur caractérisation géométrique.
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CHAPITRE 4

Matrice de Bernstein et matrice de Bézier

Introduction

Le développement du dernier chapitre conduit naturellement au procédé classique d'

approximation de Bernstein. Les poynémes dits de Bernstein [Davis-63, pp.108-111]

[Forrest-71, p.73] dans leur utilisation classique, sont souvent associés au théoréme

d'approximation de Weierstrasse [Davis-63] dont ils fournissent une démonstration élégante.

Bien que le procédé de Bernstein posséde plusieurs qualités intéressantes, du fait de sa lente

vitesse de convergence, il n'a trouvé d'applications pratiques qu’avec l'avénement de la

CFAO. La représentation d'une forme en CFAO étant nécessairement finie, la faible vitesse

de convergence de ce procédé se relativise devant la combinaison de ses autres qualités

parmi lesquelles on peut citer notamment les suivantes :

- une remarquable capacité d'imiter I'allure générale d'une forme [Gordon-74, p.296}],
- la possibilité qu'il offre pour contréler et limiter la variation d'une forme

[Schoenberg-59, pp.249-274],

- la possibilité d'anticiper les effets des modifications a effectuer sur une forme,

R. A. Forrest a établi, pour la premiére fois 4 notre connaissance, les liens explicites entre le

procédé de Bernstein et le procédé de Bézier [Forrest-71]. La similitude entre les deux

procédés est telle que l'on les assimile parfois 4 un méme procédé dans la littérature. C'est

ainsi que l'on parle parfois de méthode de Bernstein-Bézier [Gordon-74] [Piegl-84].

Ce chapitre, prolongeant le développement du précédent, fait le lien avec le procédé

d'approximation de Bernstein. Aprés l'étude des propriétés des matrices dites des fonctions

de Bernstein, une nouvelle interprétation géométrique du procédé de génération des fonctions

de Bézier proprement dites, a partir des fonctions de Bernstein, est proposée, La dualité entre

ces deux classes de fonctions est ensuite étudiée.

Ces résultats nous ont apparus nouveaux et s'agissant des procédés de Bernstein et de

Bézier qui exercent une influence théorique et pratique considérable sur le développement de

la CFAO, nous avons estimé nécessaire de leur consacrer un chapitre entier.
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1, Approximation de Bernstein

Soit f une fonction arbitraire définie comme suit : f:(0, 1] >R :t% f@. Son

approximation par un polyndme de Bernstein de dégré m est définie par [Davis-63, p.108] :

B.G.t) = > fr. Bi, xt) (4.1)

1=90

ot f, = f,G/m), i=0,1,..,m,etorlesm+ 1 fonctions B;, ,,(t) appelées fonctions de

Bernstein, sont formellement définies comme suit :

Bo mt) =(1-t" = (CG, - 0"

B, at) =cXtd-or? =the, -0r]

Bat) =chea-orTM st ic, - vn] (4.2)

Brat) Cee (= th= tt (Ch - 8)

Bn n(t)=t" =tTM fom - 0

On trouvera une ample présentation des principales qualités du procédé d'approximation de

Bernstein dans les classiques en la matiére, comme dans [Schoenberg-59, pp.249-274]

[Davis-63, pp.108-118] [Kelisky-67, pp.511-520].

Par rapport au procédé de Bézier, on remarquera que le procédé de Bernstein s'appuie sur

une équi-repartition des f, sur l'intervalle [0, 1] et (il va de soit) que la fonction f est

nécessairement connue d’avance, ce qui n'est pas forcément le cas pour le procédé de

Bézier. On trouvera dans [Forrest-71, p.73] une comparaison détaillée et instructive entre

ces deux procédés

Pour illustrer le procédé de Bernstein, considérons exemple simple de l'approximation de la

fonction échelon-unité J, : [0, 1J2R : t> Jolt) = 1 parun polynéme de

Bernstein de degré m. Une forme légérement modifiée de cet exemple (voir fig. 4.1)

permettra de retrouver les fonctions de Bézier a partir des fonctions de Bernstein.

or

Dans le cas présent, f,; = 7 pouri=0,1,..., m. D'aprés (4.1), on obtient donc :

Bide, t= Ba B;, Ct)
i=0

= 2 Chtd = ty! =1 [théoréme binomial]

do i

1

a ee |

O/fm ifm 2m 3/m -:: a. 7” m/m

Figure 4.1: Fonction échelon-unité: §,(t)=1 si t €[0, 1), 9.(t) = 0 sinon.

Cet exemple révéle déja certaines propriétés fondamentales du procédé de Bernstein :

1, il reproduit toute fonction constante,

2. les fonctions de Bernstein d'un ordre donné vérifient la condition dite de "Cauchy"

[Bézier-86, p.83], soit :

> B,.t) = 1
i=0

Pour une présentation plus compléte des propriétés de B,_,,(t), nous renvoyons le lecteur

aux références classiques suivantes [Bézier-86] [Bézier-77] [Forrest-7 1] [Gordon-74]
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1.1. Matrice de Bernstein

Définition 4.1

On appelle matrice de Bernstein de degré n paramétrée ent € [0, 1] la matrice, désignée

Bernstein(t), dont les composantes sont définies comme suit :

f B,,(t) pour i <j

Bernstein{t) =|

T PaO, te. . 58 Lo pour i >j

Ainsi, la matrice des fonctions de Bernstein de degré n est la matrice carrée de format

(n+1)x(n+1), donnée explicitement par :

By. @) Bo, @® —— Ba

B,.@ —— B,

Bernstein(t) = (4.3)

0 Bn

Les (B;, ,(t) sont les fonctions définies dans (4.2), en prenant m = n.

Le développement du précédent chapitre conduit au théoréme suivant :

Théoreme 4.1

Soit n =D(8)*« GXavec aetBeR. Siw=t-tet @=t alors n= Bernstein(t) pour

tout t « [0, I}.

00

pémonstration 4.1

Les hypothéses sont les suivantes :

Hl: 1=D®,6"*

H2: [Bernstein(t)],,, = t'Cj(1-t) pouri $j

=0 pouri>j

Il suffit donc de démontrer que :

th,; =tCj(i-t!” pouri sj

=0 pouri>j

En effet, pour i, j= 0,J1,...,n, d'aprés HI, ona :

Gry

Gry

my = ©@ -: Of O + OF GE}
’

i zéros n-i zéros

Gr
0

0

ce qui donne :

MWy= tC;a-tyTM

compte tenu de (3.16) et de (3.8). CQED.



t

i-1,j-1

donne
a-)B = o———~ B.

i,j-1 J

Figure 4.2: Fonctions de Bernstein et deuxiéme généralisation de la récurrence binomiale.

De ce théoréme découlent trois conséquences intéressantes :

1. IL montre que la matrice de Bernstein, comme l'opérateur 1), est inscrite dans la

généralisation du procédé de calcul de la matrice binomiale. En effet, compte tenu de ce

théoréme, les composantes de la matrice de Bernstein vérifient une récurrence

triangulaire (cf fig. 4.2) qui n'est qu'une spécialisation de la récurrence de (3.45), &

savoir :

{0 pouri>j

B = | (4.4)

i, J} =O, 4,0, 49 \tBy oy 5-1 +(1-t)B, 5-1 pourisj

Remarque

Par souci d' allégement des notations, lorsqu'il n'y a pas de risque d'ambiguité, nous

n'indiquerons pas systématiquement le paramétre des fonctions.

2. Le théoréme permet de déduire les propriétés fondamentales de la matrice de

Bernstein a partir des propriétés de l'opérateur 7 (cf. §2.4.2 du chapitre 3), moyennant

les deux substitutions suivantes: « = {~t et @ = t. C'est dans cette optique que nous

examinerons dans la section suivante les formulations homologues des propriétés

P8.1n, P8.27 et P8.37 (cf. §2.4.2 du chapitre 3) qui sous-tendent plusieurs

techniques de ia méthode de Bernstein-Bézier. Quant aux propriétés homologues

respectives de P17, ..., P71, elles se déduisent facilement par des simples

substitutions.

3, Compte tenu de ce théoréme, la matrice de Bernstein vérifie l'identité polynomiale

suivante :

Vi-tee? = V,Bernstein(t) pour toutt « [0, 1]

Cette identité est une conséquence directe de l'interprétation géométrique explicite

attribuée aux opérateurs D(G) et G*. D'une maniére générale, puisque

Vik = Vik Dit) |

on a le résultat général suivant :

Vi-tae® = Vik-t Bernstein(t) pour tout t ¢ [0, 1] (4,5)

1.2. Fonctions de Bernstein de degrés successifs

Soit 4 déterminer les fonctions de Bernstein de degréj connaissant celles de degré j - J.

Cela revient 4 déterminer le vecteur By ; = (Bo, ;, Bz, ;,.... B,,;) A partir du vecteur

By 5-1 = (Bo, ;, By, j,... By-s,;-4). Aux trois propriétés P8.1y, P8.27 et P8.37

(cf. §2.4.2 du chapitre précédent) correspondent trois formulations équivalentes que nous

illustrons dans la suite travers le calcul des fonctions de Bernstein de degrés un, deux et

trois.

A. Premiére formulation :

En posant o =1-t et@ =t dans la propriété P8.17 (cf. § 2.4.2 du chapitre précédent) on

Obtient: n, ;-1 =B,,;-1 et 1,,; =B,,; ainsi que la relation récurrente suivante :
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]
| (4.6)

|

On retrouve ici les fondements d'une généralisation intéressante de la méthode de

Bernstein-Bézier proposée par Piegl [Piegl-84].

Le calcul des fonctions de degrés 1, 2 et 3 procédera alors comme suit :

Initialisation :

On posera :

c'est-a-dire : Boo =1

Calculde B, ;

Une premiére itération de (4.6) donnera :

D’'oti les deux fonctions de degré un :

Boo =1-t

By, st

10%

Calcul de By,

Une deuxiéme itération de (4.6) conduira a :

1-t

B,2 =(i-t] t + t

D'ot les trois fonctions de degré deux :

Boe =(1 -t)?

By, =2td -t)

Bo, =t?

Calcul de B, ;

La troisiéme itération de (4.6) donnera :

(1-t)?

2t(t—t)

Bss = (i-t) et

t?

D'oi les quatre fonctions de degré trois :

Bos =a-ty

B,; =3ta-t*

Bas = 3t°( -t)

0 (1-t)?

1-t]| = l2tc-t)

t t?

) (1-t)*

(1-t)? 3tc—ty®

2t(1-t
} 3t (1-t)

t? t?

(4.6.1)



Bs, =t°

Et si l'on yeut faire ces mémes calculs dans un corps arbitraire F, il suffira d'effectuer

Vinitialisation suivante :

Byo(tp) = (47)

En tenant compte des identifications proposées au chapitre 3, partie I, §2.1.1, l'itération de

(4.6) se traduira comme suit :

pour le calcul de B,, (ty J, les opérations d'addition et de multiplication étant naturellement

celles définies sur le corps F. On voit bien comment l'on pourra poursuivre le calcul dans

les autres cas.

B.Deuxigme formulation:

En posant « =1-t et@ =tdans la propriété P8.2n (cf. § 2.4.2 du chapitre précédent), on

obtient: 1),,)-1 =(By,;-1 et 1,; =IB,,). Dans ces conditions, on a:

[h-+] [tol,-1]

B, =C9| (Boy tt] [Bai (48)
[tol lta d

Le calcul des fonctions de degrés un, deux et trois procédera alors comme suit :

sitalieanioat:

On posera :
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Caloulde B,,.

Une premiére itération de (4.8) donnera ;

! 0 It
By. =(1-+t) [‘] + t [| =

9 | t

conduisant aux mémes fonctions de degré un que Ia formulation précédente,

Caleul de B., 2

La deuxitme itération de (4.8) donnera :

4 Q : 8 a-y?

B= ct}? l +t! ° = [atc

0 0 0 \ Ye

Les fonctions de degré deux obtenues dans ce cas aussi sont identiques & celles fournies par

1a formulation précédente,

Calcul de B,, s

La woisigme itération de (4.8) conduira A:

1 0 0 [aay o a offaay a4}

1 9 a va o 90 a =iB oe G49 zo} 2tci-p) _ |stc-b?

Qoo a 1 0 r 0b

oo off t o 0 | t?

On constate une fois encore l'identité entre les résultats de cette formulation et celles de la



formulation précédente.

Pour effectuer les mémes itérations dans un corps quelconque F, on commencera dans ce

cas aussi avec initialisation (4.7). Le calcul des fonctions de degré un se présentera a titre

d'exemple, comme suit :

| i. 0 le te
\| FB, (te) =(tp - ‘py |: te 1 ' =

F F te

Le calcul dans les autres cas s'effectuera de maniére analogue, en s'‘appuyant sur (4.8).

Remarque

Comme le montre (4.8), les deux matrices scalaires de cette formulation sont liée par une

relation de permutation de sous-blocs. Grace 41a matrice R étudiée au chapitre 2, cette

relation peut étre formulée également comme suit :

0 0 1 0

. 1 0 \
Hl = R,, R, (4.8.1)

lignes 0 1

0 | O -- O

ae oy

j colonnes

Puisque RTM’ = R, on peut également écrire :
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(4.8.2)

Cela dit, abordons maintenant la troisiéme formulation.

C, Troisi¢me formulation ;

En imposant les conditions suivantes: w= 1-t et @=t dans P8.3n (§ 2.4.2,

chap.3) et en identifiant n, , 4 @;,,,on obtient pour j>0, larelation suivante :

By; =T; By, js (4.9)

On remarquera que nous avons écrit T; la place de. , LE; ;+1 dans Je souci de simplifier

lanotation. Ceci donne :

itl (4.10)
lignes

J "

J colonnes

Le calcul des fonctions de degrés un, deux et trois procédera comme suit :
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On posera :

Calcul de B,, +

Etant donné que j = 1, ona:

ne (4.10.1)

Dot :

t Bus

On obtient ainsi les mémes fonctions de degré un que dans les deux cas précédents.

Calcul de B,, 2

Etant donné que j = 2, lamatrice T; est donnée par:

d'oti on obtient pour les fonctions de degré deux :

Fit oo ]fial Pov?) [ee]

B,e=| t tt = fatty |= | B,,

0 t it? Boe

qui sont identiques a celles obtenues & l'aide des deux premiéres formulations.

Calculde Bs, 5

Btant donné que j = 3, la matrice T, est donnée par :

I-t 0 0

t Ito

T, =

0 t tt

0 Oo t

d'ot les quatre fonctions de degré trois sont données par :

It 0 0 (1-t)? ai-b? Bos

t it 0 Bet)? Bs

B= 2tci-t) | = =
0 tit 3t *(1-t) Bas

0 o ¢t t? t* Bs,s

On voit qu’elles sont confondues avec les résultats obtenus a l'aide des deux premitres

formulations.

Remarque

En prenant comme convention 7, = [1], on constate que la troisitme formulation peut

s'écrire également sous une forme plus condensée cornme suit :

(4.11)

oii le symbole TT désigne le produit matriciel généralisé. Ce produit est bien défini pour la

suite des matrices 'T,, ‘T,, ..., ‘T,, car d'une part, le produit matriciel est associatif et

autre part, pour tout k > 0, le nombre de lignes de T,-; est identique au nombre de
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colonnes de T, (d'aprés 4.10).

Test intéressant de noter que l'itération de la matrice suivante notée par K :

f-u ou 0

est 2a base d'une démonstration élégante du théorme [dit "méthode de Vernet" [Bézier-86,

p.77]] de construction du point courant d'une courbe de Bézier [Bézier-72, pp.121-122]

proposée par Chang et al. dans [Chang-81, p.135]. De toute évidence, cette matrice, au

symbole u pres, n'est autre que la transposée de la matrice T. La transposition s'explique

par le simple fait que notre modéle considére 1a suite des fonctions de Bernstein d'un ordre

donné comme un vecteur colonne tandis que Chang et al. l'ont considérée comme un vecteur

ligne.

1.3. Huit décompositions canoniques de Bernstein(t)

Les différentes identités établies a la section 2.4.1 du précédent chapitre conduisent a huit

décompositions équivalentes d'une matrice de Bernstein en produit de deux ou trois

matrices. Chaque décomposition, dite canonique, est composée uniquement d'une matrice

d'homothétie polynomiale et d'une ou de deux matrices binomiales 4 puissance banalisée.

Les huit décompositions sont récapitulées dans la figure 4.3 disposées aux sommets d'un

octogone numérotés arbitrairement dans le sens positif trigonométrique.

1

Dit) Girt |

gee ws 8 |

Dt) G GS Dit) GG

3 7 |

G" Da) Gt G'D(t) G

Gt @ Dt)

GG" Dt)
4 we a 6

quiet Dt)

5

Figure 4.3; Huit décompositions de la matrice de Bernstein avec t ¢ [0,1] ; les

décompositions 3, 4, 5 et 6 doivent étre assorties de la condition : t #0.

En commengant par placer au premier sommet la décomposition proposée par le théoréme 4.1,

les sept autres décompositions peuvent en étre déduites par l'application des identités

suivantes :

DB) » GX =G** , DiS) pour tout (8) « RxR* (4.12)

(cf.(3.41),§2.4.1,chap.3]

G* « D(B) = DB) « G* pour tout («,6) ¢ RxR (4.13)

me =X* xX? (4.14a)

= X* x* (4.14b)
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Figure 4.4; Calcul ordonné des décompositions canoniques par un parcours positif :

1,2,..,8: les sommets de l’octogone,

4.12: pour l'emploi de l'équation (4.12),

4.13: pour l'emploi de l’équation (4.13),

414a: pour l'emploi de l'équation (4.14a),

4.14b: pour l'emploi de l'Equation (4.14b).

La méthode de construction est schématisée par les "graphes de passage" des figures 4.4 et

4.5 ot les étiquettes portées par les branches indiquent le numéro de liidentité employée pour

passer d'un sommet au suivant. La figure 4.4 présente un parcours dans le sens positif tandis

que la figure 4.5 effectue un parcours dans sens négatif.

11%

Figure 4.5: Calcul ordonné des décompositions canoniques par un parcours négatif:

2h conf R les sommets de l'octogone,

412: pour l'emploi de l'équation (4.12),

4.13: pour l'emploi de l’équation (4.13),

414a: pour l'emploi de l’équation (4.14a),

4.14b: pour l'emploi de l'Equation (4.14b).

Chaque décomposition canonique étant identique 4 chacune des sept autres décompositions,

on obtient vingt-huit identités. En ajoutant les huit identités liant chaque décomposition 4

Bernstein(t), on aboutit & un total de trente-six identités standard engendrées par la matrice de

Bernstein.

Ces décompositions permettent de démonwer le résultat suivant :

Théoréme 4.2

Pour tout s et t € JO, 1], Bernstein(s) x Bernstein(t) = Bernstein (s.t)
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Démonstration 4,2

D'aprés la huititme décomposition canonique,ona: Bernstein(s) =D(s)*G* , G

tandis que la septitme décomposition canonique conduit a :

Bernstein(t) = G"* « D(t) » G

On peut donc écrire :

Bemstein (s) * Bemstein(t) =[D(s)«G* , G]«(GTM « D(t), G]

=[D(s)«G@*] 4 [G *«G*] «[D(t) » @

={[D(s) «G“} , Ix[D(t)» G]

=[D(s) «G*] , [D(t) » G]

=(G* «D(s)] «[D(t)s G] — {d'aprés 4.12)

= G* + (D(s) « D(t)l « G

= G’«D(s.t)y G

{produit de deux matrices diagonales].

Or G* » D(s.t) » G est précisément la septitme décomposition canonique de Bernstein

(s.t). ILs'ensuit donc que :

Bernstein (s) « Bernstein(t) = Bernstein (s.t) CQFD.

Ainsi le produit de deux matrices de Bernstein est aussi une matrice de Bernstein.

Corollaire 4.2

[Bernstein(t)]’ = Bernstein (t*)

En procédant par récurrence, on démontre également le théoréme suivant :
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Théoreme 4.3

Pourke N ett [0,1], [Bernstein(t\]"= Bernstein (t*) .

Les décompositions canoniques sont intéressantes A plus d'un titre. En premier lieu, elles

formalisent de toute évidence la possibilité d'associer 4 la matrice de Bernstein des

interprétations géométriques standard diverses. En deuxiéme lieu, comme vient de l'illuster

la démonstration du théor’me 4.2, elles constituent un outil théorique de base pour la

manipulation du procédé de Bernstein. En troisiéme lieu, elles soulévent un certain nombre

de problémes théoriques et pratiques qui ne sont pas abordés dans le cadre de cette thése,

problémes que nous formulons sous forme d'un projet qui consiste a :

1. dénombrer l'ensemble de schémas de calcul de la matrice de Bernstein

que sous-tend chaque décomposition canonique,

2. étudier pour chaque schéma de calcul identifié, les aspect suivants :

- la complexité,

- la stabilité numérique,

- l'interprétation géométrique a associer au déroulement

de l'algorithme sous-jacent et sous les deux hypothases successives

suivantes :

Hil. la matrice Bernstein(t) agit uniquement & gauche (resp. a

droite),

HZ. la matrice Bermstein(t) peut agir 4 la fois A gauche et a droite.

A titre d'exemple, il est clair que pour la troisitme décomposition canonique quest

Bemstein(t) = G*"* « D(t) x G*

les deux schémas de calcul suggérés par les parenthésages :

Bernstein(t) = [G‘’* » Dip] « G"

et:
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Bernstein(t) = G‘’* » [D(t) « G*]

sous-tendent deux algorithmes différents. Au déroulement de chacun d'entre eux

correspond donc une interprétation spécifique de l'opérateur Bernstein(t).

1

DU /H)G-1t

gp

DiU/t)G G*" D1 /t)G-?’t G

3 7

GDu/t)Gt" G'DU/yG

t pH

G G*Da/t) GG Dub

4 a 6

G* Dasty

5

Figure 4.6 : Huit décompositions canoniques d'une matrice rationnelle de Bernstein,t <}0, 1]

13.1. Matrices rationnelles de Bernstein

En remplacant t par 1/t dans le théoréme 4.1 sous condition que té JO, 1] et par conséquent

i/te[1, cof, la matrice résultante, tout en vérifiant le méme théoréme et tout en possédant

huit décompositions canoniques homologues, comme I'illustre la figure 4.6, n'est plus une

7

matrice de Bernstein au sens de la définition 4.1. En revanche, par ce procédé simple, on

parvient 4 une nouvelle généralisation des matrices de Bernstein que sont les matrices

rationelles de Bernstein désignées par Bernstein(1/1).

Par exemple, la matrice de Bernstein rationnelle jusqu'au degré trois est donnée par :

i 1 (1-17t) (-1/t)? (1-1/0)

tt | 20 -1At)I/t) 31-18) Ft)

Bemstein(1/t) =

a/ty® 3C1-1/t)1 /t) *

0 (sty?

Le terme générale de Bernstein(1/t), de dimension (n+1)x(n+}), est défini par:

[Berstein(1/)],,; =Cyt-1Y"e? pourisj

ig0, 1, 0,0

=0 pouri>j

Si l'on admet dans Ja définition 4.1 que teR*, on obtient des matrices rationnelles

généralisées de Bernstein dont les propriétés ressemblent a la fois a celles des matrices

d'homothétie polynomiales et & celles des matrices binomiales 4 puissances banalisées.

L'étude systématique de ces matrices sort cependant du cadre de cette thése. Leur étude est

un prolongement naturel de ce travail. Dans limmeédiat, l'intérét pratique des matrices

rationnelles de Bernstein est souligné par le théoréme suivant :

Théoréme 4.4

Pour toutt € JO, 1], Bernstein (t) « Bernstein(1it} = 1
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Démonstration 4.4

On peut écrire :

Bernstein (t) =D(t)»G@",G d'aprés la huitigme décomposition canonique etq

Bernstein(1/t)=G', Df)» G d'aprés la septiéme décomposition canonique (cf,

fig. 4.6). D'oa :

Bernstein (t) * @ernstein(1/t) =[D(t) 4G‘ + G] «(Gs DU) + G]

={D(t) 4G "]* [(G+G"] » DUA)« GI

=[D(t),G@"]4 14 (DUA) » G]

=[D(t) »G"] « (DUA) « G]

=[D(t)«G*] « [G «D(U)] — [d'aprés 4.12]

=D(t) «(G* » G] «DUA

=D(t) «I « DUA)

=D(t), DU/)

=I CQFD.

Corollaire 4.4

Pour tout t ¢J0,1) : [Bernstein (t}]~' = @ernstein( 1/t)

Ainsi déterminer l'inverse d'une matrice de Bernstein revient simplement & remplacer le

paramétre par son inverse multiplicatif. Il s'‘ensuit que tout procédé qui calcule une matrice

de Bernstein est confondu avec le procédé qui calcule son inverse.

2. Méthode UNISURF de Bézier

UNSURE est le nom de Ja méthode mise au point par P. Bézier 4 la Régie Nationale des

Usines Renault. Le champ d'application initial était le tracé de carrosserie automobile et le

fraisage d'outils d'emboutissage correspondant [Ris-75].
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Figure 4.7: Deux représentations équivalentes du polygone caractéristique

Dans la méthode UNISURF, un arc de courbe C(t) est représenté paramétriquement par :

CH=> o,.88; (0 avec te[0, 1] (4.15)
jxo

ot les vecteurs & ; sont des vecteurs de R® (courbes planes) ou de R* (courbes gauches), et

les Bé;.(t) des polynémes de degré m. Par rapport a la notation convenue dans le chapitre

deux, on remarquera que les vecteurs &; correspondent aux vecteurs définis par P,P,

(cf. fig. 4.7).

Liidée de Bézier consiste 2 imposer un certain nombre de contraintes géométriques aux

Polynémes Bé,_,, (t) pour que le polygone caractéristique formé par les vecteurs o, mis bout

a bout, dans l'ordre des indices, donne immédiatement I’allure générale de la courbe et

facilite ainsi le travail de conception de l'utilisateur [Véron-73, p.3] [Ris-75, pp.3-4].
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Les nombreuses contraintes imposées aux Bé,_,, (t) concernent les conditions de continuité

que doit satisfaire l'arc de courbe & ses deux extrémités C(O) et C(1). Exprimées sous forme

générale, elles se résument ainsi [Bézier-86, p. 72] :

Béom() =1 \

Bé, » (0) =0 j=1..,m |

Bé, , (1) =0 j=l...m | (4.16)

Bé',)=0 jeiigmisl,.jm-1 |

Be ()=0 jai..,m isl,..,m-1a fs 2 Ss ES
ot Bé;‘}, (t.) désigne la valeur de la dérivée i®TM* de BE, ,, (t) ent=ty. L'ensemble des

fonctions Bé,_ ,,(t) définies par les conditions de l'expression (4.16) s'appellent fonctions de

Bézier de degré m, pourt <¢ [0, 1]. Pour leur calcul, Bézier a proposé les formules

suivantes :

(-t)! ra ty" Z 1] Gj)

BE,» ()= .|——| (4.17)
g-yr | t J

oi, compte tenu de son role, l'expression entre crochets s'appelle fonction génératrice des

Bé,, p(t).

En s'appuyant sur (4.17), les fonctions de Bézier de degrés 0, 1, ..., 6 s'obtiennent

facilement comme suit :

[rg] - fi] (4,18)
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W bh

Reo

BE, (0)

[BE

Bé,, ()

| BE, (0)

BE,

BE , @)

Bé 0

BE

Bé , (t)

= | -t? + 2t

t?

t? — 3t? + 3t

—2t? + 3t?

t®

1

—t4+ 4t* - 6t? + 4t

ns ati ate + 6t?

-3t* + 43

4
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(4.19)

(4.20)

(4.21)

(4.2)



Bé, ,(t) | | a

BE, t& — 5tt+ 1ot® - 10t? + St

BE, , (0) -4t5 + 15t*- 20t? + 10t?

BE.O | = et? — 15t* + 10? cS)

B30 -4t5 + St"
BE t

feo] | 1
Bé -t + 6t5- 15t4 + 20t7 - 15t? + 6t

Bg, , (1) st - 24t84 45t*- 40t? + 15t?

Be | . -1ot® + 36t* - 45t* + 20t° (4.24)

BE, () rote - 248 + 15t*

6 eas

Bé , (t) -5t" + 6t

BELO] ne

Moyennant la convention : Bé,_,, (t) = 0 pour toutj > m, les suites des fonctions de Bézier

de degrés 0, 1, ..., n, considérées dans l'ordre de leurs degrés respectifs, définissent une

matrice dite matrice (des fonctions) de Bézier, l'analogue de la matrice de Bernstein. Nous

employerons la notation Bézier(t) pour la désigner.

A titre d'exemple, la matrice des fonctions de Bézier jusqu'au degré trois est donnée par :

Bg, Be @) Be ® BE

BE. BE) BE)

(Bézier(t)] ,_, = (4.25)

BE, BEL

0 BE (t)
3,3

Dans l'espace vectoriel P,, des polynémes de degré n au plus, Chemla [Chemla-71] a

démontré que seule la famille de polynémes Bé,_ ,(t) définie par :

BE, (0) =1

Bé, (=>. CL CLC. (4.26)
i=0

proposée par Bézier répond a l'ensemble de contraintes géométriques imposées par

l'expression (4.16). Sous cette forme, le lien entre les fonctions de Bézier et les

composantes de la matrice binomiale commence 4 émerger. Mais ce lien ne devient explicite

que lorsque les fonctions de Bézier sont exprimées a l'aide des fonctions de Bernstein qui ont

lavantage d’'étre plus simples a retenir et de faciliter les manipulations et la programmation

du procédé de Bézier (Forrest-71, p. 72}.

2.1. Propriétés de l'approximation de Bézier

Des nombreuses études ont été consacrées au procédé de Bézier et aux propriétés des

polynémes de Bézier, 4 commencer par les travaux de P. Bézier lui-méme [Bézier-68, pp.

190-191] [Bézier-72, pp. 115-136] [Bézier-77, pp. 64-73] [Bézier-86, pp.70-801. On citera

aussi : [Chemla-71, pp. ] [Forrest-71, pp. 72-73] [Véron-73, pp.3-9] [Chang-81, pp.

133-136] [Chang-82, pp.345-350]. Le procédé de Bézier a par ailleurs connu plusieurs

généralisations : [Hartley-78] [Piegl-84] [Goldman-82] [Goldman-83] [Farin-83]

[Harada-82] [Hering-83].
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Parmi les nombreuses propriétés du procédé de Bézier on peut noter les cing principales

suivantes [Plastock-87, p.175] [Mortenson-85, pp.113-114] :

1. La courbe de Bézier a les mémes extrémités que son polygone caractéristique,

c'est-a-dire :

O& = C(0) Om = C(1) (4.27)

2. Les vecteurs tangentes aux extrémités C(0), C(1) ont méme direction que Oy et a,

cest-a-dire :

CY’ O)=m. a, CY M=m. a, (4.28)

3. Lacourbe de Bézier se tient entitrement a l'intérieur de la courbure de l'enveloppe

convexe définie par le polygone caractéristique. En dimension deux, lenveloppe

convexe est le polygone qui se forme si l'on tend un élastique autour d'un

ensemble de clous plantés aux extrémités des ot, [Plastock-87, p.176].

4. Les courbes de Bézier sont adaptées au dessin interactif. En effet, on peut les

enchainer tout en garantissant la continuité de leurs dérivées & leur point de jonction

dés l'instant oi les c6tés adjacents sont colinéaires. On a la possibilité de généraliser

les conditions de continuité aux jonctions des segments 4 un ordre quelconque

(Mortenson-85, p.113]. Les propriétés de l'hodographe (la courbe de polygone

oaractéristique dont les sommets sont les extrémités des &; lorque les orignes de

ceux-ci sont ramenées 4 une origine commune) permettent de cerner les singularités

éventuelles de la courbe et de caractériser la courbe plus finement (Bézier-72,

pp.128-133].

5. Les polynémes Bé,_,, (t) sont symétriques par rapport au milieu t = 1/2 de

l'intervalle de paramétre. Par conséquent, I'inversion de l'ordre des indices des o

n'a simplement pour effet que d'inverser le sens du parcours de la courbe sans pour

autant affecter sa forme. Nous dirons que la courbe de Bézier vérifie la propriété de

symétrie par permutation [Bézier-77, p.45].
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4.2, Relations entre Béx, ,, (t) et By, » (t)

Considérons les quatre fonctions de Bézier de degré trois (cf. Eq. 4.21) et construisons une

suite de quatre nouvelles fonctions comme suit :

So =Béy, 3(t) - Bé,, s(t) =1-(t® - 3t® + 3t) = (1-t)*

S, =Bé,, s(t)-Bé,, s(t) = (t® - 3t? + 3t) - (~2t? + 3t?) = 3t(1-t)?

S82 =Béz, s(t) - Bés, 3(t) = (-2t? + 3t7) - t? = 3t"(1-t)

Ss; = Bé, ;(t) =}

De toute évidence, on peut grouper ces quatre expressions sous la forme matricielle suivante :

8, 1 ei BE a -t?

: _ m6 (0 st =F
: 7

~ Os 4,29
s, 1 = “8 3t71 = t) (4.29)

s 1 Hes ® e

En comparaison avec l'€quation 4.5.1, on voit bien que I'équation 4.29 conduit a l'identité

matricielle suivante entre les fonctions de Bézier de degré trois et celles de Bernstein de

méme degré :

1-4 Be B,,”

Bé (t)

tool es LO)

BE (t = (4.38)
_ os 3 B, 0

Bé (t)

| a By, o
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Cette identité n'est nullement fortuite. En effet, on démontre [Bézier-86, pp.81-82)

[Chang-81, p.133] les relations générales suivantes :

BE, a(t) - Be; +1, a(t) = By, a(t) (4.31)

jeO, i, 0. m

en adoptant comme convention que Bé, ,,(t) = 0 pour toutj>m. Celles-ci se traduisent

sous la forme matricielle générale suivante :

(1- E) « Bé, A(t) = Bom) (4.32)

od plus explicitement, on a:

1d 0

ve] NN |

Ne eee

m+l (4.33)

lignes

m+I colonnes

avec les vecteurs Bé,, ,,(t) et B,, ,(t} ainsi que la matrice E définies explicitement par :
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Bé (t) |
0, m B, tm (t)

ma B20 |1, m |

Beg) = Bar m(t) o : (4.34) |
Be cal 5. |

m0 2

et 
|

1 on 0

INQ) -

La matrice 1- E, désignée désormais par Sum’, est une matrice bidiagonale Ia diagonale

principale ayant des entrées non nulles. Elle est donc inversible. En effet, on montre

[Chang-82, p.347] que Sum’ a pour inverse la matrice suivante :

mel (4.36)

mT NN
‘\ ‘

] |

0 |

m+I colonnes
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L'équation 4,32 conduit donc 4 Ja relation :

Béyn(t) = Sum By a(t) =C >. By, nlt)); <0, +, m (4.37)
k=}

En faisant m= 0,...,n dans 4.37, on obtient l'expression correspondante de la matrice

’ des fonctions de Bézier jusqu’au degré n en fonction de Bernstein(t) comme suit :

Bézier(t) = Sum » Bernstein(t) (4.38)

Dans ce dernier cas, la matrice de passage Sum a pour dimension (n+J )x(n+J ) et pour

composantes :

fl pour isj

Sum,, ={ (4.39)

Lo pouri>j

pouri et f= 0,J,...,n.

Inversement a l'équation 4.38, la matrice Bernstein(t) s‘exprime également en fonction de

Bézier(t) comme suit :

Bernstein(t)=SumTM x Bézier(t) (4.40)

Cette équation indique que la matrice de Bernstein peut avoir des décompositions

intéressantes, autres que les décompositions canoniques (cf. §1.3 de ce chap.).

La matrice SumTM étant identique a (I - E), ses composantes sont définies par :

e

fi pour i=j

Sum}, ={-1 pour j-i=1 (4.41)

Lo pour i#j ou j-i41

17a

2.3. Fonctions de Bézier et fonction échelon-unité

L'interprétation classique du procédé de Bernstein (cf. 4.1) permet d'attribuer une

interprétation explicite aux composantes des lignes successives de la matrice Sum de

['équation 4.37. En effet, les composantes de Sum peuvent étre considérées comme les

suites de valeurs de la famille de m + 1 fonctions (9;),=0,-...m (cf. fig. 4.8) engendrée par

la fonction échelon-unité définie par :

fi pour te[0, 1]

qe (4.42)
\o pour te(0, 1]

Les éléments successifs de la famille se déduisent de 9,(t) par des translations avec des pas

successifs égaux 4 O/m, 1/m,..., m/m. C'est ainsi que l'élément 4, (t) (cf. fig. 4.8) est

défini par :

fl pour te [j/m, 1]

9,(= { (4.43)
\o pour t¢ [j/m, 1}

Les valeurs de 9; (t) en t = O/m, 1/m, ..., m/m sont donc définies par :

{0 pour i<j

Gy(im) = { (4.44)
\ pourjsism
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WT!

do () 4 J Yo (j/m) = 1

Lj ti 4 I *

O/fm ifm 2m 3/m mim

" ° J J 4 (j/m) =]

1 i

es oe Lo

Om im 2m 3/m min

gi © '

f ‘ J 4, Gm) =1

1 camels

L__1 { —-

Om tm %m 3m -- kim oe te mim t

Figure 4.8: Fonction échelon-unité et ses translatées

Partant de cette interprétation de la matrice Sum, obtenir la fonction Bé, _,,(t) se raméne au

calcul de 8 ,(J,, t). Plus formellement on a le théoréme suivant dont la démonstration

découle du développement présenté ci-dessus :

Théoréme 4.5

Soit ;(t) la fonction définie par 'équation 4.44. Onaalors: Bé;, t)= BA Y;,, t).

Démonstration 4.5

D'aprés l'équation 4.1:

m

BA9;,t) = > 9,d/m).B,, (td
i=o

= >1.B,,,(t) [d'aprés 4.44]

= Bé,_ dt) [d'aprés 4.34 et 4.37] CQFD.

Comme le schématise 1a figure 4.9, lorsque l'on présente a l'entrée de l'opérateur de

Bernstein &,,, la translatée J j(t) de la fonction échelon-unité, on obtient en sortie la fonction

de Bézier Bé,_,,(t).

3.) —————+ Bn |_____p Bé;, a(t)

Figure 4.9: | Génération des fonctions de Bézier par l'opérateur de Bernstein appliqué aux

translatées J; (t) de la fonction échelon-unité.

2.3.1. Relation entre procédés de Bernstein et de Bézier

Léquation 4.38, a savoir :

Bézier(t) = Sum » Bernstein(t)

renferme les liens fondamentaux entre le procédé de Bézier au sens étymologique et celui de

Bernstein. En premier lieu, elle montre qu’ chacune des décompositions canoniques de la

matrice de Bernstein correspond une décomposition homologue de la matrice de Bézier : la

décomposition homologue s'obtient en prémultipliant la décomposition de Bernstein(t) par

Sum. Plus encore, tout théoréme vérifié par la matrice de Bernstein trouve un répondant pour

la matrice de Bézier par le biais de ce dernier procédé.
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En deuxiéme lieu, pour un degré donné, elle formalise le passage entre les fonctions de

lissage de l'un a l'autre:

Mac, =Sum_ est la matrice de passage de Bézier vers Bernstein,

Mp pe =Sum~ est la matrice de pasage de Bernstein vers Bézier.

En troisiéme lieu, elle permet d’établir la relation explicite entre les deux représentations

équivalentes du polygone caractéristique (cf. fig. 4.7). En effet, en écrivant l'expression

4.15 sous forme d'un produit scalaire, on obtient :

C(t) =, Gy + Gy). Bes, a(t)

Grace a la matrice de passage Sum, C(t) peut s‘écrire également comme :

C(t) = (&%y Oy ++ Hy). Sum & By, a(t) (4,45)

Un calcul direct montre que :

(ho Oy ++ Om). Sum=(po Py ss Pal (4.46)

c'est-a-dire :

Po = Xo \

Pio = Oo + Oy |
De = Oy + Oy + Oe |

| (4.47)

Pm = Xo +X, + Ke tees + Oy

comme lV'indique la figure 4.7 et comme établi par ailleurs dans [Bézier-72, p.119]

[Bézier-86, p.87]. Les p, sont les vecteurs positions des sommets successifs du polygone

caractéristique (cf. fig. 4.7).
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Une courbe paramétrique polynomiale exprimée sous la forme :

Ci) =>. pi. B;, alt) (4.48)
i=0

est dite de Bézier-Bernstein [Plastock-87, p.i75]. En fait, c'est cette forme qui est de plus

en plus entendue lorsque l'on se référe aux schémas de Bézier. C'est dans ce sens que

nous employons les expressions courbe de Bézier, schéma de Bézier ou le plus souvent , de

Bernstein-Bézer.

En guise de synthése et en tenant compte des formes transposées Equivalentes, la dualité

entre les deux procédés peut étre résumée de la maniére suivante :

Sum x Bernstein(t) = Bézier(t) ~ ‘Bernstein(t)«'Sum =‘Bézier(t)

Sum , Bézier(t) =Bemstein(t) « ‘Bézier(t)s‘Sum’ =‘Bernstein(t)

(0, )izo, «+, m «Sum =(Pijsco,-m © ‘Sum . "(Gi Jos, sgn = "preg mm, &
ms

(Pidizo,++,m - Sum = (Oj )ico, em oe “SumTM “(p,)i=0, «+, m= (Oi )ico, ces,

2.4. Famille de courbes de Bézier

Considérons m+JI vecteurs positions (p;); <0, ..., m avec p;e&. Soient te [0, 1] et le vecteur

¥ Bézier(t) défini par :

F Bézier(t) = (po Py... Pm ) * Bernstein(t) (4.49)

De toute évidence, lorsque t parcourt l'intervalle [0, 1}, les composantes du vecteur

F Bézier(t) engendrent une famille de courbes de Bézier d'ordre 0, 1, ...,m. La

composante [¥ Bézier(t)], représente la courbe Bézier de degré j engendrée par le polygone

caractéristiqué (py p, ... p; ). D'une facgon explicite, on a:

(FBézier(1)], = (Po pr... Pj)» By sO) (4.50)

Compte tenu du développement de la section 1.2, on peut d'emblée proposer les trois
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modéles suivants pour une génération récurrente d'une courbe de Bézier d'un degré donné :

A, Premier modéle

Il résulte de '’équation 4.6 que :

[B., 5-1] [.o ]

@e Pr P))Bay = Gop pi) | [G-) + @o pio. P| |e
Lo | (B., 5-1!

= (Po Pees Pini )-EB, yr) + (spe. py) (By, 5-1 451)

Adoptons la notation suivante en prenant ke {0,1} :

BEC Px Prot oss Prrs-t0 = (Ps Prot os Proy-a )+LB,,)-al (4.52)

La relation (4.51) pourra s'écrire alors comme suit :

Bé(py ps --- pj, t) =[BE(Po Ps «+ Ppa, HC -t) + [BEQ, pe... pj tlt 4.53)

B. Deuxitme modele :

Lééquation 4.8 permet d'écrire :

(Tha] [fol.] \

@o Pr Pi)sBoy =@oPr p){] |-G-p+] bt} Baya
\ Lto3,-11 Loyal J

(4.54)

= (Po Ps vse Pyar + My -T UB, pl -t) + (ps pa py) My) By, ya] -t

= (Po Pr e+ Py )- (By, j-)-(1-t) + (Pi pa -- ps) [B,, ya] -t

Compte tenu de (4.52),

C.Troisitme modele:

L'€quation 4.9 permet d'éerire :

(Po Pr oe By)-Buy =o Ps + Pi) Ty Boyt (4.55)

1s

od T, définie par l'équation 4.10. La possibilité d'éclater la matrice T, en sommes de

matrices permet d'envisager la construction récurrente d'une courbe de degré j de différentes

manidres. Une méthode simple d’éclater T, consiste & la considérer comme la somme de j

matrices, de méme dimension, construites & partir de T, en conservant la premiére colonne et

en annulant toutes les autres, puis la deuxiéme colonne et en annulant toutes les autres, et

ainsi de suite jusqu’d la dernigre colonne (cf. fig. 4.10).

It 0 0

t ito
T=

Oo t it

o o t

It] of o ojo jo Oo] olo

tl of o 0 fit] o of] ol o

+ +

o} of] o olt]o of of it

ol ol o o lola ol olt

Figure 4.10 Eclatement de Ten somme de trois matrices ; chaque matrice terme a une

seule colonne non mule : celle qui correspond d son rang

On remarquera la présence du sous-vecteur T ; dans chaque colonne non nulle de l’éclatement

Proposé :
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T, = (4.56)

décalé d'une ligne vers le bas par rapport a sa position dans la colonne précédente. Dans la

premiére colonne, T, occupe les deux premiéres lignes. Un tel éclatement de T, conduit 4

l'éxpression équivalente suivante de (4.55) :

(Po Pi -- Py) Byj =C@o Pr)-Ti Qs pe). Ti «.. (Dj -1 p;)-T.) By. j-1 (4.57)

On peut écrire cette équation d'une fagon plus condensée comme suit :

(Po Pi ss» Pi) Bay =p: Piss) Ti) Bars -1 (4.58)
i=0,..., jr2

Il reste 4 démontrer que, pour i = 0, J, ..., j, le membre de droite de (4.58) (de méme pour

4.57) associe le facteur B; , Ap, comme le fait le membre de gauche. Pour ce faire, les

trois cas suivants doivent étre considérés :

1.i=1 pour le calcul de la fonction associée a po,

2. i=j-l pour le calcul de la fonction associée a p;,

3. 1$i<j-2 pourle calcul de la fonction associée dans les autres cas.

Cas 1, : la fonction associée a p,

En remontant a (4.57) qui donne la forme explicite de (4.58), on voit bien que le terme en p,

provient uniquement du produit suivant :

[(po Pi) Ti]. Boj.) =[Po(1- 8) + pit]. Bo, 5-0 [d'aprés (4.56)]

=(po. (1-1) + py t].d-* (d'aprés (4.2)]

=p,(-t) + p.td-n”

=Po Bo, ,(t) + pit(l-0* {d'aprés (4.2)]

Ainsi les deux membres de (4.57 ) (et de 4.58) associent 4 p, la fonction B,, , (t).
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Cas. 2, : la fonction associée a p,

Le vecteur position p, figure seulement dans l'expression :

[(py-1 P; )-T.).By-1,;.0 =[G-tp;-.+tp,]. By. 5-0 — [d'apres (4.56)]

=[(1-tp,-. ttp,}.07 {d'aprés (4.2)]

=[(1- t) t*p, 1+ tp]

=(1-1)t“p,_, +p,B, ; © (d'aprés (4.2)]

Les deux membres de (4.57 ) (et de 4.58) associent bien A p ; la fonction B,_ ; (t).

Cas 3, : la fonction associée 4p, pour 1 <i<j-2

Dans le membre de droite de (4.57), le vecteur position p, figure dans les deux termes

consécutifs suivants :

[Cpi-a Pi )- Ty]. Bi. 5-1 et [py pyar). Te d- B,, 5-2)

dont les coefficients respectifs sont :

t.B;-.j-@) et ( -t).B, ,.0)

La fonction associée par le deuxiéme membre de (4.57) a p; est évidemment la somme de

ces deux expressions, c'est-a-dire :

t. Bea; +-).B, 1) =t(Cie td -) 740-9. By; 1.0

=t(Cirit 1-7} 4+ -9C).t dy

=t(l-) (Cit + Ch]

=t(-t)7 C; {d'aprés (3.10)]

=B, j;@ . [d'aprés (4.2)]

Ainsi dans ce cas aussi, le membre de droite de (4.57) associe le méme coefficient A p;. On

vient donc de démonter formellement que les deux membres de (4.57) reproduisent bien la

méme courbe.

On remarquera qu'aprés chaque itération du membre de droite de (4.55), le polygone
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caractéristique a un cété de moins. Par conséquent, le procédé détermine un point de Ia

courbe aprés la j®"* jtération. Cette construction est au fond une autre formalisation de Ia

methode dite "de Vernet" [Bézier-86, pp.77-78].

aise
Ces modéles de génération récurrente des courbes de Bemstein-Bézier soulignent une fois de

plus le lien étroit qui existe entre les manipulations algébriques de la matrice binomiale 4

‘puissance banalisée et les manipulations géométriques de schémas de Bézier. i

Pour terminer ce chapitre démontrons un dernier résultat :

Théoreme 4.6

Pour tout p,€€ et pour tout te[0, 1]

(Pe Pe oe Py ) Bernstein (t)= (Py Pye --- Ped (4.59)

Démonstration 4.6

De toute évidence :

(Py Px ce Py) Bemstein(t) =p, . (1 1 --- 1) Bemstein(t)

=p, « V, Bernstein (t)

En remplagant Bernstein(t) par la décomposition canonique D(t) « G*~*, on obtient:

py ¥; Bemstein(t) =p, . vi Dt) + G**

= Pa Vice [d'aprés (3.33)]

= Peo Ve

= (Pe Pa oes Pe) CQED.

En clair done, tout schéma de Bézier-Bemstein reproduit le point quel que soit le degré.

Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons montré que la solution au probléme général de la

transformation linéaire de paramétre qui s'appuie sur des généralisations progressives de la

récurrence binomiale conduit au procédé classique de Bernstein et, de 1a, au procédé de

Bézier. Cette approche a favorisé la dérivation des nouvelles relations pour la matrice de

Bernstein avec la proposition de huit décompositions canoniques qui formalisent des

9

interprétations géométriques standard que l'on peut attribuer a ce procédé. Elles expliquent

aussi la grande souplesse de l'approximation de Bernstein.

Nous avons établi, par le biais de la matrice de passage Sum, le lien étroit entre le procédé

classique de Bézier et l'approximation de Bemstein et proposé une interprétation nouvelle sur

In génération des fonctions de Bézier & partir des fonctions de Bernstein. Cette interprétation

congoit les fonctions de Bézier classiques comme des réponses du procédé de Bernstein aux

sollicitations de la fonction échelon-unité et ses translatées, La matrice Bernstein fournit

également la possibilité de manier toute une famille de schémas de Bézier et permet d'établir

des résultats vérifiés par l'ensemble de ces schémas.

Ce chapitre a également soulevé plusieurs problémes qui meritent d’étre approfondis. Panmi.

ceux-ci, ily a la nécessité d’ étudier les décompositions canoniques sur le plan algorithmique

et d'approfondir l'étude de la matrice rationnelle généralisée de Bernstein pour en tirer des

ensignements utiles et pratiques pour le procédé de Bernstein-Bézier.
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CHAPITRE 5

Modéle de dérivation polynomiale

Indicateurs de géométrie

Introduction

L'expression du théoréme binomial sous formes matricielles (cf. chap. 3) permet une

approche homogéne et méthodique de Ja dérivation des courbes paramétriques polynomiales,

quel que soit le schéma considéré. Elle conduit notamment a l'opérateur matriciel noté K qui

transforme la dérivation en un simple probléme d'indexage des lignes des matrices de lissage

associées aux schémas. L’étude des propriétés de K fera Yobjet de la section 1 de ce

chapitre.

Lorsque l'on associe les propriétés de l'opérateur K a l'interprétation géométrique des

puissances banalisées de 1a matrice binomiale, on aboutit A une puissante généralisation du

concept d'indicateur de géométrie amorcé au chapitre 2, Cela conduit en effet au deuxidme

opérateur noté IG* dont les lignes fournissent les données indispensables pour l'analyse

géométrique complete d'une courbe a chacun de ses points. La section 2 sera consacrée

principalement a l'étude de cet opérateur fondamental.

Le modéle de dérivation que préconise l'opérateur K écarte I'intervention active de

Tutilisateur. Pour palier cela, nous proposerons dans la section 3 un modéle équivalent qui

pourra lui restituer un réle plus actif.

1. Polynéme dérivé

On peut définir la dérivée d'un polynéme f (cf. l'équation 3.1 du chap. 3) comme étant le

polynéme f” tel que [Faure-64, p.192] :

f(t +h) - fit) = hf mod(h*) (5.1)

Grace a l'équation (3.21) de la §2.3.1, chapitre 3. le premier membre. de l'équation (5,1)

peut s'écrire sous la forme suivante :

ft+h)- ft) =v.G" a - v, la=v, (G"- Da (5.2)

avec:

141



fr

mT NA!
1 nce

0 1

On voit bien que :

0

Oncy —— Cr

n-i gy

0 nC} —hth Cn

Gets \\ |
0 ney

0 0

Par conséquent :

Oncy 0

0 nC}

[G"- I] mod(h*) = \\ = hK

O pci

0 0

ot la matrice K est définie par :

K, ,=C;) 6)" pouri,j=0,1,...,m (5.3)

1A9

Plus explicitement encore :

01 0

0 2

©} ONAN
0 n

0 0

Ainsi, en tenant compte de (5.2), on obtient :

[f(t+h)- Ff] mod(h*)= hl y. Kla (5.4)

Gr&ce aux relations (5.1) et (5.4), on aboutit au théoréme suivant :

Théoréme 5.1

Soit la fonction polynéme f de degré n définie par :

fij=v.a

avec Vv, =(t');29..4 7 et @ le vecteur coefficient. La fonction polynéme dérivée f* est

alors donnée par :

f(j=[v, a}’=v,. Ka (5.5)

existe une deuxitme méthode pour démontrer le théoréme 5.1. Pour ce faire, on pose v,=

(1, t, «++, t), Parla définition formelle du polynéme dérivé on a:

[ve] =, 1, 2t, St, nt *) =, 1, ty OB (5.6)

ob la matrice B est donnée par :
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B = 2 (5.7)

La composante c est une constante arbitraire. Soit la matrice carrée KE définie comme suit :

E, , =8" pourietj=0,1,...,n (5.8)

qui se met sous la forme matricielle explicite suivante :

0.1 0

0 4

E = IN (5.9)

0 1

0 0

Nous allons montrer dans la suite que :

Iv. ]°=v.E » B (5.10)

Compte tenu de (5.6) il suffit de démontrer que :

Ol1lt.ij,!%=v,E anaA — hee as

Posons b = v,E et désignons par E x, ; le vecteur formé par la j“"* colonne de E. Deux

cas se présentent :f=0 etl Sj<n.

Pourj = 0, puisque Es, , =0, ils'ensuit que v,. E+, 9 =0=by.

Pour i <jSn, ona:

b; =V- E x, ;

=1.E,,+t.E,,+t?.E,,¢- +t By, ts + t.E,,

=t [& partir de (5.8)]

Les deux cas réunis, on obtient b= (0, 1, t, ---, t’ ’)=v,E. En vertu de ce résultat et de

(5.6), on a:

[v.]°=v.E «B

Par conséquent :

[v.a])’=v.ExBa (5.12)

On vérifie aisément que :

E,B=K (5.13)

Discussion

La matrice K est ainsi un opérateur qui permet d'obtenir la dérivée d'un polynéme. Dans

l'équation (5.5), K peut aussi bien étre associée 4 gauche avec v, qu’a droite avec le vecteur

coefficient a. La dérivation peut donc étre congue de deux maniéres équivalentes : soit

comme une transformation du vecteur v, en ¥, K, soit comme une transformation du vecteur

coefficient a en K a.

1.1. Propriétés de K

Les deux interprétations du procédé de dérivation soulignées ci-dessus nous conduisent 4

étudier les propriétés multiplicatives de la matrice K. A ce titre, nous examinerons l'effet de

K sur les composantes des vecteurs ligne (multiplication 4 droite par K) et sur celles des

vecteurs colonne (multiplication 4 gauche par K). Ces résultats seront ensuite généralisés a la

multiplication d'une matrice par K.
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Par conséquent :

0 1 0

2 (Co Cy cts Cay Cn) K=(j. Cy-y)jco, in

@. & e,) A =(0 ct 24 —— ng.) cest-a-dire : W= (0 cy 2¢, «++ ney, ) CQED.

n

0 0 Tableau 5.1 Un vecteur multiplié a droite par K

K
Algorithme 5.1 (Déca-mul)

Figure 5.1: Multiplication d'un vecteur a droite par K.

Données :

n entier positif ;

Propriété K1 : Multiplication a droite par K : 
at ERC Hoe Weocmpossntess

D'une maniére générale, multiplier un vecteur ligne par K revient 4 un décalage

de chaque composante d'une colonne vers la droite suivie d'une multiplication par Résultat :

son nouvel indice de colonne (voir fig. 5.1). Plus formellement, on a le théoréme ot) veces n testapeeanes.

suivant :

Début
Théoréme 5.2. 1. Entrer in ;

ned

Pour tout vecteurligne 1=(co ¢: -* Cn-a Cn) € Re:

IK=(0 Cy 2¢, «++ RCn-2) 2. out (0) := 0;

Démonstration 5.2 3. Pour j:=1an faire

Par définition :

h out (J) := j*ing - 1) ;

(Co Sy tte Snot en) R= (2 0-Ki, Mss ene Fin

Or:

n K K

> ¢)-Ki, = Co Koj +01 Kay to + Ci Ky =) + 6) Bi Cn Bra Le tableau 5.1 propose une traduction algorithmique du théortme 5.2, On vérific

us aisément que cela entraine n multiplications et autant de soustractions (les soustractions
jet (en vertu de (5.3)] : 3

= 6G; a proviennent du calcul des indices des composantes).

=j. Cj-1 fear C; =i]
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Propriété K2 : Multiplication d'un vecteur a gauche par K:

Chaque composante du vecteur est d'abord multipliée par son indice (de ligne) ;

chaque composante est ensuite décalée d'une ligne vers le haut ; pour terminer, on

remet a zéro la dernire composante. Cela donne plus explicitement (cf. fig. 5.2) :

Théoréme 5.3

me to.

Pour tout vecteurcolonne c= "(lp 1, le «++ In) ER g

Kez='(l, 2l, «+ nl, O}.

0 1 O}] 1. lh,

2 I 21,

x 1, | =

nl,

n

0 of} i, o

K

Figure 5.2: Multiplication d'un vecteur a gauche par K.

Démonstration 5.3

Par définition :

Ke =(01,-Ky,j)ico, a
j=0

Une simplification du membre de droite s‘obtient en le décomposant en deux cas : i=n et

O<i<n.

Pour i=ni

Puisqu’ en vertu de (5.3), K, ; =O pour O<Sj<n

>1.K,,; = 0.
j=0

Pour Osi<n :

DUK; =h-Kio + 1ieKig te # Uae Kisar toe +1,.K,.,
=O

= lia Coa [en vertu de (5.3)]
=(i+1).de

La synthése des deux cas donne donc :

n {Gt1).las pour Osi<n

21,.Ki =|
me \o pouri=n

Par conséquent :

Ke =(31,-Ks j)ico, oe "Cl Qe nl, 0) CQED.
j=0

Le tableau 5.2 propose une traduction algorithmique du théor&me 5.3. Cet algorithme est de

méme complexité que le précédent : n multiplications et n soustractions.

Propriété K3 : Multiplication d'une matrice 4 droite par K :

Soit M une matrice dont les vecteurs lignes appartiennent 4 R"**. Lorque l'on

miultiplic M & droite par K, chaque vecteur ligne de M est wansfurmeé suivante la

propriété K1 et on obtient une matrice transformée M‘ selon le procédé suivant :

1. décaler chaque colonne de M d'une colonne vers la droite (la derniére

colonne disparait),



2.

3.

Pour fixer les idées, supposons que M soit une matrice carrée d'ordre n+ J. Sous

mettre la premiére colonne a zéro,

multiplier chaque colonne par son indice.

Tableau 5.2 Prémutltiplication d'un vecteur par K

Algorithme 5,2 (Mul-déca)

Données :

n entier positif ;

in vecteur dé n + 1 composantes :

Résultat :

out vecteur de n + 1 composantes.

Début
" 1. Entrer in ;

2. out (n):=0;

3. Pour i:=14 n faire

out (i- 1):=i ini) ;

Fin

cette condition, on obtient le théoréme suivant :

Théoréme 5.4

SoitM’=M«K. Pour i=0,1,....n

fo pour j =0

Lj. Mijas pour j #0

140

Pémonstration 5.4

Désignons par M,_, et par M’,,. les vecteurs formés par les i “"* lignes respectives de

M etde M’. Pardéfinition, ona M=(M; 4K)ieo, 1, «sn Cest-d-dire :

M’,.4=M,.K pouri=0,1,...,n.

En vertu de K1 (cf. théoréme 5.2), on obtient, pouri=0,1,...,n:

[0 pourj=0

Mi; =

\y ~ Mi j-s pour j #0 CQED.

Le tableau 5.3 donne une traduction algorithmique du théoréme 5.4. Tout compte fait,

lalgorithme 5.3 entraine n* - 1 multiplications et autant de soustractions.

Algorithme 5,3

Données :

n entier positif ;

M matrice carrée d'ordre n + I ;

Résultat :

MW matrice carrée d'ordre n+ I ;

Début

1, Entrer M

2, Pour i:=04n faire

Début

2.1, MG, 0) := 0; MG, 1) = MG, 0);

2.2. Pour j :=2 an faire

2.2.1. MG, j) =j.MG@, j- D

Fin

Fin

Tableau 5.3: Algorithme de multiplication d'une matrice 4 droite par K
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i Propriété K4 : Multiplication 4 gauche par K :

| Soit M’ = K » M. Multiplier M 4 gauche par K revient a appliquer K2 a

| chacune des colonnes de M. Le procédé sous-jacent se résume donc comme suit :

| 1. multiplier chaque ligne de M par son indice de ligne,

| 2. décaler chaque ligne d'un cran vers le haut (le premier vecteur ligne de M

| disparait),
3, mettre 4 zéro la derniére ligne de M.

Pour fixer les idées, nous supposons que M (et par conséquent M’ aussi) soit une

matrice carrée d'ordre n + 7. On a alors le théoréme suivant :

Théoréme 5.5

| Soit M’= KM. Alors pour j=0,1,...”

{0 pouri=n

I | M’,, ; = | (5.15)

\ Gt) . Mya, j pouri#n

Démonstration 5.5

Désignons par M,, ; et par M’s, ; les vecteurs respectifs formés par la j/" colonne de

chacune des matrices correspondantes. Le produit K « M peut s’écrire alors comme :

M =(K M4 ;)j=0,--,

c'est-a-dire :

M*..; =K Ms ; pourj= 0,1,...,7

En vertu de K2 (cf. le théoréme 5.3), on obtient, pourj =0,1,...,0 :

{a pouri=n

UGH)» Misa

182

pouri#n CQFD.

Le tableau 5.4 donne une traduction algorithmique de ce théoréme. Cette traduction

comprend : n° -1 multiplications ; n° additions (on assimile addition et soustraction dans ce

cas).

Algorithme 3.4

Données :

n entier positif ;

M matrice carrée d'ordren + 1 ;

Résultat :

M’ _ matrice carrée d'ordre n+ I ;

Début

1. Entrer M;

2. + Pourj:=04n faire

Début

2.1. MG, j):=0; MG, 0) = MC, jf); m=n-1;

2.2, Pour i:= 14m faire

Début

2.2.1, k:sit+l;

D2: MG, j) =k. Mik, j)

Fin

Fin

Fin

Tableau 5.4: Algorithme de multiplication & gauche par K

Remarque

Tl convient de noter que la matrice K ne figure de fagon explicite dans aucun des quatre

algorithmes 5.1, ..., 5.4. Son utilité réside plutét dans la formulation de la dérivation qu'elle

facilite,

Propriété K5 : Itération de la matrice K :

K5.1: Faisons la convention K° =I etremplacons la matrice M du

théoréme 5.4 ou du théor’me 5.5 par K° : nous retrouvons la matrice K.
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K5.2: Remplacons M ensuite par par K : nous obtenons K*. En procédant

par récurrence, nous parvenons a calculer les puissances successives de K.

D'une maniére générale, on a le théoréme suivant pour le calcul de K* pour

toutkeWN :

Théoréme 5.6 (K-itéré)

Pour tout k « IN

j

k i
CK), ; = 1} 8, pour ietj=0,....n

l=j-k+l

J

avec la convention que Te = I poura>j.
lza

Dé ion 5.6

Nous procédons par récurrence.

Base delarécurrence; Parconvention, K°=I. Le théoréme est donc vérifié pour k = 0.

De plus, pour k= 1, et pourtoutietj=0,...,n,ona:

j ae ae
je ji

Th 6 = j6 = K..IM Doo i
La propriété est donc vérifiée aussi pour k = 1.

de récurrence :

k-1 . Ja

CK) = TT: 54

Hypoth

184

k

Caleulons (K"). ;

(K*),, ; étant le produit scalaire de la” ligne de K par la” colonne de K*", ona:

BH 2S K - Ke
iJ iq qd

q=0

An j mi
| | ia

= » Ki, 1 bt (Hypothése de récurrence)
q=0 L=j-k +2

ai fd ia
- q5, \ bi (Base de récurrence)

q=0 laj-k +2

j =

n
= ai ia

~ | | ] 2 45 1 1
tej-k+2| 2°°

-- Jo q 4= a-b al ys q ay +1 ) j-k+i (puisque 6. 5 bab )
l=j-k42] q=0

a] jek+t j-k+t

1 1] @-k+1) Si 85 ict
L=j-k +2

cio 4 ie
= Th G-k+1) %)

pe

=i 4 j

| | j-k+l | | j-k
= 1 8 = 1 5

it] i

l=j-k +t l=j-k 4
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= | E 5.
CQED.

Esj-k +1

On a en particulier le corollaire suivant :

Corollaire 5.1

Pour tout kSn (K"Jo; = (kt). 6) = (jl). 62 (5.17)

En effet,i =O @ j-i=je 6)" = 6). Puisque 5) =1 4 k=j, pouri =O, le produit

(5.16) est différent de zéro si et seulement sik = j. Dans ces conditions, le produit peut

s'écrire comme suit :

(Kyo, = (TT 1). 8) = (kt). 84 = qn). 83

K5.3: Kestnilpotente. La figure 5.4 suggére que les composantes non nulles

de K* se trouvent toutes sur la sur-diagonale de rang k. K étant une matrice

carrée d'ordre n + J, on ale théoréme suivant :

Théoréme 5.7

Pour toutk>n,ona: K*=0.

Démonstration 5.7

Il suffit de démontrer que le terme général (K*),, ; est nul pourtouti et / =0,1,...,0

lorsquek >n.

En effet :

Osi Sn et OSj Sn sj-isn <k

Ainsi:

n<k =j-i<k pour tout i et/ =O, 1,...,n

0 1 0

2. . YX

0 0

Puissances successives

0 1

2 zéros
ws

00 12 0

23

K’ = n(n-1) Figure 5.4

0 2 §

0 0 } 2 zéros

j-i<k=> 8i" =0

En vertu du théoréme 5.6, on a, par conséquent :

(K*), =0

& KS =0 pourk>n

+ . % cht 1: ¥Propriété K6: K et G* commutent pour tout o <R.

En effet, considérons les trois fonctions suivantes :

f(t) =vy,a

T.(=a+t
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pour tout ietj=0, 1, .. af

CQFD.

(5.18)

(5.19)



Bt) = (oT Jt) = Vare a (5.20)

Calculons la dérivée de g en tant que fonction composée :

g(t) = (foT.)() =F TTA] Ta")

Comme T,(t)= let f(t)=v,Ka@ en vertu de (5.5):

g=f(Tatt)

=Vait Kaa (5.21)

=v, G's Ka (5.22)

car, en vertu de (3.22), chapitre 3, vise =¥,G" Pour cette méme raison, g(t) peut

s'‘écrire aussi comme suit :

g(t) =v, Gra (5.23)

Dérivons (5.23) directement par rapport 4 f :

g(j=v,KxG* a (5.24)

Les équations (5.22) et (5.24) conduisent au théoréme :

Théoréme 5.8

Pour tout x € R,

KxG*= GK (5.25)

Ainsi, K et G* commutent. La chaine de (j+J)j/2 identités suivantes découlent directement

de ce théoréme :

Gia K’ = Kx G*s Ko? =K? «Ge KR? =... =Ki* » G's K=K'TM 4 G"

Mettons-les sous forme plus condensée :

G'aK’ =Ki4G*sK" — aveci=0,1,....j (5.26)
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A titre d'exemple, pour j = 2, on obtient les trois identités :

G*s K? =K 2G" K’ = GK’ (5.27)

Les identités de (5.26) conduisent au théoréme suivant :

Théoreme 5.9

Soit f(t}=y,a. Pourtout a ¢ Ret pourtout fe N :

f(a) = vy Kia =~, Kix Gx Ki'a aveci=0,...j (5.28)

Démonstration 5.9

Comme f(a) =f "ft)heg = v,K’a et comme y, = vo G* d'aprés l'équation (3.24) du

chapitre 3, on obtient :

fla) =v,Kia=yv, G*s K’a (5.29)

Lorsqu'on tient compte de (5.26), on obtient (5.28), terminant ainsi la démonstration du

théoréme.

En faisant « = 1, on obtient en particulier :

fC) =v, Ka =v, Kix Ge Ka avec i=0,...,j (5.30)

2. Dérivation des courbes paramétriques

Généraliser les résultats du développement précédent a la dérivation des courbes

paramétriques polynomiales revient tout simplement & remplacer le vecteur coefficient @ par

AP. Le nombre de ces fonctions pdlynémes correspond a la dimension de l'espace objet €.

Ainsi, pour un segment de courbe défini sur l'intervalle normalisé par :

Cit)=v, AP pourt < (0, 1] (5.31)

ona, pour toutj ¢ N :

C° Oh cx =Ve Ky AP
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Ainsi, pour toutre /0, 2), l'équation :

CW) =v, Kix AP (5.32)

définit la courbe dérivée d'ordre j. C'est l'hodographe d'ordre 7. Compte tenu de la

nilpotence de K, la courbe dérivée d'ordre j est réduite a l'origine de & das que j>n.

En vertu de l'équation (5.32), on peut assimiler le calcul de la dérivée d'ordre j a la

transformation de la matrice de lissage A en K’xA . Nous introduisons 1a notation et la

terminologie suivante :

Définition 5.2

Soit A la matrice de lissage d'un schéma donné. On appelle matrice d’ordre j associée (par

dérivation) a A, la matrice :

A” = K’xA (5.33)

Avec la notation précédente, l'équation (5.32) peut s'écrire alors comme suit :

C?(=v, AVP (5.34)

2.1. Indicateurs de géométrie d'ordres supérieurs

En faisant t= 0 dans I'équation (5.34), on déduit le résultat suivant pour tout j ¢ LY :

C0) =v, AP

Comme v, A‘’=(1,0,...,0)A°’ = A" (, «), ce résultat peut s‘écrire encore sous la

forme suivante :

C0) = A“ 0, «) PP (5.35)

Ainsi, partant de la premiére ligne de la matrice A’, on obtient les vecteurs C’’(0), une

fois que le polygone caractéristique P est donné. Comme les C°'(0) spécifient les

conditions nécessaires pour raccorder un segment de courbe en son point initial aun

segment qui le précéde, nous dirons que A“’(O, x) est un indicateur de géométrie d'ordre

je
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Au vu de l’équation (5.35), pour caleuler C’/0), il faudra tout d'abord calculer A’, A @’,

us A? A On peut cependant faire mieux. En effet, comme le démontre le théoreme

suivant, le vecteur A (0, « ) est identique au vecteur (j!)A(j, « );

Théoréme 5.10

Pour toutj «NN, ona:

AO, «) = GAG, *)

= (0, 0, ...,0) pour j>n

pour OSjSn

Démonstration 5.10

Le cas de j > n est une conséquence directe de la nilpotence de K. En effet, puisque :

j>on>K =0 3 K'sA=A" =0

tout vecteur ligne de A” est nul. Diok AW’ (0, x) =(0 0... 0) pourj >n.

Pour j $n, selon (5.33), ona:

Av =KigA

D'ot, pour toutk= 0,1,...,":

A’, k) nt (K)o 4A

> Gl) .6) . AG k)
1=0

G)). AG, bk)

{en vertu de l'équation (5.17)]

H pour O<j<n

Il s'ensuit que :

BhAPO) = G). AG # CQED.

Ainsi, grace ace théoréme et a I'équation (5.35), ona :

C’O) =(G). AGw).P pourj=0,J,...,.n (5.36)
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Des relations analogues pour les dérivées successives d'un segment de courbe en son autre

extrémité s'‘obtient en faisant¢ = 7 dans (5.34). Ceci donne pour tout j « N :

cha sv, AoP

Ceci peut s'écrire encore, suivant les notations de l'équation (2.20) du chapitre 2, comme

suit :

Cd) =csv(A"’).P pour tout j ¢ IN (5.37)

avec

esv(A"’) =v, AY” (5.38)

Puisque A‘’=K! «A et v, =Vo G, il s'ensuit que csv(A°”) =v. G « K’ « A. Compte

tenu des équations (5.26), on obtient :

esvV(Al’) = vy K' «Gu A pour tout j ¢ NN (5.39)

Par conséquent, l'équation (5.37) peut s'écrire comme suit :

Cd) =v) Ki +GsAP pour tout j ¢« (5.40)

L'équation (5.40) présente deux avantages sur (5.37) bien que cette demiére soit bien

commode pour les calculs manuels :

- elle remplace le calcul des matrices A‘, A®’,..., A?’

par lecalculdeG A qui peut étre effectué une fois pour toute,

- elle rane le calcul de C(I) &celui de C°’(0), ot Ja matrice A

est remplacée parG x A.

On déduit notamment par analogie avec l'équation (5.36) que :

Ca) =G). [Gx AlG,*)-P pourj «NN (5.41)

Les lignes successives de /G x A] permettent donc de déterminer les dérivées successives
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d'un segment de courbe en son point terminal.

Une généralisation du théoréme 5.9 aux schémas paramétriques polynomiaux conduit 4 une

relation plus générale :

C’'(a) =@). [Gt *AlG,«).P — poura ¢/0,1) etpourj «iN (5.42)

L'interét de ces relations réside dans le fait qu'elles permettent une analyse instantanée de la

courbe en tout f= a. Mais elles disent plus qu'on ne le soupgonne. En effet, en les

regroupant sous la forme :

"TC? Cs -c,..., n] =diag(O! 1! 2! ... n!)*G*s A P=IG* P (5.43)

avec:

IG* =diag(0! 1! 2! ... n!)aG* eA (5.44)

et:

0! 0

u

diag(0! 1! 2! ... n!) = 2!

3!

on met en évidence un opérateur fondamental IG*.

2.1.1. Opérateur IG*

Liopérateur IG" est fondamental sur plusieurs plans :

1. Sur le plan de la commande numérique : IG* est un opérateur commode pour

spécifier la trajectoire d'une machine-outil destinée a réaliser le tracé d'un arc de

courbe. En effet, appliqué au polygone caractéristique, IG" modélise non

seulement /’évaluation de la courbe au point paramétrique a, mais aussi le calcul

de toutes les dérivées ence point : sa premiére ligne, appliquée 4 P, donne

l'évaluation en o ; sa deuxiéme ligne, appliquée 4 P, donne la dérivée premiere ;

sa troisiéme ligne donne la dérivée deuxiéme, et ainsi de suite. De 1a, tangente,

normale, binormale (par suite, le tritdre de Frenet), courbure, plan

163



osculateur et autres paramétres caractéristiques au point paramétrique « peuvent

tous étre calculés aisément, grace AIG" et cela, quel que soit le schéma (voir fig.

5.5 et l'annexe X).

r t
Centre of — 3
curvaturein i

‘ osculating /

plane, 7

Normal plane

Rectitying stane \osculating plane

(d'aprés [Gasson-83, p.467, fig.10.26])

Figure 5.5 Triédre de Frenet : en tout point C (a) de la courbe S, les trois

vecteurs T, N et B définissant ce triédre sont déterminés par le deuxiéme

et le troisiéme vecteurs lignes de IG“ appliqués au polygone

caractéristique P. Ainsi, par exemple :

Te= CMON C(O) = (IGS « P)INIGS , 5 P/

Sur le plan de la dérivation paramétrique : 1G" transforme la dérivation successive

d'un arc de courbe a représentation paramétrique polynomiale en un simple

indexage de ses lignes, le rang des lignes déterminant l'ordre des dérivées.

Sur le plan de recherche automatique des conditions aux fronti¢res d'un arc de

courbe défini par un schéma arbitraire : la structure des vecteurs lignes successifs

de 1G’ caractérise en particulier les conditions géométriques d'un arc de courbe

en son point initial. Parallélement, celle des vecteurs lignes de IG’ fait de méme

pour le point terminal. De ce fait, IG° et IG’ fournissent un outil théorique

fort commode pour cerner rapidement les qualités de base de tout schéma (cf.
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Annexe IX pour les huit schémas présentés au chapitre 1).

4. Sur le plan de relations entre l'expression des conditions géométriques aux

bornes d'un méme arc de courbe par deux schémas distincts de méme degré :

cela se raméne 4 comparer la structure de lignes successives des opérateurs

homologues IG* et IG* associés aux deux schémas.

2.2 Schéma cubique de Bernstein-Bézier

Nous considérons I'exemple du schéma cubique de Bernstein-Bézier pour illustrer la facilité

avec laquelle on peut analyser un segment de courbe en ses bornes en s'appuyant sur le

développement présenté ci-dessus.

Etude de conditions en t= 0

Matrice de lissage An. :

10 0 0

3 3 0 0

Ane
3-6 3 0

1030-3041

PosonsP = ‘(P, P, P» Ps). Puisque IG° =diag(l 1 2 6)» Ape on multiplie les

lignes successives de Ap, respectivement par 1, 1, 2 et 6 pour en déduire les conditions

classiques suivantes obtenues autrement au chapitre 1, §6.3.1 :

COQ) = 0 0 OP =P,

Cc’? 0) =(3 3 0 OVP =3(P, - Py)

C0) = 23 -6 3 O)P =6(P,- 2P,;+ Ps)

C0) =GN C13 -3 IP =6(-P.+ 3P.- 3P,+ Py)
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Etude de conditions en t= J

Le calcul de IG’ = diag(1 1 2 6) + G » Ap, donne:

0 0 0 1

i.-| ° ° 33

Bé

0 6-12 6

-6 18 -18 6

En multipliant ensuite les lignes successives de IG* par P, on obtient :

ca) =0@ 00 IP

Cc’ m=O 0 -3 3)P

C?(1)=20 3 -6 3)P

CC? =BNC1 3 -3 1)P =6-P, + 3P,- 3P, + Ps)

=P,

= 3(Ps - P2)

=6(P,; - 2P,+ Ps)

Des résultats analogues peuvent étre établis avec la méme aisance pour tout schéma

paramétrique polynomial. C'est ce que nous ferons dans le premier chapitre de la partie II

pour notre ensemble de neuf schémas tests (voir également Annexe IX).

Partant de ces résultats, il est facile de traduire les conditions de continuité 4 imposer aux

jonctions d'une courbe composite. En théorie, chaque segment peut provenir d'un schéma

distinct, mais pour des considérations pratiques, les segments sont presque toujours tous

spécifiés par rapport 4 un méme schéma. Cela facilite la création et Ja manipulation des

courbes composites puisque la formulation des conditions aux frontiéres de segments reste

homogéne dans ce cas.

2.2.1. Conditions de raccordement de courbes cubiques de Bernstein-Bézier

Etant donné deux polygones caractéristiques P comme définis ci-dessus etO = (0, O, 02

Q;), on retrouve facilement les conditions de raccordement d'ordre j entre les deux

segments de courbe de Bézier cubique respectifs a partir des relations ci-dessus,

Ainsi, pour une jonction d’ordre zéro (C° }, la condition est :

P; = Q (5.45)

Pour une jonction d'ordre un, les deux segments doivent avoir la méme direction tangente en

plus de la condition d'ordre zéro. Les conditions sont donc les suivantes :

P; =Q, et Ps - P2 =A(QQ, - Qa) (5.46)

oil A est une constante, Cela revient & imposer que P,,P; (= Q.) et Q, soient colinéaires

(cf. fig 5.6) [Bézier-72, p.175] [Plastock-87, fig. 9-9, p.176] [Mortenson-85, p-123].

P, Q Qs

Jonction

Py

Figure 5.6: Conditions de raccordement d'’ordre un dla jonction de deux Segments de

courbes Bernstein-Bézier cubiques (d'apres [Plastock-87, p.176, fig. 9-9]).

Les conditions pour une jonction de C? sont :

P; =Q, \

Ps-P, =A, (Q,- Q) { (5.47)

P,- 2P, + Ps =A, (Q, - 2Q, + Q, J

Les cing points P,, P2, Ps; (=Q, ), Q, et Q, doivent donc étre coplanaires. A cela, il

faut ajouter l'identité de rayons de courbure des deux segments au point de jonction. Chemla

dans {Chemla-71, pp.52-56} et Bézier dans [Bézier-72, p.176] ont présenté une formulation

précise de ces conditions. Voir aussi [Mortenson-85, pp.123].
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2.3. Deux indicateurs spécifiques

2.3.1. Conditions de Cauchy

Pour que la forme des arcs de courbes définies par un schéma donné soit préservée lorsque

les polygones caractéristiques correspondants subissent en bloc des transformations linéaires

(de translation et de rotation), les fonctions de lissage doivent vérifier une condition dite "de

Cauchy" [Bézier-77, pp.41, 44] [Bézier-86, p.83], a savoir :

Yews (5.48)
i=0

Exprimée en terme de matrices de lissage, cela revient & ce que Je vecteur obtenu en

additionnant les composantes d'une méme ligne soit identique au vecteur colonne

"1, 0, .5 0) = "(85 Jeno,...,n» Comme le démontre le théor&me suivant ;

Théoréme 5.11 (Condition de Cauchy)

Les fonctions de lissage 1p,(t) d'un schéma paramétrique polynomial vérifient la condition :

Leal
i>

dite "de Cauchy", si et seulement si les composantes de sa matrice de lissage vérifient les

conditions suivantes :

SAG) = 55 pour §=0,1,..47 (6.49)

Démonstration 5.11

En vertu des équations (2.1) et (2.2) du chapitre 2, on a:

9 =v AG j)

od A(x, j) estlej!"* vecteur colonne de A . D'oi:

LO =TrA®d
i=0

=D (LAG HI=T Daa pe
j=0 420 s=0 jo

En vertu de 'hypothése, on en déduit que :

DVITAGHE =1 (5.50)
ise 150

Or, l'identité entre deux fonctions polyndmes est équivalente A l'identité des coefficients

homologues. Il suit de ld que:

Des = TAG) = pour i=0,1,..,0 CORD.
i=j=

Levecteur (SA(i, j))i-s, 1...» caractérise bien les schémas paramétriques polynomiaux
i=0

par rapport a la propriété de Cauchy. Aussi, nous introduisons V'opérateur rsv (pour “row

sum vector") qui prend pour argument une matrice et raméne comme résultat le yecteur dont

Jes composantes sont les sommes de composantes des lignes correspondantes. Appliqué &

une matrice de lissage A, on obtient un indicateur de la condition de Cauchy :

Zeal rWAY=(65)i-9, 1.0000

A titre d'exemple, pour le schéma cubique de Bernstein-Bézier, od In matrice de lissage est :

10

3 3

3-6 3 #0

-1 3 = -3 1

On voit bien que rsv(Ag, ) = ‘(1 0 0 0). Il vérifie la propriété de Cauchy, comme



d'ailleurs tous les schémas de Bernstein-Bézier [Bézier-86, p.83].

On a les conséquences suivantes pour les matrices associées d'ordre supérieur a zéro :

tsv(A)=(55 ico, ....n «39 ~~ T8WK’ x A)=0 pourj2J (5.51)

Une démonstration formelle que nous ne détaillons pas ici peut s'appuyer sur les deux

considérations suivantes :

1. en vertu de l'équation (5.15), les nm premiéres lignes de la matrice [K x Aj} sont

les multiples des n derniéres lignes de A , chacune décalée d'un cran vers le haut,

avec la disparition de la premiére ligne et la remise a zéro de la derniére ;

2. quelquesoitk «R: > aj=0 > Ska, =k > a,=0.

En raisonnant par récurrence sur j, on termine facilement la démonstration.

2.3.2. Symétrie par permutation par rapport 4 etrt- J

Un nombre important de schémas paramétriques polynomiaux préservent la forme

géométrique de leur courbes lorsque l'on inverse l'ordre des sommets du polygone

caractéristique. Parmi les plus connus sont les cing suivants signalés au premier chapitre :

e le schéma cubique de Ball {Ball-78, pp. 181-182] [Bézier-77, pp.38-42],

e les schémas de Bernstein-Bézier d'ordre quelconque [Faux-85, pp.129- 137]

[Gasson-83, p.480],

@ le schéma de B-spline cubique [Catmull-78, p.351],

e le schéma cubique d’Overhauser [Brewer-77, pp.132-137] [Bowyer-83,

pp.80-82],

® le schéma cubique de Timmer [Timmer-80, pp. 25-28].

Cela est une conséquence directe de la propriété de symétrie par permutation vérifiée par les

fonctions de lissage associées 4 ces schémas. Nous rappelons ici sa définition formelle :
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péfinition 5.1 (Symétrie par permutation)

Un schéma paramétrique polynomial a la propriété de symétrie par permutation par rapport at

et 1 -t sises fonctions de lissage vérifient les conditions suivantes :

Q;(t) = y,-:(1-t) pour toutt € [0,1] et i=0,1,..,n (5.52)

2.3.2.1 Caractérisation matricielle

Ecrivons les n + J relations de (5.56) sous la forme :

[Bo (t); Ps Os os Pn CO] = [0m (1-0, Pra (1-1), +) Po (1 - )] (5.53)

On voit bien que dans le membre de droite les fonctions de lissage se présentent en ordre

inversé par rapport au membre de gauche. Les propriétés de la matriceR étudiée au chapitre

2 permettent de rétablir l'ordre naturel sans modifier la relation. Ceci conduit a:

[os Ps Oy sn OQ) = Lo (1-2), 0: (1-0), nr (L-D} eR (5.54)

En vertu des équations (2.1) et (2.3) du chapitre 2, on obtient l'interprétation matricielle :

vy. A =v, AeR pour tout ¢ < [0, 1] (5.55)

Or, en vertu du théoréme 3.5 du chapitre 3, y,_, = v, D{-1) xG. Liéquation (5.55) peut

s‘écrire donc comme suit :

vA =v,D-l)*GsAxR pourtout z< (0, 1] (5.56)

Puisque :

vA =v, D-DeGyAaeR @ A=DC-l+G,AxR

la propriété de symétrie par permutation est caractérisée par l'équation matricielle :

A =DC-lI*«G,A«R (5.57)
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Compte tenu de la propriété R2, chapitre 2, R “* = R . Par conséquent, (5.57) est Equivalent

a:

A«R =DC1I«GyA (5.58)

La matrice de lissage d'un schéma étant par définition non singuliére, on peut, en définitive,

caractériser la propriété de symétrie par permutation comme suit :

Théoréme 5.12 (Symétrie par permutation)

Soit A la matrice de lissage d'un schéma paramétrique polynomial défini sur [0, 1]. Le

schéma a la propriété de symétrie par permutation par rapport at et 1-t si et seulement si

A vérifie Uéquation matricielle :

AxRxA’ =D-D«G (5.59)

Il convient de noter que pour un schéma symétrique par permutation dont I'intervalle

paramétre est fa, b}, les conditons (5.53) sont remplacées par :

[Wo (t), Wy (t), sees Dn (t)] = [Pn (a+b - t), Wn-a (a+b ~ t), sees Po (atb 7 Dd]

tandis que (5.59) prend la forme générale suivante :

AwRaA’ =DC1)«G?

L'avantage de la formulation matricielle par rapport A la définition formelle de (5.52) réside

dans la possibilité d'automatiser le test de symétrie pour tout schéma. Les points de /0, I]

(resp. [a, b] ) étant en nombre infini et de surcroit, n'étant pas tous machine représentables,

la définition formelle n'est pas pratique pour ce faire.

La propriété de symétrie par permutation a une conséquence immédiate sur la matrice de

passage M (cf. chap. 7, part. I) reliant deux schémas ayant la propriété: la matrice de

passage M commute avec R. Plus précisément, on a le théoréme suivant :

Théoréme 5.13

Soient A, et A, les matrices de lissage de deux schémas ayant la propriété de symétrie par

permutation. La matrice de passage M,., , permettant d’exprimer le schéma g en fonction

du schéma h vérifie alors Videntité matricielle: M, 4,= R * Mz sn % R. (5.60)
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Démonstration 5.13

Par hypothése, on a:

AneRxA, =DCI*G et AgsReAz =DCD«G

D'oa

Ay«ReA,’ =A,4R+A;’

AneRxAtadA, =Aj,xRuAz aA,

Se AnwRaA,xA, =A,gu«R

= An «AnaRxAn aA, = An'xAgaR

= ReAnieA, = AnsAgaR (5.61)

Puisque R ~* = R, (5.61) équivaut a:

AnxA, =ReAnxAgaR (5.62)

Comme M, ,,= An’ « A, [Lewis-81, p.361] on conclut donc que :

M, an =R*My ane CQED.

Grace a la relation (5.61), on déduit également que :

RM, an=M, ah aR

Ainsi, on voit que M, ,, et R commutent.

La décomposition cardinale des deux membres de l'€quation (5.60), (cf. fig. 5.7 ci-dessous

etR8 chap. 2), conduit, pour i, / = 0, ....3, aux relations suivantes :

Mm =Frem;,,F ixjeti=jmod2 (5.63)
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Figure 5.7: Symétrie par permutation et décomposition cardinale deR et M:

(a) décomposition cardinale de la matrice de réflexion R,., ,nimpaire ;

(b) décomposition cardinale de la matrice de passage My. ;

(c) relation entre sous-matrices cardinales de M,., yet de RyiiMy, Rao

On a ici affaire 4 la symétrie centrale (cf. chap. 2 précédent). Aussi, la paire de sous-matrices

cardinales (m,, m,) suffit-elle pour déterminer entitrement la matrice de passage lorsque les

deux schémas vérifient la propriété de symétrie par permutation. Ce résultat sera utilisé, au

chapitre 3, Partie II, pour construire des algorithmes de codage et de décodage des matrices

caractéristiques d'une base formée des six schémas classiques présentés ci-dessus (cf. §3.2,

chap. 7, partie I pour une spécification précise de cette base).

3. Dérivation : modéle d'interaction concepteur

Le modéle de dérivation adopté jusqu'ici ne permet pas une participation active du

concepteur. En effet, en posant j= J dans le modéle (5.32), on ne peit associer 4

l'opérateur K qu'une des deux interprétations immédiates suivantes :

1. K transforme le vecteur v, en agissant vers sa gauche ;

2. K transforme la matrice de lissage A en agissant vers la droite .
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Puisque le concepteur ne contrdéle la forme d'une courbe qu'en modifiant la forme du

polygone caractéristique associé, aucune des deux interprétations possibles du modéle (5.32)

ne permet au concepteur de commander la dérivation d'une fagon interactive. Pour obvier a

cet inconvénient, on peut employer la méthode suivante pour remplacer le modéle (5.32) par

un modéle approprié qui lui soit équivalent :

Définir la matrice notée A comme suit :

A=A',KeA (5.64)

et remplacer le modéle (5.32) par le modéle :

Ci(t)=v.A« A’ P pour tout j <lY (5.65)

Le bien fondé de ce procédé est formellement démontré dans le théoréme 5.14 ci-aprés.

Dans l'immédiat, on voit que ce modéle est susceptible des deux interprétations immédiates

suivantes :

1. A transforme la matrice de lissage A en agissant vers la gauche,

2. A transforme le polygone caractéristique P en agissant vers la droite.

Un choix volontaire de la deuxiéme interprétation permet de formuler une dérivation initiée

par le concepteur. Pour certains schémas, Ia matrice A peut étre d'une structure

suffisamment simple pour rendre la transformation AP intuitivement accessible,

géométriquement parlant, méme 4 un concepteur non mathématicien. Dans ces cas, le

concepteur pourra évoquer le tracé d'une courbe dérivée en remplacant le polygone

caractéristique P par AP.

Considérons pour un premier exemple le schéma cubique de Taylor défini sur /0, I]

({Lewis-81, Eq. 15 p.361]. On-a vu au chapitre 1 (cf. §6.7) que ses fonctions de lissage sont

définies par :

®ray(t) = (CAN); <0, 4

La matrice de lissage associée est donnée par :
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Atay G, j) = (ANS) pouri etj=0,...,3

Plus explicitement :

De toute évidence, l'inverse de Ayo, est donnée par :

Ato
Tay

Ainsi, par un calcul direct (cf. éq.(5.64)), on obtient pour Ayay :

Par conséquent, on obtient avec facilité :
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Ar, P=

fo)

On voit bien que dans ce cas le concepteur peut aisément commander le tracé de la courbe

dérivée (I'hodographe) en demandant simplement le tracé de la nouvelle courbe dont le

polygone caractéristique est A,,, P.

Pour un deuxiéme exemple, retournons une fois de plus au schéma cubique de

Bernstein-Bézier défini sur /0, 77. Comme :

1 0
68 1 0 0 60

A 3 8 0 0 1 18 0 90
=T

Be” va3 +6 3. 0 128 18 oO

13 -3 1 nat }

on vérifie aisément que :

-3 3 0 0

1 -1 2 0
A
Bé =

0 -2 1 1

0 0 -3 3

Par conséquent, le polygone caractéristique de la courbe dérivée est donné par:

ApeP ="GIPi-Pol, [2P2-P,-Po], (Ps +P. - 2P.], 3[P; - Pel)

='(30, 2, + O, OO; +20, 30;)
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avec 0&,=P;- Py, 2=P,- P; et &;=Py;- Pz, vecteurs des cétés successifs du

polygone caractéristique (cf. fig. 4.7 chap. 4).

L'équation (5.64) découle du théoréme général suivant sur le passage d'un modéle de

transformation dit "4 base de moteur" au modéle équivalent dit "4 base de matrice de

transformation" :

Théoréme 5.14

Soit A la matrice de lissage d'un schéma arbitraire de degré n défini sur [a,b]. Pour toute

matrice T, de format (n+ 1)x (n+1 ), iL existe une matrice uniqueT, de format (n+ I)x

(n+1) telle que :

v,.T,xAP=v,A «xT, P pour tout t fa, b} (5.66)

Démonstration 5.14

Existence :

T, =A xTisA (5.67)

car les deux membres de (5.66) sont identiques pour tout t <fa, b] si et seulement si :

T,xA=A «T,

Compte tenu de la non singularité de A , (5.67) est bien défini. Par conséquent T, I est

également.

Unicité : Elle découle de la non singularité de A. CQED.

Corollaire 5.14

T, =A «T.,A° (5.68)

Remarques

Premiérement, non seulement ia démonsiration 5.14 éiablii le bien fondé du procédé cxaployé

pour déduire le modéle (5.65), elle propose en méme temps, par le biais de (5.67), une

méthode pour passer d'un modéle de transformation de type T; au modéle équivalent de

type T, par lequel le concepteur peut exprimer sa volonté.
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Deuxi¢mement, les opérateursT, et 7’, sont tout A fait arbitraires et pouvent repésenter des

transformtions géométriques quelconques.

Troisiémement, le choix de recourir 4 la forme T,, pour favoriser l'intervention active du

concepteur devra étre décidé en fonction de la simplicité de formuler la transformation T;P

géométriquement.

Enfin, puisque du point de vue du concepteur les deux opérateurs recouvrent deux

sémantiques distinctes, nous employerons l'expression moteur de transformation pour

désigner tout opérateur de type T, en ce sens que le modéle de calcul que celui-ci sous-tend

échappe 4 un éventuel contréle du concepteur. Liexpression matrice de transformation

désignera plutét les opérateurs de type T,. Selon cette terminologie, K est moteur de

dérivation (elle ne dépend des schémas). Mais, la matrice A, qui est la matrice de dérivation

équivalant 4 K pour un schéma donné, varie de schéma & schéma.

D'une maniére générale, les moteurs de transformation sont indépendants des schémas. Par

contre, les matrices de transformation en sont tributaires.

3.1. Matrices de dérivation et symétrie par permutation

La matrice de dérivation de tout schéma symétrique par permutation défini sur l'intervalle

normalisé vérifie une propriété trés voisine de celle vérifiée par les matrices de passage.

Nous énoncons cette propriété sous forme de théor’me sans démonstration formelle :

Théoréme 5.15

Soit A la matrice de dérivation d'un schéma symétrique par permutation défini sur [0, 1].

Alors :

ReAx«R=-A (5.69).

La démonstration se déduit facilement a partir des théorémes 5.8 et 5.12 ainsi que du lemme

suivant qui se démontre aisément également :

Lemme 5.15

D(-1) « K* DC-l)=-K (5.70)
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-m, r m, r

3 3 0 1 1 1 0 1

1 1 - 1 0 -3 3 l 0

0 60 0 1 0 2] | 0 1

-2 0 - 1 Oo} } 0 oO} | 1 0

-m, r m; r

Figure 5.8 Maurice de dérivation et symétrie par permutation :

exemple du schéma de Bernstein-Bézier cubique.

En terme de composantes, la relation (5.69) se met sous la forme suivante :

AG, j)=-AM-i, n-j) pouri etf=0,1,....n (5.71)

L'exemple du schéma de Bernstein-Bézier cubique fournit une justification intuitive pour le

théoréme 5.15. En effet, une comparaison des sous-blocs cardinaux de A p, révéle les

relations présentées dans la figure 5.8.

On peut se rapporter 4 l'annexe I pour les matrices de dérivation de nos schémas cubiques

tests définis sur [0, 1].

Conclusion

Ce chapitre a proposé une approche homogéne au probléme de dérivation des courbes

paramétriques polynomiales. Elle est fondée sur l'opérateur matriciel K , appelé moteur de

dérivation. Une fois le degré des schémas engendrant les courbes est fixé, le moteur de

dérivation reste invariant par rapport aux schémas ; il est tributaire uniquement de la

représentation matricielle que nous avons imposée aux schémas. Les propriétés

multiplicatives du moteur de dérivation ont conduit 4 la définition des indicateurs de

géométrie d'ordres supérieurs, extraits 4 partir de la matrice de lissage des schémas. Ceux-ci

pemmettent d'effecteur une analyse automatique de tout segment de courbe.

En particulier, lopérateur IG“= diag(1 1 2! ... n!) «G*, A présente une structure de

donnée extrémément commode pour l'analyse compléte d’un arc de courbe en tout point

paramétrique a. En effet, il se déplace le long de l'arc de courbe (comme le trigdre de Frenet

dont il permet d'ailleurs le calcul), et par simple indexage de ses lignes successives, permet

d'évaluer les points successifs correspondant aux valeurs successives de a, et d'obtenir

toutes les dérivées jusqu’a l'ordre n, & chacun des points. Plus spécialement, IG° et IG‘

permettent de retrouver rapidement les conditions géométriques aux limites de !' arc de

courbe.

La comparaison de la géométrie aux bornes des arcs de courbes de deux schémas arbitraires

est facilitée & travers la comparaison de leur couples respectifs d'opérateurs IG° et IG‘.

Nous avons montré que le modéle de dérivation C‘” (t) =v, K « A P peut étre remplacé par

le modéle équivalent C°” (t) =v, A « A’ P, ot la matrice de dérivation A= ATM* » Kx A est

calculée une fois pour toute. Avec ce nouveau modéle, le concepteur pourra étudier les

hodographes d'ordres successifs [Bézier-86, pp.88-93] de l'arc de courbe en remplagant P

successivement par AP, A’P, A’P, ... , sans avoir a changer de schémas. Toutefois, cette

approche n'est d'intérét pratique que dans les cas ob les A’ P sont de consrtruction

intuitivement simple a réaliser a partir de P.
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CHAPITRE 6

Segmentation de courbes

Introduction

La subdivision d'un arc de courbe en plusieurs sous-segments joue un rdle important dans la

création des courbes et des surfaces. Elle facilite notamment leur affinage local [Chemla-73],

leur évaluation et leur visualisation ainsi que la recherche d'intersections des courbes et des

surfaces {Catmull-78] [Lane-80] (Cohen-80] [Carlson-82][Koparkar-84]. Pour les schémas

paramétriques polynomiaux, le probléme de segmentation est essentiellement un probléme de

transformation d'une expression polynomiale a l'aide de transformations linéaires de son

intervalle de paramétre. Aussi, sa solution, comme celle de la dérivation présentée au

chapitre précédent, découle-t-elle directement du développement du chapitre 3.

Ce chapitre présente une solution générale dans le cas de schémas paramétriques

polynomiaux en donnant l'expression explicite des opérateurs de segmentation que nous

appelons conformément & la terminologie introduite dans le chapitre précédent (cf. §3)

moteurs et matrices de segmentation. Les expressions des polygones caractéristiques des

sous-segments obtenus sont également explicitées. La segmentation récursive d'un segment

de courbe peut se construire par une séquence d'applications de moteurs et matrices de

segmentation moyennant un critére d'arrét approprié choisi d'avance.

Dans la premiére section, nous étudierons le probléme de la segmentation d'un segment

initial en deux sous-segments. C'est ce que nous appelerons par la suite une

bisegmentation. Nous considérerons ensuite le cas général de segmentation multipoints.

1, Bisegmentation : formulation du probleme

SoitA la matrice de lissage d'un schéma polynomial quelconque de degré n dont I'intervalle

de paramétre est [a, b]. Soit:

Cit) =v,A P pour t « [a,b] (6.1)

le point courant du segment initial & segmenter.

Soit t, <[a, b]. Le point C(t, } divise la courbe (6.1) en deux sous-segments symbolisés

par:
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C, =(C |tefa, te]} appelé segment gauche ;

C, = (C(t) |tefts, bl} appelé segment droit.

Segmenter la courbe (6.1) revient 4 déterminer les deux polygones caractéristiques Pet F

tels que:

(v, AP’ |refa, b= C,

(v, AP’ |s <a, bI}= C,

En d'autres termes, il s'agit de trouver P* tel que :

v,AP’ = v,AP

r e[a, b} tefa, ty]

et P tel que :

vy.AP = v.AP

s efa, b] te[to, b]

La solution des deux problémes a pour point de départ la bijection suivante :

fa, b] > [c,d]: 9 t= (be -ad}/(b- a) + (d-c/(b- ajo

avec |

p=r, c=aetd=t, pourlacontrainte (6.3) \

et:

@=s, c=t, et d=b_ pour la contrainte (6.4). /

Pour condenser l'écriture, posons d'une part :

a ty

a(b - to) a b
a = = et

, b-a b-a Bs

et:

(6.2)

(6.3)

(6.4)

(6.5)

(6.6)

(6.7)

t ob

b-a) fa bd b - te
a 2 =) = et 6 =

b-a b-a 2 b-a

de l'autre.

Avec ces notations, (6.4) se traduit par :

v-AP = Va,+0,r AP ré[a, bj

et en tenant compte de (3.33) du chapitre 3, §2.4, cela revient a:

v. AP = v,D(@)*G*t*xAP r¢[a, b]

Il s'ensuit que :

AP = D(G)«G14AP

Du fait que A est non singuliére, on obtient pour le sous-segment gauche :

Po =ATM* 4 DG) 4G" 4 AP

(6.8)

(6.9)

(6.10)

(6.11)

(6.12)

Remplagons ensuite dans le développement précédent les paramétres %,, 6, et r

Tespectivement par o,, 8, ets pour obtenir les expressions homologues suivantes pour le

sous-segment droit :

v:AP=v, bs AP s e[a, b]

vy, AP =v, DG.) « G2 x AP s €[a, b]

AP’ =D(8,) +G*2aAP

P =A‘, D(G.)*G?4AP

avec 4, et. définis par (6.8) ci-dessus.

(6.13)

(6.14)

(6.15)

(6.16)



Il resort des développements qui précédent que les matrices :

Mat = DB, ) » G*! . (6.17)

Stet = AY x Mre,e 9 aA (6.18)

caractérisent la segmentation a gauche tandis que les suivantes :

ItMee bt D(G.) x G* (6.19)

Sct ,.v1 ATs Mee oi xA (6.20)

en font de méme pour la segmentation 4 droite.

Toutefois, il convient de remarquer qu'a une nuance prés, mra,e) Ct Mee p, me
o oe

dépendent pas du schéma considéré tandis que s 54 , t42 St Sree) Sont de toute évidence

fonction du schéma. Par ailleurs, dans le langage de la section 3 du chapitre précédent, les

deux premiéres sont les moteurs respectifs de segmentation gauche et droit tandis que

Scot @t Ste») Teprésentent les matrices de segmentation respectives tout court.
0 o

En effet, en lisant (6.10) et (6.14) de la droite vers la gauche, on voit que m4, ep et mre 0)

correspondent bien 4 un opérateur de type T,. Si l'on applique ensuite l’équation (5.67)

(cf. §3, chap. 5 précédent) 4 ces deux matrices, on retrouve bien les matricess ;, , ; €t
a

Ste_,oz qui sont donc des opérateurs de type T, .
o

A propos de l'indépendance des moteurs de segmentation vis @ vis des schémas, il convient

de souligner Ia nuance suivante : ces matrices sont en fait 4 la fois moteurs et matrices de

segmentation pour le schéma algébrique [Lewis-82] dont la matrice de lissage est confondue

avec la matrice identité (cf. §6.1, chap. 1 part. I).

En guise de vérification de la cohérence des notations introduites dans les développements

qui précédent, le théoréme suivant montre que le point terminal du sous-segment gauche, le

point initial du sous-segment droit ainsi que le point C(t, ) du segment initial coincident

effectivement.

Théoréme 6.1

Soient P* et P* les polygones caractéristiques respectifs du sous-segment gauche et du

sous-segment droit de la courbe initiale :

C(t)=",AP t ela,b]

segmentée ent, € [a,b]. Onaalors :

C(t,)=v,AP* = y,AP* (6.21)

Démonstration 6.1

D'une part, d'aprés (6.9) :

v, AP* = Va,+ 9c AP

D'ot, en remplagantr par b, on obtient:

v, AP’ = Va,+ 8,0 AP (6.22)

Or, en vertu de (6.7), ona:

&, + Byb= afb — ty)/(b — a) + (t,- 2) b/(b - a)

= [ab - at, + bt, -ab]/(b - a) = fb ~ alt,/(b ~ a) = t,

vy,APi = Ye AP=C(t,) (6.23)

D'autre part, en remplagant ¢ par a dans (6.13), on obtient :

VAP = Ve,+ 6,0 AP (6.24)

Or, en vertu de (6.8) :

G. + Bpa= b(ty- a)/(b - a} + (b - t,)a/(b - a)

= [bt, - ab + ab - at, ]/(b - a) = Ufb - aj/(b ~- a) = by

Par suite :

v,AP = Ye AP=C(t,) (6.25)

Ainsi, en vertu de (6.23) et (6.25), on voit bien que :
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v,AP' = v,AP =Cito)

Ainsi, la bisegmentation préserve une continuité de position.

CQFD.

En guise de résumé, le tableau 6.1 réunit les relations de base pour la bisegmentation en ft, .

Les sept premiéres (resp. derniéres) se rapportent au sous-segment gauche (resp. droit).

Tableau 6.). Bisegmentation en t,, relations de base :

on suppose setr ¢€ [a,b].

Paramétre Formule Equation dans le texte

1. Oy =alb - t,J/(b- a) (6.7)

2. By = [t.- al/(b - a) (6.7)

3. Mo, ti) = D(G,) + G" (6.17)

4. Sto,e41 =A‘ Mo. #A (6.21)

5. vAP =VMjo,t1 # AP (6.17) et (6.10)

6. AP = Mori #AP (6.17) et (6.12)

if Pp = Sto, #AP (6.17) et (6.11)

8. Oe =alb - tel/(b - a) (6.8)

9. Ba = [b- ty |/(b - a) (6.8)

10. mre =D(G,) » G*? (6.18)

11. Sree] =A” Mer ob «A (6.22)

12. v,AP =VeMr 0) # AP (6.18) et (6.14)

13. AP = My. 01 # AP (6.18) et (6.15)

14 P =A¢ #S(.,,0) «AP (6.18) et (6.16)

1.1. Bisegmentation sur [0, 1}

La transposition du développement précédent sur l'intervalle normalisé conduit 4 une

simplification considérable des relations de segmentation (cf. tableau 6.2) et, par 1a, souligne

l'intérét pratique de cet intervalle. Les moteurs et matrices de segmentation se réduisent en

particulier 4 des formes plus simples. On obtient notamment :

Myo, = Dito) (6.26)

Mr ,11 =D(1-t.) «Ge (6.27)

pour les deux moteurs de segmentation, et :

Stot1 = Avs Mo, + 31 eA = A“, Dt) x A (6.28)

Sie = Ate Me 1 eA = A“e D(L-t) eGo eA (6.29)

pour les deux matrices de segmentation.

Tableau 6.2. Bisegmentation en t,, relations de base :

on suppose setr € [0,1].

Paramétre Formule Equation générale dans le texte

1. Oy =0 (6.7)

2. 8, = ty (6.7)
3. Mot = Dit, ) (6.17)

4. Soe =A* Myo,e 1 A (6.21)

5. v,AP =V-Mro,t3 # AP (6.17) et (6.10)

6. AP =Mro,13 # AP (6.17) et (6.12)

7, P* =Si0,153 # AP (6.17) et (6.11)

8. Oe = to (6.8)
9. Be =1-to (6.8)

10. me 01 =D(l- ty) «Ge (6.18)

IL. Se. 5) =A”? me eA (6.22)

12. v.AP =v, 1 «AP (6.18) et (6.14)

13. AP = Mr, # AP (6.18) et (6.15)

14, ry (6.18) et (6.16)=A” & Steal xAP

t

On remarque ici un autre fait caractéristique de l'intervalle normalisé :

Le moteur de segmentation droite (cf. (6.27) ci-dessus) est tout simplement la matrice de
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Bernstein évaluée en (I - ty), c'est-d-dire :

Meu = Bernstein(1 - t,) (6.30)

En effet, en faisant t = J - t,, on se retrouve dans les conditions du théoréme 4.1, chapitre

4, §1.1. La segmentation a droite par rapport 4 la valeur paramétrique t, revient donc a

appliquer la matrice s;, pelt = A” » Bernstein(] -t,) x A au polygone caractéristique de la

courbe de départ. Ce résultat rejoint l'une des conclusions tirées par R. N. Goldman dans

une intéressante étude recente [Goldman-84] et [Goldman-85, p.39] consacrée a l'emploi de

chaines de Markov pour modéliser les transformations de courbes et de schémas

paramétriques polynomiaux.

1.1.2. Bisegmentation en t,= 1/2

Le plus souvent, la segmentation est effectuée par rapport au milieu de l'intervalle normalisé,

i. @., fy =J/2 [Catmul-78} [Lane-80] [Cohen-80] [Peng-84]. Avec ce choix, les

1 0 112 14 Wf

aot 012 12 38

Moo ial = 2-2 Ms 2,417
0 0 14 38

0 23 0 0 0 18

Figure 6.1. Moteurs de segmentation de schémas cubiques en to= 1/2.

composantes de deux moteurs de segmentation sont données par :

Meo, 1214, j) =2 8) (6.31)

0 pouri >j

Mie, (ij) =} 2? pouri =j (6.32)

a ‘CG pouri <j

Ainsi, le calcul des moteurs de segmentation peut s'effectuer par simple décalage de

registres. Ceci conduit 4 des algorithmes rapides de visualisation qui assurent aussi une

meilleure précision. La figure 6.1 donne les deux moteurs de segmentation pour les schémas

cubiques.

Par sa définition, les puissances entitres du moteur de segmentation a gauche peuvent

toujours se calculer aussi par simples décalages de registres. D'autre part, pour le moteur de

segmentation a droite, un calcul long gue nous ne reproduisons pas ici montre que, pour tout

entierk « Z,ona:

Théoréme 6.2.

0 pouri >j

Mie,uGj)=4 27" pouri =j (6.33)

2K -1OC) pour <j

Ainsi, des décalages de registres suffisent également pour calculer les mis, 2,4) pour tout k

el.

11.3. Bisegmentation de schémas de Bernstein-Bézier en ¢ = 1/2

Pour les schémas de Bernstein-Bézier, il existe une relation simple entre les matrices de

segmentation et les moteurs de segmentation. En effet, la matrice de segmentation 4 gauche

est toute simplement la transposée du moteur de segmentation droite, ceci quel que soit le

degré du schéma. D’autre part la matrice de segmentation 4 droite est égale a la matrice de

segmentation 4 gauche prise en "sandwich" par la matrice de réflexion R. D'une maniére

plus précise, on a le théoréme suivant :

Théoréme 6.3 (Matrices de bisegmentation de Bernstein-Bézier)

Soient pesto, 1/2) Cf pgScive, 1) les matrices respectives de segmentation gauche et droite

Pour un schéma de Bernstein-Bézier de degré n. Soient mero, 1,2; €t Me1,2, 1) les moteurs

de segmentation homologues. On a.alors : 3

I, BSlo, 1/21 = Tite 2, al (6.34)

2. p&tire, tr = Rx pSro, 172) %R (6.35)

Pour démontrer ce théor&me nous avons besoin de I'expression explicite des composantes de



la matrice ,Ap,. D'oii la nécessité du lemme suivant que l'on peut facilement démontrer :

Lemme 6.1

fo i<j

nApelirj) = 4 (6.36)
en cic) ch i2j

pourietj=0,1,.., n.

Ce lemme se déduit par ailleurs de la formule (4.29) dans [Bézier-86, p.82] en identifiant le

coefficient de u’ . De plus la matrice Ag, se confond essentiellement avec la matrice M, de

Chemla telle qu'il l'a définie dans {Chemla-71, p.59]. Sa matrice M, correspond aux

moteurs de segmentations.

On rappelle également sans démonstration les identités binomiales suivantes :

Cs =C3TM (6.37)

CuG= C2 Gti (6.38)

Démonstration 6.3

Démontrons d'abord que: Sto, 1721 = ‘OMeae, 11]

Compte tenu de (6.27) et de (6.28), cela revient 4 démontrer que :

Ape | D(1/2) « Age = ‘[D(1/2) « G7] (6.39)

Or, en vertu de (3.41), chapitre 3, §2.4.1, on a: D(I/2) «G*”? = G « D(1/2). Par

conséquent, (6.39) équivaut a :

Agg ‘x D(1/2) * Age="{G + D(1/2)] = D(1/2) «'G

c'est-a-dire :

Age‘ D(1/2) # Age = D(1/2) «G

Par conséquent, la relation (6.39) est équivalente a la relation suivante :

D(1/2) « Agg = Age * D(1/2) «'G (6.40)

Pour démontrer (6.40), introduisons les notations suivantes :

M=D(l/2)+Ap, 3 M'=(D(2)«'G] ; M"= Ag, « [D(1/2) «‘G]

Ainsi la relation matricielle (6.40) peut s'écrire comme une relation entre composantes des

matrices M et M”:

MG, ) =M'G Dp pour? etj =0,1,...,n (6.41)

Calculons les deux membres de (6.41) séparément. Au vu du lemme 6.1 et du fait que

D(1/2) est une matrice diagonale (cf. (3.3) chap. 3 §1), on a pour le membre de gauche :

(0 i<j

MOD =| oe =ose eV ayaycni ch if;

Compte tenu de (3.8) chapitre 3, §2.1 (définition de G ) et du fait que D(1/2) est une matrice

diagonale (cf. (3.3) chap. 3 §1), ona:

i<j

_ _ (6.43)
(RY Cy 12]

Mk, j) =

Le lemme 6.1, l'équation (6.43) et le fait que M’et Ap, sont toutes deux des matrices

triangulaires inférieures conduisent a :

' i<j

M'i i) =f

ese s YY Apelis ) MX, j) i2j
Ne

a i<j

=e (6.44)

21h" Care Cal (2)°CQ I isj

Au vu de (6.42) et de (6.44), il suffit donc de démontrer que :
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atc)" Cure CK] EC/2y CH] = C11 (1/2) C42) Ch

xe Cre CHE G2 Ca) = papi [Cae Cy Cid 1/2)"

7M1-cy (M/2Y"TCnak Ce Cid

= zy (1) 1/2) [Cn Ce Cn J

= xe) CISA Care [Ce Cy I

= rey (1 (1/2) Care [Ch CaF]

=(-1) Cl Sayanyerst Choy

=(-1) Ch Seat aay cn Choy

=(-1) Cc. 2 cotanyens Ch

=(-1) ch cht any ects

a1 Cor Yeranyers

=(-1) C, Cn5} zon" (1/2) CF,

= (1 dy CC,3 Tevranyes “5

= (1) (1/2) C, Cn} payer,

=(-1)" dy Ch C,2} (A - 172)?

= (1) 2YC, Cro} (2)?

[a*” =a" a* et ab = ba]

[abc =a[be]]

[grace a (6.38)]

[mise en facteur de (-1)'C}]}

[grace a (6.37)]

[grace a (638)]

[grace a (6.37)]

[mise en facteur de Ci}

[en posant q = k-j}

[mise en facteur de (-1)'(1/2}']

[mise en facteur de (-1)'(1/2)']

[théoréme binomial]

=(-1) 1/2) C2} Ch 2)? [ab = ba]

=(-1) (1/2) /2y? ch? ch [regroupement de termes en (1/2)]

=(-1) apy ci ci [(2/2)' (112)'? = (1/2)'] (6.46)

On retrouve ainsi le membre droit de (6.45) et par conséquent (6.34) est démontré.

Il reste 4 démontrer (6.35). Pour cela, développons le membre de droite. En se rapportant

au (4) du tableau 6.2, on a:

-1

R & Sto, 172) «R =RxApe * BéMro, 1721 &AgeeR

=RuApg « D(1/2)*ApeeR [grace au(4) du tableau 6.2]

Les schémas de Bernstein-Bézier étant symétriques par permutation [Bézier-77, pp.38-42], il

découle du théoréme 5.12 que :

ReAge = Ang * D¢-l) «G

Ang*+R= DC-l) «Ge Age

D'ot :

R & pSto,1/21#R =[A gets DCI) x G] eD(/2) #[DCl)*Ge Apd (6.47)

Or, d'aprés (3.41), chapitre 3, §2.4.1, on a: D(B) xG" = G** « D(B). Aprés deux

applications successives de cette identité, l'équation (6.47) revient donc a:

Rx pSto, 127 #R =[A ge» DCL) « D2) x DCI) # G7" Ge Ag (6.48)

Les matrices D(-1) et D(1/2) étant diagonales, l'équation (6.48) revient a :

Re BELo, 172) * R =[A we be D(1/2) * Gr. Gx A nel

= [Age's DU/2)+G'? & Ag, [a*a® =a"?
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= Age x (D2) + G7] + Age

Ape Mae, * Ape [cf. (10) tableau 6.2)

= pStae. 1) [d’aprés (11), tableau 6.2] CQFD.

Pour illustrer ce théoréme, retournons une fois de plus au cas cubique. D'aprés la figure

6.1, le moteur de segmentation cubique sur (1/2, 1] vaut:

112 4 18

0 12 12 38

TM yea > (6.49)
0 0 4 38

0 0 0 18

Selon ce théoréme Ia matrice de segmentation sur /0, 1/2] vaut donc:

1 0 6 0

YW 172 0 0

BéLo, 1721 > (6.50)
1412 V4 0

18 3/8 3/8 18

Selon les propriétés multiplicatives de R (cf. chap. 2, §1.2.3) Rx pro, 1/21 *R vaut:

18 38 38 18

014 2 14

Re pSiou2 +R = (6.51)

Ainsi, par ce théoréme, la matrice du membre droite de (6.51) est confondue avec la matrice

de restriction p,8;;,2, ,; pourun arc de courbe Bernstein-Bézier cubique a l'intervalle [12,

1). Ces résultats se vérifient facilement par un calcul direct, comme le montrent les figures

6.2 et 6.3.

-

AL Mo, 121 AL,

10 0 off t 9\P1 0 0 ©

Bé%o,v21 =| 113 0 0 2-4 3°93 40 0

1273 18 0 2-2 3-6 3

lot 1 1 0 a-3}l-1 03° -3

1 0 0 0

= Walz 09 "0 Figure 6.2

wi Wa oO Calcul direct de Bé Sto, 1121

18 38 38 18 |

————Y a

Men

a1

AS Maen AL,

10 0 0 112 14 18 1 0 0

BES tueu=| 1’ 9 Of]o wm iz 38 |[-3 3 0

1273 3 0 0 0 14 38 3-6 3

payor 0 0 0 18 fet 3-3,

8 38 38 1/8

ow pm 4

= Fignre 6.3

oo Calcul direct de wéS (1/2, 11
0 0 O 1

ee

R* péSto,172) *R
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Au vu de ce théoréme, P’ et P* peuvent étre déterminés uniquement a l'aide de la matrice de

segmentation de gauche dans le cas des schémas de Bernstein-Bézier. C'est pour cette raison

que nous adoptons la matrice p.S:o, 12; comme l'opérateur standard de segmentation dans

ce cas. Les quatre affectations suivantes formalisent le procédé de calcul de P* etdeP? ;

1. Pp - péSto, 1721 * P

2. Q | ReP

3. Qe péSto, 1721 * Q

4. P & R«Q

avec le signe — symbolisant une affectation de tableau de vecteurs.

P,, = P, tll

Figure 6.4 Bisegmentation d'une courbe Bernstein-Bézier cubique ; construction

géométrique du polygone caractéristique P* = "(Pj P; Ps P;) du segment

de gauche (*):

Pi=P,,: milieude[P)P,] ; Py,: milieude [P,P,] ;

Pz,: milieude (P, Ps] ; P3= Po... miliewde [Po , Pri)

Py 2: milieude[P, , P21] ; Py= P,3: milieu de [Po 2 Ps, 2].

Lorsque on explicite ces affectations en termes de composantes de P’ et de P? , on retrouve

la méthode classique de construction de courbe de Bernstein-Bézier [Peng-84], pp.

191-192] (méthode dite "de Vernet" [Bézier-86, p.77] ; on retrouve cette construction dans

de Casteljau [Casteljau-85, p.49] qui en est I'auteur [Farin-83, p.73]). A titre d'exemple,

développons le calcul explicite des composantes de P* dans le cas cubique. Les notations

employées pour ce faire sont celles des figures 6.4 et 6.5 :

SAJUBSSTQIO SUONIDYT
Figure 6.5 Arbre de bisegmentation d'un arc de courbe de Bernstein-Bézier cubique

ent=r:

¢ = P., sommet de rang i engendré al’ itération j , 0 Sj $3

et 0SiS3-j

tt -# sommet de rang i du segment gauche, 0 Si $3,

sommet de rangi du segment droit, 0 Si <3,

multiplier sommet précédent par I - r,w £ El © multiplier sommet précédent par r,

Nat additionner résultat des deux multiplications,

Ps sommet de rang i du polygone caractéristique initial.

Bs =P,=Po,o

TOR



Py = 1/2 (Pot Py) =Po 4

pt =1/4P,41/2P, + 1/4P, = 1/2[ 1/2(Po+P,) + 12 (P, + Ped)

= 1/2[Po,1+Pi, J

= Po, 2

Py = 1/8P, + 3/8 P, + 3/8P. + 1/8 Ps

= 1/2 {[1/4Po+ 1/2 P, + 1/4P2] +[ 1/4P,+ 1/2 P, + 1/4P5]}

= 1/2 {1/2[ 1/2(P, + P,) + 1/2 (P, + Pa] + 1/2[ 1/2 (Py+ Pz) + 1/2 (Pot Ps)]}

= 1/2 (1/2 [Po,.+Pi,1}+ 1/2 0Pi.4 + Pei J)

=1/2 {Po 2 +Pi2}

=P, 3

On voit que Ps, 3 est confondu avec C(1/2) et on détermine ainsi un point de la courbe.

Ces résultats se généralisent 4 une courbe de degré n, les composantes du polygone du

segment gauche se définissant a l'aide de litération suivante :

Debut

i. Pour: :=0 an faire

1.1 Pio (= Pi;

2. Pi = Poo

3. Pour k:=1 an faire

Debut

3.1 Pour i :=0 an-k faire

3.1.1 Py og te V2, ceat Piet. ns)

gy) Pe =Pyoos

Fin

Fin

On vérifie aisément que cet algorithme comprend n(n+J)/2 décalages de registres pour

chaque axe de l'espace objet et autant d'additions. Ainsi pour une courbe cubique (i.¢. n =

3} en3-D, le calcul du polygone caractéristique du segment gauche entraine dix-huit

décalages de registre et dix-huit additions.

L’ensemble de sommets engendrés par l'algorithme précédent se présentent aussi sous forme

d'un arbre de bisegmentation comme l'illustre la figure 6.5 dans le cas cubique avec f, = r.

Par ailleurs, les matrices de segmentation de courbes de degrés successifs peuvent étre

déterminées de fagon récursive. Le principe de calcul repose sur le procédé d'extension de la

matrice n (cf. la propriété P51) et fig. 3.7 , §2.4.2, chap. 3) rappelé ici .

Ni j pouri,j=0,1,...,n

O allen pour i=0 et j=ntl

atith, ; = Bain, + OO nMin pouri=1,...,n et j=ntl (6.52)

8 ata, o pouri=j=ntl

0 pouri=n+l et j=0,...,n

ot, = D(B)«G*" (cf. (3.45), §2.4.1, chap. 3,). Au vu de (6.27) et du théoréme 6.3,

= peSto, 1721 = pars 2,1) lorsque l'on pose a= 6 = 1/2.

1 0 O OF 9

p&toveiz | 4 12 38 0) 0

yg 3/8 14 1/8} 0

VI6 14 38 IA WIG

$

1/2 (18 3/8 3/8 1830) + 1/20} 1/8 3/8 3/8 1/8)

Figure 6.6. Extension de la matrice de segmentation de Bernstein-Bézier d'ordre quatre a

celle d'ordre cing. Le sous-bloc nord-ouest est la matrice initiale d’ordre quatre a

étendre a lordre cing.

La transposition des matrices ,1 et ,+:1) dans l'équation (6.52) conduit au procédé

d'extension de la matrice de segmentation de format (nt+/ )x(n+1)a celle de format
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(n+2 )x(nt+ 2). Ce procédé engendre les composantes de la ligne et de la colonne

supplémentaire a ajouter pour passer d'un format au suivant (voir Fig. 6.6 pour le passage de

4 x4 ASx5). Le procédé de base en ceuvre ici est une traduction directe de Ia récurrence

binomiale généralisée (cf. les figures 3.2, 3.4, 3.6 et les équations (3.12), (3.18) ainsi que

la propriété P57 du chap, 3 en intervertissant le réle des lignes et des colonnes).

1.1.4. Matrices de segmentation et symétrie par permutation

Pour un schéma ayant la propriété de symétrie par permutation, une fois que ses matrices de

segmentation en f, sont déterminées, une simple permutation de leurs lignes et colonnes

permet de retrouver les matrices analogues pour une bisegmentation en / - f,. Nous

formalisons ce résultat a l'aide du théoréme suivant :

Théoreme 6.4

Soient S;o, 1 et Srp , 1) les matrices respectives de segmentation @ gauche et d droite pour
0 0G

un schéma paramétrique polynomial en to <[0, 1]. Si le schéma a la propriété de symétrie

par permutation alors :

1 Rx 5p, tk R = Sere a (6.53)

2. Re Srp Lux R = Sto, 1-t3 (6.54)

Démonstration 6.4

Démontrons d'abord que R « S7o,27% R= 8r1-, 1, . Eneffet, par définition, ona:
Oo Q

Sto,t =A‘ D(t,) «A [grace 4 (6.28)

Par conséquent :

Ra Scots »R=Rx«[A‘y Dit.) + Al eR (6.55)

Comme le schéma considéré a la propriété de symétrie par permutation, il découle du

théoréme 5.12 que :

RA’ A‘sD(-1)«G \

| (6.56)

A&R DC)+Gse A

Il suit de (6.55) et de (6.56) que :

ReSot «R= [A D(-1) « G] * Dt.) « [DC1) «Gs Al

= Ay [D(-1) « G « D(t.) #DG-1) «Ga A

Or, d'aprés (3.41) du chapitre 3, §2.4.1, D(8) «G* = G*” « D(G), on obtient par

applications successives de cette identité au deuxiéme membre de la derniére relation :

R *S;0,.1 # R= A “4 (DCL) + D(t,) # Go » DCI) + G] A

=A‘, (DCL) * D(t.) *« D-1) «Go eG] x A

= Aq’, [D(-1) « D(t.) « D(-1) «Geo J x A

Or, on vérifie aisément que : D(-1) x D(t,) « D{-1) = D(t,). Tl s'ensuit que :

R *Sr0,¢3 «R=A's Dito) «Geox A

[d'aprés (6.29)].= Sr4-aint, 22

La premiére partie du théoréme est ainsi démontrée. Quant a la deuxiéme partie, elle ne fait

que généraliser la deuxiéme partie du théoréme 6.3. La démonstration s'en déduit donc en

Templagant Ap, parA et, pars. CQED.

Sur le plan pratique, on peut s'appuyer sur cette propriété pour accélérer la segmentation

récursive car une fois S;o,4) etS;_ , 1) déterminées, on obtient gratuitement les deux
Q oO

MAtTices Spo y-¢7 CUSci-1 , 1) Alaide des affeciations suivauies .
pant t.

Sto, 1-414 j) =Str, yy{@-i,n-j) (6.57)

Stat, 11, j) = So, 43(- i, n-j) (6.58)

22.



Les indices i etj varientde 0 an. On vérifie aisément que les relations (6.57) et (6.58)

sont une spécialisation de celles de (2.11) du chapitre 2, §1.2.3 de la présente partie.

Au vu des équations (6.28) et (6.29), le calcul des matrices de segmentation S$; o, 4) et

Sto, 1-41 est plus simple que celui de Ste ar et Steg oat compte tenu du coit

supplémentaire qu’entrainent les facteurs respectifsG'o etG*~‘o dans ces deux derniers

cas. Puisque N =R x» MR Rx NxR = M, on peut donc retoumer (6.57) pour

simplifier le calcul de Ste. selon le procédé suivant :

1. calculer d'abord s;4, i) suivant (6.28) ;

2. effectuer ensuite les affectations :

St, 0G, J) = Sco, 1-41(0-i,n-j) pourd et f= 0, 1,...2. (6.59)

Il convient de noter qu'en prenant to = 1/2, les matrices $;, g) tro, aes SC confondent,

Cest le cas également pour s,¢ va) et Stay.

2. Segmentation multipoints : cas général

Revenons au segment de courbe (6.1) et considérons Ja suite de points @ = f)< fy< ...< fei

t,= b. Le probléme de la segmentation multipoint consiste 4 déterminer les polygones

caractéristiques P’ des segments de courbes qui reproduisent les restrictions respectives du

segment initial (6.1) aux sous-intervalles /t;_, t,J; 2:2, , x Désignons parC; la

restriction & /t;-,t;], c'est-a-dire :

= (CW jte (th tlh= vAP (6.60)

tefty—1,t]

La segmentation multipoints revient donc a déterminer, pour i =, 2,...,k, les P’ tels que:

v-AxP = vAP (6.61)

refa,b) — te[ty-s,t)]

2m

Les outils mathématiques qui permettent de résoudre ce probléme généralisent essentiellement

ceux employés dans la résolution du probléme de bisegmentation, 4 commencer par la

bijection (6.5) dans les conditions analogues suivantes :

ers c=t.; d=t

En procédant par analogie avec les relations (6.7), (6.9), (6.10) et (6.11), on obtient :

AP =D(6,)+G"i «AP (6.62)

avec :

4 = at BF = (6.63)

De (6.62), on tire la relation analogue a (6.12) comme suit :

P =A‘ ,D(G,) eG + AP (6.64)

pouri=J,...,k. En poussant cette analogie un peu plus loin, on obtient les expressions

suivantes :

Mees = DG) «eG a (6.65)

Sty = Ao DG) eG «A (6.66)
wea Ss

Ce sont les expressions respectives du moteur et de la matrice de segmentation pour le

sous-intervalle [t; ., ti].

Discussion

En laissant les ¢; prendre des valeurs 4 l'extérieur de fa, bJ, les relations (6.62) & (6.66)

Permettent aussi de résoudre le probléme d'extrapolation d'un arc de courbe au-dela de son

intervalle de paramétre. Par ailleurs, le procédé par lequel les t; sont déterminés n'a aucune

importance.
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Comme pour la bisegmentation, lorsqu'on se raméne 4 l'intervalle normalisé, ces relations

prennent une forme plus simple. Nous considérons ce cas dans la section suivante sous

Vhypothése que rt, évolue a un pas constant de I/k.

2.1. Segmentation multipoints 4 pas constant sur (0, 1]

En posant fa, bj = [0, 1], les relations (6.62) a (6.66) se réduisent aux relations suivantes :

AP =D(t; -t)-)*Gi-1¥AP

Po =ATM , Dit, -ty-)*Gi-1 # AP

Mr vty = D(t, - tis) « Gii-s

Stet) HAD Dt - the Gi-n eA (6.67)

pouri=1,2,...,%. Faisons I'hypothése que t, = i/k. Compte tenu de l'identité :

D(G) «G" = G*” x D(B) (cf. (3.41), §2.4.1 chapitre 3), les relations (6.67) peuvent

s'écrire sous les formes suivantes :

AP =meci-iy skied #AP (6.68)

P= Scoi-tyrk ikl #P (6.69)

ou:

M51) sk, ive) = DUK) # GO?" = GY, DU) (6.70)

Stci-iyre, ise) = Aw DUK) + GO yA = A*Y GY 4 DUK) A (6.71)

aveci allantde I Ak. On vérifie aisément qu'en faisant k = 2, on retrouve l'ensemble de

relations de bisegmentation par rapport a la valeur paramétrique 1/2.

Remarques

1. Les relations de segmentation présentées dans le développement ci-dessus

poss8dent de nombreuses formulations équivalentes. Pour les retrouver, il

suffit de faire appel aux identités remarquables énumérées au chapitre 3,

§2.4.1.

2. Sur le plan pratique, l'exposant de la matrice binomiale figurant dans la

forme du troisiéme membre de (6.70) (resp. (6.71)) fournit un moyen

simple pour étiqueter les sous-segments. En effet, il vient de (6.70) que :

Moise, Geter = Ge Mes 4) 7k, i7KI

3. En prenantk suffisarmment grand, les relations (6.68) et (6.70) se

transforment en un procédé d'évaluation des points successifs du segment

de courbe. Plus concrétement, cvs(my¢;-1);%, +e) A)P fournit les points

successifs.

2.1.2 Exemple de trisegmentation : courbe de Bernstein-Bézier cubique

Illustrons en détail l'application pratique des relations (6.68) 4 (6.71) dans le cas du schéma

de Bernstein-Bézier cubique et avec k = 3. Désignons par P le polygone caractéristique du

segment initial.

Premier sous-segment : i= J.

Diaprés (6.70) aveck=3, paMro, 1,3) = D(1/3). D'ou:

Belo, 1731 * Ane= D1/3) * Ane

1 0 0 0

-l 1 0 0

173-23 1 0

pe? 1p . 1) 127

U s'ensuit que :

-t

BéSl0, 1/31 = Ape x pete, 1731 * Age
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1 0 O OF} 10 0 0 1 0 0 0

1 18 o 0 “lo 1 o 0 73 18 0 O

128 18 0 18-238 13 0 49 49 19 0

Lodo od 1} ) 27 8 - 9 127 827 4/9 2/9 1/27

Le premier sous-segment a donc pour polygone caractéristique :

P,

V3. QR +P )

Ps
19 (4P, + 4P + P)

1/27 (8P, + 12P, +6P, + P,)

Jeuxid us-segment : i = 2.

Compte tenu de la deuxiéme remarque ci-dessus, on a: ptr 1,5, 2/31 = G % pero, 131-

Par conséquent :

BeaMe 1s, 2/31 * Ape=G [pe o, 1/3) « AgelBe Be

1 1 1 o1 1 0 0 06 8 1 6 1

0 1 2 3 11 0 0 +122 (0 9 3

= = 127

0 0 1 3 18-28 138 0 6 -9 0 3

0 0 0 14-127 19 -19 127 “10300-3001
4 L 4

Diod:

-1

pSt3,e731 =Age * pelMears, 2/31 * Ape

10 0 o]f8 2B 6 1 8

118 0 Off-12 0 9 3 4

= 127 = 127

128 1B 0 6 -9 0 3 2

rol 1 1 1 3 -3 1 1

1n7(P, + 12P, + 6, + ®)

pe = | 127. + WP, + oP +28)

127(2P, + gp, + 12P, + 4P)

InT(P, + 6p, + 12P, + 8B)

Troisitme sous-segment : i = 3.

Compte tenu toujours de la deuxiéme remarque ci-dessus, on a :

palc2rs, 11 = G & pM 173, 2731

Par conséquent : ‘

pélMcera, 11 * Age= G « [geMisys, 2/31 # Agel

Pao. 8 12 6 | 1

o 1 2 3ff-2 0 9 3 3

= Int = 127

0 0 1 3yf 6-9 0 3 3

“1

BéSt273,1) Age * peMters, 11 * Ape
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1 O 0 60 1 6 12 8 1 6 12 8

-1 1 0 oO f}-3 -9 0 12 0 3 12 2

= 27 = 1/27

18 -2/3 173 0 3 Q -9 6 0 0 9 18

1/27 19 -Y9 127 ]7-1 3-3 1 0 0 0 27

Enfin, le troisitme sous-segment a donc pour polygone caractéristique :

I21( P, + OP, + 122 + &)

Y9(P, + 4P, + 4B)

13(P, + 2P,)

P
3

On voit & travers cet exemple que la segmentation multipoint préserve également la continuité

de position aux jonctions des sous-segments. En effet, on constate que la derniére

composante d'un sous-segment se confond toujours avec la premiére composante du

sous-segment suivant. Plus concrétement, on reléve d'une part les relations suivantes :

Pi =P2 = 1/27 (8P, + 12P,+ 6P,+ Ps)

Pp? =P3 = 1/27 (P, + 6P,+ 12P,+ 8Ps)

et de l'autre :

Pi =P, et P; =P,

On aurait pu par ailleurs appliquer le théoréme 6.4 pour contourner le calcul explicite de

Sta, le schéma de Berasiein-Bézier étant symétrique par permutation.
Bért 23, 4),

Conclusion

Ce chapitre s'est appuyé une fois de plus sur le développement du chapitre 3 pour proposer

une solution générale au probléme de la segmentation. Une fois l'intervalle de segmentation

fixé, on déduit pour l'ensemble des schémas de méme degré un moteur de segmentation

unique, généralement de la forme D(a) » G°. Pour une bisegmentation ent = 1/2, les deux

moteurs peuvent étre calculés uniquement par décalage de registres. Dans tous les cas, la

matrice de segmentation associée & un moteur de segmentation permet le calcul de la

spécification du sous-segment.

Dans le cas de bisegmentation, lorsque le schéma a la propriété de symétrie par permutation,

les deux matrices de segmentation se déduisent l'une de l'autre par de simples affectations.
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CHAPITRE 7

Conversion de schémas et de représentations :

Proposition d'une base de schémas symétriques par permutation

Introduction

Des nombreuses considérations pratiques peuvent conduire & changer le schéma dans lequel

est exprimée la représentation d'un arc de courbe (resp. d'un carreau de surface). Ainsi une

conversion peut vouloir prendre en compte :

- la convenance personnelle de l'utilisateur : l'utilisateur est plus familier avec le

schéma héte qui accueille la nouvelle représentation ;

- le souci de standardiser les représentations : on décide de traiter toute transcription &

l'aide d'un schéma standard. De ce fait, les transcriptions s'appuyant sur d'autres

schémas devront étre converties au schéma standard (schéma h6te d'office) ;

- la popularité du schéma héte : le schéma héte est tout simplement plus connu,

e.g., un schéma de Bernstein-Bézier ;

- le schéma héte permet une meilleure souplesse : il offre plus de degré de liberté

(e.g., la possibilité d'augmenter le degré des courbes soit pour optimiser le volume

de données & manipuler [Farin-83, p.73], soit pour étre en mesure de mieux

contréler la forme des courbes [Goldman-84, p.210], soit pour avoir une plus

grande variété de formes [Bézier-86, p.149] ) ;

- la nécessité d'assurer une meilleure interactivité entre l'utilisateur et le schéma

héte : une plus grande facilité dans la formulation des modifications (¢.g., schéma

de Bernstein-Bézier [Forrest-7 1] ) ;

- la possibilité de réaliser plus aisément avec le schéma héte certaines formes

particuliéres requises pour des applications spécifiques ;

- la possibilité d'assurer un meilleur contréle local (le schéma hte limite la zone

d'influence d'une modification locale, comme c'est le cas des B-splines [Clark-76,

p.455] [Hartley-78, p.130]) ;
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- ou la simple nécessité liée & un contexte de base de schémas : le passage d'un

schéma a un autre s'‘impose dans ce cas comme une opération indispensable si l'on

veut tirer avantage de toutes les possibilités d'une telle base .

A propos de la dernidre motivation, il convient de souligner sa nature futuriste dans la mesure

ou, A notre connaissance, de telles bases n'existent pas encore. Toutefois, l'étude du

probléme de conversion nous a conduit A proposer une base compacte des schémas

possédant la propriété de symétrie par permutation. Sa spécification sera exposée dans la

troisiéme section de ce chapitre.

Auparavant, nous présenterons dans la premiére section une solution de conversion de

schémas en nous appuyant sur les outils développés au chapitre 3. Ensuite, dans la

deuxiéme section, nous présenterons la jonction entre le probléme de conversion et celui de

segmentation exposée dans le chapitre précédent.

1. Conversion sur intervalles arbitraires

1.1 Notations et terminologie

Soit P, la représentation d'un arc de courbe 4 l'aide d'un schéma caractérisé par la matrice

delissage A, et dont/a,, b,j est lintervalle paramétrique associé. Ainsi, ona:

8, = {Ag, [a,,bg]} et ©, ={Ag, [ay,b,),P,) (cf. équation (2.2) du chapitre 2). Soit

s le paramétre associé a l'intervalle fa, , b,j.

Soit également &, = {A,, [@p, b,j} un deuxiéme schéma, appelé par la suite schéma hdte,

dont le degré est identique A celui de S, = {A,, [a,,b,]}. Soitt € fan, Dp).

Le probleme de conversion de représentation se formule alors dans les termes suivants :

Etant donnée la transcription initiale :

Og = {Ag, [ag dol, Pe} (7A)

et le schéma hote :

$= {Ans [ans ba]) (7.2)
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trouver P, pour que Ja transcription :

Oh - {An [an bal, Pa} (7.3)

définisse la méme courbe que Gy.

Exprimé en fonction des points courants, le probléme de conversion revient 4 déterminer P,

tel que:

Vi An P,=V: Ag P, (7.4)

ot telan, b,] etsela,, b,).

1.2. Solution

Comme dans le cas de Jn segmentation, le premier pas dans la solution consiste 4 définir la

bijection suivante entre les deux intervalles fan, by] et (ag, bg]:

Can, Dy] > [a,, bs}: te saute (7.5)

ou:

a, dg | ,

Agby - a,b, a, Bp

a = 
_

bh 7 4

° (7.6)

6 = by - ta _ fy

by - n 2,

Compte tenu de cette byccuon, (7.4) équivaut a:

¥, An Pi = Visor Ag Py pour tout ¢ fa), b,] (7.7)
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Or, d'aprés (3.33) du chapitre 3, on a l'identité : v.49: = D(B)x G*. Par conséquent, (7.7)

revient a:

v, A, P,=¥, [D(8)* G*]*A,P, pourtout ¢ <[a,, by] (7.8)

Par suite :

A, P, = [D(6) « G"] * Ay P, (7.9)

La matrice A, étant non singuliére, la solution générale du probléme de conversion se

présente comme :

P,= An’ « {D(G) « G*] «A, P, (7.10)

La matrice :

em «5 = D(8) « G* (7.11)

est le moteur de conversion (au sens de la section 3 du chapitre 5) paramétré en o et 6.

Ces paramétres sont fonction uniquement des valeurs extrémes des deux intervalles [a,, bg}

et [a,, D,] (voir eq. (7.6) ci-dessus).

Définition 7.1

Lamatrice :

Mysn= Ans CM, 5 Ag (7.12)

s‘appelle matrice de conversion (ou encore matrice de passage ).

Avec cette notation, la solution (7.10) s'écrit ;

P,=M,.nP, (7.13)

Discussion

Au vu des équations (7.10) et (7.11), le calcul de la nouvelle représentation peut sé
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décomposer en trois étapes : d'abord, on applique A, 4 la représentation initiale P,; on

applique ensuite le moteur de conversion au résultat de |'étape précédente ; et pour finir, on

applique A,” au résultat de la deuxiéme étape, Cette interprétation suppose que le moteur

de conversion soit connu d'avance.

En revanche, en supposant calculée d'avance la matrice M,.,, selon (7.12), le modéle

(7.13) pose le calcul de P, en une seule étape. Cela entraine (n+1)* opérations de

multiplications et autant d'additions pour chaque axe de l'espace objet &.

Plagons-nous maintenant dans un contexte de base des schémas. Connaitre M,,, ,

d'avance présente un aspect avantageux dans un tel contexte: en effet, étant donnée la

matrice A, , on déduit tout simplement que :

A, =cMz!s x An* My, (7.14)

Ajoutons ensuite cela I'hypothése simplificatrice suivante: cmz', =cm,,, =I (c'est

souvent le cas dans la pratique car les deux schémas sont généralement définis sur le méme

intervalle de paramétre (cf. §1.3 ci-aprés pour preuve)). La matrice A, se déduit aisément

alors a partirde M,,, etA, sans avoir & recourir 4 une inversion de matrice. Ona en

particulier :

A, = An« Myo» (7.15)

Si, de plus, les deux schémas ont la propriété de symétrie par permutation, on a montré que

(cf. Théoréme 5.13, chap. 5, §2.3.2) :

M,.,=R*M,,n¥R

ou encore que :

M,. afi, )) = My, n(t - i, n -j) (7.16)

avec i etj = 0,..., 2. On peut alors tirer avantage de cette propriété de symétrie centrale

pour coder les matrices de passage dans un espace deux fois moins encombrant. Les
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résultats (7.15) et (7.16) jouent un rOle capital dans le codage et décodage de la base proposé

en section 3.

1.3. g-schérna et h-schéma d'un méme intervalle paramétrique

Une premiére simplification des relations de conversion s'obtient lorsque les deux intervalles

paramétriques [@p, Dp] et [a,,b,} se déduisent l'un de l'autre par un simple changement

d'échelle, c'est A dire, (a,, b,) = (kag, kb,) aveckeR. En effet, dans ce cas, on vérifie

aisément (a l'aide de (7.6)) que :

cm,, 5 =CMo, x = D(k)

et par conséquent :

Mysn= An x D(k) » Ag (7.17)

En particulier, lorsque k = 1, on voit que cm,,, = cio, , =I et on retrouve la définition

classique d'une matrice de passage [Lewis-82, p.360] :

M,on=An «Ag (7.18)

La nouvelle représentation de la courbe se simplifie alors comme suit :

P, =M,,,P,=An'w A, P, (7.19)

Ainsi, les vecteurs lignes successifs M,., , permettent d'écrire directement l'expression des

sommets correspondants de P,, en fonction de ceux de P, .

Les colonnes successives de M,. » permettent également d'exprimer les fonctions de

lissage du schéma initial en fonction de celles du schéma héte. Dans ce demier cas, on a, en

termes plus précis, le théoréme suivant :

Théoréme 7.1

Soient A, et A, les matrices de lissage de deux schémas définis sur un méme intervalle de

paramétre [a, b]. Soit My. = An x A,. SiG,(t) et B,(t) sont les suites respectives

des fonctions de lissage, alors :
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®,(t) = [®,(t) ] M,. bh (7.20)

Démonstration 7.1

En vertu de (7.15), A, = A,«M,., ». Par suite, pour tout r ¢ fa, bj], ona:

ve A,= Vv, An Myon

Or, d'aprés (2.3), chapitre 2, §1.2.2, v, A, = @,(t) et v. A, =®,(t). Il s'ensuit que :

®,(t) = ©,(t) Myon CQFD.

Exemple 1,

Pour illustrer le théoréme précédent, considérons la conversion du schéma de Ball cubique en

schéma de Bernstein-Bézier cubique, tous deux définis sur /0, 7]. Le schéma héte dans cet

exemple est le schéma de Bernstein-Bézier. Ainsi, par définition :

= “1

Mg, -->Bé ~ Ape - AB,

Le schéma de Ball a pour matrice de lissage [cf. Annexe 2] :

1 0 0 0

22 0 0 ,
A =

Ba 1-4 2 41

0 2 -2 O

et pour fonctions de lissage (voir §6.1, chap. 1) :

papolt}= 1- 2 + t

palfs(t) = a - 4° + 2

pave(t) = are - 20°

pals = e

Quant au schéma de Bernstein-Bézier, les fonctions de lissage sont (cf. §6.2, chap.1, part.I):
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peGilt) = C5 a-ye" Osis!

et que (cf. Lemme 6.1, §1.1.3, chap. 6):

1 0 6 9 10 0 0

3 3 0 0 113 0 0

A = Av =
= =>

Be 3-6 3 0 Be 123 18 0

Tl s'ensuit que :

M :
Ba -->Bé

Ainsi, en s'aidant des colonnes successives de Mg, _.p¢ » 0n peut écrite :

Bao(t) = geWolt) + 1/3 pei

pai(t) = 2/3 gehr(t)

palalt) =1/3p e020)

pes (t) = 2/3 pevott) + pes(t))

Quant aux relations entre les sommets de Ball et ceux de Bézier pour une méme courbe, elles

s'obtiennent & l'aide des lignes homologues de Mp, py Ainsi, on a:

Ppe(0) = Pp.)

Pag(L) = 1/3Pp,(0) + 2/3Pya(1) = Pp,(0) + 2/31 Ppa) - P, (9)

Ppg(l) = 2/3Pp,(2) + 1/3Pp,(3) = Ppa(3) + 2/31 Pga(2) ~ Ppa(3)]
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PpeB) = Py,(3)

Dans le cas général ot les deux schémas du théoréme 7.1 ne partagent pas un méme

jntervalle de paramétre, on peut s'appuyer sur les théorémes 3.5 et 3.6 du chapitre 3, §2.4

et sur le fait que cmy', = CM-a/g, 1,9 pour remplacer I'équation (7.20) par :

®,(s) = ©,(-0/8 + 8/8) Myon (7.21)

et ceci pour touts ¢/a,,b,J pourvu que 6 #0 = a,#b,.

Voici une justification intuitive pour (7.21) :

[ag bs] = [and] = & =Oet6 =1 [d'apres (7.6)]

Par suite, -o/G +s/8=s. D'od (7.21) = (7.20).

2. Relation entre conversion et segmentation

Le tableau 7.1 ci-dessous met en évidence le lien étroit entre le probléme de conversion de

représentation et celui de segmentation d'un arc de courbe en plusigurs sous-segments. Les

trois relations de conversion proviennent des équations (7.11), (7.12) et (7.10) dans cet

ordre. Parallélement, les relations homologues de segmentation rappellent dans l'ordre les

équations (6.65), (6.66) et (6.64) du chapitre précédent.

Conversion Segmentation

CMg, 5 = D(B) x G" mee, 0,1 = D(Bi)xG"

M,4n = An» D(B) x Ge Ag Ser t,) = A‘ DB) GO" 4A

Py = Ay’ D(B) «G"* As Ps P' = A“ D(G;) «Gx AP

Tableau 7.1 Rapprochement entre conversion et segmentation.

219



Ainsi, le probl&me de segmentation multipoints (cf. §2, chap. 6) peut se traduire en terme de

conversion de la maniére suivante :

Soit la transcription :

OG = fA [testi Phic ie, ok

AVEC A fo<by< 2. < by-n< he =D. Soit également le schéma héte :

S ={A, [a, bj}.

Déterminer P' pour que la transcription :

G, = {A, [a,b], P'}

définisse la méme courbe que ©,.

Ainsi, moyennant les identifications suivantes :

A,=A3 An=As [ay bg) =[ti-s,t]5 — [ay.bn} =La, b]

on traduit un probléme de segmentation en un probléme de conversion. Les relations (7.6),

(7.10), (7.11) et (7.12) aidant, on vérifie que dans ces conditions, on a:

Moon =S8ce._,.t)cMa,p= Me, styl 3 :
rs

P, =P

Considérons a titre dexemple la bi-segmentation ent = 1/2 .

Pour le sous-segment gauche, les termes du probléme exprimé en tant que probléme de

conversion sont :

[ag, b,J = (0, 1/2], [an bd =(0,1], Ap=An= A et Py =P

Montrons que dans ce cas, cm,,p,©Mgs» et P, se confondent respectivement avec
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Mo, s/2iSto, 1121 CP.

Pour cela, commengons par calculer cm, 5 :

Au vu de (7.6), ¢ = 0 et @= 1/2. D'od, en appliquant (7.11): cm, 1,2 = D(1/2). En

remontant a l'€quation (6.26) de §1.1 du chapitre précédent, on voit bien que :

My, 1/2= D(1/2)= Mo, 4721

Les moteurs de conversion et de segmentation sont donc confondus.

Calculons ensuite la matrice de passage Mg,» :

D'aprés (7.12) :

Myan =A” D(I2) «A

= Siro, wel [d’apres (6.28) du chap. précédent]

On voit également que les matrices de conversion et de segmentation se confondent.

Enfin, d'aprés (7.10) :

P, =A‘ + D(I2)*AP '

=P [selon les lignes 4 et 7, Tab. 6.2, du

chap. précédent}

Pour le sous-segment droit, les données sont les suivantes:

[a,,6,] = (1/2, 1], fan, bu} =(0, 1], A,=A,=A et Pp=P

Montrons dans ce cas aussi que cm,,,,M,,, et P, se confondent respectivement

avec m rire, r7Sture,1) et PP.

Pour cela, calculons d'abord em,, 5 :

Comme en vertu de (7.6), « = 8 = 1/2, on obtientem, 5 = D(I/2) xG*”* qui est

identique & m 4,2, 1) d'aprés (6.27) du chapitre précédent.

On calcule ensuite M,.,p :



D'aprés (7,12) :

Myon =A® + D(12)*G?4 A

{d'apres (6.29) du chap. précédent}
= Scie, 41

Moo net Scs/2, 4) sont également confondus dans ce cas. Par suite, d'aprés (7.10) :

P, =A‘ y D(12)+G'?,AP

=P [selon les lignes 11 et 14 duTab. 6.2, chap. précédent]

Ainsi donc, moyennant les identifications posées ci-dessus, segmenter une courbe (ou

restreindre sa variation & un sous-intervalle paramétrique) se raméne 4 un probléme de

conversion de schéma.

3. Base des schémas symétriques par permutation : aspects théoriques

3.1. Hypothéses

Les schémas a représenter dans la base sont de degré identique ; ils sont tous définis sur

Tintervalle normalisé et vérifient la propriété de symétrie par permutation. Enfin, il y am

schémas a représenter.

3.2. Terminologie

Nous distinguons les trois catégories suivantes de matrices caractéristiques :

1. Tensemble des matrices de lissage des m schémas : A,, pour i =

2. linverse des m matrices de lissage : Aj‘ ;

3. T'ensemble des matrices de passage liant les m schémas deux deux et dans les

deux sens :

i pour jerk=I,...,m avecj#k.
“4

Myc Api A

Tout sous-ensemble de matrices caractéristiques A partir duquel on peut retrouver toutes les

autres matrices caractéristiques forme un noyau que nous appellerons spécification

intermédiaire (S-I) de la base.

Nous ferons aussi la distinction entre forme externe et forme interne d'une matrice

caractéristique. La premiére correspond & sa structure de donnée habituelle tandis que la

deuxigme correspond & sa forme codée dans la base. La forme spécifique de ce codage sera
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essentiellement motivée par diverses considérations d'efficacité parmi lesquelles le souci

d'accés rapide, d'une représentation précise ou de réduction de l'encombrement de la base.

Ainsi, la forme externe des matrices Ap, et Ap,’ pour le schéma cubique de

Berstein-Bézier est donnée par :

ro oe 0 10 0 0

-3.3 0 «0 118 0 0

Anes auc
3-6 3 0 Be 128 18 0

“1030-301 hu wa

Quant a leur codage interne, on pourra prendre, a titre d'exemple, ces mémes matrices

multipliées par un facteur entier approprié (disons 3 pour fixer les idées), pour assurer une

représentation précise (cf. chap. 3, part. If) de leur composantes.

Par des transformations de compactage ou de changement d'échelle effectuées sur les

éléments de la spécification intermédiaire, on obtient la spécification dite définitive (S-D) qui

est plus prés du codage interne de la base.

3.3. Objectifs poursuivis

Les quatre objectifs poursuivis dans la recherche d'une spécification définitive sont les

suivants :

1. la spécification définitive doit étre peu encombrante ;

2. — elle doit limiter la redondance aussi bien dans Je choix des matrices caractéristiques

que dans les valeurs qui codent les composantes de ces derniéres ;

3, elle doit également assurer le calcul des autres matrices caractéristiques par une

logique simple et 4 temps de réponse rapide ;

4. elle doit enfin admettre un codage de valeurs numériques par des entiers
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uniquement pour assurer un codage précis,

3.4, Idée directrice

En tenant compte des quatre crittres énumérés ci-dessus, I'idée consiste donc a extraire de

l'ensemble des trois catégories de matrices caractéristiques un noyau ayant un nombre réduit

de matrices, capable d'étre codé d'une fagon condensée et facilitant un calcul rapide des

autres matrices,

3.5. Choix d'un noyau S-I

Parmi les différents choix possibles, trois retiennent notre attention. Le premier consiste

simplement adopter pour noyau l'ensemble de matrices de la premiére catégorie. Ceci

conduit a Ja spécification intermédiaire suivante :

S-I={A, li=1,...,m) (7.23)

Cette solution a le mérite de fournir un noyau contenant le nombre minimum de matrices

caractéristiques, Elle est également peu rédondante. Néanmoins, la détermination des

matrices des autres catégories impose une inversion de matrice. Cette nécessité nuit 4 un

meilleur temps de réponse et peut entrainer des risques d’erreur de chute, etc.

La deuxiéme solution, visant a pallier le principal défaut de la précédente, réunit les matrices

des deux premiéres catégories pour la spécification intermédiaire :

S-1=((Ay, As*) i= 1, ...,m) (7.24)

Bien que cette solution aussi admette une représentation précise, elle présente toutefois deux

défauts majeurs : elle est éminemment redondante et nécessite deux fois plus de place

mémoire que la premiére. Nous I'abandonnons pour une troisiéme solution qui répond

mieux aux critéres posés ci-dessus.

Cette troisiéme solution est fondée sur une spécification intermédiaire qui tire avantage de la

symétrie centrale des matrices de passage. Le codage de sa spécification définitive peut étre

ramenée 4 un encombrement comparable & celui de Ja premiére solution, Elle admet une

réduction de la redondance et de surcroit, a le grand mérite de contourner Je probléme

d'inversion de matrices, Elle conduit ainsi & un meilleur temps de réponse également. La

section suivante sera dédiée & exposer cette solution.
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Le tableau 7.2 donne les résultats d'une étude prospective de cofits des trois solutions

comparées. Les régles de ce tableau sont basée sur l'analyse de types de paramétres

caractéristiques dont peut avoir besoin un programme d'application pour la solution trois.

Pour anticiper sur le chapitre 3, partie II (cf, Tab. 3A), on identifie dans ce cas les sept

requétes Suivantes :

1 Aver 2. Aree 3.Miscer 4 Mrerss

S.Ay 6. Aj* 1.M,.-; avec i#j #ref xi

Pour les deux premiéres solutions présentées ci-dessus, il y a trois types de requétes

correspondant aux trois catégories de paramétres caractéristiques, aucun schéma n'étant

privilégié comme schéma de référence. Par conséquent, requétes 1 et 5 se confondent, de

méme pour 2 et 6, ainsi que pour 3, 4 et 7 dans les deux cas.

On a retenu les trois hypothéses suivantes dans le calcul du nombre des multiplications pour

les trois solutions :

1, Les composantes des matrices de $-I sont toutes multipliées par un facteur entier f

pour les convertir en matrices entiéres ; par suite, pour les décoder, on devra

multiplier les formes internes par J/f. Pour des matrice 4x4 (resp. nxn) cela fait

16 (resp. n*) multiplications par matrice.

2. Les matrices de passage vérifient la symétrie de (7.16), de sorte qu'il suffit de

calculer uniquement leurs sous-blocs nord pour en déduire le reste par symétrie.

Pour déterminer M;.,, suivant (7.18) et dans le cas de schémas cubiques,

il faudra effectuer (4x4x4)/2 = 32 (resp. 1/2n*) multiplications.

3. L'inversion de matrice est par la méthode de décomposition de la matrice en

produit d'une matrice triangulaire inférieure L par une matrices triangulaire

supérieure U [Aitkinson-83, pp. 115-117] entrainant, pour une matrices d'ordre 4

(resp. n), 1/3(4. 4°- 4) = 84 (resp. 1/3(4n* -n)) multiplications.

On souligne que bien que les solutions 2 et 3 sembles comparables de point de vue du coiit,

la solution 2 est pratiquement deux fois plus encombrante que !a solution 3. D'autre part,

dans le cas de la solution 3, du fait que les autres paramétres caractéristiques sont codés a
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travers ceux du schéma de référence, celui-ci est plus favorisé par rapport aux autres schémas

comme le montre le faible cotit de décodage des requétes 1, 2, 3 et 4.

Tableau 7.2 Cofits comparés des trois choix de spécification intermédiaire.

(Voir §2.3.1, chap.3, partie II pour les détails des sept régles d'accés)

Complexités comparées de 3 solutions :

Base de schémas cubiques symétriques par permutation

Coit de multiplications par régle et par solution

Voir §2.1, chap. 3, partie II pour les régles détaillées

Paramétres valeurs significations Formules danalyse

n 4 dimension des matrices n lignes et colonnes

Pp 16 cofit de rep. entitre = n*n

inv 84 cofitinverse matrice= (4*n*n*n-n)/3 {

prod_matrice 64 cofit produit matrice = n*n*n

Régles solution 1* solution 2* solution 3

I 16 16 16

2 10 16 16

3 148 64 8

4 148 64 8

5 16 16 88

6 100 16 88

7 148 64 48

{ Formule du colt d'inversion de matrice est ‘fondée sur la méthode de décomposition

LU de la matrice a inverser (cf. [Atkinson-83, pp.115-117]).

L pour matrice triangulaire inférieure

U pour matrice triangulaire supérieure

* pour solutions 1 et 2 les régies suivantes de décodage sont identiques :

let 5; 2 et 6; 3,4 7

* pour les trois solutions, on a tiré avantage de la symétrie centrale

des matices de passage pour remplacer prod_matrice par 1/2prod_matrice

dans le calcul de ces deniers losque n est pair.

226

a

3.5.1. Spécification intermédiaire

Elle est fondée sur le choix d'un schéma de référence pris parmi l'ensemble des schémas &

représenter dans la base. Cela conduit & la spécification intermédiaire suivante :

S-I = {(Aret ? Aver Ju((M.. refs Moers dlis aM ves, Met i # ref} (7.25)

ot l'on désigne par :

Aner ! la matrice de lissage du schéma de référence,

A, Tinverse de A,<r,

Misrer: la matrice de passage qui transforme un schémai au schéma ref,

M,ers:: la matrice de passage qui transforme le schéma ref au schéma i. Il

convient de noter que M,.¢4;=M; 3 er par construction.

En supposant m >/, un calcul simple montre qu'il existe m(m+1) matrices caractéristiques

pour m schémas & représenter dans la base. S-In'en recense que 2m. Les m(m-I) autres

matrices comprennent les matrices de la forme :

A,, A;* et Mj,, avecj etk=J1,..,m etjak #ref#j.

3.5.2. Régles de calcul des matrices A;, A jp) et My, avec j,k #ref

Matrices caractéristiques Formules de calcul

A Aner * M; 4 ret
“J -t

A, Meets s% Aret

Mj 4 Meera cx Mj 4 ret

Tableau 7.3 Détermination des matrices caractéristiques a partir de :

{(Acer Arve: ) ( M, arefr Meets jp (My, refr Moor eh}

Le tableau 7.3 résume les trois régles de calcul de ces matrices caractéristiques. Ces régles

sont les conséquences directes de la définition de matrice de passage. Pour cette raison,

nous donnons la démonstration détaillée uniquement pour la troisitme régle. Une démarche
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voisine permet de démontrer les deux autres.

Démontrons que :

M;. k =Mees ka M;. ref (7.26)

En effet, par définition :

M, ets k =A,’ Ape et My 5 ret =Arer *A

Meer vue My sree = [Acta Aree] al Are? # Al]

= Arta [Aree # Aref] # Ay

=Ao 4A; =My sx CQED.

3.5.3 Construction de S-D : application de la symétrie par permutation

La condition de symétrie par permutation se traduit par les relations :

M,,.=RxMjs,.«R (7.27)

Traduites en terme de décomposition cardinale de M;, x, ces conditions €quivalent aux

quatre relations suivantes :

m, =" x Mm, 4° Se m,=f*M, x?

m,=rxe Ms; 40 eS m; =f «Mm xv (7.28)

En vertu de ces relations, chaque matrice de passage M,,, est entiérement déterminée, entre

autres, par ses deux sous-blocs nord m, etm,. Par conséquent, on peut adopter la solution

standard qui consiste 4 coder chacune des matrices de passage par ces derniers. Ainsi (cf.

fig. 7.1), 8M; 4 -e¢ , nous associerons la représentation interne (, pero, jo rerls) et a

Mer», nous associerons la représentation interne (-e¢,4 ;Mto, rer> jm 1). Nous

réunirons ensuite ces deux couples ordonnés de matrices dans une matrice unique de méme

format que M;, --. Désignons la matrice ainsi obtenue par M; rer (cf. fig. 7.1). Ses
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deux sous-blocs nord seront occupés par les sous-blocs nord de la matrice M;,-2,. Par

contre, ses deux sous-blocs sud seront occupés par les sous-blocs nord de M,..,, ; . D'une

maniére plus précise, les sous-blocs de M;.,-0, se définissent comme suit :

jesret Mo = j4re¢Mo penret My = 35 ree

jeret Mz =rer +; Mo peoret Me = rors j My (7.29)

My res

hassnnnnssnennntuntnnnasnaatiibinennitiaasasnanmnannananssnarannnsnan
nrnnn

i>vrer My joret M,

jaret M3 jorer Mh wy

—————

joref My j>aref m,

reta Mo rer>; My > ref») Mo, reto; TMM

\, So

ref aj Mz retsj Mz

Mero,

Figure 7.1 Principe de codage des (Mj. rer. Mret+;). Les grandes fléches

symbolisent l'affectation.
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A un facteur entier prés, la matrice M, er peut étre assimilée & la représentation interne

du couple ordonné (Mj 5 ror»Mrers i) L' ensemble des M;,-er ainsi obtenues

condense S-I dans l'espace de m+I matrices seulement. Nous assimilons cet ensemble 4 la

spécification définitive, c'est-A-dire & :

S-D = (Acer Arat UCM, orer lied, ...,meti+ ref}

Tl convient de noter le double usage que I’on peut faire des affectations (7.29) :

1. elles permettent le codage de la spécification définitive comme nous venons de le

voir ;

2. elles proposent également le principe de décodage des représentations externes

des Mj sper Ot Meera; & partirde M;.,-e,. Auw de la figure 7.1, cela

revient a inverser le sens des grandes fléches et a appliquer ensuite les relations

appropriées de (7.28) pour compléter la construction de ces matrices.

3.5.4. Codage et décodage de S-D : aspects algorithmiques

Nous proposerons dans le chapitre 3 de fa partie IT des algorithmes pour coder et décoder la

spécification définitive $-D dans le cas d'une base de six schémas cubiques comprenant le

schéma cubique de Ball, de Bernstein-Bézier, de B-spline, de Hermite, d'Overhauser et de

Timmer.

Si I'on choisit comme référence pour cette base le schéma de Bernstein-Bézier, on peut

ramener l'encombrement du codage de $-D A six matrices carrées de format 4 x4 au lieu de

sept comme le prévoit le cas général (m= 6). En effet, les matrices Ans et Ap a :

peuvent étre déduites a partir de leurs sous-blocs ouest uniquement (cf. éq. (7.22)) car les

sous-blocs nord-est sont identiquement nuls dans les deux cas. De plus, les sous-blocs

nord-ovest et sud-est se déduisent l'un de l'autre par simple permutation des deux entrées de

la diagonale principale et ceci pour les deux matrices. Cependant, exposé du chapitre 3 de

la partie II ne tiendra pas compte de cette possibilité.

Il convient aussi de souligner que de tous les schémas faisant partie de cette base, seul le

schéma de Hermite ne vérifie pas la propriété de symétrie par permutation. Néanmoins, une

simple permutation "signée" (cf. §1.5.6.1, chap. 1 Partie II) des lignes de sa matrice de
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lissage conduit A une forme modifiée vérifiant cette propriété. Nous pourrons ainsi coder et

décoder le schéma de Hermite a l'aide de sa forme modifiée. Si nous avons jugé nécessaire

de I'inclure, c'est pour son importance a la fois pratique et historique.

En effet, Ferguson a fondé sur ce schéma un des premiers syst¢mes de transcription des

courbes et des surfaces [Ferguson-64] s'appuyant sur une représentation parameétrique

polynomiale. Coons I'a employé également dans son procédé de définition de carreaux de

surfaces (cf. Eq. A2.9 dans l'appendice 2 ajouté sur les surfaces de Coons par Forrest dans

[Bézier-72, p. 232]). Depuis, le schéma de Hermite est couramment employé dans des

nombreux systémes pratiques et est souvent évoqué dans la littérature [Lee-69, p.312]

[Peters-74] [Forrest-80, p.167] [Gasson-83, p.479] [Mortenson-85, p.37] [Lancaster-86]

pour ne citer que ceux-ci.

Le chapitre 2 de la deuxiéme partie II présentera la quasi-totalité des relations entre

paramétres homologues des six schémas cubiques auxquels on ajoutera le schérna modifié de

Hermite. A partir de ces relations, on peut apprécier la géométrie des différents schémas

représentés et retrouver également leurs interprétations géométriques habituelles.

Conclusion

L'étude de conversion de schémas permet de mettre en évidence la relation entre deux

spécifications équivalentes d'un méme segment de courbe. Elle embrasse également le

probléme de segmentation dans la mesure ot celui-ci peut toujours étre traduit comme un

probléme de conversion. ~°.»

Les matrices de passage reliant un ensemble de schémas fournissent un outil commode pour

les intégrer dans une méme base. En particulier, la propriété de symétrie par permutation

offre la possibilité de réaliser une base dont le codage réduit l'encombrement des paramétres

caractéristiques et assure en méme temps un décodage rapide.
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CONCLUSION DE LA PARTIE I

L'expression du théoréme binomial sous formes matricielles a permis de dégager une vue

homogéne de la transformation de courbes paramétriques polynomiales et a fourni un

ensemble d'opérateurs de base sur lesquels on peut s'appuyer pour analyser et transformer

courbes et surfaces, quel que soit le schéma choisi pour exprimer leur transcription

mathématique.

Ainsi, l'opérateur IG* appliqué au polygone caractéristique P fournit d'un seul coup

Tanalyse géométrique compléte de la courbe (représentée par P) au point paramétrique o .

Et cela, quel que soit le choix de schéma. De 1a, il n'y a qu'un pas pour établir la trajectoire

d'une machine-outil A commande numérique destinée a réaliser l'arc de courbe déterminé par

le schéma. De surcroit, le calcul de IG* se raméne essentiellement a !'algorithme de

construction du triangle de Pascal suivie d'un produit de matrices.

Ensuite, les systémes de transcription peuvent désormais s'appuyer en particulier sury ption p puy' Pi

l'indexage des lignes de IG° et deIG* pour déterminer rapidement les conditions

géométriques aux extrémités d'un segment de courbe et, si nécessaire, en déduire de fagon

autonome, les conditions de raccordement 4 la jonction de deux segments de courbes.

Ou encore, en comparant la matrice D(-1) x G au produit A» R x At on peut décider si le

schéma caractérisé par la matrice de lissage A vérifie ou non la propriété de symétrie par

permutation. La matrice D(-1) « G fournit ainsi un test opérationnel pour cette derniére

propriété. L'opérateur rsy fait de méme pour la condition de Cauchy car un schéma vérifie

cette condition siet seulement sirsv(A}=(1 0 ... 0).

Quant a la transformation de courbes, l'opérateur composite T),, » = D (6) « G* modélise a la

fois la segmentation, la conversion de représentation ainsi que l'évaluation de courbe (dans

ce demier cas, il suffit de poser 6 =1 et de faire évoluer « 4 un pas constant, par exemple),

quel que soit le schéma.

Ainsi donc, le développement de la premiére partie a posé les bases pour la réalisation de

systémes de transcription de courbes pouvant intégrer plusieurs schémas classiques pour

lesquels les transformations et manipulations de base peuvent tre formulées de fagon
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standard. Grace aux indicateurs de géomeétrie, ces systémes pourront retrouver eux-mémes

les faits géométriques intrinséques & tout choix de schéma.

Ce demier point nous améne & l'objectif du premier chapitre de la deuxiéme partic qui est de

simuler la caractérisation géométrique de neuf schémas classiques a partir des indicateurs de

géométrie définis dans les chapitres 2 et 5 de la premiére partie.

Par ailleurs, nous avons vu également que si deux schémas vérifient la propriété de symétrie

par permutation, la matrice de passage qui convertit l'un vers l'autre a la propriété de

symétrie centrale. Nous avons montré au chapitre 7, partie I, que l'on peut tirer avantage de

cette propriété pour réaliser une base compacte de schémas symétriques par permutation

codée a l’aide d'un noyau restreint de l'ensemble des matrices de passage reliant ces

schémas. Le codage proposé a l'avantage d'admettre un temps de réponse rapide pour

retrouver toutes les autres matrices caractéristiques associées qui ne sont pas directement

codées dans la base et d'éviter l'inversion de matrice.

Dans le deuxitme chapitre de la deuxiéme partie, on étudiera les relations explicites entre les

sommets des deux polygones caractéristiques respectifs associés 4 un méme arc de courbe

par deux schémas quelconques faisant partie de la base de six schémas cubiques classiques

(cf. §3, chapitre 7, partie I). On y étudiera également les relations explicites entre les

fonctions de lissage respectives des deux schémas. Une telle étude permet de cerner les

qualités relatives de deux représentations équivalentes d'un méme arc de courbe.

Le chapitre 3 de la deuxiéme partie se proposera de définir les algorithmes de codage et de

décodage de la base de ces six schémas cubiques classiques, avec l'analyse de complexité de

chacun des algorithmes proposés.

Enfin, il convient de souligner un prolongement théorique intéressant du modéle de

dérivation exposé au chapitre 5, un prolongement qui donne une interprétation plus

analytique de l'opérateur G. Pour définir l'opérateur de dérivation paramétrique K, nous

avons simplement annulé toutes les composantes de la matrice binomiale sauf celles de 4

premiére sur-diagonale. En remplagant la premiére sur-diagonale par la sur-diagonale de

rang k, on obtient un opérateur K, qui conduit a:

ed

Vy

VK, = (A)
kt

_e

Lorsque l'on explicite cette derniére relation pourk =0,...,n et on additionne d'un cété

les membres de gauche et, de l'autre, les membres de droite, on obtient :

(0) (1) (k) tn)

n Ve Ve vt vy

vO K)= + toh te (B)
e=s 0! t! k! n!

Comme par construction

(K,) =G (©)
k=O

et comme d'aprés (3.23), on av, G=V, 4, il s'ensuit que G agit également comme un

opérateur de développement limité de Taylor pour v,,,. Puisque la matrice G est de

dimension (n+J )x (nt Jet v,4, estde degré n, le développement est exact dans ce cas.

Cependant, en se contentant de ne retenir que les sur-diagonales depuis la diagonale

principale jusqu'a celle de rang k, avec toutes les autres mises 4 zéro, on obtient précisément

l'opérateur de développement limité de Taylor a l'ordre k pour y,,,. Cela, autour de la

valeur t, sik<n. Dans le cas contraire (k 2n ), l'opérateur résultant fournit le

développement exact.

En ce sens, on peut dire que la matrice G simule un opérateur de développement limité de

Taylor pout les fonctions polynomiales uni-variables.
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CHAPITRE 1

Analyse automatique de courbes

Simulation sur neuf schémas classiques

Introduction

L'étude de dérivation de schémas exposée au chapitre 5, (Partie I) a confirmé I'hypothése

selon laquelle la matrice de lissage d'un schéma contient les renseignements géométriques

pertinents pour caractériser les courbes définies par le schéma. Ces renseignements sont

fournis par des paramétres que nous avons appelés indicateurs de géométrie. L'objet de ce

chapitre est de simuler la caractérisation automatique d'un segment de courbe défini par un

schéma classique quelconque. Nous nous proposons d'effectuer cette simulation sur les huit

schémas cubiques quasi classiques présentés au chapitre 1 de la partie I auxquels nous

ajouterons une version modifiée du schéma de Hermite. La simulation va donc embrasser

les schémas suivants :

© schéma algébrique [Timmer-80, p.25] [Lewis-81, p.361] ;

¢ schéma cubique de Ball [Ball-78, pp.181-182] [Bézier-77, pp.38-42] ;

e —schéma cubique de Bernstein-Bézier [Newman-79] [Faux-85, pp. 129-137]

[Gasson-83, p.480] ;

© schéma de B-spline cubique { Catmull-78, p.351] ;

e schéma cubique de Hermite [Ball-78, p.181]{Faux-85, pp. 127-129,

205-210] [Mortenson-85, pp.35-36] ;

@ version modifiée de Hermite cubique (a préciser en §1.5.6.1 plus loin) ;

© schéma cubique d'Overhauser [Brewer-77, pp.132-137] [Bowyer-83,

pp.80-82] ;

® schéma cubique de Taylor [Lewis-81, 361] (Davis-65, pp.28,37-38] ;

e schéma cubique de Timmer [Timmer-80, pp. 25-28].

Chaque schéma est supposé défini sur !'intervalle normalisé (0, 1]. La spécification de

94K



chaque schéma comprend les quatre catégories suivantes de paramétres : ses fonctions de

lissage, ses matrices caractéristiques, ses vecteurs caractéristiques et les conditions ayx

bornes de son arc de courbe. Une fois la matrice de lissage spécifiée, tous les paramétres

caractéristiques s'en déduisent.

1.1. Fonctions de lissage

Elles sont présentées suivant les degrés croissants des monémes t', L'indice qui préfixe le

symbole y rappelle d'une maniére évidente la désignation habituelle associée au schéma

dans la littérature. A titre d'exemple, les fonctions de lissage du schéma de Bernstein-Bézier

cubique sont désignées par p,ip,(t). Dans tous les cas, les fonctions de lissage ne font pas

partie de la caractérisation automatique. Nous les donnons pour étre complet et pour faciliter

toute vérification éventuelle des résultats par un calcul direct.

1.2. Matrices caractéristiques

Pour les besoins de la simulation, elles comprennent les matrices suivantes :

1: La matrice de lissage A du schéma dont la désignation suit la méme convention

que les fonctions de lissage, sauf que l'indice qui rappelle la désignation habituelle

postfixe le paramétre. Ainsi on écrit :

Adésignation

La matrice de lissage est la donnée de départ pour la simulation.

2: Linverse de !a matrice de lissage : A’.

3: Les matrice IG’ et 1G* (cf. (5.41) chap. 5 Partie I) dont la j ®”* ligne

permet d'exprimer la dérivée d'ordre j respectivementent=0 ett = J.

4: Lamatrice [A xR * ATM’] pour qualifier le schéma par rapport & la propriété de

symétrie par permutation. On rappelle qu'un schéma vérifie la propriété de.

symétrie par permutation si et seulement si A x R x A‘ =D(-1) « G (ch Théoréme

5, 12, chap. 5, Partie I). Dans le cas cubique, la matrice [D(-1) « G] est donnée

par:

aan

eed

D-1).G = (A)

avec;

1 tied i

-1 t 2 3

DCL = ec Ge (B)

1 1 3

-1 0 1

tandis que R est la matrice de réflexion dont les composantes sont définies par :

Rj, = 83; pouri=O0,1,...,3

13. Vecteurs caractéristiques

Ilexiste deux types de vecteurs curactéristiques. Le premier type est le vecteur colonne noté

rsv(A). Les composantes de celui-ci sont définies par :

3

rsv(A), = (A, pouri=0, l,+,3

j=0

Ce vecteur est confondu avec le vecteur ‘(7 0 ... 0) lorsque le schéma vérifie la condition

de Cauchy (cf. Théoréme 5.11, chap. 5, Partie 1), ce qui veut dire simplement que la forme

de la courbe ne change pas lorsque les sommets du polygone caractéristique subissent, en

bloc, une transformation linéaire.

Le deuxiéme type de vecteurs caractéristiques comprend les vecteurs suivants:

FIR



© AO, «) (cf. Théoréme 5.10, chap.5, Partie J),

© csv(A"’) (cf, (5.38) et (5.39), chap.5, Partie I).

Ceux-ci permettent de retrouver facilement les dérivées successives (j = 0, 1, 2,3) dela

courbe en ses bornes. A‘! (0, «) et csv(A"’) sont respectivement identiques aux j2me

vecteurs lignes de IG° et IG* (cf. Eq. 5.44, chap. 5, part. I). Pour cette raison, il n'est plus

necéssaire pour la suite de revenir explicitement aux paramétres A‘ (0, x) et csv(A“”)

employés jusquiici fin didatique pour faciliter le développement progressif du concept

d'indicateur de géométrie.

L’analyse d'une courbe a la valeur paramétrique @ se fera désormais a l'aide de l'opérateur

1G* en firant avantage de l'interprétation géométrique de Vexposant de G" : o traduit le pas

de translation paramétrique.

1.4. Conditions aux bornes de la courbe

Elles donnent les expressions explicites des C’’')et des CCL), avec f= 0,...,3:

C (0) = 1G" G, #).P [cf. Eq. (5.44) chap. 5 Partie J]

C1) = I1G*G, #)].P [cf. Eq. (5.44) chap. 5 Partie I]

Ces expressions donnent les dérivées successives de la courbe en ses bornes. Elles facilitent

le calcul des conditions de raccordement des courbes composites.

Bien que les simulations proposées ne portent que sur des schémas cubiques, la démarche se

généralise aisément 4 un schéma de degré quelconque.

1.5. Simulations

En nous appuyant sur les paramétres caractéristiques étudiés ci-dessus, présentons

maintenant l'anlyse de chacum des schémas énumérés ci-dessus. Nous procédons schéma

par schéma.

4320

1.5.1. Schéma algébrique (Al)

Fonctions de lissage

a Post) = |

ac Pit) = t

ac Pat) = t

a W3(t) = e

Matrice de lissage

Inverse de la matrice de lissage

Matrices [G x Ay] et [Ani «Rx ATI]

Aut = Ani

—

we

i

HAT

“1

Any «Ry Ay ~



De toute évidence, G x A,, = G. Puisque IG’=diag(1 1 2 6)*Gx« Agy On obtient :

IG: = 1 2 3

Al ~
2 6

0 6

Il convient de remarquer que Aa, «Rx Ai; =

Symétrie par permutation par rapporta t et J -t

Etant donné que Ag; x Rx As} #D(-1) « G (cf. (A), §1.2 ci-dessus), on voit que le schéma

algébrique ne vérifie pas cette propriété.

Condition de Cauchy

La somme des composantes de vecteurs lignes de A,, donne le vecteur caractéristique :

rw Ay )='(1 11 D#'d 0 0 0)

La forme de la courbe est donc sensible aux transformations linéaires du polygoneé

caractéristique.

Conditions aux bornes de la courbe

Ent=0, il suffit de multiplier , IG° par P pour obtenir :

CO) =P,

C @) =P,

C’?’ (0) = 2P,

C (0) = 6P;

Ent= 1, ilsuffit de multiplier , IG’ par P pour obtenir :

Ci) =Pyo + Py + P. + Ps

C'''(1) =P, + 2P, + 3P;

C' (1) =2P, + 6P;

Cc (1) = 6P;

1.5.2. Schéma de Ball cubique (Ba)

Fonctions de lissage

pafott) = 1 - 2t + t®

pailt) = 2t - 4% + 2t?

pahett) = 2t® -. 2t?

papstt) = t

Matrice de lissage et son inverse

4

1 0 6 6

2 2 0 06

A = AT
Ba 1-4 2 1 Ba

0 2 -2 0

4

12

1/2



Matrices (G x Ag,J et Ap, #R « Ap, |]

00 0 1 1111

0 0 -2 2 “10-20-83

Gy A= AntRe AL =
12-4 1 * * 13

0 2 -2 0 0 -1

°
IG°. |-2 2 0 0

wi= [9 9 2 2

Ba

Symétrie par permutation par rapport a ¢ et J-¢

Etant donné que Ag. «R «Abs =D(-1) «G (cf. (A), §1.2 ci-dessus), on voit que le

schéma de Ball cubique vérifie cette propriété.

Condition de Cauchy

La somme des composantes de vecteurs lignes de Ag, donne le vecteur caractéristique :

tsv(As.)="(1 0 0 0)

La forme de la courbe du schéma de Ball cubique est invariante par rapport aux

sransformations linéaires du polygone caractéristique.

Conditions aux bornes de la courbe

Ent=0 :il suffitde multiplier ,,1G° par P pour obtenir :

CO) =P,

CW =2P, - Po)

C0) =2(P. - 4 Py + 2P2 + Ps)

C0) = 12, - Pe)

Ent =: il suffit de multiplier g,1G* par P pour obtenir :

Ci) =P;

CP (1) = 2s - Pe)

C* (1) =2(P, + 2P, - 4P, + Ps)

C1) = 12, - Pe)

1.5.3. Schéma de Bernstein-Bézier cubique (Bé)

Fonctions de lissage

pele (t) = (I - ty?

pels (t) = 3tCl = t)?

pee (t) = 3t*(1 - t)

pes (t) = t®

Matrice de lissage et son inverse

t 1 0 0

A 8) 0

Be =
3-6 3

1 3 3

3

“

BE

=



Matrices [G + Apa et [Agg* Rx Age |]

& co ee wi oo a & o wow = we Boo ew & -
o oe

1 o 0 0

3.93 0 0
IG =

BE

6-12 6 0

6 W -18 6

et:

o Oo O11

0 0 -3 3
IG =

Be
0 6-12 6

Symétrie par permutation par rapport 4 ¢ er 7-5

Etant donné que Ap, « R « Age =D(-1) «G (cf. (A), §1.2 ci-dessus), on voit que le

schéma de Bernstein-Bézier cubique vérifie cette propriété.

Condition de Cauchy

La somme des composantes de vecteurs lignes de Ag, donne le vecteur caractéristique :

rsv(Ap ='(1 0 0 0)

La forme de la courbe du schéma de Bernstein-Bézier cubique est invariante par rapport aux

transformations linéaires du polygone caractéristique.

Conditions aux bornes de la courbe

Ent=0 : ilsuffit de multiplier, 1G’ par P pour obtenir :Bé pol

C@) =P.

C0) =3@, - P.)

C? (0) =6(P, - 2P, + Pz)

C0) =6-P, + 3P: - 3P2 + Ps)

Ent=J : ilsuffitde multiplier ,.JG* par P pour obtenir :

CQ) =P;

C? (1) =3(P5 - Pe)

C(1) =6(P, - 2P2 + Ps)

C1) =6- Po + 3P, - 3P2 + Ps)

1.5.4, Schéma de B-spline cubique (Bs)

Fonctions de lissage

ssQolt) = 1/61 - = Bt + 3t®? - t)

ssWilt) = 1/6(4 - 6t? + 3t’)

ssWalt) = 1/61 + Bt + 3t® - 3t*)

ass(t) Vet®

Matrice de lissage et son inverse

14 1 0 1-1 238 0

30 3 «0 1 0-8 0

ABs = 1/6 AS =



Matrices [G * Ap,] et [Ag, # R « Ag. 1

0 16 28 16 tito

“12A. x 0 0 12 “od 04

ie Bs A «Rx Av =
0 12 -1 12 Bs Bs 1 3

“16 W2 -1/2 16 0 “A

En prémultipliant Ap, et G + Ap, par diag(0 1 2 6), on obtient respectivement :

1 4 1 0

3 0
IG° = 1/6

Bs

6 -12 6 0

-6 18 -18 6

et:

0 1 4 1

6 3 0 3
IG: = 1/6

Bs

Symétrie par permutation par rapporta ¢ et /-1

Etant donné que Ap, « Re An. =D(-1) «G (cf. (A), §1.2 ci-dessus), on voit que le

schéma de B-spline cubique vérifie cette propriété.

Condition de Cauchy

La somme des composantes de vecteurs lignes de Ap. donne le vecteur caractéristique :

tsv(Ap.) = "(1 0 0 0)

La forme de la courbe du schéma de B-spline cubique est invariante par rapport aux

transformations linéaires du polygone caractéristique,

aan

Conditions aux bornes de la courbe

Ent=0 : ilsuffitde multiplier , 1G° par P pour obtenir ;

C(O) ==1/6(P, + 4P, + P2)

C0) = 1/2(P2 - Po)

C0) = (Py - 2P, + Py)

C0) =(- Py + 3Py- 3P.+ Ps)

Ent=ZJ : ilsuffitde multiplier , JG* par P pour obtenir :

Cd) = =1/6(P, + 4P,+ P; )

CY (1) = 1/20P5 - P,)

C1) =(P, - 2P, + Ps)

C1) =P, + 3P,- 3P,+ P;)

1.5.5. Schéma de Hermite cubique (He)

Fonctions de lissage [modéle dit "de Faux et Pratt” (Gasson-83, p.480]]

veWolt) = | - Bt? + 2t°

we (t) = at? = 23

weet) = t - 2t® + (C)

wePs(t) = - to4t?

Matrice de lissage et son inverse

a. 0 1 0 ~1 i I 1 1

A= Ao:
He He

3° 3 2 1 0 1 0 0

2 -2 1 1 0 l 2 3

AR



Matrices (G » A] et [Ay « R « Aue |

o 1 0 90 O 1 2 3

an) 0 1 _ 1 1 1 1
= A R, Ad =Gs A ae x He

3 -3 1 2 -3.-2 -8 -ll

2 -2 1 ] 2 #21 5 7

1 0 0 0

0 0 1 0
IG° =

He

-6 6 -4 -2

12 -12 6 6

et: .

0 1 0 0

0 0 0 1
IG' =

He

6 -6 2 4

12 «6-126 6

Symétrie par permutation par rapport a 1 et i-t

Etant donné que Ay, « R x Aue #D(-1) «G (cf. (A), §1.2 ci-dessus), on voit que le

schéma de Hermite cubique ne vérifie pas cette propriété.

Condition de Cauchy

La somme des composantes de vecteurs lignes de Ay, donne le vecteur caractérisnque :

rsv(Ay,)= (1 1-3 Heid 0 0 0)

La forme de la courbe est donc sensible aux transformations linéaires du polygone

caractéristique.

ahi boca ahi

Conditions aux bornes de la courbe

Ent=0 : il suffit de multiplier ,,,IG° par P pour obtenir :

CO) =P,

C0) =P,

C0) =2(-3P, + 3P, - 2P, - Ps)

C0) =62P, - 2P, + P, + Ps)

Ent=1 : il suffit de multiplier ,,IG’ par P pour obtenir :

cil) =P,

C1) = Ps

C1) =2(3P, - 3P, + Pz + 2P3)

C'(1) =6(2P, - 2P, + Pp + Ps)

1.5.6. Schéma modifié de Hermite cubique (mHe)

15.6.1 Préliminaire

Il existe, dans la littérature, plusieurs spécifications pour le schéma de Hermite cubique :

[Peters-74, p.263] [Faux-85, p.127] [Lewis-81, p.361] [Foley-82, p.517] [Gasson-83,

p.480]. Les différentes spécifications s'appuient sur un méme ensemble de fonctions de

lissage mais présentées dans un ordre différent. Aussi, l'interprétation géométrique attribuée

aux sommets du polygone caractéristique varie-t-elle selon le modéle considéré [Forrest-80,

p.165}.

Gasson dans [Gasson-83, p.480] a notamment relevé les deux modéles suivants :

e® le modéle dit “de Sabin’,

e fe modéle dit "de Faux et Pratt”.

Nous prenons comme modéle standard le modéle dit "de Faux et Pratt”, ceci pour nous

donner un point de repére, mais aussi pour des raisons de familiarité. En effet, c'est ce

modéle que nous avons utilisé tout au long de cette étude pour vérifier nos hypothéses et nos

résultats théoriques.

SRN



Les fonctions de lissage du modéle classique de Hermite cubique sont donc celles indiquées

en (C) ci-dessus. En remplacant ¢ par J - dans ces expressions, on obtient les relations

caractéristiques suivantes :

wePoC Tt) = wert)

nelPs( 1 -t) = wePott)

wele(1 t) = ~ nels(t)

wels(1-t) = — nelpett) )

Exprimons-les sous une forme plus condensée comme suit :

ne® (1Ht) = ye (OT ©)

od T est la matrice suivante :

0 1 0 0

1 0 0 0

T=

0 0 0 -1

Revenons a l'interprétation matricielle de ,.® (t) dans les deux membres de (E) ci-dessus :

Vi Age 2 Vt Ane * t ©)

Et comme v,-; = Vv; D(-1) « G, il s‘ensuit que:

V, D(-1) #G & Age = Ve Aye * t

Doi la caractérisation spécifique suivante du modéle de Faux et Pratt :

Ayet t* Aye =DC1)+G ©)

Au vu des relations (D) (ou de la matrice t) ci-dessus, lorsque l'on remplace ¢ par J - t,

afin de conserver la forme de la courbe, il faut, d'une part, permuter les deux sommets P, et

P, du polygone caractéristique, et de l'autre, remplacer Pz par -P; et-P, par Ps.

Autrement dit, le modéle de Faux et Pratt est symétrique par permutation par rapport Af et J

- t pour les deux premiers sommets et anti-symétrique pour les deux derniers. En termes de

conditions aux bornes, cela revient & permuter l'origine de la courbe avec son point terminal,

A inverser le sens des tangentes aux bornes pour les permuter ensuite.

Partant du modéle (C) ci-dessus, on définit les fonctions de lissage du schéma modifié

comme suit :

mitePolt) = ~ welPalt)

mietPalt) = netpa(t

miealt) = nePolt)

mielPsit) = welPsXt) ®

Par construction, les mel; (t) vérifient les relations suivantes :

mielPi(t) = melPsi(1-t) pour 1=0, 1, +43 Oo

Au sens de la Définition 5.1 du chapitre 5, Partie I, le schéma correspondant vérifie la

propriété de symétrie par permutation par rapport at et 1 - t.

Les relations (H) peuvent s‘écrire aussi comme suit :

me P(t) = ye D(t) T (K)

od la matrice T se définit par :

oo 1 0

0 1 0 0

T=

10 0 0

0 0 06 1



Comme T se décompose de la fagon suivante :

10 0 0 0 0 1 0

0 o 60 oon o 0

T=

0 0 -1 0 10 0 0

oo 0 1 00 0 1

nous dirons que c'est une matrice de permutation "signée". Exprimée en fonction des

matrices de lissage, la relation (K) prend la forme matricielle suivante :

Amite = Ane #T (Ly

tandis qu’en vertu du Théoréme 5.12, chapitre 5, Partie I, les relations (J) se traduisent par :

Ante #R Ame =DGC1)sG TM)

Remarques :

- convient de noter, & propos de (L), que la matrice T et son inverse permettent la

conversion entre le modéle de Faux et Pratt et le modéle modifié. En incorporant

le schéma modifié dans une base des schémas ayant Ja propriété de symétrie par

permutation au sens de la Définition 5.1, chapitre 5, Partiel, on peut donc

retrouver facilement le modéle de Faux et Pratt du schéma de Hermite cubique.

Ce fait sera utilisé dans le chapitre 3 de la Partie II.

- On vérifie par un calcul direct que les matrices R, T et t sont liées par Ja relation

suivante :

TatyT'=-R (N)

15.6.2, Analyse du schéma modifié de Hermite cubique

Donnons maintenant la spécification explicite du schéma modifié de Hermite cubique suivant

Ja méme démarche que pour les autres schémas.

Fonctions de lissage

meQolt}= - t+ 2t? - t?

mielos(t) = 3t? - at?

mePatt) = | 3t? + 2t?

mmtelPs(t) = -toae

Matrice de lissage et son inverse

an) 1 0-1 0 0

‘A _ -1 0 a 161 1 1

‘mHe = AmHe =

2 3 3-1 1 0 0 0

1 -2 2 I ol 2 3

a

01 0 hot

00 0 4 a “1-2-3

G5 Amte = Anites Ro 4 Amble=
“1300302 i 5

“22 2 4 0 1

0 oO 1 0

IG? = 1 0 Oo 1

mite

4 6 -6 -2

-6 -12 12 6



et:

0 1 0 0

iw.) ° 9 O21

me
2 6 6 4

6-12 12 6

Symétrie par permutation par rapporta ¢ et /-1

Etant donné que Aj yy, # Rx Aye | =DG1) * G (cf. (A), §1.2 ci-dessus), on voit que le

schéma modifié de Hermite cubique vérifie cette propriété.

Condition de Cauchy

La somme des composantes de vecteurs lignes de A__4,, donne le vecteur caractéristique :

rsv(Anye)="(1 -1 1 O)#*(1 0.0 0)

La forme de la courbe du schéma modifié de Hermite cubique est sensible aux

transformations linéaires du polygone caractéristique.

Conditions aux bornes de la courbe

Enr=0 : ilsuffitde multiplier, ,,,IG° par P pour obtenir :
mHe

C0) =P,

C(O) =-P,

C0) =2(2P, + 3P, - 3P,- Ps)

CO) =6(- Py - 2P, + 2P, + Ps)

Enr=/ + ilsuffitde multiplier ,.,,1G' par P pour obtenir:

ca) =P,

CW) =r,

C1) =2(- Py - 3P, + 3P, + 2Ps)

CC") =6-P. - 2P, + 2P, + Ps)

1.5.7. Schéma cubique d'Overhauser (Ov)

Fonctions de lissage

ovPott) = - 1/2t +t? = Watt

ov (t) = 1 s/at® +3/2t

ovPe(t) = Wet +20? = 3/2t®

avs (t) = - 1/2t® + 1/20?

Matrice de lissage et son inverse

0 1 0 0 1 a 1 1

12 0 IR 0 im 1 0 0 0
Ao = Aov =

1 +52 2 -12) 1 1 1 1

2 32 3/2 = 1/2) 1 2 4 6

Matrices (G + Ag,] et [Ag *R * Ag,"

0 0 1 0 ro. 1 1

0 12 0 1/2) 1 1 2 3

Ge Ay = Aov eR xA ov =

1/2 2 5/2 1 1 3

an 32 32 In| 0 a

En prémultipliant Ao, et G * Ao, par diag(0 1 2 6), on obtient respectivement :

6 100

ae

oo
20-5 4-1



et:

0 0 1 0

0 -1ta 2 0 12
Ov

-1 4 -5 2

-3 9 -9 3

Symétrie par permutation par rapporta ¢ et J-t

Etant donné que Ag, « Rx Aoy =D(-1) «G (cf. (A), §1.2 ci-dessus), on voit que le

schéma cubique d'Overhauser vérifie cette propriété.

Condition de Cauchy

La somme des composantes de vecteurs lignes de Ag, donne le vecteur caractéristique :

rsv(Ap,) = "(1 0 0 0)

La forme de ta courbe du schéma cubique d'Overhauser est invariante par rapport aux

transformations linéaires du polygone caractéristique.

Conditions aux bornes de la courbe

Ent=0 : ilsuffit de multiplier ol par P pour obtenir :

C0) =P,

C0) = 1/2(P, - Po)

C?'(0) =(2P, - SP, + 4P, - Ps)

CO) =3- Po + 3P.- 3Pe+ Ps)

Ent=T1 : ilsuffit de multiplier olG par P pour obtenir :

cw) =P,

CP (1) = 1/2(P5 - PL)

C1) =P, + 4P, - 5Pp + 2P;)

CU) =3- Po + 3P,- 3P2+ Ps)

ene)

1.5.8. Schéma de Taylor cubique (Tay)

Fonctions de lissage

rayPo(t) = |

rayPitt) = t

rayPatt) = 1/2t*

roys(t) = 1/6t°

Matrice de lissage et son inverse

Atay = Atay =

16

Matrices [G » Ay] et [ Aq, * Re Ary |

1 1 1/2 a R ne
Ts Tay =G. Atay ~ ay ok * ‘ay

2 1/2 1p

0 1/6 1/6

En prémultipliant A>, et G * Az,y par diag(0 1 2 6), on obtient respectivement :



et: 1.5.9. Schéma de Timmer cubique (Tim)

1 1 12 Fonctions de lissage

1 2 2

mo rinolt) = 1 = 4t + 5t® - 2t?

1 oo rimiPa(t) = 4t - 8th + at?

0 1 rinipelt) = at? - at?

rempstt) = ~ th + at?

Symétrie par permutation par rapporta ¢ et 1-1

Btant donné que Aryy +R x Aggy," #D(1) + G (cf. (A), $1.2 ci-dessus), on voit que le 4 Matrice de lissage et son inverse

schéma de Taylor cubique ne vérifie pas cette propriété.
1 0 0 0 1 0 0 0

Condition de Cauchy 3 “4 4 0 0 a 1 4 0 0
: sane Atim = Ags =

La somme des composantes de vecteurs lignes de A;,, donne le vecteur caractéristique : pan 5 8 4 ‘Tim 1 34 wm M4

' m 204 4 2 Porowdt

t8v( Atay) = G1 1/2 16)#' 0 0 0)

La forme de la courbe est donc sensible aux transformations linéaires du polygone

caractéristique. Matrices [G + Aqin] et [Aqin # R« Aric!)

Conditions aux bornes de courbes canoniques i 0 0 0 1 ttowa

=o eg . 3° par P ir:

Ent=0 : il suffitde multiplier 1G par P pour obtenir Gea Oo m4 4 a 1 2

C0) =Po Tim Atime Re Atim =
1064 8 5 1 3

CY) =P:
2 1

C@) =P. oo 0
CO) =Ps Ei 7 ar di i :

Ent=/ : ilsuffitde multiplier TylG" par P pour obtenir : n prémultipliant Ay, et G « Aq,,, par diag(0 1 2 6), on obtient respectivement :

Cl) =P, + P, + 1/2P, + I/6P3
1 0 0 90

CYC) =P, + Pe + 1/2P;
4 0 Oo

Cl) =P. + Ps IG° =
Tim

Cl) =Py 10-16 8 -2

“12 24 -% 12



et:

0 0 01

0 0 -4 4
IG‘ =

ti

m 2 8 -16 10

“12 24 -24 12

Symétrie par permutation par rapport a ¢ et /-t

Etant donné que Ay, « R x Atm =D(-1) «G (cf. (A), §1.2 ci-dessus), on voit que le

schéma cubique de Timmer vérifie cette propriété.

Condition de Cauchy

La somme des composantes de vecteurs lignes de A,,,, donne le vecteur caractéristique :

rsv(Ari,)= (1 0 0 0)

La forme de la courbe du schéma de Timmer cubique est invariante par rapport aux

transformations linéaires du polygone caractéristique.

Conditions aux bornes de la courbe

Ent=0: il suffit de multiplier >,,,1G° par P pour obtenir :

C@) =P,

C'? (0) =4(P, - Po)

C0) =2(5P, - 8P, + 4B, - Ps)

C0) =12¢- Py + 2P,- 2P,+ Ps)

Ent=1 : ilsuffit de multiplier .,.1G* par P pour obtenir :

Cl) =P

Cd) =4(P; - P,)

CU) =2-P, + 4P, - 8P, + SPs)

C1) = 12(-P, + 2P, - 2P.+ Ps)

a1

Discussion

Les simulations précédentes montrent que, muni de l'opérateur IG* avec ae (0, 1}, ilest

mathématiquement possible qu'un systéme automatique puisse caractériser la géométrie

d'une courbe canonique en ses bornes, quel que soit le schéma considéré. Au vu de

l'équation (5.42), oi peut aller plus loin car en laissant le paramétre @ prendre une valeur

quelconque dans l'intervalle normalisé, on obtient l'analyse locale de Ja courbe au point

C(x). Nous illustrerons ce dernier point, dans la suite, dans le cas de trois schémas cubiques

avec l'étude de leurs courbes canoniques respectives au point caractéristique C(1/2). On sait

que ce point, appelé "shoulder point" en anglais, se trouve toujours dans le plan médian

défini par l'ensemble de couples de points déterminés par les deux vecteurs tangentes C“*’(0)

et C’(1) [Boehm-82, p.214], Comme l'a souligné Boéhm, ce point permet de controler et

corriger la forme de courbes cubiques.

D'autre part, le vecteur caractéristique rsv(A) permet d'identifier les schémas dont les

courbes canoniques sont invariantes par rapport aux transformations linéaires des sommets

du polygone caractéristique tandis que Ja relation matricielle A « R x A~’= D(-1) x G permet

didentifier les schéma ayant la propriété de symétrie par permutation par rapport arf et I -1.

1.6. Interprétations géométriques classiques des schémas étudiés

Nous résumons dans le tableau A les principaux traits de chacun des neuf schémas étudiés

notamment par rapport i la propriété de symétrie par permutation, a la condition de Cauchy

et Al'expression des C"(i) pouri et <{0, t}.

Ce tableau est intéressant a plus d'un titre. Premiérement, il permet de retrouver factlement

l'interprétation géométrique immeédiate 4 attribuer aux sommets du polygone caractéristique.

En effet, les quatre contraintes géométriques Cli) aveci etf €{0, 1) suffisent pour

spécifier une courbe cubique. Ce probléme revient simplement A trouver les quatre P; qui

répondent a ces contraintes, en résolvant un systéme linéaire obtenu en égalant

respectivement 4 C(0), C(1), C70) et iC''(1) A Vexpression correspondante de la

quatriéme, cinquiéme, sixiéme et septiéme colonne du tableau pour le schéma considéré,



Tableau A: Traits fondamentaux des neuf schémas paramétriques.

Syméirie Cauchy C(O) cl) "(0 ced)

3 :

Al non non P, 2P P, Zhe

Ba oui oui Py Ps; 2(P, - Po) 2s - Pz)

Bé oui oui Py P, 3(P; - Po) 3(P3- P2)

Bs oui oui. :1/6(P, +4P, 1/6(P, + 4P, 1/2, - Pe) 1/2(P3 - P,)

i +P.) +P;)

He non non P, Py P, Ps

t mle oui non Pe 2, Py Py

Ov oxi ot Py P, 12P,- Pe) U2 Px)

| Tay non non Py 5 cuip, P, Laus-npe,

Tim oui oui Py Ps 4(P, - Po) A(P; - P.)

Considérons A titre d'exemple le schéma cubique de Bernstein-Bézier, Pour retrouver

Vinterprétation géométrique de ce schéma, il suffit de poser et résoudre pour P = {P, P: P;

Ps) le systéme linéaire suivant :

P, =C(0)

| P; =C(1)

3(P, - P,) =" )

3(Ps - Pz) = CL)

Ainsi, aprés calcul, on obtient :

P='(C(0), C()+13C"0), CU) -1BCP (1), CA)

La signification géométrique des sommets successifs du polygone caractéristique est évidente.

Par un procédé analogue, on retrouve facilement l'interprétation géométrique usuelle de chacun

des huit autres schémas, le systéme linéaire analogue étant obtenu simplemment & partir de ce

tableau.

Le second intérét de ce tableau est qu'il permet de relever les traits qui rapprochent les

différents schémas. Ainsi, par exemple, on voit que le schéma de Ball, de Bernstein-Bézier

et de Timmer se ressemblent étroitement sur les points suivants :

1. _ les trois vérifient la propriété de symétrie par permutation par rapport

at etal-t ;

2. Ja forme de leurs courbes canoniques est invariante par rapport aux

transformations linéaires des sommets de leurs polygones caractéristiques ;

3. dans les trois cas, la courbe commence au premier sommet du

polygone caractéristique et se termine au dernier :

CO) =P. et C(1) =P;

4. dans chaque cas, la courbe est tangente au premier et au

dernier cété du polygone caractéristique :

CP O=uP.-P.) et CPU) =u(Ps-Pe)

avec :

a2 pour Ball,

u 3 pour Bernstein-Bézier et

u 4 pour Timmer.

L’analyse des courbes canoniques en ¢ = 1/2 met d'avantage en évidence la ressemblance

entre ces trois schémas, comme te montre le tableau B ci-dessous.

6A



Tableau B : Analyse comparée des schémas de Ball (Ba), de Bernstein-Bézier (BE)
et de Timmer (Tim) ent = 1/2.

Schéma — C(1/2) cai) ca) cle)

Ba 14. +Ps) + Ps-Po) + 2Py- Pi -Pe+Ps) — 12(P, - Pe)

/4((P, + Pa) 5/4 (Pe - Pa)

Bé 1/8(Po + Ps) + 3/8(Ps-Po) + 3(Po- Pa-PetPs) (Ps - Po) +

3/8(P, + Pe) 15/8(P: - P,) 18(P, - Pa)

Tim = 1/2(P, +P.) -VAPs-Ps) + — 4(Po- Pas PatPs) — 12(Ps -Po) +

5/2(P, - Ps) 24P, - P.)

Les paramétres C"'(1/2), j = 0, 1,2, 3, sont calculés a l'aide de l'opérateur 1Gi”?,

Calculée suivant 'équation (3.17) du chapitre 3, Partie I, la matrice G*’* dans le cas

cubique vaut >

112 14 18

gue o 1 1 38

oo 1 2

00 0 1

Développons le calcul de IG*‘? seulement dans le cas de Ball. Calculons en premier la matrice

(G'? 4 Asd:

112 We 18 i 0 0 0

o 1 1 a@lf-2 2 0 0

Gis ASS

Boy ooo 61 effi 4 2 1

0 0 0 tffo 2-2 0

Nous obtenons :

4 14 4 14

Ges AS -1 -54 5A 1

1 1-101

0 2 -2 0

Ensuite, pré-multiplions [Gx Apo] par diag(1 1 2 6) pour obtenir:

1/4 V4 4 4

we _f-l -12 ot
pIG* =

2 +20-202

0 12-12 0

Explicitons enfin les C”(1/2) comme suit (en multipliant y,IG"’? par P) :

C (1/2) = V4, + Ps) + 1/4 (P, + Pe.)

C' (1/2) =(Ps - Ps) + 5/4 (Pz - Pi)

C% (1/2) =2(Po - Py - Pz + Ps)

Cc (1/2) = 12, - Pe)

Revenons maintenant aux trois schémas. Il resort du tableau B une paramétrisation similaire

des expressions de C“”(1/2) pour ces trois schémas. On observe notamment que :

pourj=0:

C(1/2)=0,(Po+Ps) + G2(PitPe)

avec :

01=02= 1/4

O,=1/8 et 02=3/8

pour Ball,

pour Bernstein-Bézier,



ei= 0 et o,=12 pour Timmer ;

pourj=i:

C (1/2) = 2, (Ps - Po) + Ae (Pe - Pi)

avec:

Ay=l et A= 5/4 pour Ball,

A,=3/8 et A,=15/8 pour Bernstein-Bézier,

A,=-1/4 et A,=5/2 pour Timmer ;

pourj=2:

C'?) (1/2) =w(Po - Pi- Pe + Ps)

avec :

W=2 pour Ball,

p=3 pour Bernstein-Bézier,

u=4 pour Timmer ;

pourj=3:

CTM (1/2) = 51€Ps - Pe) + be (Pi - Pe)

avec :

t,=0 et ,=12 pourBall,

t,=6 et ¢,=18 pour Bemstein-Bézier,

t,=12 et ¢€,=24 pour Timmer.

Dans le cas de Timmer, du fait que C(1/2) = 1/2(P, + P}, 1a courbe passe par le milieu du

deuxiéme cété du polygone caractéristique, ce qui n'est pas le cas pour les deux autres

[Boéhm-82, p.204]. Puisque la courbe est aussi tangente en ses extrémités aux deux autres

cétés du polygone caractéristique, elle se racolle mieux au polygone caractéristique défini par

les sommet de Timmer que ceux définis par les sommets de Benstein-Bézier et de Ball. De ce

fait, le schéma de Timmer permet une esquisse plus rapide des courbes parameétriques cubiques

[Timmer-80, p.26] [Boéhm-82, p.214] .

Toutefois, le schéma cubique de Bernstein-Bézier est généralement préféré pour 1¢s

nombreuses propriétés intéressantes que possédent ses fonctions de lissage [idem].

Notamment parce qu'il permet de traduire avec des paramétres simples les idées du

styliste-projecteur.

Quant au schéma de Ball, il permet de tracer des coniques, i.e., des paraboles [idem]. En

effet, les deux fonctions de lissage 5.4%; (t) et 5% (t) sont les seules A contenir de termes

cubiques qui, de plus, sont opposés. En choisissant P;= P, conduit par conséquent 4 une

cubique dégénerée en conique. D'autre part, le point s = C(1/2) se trouve toujours a

mi-distance entre le milieu m dela corde P,P; et celui du deuxiéme cété du polygone

caractéristique. Ces trois point sont toujours colinéaires,

Nous n‘avons pas la prétention d'effectuer une comparaison exhaustive des neuf schémas

entre eux. Lidée ici est d'illustrer l'intérét pratique des outils théoriques présentés dans la

premiére partie de cette étude. Par ailleurs, exception faite aux schémas de Taylor,

d'Overhauser et de Hermite modifié, on trouve dans [Boéhm-82] une étude approfondie

consacré & ces schémas, avec des généralisations aux schémas rationnels.

Conclusion

Pour un schéma arbitraire {A, [0, 1]} donné, les lignes successives des deux matrices

associées :

IG =diag(O! 1! 2! ... nthe A et IG'=diag(O! 1! 2! ... nx GeA

permettent de spécifier les conditions géométriques aux extrémités de son arc de courbe.

Leur forme généralisée IG“ = diag(0! 1! 2! ... n!)*«G* « A permet de conduire I'analyse

analogue 4 toute autre point paramétrique o .

La propriété de symétrie par permutation par rapport Aft et 2 -t équivaut a la relation

matricielle suivante vérifiée par la matrice de lissage A :

AyR« A’ =D-lD«G

Linvariance de la forme d'une courbe canonique par rapport aux transformations linéaires

des sommets de son polygone caractéristique se caractérise par la relation suivante :

tsv(A) ="(1, 0, ..., 0)

DER



avec

tsv(A), = (DA, 5) pouri=0,1,...,9
j=0

Ce sont ces trois résultats théoriques, établis notamment au chapitre 5, Partie I, qui

permettent la caractéreisation automatique des neuf schémas étudiés, le procédé pouvant étre

généralisé A tout autre schéma. Le résultat ainsi obtenue peut servir d'un point de départ pour

une étude comparée de schémas.

Dans une base de schémas, ces mémes résultats permettraient également de caractériser les

schémas y représentés et de déterminer les conditions de raccordement aux jonctions de

courbes composites selon l'ordre de continuité souhaité.

Enfin, l'opérateur IG* permet de s'affranchir de la spécificité des schémas & analyser.

tebe
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CHAPITRE 2

Relations de passage : Base de six schémas cubiques

Introduction

Nous présentons dans ce chapitre les relations explicites reliant les paramétres

caractéristiques (au sens du chapitre 7, partie I, §3) des schémas inclus dans la base des

schémas cubiques proposée au chapitre 7, partie I. Les deux relations suivantes de passage

président a leur calcul :

Py (i) = Myo ni, #)Ps i=0,1,..,3

99; (t) = 1 O(t) Mg nf, j) J=0,1,..43

Dans chaque cas la matrice de passage M,., est la donnée de départ. Toutefois, pour

faciliter les vérifications éventuelles, nous préciserons également :

a. l'inverse de la matrice de lissage du schéma héte (A,,*);

b. la matrice de lissage du schéma initial (A, ) ;

c. les fonctions de lissage du schéma hte (,; () et du schéma initial (,'p, (t)).

Il est vrai que des paramétres tels que les fonctions de lissage, par exemple, sont déja donnés

dans les chapitres 1 de la partie I et Il. Cette redondance nous parait cependant nécessaire

pour limiter les fréquents retours en arriére.

1. Conversion vers Ball Cubique

Schéma hdte : Schéma de Ball cubique (Ba).

la. Inverse de sa matrice dle lissage :

t 0 0 0

1 12 0 0

At =
Ba

mn



Lb.

11

LLL.

1.1.2.

Fonctions de lissage de Ball cubirjue (Ba) :

pave) = 1 at + t?

pert) = at - 4t? + 2t?

paett) = at = 2t

past) = e

Schéma initial : schéma de Bernstein-Bézier cubique (Bé):

Matrice de lissage de Bernstein-Bézier cubique :

1 90 0 60

3. 3 0 60

An SF
3-6 3. 6

1 3 -3 1

Fonctions de lissage de Bernstein-Bézier cubique :

peGott) = 1 - 3t+ St? - t?

pestt) = 3t - 6t? + 3t°

pedett) = at? — 3te

pest) = e

Matrice de passage My, .p,=Apa * Ape:

-1f2 32 0 6

Ma. ope =
0 0 3/2 -1/2

0 0 0 I

11

1,2,

1.2.1.

Sommets de Ball exprimés en fonction de sommets de Bézier : Pa. = Mpg ope Pre

Les lignes de fa matrice de passage aidant, on obtient:

Py (0) = Ppe(0)

Ppl) = -1/2P,,(0) + 3/2P,,(1)

Ppa(2) = 3/2Py(2) - 1/2P,,(3)

PaaS) = Pag(3)

On peut arranger ces expressions de la maniére suivante pour suggérer une

méthode de construction géometrique :

Py) = Pp,(0)

Ppl) = 3/2/P Qi) - Patt] + Py (0)

Pp,(2) = 3/2[Ppe(2) - Paa3)] + Pp.(3)

Py,(3) = Pg.(3)

ii

Fonctions de lissage de Bernstein-Bézier exprimées dans la base de Ball :

Opt) = ©, (0) Mage on,

Les colonnes de la matrice de passage aidant, on obtient :

pePolt) = piWolt) = 1/21 t)

pehitt) = 3/2 py.)

pobert) = 3/2 y Welt)

posit) = - 1/2 gihele) + pip s(t)

Schéma initial : schéma de B-spline cubique (Bs)

Matrice de lissage de B-spline cubique Ap, :

fi 4 1 0

Ants = 1/6
ted-6Seal



1.2.2. Fonctions de lissage de B-spline cubique :

pivott) = 1/6(1 - 3t + 3t* - t)

psrtt) = 1/664 - 6t? + 3t*)

povett) = 1/6(1 + 3t + Bt? - St?)

3

east) = Vet

Matrice de passage Mp, _4p,=A ge * A ps?

Mas opa = UI2

Sommets de Ball exprimés en fonction de sommets de B-spline cubique :

Paa= Mas ops Pas

Pp,(0) = 1/6 [Pp,(0) + 4Pp(1) + Pp]

Paa(l) = W12[-Pp,(0) + 8Pp,(1) + 5Pp,(2)]

Pp,(2) = 1/12 (5P_(1) + 8Pp,(2) = Pp,Q)]

Pp.) = U6 {Pp,(1) + 4Pp,2) + Pp,@)]

Fonctions de lissage de B-spline cubique exprimées dans la base de Ball :

5,0 = Op,(t) Mas pps

Les colonnes de la matrice de passage aidant, on obtient :

paett) =. W122 papolt) = pst]

piditt) = WI pPolt)+ Bpstt) + Spavelt) + 2pavstt]

pelt) = W1AZpvolt)+ Fpapult) + Bpwelt) + 8 yavystt]

13.

13.1.

1.3.4,

pi¥stt) = 112 papell) + 25, 05(01

Schéma initial : schéma de Hermite cubique (He)

Matrice de lissage de Hermite cubique :

eo ° S

&

HeVott) = Bt? + at?

weet) = 3t? - at?

weet) = ot - 2the

Hest) = - th + 8

Matrice de passage Myj,_.5,=A py * Ape!

My. op, = 2

Sommets de Ball exprimés en fonction de sommets de Hermite cubique :

Pas Mie spa Pte

Pp(0) = PyQ(0)

Pail) = Pye(0) + 1/2 PyQ(2)



Py(2) = Pye(l) - 1/2 Py.(3) : 1.4.3. Matrice de passage M5, .5,= Apa 4 A mite:

Pp3) = PHC)

“4 1.3.5. Fonctions de lissage de Hermite cubique exprimées dans la base de Ball : 60 0 2 06

Oo (th = 0, tt) M -1
He Ba He—>Ba 3 MyHe—>Ba = 12

Les colonnes de la matrice de passage aidant, on obtient :
0 2 0 0

¥

i] HePost) = pa¥oCt) * past)

4 | pelds(t) = palelt) + pats(t) : 1.4.4, Sommets de Ball exprimés en fonction de sommets de Hermite modifié :
fit
Be) 

3 P,.=M P
i | weeCt) = 17 palps(t) Ba ‘mHc—>Ba ~ mHe

if |
e | pels (t) = 1/2 Bavett) Pp (0) = Pane(2)

f ; PRall) = - V2 Pi (0+ Pane(2)

hy 1.4, Schéma initial : schéma de Hermite cubique modifié (mHe) | a 5 i he 4

Me 1.4.1. Matrice de lissage de Hermite cubique modifié : pal2) = Poult) 9 - 1/2 Pi (3)

Pp, (3) = Panel!)

o oO 1 0 1.4.5. Fonctions de lissage de Hermite cubique modifié exprimées dans la base de Ball :

+0 0 0 ® elt) = Opalt) MmHe—>Ba

bo ha da _

Les colonnes de la matrice de passage aidant, on obtient :

myePot) = - 1/2 payilt)

1.4.2. Fonctions de lissage de Hermite cubique modifié :

’ mie? t) = pala(t) + past)
-_ 20 3

mHePolt)= -t + 2t : mme2(t) = pelt) + pytos(t)

te Bt? - ate

mite? me s(t) =-12 pave(t)
2 3

moet= 1 Sth + 2k

meest= - + t



15.

1.5.1.

1.5.2.

1.5.3

1.5.4.

Schéma initial : schéma d’'Overhauser cubique (Ov)

Matrice de lissage d'Overhauser cubique :

Fonctions de lissage d'Overhauser cubique :

ovPott) = - I/2t + 2 — 1728

ove) = | ~ 5/2t? + 3/2t

oyeett) = Wat + 2t® = 37283

ove) = - 1/2t? + 172+?

Matrice de passage My, on, =Apy * Atm:

Sommets de Ball exprimés en fonction de sommets d'Overhauser :

Pay = Moy—sBa Poy

P30) = PoC)

Pp,(1) =- 1/4 Pg,(O)+ Po,(1) + 1/4 Py (2) = Poy(h) + 1/4 [Po,(2) - Po (O)]

Pp,(2) = 1/4Po (1) + Po (2) - 1/4 Poy(3) = Poy (2) - 1/4 [Pp (3) - Po (1)]

Pp(3) = Py, (2)

977

= umiigtess

1.5.5. Fonctions de lissage d'Overhauser cubique exprimées dans la base de Ball :

Oy (t) = O, (t) Mg, ope

Les colonnes de la matrice de passage aidant, on obtient :

oot) = - 1/4 p,vilt)

ovitt) = paolt) + gilt) + 4p. geCt)

oyett) = 4 pelt) + pelt) + 2 ys(t)

ovat) =~ U4 p,att)

1.6. Schéma initial : schéma deTimmer cubique (Tim)

1.6.1. Matrice de lissage de Timmer cubique :

1.6.2.

Artin 7

Fonctions de lissage de Timmer cubique:

qimpolt) = 1 - 4t + St? ~ 2t?

qm) = 4t — at’ + 4t?

rimgett) = 4t? - 44?

Tims) = - t? of at

VIR



1.6.3.

1.6.4

1.6.5.

Matrice de passage My, ona=Ape *Atio!

Mrim—>Ba =

Sommets de Ball exprimés en fonction de sommets de Timmer :

Pa Mrim—sBa Pama=

Pp.(0) = Pypa(0)

Ppg(1) == Prip (0) + 2Prig(}) = Ppipg(O) + 2AP pig 1) - Prim (Ol

Pyg(2) = Prig(2) - Prg(3) = Prig(3) ~ 20P ieg(3) ~ Prie(2)]

Pg.) = Prin(3)

Fonctions de lissage de Timmer cubique exprimées dans la base de Ball :

D7. ft) = O40) Maim spa

Les colonnes de la matrice de passage aidant, on obtient :

Tim#o“t) = paolt) - patpelt

Timi (D = 2 pal Mt)

Timbest) = 2 paPelt)

Tim 3st) = - palbaltd + py¥sCt)

9710

—
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2. Conversion vers Bernstein-Bézier cubique

Schéma héte ; schéma de Bernstein-Bézier cubique (Bé)

2.a. Inverse de sa matrice de lissage :

1 0 0 0

1 18 0 0

AU =
Be 1273 18 0

2.b. Fonctions de lissage de Bernstein-Bézier cubique :

Voir §1.1.2.

2.1. Schéma initial : schéma de Ball cubique (Ba)

2.1.1. | Matrice de lissage de Ball cubique :

2.1.2 Fonctions de lissage de Ball cubique :

Voir §1.b.

2.1.3. | Matrice de passageM,, .n¢=Ape «Aga:



Mpe one = [18 28 0 0

0 0 28 1

Sommets de Bézier exprimés en fonction de sommets de Ball :

Poe = Mg, ope Ppa

Ppe(0) = Pp,(0)

Pye(l) = 1/3Pp,(0) + 2/3Pp,(1)

Pa(2) = 2/3P,,(2) + 1/3P,,(3)

Pae(3) = Pp, (3)

P,,(0) + 2/3[Pp,(1) - Pp,(0)]

P,,(3) - 2/3[Pg,(3) - Pp,(2)]i tt

Fonctions de lissage de Ball cubique exprimées dans la base de Bernstein-Bézier :

p,(0 = 05.00 Mp, ane

Les colonnes de la matrice de passage aidant, on obtient :

pao t) = peo(t) + 1/3 pei lt)

past) = 2/3 pepsct)

pafett) = 2/3 pelt)

Itpags (0) 1/3 papel) + pePa(t)

2.2, Schéma initial : schéma de B-spline cubique (Bs)

2.2.1.

2.2.2.

Matrice de lissage de B-spline cubique :

Voir §1.2.1.

Fonctions de lissage de B-spline cubique :

Voir §1.2.2,

2.2.3. Matrice de passage Mp, .ng=A pe Ape:

~n QoMpsope= 16] ° 4

2 we Pf Oo

2.2.4. Sommets de Bézier exprimés en fonction des sommets de B-spline :

Pao = Mp. one Pas

Py(0) = 1/6(Py.(0) + 4Pp,(1) + Pp,(2)]

Pal) = 2/3Pp,(1) + 1/3Pp,(2)

Py(2) = 1/3P,.(1) + 2/3P,,(2)

Py(3) = V6 [Pp(1) + 4Pp.(2) + Pp,(3)]

2.2.5. Fonctions de lissage de B-spline cubique exprimées dans la base de

Bernstein-Bézier : ,, (t) = 0, .(t) Mg, one

Les colonnes de la matrice de passage aidant, on obtient :

pot) = 1/6 paio(t)

psPilt) = 1/6 [4 pePolt) + 4 peini(t) + Zpepolt) + ppps(t)]

psGett) = W6[pgholt? + 2pepilt) + 4 ygpelt) + 4 ysis]

psbs(t) = 1/6 pest)

2.3. Schéma initial : schéma de Hermite cubique (He

2.3.1. Matrice de lissage de Hermite cubique :

Voir §1.3.1.



2.3.2.

2.3.3.

2.3.4,

2.3.5.

2.4.

2.4.1.

Fonctions de lissage de Hermite cubique :

Voir §1.3.2.

Matrice de passage My, 3,=Ape +A pe:

Sommets de Bézier exprimés en fonction des sommets de Hermite :

Pye = Mue ons Pure

PQ) = Py.(0)

Pp(l) = Py.(0) + 1/3Py,(2)

Pyg(2) = Py(l) - 1/3Py(3)

Pp (3) = Py)

It

il

Fonctions de lissage de Hermite cubique exprimées dans la base de

Bernstein-Bézier : (0) = O,{t) Mie _sBé

Les colonnes de la matrice de passage aidant, on obtient :

pePott) = pelo(t) + pest)

Itelf) pee t) + pest)

peat) =I peerlt)

pel?s(t) a” 1/3 pePeit)

Schéma initial : schéma de Hermite cubique modifié (mHe)

Matrice de lissage de Hermite cubique modifié:

Voir §1.4.1.

IRQ

2.4.2. Fonctions de lissage de Hermite cubique modifié :

Voir §1.4.2.

2.4.3. Matrice de passage Mu. spe=Ape A mie:

Matte—>Bé =

2.4.4. Sommets de Bézier exprimés en fonction des sommets de Hermite :

Poe a Mintle —>Bé Pate

Py .(0) P nel(2)

Ppl) = - 1/3 Pay (0) + Prrye(2)

Pye2) = Priel!) ~ USP e(3)

Pye3) = Prpge(l)

2.4.5. Fonctions de lissage de Hermite cubique modifié exprimées dans la base de

Bernstein-Bézier : ® ,,(t) = ©, (t) Mine ope

Les colonnes de la matrice de passage aidant, on obttent :

muePost) = - V3 gees tt)

mHeeit) = pealt) + palPs(t)

meet) = pePolt) + peastt)

muef3t) = - 1/3 pepelt)

aoa



25.

2.5.1.

2.5.5.

Schéma initial ; schéma d'Overhauser cubique (Ov)

Matrice de lissage d'Overhauser cubique:

Voir §1.5.1.

Fonctions de lissage d'Overhauser cubique :

Voir §1.5.2.

Matrice de passage My, .p¢=A pg “* A gy!

“1 1 0

Movope= U6

0 1 6-1

0 0 6 0

Sommets de Bézier exprimés en fonction des sommets d'Overhauser :

Pape = Mov_spe Pow

Pp¢(O) = Poy(1)

Ppe(l) = - 1/6 Po\(0) +Po (1) + 1/6Po,(2) = Poy(1) + 1/6[Po,(2) - Po (0)]

Pye(2) = 16Pg (1) +Po,(2) - 1/6Po,(3) = Po,(2)- V6IPo,(3) - Po(D)I

Py) = Po,(2)

Fonctions de lissage d'Overhauser cubique exprimées dans la base de

Bernstein-Bézier : ®,,(t) = ®3.(t) Moyne

Les colonnes de la matrice de passage aidant, on obtient :

ovolt) = - W/6gep,(t)

ovPiit) = peolt) + ge Pitt) + WS geet)

ovbelt) = W6ge0i(t) + geelt) + peps(t

ovestt) = - M6ggp2(t)

2.6.

2.6.1,

2.6.2.

2.6.4,

2.6.5.

Schéma initial : schéma de Timmer cubique (Tim)

Matrice de lissage de Timmer cubique:

Voir §1.6.1.

Fonctions de lissage de Timmer cubique :

Voir §1.6.2.

Matrice de passage My, .p¢=A pe A tim!

Mrim—>pe= 18 |-1 4 0 0

0 0 4 «1

0 o 0 3

Sommets de Bézier exprimés en fonction des sommets de Timmer iPye=

Myim—spe Prim

P50) = Prig(0)

Pel) = = VBP pig(O) + ABP ring(L) = Pg) + 4/30P pig (1) ~ Prin OD]

Ppel2) = ABP rig 2) ~ VBP pgg(3) = Pry (3) = 4/31 Prig(3) ~ Prim (20)

PB) = Prin (3)

Fonctions de lissage de Timmer cubique exprimées dans la base de

Bernstein-Bézier : O,. (0) = ®,.(t) My. ope

Les colonnes de la matrice de passage aidant, on obtient :

TimPot) = pePolt) = 1/3 pap. (t)

rina(t) = 4/3 gopatt)

tindeCt) = 423 peatt)

qimdst) = “1/3 paalt) + pelt



3.a.

3.b.

3.1.

3.1.1.

3.1.2.

3.1.3.

Conversion vers B-spline cubique

Schéma hote : schéma de B-spline cubique (Bs)

Inverse de sa matrice de lissage :

1 -1 43 0

i 1 0-18 O

Abs = 1 1 2B 0

1 2uB 6

Fonctions de lissage de B-spline cubique :

Voir §1.2.2.

Schéma initial ; schéma de Ball cubique (Ba)

Matrice de lissage de Ball cubique :

Voir 2.1.1.

Fonctions de lissage de Ball cubique :

Voir §1.b.

Matrice de passage My, .5,= Ap, * Apa!

Mpa—>Bs = 16

3.1.5,

3.2.

3.2.1.

3.2.2,

3.2.3.

Sommets de B-spline exprimés en fonction de sommets de Ball: P,, =

Mp, Bs Poa

P.(0) = 1/3 [11P,,(0) - 14P,,(1) + 4P,,(2) + 2P_,(3)]

P(t) = 1/3{2Pp,(0) + 4Pp,(1) - 2P,,(2) - Pp,(3)]

Pp(2) = 13[-P,,(0) - 2Pp,(1) + 4P5,(2) + 2P,,(3)}

P,.(3) = 1/3(2Pp,(0) + 4Py,(1) - 14Py,(2) + 11P,,(3)]

Fonctions de lissage de Ball cubique exprimées dans la base de B-spline :

Op ,{t) = 0,0) Mg, ops

Les colonnes de la matrice de passage aidant, on obtient :

pafolt) = U3 [lla polt) + Zpit) - pelt)

pafi(t) = 1/3 [-14 pot) + 4p.pitt) - 2 pelt)

padatt) = 134 pelt) - pitt) + 4 pipelt)

pavstt) = U3 [2p elt) - pitt) + 2 ppelt)

Schéma initial : schéma de Bernstein-Bézier cubique (Bé)

Matrice de lissage de Bernstein-Bézier cubique :

Voir §1.1.1,

Fonctions de lissage de Bernstein-Bézier cubique :

Voir §1.1.2,

Matrice de passage Mp, no =Ap, «A pg:

Mpeops =

AQQ

+ 2p.ys(t)]

+ 4 pestt)]

14 p0s(t)]

+ 11 gpstt)]



3.3.

3.3.1.

3.3.2.

3.3.3.

Sommets de B-spline exprimés en fonction de sommets de Bézier : Pg, =

Mpe ops Pye

Py.(0) = 6Pp(0) - 7Pp(l) + 2Ppy¢(2)

Pp(1) = 2Pye(l) - Ppg(2)

Py,(2) = -Pye(l) + 2Py6(2)

Pp.(3) = 2Pye(1) - 7Ppe(2) + 6P_(3)

Fonctions de lissage de Bernstein-Bézier cubique exprimées dans la base de

B-spline :@,,(t) = ©.(t) Mgs_g,

Les colonnes de la matrice de passage aidant, on obtient :

pefo(t) = 6p,¥olt)

pert) =-TyePolt) + pevilt) — povelt) + peps(t)

peat) = pot) - —pealt) + pewelt) - Tpepstt)

peostt) = Gpeatt)

Schéma initial : schéma de Hermite cubique (He)

Matrice de lissage de Hermite cubique :

Voir §1.3.1.

Fonctions de lissage de Hermite cubique :

Voir §1.3.2.

Matrice de passage My. 5, =Ape Atte!

Mue—ops = 18

3.3.4,

3.4,

3.4.1.

Sommets de B-spline exprimés en fonction de sommets de Hermite :

Pas= Mite ops Pute

Pp (0) = -Py(0) + 2Py.(1) - 7/3Py(2) - 2/3Py,(3)

Pa (1) = 2Py.(0) - Py(1) + 2/3Py,(2) + 1/3P,,(3)

Pp,(2) = -Pyye(0) + 2Pye(l) - 1/BPyQ(2) - 2/3P 343)

Py.G) = 2Py.(0) - Py) + 23Py (2) + 7/3Py9(3)

Fonctions de lissage de Hermite cubique exprimées dans !a base de B-spline :

gat) = 00M,
'He—>Bs

Les colonnes de Ia matrice de passage aidant, on obtient :

neelt) =-paolt) + Apyoult) ~ pivalt) + pact)

weit) = 2gGolt) - pest) + pyWalt) ~ pis(t)

neett) = UBL-Tyeolt) + 2p,01(0 - pvalt) + Qpps(t)]

pedstt) = UB[-2p,Volt) + pitt) — weelt) + Tppsct)]

‘Schéma initial : schéma de Hermite cubique modifié (mHe)

Matrice de lissage de Hermite cubique modifié :

Voir §1.4.1.

Fonctions de lissage de Hermite cubique modifié ;

Voir §1.4.2.

Matrice de passage M,.yi. spe =A ps «A mute?

Mintie—>Bs = 1/3
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3.4.4,

3.4.5.

3.5.

3.5.1.

Sommets de B-spline exprimés en fonction de sommets de Hermite modifié :

F.Pas = Mintic—ops Pinte

Les lignes de la matrice de passage aidant, on obtient :

Pp(0) = 7/3Paype(0) + 2Praypell) - Prpe(2) - 2%3Pppie(3)

Pag(t) =~ 2U3P rape) - Prape(l) + 2Prypel(2) + L/3Pyapte(3)

Pyg(2) = USPaye(0) + 2Prapie(L) - Prytiel2) - 2/3Ppte(3)

Py.) =~ 2/3Pripe(O) - Prapge() + 2Pmpiel2) + 7/3Peupte(3)+

Fonctions de lissage de Hermite cubique modifié exprimées dans la base de

B-spline : ® ye(t) = p(t) Mate ops

Les colonnes de la matrice de passage aidant, on obtient :

muadott) = U3 [TpBolt) ~ 2py¥s(t) + galt) ~ p,eatt]

miePilt) = 2pePolt) - pert) + BpeWalt) - pevs(t)

Yolt) = -geWolt) + 2peilt) ~ povalt) + Zpeys(t)
mHe

pst) 1B [- 2p,alt +p, alt) ~ 2peeC0) + Tpypstt)]
mHe

Schéma initial : schéma d'Overhauser cubique (Ov)

Matrice de lissage d'Overhauser cubique :

Voir §1.5.1.

Fonctions de lissage d'Overhauser cubique :

Voir 1.5.2.

Matrice de passage My,_.p.=A py A gy!

Moya = 6

Sommets de B-spline exprimés en fonction de sommets d'Overhauser :

Pas = Moy_sps Poy

Les lignes de la matrice de passage aidant, on obtient :

Pg(0) = 1/6[7Po,(0) - 4Po(1) + SPo,(2) - 2PQ,(3)]

Pg.(1) = 1/6[-2Po(0) + 11Pp(1) - 4Po,(2) + Po, (3)]

Pp(2) = 1/6[Po(0) - 4Po,(1) + 11Po(2)- 2Po,(3)]

P,.(3) = 1/6[-2Po,(0) + SPo,(1) - 4Po,(2) + 7Po,(3)]

Fonctions de lissage d'Overhauser cubique exprimées dans la base de B-spline :

y(t) = OB. Moy_sps

Les colonnes de la matrice de passage aidant, on obtient :

ovPolt) = W6[Tpvolt) - Qpyvrtt) + gielt) - Qpepstt)]

ovPilt) = U6 [-4p,volt) + Uppilt) - 4pepelt) + Spepstt)I

ove) = V6 [Sppolt) - 4pilt) + Ip.pelt) - 4p,s(t)]

ovat) = U6 [-2p,wolt) + pvilt) = pelt) + 7p, std]

Schéma initial : schéma de Timmer cubique (Tim)

Matrice de lissage de Timmer cubique :

Voir §1.6.1.

Fonctions de lissage de Timmer cubique :

Voir §1.6.2.

Matrice de passage Myi._.p5=A po» A tim!

[os -28 8-2

+2 8 +4 I

Mrim—sps= 13
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3.6.4.

3.6.5.

Sommets de B-spline exprimés en fonction de sommets de Timmer : P,. =

Mrim—>Bs Prim

Les lignes de la matrice de passage aidant, on obtient :

Pp.(0) = U3 (25Ppi(0) - 28P pg (l) + BPpigg(2) ~ 2P rig (3)

Pp (1) = 1/3 {-2Prig(0) + 8Ppig(l) - 4Prim(2) + Pri (3)3

Pp,(2) = U3 [Prin 0) - 4Ppyg(l) + BP (2) 2Prig (3)]

Py.(3) = U3 [+ 2P pig) + SP (ld WP (2) + 25Prig(3)]

Fonctions de lissage de Timmer cubique exprimées dans Ia base de B-spline :

Daft) = Op,(t) Mam oBs

Les colonnes de la matrice de passage aidant, on obtient :

TimPo“t) = 1/3 [25p,o(t) Zeit) * psifatt) 2p,¥s(t)]

timslt) = U3 [+ 28p,Wolt) + Bpilt) - 4p.pelt) + Bp,¥s(t)]

minGett) = UB [8,90 - 4y,0slt) + Spelt) - 28p.sKt)]

sit) = 1/3 [-2peolt) + pitt) - Qpypatt) + 25pi9stt)]
Tim B Bs

4, Conversion vers Hermite cubique

4.a.

4.b

Schéma héte : schéma de Hermite cubique (He)

Inverse de sa matrice de lissage :

1 0 0 0

-3 1 t 1 1
A =
He

0 | 0 66

0 I 2 3

Fonctions de lissage de Hermite cubique :

Voir §1.3.2.

4.1.

4.1.1.

4.1.2.

Schéma initial : schéma de Ball cubique (Ba)

Matrice de lissage de Ball cubique :

Voir §2.1.1.

Fonctions de lissage de Ball cubique :

Voir §1.b.

Matrice de passage Mp, u.=A pe + Apy!

Sommets de Hermite exprimés en fonction de sommets de Ball : P,;, =

PMg, >He Ba

Les lignes de la matrice de passage aidant, on obtient :

Py.(0) = Pp,(0)

Pel) = Pp,(3)

Py(2) = 2{Pp,(1) - Ppg(O)]

Py(3) = 2(Pg,3) - Pp,(2)]il

Fonctions de lissage de Ball cubique exprimées dans la base de Hermite :

Oy a(t) = O10) Migs ste

Les colonnes de Ja matrice de passage aidant, on obtient :

pafott) = pePolt) - 2 pyotpett)

pafi() = 2 Patt)

pafelt) = - 2 yeips(t)

pals(t) = re? 6b) + 2 HelPs(t)

904



4.2,

4.21.

4.2.3.

4.2.4,

Schéma initial : schéma de Bernstein-Bézier cubique (Bé)

Matrice de lissage de Bernstein-Bézier cubique :

Voir §1.1.1.

Fonctions de lissage de Bernstein-Bézier cubique :

Voir §1.1.2.

Matrice de passage Myg_si0=A pie *

° ° 2,

2 ° °

ra ° 2

2 °

Sommets de Hermite exprimés en fonction de sommets de Bézier : Py, =

Mge_otte Pe

Les lignes de la matrice de passage aidant, on obtient :

Pye(0) = Py(0)

Pye(l) = Pae(3)

Pyel2) = 3{Pp(l) - Pye(O))

Pye(3) = 3[Pp(3) - P5(2)]

Fonctions de lissage de Bernstein-Bézier cubique exprimées dans la base de

Hermite :®,(t) = 4.0) Mgs_stte

Les colonnes de la matrice de passage aidant, on obtient :

peott) = pyePolt) - 3 yetpett)

peitt) = 3 yevelt)

peat) = -3 y'ps(t)

pest) = pyelslt) + 3 yeips(t)

4.3,

4.3.1,

4.3.3.

‘Schéma initial : schéma de B-spline cubique (Bs)

Matrice de lissage de B-spline cubique :

Voir §1.2.1.

Fonctions de lissage de B-spline cubique :

Voir §1.2.2.

Matrice de passage Mg, 4.=Ayyo # Ags?

Mys_sHe =1/6

oo ° ww °

Sommets de Hermite exprimés en fonction de sommets de B-spline :

Pite = Mastic Pas

Les lignes de Ja matrice de passage aidant, on obtient :

Pye(O) = 1/6 {Py(0) + 4Pp.(1) + Pp,(2)]

Pye(l) = 1/6(Pp(1) + 4Py(2) + Py(3)]

Py.2) = U6{-3P,,0)+ 3Pp,(2)] = W/21Pp,(2)- Pp, (OI

Pye(3) = V6[-3Pp,(1)+ 3Py,(3)] = 1/2[Pp,(3) -Pp (1)]

Fonctions de lissage de B-spline cubique exprimées dans la base de Hermite :

Ppl) = Oy (t) Mps_stte

Les colonnes de la matrice de passage aidant, on obtient :

padott) = U6 [yPolt) - 3 yevett]

pitt) = W6L4 yePolt) + yeiPrlt) - 3 ys(t)]

psP2t) = V6 Ly Pot) + 4 yi) + 3 yepeltd]

pePst) = U6 [yo + 3 ypsttd]
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4.4.

4.4.1.

4.4.2.

4.4.3.

4.4.4,

4.4.5,

Schéma initial : schéma d'Overhauser cubique (Ov)

Matrice de lissage d'Overhauser cubique :

Voir §1.5.1.

Fonctions de lissage d'Overhauser cubique :

Voir §1.5.2.

Matrice de passage My, sre=A ye # Acgy:

M ov—He =1/2

Sommets de Hermite exprimés en fonction de sommets d'Overehauser : P,,, =

Moy_stte Poy

Les lignes de la matrice de passage aidant, on obtient :

Py(0) = PoyQ@)

Pye(l) = Poy(2)

Pye(2) 1/2 [- Po, (0) + Po (2)} = 1/2[Py (2) - Po, O)]

Py,(3) 1/2 [- Poy) + Po, (3)] = W/2[P9,(3) ~ Po ()]

"

Fonctions de lissage d'Overhauser cubique exprimées dans la base de Hermite :

o,(t) = Oy.(t) Moy site

Les colonnes de la matrice de passage aidant, on obtient :

ovat) = - 1/2 p,'p2(t)

ove ht) = Hep olt) q 1/2 4,0s(t)

ovelt) = yeilt) + U2 ypl9alt)

iovat) = 12 peatt)

107

4.5,

4.5.1,

4.5.2,

4.5.3,

4.5.4,

4.5.5.

Schéma initial : schéma de Timmer cubique (Tim)

Matrice de lissage de Timmer cubique :

Voir §1.6.1.

Fonctions de lissage de Timmer cubique :

Voir §1.6.2.

Matrice de passage My... e=A ye + Atim!

Sommets de Hermite exprimés en fonction de sommets de Timmer :Py.=

Mrim—>He Prim

Les lignes de la matrice de passage aidant, on obtient :

Pye) = Prim(O)

Purell) = Prin (3)

Pyel2) = 4[Pra(l) - Pp y(0)]

Pye(3) = 4 [Prin(3) > Prig(2)]U

Fonctions de lissage de Timmer cubique exprimées dans la base de Hermite :

Dri it) = OC) Moin oe

Les colonnes de Ja matrice de passage aidant, on obtient :

Timo t) = ePott) 4 2(t)

imi) = 4 py tPe(t)

rime) = - 4 yes(t)

Tim?3 0) = Hell s(t) + 4 yi eoxit)

298



5. Conversion vers Overhauser cubique

Schéma héte : schéma d'Overhauser cubique (Ov)

5.a. Inverse de sa matrice de lissage :

5.b. Fonctions de lissage d'Overhauser cubique :

Voir §1.6.2.

5.1. Schéma initial : schéma de Ball cubique (Ba)

5.1.1. | Matrice de lissage de Ball cubique :

Voir §2.1.1.

5.1.2. Fonctions de lissage de Ball cubique :

Voir §1.b.

5.1.3. Matrice de passage Mp, .oy=Aoy * Aga:

Mpa >0v =

- Qo - ~

5.1.5,

5.2,

5.2.1.

5.2.2.

5.2.3.

Sommets d'Overhauser exprimés en fonction de sommets de Ball :

Po, = Mg, >0v P, Ba

Les lignes de Ja matrice de passage aidant, on obtient :

Poy(0) = - 4[Pp,(1)- Pp,(0)] + Pp)

Poy) = Pp, (0)

Poy(2) = Pp.)

Po(3) = Py(0) + 4[Pp,(3)- Pp,(2)]

Fonctions de lissage de Ball cubique exprimées dans la base d'Overhauser :

00 = Po) Mp.—>0v

Les colonnes de la matrice de passage aidant, on obtient :

pavolt) = 4 oyPolt) + gilt) + o,\palt)

palit) = -4 volt)

palet) = -4 oyps(t)

past) = gyPolt) + Galt) + 4 6,ys(t)

Schéma initial : schéma de Bernstein-Bézier cubique (Bé)

Matrice de lissage de Bernstein-Bézier cubique :

Voir §1.1.1.

Fonctions de lissage de Bernstein-Bézier cubique :

Voir §1.1.2.

Matrice de passage My, 5, =A oy * Ape:

Mge—sov =
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| 5.2.4,

5.3.

Kt} §.3.1.

5.3.2.

5.3.3.

§.2.5,.

Sommets d'Overhauser exprimés en fonction de sommets de Bézier : P,, =

Mge_sov Pare

Les lignes de !a matrice de passage aidant, on obtient :

Po(0) = - 6[Pge(1) - Ppyg(O)] + Pp.(3)

Po fl) 5 P,,(0)

Pov(2) = Ppg(3)

Poy(3) = Pyg(0) — +6[Pgg(3) - Pyg(2)1

Fonctions de lissage de Bernstein-Bézier cubique exprimées dans la base de

Overhauser :, ,(t) = 05,(t) Mge_.o,

Les colonnes de la matrice de passage aidant, on obtient :

pefolt) = Goywolt) + gyPilt) + gPs(t

pePi(t) = - 6 6, Yott)

pePelt) = - 6 o,¥s(t)

pebstt) = ovott) + oy Pett) + 6 gy pstt)

Schéma initial : schéma de B-spline (Bs)

Matrice de lissage de B-spline :

Voir §1.2.1.

Fonctions de lissage de B-spline :

Voir $1.2.2.

Matrice de passage Mp. gy =A oy # Ag:

Messov = 6

ant

5.3.5.

5.4,

5.4.1.

5.4.2.

5.4.3.

Sommets d'Overhauser expriniés en fonction de sommets de B-pline : Py, =

May _>0v Pa,

Les lignes de Ja matrice de passage aidant, on obtient :

Poy(0) = 6 [6P2,(0) + Py,(1) - 2Py(2) + Pp.(3)]

Po,(l) = 1/6 [P,,(0) + 4P,.(1) + Pp,(2)]

Poy(2) = W6[Pp.(1) + 4P_(2) + Pp,(3)]

Pov(3) = V6 [Py.(0) - 2Pp.(1) + Py,(2) + 6P,.(3)]

Fonctions de lissage de B-spline exprimées dans fa base d'Overhauser :

(0) = Ot) Migs soy

Les colonnes de la matrice de passage aidant, on obtient :

psPot) = I6 [6 ovolt) + Gypilt) + 9, ¥s(t)]

psPilt) = M6[oy Pott) + 4qyeitt) + Gyelt) - 2 gyips(t)]

psP2tt) = M6 [-2oyPolt) + gypilt) + 4 o,welt) + gwstt)]

pst) = 1/6 [9 Pott) + ovibatt) + 6 pyfs(t)]

Schéma initial : schéma de Hermite cubique (He)

Matrice de lissage de Hermite cubique :

Voir §1.3.1.

Fonctions de lissage de Hermite cubique :

Voir §1.3.2.

Matrice de passage My, .o,=Ao, * Ane:

Mue—->ov =

aN?



5.4.4,

5.4.5.

525%

5.5.1.

5.5.2.

5x53:

Sommets d'Overhauser exprimés en fonction de sommets de Hermite :

Poy = Mite ov Pue

Les lignes de la matrice de passage aidant, on obtient :

Po,(0) = Pye(t) - 2Pye(2)

Po, (1) = Pyg(0)

Po,(2) = Pye 1)

Po,(3) = Pye(0) + 2Pye(3)

Fonctions de lissage de Hermite cubique exprimées dans la base d'Overhauser :

Oct) = $5, (t) Mie svHe

Les colonnes de la matrice de passage aidant, on obtient :

pefolt) = yPilt) + — gystt)

pels) = yWolt) + — yPelt)

pefelt) = -2 oyPott

Hels t) = 2 oy psit)

Schéma initial : schéma de Hermite cubique modifié (mHe)

Matrice de lissage de Hermite cubique modifié :

Voir §1.4.1.

Fonctions de lissage de Hermite cubique modifié :

Voir §1.4.2.

Matrice de passage Mie soy =A ov * Antic!

MiHe—>Ov =

<Mt
vf

acest Mie
5.5.4.

535.5,

5.6.

5.6.1.

5.6.2.

5.6.3.

Sommets d'Overhauser exprimés en fonction de sommets de Hemite modifié :

Poy = Mite—>0ov Pinte
Les lignes de la matrice de passage aidant, on obtient :

Po (0) = 2Prypye(O) +Prapge(l)

Poy(l) = Pratie(2)

Po (2) 7 Panel)

Poy(3) = Pape(2) + 2Prie(3)

Fonctions de lissage de Hermite cubique modifié exprimées dans a base de

Overhauser :®_4,,(t) = @5,(0) Mine soy

Les colonnes de la matrice de passage aidant, on obtient :

Yolt) = 2 gy Pott)
mHe

gilt) = ovPott) + oybett)
mHe

bee st) ov + gy es(t)

mest) = 2 oyipatt)

Schéma initial : schéma de Timmer cubique (Tim)

Matrice de lissage de Timmer cubique :

Voir §1.6.1.

Fonctions de lissage de Timmer cubique :

Voir §1.6.2.

Matrice de passage Mr, soy =A oy *# A tim!

Mrim—>ov =
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5.6.4.

5.6.5.

Sommets d'Overhauser exprimés en fonction de sommets de Timmer :

Poy = Mtin—sov Prim

Les lignes de la matrice de passage aidant, on obtient :

Po,(0) =~ 8Prim(!) - Pim(O)] + Prpim(3)

Pol) = Prin (0)

Poy(2) = Prin (3)

Poy3) = Prin 0) + SEP pim(3) - Prin (2)]

Fonctions de lissage de Timmer cubique exprimées dans la base d'Overhauser :

Prim t) = Po) Mrimn—>Ov

Les colonnes de la matrice de passage aidant, on obtient :

TimPolt) = 8 gyPott) + ov (t) + gyPs(t)

pimb sft) = - 8 G Wott)

mimbe(t) = - 8 gy ps(t)

tims) = oyPolt) + gyPalt) + B gypatt)

Conversion vers Timmer cubique

Schéma héte : schéma de Timmer cubique (Tim)

Inverse de sa matrice de lissage :

1 34 1/2 1/4

ans

6.b.

6.1.

6.1.1.

6.1.3.

6.1.4,

6.1.5.

Fonctions de lissage de Timmer cubique :

Voir §1.6.1.

Schéma initial : schéma de Ball cubique (Ba)

Matrice de lissage de Ball cubique :

Voir §2.1.1.

Fonctions de lissage de Ball cubique

Voir §1.b.

Matrice de passage Mg, ris, =A tim #A pa:

1 0 0 0

Mpa—stin = | 1/2 W2 8 0

6 0 1/2 12

8 0 0 1

Sommets de Timmer exprimés en fonction de sommets de Ball : Prim =

M. P,,

Les lignes de la matrice de passage aidant, on obtient :

Prin (0) = Ppa(O)

Prim(l) = 1/2 [Pp,(0) + Py(1)] = Py,(0) + 1/2 [P,,(1) - Py, (0)]

Prim(2) = 1/2 [Pp(2) + Py,(3)] = Py, (3) - 1/2 [ Pg,(3) - Py (2)1

Prim(3) = Pp)

Ba—>Tim

Fonctions de lissage de Ball cubique exprimées dans la base de Timmer :

& = & C7 Bact) . Tim? Mya—>tim

Les colonnes de la matrice de passage aidant, on obtient :

pavest) = timet) + 1/2 Tm ht)

paPidt) = U2 qig'92(t)
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6.2.5,

pavelt) = V2 pun Pelt)

palsst) = 1/2 pipet) + Tim?s(t)

6.2. Schéma initial : schéma de Bernstein-Bézier cubique (Bé)

6.2.1. | Matrice de lissage de Bernstein-Bézier cubique :

Voir §1.1.1.

6.2.2. Fonctions de lissage de Bernstein-Bézier cubique :

6.3.

Voir §1.1.2. 6.3.1.

6.2.3. | Matrice de passage Ma, rin =Actim * Ane! cies

1 0 0 0

6.3.3.

Mpe—otim= | 4 34 0 8

0 0 34 1/4

0 0 0 1

6.2.4. Sommets de Timmer exprimés en fonction de sommets de Bézier : P>,,, =

M 7a
Bé—>Tim * Bé 6.3.4,

Les lignes de la matrice de passage aidant, on obtient :

Prim(0) = Pye(0)

Prig(l) = 1/4 (Pye(0) + 3Pye(1)] =Ppg(0) + 3/4 [Pye(1) - Pye(0)]

Prin(2) = V4 [3Pye(2) + Pye(3)] =Ppg(3) - 3/4 [Ppe(3) - Pye(2)]

Print) = Ppe(3)

Fonctions de lissage de Bernstein-Bézier cubique exprimées dans Ia base de

Timmer : &, ,(t) = O,, (t) Me stim

Les colonnes de la matrice de passage aidant, on obtient :

pePot) = qimPolt) + 4 9.0)

pelt) = 3/45, (td

pefelt) = 3/4 pinot)

pest) = V4 galt) + pn s(t)

Schéma initial : schéma de B-spline (Bs)

Matrice de lissage de B-spline cubique:

Voir §1.2.1.

Fonctions de lissage de B-spline :

Voir §1.2.2.

Matrice de passage Mp. stim =A tim * ARs:

Mg,_sTim = 1/24

Sommets de Timmer exprimés en fonction de sommets de B-spline : P;,,, =

Mp. stim Pps

Les lignes de la matrice de passage aidant, on obtient :

Prin(0) = 1/6 [Pp(0) + 4Pp.(1) + Pp(2)]

Prim(l) = 1/24 (Py(0) + 16P,,(1) + 7Pp,(2)]

Prim(2) = 1/24 [7Pp,{1) + 16P_,(2) + Pp.(3))

Prim(d) = V6 [Pp(1) + 4Py,(2) + Pp.(3)]
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6.3.5.

6.4.1.

6.4.2.

6.4.3.

6.4.4.

;

Fonctions de lissage de B-spline exprimées dans la base de Timmer : ‘ 6.4.5.
:

9, .(t) = Ot) Me. stim

Les colonnes de la matrice de passage aidant, on obtient:

psPo(t) = 124 [4 qin Palt) + ayghr(t)]

pitt) = 1/24 [16 qin Polt) + 16 qi) + 7 Timbest) + 4 qinsit)]

pett) = 1/24 [4 qin olt) + 7 paPslt) + 16 qin Pelt) + 16 qqts(t)]

ps?2(t) = 1/24 Crim’? aft) + 4 Tim?s(t)}

6.5.

Schéma initial : schéma de Hermite cubique (He) 6.5.1.

Matrice de lissage de Hermite cubique :

Voir §1.3.1.

6.5.2.

Fonctions de lissage de Hermite cubique :

Voir §1.3.2.

6.5.3.

Matrice de passage My, tim = Actin * Ane:

1 0) 60 0

~ ji oO 14 0

He—>Tim

0 1 0 - 1/4

o 1 0 0

6.5.4.

Sommets de Timmer exprimés en fonction de sommets de Hermite :

Prim = Mye—stim Prte

Les lignes de la matrice de passage aidant, on obtient :

Prim(0) = Pyye(0)

Prin(l) = Pyg(0) + 1/4P (2)

Prim(2) = Pyg(l) - 1/4Py,(3)

Prim) = Pye(1)

ana

Fonctions de lissage de Hermite cubique exprimées dans la base de Timmer :

Pelt) = Prim t) Myc stim

Les colonnes de la matrice de passage aidant, on obtient :

HelPott) = Pim Polt) + Tim (0)

"elf ft) Time (t + Times (O

pelpatt) 1/4 Times (b

Hels{t) = -1/4 Timba(t)

Schéma initial : schéma de Hermite cubique modifié (mHe)

Matrice de lissage de Hermite cubique modifié :

Voir §1.4.1.

Fonctions de lissage de Hermite cubique modifié :

Voir §1.4.2.

Matrice de passage Mare stim =A tim * A mHe!

Sommets de Timmer exprimés en fonction de sommets de Hermite modifié :

Pom = Miutte—stim Pmtie

Les lignes de la matrice de passage aidant, on obtient :

Prim(O) = Prypye(2)

Prim(L) = - WAP yyye(O) + Pryppa(2)

Prim(2) = Prpe(l) - W4P ypye(3)

Prim(3) = Prate(l)
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6.5.5.

6.6.

6.6.1.

6.6.2.

6.6.3,

6.6.4,

Fonctions de lissage de Hermite cubique modifié exprimées dans la base de

Timmer : Oat) = @rim(t) Minte—stim

Les colonnes de la matrice de passage aidant, on obtient : j

Pott) =e V4 Times)
mHe

mteG1(t) = qimPelt) — + im'Pa(t)

mue24t) = TimPoCt) + Tims (t)

mre sQt) = -1/4 qin iPelt)

Schéma initial : schéma d'Overhauser cubique (Ov)

Matrice de lissage d'Overhauser cubique :

Voir §1.5.1.

Fonctions de lissage d’Overhauser cubique :

Voir §1.5.2.

Matrice de passage My, stim =A tim * 4 ov:

Mov_stim = |-18 £ 18 0

Sommets de Timmer exprimés en fonction de sommets d'Overhauser :

Prim = Mov—stim Pov

Les lignes de la matrice de passage aidant, on obtient :

Prim(0) = Po, (1)

Prim(l) = - 1/8P,(0) + Poy) + 1/8Pg,(2) = Po (1) + 1/8Poy(2) - Po (O)]

Prim(2) = W8Po (1) + Pg,(2) - 1/8Pg,(3) = Poy(2) - V/8[P9,(3) - Poy(1)]

Prin (3) = Po (2)

6.6.5. Fonctions de lissage d'Overhauser exprimées dans la base de Timmer :

Boyt) = Print) Moy stim

Les colonnes de la matrice de passage aidant, on obtient :

oviPalt) ma ~ 1/8 p01 (t)

ove) = TimPo(t? + Tim 0) + 1/8 Time (t)

ovvast) a 1/8 qi gPalt) + pinPalt) + pntfs(t)

ovest) = -1/8 riniPelt)

Discussion

Exception faite aux matrices de passage impliquant le schéma de Hermite classique, on

observe que toutes les matrices de passage possédent la propriété de symétrie centrale. C'est

ce fait qui a rendu attrayante l'idée de coder collectivement ces schémas & travers le réseau de

matrices de passage qui Jes relient.

Par un arrangement approprié des relations entre deux représentations équivalentes d'un

méme arc de courbe, on peut facilement reconstruire géométriquement le polygone

caractéristique de l'un a partir de celui de l'autre.
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CHAPITRE 3

Base de six schémas cubiques classiques

Introduction

Ce chapitre présente les aspects algorithmiques de 1a proposition pour une base de six

schémas cubiques exposée dans la section 3, chap. 7 de la partie I.

1. Schémas accéssibles

Nous avons vu au premier chapitre de cette partie que les six schémas désignés par Ba, Bé,

Bs, mHe, Tim, et Ov sont symétriques par permutation (voir notamment Tab. A, col. 2).

Par suite, les matrices de passage qui relient ces schémas entre-eux possédent la propriété de

symétrie centrale. Par ailleurs, connaissant un paramétre caractéristique du schéma de

Hermite modifié, on peut retrouver le paramétre homologue du schéma classique moyennant

quelques affectations uniquement (voir algorithme 2.4.1, §2.4.1 ci-dessus). Muni donc

d'un noyau de paramétres caractéristiques, on est en mesure de retrouver rapidement les

autres paramétres caractéristiques.

LL, Nombre de paramétres caractéristiques

Entre l'ensemble de sept schémas {Ba, Bé, Bs, He, mHe, Tim, Ov}, en laissant de cété la

matrice identité qui transforme un schéma vers lui-méme, on peut compter quarante-deux

matrices de passage. Ajoutons a cette liste les sept matrices de lissage ainsi que les sept

inverses respectives et nous obtenons, en tout, cinquante-six paramétres caractéristiques.

Excepté les matrices de passage de la forme M; __ , ay, » avec i <{Ba, Bé, He Bs, Ov, Tim),

nous avons présenté l'ensemble de ces matrices dans le chapitre précédent.

1.2. Typologie des composantes des matrices caractéristiques

Une étude exhaustive de l'ensemble des matrices caractéristiques a permis de séparer les

valeurs numériques de leurs composantes en quatre types suivants :

1. des entiers ;

2. des multiples impairs de2TM ot k efY etk <4;

3. des multiples entiers irréductibles de 1/3 ;

4. des multiples entiers irréductibles de 1/6.
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Il est évident qu'une machine binaire ne peut pas représenter des composantes de types 3 et

4 avec une précision absolue. Toutefois, un choix approprié d'un facteur de pondération

basé sur !'étude des composantes de toutes les matrices du noyau permet de contourner ce

probléme.

1.3. Choix de schéma de référence (ref)

De point de vue théorique, tout schéma de la liste (Ba, Bé, Bs, mHe, Tim, Ov) peut étre

choisi comme le schéma de référence. Toutefois, en tenant compte de la popularité du

schéma de Bernstein-Bézier et de son impacte, tant théorique que pratique sur le

développement des méthodes et des systémes de transcription automatique des formes

[Forrest-71, p.71] [Gordon-74, p.294] [Véron-76, p.267] [Boéhm-82, p.214] [Chang-82,

p.345] [Farin-83, p.73] [Hering-83, p.3] [Patterson-85, p.276], il nous a paru naturel de

prendre celui-ci pour schéma de référence. Par ailleurs, il est souvent conseillé de ramener

toute spécification d'une cubique a la représentation équivalente de Bemstein-Bézier, afin de

tirer avantage des nombreuses et intéressantes propriétés que posséde cette représentation

(cf. Note dans [Boéhm-82, p.206]). Pour la segmentaion par exemple, R. N. Goldman

[Goldman-85, p.39] a suggéré d'opérer une conversion vers Bézier et d'effetuer ensuite la

segmentation sous Bézier. Et, une fois la segmentation terminée, de reconvertir au schéma

initial.

1.4. Spécification intermédiaire

Ainsi, en prenant le schéma de Bernstein-Bézier cubique pour le schéma de référence, on

obtient la spécification intermédiaire (cf. équ. (7.25), §3.5.1, chapitre 7, partie I) suivant :

S-I= {( Age. Ape ')JU((M, »pe Mpg y)/ i¢ (Ba, Bs, mHe, Ov, Tim}} (3.1)

L'inspection des composantes numériques de toutes les matrices de S-I a montré qu'il suffit

de multiplier ces matrices par /2 pour les transformer en matrices entiéres. Excepté la

matrice de lissage Ap, et son inverse Ang (que l'on trouve respectivement dans les

annexes 2 et 3), toutes les matrices de la spécification intermédiaire sont réunies dans les

annexes 4 (pour les matrices de la forme M;_,,,) et 5 (pour celles de la forme Mpg 5):

1.4.1, Pour changer de schéma de référence

Redéfinir le schéma de référence revient & remplacer les éléments de S-I par des éléments

homologues déterminés par rapport au nouveau schéma de référence. Parfois, on peut étre

amené & modifier le facteur de pondération associé 4 S-I. Ainsi, par exemple, si l'on prend

QA

le schéma de Timmer pour référence, il sera nécessaire de prendre 24 pour facteur de

pondération (cf. My. r,, » §6.3.3, chap. 2, partie II).

1.4.2. Pour ajouter un nouveau schéma a la base

De toute évidence, le nouveau schéma cubique (new) devra vérifier la propriété de symétrie

par permutation. On ajoutera alors 4 S-I le couple ordonné de matrices... ps

Mpe-snews Comme pour le changement de schéma de référence, I'ajout d'un nouveau

schéma & une base existante peut entrainer la modification du facteur de pondération, dans

certains cas.

1.5. Spécification définitive : algorithme de codage

Multiplions les matrices de S-I de la relation (3.1) par 72 pour obtenir la spécificatison

définitive S-D définie comme suit :

S-D = (( 12Ag,,12 Age“) U((12M,_, no 12Mgg_,;)| i¢{Ba, Bs, mHe, Ov, Tim)})

Pour obtenir la représentation interne de S-D, nous allons essentiellement compacter chacun

des cing couples ordonnés (12M; Jp 12My,_,;) dans une matrice carrée unique de format

4x4. Ce compactage ne fait que traduire I'équation (7.29) du chapitre 7, §3.5.3, partie I,

(voir également Fig. 7.1) en tirant avantage de la propriété de symétrie centrale. On obtient :

(12Ag,,12 Ags }UIM,. .p, | ic {Ba, Bs, mHe, Ov, Tim}}

Appelons REP la structure de donnée associée a la représentation interne de cet ensemble.

REP pourrait, par exemple, étre un tableau pouvant stocker sept matrices carrées de format

4x4,

Allégeons, pour la suite, les notations de l'équation (7.29) (resp. figure 7.1 associée de

§3.5.3, chap. 7, partie I) en écrivant :

B, pour désigner un sous-bloc nord-ouest,

B, pour un sous-bloc nord-est,

B, pour un sous-bloc sud-est,

B, pour un sous-bloc sud-ouest.
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Les couples ordonnés de sous-blocs : (By, B,) et (B5, Bz) sont les sous-blocs nord et sud

respectifs de la matrice concernée.

On peut alors schématiser le procédé de codage de REP 4 l'aide du pseudo-code suivant :

Procédure de codage de REP

Données :

S-I spécification intermédiaire (voir équation (3.1) ci-dessus) ;

Résultat

REP structure de donnée appropriée pour stocker et manipuler sept matrices

carrées de format de format 4x 4;

Principale variable de travail :

M matrice carrée de format 4 x 4,im pe

Début

I. @jouter 12A,, et 12Ap,' a REP ;

2. pour tout i¢{Ba, Bs, mHe, Ov, Tim} faire

Début — {construire et ajouter M; -, ,, @ REP}

21. affecter le sous-bloc nord de 12M; -, p, au sous-bloc nord de

M; > Bé a

22. affecter le sous-bloc nord de 12M y,_,; au sous-bloc sud de

M; > Bé ,

aks ajouter M a REP
a > RS

Fin

Pour fixer les idées, on supposera que REP soit un tableau de sept matrices carrées de

format 4x4 et défini par:

REP(0) = 12Ap, REP(1) = 12Ap¢ *

ate

REP(2) = Mpac--Bé REP(3) = Mosc. BE (3.2)

REP(4) = Mipec-sBé REP(5) = Moy. sre

REP(6) = My.
‘im<-->Bé

En ce faisant, nous assimilons (dans la procédure précédente) les indices 2, 3, 4,5 et 6

respectivement aux désignations Ba, Bs, mHe, Ov et Tim tandis que 0 et 1 rappellent

respectivement les matrices Ap, et Ap : . On trouve dans l’annexe 6 les composantes

matricelles de REP.

2. Décodage des paramétres caractéristiques

Le calcul de la représentation externe d'un parameétre caractéristique peut étre décomposé en

deux étapes :

1, on accéde d'abord 4 un ou deux paramétres internes de REP ;

2. on construit ensuite la représentation externe du paramétre cible.

2.1. Typologie des paramétres et des opérations d'accés

Requétes Formes internes Régles de calcul de requéte

1. Age 12Ap,

72 -1
2.A%,, 124g

Age = W/12(012Ag,)

-1 -4
A‘ y= V12(12A"* a)

3. M,_ one M Mone = 1/12[(B, B,),
(RBR RBR))

i<-->Bé

4. Mg. i Micope Mgeoi = W/12[Bs B.)
(RB.R RB;R)]

5. A, {12Ap. My. spe) A, = Apes Mig,

6. Ay (12A,,, M... spe! Ay’ = Mgg.oi #4 Be

7. Mix (Mic spe Mycspel Mise = Mees # Mi spe

Tableau 3A Décodage cles paramétres caractéristiques
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On identifie sept types de requétes qu'un programme d'application peut formuler . Ceux-cj

sont présentés dans le tableau 3A. La premiére colonne de ce tableau indique la désignation

du parametre caractéristique demandé. La deuxiéme spécifie le ou les codes de REP dont on

a besoin pour reconstruire la forme externe des sept paramétres caractéristiques, et la

troisiéme fournit les régles pour les calculer.

Il convient de signaler la notation inhabituelle employée dans l'expression des régles 3 et 4

pour symoliser la décomposition de matrices en blocs cardinaux. Ainsi, par l'expression [(B,

B,) (RB,R RB,R)] de la régle 3, nous entendons la matrice :

Ba By

RB, Ri RB,R

ou R est la matrice de réflexion de format 2x2. L’'expression homologue associée a la

régle 4 devra étre interprétée de maniére analogue.

2.2. Requétes et accés de base

On voit (Tableau 3A) que pour répondre & l'une quelconque des quatre premiéres requétes,

on devra accéder a un seul paramétre de REP. Le décodage est donc quasi immédiat. En

effet, il suffit de multiplier ce paramétre par 1/12 pour obtenir la représentation externe

associée. Les quatre opérations d'accés associées a ces quatre requétes sont dites opérations

d'accés de base.

Par contre, pour satisfaire 4 l'une quelconque des trois derniéres requétes (i.e. régles 5, 6 et

7), il faudra effectuer deux accés de base, suivis d'un produit matriciel. En effet, on voit

que :

- larequéte 5 nécessite les accés de base 1 et 3;

- larequéte 6 nécessite les accés de base 2 et 4;

- larequéte 7 nécessite les accés de base 3 et 4.

2.3. Retrouver la représentation externe

Il s'agit essentiellement d'appliquer la propriété de symétrie centrale pour reconstruire les

matrices M.i-ope Ct Mpg_,; a partir de M,. p..

2.3.1. Procédé de construction

La troisiéme colonne du tableau 3A aidant, nous pouvons formuler le procédé explicite de

décodage des paramétres caractéristiques suivant le type de requéte provenant du programme

d'application. On obtient ainsi, régle par régle, le procédé suivant :

1. réglel: affectationde I/J2REP(0) aApz,,

2. régle2: elle fonctionne de facon similaire 4 la régle 1:

affectation de 1/J2REP(1) AApy \,

3. régle3: pour déterminer M; 4 larégle peut étre

décomposée en quatre étapes suivantes :

3.1. multiplication des deux sous-blocs nord de REP(i)

par I/J2 pourobtenir B, et By,

3.2. affectation des deux sous-blocs B, et B, (résultat

de l'étape 3.1) aux sous-blocs nord respectifs de M; .p,,

3.3. permutation des composantes diagonalement

opposées de B, etdeB, (résultat de 1'€tape 3.1) pour obtenir

les sous-blocs diagonalement opposés B, et Bs (application

de la propriété de symétrie centrale),

3.4. affectation des sous-blocs B; et Bz

(résultat de l'étape 3.3) aux sous-blocs sud de M, Jn,

dans cet ordre pour terminer la construction ;

4. régled — elle se déduit de la régle 3: le mot nord de l'étape 3.1

devant étre remplacé par le mot sud et nulle part ailleurs,
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5. regleS — elle comprend les trois étapes suivantes :

5.1. application de la régle 1 pour obtenir Ap,

5.2. application de la régle 3 pour obtenir M, Jn,

5.3, calcul du produitAp,, x M;_.7, pour obtenir A; ;

6. régle6 — elle comprend les étapes suivantes :

6.1. application de la régle 2 pour obtenir A i ;

6.2. application de la régle 4 pour obtenir Mp,

6.3. calcul du produit Mp, ,; x Ap, ° pour obtenir A," ;

7, régle7 — elle se décompose en trois étapes suivantes :

7.1. application de la régle 3 pour obtenir M; J p,,

7.2. application de la régle 4 pour obtenir Mp, .,,

7.3. calcul du produit Mp, .,* M pour obtenir M; .,.
i-->Bé

Les annexes 7 et 8 présentent des traductions pseudo-Pascal des régles 3 et 4 dont

dépendent les régles 547. Les deux premiéres régles se traduisent essentiellement par des

opérations d'affectation que nous ne expliciterons pas.

Remarque

Il convient de remarquer que le produit My, .,* M;_,p¢ induiqué al'étape 7.3 n'a pas a

étre effectué dans sa totalité. En effet, nous savons d'avance que la matrice résultante M;_.,

jouit de la propriété de symétrie centrale. II suffit donc de remplacer le facteur Mp, ., par

son sous-bloc nord [B, BiJp,.,,. Le résultat obtenu aprés calcul est une matrice de

format 2 x 4 qui est identique au sous-bloc nord de M, ,,. La propriété de symétrie

centrale aidant, on en déduit le sous-bloc sud par des simples affectations.

Ainsi, on peut décoder l'ensemble de paramétres caractéristiques associés a la liste des

schémas : {Ba, Bé, Bs, mHe, Ov, Tim}. Tl reste cependant a définir le procédé spécifique

pour les matrices caractéristiques associées au schéma classique de Hermite. Auparavant,

illustrons le développement précédent a l'aide d'un exemple.

2.3.2. Exemple 1

Déterminons la matrice de passage Mo,,_7,,, 4 partir de REP.

Etant donné que Ov et Tim sont tous différents du schéma de référence Bé, il s'agit donc

d'une requéte de type 7 dans laquelle i= Ov et k= Tim. Pour cela, on déterminera dans

un premier temps les deux matrices : My, .p,et Mags stim:

a) Déterminons d'abord My,__.ne en appliquant la régle 3 & une copie des sous-blocs nord

de REP(5) (cf. matrice [Mo,<_ype |, Annexe 6 ), c'est-a-dire a:

En roultipliant chaque sous-bloc par 1/12 (pas 3.1 et 3.2 de la régle 3), nous obtenons :

0 17 [o of

En exploitant la propriété de symétrie centrale (pas 3.3 de la régle 3), nous obtenons, a partir
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ry
de B, et B,, les sous-blocs qui leur sont respectivement diagonalement opposés, & savoir :

1-16 Oo 6

En regroupant ensuite ces quatre sous-blocs dans une seule matrice de format 4 x 4, nous

obtenons le paramétre externe Mo,_srigy Gonné par :

b) Calculons ensuite Mgg srim : ils'agit ici d'une requéte de type 4.

Recopions les sous-blocs sud de REP(6) (cf. matrice [Myime..one 1, Annexe 6), pour

obtenir /B; B.] :

12 0 9 0

(Bs Be] =

39 0 0

SF

[Bs | (Be)

Appliquons la régle 4 (confondue avec lu régle 3, une fois le mot "nord" du pas 3.1 est

remplacé par le mot "sud", et nulle part ailleurs) pour obtenir :

43/4 0 0

Appliquons ensuite la propriété de symétrie centrale (pas 4.3 de l'algorithme de décodage) :

3/4 14 0 0

0 1 0 0

Mpée—stins | 14 3/4 0 0

c) Enfin, calculons le produit indiqué par la régle 7, c’est-a-dire, en effectuant le produit

Mag. stim * Moy.ope et en tenant compte de la remarque précédente. I! nous suffit donc de

calculer : [Bo Bi lov stim= 0 By Jge_otim* Mov.oBe

Aprés substitution et simplification, nous obtenons :

o 1 o 0

(B, Blovstim =

“18 1 | 1 0

are 7

B, B,



Pour terminer, réunissons [By Bi Joy stim et {Bs Be loy_stim Pour obtenir :

Ce résultat se vérifie aisément par un calcul direct 4 partir de Ay, et (Artin ) (ch. resp.

Annexes 2 et 3). On peut aussi le comparer a l'expression donnée dans l'annexe 4.

2.4. Paramétres de Hermite classique : décodage

Les régles (resp. l'algorithme) de décodage présentées ci-dessus doivent étre complétées

pour déterminer les paramétres caractéristiques du schéma classique de Hermite. I s'agit

essentiellement de permuter des lignes ou des colonnes des paramétres homologues du

schéma modifié. En effet, on déduit de l'équation (K) (cf. §1.5.61, chap. 1, partie I) que la

matrice de passage du schéma modifié vers le schéma classique est donnée par :

0 0 1! 0

0 1 0 0

T=

-1 0 0 0

0 60 0 1

Cela revient a écrire :

Age = Ante #T (3.3)

Dot:

Agra T (3.4)

On vérifie par un calcul direct que T*= '‘T. Par conséquent, la relation (3.4) équivaut a:q q

Aue = Agate #°T (3.5)
&

ana

Soit A; la matrice de lissage d'un schéma cubique quelconque. En muttipliant les deux

membres de (3.5) & gauche par A;“, on obtient:

Ay‘ Age=Aj'e Ame #°T (3.6)

Or, par définition, A;’» Ay, = My, j tA je Ante = M ntte->j» Pat suite, (3.6) vient &

Myre») = MiHe->j * ‘T (3.7)

En prenant l'inverse des deux membres de (3.4), on obtient :

Age! =T + Agus G.8)

On en déduit donc que :

Aue # Ay =T* Ane As (3.9)

Ou encore, que :

My vue = T + My sme (3.10)

Les relations (3.5), (3.8), (3.7) et (3.10), résumées dans cet ordre dans le tableau 3B,

fournissent les outils spécifiques pour transformer les paramétres caractéristiques du

schémas modifié en paramétres homologues du schéma classique de Hermite.

1. Age = Avante #°T

2. Aye t= Ts Anus’mHHe

al, wt

3. Mue->j = Mintte-->j « T

4. Moy. 2 T * M;
*} -->mHe

Tableau 3B Principe de décodage de paramétres de Hermite classique.
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Il convient de noter qu'en toute rigueur, la matrice T (resp.T~* = ‘7 ) devrait étre désignée

Mate-oHe SP Mijo..omiie ) (Cf. Remarques, §1.5.6.1, chap. 1, partie Il).

2.4.1. Interprétation géométrique de T

On vérifie aisément que lorsque la matrice 7 agit 4 gauche d'une matrice carrée de format

4x4, (e.g., relations 2 et 4, Tab. 3B), les lignes 2 et 4 de celle-ci restent invariantes. Par

contre, l'opposé de la premiére ligne commute avec Ia troisigme (voir Fig. 3B (a) ).

oo 1 oO fa 2 a3 a6 cl 2 3 cA

0 1 0 O |b t2 bs BM bl b2 3 bt

= (a)

10 0 O Jel c cd of sal -a2 -a3 -a¢

0 0 0 1]a 2 & w a a2 8 a

ees

T

al a 3 af [0 0 -1 O a a2 sal

bl t2 bs M4] fo 0 0 63 -b2 -bl bt
(b)

cl 2 63 cH] Jd 0 0 of ~ J] c2 -ct

ad 2 B68 | jo 0 oO 2 B a2 -d a

pear

‘T

Figure 3A Interprétation géométrique deT .

Diautre part, lorsque sa transposée opére a droite d'une matrice, elle laisse les colonnes 2 et

4 de celle-ci invariantes tandis que l'opposé de la premiére colonne permute avec la troisiéme

(voir Fig. 3A (b) ). Les relations 1 et 3 du tableau 3B correspondent & ce cas.

Ainsi, pour déterminer Ane’ (resp. M He)» On appliquera dabord la régle 6 (resp. régle

3) du tableau 3A. Cela donnera A,,y, (resp. M,.smtfe )- On pourra ensuite employer

Yalgorithme suivant pour transformer Ay; en Ayo? :

Algorithme 2.4.1.

Données :

inverse_A,.- matrice carrée de format 4x 4;

Résultat :

inverse_Ay, matrice carrée de format 4 x 4;

Début

Pour k := 043 faire

Début

inverse_ Ay,(0,k) := inverse_ Ajgre(2, k) 5

inverse_ Ayz,(1,k) := inverse_ Ajyye(1, k) ;

inverse_ Ay,(2,k) >= - inverse_ A,-(0, k) ;

inverse_ Ayje(3)k) := inverse_ Ajny¢(3, k)

Fin

Fin

Ce méme algorithme permet de déterminer la matrice M,, He 2 condition de remplacer la

donnée inverse Any, Pa Mj. smpie Par ailleurs, une simple permutation des indices des

quatre affectations de la boucle conduit a I'algorithme approprié pour le calcul de Aj, (resp.

Mie.nj)s dpattir de (Aj snaje) | C°SP-My smite»

En somme toute, le seul cofit supplémentaire qu’entraine le calcul d'un paramétre de Hermite

classique est celui des 16 affectations exécutées dans la boucle.
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2.5. Modéle d'interaction entre REP et programme d'application

Les opérations d'accés de base, les régles de construction associées aux requétes plus

complexes, ainsi que celles spécifiques au décodage des paramétres de Hermite classique

fournissent les éléments nécessaires pour réaliser un systéme d'interface SRL (system of

retreival logique) entre la base REP et les programmes d’application AP (application

programme). La figure 3C schématise cette interaction. Pour fixer les idées, supposons

qu'un programme d'application désire effectuer le tracé d'une courbe Overhauser. Sur

requéte, le syst&me d'interface applique la régle 5 avec i = Ov pour fournir au programme

demandeur la matrice de lissage Ap, sous sa forme externe.

REP SRL ie PA taeda 2

codes ~ — programmes Perspectives, critiques et conclusion

schémas d'interface i application générale

tet +

Figure 3C. Interaction entre programme d'application et base de schémas via

systéme d'interface SRL.

Conclusion

La propriété de symétrie par permutation vérifiée par les schémas cubiques de Ball, de

Bemnstein-Bézier, de B-spline, d'Overhauser et de Timmer, permet de les réunir dans une

base compacte & temps de réponse bref. De plus, l'absence d'inversion de matrice dans le eee Serer eRe emer ne Walter e tt
procédé de décodage permet de restituer avec une trés bonne précision les paramétres

externes. Enfin, lorqu’ on ajoute & cette liste le schérma cubique classique de Hermite ]

modifié, on peut acceder également au schéma de Hermite & partir de cette base.
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Perspectives, critiques et conclusion générale

L'expression du théoréme binomial sous formes matricielles a permis de dégager une vue

théorique homogéne pour la transformation et I'analyse des courbes & représentation

paramétrique polynomiale dont le point courant peut s'exprimer par :

Ci)=v,AP tefa,b]

La matrice A, de format (n + J) x (n + 1 ), caractérise le choix de n + 1 fonctions

polynomiales de base tandis que v, et P désignent respectivement le vecteur (1t t*... t')

et le polygone caractéristique de la courbe.

Pour cette classe de représentation, le "triangle" de Pascal (que nous avons noté G), organisé

sous forme d'une matrice triangulaire supérieure (matrice binomiale), s'était avéré un

opérateur géométrique et analytique incontournable. Grice a ses puissances banalisées, on a

pu modéliser dans la premiére partie de cette étude l'évaluation des points, le calcul de

dérivées successives, la subdivision d'un arc de courbe en plusieurs sous-segments, ainsi

que la conversion de la représentation d'un arc de courbe en d'autres représentations

équivalentes.

Liisomorphisme établi entre le groupe additif abélien de R et celui défini par l'ensemble des

puissances banalisées de G par rapport a la multiplication de matrices a permis de rendre

compte, par l'exposant de G, de toute translation paramétrique de pas a, et avec un minimum

de calcul algébrique (chap. 3, partie I). Ainsi, pour passer du point C(t)=v,A P

correspondant a la valeur paramétrique ¢, a celui qui correspond 4 la valeuray +4, il suffit

d'écrire :

C (a+t)=v, G*, AP

On a vu ensuiie que le calcul de la dérivée pavamnéwique d'un arc de courbe esi facilité (cf.

chap. 5, partie I) par l'opérateur K obtenu 4 partir de G en remettant a zéro toutes ses

composantes sauf celles de la premiere sur-diagonale.

Par application successive de l'opérateur K et en tenant compte des propriétés multiplicatives

de celui-ci, on aboutit au résultat fondamental suivant (chap. S, partie I) :
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(C'?(9));<0,... .» =1G"P
ol:

IG* =diag(O! 1! 2! 0. nl)*« Grad

Lopérateur IG" est d'intérét premier pour l'analyse de tout schéma paramétrique polynomial

dans la mesure ot il se déplace le long d'une courbe et fournit en tous ses points une analyse

géométrique compléte : le produit de sa premiére ligne par P donnant !’évaluation du point,

de sa deuxiéme ligne par P donnant la dérivée premiére, et ainsi de suite.

Parmi les applications immédiates que l'on peut tirer de cet opérateur , on peut signaler d'une

part, le calcul de la trajectoire d'une machine-outil A commande numérique destinée 4

réaliser la courbe, étant donné que les trois premiéres lignes de IG* permettent de déterminer

le triédre de Frenet en tout point. D’autre part, on peut s’appuyer sur IG* pour concevoir

un éditeur automatique de formules pour l'annotation de points caractéristiques d'un arc de

courbe, une application qui s'inscrit dans le prolongement pratique de ce travail.

Ensuite, les deux formes spécialisées IG° et IG* de IG" s'inscrivent dans un des soucis

premiers de cette étude qui était de formaliser la recherche des indicateurs de géométrie par

lesquels on puisse caractériser les qualités géométriques intrinséques 4 tout choix de

fonctions polynomiales de base. En effet, en multipliant les lignes successives de IG” et de

IG’ par P, on détermine rapidement les conditions géométriques aux extrémités d'un arc de

courbe donné. Grace AIG’ et IG*, on peut donc automatiser la recherche des conditions de

raccordement a la jonction entre deux segments de courbes.

Aussi bien sur le plan théorique que sur le plan pratique, l'opérateur IG" représente, par

conséquent, un outil puissant pour étudier et analyser rapidement les schémas et les

courbes paramétriques polynomiales.

En généralisant la méthode de définition de l'opérateur K, la matrice binomiale G apparait

également comme un opérateur de développement limité de Taylor pour les fonctions

polynomiales mono-paramétres lorsque on la considére comme un empilement des

sur-diagonales. En effet, sia la place de la premiére sur-diagonale retenue pour définir K, on

avait plutét retenu celle de rang &, on aurait obtenu un opérateur K, (0 <k <n) qui

conduirait au résultat suivant :
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(k)

Ve

v, K, =——

kt

Par conséquent :

vy? vir yn

¥.G=Vyu,5— + tit (A)

o! l! n!

On obtient ainsi le développement exact de Taylor du vecteur v,,, , ob l'accroissement /

vaut J. En ne retenant que les sur-diagonales depuis la diagonale principale jusqu’a celle de

rang k, on en obtient le développement limité a l'ordre k.

D'autre part, la relation (A) conduit 4 d'autres d'identités polynomiales intéressantes

proposant d'autres maniéres pour modéliser les transformations paramétriques linéaires. Ces

nouveaux modeéles sont-ils mieux adaptés au traitement sur ordinateur ? Sont-ils plus stables

du point de vue du calcul numérique ? Voila quelques questions auxquelles d'autres études

prolongeant celle-ci devront apporter des réponses.

Pour le moment et dans un souci de nous limiter, nous donnons ici un exemple de ces

identités. En effet et de toute évidence, le troisigme membre de (A) peut se mettre sous la

forme :

1 1 1 1

vG=— — — .. —)T() (B)
Oo! 1! 2! n!

ou

Oo! ot t? ——- t*

Wot at

TW) =

\ nit

nf

En d'autres termes, ona:
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1 11 1

Yi=(— — — .. —) Tt) ©
or if 2 nt

La composante de T(t) située dans la colonnej et dans la ligne i est définie par:

j!

TO.;=—t"
Ga!

pour i etj=0,1,...,7”

En ne retenant que les k+J premiéres colonnes de T(t) et en forgant les n-k demiéres & zéro,

on aboutit également au développement de Taylor limité a ‘ordre k pour V,,,. Pour en

faire de méme pour un accroissement arbitraire h = a, c’est-A-dire, pour écrire le

développement limité de Taylor pour V,.+:, il suffira de remplacer le vecteur (1/0! I/I! 1/2!

... Un!) parle vecteur (1/0! of! o/2! ... a" In!) dans les expressions (A), (B) et (C).

Liinterprétation de G, vue sur le plan du calcul numérique, a révélé que son inverse GTM*

peut servir de modéle pour le calcul des différences finies (cf. conséquence 3, §2.3.1,

chapitre 3, partie I), modéle qui a l'avantage d'exiger peu d'effort de mémoire pour les

calculs manuels. De plus, le calcul de GTM* ne fait que reprendre la méthode de génération de

la matrice G elle-méme. De fagon plus précise, G~* se déduit directement de G par un simple

changement de signe des composantes de G situées sur ses sur-diagonales de rang impair (on

affectera le rang zéro a la diagonale principale). Aussi, est-il désormais possible de dédier un

processeur matriciel spécialisé 4 GTM* pour assurer le calcul automatique des différences

finies. Cependant, pour juger de l'adéquation pratique du modéle de calcul préconisé par

G", une étude empirique de sa stabilité numérique est indispensable. Cela, s'inscrit dans le

prolongement pratique de ce travail.

Sur la base des résultats de cette étude, la matrice binomiale retrouve ainsi une dimension

mathématique nouvelle qui dépasse son réle traditionnel de générateur de coefficients

binomiaux en ce sens qu'elle se présente, en quelque sorte, comme une plaque tournante

entre l'algébre, l'analyse et !a géométrie. Les calculs qu'elle sons-tend se généralisent d'une

fagon naturelle au corps C, bien que l'interprétation pratique de telles généralisations n'ait

pas été abordée dans le cadre de cette étude.

Ensuite, lorsque les puissances banalisées de la matrice binomiale s'associent a l'ensemble

des matrices diagonales de la forme D($) = diag (1 ® ®° ... 6"), ces demiéres tenant
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compte des changements d’échelle dans I'intervalle de paramétre et formant une structure de

groupe multiplicatif matriciel, isomorphe au groupe multiplicatif de R*, on obtient un
ensemble de opérateurs composites puissants de la forme :

The,» = D (8) » G* avec (o%, 8) ER x R

Ces opérateurs conduisent, en premier lieu, 4 une formulation plus générale du théoréme

binomial, une formulation que l'on peut résumer par :

Varst = ¥e Ne, p

En deuxiéme lieu, ils modélisent la conversion de représentation de courbes entre deux

schémas de méme degré (chap. 7, partie I).

En troisiéme licu, lorsque les paramétres o et B sont liés par la relation linéaire :

a=1-6 avec (, B) € [0, 1] x[0, 1]

on obtient un opérateur 1);-p,) = D (8) »G*~ * qui modélise 1a segmentation des courbes.

En effet, la substitution de la matrice composite 1);-5,, # A 4la matrice A dans l'expression

du point courant d'un arc de courbe revient & une transformation qui restreint la variation de

ce dernier au sous-intervalle paramétrique [1- 8, 1] (chap. 6, partie I).

En quatritme lieu, !a matrice Ny-5.,= D (8) « G'” * définit une matrice des fonctions de

Bernstein juscu'au degré n, en supposant que G et D(B) soient de format (n+1 ) x (n+1)

(chap, 4 partie}. Onretrouve ainsi une matrice dont les colonnes successives engendrent

les fonctions de base, de degrés croissants, pour le systtme UNISURF de Bézier. Du fait

que les opérateurs 7),,) se calculent par une généralisation de la récurrence binomiale, on

peut ainsi passer d'un schéma de Bernstein-Bézier, d'un degré donné, a celui de degré

suivant par un procédé similaire & la méthode qui calcule une colonne de la matrice binomiale

a partir de son prédécesseur immédiat,

En cinquiéme lieu, en laissant 8 varier sur l'intervalle [1, oof, les composantes de T).-5, 5 =

D (8) « G*” * fournissent une généralisation des fonctions polynomiales de Bernstein aux

fonctions polynomiales rationnelles duales, obtenues par une simple inversion de paramétre
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_ des premiéres. L'étude approfondie de ces fonctions, dans un souci de trouver leur

incidence sur la transcription paramétrique des formes, constitue un axe de recherche qui

prolongera cette étude,

En sixiéme lieu, sous la forme particuligre 7, ~, = D(-1) + G, on obtient un test opérationne]

pour la propriété de symétrie par permutation, une propriété vérifiée par un nombre important

de schémas classiques. En effet, les fonctions de lissage d'un schéma donné, caractéris¢es

par la matrice A, admettent cette propriété si et seulement si A vérifie l'identité matricielle

suivante :

Rs A‘ =DC-1) 4G

oi R désigne la matrice de réflexion (chap. 2, partie I) de méme format que A, D(f) et G.

Liintérét pratique de cette dernigre propriété pour nous réside dans la symétrie centrale

qu'elle confére aux matrices de passage reliant deux schémas symétriques par permutation.

Etant donné deux matrices A, et A, vérifiant l'identité précédente, il s'ensuit que les

composantes de la matrice de passage Mg_,n =A," « Ag vérifient les relations suivantes :

» My-yn (i,j) = Man (0-4, mj)

De ce fait, les deux matrices M,-,,, et M,,-, , peuvent étre codées de fagon compacte dans

l'espace d'une seule. La base de six schémas cubiques classiques proposée au chapitre 7 de

la partie I tire avantage de cette possibilité pour assurer un codage compact de cette base.

En définitive donc, cette étude a posé les bases pour Ia réalisation d'un systéme de

transcription des courbes et des surfaces qui soit a la fois :

- polyvalent car il pourra intégrer plusieurs schémas classiques dont les

transformations et les manipulations de base peuvent s'‘appuyer sur des

modéles standard de calcul ;

et

= autonome dans la mesure oii un tel systéme pourra retrouver tout seul les

faits géométriques intrinséques a chaque choix de schéma qu'il embrasse.

Cela, grace aux indicateurs de géométrie, tels que 1G’ et IG’.

Ceest dans cette perspective pratique que s'inscrit la suite de nos études afin de concrétiser la

deuxiéme phase visant a intégrer plusieurs schémas dans un méme systéme de transcription
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des formes a représentation paramétrique polynomiale.

On peut, en rétrospective, formuler trois objections a propos de notre démarche :

1, le réle du concepteur semble comme mis en retrait ;

2. le réle de la spécificité qui fait souvent la richesse et la souplesse des

schémas classiques est diminuée ;

3. l'étude des carreaux de surface est absente.

Pour la premiére objection, nous sommes del'avis que cela est inévitable dés que l'on songe

a aboutir a des systémes intelligents, tendant vers une autonomie grandissante, Toutefois, le

procédé employé dans la section 3, chapitre 5, partie I, pour transformer la modélisation de la

dérivation paramétrique en faveur du concepteur, peut toujours étre utilisé pour pallier ce

défaut dans la plupart des cas. Sur le plan pratique, la recherche de modQles par lesquels le

concepteur puisse exprimer sa volonté n'est pas une fin en soi. Ce qui importe, a notre avis,

c'est que la représentation elle-méme favorise et rende naturel l'intervention du concepteur,

Cela, en mettant & la disposition de ce dernier, des paramétres simples et aisés &

communiquer, paramétres dont la signification physique ainsi que I'influence sur la courbe

soient d'une accessibilité immédiate pour le concepteur. C'est dans ce domaine que réside

une des qualités fondamentales du systtme UNISURF de Bézier, comme I'ont bien souligné

Forrest, Chemla, Véron et Ris.

Quand la représentation ne favorise pas d'une fagon naturelle intervention du concepeur il

faudra plut6t recourir 4 un modéle de traitement automatique.

A la deuxiéme objection, il nous parait plus judicieux que, dans un contexte intégrant

plusieurs schémas classiques, comme nous l'envisageons, les particularités de chaque

schéma soient introduites sous formes d'attributs. C'est en prenant en compte ces attributs

que l'on choisira le schéma le mieux adapté pour une étape donnée de la conception.

Toutefois, il est réconfortant que les indicateurs de géométrie IG” (resp. IG*) mettent en

relief les conditions géométriques de tout arc de courbe en son point initial (resp. en son

point terminal), quel que soit le schéma employé pour exprimer sa transcription,

Pour la troisitme objection, comme il a été souligné dans le premier chapitre de la premiére

partie, les modéles de calcul pour les carreaux élémentaires réunissent les modeéles de calcul

pour les courbes doublés essentiellement de leurs transposées.

Nous rappellons enfin les prolongements & donner a ce travail :
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. L'étude empirique de la stabilité numérique du modéle de calcul des différences

finies s'appuyant sur G"*; dans un premier temps, en collaboration avec les

analystes numériciens ; ensuite avec des sociétés intéressées pour le

développement d'un processeur spécialisé dédié au calcul des différences finies,

pourvu bien sfir que les résultats de l'étude de stabilité soient positifs.

. Liétude comparative de la stabilité numérique et de la précision des modéles

Tayloriens et ceux a base du triangle de Pascal pour exprimer les transformations

paramétriques linéaires des formes, en collaboration a Ia fois avec les analystes

numériciens et avec les concepteurs des systémes de la CFAO.

. Le développement pratique de la base des schémas cubiques suivants :

¢ de Ball ; de Bernstein-Bézier ; de B-spline cubique ; de Hermite (8 travers

le schéma modifié de Hermite) ; d'Overhauser et de Timmer,

schémas qui, a l'exception de celui de Hermite, ont la propriété de symétrie par

permutation ; ce développement devra déja envisager dans sa conception la

possibilité éventuelle d'incorporer cette base dans une base embrassant l'ensemble

des schémas paramétriques cubiques ; il nécessitera le concours des concepteurs

de base des données et des systémes de CFAO.

La réalisation d'un éditeur des formules pour I'annotation des points

caractéristiques des formes a représentation paramétriques polynomiale.

Liétude de la généralisation rationnelle des fonctions polynomiales de Bernstein et

l'application de ces derniéres 4 la transcription des formes paramétriques.

La recherche des interprétations concrétes pour le corps des nombres

complexes C des modéles de transformations proposés.
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Les annexes sont présentées dans le but principal d'aider

ceux qui aimeront réaliser des syst8mes opérationnels & partir

de ce travail sans qu'ils soient obligés d'aller rechercher dans

le texte les données essentielles dont ils auront besoin.

Ainsi, par exemple, l'Annexe VI donne le codage interne de

la base de schémas symétriques par permutation tandis que

VII et VIII en donnent les principaux algorithmes de

décodage des matrices caractéristiques a partir du code

j ° interne.
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ANNEXE I

Matrices de dérivation de neuf schémas cubiques classiques.

Po 1 0 0] fo 1 0 of

0 0 2 0 0 Oo 1 0

Aa = Any =
0 0 0 3 0 0 0 1

o 0 Oo 0 0 0 0 0

[-2 2 0 0 r.3 3 0 |

a. [ob 2 2 1 a. [rh ch 2 0

Ba ~ Bé =

41-202 41 0-2 1 J

0 0 -2 2 0 0 -3 3

f-u 18-9 2] fo 0 61 (Ol

2 -3 6 -1 0 0 0 1
ABs = 1/6 AS =

1 -6 3 2 -6 6 -4 <1

-2 9 -18 tL 6 6 2 4

[-4 6 6 27 [-s 8 0 |

© 0 0 1 3 0 4-1

4 He = Anim =
-1 0 0 0 1 -4 0 3

-2 -6 6 4 0 0 -8 8

f-18 19 -16 5)

A -1 0 1 0 Matrices de dérivation de neuf

Ov = 1p

0 -1 0 1 schémas cubiques classiques

-5 16 -19 18

L J
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2s ul ANNEXE UI
ANNEXE II

Inverse des matrices de lissage des schémas cubiques de Ball (Ba), de Bemstein-Bézier (Bé),
Matrices de lissage des schémas cubiques de Ball (Ba), de Bernstein-Bézier (Bé), de de B-spline (Bs), de Hermite (He), de Hermite ifié (mle), d'Overhauser (Ov) et de

B-spline (Bs), de Hermite (He), de Hermite modifié (mHe), d'Overhauser (Ov) et de
Timmer (Tim),

Timmer (Tim).

1 0 0 0 1 0 0 0 [2 o 0 0 3.0 0 0
-1 -1

A 2 2 0 0 “I 3°43 0 0 Anew]? ' % 0 Ay = ]3 1 0 0
= ms =

* ‘ zr wr 3.2 1 0
ri 2 t 3-6 3 0

2
0 2 -2 0 eemi ae” 303° 33

1 4 10 1 68 @ 6 3-3 2 «0 1 0 0 0

“1 # “13 0 3 0 0 0 1 0 A py =18 3. 0 -1 0 Ane 1h ob yg ff

ay7M a . 3 3 2 0B:

. 3-6 3 0 * ios 2 wt o 1 0 0

3 6 1 18
“1030-3 1 fon gy o 1 2 3

4

0 0 1 0 0 2 0 #0 Oo -2 0 0 Poel 1 ot

=1 1otobod zl 1 0 0 0“1 0 0 “100041 «0 AL, # -

A = 2 A =12 ‘mHe Ov

mle 203-3041 ° 2-5 4 4 1 0 00 + hoa i

“1-20 201 103-301 o 123 1 2 4 6

1 0 0 0 4 0 0 of

-4 4 0 0 1 4 1 0 0
A = A gin= V4
Tim

5-8 4 41 43024

2 4 -4 2 4 4 4 4
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ANNEXE IV

Matrices de passage des six schémas cubiques : de Ball (Ba), de B-spline (Bs), de Hermite

(He), de Hermite modifié (mHe), d’Overhauser (Ov) et de Timmer (Tim) vers

Bernstein-Bézier cubique:

M, =Ag,'« A; aveci (Ba, Bs, He, mHe, Ov, Tim)i->Bé = Ape i

3 0 0 1 0

wi 1 2 0 0 0
218 M; =1

Ba->Bé IBs>Be = 16
0 0 1 0 0

0 0 3 Lo 1

3.0 0 0 0 0

3.0 1 0 ol 0

M eons * Mitieops 18
0 3 Oo o4 0 vl

0 3 0 Oo i) 0

fo 6 0 3 0

“1 6 0 a 0

M = 16 M 42Ov-->Bé 0 1 4 ‘Tim->Bé = 1/3 0 a

0 0 0 L 9 3

Remarque

Excepté la matrice de passage My, ..pg Chaque matrice vérifie la propriété de symétrie

centrale: M,,,; =Ms.i, 3-) pouri etj=0,J,...,3.

ANNEXE V

Matrices de passage du schéma cubique de Bernstein-Bézier respectivement vers le schéma

de Ball (Ba), de B-spline (Bs), de Hermite (He), de Hermite modifié (mHe), d'Overhauser

(Ov) et de Timmer (Tim) :

Mgze.5i= Aj '* Age aveci € (Ba, Bs, He, mHe, Ov, Tim)

[ 2 0 0 0 6 -7 2 0]

7 3.0 «0 0 2-1 0M sin}! M. =
Bé->Ba Be->is

0 0 3 -1 0 -1 2 0

0 0 0 3 0 2-7 6|

[ 10 0 0 3-30 «0

0 0 0 1 0 0 0 1

Mae sue * Mpcomle ~
3 3 0 06 1 0 0 0

oo gf 48 0 0 3 3

6 6 0 1 4 0 o 0

1 o 0 0 1 3 o 0

My. s0v Myc. stim = M4
0 0 0 4 0 Oo 3 1

1 0 -6 6 0 0 0 4

Remarque

Excepté la matrice de passage Mg, _,4;-, chaque matrice vérifie la propriété de symétrie

centrale: M,; ,=Ms.;, 3; pouri etj=0,1,...,3.
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ANNEXE VI

Codage interne de la spécification définitive SD de la base formée des six schémas cubiques:

de Ball (Ba), de Bernstein-Bézier (Bé), de B-spline (Bs), de Hermite modifié (mHe),

d'Overhauser (Ov), et de Timmer (Tim). Schéma de référence : Bernstein-Bézier.

2 o oO 0 2 0 0 0

7 1.36 36 © 0 * he 4 6 0
oO

wy a

a | 4% -22 36 «0 S le 8 4 6

-12 3% -36 12 2 2 2 1

rio 0 Of 2 8 2 O|

Be] 4 8 0 0 @f]o 8 4 0

i y
2 ]2 0 6 0 72 -84 24 «0
F =
~ 1.6 w 0 0 0 2% -12 0

I 7 r 1
6 0 4 0 0 2 0 0

F -4 #0 4 0 é 2 12 #2 0

y
% | 36 -36 0 0 2 | 72 -72 0 12
s =

“~ j}o o 6 2 - | 2 0 0 0

2 0 0 oO]

12 0 0 9[M péc->Tim!
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ANNEXE Vil

Algorithme 1 : Régle 3: Décodage de la matrice de passage M, _>pe & partir de la

matrice M, <.>pé qui stocke la forme condensée des matrices de passage

M, _ppeet Mge.>g multipliées par 12 pour convertir les composantes

en entiers.

Données

Mgespe Matrice a composantes entierés, de format 4x4;

Résultats

Mg.spg Matrice 4 composantes entierés, de format 4x4 ;

Principale variable de travail

f entier, facteur de pondération dont la finalité est

de restituer les valeurs effectives des matrices

codées

Début

fe= 17125

Pour j:=0 43 faire

Début

Pourj:= 0 417 faire

Début

My opel J) t= fae M ge->Bells }) ;

Mogg Sci, Sf) = ML fi, ))
g- >Bé

Fin

Fin

Fin

Cott : I division, 8 multiplications et 16 soustractions

(sans tenir compte du coitt de gestion des indices de boucle).
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Algorithme 2 : Régle 4: Décodage de la matrice de passage Mpg _.,, 4 partir de la

matrice M,. <-opé Qi stocke la forme condensée des matrices

de passage M, pe et Mage ~>g multipliées par 12 pour

convertir les composantes en entiers.

Données

M matrice & composantes entierés, de format 4x4 ;
g<->B6

Résultats

M matrice A composantes entierés, de format 4x4 ;
Bé >g

Principale variable de travail

f entier, facteur de pondération pour restituer les

valeurs effectives de matrices codées ;

Début

fis 1/123

Pour j:=0 a3 faire

Début

Pour i:= 0 41 faire

Début

M G, prs faMBeg gf42, 5
'g¢—>Bé

Mygyg(S-y SD = Me yglls D

Fin

Fin

Coit: 1 division, 8 multiplications, 8 additions et 16 soustractions

(sans tenir compte du cont de gestion des indices de boucle).
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ANNEXE IX

Cette annexe illustre & l'aide de huit schémas cubiques classiques la grande facilité qu'offrent

les deux opérateurs IG” et IG* pour retrouver la géométrie aux limites de tout arc de courbe

paramétrique polynomiale. Ces résultats s'étendent 4 tous les schémas quel que soit leur

degré.

On rappelle pour mémoire que :

IG* =diag (0! 1! 2! ... nl)*GA

ot e[0, 1] et A désigne la matrice de lissage (cf. Annexe I) du schéma, celui-ci étant

supposé de degré n.

Pour le cas cubique :

IG’ =diag(1 1 2 6)*A et IG'=diag(1 1 2 6) *«Gy¥A

Les lignes successives de IG° permettent de lire les conditions géométrique en t= 0. IG*

fait de méme ent = 1.

Les schémas tests sont ceux présentés au chapitre 1. Pour chaque schéma on donnera :

1, IG’ et IG* 2. 1G°P et IGP

1, Schéma Algébrique cubique

Forme explicite de 1G” :
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a. Conditions géométriques en t= 0 spécifiées par ,IG° P:
a a, Conditions géométriques en t = 0 spécifiées par »,IG° P :

AlG?G,)P=ilP, 1=0,..,3.

palG?(0, ») P= Pp

Forme explicite de ,1G' :
>in pilG’ (1, «) P= 2(P,-Po)

1 2.3 BalG°(2, «) P= 2(P,-4P, +2P, +P)
IG: =

‘al an 6 palG°(3, #) P= 12(P,-P,)

0 6

Forme explicite de IG" :

a: let _ . tp.

b. Conditions géométriques ent = 1 spécifiées par , IG" P 0 0 0 il

: i]Gi= {9 oO -2 2
AlG'(0, «)P=P, +P, +P, +Ps Ba

alG'(, «)P=P, +2P, + 3P;

qlG' (2, #)P = 2P, + 6P;

AlG' (3, «)P = OP;

b. Conditions géométriques ent = 1 spécifiées par p,IG' P :

Ainsi, alG? Pet Al P reproduisent les mémes conditions géométriques respectives en

t=0 ett=Z1 quele calcul direct du chap. 1, partie I (§6.1.1). BiG’ (0, +) P= Ps

| = -

2. Schéma de Ball cubique plG'(1, «) P= 2(P)- Pe)

Forme explicite de ,,IG° BiG" (2, ») P= 2(Po+2P; - 4Pe +Ps)

[' 0 0 ‘| plG'G, «) P= 120,-P,)

Ainsi, pIG° P et ,,1G’ P reproduisent les mémes conditions géométriques respectives en

t=0 etr= J que le calcul direct du chap. 1, partie I (§6.2.1).

QO 12 -12 O
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3. Schéma de Bernstein-Bézier cubique

Forme explicite de ,1G” :

1 o 0

we| 3 3°

Be
6 -12 6

6 18 -18

a. Conditions géométriques en 1 = 0. spécifiées par IG° P :

palG' (0, +) P= Po

pdG'(1, +) P= 3(P,- Pp)

palG? (2, «) P= 6(P.-2P, +Pz)

pd G3, «) P= 6(-P)+3P, -3P2 +Ps)

Forme explicite de p IG" :

0 o 0

IG! 0 0 -3

Bé

0 6 -12

6 18 -18

b. Conditions géométriques en = J spécifiées par , IG’ P :

pelG' (0, «) P= Ps

pdlG' (1, «) P= 3(P;-Pe)

palG'(2, ») P= 6(P,-2P, +P5)

pelG' (3, #) P= 6(-Po+3P, -3P, +P3)
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Ainsi, pdG? Pet ndG* P reproduisent les mémes conditions géométriques respectives en

t=0 ett=J quele calcul direct du chap. 1, partie I (§6.3.1).

4. Schéma de B-spline cubique

Forme explicite de ,.1G° :

s °

1G? =1/6
Bs

a. Conditions géométriques en t = 0 spécifies par ,.1G° P :

pilG* (0, +) P= 1/6(P,+4P, +Pe)

plG?(1, #) P= 1/2(P,- Pe)

pslG?(2, ») P= Po- 2P, + Pe

pslG?Q, «) P= -P,+3P, -3P, +P,

Forme explicite de IG" :

b. Conditions géométriques ent = I spécifiées par ,.1G* P :

pylG' (0, «) P= 1/6(P, + 4P2 + P;)

pJG' (1, +) P= 1/2(P;-P,)
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pslG' (2, +) P=P,-2P, +Ps

plG' (3, «) P= -P.+3P, - 3P, +P;

Ainsi, plG? P et 3 dG P reproduisent les mémes conditions géométriques respectives en

t=0 ett=7 quele calcul direct du chap. 1, partie I (§6.4.1).

Par ailleurs, on remarque que : plG' («, j+l = RAG? («,j) pour j=0,J,2 traduisant

ainsi la propriété générale suivante des »,w; (cf. §6.4.1, chap. 1, part. I):

psi" (0) = pein (L) pouri=0,1,2 et OSkS3.

5. Schéma de Hermite cubique

Forme explicite de ,,,1G’ :

IG° =
He

a. Conditions géométriques ent = 0 spécifiées par HlG? P:

yelG’ , +) P = Po

pelG' (1, «) P= Pe

uel (2, «) P= 2(- 3P,+3P, 2P. -P,)

yelG?, 4) P= 6(2P, - 2P, +P, +P3)

Forme explicite de IG" :
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12, -12) 6 6

b. Conditions géométriques ent = J spécifi¢es par yelG’ P:

yelG' (0, ») P= P;

yelG' (1, *) P= Ps;

HelG' (2, «) P = 2P,- 3P, +P, +2P;)

yelG' (3, «) P=6(2P, - 2P; +P, +P3)

Ainsi, ,,1G° P et ,,,[G* P reproduisent les mémes conditions géométriques respectives en

t=0 ett= 2 que le calcul direct du chap. 1, partie I (§6.5.1).

6. Schéma d'Overhauser

Forme explicite de 5 IG” :

0 1 0 0

ie [2 9 Ww 0

Ov

2 -§ 4-1

3 9 -9 3

a. Conditions géométriques ent = 0 spécifiées par ole P:

ovlG’@, «) P= Py

ovlG? (1, «) P= 1/2(P2 - P,)

ovlG? (2, «) P= 2P,-5P, + 4P, -Ps

ovlG’ (3, «) P=3(-P, + 3P; -3P, +Ps)

358



Annexe IX

Forme explicite de 9,IG* :

0 0 1 0

0 -1 0 |IG: = f2 /2

Ov

-1 4 -5 2

3 9 -9 3

b. Conditions géométriques ent = 1 spécifiées par ovlG’ P:

ovlG' OG, «) P =P:

ovlG'(, 4») P= 1/2(P3 - Pi)

ovIG' (2, 2) P=-P,+4P, - 5P, + 2P;

oylG'(3, «) P=3(- Py + 3P, -3P2 +Ps)

Ainsi, ole P et ols’ P reproduisent les mémes conditions géométriques respectives en

t=0 ett= J quele calcul direct du chap. 1, partie I (§6.6.1).

7. Schéma cubique de Taylor

Forme explicite de TaylG° 3

1G°
Tay
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a. Conditions géométriques ent = 0 spécifi¢es par Tal? P:

TaylG"@, «) P=P.

TeylG°(1, «) P=P,

TaylG" (2, %) P=P,

taylG" (3, «) P= Ps

Forme explicite de TaylG? :

1 1 12 6

IG - bob

Tay

1 1

0 1

b. Conditions géométriques ent=J/ spécifiées par TaylG* P:

Tay!G" (0, «)P=P, + Py + 1/2P, + 1/6P;

TaylG"(1, 4) P=P, + Pa + L/2Ps

TaylG' (2, «) P=P2+ Ps

rylG'G, «) P=P,

Ainsi, TaylG° P et Tayl@* P reproduisent les mémes conditions géométriques respectives er

t=0 ett=J que le calcul direct du chap. 1, partie I (§6.7.1).
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8. Schéma cubique de Timmer Ainsi, .;,,1G° P et 7,1G’ P reproduisent les mémes conditions géométriques respectives

Forme explicite de timlG : ent=0 ett=J que le calcul direct du chap. 1, partie I (§6.8.1).

-12 Ww -24 12

a. Conditions géométriques ent = 0 spécifiées par TimlG? P;

Timi’ (0, «) P= Po

aimlG (1, «) P= 4(P,- Po)

TimlG® (2, 4) P= 2(5P,- 8P, +4P2 -Ps;)

qimlG’ (3, x) P= 12(- Py + 2P, -2P, +Ps)

Forme explicite de 7, 1G" :

-2 8 -16 10

-12 24 -24 12

b. Conditions géométriques enr= 1 spécifiées par TimlG P:

' TinlG’ (0, #) P= Ps

tim{G' (1, «) P= 4(Ps - Pe)

TimlG' (2, «) P= 2(-P, +4P; -8P, +5P;)

timlG' (3, #) P= 12(-P, + 2P, - 2P, +P)
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ANNEXE X

Cette annexe, présentée exceptionnellement en anglais, regroupe les relations donnant

l'analyse géométrique compléte d'une courbe paramétrique polynomiale au point

paramétrique oe/{0, I}. Elle souligne l'intérét pratique et théorique de l'opérateur IG*.

Sur le plan théorique, celui-ci permet notamment l'analyse rapide de tout schéma

paramétrique polynomial. Sur le plan pratique, on peut se fonder sur cet opérateur et sur le

tableau présenté ci-dessous pour imaginer un éditeur de formules pour annoter des points

caractéristiques du tracé d'un arc de courbe, voire pour aider les chercheurs en CFAO &

préparer leurs publications. C'est dans ce souci que nous présentons d'un cété les relations

et de l'autre les données fournies par IG" et le polygone caractéristique P.

Mais par-dessus tout, IG* résume en un seul nocud les paramétres nécessaires au calcul de

trajectoire de machine-outil ("tool path geometry" en anglais) chargés de fagonner la courbe.

The geometry indicator 1G* and the characteristic parameters for parametric polynomial

curve analysis

Review of notations, conventions and definitions:

P matrix of geometric coefficients (control points): P = *P)ico. on

with:

P,<e R’, thatis: P,=(xi x? x?).

We define IG* as :

IG* =diag(1 1 2! ... n}+G eA

with :

G : an (n+ 1)X(n+1) sized Pascal triangle arranged as an upper

triangular matrix. It can be raised to any real power o as follows:

0 for i >j

1,45

[

Geo = 4

( aC} for i <j

forall i,j=0,1,..,2 and where:

Smee X

{ 0 for i >j

coo 4 it for i $j
| igo

For a formal proof, refer to chap. 3, part. I.

A: the blending matrix associated with an arbitrary choice of parametric

scheme.

Assuming a parametric curve segment defined by C(t)=,AP with t </0, 1] and

ve(l tt * .. t"), we shall use the following conventional notations

{Mortenson-85, chap. 5, pp.267-276]:

q __ the generic point on a characteristic line or plane passing through the

point C(«) of the parametric arc;

r __ the generic point on the rectifying plane to the curve at the point C() of

the parametric arc;

t,. the unit tangent vector to the curve at C(a);

n, _ the principal unit normal vector to the curve at C(a);

b, the unit binormal vector to the curve at C(x);

«, the curvature at C(«);

0, radius of curvature at C(o);

t, torsion at the point C(a);

u,w two unbounded parameter variables u, wR for writing characteristic

line and plane equations determined by the moving tribedron t,,m, and

b,, at C(a);

a a scalar determining the distance along unit vecteurs ¢,,m, and b,;
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as well as the following somewhat personal conventions :

Ce centre of curvature at the arc point C(a);

C(x) the jth parametric derivative of the curve at C(a);

IG* , for the i-row vector of IG" with i= 0, 1,....2;

IG* ,P for the "blocked scalar or dot products" defined as follows :

IGS ,P=(GS, [xs xi... Kalo.

IG; , [xo xi. Xn)s

det [] determinant of the unspecified square matrix within brackets,

We recall equation (5.42) of chapter 5, part I:

C“'(@=I1G5 ,P forall vef0, 1]

Co) = Gi!) 1G ¥ AlG, #) .P.

For formal proofs of the analytic relations used in constructing this table, refer to

Mortenson [Mortenson-85, chap. 5, pp.267-276].

Analytic property defining relation Data drawn from IG*P

t= (HCTM (oI IGS, P = Ca)

Tangent line equation through C(q) :

q = C(a) +at, IGy.,P, IGi,P

Normal plane equation through C(q) :

365

(q - C(a)). t.=0

or (q- C(a)). C? (=0

Principal normal :

First, determine :

k,=C(a) -

Ic’ (of

then:

n,= k,Ak,!

Principal normal line equation through C(a):

q = C(a) +an,

Binormal vector through C(a):

b, =t,. Xn,

Binormal vector line equation through C(a):

q = C(o)+ab,

Osculating plane equation through C(«):

det{q - C(x) C”(@ C?(@)]=0

or: q = C(a)+ut, + wn,

Rectifying plane equation through C(a):

(r - C(o)].n,=0

or: r = C(o) +ut, + wb,

Curvature to the arc at the point C(a):

IC? (ax) x’ (ay!

a0. =
1c? (a) p
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IG;.P, IG: ,P

fe (a). Cc” (o)] Cc’ (@)

IG* ,P, 1G?

IG;,,P,1G;,P

IG;,,P,1G;,,P, 1G,

IG ,P, IG? ,P

IG;,,P, IGt,,P, 1G:,,P

IG, P, 1Gi,,P, 1G:,,P

IGj,,P,1G{,,P, 1G;,,P

IG>.,P,1G),,P, 1G2,,P

IG; ,P, 1Gi,P, 1G: ,P

IG ,P, 1G,P



Radius of curvature at the arc point C(«):

m1

Pu =Kx

Centre of curvature relative to arc point C(«):

Sa = C(O) + 0a Mx

Condition for inflexion point at C(«):

IC (x) xC*’ (opi = 0

Torsion at the arc point C(«):

det [C'? (0) C (a) CTM'(a)]

T=

IC? (x) x") (oP

or (provided x, #0):

det [C'? (ax) C(x”) C (0)

Annexe X

IG* ,P, IG2,P

IG* ,P, 1G’ ,P, IGS ,P

IG;,,P, IG2,,P

IGi.,P, 1G;,,P,1G},P

t,= ——_——-—o,_ 1G1,P, IG2,, PIGS ,P
Ic (a) é

Remarques

1. Pour le calcul manuel de G", il est plus commode d'employer la définition suivante :

Gry = pour! =j

= GF 5-1 pourri=0 et I<jsn

=0 pour f>/

=Gy-4,j-1¢ & GF js pourO<i<jsn

pour tout

2. Du faitquediag(1 1 2! ... n)=ATo,, (les fonctions de lissage d'un schéma de

Taylor de degré n étant de la forme : Tay Pi) =tf! pour 0 Si<n), il vient que:
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IGe =A"
a

Tay * GA

= [A "ray + Al x [A” * G*. A]

de sorte que l'on peut considérer IG“ géométriquement comme la composition d'une

segmentation de la courbe initiale dont la matrice de segmentation vaut (cf. chap. 6,

partie I):

—

Sta, 14+«]) =A * G*xA

avec une conversion du sous-segment résultant vers le schéma de Taylor dont la

-1
matrice de passage vaut: A Tay * A.

Cette interprétation de l'opérateur IG* est entigrement compatible avec l'interprétation

géométrique des sommets successifs du polygone caractéristique au point initial d'un

arc de courbe transcrit a l'aide du schéma de Taylor (cf. §6.7.1, chap. 1, partie I ou

Annexe IX),
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Cette étude généralise 4 une puissance réelle quelconque le triangle de Pascal organisé

sous forme d'une matrice triangulaire supérieure, et propose ensuite pour les operateurs

résultants, des interprétations géométiques et analytiques compatibles avec les

transformations usuelles des formes 4 représentation paramétrique polynomiale.

Vu comme un opérateur géométrique, la puissance généralisée du triangle de Pascal

permet de modéliser a la fois l'évaluation des polynédmes, la subdivision d'un segment de

courbe ainsi que la conversion entre représentations.

Comme un outil analytique, le triangle de Pascal s'interpréte comme un opérateur de

Taylor pour les fonctions polynomiales tandis que son inverse se presente comme I'opérateur

sous-jacent au calcul des différences finies.

Des deux interprétations découle un opérateur fondamental qui résume la théorie de

trasnscription paramétrique d'une maniére fort condensée. Permettant d'obtenir a chaque

point d'une courbe l'analyse géométrique compléte d'une maniére aisée, cet opérateur ouvre

pour la CFAO de nombreuses perspectives intérssantes, parmi lesquelles l'étude et la

réalisation des formes en commande numérique de machines-outils ainsi que l'étude des

conditions de raccordement des courbes définies par morceaux.

En proposant un ensemble d'opérateurs standard pour transformer, analyser et

caractériser les formes et les schémas paramétriques polynomiaux, nous avons souhaité

contribuer trés modestement au développement des systémes de conception de formes fondés

sur un environnement logiciel compacte capable de traiter toute représentation paramétrique

polynomiale.
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