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INTRODUCTION GENERALE

Nous présentons dans ce mémoire une approche de transformations de courbes
paramétriques polynomiales reposant sur une nouvelle lecture du théoréme binomial vu
comme la composition d'une fonction polynomiale et d'une translation paramétrique.

Cette approche est caractérisée par le rle explicite et incontournable joué par le "triangle" de
Pascal et ses puissances banalisées dans 1'évaluation, la dérivation, la segmentation et la

conversion de représentations des courbes paramétriques polynomiales.

1l s'avére d'une part que les fonctions classiques de Bernstein-Bézier, qui jouent un role
éminemment important en CFAOQ, dérivent presque directement des puissances banalisées du
"triangle" de Pascal. D'autre part, linverse de ce méme "triangle” modélise le calcul des
différences finies, ouvrant ainsi la possibilité de dédier un processeur spécialisé a cette

demiere tiche.

Les régles de calcul que sous-tend cette théorie, et qui d'ailleurs se généralisent aisément au

corps commutatif €, sont trés simples et évitent notamment les longues manipulations
directes des coefficients binomiaux. Ces manipulations sont souvent remplacées par de
simples additions des exposants des puissances banalisées du "triangle" de Pascal. Celles-ci
sont calculées a l'aide d'une généralisation naturelle de la récurrence binomiale classique.

Gréice 2 ce "triangle" et & ses puissances banalisées, on peut associer & tout point d'une
courbe paramétrique polynomiale un opérateur matriciel (cf. §2., chap. 5, partie I) dont les
lignes permettent de caractériser entierement le point considéré (Annexes IX et X). On
aboutit ainsi & un opérateur fort commode pour le calcul de trajectoires des machines-outils
destinées & réaliser le tracé des courbes et & sculpter des surfaces complexes.

En s'appuyant toujours sur ce méme opérateur, on peut d'une part cerner rapidement les
qualités géométriques d'une représentation paramétrique polynomiale donnée ; d'autre part,
on peut réaliser un logiciel d'éditeur de formules pour l'annotation des points caractéristiques

de tracés de courbes et, par extension, de surfaces.

On peut également automatiser la recherche des conditions de raccordement 2 la jonction des

e AN e




courbes définies par morceaux en s'appuyant sur deux spécialisations de cet opérateur,

Ainsi, d'abord sur le plan théorique, la nouvelle lecture du théoréme binomial permet de
dégager une vue homogene de la transcription des formes par des fonctions paramétriques
polynomiales et conduit 2 une réduction importante des manipulations algébriques qui
habituellement accompagnent la transformation des expressions polynomiales.

Ensuite, sur le plan pratique, elle conduit & un ensemble d'opérateurs de base partagés par
une classe importante de systémes de transcription de courbes et de surfaces, de sorte que
T'on peut envisager l'intégration de plusieurs systémes de transcription dans une méme base
pour accroitre les possibilités et la souplesse des syst®mes de CFAQ. Et pour tout
couronner, elle fournit un opérateur qui facilite le calcul de la trajectoire des machines-outils &
commande numérique dont la finalité est de réaliser la surface qu'exprime la transcription
mathématique.

L'exposé comprend deux parties. La premitre étudiera la transformation des courbes
paramétriques polynomiales 2 la lumiére de la nouvelle interprétation du théoréme binomial
tandis que dans la deuxidme, on envisagera les perspectives pratiques qui en découlent,

O . S — Y

PARTIE I
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Transformations des courbes paramétriques

polynomiales

Une approche unifiée
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Introduction

Les méthodes de définition numérique de courbes et de surfaces développées notamment
dans les industries de construction d'automobile, d'avions et des bateaux [Gordon-74,
p.293] [Mortenson-85, p.7] destinées & remplacer des procédés anciens, essentiellement
manuels et fondés principalement sur la géométrie descriptive [Gasson-83, pp.1- 41]
emploient, & quelques exceptions prés, des représentations mathématiques & base de
fonctions paramétriques polynomiales a coefficients vectoriels [Bézier-77, pp.15, 177]
[Bézier-81, p.207] [Bézier-86, p.14). Le paramitre de ces fonctions varie normalement
dans l'intervalle [0, 1].

Parmi les systémes les plus connus et les plus influents, on peut citer les systémes de
Ferguson [Ferguson-64] [Bézier-77] [Bézier-86] [Mortenson-85, p. 168], de Coons
[Coons-67] [Bézier-77] [Bézier-86] ainsi que le systtme UNISURF de Bézier
{Bézier-68][Forrest-71][Chemla-71] (Bézier-72] [Bézier-77] [Bézier-86].

Les courbes et les surfaces d'emploi courant dans les industries citées ci-dessus sont
souvent de nature complexe et doivent répondre parfois & des exigences esthétiques, parfois a
des contraintes des milieux fluides [Chemla-71] [Véron-73] [Bézier-81}{Bézier-86]. Aussi
leur définition nécessite-t-elle que l'on procéde par morceaux pour ensuite raccorder les
morceaux le long de leurs fronti¢res communes & un ordre de continuité qui répond le mieux
aux contraintes d'utilisation [Bézier-77][Newman-79, p.313]. Devant les exigences de cette
démarche de définition par morceaux, les représentations analytiques classiques se révelent
insuffisantes [Véron-73].

1. Formes paramétriques
L'emploi presqu'exclusif des représentations paramétriques s'explique par leurs qualités :

- elles assurent I'indépendance de formes par rapport au systéme d'axe de coordonnées
choisi pour les exprimer [Forrest-71, p.71] [Bézier-86, p. 15} [Newman-79, p.311} ;

- elles admettent une définition des formes fermées ayant des tangentes "verticales"
sans poser de probleme d'ordre analytique [Dube-79, p.287] [Mortenson-85, p.25] ;




- elles admettent un plus grand degré de liberté pour le contrdle de la forme d'une 3. elles fournissent une grande variété de formes.

courbe (resp. surface) que ne le font les représentations non paramétriques.
Le choix de fonctions polynomiales de base (cf. chap. suivant) obéit & plusieurs motivations

- elles fournissent un cadre propice pour une définition interactive par morceaux. En | qui portent notamment sur les contraintes de calcul, d'affichage et de dialogue entre le
effet : concepteur et le modele mathématique. On cherche souvent que ces fonctions :

* pour limiter unc courbe (resp. surface), il suffit e limiter lintervalle de - facilitent les modifications ; elles doivent notamment limiter la zone d'influence des

variation de son paramétre (fesp. ses parametres), modifications locales [Newman-79, p.312] et admettre une formulation aisée de

o imposer des conditions de continuité le long des frontitres communes celles-ci par des paramatres qui ont une signification immédiate pour le concepteur
se ramene 3 une paramétrisation appropriée de la représentation des [Bézier-86, p.30] ;

morceaux a raccorder,
- assurent l'invariance de forme lors des transformations de rotation et de translation

¢ ¢valuer les points d'une courbe ou d'une surface se raméne & une suite [Newman-79, pp.311-312] ;

de substitutions car & une valeur des (resp. du) parametres correspond

un point unique de la surface (resp. courbe) [Chemla-71, p. 51 - admettent une expression aisée de conditions de raccordement le long de frontiére

commune des morceaux ; ,

- elles facilitent les transformations géométriques ainsi que les modifications ;

| - doivent admettre une représentation de courbe (resp. surface) qui suggere l'allure
générale de la courbe résultante et permetie d'anticiper l'effet des modifications
éventuelles [Chemla-71, p. 8] ;

Cette liste, bien que non exhaustive (cf. [Mortenson-85, pp.25-27]), met suffisamment en
relief 1'intérét de la représentation paramétrique.

2. Rovmes |polymoiales - permettent une esquisse rapide des courbes [Timmer-80] {Boghm-82] ;
On peut évoquer trois raisons pour justifier la préférence accordée aux fonctions

polynomiales : - admettent des formes géométriques variées et facilitent le traitement de cas dégénérés

éventuels.
1. elles sont compatibles avec les caractéristiques techniques de l'ordinateur : en effet,

les polyndmes ont une représentation finie et sont faciles 2 stocker, & manipuler et a
évaluer [Schumaker-81, chap. 1];

3. Opérations mathématiques courantes
L'analyse et la transformation des courbes (resp. surfaces) paramétriques polynomiales

reposent sur un certain nombre d'opérations mathématiques courantes, parmi lesquelles :
2. elles ont plusieurs qualités analytiques et algébriques intéressantes : les polyndmes

sont des fonctions continues, leurs dérivées et intégrales sont aussi des polynomes, a. lecalcul des dérivées en un point donné dans un souci, par exemple, de caractériser

la géométrie locale et d'en déduire I'expression des contraintes (¢.g, orientation et

trajectoire de I'axe d'une machine-outil destinée a réaliser la forme [Bézier-72,
de facheux problémes d'oscillation intempestive des polynomes de degré élevé p.192] [Faux-85, chap.4]) ;

les matrices engendrées lors de leur manipulation sont souvent non singuliéres.
Toutefois, on se limite 4 n'employer que des polyndmes de degré faible pour éviter

[idem]. Dans la plupart des applications courantes, on monte jusqu'au degré 3 et si
I'on doit tenir compte des contraintes des milieux des fluides, on dépasse rarement le
degré 5 ou 6.

b. le calcul d'intégrale pour déterminer des caractéristiques métriques d'un arc de

courbe ou d'un carreau de surface ;




c. la génération de séquences de points, nécessaires également pour la définition de
la trajectoire éventuelle d'une machine-outil ou pour affichage sur une périphérique
de visualisation ;

d . la subdivision d'un arc de courbe (resp. d'un morceau de surface) en sous-segments
pour une éventuelle modification locale ou pour résoudre par itération des problémes
d'intersection des formes {Cohen-80] [Lane-80] [Carlson-82] [Peng-84]
[Koparkar-84];

e . l'extension d'une courbe (resp. surface) au-deld de son intervalle paramétrique initial
de définition ;

f. le passage d'une représentation & une représentation équivalente qui soit mieux
adaptée au traitement en cours, ou bien qui soit plus familiere pour I'utilisateur
[Boghm-82].

3.1. Caractéristiques communes des opérations courantes

Excepté le calcul d'intégrale, chacune des opérations énumérées ci-dessus peut étre ramenée
3 un probleéme de transformation paramétrique linéaire. Les fonctions de base étant des
polynodmes, cela revient essentiellement a un probléme d'application du théoréme binomial.

4. Objet de ce travail

Etant donné I'importance des transformations paramétriques linéaires et la pratique quasi
universelle d'exprimer la représentation des courbes et des surfaces par des modeles
matriciels et de formuler leur transformation et leur manipulation aussi par des opérateurs
matriciels, il semble alors raisonnable de rechercher des formulations matricielles également
pour le théoréme binomial. Tel est un premier objectif de ce travail.

De telles formulations devront conduire & une grande économie d'effort notamment dans un
domaine oli 'on est sans cesse amené & manier de nombreux polyndmes 2 la fois.

Le deuxidme ohjectif est de revoir les problémes de dérivation, de segmentation et de
changement de représentation de courbe 2 la lumiére des modgles matriciels du théoréme
binomial sans priviligier la spécificité du choix de fonctions de base (cf. chap. suivant,

§1.1).

Un troisiéme objectif est motivé par le souci de formaliser la recherche automatique des

qualités géométriques intrinséques & un choix arbitraire de fonctions de base. A I'aide de
quelques paramétres simples que nous appellerons indicateurs de géométrie, nous souhaitons
qu'un systéme automatique puisse, par exemple, retrouver tout seul les conditions
géométriques aux limites et aux points caractéristiques de l'arc de courbe associé a tout choix
de fonctions de base.

D'une part, ces indicateurs de géométrie permettront l'automatisation de la recherche de
conditions de raccordement entre morceaux de courbes (resp. surfaces).

D'autre part, nous sommes convaincu que les systémes futurs de CFAQ devront de plus en
plus intégrer I'expertise du styliste-projecteur en s'associant & la démarche des systémes
experts. Les indicateurs de géométrie serviront alors 2 créer les bases de faits géométriques
propres A chaque représentation et & guider ensuite l'utilisateur non-expert.

Ce travail comprend deux étapes de développement.

La premilre étape vise & découvrir ces indicateurs de géométrie que l'on pourra associer 2
l'ensemble des représentations paramétriques polynomiales. Elle vise également & découvrir
pour chacun des trois problémes énumérés ci-dessus un modele standard de solution qui
dépend trés peu du choix de fonctions de base. Chaque solution devra €tre exprimée sous
forme matricielle afin de favoriser sa traduction algorithmique ultérieure sur ordinateur. Cette
étape correspond donc & une phase d'‘étude théorique.

La deuxiéme étape vise & soumettre ensuite I'ensemble des modeles dégagés dans 1'étape
précédente & une recherche de meilleur formulation algorithmique dans un systéme
regroupant plusieurs choix de fonctions de base.

Ce mémoire rend compte principalement des résultats obtenus pour la phase théorigue, bien
que tout au long, nous proposerons et analyserons des formulations algorithmiques de
certains aspects des solutions. En nous plagant dans l'optique d'intégrer plusieurs
représentations dans un méme systéme, il nous parait nécessaire de développer d'abord une
vue théorique unifiée pour les trois opérations de base employées sans cesse pour
transformer et analyser courbes et surfaces.

Face au nombre illimité de choix de fonctions de base, seule une approche unifiée qui
s'affranchisse du choix spécifique des fonctions de base peut conduire & des solutions
générales. Ainsi, pour la recherche systématique d'indicateurs de géométrie €voquée




ci-dessus et qui réleve essentiellement de la dérivation paramétrique, une solution idéale serait
de disposer d'un opérateur standard (voir opérateur IG*, §2.1.1, chap. 5, part.I) qui
permettrait d'analyser et de retrouver facilement les qualités géométriques associées & chaque
choix de fonctions de base.

5. Modeles de représentations de courbe étudiés
Cette étude porte sur les représentations d'arc de courbes qui peuvent se mettre sous une des
trois formes suivantes :

CO=2 9P, asis<b M
CH= ¢ P ast<b V)
Cty=v, AP ast<h 3)

ol :
P; €R® (p =2 pourles courbes planes ; p =3 pour les courbes gauches),
P="(p, P, ... P,),
; (1) sont les fonctions polynomiales de base,
M =(pe(® vi() .. Y=V A,
ve=(1 t £ ... 1),
A estlamatrice de lissage ; ses vecteurs colonnes sont les vecteurs coefficients

des y, (t) correspondants.

Nous employerons la forme (3). Cette forme a 'avantage d'indiquer clairement que ['effer
de toute transformation paramétrique revient au fond & la transformation du vecteur v,.

6. Huit choix classiques de fonctions de base

Nous allons présenter un résumé succinct des principales propriétés de huit choix courants de
fonctions polynomiales de base. Celles-ci nous serviront de test. Sans que cela ne soustraie
rien 4 la généralité des modeles de calcul proposés, nous nous sommes principalement limité
aux représentations cubiques définies sur l'intervalle normalisé [0, I].

6.1. Formes Algébriques

[Timmer-80] [Lewis-81][Ball-82, p.202] [Mortenson-85, p.34].

Les fonctions de base associées & une représentation algébrique de degré n sont :
i =t i=0,1,..,n

Le point courant de l'arc de courbe s'écrit :

Cit)=> t P,

i=0

6.1.1 Propriétés des , 9,
On vérifie aisément que la dérivée d'ordre & des ,9;, pourk =0, I, ..., n, est donnée

par:
il
a0 =—f pour k <i
-kt
= pour k> i
Par conséquent :
it
AleE“(O) =— 8% oll 6 est le symbole Kronecker
-kt
et:
it
A0 () =— pour k <i
@i-k)!
=0 pour k>
de sorte que :
MO =k P,
etque:
noo il
Cm(l) - Z —_p,
= (i-k)!
9




L'intérét principal de ce choix de fonctions de base est qu'il fournit une représentation de
courbe qui est la mieux adaptée au traitement sur ordinateur [Bézier-72, p.121] [Bézier-86,
p.87]. Son plus grand défaut éside dans l'impossibilité d'anticiper la forme de courbe a
partir du polygone déterminé par les coefficients vectoriels P, [Timmer-80, p.25]
[Boghm-82, p.202). De plus, cette représentation ne facilite pas les modifications
[Mortenson-85, p.34].

11 convient toutefois de reconnaitre que tout opérateur exprimant pour la représentation
algébrique, V'effet d'une transformation paramétrique donnée est le méme opérateur qui

traduit cet effet pour toute autre représentation de méme degré et sans aucune modification
supplémentaire. Pour voir cela, exprimons le point courant de l'arc de courbe sous la forme

(3) ci-dessus, c'est-a-dire :
C=v.P

car le choix de 4,p;(t) = ¢ entraine que la matrice A soit confondue avec la matrice identité

I de méme format.

Supposons ensuite que le parametre ¢ subisse une transformation notée w(). Cela conduit

3 la transformation du point courant en :
Clw(t) =vu P

Pour tout autre choix de fonctions de base, dont A #I, le point courant de la courbe

associée est transformé comme suit :
Cy(@(®) =V, AP

Si dans le premier cas, l'on peat écrire
Clw)= v:QP,

il s'ensuit pour le deuxieme cas que :
Ciw®)=vQxAP

Ainsi, dans un cas ou dans l'autre, l'opérateur Q suffit pour exprimer T'effet de la

wransformation paramétrique w, en supposant que l'on peut €Grire Vo) = v Q.

6.2. Fonctions de Ball cubiques
(Bézier-77, Egs. 48, 49]

paPe®=1 - 2t + ¢° =(1-1f
g O = 2 - 4%+ 260 =2t(1-1)f
BaP2(t) = 20 - 28 =2t8(1-¢)
pa$s(® = £t

Le point courant de la courbe s'écrit :
3
CH =2 50O P,
i=0
6.2.1. Propriétés des g ¢,
1. Par inspection, on voit d'une part que :

3

zo BPi=1 pour tout ¢ /0, 1].
Les g, (t) vérifient ainsi la condition de Cauchy [Bézier-77, pp.41,76-77].
2. D'autre part, on voit que :
BaPo(1-0  =p5(0) et pa?i(1- 1) =, (1),
conditions que l'on peut exprimer sous unc forme plus condensée :
p0i(1-0)  =p0si ()
Les 5,9;(t) sont donc symétriques par rapport a linversion de l'ordre des ¢, et du sens
de paramétrisation (i.e., sens de parcours de la courbe). ~En suivant Bézier de trés pres,

nous dirons que les 5,9, (t) sont symétriques par permutation [Bézier-77, p.45].

3. Bnt =0, par dérivations successives des z,9;, on obtient :




BP0 =13 2@ =0; g0 =0;

(%]

0O =-2; g 0=2;  pe O=0;

(2)

p02(0=2; gy O=-8; pade (0)=4;

Balp°

DOy=0;  peTO=12; pye @©=-12;

293(0) =0;
Balp§1) ©=0;
S OEYR

s (0 =0.

D'ot, au point initial de la courbe, on obtient les conditions géométriques suivantes :

CO) =P

C'V(0) = 2(P, - Po)

C'¥(0) = 2P, - 8P, +4P, +2P;
C™(0) =12(P, - P;)

4.Ent =1, par dérivations successives des g, on obtient :
paP2(l) = 0;

pabo(l) =03 g2 =03

{1}

Ba‘Pf:”(l)=0; 33‘9(1“(1):0; B2 (D=-2;

(2)

(2) - o
B0 (=25 g (D=4 p0e (D=-8;

{3}

S0P (=0, g (D=125 ge D=-12;

D'ol, au point terminal de la courbe, on obtient les conditions géométriques suivantes :
,

cQy =P,
C'P (1) =2(P5- Py)

(1) =2P, +4P, - 8P, +2P;
Cc®' (1) = 12(P, - P2)

5. De 3 et 4, il découle que deux arcs de courbes C, et C;

commun (C, (1) = C, (0)) si et seulement si:

P? - P2 = A(P} - P7)

pads(l) =1;
05 (1) =2;
295 (=2

pafs” (D =0.

sont tangents en leur point

ou P ='(Py P\ P, Pj)définit le polygone caractéristique (cf. chap. suivant) pour C

avec i €{l,2} et A estun scalaire quelconque.

6. Seules les fonctions g9, (t) et 5,.(t) contiennent de terme en t*. De plus, les coefficients

des deux termes sont opposés. Par conséquent, en prenant P, = P, , la courbe dégénere en
une conique (i.e, une parabole).

6.3. Fonctions de Bernstein-Bézier cubiques
[Bézier-77, pp.73-80] [Mortenson-85, pp. 113-125] [Bézier-86, pp.80-86].

Les fonctions de base de Bernstein-Bézier de degré n sont définies par :

O O=10'C7C,  aveci=0,1, .., n.

ol I'on définit :

(o pour i >j
i = il
¢ ) A pour i £j
[ G-

En particulier, les fonctions cubiques sont données par :

B9o®=1 - 3t + 3¢ - ¢ =(-¢

P = 3t - 6F + 3¢ =3t(1-1f°
pade(t) = 3t - 3% =3t%(1-1)
pePs(D= ]

de sorte que le point courant de V'arc de courbe est défini par :

Cw= z B9 (O P

6.3.1 Propriétés de .0,
Nous ne reproduirons pas ici toutes les propriétés de ces fonctions [Forrest-71] [Bézier-77]
[Chang-82]. Toutefois, on les retrouve en grande partie dans le chapitre 4, partie 1.
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1, Par inspection, on voit que :

3
Z o =1 pour tout £¢[0, 1]
el

Les gep; (1) vérifient donc la condition de Cauchy.
2. On voit aussi que :
g9 (1-0)=pps-i (D) 0<i<3
Ainsi, les g, (t) sont également symétriques par permutation.

3. Ent=0, par dérivations successives des .9, , on obtient :

Be0o(0)=1; pe9: 0 = 0; pe9(®) =0; pe9s(0) =0;

SOV O=-3; i @=3; g’ O=0; s’ O=0;

L2

BéLPf:E) 0)=6; Bé'*p(ia(o) =-12; B.&}Pg) 0)=6; BePs 0)=0;

(3) (3)

0 =-6; 00 O)=18; g ©=-18; 05" O)=6.
D'od, au point initial de la courbe, on obtient les conditions géométriques suivantes :

C@0) =P

C(0) = 3(P; - Po)

C'®(0) = 6(P, - 2P, +P,)
C®(0) = 6(- P, + 3P, - 3P, +P;)

Ainsi, en t = 0, grice 4 ce choix de fonctions de base, seuls les sommets P, , ..., P,
déterminent la condition de continuité d'ordre i, avec 0 <i <3. En particulier, la courbe

commence en P, et est tangente au premier ¢bté du polygone caratéristique en ce point.

D'autre part, la courbure est fonction seulement de Py, P, et P, puisque :
ICY @A CEO 13(P-Po)A 6(P, - 2P +Pp)i

x(0) = =
ICH o)® 13(P, - P, )P

4. Ent =1, par dérivations successives des g,p;, on obtient :

pee(1)=03 pe:(l) =03 pee(l) =03 Beps(D) =13

BéLPL()“(l) =0; Béw(li) (1)=0; Bé‘Pé“(l) =-3; Bé‘P(sn 1)=3;
p0 (=07 P M=6;  p”(M)=-12; ¥ (1)=6;
g0 (M =-6; g (D=18; g (M)=-18; pus” (=6

D'ol, au point terminal de la courbe, on obtient les conditions géométriques suivantes :
Cl)y =P,
C'(1) =3(P;-P,)
C? (1) = 6(P, -2P,+P;)
C* (1) = 6(- P, + 3P, - 3P, +P;).

Ainsi, en t = I, seuls les sommets Py, , ..., Ps déterminent la condition de continuité
d'ordre i, avec 0 £i <3 : l'arc de courbe termine en Py ; il est tangent, en ce point, au

vecteur déterminé par les points P, et P; et la courbure est fonction de Py, P, et Py

5. Comme dans le cas de Ball, pour que deux segments de courbes C, et C, soient tangents

en leur point commun (C; (1) = C,(0)), il faut et il suffit que :
P} - Pi =A(P; - P2)
ol A est un scalaire quelconque.

6.4. Fonctions de B-spline cubiques ou Fonctions cubiques de Riesenfeld
[Bézier-77, pp.42-55) [Mortenson-85, Eq. 2.296, p.139])

aBo®=1/6(L - 3t + 3 - ) =1/6(1-1)°
1 (D) = 1/6(4 - 68+ 3t
e 0e() =1/6(1 + 3t + 3¢ - 3t))

BPs (D= /61’
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Pour les B-splines périodiques (fonctions de Riesenfeld) d'ordres supérieurs définis sur
Pintervalle normalisé , Bézier dans [Bézier-77, p.51] propose la formule générale suivante

dans laquelle il emploie le symbole Rin :

m=1 . (t+m'i"j)m
B0 (=R, @ =(m+ 1Y 1Y

=0

i=0,1,...m
jHm-j+1)

ot i rappelle le rang de la fonction et m le degré. Mortenson a également proposé une autre
approche de calcul & partir de T'expression des B-splines non périodiques [Mortenson-835,
pp- 133-140].

En nous limitant uniquement au cas cubique, le point courant de la courbe s'exprime par :

CH=2 50 ®OP

i=0

6.4.1. Propriétés des 5 9,
1. Une simple addition des deux membres des quatre expressions des ;, (t) montre que
celles-ci vérifient la condition de Cauchy :

3

T aei®=1

i=0

pour tout? /0, 1].

2. Symétrie par permutation : par inspection, on voitque :
Bs%(l -1 = st

Montrons que l'on a également :
Bs? (1-9= pa).

En effet :
gl - 0= 16 - 61 -0 1 3 )
= 1/6(4- 6(1 -2t + 1) +3(L- 3t + 3¢ - 1)

=1/6(1 +3t+3t° - 30°) = ; 9(0).

Alnsi, les o9, (1) sont symétriques par permutation, Ce résultat se vérifie aussi dans le cas

général [Bézier-77, p.45].

3. Ent =0, par dérivations successives des g y;, on obtient :

ps9o(0) = 1/6; 010 =235 pe.(0) =1/6;  pws(0)

0;
g0 O =-125 0" @=0; e’ O=12; " ©=0;
¥ @=1; P O=-2; Ru¥O=1; ¥ ©O=0;
g @=-1; po@=3; g0 0)=-3; 9 @)=L

Par conséquent, au point initial de la courbe, on obtient les conditions géométriques
sulvantes :

C@O) =1/6(P, +4P,+P;)
C(0) = 1/2(P,- P,)

C® ) =P, - 2P, + P,
C*(0) =- Po+3P, -3P,+ P,

Le point initial de la courbe est donc déterminé par les trois premiers sommets du polygone
caractéristique. La tangente en ce point est spécifiée par le vecteur joignant le premier au
troisiéme sommet et dont le module est deux fois celui de Ia tangente. On voit aussi que la

courbure au point initial est fonction des trois premiers sommets seulement, de sorte qu'au

point initial de la courbe, le dernier sommet P; n'exerce aucune influénce sur les conditions
de continuité allant jusqu'a 'ordre deux.

4.Ent = I, par dérivations successives des p ;, on obtient :

BsPo(D) =03 p0i(1) =165 pa(l) =2/3;  popi(l) =1/6;
a0 (D=0;  pei’(M=-12; R’ (M=0; g’ (=12;
08 (=0; e M=1; e (D=-2; e M=1;

g0 (D=-1; g (M=3; e (D=-3; (D=1
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Ces résultats correspondent aux conditions géométriques suivantes au point terminal de la

courbe :
C(1) =1/6(P, +4P;+P;)
C'* (1) = 1/2(P5-P,)
C®(1) =P, -2P,+P;
C*(1) =-P,+3P, - 3P, +P;

Ainsi, on voit que les trois derniers sommets du polygone caractéristique déterminent Ie point
terminale de la courbe. Ces derniers déterminent aussi la courbure en ce point. Quant 2 la
tangente, elle coincide avec le vecteur joignant le deuxiéme sommet au dernier. Ainsi, du

fait de Ja nullité de la fonction 5 g, et de ses dérivées jusqu'a 'ordre deux en

¢ =1, le sommet P, n'influe pas surla géométrie de la courbe en son point terminal.

5. On remarque que les g9 (resp. Rim) vérifient les propriétés générales suivantes
[Bézier-86, p.64] :

39 @ = 00k (1) avec i=0,..,2 (resp.m - 1).

6. Pour s'assurer que deux arcs de courbes C, et C, se raccordent jusqu'a I'ordre deux, il

suffit d'imposer que :
Pt =P!,, aveci=0,..,2 (resp.m-1).

En effet, pour C, , le point de raccordement correspond 2 la valeur paramétrique ¢ = 1,

tandis que pour C, , cela correspond & £ = 0. Par conséquent :

C,(1) =1/6(P; +4P; +P;5) =C.(0)
CP (1) = 172(P} - PY) =C" (0
C®(1) = P} -2P; +P3 =G (0)

6.5. Fonctions de Hermite (aussi de Ferguson) cubique
(Ferguson-64, p.227] [Mortenson-85, pp.34-37]

HePo() =1 -3+ 20
POROES + 3 - 2f
HeP2(D) = t - 286+ ¢
Helpl(t)= T

Le point courant de I'arc de courbe a pour expression :

CO=2 ut:OP,

6.5.1. Propriétés des .o,
1. Ent =0, par dérivations successives des 1,9, , on obtient

BP0 =1; 1e9:(0) =0} P20} =0; HP: (@) =0
g0 0)=05 o @=0; L O=1; ke ©=0;
Helo (0)=- p92 @=6;  pos” O=-4; pos¥ O)=-2;
a0 @=12; g O=-12; 40 ©=6; ups" ©)=6.

D'ot, au point initial de la courbe, on obtient les conditions géométriques suivantes :
C0y =P,
C'V(0) =P,
C*®(0) =- 6P, +6P, - 4P, - 2P;
C™(0) = 6(Q2P, - 2P, +P,+P;)

On voit donc que le point initial de la courbe est confondu avec le premier sommet du
polygone caractéristique tandis que le troisigme spécifie la tangente en ce point.




Quant & la courbure en ce point, elle est fonction de tous les P, car en effet :
ICY )~ C?O0) [P, A( - 6P, +6P;~ 4P, - 2P3)
K (0) = =
ToRN (0N P,

2. Ent= 1, par dérivations successives des y ¢, on obtient :

4021 =03 P31 =03

o) 1) =0; Helpt(l) =1;

(1)

R0 M=05 et D=0 e (H=03 re9s (=13

a0 (M=6;  po M=-6; g D=2; u9s (=4

WM =125 gl O=-12; g’ M=6; g3 D=6
Ainsi, au point terminal de la courbe, on obtient les conditions géométriques suivantes :

c(y =P,

o (1) =P,

C® (1) =- 6P, +6P,+ 2P, +4P,
C*¥(1) = 6(2P, - 2P, +P,+Py)

De toute évidence, la courbe a pour extrémité le deuxidme sommet du polygone

caractéristique tandis que le dernier sommet représente en fait la tangente en ce point.
Comme au point initial, Ja courbure est, en ce point, aussi fonction de tous les P..

3. Les conditions nécessaires et suffisantes pour que deux arcs de courbes C; et C, soient
tangents en leur point commun découlent des conditions géométriques en t=0 et r=1.

Elles sont les suivantes :

Pi=PZ et Pi=AP;

An

6.6. Fonctions d'Overhauser
[Brewer-77}

oPe®= - 12t + <128 =-12t(1-1)?
o =1 - 58+ 3pd
o) = 72t + 28 - 3278
oW = - 1Rt o+ 128 =212 (-

Le point courant de l'arc de courbe a pour expression :

3
CO=2 o0 ®OP,

i=0

6.6.1. Propriétés des .y,
1. Par inspection, on voit que :

3

Y =1

i=0

pour tout t€f0, 1]

Les fonctions de base d'Overhauser vérifient ainsi la condition de Cauchy.

2. Symétrie par permutation : Gréce & la mise en facteur indiquée ci-dessus, on voit bien
que :
ovPal1-t) = 5 95(D)

Montrons maintenant que I'on a également ,0,(1-t) = 5 9. (t). Eneffet:

o1t =1-52 (1-9% +3/2(1)°
=1-521-2t+®) +32(1-3t+32-t°)
=1-5/243/2+ (5- 9Dt + (- 5/2 + 92 - 3/28°
=120+ 267 - 3126 = 5,92 (1) CQFD.

Ainsi, pour 0 i <3 etpowr 0 <1 <1, o 9i(1-1t) =4, 495-;(t). Les fonctions
d'Overhauser sont donc symétriques par permutation.
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3. Bnt =0, par dérivations successives des o, p;, on obtient

OVLPZ(O) =0; o =03

o =03 o0 =1;

1} (1)

o @ =-12; o0 @=0; ou:" O=12; o595 (0=0;

W0 =25 Ui @=5: o0 M=4; o5 O=-1;

(3) {3}

o8 =3; o8 =9 ¥ @©=-9; 95 O=3

De ces relations, on déduit les conditions géométriques suivantes au point initial :
COoy =P,
C'*¥(0) =12 (P, -Py)
C'®(0) = 2P, - 5P, + 4P, - P,
C*(0) =- 3P, +9P, - 9P, +3P;

On voit donc que la courbe débute au deuxiéme sommet du polygone caractéristique et est
tangente, en ce point, au vecteur liant le premeir somumet au troisieme. Si besoin est, la
deuxidme et la troisiéme relations permetient de déterminer la courbure en ce point :

I A C? ) 11/2 P, - Po)A P, - 5P, + 4P, - P3)l
x(0) = =

ICY ()F° 1/2 (P, - P, )P

On voit que cela est fonction de tous les P;.

4. Ent = I, par dérivations successives des o, ;, on obtient :

OVUPO(I) =0; ovkpz(l) =0; m¢2<1)= 1 OVWJ(I)=0;
GO M=00 Gt =-12; o0 =0 07 (D=172;

(2) (2)

ot (M=-1; o D=4; o0 (D=5, o5 (D=2;

3 {3)

o0 (M=3;  ou (D=9 o9 =95 o¥s (D=3
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De ces relations, on déduit les conditions géométriques suivantes au point terminal :
C(1) =P,
cy=1/2(p; -P,)
C*%¥'(1) =- P, +4P, - 5P, +2P;
C¥' (1) =- 3P, +9P, - 9P, + 3P,

On voit ici que l'arc de courbe se termine en P, ; il est tangente au vecteur déterminé P, et P,

La courbure est fonction de tous les P;.

5. En tenant compte des conditions géométriques aux points limites d'un arc de courbe, on

aboutit aux conditions néccssaires et suffisantes suivantes pour que deux arcs C, et C, soient
tangents en leur point commun :

P =P} e PE -PE =A@ -P)
6.7. Fonctions de base de Taylor cubiques
[Lewis-81]

T,yLPi(l) =tAl avec0<i<n

Pour n = 3, le point courant de 1'arc de courbe a pour expression :

3
CO=3 1,9.0P,

6.7.1. Propriétés des Tay?i

L. Ent =0, par dérivations successives des .9, , on obtient

Taylpo(o) =1; T,,ylpz(o) =0; Tay'Pa(O) =0; Taytps(O) =0;
9 @ =05 it @=15 0 @©=0; 0" ©=0;

TP ©=05 o ©=05 g0 @=1; g ©)=0;
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3)

(3)
TayP2

T8 @ =05 e ©=0; ©=0; g5 @=L

A ces relations correspondent les conditions géomériques suivantes au point initial de la

courbe :
CO) =P,
c () =P,
Cc?0) =P,
C(0) =Py

Ainsi, le premier sommet précise le point initial de la courbe et le deuxieme la tangente en ce

point. Quantala courbure, elle est simplement donnée par :

ICY (A C2 (O P, A Pyl
x(0) = = —
Toa()'N P, P

2. Ent =1, par dérivations successives des p,ypi 0n obtient

TP =1 1gt)=1 T (D=123  1y0s(D)=1/63
rg? (D=0; gl =1 0l =11 05’ =103
TP (=05 gy =03 T D=1 qes” M=1;
1?0 (V=07 g0 =0; 0 =05 e D=1

A ces relations correspondent les conditions géométriques suivantes au point terminal de la
courbe :
C)
CV(1) =P, +P, +1/2P;
C?' (1) =P, +P;
CcP (1) =P,

=P, +P, +1/2P, + 1/6P;

Tl resort clairement de ces relations que la condition de continuité d'ordre i au point terminal
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de 1a courbe est fonction des sommets P, & Py

6.8. Fonctions de Timmer cubiques |
[Timmer-80, pp.25-28, Eq. 12] |

P =1- 4t + 5 - 26 =(1-0(1-2)

910 = 4t - 8 + 4 =4t(1-0)°

TimP2 (O = 4% - 4f =42 (1-1)

TimP3(t) = S+ 28 =@ -D=t20-201 -1)

Comme pour les autres choix de fonctions de base, le point courant d'une courbe de Timmer
s'écrit comme :

3
CO =2 1% P

i=0

6.8.1. Propriétés des -, 9;
1. En additionnant les premiers et deuxi®mes membres des relations ci-dessus, on voit que :

- |
Y =1

i=0

pour tout 1¢[0, 1]
Ainsi, les fonctions de base de Timmer vérifient la condition de Cauchy.

Sym.etne par permutation : La forme factorisée des |, _i; (t) (les troisiémes membres des
expressions) permet de conclure que :
Tim®1 (1 - 0= 95, (0 pourtouti =0,1,..., 3.

3. Ent =0, par dérivations successives des ¢, ¢, on obtient

2@ =17 e@=0;  pp(0=05 g0 =0;

. $O)=-4; o W oy =4 (1) )

imPo PP @ =45 e =05 e (0=0;
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(2)

0 0 =105 pnoi? ©)=-165 102" O)=8; pm9s O)=-2;
Ti_m‘Pz()“(O)='12; Tgm‘p?) 0y=24; 'rimlP;” 0y=-24; Tm‘?§3) 0y =12.

De ces relations découlent donc les conditions géométriques suivantes pour l'arc de courbe
en son point initial :

CO) =P,

C'V(0) = 4P, -P,)

C®(0) = 25P, - 8P, +4P;-P;)

C®(0) = 12(-P, +2P, - 2P, +P;)

Les conditions de continuité d'ordres 0 et I sont similaires a celles de Ball et de
Bernstein-Bézier dans la mesure ol la courbe débute au premier sommet du polygone
caractéristique et est tangente au premier cSté de celui-ci. Toutefois, la courbure est

déterminée par les quatre sommets.

4. Ent =1, par dérivations successives des.p; §;, on obtient :

TimPe() =03 TP (D =0; TimP2(1 =03 Ti®s(D =13

ty 1)

0 =05 et (=05 e (D=-4; s’ (D=4;

(2

0 M =-2; 1ol (=85 g0 1) =-16; 1ws” (1) =10;
10 =125 ol (D=24; e ()=-24; 105" (D =12.

De ces relations découlent donc les conditions géométriques suivantes pour l'arc de courbe

en son point terminal :
C(l) =P,
CH (1) =4(p; -Py)
C® (1) =2(- P, +4P, - 8P,- 5P;)
C (1) = 12(-P, +2P, - 2P, +P;)

On constate des conditions de continuité d'ordres 0 et I similaires 2 celles des

représentations de Ball et Bernstein-Bézier : la courbe se termine au dernier sommet P et est

DA

t
|
|
i
)

tangente au dernier c6té du polygone caractéristique.

5. Ent=1/2, lacourbe passe par le milieu du deuxiéme coté du polygone caractéristique.

En effet, en ¢ = /2, par dérivations successives des 1, ¢, on obtient :
r@( =03 e (=125 e(12)=12;  pu9s(1/2)=0;
6" (12 =125 ot () =- 15 s’ (=15 p9s” (12)=172;
9 (2 =47 e (12 =-4; 0087 ) =-4; 0¥ (12)=4;
@ (12) =12 g0l (2)=24; e (12)=-24; o9 (1/2)=12.

Ces conditions correspondent aux conditions géométriques suivantesen t = 1/2 :
C(1/2)y =12, +P;)
CP(1/2)=1/2 (- P, -2P, +2P, +Py)
C'®(1/2)=4 (P, - P, -P,+P;)
C®'(1/2) =12 (-P, +2P, -2P, +P;)

Ainsi, on voit que la courbe passe bien par 1/2 (P, + P,). Le fait que la courbe soit
tangente au premier et au dernier c¢6tés du polygone caractéristique aux extrémités et qu'elle
passe par le milieu du deuxi®me permet de vite cerner son atlure et de la tracer rapidement
[Boémh-82].

6. Deux arcs de courbes C, et C, se raccordant en un point commun sont tangents si
seulement si le dernier c6té du polygone caractéristique du premier est colinéaire avec le

premier cOté du second, c'est & dire :

P! =P; et P2 .PZ =A(P; -P;).

7. Triangle de Pascal et transformations linéaires paramétriques

L'analyse de la section précédente peut étre menée aisément a I'aide d'un opérateur matriciel
simple qui découle d'une des deux formulations matricielles du théoréme binomial. Dans ces
deux formulations, qui correspondent en fait & deux généralisations successives de la
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récurrence binomiale classique, le triangle de Pascal, présenté sous forme d'une matrice
triangulaire supérieure, joue un rle capital et unificateur de la théorie de représentation
paramétrique polynomiale.

La premitre généralisation de la récurrence binomiale engendre un ensemble de matrices
généralisant le triangle de Pascal. Par rapport & la multiplication de matrices, cet ensemble

forme un groupe abélien isomorphe au groupe additif R (cf. chap. 3, part. I). Nous
employerons désormais le symbole G pour désigner le triangle de Pascal (cf. chap. 3, part.

I).

La matrice G, pouvant étre élevée & une puissance réelle quelconque, rend bien compte de

toute translation paramétrique de pas or. Pour cela, il suffit de faire précéder la matrice A

(de 1a forme (3) ci-dessus) de G*, ce qui donne le point de la courbe correspondant & fa

valeur paramétrique (o +t). Ainsi, on montrera que :
Clo +t)=v,G*AP

Partant, 'écriture G* n'est pas une notation symbolique de simple commodité. Elle désigne
une véritable opération d'exponentiation (cf. Théoréme 3.2, §2.2.2, chap.3, part. I). De ce
fait, les longues et onéreuses manipulations habituelles des coefficients binomiaux se
trouvent remplacées par des simples additions des exposants de G pour traduire les suites de

déplacements dans lintervalle paramétrique. De surcroit, I'algorithme de calcul de G™ est
fondamentalement celui de la construction du triangle de Pascal.

Comme conséquence immédiate, G* modélise 1évaluation de l'arc de courbe, quel que soit
le choix de fonctions de base. Pour les carreaux de surfaces bi-paraméiriques, il suffirait de

doubler l'opérateur G par sa transposée.
Comme deuxiéme conséquence, l'opérateur matriciel, noté K, obtenu en mettant 2 z€ro tous

les éiémenis de G exceptés ceux de sa premidre sur-diagonale, est précisément tout ce au'il

faut pour traduire la dérivation paramétrique (cf. chap. 5, part. I).

Sur un tout autre plan, on découvre également que G est l'opérateur matriciel sous-jacent
au procédé de calcul de différences finies (cf. §2.3.1, chap. 3, part. I).

IR

r

Mais, 2 nos yeux, la conséquence la plus profonde de cette premigre forme du théoréme

binomial est la structure de données que représente 1'opérateur noté symboliquement IG* et
défini comme suit (cf. §2.2.1, chap. 5, part. I) :

La masrice de lissage (cf. chap. suivant) A étant donnée et supposée de taille (n+1)x (n+1),
onpose:

IG® = diag (0! 1! 2! ... n!)x G*x A ael0, 1] (1.1)

on G (extensible par construction) est aussi rapportée au format (n+1)x (n+1).

1l s'avere que (cf. Eq. 5.44, chap. 5, part. I) :
IGP =*(C(a) C*¥ () ... C™(x)) (1.2)

Ainsi, au point de la courbe correspondant  la valeur paramétrique o, l'opérateur IG*
permet d'obtenir en méme temps I'évaluation et toutes les dérivées dépuis l'ordre I @

l'ordre n. Non seulement l'opérateur IG* remplace la dérivation paramétrique par un simple
indexage de ses lignes, mais d'une maniere fort commode, il se déplace le long de la courbe
(comme le tritdre de Frenet dont il facilite d'ailleurs le calcul) et fournit les données
nécessaires A I'analyse géométrique complete en tout point de la courbe (cf. Annexe X).
On ne peut pas demander mieux pour décrire la trajectoire d'un outil dont l'extrémité devra
sculpter la courbe.

Pour les carreaux de surfaces bi-paramétriques, il suffira de doubler IG* par l'opérateur
‘IG* déduit du précédent essentiellement par transposition (cf. ci-dessous). Si les arcs de

courbes dans les deux directions paramétriques sont de méme degré, alors IG* et 'IG* sont
de méme format.

En particulier, I'analyse d'un arc de courbe en son point initial est fournie par IG°P tandis
que IG'P en fait de méme pour le point terminal, Ainsi, grice  ces deux opérateurs, sans

avoir 4 effectuer la dérivation explicite, nous obtenons rapidement la caractérisation
géométrique compléte de chaque arc en ses extrémités.

De plus, un simple examen de la structure de IG® et de IG* réveéle d'une maniére éloquente
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les caractéristiques géométriques intrinséques 2 chague choix de fonctions de base (cf.
ons de raccordement 2 la frontiere de courbes (resp.

Annexe IX). La recherche de conditi
surfaces) composites peut ainsi étre automatisée 2 I'aide de IG” et (3

La deuxieme généralisation du théoréme binomial rend compte des changements d'échelle

paramétrique. En effet, pour tout B € [R*, on montrera (cf. §1, chap. 3, part. ) que :

CEy=v.D@)xA P

.. B"). Lensemble de matrices D@) (VBe IR*), par rapport

ol D(p)=diag(l 8 8° .
tructure de groupe abélien isomorphe au groupe

3 la multiplication de matrices, définit une s
multiplicatif [R*.
En composant les opérateurs D(®) et G*, on obtient une formulation plus générale du
théoréme binomial :

C(0(+{5l)=vtD(§3),«G“l +AP=v. N xAP

L'opérateur composite T, s = D (B) « G™ est engendré également par une deuxiéme

de la récurrence binomiale et se particularise tantGt comme opérateur de

généralisation
changement de base (cf. chap.

subdivision (cf. chap. 6, part. D), tantdt comme opérateur de
7, part. I).
De plus, sous la forme particuliére 5, o avec Be[0, 1], on obtient la matrice de

fonctions de Bernstein-Bézier (paramétrées en @) dont les colonnes successives fournissent
toutes les fonctions de base pour le systéme UNISURF de Bézier (cf. chap. 4, part. I).
théoréme binomial allégent sans commune mesure
Iynomiaux. Les manipulations
§2.4, chap. 3, part. I) :

Les deux généralisations matricielles du
les manipulations algébriques des schémas paramétriques po
usuelles se résument dans les quatre régles simples suivantes (cf.

1. G* %G =G"
2. D () « D (8) =D (x+p)

3. D(P)« G = G*xD(p) pourtout g#0

n

4. G D @) =D (@)« G*

7 = *
Lorsqu'on est sir que BeR ", les régles 3 et 4 se fusionnent en une seule. D'autre part, les
deux formes du théordme binomial ainsi que ses quatre régles de calcul se généralisent au

corps commutatif € sans aucune difficulté théorique. Toutefois, l'utilité pratique de cette
extension reste toujours 2 imaginer.

Les chapitres restants de cette premidre partie formalisent avec plus de rigueur l'esquisse que
nous venons de tracer.

Le premier chapitre de la deuxiéme partie simule une caractérisation automatique de la
géométrie d'un arc de courbe spécifié tour 2 tour par chacun des huit choix de fonctions de
base présentés ci-dessus. Le deuxitme présente 1'étude empirique qui a motivé la
proposition d'une base de six représentations classiques comprenant les systemes de Ball, de
Bernstein-Bézier, de B-spline cubique, de Hermite (resp. Ferguson), d'Overhauser et de
Timmer. Le dernier chapitre proposera ensuite les algorithmes de codage et de décodage de
cette base A partir d'un noyau restreint des parametres caractéristiques associés a cet ensemble
de représentations .

Dans ce mémoire, nous nous sommes volontairement limité & I'étude approfondie des arcs de
courbes. Cependant, il n'est pas difficile d'étendre ces résultats aux carreaux
bi-Pumnéuiques. La méthode consisterait essentiellement & doubler les opérateurs matriciels
qui modélisent les différentes transformations des arcs de courbe par leurs transposées.
Cela, pour couvrir une deuxieme direction paramétrique. 11 se peut parfois que le degré des
courbes dans les deux directions paramétriques ne soit pas le méme. Dans de tels cas, il sera
nécessaire d'ajuster la taille des opérateurs selon la direction paramétrique. ,

N .
A. titre d'illustration et pour conclure, considérons 'important probléme de dérivation
bi-paramétrique :

Consi . .
; sidérons un carreau de surface bi-paramétrique dont le point courant s'exprime sous la
orme :

CG,)=v;AP'A'y, (1.3)
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ol l'on suppose que :
1. 5 ettef0, 1] sont les symboles respectifs des deux directions paramétriques ;

2. la représentation s'appuie sur le choix de n + 1 fonctions de base (caractérisées

par la matrice de lissage A de format (n + ! Yx(n + 1)) ; ce choix est le méme pour
les deux directions paramétriques ; toutefois, on peut associer deux choix distincts ;

3. P est le réseau caractéristique [Bézier-86, pp.115-116} de (n + 1 )(n + 1 ) points

P, , <R’ ol les indices i etj vonten croissant pour les directions paramétriques

respectives s et r.

La dérivée partielle d'ordrej parrapportas (évaluée & la valeur paramétrique § = o )
s'écrira tout simplement de la manitre suivante :

3 C(s, vy
=== (] =v, K A P'A'v, (1.4)

[§9]
Js

Pour la dérivée partielle d'ordre i par rapport ¢ (évaluéeent =0 ), on écrira :

¥V CGs, 01
— | =v, AP'A «'K''v, (1.5)

at(i) lt -

La dérivée particlle mixte au point paramétique (o, 8) €[0, 1] x [0, 1] et d'ordres respectifs

j eti parrapportds ety sécrira:

39 CE, u | A
—_ v, Ky AP'A «'K' v, (1.6)

a0
0s’ ot Is:«;, t=p

Quant  I'analyse géométrique complete (i.e. le calcul de toutes les dérivées partielles, depuis

kigd

l'ordre 0 & l'ordre n, au point paramétrique (o, t)) suivant la direction paramétrique s, elle
est donnée par :

3 CGs, 01
| ——1 ]j:o .n =IG“P‘A‘V1 (1.7
s i

L'analyse analogue en (s, B) suivant la direction paramétrique ¢~ s'exprimera comme :

3" CGs, 1) |
[_—"_ ! ]j:o..,n =vsAPtIGﬁ (IS)A
a(ﬂ) 't=n
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CHAPITRE 2
Schémas paramétriques polynomiaux

Introduction

Les objectifs de ce chapitre sont la définition du vocabulaire de base employé tout au long de
ce mémoire, le choix de modele de représentation pour les segments de courbes, la relation
entre différentes représentations équivalentes ainsi que l'extraction des paramétres
géométriques simples & partir de la représentation choisie afin de faciliter une analyse
automatique éventuelle de la courbe. Les propriétés d'un opérateur permettant de passer
d'une forme de représentation dite ‘croissante' 2 la forme équivalente dite 'décroissante’ sont
étudi€es avec une attention particuliere. Ce méme opérateur permet d'inverser le sens de
paramétrisation des arcs de courbes et permet aussi une définition matricielle automatisable de
la symétrie par permutation (cf. Théordme 5.12, §2.3.2.1, chap. 5). Pour clore le chapitre,
on présentera un exemple en guise de résumé.

1. Spécification
1.1. Notion de schéma
Un schéma paramétrique polynomial de degré n repose sur l'espace linéaire 5°n des

fonctions polynomiales mono-paramétres & valeurs réelles. Définir un schéma revient d'une
part, a choisir une suite ordonnée de n + I polyndmes linéairement indépendants ¢,,i =0,

..., 1, dans ipn et d'autre part, & limiter la variation du parameétre & un sous-intervalle

{a, bJCR. Les fonctions ¢, s'appellent des fonctions de lissage. On utilise aussi dans

la littérature la terminologie suivante : fonctions d'interpolation [Bézier-86, p. 561,
fonctions de base [Plastock-87, p. 170], terme que nous avons employé au chapitre
précédent, fonction de pondération, (en anglais : weighting functions {Gordon-74, p. 294],
basis functions [Boehm-82, p. 205], shape functions [Noweiler-84] [Norrie-73, pp. 26,
43], ce dernier terme est employé notamment pour les méthodes des éléments finis). La

®
[~
0

aramétre o

ou encere

plage de variation du paramétre [z, b] s'appelle intervall
espace de paramétre.

En désignant par @ la suite des ¢, et par ¢ le paramétre, on écrira :
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D) =(;(t) i=0,...,n, pourte [a,b] 2.1

Ainsi un schéma $ est défini par la donnée :

§ = {@, [a, b)) 22

Remarque 2.1 : Egalité de schémas

Au sens de 1'équation (2.2), deux schémas sont identiques si et seulement s'ils possédent les
mémes fonctions de lissage dans un ordre identique et si leurs intervalles de paramétre sont
confondus.

Remarque 2.2 : Conversion de schémas

Au sens de la remarque 2.1, toute permutation de 1'ordre des fonctions de lissage ainsi que
de leur pondération par des scalaires constitue une conversion du schéma initial. Par
ailleurs, toute modification de l'intervalle de paramétre est aussi une conversion.

1.2. Représentations de schéma.

1.2.1. Forme vectorielle

On emploie, souvent d'une maniére implicite, l'interprétation vectorielle symbolisée par
1'équation (2.1) rappelée ici :

Q1) = (¢ (1)

i=0,...,n, pourte [a,b]
pour représenter un schéma [Clark-76] [Goldman-84, p. 204] [Ferguson-64, p. 227]
[Chang-82, p. 346]. Chaque valeur ¢ du paramétre définit un vecteur obtenu en évaluant

les ¢,(t) dans l'ordre des i.

La représentation vectorielle a l'inconvénient majeur suivant : lorsque l'intervalle de
paramétre des ¢, subit une transformation (une translation par exemple), il est difficile de

trouver un opérateur explicite qui produise la transformée équivalente sur ®(t). Pour
résoudre de tels problémes, ou bien on change de représentation, ou bien on réévalue

chaque ¢,(t) séparément. Cette dernitre démarche, parce qu'elle s'appuie souvent sur la
spécificité des fonctions de lissage, ne permet pas de généraliser les résultats & l'ensemble
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des schémas paramétriques polynomianx.

Un des leitmotivs de ce travail étant de caractériser, sous formes a la fois précises et
générales, les modeles mathématiques sous-jacents aux transformations linéaires de l'espace
de parametre, nous n'emploierons dans la suite de cette thése que d'une manidre restreinte la
représentation d'un schéma sous forme vectorielle.

1.2.2. Formes matricielles

La base canonique de l'espace &, s'écrit tantdt suivant le degré croissant des mondmes ¢/,
tantdt suivant le degré décroissant. Par convention, nous écrirons :

V: =<1’t' t27 seey [ﬂ)

pour désigner la forme croissante et :

w =, "L 1)

pour la forme décroissante.

Pour la forme croissante, chaque fonction de lissage ¢; est spécifiée par son vecteur

coefficient dont l'ordre des composantes correspond au degré croissant des ¢'. La suite de
fonctions de lissage présentées sous forme croissante peut étre alors exprimée sous la fomre
matricielle suivante :

D) =(,t,f, ., YA =v,A Yte [a,b] (2.3)

La matrice A s'appelle matrice de lissage. Ses vecteurs colonnes sont les vecteurs
coefficients des fonctions de lissage homologues. Une fois l'intervalle de parametre fixé, la
matrice de lissage caractérise donc la suite de fonctions de lissage par rapport a la base
polynomiale standard. Cette matrice est non singuliére compte tenu de I'indépendance

linéaire des ¢);.

Le passage de la forme croissante & la forme décroissante peut étre formalisé comme suit :
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1. Définir 1a matrice carrée d'ordre n+1, notée R comme :
R, =8;" pour
L,j=0,...n

ol 8" désigne le symbole de Kronecker. Plus explicitement :

Le symbole 0, dans une matrice, signifiera souvent un sous-bloc de composantes
nulles (ici deux sous-blocs triangulaires). 11 dénote, parfois aussi, un vecteur nul.
Le contexte aidant, on trouvera facilement la signification qui convient dans tous les

cas.

2. Effectuer les transformations suivantes sur les parametres de la forme croissante :
u, =v, R 2.4)
B=Rx+A (2.5)

pour obtenir la forme matricielle décroissante cherchée :

®H=¢, 0 ,.., 1 DB=uB Vte [ab) 2.6)

La matrice B est la matrice de lissage correspondant  la forme décroissante. La matrice Rde
(2.4) et (2.5) s'appelle matrice de réflexion ( en anglais, reflection matrix [Davis-65, p.
154]). La relation (2.4) est un corollaire de la propriété R3 (cf. §1.2.3 ci-apres) tandis que
(2.6) découle de R2 qui démontre que R est son propre inverse.
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1.2.3 Propriétés de la matrice R

La matrice R posséde de nombreuses propriétés d'intérét pratique qu'il convient d'étudier
amplement pour trois raisons. En premier lieu, elle facilite la conversion des résultats
entre 1a forme croissante et la forme décroissante. En deuxiéme lieu, elle fournit un moyen
simple pour inverser le sens de paramétrisation d'une courbe. Enfin, elle permet de
caractériser certaines propriéiés fondamentales des schémas. A titre d'exemple, elle permet
une formulation opérationnelle de la propriété de symétrie par permutation [Bézier-77, p. 45]
[Lane-80, p. 36 Lemma 2.2]. Celle-ci est notamment vérifiée par les cinq choix suivants de
fonctions de base présentés au chapitre 1 :

- le schéma cubique de Ball [Ball-78, pp. 181-182][Bézier-77, pp. 38-42],

- les schémas de Bézier [Bézier-77, p. 80] [Bézier-86, p. 85] [Faux-85,
pp-129-137],

- le schéma de B-spline [Catrmull-78, p. 35},

- le schéma cubique d'Overhauser [Brewer-77, pp. 132-137],

- le schéma cubique de Timmer [Timmer-80, pp.25-28].

La symétrie par permutation (cf. § 2.3.2, chap. 5 et §3, chap. 7 Part. I) est & l'origine d'une
représentation unifiée de ces schémas dans une méme base. Les aspects théoriques et
algorithmiques de cette base seront respectivement étudiés aun chapitre 7 de cette premiere
partie et au chapitre 3 de la deuxiéme.

Voici la liste des principales propriétés de la matrice R :
RI: Lamatrice R est sapropre transposée : "R =R

Par définition, on a :

R, ;=8 = 8" =R, , & 'R=R

3.0

R2: Lamatrice R est son propre inverse: R™* =R

Pour cela, il suffit de montrer que R® =1. Ceci se démontre comme suit :

R! =R, (R, ; +R R, +..+ R .. R, +..+ R R, |
=R, n-iRosi ) [car R, = 6/:“]

=Rn—i,; [car Ri,n—i:5;+n~f=5:=1]
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=07 [car Ry, = 6" ] R
=8 (car n-i+j=n e-i+j=0] : ro i
: a b
=I5 fear-i+j=0 e j=i] :
: P =
Or : —
R, =& & R =1 CQED. ‘
1 0
L J
R est donc son propre inverse.

: Figure 2.1a  Multiplication & droite par R avec inversion de I'ordre des compo-
R3: (a,ay, ..., 3, )R =(a,, @5y, ..., 8) : R renverse I'ordre des composantes de i santes du vecteur ligne a.
vecteurs lignes (voir fig. 2.1a)

En effet, soit a = (a,, ay, ..., a,) € R""* et posons : b=a R = (b, by, ..., b,).

Pourj=0,...,n,ona: 3 R ta th

b, =a,R, ; + ,R, ; + ... +a, R+ + 3R,
Comme R, ;=0,", on a by=a,;. Doi: ; _

a xR=(a,, a4y, ..., 30) 2.7

La propriété est ainsi établie et par le méme coup démontre la relation (2.4) caren | L J

prenant v, = (), = 1, .., pour adans (2.4), onobtientb=('") =g 4, . .» . o
Figure 2.1b  Mulniplication @ gauche par R avec inversion de l'ordre des compo-

qui est identique 2 la forme décroissante u,.
santes du vecteur colonne ‘a.

R4:  Multiplier un vecteur colonne & gauche par R revient 3 inverser l'ordre des o )
RS:  Multiplier une matrice B de n + I lignes 2 gauche par R revient 2 inverser l'ordre

composantes du vecteur (voir fig. 2.1b).
P des composantes de chacun de ses vecteurs colonnes (voir Fig. 2.2.), ¢.-3-d. :

La démonstration consiste simplement & prendre la transposée de deux membres de
I'"équation (2.7) et & appliquer R1 pour simplifier le membre de gauche : B=RxB B, =B, , pour i=0,..,n et VYje N 2.9

‘axR)="R«‘a=R Ya="(a,, Bnegy s Ag) (2.8) En effet, il suffit d'appliquer la propriété R4 & chaque colonne de B.
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| 0

Multiplier une matrice B & gauche par R revient & inverser l'ordre
des composantes de chacun de ses vecteurs colonnes.

Figure 2.2.

R6: Multiplier une matrice B de n + I colonnes a droite par R revient & inverser l'ordre
des composantes de chacun de ses vecteurs lignes(voir Fig. 2.3.), c.-a-d.:

*

pour j=0,...,n et ieN (2.10)

B=BsR &B ;=B .

Ii suffit d'appliquer la propriété R3 & chaque ligne de B.

B R B'
e [ 1-1 PP IS ]
T e
e _ | e
M 1 0 JPPR—

Figure 2.3. Agissantadroite, R inverse Pordre des composantes de chaque

vecteur ligne de B.
R7:  Multiplier une matrice carrée B d'ordre identique 2 celui de R de deux cdtés par R
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revient & inverser l'ordre des lignes suivi de l'inversion de l'ordre des colonnes de la
matrice résultante (voir Fig. 2.4.). Que l'on inverse l'ordre des lignes d'abord avant
d'inverser l'ordre des colonnes ou bien les colonnes d'abord avant les lignes n'a
ancune importance. Dans tous les cas, on obtient :

B'=R«+BxR @B, ; =B, ,; pour i,j=0,..,n (2.11)
En effet, il suffit d'appliquer les propriétés R5 et R6 ci-dessus dans un ordre
quelcongue.
R B R B'
0 1 0 1 di ¢ b a
1 0 ¢ 1 0
Figure 2.4, Multiplication d'une matrice carrée de deux cotés par R :

- Vordre des composantes des vecteurs colonnes est inversé,
- l'ordre des vecteurs colonnes est ensuite inversé.

R8 : Décomposition cardinale de matrices carrées et propagation de permutation :
Les propriétés R1, ..., R7 résument les effets qu'a R sur les vecteurs et sur les
matrices, ces dernieres étant considérées comme formées soit de vecteurs lignes soit de
vecteurs colonnes. A propos de la propriété R7, il existe cependant une autre
interprétation de 'effet de R sur toute matrice carrée qu'elle prend en “sandwich".
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&1 =
R e [T § ST
Rn LT 0,. +
T -
H

Figure 2.5: Décomposition cardinale de R avec n supposé impair

En effet, toute matrice carrée M peut étre décomposée en quatre sous-matrices
cardinales mg, my, m,, et m; comme le montre la figure 2.5 dans le cas de la matrice

R. Voici la signification des sous-matrices m; :

m, : sous-matrice cardinale nord-ouest, m, : sous-matrice cardinale nord-est,

m; : sous-matrice cardinale sud-ouest, m, : sous-matrice cardinale sud-est.

En supposant que M soit d'ordre n+1, il existe deux cas & considérer: n impair etn
pair.

n est impair :

Les quatre sous-matrices cardinales de format [(n+1)/2 ] x [(n+1)/2] forment une partition
de M. De méme pour la matrice R. Toutefois, dans ce dernier cas, les deux sous-blocs
situés sur la diagonale principale sont des matrices nulles tandis que les deux autres sont
identiques et de forme réduite de R (cf. fig. 2.5). Soit M’ =R « M « R et effectuons la
multiplication matricielle par blocs (cf. fig. 2.6). Nous obtenons les quatres sous-matrices

cardinales m; comme suit :

My=TxMM, 4T

avee |

=R,z
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0 r {{m m 0 r Fm, Firm,
0 !
r 0 m m r 0 rm ririm,r
3 2
R M R RMR

Figure 2.6 :Permutation récursive des sous-matrices cardinales diagonalement
opposées.

De ces expressions, on voit que la matrice R effectue une permutation des matrices cardinales
diagonalement opposées ( m, et m, d'une part et m, et m; de l'autre). La matrice r

effectue & son tour une permutation analogue des matrices cardinales des m;. Ce processus
se propage récursivement pour s'arréter au niveau de sous-rnatrices singletons.

n est pair :
Les quatre sous-matrices cardinales de M et celles de R sont d'ordre n/2. Dans les deux
cas, les sous-blocs de I'est (e.g. m, et m, pour M) sont séparés des sous-blocs de l'ouest (

m, et m; pour M) par le vecteur de la colonne médiane (dont l'indice vaut n/2 ). Les
composantes de celle-ci n'appartiennent 2 aucune des sous-matrices cardinales. De méme,

les sous-bloc du nord ( m, et m, pour M) sont séparés de ceux du sud ( m, et m; pour M)
par le vecteur de la ligne médiane (d'indice n/2 ) de la matrice. Comme dans le cas impair,

en faisant M' = R « M & R, les sous-matrices cardinales m| s'expriment de maniére

identique. Cependant, les vecteurs de la ligne médiane et de la colonne médiane doivent &tre
inversés suivant R3 et R4 respectivement comme suit :

M/, j) = M(0/2, n - ) MG, 1/2) = M(n - i, n/2)

Dans ce cas aussi, le processus se propage pour s'arréter avec des sous-matrices singletons.

En définitive et quel que soit le format de M, l'opération R x M % R a pour effet de

permuter les deux composantes M, j) et M(n-i, n-j) entre eux. Ainsi, pour les positions
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permutées entre elles, il s'agit dune opération de symétrie centrale dont le centre coincide
avec l'intersection des médianes de la matrice.

Et si de plus, M(i, j) = M(n-i, n-j), il s'ensuit alors que R + M % R = M. Dans ce cas, on
dira que M a la propriété de symétrie centrale (cf. §1.2, chap. 7, part. I)

Remargue : Les propriétés R3 et R4 impliquent séparément R2.

1.24. Choix d' une forme

La forme croissante et la forme décroissante sont toutes deux d'emploi courant dans la
littérature : [Faux-85][Lewis-81, p. 361 équ. (13)][Kjellander-83} emploient la forme
croissante tandis que [Coons-74, p. 1-16] [Rogers-76] [Brewer-77] [Cohen-69, Pp-
297-307] [Kochanek-84, pp. 33-41] [Mortenson-85] emploient la forme décroissante.
Aucun texte dans la littérature ne mentionne les raisons qui conduisent 2 choisir I'une ou
l'autre. Par habitude personnelle, nous utiliserons la forme croissante. Toutefois en
s'appuyant sur l'opérateur R étudi€ ci-dessus, on retrouve facilement I'analogue de la
forme décroissante pour tous les résultats présentés dans cette thése. Aussi, nous ne
reviendrons plus sur la forme décroissante.

2. Schéma de courbe
2.1. Deux décisions

Ayant choisi un schéma §, deux décisions supplémentaires président au passage 2 un
schéma de courbe :

- le choix de l'espace objet, c'est-a-dire l'espace euclidien & ol la courbe est
entierement définie,

- le choix du polygone caractéristique qui servira par la suite comme la
transcription
mathématique de la courbe résultante.

L'espace & peut avoir une dimension finie quelconque mais on travaille habituellement dans
2D oudans 3D. Clest a l'aide du polygone caractéristique que l'utilisateur contrdlera et
modifiera la forme de tracé de la courbe. 1l est formé d'une suite ordonnée de n + I points

P e &, 1=0,...,n. Considéré comme un vecteur colonne des points, on écrira :
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P=YP,P, ...P,) (2.12)

Les P; sont des vecteurs position de & (cf. fig.2.7) et P les présente sous forme d'un
tableau colonne. Dans la pratique, on a :

r(xn y|) Si g =|Rﬂ
P, = |
Wi yir z0) sig =R°
P1
y 4
B? Ps
0 x

Figure 2.7 : Polygone caractéristique d'un schéma de degré trois

D'une maniére plus générale, nous supposerons que P; <R°= & avec P,= (P} P?

PPYeti=0,1 ...n

2.2. Spécification de schéma de courbe
Ainsi, un schéma de courbe est enti¢rement défini par 1a donnée :

C=(86,P) (2.13)
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Remarques 2.3. :

A priori, la seule signification géométrique que nous attribuons aux P, est qu'ils désignent
des vecteurs positions de I'espace objet. Un systéme autonome de transcription
mathématique de formes doit étre en mesure de trouver les interprétations géométriques
implicites a la spécification.

A ce titre, nous faisons 1'hypothése suivante :

Hypothese 1. :

La géométrie d'un schéma de courbe est déterminée a priori par le choix de ses fonctions de
lissage et par l'ordre dans lequel elles se présentent. Nous partons de I'hypothése
supplémentaire évidente que la matrice de lissage contient les renseignements géométriques
nécessaires pour caractériser cette géométrie.

2.2.1. Expression du point courant : interprétation matricielle

Partant de l'interprétation matricielle de &, le point courant du tracé de courbe spécifiée par &
est donné par :

C@t)=v. AP pourtout te [a,b] (2.14)

Définition 2.1.
On appelle courbe de base [Bézier-1986, p.67] ou encore arc de courbe le tracé de
courbe déterminé par I'équation (2.14).

1l se peut que I'on connaisse d'avance, pour la courbe de base, l'origine C(a) et I'extrémité
C(b) ainsi que d'autres contraintes géométriques en nombre suffisant en ces points pour
déterminer le polygone caractéristique P en fonction de ces contraintes. On aboutit ainsi 2 la
spécification de la courbe de base sous sa forme géométrique [Peters-74, pp. 262-264)

[Mortenson-85, pp. 34-37]. C'est dans ce sens que, dans la littérature anglo-saxone, P est
habituellement aussi appelé matrice des coefficients géométriques (geometry matrix in
[Fortest-80], matrix of geometric coefficients in [Mortenson-85] or again, control points in
[Farin-83]). Nous verrons, notamment au chapitre 1 de la Partie II, comment retrouver la
forme géométrique d'une courbe partant des indicateurs de géométrie.
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D'autre part, en posant :

B=AP (2.15)
on obtient une forme équivalente :
C(=v.B=) B (2.16)
i=0

dite forme algébrique [Morterson-85] ou encore forme polynomiale [Bézier-77, p.
80] dans laquelle B est la matrice des coefficients algébriques.

11 découle de 1'équation (2.15) que :

P=A"+B (2.17)

La spécification d'une courbe de base suivant I'équation (2.14) présente trois aspects
intéressants pour la modélisation des schémas de courbes paramétriques polynomiales :

1. Elle permet une approche théorique homogene de I'ensemble de schémas de
courbes car il est possible d'associer aux transformations linéaires de [a, b] des
opérateurs qui sont invariants par rapport & la matrice de lissage (cf. chapitre suivant
ol les éléments de cette théorie sont formalisés).

2. Toute matrice carrée inversible peut étre considérée comme la matrice de lissage
d'un schéma de courbe au sens de l'équation (2.14). Ce fait élargit le champ des
schémas de courbes envisageables.

3. Elle permet de présenter dans une méme moule théorique les modifications de
schéma induites par des transformations linéaires de l'espace de paramétre.

Ce troisi¢me aspect nous a paru intéressant et a constitué un axe principal de nos

préoccupations tout au long de ce travail, comme nous 'avons souligné au chapitre
précédent,
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2.2.2 Intervalle normalisé et indicateurs de géométrie
Parce qu'il simplifie énormément les calculs, l'intervalle de paramétre normalisé [0, 1] est
devenu un standard quasi universel.

Cependant une particularité de cette intervalle demeure peu explorée d'une fagon
systématique :

En posant t = 0, d'apres I'équation (2.3)

C=(1,0,..,0A +P=A0,+P (2.18)

olt A(0, «) désigne la premiére ligne de la matrice de lissage. On voit bien que les

composantes de A(0, x) déterminent le poids de chaque composante de P dans le calcul du

point initial de la courbe (¢ = 0 ). Clest dans ce sens que nous introduisons la terminologie

suivante:

La premiére ligne de toute matrice de lissage constitue un indicateur de géométrie pour
Uexpression de la condition de continuité d'ordre zéro & l'origine d'une courbe de base

définie sur [0, 1]. Par abus de langage et pour plus de briéveté, nous dirons que A(0,+) est

un indicateur de géométrie (ou conditions ) d'ordre zéro ent = 0.

De méme en faisant r = dans I'équation (2.3), on observe que :

C)=(1, 1,.,DAP =v, AP (2.19)

On vérifie que le produit v, A donne un vecteur ligne dont les composantes sont la somme

des colonnes correspondantes de la matrice A. En écrivant

csv(A)=(1, 1,...,1) A =v, A 2.20)

ol l'opérateur csv (qui veut dire "column sum vector" en anglais), appliqué 2 une matrice,
raméne le vecteur ligne de composantes égales aux sommes des colonnes respectives de la

matrice.
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Par analogie avec A(0, %), nous dirons que csv (A ) est l'indicateur de géoméirie

d'ordre zéro en t = 1 ou encore I’ indicateur de conditions d'ordre zéro ent = 1.

Avec une modélisation appropriée de la dérivation des schémas paramétriques polynomiaux
(cf. chap. 5, partie I), on définira les indicateurs de géométrie d'ordre quelconque en ¢t = 0
etent =1, en s'appuyant sur les lignes successives de la matrice de lissage. Moyenant la
technique de segmentation (cf. chap. 6 de cette partie), les formules développés au points ¢ ¢
{0, 1} peuvent étre appliqués en tout autre point de I'intervalle de parametre comme 1'a
souligné Goldman dans [Goldman-83, p.159]. Mais, il y a de mieux encore : grice 2 la
généralisation du théoréme binomial (objet du chapitre suivant), on définira un opérateur
matriciel qui réunit tous les indicateurs de géométrie permettant d'effectuer une analyse
géométrique compléte en tout point paramétrique.

2.3. Schéma de Bernstein-Bézier cubique

En guise de résumé, illustrons les points essentiels de ce chapitre en considérant l'exemple
du schéma cubique de Bernstein-Bézier [Gasson-83, pp. 480-481][Faux-85,
pp.129-134][Forrest-71, pp. 71-79].

Fonctions de lissage :
On a vu au chapitre précédent que les fonctions de lissage (ou fonctions de base) sont :

do®=(1-1 =1-3t+3-7¢

o, (® =31-9%t=  3t- 6f + 3¢

0. @ =3(1-0f= 3¢ -3¢

o, =t = ¢
c'est-a-dire :

o, M=C -y pour i=0,...,3

et :
Q)Bé: (0 izo, e,

L'intervalle de paramétre est normalisé, ¢'est-a-dire : te [0, 1].
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Matrice de lissage :

De l'expression explicite des ¢ ; (t), on voit que :

1 0 0 0
A -3 3 0 0
B =

3 -6 3 0

1 3 3 1

Ainsi, @ (1) = (I t t° 1')Agy ce qui, sous forme décroissante, s'écrira comme :

Dy () = ¢t DR+ Ag,

On vérifie aisément que :

Schéma cubique 8, :

De ce qui précéde, on déduit que :
gBé . {(DBé’ [07 1]} = {ABé, [0! l]]

Schéma de courbe G, :

Soit & un espace objet de dimension quelconque et P.e & pouri=0,1,...,3.
CBé = {SBé' ¢, P)

s1

Expression du point courant de la courbe :

CH=0 t € ©)AgP @21)

Continuité d'ordre zéroent =0 :
Puisque :
Ag0,4)=(1 00 0)

il s'ensuit que :

ABé(O, *)P=(1 000 !(Po P, P, P;)=P,

Ainsi, la premiére ligne de la matrice de lissage permet de déduire la condition classique de
continuité d'ordre z€éro, pour le schéma cubique de Bernstein-Bézier, ent = 0 (cf. §6.3.1,
prop. 3, chapitre précédent ; aussi dans [Bézier-86, pp.70-71]).

Continuité d'ordre zéroent =1 :
On vérifie aisément que :

csv(A)=(0 00 1)
d'oli :

csv(A)P=(0001). (P, P, P, P;)=P,

Cela donne bien C(1) comme obtenu au chapitre précédent (voir aussi [idem] et [Gasson-83,
pp.480-482]).

Conclusion
L'analyse menée dans la dernitre section pour le schéma cubique de Bemstein-Bézier se
généralise & tous les schémas paramétriques polynomiaux.

1l convient de souligner que le concept d'indicateurs de géométrie se généralise aisément
au-deld de l'ordre zéro. Mais, cette généralisation dépend d'une modélisation appropriée de la
dérivation paramétrique (cf. chap. 5, partie I). Cela est, & son tour, tributaire de la théorie
centrale de transformations paramétriques linéaires, théorie faisant précisément l'objet du
chapitre suivant.
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CHAPITRE 3 |
Groupes matriciels de transformation polynomiale

Introduction
Un grand nombre de manipulations effectuées surla transcription paramétrique polynomiale
des formes peuvent &tre ramenées & 1a résolution du probléme général suivant :

Soit une fonction polynomiale f de paramétre t € R, et de degré n

fit)=(11 & .. f")a =v.a 3.1)
on a = Ya,a, .. a,)avec a;e R, i=0,..,n Soit pour &, € R,la
transformation linéaire paraméirique : T s R 2R :t-o+ Bt

Trouver l'expression correspondante de(fTe p)(t), 00 folas désigne la composition

des deux applications f et T  p.

Nous présentons dans ce chapitre une solution simple et élégante qui, de plus, est facilement
applicable dans des contextes divers et indépendamment du schéma de lissage considéré.
Nous montrerons notamment que la solution au probleme de transformation linéaire de
paramétres se raméne & l'étude de deux groupes de matrices qui, par rapport & la
multiplication matricielle, sont respectivement isomorphes aux deux structures classiques de

groupe de R. La solution préconisée est fondée sur la possibilité de décomposer une
rransformation lindaire arbitraire en une homothétie suivie d'une translation, soit: T (8=
(T, °hy )(t) o la transformation homothétique h, est définie par: hy st P

tandis que la translation T, estdonnée par: T, :t 0+t

On peut établir avec facilité les identités suivantes :

a) Teehy =hyeTese = Tsp si =0

b) Te ohy =hgeTe = Tepnp pour tout & et f <R
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€) Teehy =hgeTiehy,, = Toy sia#0

1. Matrices de transformations homothétiques
La définition de la composition de fonctions [MacLane-68, p.5] permet d'écrire :

(f+ ho)) =f(he(t))= fBt)=CA Bt) Bt)’ .. Bt))a

ce qui peut s'écrire :
(f+ hy)t)=v.D(B)a 3.2)
ol la matrice D(f}) est définie par :

D@);,; =p'8] (3.3)

3] étant le symbole de Kronecker. Plus explicitement :

[1 o 0]
0 B
b =
0
0 0 Bn_j

La matrice D(f}) sera appelée matrice d'homothétie polynomiale. C'est une matrice
carrée d'ordren + 1, n > 1.
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Théoreme 3.1.
Soit l'ensemble des matrices d’homothétie polynomiale :

D = (D(B)|BeR"]
de dimension (n+1)x (n+1), avecn 21 et nelN. £ muni de la loi de multiplication de
matrices (x ) est alors un groupe abélien isomorphe au groupe multiplicatif de R s

(D,%,D(1), " y=@®" ., 1,7")

Remarques :

- dans(@, x,D(1), '), l'écrire ™ désigne 'opérateur unaire :
D - D :Db)~ D (b)
dans (R * ., 1,7), Pécriture = désigne I'opérateur unaire :
R*—>R*:B~1B=B"

la notation adaptée pour la représentation de groupes suit celle employée par
Bobrow et al. dans (Bobrow-74, p. 91] ol un groupe est un quadruplet

(S, m, 1, i) dont (S, m, 1) estun monoide et / un opérateur unaire qui est

Iinverse de m par rapport & 1, c'est-a-dire :
m(s, i(s)) = 1 =m(i(s),s) pourtouts €S

On trouve dans [Lipson-81, p.70] une notation quasi identique a (S, m, i, 7).

Démonstration 3.1

(D, %,D(1), ™ ) estun groupe abélien.
En effet :

- soienta,be R". Puisquea b =(ab) pouri=0,1,...n on déduit que :
D(a) « D(b) = D(ab) € D ‘

11 s'ensuit que la multiplication de matrices est donc une loi interne & (&2, x , D(1),™%).
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_ L'opérateur & est commutatif : “car D(a)«D(b)=D(b)=D(d.a)=D(b)« D).
- D(1) est la matrice identité : D(1) » D(a) = D(1.2) =D(a) =D(a.1) =D(a ) » D).

- Laloi de multiplication de matrices étant associative dans ! algébre des matrices dordre

n, M(R), elle l'est en particulier dans 2.

- D(a)etD ™ (a) sont mutuellement inverses car :

D(a) « D * (a) = D(a) » D@™) [oda™ est linverse de a]

=D@a.a™") [produit de matrices diagonales]

=D(1)=D@*. 2) =D(a™) « D(a).

1l reste & exhiber un isomorphisme de groupe.

Considérons 'application : ¢: 2 -R*:D(B)~B

Clest une bijection. En effet, elle est surjective par la définition de 2 . Deplus, elle est
injective car D(a ) # D(b) =a#b. Elle préserve aussi les deux opérations de groupe car :

g(D(a)) .gD(b)) = (ab)=gMd @@b)) =gD(2) « D)

Cela termine la démonstration.

Conséquences :
1. Premidre identité fondamentale .

Sur la base de l'isomorphisme (2, , D(1), ™ ) = (R * ,1,7"), léquation (3.2)
constitue une premidre identité fondamentale que 'on peut formuler de maniére plus

condensée comme Suit :

Vg =v. D(B) (34)
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Symétrie entre le facteur d'homothétie B et le parametre ¢

Ve =V D) = v, D(B) (3.5)

On remarquera que cette dernidre identité est toujours vérifiée méme pour ¢ =0 car:
vwDO=(1 B F .. fHIDO

=100 .. 0)=(1 0 0 .. O)DP)=v,

Enposant = 1 dans I'équation (3.5), on a le cas particulier :

v, =v D()

3. Homothétie paramétréeent :

Enposant =1t dansl'équation (3.5),ona:

(fehe )(t)=v, D(t)a (36)
En effet :
Foh Xt) =fh (©))=ft.t) =fE )= € ¢ .. ¢

t ¢ ... ¢)D(t)a
Cette conséquence, tout en soulignant la symétric relevée en (3.5), illustre la facilité avec
laquelle I'on peaut traiter le cas d'homothétie dont le facteur peut étre un mondme quelconque

dela forme At* avec Ae R et ke N, (voire pour ke Z sit #0), sans précaution

particuliére. On vérifie facilement que :

L X

Y=Y D(t) = o D (3.6.1)
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2. Matrice binomiale et ses puissances banalisées

Une lecture, méme sommaire, de la littérature sur les systémes de transcription
mathématique des formes géométriques fondées sur un lissage par des fonctions
paramétriques polynomiales révéle la quasi-omniprésence des coefficients binomiaux, dés
que les transcriptions et les manipulations associées sont exprimées sous formes algébriques
explicites. Les fonctions de Bézier au sens étymologique [Bézier-68] [Bézier-72, p.118]
[Bézier-77, p.65 équ. 68] [Chemla-71] [Vemet-71 ] [Véron-73, p.5 équ. A.1] [Ris-75, p. 4
équ. 1.2], les fonctions "semi-classiques” de Bernstein [Davis-63, p.108 équ. 6.2.1}
[Forrest-71, p.73 équ. 4.1] [Gordon-74] [Chang-82, p.346 équ.11] [Goldman-85, p. 35]
[Bézier-86, p.82 équ. 4.29] [Cohen-85, p.177] sont inséparables des coefficients
binomiaux. Les méthodes de segmentation de formes paramétriques polynomiales
[Bézier-86 p.87 équ. 4.123] [Piegl-84] {Faux-85, pp.149-151] [Goldman-85 pp.33-40}
[Lane-80], la conversion de la représentation d'une forme paramétrique [Goldman-85, p.13,
problem 3], les méthodes d'évaluation progressive des points d'une forme ainsi que les
calculs de différences finies ne font qu'exprimer (quoique souvent sous forme cachée) les
relations intimes inhérentes aux coefficients binomiaux. A ce titre, ce formalisme permet :

- de mettre en évidence le lien étroit qui existe entre ces différents problemes,
- de montrer que la généralisation du procédé de calcul du triangle de Pascal

conduit aux fonctions de Bernstein et aux fonctions de Bézier qui se déduisent
aisément des fonctions de Bemstein (cf. §2, chap.4 ),

- d'associer un opérateur matriciel explicite au procédé de calcul des différences

finies,

- d'interpréter la matrice des fonctions de Bézier comme la réponse que fournit la
matrice des fonctions de Bernstein aux sollicitations formées de la fonction
échelon-unité et ses translatées (cf. fig. 3.1).
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y A '
gu() /go(k/n)=l |
il
1 * i
[ B [ —
Ga 1h 2% 3 - w B
()
3 /gl(k/n)=1
{
1 )
[ [ i
On 1M 2@ 3n - n/n
3. ®
/g“(w")=l '
1
L L g
On 1o 2a ¥ -~ kKo . . nh ot
|

Figure 3.1 Fonction échelon-unité et ses translatées successives de pas égal a 1in , :

Sty =0 pourt<kin
=1 pourt 2kin k=0,1,...,n et nelN.
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- de simplifier les manipulations algébriques des polyndmes et de faciliter la
généralisation des résultats, .

- enfin, de déboucher sur un opérateur fondamental IG* qui permet

d'effectuer une analyse géométrique compléte en tout point paramétrique ¢
d'un arc courbe quelconque (cf. chap. 5).

Le formalisme est fondé sur une interprétation géométrique explicite attribuée au triangle de
Pascal. Ce triangle, publié pour la premidre fois dans [Pascal-1665], sert principalement 3
engendrer des coefficients binomiaux. Cependant, par une organisation de ses composantes
sous une forme de matrice triangulaire supérieure (2 cause du modele croissant adopté), le
triangle de Pascal se transforme en un véritable opérateur géométrique par rapport aux
fonctions polynomiales mono-paramétres. En effet, le théoréme binomial sous sa forme
classique [Girard-65, p.96} :

(@+x)" =a" +Cha" ' +CEa" " + s+ R 4 e+ X

n'exprime-t-il au fond une identité fondamentale sur la composition d'une fonction

polynomiale avec une translation de son parametre x , certes sous une forme condensée et
simplifiée ? Cette lecture géométrique du théoréme binomial et la relation simple liant les

exposants p et n — p des facteurs des mondémes C; a" ™ conduisent & une généralisation
du triangle de Pascal transformé que nous baptisons désormais matrice binomiale. On va
pouvoir élever cette matrice @ une puissance quelconque et dans un corps (voire dans un
anneau) commutatif quelconque, moyennant une généralisation de la récurrence binomiale :

c/=cizt+ €]

Le reste de ce chapitre est consacré 2 la présentation des fondements de cette théorie dans le

cadre concret du corps R.

2.1, Etudede f.T, nonr =0, 1; définition de la matrice binomiale

Casdece=0:

Partant de 1'équation (3.1 ), on voit que :

(FTH)=fO0+t)=f{t)=v. L a G3.7)

Q§5g§g=1:

ptantdonné T, ¢~ 1+t ona:

e TUt)=FfA+t)=v,ca=( 1+t ) (=) ... (1+)")a

Le théoréme binomial donne :
col
2 . !
(L+t) = ZC;[‘ =(E t* o W) ]

1=0

pourj=0,1,...,n. Apresavoir complét le vecteur colonne de coefficients binomiaux par
n-j zéros,on trouve :

(1 +t) =1t 2 .U )]y
bl

qui peut &tre écrit sous une forme plus condensée comme suit :

1+tY =v, Gy, pourj=0,1,...,n (3.8)

ol G,,; estle j‘éme vecteur colonne de la matrice binomiale dont les composantes sont
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définies par :
{0 pour i >j
G , = {
L ¢ pour i £j (3.8)
avec :
fo pour i >j
C; =4 _'L. pour i £j |
|G- §

pour (i, j=0,1,...n) et sachant que 0! = 1.

Il s'ensuit pour (f « T, )(t)que:

(f'Tl)([):v“ta =VtGa

(3.9)

2.1.1. Matrice binomiale et coefficients binomiaux
La matrice binomiale G de I'équation (3.9 ) dont la définition explicite est donnée par :

[cs C

0 c

Lo————o

—
0
Cn

Cn—i
¢

est donc le triangle de Pascal dont les entrées sont organisées sous forme d'une matrice
triangnlaire supérieure pour étre conforme avec la forme croissante que nous avons adoptée

pour la base polynomiale standard du chapitre précédent.

La récurrence binomiale classique :

i _nimt i
C; =Ciot + Ciy

(3.10)

A?

se traduit pour la matrice binomiale G par :

fo pour i>j
G, = {1 pour i=0 (3.11)
(G ;.0 v Gy pour isj

La figure 3.2 souligne sous une forme imagée, la relation "triangulaire” liant les composantes
de la matrice binomiale. Il résulte de cette relation que la matrice binomiale est extensible &
une dimension finie quelconque. Aussi, pour ne considérer que le sous-bloc formé de ses
n+ I premitres lignes et des n + I premitres colonnes, écrirons-nous parfois ,G. Dans

cecas, les indices de lignes et de colonnes varierontdeQan. Le passagede .G & ,,,
G s'effectue & l'aide des relations suivantes :

Gi-l,j-l

donne
L ———
Gl,}-l Gij

Figure 3.2 Relation triangulaire récurrente entre les composantes de G.
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2.1.2. Propriétés élémentaires de G

pouri, j=0,...,n
pouri=0etj=n+l
pouri=l, ..., netj=n+l

pour i, j = n+l

pouri=n+letj=0,...,n

(3.12)

Parmi les nombreuses propriétés de la matrice G, on doit toujours tenir présentes a l'esprit

les suivantes :

Pl1: G estune matrice triangulaire supérieure :

o I

G, =0 pouri>j, i,j=0,1,

L0 R

IE3—>5+1=

Figure 3.3

(@)
(b)
(c)
(d)

Go, 1 0
Gh]
I, =
0 1_J
G, e = i o
— J+ 1 colonnes
(a) (b)
(0}, = 0]
J+ 1 zéros
(c)
[1 1
1
0 |
1 1
I
I
j+2
¢ lignes
l
1 1 }
0
)
S i

Jj+ 1 colonnes

(d)

Notations employées dans la propriété P8 :

j+1
lignes

Gx, ; : vecteur colonne des | + I premiéres composantes de la colonne j,

TFRY matrice identité de dimension (j +1)x(j + 1),

[0]; : vecteur ligne nul de j + 1 composantes,

1E; | ; 4 matrice exprimant la colonne j + 1 en fonction de la colonne j.
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P2: G, ,=1pouri=01,..,n

P3: G, ;=1pourj=01,..n
P4: déG)=1.

P5: G estextensible & l'aide de I'équation (3.12).

P6: G, donne le coefficient dumondéme x’ dans le développement binomial de
(I+x) 1,j=0,1,..,n Autrementdit, G, ; est le vecteur coefficient du

polyndme (I +x ) développé suivant le degré croissant des x' .

P7: G, ; +G,, +..+ G ;=(1+1y =2 pour j=0,1,..,n

P8:  Génération récurrente des colonnes (cf. fig. 3.3, p.65 pour les notations
employées) :

[G.,;1 [
P8.1: Guinn = | | + |
[

Lo ]

Ceci ne fait qu' exprimer les relations de 1'équation (3.11) en terme de colonnes. Une
formulation matricielle équivalente est donnée par :

P8.2: Gy joy = I |Gm + | [G*.i

Cette forme a l'avantage de mettre en évidence la voie a suivre pour généraliser les

propriétés de la matrice binomiale & un corps abstrait [F. Pour ce faire, il suffit de
procéder aux identifications suivantes (voir fig. 3.3) :

1. remplacer 1par 1 dans I,
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2. remplacer O par OF dans I, et dans [0];,

3. poser Gx,, = [1(] pour initialiser le calcul de G.

Le déroulement récurrent des calculs spécifiés par P8.1 ou bien par P8.2, ou encore par P8.3

formulé ci-aprés, permet de calculer G 4 la taille que l'on veut. Une simplification de

P8.2, en mettant G, en facteur, conduit & la forme compacte suivante :

P8.3 G, IEi+5+1 * G

%41 %

2.2. Généralisation
La translation T, :

poursuite de I'étude de f- T,

Tpitm 2+t

peut s'écrire :

Te=T,- T, avec T,:t= 1+t

d'ou :

(FeTe)t) =(fo(Tye TOHU)= (f+ T )T, @)= T, }L+1)

=V Ga
[d'apres (3.9)]

=%, G)G a [une deuxiéme application
de (3.9)]

=v, Gta

Alnsi, on obtient :

(f'TE )(t)=V2Ha

que l'on peut mettre sous la forme condensée équivalente :

=v,G*a

e
Vo =V, G

En procédant par récurrence, on voit que pour k € ¥, on peut écrire :
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(FeTXt) = Ve 2

v, G a
ou encore ;

v, G*

Vst

D'aprés l'équation (3.7), G° est assimilé 2 la matrice identité I. On voit donc que

l'exposant de G suit le pas de la translation T, pour ¢ e N. Cependant, on ne voit aucune
justification ni théorique i pratique pour imposer que & ¢ [N uniquement. On peut aussi

bien avoir o ¢ R car I'application :

T. : R-oR :t-oa+t

y est bien définie. Pourquoi ne peut-on pas écrire ;

(FoTe)t) = Verr @ =V, G* a
(3.13)

pour tout & € R comme pour tout & € N (donc pour tout ¢ Z aussi) ? Nous

montrerons dans la suite que G* existe effectivement pour rout o€ IR en proposant son

calcul qui se déduit aisément du théoréme binomial. En fin de compte, on découvre que les
relations qui ont permis le calcul de G* pour e Z [Doh-85], s'appliquent également

pour € R.

2.2.1. Puissance banalisée de G

Pour déterminer G, explicitons le calcul de (f « Ty )(1) :

f(T.t)) =fla+t)

(f« 1))
= Ve @

(1 [oe+t] [o+tF [+t )a

Appliquons le théoréme binomial pour développer (ot +t y:

68

3 E
|
d
i
|
|
|

o C?

a'™t e

aci~t

Q!

pouri, j=0, 1, ..., n. Complétons le vecteur colonnne des ' ' C} avecn-j zéros
ajoutés en queue pour obtenir :

— _
o C°

a7

J

j j o ) aci“
@+t) = SO =1t L thl ) :

]

i=a :
]
c!

On regroupe les calculs pour j=0,1,..,n sous une forme matricielle qui permet

d'identifier 'opérateur G*, soit : '
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I 9C o?C; —— o C?
: —— amc

F.THY = v, a (3.14)

2.2.2 Définition de G*
Plusieurs procédés basés sur des généralisations des relations multiples qui relient les

composantes de la matrice binomiale peuvent étre proposés pour le calcul de G*, Vo e R
[DOH-85]. Nous en retenons deux seulement dans le cadre de ce travail. Le premier se
déduit aisément de 1'équation (3.14) :

Définition 3.1.

o 5 . * ;
La matrice binomiale élevée a la puissance e R, et notée G*, est la matrice dont les

composantes sont définies par :

o pour i >j
G, = {
[ aimiCl pour i £j (3.15)

pour tout i,j=0,1,..,n. G°=L

En comparant 1'équation (3.11) aux équations (3.14) et (3.15), on voit bien que G*

coincide avec G losrque l'on pose o= 1. Par ailleurs, puisque C; = G, ;, I'équation

(3.15) peut s'écrire plus simplement sous la forme :
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G = oG pour 1,j=0,1,...,0  (3.16)

En tenant compte de la relation récurrente de (3.10), on a ; B
ol7'C) =a"‘(C}:} +Cj_y) .
=™ ol rofod" iC} 2

clest-a-dire :

GY,;, =Gi, ;o + oGy

On trouve ici une premiére généralisation naturelle de la récurrence binomiale sous sa forme
matricielle exprimée par 1'équation (3.11). Celle-ci conduit & la définition équivalente

suivante de G*:

Définition 3.2

La matrice binomiale élevée a la puissance oc e R et notée G*, est la matrice dont les

composantes sont définies par :
0 pour i>]
pour i=0 (3.17)

{
. A
Gi.;‘ =
G + o G* pouri<j
=iy 1= in =8

La matrice G° est identifiée a la matrice identité de méme dimension.

Ainsi, comme le souligne la fig. 3.4, les composantes de G* vérifient, au facteur et

€xposant o pres, les mémes relations triangulaires que la matrice G.
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o
Gilyj1
Go donne o
“Mg-1 ; i,j

Figure 3.4 Relation triangulaire récurrente entre les composantes de G* .

Par analogie avec les relations (3.12), le passage de ,G* 2 ,,,G" est assuré par les

relations suivantes :

(.G ; pouri,j=0,...,n
a G, pouri=0etj=n+l
w1 1 ={ ,,G?_“ t o ,,G:‘n pouri=l,...,netj=n+l (3.18)
1 pour i, j=n+1
0 pouri=n+letj=0,...,n

Le théor2me suivant montre la compatibilité entre l'interprétation de G* comme G €élevé 2 la

puissance ¢ et la loi d'exponentiation.

Théoréme 3.2
Soit at, B € R. Soient G* et G* deux matrices de méme ordre définies suivant
l'équation (3.15), alors :

G «G" =G * (3.19)

2

pémonstration 3.2
Lorsque 0. ou B est nul, le théoréme est trivialement vérifié puisque 'une des deux matrices

se confond avec la matrice identité. 11 suffit donc de se limiter au cas ob @, B & R

seulement.

G =

1 aCht

1
- -

Figure 3.5 La matrice binomiale & la puisance c e R.

G et G* étant toutes deux des matrices triangulaires supérieures (cf. fig. 3.5 pour G,
leur produit en est une aussi. On a donc & démontrer que :

Z‘Gi’k Gy = (Ot‘FB)J.'iCji

i
Développons les deux facteurs du membre de gauche d'apres la définition :

i o 8 ] g .
kZ.Gi,k T 6, 7Y @ e e
=1 k=i

o ,
=d'B'Y @ @) cy e
k=i
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g i i
L'identité binomiale : Cl: Cj = C; CjJ_i permet d'écrire :

J
X B iad kK -k sy
Z.Gi,k TGy = BE,i (@) ) Cj ij-i

o j
olgf € X @ @yict

k=i
Enposant q=k -1, on obtient :
. o B i ij-l i
-1 + =q-1_j-i-
26, 6, - o« B G X @ ey
k=1 q=0
iy q+i
cigied o/ j-i-q
q=0
8§ R 4 gii-a
= o B @p) GL@p) G

q=0
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j-i

= plg EO @p)? Cjle

j-i
jl=i_rmel q
PG X @) ofiig

q=0
En appliquant le théoréme binomial 2 la somme, on obtient :

. . - joio i j-i
oy & kj G @B+

g @By

@+ Bt CJ CQFD.
Corollaire 3.1

[Gm]—i =G ¢

Eneffet:
Ga: *G—«=Gm—a=Go =1

(3.20)

Ce corollaire souligne la facilité avec laquelle G™ peut &tre calculée & partir de G*. En effet,

il suffit de remplacer o par - dans les équations (3.15) et (3.17). En tenant compte de

l'équation (3.16) et du fait que la parité de j- i détermine le signe de (-1}~ , il suffit dans
la pratique, de multiplier par (-1) les composantes des sur-diagonales dontlerang (j-i) (i, ]

=0,1, ..., n}, estimpair. En terme de cofit, cela revient tout simplement au cofit de (n%-

o(n))i4 réaffectations des composantes de G* avec changement de signe. La fonction o(n)

vaut / lorsque G* est taillée & un ordre impair, ¢ dans le cas contraire.
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2.2.3. Propriétés de G*
Les propriétés énumérées en section (2.1.2) pour G se généralisent facilement pour G*

quel que soit € R (P1, P2 et P4 restent toutefois invariantes) .

Plo:

P3o:

Pdo :

P5a.:

Péot :

P7a.:

P8a:

G* étant une matrice triangulaire supérieure : Gf,; =0 pouri>j,
i,j=0, 1,..,n

¢ y=1pouri=0,1,..,n
¢ = pourj=0,1,..,n
dét(G*) = 1.
G* est extensible i I'aide de 1'équation (3.18).

Gf; donne le coefficient du mondme x' dans le développement binomial

de(a+x) i,j=0,1,..,n Autrement dit, G%,,; est le vecteur

coefficient du polyndme (x + x )’ suivant les degrés croissants des X

4G, +..+ G ;=(+1)y pour j=0,1,..,n

9,]

Génération récurrente des colonnes de G* (cf. fig. 3.4 pour les notations
employées en remplagant partout G par G*) :
(G ] [0 ]

P8.1x G“hjfi =°‘| + l |

l
Lol e

P8.2x Gmhju = |
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P8.3a. G“a'jﬂ. = «IE;'-H'H * Gx*v.i
ou:

* ]

1 o O :
I _ ' j+2
«IE ., = b lignes

J

i gl

: |

o 1

Jj+ 1 colonnes

Les trois identifications proposées en §2.1.2 pour généraliser les propriétés de G 2 un corps

quelconque F sont aussi le point de départ du calcul récurrent de G* lorsque o e [F.
Toutefois, il faudra dans ce cas, poursuivre le calcul jusqu'a 'ordre souhaité selon L'une des

prescriptions P8.1a, P8.2aou P8.30..

2.3. Groupe de translations
Soit,[J l'ensemble de toutes les matrices ,G* de dimension (n + I)X(n+ 1), odn>1 et
o € R, c'est-a-dire ;

8 ={,G* [Voae Retne U‘{*}

Soit £ =(,¥, % ,G°, ) lensembie ,§ muni de ia ot de muitiplication de matrices (x),

ol ,G° =1, compte tenu de la définition 3.1 etod ~ *

est 'application unaire qui 3 ,G*
associe ,G ™%, A savoir :
1 g8 .60 G

Le théoréme suivant indique que & est un groupe abélien isomorphe au groupe addidf (R
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Théoréme 3.3
L =(R, +,0,-)

Démonstration 3.3

Montrons d'abord que £ est un groupe abélien.

Eneffet :

D'apres le théoréme 3.2, la multiplication matricielle est une loi interme 3 £..

La loi » est commutative car : ,G***

dans R.

=,G*"%; l'addition étant commutative

Puisque a+ (B +0) =(a+P)+ o pourtout o, B, 6 &€ R, application

successive du théoréme 3.2 établit I'associativité dans £..

- G estl'élément neutre car il est confondu avec la matrice identité d'aprés la

définition 3.1.

- D'apres le corollaire 3.1, G et ,G™ sont mutuellement inverses quel que

soit & € RR.

Montrons ensuite que £ est isomorphe & (R, +, 0, - )

En effet, l'application : 2:R=.§:a- G

- estd'une part bijective. En effet, elle est surjective d'apres la définition de , [ ;

- elle est aussi injective car pour a, b ¢ R :

f@#=eb) e G 2,6 =,6G 4,6 %6 .G
Or

nG—q N nGa = nG-n+a

0
= .G
et
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[théoréme 3.2]

[corollaire 3.1]

G 4G =,G" [théoréme 3.2]

Ainsi 2 (@#2(h) = G =G

=0#£-a+b=a=b [d'aprés l'unicité de 1'élément
neutre]

£ est donc une bijection.

- D'autre part, elle préserve aussi les opérations des deux groupes car :

2 (a+b) = nGmb
=G % .G [théoreme 3.2]

=£(a)x £ (b) [définition de 2]

ce qui termine la démonstration.

Conséquences immédiates
Deuxiéme identité fondamentale.

Sur la base de l'isomorphisme £ = (R, +,0, - ), pour chaque & < R, on peut
associer 4 f - T, l'opérateur unique G*, de sorte que l'on peut poser comme

deuxiéme identité polynomiale matricielle :

(f-TI =v.G"a (3.21)
ou si l'on préfére :

Vare =Vy G (3.22)

Symétrie entre paramétres t et o.

Vast =V, G (3.23)
et en particulier (en posant ¢ =0) :
Ve =V, Gt (3.24)
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Identité de base pour le calcul des différences finies
En posant o = -1 dans (3.22) on obtient :

Vost = Ve G (3.25)

En effet, considérons 2 titre d'exemple, le cas ot G est de format 4x4, dans quel

cas on montre [Doh-85, p.15] que

-1

L 1
Pour cela, il suffit de remplacer o par -1 etn par3 dans I'‘équation (3.15).

Transformons 'identité (3.25) ensuite de la maniere suivante :

1. remplacer le vecteur v, par le vecteur (fo f, f2 f3), ol f; e R,
2. effectuer le calcul indiqué.

On obtient un vecteur A ¢ R* dont les quatre composantes sont données par les

quatre expressions :
AOfo"",fo A‘fo:f:.‘fo
A2f0=jr°—2f,_+fz Asfo:‘fo+3,f1'3fz+f3
(3.26)

De toute évidence, ces expressions sont les éléments de la diagonale principale
du tableau classique de calcul des différences finies [Nonweiler-84, p.101].

Au vu de I'équation (3.26), l'opérateur G™' modélise le calcul des différences
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finies. Gréce & la possibilité de son extension & une matrice carrée d'ordre
quelconque, on peut choisir sa taille en fonction de la quantité d'information dont
on dispose pour calculer toutes les différences nécessaires.

Plus formellement et d'une manidre générale, soit F = (f,, £y, ..., fm) avec

fi€ R . Supposons que G™* soit une matrice carrée d'ordre m+I. Montrons
que pourtoutk =0,...,m etn=0,..,m telsque n+k <m,ona:

n

Afi=3 fue e GF1, (3.263)

r=o

Rappelons le théoréme 2.7.1 dans [Davis-63, p.50] :

n

ANf=2 (1) Ch frar (3.26b)

r=o
Sous la sommation, r Sn. Par suite, en vertu de la définition 3.1, on a
(-1)""C; =G *,. Parconséquent :

n

A fe=2 fee r Gita CQFD.

r=0

En clair, déterminer une différence d'ordre n 4 partir du terme de rang , donc 2
partir de f, , revient & calculer le produit scalaire du vecteur ( fy+rdrzo, .., parle
vecteur colonne de rang n de G (arrété 2 la diagonale principale). Au fond
donc, le probléme de calcul d'une différence 2 aide de G™ se réduit au choix du

vecteur colonne de G~ confondu avec le rang de la différence cherchée,
11 convient de souligner la forme généralisée des équations (3.26) :
FG' =(A"fo)nzo, . ., m (3.26¢)

Le modtle de calcul des différences symbolisé par 1'équation (3.26a) est
intéressant 4 plus d'un titre. D'une part, il souligne et rend plus explicite le rdle de
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la matrice G™* en tant qu'opérateur sous-jacent aux méthodes de calcul de
différences finies. D'autre part, il permet de construire les résultats classiques avec
peu d'effort de mémoire. Chaque différence se calcule indépendamment des
autres. Les différences peuvent donc étre calculées en paralltle.

Par ailleurs, on peut dédier un processeur matriciel spécialisé A l'opérateur G ~*
pour assurer ce calcul.

Exemple

Pour clore ce sujet, considérons le calcul de toutes les différences pour le cas de
F=(8 7 15 22 30 40).

Dans cet exemple, on dispose de six valeurs, d'od m =5 avec f,=8, f, = 7,

fo=15,f5=22,,=30, fs = 40. Diautre part, G™* vaut:

1 -1 I -1 i -1

Le probléme revient & calculer, suivant (3.26a), les vecteurs :
A" =(Anf0 A"fl Anfm—n)

pourn=20,..5.

De toute évidence A° =F=(8 7 15 22 30 40).

Pour n = 1, on calcule le produit scalaire de (-1 1) successivement par

(fo fi)(fy fe)...etenfinpar(f, fs):
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It
'
—

-1 o
A'fe=(@8 T) [l] A'f, =(1 15)[1}'—'8

-

-1
A'f,=(15 22)[ IJ

]
~

Atfy =(22 30) [i ] =3
Alf,=(30 40)[-” =10

Al=(1 8 7 8§ 10).

Pour n =2, on procédera de manidre analogue en multipliant les vecteurs lignes
(8 7 15), (7 15 22),(15 22 30)et (22 30 40) tour A tour par le troisitme

vecteur colonne de G ™ arrété & la diagonale principale, c'est-a-dire, par

*(1 -2 1). On obtient alors :
A*=09 -1 1 2).

Pour =3, les trois vecteurs lignes (8 7 15 22), (7 15 22 30)et (15 30 40)

sont 4 multiplier chacun par le quatriéme vecteur colonne *(-1 3 -3 1)de G,
Cela donne :

A% =(-10 2 1)
Pour n =4, les deux vecteurs lignes (8 7 15 22 30)et (7 15 22 30 40) sont
multipliés par le cinquidme vecteur colonne *(1 -4 6 -4 1)deG™ pour
obtenir :

A =(12 -1)

Enfin, pour n = 5, on multiplie le vecteur ligne F = (8 7 15 22 30 40) parle

dernier vecteur colonne ‘(-1 5 -10 10 -5 1)de G™ pour obtenir :

A® =(-13)
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A° A* AF A* A" AS
8
-1
7 9
8 10
15 -1 12
7 2 -13
2 1 -1
8 1
30 2
10
40

Tableau 3.1  Disposition classique de calcul de différences

On voit que les vecteurs A°, A', A%, A®, A* et A’ sont confondus avec les
vecteurs correspondants du tableau 3.1 construit selon la récurrence classique

A°f = fu pour k=0,..,m
b =Fuus - S pour k=0,...,m-1

A f =AY A f )= Ay - A"f, pout k=0,..,m-n-1
etn=1,...,m-1.

Cette définition est adaptée de Davis [Davis-63, p.50].

En définitive, le fait nouveau qu'apporte le modeéle (3.26a) au calcul de différences
est la mise en évidence qu'en toile de fond 2 ce procédé se trouve l'inverse de la

matrice binomiale G™* .

Translations paramétrées en t.
En posant « = ¢ dans I'équation (3.22) on obtient :
voe =v, G (3.27)

On voit ici la jonction du probléme de translations de paramétre avec celui de
transformations homothétiques de paramétre. La cohérence de la théorie est
assurée par le théoréme :

Théoréme 3.4
v GV =y, D)

Démonstration 3.4
Développons le membre de gauche :

v, G(k—l)t=(1 t t? . tn)le-Ut

[ \
- |5 var |
\‘=° jj:n,x,A . n

[ \
= | Tt k-ntrc |
\i=° ji:o,l,,..,n

|[d'apres équ. (3.15)]

[ N
IZ t (k-1 C; i
\'m j;:o,z,.u,n

[ )
S «k-1y7¢ C | feart' £7=¢']

= J
i%0, %, ..., n

f

t‘

[
l
K i

u I\/‘ -

\
k-1Y"C; |
¢ } i=0,1, ..., n

= (k=D +1) 201 n [d'apres P7]

= (k) =0.1, o
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=V, =v, D(k) [d'apres (3.5)]
Le théordme est €tabli. Ce théoréme met en relief une dualité entre  G* et D(B),
ainsi qu'un certain nombre de symétries comme les expriment les trois identités du
corollaire :

Corollaire 3.2

1. v G* U =y, D) [d'apres équ. (3.4) et équ. (3.5)]
2. Vent G =v D)
3. Vigene G =vy D(K)

[d'apres équ. (3.22) et équ. (3.23)]
[d'apres équ. (3.4) et équ. (3.5)]

Clest T'effet réciproque, voire croisé, de ces symétries et cette dualité qui , au fond,
expliquent les nombreuses propriétés géométriques que possédent les fonctions de
Bernstein, propriétés dont héritent & leur tour les fonctions de Bézier. En effet, nous
montrons au chapitre suivant que les fonctions de Bemstein jusqu' au degré n sont données
par:

Bernstein(t) =D +G'™  tel0, 1] (3.28)

et que celles de Bézier s'en déduisent par :
Bézier(t) =Sum « Bernstein(t) (3.29)

ol Sum est la matrice triangulaire supéricure dont les composantes non nulles sont tous
identiques & 7 :

[ pour i<j
Sum, ; = | (3.30)
frd = s g pour i>j

2.4. Transformations linéaires : solution générale
Nous sommes maintenant en mesure de formuler une solution au probléme de composition
de fonctions polynomiales et de transformations linéaires de paramétres. Nous l'exprimons

sous forme de théorémes comme suit :
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Théoréme 3.5 (premidre forme)
Soit la fonction polynomiale f définie par I' équation (3.1). Pour toute transformation
lindaire Ty, 5 définie par :

Topg :R>R:t - o+pt V{a, 8) ¢ RxR* (3.31)
ona:

(f eteolt) =v.D(B)xG" a (3.32)

Démonstration 3.5
Ona:

(Ffote s X)) = (fo(Teohy N

=(fTo)hy )

=(f- T)EL

= v, G%a [par équ. (3.21)]
=v.D(B)+ G*a {par équ. (3.4)]
CQFD.

Vu en termes de base standard polynomiale, ce théoréme se résume sous la forme :
Vg =V D) G* (3.33)

Sig e R* alors /B € [R. Par conséquent on a o +8t = B(a/B + t) ¢ R. Ces
observations conduisent 2 une deuxidme forme du probléme général des transformations
linéaires :

Théoreme 3.6 (deuxidme forme)

SiB#0alors (f o Teepe N =v.G™? «D(B)a, ouenclair:

fla+Bt)=v. G" «D(B)a (3.34)
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Démonstration 3.6

flo +Bt) =Vguq, a [d'apres équ. (3.1)]
=Vpiaspe 1) A [car B e {R*]
=Viwps v D) a [d'apres équ. (3.4)]

=v,G¥" ,D@P)a [d'aprés équ. (3.33)],

ce qui termine la démonstration. I découle de ce théoréme que I'on a également :

Vespr = Ve G 4 D(B) pourtout #0 (3.35)

Dans le cas od & # 0, on peut alors proposer une derniére forme 2 la solution du probléme :

Théoréme 3.7 (troisitme forme)
Sioo#0alors  (f *Tespe ) =v. D(B/%) % G xD(B)a c'est-a-dire:

flo +B8t) =v.D(f/a)x G x D(B)a (3.36)

Démonstration 3.7
floo +BU= Verge @ =Vaq » pry @
=Yy + wan D(@) 2 [par équ. (3.6)]
[par équ. (3.33)]

[par équ. (3.4)],

= Ve GxD(x)a

=v, D@/ % G & D(x)a

terminant ainsi la démonstration.

En termes de la base polynomiale standard, le théoréme peut s'écrire aussi sous la forme :

Verse @ =vD(B/0)« G x D(o) sia#0 (3.37)
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2.4.1. Identités rémarquables
1. En comparant les équations (3.33) et (3.37), on voit que :

D(B) « G* =D@E/a) % G s D() sia#0 (3.38)

2. Dufaitque G° =1, la dernitre identité permet d'obtenir une relation plus générale :
[ D@) sia=0
D(B) « G* =1 (3.39)
Vo, 8) < RxR  \D(B/o) %G+ D(x)  sinon
3. En posant 8 = 1 dans I'équation (3.39) et en interprétant D(1) = I conduit 2 :
(1 sic=0
G = (3.40)
VaeR \D(1/0) %G «D(a) sinon

Cette derniére identité décompose la puissance généralisée de la matrice binomiale & un
produit de matrices plus simples & manipuler.

4. En comparant les équations (3.33) et (3.35), on obtient :

D(B) » G* = G &« D@) (3.41)
Y(x,B) € RxR*.

5. En faisant o = 1 dans I'équation (3.41), nous obtenons :

D@ + G =G «D(@) (3.42)
VB ¢ R*.

6. Enposant o = { toujours dans I'équation (3.41), on obtient :

DE) « G =G« D) (3.43)
VB ¢ R.
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7. Retourmons a I'équation (3.33) et posons ®=1-t et B =t, nous obtenons l'identit¢
polynomiale :

Vicee? = v DO & @™t
(3.44)

Plus généralement, on a l'identité :

=V 0 DO 4 G (3.44.1)

v
1-tatk

En effet,ona:

Y, k-t D) = V. ket =Vk [d'apres
(3.6.1)]
1l s'ensuit que :

¥ k-1 DX & Gt = \X G

1 - te ek
d'apres la deuxieme identité fondamentale. Ceci démontre l'identié (3.44.1).

8. En posant 7 = D(B)x G", on découvre par une heureuse coincidence, que les

composantes de l'opérateur de transformation linéaire généralisée 7 vérifient aussi
une deuxieme généralisation de la récurrence binomiale, 2 savoir :

[0 pour i > j
N =4 pour i=0 (3.45)
kﬁnx-i,j—i LA PRt pouri<j
Par ailleurs, un simple rapprochement entre les figures (3.2), (3.4) et (3.6) montre que
cette généralisation renferme les deux précédentes et permet d'établir les équivalences

suivantes

81. p=leta=1len=4G,

90

82 B=tetaecR e n= G5

i}

83 PBeR eta=0e 1=D@E), [carG° =1)

84 fc¢R et

I &n=D@p)xG.

85 B=tet a=1-te n=Dt)+G'"™

l

i-1,j-1

. donne .
o i,j-1 i,j

Figure 3.6: Relation triangulaire entre composantes de ['opérateur
généralisée 1 = D(B) « G*

2.4.2. Propriétés de 7
Les propriétés de 1 s'obtiennent par une simple modification de celles de G*. Ainsi pour
% B elR ona:

Pin: 7 estune matrice triangulaire supérieure compte tenu de I'équation
(3.45).

P2r. i, =0 powi=G, 1, .., cm GF = 1dapesFl el

[D(@)];, ;=" par définition.

P3n: m,,; =¢ pourj=0,1,...,n
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n

P4n: dét(n) = J]p" =g""*"*  compte tenu de PInet de P2n.
i=0
P50 : 7 est extensible & l'aide des relations suivantes (fig. 3.6, fig. 3.7 et
équatoin 3.45 aidant) :
( W pouri,j=0,1,...,n
1.}
& nflon pour i=0 et j=n+l
axdll, B i n * %ol . pouri=1,..,n et j=n+l
8 . pouri=j=n+l
0 pouri=n+l et j=0,...,n
Moo Mo+ —— Ton W otTInn
T]:., 1 Prer— fh, n
L ] pn.q," + % T,
0 T‘n, n J
g & 4 le—— BT

Figure 3.7

Pén :

FExtengion de 1

7, donne le coefficient du mondme x' dans le développement binomial

de(a+ Bx) i,j=0,1,...,n Eneffet, & partir de la définition de 7,

ona:

Pin:

P8n :

ni.jzﬁiG?.j

=go™Cl [d'apres la définition de G*]  CQFD.

Autrement dit, 7, ; est le vecteur coefficient du polynbme (& + ox )

développé suivant les degrés croissants des x' .

Mo,y + My, 4.+ My, = (@+p)Y pour j=0,1,..n

En effet, en remplagant x par / dans le développement de (o + fx)’, on

obtient la somme des 1, ; d'aprés Pém.

Génération de la colonne j en fonction de la colonne j-1. Une modification
des relations d'extension qui ajoute une (n+2) # colonne et ligne 2 1

pour le porter & l'ordre n+2 (voir P51 ci-dessus) conduit 2 l'expression

d'une colonne 1, ; en fonction de la colonne précédente 1, ,_,, ob le

vecteur colonne 1, ; est défini par :

M s =" (o, s LIFUETRS | P

(On se volontairement débarassé de la queue identiquement nulle).
En effet, I'équation (3.45), traduite pour les composantes de la colonne j,
donne :

Bo,; = AT, j-1

Ny =BMo,jmr + OGNy, 5

N,y =B8N, i+ OM, 5 (3.46)

Mo, =BMya -0+ ANy

Ny =BMjer,,
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qui peuvent se mettre sous l'une des trois formes matricielles évidentes

que voici :
(M5 ] [0 ]
P8.In: Ty = & | |+ 8] |
[ o .| I.T]',;'-LJ
[ 5o ] [10];-.]
P8.2n: M,y = l Iﬂc,;-x +I ’Tlv.j—x
003, 1
(I;-, et[0];_, selon les notations de fig. 3.3)
P8.3T]Z Ne,i = wsp IEJ—x 35 % Ny j-1
olt:
T —
0|
|
B a |
| j+1
wsIB_ ;= ¢ lignes
l
B o :
0
B p

J colonnes

On souligne que les trois identifications proposées en §2.1.2 pour généraliser les propriétés

de G & un corps quelconque [F sont aussi le point de départ du calcul récurrent de 1) lorsque

o, B e [F. Toutefois, il faudra, dans ce cas, poursuivre le calcul jusqu'a la taille souhaitée

pour 1] et selon l'une des prescriptions  P8.17, P8.2n ou P8.3n.
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Conclusion

L'outil mathématique présenté dans ce chapitre avait, au départ, pour objectif principal
d'unifier les transformations de transcription des formes paramétriques polynomiales
lorsque le paramétre de l'expression polynomiale subit une transformation linéaire.
Cependant sa portée et son champ d'application ainsi que ses prolongements sortent de ce
cadre initial. En effet, les différentes identités polynomiales établies sont applicables dans
tout domaine ol on travaille sur des polyndmes mono-parametres. En outre, le modele de
calculs des différences finies et la possibilité de généralisations des résultats 3 d'autres
structures algébriques peuvent intéresser les analystes numériciens et les algébristes.

Quant & la transcription paramétrique proprement dite, en vue du dialogue homme-machine,
on devra traduire la solution au probléme de transformation linénaire en fonction de son effet
sur le vecteur a.  Ainsi grice a I'associativité de la multiplication matricielle, on interprétera
I'équation (3.32) de la maniére suivante :

Te,p(@)=D@) « G* a (3.47).

L'interprétation de ce dernier modele pour un schéma donné se fera simplement en
remplagant le vecteur @ par A P. Dans de tels contexts, A désignera la matrice de lissage
associé au schéma et P, le polygone caractéristique, celui-ci étant & identifier, du point de
vue du concepteur, 2 la représentation des arcs de courbe.

Pour terminer, on peut déja résumer la suite de cette étude comme étant centrée
essentiellement autour de la recherche des interprétations concrétes diverses de opérateur :

Mo, s =D(@) * G*

par rapport aux transformations courantes des courbes et schémas paramétriques
polynomiaux ainsi que par rapport 2 leur analyse et leur caractérisation géométrique.
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CHAPITRE 4

Matrice de Bernstein ef matrice de Bézier

Introduction

Le développement du dernier chapitre conduit naturellement au procédé classique d'
approximation de Bernstein. Les poyndmes dits de Bernstein [Davis-63, pp.108-111]
[Forrest-71, p.73] dans leur utilisation classique, sont souvent associés au théoréme
d'approximation de Weierstrasse [Davis-63] dont ils fournissent une démonstration élégante,
Bien que le procédé de Bernstein posséde plusieurs qualités intéressantes, du fait de sa lente
vitesse de convergence, il n'a trouvé d'applications pratiques qu'avec 'avénement de la
CFAQ. La représentation d'une forme en CFAQ étant nécessairement finie, 1a faible vitesse
de convergence de ce procédé se relativise devant la combinaison de ses autres qualités
parmi lesquelles on peut citer notamment les suivantes :

- une remarqﬁablc capacité d'imiter I'allure générale d'une forme [Gordon-74, p.296],

- la possibilité qu'il offre pour contrbler et limiter la variation d'une forme
[Schoenberg-59, pp.249-274],

- la possibilité d'anticiper les effets des modifications 2 effectuer sur une forme,

R. A. Forrest a établi, pour la premiére fois 4 notre connaissance, les liens explicites entre le
procédé de Bernstein et le procédé de Bézier [Forrest-71]. La similitude entre les deux
procédés est telle que 1'on les assimile parfois 4 un méme procédé dans la littérature. Clest
ainsi que l'on parle parfois de méthode de Bernstein-Bézier [Gordon-74] [Piegl-84].

Ce chapitre, prolongeant le développement du précédent, fait le lien avec le procédé
d'approximation de Bernstein. Aprés I'étude des propriétés des matrices dites des fonctions
de Bemnstein, une nouvelle interprétation géométrique du procédé de génération des fonctions
de Bézier proprement dites, 3 partir des fonctions de Bernstein, est proposée. La dualité entre
ces deux classes de fonctions est ensuite étudiée.

Ces résultats nous ont apparus nouveaux et s'agissant des procédés de Bemnstein et de
Bézier qui exercent une influence théorique et pratique considérable sur le développement de
la CFAQ, nous avons estimé nécessaire de leur consacrer un chapitre entier.




1. Approximation de Bernstein
Soit f une fonction arbitraire définie comme suit : f:00, 11> R :tm f(1). Son
approximation par un polyndme de Bemnstein de dégré m  est définie par [Davis-63, p.108] :

Bf. = 2 fi. B WD .1

i=0

o f;=fi(i/m),i=0,1,...,m,etoulesm+1 fonctions B;, ,(t) appelées fonctions de

Bernstein, sont formellement définies comme suit :

Bo, () =(1 -t =t [C5 (1 - ")

By t) =Cht(1-t0"" =t [Cp(1-t""]
By, ) =Cht (1-t"" =t [Cnll-t""] “2)

By, oft) =Co " (1 =)= " [Cr~* (1 - )]

By o) =t" =t" [Ch (1 - ©°]

On trouvera une ampie présentation des principales qualités du procédé d'approximation de
Bernstein dans les classiques en la mati¢re, comme dans [Schoenberg-59, pp.249-274]

[Davis-63, pp.108-118] [Kelisky-67, pp.511-520].

Par rapport au procédé de Bézier, on remarquera que le procédé de Bemstein s'appuie sur

une équi-repartition des {. sur Iintervalle [0, 1] et (il va de soit) que la fonction f est
nécessairement connue d'avance, ce qui n'est pas forcément le cas pour le procédé de
Bézier. On trouvera dans [Forrest-71, p.73] une comparaison détaillée et instructive entre

ces denx procédés

Pour illustrer le procédé de Bernstein, considérons I'exemple simple de l'approximation de la
fonction &chelon-unité o : [0, 11> R : t— go(t) =1 parun polyndme de
Bernstein de degré m. Une forme légérement modifi€e de cet exemple (voir fig. 4.1)

permettra de retrouver les fonctions de Bézier partir des fonctions de Bemstein.

nT

Dans le cas présent, f; =1 pouri=0,1,..,m. Dapres (4.1), on obtient donc :

BuGe V= 2 By, W)
= ECL ta - =1 [théoréme binomial]
9, 0 A
1
| | | 1 | >
Om 1m 2m 3/m - ———

Figure 4.1: Fonction échelon-unité : G,(t)=1 si t €[0,1], $o(t) =0 sinon.

Cet exemple révele déja certaines propriétés fondamentales du procédé de Bernstein :

1. il reproduit toute fonction constante,
2. les fonctions de Bernstein d'un ordre donné vérifient la condition dite de "Cauchy"”
[Bézier-86, p.83], soit :

S B Aty=1

i=0

Pour une présentation plus complate des propriétés de B, . w(1), nous renvoyons le lecteur
aux références classiques suivantes [Bézier-86] [Bézier-77] [Forrest-71] [Gordon-74]
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1.1. Matrice de Bernstein

Définition 4.1

On appelle matrice de Bernstein de degré n paramétrée ent < [0, 1] la matrice, désignée
Bernstein(t), dont les composantes sont définies comme suit :

[B; ;) pour i <j
Bernstein(t) = |
i,120,1, ..,n \O pour i >j

Ainsi, 1a matrice des fonctions de Bemstein de degré n est la matrice carrée de format

(n+1)x(n+1), donnée explicitement par :

Boo® Bo, ® —— Bon

‘Bx, 1(t) — [Bt,n (t)

Bernstein(t) = (4.3)

0 B.. ®

Les B, ;(t) sont les fonctions définies dans (4.2), en prenant m = n.

Le développement du précédent chapitre conduit au théoréme suivant :

Théoreme 4.1

Soit n=D(B)« G avec et ¢ R. Siow=1-tet 8 =t alors n=Bernstein(t) pour

tout t € [0, 1].

[s1¢]

pémonstration 4.1
Les hypoth&ses sont les suivantes :

Hi: n=Dt) 4G

H2: [Bemstein(t)],; = t'Ci(1-t)™" pouri<j

=0

11 suffit donc de démontrer que :

pouri>j

N,y =t C(-t)” pourisj

=0

pouri>j

En effet, pour i,j=0,1,...,n daprésHl,ona :

i zéros

ce qui donne :

W= UG-ty

compte tenu de (3.16) et de (3.8).

CQFD.

[

=




t
i-1,j-1
donne
1-v B —_— B
ij-1 ij

Figured.2: Fonctions de Bernstein et deuxiéme généralisation de la récurrence binomiale.

De ce théoréme découlent trois conséquences intéressantes :

1. Il montre que la matrice de Bernstein, comme l'opérateur 1, est inscrite dansla
généralisation du procédé de calcul de la matrice binomiale. En effet, compte tenu de ce
théoréme, les composantes de la matrice de Bernstein vérifient une récurrence
triangulaire (cf fig. 4.2) qui n'est qu'une spécialisation de la récurrence de (3.45), &

Savoir :
(o pouri>j
B,, = { (4.4)
i1 =0, 1, n Kt[Birx.;-l +(1-)B; ;- pouri<j
Remarque

Par souci d' allégement des notations, lorsqu'il n'y a pas de risque d'ambiguité, nous
n'indiquerons pas systématiquement le parametre des fonctions.

2. Le théoreme permet de déduire les propriétés fondamentales de la matrice de
Bemstein a partir des propriétés de l'opérateur 1 (cf. §2.4.2 du chapitre 3), moyennant

les deux substitutions suivantes : o = /-t et § = t. C'est dans cette optique que nous
examinerons dans la section suivante les formulations homologues des propriétés

mnt

P8.11, P8.2n et P8.3n (cf. §2.4.2 du chapitre 3) qui sous-tendent plusieurs
techniques de 1a méthode de Bernstein-Bézier. Quant aux propriétés homologues

respectives de P17, ..., P71, elles se déduisent facilement par des simples
substitutions.

3. Compte tenu de ce théoréme, la matrice de Bernstein vérifie 1identité polynomiale
suivante :

Vi 2 = v, Bernstein(t) pour tout t € [0, 1]

Cette identité est une conséquence directe de l'interprétation géométrique explicite
atribuée aux opérateurs D(8) et G*. D'une manitre générale, puisque

A A D(t)
on a le résultat général suivant :

Victed® =V ko Bernstein(t) pourtoutt € [0,1]  (4.5)

1.2. Fonctions de Bernstein de degrés successifs
Soit & déterminer les fonctions de Bernstein de degréj connaissant celles de degré j - 1.

Cela revient & déterminer le vecteur By ; = (B, ;, B, ;, ..., B; ;) & partir du vecteur

By ;s =By, ;, By ;, .., B,y ;_4). Aux trois propriétés P8.1m, P8.27 et P8.37

(cf. §2.4.2 du chapitre précédent) correspondent trois formulations équivalentes que nous
illustrons dans la suite 4 travers le calcul des fonctions de Bernstein de degrés un, deux et
trois.

A. Premigre formulation :

Enposantoi =1-t et =t dans la propriéé P8.1n (cf. § 2.4.2 du chapitre précédent) on

obtient: 1, ;, =B, -, et 1, ; =B, ; ainsiquelarelation récurrente suivante :

102




(4.6)

On retrouve ici les fondements d'une généralisation intéressante de la méthode de
Bernstein-Bézier proposée par Piegl [Piegl-84].
Le calcul des fonctions de degrés 1, 2 et 3 procédera alors comme suit :

Initialisation :

On posera :

c'est-a-dire : Be,o =1

Qalﬂ]lﬁ; [Bo,i

Une premiére itération de (4.6) donnera :

D'oi les deux fonctions de degré un :
Boo =1 -t

0,1 =t

mn

! glguldﬁ Bt‘ 2

Une deuxiéme itération de (4.6) conduira a :

-t

B, .=0-t)] t +

Dot les trois fonctions de degré deux :

Bo . =(1 - t)*
B, s =2t(1 - t)
By, =t*

Calculde B,
La troisieme itération de (4.6) donnera :

r(i-t)2

2t(1-1)
By = {1=t)
t2

D'od les quatre fonctions de degré trois :
By s = (1 -t)°
B, s = 3t(1 - t)°

B, s =3t%1 -1

+1t

0 (1-t)? :
1=t| = |2ta-t) '
t t2
i
0 [ -]
I
(1-t)2 3t(1-1)°
2t(1 -t
) 3t%1-t)
t? t?

(4.6.1)




By, =t

Et si l'on veut faire ces mémes calculs dans un corps arbitraire [F, il suffira d'effectuer

l'initialisation suivante :

B,o.(tp) = []F:I @7

En tenant compte des identifications proposées au chapitre 3, partie I, §2.1.1, I'itération de
(4.6) se traduira cornme suit :

(Iﬂf"tEFJ
B, (tp = -tg
0 e s

pour le calcul de 8, ((t Fh les opérations d'addition et de multiplication étant naturellement

celles définies sur le corps [F. On voit bien comment I'on pourra poursuivre le calcul dans

les autres cas.

iéme for ion ;

Enposant o = 1 -t et B = tdans la propriéié P8.2n (cf. §2.4.2 du chapitre précédent), on

obtient: 7, -, =B, ;- et m,; =B, ;. Dansces conditions, ona:
[ ] [07,-1]
B., =(1-0] | By s+t | | B, - (4.8)
I_[G]g—:J L I:—; J

Le calcul des fonctions de degrés un, deux et trois procédera alors comme suit :

fitilisasion:
On posera :
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Caleulde B, ,

Utie premiére itération de (4.8) donnera ;

! 0 1-t
B,,i=(-t [1] + ot [1] :
0 | t

conduisant aux mémes fonctions de degré un que Ia formulation précédente,

Caleul de B,

La deuxiéme itération de (4.8) donnera :

(=]
O
=

Les fonctions de degré deux obtenues dans ce cas aussi sont identiques & celles fournies par
la formulation précédente.

Caleulde [B, 5
La troigieme itération de (4.8) conduira 4 :

oo o [for] e o of[o-v] Ta-n®

0 1 0 75 11 0 0 = iz e
Bkt i 2tr-vf 2ea-v| _ [sta-

0 0 O 1 0 ——

~ ]

0 o of 2 o o 1]t t2

o

i By i §
ey e

n




formulation précédente.

Pour effectuer les mémes itérations dans un corps quelconque [F, on commencera dans ce 3
cas aussi avec linitialisation (4.7). Le calcul des fonctions de degré un se présentera a tire |

d'exemple, comme suit :

1{F 0 [ te
[B:A(tﬂ?) =(1u:— tf)‘a""‘ [1ﬂ:]+ tf}' "TE' [IF] =
F F te

Le calcul dans les autres cas s'effectuera de manidre analogue, en s'appuyant sur (4.8).

Remargue
Comme le montre (4.8), les deux matrices scalaires de cette formulation sont liée par une

relation de permutation de sous-blocs. Grice A la matrice R étudi€e au chapitre 2, cette
relation peut étre formulée également comme suit :

: | 0 \
il - R, R (4.8.1)
lignes 0 1

J colonnes

Puisque R™* =R, on peut également écrire :
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\ R
= R. R (4.8.2)

Cela dit, abordons maintenant la troisiéme formulation.

C. Troisi¢me formulation ;

Enimposant les conditions suivantes: o = /-t et @ =1t dansP8.3n (§2.4.2,
chap.3) etenidentifiant n; ; 2 [B, ;, onobtient pour j> 0, larelation suivante :

B,.; =T; B, ;. 4.9

On remarquera que nous avons écrit T; dlaplace de . , IE; , ;,, dans le souci de simplifier
Ianotation.  Ceci donne :

J+1 (4.10)
lignes

3
]

=) S Teet = — =

J colonnes

Le calcul des fonctions de degrés un, deux et trois procédera comme suit :
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Initialisation ;
On posera :
o.e - []
Calcul de B, ,
Etant donné quej=1, ona:
1-t
T. =
t
D'oul : i
1=t 1-t
B, .= H= =
t i Lt

B, 1

(4.10.1)

On obtient ainsi les mémes fonctions de degré un que dans les deux cas précédents.

Calculde B, ,

Etant donné que j = 2, lamatrice T; est donnée par :

d'ott on obtient pour les fonctions de degré deux :

[t 0 7 i

f=t =

2t(1-t)

[ 5. ]

IBz,z

a-v°]

it € B.,.

qui sont identiques 2 celles obtenues & l'aide des deux premieres formulations.

1na

Qﬂ‘z_u_l‘d—e [B*, 3
Etant donné que j = 3, lamatrice T est donnée par :
(1t o o]
t -t 0
T, =
0 to1-t
0 0t

t -t 0 3t(1-t)? B, ,
B, = 2t-t) | = =
0 1t =t 3t 3(1-1) B, ;
o o el e | | v ] | Bss |

On voit qu'elles sont confondues avec les résultats obtenus a l'aide des deux premitres
formulations.

Remarque

En prenant comme convention T, = [I], on constate que la troisiéme formulation peut
s'écrire également sous une forme plus condensée comme suit :

j
‘B, ;= [T, @.11)

k=0

ol le symbole | désigne le produit matriciel généralisé. Ce produit est bien défini pour la
suite des matrices T, Ty, ..., ‘T,, car d'une part, le produit matriciel est associatif et

d'autre part, pour tout k > 0, le nombre de lignes de T, est identique au nombre de
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colonnes de T, (d'apres 4.10).

Tl est intéressant de noter que l'itération de la matrice suivante notée par K :

t-u u 0

est 2 1a base d'une démonstration élégante du théoreéme [dit "méthode de Vernet" [Bézier-86,
p.771] de construction du point courant d'une courbe de Bézier [Bézier-72, pp.121-122]
proposée par Chang et al. dans [Chang-81, p.135].  De toute évidence, cette matrice, au

symbole U pres, n'est autre que la transposée de la matrice T. La transposition s'explique
par le simple fait que notre modle considére la suite des fonctions de Bernstein d'un ordre
donné comme un vecteur colonne tandis que Chang et al. I'ont considérée comme un vecteur

ligne.

1.3. Huit décompositions canoniques de Bernstein(t)

Les différentes identités établies 2 la section 2.4.1 du précédent chapitre conduisent  huit
décompositions équivalentes d'une matrice de Bernstein en produit de deux ou trois
matrices. Chaque décomposition, dite canonique, est composée uniquement d'une matrice
d'homothétie polynomiale et d'une ou de deux matrices binomiales & puissance banalisée.
Les huit décompositions sont récapitulées dans la figure 4.3 disposées aux sommets d'un
octogone numérotés arbitrairement dans le sens positif trigonométrique.
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1

D(t) Gi—t
Dty G G D) G G
3 @
G"'Dw) G* G'D® G
Gi"t G Xt
" Gt Gt 1158
\ / 6
Gut-z Ixt)
5

Figure 4.3 : Huit décompositions de la matrice de Bernstein avect < [0, 1] ; les
décompositions 3,4, 5 et 6 doivent étre assorties de la condition : t #0.

En commengant par placer au premier sommet la décomposition proposée par le théoréme 4.1,
les sept autres décompositions peuvent en étre déduites par l'application des identités
suivantes :

D@) 4 G =G* 4 D@ pourtout(c,p) ¢ RxR" (4.12)

[cf.(3.41),§2.4.1,chap.3]

G* « D(B) = D(B) « G** pour tout (x,8) € RxR 4.13)
b e =X X (4.142)
=X X" (4.14b)
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Figure 4.4 : Calcul ordonné des décompositions canoniques par un parcours positif :

0, P 5181 les sommets de l'octogone,

412 : pour l'emploi de I'équation (4.12),
4.13: pour l'emploi de I'équation (4.13),
414a: pour l'emploi de I'équation (4.14a),
4.14b: pour l'emploi de l'équation (4.14b).

La méthode de construction est schématisée par les "graphes de passage” des figures 4.4 et
4.5 ol les étiquettes portées par les branches indiquent le numéro de l'identité employée pour
passer d'un sommet au suivant. La figure 4.4 présente un parcours dans le sens positif tandis
que la figure 4.5 effectue un parcours dans sens négatif.
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Figure4.5: Calcul ordonné des décompositions canoniques par un parcours négatif:

1,2,..,8: les sommets de l'octogone,

412 : pour l'emploi de l'équation (4.12),
413: pour l'emploi de I'équation (4.13),
414a: pour l'emploi de I'équation (4.14a),
4.14b: pour l'emploi de l'équation (4.14b).

Chaque décomposition canonique étant identique  chacune des sept autres décompositions,
on obtient vingt-huit identités. En ajoutant les huit identités liant chaque décomposition &
Bernstein(t), on aboutit & un total de trente-six identités standard engendrées par la matrice de
Bernstein.

Ces décompositions permettent de démontrer le résultat suivant :

Théoreme 4.2

Pour tout s et t € ]0,1], Bernstein(s) x Bernstein(t) = Bernstein(s.t)
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Démonstration 4.2
D'apres la huitieme décomposition canonique ,ona: Bemstein(s) =D(s) +« G . G

tandis que la septi¢me décomposition canonique conduit 4 ;

Bernstein(t) =G™ xD(t) « G

On peut donc écrire :

Bemstein (s) * Bemstein(t) =[D(s) % G™ » Gl «[G™* « D(t) 4 G]
=[D(s)« G & [G « G ]+ [D(t) & G}
=[D(s)x G « I+[D() « G
=[D(s)« G™] + [D(t) « G]
=[G «D(s)1 «[D(t) » G]  [dapres 4.12]
=G «[D(s) « D)} 4 G

=G eD(s.t) 4« G

[produit de deux matrices diagonales].

Or G «D(s.t) « G est précisément la septime décomposition canonique de Bernstein

(s.t). Il s'ensnit donc que :

Bernstein (s) » Bemnstein(t) = Bernstein (s.t) CQFD.

Ainsi le produit de deux matrices de Bernstein est aussi une matrice de Bernstein.

Corollaire 4.2

[Bernstein(t)]’ = Bernstein (t?)

En procédant par récurrence, on démontre également le théoréme suivant :
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Théoréme 4.3

pourke N et t € [0,1], [Bernstein(t)]*= Bernstein (t} .

Les décompositions canoniques sont intéressantes 2 plus d'un titre. En premier lieu, elles
formalisent de toute évidence la possibilité d'associer 2 la matrice de Bernstein des
interprétations géométriques standard diverses. En deuxiéme lieu, comme vient de I'illuster
la démonstration du théoréme 4.2, elles constituent un outil théorique de base pour la
manipulation du procédé de Bemstein. En troisidéme lieu, elles soulévent un certain nombre
de problémes théoriques et pratiques qui ne sont pas abordés dans le cadre de cette these,
problémes que nous formulons sous forme d'un projet qui consiste 2 :

1. dénombrer I'ensemble de schémas de calcul de la matrice de Bernstein
que sous-tend chaque décomposition canonique,
2. émdier pour chaque schéma de calcul identifié, les aspect suivants :
- la complexité,
- la stabilité numérique,

- l'interprétation géométrique 2 associer au déroulement

de l'algorithme sous-jacent et sous les deux hypotheses successives
suivantes :

HI. la matrice Bernstein(t) agit uniquement  gauche (resp. &
droite),

H2. lamatrice Bernstein(t) peut agir 2 la fois & gauche et 4 droite.

A titre d'exemple, il est clair que pour la troisiéme décomposition canonique qu'est
Bernstein(t) = G*"* « D(t) « G
les deux schémas de calcul suggérés par les parenthésages :

Bernstein(t) = [G''* + D(t)] % G™*

et
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Bernstein(t) = G*'* « [D(t) x G]

sous-tendent deux algorithmes différents.  Au déroulement de chacun d'entre eux
correspond donc une interprétation spécifique de l'opérateur Bernstein(t).

1
D(1/t)Gt-1e
D(1/t)G G™° D(1 /)Gt G
3 7
GD(1/t)G" G'D (1/1)G
by
G GD(1 /1) G+ G Do
4 / 6
G Dy
5

Figure 4.6 : Huit décompositions canoniques d'une matrice rationnelle de Bernstein,t <J0, 1]

1.3.1. Matrices rationnelles de Bernstein
En remplagant t par 1/t dans le théoréme 4.1 sous condition que t< ]0, 1] et par conséquent

1/te[l, oo, la matrice résultante, tout en vérifiant le méme théoréme et tout en possédant
huit décompositions canoniques homologues, comme 'illustre la figure 4.6, n'est plus une
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matrice de Bernstein au sens de la définition 4.1. En revanche, par ce procédé simple, on
parvient & une nouvelle généralisation des matrices de Bernstein que sont les matrices

rationelles de Bernstein désignées par Bemstein(1/1).

Par exemple, la matrice de Bernstein rationnelle jusqu'au degré trois est donnée par :
F U=/ (=107 (=17t
t/t 200-1/D01/0  301-1/8) 21/

Bemstein(1/t) =
a/mt 3(-1/0(1/8) 2

0 ()’

Le terme générale de Bernstein(1/t), de dimension (n+1)x(n+1), est défini par:

[ Bernstein(1/0)]; ; =Cit- 17 pouri<j

ij=0, 1, .., n

=0 pouri>j

Si l'on admet dans la définition 4.1 que te[R*, on obtient des matrices rationnelles
généralisées de Bernstein dont les propriétés ressemblent 2 la fois & celles des matrices
d'homothétie polynomiales et  celles des matrices binomiales 2 puissances banalisées.
L'étude systématique de ces matrices sort cependant du cadre de cette thése. Leur étude est
un prolongement naturel de ce travail. Dans I''mmédiat, 'intérét pratique des matrices
rationnelles de Bernstein est souligné par le théoréme suivant :

Théoréeme 4.4

Pour toutt € 0, 1], Bernstein(t) s Bernstein(1/t) =1
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Démonstration 4.4
On peut écrire

Bermstein (1) =D(t) « G™* « G d'aprés la huitiéme décomposition canonique ¢t

Bernstein(1/ty = G4 D(1/t) » G d'apres la septime décomposition canonique (cf.
fig. 4.6). D'oi :
Bernstein (t) * Bernstein(1/t) =[D() 4+ G « G] « [G™ 4 DU/ « G]

=[D() 6% [G « G'] « DU« G}
=[D(t) » G 1% L4 [D(/1) x G]

=[D®) «G™*) « D(I/A) « G)

=[D() «G'] % [G' «D(1/)]  [d'apres 4.12)
=D «[G™ « G'1x D/

=D(t) « I« D(1/)

=D(t) » D(1/t)

=1 CQFD.

Corollaire 4.4
Pourtout t €J0,1] : [Bernstein (t)] "' = Bernstein( 1/t)

Ainsi déterminer I'inverse d'une matrice de Bernstein revient simplement a remplacer le
parametre par son inverse multiplicatif. Il s'ensuit que tout procédé qui calcule une matrice
de Bemstein est confondu avec le procédé qui calcule son inverse.

2. Méthode UNISURF de Bézier

UNSURF est le nom de la méthode mise an point par P. Bézier 3 1a Régie Nationale des
Usines Renault. Le champ d'application initial était le tracé de carrosserie automobile et le
fraisage d'outils d'emboutissage correspondant [Ris-75].
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Figure4.7:  Deux représentations équivalentes du polygone caractéristique
Dans 1a méthode UNISURF, un arc de courbe C(t) est représenté paramétriquement par :

CWH=3 o,.Bé; () avec t€[0, 1] (4.15)

j=0

ol les vecteurs o ; sont des vecteurs de [R? (courbes planes) ou de R* (courbes gauches), et
les B¢; . (t) des polyndmes de degré m. Par rapport 2 la notation convenue dans le chapitre

deux, on remarquera que les vecteurs ; correspondent aux vecteurs définis par B, _, P,
(cf. fig. 4.7).

L'idée de Bézier consiste & imposer un certain nombre de contraintes géométriques aux

polyndmes Bé;  , (t) pour que le polygone caractéristique formé par les vecteurs o; mis bout
a bout, dans l'ordre des indices, donne immédiatement 1'allure générale de la courbe et
facilite ainsi le travail de conception de l'utilisateur [ Véron-73, p.3] [Ris-75, pp.3-4].
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que doit satisfaire l'arc de courbe & ses deux extrémités C(0) et C(1). Exprimées sous forme
générale, elles se résument ainsi [Bézier-86, p. 72] :

Béy, m(®) =1 3
B¢, n (0)=0 j=1..m |
Bé; . (1)=0 j=1,..,m } (4.16)

Béln@=0 j=i.,m i=1,..,m-1 |
B¢ (1)=0 j=i,..,m i=1,.,m-1 )

e

ol Bé{'). (t,) désigne la valeur de la dérivée i*™ de B, ,, () ent=1,. L'ensemble des
fonctions Bé; ,(t) définies par les conditions de l'expression (4.16) s'appellent fonctions de

Bézier de degré m, pour t ¢ [0, 1]. Pour leur calcul, Bézier a proposé les formules
suivantes :

(o - -1]o
] @.17)
G-nt |t ]

B¢ ()=

ofl, compte tenu de son rdle, I'expression entre crochets s'appelle fonction génératrice des

Bé; (0.

En s'appuyant sur (4.17), les fonctions de Bézier de degrés 0, 1, ..., 6 s'obtiennent
facilement comme suit :

[nﬁb,o ol - N ] (4.18)
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]
b

.0l T
= (4.19)
B¢, (1) t
B¢, 1
BE, () = |-tte2t (4.20)
B¢, (1) t®
i ; =
B¢ 1
B¢ (1) 3 g2 '
A5 | -3ttt @21)
B¢ . ® -2t% + 3t?
Bés,: ® ] t?
B¢, O 1
B¢, ® ~t4+ 4t - 6t% + 4t
B¢ () s 34~ gt 4 62 (497)
B¢ () -3t* 4 4t
B¢ (1) t!
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m=35:
Béoj(t) 1
B{, ® £5 ~ 5t*+ 10t> - 102 + 5t
B (9 _4t% 415t 20t% + 108
= (4.23)
B, ® 6t° - 15t* + 10t
Bés 0 -4t 4+ 5t
B¢ (0 t
m =§ 2
B¢, 1 1
B¢ (1) £ +6t% - 15t" + 20t% - 15t% + 6t
1,6
BE (1) S5 - 24t + 45t - 40t> + 15t°
+6
BEo® | = 10t +36t° - 45t + 20t° (4.24)
Bé (1) 10t* - 24t + 15t*
4,6
-5t° + 6t°
B L0
6
| B, 0| | t

Moyennant la convention : Bé; n, () = 0 pour toutj > m, les suites des fonctions de Bézier
de degrés 0, 1, ..., n, considérées dans l'ordre de leurs degrés respectifs, définissent une
matrice dite matrice (des fonctions) de Bézier, l'analogue de la matrice de Bernstein. Nous

employerons ia notation Bézier(r) pour la désigner.

A titre d'exemple, la matrice des fonctions de Bézier jusqu'au degré trois est donnée par :

B¢, B¢ © B¢ O Be 0]

Béu,z(t) Béiv2 ® Bé1 r (t)

Bézier())], ., = (4.25)
B¢, () BE @

0 B¢, ©

s 1

Dans Yespace vectoriel P, des polyndmes de degré n au plus, Chemla [Chemla-71] a

démontré que seule la famille de polyndmes BE; (t) définie par :

Bés, () =1

B¢ (=3 ()MCLCiTi.¢ (4.26)

i=0

proposée par Bézier répond i l'ensemble de contraintes géométriques imposées par
l'expression (4.16).  Sous cette forme, le lien entre les fonctions de Bézier et les
composantes de la matrice binomiale commence & émerger. Mais ce lien ne devient explicite
que lorsque les fonctions de Bézier sont exprimées 2 1'aide des fonctions de Bernstein qui ont
l'avantage d'étre plus simples a retenir et de faciliter les manipulations et la programmation

du procédé de Bézier [Forrest-71, p. 72].

2.1. Propriétés de I'approximation de Bézer

Des nombreuses études ont été consacrées au procédé de Bézier et aux propriétés des
polyndmes de Bézier, 2 commencer par les travaux de P. Bézier lui-méme [Bézier-68, pp.
190-191] [Bézier-72, pp. 115-136] [Bézier-77, pp. 64-731 [Bézier-86, pp.70-80]. On citera
aussi : [Chemla-71, pp. | [Forrest-71, pp. 72-73] [Véron-73, pp.3-9] [Chang-81, pp.
133-136] [Chang-82, pp.345-350]. Le procédé de Bézier a par ailleurs connu plusieurs
généralisations : [Hartley-78] [Piegl-84] [Goldman-82] [Goldman-83] [Farin-83]
[Harada-82] [Hering-83].

124



Parmi les nombreuses propriétés du procédé de Bézier on peut noter les cing principales
suivantes [Plastock-87, p.175] [Mortenson-85, pp.113-114] :

1.

La courbe de Bézier a les mémes extrémités que son polygone caractéristique,
c'est-a-dire :

% =C(0) U =C(l) 4.27)
Les vecteurs tangentes aux extrémités C(0), C(1) ont méme direction que %y et o,
Clest-a-dire :

C*(0)=m.d, cY'(1) =m. d, (4.28)
La courbe de Bézier se tient enti¢rement 2 l'intérieur de la courbure de 'enveloppe
convexe définie par le polygone caractéristique. En dimension deux, ['enveloppe
convexe est le polygone qui se forme si 1'on tend un élastique autour d'un

ensemble de clous plantés aux extrémités des o; [Plastock-87, p.176].

Les courbes de Bézier sont adaptées au dessin interactif. En effet, on peut les
enchafner tout en garantissant la continuité de leurs dérivées & leur point de jonction
des l'instant oit les c6tés adjacents sont colinéaires. On a la possibilité de généraliser
les conditions de continuité aux jonctions des segments A un ordre quelconque
[Mortenson-85, p.113]. Les propriétés de I'hodographe (la courbe de polygone
caractéristique dont les sommets sont les extrémités des o lorque les orignes de
ceux-ci sont ramenées 2 une origine commune) permettent de cerner les singularités
éventuelles de la courbe et de caractériser la courbe plus finement [Bézier-72,
pp.128-133].

Les polyndmes B¢, , (1) sont symétriques par rapport au milieu t = 1/2 de

l'intervalle de parametre. Par conséquent, l'inversion de l'ordre des indices des o
n'a simplement pour effet que d'inverser le sens du parcours de la courbe sans pour
autant affecter sa forme. Nous dirons que la courbe de Bézier vérifie la propriété de
symétrie par permutation [Bézier-77, p.45].

1785

So
Sy
S2

S3

2.2. Relations entre Béx, , () et By, ()

Considérons les quatre fonctions de Bézier de degré trois (cf. Eq. 4.21) et construisons une
suite de quatre nouvelles fonctions comme suit

=Bé&, 5(t)-Bé, s(t)=1-(t* - 3t? + 3t) = (1-t)°
=Bé,, 5(t) - Bé, 5(1) = (t° - 3t* + 3t) - (=2t% + 3t%) = 3t(1-1)?
=Bé, 5(t) - Bé; 5(t) = (-2t + 3t%) - ¥ = 3t8(1-1)
= Bé, 4(t) =t

De toute évidence, on peut grouper ces quatre expressions sous la forme matricielle suivante :

1 =i [ B¢ (-1
L od B¢ 3t(1 - t)°
B BS () | 4.29
P 2.3 31 - b 4.29)
1 J Bél,:! (t) t)
L N L B

En comparaison avec 1'équation 4.5.1, on voit bien que I'équation 4.29 conduit 2 I'identité
matricielle suivante entre les fonctions de Bézier de degré trois et celles de Bernstein de
méme degré :

[ - 1[re.0] B .® '
- Pa0 B,5®
- B0 | 7 B,,® o
a 5, 0 B, ©
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Cette identité n'est nullement fortuite. En effet, on démontre [Bézier-86, pp.81-82)
[Chang-81, p.133] les relations générales suivantes :

BE, (1) = Bé;,y,ult) = By, 1) “31)

j=6, 1, ... m

en adoptant comme convention que Bé; .(t) =0 pour tout j > m. Celles-ci se traduisent
sous la forme matricielle générale suivante :

(- E) « Béi. (1) = B,n(t) (432

ol plus explicitement, on a:

(I-E) = \\ b m+l (4.33)
| lignes

m+1 colonnes

avec les vecteurs Bé,, () et B, ,(t) ainsi que la matrice E définies explicitement par :
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(Be; ® (&
B¢ O (Bo‘ m(t)
Bé, o) = ; Bu at) - : (434)
B, (0 B @®
m=1, m
B¢ B ®
et
r )
0 1 0 — 0

E= ‘\\ 0 (4.35)
1

6 e =Ty |

La matrice I - E, désignée désormais par Sum™, est une matrice bidiagonale la diagonale
principale ayant des entrées non nulles. Elle est donc inversible. En effet, on montre

[Chang-82, p.347] que Sum™* a pour inverse la matrice suivante :

1 1 —
m+l 4.36
Sum - \ \ I I} lignes (4.36)
AN N\
] 1

e

m+1 colonnes
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L'équation 4.32 conduit donc 2 la relation :

Béyn(t) = Sum .B,.o(t) =( > By )0, v m (4.37)

k=j

En faisant m = 0, ..., n dans 4.37, on obtient l'expression correspondante de la matrice

- des fonctions de Bézier jusqu'an degré n en fonction de Bemnstein(t) comme suit :

Bézier(t) = Sum » Bemstein(t) (4.38)

Dans ce demnier cas, la matrice de passage Sum a pour dimension (n+1 )x(n+1 ) et pour

composantes :
[ pour i<j
Sum, ; =/ (4.39)
Lo pouri>j

pouri et j=0,1,...,n

Inversement 4 ['équation 4.38, la matrice Bernstein(t) s'exprime également en fonction de

Bézier(t) comme suit :
Bernstein(t) = Sum ™ x Bézier(t) (4.40)

Cette équation indique que la matrice de Bernstein peut avoir des décompositions

intéressantes, autres que les décompositions canoniques (cf. §1.3 de ce chap.).

La matrice Sum™ étant identique a (I - E), ses composantes sont définies par :

’

ji pour i=j
Sum’j ; = {-1 pour j-i=1 (4.41)
‘\ 0 pour i#j ou j-1#1

2.3. Fonctions de Bézier et fonction échelon-unité

L'interprétation classique du procédé de Bernstein (cf. 4.1) permet d'attribuer une
interprétation explicite aux composantes des lignes successives de la matrice Sum de
J'‘équation 4.37. En effet, les composantes de Sum peuvent étre considérées comme les
suites de valeurs de la famille de m + 1 fonctions ($;); =0, ..., m (cf. fig. 4.8) engendrée par
la fonction échelon-unité définie par :

1 pour te[0, 1]
ot = | (4.42)
\o pour te[0, 1]

Les éléments successifs de la famille se déduisent de §,(t) par des translations avec des pas
successifs égaux & O/m, 1/m, ..., m/m.  Clest ainsi que 1'élément 3, (t) (cf. fig. 4.8) est
défini par :

1 pour te [j/m, 1]
3,t={ (4.43)
\0 pour te [j/m, 1}

Les valeurs de §;(t) en t = 0/m, 1/m, ..., m/m sont donc définies par :

{0 pouri <j
9, 6/m) = | (4.44)
U pourj<£i<m
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| e
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3 ® :
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Om Ym 2m 3m .- kim mwm t

Figure 4.8 : Fonction échelon-unité et ses translatées

Partant de cette interprétation de la matrice Sum, obtenir la fonction B, () se rameéne au
catcul de 55,,.(2,», t). Plus formellement on a le théoréme suivant dont la démonstration

déconle du développement présenté ci-dessus :

Théoréme 4.5
Soit ;(t) la fonction définie par I'équation 4.44. Ona alors : Bé; ft)= B, 1).

Démonstration 4.5
D'apres l'équation 4.1 :

BDs, ) = 2 F(i/m). B, 0
i=Q

= 2 1.By, [d'aprés 4.44]

i=j

= Bé; ) [d'aprés 4.34 et 4.37] CQFD.

Comme le schématise la figure 4.9, lorsque l'on présente & I'entrée de l'opérateur de
Bernstein B, la translatée ;(t) de la fonction échelon-unité, on obtient en sortie la fonction
de Bézier B¢ (t).

3,0 —® B ———& Bé;, )

Figure 4.9:  Génération des fonctions de Bézier par I'opérateur de Bernstein appliqué aux
translatées §; (t) de la fonction échelon-unité.

2.3.1. Relation entre procédés de Bernstein et de Bézier
L'équation 4.38, 4 savoir :

Bézier(t) = Sum x Bernstein(t)

renferme les liens fondamentaux entre le procédé de Bézier au sens étymologique et celui de
Bernstein. En premier lieu, elle montre qu'a chacune des décompositions canoniques de la
matrice de Bernstein comrespond une décomposition homologue de la matrice de Bézier : la
décomposition homologue s'obtient en prémultipliant la décomposition de Bernstein(t) par
Sum. Plus encore, tout théordme vérifié par la matrice de Bernstein trouve un répondant pour
la matrice de Bézier par le biais de ce dernier procéde.
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En deuxiéme lieu, pour un degré donné, elle formalise le passage entre les fonctions de
lissage de I'un al'autre :

Mp., g =Sum estlamatrice de passage de Bézer vers Bernstein,
Mp_ g =Sum ' estlamatrice de pasage de Bernstein vers Bézier.

En troisi¢me lieu, elle permet d'établir la relation explicite entre les deux représentations
équivalentes du polygone caractéristique (cf. fig. 4.7). En effet, en écrivant I'expression
4.15 sous forme d'un produit scalaire, on obtient :

C(t) =(d, 0y -~ am).Bé,:,,,(t)

Gréce 4 la matrice de passage Sum, C(t) peut s'écrire également comme :

C(t)=(0g Gy -~ Gn ). Sum 4 By, (1) (4.45)
Un calcul direct montre que :

(G Oy »++ Oy ). Sum=(p, Py -~ pu (4.46)
c'est-a-dire :

Pa = _ou \

Py = _.o al I

p. = —'o dy + &,a I

| (4.47)

Pm = &g+ Oy + Oz + =+ + Oy
comme l'indique l2 figure 4.7 et comme établi par ailleurs dans [Bézier-72, p.119]

[Bézier-86, p.871. Les p; sont les vecteurs positions des sommets successifs du polygone
caractéristique (cf. fig. 4.7).
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Une courbe paramétrique polynomiale exprimée sous la forme :

Ct) =3 pi.B; b (4.48)

i=0

est dite de Bézier-Bernstein [Plastock-87, p.175]. En fait, c'est cette forme qui est de plus
en plus entendue lorsque I'on se réfere aux schémas de Bézier. C'est dans ce sens que
nous employons les expressions courbe de Bézier, schéma de Bézier ou le plus souvent , de
Bernstein-Béder.

En guise de synthese et en tenant compte des formes transposées équivalentes, la dualité
entre les deux procédés peut étre résumée de la manilre suivante :

Sum « Bernstein(t) = Bézer(t) & “Bernstein(t)  "Sum = ‘Bézier(t)
Sum™ 4 Bézier(t)  =Bemstein(t) ¢« ‘Bézier(t) « ‘Sum™  =‘Bemnstein(t)
(a()iw,...‘m.Sum =(Pi)izo,-om © Sum. “(%i)izo, e m ='(pi)a=a,-.-,..

(Pidizo, vv,m . Sum™ =(ai)i=o,---,m Ao tsumﬂ, t(pi)izo,'-~,m=t(&.i)(=o,"'.m

2.4. Famille de courbes de Bézier

Considérons m+1 vecteurs positions (p;); =, ..., m avec p;€ &. Soient te [0, 1] et le vecteur

FBézier(t) défini par :

FBézier(t) = (P Py ... Pm) * Bemstein(t) (4.49)

De toute évidence, lorsque ¢ parcourt l'intervalle [0, 1], les composantes du vecteur
F Bézier(t) engendrent une famille de courbes de Bézier d'ordre 0, I, .., m. La
composante [F Bézier(t)]; représente la courbe Bézier de degré j engendrée par le polygone

caractéristique (po gy ... py ). D'une fagoi explicite, oiia .

(FBézier(®]; = (o P1 .. P} By (® (4.50)

Compte tenu du développement de la section 1.2, on peut d'emblée proposer les trois
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modéles suivants pour une génération récurrente d'une courbe de Bézier d'un degré donné ;

A, Premier modéle
1l résulte de 'équation 4.6 que :
[By, -] [0 ]
®oPs - P Buy = eps e )| | (140 + (po pu oo D] I
o | LB, ]
=(Po Ps oo Pys )-[B, 1 (10 4 (py pa oo ;) [B, ;] (4.51)

Adoptons la notation suivante en prenant ke {0,1} :
Bé( Pk Pret ++ Pisj o0 =(Ph Pusi «ov Praj=r )-[[E._j-L] (4.52)

La relation (4.51) pourra s'écrire alors comme suit :

Bé(ps pe - Py, 1) =[Bé(ps py - Py-1, DIO-1) + [BE(py pe ... p- DIt (4.53)

B. Deuxigme modele :

L'¢quation 4.8 permet d'écrire :
[T L] [[0],~] )

(Po Py v P)eBuy  =(po Pr .o P;]o+ [ |-““t)+ I |'t 5 By, j -1
L[[GL-J | IJ'LJ J

(4.54)

=(Pu Pioeee Pyt )-[l]ﬁl] l[B-,rllo{r"tj + {P: Py - P})-[[J—l] [[B-p.i-l] -t

=(pu P1 bl pj—l)'[mb,_]—l.l'(]-t) + {PL P: Pi]'[[B-.]“i]‘t

Compte tenu de {1.52), ceci revient 2 (4.53).

C. Troisieme modéle ;

L'équation 4.9 permet d'derire
(Pe Prooe Py By = Py oo )T B, - (4.55)

115

o T; définie par I'équation 4.10. La possibilité d'éclater la matrice T, en sommes de
matrices permet d'envisager la construction récurrente d'une courbe de degré j de différentes

maniéres. Une méthode simple d'éclater T; consiste & la considérer comme Ia somme de j

matrices, de méme dimension, construites & partir de T, en conservant la premigre colonne et
en annulant toutes les autres, puis la deuxidéme colonne et en annulant toutes les autres, et
ainsi de suite jusqu'd la demikre colonne (cf. fig. 4.10).

[1t o o]
t 1-t o0
T, =
0 t 1=t
0 0 t
|-t 0 Q 0 o 0 [ —0 0 O-
t 0 0 g ji-tj o i) 0 0
= + +
0 a 0 0 t 0 0 0 1=t
I 0 ] 0_ i Q 0 0 | | 0 0 tj

Figure 410 Eclatement de Ty en somme de trois matrices ; chaque matrice terme a une
seitle colonne non mdle : celle qui correspond é son rang

On remarquera la présence du sous-vecteur T', dans chaque colonne non nulle de l'éclatement
proposé :
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T = (4.56)

décalé d'une ligne vers le bas par rapport 2 sa position dans la colonne précédente. Dans la
premitre colonne, T, occupe les deux premidres lignes. Un tel éclatement de T, conduit 3

I'éxpression équivalente suivante de (4.55) :

o P1 -« P))-Bes=(@ P).-Ty (s P2).Ty .. (P52 p;).T.) By (4.57)

On peut écrire cette équation d'une fagon plus condensée comme suit :

(Po p1 «-- Pi)-Buy =P Pins). Ty) Bavj-s (4.58)

i=0, . .., =1

1l reste A démontrer que, pouri = 0, 1, ..., j, le membre de droite de (4.58) (de méme pour

4.57) associe le facteur B; ; & p; comme le fait le membre de gauche. Pour ce faire, les

trois cas suivants doivent étre considérés :

li=1 pour le calcul de la fonction associée 2 po ,

2.i=j-1 pour le calcul de la fonction associée 4 p;,
3. 1<i<j-2 pourle calcul de la fonction associée dans les autres cas.

Cas 1, : lafonction associée a p,
En remontant 3 (4.57) qui donne la forme explicite de (4.58), on voit bien que le terme en p

provient uniquement du produit suivant :

[d'apres (4.56)]
[d'apres (4.2)]

[(po px)-Tx]-[Bo,j—x(t) =[po(1-1) + pit]-ch,j—1(t)
=[p.(1-1) + p . (1-7"
=p (-t +pt(1-y7

=po, By, () + pst(1-ty" {d'apres (4.2)]

Ainsi les deux membres de (4.57 ) (et de 4.58) associent 2 p, la fonction B, ;(t).
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Cas 2, : la fonction associée 2 p;

Le vecteur position p; figure seulement dans l'expression :

[(pi-1 ). Ty ). By (1) =[(1- Op;- +tp ] By (0 [d'apres (4.56)]
=[(1-tp,_, +tp;}.£™ [d'apres (4.2)]
=[(1-0¢7"p;, +p;]

=(1-0)¢'p,, +p;B;, @ [d'apres (4.2)]

Les deux membres de (4.57 ) (et de 4.58) associent bien & p, la fonction B; ;(t).

Cas 3. : 1a fonction associée d p; pour 1 <i<j-2

Dans le membre de droite de (4.57), le vecteur position p, figure dans les deux termes
consécutifs suivants :

[(pi-a Pi)-Ti).Bioy ;u® et [(py Pisg).Tel. By ;o0
dont les coefficients respectifs sont :

t.Biy ;-0 et (1 -9.B, ;.0

La fonction associée par le deuxiéme membre de (4.57) i p; est évidemment la somme de
ces deux expressions, c'est-a-dire :

B O+ (-0 B O =t[CIH T - 0T+ (1-1). By ()
=t A - 0 7T+ (- 0[C) L, f (1 -1y 7]
=t1-07[CIE + Cy]
=t@a-9" C {d'apres (3.10)]
=B, ;) ) [d'apres (4.2)]

Ainsi dans ce cas aussi, le membre de droite de (4.57) associe le méme coefficient 2 P:-On

vient donc de démonter formellement que les deux membres de (4.57) reproduisent bien la
méme courbe.

On remarquera qu'aprés chaque itération du membre de droite de (4.55), le polygone
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caractéristique a un c6té de moins. Par conséquent, le procédé délermine un point de Iy !
courbe aprés la j 7 itération. Cette construction est au fond une autre formalisation dely — =

methode dite "de Vernat" [Bézier-86, pp.77-78].

Ces modeles de génération récurrente des courbes de Bemstein-Bézier soulignent une fois de

plus le lien étroit qui existe entre les manipulations algébriques de la matrice binomiale §
puissance banalisée et les manipulations géométriques de schémas de Bézier.

Pour terminer ce chapitre démontrons un dernier résultat :

Théoréme 4.6
Pour tout pye € et powrtout te[0, 1]
(pv be -+ pu)Bernstein(t)=(pe py -+ Py} (4.59)
Démonstration 4.6
De toute évidence :

{py pe -+ pu ) Bernstein(t) =p, . (1 | 1) Bernstein(t)
=py . ¥, Bernstein (t)

En remplagant Bemstein(t) par la décomposition canonique D(t) & G* ™, on obtient :

o, . v, Bemstein (1) =p, . v, D) 4 G'™"

= Pua Viotha [d'apres (3.33)]
= Pgo- Ve
=P Pe o0 Pa) CQFD.

En clair dong, tout schéma de Bézier-Bemstein reproduit le point quel que soit le degré.

Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons montré que la solution au probléme général de la
ransformation linéaire de paramérre qui s'appuie sur des généralisations progressives de la
récurrence binomiale conduit au procédé classique de Bernstein et, de 13, au procédé de
Bézier. Cette approche a favorisé la dérivation des nouvelles relations pour la matrice de
Bernstein avec la proposition de huit décompositions canoniques qui formalisent des
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interprétations géométriques standard que l'on peut attribuer & ce procédé. Elles expliquent
aussi la grande souplesse de 'approximation de Bemstein.

Nous avons élabli, par le biais de la matrice de passage Sum, le lien étroit entre le procédé
classique de Bézier et 'approximation de Bemstein et proposé une interprétation nouvelle sur
la génération des fonctions de Bézier 4 partir des fonctions de Bernstein. Cette interprétation
congoit les fonctions de Bézier classiques comme des réponses du procédé de Bemnstein aux
sollicitations de la fonction échelon-unité et ses translatées. La matrice Bernstein fournit
¢galement la possibilité de manier toute une famille de schémas de Bézier et permet d'établir

des résultats vérifiés par I'ensemble de ces schémas.

Ce chapitre a également soulevé plusieurs problémes qui meritent d'8ire approfondis. Parmi
ceux-ci, il ya la nécessité d' émdier les décompositions canoniques sur le plan algorithmigue
et d'approfondir l'étude de la matrice rationnelle généralisée de Bernstein pour en tirer des
ensignements utiles et pratiques pour le procédé de Bernstein-Bézier.
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CHAPITRE 5

Modéle de dérivation polynomiale

Indicateurs de géométrie

Introduction

L'expression du théoréme binomial sous formes matricielles (cf. chap. 3) permet une
approche homogene et méthodique de la dérivation des courbes paramétriques polynomiales,
quel que soit le schéma considéré. Elle conduit notamment & I'opérateur matriciel noté K qui
wransforme la dérivation en un simple probléme d'indexage des lignes des matrices de lissage
associ€es aux schémas. L'étude des propriétés de K fera L'objet de la section 1 de ce
chapitre.

Lorsque T'on associe les propriétés de l'opérateur K 2 l'interprétation géométrique des
puissances banalisées de la matrice binomiale, on aboutit A une puissante généralisation du
concept d'indicateur de géométrie amorcé au chapitre 2. Cela conduit en effet au deuxitme
opérateur noté IG™ dont les lignes fournissent les données indispensables pour I'analyse
géométrique compléte d'une courbe A chacun de ses points. La section 2 sera consacrée
principalement 2 I'étude de cet opérateur fondamental.

Le modele de dérivation que préconise I'opérateur K écarte l'intervention active de
lutilisateur. Pour palier 4 cela, nous proposerons dans la section 3 un modele équivalent qui
pourra lui restituer un rdle plus actif.

1. Polyndme dérivé
On peut définir la dérivée dun polyndme f (cf. I'équation 3.1 du chap. 3) comme étant le
polyndme £ tel que [Faure-64, p.192] :

f(t+b)- f(t) = hf'(®) mod(h®) (5.0

Grice A 1'éguation (3.21) de la §2.3.1, chapitre 3. le premier membhre de éamation (5.1)
peut s'écrire sous la forme suivante :

fa+n)-f=v,G'a - v, la=v, [G" - I]a (5.2)
avec :
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Plus explicitement encore :

|
L 1hce " oCh - 1
! 0 1 0
n=l oy
1 aCi— h Cn
G = & | 0 2
K =
I pCy
‘ 0 . 0 n
L . 0 o |
it bien que :
O pEng Ainsi, en tenant compte de (5.2), on obtient :
0hC{ —— 1 Cn
= [fe+n)-f(©)] mod(h®)=h[v.Kla (5.4)
| 0 pCi—h Cn
! G'-1-= \\ |
0 hCa? Gréce aux relations (5.1) et (5.4), on aboutit au théoréme suivant :
0 o Théoréme 5.1
Soit la fonction polyndme f de degré n définie par :
fly=v.a
Par conséquent : avec vy = (t');zor... » €t @ le vecteur coefficient. La fonction polynome dérivée f est
) - alors donnée par :
0nCY 0
|
| 0 nC: fty=[v.al’=v.Ka (5.5)
| [G"- I mod(h®) = \\ = hK
| 0 hCp
| 0 U existe une deuxidme méthode pour démontrer Ie théoréme 5.1. Pour ce faire, on pose v,=
0
L R (1, t, -, t"). Parladéfinition formelle du polyndme dérivé on a :
. e =0, 1,2t 8, -, nt" ) =0, 1, 8, -, 7 ) B (5.6)
: ol la matrice K est définie par :
ol Ja matrice B est donnée par :
K., =C &} pouri,j=0,1,..,n (5.3)
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B = 2 (6N}

La composante ¢ est une constante arbitraire. Soit la matrice carrée E - définie comme suit ;

E, ;=58 pourietj=0,1,...,n (5.8)

qui se met sous la forme matricielle explicite suivante :

= 5
01 0
0 1
E = \\ (5.9
0 1
| © 0]

Nous allons montrer dans la suite que :

[vi.]’=v,Ex+B (5.10)

Compte tenu de (5.6) il suffit de démontrer que :

~
th
-
-
~—

@1t ...,0"=vE

Posons b = v,E et désignons par E «, ; le vecteur formé par la j %™ colonne de E. Deux

casseprésentent: j=0 et <j<n.
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pourj = 0, puisque E &, , =0, il s'ensuitque v,. E &, , =0=b,.
Pour 1<j<n, ona:

bj =V E*,)'
=1.Eo; + By +t5 B+ +TVE; 4+ LE,
=t [& partir de (5.8)]

Les deux cas réunis, on obtientb = (0, 1, t, ---, t"™) = v,E. En vertu de ce résultat et de
(5.6),ona:

[v]’=v;ExB

Par conséquent :

[v.a]’=v,ExBa (5.12)
On vérifie aisément que :

ExB=K (5.13)
Discussion

La matrice K est ainsi un opérateur qui permet d'obtenir la dérivée d'un polynéme. Dans

I'équation (5.5), K peut aussi bien &tre associée & gauche avec v, qu'd droite avec le vecteur
coefficient a. La dérivation peut donc étre congue de deux manitres équivalentes : soit
comme une transformation du vecteur v, en v, K, soit comme une transformation du vecteur

coefficientaen K a.

1. 1. Propriétés de K

Les deux interprétations du procédé de dérivation soulignées ci-dessus nous conduisent &
étudier les propriétés multiplicatives de la matrice K. A ce titre, nous examinerons l'effet de
K sur les composantes des vecteurs ligne (multiplication a droite par K) et sur celles des
vecteurs colonne (multiplication 4 gauche par K). Ces résultats seront ensuite généralisés a la
rultiplication d'une matrice par K.




0 1 0]
2
(6 © === Cn) \ =0 ¢ 26 — nG.y)
n
0 0
K

Figure 5.1: Multiplication d'un vecteur a droite par K.

Propriété K1 : Multiplication 2 droite par K :
D'une manidre générale, multiplier un vecteur ligne par K revient 2 un décalage
de chaque composante d'une colonne vers la droite suivie d'une multiplication par
son nouvel indice de colonne (voir fig. 5.1). Plus formellement, on a le théoréme

suivant :

Théoreme 5.2.
n+i
Pour tout vecteur ligne 1 =(co ¢¢ = Ca-y €n) e R :

JK=(0 ¢, 2¢; - NCoy)

Démonstration 5.2
Par définition :

(Co <y cer Cpeg CI’\)K:(Z Ci'Ki‘j)j:"""'"
i=0

n
S oK, = oKy 4o Ky m o Ky 4 G K i+ e Ky

=128 ™ [en vertu de (5.3)]

=§. ¢, fcar CI7* =]

Par conséquent :
(e €y ot Cpop Cp) K:(J C]—x)j: 0,5, n
clest-a-dire : IK=(0 ¢o 2¢; +++ nNCpoy) CQFD.

Tableau 5.1  Unvecteur multiplié & droite par K

Algorithme 5.1 (Déca-mul)

Données :
n entier positif ;
in  vecteur de n + 1 composantes ;

Résultat :
out vecteur de n + 1 composantes.
Début .
1. Entrer in ;
2. out(0):=0;

3. Pour j:=1an faire

out (j) := j*in( - 1) ;

Fin

o tohlAn., & o v pen it ] n et ihaen e Ao v, S Y Tt -
Le tablcau 5.1 PIGPOSE une traduction alguuﬂ’hun.luv du théortmc 5.2. Cn vérific

aisément que cela entraine n multiplications et autant de soustractions (les soustractions
proviennent du calcul des indices des composantes).
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Propriété K2 : Multiplication d'un vecteur  gauche par K: . .
Chague composante du vecteur est d'abord multipliée par son indice (de ligne) ;

chaque composante est ensuite décalée dune ligne vers le haut ; pour terminer, on
remet A zéro la derniére composante. Cela donne plus explicitement (cf. fig. 5.2) :

Théoreme 5.3
Pour tout vecteurcolonne ¢ = (I Iy by - L) eR™ " :
Ke="Yl, 20, - nl, 0).
1 .
0 1 01 t T
2 1, 21,
\ L| =
nl,
n
0 o] 1 0

Figure 5.2: Multiplication d'un vecteur & gauche par K.

Démonstration 5.3
Par définition :

Ke =(le-K|‘])i=0, 8
g

Une simplification du membre de droite s'obtient en le décomposant en deuxcas : i=n et

0<i<n.

Pour i=
puisqu’ en vertu de (3.3), K, ; =Opour 0<j<n

I
o

ZIJ'Kn,i
j=0

Pour 0<i<n ;
le-Ki,; =L.Kio + 1Ky + -+ L Kiihy + - + 1K,
=0

i,n

=lgzi: Gl [en vertu de (5.3)]
=({i+1).1,

La synthese des deux cas donne donc :

" fG+1).1,, pour 0<i<n
Zl)'Ki,j ={
= Lo pouri=n
Par conséquent :
n
Ke :(Zl;"Ki,j)i=O, cn="( 2L, - nl, O CQFD.

j=o0

Le wbleau 5.2 propose une traduction algorithmique du théoréme 5.3. Cet algorithme est de
méme complexité que le précédent : n multiplications et n soustractions.

Propriété K3 : Multiplication d'une matrice & droite par K :

Soit M une matrice dont les vecteurs lignes appartiennent 3 R™**. Lorque l'on
multiplie M & droitc par X, chaque vecicur ligne de M est tansfoué suivant ix

propriété K1 et on obtient une matrice transformée M” selon le procédé suivant :

1. décaler chaque colonne de M d'une colonne vers la droite (la derniére
colonne disparait),
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2. mettre la premiére colonne a zéro,
3. multiplier chaque colonne par son indice.

Tableau 52 Prémultiplication d'un vecteurpar K

Algorithme §2 (Mul-déca)
Données :
n entier positif ;
in vecteur de n + | composantes :
Résultat :
out vecteur de n + 1 composantes.
Début
. 1. Entrer in ;
2. out (n):=0;
3. Pouri:=12n faire
out (i-1):=LiinG) ;
Fin

Pour fixer les idées, supposons que M soit une matrice carrée d'ordre # + 1. Sous

cette condition, on obtient le théoréme suivant :

Théoréme 5.4
SoitM" =M« K. Pour i=0,1,...,n

[0 pourj=0
M, , =] (5.14)
Ui Mo pour j #0
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I

pémonstration 54
Désignons par M, . et par M", , les vecteurs formés par les i ™ lignes respectives de

M etde M". Par définition,ona M'= (M; +K);, 4, ... n, Clest-d-dire:
M =M, .K pouri=0,1,...,n
En vertu de K1 (cf. théoréme 5.2), on obtient, pouri=0,1,...,n:
[0 pourj=0
M, = {
3 LMo pourj#0 CQFD.

Le tableau 5.3 donne une traduction algorithmique du théoréme 5.4. Tout compte fait,
I'algorithme 5.3 entraine n? - I multiplications et autant de soustractions.

Algorithme 5.3
Données :
n entier positif ;
M matrice carrée dordre n + 1 ;
Résultat :
M matrice carrée d'ordre n + 1 ;
Début
1. Entrer M
2 Pouri =02 n faire
Début
2.1 MG, 0):=0; MG, 1) :=M(, 0);
2.2. Pour j :=2 an faire
2.2.1. MG, ) =3. MG j-1)
Fin
Fin

Tableau 5.3 : Algorithme de multiplication d'une matrice a droite par K
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Propriété K4 : Multiplication a gauche par K :
Soit M’ =K « M. Multiplier M 2 gauche par K revient a appliquer K2 2

chacune des colonnes de M. Le procédé sous-jacent se résume donc comme suit ;

1. multiplier chaque ligne de M par son indice de ligne,
2. décaler chaque ligne d'un cran vers le haut (le premier vecteur ligne de M

disparait),
3. mettre & zéro la derniére ligne de M.

Pour fixer les idées, nous supposons que M (et par conséquent M” aussi) soit une
matrice carrée d'ordre n + 1. On a alors le théoréme suivant :

Théoréme 5.5
Soit M* =K« M. Alorspour j=0,1,..,n

{0 pouri=n
M= (5.15)
LG+ . Moy, pouri#n

Démonstration 5.5
Désignons par M,, ; et par M",. ; les vecteurs respectifs formés par la j igme colonne de

chacune des matrices correspondantes. Le produit K « M peut s'écrire alors comme :

M =(KM, )=, n
c'est-a-dire :

M'..; =KM.,,; pourj= 0,1,...n
En vertu de K2 (cf. le théoréme 5.3), on obtient, pour j =0, 1, ..., 7 :

{0 pouri=n
M, =4
L) - Moy pouri#n CQFD.
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Le tableau 5.4 donne une traduction algorithmique de ce théordme. Cette traduction
s P TIPS o o e .
comprend : n° -1 multiplications ; n® additions (on assimile addition et soustraction dans ce

cas).
Algorithme 5.4
Données :
n entier positif ;
M matrice carée dordre n + 1 ;
Résultat :
M’ matrice carrée dordre n + 1 ;
Début
1. Entrer M;
2. Pourj:=0an faire
Début
2.1. M, j)=0; M'(,0)=M{,));m=n-1;
22 Pouri:=1am faire
Début
2.2.1. k:=i+l;
2.2.2; MG, j) =k.Mk,j)
Fin
Fin
Fin
Tableau 5.4 : Algorithme de multiplication @ gauche par K
Remargque

T convient de noter que la matrice K ne figure de fagon explicite dans aucun des quatre
algorithmes 5.1, ..., 5.4. Son utilité réside plutdt dans la formulation de la dérivation qu'elle
facilite,

Propriété K5 : Itération de la matrice K :
K5.1: Faisonsla convention K° =1 et remplagons la matrice M du

théoréme 5.4 ou du théoréme 5.5 par K° : nous retrouvons la matrice K.
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K5.2: Remplagons M ensuite par par K : nous obtenons K®. En procédant
par récurrence, nous parvenons 2 calculer les puissances successives de K.

D'une maniére générale, on a le théoréme suivant pour le calcul de K* pour

tout k € N :

Théoréme 5.6 (K-itéré)
Pour tout k ¢ N

i

k i
(K)ij = L - pour ietj=0,...n

I=j-k+1

J

avec la convention que Tl_l = 1 poura>j
l=a

Dé ion 5.6
Nous procédons par récurrence.

Basede larécurrence:  par convention, K° =I. Le théordme est donc vérifié pour k = 0.,
De plus, pour k=1, etpourtoutietj=0,.,n,ona:

i

[—”—1] 8 =8 = K,

1=j1 1

La propriété est donc vérifiée aussi pour k= 1.

Hypothese de récurrence :

k-1 . i
(K)i.j = .H—l 61(-1

154

gal_c_ulﬂns_(Kk.li,,-

(K*);, ; étant le produit scalaire de 1a %" ligne de K par la j%™ colonne de K*™*, ona :

(K, =

1j

i o jq
2%)‘181 a:;-l

=1

g q q
Z a8, B
q=

<

-k+1

G-k+1) S

j-k+1
G-k+1) 8

i+l

j-k+1
5 = ||1
i+1
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(Hypothese de récurrence)

(Base de récurrence)

. ab a
(puisque Sx = 8Mb)

j-k+1
j-k+1




=
= | |1 3,
CQFD.

Isj-k+

On a en particulier le corollaire suivant :

Corollaire 5.1

Pourtout k<n  (K¥)o, ; = (k). 8] =(j!). 8} .17
Eneffet,i=0« j-i=je 6.7 =6i. Puisque 6/ =1 & k=], pour i =0, le produit
(5.16) est différent de zéro si et seulement st k = j. Dans ces conditions, le produit peut

s'écrire comme suit :

b
K)o, ; =(TT 1). 8% = (k). 85 = (j1). 6%

K53 : Kestnilpotente. La figure 5.4 suggére que les composantes non nulles

de K* se trouvent toutes sur la sur-diagonale de rang k. K étant une matrice
carrée d'ordre n + I, on ale théoréme suivant :

Théoréme 5.7

Pour toutk>n,ona : K“=0.

Démonstration 5.7
11 suffit de démontrer que le terme général (K“)i‘ ; estnul pourtouti et j =0,1,..,n
lorsque kK > n .

En effet :
0<i<net0<j<n=j-i<n <k
Ainsi :

n<k =j-i<k pourtout i etj =0,1,...,n
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1
K =

| 0

2 zéros

t—

(00 12
K2 =

0

K =
1
0
n(n-1)
0
0 J} 2 zéros

Figure 54

Puissances successives
de K

jri<k= 607 =0

En vertu du théoréme 5.6, on &, par conséquent :

pourtout ietj=0,1,...,n

pourk >n

. - i3 vy vy 'y
Propri&té K6 : Kevf® sommiitent potriout wel.

En effet, considérons les trois fonctions suivantes :

fy =v.a
Tot)=0o +t
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(5.18)
(5.19)




g0 =TIV =Vare 2
Calculons la dérivée de g en tant que fonction composée :
g0 = (feTa) () = f TTu(0]- T ()
Comme T, (t)= let f(t)=v.Ka envertude (5.5):
g0 = (T)
=v Kxa (5.21)

=v,G*xKa (5.22)

car, en vertu de (3.22), chapitre 3, v .. = v, G" Pour cette méme raison, g{t) peut
s'écrire aussi comme suit :

gt) =v, G"a (5.23)
Dérivons (5.23) directement par rapport & ¢ :

g=v.KxG"a (5.24)
Les équations (5.22) et (5.24) conduisent au théoréme :
Théoréme 5.8
Pour tout & € R,

K+xG"= G%K (5.25)

Ainsi, K et G* commutent. La chaine de (j+1)j/2 identités suivantes découlent directement

de ce théoréme :
G K =K« G K7 =K « G4 K P = . =K' xG+K=K" 4+ G*
Mettons-les sous forme plus condensée :

GHK =K + G K™ aveci=0,1,...j (5.26)
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A titre d'exemple, pour j = 2, on obtient les trois identités
G+ K =K G+ K = G K (5.27)
Les identités de (5.26) conduisent au théoréme suivant :

Théoréme 5.9
Soit f(t)=v,a. Pourtout o ¢ Ret pourtout je N :

f=veKa=v, K « G% K'"'a aveci=0,..j (5.28)
Démonstration 5.9
Comme f(0) = F(1)} 2 = vaK’a etcomme v, = v, G* d'aprés I'équation (3.24) du
chapitre 3, on obtient :

flo) =v.Ka=v,G«Ka (5.29)

Lorsqu'on tient compte de (5.26), on obtient (5.28), terminant ainsi la démonstration du
théoréme.

En faisant o = 1, on obtient en particulier :
2 =v,Ka=v,K «Gs« K7 a aveci=0,...j (5.30)

2. Dérivation des courbes paramétriques

Généraliser les résultats du développement précédent a la dérivation des courbes
paramétriques polynomiales revient tout simplement & remplacer le vecteur coefficient @ par
A P. Le nombre de ces fonctions pdlyndmes correspond  la dimension de l'espace objet &

Ainsi, pour un segment de courbe défini sur I'intervalle normalisé par :
Cty=v AP pourt ¢ [0, 1] (5.31)

ona, pourtoutj € ¥ :

C"(Ohza=v K« AP
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Ainsi, pour tout t € [0, 1], I'équation :
CP() =v, KxAP (5.32)

définit la courbe dérivée d'ordre j. C'est I'hodographe d'ordre j. Compte tenu de la
nilpotence de K, la courbe dérivée d'ordre / est réduite a l'origine de & desque j>n.

En vertu de l'équation (5.32), on peut assimiler le calcul de la dérivée d'ordre j 2 la
transformation de la matrice de lissage A en K’+A . Nous introduisons la notation et la

terminologie suivante :
Définition 5.2
Soit A la matrice de lissage d'un schéma donné. On appelle matrice d'ordre j associée (par
dérivation) d A, la matrice :

AV =K'xA (5.33)
Avec la notation précédente, I'équation (5.32) peut s'écrire alors comme suit :

c’m=v, AVP (5.34)

2.1. Indicateurs de géométrie d'ordres supérieurs
En faisant ¢ = 0 dans I'équation (5.34), on déduit le résultat suivant pour tout j € [N :

c) =v, AV'P

Comme v, AY=(1,0, ..., 0A” = A" (0, &), ce résultat peut s'écrire encore sous la

forme suivante :
CU0)=A"(0,4).P (5.35)

Ainsi, partant de la premiére ligne de la matrice A ', on obtient les vecteurs C ’(0), une
fois que le polygone caractéristique P est donné. Comme les C’(0) spécifient les
conditions nécessaires pour raccorder un segment de courbe en son point initial 2 un
segment qui le précéde, nous dirons que A “’(0, » ) est un indicateur de géométrie d'ordre

J.

Au vu de 'équation (5.35), pour calculer € “*(0), il faudra tout d'abord calculer A, 4 2,
o AYTP A% On peut cependant faire mieux. En effet, comme le démontre le théoréme
suivant, le vecteur A ¥ (0, » ) estidentique au vecteur (j)A(j, x ) :
Théoréme 5.10

Pourtoutj €N, ona:

A(“(O, ®) = (jl) A(j: *)
=(0,0,...,0)

pour 0<j<n
pourj>n

Démonstration 5.10
Le casdej > n est une conséquence directe de la nilpotence de K. En effet, puisque :

j>n=>K =0 s K xA=A" =0
tout vecteur ligne de AY estnul. D'ot AY(0, %)= 0 ... 0) pourj > n.

Pour j <n, selon (5.33),ona:

AV =K A
D'ou, pour toutk = 0,1, ...,n :

AY (0, k)

i}

(K)o, v A

> Gh .8 . AGLK)

1=0

(. AGk

[en vertu de I'équation (5.17))

H

pour 0 £j<n

1l s'ensuit que :

1]

AV, = G . AG ) CQFD.
Ainsi, grace & ce théor&me et & I'équation (5.35), ona :

CP0 =G . AG,%).P pourj=0,1,...n (5.36)

161




Des relations analogues pour les dérivées successives d'un segment de courbe en son autre
extrémité s'obtient en faisant 7= I dans (5.34). Cecidonne pour tout j € N :

c’@=v, AVP

Ceci peut s'écrire encore, suivant les notations de I'équation (2.20) du chapitre 2, comme
suit :
cP(1) =csv(A”).P pour tout j € N (5.37)

avec
esv(A") =v, AY (5.38)

Puisque A=K’ %A et v, =V, G, il sensuit que csv(A"') = v, G« K’ « A. Compte
tenu des équations (5.26), on obtient :
esviA”) = v, K «G %A pour tout j € N (5.39)
Par conséquent, 1'équation (5.37) peut s'écrire comme suit :
C1) =v,K +G+AP pour tout j € N (5.40)

L'équation (5.40) présente deux avantages sur (5.37) bien que cette derni¢re soit bien

commode pour les calculs manuels :

- elle remplace le calcul des matrices 4%, A, .., A7
par le calcul de G « A qui peut étre effectué une fois pour toute,

- elle raméne le calcul de € 7°(1) & celui de C7(0), oulamatrice A

est remplacée par G x A .
On déduit notamment par analogie avec I'équation (5.36) que :
C ) =G . (G« AlG, #).P pourj € ¥ (5.41)

Les lignes successives de [G x A] permettent donc de déterminer les dérivées successives
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d'un segment de courbe en son point terminal.

Une généralisation du théoréme 5.9 aux schémas paramétriques polynomiaux conduit & une
relation plus générale :

CP() =GY. [G*«AlG,»).P  pouror €[0,1] etpourj € N (5.42)
L'interét de ces relations réside dans le fait qu'elles permettent une analyse instantanée de la

courbe en tout £ = o. Mais elles disent plus qu'on ne le soupgonne. En effet, en les
regroupant sous la forme :

YCY (), =, .., n]=diag®! 11 2! ... )+ G+ AP=IG" P (5.43)

avec !

IG" = diag(0! 1! 2! ... nf)» G* 4+ A (5.44)
et:

o 0
i
diag©! 1! 2! .Y = el
k1l

n!

on met en évidence un opérateur fondamental IG".

2.1.1. Opérateur IG*
L'opérateur IG" est fondamental sur plusieurs plans :

1. Surle plan de la commande numérique : IG* est un opérateur commode pour
spécifier la trajectoire d'une machine-outil destinée a réaliser le tracé d'un arc de
courbe. En effet, appliqué au polygone caractéristique, IG* modélise non
seulement !'évaluation de la courbe au point paramétriqueor, mais aussi le calcul
de toutes les dérivées en ce point : sa premiere ligne, appliquée 4 P, donne
l'évaluation en « ; sa deuxigme ligne, appliquée A P, donne la dérivée premiere ;
sa troisieme ligne donne la dérivée deuxiéme, et ainsi de suite. De 13, tangente,
normale, binormale (par suite, le tri¢dre de Frenet), courbure, plan

163




osculateur et autres paramétres caractéristiques au point paramétrique o peuveny
tous étre calculés aisément, grice 2 IG* et cela, quel que soit le schéma (voir fig
5.5 et I'annexe X).

)
N !
y g \
i

Centre of :
curvaturein i
\ osculating /
N ptane. J/

Normai plane

Osculating plane

(d'apres [Gasson-83, p.467, fig.10.26])

Figure 5.5 Triédre de Frener : en tout point C () de la courbe S, les trois
vecteurs T, N et B définissant ce triedre sont déterminés par le dewxiéme
et le troisiéme vecteurs lignes de IG* appliqués au polygone
caractéristique P. Ainsi, par exemple :

To=C(ay IC Yoty =(IG, P)IIG] . P/

Sur le plan de la dérivation paramétrique : IG" transforme Ia dérivation successive
d'un arc de courbe a représentation paramétrique polynomiale en un simple
indexage de ses lignes, le rang des lignes déterminant 'ordre des dérivées.

Sur le plan de recherche automatique des conditions aux frontiéres d'un arc de
courbe défini par un schéma arbitraire : la structure des vecteurs lignes successifs
de IG® caractérise en particulier les conditions géométriques d'un arc de courbe
en son point initial. Parallelement, celle des vecteurs lignes de IG' fait de méme

pour le point terminal. De ce fait, IG® et IG" fournissent un outil théorique
fort commode pour cerner rapidement les qualités de base de tout schéma (cf.

Annexe IX pour les huit schémas présentés au chapitre 1).

4. Sur le plan de relations entre I'expression des conditions géométriques aux
bornes d'un méme arc de courbe par deux schémas distincts de méme degré :
cela se ramene & comparer la structure de lignes successives des opérateurs
homologues IG° et IG* associés aux deux schémas.

2.2 Schéma cubique de Bernstein-Bézier

Nous considérons l'exemple du schéma cubique de Bernstein-Bézier pour illustrer 1a facilité
avec laquelle on peut analyser un segment de courbe en ses bornes en s'appuyant sur le
développement présenté ci-dessus.

Etude de conditionsen 1= 0
Matrice de lissage Ap,

1 o 0 o

33 0 0
ABé

3.6 3 0

213 a3 1

Posons P= (P, P, P, P;). Puisque IG® =diag(l 1 2 6) & Ay, on multiplic les

lignes successives de Ag, respectivement par 1, 1, 2 et 6 pour en déduire les conditions

classiques suivantes obtenues autrement au chapitre 1, §6.3.1 :

CO =( 00 0P =P,
C(0)=(33 0 O)P =3(P, - P,y)
C?0)=2(3-6 3 O)P =6(P,- 2P, + P,)

CYO) =313 -3 )P =6(-Po+ 3P,- 3P, + Py)

165




Etude de conditions en ¢ = 1

Le calcul de IG* = diag(1 1 2 6) « G x Ag, donne:

0 0 0 1

Gio| 009 33
Bé

0 6-12 6

-6 18 -18 6

En multipliant ensuite les lignes successives de IG* par P, on obtient :

Cl) =0 00 1P =P,
C’W=0 0 -3 3)P =3(Ps - P,)
CP1)=200 3 -6 3)P  =6(P, - 2P,+ P;)

CPM)=3Y¢13 -3 DP =6(-P, + 3P, - 3P, + P;)

Des résultats analogues peuvent €tre établis avec la méme aisance pour tout schéma
paramétrique polynomial. C'est ce que nous ferons dans le premier chapitre de la partie IT
pour notre ensemble de neuf schémas tests (voir également Annexe IX).

Partant de ces résultats, il est facile de traduire les conditions de continuité 2 imposer aux
jonctions d'une courbe composite. En théorie, chaque segment peut provenir d'un schéma
distinct, mais pour des considérations pratiques, les segments sont presque toujours tous
spécifiés par rapport & un méme schéma. Cela facilite la création et la manipulation des
courbes composites puisque la formulation des conditions aux frontires de segments reste
homogene dans ce cas.

2.2.1. Conditions de raccordement de courbes cubiques de Bernstein-Bézier
Etant donné deux polygones caractéristiques P comme définis ci-dessus etQ = (Q, Q, 0,

Q5 ), on retrouve facilement les conditions de raccordement d'ordre j entre les deux
segments de courbe de Bézier cubique respectifs a partir des relations ci-dessus.
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Ainsi, pour une jonction d'ordre zéro (C° ), la condition est :
P;=Q (5.45)

Pour une jonction d'ordre un, les deux segments doivent avoir la méme direction tangente en
plus de la condition d'ordre zéro. Les conditions sont donc les suivantes :

Py =Q et Py - P, =A(Q; - Q) (5.46)

oll A est une constante. Cela revient  imposer que P,,P; (=Q,)et Q, soient colinéaires
(cf. fig 5.6) [Bézier-72, p.175] [Plastock-87, fig. 9-9, p.176] [Mortenson-8S5, p-123].

Figure 5.6: Conditions de raccordement d'ordre un & la jonction de deux segments de
courbes Bernstein-Bézier cubiques (d'aprés [Plastock-87, p.176, fig. 9-9]).

Les conditions pour une jonction de C* sont :

Py =Qo \ '
P;-P, =4 (Q, - Q) | (5.47)
P, - 2P, + Py =2, (Qo - 2Q, + Q) )

Les cing points P, , P,, P; (=Q, ), Q, et Q. doivent donc étre coplanaires. A cela, il
faut ajouter I'identité de rayons de courbure des deux segments au point de jonction. Chemla
dans [Chemla-71, pp.52-56} et Bézier dans [Bézier-72, p.176] ont présenté une formulation
précise de ces conditions. Voir aussi [Mortenson-85, pp-123].
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2.3. Deux indicateurs spécifiques
2.3.1. Conditions de Cauchy

Pour que la forme des arcs de courbes définies par un schéma donné soit préservée lorsque ’
les polygones caractéristiques correspondants subissent en bloc des transformations linéaires _ 5
(de translation et de rotation), les fonctions de lissage doivent vérifier une condition dite "ds |

Cauchy" [Bézier-77, pp.41, 4] [Bézier-86, p.83], & savoir :

AACE! (5.48)

Exprimée en terme de matrices de lissage, cela revient & ce que le vecteur obtenu en
additionnant les composantes d'une méme ligne soit identique au vecteur colonne
1, 0,0 0= (5. )ino, o, commele démonie le théoréme suivant :

Théoréme 5.11 (Condition de Cauchy)
Les fonctions de lissage 10, (r) d'un schéma paramétrique polynomial vérifient la condition.

2 w(t) =1
i=

dite "de Cauchy”, si e1 seulement si les composantes de sa matrice de lissage vérifient ley

conditions suivantes :

SAlj) =8 pour i=0,1,..,n (5.49)

Démonstration 5.11
En vertu des &quations (2.1) et (2.2) du chapitre 2, ona:

lP| (t) =¥ A(*lj]

ol Af#, j) estle i vecteur colonne de A . D'oli ¢

n

290 =2vAR]

j=a i=t

1RR

= [ZAGH]=2 [SAGHT
i =t j=0

=0 i=0

En vertu de Thypothése, on en déduit que :

> I2AGHE =1 (5.50)

=g =0

Or, l'identité entre deux fonctions polyndmes est équivalente A l'identité des coefficients
homologues. Il suit de la-que :

29 M=l =  YAG)=6 pouri=01..,n COQFD.

j=0 i=0

n
Le vecteur (ZAh’, 0,1, .. caractérise bien les schémas paramétriques polynomiaux

=0

par rapport & la propri€té de Cauchy. Aussi, nous introduisons l'opérateur sy (pour "row
sum vector") qui prend pour argument une matrice et ram#ne comme résultat le vecteur dont
les composantes sont les sommes de composantes des lignes correspondantes. Appliqué &
une matrice de lissage A, on obtient un indicateur de la condition de Cauchy :

2o,0=1 &  rsv(A)=(88)iz,1....n

A titre d'exemple, pour le schéma cubique de Bernstein-Bézier, ol Ia matrice de lissage est :

10 0 o

33 0 0
ABé

36 3 0

ST I

on voit bien que rsv(dg, )= (1 0 0 0). 1l vérific la propriéié de Cauchy, comme
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d'ailleurs tous les schémas de Bernstein-Bézier [Bézier-86, p.83].
On a les conséquences suivantes pour les matrices associées d'ordre supérieur a zéro :
rsv(A) = (85 Jizo, . .n =  1sv(K'xA)=0 pourj2] (5.51)

Une démonstration formelle que nous ne détaillons pas ici peut s'appuyer sur les deux

considérations suivantes :

1. envertude l'équation (5.15), les n premiéres lignes de la matrice /K « A} sont
les multiples des n derniéres lignes de A , chacune décalée d'un cran vers le haut,
avec la disparition de la premiére ligne et la remise a zéro de la derniére ;

2. quelquesoitk eR: D a=0= > ka, =k > a,=0.
En raisonnant par récurrence sur j, on termine facilement la démonstration.

2.3.2. Symétrie par permutation par rapporta: et - /

Un nombre important de schémas paramétriques polynomiaux préservent la forme
géométrique de leur courbes lorsque l'on inverse l'ordre des sommets du polygone
caractéristique. Parmi les plus connus sont les cing suivants signalés au premier chapitre :

e le schéma cubique de Ball [Ball-78, pp.181-182] [Bézier-77, pp.38-42],

e les schémas de Bemnstein-Bézier d'ordre quelconque [Faux-85, pp.129-137)
[Gasson-83, p.480],

s le schéma de B-spline cubique [Catmull-78, p.351],

e le schéma cubique d'Overhauser {Brewer-77, pp.132-137] [Bowyer-83,
pp.80-82],

@ le schéma cubique de Timmer [Timmer-80, pp. 25-28].

Cela est une conséquence directe de la propriété de symétrie par permutation vérifiée par les
fonctions de lissage associées A ces schémas. Nous rappelons ici sa définition formelle :
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péfinition 5.1 (Symétrie par permutation)
Un schéma paramétrique polynomial a la propriété de symétrie par permutation par rapportat
et 1 -t sises fonctions de lissage vérifient les conditions suivantes :

0i(t)=,_i(1-t) pourtoutt € [0,1] et i=0,1,...n (5.52)

2.3.2.1 Caractérisation matricielle
Ecrivons les # + I relations de (5.56) sous la forme :

[9o (), 95 (0, .0y 9 D] =[pn (10, 9oy (1-1), ..., 90 (1 - 1] (5.53)

On voit bien que dans le membre de droite les fonctions de lissage se présentent en ordre
inversé par rapport au membre de gauche. Les propriétés de la matrice R étudiée au chapitre
2 permettent de rétablir l'ordre naturel sans modifier la relation. Ceci conduita :

(o B @i (0, o 0a O =[po (1-1), 9. A-0), ..., 9, (1-D] xR (5.54)
En vertu des équations (2.1) et (2.3) du chapitre 2, on obtient l'interprétation matricielle :

vi A =v,, AxR pour tout ¢ < [0, 1] (5.55)

Or, en vertu du théorme 3.5 du chapitre 3, v,_, = v, D(-1) x G . L'équation (5.55) peut

s'écrire donc comme suit :
ViA =v DD G AR pourtout z < [0, 1] (5.56)

Puisque :
viA =vDDxG i AxR o A=DCDxG AxR

la propriété de symétrie par permutation est caractérisée par I'équation matricielle :

A =DDxG A <R (5.57)
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Compte tenu de la propriété R2, chapitre 2, R ™ = R . Par conséquent, (5.57) est équivalent
a:

AxR =D(1)xG 4+ A (5.58)

La matrice de lissage d'un schéma étant par définition non singuliére, on peut, en définitive,
caractériser la propriété de symétrie par permutation comme suit :

Théoreme 5.12 (Symétrie par permutation)

Soit A la matrice de lissage d'un schéma paramétrique polynomial défini sur [0, 1]. Le
schéma a la propriété de symétrie par permutation par rapport a t et 1 -t si et seulement si
A vérifie l'équation matricielle :

AxR+«A7 =D(-1)x G (5.59)

I convient de noter que pour un schéma symétrique par permutation dont l'intervalle
paramétre est [a, b}, les conditons (5.53) sont remplacées par :

(o (0, 91 O, .. 90 (O] =[q (@¥b- 1), Yr_y (a+b - 1), ..., g, (a+b - 1))

tandis que (5.59) prend la forme générale suivante :

AxRx A =DE1D)« G

L'avantage de la formulation matricielle par rapport & la définition formelle de (5.52) réside
dans la possibilité d'automatiser le test de symétrie pour tout schéma.  Les points de [0, ]
(resp. [a, b] ) étant en nombre infini et de surcroit, n'étant pas tous machine représentables,
la définition formelle n'est pas pratique pour ce faire.

La propriété de symétrie par permutation a une conséquence immeédiate sur la matrice de
passage M (cf. chap. 7, part. I) reliant deux schémas ayant la propriété : la matrice de
passage M commute avec R. Plus précisément, on a le théoréme suivant :

Théoreme 5.13
Soient A, et A, les matrices de lissage de deux schémas ayant la propriéé de symétrie par

permutation. La matrice de passage M., , permettant d'exprimer le schéma g en fonction

du schéma h vérifie alors l'identité matricielle: My ,,= R « My, « R. (5.60)
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pémonstration 5.13
par hypothése, on a :

ArxRsxA7Y =DEDsG et

D'od
Ay« RAAT
& A+ RaAT A,
o A, xRxATGA,
o A v An o RuATLA,
= R»‘A;‘,.gAg

Puisque R ~* = R, (5.61) équivaut a:
A;i*Ag =R*A;1*A9*R

A, «R«A;" =DCD)«G

A, «ReA]

A, +R4AT 5A, i
A, 4R

AT A, 4R

A'v A, xR (5.61)

(5.62)

Comme M, ,,=A;"« A, [Lewis-81, p.361] on conclut donc que : [

Mg_,h =R*Mg..;h*R

CQFD. [

Gréce 2 la relation (5.61), on déduit également que :

R*Mg —\n=Mg > h *R

Ainsi, on voit que Mg , , et R commutent.

La décomposition cardinale des deux membres de 1'équation (5.60), (cf. fig. 5.7 ci-dessous
et R8 chap. 2), conduit, pour i, j = 0, ...,3, aux relations suivantes :

m, =rsm; 4r izjeti=jmod2 (5.63)
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Figure 5.7 : Symérrie par permutation et décomposition cardinale de R et M :
(a)  décomposition cardinale de la matrice de réflexion R, , nimpaire ;
(b)  décomposition cardinale de la matrice de passage M, , ;

(c)  relation entre sous-matrices cardinales de M, , et deR,. ;M ,R,, .

On a ici affaire 4 la symétrie centrale (cf. chap. 2 précédent). Aussi, la paire de sous-matrices

cardinales (m,, m,) suffit-elle pour déterminer enti¢rement la matrice de passage lorsque les
deux schémas vérifient la propriété de symétrie par permutation. Ce résultat sera utilisé, au
chapitre 3, Partie II, pour construire des algorithmes de codage et de décodage des matrices
caractéristiques d'une base formée des six schémas classiques présentés ci-dessus (cf. §3.2,
chap. 7, partie I pour une spécification précise de cette base).

3. Dérivation : modéle d'interaction concepteur
Le modele de dérivation adopté jusqu'ici ne permet pas une participation active du
/8

concepteur. En effet, en posant j= I dans le inodele {(5.32), on ne peut associer &
l'opérateur K qu'une des deux interprétations immédiates suivantes :

1. K transforme le vecteur v, en agissant vers sa gauche ;
2. K transforme la matrice de lissage A en agissant vers la droite .
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Puisque le concepteur ne contrdle la forme d'une courbe qu'en modifiant la forme du
polygone caractéristique associé, aucune des deux interprétations possibles du modele (5.32)
ne permet au concepteur de commander la dérivation d'une fagon interactive. Pour obvier &
cet inconvénient, on peut employer la méthode suivante pour remplacer le modele (5.32) par
un modgle approprié qui lui soit équivalent :

Définir la matrice notée A comme suit :

A=A" K« A (5.64)
et remplacer le modgle (5.32) par le modgle :

Ct)=v,Ax A P pour tout j elN (5.65)

Le bien fondé de ce procédé est formellement démontré dans le théoréme 5.14 ci-aprés.
Dans l'immédiat, on voit que ce modle est susceptible des deux interprétations immédiates

suivantes :

1. A transforme la matrice de lissage A en agissant vers la gauche,
2. A transforme le polygone caractéristique P en agissant vers la droite.

Un choix volontaire de la deuxieme interprétation permet de formuler une dérivation initiée
par le concepteur. Pour certains schémas, la matrice A peut ére d'une structure
suffisamment simple pour rendre la transformation AP intuitivement accessible,
géométriquement parlant, méme & un concepteur non mathématicien. Dans ces cas, le
concepteur pourra évoquer le tracé d'une courbe dérivée en remplacant le polygone

caractéristique P par AP.
Considérons pour un premier exemple le schéma cubique de Taylor défini sur [0, 1]

[Lewis-81, Eq. 15 p.361]. On-a vu au chapitre 1 (cf. §6.7) que ses fonctions de lissage sont
définies par :

QTas([):"(ti/i!)i:o, , 3

La matrice de lissage associée est donnée par :
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Avay G, ) = (1ADS] pouri etj=0,...,3

Plus explicitement :

0 16

De toute évidence, l'inverse de A 1, est donnée par :

A =

Tay

Ainsi, par un calcul direct (cf. ég.(5.64)), on obtient pour Arqy

Par conséquent, on obtient avec facilité :
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-]

ATGU P=

(=]

On voit bien que dans ce cas le concepteur peut aisément commander le tracé de la courbe
dérivée (l'hodographe) en demandant simplement le tracé de la nouvelle courbe dont le

polygone caractéristique est A, P.

Pour un deuxigme exemple, retournons une fois de plus au schéma cubique de
Bernstein-Bézier défini sur [0, I]. Comme :

1. 0 0 o0
-3 3 0 0 1 13 0
A L AT =
Bé -
3.6 3 0 Bé 123 13 0
1 3 3 1 1 1 1 1

-3 3 0 0
1 -1 2 0
A
Bé ~
0 -2 1 1
0 0 -3 3

Par conséquent, le polygone caractéristique de la courbe dérivée est donné par:

DpeP="G[P,-Pil, [2P,-P,-Py), [P; +P, - 2P,], 3[P; - P,))

='Gay 206, + Gy oy + 20, 305)
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avec &, =P,- P,, o, =P,- P, et ay=Py- P,, vecteurs des cOtés successifs du
polygone caractéristique (cf. fig, 4.7 chap. 4).

L'équation (5.64) découle du théoréme général suivant sur le passage d'un modtle de
transformation dit "2 base de moteur" au modele équivalent dit "3 base de matrice de

transformation" :
Théoréme 5.14
Soit A la matrice de lissage d'un schéma arbitraire de degré n défini sur [a, b]. Pour toute
matrice T, deformat (n+ 1)x (n-+1 ), il existe une matrice unique T, de format (n + 1)x

(n+1) telle que :

vwT,sAP=v,A «xT, P pour toutt €[a, b] (5.66)
Démenstration 5.14
Existence :
T,=A":T, A (5.67)

car les deux membres de (5.66) sont identiques pour tout f €fa, b] si et seulement si :
T,«A=A «T,

Compte tenu de 1a non singularité de A , (5.67) est bien défini. Par conséquent T, 1' est
également.

Unicité : Elle découle de a non singularité de A. CQFD.

Corollaire 5.14
T, =A T, A" (5.68)

Remarques

Premidrement, non seulement la démonsiration 5.14 €iablit le bien fondé du proc&dé employé
pour déduire le modele (5.65), elle propose en méme temps, par le biais de (5.67), une
méthode pour passer d'un modele de transformation de type 7, au modele équivalent de

type T, par lequel le concepteur peut exprimer sa volonté.
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Deuxitmement, les opérateurs T, etT»  sont tout A fait arbitraires et pouvent repésenter des
transformtions géométriques quelconques.

Troisi®mement, le choix de recourir 4 la forme T, pour favoriser l'intervention active du

concepteur devra &tre décidé en fonction de la simplicité de formuler I transformation T, P
géométriquement.

Enfin, puisque du point de vue du concepteur les deux opérateurs recouvrent deux
sémantiques distinctes, nous employerons I'expression moteur de transformation pour
désigner tout opérateur de type T, en ce sens que le modele de calcul que celui-ci sous-tend
échappe & un éventuel contréle du concepteur . L'expression matrice de transformation
désignera plut6t les opérateurs de type T,. Selon cette terminologie, K est moteur de
dérivation (elle ne dépend des schémas). Mais, la matrice A, qui est la matrice de dérivation
équivalant & K pour un schéma donné, varie de schéma 2 schéma.

D'une manitre générale, les moteurs de transformation sont indépendants des schémas. Par
contre, les matrices de transformation en sont tributaires.

3.1. Matrices de dérivation et symétrie par permutation

La matrice de dérivation de tout schéma symétrique par permutation défini sur l'intervalle
normalisé vérifie une propriété trés voisine de celle vérifiée par les matrices de passage.
Nous énongons cette propriété sous forme de théoréme sans démonstration formelle :

Théoreme 5.15
Soit A la matrice de dérivation d'un schéma symétrique par permutation défini sur [0, 1 ].
Alors :

R+«AxR=-A (5.69).

La démonstration se déduit facilement & partir des théorémes 5.8 et 5.12 ainsi que du lemme
suivant qui se démontre aisément également :

Lemme 5.15
D)« K« D(-1)=-K (5.70)
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-m, r m, r
3 3 Fo i 1 1 0 1
1 1 1 0 -3 3 1 0
0 0 0 1 0 2|l o 1
2 0 1 oo 0 1 0
L o L 4 L 4L 4
-m, r m; r

Figure 5.8 Matrice de dérivation et symétrie par permutation :
exemple du schéma de Bernstein-Bézier cubique.

En terme de composantes, la relation (5.69) se met sous la forme suivante :

AG,j)=-A-1i, n-j) pouri etj=0,1,...n (5.71)

L'exemple du schéma de Bernstein-Bézier cubique fournit une justification intuitive pour le
théoréme 5.15. En effet, une comparaison des sous-blocs cardinaux de 4 g, révele les

relations présentées dans la figure 5.8.

On peut se rapporter & I'annexe I pour les matrices de dérivation de nos schémas cubiques
tests définis sur [0, I].

Conclusion

Ce chapitre a proposé une approche homogene au probléme de dérivation des courbes
paramétriques polynomiales. Ele est fondée sur l'opérateur matriciel K , appelé moteur de
dérivation. Une fois le degré des schémas engendrant les courbes est fixé, le moteur de
dérivation reste invariant par rapport aux schémas ; il est tributaire uniquement de la
représentation matricielle que nous avons imposée aux schémas. Les propriétés
multiplicatives du moteur de dérivation ont conduit 2 la définition des indicateurs de
géométrie d'ordres supérieurs, extraits & partir de la matrice de lissage des schémas. Ceux-ci

permettent d'effecteur une analyse automatique de tout segment de courbe.
En particulier, l'opérateur IG*=diag(1 1 2! ... n!) « G* A présente une structure de
donnée extrémément commode pour l'analyse compléte d'un arc de courbe en tout point

paramétrique o. En effet, il se déplace le Jong de l'arc de courbe (comme le triddre de Frenet
dont il permet dailleurs le calcul), et par simple indexage de ses lignes successives, permet

d'évaluer les points successifs correspondant aux valeurs successives de «, et d'obtenir

toutes les dérivées jusqu'a F'ordre n, & chacun des points. Plus spécialement, IG® et IG*
permettent de retrouver rapidement les conditions géométriques aux limites de 1' arc de
courbe.

La comparaison de la géométrie aux bornes des arcs de courbes de deux schémas arbitraires

est facilitée A travers la comparaison de leur couples respectifs d'opérateurs IG° et IG*.

Nous avons montré que le modele de dérivation C'”(t)=v, K « A P peut étre remplacé par

le modele équivalent C (1) = v, A « A' P, ob la matrice de dérivation A= A" x K x A est

calculée une fois pour toute. Avec ce nouveau modele, le concepteur pourra étudier les
hodographes d'ordres successifs [Bézier-86, pp.88-93] de 'arc de courbe en remplagant P

successivement par AP, A°P, A’P, ..., sans avoir & changer de schémas. Toutefois, cette

approche n'est d'intérét pratique que dans les cas ol les A’ P sont de consrtruction
intuitivement simple A réaliser 2 partir de P.
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CHAPITRE 6
Segmentation de courbes

Introduction
La subdivision d'un arc de courbe en plusieurs sous-segments joue un rdle important dans la
création des courbes et des surfaces. Elle facilite notamment leur affinage local [Chemla-73],

4 leur évaluation et leur visualisation ainsi que la recherche d'intersections des courbes et des
‘ : - surfaces [Catmull-78] [Lane-80] [Cohen-80] [Carlson-82][Koparkar-84]. Pour les schémas

paramétriques polynomiaux, le probléme de segmentation est essentieliement un probléme de
transformation d'une expression polynomiale a 1'aide de transformations linéaires de son
i intervalle de parametre. Aussi, sa solution, comme celle de la dérivation présentée au
chapitre précédent, découle-t-elle directement du développement du chapitre 3.

s 1 ; Ce chapitre présente une solution générale dans le cas de schémas paramétriques
i polynomiaux en donnant l'expression explicite des opérateurs de segmentation que nous
‘ appelons conformément 2 la terminologie introduite dans le chapitre précédent (cf. §3)
moteurs et matrices de segmentation. Les expressions des polygones caractéristiques des
| sous-segments obtenus sont également explicitées. La segmentation récursive d'un segment
; de courbe peut se construire par une séquence d'applications de moteurs et matrices de
segmentation moyennant un critére d'arrét approprié choisi d'avance.

Dans la premiére section, nous étudierons le probléme de la segmentation d'un segment
initial en deux sous-segments. C'est ce que nous appelerons par la suite une
bisegmentation. Nous considérerons ensuite le cas général de segmentation multipoints.

| 1. Bisegmentation : formulation du probléme
SoitA la matrice de lissage d'un schéma polynomial quelconque de degré n dont l'intervalie
| de paramgtre est [a, b]. Soit:

Ct=v.AP pour ¢ € [a, b] 6.1)

le point courant du segment initial & segmenter.

Soit ¢, ¢[a, bl. Le point C(1, ) divise la courbe (6.1) en deux sous-segments symbolisés
par:




C, ={CO |telat]}
C. ={C |teft b]}

appelé segment gauche ;

appelé segment droit.

Segmenter la courbe (6.1) revient & déterminer les deux polygones caractéristiques P* et P*

tels que :
{v. AP |refa, bl)= C,

(v AP |s¢fa,bl)= C,

En d'autres termes, il s'agit de trouver P tel que :

v.AP' = v,AP
r¢[a, b} tefa, to]

et P tel que :

v.AP = v,AP
s €fa, b] telte, bl

La solution des deux probléemes a pour point de départ la bijection suivante :

[a,b] = [c,d]: ¢~ t= (bc-ad)/(b-a) + (d-c)/(b-a)p

avec!

p=r, c=aetd=t, pourlacontrainte(6.3) \

et:

o=s, c=t, et d=b pour lacontrainte (6.4). ]

Pour condenser 1'écriture, posons d'une part :

a tg
ab - to) a b
® = = et
b-a b-a

et:

(6.2)

(6.3)

(6.4)

(6.5)

(6.6)

6.7)

¢ b
b(g -a) a b b - te
x, = = et Q =
b-a b-a 2 b-a
de l'autre.
Avec ces notations, (6.4) se traduit par :
v, AP = Ve p,r AP r¢[a, b}

et en tenant compte de (3.33) du chapitre 3, §2.4, celarevienta :

V.AP' = v.D@)+G**xAP r ¢[a, b}

1l s'ensuit que :

AP = D@)«G*+AP

Du faitque A est non singuliére, on obtient pour le sous-segment gauche :

P! =A" ,D@)+G «AP

(6.8)

6.9)

(6.10)

6.11)

(6.12)

Remplacons ensuite dans le développement précédent les parametres o, B, et r

Tespectivement par o, B, et s pour obtenir les expressions homologues suivantes pour le

sous-segment droit :

vsAP2=v¢2, 5, AP sela, b]
v. AP=v, D@« G2 x AP sefa, b
AP =D()« G xAP

PP =A" D@ xG2xAP

avec o, et B, définis par (6.8) ci-dessus.

(6.13)
(6.14)
(6.15)

(6.16)




Il resort des développements qui précedent que les matrices :

Mo, 3 D(.) « G** " (6.17)

Sta, 1 = A—i*mta,to]*A (6.18)

caractérisent la segmentation & gauche tandis que les suivantes :

i

Mg b D(3.) « G™* (6.19)

Ste .1 Aﬁ*mno,n) * A (6.20)

en font de méme pour la segmentation 4 droite.

Toutefois, il convient de remarquer qu'a une nuance pres, m ., e,0 My oy nE
5

dépendent pas du schéma considéré tandis que s (, , e,0 €t Ste by Sont de toute évidence

fonction du schéma. Par ailleurs, dans le langage de la section 3 du chapitre précédent, les
deux premitres sont les moteurs respectifs de segmentation gauche et droit tandis que

Sito, e, € Ste b1 représentent les matrices de segmentation respectives tout court.

En effet, en lisant (6.10) et (6.14) de la droite vers la gauche, on voit que m; , e, etmg £, 01
correspondent bien 2 un opérateur de type T'; . Si l'on applique ensuite I'équation (5.67)

(cf. §3, chap. 5 précédent) & ces deux matrices, on retrouve bien les matrices s ;, | e, @

Ste 015 qui sont donc des opérateurs de type T', .

A propos de l'indépendance des moteurs de segmentation vis & vis des schémas, il convient
de souligner la nuance suivainic : ces matrices sont en fait & la fois moteurs et matrices de
segmentation pour le schéma algébrique [Lewis-82] dont la matrice de lissage est confondue
avec la matrice identité (cf: §6.1, chap. 1 part. I).

En guise de vérification de la cohérence des notations introduites dans les développements
qui précédent, le théoréme suivant montre que le point terminal du sous-segment gauche, le

point initial du sous-segment droit ainsi que le point C(z, )} du segment initial coincident

effectivement.

Théoreme 6.1

Soient P* et P* les polygones caractéristiques respectifs du sous-segment gauche et du
sous-segment droit de la courbe initiale :

Cl)=vAP t ela,b]

segmentée enty € [a,b]. Onaalors :
Clto)=v, AP = v,AP* (6.21)

Démonstration 6.1
D'une part, d'apres (6.9) :

v. AP =V s 51,AP
D'ou, en remplagant » par b, on obtient :
v, AP =Ve g AP (6.22)
Or, en vertude (6.7),ona:
oy + Bib= alb — te)/(b — a) + (t,— @) b/(b - a)
= [ab - at, + bty —abl/(b — a) = [b ~ alt,/(b ~ a) = t,

v, AP =V, AP=C(t,) (6.23)

D'autre part, en remplagant s par a dans (6.13), on obtient :
V.AF = Vo +pa A P (6.24)
Or, en vertu de (6.8) :

Oy + Boa= bt~ a)/(b - a) + (b - ty)as(b - a)
= [bi, — ab + ab - atyJ/(b - a) = L[b — al/{b -~ a) = {,
Par suite :

Vv, AP = VtOAP=C(t<,) (6.25)

Ainsi, en vertu de (6.23) et (6.25), on voit bien que :
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VAP = v, AP =C(t)

Ainst, la bisegmentation préserve une continuité de position.

CQFD,

En guise de résumé, le tableau 6.1 réunit les relations de base pour la bisegmentation en ¢, .
Les sept premigres (resp. dernires) se rapportent au sous-segment gauche (resp. droit).

Tableau 6.1. Bisegmentation en t,, relations de base :

on suppose setr € [a, b].

Parametre Formule Equation dans le texte

1. oy =afb-t])/(b-a) 6.7)

2. Bs = [to- al/(b - a) 6.7)

3. mg, = =D(@,) G (6.17)

4 Sior =A" m,, RE A (6.21)

5. V.AP = VoMo, ) «AP (6.17) et (6.10)
6. AP =M. « AP (6.17) et (6.12)
7. Pl =s[°'t0! *AP (6.17) Ct(6.11)
8. A =afb-tJ/(b-a) (6.8)

9. B2 =[b-t,)/(b-2) (6.8)
10. Mg b) =D(@,) » G2 (6.18)
11 Ste .01 =A" Mey o1 & A (6.22)
12.  v.AP =vimg o « AP (6.18) et (6.14)
13. AP =m0 « AP (6.18) et (6.15)
14. P =A" *Sce 0 «AP (6.18) et (6.16)

1.1. Bisegmentation sur [0, 1]

La transposition du développement précédent sur l'intervalle normalisé conduit & une
simplification considérable des relations de segmentation (cf. tableau 6.2) et, par 13, souligne
l'intérét pratique de cet intervalle. Les moteurs et matrices de segmentation se réduisent en

particulier 2 des formes plus simples. On obtient notamment :

m,, vl = D(t,)

(6.26)

m(to, u =D(-tg) x G'o

pour les deux moteurs de segmentation, et :

Sto,t1 = Ay Meo,v 1 #A = AT D) « A

Ste,u = Ay M 1 *A = A D-t)x G A

pour les deux matrices de segmentation.

Tableau 6.2. Bisegmentation en t,, relations de base :

on suppose setr € [0, 1].

Paramgtre Formule  Equation générale dans le texte
1. oy =0 6.7)
2. 8. =t, (6.7)
3. my,, tl =D(t,) (6.17)
4, Sto. ¢ ) =A™ m, . ) *A (6.21)
5. Vv.AP = Vel ) «AP (6.17) et (6.10)
6. AP =M, «AP (6.17) et (6.12)
7. P =Sto.t 1 «AP (6.17) et (6.11)
8. 0y =t 6.8)
9. B2 =1-t, (6.8)
10. M o) =D(1-t, ) % G (6.18)
1l Sty =A™ M, ¥ A (6.22)
12. v,AP =Vallige 4 «AP (6.18) et (6.14)
13. AP =my, . «AP (6.18) et (6.15)
14, P (6.18) et (6.16)

-1
=A *s“n'“ *AP

)

On remarque ici un autre fait caractéristique de l'intervalle normalisé :

(6.27)

(6.28)

(6.29)

Le moteur de segmentation droite (cf. (6.27) ci-dessus) est tout simplement la matrice de

18R




Bernstein évaluée en (I - t,), c'est-a-dire :

My o = Bernstein(1 - to) (6.30)

En effet, en faisant t = I - #,, on se retrouve dans les conditions du théoréme 4.1, chapitre
4, §1.1. La segmentation & droite par rapport a la valeur paramétrique ¢, revient donc 3
appliquer la matrice s, , 1y = A ~ « Bernstein(l - t,) x A au polygone caractéristique de Iz

courbe de départ. Ce résultat rejoint l'une des conclusions tirées par R. N. Goldman dans
une intéressante étude recente [Goldman-84] et [Goldman-85, p.39] consacrée & l'emploi de
chaines de Markov pour modéliser les transformations de courbes et de schémas
paramétriques polynomiaux.

1.1.2. Bisegmentation en t,= 1/2
Le plus souvent, la segmentation est effectuée par rapport au milieu de l'intervalle normalisé,

i. €., t,=1/2 [Catmul-78] [Lane-80] {Cohen-80] [Peng-84]. Avec ce choix, les

1 0 112 14 18
il _ 012 12 3B
m[o,uz] = 9-2 m(1/2‘11=
0 0 14 3B
0 273 0 0 0 18

Figure 6.1. Moteurs de segmentation de schémas cubiques en to= 1/2.

composantes de deux moteurs de segmentation sont données par :

My, lel(i:j) =2 ‘6} (63])
0 pouri >j
m[ua,x](i»j) =421 pouri = (6.32)

2 jC; pouri<j

Ainsi, le calcul des moteurs de segmentation peut s'effectuer par simple décalage de
registres. Ceci conduit & des algorithmes rapides de visualisation qui assurent aussi une
meilleure précision. La figure 6.1 donne les deux moteurs de segmentation pour les schémas

cubiques.

par sa définition, les puissances entieres du moteur de segmentation & gauche peuvent
toujours se calculer aussi par simples décalages de registres. D'autre part, pour le moteur de
segmentation 2 droite, un calcul long que nous ne reproduisons pas ici montre que, pour tout

entierk ¢ Z,ona:

Théoréme 6.2.
0 pouri >j

mey, 0 Gj) =12 pouri =j (6.33)

2@ -1)7C powri <

Ainsi, des décalages de registres suffisent également pour calculer les m/,, 2 17 pourtoutk
elN.

1.1.3. Bisegmentation de schémas de Bernstein-Bézier ent = 1/2

Pour les schémas de Bernstein-Bézier, il existe une relation simple entre les matrices de
segmentation et les moteurs de segmentation. En effet, la matrice de segmentation & gauche
est toute simplement la transposée du moteur de segmentation 3 droite, ceci quel que soit le
degré du schéma. D'autre part la matrice de segmentation & droite est égale a la matrice de
segmentation & gauche prise en "sandwich" par la matrice de réflexion R. D'une maniére
plus précise, on a le théordme suivant :

Théoréme 6.3 (Matrices de bisegmentation de Bernstein-Bézier)
Soient BSto, 1,21 € pStas2, 1) les matrices respectives de segmentation gauche et droite

pour un schéma de Bernstein-Bézier de degré n. Soient m;, (,5; €t My, 5 1) les moteurs

de segmentation homologues. On a alors : i
1. pSio, 12l = t[mm/z, ol (6.34)
2. gtz 11 =Rx BeSto, 172 % R (6.35)

Pour démontrer ce théoréme nous avons besoin de I'expression explicite des composantes de




la matrice ,A . D'ol la nécessité du lemme suivant que I'on peut facilement démontrer :

Lemme 6.1
[0 i<j
oAggli,3) = { (6.36)
\eyresc i2)

pourietj=0,1,.., n.

Ce lernme se déduit par ailleurs de la formule (4.29) dans [Bézier-86, p.82] en identifiant e
coefficient de u’ . De plus la matrice 4 pe Seconfond essentiellement avec la matrice M, de
Chemla telle qu'il I'a définie dans {Chemla-71, p.59]. Sa matrice M, correspond aux
moteurs de segrmentations.

On rappelle également sans démonstration les identités binomiales suivantes :
Ci=C™ (6.37)

Cut=cs et (6.38)

Démonstration 6.3

Démontrons d'abord que :  p,Sto, 121 = (M2, 1]
Compte tenu de (6.27) et de (6.28), cela revient & démontrer que :

A D(1/2) 4 Agg="[D(1/2) x G*"*] (6.39)

Or, en vertu de (3.41), chapitre 3, §2.4.1, on a : D(1/2)} « G'% =G x D(112). Par
conséquent, (6.39) équivaut & :

Aps % D(172) « Ag ="[G « D(1/2)] =D(1/2) + ‘G
c'est-a-dire :

ABé"* D(1/2) & Agy=D(1/2) % ‘G
Par conséquent, la relation (6.39) est équivalente & la relation suivante :

D(1/2) + Agg = Age + D(1/2) + *G (6.40)

Sk
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pour démontrer (6.40), introduisons les notations suivantes :

M=D(1/2) « Ay, M =[D(1/2) +'G] ; M"=Ag,+[D(1/2) +"G]
Ainsi la relation matricielle (6.40) peut s'écrire comme une relation entre composantes des
matrices M et M" :

M@, j) = M'(L, ) pouri etj =0,1,...,n (6.41)
Calculons les deux membres de (6.41) séparément. Au vu du lemme 6.1 et du fait que
D(1/2) est une matrice diagonale (cf. (3.3) chap. 3 §1), on a pour le membre de gauche :

[0 i<j
o MG = t - (6.42)
i,i=m90,. n (_l)iﬂ(lnyc:‘:: C:‘ lZ]
Compte tenu de (3.8) chapitre 3, §2.1 (définition de G ) et du fait que D(1/2) est une matrice
diagonale (cf. (3.3) chap. 3 §1),o0na:
i<j

( , (6.43)
anyc i2]

Mk, j) =

Le lemme 6.1, l'équation (6.43) et le fait que M'et A, sont toutes deux des matrices
triangulaires inférieures conduisent a :

0 i<j
MG, ) =y
Lp=o o ¥ Ag i k) Mk j) izj
s ,
0 i<j
=1 | (6.44)
Y- G CaaRckl  isj

k=)

Au vu de (6.42) et de (6.44), il suffit donc de démontrer que :
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!(Z.[(-l)i"k Cook CRlIARY) G = (D' (12) &) G

Y IED™ G Gl =3 )™ (6 ¢ e o)

= 2 (1™ R ICI € G

=

- g(-n*(-n“(uz)“[c;:: cl )

= gj(-l)‘ CDORNCIXICCh )

- Z,-(‘”’ CURRN G [C G
=4y cag(-l)“(l/z)"c;:t (e i
~(1y ¢ g(.l)*(lm“czii s
=1y czg(-n“(l/z)“c::} ci)
=1y c;é(—l)“uﬂ)“c;:iﬁ:i
(1 €O fé(.n*(l/z)“c?::
=(-1y € G, ;Z:;(-l)“%l/z)“"C?-j
(AR CC gon"(m)“d P
=1y ¢ el g(-lﬂ)“c?-.-

=Dy ¢ e -1yt

=(CD7ARIC G ARy

[a"‘":a"a‘etab=ba] L_S
[abe =afbe]] E |

[grdce a (6.38)] =

i

[mise enfacteur de (-1)'Cl]

[grdce a (6.37)]

[grdce a (6.38)]

[gréce a (6.37)]

[mise en facteur de C,)_7}

[enposant q = k- j]

[mise en facteur de (—1)j(1/2)j]

[mise en facteur de (-1)’(112)’]

[théoréme binomial]

=-D7ARY G chan' [ab = ba]
=CDUaRy )t eltocl [regroupement de termes en (1/2)]
=(-D'any ¢t cl [(12) (12 7 = (112)'] (6.46)

On retrouve ainsi le membre droit de (6.45) et par conséquent (6.34) est démontré.

1l reste 2 démontrer (6.35). Pour cela, développons le membre de droite. En se rapportant
au (4) du tableau 6.2, ona:

-1
Rk pSio, 121 * R =RxAp s pgMyo, 1,21 xApgex R

=R xA Béﬂ* D(1/2) x A g+ R [grdce aw(4) du tableau 6.2]

Les schémas de Bernstein-Bézier étant symétriques par permutation [Bézier-77, pp.38-42], il
découle du théoréme 5.12 que :

R*ABé"= AB{‘* D-1)« G
ApgxR=D(1D)xGx Ap,
Dol :

R4 pSt0, 121 %R =[A g« DCD « G1xD(I/2) « [DE1) # G & A (6.47)

Or, d'aprés (3.41), chapitre 3, §2.4.1, on a : D(B) xG* = G*'* « D(B). Aprés deux
applications successives de cette identité, 1'équation (6.47) revient donc a:

R« BeSto, 1r21 * R =[A Bé_l* D(-1) % D(1/2) 5 D(-1) G_Uz* Gx A Bé] (6.48)

Les matrices D(-1) et D(1/2) étant diagonales, I'équation (6.48) revient & :

R« B&Slo, 1/2] * R =[A Bé_l* D(1/2) » G—uz* G« ABé]

= [A Béal* D(1/2) * G“z * A Bé] [a’a" = a‘”"]




= Ag 5 ID(1/2)« G % Ay,

= Ape wMiye, % Apg [¢f. (10) tableau 6.2]

= peSriz, 1) [d'aprés (11), tableau 6.2] CQFD,

Pour illustrer ce théoréme, retournons une fois de plus au cas cubique. D'apres la figure
6.1, 1e moteur de segmentation cubique sur {1/2, I] vaut:

112 14 1B

0 12 12 38

m (6.49)

[172,1] =

0 0 14 38

0 0 0 18

Selon ce théoréme la matrice de segmentation sur /0, 1/2] vaut donc:

1 0 0 0

7 o0 0

B0, 1121 = (6.50)

174 12 174 0

1/8 3/8 38 18
Selon les propriétés multiplicatives de R (cf. chap. 2, §1.2.3) R x pSt0, 121 % R vaut:

18 38 3/8 18

0 14 12 1/

) S | (6.51)

Ainsi, par ce théoréme, la matrice du membre droite de (6.51) est confondue avec la matrice
de restriction g8, ., ¢; pour un arc de courbe Bernstein-Bézier cubique 2 lintervalle [1/2,
1]. Ces résultats se vérifient facilement par un calcul direct, comme le montrent les figures
6.2 et 6.3.

ane

-1
B& m(O,i\E] ABé
1o o0 off ! O o o
BéSto, 1020 = | 113 0 O 2 ¥ .33 9
123 1B 0 22 3 .6 3
L1t 1 1410 2-3 -1 3 -3
1 0 0 0
= 2ag 00 Figure 6.2
14 12 14 0 Calcul direct de BéSto, 1/21
L 18 38 38 I8
.
t
nl[ila,l]
-1
Bé m[ilZ,i] ABé

Bés [i72,11 =

1 0
113
123 173
11

1/8

0

0

1

/8

0 4 12 14

) 0 0 12 12
0 0 0 1

1
|

—

R * BéS[o, 1721 ¥R

112 14 18 i 0 0

0 12 12 3B -3 3 0

Fignre 6.3

Calcul direct de Bé® (1,2, 11
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Au vu de ce théoreme, P* et P* peuvent étre déterminés uniquement 2 I'aide de la matrice de
segmentation de gauche dans le cas des schémas de Bernstein-Bézier. C'est pour cette raison
que nous adoptons la matrice g,Sts, 1,2 comme l'opérateur standard de segmentation dang
cecas. Les quatre affectations suivantes formalisent le procédé de calcul de P etdeP? ;

1. P « Bes[o,uzl*P
2. Q « RxP
3. Q & o, 121xQ
4. P « RxQ

avec le signe « symbolisant une affectation de tableau de vecteurs.

i
o
[l
%

Figure 6.4  Bisegmentation d'une courbe Bernstein-Bézier cubique : construction
géométrique du polygone caractéristique P* = '(Pq P P; P3)dusegment
de gauche (o) :

Pi=P,,: milieude[PoP,] ; P, . : milieude[P,P,] ;
Fo,:: miliewde [P5Ps] , Pi= Py o milieude [Py Py (7
P1,2~' miIieude[P,,le,l] 5 P;—‘- Pn,: 3 mﬂieude[Po,sz,EI'

Lorsque on explicite ces affectations en termes de composantes de P* et de P?, on retrouve
la méthode classique de construction de courbe de Bernstein-Bézier [Peng-84], pp.
191-192] (méthode dite "de Vernet" [Bézier-86, p.77] ; on retrouve cette construction dans

N

de Casteljau [Casteljau-85, p.49] qui en est l'auteur [Farin-83, p.73]). A titre d'exemple,
développons le calcul explicite des composantes de P* dans le cas cubique. Les notations
employées pour ce faire sont celles des figures 6.4 et 6.5 :

SOIUBSSIOIO SUONBINT

”
%
\:g
]
o]
w
[
")
%

Figure 6.5  Arbre de bisegmentation d'un arc de courbe de Bernstein-Bézier cubique

enty=r:

¢ = P . sommetderangiengendréd !l itération j , 0<j<3
et 0<i<3-j

i
-H

sommet de rang i du segment gauche, 0 <i <3,
sommet de rang i du segment droit, 0 <i <3,
multiplier sommet précédent par I - r,

multiplier sommet précédent par r,

“ v EHO

\}/ additionner résultat des deux multiplications,
P sommet de rang i du polygone caractéristique initial.
Pé = Pa = 130, 0
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P} =1/2(P,+P,) =P, ,

PL =1/4Po+ 1/2P, + 1/4P, =1/2[ 1/2(Pe+ P,) + /2 (P, + P,)]
= l/Z[Pn, it Px, d

= Po,e

P; =1/8P, +3/8 P, +3/8P, + 1/8 Py
= 1/2 {[I/APo+ 1/2 P, + 1/4P,] +[ 1/4P,+ 1/2P, + 1/4P;]}
=1/2 {1/2[ 1/2 (P, + P)) + 1/2 (P, + P.)] + 1/2[ 1/2 (P,+ P,) + 1/2 ( P+ P3)]}
=12 (12 [P, + Py, 1+ 12[P,,, +P; 1)
=1/2(Py,, +P, 2}
=P°, 3

On voitque P, 5 estconfondu avec C(1/2) et on détermine ainsi un point de la courbe.

Ces résultats se généralisent A une courbe de degré n, les composantes du polygone du
segment gauche se définissant & 'aide de l'itération suivante :

Debut
1. Pouri =0 an faire
1=1 P, o =P
2. Pi=Psq;
3. Pourk:=1 an faire
Debut
3.1 Pouri =0 an-k faire
3.1.1 Pi = 12(P; kot Pivriwed) s
32 Py =P, ,;
Fin
Fin

On vérifie aisément que cet algorithme comprend n(n+1)/2 décalages de registres pour
chaque axe de l'espace objet et autant d'additions. Ainsi pour une courbe cubique (i.e. n =
3) en 3-D, le calcul du polygone caractéristique du segment gauche entraine dix-huit
décalages de registre et dix-huit additions.

L'ensemble de sommets engendrés par 1'algorithme précédent se présentent aussi sous forme
d'un arbre de bisegmentation comme l'illustre la figure 6.5 dans le cas cubique avec ¢, = r.
par ailleurs, les matrices de segmentation de courbes de degrés successifs peuvent étre
déterminées de fagon récursive. Le principe de calcul repose sur le procédé d'extension de la
matricen (cf. la propriété P51 et fig. 3.7 , §2.4.2, chap. 3) rappelé ici .

ol pouri,j=0,1,..,n
O allg,q pour i=0 et j=n+l
il = B aMietn  * o T, pouri=1,..,n et j=n+l (6.52)
B Al W pouri=j=ntl
0 pouri=n+l et j=0,..,n

ot ,1 =D(B)x G* (cf. (3.45), §2.4.1, chap. 3,). Auvude (6.27) et du théoreme 6.3,
N = pe'Sto, 1721 = gMrsse, 11 lorsque Ponpose or= g = I/2.

1 0 0o 0y0]
i r o afo
w1z 3w 00

B&Sto, 1721~

18 38 14 18] 0

116 14 38 1M 116

¢

1218 38 38 1/810) + 12071 1/8 3/838 1/

Figure 6.6, Extension de la matrice de segmentation de Bernstein-Bézier d'ordre quatre a
celle d'ordre cing. Le sous-bloc nord-ouest est la matrice initiale d'ordre quatre d
étendre a l'ordre cing.

La transposition des matrices .1 et ,., 7 dans I'équation (6.52) conduit au procédé
d'extension de la matrice de segmentation de format (n+1 )x(n+I )2 celle de format
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(n+2 Yx(n+ 2 ). Ce procédé engendre les composantes de la ligne et de la colonne
supplémentaire 2 ajouter pour passer d'un format au suivant (voir Fig. 6.6 pour le passage de
4 x4 35x5). Leprocédé de base en ceuvre ici est une traduction directe de la récurrence
binomiale généralisée (cf. les figures 3.2, 3.4, 3.6 et les équations (3.12), (3.18) ainsi que
la propriété P5n du chap. 3 en intervertissant le r6le des lignes et des colonnes).

1.1.4. Matrices de segmentation et symétrie par permutation
Pour un schéma ayant la propriété de symétrie par permutation, une fois que ses matrices de

segmentation en f, sont déterminées, une simple permutation de leurs lignes et colonnes

permet de retrouver les matrices analogues pour une bisegmentation en I - £,. Nous
formalisons ce résultat a I'aide du théoréme suivant :

Théoréme 6.4

Soient s, 7 €t ;. 4 les matrices respectives de segmentation @ gauche et a droite pour
0 0

un schéma paramétrique polynomial en t, [0, 1]. Sile schéma a la propriéié de symétrie
par permutation alors :

1 RS, L1k R =I8er-y 0 (6.53)

2. R*s,,a Cux R =500,1-¢ (6.54)

Démonstration 6.4

Démontrons d'abord que R « S¢, 1k R=5;,.. ; . Eneffet, par définition,ona:
o

Sto,t, =AT D) « A [grdce 4 (6.28)
Par conséquent :

Rusio, e 1 # R=R4[A74 D(t) ¥ Al « R (6.55)

Comme le schéma considéré a la propriété de symétrie par permutation, il découle du
théoréme 5.12 que :
RxA™

n

A% DD« G 3
| (6.56)

A +R DD)xGx A J

AR

11 suit de (6.55) et de (6.56) que :

Rxsio,¢ ) # R =[A74D(1) % Gl 4 D(to) » [DE1) + G+ A

=A% [DED « G+ D(te) D) « Gl + A

Or, d'aprés (3.41) du chapitre 3, §2.4.1, D(8) x G* = G*’* x D(B), on obtient par

applications successives de cette identité au deuxi¢me membre de la derniére relation :

R s, Egl ¥ R=A"4[D(1) «D(t) x G's « D(1) + Gl + A
=A L [DED) % D(te) « DCD x G Gl & A

=AT L DE) « D) « D1 G o T % A
Or, on vérifie aisément que : D(-1) % D(t,) x D(-1) = D(t,) . 1l s'ensuit que :

R s s¢o, L) % R=A"Dt) G Mo x A

[d'apres (6.29)].

= 8ry-
(-t .11

La premigre partie du théoréme est ainsi démontrée. Quant 2 la deuxiéme partie, elle ne fait
que généraliser la deuxieme partie du théoréme 6.3. La démonstration s'en déduit donc en

remplagant Ap, parA etp,s pars.  CQFD.

Sur le plan pratique, on peut s'appuyer sur cette propriété pour accélérer la segmentation

técursive car une fois 5,0, ,; €tS;, ; déerminées, on obtient gratuitement les deux
0 o

MALTiCES §o y-p; €L S;;-; , 1y 21aide des affeciations suivauies .
L1t -

S(o,x—&)l(i;j) =S(% ,xl(n'i,“"j) (6.57)

Sra-t RLS)) =S(0‘%](n—i,n-j) (6.58)

am




Les indices i etj varientde 0 &n. On vérifie aisément que les relations (6.57) et (6.58)
sont une spécialisation de celles de (2.11) du chapitre 2, §1.2.3 de la présente partie.

Au vu des équations (6.28) et (6.29), le calcul des matrices de segmentation §;,, L1 et

Sto, 1-¢1 €St plus simple que celui de Ste 11 €t Sty 4 cOmpte tenu du cofit
supplémentaire qu'entrainent les facteurs respectifs G's et G* o dans ces deux derniers
cas. Puisque N=RxM xR < R « NxR = M, on peut donc retourner (6.57) pour

simplifier le calcul de Sty .11 selon le procédé suivant :

1. calculer d'abord s g, 143 suivant (6.28) ;
2. effectuer ensuite les affectations :

Sty ‘1)(i,j)=5[a'1_%](ﬂ‘i,n-j) pouri et j=0,1,...,n. (6.59)

11 convient de noter qu'en prenant ¢, = 1/2, les matrices $;,,¢; €t S0, 1-g1 S€ confondent.
0

Clest le cas également pour St 1 € Sramy 1

2. Segmentation multipoints : cas général

Revenons au segment de courbe (6.1) et considérons la suite de points @ = £,< £,< ... < £ <
t,=b. Le probleme de la segmentation multipoint consiste 4 déterminer les polygones
caractéristiques P’ des segments de courbes qui reproduisent les restrictions respectives du
segment initial (6.1) aux sous-intervalles [t,_, t,],=;, 2, , «. DésignonsparC; la

restriction & {1, t;], c'est-a-dire :

C = {CO [te [t bl = VAP (6.60)
tefti-y, t]

La segmentation multipoints revient donc 3 déterminer, pouri =1, 2, ..., k, les P’ tels que:

v.AxP = vAP (6.61)
refa,b]  telti-; t]

203

Les outils mathématiques qui permettent de résoudre ce probleéme généralisent essentiellement
ceux employés dans la résolution du probléme de bisegmentation, & commencer par la
bijection (6.5) dans les conditions analogues suivantes :

=g C=tiy ; d=t,

En procédant par analogie avec les relations (6.7), (6.9}, (6.10) et (6.11), on obtient :

AP =DB;)«G" « AP (6.62)
avee .
bt;.; - at; 2—1 ti) | ter T &
o = = et B, = (6.63)
b-a b-a b-a

De (6.62), on tire la relation analogue & (6.12) comme suit :
P=A"«D@)xG «AP (6.64)

pouri=1,.., k En poussant cette analogie un peu plus loin, on obtient les expressions

sulvantes :

mee e =DE)x G , (6.65)

S = AT DB G A (6.66)

Ce sont les expressions respectives du moteur et de la matrice de segmentation pour le

sous-intervalle [t; ¢ t.].

Discussion

En laissant les ¢; prendre des valeurs & l'extérieur de [a, b], les relations (6.62) & (6.66)
permettent aussi de résoudre le probléme d'extrapolation d'un arc de courbe au-dela de son

intervalle de paramgtre, Par ailleurs, le procédé par Jequel les ¢; sont déterminés n'a aucune

importance.

4




Comme pour la bisegmentation, lorsqu'on se raméne 2 I'intervalle normalisé, ces relationg
prennent une forme plus simple. Nous considérons ce cas dans la section suivante sous

I'hypothése que ¢; évolue & un pas constant de 1/£.

2.1. Segmentation multipoints 4 pas constant sur [0, 1]
En posant [a, b] = [0, 1], les relations (6.62) & (6.66) se réduisent aux relations suivantes :
AP =D -t )« Gli-1 x AP
P =A" Dt -t )% G- x AP
M e = D(t; -ti-0) % Ghi-1

Ste, 1) = A7 Dt -t )« Gl v A (6.67)

pouri=1,2, ...,k Faisonslhypothése que t; = i/k. Compte tenu de l'identité :
D(B) x G* = G*" « D(B) (cf. (3.41), §2.4.1 chapitre 3), les relations (6.67) peuvent

s'écrire sous les formes suivantes :

AP =my g imxAP (6.68)
P = sii-nsn ik # P (6.69)

olr:
M -n a0 =DAAY # G0 = GV D1/ (6.70)
Stli-trw, i = A DU« GV LA = AT GV DK « A 6.71)

aveci allantde I Ak. On vérifie aisément qu'en faisant k = 2, on retrouve l'ensemble de
relations de bisegmentation par rapport 4 la valeur paramétrique 1/2.

Remarques

1. Les relations de segmentation présentées dans le développement ci-dessus
possédent de nombreuses formulations équivalentes. Pour les retrouver, il

suffit de faire appel aux identités remarquables énumérées au chapitre 3,
§2.4.1.

2. Sur le plan pratique, I'exposant de la matrice binomiale figurant dans la
forme du troisiéme membre de (6.70) (resp. (6.71)) fournit un moyen
simple pour étiqueter les sous-segments. En effet, il vient de (6.70) que

Mok, civnks =G % Mgk, i

3. Enprenantk suffisamment grand, les relations (6.68) et (6.70) se
transforment en un procédé d'évaluation des points successifs du segment

de courbe. Plus concrétement, cvS(m;;_sy, «, 1,«;%A)P fournit les points

successifs.

2.1.2 Exemple de trisegmentation : courbe de Bemstein-Bézier cubique

Illustrons en détail I'application pratique des relations (6.68) & (6.71) dans le cas du schéma
de Bernstein-Bézier cubique et avec k = 3. Désignons par P le polygone caractéristique du
segment initial.

Premier sous-segment : i =1.
D'apres (6.70) avec k=3, g, 1,5 = D(1/3). D'our:

B0, 1,31 % Age=D(1/3) + Ap,

1 0 0 0
-1 1 0 0
13 -23 13 0

U s'ensuit que :

-1
ReSio, 1431 = ABé * gelMio, 1/33 *ABé
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1 0 0
113 0
123 13
1 1 1

0

1

13-23

-127 19 -

0 0
¢ 0
173 0
19 127

10
23 13
49 4P

827 4P

Le premier sous-segment a donc pour polygone caractéristique :

Deuxiéme sous-segment : i = 2.

P

o

1328+ B,)

1/9(4P, + 4P + B,)

1/27 (8P, + 12P, +6P, + P,)

0 0
0 0
179 0
2/9 1/27

Compte tenu de la deuxi®me remarque ci-dessus, on a : gy, 5, 2,55 = G % Mo, 13-

Par conséquent :

g1, 200 % Agg=G % [gMio, 1)5) % Aggl

0 0 13

1 0 0
-1 1 0
13 -213 173

0

1 -127 19 -1/9 127
L 4

-1
BSt13, 25 TAps ¥ peMiys, 23 % A
Bé

e

8 12

-12 0
=127

6 -9

-1 3

6 1
9 3
0 3
31

L

,..
=)
=
o
o0
[
=N
—_
=

._.
—
=
(=3
o
T
—
>
<
o
w
IS

Par suite, le deuxidme sous-segment a pour polygone caractéristique :

127(8p, + 12P, + 6P, + B;)
127(4P, + 12P, + 9P, + 2P,)
127(2P, + gp, + 12P, + 4R)

127( P, + ¢p, + 12, + 8R)

Troisi¢me sous-segment : i = 3.

Compte tenu toujours de la deuxigme remarque ci-dessus, ona :

gMiess 11 = Gx BeMi1/3, 2/3]
Par conséquent :

pelMiass, 1) * Apg= G % [gMis,s, 2031 % Agg

1 1 I 1 8§ 12 6 1 1

0 1 2 3 (]-12 0 9 B -3
=127 = 1/27

0 0 1 3 6 -9 0 3 3

-1
BeS12/3,11 =A}35 *pefMie, 3, 1) *ABé
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1 0 o 0 1 6 12 8 1 6 12 8
-1 1 ¢ 0 |f-3 -9 0 12 0 3 12 12
= 1/27 =1/27
13 -23 13 0 3 ¢ -9 6 0 0 9 18
-127 18 -19 127 |]-1 3 -3 1 ¢ 0 0 27

Enfin, le troisiéme sous-segment a donc pour polygone caractéristique :

127(P, + 6P, + 12B + 8B)

19(P, + 4P, + 4B)

13(P, + 2P;)

Pl

On voit & travers cet exemple que la segmentation multipoint préserve également la continuité
de position aux jonctions des sous-segments. En effet, on constate que la derniére
composante d'un sous-segment se confond toujours avec la premiére composante du
sous-segment suivant. Plus concrétement, on releve d'une part les relations suivantes :

P =P =1/27 (8P, + 12P, + 6P, + Py)
P2 =P} = 1/27 (P, + 6P, + 12P,+ 8P)

et de 'autre :
P; =P, et P}=P,

On aurait pu par ailleurs appliquer le théoréme 6.4 pour contourner le calcul explicite de

BéSte3, 1, le schéma de Bernsiein-Bézier €tant symétrique par permutation.

Conclusion

Ce chapitre s'est appuyé une fois de plus sur le développement du chapitre 3 pour proposer
une solution générale au probléme de la segmentation. Une fois l'intervalle de segmentation
fixé, on déduit pour l'ensemble des schémas de méme degré un moteur de segmentation
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unique, généralement de la forme D(r)  G*.  Pour une bisegmentation en ¢ = 1/2, les deux
moteurs peuvent étre calculés uniquement par décalage de registres. Dans tous les cas, la
matrice de segmentation associée & un moteur de segmentation permet le calcul de la
spécification du sous-segment.

Dans le cas de bisegmentation, lorsque le schéma a la propriété de symétrie par permutation,
les deux matrices de segmentation se déduisent I'une de l'autre par de simples affectations.
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CHAPITRE 7

Conversion de schémas et de représentations :
Proposition d'une base de schémas symétriques par permutation

Introduction

Des nombreuses considérations pratiques peuvent conduire & changer le schéma dans lequel
est exprimée la représentation d'un arc de courbe (resp. d'un carreau de surface). Ainsi une
conversion peut vouloir prendre en compte :

- la convenance personnelle de l'utilisateur : l'utilisateur est plus familier avec le
schéma héte qui accueille la nouvelle représentation ;

- le souci de standardiser les représentations : on décide de traiter toute transcription &
l'aide d'un schéma standard. De ce fait, les transcriptions s'appuyant sur d'autres
schémas devront étre converties au schéma standard (schéma hdte d'office) ;

- la popularité du schéma hote : le schéma hote est tout simplement plus connu,
e.g., un schéma de Bernstein-Bézier ;

- le schéma hote permet une meilleure souplesse : il offre plus de degré de liberté
(e.g., la possibilité d'augmenter le degré des courbes soit pour optimiser le volume
de données 2 manipuler [Farin-83, p.73], soit pour &tre en mesure de mieux
contrbler la forme des courbes [Goldman-84, p.210], soit pour avoir une plus
grande variété de formes [Bézier-86, p.1491 ) ;

- la nécessité d'assurer une meilleure interactivité entre l'utilisateur et le schéma
héte : une plus grande facilité dans la formulation des modifications (e.g., schéma
de Bernstein-Bézier [Forrest-71] ) ;

- la possibilité de réaliser plus aisément avec le schéma hote certaines formes

particulidres requises pour des applications spécifiques ;
- la possibilité d'assurer un meilleur contrdle local (le schéma hote limite la zone
diinfluence d'une modification locale, comme c'est le cas des B-splines [Clark-76,

p.455) [Hartley-78, p.130]) ;
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- ou la simple nécessité liée & un contexte de base de schémas : le passage d'un

|
|
i
L]

trouver P, pour que la transcription :

schéma A un autre s'impose dans ce cas comme une opération indispensable si l'on
veut tirer avantage de toutes les possibilités d'une telle base .

A propos de la deriére motivation, il convient de souligner sa nature futuriste dans la mesure
ot, A notre connaissance, de telles bases n'existent pas encore. Toutefois, I'étude du
probléme de conversion nous a conduit 2 proposer une base compacte des schémas
possédant 1a propriété de symétrie par permutation. Sa spécification sera exposée dans la
troisieéme section de ce chapitre.

Auparavant, nous présenterons dans la premiére section une solution de conversion de
schémas en nous appuyant sur les outils développés au chapitre 3.  Ensuite, dans la
deuxiéme section, nous présenterons la jonction entre le probléme de conversion et celui de
segmentation exposée dans le chapitre précédent.

1. Conversion sur intervalles arbitraires
1.1 Notations et terminologie

Soit P, la représentation d'un arc de courbe 4 I'aide d'un schéma  caractérisé par la matrice
delissage A, et dont[a,, by est lintervalle paramétrique associ€. Ainsi,ona:
Sy = (Ay, [ag,b,]) et C, = (Ag, [a,bg), Py} (cf. équation (2.2) du chapitre 2). Soit

s le paramdtre associé & l'intervalle [a, , b,/.

Soit également &, = {A,, [a,, bnJ} un deuxidme schéma, appelé par la suite schéma hote,

dont le degré est identique & celui de &, = {A,, [a,, by/}. Soitt € [an, bn].

Le probleme de conversion de représentation se formule alors dans les termes suivants :

Etant donnée la transcription initiale :

Cg = {Ag s [agy bg]: Ps} 1.1
et le schéma hote :
8= {A [an, bp]} (7.2)

212

Ch:: {Am [R",bn],Ph] (7‘3)

définisse la méme courbe que Uy

Exprimé en fonction des points courants, le probléme de conversion revient 4 déterminer P,

tel que :

Ve AnPo=v. A, P, (1.4)

ol telay, by etselag, byl

1.2. Solution
Comme dans le cas de ln scgmentation, le premier pas dans la solution consiste a définir la

bijection suivante eatre les deux intervalles [a,, by] et [ag, b,] :

[an, byl = [ag, bgd: t= s=a +pt .5
ol :
ag b, ( ‘
a4 b, = anbg ap b,
o = _
b, - 4
' & .6)
B = by A
bn - vn 2,

Compte tenu de cette bijecuon, (7.4) équivauta:

Ve Ky P = o Ag Py pour tout ¢ €fay, byl 7.7
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Or, d'apres (3.33) du chapitre 3, on a l'identité : v,.,,. = D(B)x G*. Par conséquent, (7.7)

revienta:
v, A Po=v, [DB) x G« A, P,  pourtout ¢ ¢[a,, by (7.8)

Par suite :

A, P, =[DB)x G1x A Py (7.9)

La matrice A, étant non singuliére, la solution générale du probléme de conversion se

présente comme :
P.= A" « [DB) %« Gl Ay Py (7.10)

La matrice :
em . =D() « G (7.11)

est Ie moteur de conversion (au sens de la section 3 du chapitre 5) paramétré en o et §.
Ces parametres sont fonction uniquement des valeurs extrémes des deux intervalles [ag, bg]

et [an, by] (voir eq. (7.6) ci-dessus).
Définition 7.1
Lamatrice :
Mg, n= AL scmy s x Ag (1.12)
s'appelle matrice de conversion (ou encore matrice de passage ).
Avec cette notation, la solution (7.10) s'écrit :

P,=M,,,P, (7.13)

Discussion
Au vu des équations (7.10) et (7.11), le calcul de la nouvelle représentation peut s
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décomposer en trois étapes : d'abord, on applique A, a la représentation initiale P, ; on
applique ensuite le moteur de conversion au résultat de 1'étape précédente ; et pour finir, on

applique A, ! aurésultat de la deuxidme étape. Cette interprétation suppose que le moteur
de conversion soit connu d'avance.

En revanche, en supposant calculée d'avance la matrice M, , selon (7.12), le modele
(7.13) pose le calcul de P, en une seule étape. Cela entraine (n+1)? opérations de

multiplications et autant d'additions pour chaque axe de l'espace objet .

Plagons-nous maintenant dans un contexte de base des schémas.  Connaitre M, ,
d'avance présente un aspect avantageux dans un tel contexte : en effet, étant donnée la

matrice A, , on déduit tout simplement que :
Ag=cm;'y 4« Aps M., (7.14)

Ajoutons ensuite & cela I'hypothése simplificatrice suivante : em;'y =em, , =1 (clest
souvent le cas dans la pratique car les deux schémas sont généralement définis sur le méme

intervalle de parametre (cf. §1.3 ci-aprés pour preuve)). La matrice A, se déduit aisément

alors & partir de M, , , etA, sans avoir 2 recourir 2 une inversion de matrice. On aen
particulier :

A= Ak M,,, (7.15)

Si, de plus, les deux schémas ont la propriété de syméirie par permutation, on a montré que
(cf. Théoreme 5.13, chap. S, §2.3.2) :

Mg—vh:R*Mg—)h*R

Ou encore que

Mg-) h(i) j)=Ms_, h(n'i) n'j) (7~16)

avec i etj=0,.., n. On peut alors tirer avantage de cette propriété de symétrie centrale
pour coder les matrices de passage dans un espace deux fois moins encombrant. Les
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résultats (7.15) et (7.16) jouent un rdle capital dans le codage et décodage de la base proposg
en section 3.

1.3. g-schéma et h-schéma d'un méme intervalle paramétrique
Une premiére simplification des relations de conversion s'obtient lorsque les deux intervalles

paramétriques [a,, b,] et [ag, b,] se déduisent I'un de l'autre par un simple changement

d'échelle, c'est a dire, (an, by) = (ka,, kby) avec keR. En effet, dans ce cas, on vérifie
aisément (4 l'aide de (7.6)) que :

cm, o =cm,, , = D(k)

et par conséquent :

M, .= Ay« D(K) « A, (7.17)

En particulier, lorsque k = 1, on voit que cm, ;= cm, = I et on retrouve la définition
classique d'une matrice de passage [Lewis-82, p.360] :

Mg-ih':A;x*As (7'18)

La nouvelle représentation de la courbe se simplifie alors comme suit :

P, =M, Py= A WA P, (1.19)

Ainsi, les vecteurs lignes successifs M, , , permettent d'écrire directement I'expression des

sommets correspondants de P, en fonction de ceux de Py .

Les colonnes successives de M., , permettent également d'exprimer les fonctions de
lissage du schéma initial en fonction de celles du schéma héte. Dans ce dernier cas, on a, en

termes plus précis, le théoréme suivant :

Théoreme 7.1

Soient Aget A, les matrices de lissage de dewx schémas définis sur un méme intervalle de

paramétre [a, b]. Soit My, ,=A, '« Ay . Si @y(1) et (1) sont les suites respectives

des fonctions de lissage, alors :
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D(t) = [Dn(8) ] Mg-o n (7.20)
Démonstration 7.1

En vertu de (7.15), A, = A, « M, ». Par suite, pourtoutt < [a, b], ona:
ViAg= Vi A« My,
Or, d'apres (2.3), chapitre 2, §1.2.2, v, A; =D, (1) et v A, =D, (). Il s'ensuit que :

D) =D, () My, CQFD.
Exemple 1,
Pour illustrer le théoréme précédent, considérons la conversion du schéma de Ball cubique en

schéma de Bernstein-Bézier cubique, tous deux définis sur [0, I]. Le schéma hote dans cet
exemple est le schéma de Bernstein-Bézier. Ainsi, par définition :

_a -t
MBa—->Bé - ABé * ABa

Le schéma de Ball a pour matrice de lissage [cf. Annexe 2] :

-
<
(=]
(=]

I~
=
—
O
>
5]
—

(=)
&
.
[
(=1

et pour fonctions de lissage (voir §6.1, chap. 1) :

Bafe®=1-2t + ¢

MAGE 2 - 4+ 28
NUAGE ¢ - 20
P3O = ¢

Quant au schéma de Bernstein-Bézier, les fonctions de lissage sont (cf. §6.2, chap.1, part.I):
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Bé\Pi(t)=C‘z (L-o'e 0<isl

et que (cf. Lemme 6.1, §1.1.3, chap. 6) :

10 0 0 {0 0
3 3 0 0 113 0 ©
A=
=
Be 36 3 0 B¢ 123 13 0

11 s'ensuit que :

1 0 0 0
173 23 0 0
MB B¢ ~
e 0 0 1B 2B
0 0 o 1

Ainsi, en s'aidant des colonnes successives de Mp, g, 0n peut écrire :
BaPo() = geo(t) + 1/3 540 (t)
Ba91 (D) =2/3 9:(0)
BaP2(t) =1/35,02(0)

ped:(D = 2/3 Bé%(t) + Bé‘P}(t))

Quant aux relations entre les sommets de Ball et ceux de Bézier pour une méme courbe, elles

s'obtiennent 2 L'aide des lignes homologues de Mp, . ps Adnsi,ona:
PBé(O) r pBa(O)

Pa(l) = 1/3P5,(0) +2/3Pg,(1) = Py, (0) +2/3 Py,(1) - Py, (O)]
Pyo(1) = 2/3Py,(2) + 1/3P5,(3) = P, (3) + 23[ Pp,(2) - Py, (3)]
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Ppi(3) = P,(3)

Dans le cas général ol les deux schémas du théoréme 7.1 ne partagent pas un méme
intervalle de parameétre, on peut s'appuyer sur les théorémes 3.5 et 3.6 du chapitre 3, §2.4

etsurle faitque cmy', = cm_,,, ;,, pour remplacer I'équation (7.20) par :

Dy(s) = D (-a/B +3/B) Mg, (71.21)

et ceci pour tout s €/a, by] pourvuque f#0 & a,#b, .

Voici une justification intuitive pour (7.21) :

[ag byl =[an byl = a=0etp =1 [d'aprés (7.6)]

Par suite, -o/8 + /8 =s. Dol (7.21) = (7.20).

2. Relation entre conversion et segmentation

Le tableau 7.1 ci-dessous met en évidence le lien étroit entre le probléme de conversion de
représentation et celui de segmentation d'un arc de courbe en plusisurs sous-segments. Les
trois relations de conversion proviennent des équations (7.11), (7.12) et (7.10) dans cet
ordre. Paralielement, les relations homologues de segmentation rappellent dans l'ordre les
équations (6.65), (6.66) et (6.64) du chapitre précédent.

Conversion Segmentation

em, 5 =D(B)« G* M, ¢l =D(B,;)« G

M, =A "« D(B) » G s A Ser, 00 = A% D(B)+ G x4

P, = A7« D(B) x G A, Py P = A'D(P)«xG i xAP

Tableau 7.1 Rapprochement entre conversion et segmentation.
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Ainsi, le probl2me de segmentation multipoints (cf. §2, chap. 6) peut se raduire en terme de

conversion de la maniére suivante :
Soit la transcription :
G ={A [t Phi=1e .«
avec a=1,< 1< ... < hy< Iy = b. Soit également le schéma héte :
§ ={A [ab]}.
Déterminer P’ pour que la transcription :

G ={A [a,b], P}

définisse la méme courbe que C,.
Ainsi, moyennant les identifications suivantes :
A9=A 3 Ah=A 3 [agi bg] =[ti—-1‘ti] ; [an,bn]=[ar b]

on traduit un probléme de segmentation en un probléme de conversion. Les relations (7.6),
(7.10), (7.11) et (7.12) aidant, on vérifie que dans ces conditions, on a :

CMy g =My 0] Mg, n =S, 00
-1 i i=-1 i

P, =P
Considérons & titre d'exemple la bi-segmentation en ¢t = 1/2 .

Pour le sous-segment gauche, les termes du probléme exprimé en tant que probleme de

conversion sont :
[ag, b} =[0,172], [as, bl=[0,1], Ag=A,=A et Pg= P

Montrons que dans ce cas, cm, ,, Mg, et P, se confondent respectivement avec

220

1
Mo, 421,800, 1,21 €L P,

Pour cela, commengons par calculer cm, , :

Auvude (7.6), o =0 et §=1/2. D'od, en appliquant (7.11) : em,, ;,. = D(1/2). En
remontant & l'équation (6.26) de §1.1 du chapitre précédent, on voit bien que :

CMg, 3,2 = D(1/2)=my,, 0

Les moteurs de conversion et de segmentation sont donc confondus.

Calculons ensuite la matrice de passage M., ,, : |
D'apres (7.12) : |
My,, =A™ « DA/2)x A |

=8¢0, 1721 [d'aprés (6.28) du chap. précédent]
On voit également que les matrices de conversion et de segmentation se confondent.

Enfin, d'aprés (7.10) :
P, =A™ . D(1/2)xAP '

=P* [selon les lignes 4 et 7, Tab. 6.2, du
chap. précédent]
Pour le sous-segment droit, les données sont les suivantes:

[, b1 = (172, 1], [anb=[0,1], A;=A,= A et P,=P i

Montrons dans ce cas aussi que cm, 5, M,y et Py se confondent respectivement

avec M y,z, 11,S11/2, 1) €t P

Pour cela, calculons d'abord em,,  :

Comme en vertu de (7.6), o = 8 = /2, on obtientem, 5 = D(1/2) x» G*'* qui est
identique & m ;y,, ,; d'apres (6.27) du chapitre précédent.

On calcule ensuite M, ,, :
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D'apres (7.12)
M. =A™ & D(12)x G*5 A

=812, 11 [d'aprés (6.29) du chap. précédent]

M., n €t Sy, 1) sont également confondus dans ce cas. Par suite, d'apres (7.10) :
P, =A"' . D(1/2) +G*"* 4 AP

=P? [selon les lignes 11 et 14 duTab. 6.2, chap. précédent]

Ainsi donc, moyennant les identifications posées ci-dessus, segmenter une courbe (ou
restreindre sa variation & un sous-intervalle paramétrique) se rameéne 4 un probléme de

conversion de schéma.

3. Base des schémas symétriques par permutation : aspects théoriques

3.1. Hypotheses

Les schémas 2 représenter dans la base sont de degré identique ; ils sont tous définis sur
lintervalle normalisé et vérifient la propriété de symétrie par permutation. Enfin,ily am

schémas & représenter.

3.2, Terminologie
Nous distinguons les trois catégories suivantes de matrices caractéristiques :

1. lensemble des matrices de lissage des m schémas: A, pouri=1,...m ;
2. Tlinverse des m matrices de lissage : A",
3. l'ensemble des matrices de passage liant les m schémas deux & deux et dans les

deux sens :

M = Ak_1 * A

b pour jetk=1,..,m avecj#k.

J
Tout sous-ensemble de matrices caractéristiques & partir duquel on peut retrouver toutes les
autres matrices caractéristiques forme un noyau que nous appellerons spécification
intermédiaire (S-I) de la base.

Nous ferons aussi la distinction entre forme externe et forme interne d'une matrice

caractéristique. La premidre correspond 4 sa structure de donnée habituelle tandis que la
deuxiéme correspond & sa forme codée dans la base. La forme spécifique de ce codage sera
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essentiellement motivée par diverses considérations d'efficacité parmi lesquelles le souci
d'acces rapide, d'une représentation précise ou de réduction de l'encombrement de la base.

Ainsi, la forme externe des matrices Ap, et A Bé_’ pour le schéma cubique de

Bemnstein-Bézier est donnée par :

1 0
0 0 1 0 0 0
" -3 3 0 0 1173 0 0
Ao
B¢ = AB =
3.6 3 0 é 123 13 0
203 @ 11 1 1

Quant & leur codage interne, on pourra prendre, & titre d'exemple, ces mémes matrices
multipliées par un facteur entier approprié (disons 3 pour fixer les idées), pour assurer une
représentation précise (cf. chap. 3, part. I) de leur composantes.

Par des transformations de compactage ou de changement d'échelle effectuées sur les

éléments de la spécification intermédiaire, on obtient la spécification dite définitive (S-D) qui
est plus prés du codage interne de la base.

3.3. Objectifs poursuivis
Les quatre objectifs poursuivis dans la recherche d'une spécification définitive sont les
suivants :

1. la spécification définitive doit étre peu encombrante ;

2. elle doit limiter la redondance aussi bien dans le choix des matrices caractéristiques
que dans les valeurs qui codent les composantes de ces derniéres ;

3. elle doit également assurer le calcul des autres matrices caractéristiques par une
logique simple et & temps de réponse rapide ;

4. elle doit enfin admettre un codage de valeurs numériques par des entiers
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uniquement pour assurer un codage précis.

34, Idée directrice

En tenant compte des quatre critéres énumérés ci-dessus, 1'idée consiste donc 4 extraire de
I'ensemble des trois catégories de matrices caractéristiques un noyau ayant un nombre réduit
de matrices, capable d‘étre codé d'une fagon condensée et facilitant un calcul rapide des
autres matrices.

3.5, Choix d'un noyau S-I
Parmi les différents choix possibles, trois retiennent notre attention. Le premier consiste
simplement a adopter pour noyau l'ensemble de matrices de la premiere catégorie. Ceci

conduit & la spécification intermédiaire suivante :

S-I={Ali=1,..,m) (7.23)

Cette solution a le mérite de fournir un noyau contenant le nombre minimum de matrices
caractéristiques. Elle est également peu rédondante. Néanmoins, la détermination des
matrices des autres catégories impose une inversion de matrice. Cette nécessité nuit 2 un
meilleur temps de réponse et peut entrainer des risques d'erreur de chute, etc.

La deuxieme solution, visant & pallier le principal défaut de la précédente, réunit les matrices
des deux premigres catégories pour la spécification intermédiaire :

SI={(A, A7) li=1,..,m) (1.24)

Bien que cette solution aussi admette une représentation précise, elle présente toutefois deux
défauts majeurs : elle est éminemment redondante et nécessite deux fois plus de place
mémoire que la premidre. Nous I'abandonnons pour une troisieme solution qui répond

mieux aux criteres posés ci-dessus.

Cette troisizme solution est fondée sur une spécification intermédiaire qui tire avantage de Ia
symétrie centrale des matrices de passage. Le codage de sa spécification définitive peut étre
ramenée A un encombrement comparable # celui de la premire solution. Elle admet une
réduction de la redondance et de surcroit, a le grand mérite de contourner le probléme
dinversion de matrices. Elle conduit ainsi 2 un meilleur temps de réponse également. La
section suivante sera dédiée & exposer cette solution.
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Le tableau 7.2 donne les résultats d'une étude prospective de coiits des trois solutions
comparées. Les régles de ce tableau sont basée sur l'analyse de types de paramétres
caractéristiques dont peut avoir besoin un programme d'application pour la solution trois.
Pour anticiper sur le chapitre 3, partie IT (cf. Tab. 3A), on identifie dans ce cas les sept
requétes suivantes :

1~Aref 2- Ar_':l 3 Mi-»rel 4 Mref-)x'
5. A 6. A7t 7.M;.,; avec i#j #ref#i

Pour les deux premiéres solutions présentées ci-dessus, il y a trois types de requétes
correspondant aux trois catégories de parametres caractéristiques, aucun schéma n'étant
privilégié comme schéma de référence. Par conséquent, requétes 1 et 5 se confondent, de
méme pour 2 et 6, ainsi que pour 3, 4 et 7 dans les deux cas.

On a retenu les trois hypotheses suivantes dans le calcul du nombre des multiplications pour
les trois solutions :

1. Lescomposantes des mairices de S-I sont toutes multipli€es par un facteur entier f
pour les convertir en matrices entiéres ; par suite, pour les décoder, on devra
multiplier les formes internes par I/f. Pour des matrice 4x4 (resp. nxn) cela fair

16 (resp. n®) multiplications par matrice.

2. Les matrices de passage vérifient la symétrie de (7.16), de sorte qu'il suffit de
calculer uniquement leurs sous-blocs nord pour en déduire le reste par symétrie.

Pour déterminer M, , suivant (7.18) et dans le cas de schémas cubiques,

il faudra effectuer (4x4x4)/2 = 32 (resp. 1/2n’) multiplications.

3. L'inversion de matrice est par la méthode de décomposition de la matrice en
produit d'une matrice triangulaire inférieure L par une matrices triangulaire
supérieure U [Aitkinson-83, pp. 115-117] entrainant, pour une matrices d'ordre 4

(resp. n), 1/3(4. 4°- 4) = 84 (resp. 1/3(4n’ -n)) multiplications.
On souligne que bien que les solutions 2 et 3 sembles comparables de point de vue du codt,

la solution 2 est pratiquement deux fois plus encombrante que la solution 3. D'autre part,
dans le cas de la solution 3, du fait que les autres paramgtres caractéristiques sont codés a
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travers ceux du schéma de référence, celui-ci est plus favorisé par rapport aux autres schémas
comme le montre le faible coiit de décodage des requétes 1,2, 3 et 4.

Tableau7.2 Colits comparés des trois choix de spécification intermédiaire.
(Voir §2.3.1, chap.3, partie II pour les détails des sept régles d'acces)

Complexités comparées de 3 solutions :
Base de schémas cubiques symétriques par permutation
Cofit de multiplications par régle et par solution

Voir §2.1, chap. 3, partie Il pour les régles détaillées

Paraméires valewrs significations Formules danalyse
n 4 dimension des matrices n lignes et colonnes
p 16 cofit de rep. entidre = n*n
inv 84 cofit inverse matrice = (4*n*n*n -n)3 §
prod_matrice 64 cofit produit matrice = n*n*n
Régles solution 1* solution 2* solution 3
1 16 16 16
2 100 16 16
3 148 64 8
4 148 64 8
5 16 16 88
6 100 16 88
il 148 64 48

¢ Formule du coilt d'inversion de matrice est fondée sur la méthode de décomposition
LU de la matrice & inverser (cf. [Atkinson-83, pp.115-117]).

L pour matrice triangulaire inférieure
U pour matrice triangulaire supérieure

= pour solutions 1 €t 2 les régles suivantes de décodage cont identiques :

le5; 2et6; 3,4 et

* pour les trois solutions, on & tiré avantage de la symétrie centrale
des matices de passage pour remplacer prod_matrice par 12prod_matrice
dans le calcul de ces demiers losque n est pair.
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3.5.1. Spécification intermédiaire
Elle est fondée sur le choix d'un schéma de référence pris parmi l'ensemble des schémas 2
représenter dans la base. Cela conduit 2 Ia spécification intermédiaire suivante :

S-1= [(Araf H Ar::)}U[(Mi-) ref s Mref~—) ,-)li= 1’ ...,mc[i#rﬁf} (7~25)

oti 'on désigne par :
Aper: la matrice de lissage du schéma de référence,
At linverse de A,
M, re ¢ la matrice de passage qui transforme un schéma i au schéma ref,
M. la matrice de passage qui transforme le schéma ref au schémai. Il

convient de noter que M, ., ; = M; 3 ., par construction.
En supposant m >1, un calcul simple montre qu'il existe m(m+1) matrices caractéristiques

pour 7 schémas a représenter dans la base. S-I n'en recense que 2m. Les m(m-1) autres
matrices comprennent les matrices de la forme :

A, Ajtet My, avecjetk=1,..,m etj#k#ref#].

3.5.2. Régles de calcul des matrices A;, A" et M, , avec j, k#ref

Matrices caractéristiques Formules de calcul
4 Arerx My, o
-1 -1
A; Mrzla]*Arel
Mi—;k Mrcf—;k*Mj-)rgf

Tableau 7.3 Détermination des matrices caractéristiques & partir de :

{{Aref: Are_fl): ( M} < refr Mrof—) j): (Mka refr Mrcf-: k)}
Le tableau 7.3 résume les trois ragles de calcul de ces matrices caractéristiques. Ces régles

sont les conséquences directes de la définition de matrice de passage. Pour cette raison,
nous donnons la démonstration détaillée uniquement pour la troisidme régle. Une démarche
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voisine permet de démontrer les deux autres.

Démontrons que :

Mok =Migrs o Mis car (7.26)
En effet, par définition :

Micox A Arer € Moo =Aler x A
Dioli :

Marsor My ror = [A w Ared [ AT w Al

= A s [Areex Aler] % A

=A;‘*AJ :Mj-)k CQFD.

3.5.3 Construction de S-D : application de la symétrie par permutation
La condition de symétrie par permutation se traduit par les relations :

M, =RxM,,, +R .27)

Traduites en terme de décomposition cardinale de M; | 4, ces conditions équivalent aux

quatre relations suivantes :

Mg =rsM, 4 & m,=r %M«

m,=TxM; 4T & my=rsmg 4l (7.28)
En vertu de ces relations, chaque matrice de passage M, . est entiérement déterminée, entre

autres, par ses deux sous-blocs nord m, etm,. Par conséquent, on peut adopter la solution
standard qui consiste & coder chacune des matrices de passage par ces derniers. Ainsi (cf.

fig. 7.1), M, , . , nous associerons la représentation iNteMe (,, rerMo, ;- reelity) €1 a

M., ;, nous associerons la représentation interne (rer. jMo, rer ;M 4). Nous
réunirons ensuite ces deux couples ordonnés de matrices dans une matrice unique de méme

format que M, , .., . Désignons la matrice ainsi obtenue par M; o rer (cf. fig. 7.1). Ses

[L

=
Cj

deux sous-blocs nord seront occupés par les sous-blocs nord de la matrice M, , ., . Par

contre, ses deux sous-blocs sud seront occupés par les sous-blocs nord de M., ; . D'une

manidre plus précise, les sous-blocs de M; ., . se définissent comme suit :
ic—)rafmo=j—»refm0 3e-7rum1=J-vra!m1

Jerret My = rers Mo Jesret Mg = popy, (T (7.29)

M—lrdf
o rer Mo i ret Dy
J+ret m; j-pref[nz
— = ~
joref m, joret My

rets Mg refo My b rats; Mg reto My

Mjf‘)r?'

refs; M3 rets ;Mg

Mef—;;

Figure 7.1  Principe de codage des ( M., rer, Mror, ;) Les grandes fléches
symbolisent V'affectation.
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A un facteur entier pres, la matrice M, , .., peut étre assimilée i la représentation interne
du couple ordonné (M, rer» Mrers ) L' ensemble des M; ., .., ainsi obtenues
condense S-I dans l'espace de m+] matrices seulement. Nous assimilons cet ensemble 3 Ia
spécification définitive, c'est-a-dire & :

SD={Aree, Arit JUMi e [i=1, ..., metizref}
Tl convient de noter le double usage que l'on peut faire des affectations (7.29) :

1. elles permettent le codage de la spécification définitive comme nous venons dele
voir ;

2. elles proposent également le principe de décodage des représentations externes
desM;, .. et M., apattitde M, .. Au vu de la figure 7.1, cela
revient A inverser le sens des grandes fléches et & appliquer ensuite les relations
appropriées de (7.28) pour compléter la construction de ces matrices.

3.5.4. Codage et décodage de S-D : aspects algorithmiques

Nous proposerons dans le chapitre 3 de la partie IT des algorithmes pour coder et décoder la
spécification définitive S-D dans le cas d'une base de six schémas cubiques comprenant le
schéma cubique de Ball, de Bernstein-Bézier, de B-spline, de Hermite, d'Overhauser et de

Timmer.

Si T'on choisit comme référence pour cette base le schéma de Bernstein-Bézier, on peut
ramener Fencombrement du codage de $-D 2 six matrices carrées de format 4 x4 au lieu de

sept comme le prévoit le cas général (m = 6 ). En effet, les matrices Ap, et Ap ‘ !

peuvent étre déduites a partir de leurs sous-blocs ouest uniquement (cf. éq. (7.22)) car les
sous-blocs nord-est sont identiquement nuls dans les deux cas. De plus, les sous-blocs
nord-ouest et sud-est s déduisent I'un de l'autre par simple permutation des deux entrées de
la diagonale principale et cec1 pour les deux matrices. Cependant, Fexposé du chapitre 3 de

la partie IT ne tiendra pas compte de cette possibilité.
I1 convient aussi de souligner que de tous les schémas faisant partie de cette base, seul le

schéma de Hermite ne vérifie pas la propriété de symétrie par permutation. Néanmoins, une
simple permutation “signée"” (cf. §1.5.6.1, chap. 1 Partie 11y des lignes de sa matrice de
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lissage conduit & une forme modifiée vérifiant cette propriété. Nous pourrons ainsi coder et
décoder le schéma de Hermite 2 l'aide de sa forme modifiée. Sinous avons jugé nécessaire
de l'inclure, c'est pour son importance 2 la fois pratique et historique.

En effet, Ferguson a fondé sur ce schéma un des premiers systémes de transcription des
courbes et des surfaces [Ferguson-64] s'appuyant sur une représentation paramétrique
polynomiale. Coons I'a employé également dans son procédé de définition de carreaux de
surfaces (cf. Eq. A2.9 dans l'appendice 2 ajouté sur les surfaces de Coons par Forrest dans
[Bézier-72, p. 232]). Depuis, le schéma de Hermite est couramment employé dans des
nombreux systémes pratiques et est souvent évoqué dans la littérature [Lee-69, p.312]
[Peters-74] [Forrest-80, p.167] [Gasson-83, p.479] [Mortenson-85, p.37] [Lancaster-86]
pour ne citer que ceux-ci.

Le chapitre 2 de la deuxi®me partie II présentera la quasi-totalité des relations entre
paramétres homologues des six schémas cubiques auxquels on ajoutera le schéma modifi€ de
Hermite. A partir de ces relations, on peut apprécier la géométrie des différents schémas
représentés et retrouver également leurs interprétations géométriques habituelles.

Conclusion

L'étude de conversion de schémas permet de mettre en évidence la relation entre deux
spécifications équivalentes d'un méme segment de courbe. Elle embrasse également le
probléme de segmentation dans la mesure ol celui-ci peut toujours €tre traduit comme un
probleme de conversion. .-

Les matrices de passage reliant un ensemble de schémas fournissent un outil commode pour
les intégrer dans une méme base. En particulier, la propriété de symétrie par permutation
offre la possibilité de réaliser une base dont le codage réduit 'encombrement des paramétres
caractéristiques et assure en méme teraps un décodage rapide.
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CONCLUSION DE LA PARTIE I

L'expression du théoréme binomial sous formes matricielles a permis de dégager une vue
homogene de la transformation de courbes paramétriques polynomiales et a fourni un
ensemble d'opérateurs de base sur lesquels on peut s'appuyer pour analyser et transformer
courbes et surfaces, quel que soit le schéma choisi pour exprimer leur transcription
mathématique.

Ainsi, l'opérateur IG* appliqué au polygone caractéristique P fournit d'ur seul coup

l'analyse géométrique complete de la courbe (représentée par P) au point paramétrique o,
Etcela, quel que soit le choix de schéma. De 13, il n'y a qu'un pas pour établir la trajectoire
d'une machine-outil & commande numérique destinée & réaliser l'arc de courbe déterminé par

le schéma. De surcroit, le calcul de IG™ se raméne essentiellement & 1algorithme de
construction du triangle de Pascal suivie d'un produit de matrices.

Ensuite, les systémes de transcription peuvent désormais s'appuyer en particulier sur

lindexage des lignes de IG® et de IG* pour déterminer rapidement les conditions
géométriques aux extrémités d'un segment de courbe et, si nécessaire, en déduire de fagon
autonome, les conditions de raccordement 4 la jonction de deux segments de courbes.

Ou encore, en comparant la matrice D{-1) » G au produit A « R « A™ on peut décider si le
schéma caractérisé par la matrice de lissage A vérifie ou non la propriété de symétrie par
permutation. La matrice D(-1) s G fournit ainsi un test opérationnel pour cette derniére

propriété. L'opérateur rsv fait de méme pour la condition de Cauchy car un schéma vérifie
cette condition si et seulement sirsv (Aj=(1 0 ... O).

Quant 2 la transformation de courbes, l'opérateur composite Ty, o = D (8) * G* modélise 2 la
fois la segmentation, la conversion de représentation ainsi que 'évaluation de courbe (dans

ce dernier cas, il suffit de poser B =1 et de faire évoluer « a un pas constant, par exemple),
quel que soit le schéma.

Ainsi donc, le développement de la premigre partie a posé les bases pour la réalisation de
systémes de transcription de courbes pouvant intégrer plusieurs schémas classiques pour
lesquels les transformations et manipulations de base peuvent étre formulées de fagon




standard. Grice aux indicateurs de géométrie, ces systémes pourront retrouver eux-mémes
les faits géométriques intrinseques & tout choix de schéma.

Ce dernier point nous ameéne & l'objectif du premier chapitre de la deuxiéme partie qui estde
simuler la caractérisation géométrique de neuf schémas classiques a partir des indicateurs de
géométrie définis dans les chapitres 2 et 5 de la premiere partie.

Par ailleurs, nous avons vu également que si deux schémas vérifient la propriété de symétrie
par permutation, la matrice de passage qui convertit I'un vers l'autre a la propriété de
symétrie centrale. Nous avons montré au chapitre 7, partie I, que I'on peut tirer avantage de
cette propriété pour réaliser une base compacte de schémas symétriques par permutation
codée a l'aide d'un noyau restreint de l'ensemble des matrices de passage reliant ces
schémas. Le codage proposé a l'avantage d'admettre un temps de réponse rapide pour
retrouver toutes les autres matrices caractéristiques associées qui ne sont pas directement
codées dans la base et d'éviter l'inversion de matrice.

Dans le deuxiéme chapitre de la deuxigme partie, on étudiera les relations explicites entre les
sommets des deux polygones caractéristiques respectifs associés & un méme arc de courbe
par deux schémas quelconques faisant partie de la base de six schémas cubiques classiques

(cf. §3, chapitre 7, partie I). On y étudiera également les relations explicites entre les:

fonctions de lissage respectives des deux schémas. Une telle étude permet de cerner les

qualités relatives de deux représentations équivalentes d'un méme arc de courbe.

Le chapitre 3 de la deuxime partie se proposera de définir Jes algorithmes de codage et de
décodage de la base de ces six schémas cubiques classiques, avec I'analyse de complexité de
chacun des algorithmes proposés.

Enfin, il convient de souligner un prolongement théorique intéressant du modele de

dérivation exposé au chapitre 5, un prolongement qui donne une interprétation plus
analytique de l'opérateur G. Pour définir l'opérateur de dérivation paramétrique K, nous

avons simplement annulé toutes les composantes de la matrice binomiale sauf celles de $3.

premiére sur-diagonale. En remplagant la premitre sur-diagonale par la sur-diagonale de

rang k, on obtient un opérateur Ky qui conduit a :

w0
Ve

v.Ky = (A)

k!

Lorsque 1'on explicite cette derniére relation pour k=0, ..., n et on additionne d'un c6té
les membres de gauche et, de l'autre, les membres de droite, on obtient :

{9) (1) (k) {n)

n A\ Ve Vi Ve
v Q. Ki)= + + o+ SR — (B)
B=g 1} 1t k! n!
Comme par construction :
¢ K =G ©
k=0

et comme d'apres (3.23), on a v, G = v, ,,, il s'ensuit que G agit également comme un

opérateur de développement limité de Taylor pour v,,.. Puisque la matrice G est de

dimension (n+1 )x (n+1)et v,., estde degré n, le développement est exact dans ce cas.

Cependant, en se contentant de ne retenir que les sur-diagonales depuis la diagonale
principale jusqu'd celle de rang k, avec toutes les autres mises & zéro, on obtient précisément

l'opérateur de développement limité de Taylor & l'ordre ¥ pour v,,,. Cela, autour de la
valeur ¢, sik < n. Dans le cas contraire (k 2 n ), 'opérateur résultant fournit le
développement exact.

En ce sens, on peut dire que la matrice G simule un opérateur de développement limité de
Taylor pour les fonctions polynomiales uni-variables.
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CHAPITRE 1

Analyse automatique de courbes

Simulation sur neuf schémas classiques

Introduction

L'étude de dérivation de schémas exposée au chapitre 5, (Partie I) a confirmé I'hypothese
selon laquelle la matrice de lissage d'un schéma contient les renseignements géométriques
pertinents pour caractériser les courbes définies par le schéma. Ces renseignements sont
fournis par des paramétres que nous avons appelés indicateurs de géométrie. L'objet de ce
chapitre est de simuler la caractérisation antomatique d'un segment de courbe défini par un
schéma classique quelconque. Nous nous proposons d'effectuer cette simulation sur les huit
schémas cubiques quasi classiques présentés au chapitre 1 de la partie I auxquels nous
ajouterons une version modifiée du schéma de Hermite. La simulation va donc embrasser
les schémas suivants :

schéma algébrique [Timmer-80, p.25] [Lewis-81, p.361] ;
o schéma cubique de Ball [Ball-78, pp.181-182] [Bézier-77, pp.38-42] ;

e schéma cubique de Bernstein-Bézier [Newrman-79] [Faux-85, pp.129-137]
[Gasson-83, p.480] ;

o schéma de B-spline cubique {Catmull-78, p.351] ;

e schéma cubique de Hermite [Ball-78, p.181]{Faux-85, pp. 127-129,
205-210] [Mortenson-85, pp.35-361 ;

e version modifiée de Hermite cubique (2 préciser en §1.5.6.1 plus loin) ;

¢ schéma cubique d'Overhauser [Brewer-77, pp.132-137] [Bowyer-83,
pp.80-82] ;

s schéma cubique de Taylor [Lewis-81, 361] [Davis-65, pp.28,37-38] ;

o schéma cubique de Timmer [ Timmer-80, pp. 25-28].

Chaque schéma est supposé défini sur l'intervalle normalisé [0, 1]. La spécification de




chaque schéma comprend les quatre catégories suivantes de parameétres : ses fonctions de
lissage, ses matrices caractéristiques, ses vecteurs caractéristiques et les conditions ayy
bornes de son arc de courbe. Une fois la matrice de lissage spécifiée, tous les paramétres
caractéristiques s'en déduisent.

1.1. Fonctions de lissage
Elles sont présentées suivant les degrés croissants des mondmes t'. L'indice qui préfixe le

symbole ¢ rappelle d'une maniére évidente la désignation habituelle associée au schéma
dans la littérature. A titre d'exemple, les fonctions de lissage du schéma de Bernstein-Bézier

cubique sont désignées par pp;(t). Dans tous les cas, les fonctions de lissage ne font pas

partie de la caractérisation automatique. Nous les donnons pour étre complet et pour faciliter
toute vérification éventuelle des résultats par un calcul direct.

1.2. Matrices caractéristiques
Pour les besoins de la simulation, elles comprennent les matrices suivantes :

1: Lamatrice de lissage A du schéma dont la désignation suit la méme convention
que les fonctions de lissage, sauf que l'indice qui rappelle la désignation habituelle
postfixe le parameétre. Ainsi on écrit :

A

désignation

La matrice de lissage est la donnée de départ pour la simulation.
2:  Linverse de la matrice de lissage : A™".

3:  Les matrice IG® et 1G* (cf. (5.41) chap. 5 Partie I) dont la j ™ ligne
permet d'exprimer la dérivée d'ordre / respectivementent=0 ett=1I.

4: Lamatrice [A « R « A™'] pour qualifier le schéma par rapport  la propriété de
symétrie par permutation. On rappelle gu'un schéma vérifie la propriété de -
symétrie par permutation si et seulement si A « R & A" =D(-1) % G (cf.Théorgme
5.12, chap. 5, Partie I).  Dans le cas cubique, la matrice [D(-1) x G] est donnée

par:

Ann

D(-1) . G = A

avec .
1 11 1 1
-1 t 2 3
D(1) = e G = (B)
1 103
-1 0 1

tandis que R est la matrice de réflexion dont les composantes sont définies par :

R,

o= a0y pouri=0,1,...,3

1.3. Vecteurs caractéristiques

Il existe deux types de vecteurs caractéristiques. Le premier type est le vecteur colonne noté
rsv(A). Les composantes de celui-ci sont définies par :

3

sv(A); = (O A, )

j=0

pour i=0,1,.+3

Ce vecteur est confondu avec le vecteur (7 0 ... 0) lorsque le schéma vérifie la condition
de Cauchy (cf. Théoréme 5.11, chap. 5, Partie 1), ce qui veut dire simplement que la forme
de la courbe ne change pas lorsque les sommets du polygone caractéristique subissent, en
bloc, une transformation linéaire. '

Le deuxiéme type de vecteurs caractéristiques comprend les vecteurs suivants:
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o A"(0, %) (cf. Théoréme 5.10, chap.5, Partie I),

° csv(A")) (cf. (5.38) et (5.39), chap.5, Partie I).

Ceux-ci permettent de retrouver facilement les dérivées successives (j = 0,1, 2,3) dela
courbe en ses bornes. A"’(0, ) et csv(A‘'") sont respectivement identiques aux jiéme
vecteurs lignes de IG® et IG' (cf. Eq. 5.44, chap. 5, part. I). Pour cette raison, il n'est plug

necéssaire pour la suite de revenir explicitement aux paramdtres A (0, ) et csv(A')

employés jusquici a fin didatique pour faciliter le développement progressif du concept
d'indicateur de géométrie.

L'analyse d'une courbe  la valeur paramétrique o se fera désormais 2 I'aide de l'opérateur

1G® en tirant avantage de l'interprétation géométrique de l'exposant de G* : o traduit le pas
de translation paramétrique.

1.4. Conditions aux bornes de la courbe

Elles donnent les expressions explicites des C'(0yetdes C(1), avec j=0,...,3 :

CY(0) =IG°(j, %).P [cf. Eq. (5.44) chap. 5 Partie I]

C (1) =IG* G, «)1.P [¢f. Eq. (5.44) chap. 5 Partie ]

Ces expressions donnent les dérivées successives de la courbe en ses bornes. Elles facilitent
le calcul des conditions de raccordement des courbes composites.

Bien que les simulations proposées ne postent que sur des schémas cubiques, la démarche se
généralise aisément 2 un schéma de degré quelconque,

1.5. Simulations
En nous appuyant sur les paramétres caractéristiques étudiés ci-dessus, présentons
maintenant I'anlyse de chacun des schémas énumérés ci-dessus. Nous procédons schéma

par schéma.

1.5.1. Schéma algébrique (Al

Fonctions de lissage
aPolt) = 1
as) =t
aPe(t) = tf
agpst) = (&

Matrice de lissage

Inverse de Ia matrice de lissage

A:li =AAI

Matrices [G s« Ay ] et [A,, « R« AD}]

1 1 1 1
1 2 3
G*A =
Al 3
0 1

aan

A

A

o -
1 xRy AAI -




De toute évidence, G x A,, =G. Puisque IG'=diag(l 1 2 6)+« G » A, on obtient :

G < 1 2 3
Al N

2 6

0 6

D'autre part, A, =I, IG'=diag(l 1 2 6). Parconséquent:

11 convient de remarquer que A, « R « AL} =

Symétrie par permutation par rapporta t et I-¢
Etant donné que A, « R« AL} #D(-1) « G (cf. (A), §1.2 ci-dessus), on voit que le schéma

algébrique ne vérifie pas cette propriété.

Condition de Cauchy

La somme des composantes de vecteurs lignes de A, donne le vecteur caractéristique :

sv(Ayn)="(1 1 1 21 0 0 0)

La forme de la courbe est donc sensible aux transformations linéaires du polygone

caractéristique.

Conditions aux bornes de la courbe

Ent =0, il suffit de multiplier , JG° par P pour obtenir :

Cc =P,
CcY(0) =P,
C'®'(0) = 2P,
C™*(0) = 6P,

Ent =1, il suffit de multiplier ,,JG* par P pour obtenir :

C(l) =P, + P, + P, + Py
C'Y(1) =P, + 2P, + 3Py
C®' (1) =2P, + 6P,
C? (1) = 6P,

1.5.2. Schéma de Ball cubique (Bz)
Fonctions de lissage

RaWolt) = 1 - 2t + tF
BaP1(t) = 2t = 4t + 2¢°
paPe(t) = 2t - 28
pa?s(t) = t?

Matrice de lissage et son inverse

-

1 0 0 ¢
2 2 0 0
A = AT
Ba 1 -4 2 1 Ba
0 2 -2 0

247
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Matrices [G « Ag,] et [ Ag, + R x A, ']

0 0 0 1 11 1 1
0 0 -2 2 1 -2 3 i

G A ARy AL = 3
1 2 -4 1 % = 1 3 =
0 2 -2 0 0 -1

1G° 2 2 0 0

et:

BIGL 0 0 -2 2 J
a

"

Symétrie par permutation par rapporta ¢ et /-1
Etant donné que A, # R % Al =D G (cf. (A), §1.2 ci-dessus), on voit que le

schéma de Ball cubique vérifie cette propriété.

Condition de Cauchy

La somme des composantes de vecteurs lignes de A donne le vecteur caractéristique :

1sv( Ao )="(1 0 0 0)

La forme de la courbe du schéma de Ball cubique est invariante par rapport aux

LYE]

transformations linéaires du polygone caractéristique.

Conditions aux bornes de la courbe

Ent =0 :il suffit de multiplier 5 ¥G par P pour obtenir :

CO) =P,
C ) =2, - P)

C®(0)=2(P, - 4P, + 2P, + P;)

CP0) =12(P, - P,)

Ent=I: il suffit de multiplier p JG* par P pour obtenir :

C{l) =P,
C(ty=2(; - P,)

C®(1) =2(P, + 2P, - 4P, + P;)

C¥(1) =12, - P,)

1.5.3. Schéma de Bernstein-Bézier cubique (Bé)

Fonctions de lissage

Bede (= - t)°
Be®: (1) = 3t = 1)
pePe (0= 38301 - 1)’

Bé“p3 (t) = tJ

Matrice de lissage et son inverse

r
i 0 0
g8 3 0
A _
B¢ T
3 -6 3
I =3 3

4l

3t o+ 3t - t°

3t - 6% + 3t°

B8 e B

Al
B¢

13

2/3

13




Matrices [G « Apg) et [Age « R # AB(‘,_X] g i " Laforme de la courbe du schéma de Bernstein-Bézier cubique est invariante par rapport aux
transformations linéaires du polygone caractéristique.

o
<
<
—

—
—

Conditions aux bornes de la courbe

<
(=3
w
w
—
[+
’
w

Ent=0 : ilsuffit de multiplier G’ par P pour obtenir :

G. A = A 4Ry A7 =
* Tpe 0 3 -6 3 B¢ B¢ {3
13 -3 1 0 1 CO =Pk
C(0) =3(P, - P,)
(2) ;o
En prémultipliant A, et G x Aggpar diag(0 1 2 6),0n obtient respectivement : C*(0) =6(P, - 2P, + P;)
C*'(0) =6(-P, + 3P, - 3P, + P3)
[ 1 o o of
1 Ent=1 : il suffit de multiplier o IG* par P pour obtenir :
' 33 0 0
IG° =
= 6 -12 6 0
i C() =P,
i -6 18 -18 6- C“)(l) =3(P; - P;)
et . C'®¥(1) =6(P, - 2P, + P3)
oo e CV(1) =6(-Py + 3P, - 3P, + Py)
. 0 0 -3 3 :
Bél(’ = 1.5.4. Schéma de B-spline cubique (Bs)
ol R ® 1 Fonctions de lissage
6 18 -18 6
ssfalt) = 17601 - 3t + 3t -t)
1
sspa(t) = 1/6(4 - 6%+ 3tY)
Symétrie par permutation par rapporta ¢ et I -t pefa) = 1/6(1 + T 1)
Etant donné que Ap, « R x Ag =D(-1) %G (cf. (A), §1.2 ci-dessus), on voit que le selds(t) = 1/6¢3

schéma de Bemnstein-Bézier cubique vérifie cette propriété.
Matrice de lissage et son inverse

Condition de Cauchy 1
. . i 1 4 it 0 1 123 0
La somme des composantes de vecteurs lignes de Ap, donne le vecteur caractéristique :
1 3 0 3 0 10 -13 0
Ags=1/6 A=
1sv(Ag) ="(1 0 0 0) 1 36 3 0 s 1 123 0
-1 3 8 l 1 2 113 6




Matrices [G x Ag,] et [Ag, + R « ABs—l] Conditions aux bornes de la courbe

Ent=0 : il suffit de multiplier 5 ¥G° par P pour obtenir :

0 6 23 16 11 1 1
012 o 12 C() =1/6(P, + 4P, + P,)
Gx Ag, = T 3 2 1 L s
s - -1 = ! = -
Bm s Ra A . C*(0) = 1/2(P, - Po)
C*?(0) = (P, - 2P, +P,)
-6 12 <12 1S 0 -1 C™¥(0) =(-Py + 3P,- 3P, + Py)
. En prémultipliant Ap_et G x A par diag(0 1 2 6), on obtient respectivement : Ent=1 : il suffit de multiplier , IG" par P pour obtenir :
(1 4 1 0]
v 5 9 © CQ) =1/6(P, + 4P, + P;)
IG° =116 (1)
Bs C (1) =125 - P,)
6 -12 6 4] @
C* (1) =(P, - 2P, + Py)
o BelE 5 C (1) =(-P, + 3P, - 3P, + P,)
et ' 15.5. Schéma de Hermite cubique (He)
0 1 4 1 Fonctions de lissage [modéle dit "de Faux et Pratt” (Gasson-83, p.480]]
¢ -3 0 3
Bs[(;1 =1/6 ePolt) = 1 _ 32 4 23
0 6 -12 6
ey (t) = 37~ 2t?
(-6 18-18 6] | wepet) =t - 2t 4 ¢ (©)
neP3(t) = - G &
Symétrie par permutation par rapporta t et /-t 1
Etant donné que Ag, « R » Ap. =D + G (cf. (A), §1.2 ci-dessus), on voit que Ie ‘ Matrice de lissage et son inverse
' schéma de B-spline cubique vérifie cette propriété. |
1 0 0 0 ’V I 0 0 O-I
Condition de Cauchy ‘ A 0 0 1 0 - I 1 TR
- = A =
La somme des composantes de vecteurs lignes de Ap_ donne le vecteur caractéristique : 1 He He
i 3 3 2 1 0 1 0 0
1sv(Ag)="(1 0 0 0) 2 -2 1 1 o 1 2 3

La forme de la courbe du schéma de B-spline cubique est invariante par rapport aux |

transformations linéaires du polygone caractéristique. ‘

mam ]
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Matrices [G % A] et [Ay, + R « Ayl

0 1 0 0 0 1 2 3
0 0 0 1 1 1 1 1
= A R, At =
Gy AHe = J* Roe AL
8 -3 1 ) -3 -2 -8 -1
2 -2 1 1 2 1 5 7

1 0 0 0
0 0 1 0
IG° =
He
6 6 4 2
12 12 6 6
et: _
0 1 0 0
0 0 0 1
IG! =
He
6 -6 2 4
12 -12 6 6

Symétrie par permutation par rapporta ¢ et /-t
Etant donné que Ay, « R « AHC" #D(-1) « G (cf. (A), §1.2 ci-dessus), on voit que le

schéma de Hermite cubique ne vérifie pas cette propriété.

Condition de Cauchy

La somme des composantes de vecteurs lignes de Ay, donne le vecteur caracteristique :

rsv(Ag) =1 1 -3 2#'(1 0 0 0

La forme de la courbe est donc sensible aux transformations linéaires du polygone

caractéristique.

Al

Conditions aux bornes de la courbe

Ent=0 : il suffit de multiplier I_kIG" par P pour obtenir :

C(O) =P,
c'V(0) =P,
C®(0) =2(-3P, + 3P, - 2P, - P;)
C*'(0)=6(2P, - 2P, + P, + P;)

Ent=1 : il suffit de multiplier ; IG" par P pour obtenir :

C() =P,
CP (1) =P,
C®(1)=2(3P, - 3P, + P, + 2P;)
C¥(1) =6(2P, - 2P, + P, + P;)

1.5.6. Schéma modifié de Hermite cubique (mHe)

1.5.6.1 Préliminaire

Il existe, dans la littérature, plusieurs spécifications pour le schéma de Hermite cubique :
[Peters-74, p.263] [Faux-85, p.127] [Lewis-81, p.361] [Foley-82, p.517] [Gasson-83,
p.480]. Les différentes spécifications s'appuient sur un méme ensemble de fonctions de
lissage mais présentées dans un ordre différent. Aussi, l'interprétation géométrique attribuée
aux sommets du polygone caractéristique varie-t-elle selon le modele considéré [Forrest-80,
p.165].

Gasson dans [Gasson-83, p.480] a notamment relevé les deux modeles suivants :

° le modele dit ""de Sabin",

° le modele dit "de Faux et Pratt".
Nous prenons comme modgle standard le modele dit "de Faux et Pratt”, ceci pour nous
donner un point de repére, mais aussi pour des raisons de familiarité. En effet, c'est ce

modele que nous avons utilisé tout au long de cette étude pour vérifier nos hypothéses et nos
résultats théoriques.

I8N




Les fonctions de lissage du modele classique de Hermite cubique sont donc celles indiquées
en (C) ci-dessus. En remplacant ¢ par I - dans ces expressions, on obtient les relations

caractéristiques suivantes :

wePol 1=t = 49, (1)

wer(1-1) = 4ot

wePa( =) = = wps(t)

ne®a(1=t) = — uop(V) (D)

Exprimons-les sous une forme plus condensée comme suit :

be® (1-1) = 40 (D1 (E)

ou T est la matrice suivante :

0 1 0 0

1.0 0 0
fa =

0o 0 0 -1

Revenons  l'interprétation matricielle de . ® (t) dans les deux membres de (E) ci-dessus :
Vi Ay, - Ve Ay # T ®
Et comme v,_, = v, D(-1) % G, il s'ensuit que :

Ve DED G x Ay, = Vi Ap s T

D'oil la caractérisation spécifique suivante du modéle de Faux et Pratt :

Ay s T+ Ay =DCD#G ©

Au vu des relations (D) (ou de la matrice t) ci-dessus, lorsque l'on remplace ¢ par [ - ¢,
afin de conserver la forme de la courbe, il fuut, d'une part, permuter les deux sommets P, et
P, du polygone caractéristique, et de l'autre, remplacer P, par -P; et -P, par P;.
Autrement dit, le modele de Faux et Pratt est symétrique par permutation par rapporta ¢ et/
- t pour les deux premiers sommets et anti-symétrique pour les deux derniers. En termes de
conditions aux bornes, cela revient & permuter l'origine de la courbe avec son point terminal,
4 inverser le sens des tangentes aux bornes pour les permuter ensuite.

Partant du modele (C) ci-dessus, on définit les fonctions de lissage du schéma modifié
comme suit :

metfall) = = wopa(t)
wePs) = e (t)
mePe(l) = 4ee(t)
mieP3(t) = heps(t) (H)

Par construction, les .0, () vérifient les relations suivantes :

aePi (1) = mePs-i(1-1) pour 1=0,1, -+, 3 @

Au sens de la Définition 5.1 du chapitre 5, Partie 1, le schéma correspondant vérifie la
propriété de symétrie par permutation par rapportat etl - 1.

Les relations (H) peuvent s'écrire aussi comme suit :

e @) = 4 0 T (K)

ol lamatrice T se définit par :

0 0 1 4]
0 1 0 0

T=
-1 0 0 0




Comme T se décompose de la fagon suivante :

i 0 0 0 0 1 0
0 1 ] 0 0 1 0 0
T =
0o 0 -1 0 1 0 0 0
0 0 0 1 0 0 0 1
nous dirons que c'est une matrice de permutation "signée”. Exprimée en fonction des

matrices de lissage, la relation (K) prend la forme matricielle suivante :
AmHe = AHn *T (L)

tandis qu'en vertu du Théoréme 5.12, chapire 5, Partie 1, les relations (J) se traduisent par :

Ao xRxAne  =D(1):G M)

Remarques

- 1 convient de noter, & propos de (L), que la matrice T et son inverse permettent la
conversion entre le modele de Faux et Pratt et le modéle modifié. En incorporant
le schéma modifié dans une base des schémas ayant Ja propriété de symétrie par
permutation au sens de la Définition 5.1, chapitre 5, Partiel, on peut donc
retrouver facilement le modéle de Faux et Pratt du schéma de Hermite cubique.

Ce fait sera utilisé dans le chapitre 3 de la Partie I1.

- On vérifie par un calcul direct que les matrices R, T et T sont liées par la relation

suivante :

Ts«t+T' =-R (N)

1.5.6.2 Analyse du schéma modifié de Hermite cubique
Donnons maintenant la spécification explicite du schéma modifié de Hermite cubique suivant
la méme démarche que pour les autres schémas.

Fonctions de lissage

mePolt) = - U+ 2t -
mte0 () = 3% - 2t
mieP2t) = - 3t + 287
miePs(t) = -2+t

Matrice de lissage et son inverse

0 0 1 0 0 -1 0 0
-1 0 0 0 1 1 1 1
AmHe = A_miHe =
2 3 -3 -1 1 0 0 0
1 -2 2 I 0 1 2 3

<
o
<

t

'
—
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G * AmHe = AnHex R 4 AmHe=

'
—
'
w
w
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et:

0 1 0 0 =
¢ 0 0 1
IG* =
mHe
2] 6 6 4

Symétrie par permutation par rapporta ¢ et /-t

mHe

Etant donné que A +RxA ' =D(-1) « G (cf. (A), §1.2 ci-dessus), on voit que le

mHe

schéma modifié de Hermite cubique vérifie cette propriété.

Condition de Cauchy

La somme des composantes de vecteurs lignes de A, donne le vecteur caractéristique :

V(A ) =" -1 1 #1000

La forme de la courbe du schéma modifié de Hermite cubique est sensible aux
transformations linéaires du polygone caractéristique.

Conditions aux bornes de la courbe

Enr=0 : il suffit de multiplier chIGa par P pour obtenir :

CO) =P,
cCY) =-P,
C®(0) =2(2P, + 3P, - 3P, - P;)
C*(0) =6(-P, - 2P, + 2P, + P;)

-y

Enr=1 : ilsuffitde multiplierchlL:.1 par P pour obtenir :
C(1) =P,

Cm(l) i)

C¥(1) =2(-P, - 3P, + 3P, + 2Py)

C¥ (1) =6(-P, - 2P, + 2P, + Py)

1.5.7. Schéma cubique d'Overhauser (Ov)

Fonctions de lissage
ool () = - 172t +t° - 172t
oW () =1 - 5/2t% +3/72¢3
sePa(t) = 172t +2t% - 37287
oPs () = —- 172t + 17280

Matrice de lissage et son inverse

0 1 0 0 1 -1
12 0 12 0 = 1 0
AOV = AOv =
1 52 2 -2 1 1
-2 32 32 12 1 2

Matrices [G « Ag,] et [Ag, « R x Ay, ™' ]

0 0 1 0 1
0 1/2 0 12 ~1 -1
Gy Agy = Aoy xRxA oy =
-172 2 52 1
AR 3 ap 0

En prémultipliant A, et G « A, par diag(0 1 2 6), on obtient respectivement :

0 1 0 0
6o -172 0 12 0
3% =
Ov
2 -5 4 -1




et:

0 0 1 0

G| 0w 0w
Ov

1 4 -5 2

-3 9 -9 3

Symétrie par permutation par rapporta ¢ et I -t

Etant donné que Ag, » R + AOV'1 =D(-1) « G (cf. (A), §1.2 ci-dessus), on voit que le

schéma cubique d'Overhauser vérifie cette propriété.

Condition de Cauchy

La somme des composantes de vecteurs lignes de A, donne le vecteur caractéristique :

rsv(Ag,) =1 0 0 0)

La forme de la courbe du schéma cubique d'Overhauser est invariante par rapport aux

transformations linéaires du polygone caractéristique.

Conditions aux bornes de la courbe

Ent=0

Ent=1

: il suffit de multiplier vIG° par P pour obtenir :

C) =P,
CP O =172, - P,)

C®(0) =(2P, - 5P, + 4P, - Py)
C¥(0) =3(-Py + 3P,- 3P, + Py)

: il suffit de multiplier  iG" par P pour obtenir :

1y =P,
CV(1) =1/20P, - P)

C®(1) =(-P, + 4P, - 5P, + 2P;)
C¥'(1) =3(-P, + 3P,- 3P,+ Py)

1.5.8. Schéma de Taylor cubique (Tay)
Fonctions de lissage

rayPolt) = 1
ragpit) =t
ragP2(t) = 172t
Tayf3() = 1/68°

Matrice de lissage et son inverse

ATy = Amgy =

1/6

Matrices [G x Aq, ] et [ Ay, « Rx Ap ']

1 112 16

1 1 1/2 =
AT, R ;A =
G. ATey = By * * ATay
172 12 12
0 s 16

En prémultipliant Ar,y et G« Ap, par diag(0 1 2 6), on obtient respectivernent :




et:
1 1 12 16

G - 1 1 12
Tay

1 1

0 1

Symétrie par permutation par rapporta ¢ er I-1
Etant donné que ATay * R x ATay—l #D(-1) « G (cf. (A), §1.2 ci-dessus), on voit que le

schéma de Taylor cubique ne vérifie pas cette propriété.

Condition de Cauchy

La somme des composantes de vecteurs lignes de Ar,, donne le vecteur caractéristique :

1sv(Ag)="(1 1 12 1/6)#'(1 0 0 0)

La forme de la courbe est donc sensible aux transformations linéaires du polygone

caractéristique.

Conditions aux bornes de courbes canoniques

Ent=0 : il suffit de multiplier TayIG" par P pour obtenir :

C) =P,
) =P,
c®) =P,
Cc*0) =P,

Ent=1 : ilsuffitde multip]ierTayIG’ par P pour obtenir :
C(1) =P, + P, + 1/2P, + 1/6P;
C'V'(1) =P, + P, + 1/2P;
C?(1) =P, + P,
C(1) =P,

Slilieg cite s e ) e

1.5.9. Schéma de Timmer cubique (Tim)

Fonctions de lissage
ety = 1 = 4t +5t% - 27
9 (t) = 4t - 8t® + 4t®
TinPat) = 4t% - 4t
Trds(t) = -t 4 2t
Matrice de lissage et son inverse
1 0 0 0 1 0 0
-4 4 0 0 = 1 14 0
ATym = Afim =
5 -8 4 1 1 34 12
2 4 -4 2 11

Matrices [G  Aq;, ] et [A, » R Ag -]

0 0 0 1 11 1
0 0 -4 4 B} 1 2
Gx*x A = ¢
Tim Amimx Ry Aqp =
-1 4 -8 5 1

-12 24 24 12

260
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et:
0 0 0 1
0 0 -4 4
IG! =
=
m 2 8 -16 10
42 2% -2 12

Symétrie par permutation par rapporta ¢ et /-t
Etant donné que Ap R * ATim'1 =D(-1) % G (cf. (A), §1.2 ci-dessus), on voit que le

schéma cubique de Timmer vérifie cette propriété.

Condition de Cauchy

La somme des composantes de vecteurs lignes de A, donne le vecteur caractéristique :

sv(Ap ) ="(1 0 0 0

La forme de la courbe du schéma de Timmer cubique est invariante par rapport aux
transformations linéaires du polygone caractéristique.

Conditions aux bornes de la courbe
Ent=0: il suffit de multiplier ; IG® par P pour obtenir :
CO) =P,
C(0) =4(P, - Py)
C®©0) =2(5P, - 8P, + 4P, - Py)
C*(0) =12(-P, + 2P, - 2P, + Py)
Ent=1 : ilsuffit de multiplier 1, IG' par P pour obtenir :
C(ly =P,
C'V'(1) =4(P; - Py
C¥(1) =2-P, + 4P, - 8P, + 5Py)
C¥(1) =12(-P, + 2P, - 2P, + Py)

Discussion

Les simulations précédentes montrent que, muni de 'opérateur IG* avec ore{0, 1}, il est
mathématiquement possible qu'un systéme automatique puisse caractériser la géométrie
d'une courbe canonique en ses bornes, quel que soit le schéma considéré. Au vu de

1'équation (5.42), oi peut aller plus loin car en laissant le paramétre & prendre une valeur
quelconque dans l'intervalle normalisé, on obtient I'analyse locale de la courbe au point
C(«). Nous illustrerons ce dernier point, dans la suite, dans le cas de trois schémas cubiques
avec l'étude de leurs courbes canoniques respectives au point caractéristique C(1/2). On sait
que ce point, appelé "shoulder point” en anglais, se wouve toujours dans le plan médian
défini par I'ensemble de couples de points déterminés par les deux vecteurs tangentes C*(0)

et C“’(]) [Boehm-82, p.214]. Comme l'a souligné Boéhm, ce point permet de controler et
corriger la forme de courbes cubiques.

D'autre part, le vecteur caractéristique rsv(A) permet d'identifier les schémas dont les
courbes canoniques sont invariantes par rapport aux transformations linéaires des sommets

du polygone caractéristique tandis que la relation matricielle A « R « A ™'= D(-1} « G permet
polyg q 1

d'identifier les schéma ayant la propriété de symétrie par permutation par rapporta ¢ et 7 - 1.

1.6. Interprétations géométriques classiques des schémas étudiés
Nous résumons dans le tableau A les principaux traits de chacun des neuf schémas étudiés
notamment par rapport i la propriété de symétrie par permutation,  la condition de Cauchy

et 2 l'expression des € (i) pouri etj {0, 1}.

Ce tableau est intéressant a plus d'un titre. Premigrement, il permet de retrouver facilement
l'interprétation géométrique immédiate a attribuer aux sommets du polygone caractéristique.

(P2

En effet, les quatre contraintes géométriques C (i) avec i etj {0, 1} suffisent pour

spécifier une courbe cubique. Ce probléme revient simplement & trouver les quatre £, qui
répondent A ces contraintes, en résolvant un systéme linéaire obtenu en égalant
respectivement a C(0}, C(1), C**’(0) eta C*’(1) i l'expression correspondante de la

quatridme, cinquiéme, sixieme et septidme colonne du tableau pour le schéma considéré.

(%)
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Tableau A : Traits fondamentaux des neuf schémas paramétriques.

Symétrie  Cauchy  C(0) c(l) c0) )
3 3
Al non non P, ;’Pi P, ‘Zoi.Pi
Ba oui ou P, Py 2(P, - P 2(P; - P,)
Bé oui ou P, Py 3(P, -Py) 3(P;-P,)
Bs oui oui 1/6(P,+4P, 1/6(P,+4P, 1/2(P, - Pg) 12(P; - P,)
+P;) +P;)
A He non non P, P, P, P,
! | mHe oui non P, P, -P, Py
i Ov oui oul P, P, 1/2(P; - Po) 1/2(Ps-Py)
| Tay non non P, ii(l/i!)P. P, ii(l/(i-l)!)l’a
Tim oui oui P, Py 4(P, - Py) 4(P5 - Py)

Considérons 2 titre d'exemple le schéma cubique de Bernstein-Bézier. Pour retrouver
l'interprétation géométrique de ce schéma, il suffit de poser et résoudre pour P = YP, P, P

P;) le systéme linéaire suivant :

P, =C®O)

? p, =C(l)
3(P, - Po) =CV(0)
3(Py - P,) =C™*'(D)

Ainsi, apres calcul, on obtient :
P="C(0), CO)+13C"©), C1) -13CH 1), C1y

La signification géométrique des sommets successifs du polygone caractéristique est ¢évidente.

e

i st sualG el

Par un procédé analogue, on retrouve facilement l'interprétation géométrique usuelle de chacun
des huit autres schémas, le systtme linéaire analogue étant obtenu simplemment 2 partir de ce
tableau.

Le second intérét de ce tableau est qu'il permet de relever les traits qui rapprochent les
différents schémas. Atinsi, par exemple, on voit que le schéma de Ball, de Bernstein-Bézier
et de Timmer se ressemblent étroitement sur les points suivants :

1. les trois vérifient la propriété de symétrie par permutation par rapport
at etal-t ;

2. laforme de leurs courbes canoniques est invariante par rapport aux
transformations linéaires des sommets de leurs polygones caractéristiques ;

3. dans les trois cas, la courbe commence au premier sommet du
polygone caractéristique et se termine au dernier :

C@) =P, et C(1) =P,

4. dans chaque cas, la courbe est tangente au premier et au
dernier ¢bté du polygone caractéristique :

CV©@=pP,-P) et CYA)=u;-P,)

avec !

u=2 pour Ball,

u=3 pour Bernstein-Bézier et
u=4

pour Timmer.

L'analyse des courbes canoniques en ¢ = 1/2 met d'avantage en évidence la ressemblance
entre ces rois schémas, comme le montre le tableau B ci-dessous.




Tableau B : Analyse comparée des schémas de Ball (Ba), de Bernstein-Bézier (Bé)
et de Timmer (Tim)ent = 1/2.

Schéma  C(1/2) c 1) c@(1n) )
Ba 1/4(Po +P3) + (Ps-Py) + 2Py - Py -Po+Py)  12(P,-Py)
14( (P, +P2) 5/4 (P, - Py)
Bé 1/8(P, +Py) + 3/8(Ps -Po) + 3(P,- P, -P,+Py) 6(P; - Po) +
3/8(P, +P.) 158(P; - Py) 18(P; - Py)
Tim  1/2(P, +P,) S14Ps-P) +  4(Po- P -Pp+Py) 125 -Po) +
5/2(P, - Py) 24(P, - Py)

Les parametres C “’(1/2),j=0,1,2,3, sont calculés 2 I'aide de l'opérateur 1G'/2,

Calculée suivant I'équation (3.17) du chapitre 3, Partie I, la matrice GY? dans le cas

cubique vaut :

GIIE

Développons le calcul de 1G*2 seulement dans le cas de Ball. Calculons en premier Ja matrice

[GUZ* Asd:
o w10 o
ooz 2 o
GVia A=
o o 1 o3l -4 2
o o 1|lo 2 -2

Are

Nous obtenons :
14 14 14 14

G2« AB: -1 -54 54 1

Ensuite, pré-multiplions [G*/%« A;.] par diag(1 1 2 6) pour obtenir:

1/4 14 1/4 1/4

172
2 7 @2 2
0 12 -12 0
Explicitons enfin les € “’(1/2) comme suit (en multipliant 5, IG"* parP):

CO(1/2) =1/4@, + P;) + 1/4(P, + P,)
C(1/2) =Py - Py + 5/4(P, - P)
C?(1/2) =20P, - P, - P, + P3)
C¥@2) =120, - P,)

Revenons maintenant aux trois schémas. 1l resort du tableau B une paramétrisation similaire

)

des expressions de C"/’(1/2) pour ces trois schémas. On observe notamment que :

pourj=0:

C(1/2) =0, (Po+P3) + 0o (P, +P;)
avec:

p,=p.=1/4 pour Ball,

0. =1/8 et p,=3/8 pour Bernstein-Bézier,




=0 et p,=122 pour Timmer ;

pourj=1:
C(1/2) =2, (Py - P,) + X, (P, - P,)
avec:
A=1 et A,=5/4 pour Ball,
A=3/8 et A,=15/8 pour Bernstein-Bézier,
A=-1/4 et A,=572 pour Timmer ;
pourj=2:
C'®12)=u@, - P,- P, + P;)
avec:
L=2 pour Ball,
p=3 pour Bernstein-Bézier,
u=4 pour Timmer ;
pourj=3:
CV2) = u(Ps - P + Lz (P, - Py)
avec:

=0 et ;=12 pourBall,
g, = et L, =18 pour Bemnstein-Bézier,

t,=12 et {,=24 pour Timmer.

Dans le cas de Timmer, du fait que C(1/2) = 1/2(P, + P,), la courbe passe par le milieu du
deuxiéme cbté du polygone caractéristique, ce qui n'est pas le cas pour les deux autres
[Boghm-82, p.204]. Puisque la courbe est aussi tangente en ses extrémités aux deux autres
cBtés du polygone caractéristique, elle se racolle mieux au polygone caractéristique défini par
les sommet de Timmer que ceux définis par les sommets de Bernstein-Bézier et de Ball. De ce
fait, le schéma de Timmer permet une esquisse plus rapide des courbes paramétriques cubiques
[Timmer-80, p.26] [(Boéhm-82, p.214] .

Toutefois, le schéma cubique de Bernstein-Bézier est généralement préféré pour les
nombreuses propriétés intéressantes que possédent ses fonctions de lissage [idem].
Notamment parce qu'il permet de traduire avec des paramétres simples les idées du

styliste-projecteur.

Quant au schéma de Ball, il permet de tracer des coniques, i.¢., des paraboles [idem]. En
effet, les deux fonctions de lissage 5,1, (1) et 5,4, () sont les seules & contenir de termes

cubiques qui, de plus, sont opposés. En choisissant P,= P, conduit par conséquent A une

cubique dégénerée en conique. D'autre part, le point s = C(1/2) se trouve toujours 2

mi-distance entre le milieu m de la corde P,P; et celui du deuxitme coté du polygone
caractéristique. Ces trois point sont toujours colinéaires.

Nous n'avons pas la prétention d'effectuer une comparaison exhaustive des neuf schémas
entre eux. L'idée ici est diillustrer I'intérét pratique des outils théoriques présentés dans la
premiere partie de cette étude. Par ailleurs, exception faite aux schémas de Taylor,
d'Overhauser et de Hermite modifi¢, on trouve dans [Boghm-82] une étude approfondie
consacré & ces schémas, avec des généralisations aux schémas rationnels.

Conclusion
Pour un schéma arbitraire {A, [0, 1]} dorné, les lignes successives des deux matrices
associées :

IG° =diag0! 1! 2 .. n)«A et IG'=diag(0! 11 2! ... n)x G+ A

permettent de spécifier les conditions géométriques aux extrémités de son arc de courbe.
Leur forme généralisée IG* = diag(0! 1! 2! ... n!) » G* x A permet de conduire I'analyse

analogue 2 toute autre point paramétrique o .

La propriété de symétrie par permutation par rapport & ¢ et I -t équivaut 2 la relation
matricielle suivante vérifiée par la matrice de lissage A :

AsR«A" =D G

L'invariance de la forme d'une courbe canonique par rapport aux transformations linéaires
des sommets de son polygone caractéristique se caractérise par la relation suivante :

rsv(A) ='(1,0,...,0)

IR




avec

n
tsv(A), =(Q A ) pouri=0,1,...n
j=0
Ce sont ces trois résultats théoriques, établis notamment au chapitre 5, Partie I, qui
permettent a caractéreisation automatique des neuf schémas étudiés, le procédé pouvant étre
généralisé A tout autre schéma. Le résultat ainsi obtenue peut servir d'un point de départ pour
une étude comparée de schémas.

Dans une base de schémas, ces mémes résultats permettraient également de caractériser les

schémas y représentés et de déterminer les conditions de raccordement aux jonctions de
courbes composites selon l'ordre de continuité souhaité.

Enfin, l'opérateur IG™ permet de s'affranchir de Ia spécificité des schémas & analyser.
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CHAPITRE 2
Relations de passage : Base de six schémas cubiques

Introduction

Nous présentons dans ce chapitre les relations explicites reliant les parameétres
caractéristiques (au sens du chapitre 7, partie I, §3) des schémas inclus dans la base des
schémas cubiques proposée au chapitre 7, partie I  Les deux relations suivantes de passage

président a leur calcul :
P () = My, o3, )P, i=01..,3
995 () =n @ () Mg, nlx, 1) 70 s 8

Dans chaque cas la matrice de passage My, est la donnée de départ. Toutefois, pour
faciliter les vérifications éventuelles, nous préciserons également :

a. linverse de la matrice de lissage du schéma héte (A, ");

b. la matrice de lissage du schéma initial (A ) ;

¢. les fonctions de lissage du schéma hote (,p; (1)) et du schéma initial (g4; (t)).
11 est vrai que des paramétres tels que les fonctions de lissage, par exemple, sont déja donnés
dans les chapitres 1 de la partie I et II. Cette redondance nous parait cependant nécessaire

pour limiter les fréquents retours en arriére.

1. Conversion vers Ball Cubique

Schéma hote : Schéma de Ball cubique (Ba).

i Inverse de sa matrice de lissage :
0 0 0
1 12 0 0
A=
B 112 02

N




(It Lb.
L
i
It
1
i
(i
f
B L1
ol LLL
{8
1
. |
=t
i 112
|
. 1.1.3.

Fonctions de lissage de Bail cubique (Ba) :

_ B 2
BaLp‘,(t) =1 2t + t

pafu() = 2t - 4% + 2t°
pa¥2(t) = 7t8 = 2t?
pa?s(t) = t*

Schéma initial : schéma de Bernstein-Bézier cubique (B€):

Matrice de lissage de Bernstein-Bézier cubique :

1 0 0 0

3 3 0 0
ABé =

3 -6 30

13 3 1

Fonctions de lissage de Bernstein-Bézier cubique :

B =1 -3t +3t% - ¢
Be0s() = 3t-6t% +3t°
e = .
pePst) = 3

Matrice de passage My, .p.=Ap 4 A

-2 32 0 0
MBé—>Ba =

0 0 32 -112

A

1.2,
1.2.1.

Sommets de Ball exprimés en fonction de sommets de Bézier : P, =M
Les lignes de la matrice de passage aidant, on obtient :

Py (0) = Pp0)

Pp (1) = -172Pg(0) + 3/2P, (1)

Pp,(2) = 32P5(2) - 1/2P,.(3)

Pp,(3) = Pg(d)

On peut arranger ces expressions de la manigre suivante pour suggérer une

méthode de construction  géométrique :
Py, (@) = Pp0)

Pa L) = 32IP5 (1) - Pyath] + Pyy(0)
PBE(Z) = 3/2IP}3C(2) - ch[’%)l + PBL,(?’)
Pp,(3) = Pg(3)

Fonctions de lissage de Bernstein-Bézier exprimées dans la base de Ball :

QBé(t) = q)Bu(t) MBé—)B:l

Les colonnes de la matrice de passage aidant, on obtient :

BePo(t) = g 0ol) - 12, 4 1)
a1 (V) = 320, (1)

peP2(t) = 3/2 50, (1)

P50 = = 1/2 50, (1) + oD

Schéma initial : schéma de B-spline cubique (Bs)

Matrice de lissage de B-splinc cubique Ay, :

(1410

30 3 0
Ans=1/6

a0 3 0

‘-I 33 1

Bé—>Ba



1.2.2.

:: 1.2.3.

1.24.

1.2.5.

Fonctions de lissage de B-spline cubique :

BPa(t) = 176(1 = 3t + 3t* - %)

g1t = 1/6(4 - 6t° + 3t)
g Pe(t) = 1/76(1 + 3t + 3t° - 3t%)
p0s(t) = 1/6t°

=t

Matrice de passage M, . =Apg, % Ajp:

~
oe
~
(=]

MBs—->Ba = 1n2

o
w
oo
.
—

<
5]
oo
L8]

Sommets de Ball exprimés en fonction de sommets de B-spline cubique :

P

PBa = MBs—>Ba Bs

Pp0) = U6[Pg0) + 4Py(l) + Py )]
Pp(l) = 1/12[-Pg(0) + 8P (1) + 5Pp2)]
Py, (2) = 1/12[5P5 (1) + 8P, (2) * Pg(3)]
Pp(3) = U6[Py(l) + 4Pp(2) + Pp(3)]

Fonctions de lissage de B-spline cubique exprimées dans la base de Ball :

O (= Qp (OMp_ g,

Les colonnes de la matrice de passage aidant, on obtient :
Bskpo(t) = 1122 Ba\“o(t) - Bd%(t)]
g0 = V120800 + 8500 + 5p,0() + 25,95(1)]

¥t = V1225 0o+  5p0:(1) + 85,02() + 8pp5(t)]

1.3.
1.3.1.

1.3.3.

1.34.

Bswl(t) = 1/12['3,1@2(0 & zBa\%(UJ

Schéma initial : schéma de Hermite cubique (He)
Matrice de lissage de Hermite cubique :

—
L=}
<o
=]

<
<
—_
=]

He

w
w
‘
2
«
—

[+
[~

Fonctions de lissage de Hermite cubique :

mPot) =1 = 3P4 2t
ge0:(t) = 38 - 2t?
g =t -2ttt
gt = -t U

Matrice de passage My, p = A p "' A

MHc—>Ba = n

Sommets de Ball exprimés en fonction de sommets de Hermite cubique :

pBa = MHc——>Ba PHc

Pg,(0) = Pp(0)
Pp(l) = Pp(0) + 12P,(2)

n



LA

A

Pl

—=mae

-

i
¢

1.3.5.

14,
1.4.1.

1.4.2.

1

Pp,@ = Py(D) - 2P, (3)

Pp,(3) = Pyl

Fonctions de lissage de Hermite cubique exprimées dans la base de Ball :

b = &5, (O My, _p,

Les colonnes de la matrice de passage aidant, on obtient :

He%(t) = gadolt) + ppi(D)
Heq;t(t) = Ba"P2<t) + Balp:‘(t)
w920 = 12,0,

He'{);(t) = 1/2 Ba‘pz(t)

Schéma initial : schéma de Hermite cubique modifié (mHe)
Matrice de lissage de Hermite cubique modifié :

Fonctions de lissage de Hermite cubique modifié :

pEePe)= -t + 28 -t

(D)= 3P - 2t?
=1 - 3%+ 2t
mHqu:(t): U &

el

1.4.3.

1.4.4.

14.5.

Matrice de passage M . op. =Ap, v A

0 0 2 0

10 2 0
Mute—sBa = 12

0 2 0 -1

0 2 0 0

Sommets de Ball exprimés en fonction de sommets de Hermite modifié :
Pp,=M P

‘mHe—>Ba * mHe

Pp 0 = P
Ppo) = -12P 0+ P, (2)
P = P () - 12P .03
Pp(3) = Pyl

1t

Fonctions de lissage de Hermite cubique modifié exprimées dans la base de Ball :

mHe—>Ba

<pm1-le('o E <1>Baot) M

Les colonnes de la matrice de passage aidant, on obtient :

mHeLpo(t) - 172 0.0

L{Jl(t) = Bﬂle(t) o Bﬂ\U](t)

mHe

Polt) = BaLDn(t) + EHlDt(t)

mHe

mie?3(0) = - 1/25,9,(0

A




1.5. Schéma initial : schéma d'Overhauser cubique (Ov) 1.5.5.  Fonctions de lissage d'Overhauser cubique exprimées dans la base de Ball :

1.5.1.  Matrice de lissage d'Overhauser cubique :

O, =0, WMy, _.p,
0 2 0 0
- Les colonnes de la matrice de passage aidant, on obtient :
-1 0 1 0
Aoy =12 Sars |
2 -5 4 -1 : y Ovlpo(t) =.1/4 BaLpl(t)
1 3 2 1 __ o) = p0e® 4 a0+ Udp ()
1.5.2.  Fonctions de lissage d'Overhauser cubique : K '_ o) = Vg0 t) + gyt + 55t
4
{ 0¥ = - 14 5,0,()
| oot = - 12ttt - g2t ;
. o 0:(t) =1 - s/t o+ 328
| 5 . 1.6. Schéma initial : schéma deTimmer cubique (Tim)
.:l oV = EER - 1.6.1. Matrice de lissage de Timmer cubique :
oyt = /AN Vi &
1 0 0 0
153  Matrice de passage My, p. =Ap s Aq ¢
4 40 0
| ATim
0 4 0 0 5 -8 4 -1
1 4 1 o0 2 4 4 2
Moy_5Ba = 1/4
0 1 4 -1 |
| !
‘ 00 4 0 ? 1.6.2.  Fonctions de lissage de Timmer cubique:
| |
‘ 1.54.  Sommets de Ball exprimés en fonction de sommets d'Overhauser : | TmPe(t) = 1 - 4t + St* - 2t
' | im
PBu = MOV—>Ba l)Ov I 2 3
RGE 4t - 8t% + 4t
Pa® =Pou() | Timfe(®) = att - 4t
Pp,(1) =- /4Py 0)+ Po,(1)+ /4Py (2) =P, (1) + 1/4 [Pg,(2) - Py (0)] f . R

Pp@) =1/4Py (1) + P (2) - /4Py, (3) =Py, @) - V4 [Py,3) - Po, (1]

Pp,(3) =Po,(2)

211 278




1.6.3.

1.6.5.

Matrice de passage My, .5, =A Ba_l x Agy!

MTim——>Ba =

Sommets de Ball exprimés en fonction de sommets de Timmer :
Pg. =M opa Prim
Py, (0) =Pp, (0)
Pp (1) =-Pp (0)+ 2Py (1) =Pp (0) +2[Pr; (1) - Py (0)]
Pp(2) =Py (2) - P (3) = P (3) - 2[Pyy,(3) - Pryp(2)]
Pp.(3) =Pp (3)

Fonctions de lissage de Timmer cubique exprimées dans la base de Ball :

D=0 Ba(t) M

Tim—>Ba

Les colonnes de la matrice de passage aidant, on obtient :

TimPo(t) = 0ot - g0 (V)
'I‘i.m"pl(t) = 2BalP1(t)
Tim%(t) = ZBa‘Pe(t>

w;(t) = 'BaLpz(t) + Bal{h(t)

Tim

2770
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2.a.

2.b.

2.1
2.1.1.

212

2.1.3.

Conversion vers Bernstein-Bézier cubique

Schéma héte : schéma de Bernstein-Bézier cubique (B€)

Inverse de sa matrice de lissage :

1 0 o0
1173 0

%

Bé 123 13
1 1 1

Fonctions de lissage de Bernstein-Bézier cubique :

Voir §1.1.2.

Schéma initial : schéma de Ball cubique (Ba)
Matrice de lissage de Ball cubique :

Fonctions de lissage de Ball cubique :

Voir §1.b.

Matrice de passage Mg, =Ap s« Apg,:




2.1.4.

Mp, ops = |18 28 0 0
0 0 B3 13
o 0 0 1

Sommets de Bézier exprimés en fonction de sommets de Ball :

P,

Ppe=My, .psPp.

Pp0) = Py, (0)
Pp(l) = 1/3P5,(0) + 2/3Pg,(1)
Ppe?) = 2/3Py,(2) + 1/3Py,(3)
Pp3) = Pp,03)

Py(0) + 2/3[Pg,(1) - Py, O)]
Pp,3) - 23[Pg,(3) - Py, 2)]

il
Lif

Fonctions de lissage de Ball cubique exprimées dans la base de Bernstein-Bézier :

gD = O30 Mp,_p

Les colonnes de la matrice de passage aidant, on obtient :
paPolt) = geo(t) + 13 540, (1)
Ba\{);(t) = 2/3 Béwl(t)

5,020 = 23 0a(t)

It

Baw;(t) 1/3 gey(t) + pePa(t)

2.2, Schéma initial : schéma de B-spline cubique (Bs)

2.2.1.

2.2.2,

Matrice de lissage de B-spline cubique :

Voir §1.2.1.

Fonctions de lissage de B-spline cubique :

Voir §1.2.2.

TTTTE

2.2.3.

2.2.4.

2.2.5.

Matrice de passage Mp_ p.=Ap . s Ap:

n>
<

Mg, spe=16 | 0 4

>
L
£
<

Sommets de Bézier exprimés en fonction des sommets de B-spline :

Pp, = Mg, g Pas

Pp0) = U6[Py(0) + 4P (1) + Py (2]
Ppl) = 2P (1) + 13Py()
P = 18P (1) + 23P, @)
Pa3) = U6[Pg(1) + 4PL(2) + Py (3)]

Fonctions de lissage de B-spline cubique exprimées dans la base de

Bernstein-Bézier : <DBS(t) = OBé(t) Mg, p¢

Les colonnes de la matrice de passage aidant, on obtient :

psPo(U) = 1/6 5 pa(t)

pefi(D) = 64 pap0() + 450, () + 2p0,(1) + L 05(1)]
p92) = U6[papo(t)  + 20,0 + 450,(t) + 4pap5(t)]

Bssz(t) = 1/6 Bélpj(t)

2.3. Schéma initial : schéma de Hermite cubique (He

2.3.1.

Matrice de lissage de Hermite cubicue :

Voir §1.3.1.




=

2.3.2.  Fonctions de lissage de Hermite cubique :

Voir §1.3.2.

2.3.3.  Matrice de passage My, =Ap v A

o—>Bé

M He—>Bé =

2.3.4. Sommets de Bézier exprimés en fonction des sommets de Hermite :
Ppe =My, ps Pye
Ppe0) = Py (0)
Pp(1) P (0) + 1/3P,.(2)
Pp.(2) Py (1) - 1/3Py(3)
Ppe3) = Py(D)

It

il

2.3.5. Fonctions de lissage de Hermite cubique exprimées dans la base de

Bernstein-Bézier : <I>Hc(t) = (DBé(t) My ops

Les colonnes de la matrice de passage aidant, on obtient :
o) = g0V + ppi(0

HePi® = g0V + p0s(V

qeP2() = 1/3 pg0,(t)

ue?s(t) = - 1/3 549, (1)

2.4. Schéma initial : schéma de Hermite cubique modifié (mHe)
2.4.1.  Matrice de lissage de Hermite cubique modifié:

Voir §1.4.1.

922

Serudil

=R .

2.4.2.  Fonctions de lissage de Hermite cubique modifié :

Voir §1.4.2.

2.4.3. Matricedepassage M, ;. po=Ap 4 A ot

o
<
\
=
=

2.44.  Sommets de Bézier exprimés en fonction des sommets de Hermite :

PBé = Mch—>Bé PmHe

Pp0) = P (2)

Py (l) = -13P (0 + P_.(2)
Pp(2) = P (D) - 18P (3)
Ppy(3) = Py

2.4.5.  Fonctions de lissage de Hermite cubicue modifié exprimées dans la base de

Bernstein-Bézier : &, (1) = @p (OM o opg

Les colonnes de la matrice de passage aidant, on obtient :

mePot) = =13 (1)
mre?s ) = pe(t) + 505
mie?2) = gl + 50,0
ae®s® = - 135,900




2.5.
2.5.1.

2.5.2.

2.5.3.

2.5.5.

Schéma initial : schéma d'Overhauser cubique (Ov)
Matrice de lissage d'Overhauser cubique:

Voir §1.5.1.
Fonctions de lissage d'Overhauser cubique :

Voir §1.5.2.

Matrice de passage Mg, . p, =A% Ag,:

-1
Moy_spe= 16

Sommets de Bézier exprimés en fonction des sommets d'Overhauser :

Py =My, g Po,

Pp(0) = Py ()
Po(l) = - 1/6Pg,(0) +Po,(1) + 1/6Py,(2)= Py (1) + U6[Po,(2) - Po, ()]
PBé(z) = 1/6P0v(1) +POV<2) - 1/6P0v(3) = POV(Z) - 1/6[P0v(3) - POv(l)]

Pp3) = Po,(2)

Fonctions de lissage d'Overhauser cubique exprimées dans la base de

Bernstein-Bézier : & (1) = & () M

Les colonnes de la matrice de passage aidant, on obtient :
Ov%(t) = - 1/6364)1(0

0VH°1<t) = g+ g0 (1) + 1/65492(0)

1

o) = Vopeps () + p0(t) + pps(t)

i

ov¥3(1) = - Ubpepa(1)

nac

2.6.

2.6.1.

2.6.2,

2.6.3.

2.6.4.

2.6.5.

Schéma initial : schéma de Timmer cubique (Tim)
Matrice de lissage de Timmer cubique:

Voir §1.6.1.
Fonctions de lissage de Timmer cubique :

Voir §1.6.2.

Matrice de passage My, . =A g v Aqy

3 0 0 0

Myin_spe= 13 |-1 4 0 0

Sommets de Bézier exprimés en fonction des sommets de Timmer : Py, =
Miin 86 Prim

Ppy(0) = Ppip(0)

Pyo(l) = - 1/3Pp (0) + 4/3Pp, (1) = Pp(0) + 4/3[Pp, (1) - P, (0))
P5(2) 4/3Pp (2 - 1/3Pg (3) = Py (3) - 4/3[Pp (3) - Pp (2]
Py (3) = Prim(3)

fl

Fonctions de lissage de Timmer cubique exprimées dans la base de

Bernstein-Bézier : ., (1) = @, (O My, o

Les colonnes de la matrice de passage aidant, on obtient :
TimPo() = peia(t) - 13 00,(0
Tin®1 (0 = 4/3 500, (1)
TimP2(D) = 43 5pa(t)

1?3 = 173 30l + 5050

ans




3.b.

345

3.1.1.

3.1.2.

Conversion vers B-spline cubique
Schéma hote : schéma de B-spline cubique (Bs)

Inverse de sa matrice de lissage :

1 -1.23 0

I 1 06 -18 0
ABS B 1 123 0
12 us3 6

Fonctions de lissage de B-spline cubique :
Voir §1.2.2.

Schéma initial : schéma de Ball cubique (Ba)
Matrice de lissage de Ball cubique :

Voir 2.1.1.
Fonctions de lissage de Ball cubique :

Voir §1.b.

Matrice de passage My, p =A g xAp,:

I'll - 14 4 2

4 .2 -1
MBa—>Bs= 173

-1 -2 4 2

3.2.
321

3.2.3.

Sommets de B-spline exprimés en fonction de sommets de Ball : Pp_ =

MBa—>Bs PBa

Py (0) = 1/3[11Pg,(0) - 14Pg(1) + 4Pp,(2) + 2P, (3)]
Py (1) = 1/3[2P,(0) + 4Py (1) - 2P,,(2) - P,,(3)

Pp@ = 1B[-Pg(0) - 2Pg (1) + 4P, (2) + 2P5,(3)]
Py,(3) = 13[2PG,(0) + 4Pp(1) - 14P,,(2) + 11Pg,(3)]

Fonctions de lissage de Ball cubique exprimées dans la base de B-spline :

05,0 = @p (UM, g,

Les colonnes de la matrice de passage aidant, on obtient :

g% = 131l gpst) + 2ppi(t) -~ pp.(t)  + 2pys(0)]
g1 = 13[140,() + g0 (t) - 2 () + 4p05(0)]
p0e® = 135000 = 2500 + 4,0, - 1450,))
593 = 131250000 - )+ 2 pua(t) + 11 st

Schéma initial : schéma de Bernstein-Bézier cubique (Bé)
Matrice de lissage de Bernstein-Bézier cubique :

Voir §1.1.1.
Fonctions de lissage de Bernstein-Bézier cubique :

Voir §1.1.2.

Matrice de passage Mg, .p =Ap ™' Ap,:

Mpe sps =




3.2.4.

352158

3.3

3.3.1.

3.3.2.

§-3:8

Sommets de B-spline exprimés en fonction de sommets de Bézier : Py, =

MBé——>Bs P B¢

Pp0) = 6P(0) - 7TPp(l) + 2Py (2)
Pp(l) = 2Pg(1) - Py 2

Pp(®) = -Pg(l) + 2Pp(2)

Pp3) = 2P5(1) - TPy + 6Py(3)

Fonctions de lissage de Bernstein-Bézier cubique exprimées dans la base de

B-spline :& (1) = . () M, g,

Les colonnes de la matrice de passage aidant, on obtient :

paPo(t) = B po(t)

peP ) = -Tppol)  + 25040 - () + 2595(0)
pefe() = 25000 - g+ 2ppa(t) - Tpps(t)

Bé‘pE(t) = 6Bs¢3<t)
Schéma initial : schéma de Hermite cubique (He)
Matrice de lissage de Hermite cubique :

Voir §1.3.1.

Fonctions de lissage de Hermite cubique :

Voir §1.3.2.
Matrice de passage My, .5 =A% A gt
[3 6 -7 -2
6 -3 2 1
MHB——>BS =13

3.3.5.

34.
3.4.1.

3.4.2.

3.4.3.

Sommets de B-spline exprimés en fonction de sommets de Hermite :
Ppo= My, p Py

Pp0) = -Pg(0) + 2P, (1) T3P (2) - 2/3Py(3)
Pp (1) = 2P (0) - Py (D) 213Pg(2) + 1/3P,(3)
Pp2) = -Pu (0 + 2P (1) - 1/3Pg(2) - 2/3P,(3)
Pg,3) = Pu(0) - Py(l) + 232 + T3B0)

1

+

+

Fonctions de lissage de Hermite cubique exprimées dans la base de B-spline :

() = B (UM

He—>Bs

Les colonnes de la matrice de passage aidant, on obtient :

HePell) =-get)  + 25.0,() — pgat) + 2595(1)
p M =250, - g0+ 250,(1) - 5 ps(t)
102t = 13 [-Tppe() + 250,(1) — () + 2p.4p5(t)]

He‘P}(t) = 1/3 [" ZBSLPo(t) +lep1(t) . 283‘02(0 + 7leP3<t)]

Schéma initial : schéma de Hermite cubique modifié (mHe)
Matrice de lissage de Hermite cubique modifié :

Voir §1.4.1.
Fonctions de lissage de Hermite cubique modifié :

Voir §1.4.2.

Matrice de passage M, ;. p =Ap "% A .

MmHe—>Bs =1/3

-2 -3 6 7
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3.4.4.

34.5.

3.5.
3:5:1:

3.5.3.

Sommets de B-spline exprimés en fonction de sommets de Hermite modifié :

PBs - Mch—>Bs PmHe
Les lignes de la matrice de passage aidant, on obtient :

Pp0) =7/3P_ ; (0) + 2P (D) - Pop(2 2/3P_ (3
Po(D) =-23P (0 - P + 2P ,2) + 13P 4 (3)
P = 18P0 + 2P () - Py - 23Pu0)
Pe® =-23P 4 (0) - Py + 2P + T3Py 03)

+

Fonctions de lissage de Hermite cubique modifié exprimées dans la base de

B-spline: @, (t) = @5 () M,y g,

Les colonnes de la matrice de passage aidant, on obtient :
apePo(t) = 13 [ Tp0olt) - 2,05(0) + g 0a(t) = 2p95(t)]
mHef (1) = 25060 = 0. (1) + 2p.02(1) ~ pgs(t)
P2t = - ppo(t) + 2p0.(1) ~ 5 pa(t) + 2pp(t)
aefs(®) = 13 [ 2500(8) +5,01(1) = 25,0,(1) + T p3(t)]

Schéma initial : schéma d'Overhauser cubique (Ov)
Matrice de lissage d'Overhauser cubique :

Voir §1.5.1.
Fonctions de lissage d'Overhauser cubique :

Voir 1.5.2.

Matrice de passage Mg, g~ A %A g,

M Ov—>Bs = 1/6

!

S g e

3.5.4.

3.5.5,

3.6.
3.6.1.

3.6.2.

3.6.3.

Sommets de B-spline exprimés en fonction de sommets d'Overhauser :

Py, =Mp, 5, Po,
Les lignes de la matrice de passage aidant, on obtient :

Pg0) = 16[7P5,(0) - 4Po,(1) + 5P, - 2Py,(3)]
Pg() = U6[-2P,(0) + 11Po(1) - 4Py (2) + Py 3l
Pp(2 = U6[P,(0) - 4Po (1) + 11Py(2) - 2Py (3)]
Pp3) = U6[-2P5(0) + 5Py(1) - 4Py, + 7Py,(3)]

Fonctions de lissage d'Overhauser cubique exprimées dans la base de B-spline :

B0, () = O () Mg, _op,

Les colonnes de la matrice de passage aidant, on obtient :

o0 = U6[Tp0o® - 250 + L0a® - 2ps(t)]

o) = U6[-4p00) + Llp@i(t) - 4p9.() + 5p95(0)]
o) = UB[5500) - g+ llppelt) - 4y )]
ou?s) = 1/6[-25.05() + (D) 2p0:() + 7595(t)]

Schéma initial : schéma de Timmer cubique (Tim)
Matrice de lissage de Timmer cubique :
Voir §1.6.1.

Fonctions de lissage de Timmer cubique :
Voir §1.6.2.

Matrice de passage My, .p =Ap s Aq

[25 -28 8 -2]
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3.6.4.

3.6.5.

Sommets de B-spline exprimés en fonction de sommets de Timmer : Py =

MTim——->Bs PTim
Les lignes de la matrice de passage aidant, on obtient :

Py (0) = 1/3[25Pg(0) - 28Pp,(1) + 8P, (@ - 2Pp, ()]
Pp (D) = 1B[-2P (0 + 8P () - 4P + Pp, (3)]

Pp @ = 18P0 - 4P () + 8P, - 2P, ()]
P(3) = 1B[-2P, 0+ 8Py () - 28P (@) + 25Pp, ()]

Fonctions de lissage de Timmer cubique exprimées dans Ia base de B-spline :

() = @5 (0 Mo,

Les colonnes de la matrice de passage aidant, on obtient :

rimPo(0) = 13 [25500(t) - 250,40 + p¥2(8) - 29:(1)]

TimPe (D) = 13 [- 285.00(t) + 8ppu(t) - 4pp() + 8p45(1)]
192t = 13 [8500(t) - 450.(1) + Bpp(t) - 285,95(t)]

P3(t) = 13 [- 2500(8) + p0u®) - 2p0a(t) + 25505(t)]

Tim

4. Conversion vers Hermite cubique

4.b

Schéma hote : schéma de Hermite cubique (He)

Inverse de sa matrice de lissage :

1 0 0 0
-1 1 b 1 1
A =
He
0 1 0 0
0 1 2 3

Fonctions de lissage de Hermite cubique :

Voir §1.3.2.

4.1,
4.1.1.

4.1.2.

Schéma initial : schéma de Ball cubique (Ba)
Matrice de lissage de Ball cubique :
Voir §2.1.1.

Fonctions de lissage de Ball cubique :

Voir §1.b.
Matrice de passage My, .. =Ap '« Ap,:
1 0 0 0
0 0 0 1
M Ba—>He =

Sommets de Hermite exprimés en fonction de sommets de Ball : Py_=

MBa—)He P Ba
Les lignes de la matrice de passage aidant, on obtient :

Pye(0) = Pg,(0)
Pu(l) = Pg(3)
P = 2[Pp() - Py (0]
Pre® = 2[Pg3) - Py(2)]

Fonctions de lissage de Ball cubique exprimées dans Ia base de Hermite :

@, (0 = &y (O My, g

Les colonnes de la matrice de passage aidant, on obtient :
gaPo(D) = ot - 25.9:(1)

paP1 ) =2 p.()

g2 = -2 95

Ba‘PS(t) = Help1<t) + 2050
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4.2
4.2.1.

4.2.3.

4.2.4.

4.2.5.

Schéma initial : schéma de Bernstein-Bézier cubique (Bé)
Matrice de lissage de Bernstein-Bézier cubique :
Voir §1.1.1.

Fonctions de lissage de Bernstein-Bézier cubique :
Voir §1.1.2.

Matrice de passage My, ;i =A . "« A gyt

M Bé—>He =

Sommets de Hermite exprimés en fonction de sommets de Bézier : Py, =

MBé—>He PBé

Les lignes de la matrice de passage aidant, on obtient ;
Pue(®) = Ppe(0)

Py (1) = Pgy(3)

Pye@ = 3[Pg(l) - Py0))

Pue® = 3[Pg3) - Pyl

Fonctions de lissage de Bernstein-Bézier cubique exprimées dans la base de

Hermite @p é(t) =0 HC(t) Mp e

Les colonnes de la matrice de passage aidant, on obtient :
B9t = ol - 3 0.t

g1 () = 39,00

pefa(U) = -3 (0

Bétps(t) = Hesz(U + SHQ‘PS(U

4.3.

4.3.1.

4.3.2.

4.3.3.

4.3.4.

4.3.5.

Schéma initial : schéma de B-spline cubique (Bs)
Matrice de lissage de B-spline cubique :
Voir §1.2.1.

Fonctions de lissage de B-spline cubique :
Voir §1.2.2.

Matrice de passage My, ;. =A, 'wAp:

Mps_ He =16

'
w
(=]
w
(=1

<
w3
(=1
w

Sommets de Hermite exprimés en fonction de sommets de B-spline :

P He = MBs—>He PBs

Les lignes de ]a matrice de passage aidant, on obtient :

P = 16[Py(0) + 4Py (1) + Py (2]
Pu() = U6[P(l) + 4P (2) + P (3)]
P = 16[-3P(0)+ 3P (2)] = 12[Py(2) - Py (0)]
Py (3) = U6[-3P5 (1) + 3Py (3)] = 12[Py(3) P (1)]

Fonctions de lissage de B-spline cubique exprimées dans la base de Hermite :

(0 = Oy (O My,

Les colonnes de la matrice de passage aidant, on obtient :

1}

0o = U6 [pe® - 3 0oV

BSLPx(t) 16 [4 100l + (0 - 3 ops(t)]

Bs\Pz(t) = 1/6 [ g 0:(1) + 4}{5‘91(0 + 3 He¥2(0)]

1

BSLPS(t) 1/6 [}{etpl(t) + 3 Hel{h(t)]
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4.4.

4.4.1.

4.4.2.

4.4.3.

4.4.4.

4.4.5,

4.5, Schéma initial : schéma de Timmer cubique (Tim)
4.5.1.  Matrice de lissage de Timmer cubique :
Voir §1.6.1.

Schéma initial : schéma d'Overhauser cubique (Ov)
Matrice de lissage d'Overhauser cubique :
Voir §1.5.1.

4.5.2.  Fonctions de lissage de Timmer cubique :
Voir §1.6.2.

Fonctions de lissage d'Overhauser cubique :
Voir §1.5.2.

Matrice de passage Mg, = A p s A o, | 4.5.3. Matricede passage My, =A 7', A Tim®

0 ] 1] 0 1 0 0 0
i
6 0 2 0 0 0 0 1
M Ov—>He =172 MTim—)-He =
-1 0 10 4 4 0 0
¢ -1 0 1 | 0 0 -4 4
Sommets de Hermite exprimés en fonction de sommets d'Overehauser : P, = | 4.5.4. Sommets de Hermite exprimés en fonction de sommets de Timmer
|
MOv—>Hc POv M’Tim—>He l:’Tim

Les lignes de la matrice de passage aidant, on obtient :

Py = Po,(D)

: Les lignes de la matrice de passage aidant, on obtient :
|

Pall) = Po,® | | Pud®) = Pr(0)
|

Pu® = 12[-Po,(0) + Py (2)] = 12[Po,2) - Py, (0)) , Prl) = Prin(3)
Pu® = 12 Po,(1) + Py (3= 12[P4,3) - Py, (1)] | Pue(2) = 4[Pr(1) - Pr, (0]
: Pre® = 4[Pp(3) - Pry (2]

Fonctions de lissage d'Overhauser cubique exprimées dans la base de Hermite :

o (=0, MM 4.5.5.  Fonctions de lissage de Timmer cubique exprimées dans la base de Hermite :
Ov ~ THe Ov—>He

Les colonnes de la matrice de passage aidant, on obtient : ¢Tim<t) = °He(t) Mz _she

Les colonnes de la matrice de passage aidant, on obtient :

vao(t) - 172 g a0

Ov¥t =~ HeYo o HeV's

(1) = 4 L op,(t)
o2 = o)+ 1209, Tim He

TLm"Dz(t) =-4 Hew;(t)

il

o) = 12 95t

Tm93 (0 = g0+ 40t

. | 298
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5. Conversion vers Overhauser cubique

Schéma héte : schéma d'Overhauser cubique (Ov)

S.a. Inverse de sa matrice de lissage :

Aov =
1 1 1 1
ot 2 4 6
5.h. Fonctions de lissage d'Overhauser cubique :

Voir §1.6.2.

5.1. Schéma initial : schéma de Ball cubique (Ba)
5.1.1.  Matrice de lissage de Ball cubique :

Voir §2.1.1.

5.1.2.  Fonctions de lissage de Ball cubique :
Voir §1.b.

5.1.3.  Matrice de passage Mp, .o, =A o, s Ap,:

MBa.f>Ov =

200

5.1.4.  Sommets d'Overhauser exprimés en fonction de sommets de Ball :

POV = MBa—>Ov PBa
Les lignes de la matrice de passage aidant, on obtient :

Po,(0) = -4[Pp,(1)- Py (0)] +Py,(3)
Po,(1) = Pg,(0)
i P2 = Py(3)
Po,3) = P (0) + 4[Pp,(3)- b2

It

5.1.5.  Fonctions de lissage de Ball cubique exprimées dans la base d'Overhauser :

®, () =0, OMy, o,

Y i T L AR

Les colonnes de la matrice de passage aidant, on obtient :

gaPol) = 4500(t) + o 9 i() + 4 9s(D)

01D = -4 p,(0)

j 50D = 40,050

B2 = o 0e(t) + o pa(t) + 4505t

52; Schéma initial : schéma de Bemstein-Bézier cubique (Bé)
5.2.1.  Matrice de lissage de Bernstein-Bézier cubique :
Voir §1.1.1.

5.2.2.  Fonctions de lissage de Bernstein-Bézier cubique :
Voir §1.1.2.

§.2.3. Matrice depassage My, o, =A g, s Ap:

Ivl{ié—>0v =

300




5.2.4.

5.2.5.

5.3.
53.1

5.3.2.

5.3.3.

Sommets d'Overhauser exprimés en fonction de sommets de Bézier : Py, =

M |

Les lignes de la matrice de passage aidant, on obtient :

Bé—>0v

Po,(0) = -6[Pp(1) - Ppy(0)] + Py, (3)
Po. (1) = Pp0)
Po,(2) = Ph3)
Po,3) = Pp(0)  +6[Pgy(3) - Ppy(2)]

Fonctions de lissage de Bernstein-Bézier cubique exprimées dans la base de

Overhauser :®  (t) = ¢OV(t) Mg .oy

Les colonnes de la matrice de passage aidant, on obtient :
peo(l) = 65,00(8) + on?1() + o5t

Bélp,(t) = -6 OV%(t)

g2t = -65,05(0)

Béq),(t) = g¥olt) + ov“pz(t) + 6 o 9s(t)

Schéma initial : schéma de B-spline (Bs)
Matrice de lissage de B-spline :
Voir §1.2.1.

Fonctions de lissage de B-spline :
Voir §1.2.2.

Matrice de passage Mp, .o, =A o, "% Ap,:

—
EN
(=]

Mg, sov = 16

._
o
—
o

m

|

5.3.4.

5.3.5.

54.
54.1,

5.4.2.

5.4.3.

Sommets d'Overhauser expriniés en fonction de sommets de B-pline : P, =

MBs—>0v PBs

Les lignes de la matrice de passage aidant, on obtient :

Po, (@) = 16[6P,(0) + Py (1) - 2Py (2) + Py (3)]
Po(1) = 1/6[Pp(0) + 4Py (1) + Py (2)]

Po,(2) = 16[Pg(1) + 4P (2)+ Py (3)]

Po,(3) = 1/6[Py(0) - 2Py (1) + Py (2)+ 6P, (3)]

Fonctions de lissage de B-spline exprimées dans Ia base d'Overhauser :

INGER (91" S,

Les colonnes de la matrice de passage aidant, on obtient :
g0l = 1/6[64,0,(1) + ,w() + o 9s(t)]
g1l = 16[50:()  + 4500 + 5008 - 25,05(t)]
BsP2() = U6L[-205,00(t) + L 0,(t)  + 450, + 5,95(1)]
psPs0 = U6L50()  + 0.0 + 64,951)]

Schéma initial : schéma de Hermite cubique (He)
Matrice de lissage de Hermite cubique :
Voir §1.3.1.

Fonctions de lissage de Hermite cubique :
Voir §1.3.2.

Matrice de passage My, .o, =A g, ' Ap,:

Mgesov =

02



5.4.4.

5.4.5.

5.5.
5.5.1.

5.5.2.

Sommets d'Overhauser exprimés en fonction de sommets de Hermite :

POv = MHa——>0v PHe
Les lignes de la matrice de passage aidant, on obtient :

Po,(0) = Py(l) - 2P, ()
Po, () = Py,(0)
Po, () = Py(1)
Po,(3) = Py 0) + 2P,.(3)

]

Fonctions de lissage de Hermite cubique exprimées dans la base d'Overhauser :

q’ﬂe(t) = Qoy(t) MHe—>Ov

Les colonnes de la matrice de passage aidant, on obtient :
rePo) = o 0ul) + o 0s(D)

() = 0,0+ 5 pe(D)

pee() = =26,06()

Helps(t) =2 ov‘%(t)

Schéma initial : schéma de Hermite cubique modifié (mHe)
Matrice de lissage de Hermite cubique modifié :
Voir §1.4.1.

Fonctions de lissage de Hermite cubique modifié :
Voir §1.4.2. '

Matrice de passage M, . .0, =A o, « A !

MpHe—>0v =

|
|
i

5.5.4.

5.5.5.

5.6.
5.6.1.

5.6.2.

5.6.3.

Sommets d'Overhauser exprimés en fonction de sommets de Hemite modifié :

POv = MmHa—->Ov PmHe
Les lignes de la matrice de passage aidant, on obtient :

Po,(0) = 2P, 11, (0) +P (1)
Pou(l) = Ppp(2)
Poy(2) = Pyl
Po,3) = Py + 2P (3)

!}

Fonctions de lissage de Hermite cubique modifié exprimées dans la base de

Overhauser :®_, (t) = &, (O M,y o,

Les colonnes de la matrice de passage aidant, on obtient :
lpo(t) = 20VLP0<U

mHe

9. (1) = gPlt) + OV‘Pz(t)

mHe

mHewz(t) = ovlp1<t) + ovxp.‘:(t)

s = 26,050

Schéma initial : schéma de Timmer cubique (Tim)
Matrice de lissage de Timmer cubique :
Voir §1.6.1.

Fonctions de lissage de Timmer cubique :
Voir §1.6.2.

Matrice de passage My, 0, =A oy ‘% Agn!

Myim—s0v =

304




5.6.4.

6.a.

Sommets d'Overhauser exprimés en fonction de sommets de Timmer :

Pou =My 00 Pring

Les lignes de la matrice de passage aidant, on obtient :
Pou(©®) = -8Prp(1) - Pryp(@)] +Prip(3)

P, (1) = Py (0)

Po,@ = P, 3

Po,(3) = Prn(0) + 8P, (3) - Pry, )]

Fonctions de lissage de Timmer cubique exprimées dans la base d'Overhauser :

Srin® = 20,00 My ooy

Les colonnes de la matrice de passage aidant, on obtient :
TP = 8o0s(t) + 0:() + 5 gs(t)
TimlPx(t) =-8 ov‘po<t)

Po(t) = -8 val(t)

Tim

Tim\P:(t)z()v\Po(t) + vaz(t) o SQVL%(U

Conversion vers Timmer cubique
Schéma hote : schéma de Timmer cubique (Tim)

Inverse de sa matrice de lissage :

wmns

6.b.

6.1
6.1.1.

6.1.4,

Fonctions de lissage de Timmer cubique :
Voir §1.6.1.

Schéma initial : schéma de Ball cubique (Ba)
Matrice de lissage de Ball cubique :
Voir §2.1.1.

Fonctions de lissage de Ball cubique
Voir §1.b.

Matrice de passage My, r. =A ., "y Ap:

il 0 0 0
MBs—>Tim= |12 12 0 0
0 0 12 12

0 0 0 1

Sommets de Timmer exprimés en fonction de sommets de Ball : Pr.=
M, Py,

Ba—>Tim

Les lignes de la matrice de passage aidant, on obtient :

Prn(© = Pg,(0)

Prin(D) = 12[Pg,(0) + Py (1)] =Py (0) + 1/2 [Py (1) - Py (0)]
Prio(@ = 122[Pp,(2) + Py (3)]=Pg,(3)- 1/2[ Py, (3) - Pg,(2)]
Pr. .(3) = Pp.(3)

Fonctions de lissage de Ball cubique exprimées dans la base de Timmer :

P = e OMy, tim

Les colonnes de la matrice de passage aidant, on obtient :
Balpo(t) = TlmlPo(t) + 1/2 'rlmkpi(t)

Balpx(t) = 1/2 TmW:(t)
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6.2. Schéma initial : schéma de Bernstein-Bézier cubique (B€)

6.2.1.  Matrice delissage de Bernstein-Bézier cubique :

6.2.2.

6.2.3.

BaLpz(t)

Balp:’(t)

1/2 1 02(0)

1/2Timlp2<t) + s

Voir §1.1.1.

Fonctions de lissage de Bernstein-Bézier cubique :

Voir §1.1.2.

Matrice de passage My, 1 = A x A gt

Sommets de Timmer exprimés en fonction de sommets de Bézier : Py, =

MBé—>Tim =

MBé—>Tim PBé

Les lignes de la matrice de passage aidant, on obtient :

Prin(©
Prim(1)
Prn(®
Prin®)

]

Pge(0)

1/4 [Pg(0) + 3Pge(1)] =Ppy(0) + 3/4 [Pgy(1) - Pp(0)]
1/4 [3Pg,(2) + Ppe(3)] =Pyy(3) - 3/4[Pg,(3) - Pye(2]

= Pp®)

i

1/4

0

0

3/4

0

0

0
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6.2.5.  Fonctions de lissage de Bernstein-Bézier cubique exprimées dans la base de
Timmer : o) = @0 () My,
Les colonnes de la matrice de passage aidant, on obtient :

y 590D = mn0o®  + Vdg 0,0

I pe?1 () = 340,

pePe(t) = 3450,

(D) = Vg0, + py0s(t)

6.3. Schéma initial : schéma de B-spline (Bs)
6.3.1.  Matrice de lissage de B-spline cubique:
Voir §1.2.1.

6.3.2.  Fonctions de lissage de B-spline :
Voir §1.2.2.

6.3.3.  Matrice de passageMp_ . =A s A gt

Mg, otim = 1024

6.3.4. Sommets de Timmer exprimés en fonction de sommets de B-spline : P, =

Mg, . rim P
Les lignes de la matrice de passage aidant, on obtient :

Pp (0) = /6P (0) + 4P (1) + Pp ()]
Pp (1) = 124 [Py (0) + 16Py (1) + TPp,(2)]
Prin(2) = 1/24[TPg (1) + 16P5,(2) + Py (3))
Prin) = U6 [Pg (1) + 4Py, (2) + Py,(3)]
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6.3.5.

6.4.
6.4.1.

6.4.2.

6.4.3.

6.4.4.

Fonctions de lissage de B-spline exprimées dans la base de Timmer : 6.4.5.
Pp ) = (O Mp, i
Les colonnes de la matrice de passage aidant, on obtient : 4
P = 12414 1 0(t) + 1 0:()]
b
BePi() = 12416 1900+ 16 0, () + 7 TimPe(t) + 4 5] J
1
BS%(U = 124 [4 1000 + 7 Tim\Pi(t) + 16 3920 + 16 73,03(0)] |
2 03(D) = 128 [0s®)  + 4 05(t)) i
|
6.5.
Schéma initial : schéma de Hermite cubique (He) | 6.5.1.
Matrice de lissage de Hermite cubique : |
Voir §1.3.1.
| 6.5.2.
Fonctions de lissage de Hermite cubique :
Voir §1.3.2.
6.5.3.
Matrice de passage M, i =Aim % Ape:
1 0 0 0
_|lro0o om0
He—>Tim
0 1 0 -14
0 1 0 0
6.5.4.

Sommets de Timmer exprimés en fonction de sommets de Hermite :

Pri= My tim Pye

Les lignes de la matrice de passage aidant, on obtient :
Prim(0) = Py (0)

Prn(l) = P (0) + 1/4Py (2)

Prin(2) = Py (1) - 1/4P, (3)

Prin(® = Po(D)

N0

Fonctions de lissage de Hermite cubique exprimées dans la base de Timmer ;

S0 = O (O My i

Les colonnes de la matrice de passage aidant, on obtient :
HePo() = mn@o() +  ypu(t)

Pt = ety + st

peP2() = 1440, (0)

W) = 140,

Schéma initial : schéma de Hermite cubique modifi¢ (mHe)
Matrice de lissage de Hermite cubique modifié :
Voir §1.4.1.

Fonctions de lissage de Hermite cubique modifié :
Voir §1.4.2.

Matrice de passage My, r =Ap “w A .t

Moute sTim = |- 14

0 1 0 -1/4

0

—
(=]
<

Sommets de Timmer exprimés en fonction de sommets de Hermite modifié :

P

Prin = Mne T Prbie

Les lignes de la matrice de passage aidant, on obtient :
Prim® = Prp(2)

P (D)= - 1/4P_n (0) + P . (2)

Pra@ = Pogll) - 1/4P_.(3)

Py (3) = P (1)
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6.5.5.

6.6.
6.6.1.

6.6.2.

6.6.3.

6.6.4.

Fonctions de lissage de Hermite cubique modifié exprimées dans la base de
Timmer: ¢ . (t) = OO Mpne Sim
Les colonnes de la matrice de passage aidant, on obtient :

mHelp"(t) = - 14 19 (0)

Lpl(t) = Tim\pz(t) + Tlmlps(i)

mHe

Pa(t) = T;mlpo(t) + Tim\pl(t)

mHe

mHe"%(t) =-1/4 TimLpz(t)

Schéma initial : schéma d'Overhauser cubique (Ov)
Matrice de lissage d'Overhauser cubique :
Voir §1.5.1.

Fonctions de lissage d'Overhauser cubique :
Voir §1.5.2.

Matrice de passage Mg, _o1in=A Tim  * A oy

Moy oTim = |-18 1 18 0

Sommets de Timmer exprimés en fonction de sommets d'Overhauser :

Pri =Mg,_stim Po,

Les lignes de la matrice de passage aidant, on obtient :

Prin(@ = Pg (1)

Pr, (1) = - 1/8PG,(0) + Po (1) + 1/8Py,(2) = Pp (1) + 1/8[Pg,(2) - P, (0]
Prin(@) = 1/8P (1) + P () - 1/8Pg,(3) =Py (2) - 1/8[Pp,(3) - Po, (1]

PTim(3) = Pov (2)

6.6.5.  Fonctions de lissage d'Overhauser exprimées dans la base de Timmer :
O0uV) = 33O Moy_im
Les colonnes de la matrice de passage aidant, on obtient :

ovlpaa) = “1/8Tim'\01<t)

oﬂh(t) =] Ti.mq’o(t) ka Ti.m\o"(t) 0 1/8Timl{)g(t)

Oleg(t) - 1/8Thnw1<t) + Tim"pz(t) + Timlp;(t)

o0s®) = 1B pa(t)

Discussion

Exception faite aux matrices de passage impliquant le schéma de Hermite classique, on
observe que toutes les matrices de passage possédent la propriété de symétrie centrale. C'est
ce fait qui a rendu attrayante I'idée de coder collectivement ces schémas & travers le réseau de
matrices de passage qui Jes relient,

Par un arrangement approprié des relations entre deux représentations équivalentes d'un

méme arc de courbe, on peut facilement reconstruire géométriquement le polygone
caractéristique de I'un a partir de celui de l'autre.
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CHAPITRE 3

Base de six schémas cubiques classiques

Introduction
Ce chapitre présente les aspects algorithmiques de la proposition pour une base de six
schémas cubiques exposée dans la section 3, chap. 7 de la partie L.

1. Schémas accéssibles

Nous avons vu au premier chapitre de cette partie que les six schémas désignés par Ba, B¢,
Bs, mHe, Tim, et Ov sont symétriques par permutation (voir notamment Tab. A, col. 2).
Par suite, les matrices de passage qui relient ces schémas entre-eux possédent la propriété de
symétrie centrale. Par ailleurs, connaissant un parametre caractéristique du schéma de
Hermite modifié, on peut retrouver le parametre homologue du schéma classique moyennant
quelques affectations uniquement (voir algorithme 2.4.1, §2.4.1 ci-dessus). Muni donc
d'un noyau de parametres caractéristiques, on est en mesure de retrouver rapidement les
autres parametres caractéristiques.

1.1. Nombre de paramétres caractéristiques

Entre l'ensemble de sept schémas {Ba, Bé, Bs, He, mHe, Tim, Ov}, en laissant de coté la
matrice identité qui transforme un schéma vers lui-méme, on peut compter quarante-deux
matrices de passage. Ajoutons 2 cette liste les sept matrices de lissage ainsi que les sept
inverses respectives et nous obtenons, en tout, cinquante-six parametres caractéristiques.

Excepté les matrices de passage de la forme M; .. , avec i {Ba, Bé, He Bs, Ov, Tim],

nous avons présenté l'ensemble de ces matrices dans le chapitre précédent.

1.2. Typologie des composantes des matrices caractéristiques
Une étude exhaustive de l'ensemble des matrices caractéristiques 2 permic de géparer leg
valeurs numériques de leurs composantes en quatre types suivants :

1. des entiers ;

2. des multiples impairsde 2™ ol k el etk <4 ;
3. des multiples entiers irréductibles de 1/3 ;
4. des multiples entiers irréductibles de 1/6.
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1l est évident qu'une machine binaire ne peut pas représenter des composantes de types 3 et
4 avec une précision absolue. Toutefois, un choix approprié d'un facteur de pondération
basé sur I'étude des composantes de toutes les matrices du noyau permet de contourner ce
probléme.

1.3.  Choix de schéma de référence (ref)

De point de vue théorique, tout schéma de la liste {Ba, Bé, Bs, mHe, Tim, Ov) peut étre
choisi comme le schéma de référence. Toutefois, en tenant compte de la popularité du
schéma de Bernstein-Bézier et de son impacte, tant théorique que pratique sur le
développement des méthodes et des systémes de transcription automatique des formes
[Forrest-71, p.71] [Gordon-74, p.294] [Véron-76, p.267] [Boéhm-82, p.214] [Chang-82,
p.345] [Farin-83, p.73] [Hering-83, p.3] [Patterson-85, p.276], il nous a paru naturel de
prendre celui-ci pour schéma de référence. Par ailleurs, il est souvent conseillé de ramener
toute spécification d'une cubique 2 la représentation équivalente de Bernstein-Bézier, afin de
tirer avantage des nombreuses et intéressantes propriétés que posséde cette représentation
(cf. Note dans [Boghm-82, p.206]). Pour la segmentaion par exemple, R. N. Goldman
[Goldman-85, p.39] a suggéré d'opérer une conversion vers Bézier et d'effetuer ensuite la
segmentation sous Bézier. Et, une fois la segmentation terminée, de reconvertir au schéma
initial.

1.4.  Spécification intermédiaire
Ainsi, en prenant le schéma de Bernstein-Bézier cubique pour le schéma de référence, on
obtient la spécification intermédiaire (cf. équ. (7.25), §3.5.1, chapitre 7, partie I) suivant :

SI= {(Ag, Ags NU{M, 5o My )l ie(Ba, Bs, mHe, Ov, Tim}}  (3.1)

L'inspection des composantes numériques de toutes les matrices de S-I a montré qu'il suffit
de multiplier ces matrices par 12 pour les transformer en matrices entiéres. Excepté la
matrice de lissage Ap, et son inverse Aps " (que I'on trouve respectivement dans les
annexes 2 et 3), toutes les matrices de la spécification intermédiaire sont réunies dans les

annexes 4 (pour les matrices de laforme M, 5. ) et 5 (pour celles de la forme Mg, ).

1.4.1. Pour changer de schéma de référence

Redéfinir le schéma de référence revient & remplacer les éléments de S-I par des €léments
homologues déterminés par rapport au nouveau schéma de référence. Parfois, on peut étre
amené & modifier le facteur de pondération associé & S-I. Ainsi, par exemple, si l'on prend

le schéma de Timmer pour référence, il sera nécessaire de prendre 24 pour facteur de

pondération (cf. Mg, 1, , §6.3.3, chap. 2, partie II).

1.4.2. Pour ajouter un nouveau schéma a la base

De toute évidence, le nouveau schéma cubique (new) devra vérifier la propriété de symétrie
par permutation. On ajoutera alors & S-I le couple ordonné de matricesM ., . ps

Mg, . uew). Comme pour le changement de schéma de référence, I'ajout d'un nouveau

schéma 2 une base existante peut entrainer la modification du facteur de pondération, dans
certains cas.

1.5. Spécification définitive : algorithme de codage
Multiplions les matrices de S-I de la relation (3.1) par 12 pour obtenir la spécificatison
définitive S-D définie comme suit :

S-D = ((12A54,12 Ag )JU((12M; 5, 12My, )| i€{Ba, Bs, mHe, Ov, Tim})

Pour obtenir la représentation interne de S-D, nous allons essenticllement compacter chacun

des cinq couples ordonnés (12M; ., 12Mp, ..) dans une matrice carrée unique de format

4 x 4. Ce compactage ne fait que traduire 'équation (7.29) du chapitre 7, §3.5.3, partie I,
(voir également Fig. 7.1) en tirant avantage de la propriété de symétrie centrale. On obtient :

{12A54,12 Ay, JU(M,_ _p, | i¢(Ba, Bs, mHe, Ov, Tim}}

Appelons REP la structure de donnée associée & la représentation interne de cet ensemble.
REP pourrait, par exemple, étre un tableau pouvant stocker sept matrices camées de format

4x4,

Allégeons, pour la suite, les notations de I'équation (7.29) (resp. figure 7.1 associée de
§3.5.3, chap. 7, partie I) en écrivant :

B,  pour désigner un sous-bloc nord-ouest,
B,  pour un sous-bloc nord-est,
B,  pour un sous-bloc sud-est,

B;  pour un sous-bloc sud-ouest.
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Les couples ordonnés de sous-blocs : (B, B,) et (B, B,) sont les sous-blocs nord et sud
respectifs de la matrice concernée.

On peut alors schématiser le procédé de codage de REP 4 1'aide du pseudo-code suivant :

Procédure de codage de REP
Données :

S-1  spécification intermédiaire (voir équation (3.1) ci-dessus) ;
Résultat

REP structure de donnée appropriée pour stocker et manipuler sept matrices

carrées de format de format 4 x4 ;
Principale variable de travail :

M matrice carrée de format 4 x 4.

i pg

Début
1. ajouter 124y, et 1245~ GREP ;

2. pourtout i<{Ba, Bs, mHe, Ov, Tim} faire

Début  {construire et ajouter M, ., , . @ REP}
24, affecter le sous-bloc nord de 12M; _, , au sous-bloc nord de
M;ep, 5
2.2. affecter le sous-bloc nord de 12M, ; au sous-bloc sud de
Micpe s

2:35 ajouter M; ., @ REP

Fin
Fin

Pour fixer les idées, on supposera que REP soit un tableau de sept matrices carrées de

format 4 x4 et défini par:

REP(0) = 12Ag, REP(1) = 1245,

ave

REP(2) = MBa<-->Bé
REP(4) = M 1. op¢

REP(6) =My e

En ce faisant, nous assimilons (dans la procédure précédente) les indices 2, 3,4, 5 et 6
respectivement aux désignations Ba, Bs, mHe, Ov et Tim tandis que O et 1 rappellent

respectivement les matrices A, etAp é'l . On trouve dans I'annexe 6 les composantes

matricelles de REP.

2. Décodage des parametres caractéristiques
Le calcul de la représentation externe d'un paramétre caractéristique peut &tre décomposé en

deux étapes :

REP(3) =Mp, g
REP(5) =M, .

1. on accede d'abord & un ou deux parametres internes de REP ;

2. on construit ensuite la représentation externe du parameétre cible.

2.1. Typologie des paramétres et des opérations d'accés

Requétes Formes internes

Regles de calcul de requéte

1. Ag 124,
-1 =)
2. A7, 1A,

3. Mi-->Bé Mi<-->Bé

Bé->i 1<-->Bé

5.A {IZABé’ Mi<~~>86].
~1 -

6. A; (1247,

7. Mi-->k [Mi<-A>Bé’ Mk<-A>Bé}

Age = 1/12(12A59
-1 -1
A V12(1287 )

Miu)Bé = 1/12[(B0 Bl):
(RB,R  RB:R)]
Mg, =1/12[(B; B,)
(RB,R RB;R)]
A = A M, =S

=1 e -1
AT = Mg %A Bé

M o= Mg o+ M pe

Tableau 3A Décodage des paramétres caractéristiques




On identifie sept types de requétes qu'un programme d'application peut formuler . Ceux-ci
sont présentés dans le tableau 3A. La premitre colonne de ce tableau indique la désignation
du parametre caractéristique demandé. La deuxidme spécifie le ou les codes de REP dont on
a besoin pour reconstruire la forme externe des sept parametres caractéristiques, et la
troisigme fournit les régles pour les calculer.

I convient de signaler la notation inhabituelle employée dans l'expression des régles 3 et 4
pour symoliser la décomposition de matrices en blocs cardinaux. Ainsi, par Iexpression [(B,

B,) (RB,R RB,R)]delaregle 3, nous entendons la matrice :

RB, R{ RB; R

ol R est la matrice de réflexion de format 2 x 2. L'expression homologue associée 2 la

régle 4 devra étre interpréiée de maniére analogue.

2.2. Requétes et acces de base

On voit (Tableau 3A) que pour répondre i 'une quelconque des quatre premiéres requétes,
on devra accéder 2 un seul paramétre de REP. Le décodage est donc quasi immédiat. En
effet, il suffit de multiplier ce paramétre par 1/12 pour obtenir la représentation externe
associée. Les quatre opérations d'accés associées A ces quatre requétes sont dites opérations
d'accés de base.

Par contre, pour satisfaire 2 l'une quelconque des trois derniéres requétes (i.e. régles 5, 6 et
7), il faudra effectuer deux accés de base, suivis d'un produit matriciel. En effet, on voit

que :

- larequéte 5 nécessite les acces de base Let 35
- larequéte 6 nécessite les acces de base 2 et 4 ;
- larequéte 7 nécessite les acces de base 3 et 4.

23. Retrouver la représentation externe
11 s'agit essenticllement d'appliquer la propriété de symétrie centrale pour reconstruire les

matrices M, _p; et Mp, . Apartirde M. ..

2.3.1. Procédé de construction

La troisiéme colonne du tableau 3A aidant, nous pouvons formuler le procédé explicite de
décodage des parametres caractéristiques suivant le type de requéte provenant du programme
d'application. On obtient ainsi, régle par régle, le procédé suivant :

1. reglel: affectationde I/I2REP(0) aAp,

2. regle2: elle fonctionne de facon similaire 2 laregle 1 :
affectation de //I2REP(1) aAp,™,

3. regle3: pourdéterminer M; . larégle peut étre

décomposée en quatre étapes suivantes :

3.1. multiplication des deux sous-blocs nord de REP(i)
par 1/12 pour obtenir B, et By,

3.2. affectation des deux sous-blocs B, et B, (résultat

de I'étape 3.1) aux sous-blocs nord respectifs de M; _p,,

3.3. permutation des composantes diagonalement
opposées de B, etde B, (résultat de 'étape 3.1) pour obtenir

les sous-blocs diagonalement opposés B, et By (application
de la propriété de symétrie centrale),

3.4. affectation des sous-blocs B et B,
(résultat de 'étape 3.3) aux sous-blocs sud de M __ 5,

dans cet ordre pour terminer la construction ;

4. régled  ellese déduitdelaregle 3 : le mot nord de l'étape 3.1
devant étre remplacé par lemot sud et nulle part  ailleurs,
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5. regle5  elle comprend les trois étapes suivantes :

5.1. application de la régle 1 pour obtenir Ap,,
5.2. application de larégle 3 pour obtenir M; _p,,

5.3. calcul du produitAg,, x M, p, pourobtenir 4; ;

6. regle6 elle comprend les étapes suivantes :
6.1. application de la regle 2 pour obtenir A Bé'l ,

6.2. application de laregle 4 pour obtenir Mp, _;,

6.3. calcul duproduit My, ; «Ap, " pour obtenir A;™" ;

7. reégle7 elle se décompose en trois étapes suivantes :

7.1. application de la régle 3 pour obtenir M, _p,,
7.2. application de la régle 4 pour obtenir My, .,

7.3. calcul du produit Mp, .« M, pour obtenir M;__, .

i-->Bé

Les annexes 7 et 8 présentent des traductions pseudo-Pascal des régles 3 et 4 dont
dépendent les régles 5 2 7. Les deux premigres régles se traduisent essentiellement par des
opérations d'affectation que nous ne expliciterons pas.

Remarque

Il convient de remarquer que le produit My, ., % M, _p, induiqué  I'étape 7.3 n'apasa

étre effectué dans sa totalité. En effet, nous savons d'avance que la matrice résultante M, __,

jouit de la propriété de symétrie centrale. I suffit donc de remplacer le facteur My, ., par

son sous-bloc nord [B, B,Jg, ., . Le résultat obtenu aprés calcul est une matrice de

format 2 x 4 qui est identique au sous-bloc nord de M, _,. La propriété de symétrie

centrale aidant, on en déduit le sous-bloc sud par des simples affectations.

Ainsi, on peut décoder l'ensemble de parametres caractéristiques associés a la liste des
schémas : {Ba, Bé, Bs, mHe, Ov, Tim}. Il reste cependant & définir le procédé spécifique
pour les matrices caractéristiques associées au schéma classique de Hermite. Auparavant,
illustrons le développement précédent 2 1'aide d'un exemple.

2.3.2. Exemple 1
Déterminons la matrice de passage M, . & partir de REP.

Etant donné que Ov et Tim sont tous différents du schéma de référence Bé, il s'agit donc
d'une requéte de type 7 dans laquelle i = Ov et k = Tim. Pour cela, on déterminera dans

un premier temps les deux matrices : My, _pcet Mpg opine

a) Déterminons d'abord M, g, en appliquant la régle 3 2 une copie des sous-blocs nord

de REP(S) (cf. matrice [Mg, . .5}, Annexe 6 ), c'est-a-dire & :

En multipliant chaque sous-bloc par 1/12 (pas 3.1 et 3.2 de la régle 3), nous obtenons :

o a7 [0 o]

U6 1 @ O

En exploitant la propriété de symétrie centrale (pas 3.3 de larégle 3), nous obtenons, & partir
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de B, etB,, les sous-blocs qui leur sont respectivement diagonalement opposés, & savoir :

1 -1 0 e

En regroupant ensuite ces quatre sous-blocs dans une seule matrice de format 4 x 4, nous

obtenons le parametre externe M, i, donné par :

Mo, spe= U6

b) Calculons ensuite Mp, ;. © il s'agit ici d'une requéte de type 4.
Recopions les sous-blocs sud de REP(6) (cf. matrice [My, .. .pe 1, Annexe 6), pour

obtenir (B; B,] :

12 0 0 0
[Bs Be] =
3 9 0 0
[Bs ] (B:]

Appliquons la régle 4 (confondue avec lu régle 3, une fois le mot "nord” du pas 3.1 est

remplacé par le mot "sud", et nulle part ailleurs) pour obtenir :

1/4 3/4 0 0

Appliquons ensuite Ia propriété de symétrie centrale (pas 4.3 de I'algorithme de décodage) :

3/4 1/4 0 0

Regroupons ensuite les quatre sous-blocs précédents pour obtenir Mg, _r. , comme suit :

1 6 0 0

MpesTime |14 ¥4 0 0

0 0 34 14

0 0 0 1

¢) Enfin, calculons le produit indiqué par la regle 7, c'est-a-dire, en effectuant le produit

Mg, rim % Mg, _,p¢ €ten tenant compte de la remarque précédente. Il nous suffit donc de

calculer : Bo Bilov>im=[Bo Bilpe smim * Mov.5ne

Apres substitution et simplification, nous obtenons :

[Bo B1]0v-->Tim =




Pour terminer, réunissons [B, B,lg, orim €t [Bs Balg, oim POUr obtenir :

Mov—sTim = |"M8 1 18 0

Ce tésultat se vérifie aisément par un calcul direct & partir de 4, et (AT‘-,""x ) (cf. resp.

Annexes 2 et 3). On peut aussi le comparer & l'expression donnée dans l'annexe 4.

2.4. Parametres de Hermite classique : décodage

Les régles (resp. l'algorithme) de décodage présentées ci-dessus doivent étre complétées
pour déterminer les paramatres caractéristiques du schéma classique de Hermite. 1I s'agit
essentiellement de permuter des lignes ou des colonnes des parametres homologues du
schéma modifié. En effet, on déduit de l'équation (K) (cf. §1.5.61, chap. 1, partie II) que la
matrice de passage du schéma modifié vers le schéma classique est donnée par :

0 o 1 0
0 1 0 0
T=
-1 0 4] 0
0 0 0 1
Celarevient & écrire :
Anpte = Age # T (3.3)
D'ot :
A=A . % T (3.4)

On vérifie par un calcul direct que T =T, Par conséquent, la relation (3.4) équivauta:

Age=Ange T (3.5)

ans

Soit A; la matrice de lissage d'un schéma cubique quelconque. En multipliant les deux

membres de (3.5) & gauche par A, on obtient :

AT A = AT WA+ T (3.6)

Or, par définition, A s Ay, = My, | ; etA T B = M.y, ;- Par suite, (3.6) vient 2

Mye.5j = Miiej * ‘T (€X))

En prenant l'inverse des deux membres de (3.4), on obtient :

Ag’ =To Ay (38)
On en déduit donc que :
A~l.,k,:-1 * A; =T * AmHe-l* Aj (3.9)

Ou encore, que :
Mj~—>He =T« Mj-->ch (3.10)

Les relations (3.5), (3.8), (3.7) et (3.10), résumées dans cet ordre dans le tableau 3B,
fournissent les outils spécifiques pour transformer les parameétres caractéristiques du
schémas modifié en paramétres homologues du schéma classique de Hermite.

L Age=Agyp+'T
2. A'I"Ie_i =T« AmHe_1

3. MHe—->j = Mch~~>j « T

4. M . =TxM,

j-->He j-->mHe

Tableau 3B Principe de décodage de paraméires de Hermite classique.
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- ,
11 convient de noter qu'en toute rigueur, la matrice 7 (resp.T " = ‘T ) devrait étre désignée 3) du tableau 3A. Cela donnera A ™ (resp. M; .y, ). On pourra ensuite employer

M, e one TeSP.My, oo u.) (cf. Remarques, §1.5.6.1, chap. 1, partie II). V'algorithme suivant pour transformer AmHe—‘ en AHe—l .

2.4.1, Interprétation géométrique de T ,
On vérifie aisément que lorsque la matrice T agit 2 gauche d'une matrice carrée de format

Algorithme 2.4.1.

4 x4, (e.g., relations 2 et 4, Tab. 3B), les lignes 2 et 4 de celle-ci restent invariantes. Par
Données :

contre, l'opposé de la premiére ligne commute avec la troisigme (voir Fig. 3B (a) ).
inverse_A_ .. ~ matrice carrée de format 4x 4;
Résultat :

inverse_ Ay, matrice carrée de format 4 x4 ;

0 0 1 0 al a2 a3 ad cl ¢2 ¢3 4
0 1 0 0 bl b2 b3 © _ bl b2 b3 b4 . | Début
i 4 0 0 0 fa 2 3 « cal -22 -a3 -ad Pour k := 02 3 faire
| Début
0 0 0 1 a2 &3 ¢ i @2 43 . .
- inverse_ Ay (0,k) = inverse_ A ;.(2, k) ;
T inverse_ Ay, (1k) = inverse_ A 4. (1, k) ;
| . inverse_ Ay (2,k) := - inverse_ A ;. (0, k) ;
{ al a2 a3 a¢| {0 0 -1 0 a3 a2 -.al o4 . . )
i | inverse_ Ay (3.k) := inverse_ A 1, (3, k)
!" bl b2 b3 b4| [0 1 0o b3 b2 -bl  bé & Fin
| el 2 3 | [1 0 0 o T |3 2 -a o . Fin
| a 2 @ ¢| o 0o o 1 B8 @ -d ¢
== |
| ALY
T

Ce méme algorithme permet de déterminer la matrice M, y, & condition de remplacer la

Figure 3A Interprétation géométrique de T . donnée inverse A, parM  smile Par ailleurs, une simple permutation des indices des

quatre affectations de la boucle conduit & I'algorithme approprié pour le calcul de A, (resp.

D'autre part, lorsque sa transposée opére A droite d'une matrice, elle laisse les colonnes 2 et My, ;). apattirde (A; ;) " (resp.M s >mife )

4 de celle-ci invariantes tandis que l'opposé de la premiére colonne permute avec la troisiéme

(voir Fig. 3A (b} ). Les relations 1 et 3 du tableau 3B correspondent & ce cas. En somme toute, le seul colt supplémentaire qu'entraine le calcul d'un parametre de Hermite
classique est celui des 16 affectations exécutées dans la boucle.

Ainsi, pour déterminer AHc"’ (resp. MJ._>Hc ), on appliquera d'abord la régle 6 (resp. regle

2ne 327



2.5.  Modéle d'interaction entre REP et programme d'application

Les opérations d'accés de base, les régles de consiruction associées aux requétes plus
complexes, ainsi que celles spécifiques au décodage des parameétres de Hermite classique

fournissent les &léments nécessaires pour réaliser un systéme d'interface SRL (system of
retreival logique) entre la base REP et les programmes d'application AP (application
programme). La figure 3C schématise cette interaction. Pour fixer les idées, supposons
qu'un programme d'application désire effectuer le tracé d'une courbe Overhauser. Sur
requéte, le systéme d'interface applique la régle 5 avec i = Ov pour fournir au programme

demandeur la matrice de lissage A, sous sa forme externe.

&

REP SRL PA

codes systeme 128 ogrzr'nm&s

schémas d'interface application

Figure 3C. [Interaction enire programme d'application et base de schémas via
systeme d'interface SRL.

Conclusion

La propriété de symétrie par permutation vérifiée par les schémas cubiques de Ball, de
Bermnstein-Bézier, de B-spline, d'Overhauser et de Timmer, permet de les réunir dans une
base compacte & temps de réponse bref. De plus, 'absence d'inversion de matrice dans le
procédé de décodage permet de restituer avec une frés bonne précision les parametres
externes. Enfin, lorqu' on ajoute & cette liste le schéma cubique classique de Hermite
modifié, on peut acceder également au schéma de Hermite & partir de cetie base.

;
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Perspectives, critiques et conclusion générale

L'expression du théoréme binomial sous formes matricielles a permis de dégager une vue
théorique homogene pour la transformation et I'analyse des courbes & représentation
paramétrique polynomiale dont le point courant peut s'exprimer par :

C@t) =v. AP tefa,b]

La matrice A, de format (n + I ) X (n + 1), caractérise le choix de n + I fonctions

polynomiales de base tandis que v, et P désignent respectivement le vecteur (1t t°... (')
et le polygone caractéristique de la courbe.

Pour cette classe de représentation, le "triangle” de Pascal (que nous avons noté G), organisé
sous forme d'une matrice triangulaire supérieure (matrice binomiale), s'était avéré un
opérateur géométrique et analytique incontournable. Gréce 2 ses puissances banalisées, on a
pu modéliser dans la premitre partie de cette étude I'évaluation des points, le calcul de
dérivées successives, la subdivision d'un arc de courbe en plusieurs sous-segments, ainsi
que la conversion de la représentation d'un arc de courbe en d'autres représentations
équivalentes.

L'isomorphisme établi entre le groupe additif abélien de [R et celui défini par I'ensemble des
puissances banalisées de G par rapport 2 la multiplication de matrices a permis de rendre

compte, par l'exposant de G, de toute translation paramétrique de pas o, et avec un minimum
de calcul algébrique (chap. 3, partie I). Ainsi, pour passer du point C(t)=v,A P
correspondant 2 la valeur paramétrique ¢, 2 celui qui correspond 2 la valeuro +1, il suffit
d'écrire :

C(o+t)=v,G"x AP

On a vu ensuiie que le calcul de la déiivée paraméirique ¢'un arc de courbe est facilivé (cf.
chap. 5, partie I) par l'opérateur K obtenu 2 partir de G en remettant & zéro toutes ses
composantes sauf celles de la premiére sur-diagonale.

Par application successive de l'opérateur K et en tenant compte des propriétés multiplicatives
de celui-ci, on aboutit au résultat fondamental suivant (chap. 5, partie I) :
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(€ (W)z0,.. .0 =IG*P

IG*=diag (0! 1! 2! ... nh)x G*xA

L'opérateur IG* est d'intérét premier pour I'analyse de tout schéma paramétrique polynomial
dans la mesure ot il se déplace le long d'une courbe et fournit en tous ses points une analyse
géométrique complete : le produit de sa premiére ligne par P donnant I'évaluation du point,
de sa deuxi®me ligne par P donnant la dérivée premiére, et ainsi de suite.

Parmi les applications immédiates que I'on peut tirer de cet opérateur , on peut signaler d'une
part, le calcul de la trajectoire d'une machine-outila commande numérique destinée 3

réaliser la courbe, étant donné que les trois premiéres lignes de IG™ permettent de déterminer

le tri¢dre de Frenet en tout point.  D'autre part, on peut s'appuyer sur IG™ pour concevoir
un éditeur automatique de formules pour I'annotation de points caractéristiques d'un arc de
courbe, une application qui s'inscrit dans le prolongement pratique de ce travail.

Ensuite, les deux formes spécialisées IG® et IG' de IG” s'inscrivent dans un des soucis
premiers de cette étude qui était de formaliser la recherche des indicateurs de géométrie par
lesquels on puisse caractériser les qualités géométriques intrinséques 4 tout choix de
fonctions polynomiales de base. En effet, en multipliant les lignes successives de IG® et de
IG* par P, on détermine rapidement les conditions géométriques aux extrémités d'un arc de

courbe donné. Grice 2 IG® et IG*, on peut donc automatiser la recherche des conditions de
raccordement & la jonction entre deux segments de courbes.

Aussi bien sur le plan théorique que sur le plan pratique, l'opérateur IG* représente, par
conséquent, un outil puissant pour étudier et analyser rapidement les schémas et les
courbes paramétriques polynomiales.

En généralisant la méthode de définition de I'opérateur K, la matrice binomiale G apparait
également comme un opérateur de développement limité de Taylor pour les fonctions
polynomiales mono-paramétres lorsque on la considére comme un empilement des
sur-diagonales. En effet, si & la place de la premigre sur-diagonale retenue pour définir K, on
avait plutot retenu celle de rang 4, on aurait obtenu un opérateur K, (0 <k < n) qui

conduirait au résultat suivant :
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0
Vi

v, K, =
k!
Par conséquent :
v:o) vél) v'(.n)
viG=vy= — + ot — (A)
o 1! n!

On obtient ainsi le développement exact de Taylor du vecteur vy, , ol 'accroissement
vaut /. En ne retenant que les sur-diagonales depuis la diagonale principale jusqu'a celle de
rang k, on en obtient le développement limité  I'ordre k.

D'autre part, la relation (A) conduit & d'autres d'identités polynomiales intéressantes
proposant d'autres manieres pour modéliser les transformations paramétriques linéaires. Ces
nouveaux modeles sont-ils mieux adaptés au traitement sur ordinateur ? Sont-ils plus stables
du point de vue du calcul numérique ? Voila quelques questions auxquelles d'autres €tudes
prolongeant celle-ci devront apporter des réponses.

Pour le moment et dans un souci de nous limiter, nous donnons ici un exemple de ces
identités. En effet et de toute évidence, le troisiéme membre de (A) peut se mettre sous la

forme :
1 1 1 1
vwe=(— — — .. —)T® (B)
o 21 n!

n't

ot e "
1 2t m"-‘
T = \
KO

En d'autres termes, on a :




1 1 1 1
Ve =(— — — ... —)T® ©
o 1t 2! ni

La composante de T(t) située dans la colonne j et dans la ligne i est définie par :
jt

T, ;= —¢~
G-t

pour i etj=0,1,...,n

En ne retenant que les k+] premigres colonnes de T(t) et en forgant les #-k demniéres & zéro,
on aboutit également au développement de Taylor limité & l'ordre £ pour v,,.. Pouren
faire de méme pour un accroissement arbitraire h = «, c'est--dire, pour écrire le:
développement limité de Taylor pour V..., il suffira de remplacer le vecteur (1/0! 1/1! 1/2!
... 1in!) parle vecteur (1/0! ofl! a%2! ... o'in!) dans les expressions (A), (B) et (C).

L'interprétation de G, vue sur le plan du calcul numérique, a 1évélé que son inverse G™*
peut servir de modéle pour le calcul des différences finies (cf. conséquence 3, §2.3.1,
chapitre 3, partie I), modéle qui a l'avantage d'exiger peu d'effort de mémoire pour les
calculs manuels. De plus, le calcul de G™ ne fait que reprendre la méthode de génération de
la matrice G elle-méme. De fagon plus précise, G~ se déduit directement de G par un simple

changement de signe des composantes de G situées sur ses sur-diagonales de rang impair (on
affectera le rang zéro  la diagonale principale). Aussi, est-il désormais possible de dédier un

processeur matriciel spécialisé & G™* pour assurer le calcul automatique des différences
finies. Cependant, pour juger de I'adéquation pratique du modele de calcul préconisé par

G, une étude empirique de sa stabilité numérique est indispensable. Cela, s'inscrit dans le
prolongement pratique de ce travail.

Sur la base des résultats de cette étude, la matrice binomiale retrouve ainsi une dimension
mathématique nouvelle qui dépasse son rdle traditionnel de générateur de coefficients
binomiaux en ce sens qu'elle se présente, en quelque sorte, comme une plaque tournante

entre I'algebre, l'analyse et la géométrie Les calenls qu'elle sous-tend se généralisent d'une

fagon naturelle au corps C, bien que l'interprétation pratique de telles généralisations n'ait
pas été abordée dans le cadre de cette étude.

Ensuite, lorsque les puissances banalisées de la matrice binomiale s'associent & I'ensemble

des matrices diagonales de la forme D(3) =diag (1 B pB° ... B"), ces demitres tenant
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compte des changements d'échelle dans l'intervalle de parametre et formant une structure de

groupe multiplicatif matriciel, isomorphe au groupe multiplicatif de [R*, on obtient un
ensemble de opérateurs composites puissants de la forme :

N, p =D (B) + G* avec (o, ) R x R

Ces opérateurs conduisent, en premier lieu, 3 une formulation plus générale du théoréme
binomial, une formulation que 'on peut résumer par :

Vnpt =\, nu, ]

En deuxiéme liey, ils modélisent la conversion de représentation de courbes entre deux
schéinas de méme degré (chap. 7, partie I).

En troisiéme licy, lorsque les paramétres o et B sont liés par la relation linéaire :

oa=1-8 avec (o, B) € [0, 1] x[0, 1]

on obtient un opérateur 7,5, s = D (8) » G'” * qui modélise la segmentation des courbes.

En effet, la substitution de la matrice composite ;-5 5 * A 2la matrice A dans I'expression
du point courant d'un arc de courbe revient & une transformation qui restreint la variation de

ce dernier aun sous-intervalle paramétrique [1- 8, 1] (chap. 6, partie I).

En quatritme licu, la matrice 0,5 5 = D () « G'~ * définit une matrice des fonctions de

Bernstein jusqu'au degré #, en supposant que G et D(B) soient de format (n+1 ) x (n+1)
(chap. 4 partie £}, Onretrouve ainsi une matrice dont les colonnes successives engendrent
les fonctions de base, de degrés croissants, pour le systtme UNISURF de Bézier. Du fait

que les opérateurs 1, , se calculent par une généralisation de la récurrence binomiale, on
peut ainsi passer d'vn schéma de Bernstein-Bézier, d'un degré donné, 2 celui de degré
suivant par un procédé similaire 2 1a méthode qui calcule une colonne de la matrice binomiale
2 partir de son prédécesseur immédiat.

En cinquigme licu, en laissant B varier sur l'intervalle [1, oo[, les composantes de 1,5 5 =
D () + G'~ * fournissent une généralisation des fonctions polynomiales de Bemstein aux

fonctions polynomiales rationnelles duales, obtenues par une simple inversion de parametre
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des premiéres. L'étude approfondie de ces fonctions, dans un souci de trouver leyr
incidence sur la transcription paramétrique des formes, constitue un axe de recherche quj
prolongera cette étude.

En sixiéme lieu, sous la forme particuliere 1, ¢ =D(-1) % G, on obtient un test opérationne]
pour la propriété de symétrie par permutation, une propriété vérifiée par un nombre important
de schémas classiques. En effet, les fonctions de lissage d'un schéma donné, caractérisées

par la matrice A, admettent cette propriété si et seulement si A vérifie l'identité matricielle
suivante :

AxR+A"=D(-1)xG

oil R désigne 1a matrice de réflexion (chap. 2, partie ) de méme format que A, D(B) et G.

L'intérét pratique de cette derniére propriété pour nous réside dans la symétrie centrale
qu'elle confere aux matrices de passage reliant deux schémas symétriques par permutation.

Etant donné deux matrices A, et A, vérifiant l'identité précédente, il s'ensuit que les

composantes de la matrice de passage My_, ,, = Al A, vérifient les relations suivantes :

My, G, )= Mg, (0-1, n4)
De ce fait, les deux matrices My, et M, _, ; peuvent étre codées de fagon compacte dans
l'espace d'une seule. La base de six schémas cubiques classiques proposée au chapitre 7 de
la partie I tire avantage de cette possibilité pour assurer un codage compact de cette base.
En définitive donc, cette étude a posé les bases pour la réalisation d'un systéme de
transcription des courbes et des surfaces qui soit & la fois :

- polyvalent car il pourra intégrer plusieurs schémas classiques dont les
transformations et les manipulations de base peuvent s'appuyer sur des
modeles standard de calcul ;

et

- autonome dans la mesure ol un tel systéme pourra retrouver tout seul les

faits géométriques intrinseques & chaque choix de schéma qu'il embrasse.

Cela, grice aux indicateurs de géométrie, tels que IG” et IG".
C'est dans cette perspective pratique que s'inscrit la suite de nos études afin de concrétiser la
deuxieme phase visant 2 intégrer plusieurs schémas dans un méme systéme de transcription
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des formes  représentation paramétrique polynomiale,
On peut, en rétrospective, formuler trois objections 2 propos de notre démarche :
1. le rdle du concepteur semble comme mis en retrait ;

2. lerdle de la spécificité qui fait souvent la richesse et la souplesse des
schémas classiques est diminuée ;
3. I'étude des carreaux de surface est absente.

Pour la premitre objection, nous sommes de 'avis que cela est inévitable d&s que 1'on songe
4 aboutir & des systémes intelligents, tendant vers une autonomie grandissante. Toutefois, le
procédé employé dans la section 3, chapitre 5, partie I, pour transformer la modélisation de la
dérivation paramétrique en faveur du concepteur, peut toujours étre utilisé pour pallier ce
défaut dans la plupart des cas. Sur le plan pratique, la recherche de modeles par lesquels le
concepteur puisse exprimer sa volonté n'est pas une fin en soi. Ce qui importe, A notre avis,
c'est que la représentation elle-méme favorise et rende naturel I'intervention du concepteur.
Cela, en mettant 3 la disposition de ce dernier, des paramdtres simples et aisés a
communiquer, parametres dont la signification physique ainsi que l'influence sur la courbe
soient d'une accessibilité immédiate pour le concepteur. C'est dans ce domaine que réside
une des qualités fondamentales du systtme UNISURF de Bézier, comme 'ont bien souligné
Forrest, Chernla, Véron et Ris.

Quand la représentation ne favorise pas d'une fagon naturelle I'intervention du concepeur il
faudra plut6t recourir & un modele de traitement automatique.

A la deuxieme objection, il nous parait plus judicieux que, dans un contexte intégrant
plusieurs schémas classiques, comme nous l'envisageons, les particularités de chaque
schéma soient introduites sous formes d'attributs. C'est en prenant en compte ces attributs
que l'on choisira le schéma le mieux adapté pour une étape donnée de la conception.

Toutefois, il est réconfortant que les indicateurs de géométrie IG® (resp. IG") mettent en
relief les conditions géométriques de tout arc de courbe en son point initial (resp. en son
point terminal), quel que soit le schéma employé pour exprimer sa transcription,

Pour la troisi¢me obiection, comme il a été souligné dans le premier chapitre de la premigre
partie, les modgles de calcul pour les carreaux élémentaires réunissent les modeles de calcut

pour les courbes doublés essentiellernent de leurs transposées.

Nous rappellons enfin les prolongements a donner & ce travail :

335




1. L'étude empirique de la stabilité numérique du modéle de calcul des différenceg

finies s'appuyant sur G™'; dans un premier temps, en collaboration avec les
analystes numériciens ; ensuite avec des sociétés intéressées pour le
développement d'un processeur spécialisé dédi€ au calcul des différences finies,
pourvu bien sfir que les résultats de 'étude de stabilité soient positifs.

BIBLIOGRAPHIE

2. L'%tude comparative de la stabilité numérique et de la précision des modeles 1 4
Tayloriens et ceux & base du triangle de Pascal pour exprimer les transformations , b g 3+ 4
paramétriques linéaires des formes, en collaboration  la fois avec les analystes i
numériciens et avec les concepteurs des systemes de la CFAO. i

1

3. Le développement pratique de la base des schémas cubiques suivants :

o de Ball ; de Bernstein-Bézier ; de B-spline cubique ; de Hermite (a travers Les publications sur les représentations paramétriques

polynomiales des formes en CFAQ sont trés nombreuses
! et temoignent d'une activité intense de recherche dans le
schémas qui, & I'exception de celui de Hermite, ont la propriété de symétrie par j domaine. Toutefois, la liste bibliographique qui suit ne
permutation ; ce développement devra déja envisager dans sa conception la d

le schéma modifié de Hermite) ; d'Overhauser et de Timmer,

prétend aucunement étre exhaustive. Elle comprend
possibilité éventuelle d'incorporer cette base dans une base embrassant 'ensemble uniquement les ouvrages et articles dont nous avons fait
des schémas paramétriques cubiques ; il nécessitera le concours des concepteurs usage dans la présentation de ce mémoire.

de base des données et des systemes de CFAO. .

4. Laréalisation d'un éditeur des formules pour 'annotation des points

caractéristiques des formes A représentation paramétriques polynomiale. +4
j ® AR
5. L'étude de la généralisation rationnelle des fonctions polynomiales de Bernstein et ~

I'application de ces derniéres 2 la transcription des formes paramétriques.

6. Larecherche des interprétations concrétes pour le corps des nombres

complexes € des modgles de transformations proposés.
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ANNEXES

Les annexes sont présentées dans le but principal d'aider
ceux qui aimeront réaliser des systémes opérationnels 3 partir
de ce travail sans qu'ils soient obligés d'aller rechercher dans
le texte les données essentielles dont ils auront besoin.
Ainsi, par exemple, 'Annexe VI donne le codage interne de
la base de schémas symétriques par permutation tandis que
VII et VI en donnent les principaux algorithmes de
décodage des matrices caractéristiques 2 partir du code
interne.
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ANNEXE I

Matrices de dérivation de neuf schémas cubiques classiques.

[0 1 0o o] [0 1 0o o]
0 0 3 0 0 0 i 0
AAI = Tay =
0 0 0 3 0 0 0 1
0 0 o o 0 0 0 0
[ 2 2 0 o0 3 3 0 o
A -1 -2 2 1 =1 =1 2 0
Ba ~ B =
4.2 2 1 0 =2 g
0 0 -2 2 0o o0 -3 3
[-11 18 .9 2] fo o 1 0]
2 -3 6 -1 0 0 0 1
A A _
Bs = 1/6 He =
1 -6 3 2 -6 6 -4 -1
-2 9% .18 1l 6 -6 2 4
4 6 6 2] 8 8 0 0]
6 o0 0 1 30 4 -1
AmHe = ATim =
-1 0 0 0 1 -4 0 3
-2 -6 6 4 0o 0 -8 8§
[.18 19 -16 5]
A -1 10 Matrices de dérivation de neuf
ov =R
o =r & 1 schémas cubiques classiques
I -5 16 -19 18



ANNEXE 1II
ANNEXE I

Inverse des matrices de lissage des schémas cubiques de Ball (Ba), de Bemstein-Bézier (B€),
de B-spline (Bs), de Hermite (He), de Hermite modifi€ (mHe), d'Overhauser (Ov) et de
Timmer (Tim).

Matrices de lissage des schémas cubiques de Ball (Ba), de Bernstein-Bézier (Bé), de
B-spline (Bs), de Hermite (He), de Hermite modifié (mHe), d'Overhauser (Ov) et de
Timmer (Tim).

I o o0 o oo &8 2 0 0 0 3 0 0 0
-1 2 1 0 0 =l 3 1 0 0
Ay« g2 T 00 Ag = |3 3 0 0 Ag, =12 Ape =18
a é -
2 1 0 -1
1 -4 2 1 i % % B 3 2 1 0

1
A 1/6'3030 A_=p? T "B A =18

0 0 1 0 0 2 0 0 0 -1 0 0 1 -1 1 1
-1 11 1t 1 -1 T 0 0 0
3 _fro0o 00 T ) U I T A e Ag, =
mH 0
¢ 2 3 -3 -1 ' 2 -5 4 -1 t 0 o0 0 1 1 1 1

1 0 o 0] 4 o o ol
-4 4 ¢ 0 -1 4 1 0 0
A = ATlm=1/4
Tim
5 -8 4 1 4 3 2 1
2 4 -4 2 4 4 4 4
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ANNEXE 1V

Matrices de passage des six schémas cubiques : de Ball (Ba), de B-spline (Bs), de Hermite
(He), de Hermite modifi€ (mHe), d'Overhauser (Ov) et de Timmer (Tim) vers
Bernstein-Bézier cubique:

M, .pe=Aps '* A, aveci ¢ (Ba, Bs, He, mHe, Ov, Tim)

(3 o o 0] 'y 4 1 0]
o s 1 2 0 0 0 4 2 0
— Mps.>pe =16
0 0 2 1 0 2 4 0
o 0o o 3] 0 1 4 1]
3 0 o 0] [0 0 3 0]
3 0 1 0 100 30
Moops ~ W2 M Hesps =18
0 3 0 1 0 3 0 -1
o 3 0o 0] L0 3 0 0]
[0 6 o0 o] T3 0o o 0
16 100 14 0 0
M Ov->B¢ ~ 1/6 0 1 6 -1 MTim~»>Bé =173 0 0 4 1
0 0 6 0] L o o o0 3
Remarque

Excepté la matrice de passage My, 5. chaque matrice vérifie la propriété de symétrie

centrale : M.,; =M3—i, 345

&

pourietj=0,1,...,3.
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ANNEXE V

Matrices de passage du schéma cubique de Bernstein-Bézier respectivement vers le schéma
de Ball (Ba), de B-spline (Bs), de Hermite (He), de Hermite modifié (mHe), d'Overhauser
(Ov) et de Timmer (Tim) :

My, ;=A; "« Ag, aveci ¢ (Ba, Bs, He, mHe, Ov, Tim)

( 2 0 0 0] 6 -7 2 0
-1 3 0 0 0 2 -1 0
M = 1/2 M
Bé->Ba Bé->Bs
0 6o 3 -1 0 -1 2 0
| 0 o o 3] 0 2 -7 6
r .
1 0 0 0 3 .3 0 0
0 0 (1] 1 0 0 0 1
M Bé->He MBé"mH‘
-3 3 0 0 1 0 0 0
00 -3 3] 0 0 -3 3
6 -6 0 1 4 0 0 0
1 0 0 0 3 0 0
My oov = My otim =14
4] 0 0 -1 0 0 3 1
1 0 -6 6 0 0 0 4
Remarque
Excepté la matrice de passage My, .y, chaque matrice vérifie la propriété de symétrie
centrale: M, ; =M 5 pouri etj=0,1,..,3.
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ANNEXE VI

Codage interne de la spécification définitive SD de la base formée des six schémas cubiques:

de Ball (Ba), de Bernstein-Bézier (B€), de B-spline (Bs), de Hermite modifié (mHe),
d'Overhauser (Ov), et de Timmer (Tim). Schéma de référence : Bernstein-Bézier.

2 o

™ -3 3%

'l

= 6 -
12 %6
12 o0

21 4 8

A

é 12 0

z
6 18
[0 o

:% 40

{

Eé %6 -36
[0 o

_ 2 0

E

T -4 16

¥

=<}

s 12 0
309

36

-36

.51 2 4 0 0
faa)
Z 2 8 4 o0

-84 24 0

l Iw‘Bc’<—>Bs]

0 24 -12 0

0 12 [V

7 -72 0 12

[ Mgesov )

349

ANNEXE VI

Algorithme 1 : Régle 3 : Décodage de la matrice de passage M, ,p¢ 2partirdela
matrice Ma <..>B¢ Qui stocke la forme condensée des matrices de passage

Mg _>peCt MBé__z,g multipliées par /2 pour convertir les composantes
€n entiers.

Données
Mg<->B6 matrice & composantes entierés, de format 4x4 ;

Résultats
My ..pe matrice a composantes entierds, de format 4x4 ;
Principale variable de travail

f entier, facteur de pondération dont la finalité est

de restituer les valeurs effectives des matrices

codées
Début
fi=1/12;
Pour j:=0 & 3 faire
Début
Pour i:= 0 & I faire
Début
Mg__)aé(i, =1y Mg(_)Bé(i, i

M, ge3-1, 3-9) :=M

b a,»

g-—->Bé
Fin
Fin
Fin

Colit : 1 division, 8 multiplications et 16 soustractions
(sans tenir compte du colit de gestion des indices de boucle).
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ANNEXE VI

Algorithme 2 : Regle 4 : Décodage de la matrice de passage Mg, 5 4 partir de la
matrice Mx <.>p¢ Quistocke la forme condensée des matrices
de passage M,s >Be St Mp multipliées par 12 pour
convertir les composantes en entiers.

Données

M matrice & composantes entierés, de format 4x4 ;

g<->Bé

Résultats

M matrice & composantes entierés, de format 4x4 ;

Bé ->g

Principale variable de travail
f entier, facteur de pondération pour restituer les

valeurs effectives de matrices codées ;

Début
f 3= 02,5
Pour j:=0 a 3 faire
Début
Pour is= 0 & I faire
Début
(i+2, i) 3

Mo, Gy i=f4M

Bé--3g g<—>Bé

MBé )9(3—1, 3-j) = MBé—<>g(i’ )
Fin
Fin
Fin

Coilr 1 division, 8 multiplications, 8 additions et 16 soustractions
(sans tenir compte du cofit de gestion des indices de boucle).
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Arnnexe IX
ANNEXE IX

Cette annexe illustre & 1'aide de huit schémas cubiques classiques la grande facilité qu'offrent

les deux opérateurs IG® et IG* pour retrouver la géométrie aux limites de tout arc de courbe
paramétrique polynomiale. Ces résultats s'étendent a tous les schémas quel que soit leur

degré.

On rappelle pour mémoire que :

IG* =diag (0! 1! 2! ... n)xG % A

ol oref0, 1] et A désigne la matrice de lissage (cf. Annexe IT) du schéma, celui-ci étant
supposé de degré n.

Pour le cas cubique :

IG’ =diag(1 1 2 6)xA et IG'=diag(1 1 2 6)%xG A

Les lignes successives de IG° permettent de lire les conditions géométrique en = 0. IG*

faitdemémeent = 1.

Les schémas tests sont ceux présentés au chapitre 1. Pour chaque schéma on donnera :

1. IG® et IG! 2. IG°P et IG'P

1. Schéma Algébrique cubique

Forme explicite de ,,IG” :

1G°
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Annexe IX Annexe IX
a. Conditions géométriques en ¢ =0 spécifiées par , IG" P
a. Conditions géométriques en =0 spécifies par 5 IG” P:
JG° @ HP=iP i=0,..,3
3G’ (0, ) P= P,
Forme explicite de , IG' : ,
I & 1 m palG (1, x) P=2(P,-P,)
1 " 3 BaIG' (2, ¥) P= 2(P,- 4P, + 2P, +P;)
IG! =
A . e 31G°G, ) P= 12, -P,)
0 6
Forme explicite de 5 IG" :
. . _ . .
b. Conditions géométriques en ¢ = I spécifiées par , IG" P: 5 "6 B T
\ G- [0 0 -2 2
alG 0, x)P=P, +P, +P, +P; Ba
R 4 -8 2
WIG (1, WP =P, +2P, +3P,
0 12 12 0
AlG' (2, #)P = 2P, + 6P;
AlG' (3, %)P = 6P,
L b.  Conditions géométriquesent = I spécifiées par p IG' P
I
}‘ Ainsi, AIIG° P et AlIG1 P reproduisent les mémes conditions géométriques respectives en
t=0 ett=1 quelecalcul direct du chap. 1, partie I (§6.1.1). 5JG (0, x) P= P,
1 = -
2, Schéma de Ball cubique BalG (1, x) P= 2(P;-Pe)
Forme explicite de BaIGg BaIGI (2, %) P= 2(P,+ 2P, - 4P, +Py)
i [ 10 0 0 | G (3, ) P = 120, P,)
- G°_ {2 2 o o0

Ainsi, BHIG° P et BaIG1 P reproduisent les mémes conditions géométriques respectives en

t=0 etr=1 quele calcul direct du chap. 1, partie I (§6.2.1).
0 12 -12 0
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Amexe Ix Arnnexe IX

3. Schéma de Bernstein-Bézier cubique Ainsi, g JG° P et p JG' P reproduisent les mémes conditions géométriques respectives en

Forme explicite de 5 JG” :
1 0 0
& 33 0
-
-6 -12 6
-6 18 -18

a. Conditions géométriques en t = 0 spécifiées par BéIG° P:

plG°(0, x) P= P,
pdG (L, ) P=3(P,-P,)
3G’ (2, x) P= 6(P,- 2P, +P,)

pdG°(3, ) P = 6(-Po+3P, - 3P, +Py)

Forme explicite de BéIG’ :
0 0 0
- 0 0 -3
B
4] 6 -12
-6 18 -18

b. Conditions géométriques ent = I spécifiées par BéIG1 L

3JG (0, )P =P,
sdG (1, ) P = 3(P;-P,)
gIG' (2, +) P = 6(P,- 2P, +P;)

3G (3, ) P = 6(-Po+ 3P, - 3P, +P;)

355

t=0 ett=1 quele calcul direct du chap. 1, partie I (§6.3.1).

4. Schéma de B-spline cubique

Forme explicite de 5 IG° :

1 4 1
3
IG® =1/6
Bs
6 -12 6
-6 18 -18

a. Conditions géométriques en ¢ = 0 spécifiées par , IG° P :
2JG’ (0, %) P=1/6(P, + 4P, +P,)
5IG (1, %) P = 1/2(P,-P;)
gIG’(2, +) P=P,-2P, +P,

3JG°(3, #) P= - Pg+ 3P, - 3P, +P;

Forme explicite de  IG' :
0 1 4
0 0
IG' =6
Bs
0 6 -12
-6 18 -18

b. Conditions géométriquesent = I spécifiées par 3 IG* P :
B JGH(0, ) P = 1/6(P, + 4P, +P;)

5JG (1, ¥) P= 1/2(P;-P,)
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Annexe IX
8JG' (2, x) P=P, - 2P, +P,

pJG (3, x) P= -P +3P, - 3P, +P;

Ailnsi, BSIG" P et BsIG1 P reproduisent les mémes conditions géométriques respectives en

t=0 ett=1 quele calcul direct du chap. 1, partie I (§6.4.1).

Par ailleurs, on remarque que : BsIG1 (x, j+1) = B!;IGo (x,J) pour j=0,1,2 traduisant

ainsi la propriété générale suivante des g p; (cf. §6.4.1, chap. 1, part. I):

B9 (0) = ppi s i(D) pouri=0,1,2 et 0<k<3.

5. Schéma de Hermite cubique

Forme explicite de 11, IG” :

=]
<
—
<

a. Conditions géométriquesen ¢ = 0 spécifiées par ; IG° P :
4JG° (0, ©) P=P,
wlG (1, ) P= P,
4G (2, ) P=2(- 3P, + 3P, 2P, -P,}

7IG’ (3, ) P=6(2P, - 2P, +P; +P;)

Forme explicite de 1, IG' :

867

Annexe IX

IG! =
He
6 -6 2 4

12 -12 6 6
b. Conditions géométriques en ¢ = I spécifiées par HeIG‘ } W
4G (0, ) P=P,
1IG' (1, %) P= P,
1IG' 2, x) P=2(3P,- 3P, +P, +2P;)

1IG 3, ») P=6(2P, - 2P, +P, +P;)

Ainsi, ;1 IG’ P et 1 IG' P reproduisent les mémes conditions géométriques respectives en
t=0 ett=1 quele calcul direct du chap. 1, partie I (§6.5.1).

6. Schéma d'Overhauser

Forme explicite de , IG® :
0 1 0 0
oo | om0
ov
2 -5 4 -1
3 9 -9 3

a. Conditions géométriquesen £ = 0 spécifiées par o IG” P :
0G0, ) P=P,
odG°(1, x) P = 1/2(P, - P,)
oIG’ (2, ) P=2P,- 5P, + 4P, - Py

oG 3, ) P=3(-P, + 3P, -3P, +P;)
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Forme explicite de ,IG" :
0 0 1 0
G| 0w oo
oG =
-1 4 -5 2
-3 9 -9 3

b. Conditions géométriques en z = I spécifiées par 0,,IG’ P:

o IG (0, )P =P,
o JG (1, ») P = 12(P, - Py)
o IG (2, ) P=-P,+ 4P, - 5P, +2P;

o IG' 3, ) P=3(-P, + 3P, -3P, +P;)

Ainsi, 5, IG" P et o IG' P reproduisent les mémes conditions géométriques respectives en

t=0 ett=1 quele calcul direct du chap. 1, partie I (§6.6.1).

7. Schéma cubique de Taylor

Forme explicite de TayIG0 -

1G°
Tay
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a. Conditions géométriques ent = 0 spécifiées par Ta},IG° P:

151G’ 0, ) P=P;
TaylG0 (1,x) P=P,
TayIG’ 2, ¥) P =P,

131G G, 4) P=Py

Forme explicite de TayIGl :

G = 1 1 12
Tay

1 1

0 1

b. Conditions géométriques ent= I spécifiées par TayIG1 P:

TayIG’(O, «P=P, + P, + 1/2P, + 1/6P;
ToJG (L, #) P=P, + P, + 1/2P;
12yIG (2, ) P=P; + P,

120G G, #) P =Py

Ainsi, TﬁyIG“ P et TayIG1 P reproduisent les mémes conditions géométriques respectives er
t=0 ett=1 quele calcul direct du chap. 1, partie I (§6.7.1).
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8. Schéma cubique de Timmer Ainsi, 1, IG" P et ; IG" P reproduisent les mémes conditions géométriques respectives

Forme explicite de TimI(;’> : ent=0 ett=1 quelecalcul direct du chap. 1, partie I (§6.8.1).

12 24 -24 12

a. Conditions géométriques ent = ¢ spécifies par Timl('f’ P:
12 dG7 (0, x) P = P,
1dG (L, %) P= 4(P,-Py)
1undG* (2, ¥) P = 2(5P,- 8P, +4P, -P;)

1indG° (3, x) P = 12(- Po+ 2P, - 2P, +Py)

Forme explicite de 7, 1G" :
0 0o 0 1
0 0 -4 4
IGt =
Tim
2 8 -16 10

b. Conditions géométriques en =1 spécifiées pa.rTimIG‘ P:
]G0, 5) P = Py
G (1, 5} P = 4(P5 -P;)
1mlG' (2, %) P = 2(- P, + 4P, - 8P, +5P;)

15 dG (3, %) P= 12(-Po+ 2P, - 2P, +Py)
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Amexe X
ANNEXE X

[0 for i >j
Cette annexe, présentée exceptionnellement en anglais, regroupe les relations donnant ¢ = 3_', for i £j
l'analyse géométrique compléte d'une courbe paramétrique polynomiale au point [ G-t
paramétrique o [0, 1]. Elle souligne l'intérét pratique et théorique de l'opérateur IG*,
Sur le plan théorique, celui-ci permet notamment l'analyse rapide de tout schéma For a formal proof, refer to chap. 3, part. L.
paramétrique polynomial. Sur le plan pratique, on peut se fonder sur cet opérateur et sur le A: the blending matrix associated with an arbitrary choice of parametric
tableau présenté ci-dessous pour imaginer un éditeur de formules pour annoter des points scheme.

caractéristiques du tracé d'un arc de courbe, voire pour aider les chercheurs en CFAO 3

réparer leurs publications. C'est dans ce souci que nous présentons d'un c6té L i
D Bt . < ATl O08 PR . sl conlevrelatel Assuming a parametric curve segment defined by C(1) = v, A P with ¢ €/0, 1] and
et de l'autre les données fournies par IG™ et le polygone caractéristique P.

ve=(l t ¢ 2 ... t"), we shall use the following conventional notations

Mais par-dessus tout, IG* résume en un seul neeud les parametres nécessaires au calcul de [Mortenson-85, chap. 5, pp.267-276]:

trajectoire de machine-outil ("tool path geometry" en anglais) chargés de fagonner la courbe.
q the generic point on a characteristic line or plane passing through the

point C(cx) of the parametric arc;

The geometry indicator YG™ and the characteristic parameters for parametric polynomial
curve analysis r  the generic point on the rectifying plane to the curve at the point C(«) of

the parametric arc;

Review of notations, conventions and definitions:

P matrix of geometric coefficients (control points): P = "PDi- o, t.  theunit tangent vector to the curve at C(a);

with:

. n

n, the principal unit normal vector to the curve at C(a);
P,c R, thatis: P,=(xI x% x}). « princip (o)

b, the unit binormal vector to the curve at C(a);

We define IG™ as :
IG* =diag(1 1 2! ... n}xG" x A K. the curvature at C{a);
with
G : an (n+1)x(n+1)sized Pascal triangle arranged as an upper 0o  radius of curvature at C(o);

triangutar mawix. It can be raised to any real power o as follows :
1, torsion at the point C(o);

I
IL (0 for i >j u,w two unbounded parameter variables u, w e[R  for writing characteristic
£ Gr = | line and plane equations determined by the moving trihedron t,, n, and
' i |
- | emic for i <j b. at C(el:

. a ascalar determining the distance along unit vecteurs t,, n, and b, ;
forall 4,j=0,1,..,n and where:

363 364



Annexe X

as well as the following somewhat personal conventions :

(o centre of curvature at the arc point C(/);

C(x) the jth parametric derivative of the curve at C(x);

IG,, for the i-row vector of IG* withi=0,1,..., n;

IG? ,P for the "blocked scalar or dot products” defined as follows :
IGT ,P=(G} , .[x; Xi ... Xq] ...

IGY, .[xs Xi ... x3l%
det[] determinant of the unspecified square matrix within brackets;
We recall equation (5.42) of chapter 5, part I :

Co)=1G; ,P forall ef0, 1)

C %) = () [G™ + AlG, ). P.
For formal proofs of the analytic relations used in constructing this table, refer to
Mortenson [Mortenson-85, chap. 5, pp.267-276].

Analytic property defining relation Data drawn from IG*P

t=C (@)/IC™ () 1G5, P = C(®)

Tangent line equation through C(x) :

q = C(x) +at, IG; P, IG] P

Normal plane equation through C() :
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(q - C(e)). t,=0 IG; , P, IGY P
or (q- C()). CP(e)=0 " "
Principal normal :

First, determine :
g €2 (). C(0)] C* (o)
«= @) - 1G{ ,P,IG; ,P
1 (o) & e
then:

n,= k. Akl IG{ ,P,IG; ,P

Principal normal line equation through C(a):

q = C(o) +an, 1G; P, IGY ,P, IG; P
Binormal vector through C(x):
b =t XN, IG; . P, IG; ,P

Binormal vector line equation through C(x):

q = C(o) +ab, IG; P, IG} P, IG; P
Osculating plane equation through C(x):
det[q - Co) CV () C¥(w]1=0 IG;,P,IG; P, IG; P
or: g = C(o) +ut, +wn, 1G; ,P,IG} P, IG; P
Rectifying plane equation through C(o):

[r - C(®].n,=0 1G; P, IGY ,P, IG; P
or: r = C(o) +ut, + wh, 1G; P, IG; ,P, IG; P
Curvature to the arc at the point C(&):

[1C' () xC*® ()l

Ke=0y = IG; ,P, IG; ,P

1C (o) P
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Radius of curvature at the arc point C(&):
Pu =Xy 1G; P, IG; ,P
Centre of curvature relative to arc point C(o):
So = C(0) + 0 e IGs, . P, IG} ,P, IG; , P
Condition for inflexion point at C(ox):
IC4 (0) xC ()1 = 0 1GF..P, 1G2.. P
Torsion at the arc point C(o):

det [ €' (o) C¥ () C*' ()]
- IG: P, IGE ,P,IGS P

IC(”(O()XCm(O()IZ

or (provided x, # 0) :

det [ C™ (o) € () C¥ (o)
£, = e IG:.P,IG; ,P,IG; P

IC“)(O() ¢

Remarques

1. Pour le calcul manuel de G%, il est plus commode d'employer la définition suivante :

Gi, =1 pouri = j
=0 Gy pouri=0 et I1<j<n
=0 pour i >j
=Gy 5t & G oy pourl<i<j<n
pour tout ¢,

2. Dufaitquediag(l 1 2! ... n!) =A'lTay (les fonctions de lissage d'un schéma de

Taylor de degré n étant de la forme : 7, (0) = t/i! pour 0 <i <n),il vient que :
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® -1 o
IG* =A Tay * G« A
= [A_l-l-ay* Al [A_1 * G“* A]
de sorte que l'on peut considérer IG* géométriguement comme la composition d'une

segmentation de la courbe initiale dont la matrice de segmentation vaut (cf. chap. 6,
partie I):

-1
Ste, 140 =AT & G A

avec une conversion du sous-segment résultant vers le schéma de Taylor dont la

N =y
matrice de passage vaut : A Tay * A

Cette interprétation de l'opérateur IG™ est enti¢rement compatible avec l'interprétation
géométrique des sommets successifs du polygone caractéristique au point initial d'un
arc de courbe transcrit & I'aide du schéma de Taylor (cf. §6.7.1, chap. 1, partic I ou
Annexe IX).
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Sommaire

Cette étude généralise A une puissance réelle quelconque le triangle de Pascal organisé
sous forme d'une matrice triangulaire supérieure, et propose ensuite pour les operateurs
résultants, des interprétations géométiques et analytiques compatibles avec les

transformations usuelles des formes a représentation paramétrique polynomiale.

Vu comme un opérateur géométrique, la puissance généralisée du triangle de Pascal
permet de modéliser a la fois 1'évaluation des polyndmes, la subdivision d'un segment de

courbe ainsi que la conversion entre représentations.

Comme un outil analytique, le triangle de Pascal s'interpréte comme un opérateur de
Taylor pour les fonctions polynomiales tandis que son inverse se presente comme l'opérateur

sous-jacent au calcul des différences finies.

Des deux interprétations découle un opérateur fondamental qui résume la théorie de
trasnscription paramétrique d'une maniere fort condensée. Permettant (}'obtenir a chaque
point d'une courbe l'analyse géométrique compléte d'une manigére aisé€e, cet opérateur ouvre
pour la CFAO de nombreuses perspectives intérssantes, parmi lesquelles 1'étude et la
réalisation des formes en commande numérique de machines-outils ainsi que 1'étude des

conditions de raccordement des courbes définies par morceaux.

En proposant un ensemble d'opérateurs standard pour transformer, analyser et
caractériser les formes et les schémas paramétriques polynomiaux, nous avons souhaité
contribuer trés modestement au développement des systémes de conception de formes fondés
sur un environnement logiciel compacte capable de traiter toute représentation paramétrique

polynomiale.
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