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INTRODUCTION

La résolution des problémes de cheminement dans les graphes sem-
ble &tre liée 3 celle d'un probleme plus élémentaire : 1rouver un chemin
entre deux points a et b du graphe,

Dans les "Nouvelles annales de Mathématiques'' 14, 1895, 1'article
de G. Tarry "Le probléme des labyrinthes' décrit un algorithme de chemi-
nement que Monsieur Berge résume ainsi :

“Ne jamais parcourir deux fois la méme aréte dans le méme sens ; 8i on

est en x, ne prendre l'aréte qui nous a conduit la premi2re fois au carre-
four x, que lorsqu'on ne peut pas faire autrement",

Dans son livre '"Programme, jeux et réseaux de transports" [5] , Monsieur

Berge donne un algorithme tres voisin , sous le nom de régle de Trémeaux :

1 1°) On part de a, et 1'on suit un chemin quelconque aussi loin que possi-
ble ; on marque toujours d'une croix un arc parcouru, et I'on n'utilisera plus
jamais un tel arc (du moins dans le sens de son orientation) ;

2°) Si l'on arrive au fond d'une impasse, on rétrograde, en marquant
d'une deuxigme croix l'arc parcouru en sens inverse ;

3°) Si l'on arrive par un arc non encore parcouru 3 un sommet déji ex-~
ploré, on rétrograde comme si l'on était au fond d'une impasse ;

4°) Si Von arrive en rétrogradant en un sommet a,, on repart par un arc
non encore utilisé s'il en existe un; ou sans cela, on rétrograde par llarc,

marqué d'une croix, qui nous a conduit la premiere fois en a s on arrete

la procédure lorsqu'on arrive au sommet b, ou lorsqu'on ne peut plus conti-

nuer";
Cette méthode, tres simple et connue depuis longtemps donc, est pratique-
ment tombée dans lloubli depuis le développement du calcul électronique,
par manque d'un outil mathématique apte 3 le représenter,

L'étude de Monsieur PAIR : "Etude de la notion de pile, Application
3 l'analyse syntaxique" [44] a précisé cet outil déja utilisé en théorie des
langages : une pile;, La formulation mathématique commode qui en est donnée
et 1'étude des applications 3 l'analyse des ramifications ont permis, bien

que ce ne soit pas 1'objet de cet ouvrage, de retrouver sous une forme
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exploitable la régle de Trémeaux, Monsieur EMOND [18] en a déja étudié

deux applications sur ordinateur pour le probleme de détermination de la

fermeture transitive d'un graphe et celui de la recherche des chemins

Des egsais d'application 2 d'autres problémes qui semblaient

élémentaires;
basés

1iés au cheminement ont donné naissance 3 de nouveaux algorithmes,

sur la méme méthode d'explotation du graphe : seules différent les opéra-

tions 2 effectuer lors des sorties de la pile; Il restait 3 étudier cette re-

lation,
On trouvera dans PAIR [45_] une étude formelle détaillée de la fagon
dont ces problémes sont 1iés au cheminement, De chacun des algorithmes

de cheminement il devient alors possible de déduire immédiatement des

algorithmes, nouveaux ou déja connus, traitant divers problémes parmi

ceux de : recherche dupréorre associé & un graphe, de plus courtes dis-

tances et de plus courts chemins, de plus longues distances et de plus

longs chemins, de nombre de cheming, de chemin le plus problable, de
passage d'un point & un autre etc...

Ce travail consiste a faire le point de ces diverses idées regues, en

étudier les applications et les diverses méthodes qui en découlent, et aussi

3 effectuer des comparaisons entre les algorithmes obtenus, On trouvera

également diverses applications de l'algorithme utilisant une pile,
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CHAPITRE 1

[ oEFINITIONS |

D.1 GRAPHE  KONIG [3¢6]
On appetle_ghaphe un couple (E, ) ot E est un ensemble
de points et 1 une netation binaire dans E.

0.2 MATRICE ASSOCIEE A UN GRAPHE |[4]

La matrnice associbe & une relation binaine R_dans E est

....................................... A R

une matrice carnée boolLtenne s dont Le teame n} vaut 1 &4, et

seulement 84, e, R ej
0 sinon pour tout e,, e; & E.

La matrice assocife au gravhe (E, ) esit La matrice asdsocile
a La relation T

On notera I (x) 2'ensemble § y, x 1 y'} et T La négation de 1.

0.3 Fermetuhe Zransitive

tion i de X dans X définic. par
Mx) = o M Ky TRV CI VRS
Le produit des nelations ayant Le sens habituel en algébre,
L'application
rix) v r‘z(x)\J r*3[x) N est appelie fenmeture than-

sitive sinicte de La nekation .
Note : I est Le préordre assccdl au graphe.

0.4 RELATION D'EQUIVALENCE associie & un graphe, classe d'équiva-
Lence diéfinie par Le priondre T . .

X Yy = x ™y et y .
quand, dans La suite, on parlena de classe d'squivalence, il

s'agina d'une classe poun celte relatdion. C'est aussi une composanie
fontement connexe du graphe [4]
D.5 ANCETRE, TESCEHDANT, PREVICESSEUR, SUCCESSEUR

sé x P y on dit que x est un ancétre de y et y esi un

descendant de x.
Si x My on dit que x est un predecesseur de y et y un

successeun de x.
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0.6 FEUILLE, NOEUD, RACINE
St M {x) = 4 x est appelt 5euL e ou point de 0. 11 MONOTDE LIBRE
84 ﬁ’(x) # ¢ x est appell noeud Sikdae Une suite finie = [ao, Ay an1 d'eléments d'un ensem-
SL [ ix) = # x est appelé racine ou pgf:ﬁtnée ble E est appelé mot sur E ; n+l = | o |e4t sa Longueur. Si a;=b
) nous dinons que £ esit une gccurence de b dans ! et que b goAAed

D.7. CHEMINS, CIRCUITS D'UN GRAPHE [E, ) BERGE [4]
Un couple (xy} tek que x I y est appel? arc du graphe. 5

On dit que fLe sommet a est son extremitd initiale {ou origine) ! i 7 L, ,

8% wque: b el won wxlanlidl e, | position intenne : concatination, telle que

Séx =y {xy} est une boucle. { (aO' a,,...an) : (bO' bz"" bp] g (“o""’“n' bo'b1v-'bp)

On appetle chemin d'un graphe (E, [ ] une s&quence (fegs fogse | E* est un monoide. On dit que c'est Le monolde £ibre déduit de E.

d'ancs telle que &'extnemité texminale de chaque axe coineide avee: Le mot vide, notd A est &lement neutre de EX.

une occurence dans X .
Ltensemble E* des mots sun £'ensemble E est muni d'une Loi de com-

L' extremits initiale de £'arc sudivant. Un chemin est simple 4'if S& &, 3, ,0 sontdes ﬁfté tebs que

n'utilise pas deux fois Le méme anc et composé dans Le cas con- | K= 0.5

AT ! nous dirons que (3 est facteur gauche, Y facteur droit de oX .
S4 un chemin rencontre successivement Les sommets Xy, 12""xké Exemple : Un chemin d'un graphe esf un &Lément du monoide Libre

Xppps OB peut aussd Le notern ft = [x,, XZ""’xk’xh+1] ; Le : déduit de £'ensemble des arncs du graphe. L'éLiment neutre de ce

o podnt x, dera eppeld ondging iu chemin v, LI extrhemite du § monoide est © chemin vide. Nous conviendrons que pour toui pwint

chemin .o . Un chemin qui ne rencontre pas deux fois Le méme g x du graphe e foint x & x.

sommet est dit ELémentaire ; un chemin peut &tre gind ou Anfind. | -

Un cdreudt est un chemin find po = [X,, Xgpoo xk1 dans Lequel 0. 12 PILE. PAIR F44J) ' _ o

Ze sommet initial xjcoincide avee Le sommet te:anal x,, 5 Un cdn- On appetle ﬁi&% sun £ Z"AQMb£e~E to%te buita finde

cuit sena encone dif ElEmentaire 84 tous Les sommets qu'ilf ren- U= lug, ug,eee,u,) d'2lements du monolde Libre E™ felle que

contre sont distincts (excepté Le sommet initial et fLe sommet 1 ug = uy =A

2) pour L= L2Z,...n

teaminal qui cofneddent).
u;_; est facteun gauche de u

i

D.8 GRAPHE COMPLET et ug = fugg] ¢

Un graphe (E, (™ ) est dit complet &4 ou - u, est gacteur gauche de u; ,

(V x EE) (V y €E) (xT y . y Mx.) i

= 3 et fuy ‘ui_,l 1.
D% ORAPHE ANTISYHETRIOCE D.13  SOMMET DE LA PILE _ PAIR [44]
= ; ; - ;

Un graphe (E, [t} est dit ﬂﬂéﬁéﬂﬂéﬁﬁi%%% 44 Uy, Uy, «ov, U, dvnt Les Etats de fa pile et Le derndienr

(V xetl (Vye E) (T getyl x > x * yl tlément de E dans Le mot u; est Le sommet de L'état u; de La pile
D.10 GRAPHE SYMETRIQUE . : Exemples : ‘

Un graphe (E, M) est dit symitrique &4 E = §a,b,c,dj

(V x € E)

L
d




4] - 6 -
1) u; =@ 7) uy = |
u; = a Uy =
u, =a b u, =a b
us; =a b c ug = a b ¢
uy = @ b o ug = a becd
ug = a ug = a b e
u, = ac u, = ab
6 A 6 L7
e

ug = a b ¢
e

dans 1) us = a b ¢ est un gtat de La pile ¢ est Le sommet de cet
état de La pile.

D.14 ENTREE, SORTIE DE LA PILE

al u;_y est facteur gauche de u; et fu,f = fui~1] "
sdgnifdie qu'il existe ¢ € E et Ug = Uy 4. & On dit que 4 est une
entrée de e.

b) u; est facteur gauche de ugog et |ug = Iui-tl .y ddgndi-
fie qu'il existe ¢ € E et Ui = Uze@ On dit que 4 est une
sontde de e. !
Peas £'exemple 1 (D, 13) t

T est une entrée de a, 3 une entrie de ¢, b une autre ﬁ

entrnet de ¢, 7 une sontiec de c.

Dans £'exemple 2 1,2,3,4 sont des entnées
5,6,7,8 sont des sontdes. !

D.15 PILE SIMPLE

Une pife U sun un ensemble fini E est simple Lonsque tout
ELément de € posside une entrie et une seule dans U.

Dans D. 13 L'exemple 7 est une pile simple, mais non
L'exemple T.(c a deux entnses).

D.16 PILE ATTACHEE A UN GRAPHE (E, 1 ) [PAIR 45]

C'est une pile simple sun L'ensemble des arcs du graphe
(Eu §2 ), ). Les etats de La pile sont des chemins du graphe
(Les chemins du graphe sont des EfLéments du monoide Libre deduit
de £'ensemble des arncs, cf{ U. 10).

RVERLY §

On a ajout? a L'ensemble E un point n Zel que | ¥V x €E) ntlox
et x 11 n, ceed pour qu'aucun point du graphe {E, ') ne s0it
ondgine d'un des etats de La pile, c'est-a-dirne d'un chemin. Une
piLe atiache a un graphe (E, I ) est done une pile simple sun
L'ensemble des ancs de (E U {.n ; , 1) telle que :

8" 48 exdiste un point x de E tel qu'aucun arc d'exiridmité
x n'ait d'entrie Linférieune a £, L est L'entrie de £'arc
fodgnant n & x ; sinon a;_; est Le dennien état de La pile
bl 84 4-1 _est Llentrie de o ¢ .
8'4L existe des ancs dont L'ondgine est R'extrimité de o
et 84 L'entnée d'aucun d'eux n'est inférnieure a L, 4 est
Llentrnée d'un tel arc ; sinon £ est La sontie de o( .

e} &4 4-1 est La sontie de X et u, ; £ ¢ ¢

'L existe un arc de méme onigine que o qui n'a pas
d'entrie infénieure a& £, 4L est L'entrte d'un tel arc ;
sinon 4 est La soniie de o .

Exemple :

el

nl. 14
nl.14.45
nl.14,.45.5]
nl.14.45
nl.14

nl.

rl1.16

nt,

La suite ci-contre est une des piles
attachtes au graphe reprnisents ci-dessus
Uine autre pile atiachie pourrait Etre
obtenue en faisant entren d'abord 12,
par exemple, au Lieu de xl.



e‘ |
n2 |
n2.21 j
12, ]
12,23
n%.23.34
n2.23
n2.23.3%
ne,23.37.78
72.23.37
r2.23

n?

e

19

r9.95

n9.
e

T (> = S

D.17 PILE ANNEXE A UN GRAPHE [EMOND 181

. C'est une pile V = (ao, Ay vne an) surn L'ensemble E des
points du graphe, felle que L'on passe de L'état vig @ L'etat
v; par Le processus suivant :

a) ﬁé—xi-I = A
awlons 4 est L'enirée du premier z € E n'ayant pas d'entrie
infénieune a £, 8'iL exdiste, sdinon Vi.p @8t b'etat final de
v.
b) 84 Vit # A et a pour sommet x ¢ E
1)84 £-1 est une sortie de y ¢
- 84 y n'est pas Le dernien ELément de 1 (x), alons 4 st
une entrde de z qui suit y dans T (x). :
- 84 4 est Le dennden Elément de T {x), 4 est une soxntdie

s —— e L it g

i

de x.
2) 44 4-1 est La premiire entrie de x :
- &4 M {x} = §, i est une sontie de x. :
- 84 Tx) 4 #, i est une entrée du premien élément de ‘
" Gl ;

= 9 =

3) 84 i-1 est une autre entrde de x :
alons i est une sontie de x.

Note : Nous avons vu leg D.7) qu'un chemin défini comme une suite
d'eres peut aussi Etne neprésentl par fa suite des points
qu' il nencontre. On peut done obitenir une pile annexe & un
graphe en remplagant tout &fat d'une pile attachie @ ce gra-
phe par La suite des podints du chemin (saud Le podint n)qud
constitue cet état.

Exemple :

Déenivons La pile annexe au ghaphe rneprisenté en D.16 deduite
de La pile attachie cilie :

1 &
5+ ton. 15 $ 77
44444 6 1 3333333 5

Ald11111111 ANz22222222222 NI N
D.1§ ENTREE ET SORTIE VRAIE DE LA PILE ANNEXE

On appelle entrie vhraie de x et on note €{x) La premizre
entnde de x dans La pile V. (entnie de la poinie vers x dans La
pile atitachie [45] )

On appelle sortie vraie de x el on note Y _(x) £'instant
et 4 est une sontie.

L tel que V&(x) = Uj__1

D.19 FERMETURE DE CIRCUIT :
S4 un point x possede une sontie inféndeure & sa sorntie

vrnaie, on dira que x est fenmefure de cincudt.
Cette notion est Lide au choix de lLa pife attachie @ un

graphe (ou de La pife annexel.
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Exemple : Pour £La pile annexe dierite en V.18 pour Le graphe de 3
D.17, 1 est fenmetune de circuit car v, est une sontie de 1 ]
Anfenieune & sa sontie vrade vy e

Par contre pour Le méme graphe, et pour La pile annexe suivante :

5 1
6 4 4 4 4 777 3
1111111 1 3333333 5
A555555555 N 2222222222 AN999A

I
i
c'est Le podnt 5 qui est premien de cincuit (pour Le méme cincuit).
D.19 DIFFERENTES REPRESENTATIONS DU GRAPHE :

On peut assocdiern aux différents algorithmes des heprisentations
différentes du graphe. Nous avons défini en D.7 La matrice aAAociée;
au graphe. ¥

e

MATRICE D'INCIDENCE : [BERGE 4]
Désignons pan Uy, Uy, W Les ancs d'un graphe G, pan

D.19.1

Xys Xgyevesk, beb dommets, et posons :

84 X; est L'extnemite indtiele de “j'
34 X, est Llextrémite tenminale de “j
84 X, n'est pas extremitié de uj.

S = (49 s'appelle La matnice d'incidence aux arcs du graphe G,
L'encombrement en mémoine est de Mx N, N étant Le nombre de sommets
M celui des arncs.

D. 19.2 FILE DES SUCCESSEURS DES DIFFERENTS SOMMETS :

A chaque sommel du graphe on associe une partie de cette
file contenant Les noms de Zous Les successeurns du sommet envisagé,
Cette technique est bien adapiée a La reprisentation des graphes
sans cdrcudts. L'encombrement en mémoire est seulement de N+M, N
éfant Le nombre de sommets M celud des axncs.

A TEE

0.19.3 DOUBLE FILE DES SUCCESSEURS ET DES PREDECESSEURS DES
DIFFERENTS SOMMETS

A chaque sommet du graphe esi assocdl une partie de cette
{ike contenant d'une part La suite des noms des successeuns de ce
commet, d'autre part La suite des noms de 4.4 predecesseunsd. L'en—'
combrement en mémoire est akons de IN + 2M, Notons qu'on peut aussi
structuner ces files en Listes pour cbtendin une représentation par
des Listes de successeuns des sommets ou par des doubles Listes de

successcnns et de prédecesseurns.




CHAPITRE_11

FLconzruues ETUDIES

Soit F Le monoide Libre deduit de 2'ensemble des ares du ghaphe,

. fa concaténation dans F (D. 10), o X&'ELément neuire de F pour.

- ou chemin vide - F contient Les chemins du graphe (D. 10, exe-
exemple) .

Appedons FX L'ensemble des suites findes de chemins c'est-2-
dire Le monoide Libre deduit de F, (U La foi de composdtion interne
dans FX deginis pan :

lay, az,...,anl L](a',,... a' ) = (a,,..,an,a'1,...,a'p),
et A L'éLEment neutre de F* pour U. (A est da sudite vide].
DEfinissons encore :
@ produit, par
{ag,0e0a,) 0] (a’,,...,a’p) = (a,.a',,al.a'z,...,al. a'p,
a, - APPRERL a'p)
(v K €FY) (K Brn= ABK=N)

E un ensembfe muni de deux £ois de composition dinterne * et X
et TT un homomoxphisme de (F*, U, @) dans [E,+, %]

Tk u K'Y =T (K} +TT(K") 5 T IK @ K'} = TTIK) x T(K").

Alons [45] , de tout algorithme de construction de suites de
chemins, procidant par rnéunions et produits, on peut dédudine un
algonithme de consinuction de Leuns transformiés par TT : il suffdit

de traduire Uen + et @ enx

1 - PROBLEMES POUVANT ETRE AINSI ABORDES :

Nous nous bornons Led & une énumération de ces problemes, on
pourna frouver une stude plus apphrogondie dans [PAIR 451 .

1) Exdstence_de_chemins

E - {URAI, FAUX }; &d K€ FX,TT(K) = URAT 84, et seulement
si, K#A; +=U, X=h,
7) Nombre_de_chemins

£ = ensemble des entiens natunels, X et + sonit Ra multipli-

cation et &'addition usuelles.
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£l F*, *  rtundon dans E, X défini par
LxL=T{LgL). y
T{K) associe a toute suite K, La sous suite de ases cheming
(nesp. cheminsd et circuits) GlLémentaines.

1L gaut alors faine 2'hypothése :

C (a.a') = Cla) A Cla') 5
ol Cla} signifie "Le chemin a verigie La condition C",
5) Recherche de_plus courts chemins g

Chaque arc du graphe posside une Longueur qui est un nom-.
bre néel ; on définit La Longueur lal d'un chemin a comme La ]
somme des Longueuns de ses arcs, Le chemin vide e ayant pour Lon-
gueurn 0. Nous conviendrons que, dans une suite K de chemins, a esl
plus court que b 84 \a] & b ou 84 |a) = Ibl mais une occan&endg
de 2 précide £d premiere occurrence de b.

E est icd L'ensemble F auquel nous adjoignons un eLément
W= T{ A}, en posant 1wi =,
a+ b= ST fal & Ibl alons a sinon b avec £ £ o pour tout néel L)
a Xb=a.b en convenant que a.w = w.a = w, :
Remarque : '

Lorsqu'on chenche Le plus court chemin [ou plus Long, ou plus
probaife..) de touz point x & un point y donng, il suffit de con-.
naitrhe pour chaque x, fe second point z du chemin car L'arc xz doé
ethe suivi du plus cournt chemin de z & y. T
Ceiie nemanque permet de néduire considénablement L'espace néces-
baine au stochkage. :

.p =2, [

E = ensemble des couples (a,b) d'élLéments de FU wi i

tefs que.  af £ lbl et (a # boua =b =w) ; :
{a,a’) + (b,b'}) = T {a,a',b,b'}

(a,a'} X (b,b') = 7T(a.b,a.b’,a’.b)

ol Tassocdie a4 toute suite K de chemins génénalises @ﬁ 45] Le cou~

ple de son plus cournt ¢Lémenit et de son second plus cour, 84 K con-

tient deux eléments distincts, et {a, o) 84 K ne contient que a,
{ew, w) 84 K est vide. '
On peut géntraliser de Ra méme fagon & p pLus counts chemins.

£t Vi)
atb = Min la,b)
axb = |ab + bl

{on pourra étendre dans centains cas 4 Rl

E =R Uf-}

E = [o,ﬂu&w} ; atb = min (a,b) ; a x b = axbh,
cecd n'a de sens que poun des graphes sans circudts.

11) Probabilit? de passage d'un_podint & un_autre :

E=[0,1] , +et x sont Les opirations usuelles

11 - ALGORITHMES DE RECHERCHE DE CHEMINS : '
Nous utilisenons fLes notations sudivantes définissant certadines
suites de cheminsd assocites aux couples x,y de points de E :
I(x,y} = ST x=y ALORS {e) SINON A
Jix,y) = ST xr'y ALORS [arc xy) SINON A
I (x,y) = T (x,y) 0 J(x,4).

Afgonithme 1 : Chemins dep arcs de x f4ix¢ & y guelcongue
- Kix,y,0) = T{x,y} pour tout y € X
- pour d=1,2,...,p ¢ Kix,y,4&) = %g [K(x,z,i—llC)J(z,y[
pour tout y € X zZ "X
Cet algonithme demande pn2 @ et pnz opsrations U .
On peut ferire un algorithme analogue pour cherchen Les chemins
de p ancs de x queleonque a4 y §4xE.
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d'ancs est compris entre py_et p.

N - K" (% 4,pp) = Kix,y,py) pour yEX ; (fournd par £'algordthpll
1

= [pour ":’P'f”r P,*z:---Pl [ v yeX) [K'(x,y4,4) =

UK (x,z,4-1) @ I' (2,
A [ x,2,4-1) © ( yﬂ}

En appliquant cet algonithme aw problame du plus court chemdin
on obtient L'atgonithme de Belfman-Kafaba [ef 3] : pour La xe-
cheache de £a Longueun du plus ceunt chemin d'au plus p arcs joi%
gnant x a y : 3

-k (x,¢,0) = ST X=V ALORS 0 SINON -
- (powr d=1,2,..,p) (klx,y,4) = min [klx,2,i-1) @ j* (z,gﬂ
reX
rmdn {0, Jare zzl ) &4 Z=Y et 2712
0 &4 7 =Y et (non zrz)

lake z y| 44 z # yet z My

sl z # y et (non z 0 y)

avee §'(z,yl=

En remargquant que s

U [k -1 7 = YU w (-
c P [ (x,2,4-1) @ (x,y)] Se K'(x,z,4-1) @

N EmaRsEe St

[1(z,9) U J(z,9)] = K" (x,4,4-1)U[V K (x,2,é1)] o

ze X
Iz,
on peut Tendre, poun Le mEme probfeme (Longueur géndrafisée)
£'algorithme ¢
B (x,y,0) = 8T x=y ALORS (0 SINOW <=

{i=1,..p) [k 1x,4,8) = min [Rix,y,4-1), min [kix,z,i-1) @ jlz, 4
avee jlz,y) = ST z ™y Akons farc xy} * R T i

12 s'agit de L'algonithme de Ford [ef 20] . é
Les suites obtenues peuvent prdsenten des ngpititions : £'abgo-
nithme 2 est donc Anutilisable pourn Le caleul de nombre de cheming

de x 2 ¢ ou de La probabifité de passage de x a y. |
1

Sl e et e s

Algonithme 3 : Chenmins de 29 ancs de fout point x a tout point g;?

- Klx,u,0) = Jlx,y) pour x€X et y € X ; E
- fpour L=1,2,...,q9) (pour x€ X, yE€ X} 1

k) NS

Kix,y,4) = z(.J)< [klx,2,e-1) @ klz,y,a-1) ] )

Poun Btudier Les chS;LnA de p' arncs, p' n'étant pas une puissance
de 2, on pouwrna combiner fLes algonithmes 1 el 3.

En posant 2q=p, Les akgornithmes issus de celudi-cd demandent n3
Log, P multiplications et n? (n-1) Log, p additions. Nous venrons
{c§ chapitre 10) que poun Les ghaphes symétriques on peut ramenen

? 2
ces nombres a —ﬂ—fiﬂill— n_ln

-1
Zog2 p ek ———3————l Eogz p.
AlLgonithme 4 : Chemins d'a plus 2% ancs de tout point x a tout

point y.
- K {x,4,0) + 3" {x,y) pour x € X et yeX ;

- (pour 4=1,2,...,q) (pour x€X, y&Xi

Kix,g,4) = U Kix,z,4-1) © Klz,y,4-11)
X

' Kix,y,4) est fonmé, avec hgpétitions, des cheminsd d'au plus
7% anes joignant x & y, y compris Le chamin vide 84 x=y. On peut
daine Les m@mes remarques que pour L'algorithme 3 daﬁa 2e cas des
graphes syméiniques ou dans 2e cas ol p', nombre d'arcs, n'est pas
une pudssance de 2.

Suites contenant Les chemins et circudlts tLémen-
tairnes de tout point x & toul poinit Y.

Algonithme 5

On ondonne Les points du ghaphe 21, 22, 23,...,2n.
- (YxeX) (VyeX) (K [x,y,0) = I [x,y]
-{pourn i=1,2,..,n) {VXEX etV y€EX)
(K (%,4,4) = K (x,0,4-1) U [Kix,z;0d21) @ Kizgpg,4-1) ])
Appliqué au probleme de Za necherche du priordre assocdl
a4 un graphe on heirouve La méthode exposie dans [ﬁARSHALL,Sx] . On
peut cependant trouver dans [PAIR,45] une démonstration beaucoup
plus simple : "Par angcurnence sur 4, Kix,y,4) contient tous Les
cheming et circudits ELémentairnes jfodgnant x & y el ne pasdant par
aucun point d'indice supérieun & 4, sauf peut-eire x et y (4L con-
tient aussi d'autres chemins) : en effet, un fel chemin passe par
Z;s il 8'8enit a. a', ol a fodnt x & ;s a' joint z; ay, ni a ni a'
ne passant par un point d'indice supénieun & 4i-1 autre que ses
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extnimitts, puidque a.a' est élEmentainre. K(x,y,n) contient done
Les chemins et circuits ELémentaires de x & y .

Le fait que K{x,y,4i) ne contienne pas que des chemins et cir-
cuits elémentaires emplche d'utifiser cet algonithme poun certains
des problemes posts (nombre de chemins, chemins éfLémentaine, ete),
Parn contre 44 Le ghaphe est sans circuits, on pourna L'appliquen
a tous Les problemes.

Ces algonithmes demandent n? multiplications et n? additions.

2
On peut namener ces nombres @ —11—715111—

dans Le cas des graphes ?
symétniques [cg chap.10].

e

1£ est possible encore de diminuer notabfement ce nombre en &

utilisant La variante sudivante :
- (¥ xex) (VyeX) (K [x,4,0] = T [x,y])
- {pour £=1,2,...,n) (V)
(ST Kix,z;,4-1) £ A ALORS

- |
(Vyex) (K [ou,4] = Kix,y,4-1) O [Kix,z,,i-1) @ Klz;,y,4-1]}

Le test Klx,z;,4-1} # A penmet d'8viten Lonsqu'il adpond 'NON',

n opérations.

On venra au chapitre y1y, £'importance de cette modigication.

ALgondithme 6 : Nouvel algonithme pour La recherche des cheming et
cireudts entre tout couple de points du graphe.
12 sena déenit au chapitre I11.

Algonithme 7 : Chemins de Zout podnt x & un point y §4ix&, dans
Le cas des graphes sans circudits.
Cet algonithme utilise une pile et serna décrit au chapitrelll]

Algonithme & : Chemins de tout point x & tout point y du graphe.
Cet algonithme utilfdise une pile et sera décit au chapitre xv.i

Les algonithmes dicrits penmettent de constuire des sud- i
tes de chemins contenant fLes chemins et cirncuits eLeémentainres mais
aussd Eventuellement d'autres chemins. 128 pournont done Etre

utifises pour Les problemes ne nécessitant pas d'écanter Les che-
mins non €Lémentaires

'
: plus countes distances et plus cournts che—i
mins, plus Longues distances, matrice de femmeture transitive e.»tcnF
mais ne pourront iire utilisés poun Les problLimes de recherche de l
nombre de chemins ou de probabilfite de passage que 44 Les suites

constudites sont sansd ripétition.

CHAPITRE 111

{AALGORITHMES 6 ET 7 UTILISANT UNE PILE. I_

CHEMINS DE TOUT POINT x A UN POINT y FIXE
D'UN GRAPHE SANS CIRCUIT.

T - ALGORITHME 6 :

1-1 METHODE :
Soit M La nelation difinie dans £'ensemble des arcs du
graphe par : o
d\r“pai, ot seulement 84, L'extrnémité de o est L'ondgine de
. Dans La suite m désigne Le nombre d'arcs du graphe. Supposons
Les ancs ondonn®s en Xy, ohg,... Ky de mandignre que

(1) o i
' 0% =3 4>

ce qui n'est tvidemment pas possible 84 Le graphe posside un
cineudit, Designons par w, L'onigine de o, et z; son exfoMLte.
Alons £'algonithme suivant donne Les chemins de tout point x & un
point y ¢
- K {x,4,0) = 1 (x,4)
{1 defini au chapitre 11}
- pour £ o= 1,2,...,m. ~ ‘
(K tog.4) = K togou,i-11 U flat) 0 Klzgu,4-1)]
K (x,4,4) = K (x,4,4-1) pour x # W
K (x,4,4) est une suite sans appatition gonmée de chemins joignant
x & ¢ (récurnencel. ‘
Montrnons par ndcunnence surn L que K (x,4,4) contient Zout chemin
a de x & y, vide ou dont Le premier arc esi = avec kg4
sia=¢e ou b L4 a est dans  Klx,y,4-1} ;
{ { = of.a' £ a' est vide ou
di k=4, x=w, a o&.a ' da?A Lequekl a
commence par o tel que X, N, [§ £ 4i-1).
TDone a' apparniient d K (zi,y,i-1{ et a appaniient &
K (w;,y,4) ctest-a-dine K (x,y4,4). )
Pour Ccanten Le chemin vide il suffit de modifien L' indtialitriion
en K (x,y,0) = J {x,y) (ef chap. 2}
On obtient de méme un algonithme qui donne Les chemins de X §4ixe a

y quefeconque :

pour X € X
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- K (x,y,0) = 1 {x,y} pour ye X

- pour £ = m, m-1,...,2,1 .

{'K(x,zi,m~é*1) = K (x,zi,m-i)\l {K(x,wi,m-i)ﬁ) (ckiﬂ

Kix,y,m-L+1) = K{x,y,m-£) pour y # ;.

On en déduit des algorithmes demandant m multiplications et m
additions : comme m, nombre d'arcs est au plus égal, dans un
graphe sans circuil d Ci o , et en’ général bien infEndiewr
ces algonithmes Lorsqu'ils &'appliquent, sont meilleurs que tous
ceux qui précédent.
Hotons que 64 on Les anplique pour tous Les couples X,y du point.
du graphe, i£s nécessitent m n, soit —le%ﬂlll— optrations. On
trouvera au chapdtrne VI1, £es algonithmes correspondant & La ne-
chenche des plus Longs chemins el des comparadisons aux autres al-
gonithmes, el au chapitre X1, une application aux réseaux PERT
dans faquelfe on ne détermine L'ondre des points qu'une seule §oid
et oll on utifise Les deux formes citées ci-dessus. ;

11 - DETERMIMATION D'UN ORDRE DES ARCS SATISFAISANT A L'HVPOTHESE;
Encone faut-il que Les ancs sodent orndonnés comme i a

¢t dit. Pourn cela on utilisena £'ondre de sontic des arncs de La |

pile attachie définie en V.16,

12 est demontré dans PAIR'[45] que £'ondre de sortie des arcs de

La pile attachie népond & L'hypothlse (1}, Soit 1y s 6

La sudite des rcnties de Za pile.

Le nombre d'opérations nécessaines pourn construire La pile est
proportionnel au nombre d'arcs ; 44 Le nombre de podnts du graphe
est grand et 84 on thaite fous Les couples de podints du graphe,
il devdient négligeable vis & vis du nombre de multiplications et
d'additions.

111 - UTILISATION DE LA PILE ANREXE :

En remplacant tout état d'une pile attachie & un graphe
par La sudite des poinsi de E situs sur ce chemin, on obiient
une pile sur L'ensemble E : La pile annexe définie en D.17.
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chacune de ces deux piles déteamine L'autre. $4 fLes ancs sont oh-
donnds en zg, Zg,...,2, de manidre que z; Mz, entraine 4 >§ 4L
sufgit d'ondonnen Les arcs suivant Leun ondigine poun satisfaire

L' hypothese (1),

Les adgonithmes utifisant La pile annexe semblent plus gaciles a
metine en ceuvie quand {Ls sont exploditis immidiaiement. Cependant
54 on désine détenminer L'ondne des ares pour effectuer plusdieurs
exploitations, ou pour une exploitation diffenie on doit utiliser
La pile attachie.

On obtient avee La pile annexe £'algorithme suivant :
1) Kix,y,0) = I{x,y)
atest-a-dine = arc (x,y) 44 x My
2) 84 64 st une sontie de z. e Le sommel
K le,y,4) = Kle,y,4-1) U Bc,z) (0] K(z,y,&-l[
On trouvera au chapitre VI1, £'application de cet algorithme au pro-

bieme du plus Rong chemin .

1V - EXEMPLE
Poun Le graphe nepr@sentlé ci-dessous une pife annexe rdpondant 4 fa
définition est La sudlvante :

N
1

12

1123
1237
12376
123768
12376
123%%
1237
123 i . . .
12° L’ 2'ondne de sontie vradie des points de
;gzs ‘ La pife est alors Le sudvant :

124 8,6,7,3,5,4,2,1,9

;gﬁé L'ondre des ancs sur Lesquels porfent
12 Zes opérations

68,76,3%,23,45,46,24,12,97"

> oo
-
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¢v1 - PROGRAMMATION
Le graphe est neprésenté sous forme de sa matrice associie
(tableau A}.
La pike est un tableau & une dimension P [1:+1]
La posdition du sommet esi nepende par Sbn indice k. Comme L ne peut
existen simulianément dans un etat deux anrcs ayant méme orndigine, et
comme on obtient La pile annexe en remplagant tout dtat de La pike
atiachie par La suite des points de E situés sur ce chemin i£ ne peut
exdsten simultaniment deux occurrenced ‘du méme sommet dans La pile.
L'existence de deux occunnences du méme sommet dans La pile
caractinise un cincudt (ef chap. IX ) done une eaneux,

Les situations des sommets (non enthe, entrd, soidi, feudille) sont
caractinis&s par un dndicateur (tableaw T P:#] e

pour Requel T(I) = 1 s4dgnifie 1 non encore entré
T(I) = 2 1 déja entrs, non soniti
T(I) = 3 1 est sonti et n'est pas une
feuditle
T(1) = 4 1 est sonti et est une feudille

La distinetion entre "feuilles” et non feuilles” peamet d'dviten

centaines opérations { U et 5l ce qud peut &tre interessant 84 ces

optrations sont Longues et s8'Lif existe beaucoup de feuifles,

veut Les chenchern. (cf chap.VIT }.

L'opération "Initialisation" consiste donc & donner Les valeurs
k=1, {inditiakise La pile & son &tat A )
T[] =1 V1 [(aucun point n'est entné).

On trouvera au chapitre VIT, des applications de cet algorithme.

ou 44 on
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IT - ALGORITHME 7A. CHEMINS DE TOUT POINT x A TOUT POINT y DU
GRAPHE(E, ) ,UTILISANT UNE PILE.

On utilise fa suiie des sonties de fLa pile annexe du graphe |
[E, ™ ). Dans La suite :
€(x) designera £'entrte vraie de x dans La pile
> {x) celudi de La sontie viaie de x (D.18)
¢ (x) celudl de La premitre sorntie de x.
IT - 1. ALGORITHME
1} Initiakisation
(Vx€E) (VyeE) (K [x,4,0] = N).
Z) e &tant Le sommet et n désignant Le nombre des sonties de
La pile, (pourn i=1,2,...,1)
al _Ai._b"/é < 2 (z) :

Kle,z,4) = K (e,z,i-1) U (e, z)

b} &4 o7 st une sontie de z2>% lz) oulsd o = 3 {z) et
z_non fermeture de circudt : {ef D.19)7 7

(Vy€EE, y # z) (K [e,y,4] = K [a,y,,(,-)] U [(e,z)._ K[z,y,,é-ﬂ}&

e) &4 57 =3 (z) et z fenmeture de circuit : :

(V x€E et verifdant € (z)< ) (x) L ) {z]) (VyEE] |
(K [, 4,41 = K [x,4,4-1]U [k [x,2,4-1] . & [z,y,i-iﬂF
Poun tout couple x,y non difini ci-dessus 3
K [x,4,4) = K [x,y,i-l}
I1 - 2. JUSTI ICATION :

1L &'agit de £'afgonithme decnit dans PAIR [45] utilisant
une pile annexe au Lieu de £La pile attachie. Nous L£'avons donc ns- i
Berndt, en Lui faisant subir La transformation qui nous peamet de |
passen de La pile attachée & La pile annexe : tout chemin (suifte
d'arncs) constituant un @fat de La pile attachie esi reprdsenti

par La suite des points par Lesqueds LiL passe ; La sontie d'un !
are de La pile attachie est représentie pan La sortie d'un &ommet 1
de fa pile annexe. 12 es% possible d'Eenine une démonstration
complite de £a méthode (ou d'une variante) sous cette foame.
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Nous nous contenteronsd de signalern fes phases essentielles de
cette démonstration. Pour plus ample détail, on pourra consud-
ten notfre néférence.

Lemme 1 S& 4 est inférieurn a Za premiene sontie de y,
Vx, Kix,g,4) = N
Lemme 2 Si x Ty, une sontie de y pricide fa sontie vhaie de X
et x esi Le sommet Lois de cette sontie.
Lemme 3  Soit 4 une sontie de y, e Le sommel de La pile Ronrs
de cette sontie. Si La sortie vraie de gy, 7 ly) est
postinieune @ 4 et &4 y a une sontie Anféndieure ou

sgete 2 4, 2 ly) 2 2 le).

Définition Un chemdén yy, Yq---4, est prtsent en Lrbi

32 (1 ¢lgn) tel que
- .‘/0 Shons, ye €K [Uol Ue,’i_'] )
- L= n ou (ye est fermeture de circudt et §:(y£)>4)

Théoneme : Un chemin (ou circuit) ElLémentaire Ygoo Yy est pri-

sent en fout 4 2>§Ely0) = g

Constquence : Si p est Le numdno de La deanilre sontie, toul
chemdn ou circuit €lémentaire yu...Y, appartient &
K [ya,yn,p] . En effet il est présent en p el au-
cune sontie Z ly,) n'est supiriewre & p.

11 - 3 VARIANTES DE LA METHODE : '
11-3a) Les bouckes (D. 7) peuvent &tre ngligies sans modifien
les chemind Elémentaires ni Les circudlils élémentaires.

11-3b) Lo Lemme 1 nous peamet de n'egfectuer Les opérations
7.b et 2.c que pour Les poinis y ayani une sontie An-
fenieurne a 6 ;-
- . _/\
11-3c) Si z est une fewikle (0. 6 )} K [z,4,4] =
pour tout y et pour tout L. 11 est done inutile d'ed-
fectuen £'opiration 2b Lors de fa sontie de tels points

z.
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11-3d) On peut nemplacer dans 2.c L'ensemble des x tels que
€lz) < Z_(x) <Z_({z) par des cnsembles plus grands,
chaque suite K(x,y,i) contiendra Zoujouns Les chemins

qu'elle contenait et Bventuellement d'autres. ev= LAl

Cet ensdemble {x, € (z)< 2 (x)< Zlz)} pouvant Etre <

déticat a défimiter on pouwrra utiliser £'ensemble I E‘;‘I

foe Zluh 2 202 }o By, ftigie § }——‘]

On pourrait audsi effectuern L'opération 2-c pour tout | do T &) f'—&a

L'ensemble des x appartenant 2 E. :
11-3e} On peut aussdi diminuer encore cet endemble et e“ec/tu.aa.‘- == —

o oy

‘ e ok wae _ oy
: o et
e o wiﬂl

Lloperation 2.c pour L'ensemble des x tels que
Elz) < Z (x) < 3 (z) et K [x,z,4-1] # A

En effet La concatination des chemins de K(x,y,4i-1) et
de K [ z,4,4-1] n'apporte aucun chemin a La suite
K [x,4,4] 84K [x,4,4~1] = A

PREISVP YR, VIV
NoT P eox P»LL

de encusd J<:' 1% de conenidd

1

11-34) S4 on se Limite en outre, aux x tels que

€lz) < 20x) < Pfz) et K [x,z,4-2] # A et K [z,4,4-1] #N,

Les suites obtenues contiendront toujouns Les chemins

et cincudts élLémentairnes ; LL ¢4t akons possdible d'im-
poser aux points x d'étre Equivalent 2 z.

Nous verrons au chapitre 7, L'utilisation de certaines '

de ces variantes. il

|

|

I1 - 4 ORGANTGRAMME

Vodir page 26, L'onganigramme ’Cl‘téalu;q“g de L'akgonithaie
74. 8

1T - 5 PROGRAMMATION
On ne déenirna 4Lci que La proghammaiion de La gestion de
La pile et non Les opérations 2b et Zc¢ qui varient avec Les pro-
bLemes. 1
Le graphe est supposé reprisenté pan sa mathice associie A[i.,j]i
La pile est un tabfeau & une dimension P [1:4+1] ; La position |
de son sommet esi nepeiie par son Aindice k. {ef I.WT). Nous 1'
utiliserons encore des indicateurs (tableau T [1:N]) penmettant '

de connaitre La situation de chagque sommet : |
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S N ARG S
W=, T(xiz4 VX

e : rI-: 1
T o A% B ) N
pan  of eubi etoua

T [1} =1 , I non encore entrié

2 5 déjd entrné non sontd

5 & T a eu une sontie et est (eusctune de cireudt
4

3 1 a eu une sortie mais n'est ni premier de

cincudt nd une feuille
5, I a eu une sontie ex est une feuille
T sera nésenvé pourn désdgner Le sommet.

Initiatisation : ¥4, T [4] =1, K = 1 et on effectue £'opiration 1.:

31 premien élément z n'ayant pas d'entrée vhaie ?
On chenche Le premier ehiment z tel que T [1] = 1. §8'it
en exisie ; sdnon tous Les arcs ont Bté Etudiés et P2 tra-
vail csit tenminé,

31 premien Ehémenit y de  {e) 7 :
Dans La TiZme fLigne de A, on chenche Le premien J tel que
A[1,7] #A. 7 entrena alons dans La pile.

L

Tests sun La situation de e :
On utiliserna en §ait un alguillage AIG [T [I]]avec
AIG := TEST, NOTP, SOR, SOELSIM, SOR ;

e' = A  peut Etre effectut en cherchant 4 K = 1.
Cecd nous pemmet de donnen une authe forme de cetf organd-
ghamme qui sera ulilisée dans nos programmes.(voir onrga-

nigramme page 28} - Yrganigramie pratique pour 2'algoriilhiie
. 9 ‘ h

A

ITT1 - ALGORITHME 7B, - CHEMINS DE TOUT POINT x D'UN GRAPHE QUEL-
CONQUE A UN POINT Y FIXE : F g a=phy 1
Pour La nrecherche des chemins éfémentaines d'extrémités y f
L'opération 2b ne gait internvenin que des chemins Zlémentaires d'ax-w | J*“‘132Q6~u&wkj . L
w. themites y.et des ancs. Par contre L'opération ?.c fait alors in- ik @ dowe Me’)
T tervenin des chemins d'exinémités y (K [z,y,4-1] ) mais aussi des
i chemins d'extn@mite : jowunetune d@incuit. 1£ est donc possible de
il n'efectuen Res opération 2b et Zc que pour Les points y et Les
feametunes de circuit., D'apris Le Lemme 1, on peut affinmen qu'il {
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est inutile de Les effectuen pour Les fenmetures de eirncudl
avant Leur premilnre sorntie., D'ol L'algonithme sudvant :
1) Indtialdisation
{(Vx €E) (K [x,4,0] = N )
2) a) 84 oo, < T z)

K {e,z,i] = K [e,z,4-T] U {e,2)

Nous Gerinons ici deux procédures pour R'algorndithme 7A.
PROCEDURE ALG?PILE [A,N) 5 ;
COMMENTAIRE Cette procddure assure £a gestion de la pile
La procidure IGAMMAT est booléenne et prend La valeur
viai quand 42 exdiste un are de T a J. La procidure 0PEZB
néalise L'opdiration 2B et OPEZC L'opration Zc.
DEBUT ENTIER 1,J,K,R ; ENTIER TABLEAU T [1:N] , P [1:n+1] 5
AIGUILLAGE AIG:= TEST, NOTP, SOR, SOELSIM, SOR ;
POUR i:=1 PAS 1 JUSQUA N FAIRE T [I] :=1 ;
Ki=1 ; d :
INIT : POUR T:=1 PAS 1 JUSQUA N FAIRE
SI T [] =1 ALORS ALLERA INIP ; ALLERA EXIT ;
INIP : P il =1 ; :
TEST : POUR J:=1 PAS 1 JUSQUA N FAIRE .
ST TGAMMAJ ALORS DEBUT T[ 1] :=2 ; ALLERA ENTR FIN ;

b) 84 o, est une sontie de z > 2 (z) ou 84 [ 67 = Flz] et z",‘
non fermeture de cincudt)
pour v = y el pour v = vy,V,,...,Vy fermetures de cireudit |
tets que ¢ (v.) < 2 (z)

K [e,0,4] =K [e,u,i-1] U [ le,2h. K[ 2,4,4-1]] ).

c) sd oy = 2 (z) et z fermetune de circudt : -

[ VXEE et vinifiant € (z)< F (xl< $.(z)) (pour Les
mémes y)
(K [%,0,4] = K [x,0,4-1] U K [x,2,é-1] K [z,0,4-1 ] 1o

i
{

Cet algonithme a un £intérét centain 44 Le graphe envisagé | NOTP ::_- gﬁ: :Z: ’ —i-::tizi 222 ’ ‘ |
n'a pas trop de circuits paatigaliaemant 84 on veut chen- ENTR K'=K+7.' p’ [K:I I:=5 ; .1-:_1 ; ALLERA AIG [T [ﬂ] ¥
chen Les chemins entre tout point x du ghaphe et pZuAiemaq SOR ST K=1 :\LORS ALLE?A) INIT -'K'=K—1 . ) '
points extrdmitls, ce qui est impossibLe a ndalisen avee SUIT : Ris 1+#1 3 1:2 P K o ’

: § = J .= » \

R
; POUR J:=R PAS 1 JUSQUA N FAIRE
_i- SI TGAMHAJS ALORS ALLERA ENTR ;
: S1 T [1] =3 ALORS ALLERA SORIER ;
SOELSTM : SI K=1 ALORS ALLERA INIT ; J:= P [K-1] ;
i OPE2B ; T [1] :=4 ; ALLERA SOR ; :
SORTER : POUR R:=1 PAS 1 JUSQUA N FAIRE

ST T[R] > 3 ALORS 0P2C ; ALLERA SOELSIN ;

EXIT : FIN ;

Les autrnes algordithmes autrement qu'en recommengant pour
chaque extrémité différente.

Cette vension nialise L'opdration Zc powr £'ensemble des x tels
J que Gy < S7(z) qui nous semble Le plus facile d rlalisenr.

La vension suivante (qudi est celfe décrndite dans ce chapitne}
semble plus delicate 2 meitre en oeuvie.
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PROCEDURE PILE?MOTSORTIE [A,N) : ENTIER TABLEAU A ; ENTIER N ;
COMMENTAIRE Cette procidure assure La gestion de La pile.
La proctdune 1GAMMAJ est boolienne et prend La vafeur vrad
quand il existe un anc de 1 a J.
La procédure OPEZB nialise L'opération 2.b, OPEZC rialise
L'opération 2,c.
DEBUT EATIER 1,J,K,R,E,V ; ENTIER TABLEAU S,T [1:4] , P [1:4+2) ;
ATGUILLAGE AIG:=TEST, NOTP, SOR, SOELSIH, SOR ;
POUR T:=1 PAS 1 JUSQUA N FAIRE T [I] :=1 ;
K:i=1 ; E:=N+2 ;
INIT: POUR T:=1 PAS 1 JUSQUA N FAIRE
S1 T [I] =1 ALORS ALLERA INIP ; ALLERA EXIT ;
INIP: P 1) =1 ;
TEST: POUR J:=1 PAS 1 JUSQUA N FAIRE
SI TGAMMAJ ALORS DEBUT T [I] :=2 ; S [I] :=E , ALLERA ENTR
© FIN ; T [1] :=5 ; ALLERA SOR ;
NOTP: T [1] :=3 ; ALLERA SOR ;
ENTR: K:=k+1 ; P [K] :=J ; T:=3 ; ALLERA ATG [T [1]]
SOR : SI K=1 ALORS ALLERA INIT ; K:=K-1 ;
SUTT: R:=I+1 ; T:= P [K] ; POUR J:=R PAS 1 JUSQUA N FAIRE
S1 IGAMMAJT ALORS ALLERA ENTR ;
ST T [1] =3 ALORS ALLERA SORIER ;
SOVRAT : P [E] :=1 ; E:=E-1 ;
SOELSIHM : SI K=1 ALORS ALLERA INIT ; J:= P [K-1] ;
OPEZB ; T [I] :=4 ; ALLERA 30R ;
SORIER : POUR J:= S [I] PAS 1 JUSQUA E-1 FAIRE
DEBUT V:=P[ J} ; OPEZC , FIN ;
ALLERA SOVRAT ;

= 3% =

La partie haute de fa pile est nisenvie pour y indiquern La sui-
te des sonties vhaies ; nous avons vu que dans un &fat de La pile
ne peut existern qu'un seul point ayant déjd eu une sortie, L& sug-
§4it done de n+1 LEments pour contenin La pile et sa partie haute.

L'opénation NOTP pemmet d'indiquen que I est un premier de
edncuit ; Pour connaitrne £'ensemble des x tels que £ (z)< 2 (x)
<51z} 4L suffit de noter & chaque entrée vradie (dans TEST)

Le niveau atteint dans La suite des sonties vraies : S [I] :=E.




CHAPITRE IV

ALGORITHME &

1 - PRINCIPE DE LA METHQDE
Etant donné un ghaphe (E, '), E = {I,Z,...,n} , 804t (Sk,l*)
un sous-graphe de [(E, 1}, S, = {1,2,...,k} =
Cherchons & construire Les chemins tlLémentaires de S, a parntin
de ceux de sh-t.
a) Soit une chemin eLémentaire de Sh' PLusieuns cas peuvent se

présenten :
1°) 12 ne contient pas k : c'est alons un chemin ELémentaire
de S, _, »

2°) 1L a k pour extr@miti : pudsqu'il est ELémentaine,il
est obtenu par concaténation d'un chemin éLémentaire
de 3,4 d'extrémite § et de L'arce (fk) ;

3°) 12 a k pour ohigine : puisqu'il esit ELémentaire, il esi
obtenu pan concatination d'un arc (kL) et d'un chemin
tlementaine de S, _;, d'origine £ ;

4°) 1L contient k qui n'est ni son origine, ni son extrimi-
12 : pudsqu'il est Elémentaire iL ne contient k qu'une
seule fods ; AL est donc obtenu par concaténation d'ur
chemin d'extrémité k (décrndit au 2°) et d'un chemin d'oni-
gine k (déernit au 3°).

b} Envisageons un circuit ELémentainre (XO’KI""’xn}' Les mémes
I cas se présentent :
! 1°) 1L ne contient pas k : c'est alons un circuit tlémentad-
3 re de Sy 3 (42 ne peut Etre en panticuldier une boucle).
§ 2°) X, = kot XppeniXy 82 done un chemin &Lémentaire de
% Sk d'extnémite k il a @te obtenu par a) 2°). Le cin-
cudt XgeooX, €82 obtenu pan concaténation d'un chemin
Elementaire de S, (non plus S, ;) et d'un are d'ondgirw
k. la 3°)
5 4°) 1L contient k, qui n'est pas x; : puisqu'il est tf3men-

taine il ne Le contdient qu'une seule fois, il est donc
! obtenu par concaténation d'un chemin éLémentaire xo..h
de Sy (deenit en a)2°) et d'un chemin &Lémentaire k...x

il de S, (deenit en a)3°).
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11 - ALGORITHME
12 déenit La fagon d'obienir des suites de chemins contenant
Les chemins ELEmentaires ainsi distinguis.
1) IVx€El (Y y€E) (K [y} t= T [x,4] )
2) (b = 2,...,n)
a) (2=1,...k-1) (Vjésk_1)
(K [k, &4= YV (k) © K [F.,2])
b) (L=1,...,k-1} |V § €S8, 4
(K [e,e] = U K [1,§] 0 (4,k))
) (Vies, ;) ‘f\-fjesk_, et § # i)
(K [4,4] = K [0 u[K [4,e] . K [&,5T] )

Les suites de chemins ainsi obtenues sont sans répétitions :
b4, & L'itération k on ajoute un chemin L{£ contient k, il ne pou-
vait done pas figurer dans cette suite a L'itération précidente ;
de plus &L ne peut y avoir de r@pEtitions entre lfes chemins obtenus -
a L'itdration h, Zes types de chemins décnits Etants incompatibles.
Notons que seule L'opération c apponte dans ces suites des chemins
non ELémentaires.

111 - VARTANTES DE L'ALGURITHME
111-1 Sudites contenant Les chemins et circudils ElLémentaires
du graphe. I
Pour obtenin Les circudifs €Lémentadines AL faut récliscn J
Les optrations permettant dlobtenin fLes cdrcuizs décndts en b)2 a
pantin des chemins de a)?, ainsi que Zes cirecuits déendits en b)3.1L
suffit de néalisen 2}b pourn £=1,2,...k et Ze} poun (V4 Esk_zl.

I1171-2 TESTS :

néunion et produit {(voir § I11-3). IL est cependant possdible d'Evi-
ten des opérations qui hialisent des concatinations entre Eléments
dont L'un peurt &tre vide. On pourna adopter La rédaciion sudvante.
1) (Vx€E) (Vy€EE) (K [x,4] = T [x,4) )
2} (k=2,3,...,%)
a) (V¥ jEiSk_; 2t tel que ki'{) lpourn B=1,..,4~1,5+1,..k-1)
(K Uz,q, = K [k,z]j_z U {He,j) o K [£.4] })

b} (Vy €3, _; et tel quejrk) [pour £=1,..,§-1,4+1,.. k-1)
(K [2,k 7; = K e,k Jj-1 v Kle,/] o li,k)} )
el (V4€S, ; et tel que K [4,k] #A) (Vjésk_,, i # 4
C(K[4,4) = K [4,4]V {K [, k]o Ko, 7] })

Chaque test effectul en a,b ou ¢ pemmet d'Bviter k opérations
a L'itenation d'ondre k. 1L et nemarquable que Led tesis a et b
ne portent que sun Les arcs et non sur Les chemins du graphe, en
ce sens qu'ils sont plus faciles & faire {on peut par exemple uti-
Lisen une Lisie des ancs) et qu'ils penmettent d'éviten des opéra-
tions beaucoup plus souvent que ceux portant sur Les chemind ((4,f)
=\ plus souvent que K [, ).

111-3 Nombre d'opdrations
a) Faisons Le compte pour La variante cherchant
aussd Les circudts :

1L faut pour a) (k-1) (k-2) opérations
pour b} (k-1) (k-2)
el (k-1)*
bt} (k-1)

Sodit au fLotal
7
kZZ (k=1) (k-2) + (k-1)(k-2) + [(k=1) + (k=117 « n (n-1)?

b) Pour La variante de 111-2. (n~7)2 repriésente
un maximum dont on sena d'autant plus Loin que Le graphe sera moins
pledin.
S84 on effectue Les tests pourn Les opérations a,b,c on peut ne
bas Le faire pour ¢, qui est La moins favorable , il faut compten
4 chaque {tfiration sun k 3(k-1) tests s0it au toital

f&- 3{k-1) = g e g no- 9 tests soit envinon % nz.
Notons %Eé pour L'algonithme 5 AL en faut nl.

On trouvehra au chapitre VII, une comparaison expérimentale de
ces nombres d'opérations entre Les diverses méthodes. Notons aussdi,
que pour cet algorithme, on ne peut plus parlfen de coupfes qui
operent”, on comptera donc Les opErations explicitement.
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111-4 1Importance de L'ondre des sommets :
Chaque test peut penmettre d'Eviter (k~1) opBrations
additions et multiplications . I esi done plus intirnessant
d'dviten des optrations vers Les denndires iténations. L'ondre des
points est done important, mais il esi facite de trouven un ordre
gavorable akors que pour 2'algonithme 5 on ne connait qua‘i’ondae

founni par La pife : on peut prendre R'ondre des sommels pan deght

décnodissant.
On ne peut pas affirmer gue ce 804 2'ondnre optimal, car dans

£'opération b Les test pontent sur Les arcs entrnants du sommet k,
dans ¢ i£s pontent sur Les chemdins entrants de k et dans a sun Les
ares sontants du sommet k, et i n'y a pas un nombre Zgal d'opénra-
tions Buitées dansd chaque type.

Neanmoins on peut dire, switout 84 on n'effectue pas Les Zesits
e}, que L'ordre des sommets par degri dicroissanit ¢4t une bonne
approximation de L'ondre optimal.

En utilisant cet ondre il est sans doute inutile d'effectuern
des tests poun Res premidnes iténaiions. On ne commence donc qu'ad
deta d'un ondre k' détemwini empindiquement.

IV - PROGRAMMATION

—————

Les programmes rialisis acceptent Le graphe sous fonme de sa
mathice associle. (tableau A).

Ce tableav peut aussi servin de suppont a La matrice des dis~
tances mais pas aux cafeuks intemmidiaires :

_ fes Gliments Ali, k) et AlE,f) n'ont jamais €LE modiﬂiéz
avant L'itinetion k. Au début de cette itination La kitme Ligne et
2a hitme colonne sont done cefles de La mairice associie.

- Zes ancs d'extrimités k ne sont utiles qu'a L'itiratdion k

- fes ElLEments Ali, i), 4 R, § k neprésentent des distan-
ces

14 suffit done d'utilisen des mémoires de travail nephisentant
La kitme Ligne et La ki¥me colonne peidant L' itenation k. nGle des
tabfeauw B et C . On trouvera page 37 Le programme ALgol CAE 510,
connespondant au problime de ta plus courte distance. 1L &'agit
de RLa vardiante du § I11-2.
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' PROCEDURE ' PCDDANTZIG(N,A); 'ENTIER'N; 'ENTIER''TAG 'A;
'DEBUTffENTIERf'TABLEAU‘B,&.(I&N)»; 'ENTIE;‘IBJ ;Aglieu &
'POUR'IZ1'PAS' 1" JUSQUA'N'FAIRE ' 'DEBUT" EETE

'POUR ' J=1'PAS' 11 JUSOUA M TFAIRE!
tSI'ALCT,U) . TEGAL'O'ALORS'A . (1, ). =10000 ;

ALCT,1D.20 TFIN' ; 0=0; !
'TPOURTK=1"PAS' 1 JUSOUA "M FAIRE ' 'DERUT!

TPOUR ' I=17PAST 11 JUSOUAK=1'FATRE' 'DEBUT!

R.(1),=C.(1),=10000 ‘'FIN';

TPOUR'Y=1fPAS! 1 JUSOUA'K=1'FAIRE"

'SI'ALCK, ). "INFT10000 'ALORS'
TPOUR'L=1'PAS' 1" JUSQUA'K~1"FAIRE ' 'DERUT!

PSTYALCK, ) +A (U, L) T IMNFTR. (L), TALORS!

B.(LY=AL(K,0),+A,. (J,L).; Q=041 'FIN';

'POUR 'U=1"PAS' 11 JUSOUA'K~1"FAIRE"

'SI'ALCJ, KD VINF'10000 'ALORS'
;P:U?'Lfl'?Aszl'JUSQUA'K-I'FAIRE"DEBUT'
1=0+1; 'ST'ALCU,K) . +ACL,J) TINF'C, (L), ! 25t
C.CL) . =A.CU, KD 4ALCL, 0D, TFIN'; (L)t AcoRs
'POUR® I=1'PAS'1' JUSOUA'K=1"'FAIRE"

'SI'ALCI,K). YINFT10000 'ALORS'
:Q?YR'2=1';AS'lédUSOUA'K-l'FAIRE"DEBUT'

SI'ALCE,K) (+A. (K, J) . "INF'A,CI,U) . "ALORS'A, J=As q ;
02041 'FINY; A et ] oM it L T ) et
ACK, L), =B, (L).; ALCL,K).=C. (LY. 'FIN' 'FIN';

EXE(6,0); IMPR; ’
'SITCLECH) "ALORST'POUR'I=1"PAS' 11 JUSOUA'MN'FAIRE
'DEBUT ! "POUR 'J=1"PAS' 1'JUSOUA LI 'FATRETEXECH A, CT1,U).);
IMPR 'FIN' 'FIN' PCDDANTZIG; ! e




CHAPITRE_ 5

COMPARAISON DES DIVERS ALGORITHME§]

Dans ce chapitre nous essaienons de comparen Les d&{ﬁéazhié
akgonithmes dous divens points de vue : nombre théorique d'opira-
tions & effectuen, temps de calcul, place occupie en mémoire...

Tous Les essais mentionnés ont 8% effectuds sur Le problime de La
recherche de La plus courte distance, Les conclusdons que £'on pour-
ra en tinen nestant valables poun Les auired problémes,puisque seule

differe La nature des opérations & effectuer et non Lewr nombre.

1 - ALGORITHMES CONSTRUISANT DES SUITES DE CHEMIN ENTRE LES POINTS

x DU GRAPHE ET UN POINT y EXTREMITE :

Rappelons que £'on peut Bendine des algornithmes analogues pour
un point x §4ix& et tous Les points du graphe.
On peut utiliser Les algornithmes 2 (vaniantes de FORD ou de BELLMANN
KALABA) et 7B pour Les graphes quelconques et L'algonithme 6 si Le
graphe gzt sans cincui.

1.1 Cas_des graphes_sans_circuit : Algondithme 2 ef 6.

Encombrement :

L'eernditure des programmes pour L'algordithme 2 esi cerntddire-
ment plus facile que pour L'algonithme ¢ et Le programme obienru
plus court. De plus R'algorithme 6 nécessite 7 tableaux de n ILE-
ments en plus de Pa mutrice associte et des emplacements privit” poun
Les nésultats.

Nombre d'opérations

Pour E'algorithme 2, p étant Le maxdimum des nombres d'ercs des
différents chemins et circults eleémentaires du graphe, Les algondi-

A thmes déduits pan homomonphisme de L'algorithme 2 demandent pnz
multiplications et an additions [au sens du chapitre 2] , clest-
d-dire un nombre de £'ondre de n3 {p est en génénal assez vodisdn
l de n). Les tests J( z,y,i-1) # N permettent d'en Buitern certaines.
On a vu que £'algorithme ¢ nicessite exactement m (nombre d'axrcs

du graphe) opérations ; c'est-a-dire un nombre Lingérndieuwn d nz. Le
i nombre d'opérations nécessaires a La gestion de La pile Eiant Zud
| aussd propontionned & m, cet algonithme est incontestablement £o
i pLus intéressant poun Les graphes sans cincuif D'autre part 54 on
veut faire Le mime caleul pour plusieurs poinits extndmites on peut
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faine Les opdrations pour fous ces points & chaque sontie de Za
pile sans necommencer upe gestion complite, ni une explodtation du
graphe , ce qui esi un avantage supplimentaire pout £lalgonithme 6.
Es4a4s

La counbe t = §lm) situie page 39' nepnisente Les variations
du Zemps de cafeul par Zes deux méthodes, Lorsqu'on augmente £e
nombre d'are d'un graphe.

Les essais ont &2 effectuds sur une sénie de gaaphabd'oﬂdke 20 : omi

passe d'un ghaphe au suivant en ajoutant des arcs.
Cette counbe montre :

- Ra dispropontion entre Les temps de caleul par La methode
de FORD (ce serait La méme poun La méthode de BeLfmann-Kalaba) et
colle utibisant un pite [Alg. 6]

- 2'impoxtance pour L'algonithme I du test I(z,y,4-1] #4qué
est tnes inténessant poun fes graphes assez creux. Sans ce test Le
temps de caleul senait pratiquement indépendant du nombre d'anrcs.

- 2a proportionnalité du temps de caleul .au nombre d'arcs
pour &'akgorithme 6 .

Algonithme 2
Seule change par happort au cas phiécédent La propohr-

tion des tests poun Lesquels J {z,g,i-t] =[>qui devient beaucoup
plus faible.
A&qohithe 7.B ¢
Notons que 54 Le graphe est sans cincudlt AL effec-
tue exactement Les mémes opirations que L'algorithme 6.

Encombrement :
12 devient plus important que pour L'akgorithme 6 ; Le pro-
ghamme est plus Long el suntout il faut stocken plus de nésuliais

intermédiaines (Les chemins d'extnmili Les fenmetunes de cincudt}. |

Nombre d'opirations :
12 est plus délicat a estimen :
q &tant Le nombre ‘de fermetures de circudt (g ¢n) 42 neste de £'0n-

drne de qnz et en ginéral,bien ingérieur ¢ on ne commence a faire ded

opénations pour une fermetune de cineuit qu'apres la premizne sor-

tie de celle ci.
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Essais

De nombreux essais ont 818 ndalisds sun des graphes d'orndre 20
et sun des graphes d'ondre 30 en faisant vanier Le nombre de cin-
cudts.
Pour caleulen une Ligne de £a matnice des distances if faut de
2,5 [quand il y a beaucoup de ancuLtb] & 10 gois [quand L& n'y
a pas de cineuit] plus de temps par L'algornithme 2 que par 2'akgo-
nithme 7B. Pour £es graphes d'ondre 20, de 3 & 14 fods poun Les
ghaphes d'ondre 30.
On aura donc dans tous Les cas, Linténdt & utilisen £es algonithmes

utibisant une pife 6 quand on sait que Les ghraphes studits sont sans

cineuit., B dans Le cas géniral).

17 - ALGORITHMES CONSTRUISANT DES SUITES DE CHEMINS ENTRE TOUT COU- I

PLE DE POINTS DU GRAPHE.
On peut utilisen Les akgoniihmes 4,5,7,8,
1,2,6,7B en prenant successivement tous Les points du ghaphe

ou Les algonithmes

comme. podint extrhémite.
Les atgonithmes 1,2,7B demanderont alons un nombre d'opirations de
L'ondnre de n4; nous Les caniernons.

L'akgonithme 6 demanderaif un nombre d'opéraiionsde &'ondre de
mn et n fois La gestion de La pife : 4L est plus inténessant de ne
la faine qu'une fois et de traiifer tous Les points extnemitis &
chaque sontie de La pile {44 Le graphe esl sans cdneudlz).
L'akgorithme 4 demandant nsﬂogzp optrations,
des nombres d'arcs des chemins éLémentaires du graphe, nous L'Ecar-

p étant Ze maxdmum

tenons tgafement.

Seuls nestent Les algonithmes 5,7,8 ¢
Les algordithmes 5 et & demandent exacZement n3
84 on n'effectue aucun test. Si on en effectue Li£s peuvent comme
L'aLgonithme 7 nésoudre ce probleme en mois de n” oprations.

opérations chacun

11-1 Comparaison ZhBordique des algornithmes 5 et 7.

Nous avons vu (cf chapitre 11) que pour ces deux algordihmers,
2'ondne dans Lequeld sont rangés Les sommets du graphe est impor-
tant {baua Llalgonithme ? LL exisite de nombreuses piles annexes au

méme graphe] ,

on pourra donc obtenin des réalisations difgérentes
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de ces algonithmes selon L'ondne choisd,et des nombres d'opérations
ntcessaines, tgalements différnents.
Nous appelerons couple qui opdre, un couple de points du graphe
xz pour Lequel on effectue une opiration du type :
Klx,y,4) = K(x, y,L‘I)Lﬂk(x z,4-1 @ K{z, y,&-ﬂ
VycE
Dans L£'algonithme 5 :
K {x,y,0) = J (x,y}
pour i=1,...,n
a) 84 K (x,z.; ,4 1} # Net & ¢ z;
Kix,y,i) = Kix,y,4i- I)LJ[K(x ZP ,L"l ® Klz, ,y,& 10
b) sinon

Kix,y,4~1) = K (x,y,4-T}
Les couples qud op2rent sont Les couples (x,zi).
Dans La méthode de La pile :
Kix,y,0) = J {x,y)
a) 54 4.,(2 } Yy € E, on effectue
Kie,y,4) = K[e y,i-11y [ lez) @ Klz,y,4i-1}}
e ttant Le sommel
b) & 4 = Zj(z } fermeture de circuit :
Kix,y,4) = K(x,y,4 Ny [K(x y,4i-1) © K(zL,y,A 1)]
W y€E et Vx tek que 5& ) < 2ilx) <éu1
et K(x z;,4-1) 4 ¢
Les couples qui opirent sont Les couples (e,z) pour L'opEration a)
et (x,z;) pour L'opération b).
Proposdition 1
Le nombre d'opérations poun L'algoniithme 7 n'est pas toujours
inferieur au nombre d'opérations nécessaines, quelque S04t
L'ondre des sommeis, pour L'algonithme 5.
1L sufgdit pourn Le démontren de donner un exemple en précdsant
L'ondre des sommets utilisé dans chaque algorithme :




= -

ordre 1,2,3
On peut neprésenter Le fonctionnement

de fa pife :
3
1 221
33333353
11111ttt
numéros de sontie : 1 2345
coupled qui opirent :
ALgorithme 6 : 1: 3,1 ALgonithme 7 sontie couple
2: 3,2 1
4 3:1,3.2,3 5 2
3 3,2 (a)
4 1,3(a).2,3(b)
5 2,1(b).3,1(b?

Proposition 2 :
Si Le ghaphe est plein, if y a autant de couples qui opdrent
pour Les deux algorithmes 5 et 7.

S4i e graphe est pledin, poun fLout couple (x,zi),K(x,zi,L-l) #

I y a done nin-1) couples qui opérent dans L'algonithme 5.(0n peut

en effel ne pas fenin compte des couples x,x}.

Pourn L'algordithme 7 :

Etant donné un couple (x,z), x #2; x/'z.

a) a4 ;ﬁ(z) <, ;:(x), a Za sontdie de L'arc xz, z n'est plus
dans fLa pile (sinon on aurait o (x) <‘2le), La sontie de x con-
nespondant & £'arc xz est supériewre ou fgafe a », (z) : fLe couple
{x,z) op2re pan aj.

b) ai 3 (x) < }:(z] Llare x,z sont avant }L(x) (£emme 2, chap.
IIT). z est alons fermeture de circuit et Elz)< J (x) < o (z) : Le
coupfe xz opére pan L'opiration b.

Dans tout couple (x,z), x # z opere. Notons cependant qu'il y a
davantage d'opérations annexes dans 2'algonithme 7 (gestion de La
pile).




rX)Poun 2'algonithne 5

=3 =

Proposition 3 :
Si fe graphe est sans cincudt, Lo nombre de couples qui

openent pour 2'algonithme 7 est Zgal a m, nombre d'ares
du ghaphe. La pile penmet de trouver un ondre des sommets

pour Lequel Le nombre de couples qui opérent pourn L£'algo-
rithme 5 est aussi &gal a m. Poun Les autnes ondres, ce nombre
est supbnieun ou égal a m.

Pour La pile La deémonstration est immédiate : tous Les cou-
ples opirent par L'opération a) et y a m sonties de La pile.

Pour 2'algonithme 5 : iL y a au moins wm couples (x,zi) tels
que K(x,zi,i—ll #A et souvent plus. Mortnons qu'il exdste un ordre
des sommets tel que poun L'algorithme 5 correspondant, exactement
m couples operent :

Soit un ondre total S tel que x [y => ySx (L'ordre des
sontics vraies de La pike nemplit cetie conditdion, cf chapitre 111},
K(x,zi,i-f) /N =2 Tun chemin de x 2 z; dont aucun point inteé- }
rieur n'a d'indice au plus égal a L.

o aile 19ty

Orn &4 ce chemin a un point intérdeur v, z, Sv, ce qui est impos-
sible : donc v n'existe pas et xI'z;

Kix,z;,4-1) #A =% x 'z,
1L y o donc exactement m couples qui oplrent pour L'akgonithme 5
dans ce cas.

Nous dirons qu'une classe C peut itne atteinte en un point y C.
84 3 x ¢ tel que x[y. '
Proposdtion 4 :

Si poun chague classe d'Equivalence, Les poinis de cette clas-

se ne forment qu'un cincuit elimentaire, quely que s0it Zes on-i

dres de sommets utilises, L'algorithme 7 nécessdite un nombre

de couples qui opirent au plus &gaf & celul de &'akgonithme 5,

et infenieur ,des qu'il existe un classe pouvani itrne atiednite

en deux points.

1. Klx,z,4) A4 x [z
2. Soit z; Le dennier éLément d'une clashe :

B
a}
=
=
F
i
X
3
f
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84 xevz; et x fozg, 4 exdste un chemin de x 2 z, dont £'indice
de tout premien point intérnicur est inférieurn & 4 {puisque z; esi
te denndien de La classe) done K(x,zi,i-l) #N. Si ka classe contient
p points il y a p-1 points Zels que X.

3. Poun tout point x tel que xlﬁunlzi on a aussi

K (x,2;,4-1) # A

Soit m nombre d'arcs (x,z) x # z

¢ £Le nombre de classes

¢! Le nombre de classes a plus d'un podnt.

n Le nombre de podints.
12 y a m couples poun Lesquels Kix,z,4) #Apar 1, Ly en a n-c
par 2, lLes couples communs gtant Les couples x,z; tels que
xevz et x 7z, z dennden de classe : pourn toute classe comportant
plus d'un point, il y a au moins un de ces couples. D'apris L'hy-
pothése, il ¢ en a un ef un seul : 4'4L y en avait deux x,z et x',z
il y aurait deux cireuits dans La classe z...xz (S TR AR 28
12 y a done au moins min-c-c' couples gqui opérnent
12 y en a plus 4'4L existe une classe ¢ pouvani étne atteinte en

deux points :

Fu, u€C w # u' et x,x'& c tels que x P et x' Cu'.
Kix,z,4-1) # pet K(x',zi,i-ll # A
et un chemin de x @& z; contient u et un chemin de x' a z; contient
u'. Au moins un de ces chemins n'est pas un are car u f u'.

@) Pour fLa pile

Si z est fermetune de circudt, il exdste un chreudd pour Lequed
z est Le premier point enini (cf chapitre TIT Lemme 3) .z est
done base de classe (cf chapitre 6) puisqu'une classe ne contient
qu'un cincudt.
Les couples qudi operent sont Les couples
-0z, G4 D)0z

"{‘ d
Wy sz', 2("“4‘.)>€’L 7,2(2”-:::}- z; ron base de classe
ou oy "oz,
Réciproquement
—(“i:~ZL =2 04 zszzi) {cf chapitre 111 Lemme 3)

S Gy et z; non base de classe =xed )Z(zi)




" IRs optrent a L'instant i = CTTZL).
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Ces couples sont au nombre de m-c'.
- . 2 . ~z . .
x,z; t z; base de cfasse et x vz, (x # Zx.)

I£ y en a n-c.
Le nombre de couples qui operent est done Zgal 2 min-c-e'. C'est-
d-dine infenieun ou Egal au nombre obienu pour 2'algonithme 5. On
netrouve m quand Le graphe est sans cércudt : n=c. e'=0.

Notons que dans ce cas Le nombre ne déperd pas de La pike
cholsde,

Cas général :

Les comparaisons sont plus complexes et il est difficile de
donnen des nésultats valables dans tous Les cas. On peut cependant
gtudien des couples qui operent :

a) Les couples xz tels que x 'z openent dans Les deux cas.

- gvident pour algorithme 5 can .{x,z,0) #A
- pour La pile
84 ={xz) 33(z) Le couple xZ oplre
sé e (xz) < S 1z} akons x~z, E(z)< E(x)<E(z)
et Kix,z, Si{z)-1) contient (x,z}.
Done Le couple xz opére aussd

b) Aucun autre couple xz, £fel que x9z n'opire pourn La pile
ators que pourn L'algoniithme 5, 4L en exite nécessainement dans Le
cafw$£ubieumb arcs ménent @ une classe non réduite @ un point.
(c4. Lemme 4). On peut cependant n@duire Leur nombre 44 on ohdonne
Les points du graphe de telle sorfe que :

xée, x'€e!, che = x.51x ,
ol o et o' sont deux cfasses distinctes, [1 est La nelation du
ghaphe des classes [cf chapitre 1X)

En effet dans ce cas, 4'iL existe un chemin de x a4 z; L
posside un point inténieun yyz;, y suit z; ke chemin & Klx,z 4-1)
et Kix,z;,4-1) = Les seuls couples restants sont teks qu'il exdss
te y~vz el x Fy. Mais cet ordre ne peut &tre obitenu directement.

La meiltewre méthode (cf chapitre G ) semble Etre celle utilisant
une pile qui détenmine Les classes : L'onrdne de sontie des bases
de classe déteamine £'ordnre chenché sun fLes classes. C'est d'ail-
Leuns Le seul nble joud pan La pile dans Le cas des graphes sans

circuits. Poun Les autnes cas Les comparaisons thEoriques ne per-
mettent guire de concfusion. ik
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11-2 ESSAIS

Courbe 1 (page 48) sans tests.

Los essais ont 618 effectuds sun des graphes sans cineuits
d'ondre crodssant de 10 a 32.
Cefte counbe montre bien L'allure en nd de cette fonction.

Courbe 2 (page 49)

Ce graphique montre L£'évolution du nombre de couples qui ope-
nent d'une pant, du temps de caleul d'autre part en fonction du
nombre d'arcs. A chaque couple gqud opire connespondent n opérations.
Les graphes sont tous sans cdreudt d'ondre 20 et on passe d'un ex-
emple au sufvant par adjonction d'arcs.

12 montre bien L'impontance des tests pewmetiant d'gviter des opé-
rations sans tesis. Ce maximun qui est n” dans Le cas génénal est

Z
L%ﬂf_’). dans Le cas des graphes sans elneudlts.

Counbed 3(page 50}

Effes montrent une comparaison enthe Les difflrentes méthodes
penmettant de caleuler £a matrice des distances. 1L s'agit enconre
de graphes sans circuit d'ondre 20, pour Lesquels on fait varier
Le nombre d'anrcs.

On peut y consitater L'avaniage de L'akgonithme 7 (ou 6 dans ce cas)
comme on £'a dit au § 1 de ce chapitre, ainsi que £'amélioration
appontée a4 £'algonithme 7 en wtilisant Re méme support pour La
matrice associde of £a matnice des distances lef chapitre 7,8 111.3}

Courbes 4(page 51}

On y compare Le nombre d'opérations (nombre de couples qui
opinent muliiplié par n poun Les algornithmes 5 et 7) pourn lLes 3
algonithmes 5,7,8. 1L »'agit d'un graphe d'ordre 20, & 49 arcs sun
Lequed on crée des cincudis en ajoutant a chaque §ois un arc d'ex-
trhémits non encore fermetune de circudt.

Le nombre d'opérations poun L'algondiihme 7 n'esi pas strnictement
crnoissant, car Le nombre de fermetune de edreudts n'est pas Le

seul facteurn qudi infervient.
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Pour chaque classe d'Equivalence de ces graphes, Les points de La
classe n'appartiennent qu'a un cdrcudt. Dans ce cas il semblerait ]
que Za mithode de Dantzig (akgondithme 8) s0ii avantageuse, ce n'est
pas toufours Le cas [counbe 6. On peut cependant nemarquen La
stabilits du nombre d'opérations poun cette méthode.

Courbes 5{page 51-1]

12 &'agit encore d'un graphe d'ondre 20, pour fLequel on aug-
mente progressivement Le nombre de fermefures de circudd . Cette
fois Les points de tous Les circudts créis appartiennent 2 La

:
méme classe d'écuivalence. a
On peut constaten avec ces deux exempled que L'akgonithmes 7 resie ﬁ
Le plus avantageux tant que Les ghaphes ne devdenneni pas trop i'*

=
)
|
:
N
|
:
d
-l

|

complexes : 15 fermetunes de cdrcudts dans un ghaphe de 20 points
rephisente un graphe tnes complexe.

L zc
AN

Counbes 6 (page 51-2) Descniption des graphes

Effes monthent bien que £'algonithme 7 est aussd plus intl-
nessant que L'algorithme de Dantzig dans fLe cas de grhaphes ne pos-
sedant pas beaucoup de cincuits (fusqu'a 25 fermetures de circudts
difgerentrs sun 30 points).

Les courbes 4,5, et 6 penmetient aussi de constater que £Les
nédactions proposies poun Les thois algorithmes peumetient de thai-
ten fe probime avec des nombres d'op@rations bien infenieuns & n® I
qud vaut § 000 poun 4 et 5, 27 000 pour 6. J
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CHAPITRE VI

51. 3

EXISTENCE DE CHEMINS ENTRE TOUT COUPLE DE
POINTS DU GRAPHE
RECHERCHE DE LA MATRICE DE FERMETURE TRANSITIVE.

I - ALGORITHME 5 :
¢ PROCEDURE MFTALGS (A,N) ; ENTIER N ; BOOLEEN TABLEAU A ;
DEBUT ENTIER 1,1,K ;
POUR T:=1 PAS 1 JUSQUA N FAIRE
i POUR J:=1 PAS 1 JUSQUA N FAIRE
St 4 [1,1 ALORS
POUR K:=1 PAS 1 JUSQUA N FAIRE
A[3,6] == A [3,6] 0u A [1,4]
FIN ;

£ On utifise L£'homomonphisne défini au chapitre.I1 pour Lequel

E % i E = {VRAT, FAUX }; i K €F%, T7(K) = VRAT 84, et seulement 84,
Il ; il K#A; + =V, X =A,
% i g Thois algonithmes peuvent 2tre retenus pour ce problLeme : 5.7.8.
i %; Nous Btudierons icd La forme qu'ils peuvent prendre et Les amé-
E ?; Lionations qu'on peut Leur apportern pour iraiten ce probfime.
{ ':g.

[ {

il STeetO -

On peut constater que La rédaction de £'algorithme 5 devient parti-
culidnement simple.

Wres 5 L'opération

pour L= 1,2,...n
(VX€E et K (x,2;,4-1) # 4] (Vy€E)

1 ol il _ | \ _ (K (x,4,4) = K(x,4,4-1) U[K(x,2;,4-1) @ Klzgyz.4-11] )
- ¥ iR AL s ; g devient, Les points z,€E ttant notés 1,2,... n :

pour £=1,2,...n

! (Vx€E et K(x,4,i-1) = '"VRAT') (V 4 €E)

] (Kix,y,4) = K{x,y,i-1) V [K(x,i,i-ll/\l((i,y,i—l)] )
3 qu'on peut Eerine aussd

| pour £=1,2,...n

U (¥ xEE) (Vy€EE)

: K(x,y,4) = SI K{x,4,4-1) = VRAT ALORS K{x,y,4-1)
SINON K{x,y,4-1) AKIL,y,4-1).

 Tan e




DEBUT ENTIER 1,7,K,L ; BOOLEEN TABLEAU B,C [1:N] ;

ik

et moins de n
Signatons egalement fLa modification qui nous fui suggende pai o :
< GIRAULT (Institut Blaise Pascal] qui ne correspond pas @ une modL i~

opénrations ou.

cation théonique mais a une modification de programmationten algol, -
La nechenche d'un tlément de tablLeau a une dimension se fadsant plus
rapidement que celfle d'un &Lément de tableau @ deux dimensions.
La nédaction proposie est donc La suivante.

PROCEDURE MFTS (A,N) ; ENTIER N ; BOOLEEN TABLEAU A ;
DEBUT ENTIER 1,7,K ; BOOLEEN TABLEAU B [1:K]
T POUR 1:=1 PAS 1 JUSQUA N FAIRE
POUR J:=1 PAS 1 JUSQUA N FATRE
esuT B [7] := A [1,7] s
S1 A [3,1] ALORS
POUR K:=1 PAS 1 JUSQUA N FAIRE

A [3,k] :=A [J,K] ou B [] FIN FIN ;

11 - ALGORITHME & :
PROCEDURE MFT8 (A N} ; ENTIER N ; BOOLEEN TABLEAU A ;

POUR K:=1 PAS 1 JUSQUA N FAIRE
DEBUT
T pouR T:-1 PAS 1 JUSQUA K-1 FAIRE DEBUT 8 [li.a [X, 1]’
POUR J:=1 PAS 1 JUSQUA K-1 FAIRE SI A [K,J1 ALORS
POUR L:=] PAS 1 JUSQUA K-1 FAIRE B [L] := B TLlou & [, L]
POUR J:=1 PAS 1 JUSQUA K-1 FAIRE S1 A [J,k] ALORS
POUR 1
i
1
i

~s_.|
!

12

|H

POUR Li=1 PAS 1 JUSQUA K-1 FAIRE ¢ [L] := ¢ Tl ooua (1,715
POUR 1:=1 PAS 1 JUSQUA K-1 FAIRE SI ¢ [I] ALORS

DOUR J:=1 PAS 1 JUSQUA K-1 FAIRE A [1,7] := 4 [1,3] ou 8 U}
POUR L:1 PAS 1 JUSQUA K-1 FAIRE DEBUT A [K,L] := B InE
T A [L,K] :=c [U] FIN

:E:
Notons que ceite prisentation permet d'Zviter, quand Kix,4,4-1) |
= FAUX exactement n opirations.

Le nombre d'optrations est done égatl a nz tests Klix,4,4-1)="VRAT'
3
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La encore La rédaction est simplifie du fait de L'information sur
A4, k) appontée au moment méme de La necherche des points 4 poun
Lesyuels il faut faine L'opération. Toutedois, comme pour toutes Les
utilisation de L'algonithme &, il semblerait priéférable de ne faine

des tests AL, k) ='VRAI, A [u §] ="VRAT! que pour des valeurs de k
suffisamment grandes.

I11- ALGORITHME 7
Les opirations a effectuer deviennent.
1) Initialisations
(YxEE) (Vy€E) (K [x,y,0] = "FAUX’

2} e Etant Le sommef et n Le nombre des sonties de La pile :
{pour £=1,2,...1
a} 84 5-<fzjz) ¢ étant Le sommel

K(a z,4) = Kle,z,4-1) 0U {e,z]
b) o3 it sontie de 253 (2T ou {4 =2_{z) et z non

fermeture de cincuit),
(Vy€E,y#z) (Kle,y,i)=Kle,y,4i-1) ou [le,z) et
Klz,y,4i-11] )
c) ) =§:(z), z fermetune de circudt
(V x€E) (Yy€E) (Kix,y,i) = Kix,y,4) ou
[Kix,z,i-1) et Kiz,y,4-1)]
d) pourn tout couple x,y non défind ci-dessus
K{x,y,4) = K{x,y,i~1).
On pourra se neponter & La procédure ALG?PILE du chapitre 111 et
au programme figurant en annexe.
On peut apporter & cet algonithme des modifications tenant compie de
La natune perticulilre de ce probleme : L& n'est pas indispensable
de décnire et d'expliciten tous Les cinecudlts comme dans Le cas géné-
rel, AL suffit au contradire de se Limifern a La recherche des classes
d'équivalence, nofion plus importante pour ce probléme que La notion
de cineudlt : deux points Gquivalents sont poun La feamefure transiti
ve en relation avec Les mémes podints. U'autre part on peut remarquen
que pulsque £'opération 2b s'effectue Lons de La sontie de z de La
pile annexe (sontie de £'anc ez de La pile attachie) L'ElLiment (e, z)
de fLa matnrice associie a pour valeur 'vrai' el il est Ainutdile d'ef-
fectuern L'opération 'ET'.

' ;. 0000
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Notons que La premidre méthode de ce Zype, utitisant La fonction
Lien a 848 apportée pan EMOND [18] .

1V - DETERMINATION DES CLASSES D'EQUIVALENCE :
Toute cette pantie esit Largemeni 4inspinle des travaux de EMOND
[16] et PAIR [45] . ’
Rappelons qu'il 8'agit des classes de La nelation d'équ&vaz%nca :
xvy 84, et seulement &4 x Uy el y Mx (0.4) . (qui est aussdi La
nekation "appartenin & un méme cincudt").

1V-1 Bage _de_ctasse :
;;;&L Les points y d'une classe, celud pourn Lequel E(y) est Le
plus petit sera appell base de classe.
Montrons que c'est aussi celui pourn Lequel T(y) est Le plus
grand :
S0it v La base de classe de x ; un chemin foint v @ x ;
nous montaerans que 2{v)y Z(x) par rleurrence sur Le nombre
d'arcs de ce chemin : ¢'est clain 84 ce nombre est 0 ; sdnon, x!
est L'avant dexnien poinit sur ce chemin et Xx' g vl sodent § el
§' L'entrée el La sortie de x connespondant & L'anc x' x @
Elul L ElxlLf<f' < Zix") {Lemme 2) ;
d'oi Elv) < E(x) <2 (v} et par suile SIS (v).

exemple
o Une pile annexe & ce ghaphe :
A
1
I 2 -base de classe
] 123
4 123
N3 123412 fen de circuit
123
123
. 1235
12356
12 356.F
6 . 1235673 len de cdnecudt
t
]
|

La pile base de classe
1 est aussd base de classe, dtant seul dans cefte classe

{
’
;
12356
1235674 lTer de cincudt
123
2 est premien de cireudt 123
comme LL esf aussi Le phre- 123
mier point de La classe 123
2,3,4,5,6,7 & entren dans 1 2
‘ 1
I

IV-2 Fonction L4ien :

Rappelons La déginition de £'application L [fonction Lien) que
donne Monsieun PAIR [45] .

A tout podnt x ef a tout entien 4 de 0 & m' (nombre d'ancs)
assocdions L(x, 4}, extrémite d'un représentant en & d'un chemin (pas
néeessairement tLémentaine) de x & v 4'4iL en exdste, egal & x sinon :
2{x,4) est tquivalent a x. (v est La base de classe de x).
L'application £ sera utile pour thois raisons :

1} elle permet de déteaminer pourn chague point x sa base de

clasdse v can L{n,m') est La base v de La classe de x.

2) efle penmet de reconnaitre Les bases de classes : pour un Zel

point x L(x,{) = x quet que s0it §

3) sodient v La base de classe d'un point x, et i un entien

entre o et m', £ permeit de comparen 5; a7 (v) (c§, PAIR 45}
L'utifisation de La fonction Lien penmet donc de nepéren fLes. classes
d'quivalences : La classe d'Bquivalence de base v est £'ensemble
des x Zefs que AL(x, =(v)} = v.

Encone faut-if pricisen L'dvolution de cefte fonction Lien :

1} &(x,0) = x pour tout x €F

2) pourn £=1,2,...,n nombre (nombre de sonties de La pile 0%
est une sontie de z;)

a) si €tz 4-11] £ o7 <5 [0(z;,4-11] ,

Lle,4) = Rlz;,d-1)
b} s4 57 =E:(zi), z; fermeture de cincudi et lei,i-l) ¢ z; ¢
Lix,4) = Llz;,4-1) poun Res x tels que £(x,i-1} =z,
e) &lx,4) = £(x,4i-1) pour Les points x dont £(x,4) n'est pas

défini parn ce qui préciéde.




z fre

Vv - ALGORITHME
1) (Vx€E) (Vy€EE)
(K [x,4,0] = $& xIy ALORS VRAT SINON FAUX)
2) pour 4L =1,2,...,m :
al siolz;) Z:(Vi) oll v, est La base de La classe z;
(c'est-a-dire 84 6‘172(«’&(2,;,/6-1)) :
(Y yEE) K [e,y,4] = K [e,4,4-1] V K [zi,y,.é-lj )
b) sdslzy) = lz) et z; base de classe ,
{c'est-a-dire l(zi,L-T] = Zi)
Y yEEN (K 2,440 = x\n{zi K [t,9,4-1] )
AV xvz,, oest-a-dine tel que Llx,4-11=2 ) (V y EE)
(K [x,4,4] = K [z;,4,4] )
IWy€EE) (K [e,y,4i] = K [@,y,i-I]VK[zi,y,é] ]
¢] Foun Les autnes couples x,y K [%,4,4) = K [x,4,4-1] .

Cot algorithme penmet de trouven La genmeture transitive stnicte
de La nelation ; powr obtenén La fenmetune transitive &8 faut aussdi .

effectuen dans 1) .
Kix,x,0) = VRAI pour toui x.

VI - REALISATION :

Nous prisenterons deux réakisations difgérentes quand au mode de
reprnésentation de La fonction £ien ou au chodix de La déﬁinitidn du
Lien tbné de £'opération 2 a.

Dans Le cas 0R pouh Le matérdiel utifise, La reprisentation
interne d'un booféen nicessite autant de place que pour un entier
{cas griquent) on pourra avoin inténlt a utilisen cette méthode qui
consiste & reprbsenter Les Liens dans La matrnice assocdie elle-meme.
A L'instant 4 ‘

Alx,y) = -1 84 et seulement 44, L{x,£4) = 4.
On définit Lle,4i) dans £'opération 2 a par L{e,4) =
méme &4 e avait défa un autre Lien.

2lz,i-1)

s
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au chapitre 11T §I1.5) est utiliss pour contenir en 1 Le nom du
Lien de I.
On définit Lle,i) dans £'optration Za par
2le,i) = L{z,4=1) 84 e n'avait pas de Lien.

S e a un Lien, 404t je Le niveau de Lle,i-1) dans Ra pile, fz celud
de L{z,4i~1)

Lle,i) = Lle,i-1}) 44 4, < jz

Liz,i-1) sdnon.

Les méthodes VI-2 et VI-3 ont 8té programmées et comparles & vi-1
et aux deux formes de £'algorithme 5.

a) Algondithme 5
Le nombre d'opérations ET et OU est dinf@rieur & n® du

gait du test "Si A [7,1] " mais neste cependant de L'ondre de ns, ce
test ne porte pas sun Les arcs du graphe mais sun Les chemins ne
passant pas par des points d'indice supnieund 1. A [7,1] est done
vrai un nombre de fois bien supétieur au nombre d'anrcs {ef chapitrne 7

b) Algonithme 7
Nous avons vu (§ TT1 de ce chapitre) que Les opérations

VET' sont inutiles. Le nombre d'opérations de gestion de La pile
est proponitdionnel au nombre d'ancs.
Les opirations '0U' peuvent éthe classies en :
- opérations a) pour £645‘£z£}> Z:(vi) v base de fa
classe de z;, et opénrations b 3}:
(Vy€E) (K [e,4,4] = K [e,9,4-1] v K [25,4,4] )
Leur nombre est donc égal aux nombres d'arcs du graphe diminui
du nombne d'ancs entrainant des soridies Lngéﬁieunaa 2 des s0n-
ties vrades.
Chague opération a au b 3 représenie n opgrations nour,
- opérations b 1) ' '
Leuh nombre est majori par n.
En effet Les points du graphe ne peuvent appartenin 4 deux
classes diffénentes. Chaque opération b 1) représente n opié~
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tions "ou".

12 faut ajouter & ces opirations Les opérations b 2 beaucoup
plus rapides et dont Le nombre est Lui aussi majond par n, donc
ajouten un nombre de "Zransfents" ingérieur d n’.

On peut done conclure que dans Le cas des graphes peu pledn
(m/n2<-<7] Lo nombre de couples qui opérent est de £'ondhe de min
done neste de £'ondre de n. Comme chaque couple opire n op@rations
10U {au Lien d'opérations 'ET' et '0U' poun Les algondthmes 5 et
8) cette méthode sera nettement avantageuse, Dans Le cas des gra-
phes pledins (m/n2 voisin de 1), i€ y a m, donc pris de nz, couples
qui opdrent par a). 1L y a donc un nombre d'opération '0U' de
2'ondne de n>. Comme on n'effectue pas d'opdrations 'ET' L neste
plus intéressant que Les autres. Nofons que c'est £e seul exemple

d'utitisation de 2'algorithme 7 ol £'augmentation du nombre de ﬁe&—-T

metunes de cincudit a L'inténieur d'une classe d'Zquivalence dennie
n'augmente pas Le nombre d'opirations U. (elle augmente au contradl-

ne Le nombre de sontics. inférieuncs & des sonties vhaies, done effe

diminue Le nombre d'opérations).

exemples citis ici sont des ghaphes d'onrdre 40.

- L'exemple 1 n'a pas de circudts, possede 3 boucles, 18
fouilles, 39 ancs.

possede 1 cineudt a 4 points, 7 boucles,
14 feudlles, 50 arcs

posside 2 petits circuits, pas de boucles,
18 feuilles, 52 arcs.

posaside 5 fenmetfunes de cireudt, 3 boucles,
55 ancs, 37 points appartenant & £a méme
classe d'équivalence.

possdede 10 fexmetures de circudt, 57 arcs
38 points appartenant a La méme classe

- L'exemple 2
- L'exemple 3

- L'exemple 4

- L'exemple 5

d'équivalence.

Lien explicite
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CHAPITRE_VII

...... S wmna

| PROBLEMES DE PLUS COURTS CHEMINS |

INTRODUCTION :
Nous avons vu au chapitre 11, qu'on pouvait définin des
homomonphismes Wde (F*,U ,0) dans (E,+, x) pour Les problemes
. i de plus counte distance, et de plus cournt chemin, de plus Longue
distance et de plLus Long chemin, de chemin Le plus probable et
sa probabifité,de chemin Le moins probable et sa probabifiié, ce
qudi nous amine & donnen des définitions ths vodisdines des diffé-
‘nents ensembles E, et des différentes opérations + et xassociies.
Nous pouvons grdce & &'introduction des "Longueurs généralisées”
namener ces quatne problimes & uir seul type [45] .
"Sodt D un ensemble muni d'une Loi de composition interne
i assocdative, possédant un éL&ment neutre 0 et un ElLément absorbant
o, totalement ordonné par une relaiion compatible avec +
L,<L, == L @ L, <L ® £, '
et £, @ t<t, @ £, pour Laquelleooest 2biment
maximum. A tout arce(d'un graphe, on assocdie une Longueurn génénali-

se €D et on définit La Longueun généralisde i\ay d'un chemin
géntraliss a =[o<1,..., ok, ] comme [et;] @ ... @fex,| et rer =0.
Nous dirons que Les Longueurs sont positives dans Le cas ol 0 est

: mindimum dans D.
Définissons T et ses Lods de composition + et x

E=FU{w} , lwl-oo,

atb = ST |al < bl ALORS a SINON b,

axb = a.b en convenant gue a.wW=wWbh, w0, -
L'application Ty qud associe d toute suite K non vide son plus
court chemin (au sens §4xZ plus haut) est zelle que THIA} = west
un homomorphisme de (F*, U,®) dans, (Fuw,+,x). *
Sodt ' une . application de Fy {w}dané D assoclant & chaque
élément sa Longueur :

= e ET

1 + définde pan : a+b est Le mindimum de a,b,

xest L' opénation (3) ;west un homomonphisme de (FU co,%, %)
dans (D,+,x ). L'application T=1we 770 ¢4t un homomorphisme de
(F*,U,0) dans (D,+,x ) qui associe & toute sudte non vide La plus
|/  petite des fongueurns géndralisles de ses chemu{téﬁh 77'0(/\ }= 00},
X

.

t et xsont Les opirations + et = définies page 13 §1.5
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Dans Le cas des Longueurns positives, La plus petite des
Longueurs géndralisies des chemins joignant un point x & un point
y (y compris e 84 x = y) est celle d'un chemin élémentaire : on
£'appelle distance de x & y ; elfe est tgate 2 T(K}) 84 K esl
forme de chemins jodgnant x 4y, parmi Lesquels Lous Les chemins
limentairnes.

Dans Le cas de Longueurs non toutes positives, Les algondth-
mes nesterond yalablos fant qu'dil n'y aura pas de cincuit de Lon-
gueur totafe négative. IL faul done que £'algordithme de construc-
tion de suites de chemin choisi construise Egalement des cincuits
dans ces suites, ce gqui est Le cas pour Zous Les algondithmes envi-
sagt. On pourra donc, dans ce cas, rnésoudre Le problEme suivant :
Recherche des countes distances (et plus counts chemins, au sens
ginérakise) entre tout couple de points du graphe 8'iL n'y a pas de
cincuit de Longueur totale négative, el détection de ces circudits
848 en exdste.

Pour Le probfeme de La plus counte distance (sens habituel) on dé-
§ini D pan £'ensemble des rtels posdtifs

+ par : a+b est Le minimum de a,b

x par L'addition usuelle.
On peut ttendre D . £'ensemble des niels 'Ll n'exdiste pas de
cincuit de Longueun fotale négative.
PLus Longues distances :

D = ensemble des néels négatigs

+ par ¢ a+b est e maximum de a,b

x par L'addiiion usuelle.
On peut dtendre U a L'ensemble des r&els &'4L n'existe pas de
cirncuit de Longueun totale positive, a forntioni s'iL n'exisie

pas de cireudt,

Probabilité du chemin fe plus probable
D -{x, 0£:&1}
+ : a+b est Le maximum de a,b
X est La multiplication usuelle

RGN
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Probabifite du chemin £e moins probable
0= {x, 021}
+ ¢t a+b est Le mindimum de a,b
X est La muﬁtiplidation usuelle

T - PLUS COURTES ULSTANCES ENTRE TOUS LES POINTS DU GRAPHE ET UN
POINT EXTREMITE :
On pourrait tenire des algorithmes analogues & ceux qud vont
sulvre poun La nechenche des plus courntes distances entre un point
ondgine §4xé et tous Les podints du ghaphe,

T.1.1 Algorithme de FORD [2g] , [4]

‘ noest L'indice du point extremité choisi, c'est aus-
44 Le nombre de points de E.

inditialisation : tn = 0 ; ti =ovpoun L # n
72°) On cherche un are (x;, xj) tel que tf - £L>L{x.,x.) ; on
nemplace alons £ par £i + l(xi,x.). On continuz jiaqu'a
ce qu'aucun are ne peameite plus de diminuer Les 2i.. 12 s'agdit
en fait d'une variante de L'algonithme 2 appliquie au problLime de La
plus cournte distance (Longueun généralisée)
K [%,4,0] = ST x=y ALORS 0 SINONo=
K [x,4,4] = min [_K [x,y,4-1] , min € [x,z,i-1] @J[z,y]'l
min J.K [x,4,4-1] , K [x,z,,i%_] ® J[z,,yj"'
oy, K [x,zn,i~1]C) J [z,,4]
2y, «.. 2z, Btant Les points du graphe.
Notons que ceite fonme de rédaction permet de voir,plus claire-
ment,qu' il est possible de se fixer un nombre maximum d'arcs dans
chaque chemin s0dz p; 4L suffit de caleuler Les K [x,y,p) .
Sous ceiie fonme il esit facile de voir qu'on peut Gviter
un certain nombre d'opérations Lonsque J [z,,y] 2/
On peut éenine Le programme suivant pour Lequel nombre d'opé-

hations est inférieun a n’ pour chaque ORIG §4xé.

n
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- 1.2 - Algorithme de fa_méthode PERT_[32].
n La méthode esi décnite dans son ensemble au chapitre 11.
< Son emgcod est Limitl aux graphes sans circudl.
>
< s 1.3 Abgorithme 6. Pife
o 1t Son emploi est Limitl aux graphes sans circudt. Les
> seules opdrations & effectuer en plus de La gesiion de La pile
- § {dBenites au chapitre 111) dant du type :
e 2 : K Ty, i] i= K [e,g,4-T] U fle,2)a K [2,4,4-1]]
—2Z —~
B = y etant Le point extrémitl §4ixe.
= - - 3. > L'atgonithme &'Benit alons
: = i % )
< @ S T2 2 1) K [x,y,o] := £lx,y) 84 xfy pour tout xe E- {y}
& o - * - x E
z = - g 5 =f. ey : +oosinon
’.: o < « 1|. » [ 4 ZzZHh A
Q >:\ §_.-“"_: R S_‘ig g- K[y)y’o:l = 0
5 Z EFAS 0 EwEh BSOS 2) S4i i est Lo sontie de z non feuille ((1(3) # 4)
< - - - - Z - -- O —- =
5' ;1 .‘025‘;; f,i.fg.'” Sio K [a,y,i] t= min (K [e,y,4-1] , £le,z) + K [_z,y,i—f_l ).
- - S=e S , ; . " L .
4 - e AR B Les sudites K [e,y,,cJ sont neprésenties en mémodine pan une mafrice a
~ o 2 oo w (&) - > X -
%.}. = §."<; §_.“ 2. 'g s e s n SlLaments. puisqu'elles contiennent uniquement une distance. Les
P - = ~ 3 - o D=
1 - A A <';';“ S 2l (e o0 W [0 UES arcs sont supposés connus par fLa mairice assocdle au graphe.
M, =~ W~ - D0 Wy e I WIS~ 3O -
3‘2“ i Qi.” O R OO Pk L'encombrement en mémoine de fous ces algonithmes est Limité
< QO - - > s W -
g E'UHT ey "*.m""—?'l":,"*oz 4 La matnice associie au graphe et un tablfeau 4 n tLiments. Seuk
< - g e - - < - = L
i‘m =Y 8“ PR PO B S Sl o £'akgonithme 6 nicessite un tableau supplimentaire pour La gestion
- W o - G- - W ot J a4+ v= 0 - 4 ,
= S AV R g N =T AR R de RLa pile.
(LI 4 Ze O QDO — G IO~ e
— W e W Woan |l & > emoem il A e~ ,
R AEII SR IR TASTSNST 1.4 - Algonithme 7.8 ¢
e W W b es en . .- .
L A B g YR IRT PLus countes distances de tout point x d'un graphe & un
Smumoor-.agm—_:tu; g—_g-_a-_g—;& . - ——
Egggggggngmd;-‘émmmmowmmz ; point y §4ixe.
é\ g 12 esit applicable aux graphes quelconquesd.
‘\:/f 12 devdient :
I 1) (V< EE) (K [x,94,0] =02)
2) a) 84 64 <Z(z)
5 - K [e,z,i] = min (£ le,z), K [e,z,4-1] ).
@ o n b » 2 k4 2 =
8i 5 v b) s4i 64 est une sontie de z >2(z) ou 84
[ 64 =2_(z) et z fermeture de circudit) :
pour v = f el poun v = Uy, Vg,...,Vp fenmetune de
cirncuit et tels que g lv,) < 2(z)
K[e,v,4] = min (K [e,v,2], 2(e,2) + K [2,v,4-1]
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o) Si 64 =3 _(z) et z fermetune de cdreudd :
(VxEE et venifiant €lz) L I (xl< ) (z))
(poun Les mémes v}
(K Ec,v,i] = min(K [x,u,i.—l] , K [_x,z,/l-I] +
K[z,u,i-?:\ )
On trouvera Le programme correspondant en annexe.

11 - PLUS COURTES DISTANCES g7 PLUS COURTS CHEMINS ENTRE TOQUS LES
POINTS DU GRAPHE ET UN POINT EXTREMITE
Le principe d'optimalité de Beffmann noud permet d'afginmen
que Le plus court chemin de x 2y, 04T X Xy XgeeiX Y est obitenu
par concatination de L'are xx; el du plus cournt chemin de x4 4 4.
12 suffit done pour tout podnt x de connaitre Le second point du
plus count chemin de x & y pour pouvoir décnine Le plus court chemdn

de x & Y.

L'ensemble des plus cournts chemins
des points de ce graphe aw poin
2! peut itrne déerit par Le tabfeauw

1.2 3 4 5 6 7
Tz]ae]3]elix]

Le plus court chemin de x a 7 s'éenddt

o T[q, TIIdL, T )T oall ... 7

504t 1 126367
? 24367 .
3 367
4 4 367
5 567
6 6 7

Ce procédé pemmet de diminuen ponsidinablement L'espace de Atochage
en mémoine. 12 suffina d'utiliser £'homomorphisme définit au chapi-
the 11
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Celui-cd peut @trne utilis? poun toutes Les méthodes cities en
1. Les comparaisons et Les conclusions de T nestent valables, £es
difgérences €tant simplLement plus accusies.
Poun L'algondithme 6 L'opiration & effectuer devient :
K [e,y,4] 1= min (K [e,y,&-1] , Lle,z) + K [z,9,4-1] 1,
K'[e,y,4] :=2 84 Rle,z) + K [z,y,/i-l:](K Le,y,4i-T]
K [e,y,4] contenant La plus counte distance de ¢ 2 y & &'instant 4
et K' [le,y,4] Ze second point du plus court chemin de e d y.
On néalise tvidemment cette opdration sous La forme :
ST L [e,z] + K [z,4] <K e,q] ALORS
DEBUT K [e,d] := L [e,z] + K [z,y] ; KPRIME [e,y] =z FIN;
Notons que L'on peut aussi poun chaque algonithme cité en 1 utiliser
La méthode ddenite pour £'algondithme de FORD. [ef 4] .
"1L existe un sommet *p1 tel que 4 - o =£(xi,xp1) can ti
a diminué de fagon monstone, ei au couns de La proeddune, et x
est Le deanden sommet utllise pour diminuen 4. xp1 est Le second
point du plus court chemin de X dox,.
De méme 404t pg tel que zp, La séquence
k3 th, th"‘ gtant sinictement décrodissante, on aura @ un cehr-
tain moment xpk+1 = X

- tpz = l(xk,xpz) ; efe...

n'

o= [XL’ xp,, xn] est Le plus counrt chemdin

de x; d x,.
111 - PLUS COURTES DISTANCES ENTRE TOUT COUPLE DE POINTS DU GRAPHE

Chacun des algornithmes précédents peut &trne utilisé successi-
vement pour toul peint du graphe comme podint extrimité, 1£ est plus
geconomique de prociden globafement.

Les points du graphe Etant ondonnes zy, zZg,...,Z,
- [V XEE) (VYEEN(K (x,y,0) = (44 x My alons R(x,y) sinon ol
1 poun X ¢ y
0 844 x = y
-{pourn 4 =1,2,...n) {VXxEE et Vy€E)
K (uy,dl = min (K [ey,4-1] 5 Kx,u,4-1] + K [zz,0,4-1] ).
On peut Berndne La procédure :
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PROCEDURE PCD5 [N,A) ; ENTIER N ; ENTIER TABLEAU N ;

{ tes
COMMENTAIRE Cette procddure caleule £a matrice des plus cour
distances d'un graphe d'ordre n donni par da ma-

trnice assoeiie A parn L'algorithme 5. La mairice des

distances cst Sgalement pontée pan Le tableau A ;

DEBUT ENTIER 1,J,K ; ENTIER TABLEAU B [I:N] ;
T POUR 1:-1 PAS 1 JUSQUA N FAIRE
POUR J:=1 PAS 1 JUSQUA N FAIRE
S1 A [1,7] - 0 ALORS A [1,3] :=10000 ;
POUR T:=1 PAS 1 JUSQUA N FAIRE
;b_u—n J:i=1 PAS 1 JUSQUA N FAIRE
oEBUT B [J] := A [1,7];
st A [J,1]<10000 ALORS
POUR K:=1 PAS 1 JUSQUA N FAIRE
s1 A [5,1] + 8 [Kl<A [3,K] ALORS
Af5,k] = a (3,10 +8 (k]
FIN

FIN ;

Cet algonrithme demande n’ additions et n? compalca;’.boné 44 on
n'effectue pas Les tests A [J,IJ 210000, et moins de n” avec La
nédaction proposie lcf chapitre V).

12 devient :
1) Initialisation

(Vx€E) (Vy€eE) (K [x,y,0] = (&ix,y) &4 xr'y)

o sinon
2) ¢ étant Re sommet et n dEsdignant Le nombre de sonties de La
pite (pour i=1,2,...,1) '
a) 84 g4 I (z)

aucune ovération avec cetfe initiakisation.

b) 84 64 est une sontie de z >7(z) ou 64 G4 =TIz} o
z non feameture de cireudt ¢ (cf D.19)

(Vg €E,ytz) (K [e,y,4] = min [K L g,4-10,

Lle,z) + K [z,y,m]] )

+

e} 84 04 =2.(z) et z fermetune de circuit
[V x €E et venifiant €lz) < L (x)< J(2z)) (Vy€E)
K [x,y,4] = min [K [,y,4-11 , K [x,2,4-1] +
K [z,y,i-l:l] )

Pour tout couple x,y non défini ci-dessus

K [x,4,4] = K D‘:yr‘:"]
1L sugfit dans La proctdure ALGPPILE et dans PILE MOT SORTIE de
définin Les opérations OPE?B et OPEZC. (cf page 30)

PROCEDURE OPEZB ; DEBUT ENTIER W ;
POUR R:=1 PAS 1 JUSQUA N FAIRE
317 [R]y3 ALORS pEBUT wisa [1,R] + 4 [3,1]
ST ABS (A [J,R])>w ALORS A [J,R] := w FIN
FIN ;

PROCEDURE OPE2C ; DEBUT ENTIER W ;

POUR V:=1 PAS 1 JUSQUA N FAIRE

SI 7 [Vl>3 ALORS DEBUT

we= A [V, 1] + A [1,R] ;

ST A [v,R] >w ALORS A [v,n] 1= W FIN
FIN ;

On peut ufifisern foutes Les vardiantes cities au chapitre 111
quant au choix des ensembles de podints pour Lesquels on effectue
Les opérations Zc¢c. Pour ce probleme panticulien de necherche des
plus courtes distances (au sens des Longueurs généralisées) il est
aussi possible d'uiilisen Le ftablequ A support de La matrice
asdsociie pour y nreprésenten Les ensemblfes K done La matrice des dis-
tances, ce qui peamet un gain de place en mémoire notable.

Les Zléments non nuls de La matrice associBe (arncs) sernont
affectls du signe modns pour Les distinguen des éléments de La ma-
Andice assocdiie. Cetite transformation aura aussi L'avantage de suppri-
men des opéraiions : LL esit Anutile d'étudiern L'ingluence de £'arc
(4,4) des sque L'on a Zrouvé une distance de I a J Linférieure a
La Longueun de £'anc 1,7, '

Les courbes 3 (chapitre 5) monirent bien cet avantage. ELLes
montrent Egolement que cette différence augmente avec Le nombre
d'anes du graphe.
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111.4 Afgonithme_§

L'application de £'algonithme § aux problemes de plus
counts chemins nous permet de retrouvehr 2'atgorithme pubfi? par
[pANTZIG 16 . ]. On obtient ainsi un atgonithme cafculant fa ma-
thice des plus countes disiances d'un graphe d'ondre noen n opé-
nations (addition et comparaison). Dans La publication [46], iL est
utilise poun caleufen Les plus countes distances entre tout point
du graphe (au sens strict) avee des Longueurns positives ou négati~
ves pour des graphes queleonques ; Le problLeme n'ayant plus de sens
dans fLe ces de chemins non élEmentaires, {cd, introduction de ce
chapitre) 4L faudra supprimen Les circudts 4 Longueur totake niga-
tive qui seront détectis.

18 est possible [cf chapitre 1v] d'eviten des opérations en effec-

tuant des tests A [I,K] 4 Neg chapitre TV). .C'est sous cette for e
que L'algonithme sera wtilist. On peut remanquer suwri £es counbes 3
{chapitrne V) £'intéret de cet atgonithme tout au moins tant que Les
ghaphes a thaiter ne possede pas trop d'arcs.

i

CHAPITRE v111

[ I By

PROBLEMES LTES A LA RECHERCHE
DU PREORDRE ASSOCIE A UN GRAPHE

On peut distinguen dans ced problemes deux groupes selon

qu' il s'agit uniquement de chenchen Le préondre assocdl au graphe
Ealcut de Za matnice de feameture transitive, déja Zraitie,

(ef chapitre 6)J ou qu'on désine utilisen expficitement ce prlordre

{construction du graphe réduit, nechenche des classes d'Equivalen-

ces ou des classes ergodiques des chaines de Mankov, chemins hamil-

toniens, ete...]).

Notons que dans £a plupart des algonithmes connus traitant
£es problames du second cas {ex/ Roy [49] , construction du graphe
réduit, FOULKES [19] necherche des classes d'Equdivalences et che-
mins hamiltoniens), on calecule d'abornd La matrice de fermeture than-
sitive et on en tine fLes ndsultats du probléme panticuldern. Ces me-
thodes nécessitent done un nombre d'opérations {"et" et "ou”) au
moins de L'ondre de nd. Nous nous proposons d'exposer Licd des métho-
des utilisant une pile, pemmettant de nésoudre centains de ces pro-
blemes 40it directement en ne demandant afons qu'un nombre d'opéra-
tions de L'ondre du nombre d'ancs (qudi est au plus nz) 404t simul-
tandment au caleul de La matnice de gemmetune transitive.

1 - RECHERCHE DES CLASSES D'EQUIVALENCE :

12 consiste @ caleuler d'abord £a matnice de feameture tran-
sitive en utilisapt L'algorithme 4 du chapitre 11. (ce qud nécessite
done envizon ? Zog, n optrations "et" et “ou"). Puis on utili-

se La propriete :

i PUX) = TUK) afons X, €T K] et X; €1 (X),
12 suffit donc de grouper Les sommets du graphe fels que Zes Lignes
et colonnes conrespondantes de £a p .tiice de fermeture transitive
contiennent des &Ldments non vides @ Leun Linterseciion.

12 utifise une pile et conrecspond a £'algorithme uti-
Lisant un Rien explicife.




- 76 - - 77 -
A fa sontie vhaie d'une base de classe e (ELément de La .é. Un pnogaahme édnnebpondant 4 ce probleme a €4£é nédigé en
Lasse pour Lequef €(x) est minimum), sa classe d'gquivalence est ALgok CAE 510. 1L nécessdite m (nombre d'arcs) opérations (gestion
cLa 5 o .
tgale aPZ’enbembﬂe {x, £ix) = e b ole4vss) s ceed penmed done : de La pile, manquage des sommets) donc moins de n’ opérations.
ga » 3

Zqud a pL { as-
de trnouven Les classes d'Equivalences & plus d'un point. Les (2

ses d'dquivalence a un seul point peuvent Etre notles Lons des s0r-
ties vnaies d'éléments n'agyant pas de Lien.
On obtient donc £'organigramme sudlvant :

I1 - CONSTRUCTION DU GRAPHE REDUIT
Déginition : (Roy B9] ). On appetle graphe réduit G,= (X, ©,)
d'un graphe G = (X, 1), un graphe dont Les sommets sont Les

pour Zout C, € X , Cj €X, C; rl C. 84 et
INIT | ‘ seulement 84 C&{Cj et 8'AL exdiste Xy (= Ci et X, € Ci
a1 len &lément 1 tels que x [tx .
n'ayant pas d'entrie INIP L aey ) )
viaie ; On trouvera dans Roy L41J , un algonithme de construction du
graphe neduit a partin de La matrice de fermefure transitive et
EXIT

utilisant des optrations matricielles.
On y consitruit La matnice de fermeture iransitive, La matrice de

3un len Elément

y de O ﬁel décomposition du graphe puis La matrice associte du graphe réduif.
i Ei{ﬂi La matnice de décomposition U, est une mathice & n Lignes p colon-
nes (n = nombre de sommets de X, p nombre de sowmmets de Xa)'
Resol—k DlL,§) = '"WRAL' 84 4 appartient a4 Ra classe §

Cet algorithme demande donc au moins un nombre d'opérations de

¢ est son pro- 3
A ' pre Lien L'ondre de n”.
e déja M ALgonrithme proposé :
i sontl zv(qu Eén & | . 14 dérdve directement de L'algonithme de rechenche des
s - sontie de La classe: classes d'équivalence du § 1.2 de ce chapitre et permet de cons-
il ze‘ Vxtq Llx) = e truine La matrice de décomposition du graphe réduit et sa matrice

asdocile, Les classes sont numénoties dans L'ordre de sontie des
EVOLIEN bases de classes de La pile soit €y Cpenn Cj cee Cpo

| - Y
} 2(e') = + bas Nous préfénerons a La mairice de décomposition, un vecteun de dé-

‘¢ est 1 classe | bien dans La pile composition V defini comme suit :

)

& 3 segs ———J VL)l = §  ad 4 appantient a Cj‘
SOR ' 2 On procidera comme suit :
E:{rg' N Lons de Ra sontie vraie d'une base e de classe y
‘ - Viécj vig) = 4,
e Loy ELeths ¢ ) La consitruction de La matnice M, associe & (X,, T1,) x fait ensuite
QU.A'. sudlt e dans t"(e’)/ n § 4 " g
i vi €x, Vi ex

R e le’ a un Lien sd L il My (VIE), VIF1) = "WRAT'.

Recherche des classes d'équivalences |
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On peut dessinen L' onganighamme de construction du veeteur de

décomposition @

=1
INIT

| 1 len &dément I X INTP
n'ayant pas d'entrle vrale =
@ B TEST

g

Jun Ter &LZment
y de [ (e]

e esi une feullle
Vie} = C

IF-C_J C+1

ENTR

A

¢ a un fien

RESOL

e déja
sonti

[¢ est son propre kien

k| >’

pile

LIEN
o marque TRALIEN
Le Lien \Vx tg £(x) = C e
Clx) = £le) Yx tq Lix)=e,x
& xEC
Loy e c.-a.~d.
£{e') = + bas Vx £g Llx)=e
Lien dans La iz} =-C. -

e

A

Jun Ten tLement y N
qui suit e dans nle'l /

CONSTRUCTION DU VECTEUR DE DECOMPOSITION
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I111 - RECHERCHE DES CLASSES ERGODIQUES ET CLASSES TRANSITOIRES
DES CHAINES DE MARKOV.

CLasse engodique : Les ZLements minimaux de L£'orndre partiel
des classes d'équivalences sont appells classes ergodiques
c <, 44 e, M ¢,
Classe transitoine : Les autres elLéments sont appelis
classes transitodines,
D'apres JOHN. G, KEMENY "FINITE MARKOV CHAINS" p.35

VAN NOSTRAND.
Une classe ergodique est done une classe d'équivalence telle

que fLa descendance d'un de se8 points est Limitie a4 La classe elle-
mime. Une classe transitoire est tele que fa descendance de ses podints
est plus Etendue que La classe eclle-méme.

1L ne suffit donc pas de chercher Les classes d'équivalences mads
aussi Les helations entre ces classes. Une solution peut done consis-
ten a constudinre Le graphe réduit (sa matrhice associée) Les classes
égondiqued Etant Les "feudilles du ghaphe réduit.
Une autre solution peut Zire adopiie :

7) Classes réduites a un poinit

Les classes ergodiques & un seul point sont Les "feuilles" £Les
classes transitoines Les "noeuds® : on peut done Les détecter dans L'
opération "Test”.

7) Classes & plus d'un point :

Loas de La sontie de e base de clastse & plus d'un point, 4L
suffit de vénifien 44 L'ensemble des x Zels que L(x) = e, est identi-
que & Ple) pour savoir s4i La classe est ergodique.

On peut dessinern £'organdighamme sudivant.




CHAPITRE 1X
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- 80 - [ PROBLEMES LIES A LA DETECTION DES

O em—- 9114 CIRCUITS

31 len ELément 2

' ‘ontnée vrale .
n'ayant pas d'en o] Nous avons vu au chapitie 11, §1.3 qu'il est possible de
EXIEE:{)' ei=l] i déginin des algonrithmes construisant tous Les chemins et cincwits
5 TEST , elémentaines du graphe (E, M), 144 sont Longd et nécessitent une
[3un Tern Efément \_ : grande place en mémoine. Nous verrons icd des algorithmes plus sim-
y de el J/ = : ples permettant de trouver des cincuits vérigiant centaines con-
|j ditions parnticulizres.
er=y
e est une Lemme 4 . ’
feudllle SL %y, Xpy X, oo Xp_g,%, appantéent & K (xp,x, 4,4}, La
< sortie de L'are cornespondant a x, ; x, esl infiriewre 2 4.
RESOL — ; )
5 . ; Le chemin Xgr XpsXgaeeaXp g Xp est présent en 4L par La pre-
4 [e est son propre Zien ) ) e , . ; s
migre forme (cf Définition page 24) ; ¢'est-dire qu'aucun p .
TRALITH, de ce chemin n'est tel que x est fermeture de cincuit et E(xi) 4
LIEN VZ(;E? f"é’(;? Donc Z"‘L-I’S’é' D'apres Le Lemme 2 (page 24) x£_1Fx£ => La sonr
Vx tq £lx) =2, . tie & [(x,) connespondant a £'are x x, prtcide La sorntie vraie
marque Le x€ €,V Y ¢ 2 L-1 "L
Lien K [x,4] = Kie,y) de xp_ 4 . .
e HEVOLIEN “"z’ <Z(x£_1)gi ==> 4(x£)<4.
_ £{e ] =+bas l
¢ est une classe Lien de La pike T - THEOREME 2 :
J, transitoine @ un C= {x,K[e,x)=VﬂA&1 "Poun toute pile annexe & un graphe, tout circuit contient une
{ ¢Lément 73 : ; z. 0 .
| - - c ;ngodiquef [¢ transitoire | fermetune de cireuit x, tellz que Z(le est supérieune a La son
- SOR \ L J ide de x, correspondant a £'arc Xg.1 Xp de ce cdrcud”,
~ ¥ E ‘ I£ suffit de Le démontren pour un circudit efémentaine :
T e :,T] D'apres Le thlondme 1 du chapitre 111 Ze circudit sLémentaine Xgr Xq,
' N Xgeee Xy = X @81 prlsent en tout instant L 3 T(xg)-1, e'est-a-dire
'—\’.——‘ [Kie',y) = Kle', glVKle,yl 1 qu'il existe un nombre L. (1€ L4 n) tel que :
4 I
Jun len &lément y\ , al xp .oox, K [xo, xp
qui suit e dans & Sl et ~(bT) L=n ou [bZ) x, est fenmetune de circuit et Y (x,) > 4.
1]
Me') 8'4iL est présent en Z(xo)-I par (b2}, £e circudit envisagé contient
une fermeture de cineuit et La sorntie de X, correspondant & L'arc
+ b .
o' aun N\ Yoy Xp OXg1; x, , est telke que bx, ,, Xy L4 < T,

Lien
d'apr2s Le Lemme 4. En effet on a bien Xg ven Xy 4 X, €K [xo,xz,fl.
S'4k est pnésent én 3_(x,)-1 pan (b1) Len et -
Xgs Xpeee X, g, Xg €K X, xo,i_j V‘/L)Z(xo)—l.
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D'apnis Le Zemme 4 La sontde de Xg conrespondant a £'are X, %
est inferieune ou tgake a 3 _{x,l-1.
Done X, est une fermeturne de’ dircudit convenable

11 - DETECTION DES CIRCUITS A TROIS POINTS

C'est une question rencontrée en parnticuliern dans L'étude des
systeme de prnéférence (Etude de manchi)
Considénons un ghaphe complet (D.§), antisyméindique (D.9), heprisen-
tant un systime de préfirence. Toute'intransitivitt'dans Le syste-
me se traduit par £a présence d'un circuit & trods sommets. Ceux-cd
peuvent donc caracténrisen une certaine indigference du manché qu'il
est intéressant de diceklen. )

Toutefods &'iL 8'agit simplement de dépombren ces circuits a
3 sommets et de caleulen Le coefficient d'inconsfance du mancheé, AL
suffira d'appliquer La nelation donnie par C. Berge [4]’, théoneme

3 page 126.
Dans un graphe complet antisymitrique Le nombre de circudis de
3 sommets a poun valeur '

S a1
.
5 M

ol n; reprtsente Le 1/2 degrd extirnieur du sommet x,;, Le nombre
maxdimum de ced circudts Eiant

§e lon tn-1) (2no1) - 4

3

-ﬁfiﬂ 84 n est impair
3.

57155 84 n est pain

11 -1 ALGORITHME PROPOSE
S'if s'agit de trouven explicitement ces cireudts, on pourra

choisin £a méthode suivante utilisant une pile annexe au graphe
(cf D.17). Notons qu'elle n'est pas Limitle aux graphes compleis
antisymitniques et qu'elle peut Etre utiliste poun des graphes
quelcongues.

Si 4 est une sontie de z inférnleure & sa sonile vraie (z esl
fenmetune de circudit!

4

- §3 -

04t y ke sommet de La pile, y est Le second point d'un
cincuit de premien point z. Tout poinit commun, 8'iL en exdiste, d
La Liste des successeurs de z el celle des pridecesseurs de y
est Le troisdiime point d'un cércudit & trhodls podinits z x y z.
Justification :
1) Soit un circudt @& 3 points xy z
ture de cdrcudit (théonéme 2) so0it z.
La sontie de z cornespondant & L'are y z (sontie de £L'are yz de La
pile attachie] est infinieurne & Y (z). 1£ exdiste done une sontie
de z, s0it &, telle que L < 2(z) et p, a pour sommel y.
De plus x € Mz ar Ty,
2 - RECIPROQUEMENT :
Hp =y et 4 sontie de z = 3 arc y z
x€f"(z]ﬂr'-1(y) —y 1 arc z x et are x y.
12 suffit done dans £'organighamme de La nrecherche des chemins de
tout point x & y §4ixé (chapitne 111 §I) de nemplacer Le branche-
ment & ERREUR, qui caractinrise une sontie de J dinférdieure & sa
sontie vraie par Le schéma de ces opérations. On obZient L'orga-

: AL contient une ferme-

nighamme suivant : (voirn page suivante)., On trouvera en annexe

Le programme cornespondant

11 -2 ALGORITHME DE ROY :

Soit S, =(E,, M) un sous-graphe de (E, ) tel que

84 E = {x,, xz,‘..xn}-, E, = {xi+,,...xn}

Ltalgonithme peut s'Ccrine :

pour £ = 1,2,...,n-3

(VREE, ot tek que k) (V¥ €E, et tel que jrik)

(44 iMj , i § kR 4 est un cireuit a trois podnts).
La justifdication en est &vidente puisqu'on n'y fait que vernifiern
que Le triplet 4,j,k vinifie bien La définition d'un circuit &
trodis points

AMjreri
Cette nedaction esi Equivalente & La nidaction proposie par
ROy [54] .




—_————
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Algonithme 11 -4 :

o} Supprimer dans Le graphe tout sommet ayant un degnt
inténieun ou extérieun nuk, puis paépanen un tableau a 3 colonnes
et une fLigne de modns que de sommets restants. Soit x; ga sommet
awquel ne correspond pas de Ligne. '

@) Insenine 1 en premidre colonne dans toufe Ligne assocdiie

i un successeun de x. et marquen une Etoile en denniine colonne

dans Zoute Ligne aAA§CLEe a un prédecesseur de X4
Marquer en  eslonne centrale, sur chaque £4igne possedant une
ttoile, £'indice de tous Les prédecesseurs du sommel ass0eLe.
Rayen enfin de La colonne centrale fout nombre correspondant &
une Ligne ne possidant pas de 1 en colonne 1. Tout thiplet 4,§,k
tel que § demeure en cofonne centrnale & La Ligne k.

¥) Supprimer Le sommet x, el appliquen Les procidures oled A
on peut alers terdre la procédure suivante :
PROCEDURE CIR3ROV{A,N) ; ENTIER N ; ENTIER TABLEAU A ;

COMMENTAIRE Recherche des circuits 2 trois points dans Le
Lo graphe d'ondre N et de matrice assocdile A,
par Lo mithode de ROY

ENTIER 1,7,K ;

POUR T:=1 PAS 1 JUSQUA N-3 FAIRE

POUR K:=1 PAS 1 JUSQUA N FAIRE

s1 A [K,I} # 0 ALORS

UR J:=1 PAS 1 JUSQUA N FAIRE

st A [1,&] # 0 ALORS
DEBUT ST A(I,J) # 0 ALORS IMFPTHER {1,7,K)
FIN

DEBUT

3|
~

|

FIN ;

17 -3 Comparaisons

Nous comparerons d'abord La méthode sun des graphes sans
cincuits @ 3 points, puis sun ded ghaphes en contenant.
Notons que fLes Listes cbienues pakr 2'algonithme 111-2 sont sans
rnepétitions alonrs cue pout £'algonithme 111-1 efles peuvent en
prisenten.

QQ&U\&\L du crwnds XD ’,,.JW‘,C,

j’\;vu‘.-tl,¢&i~«“—[:a-n J\
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Tout cireuit possédant une fermeture de cineudt, on peut
affinmen qu'on décilera zous Les cineudits a trnois points pan
cette méthode. Cependant fa Liste ainsi obtenue peut. prisenter
des népétitions Lorsque deux points d'un mlme cércudl a trnodis
points sont des fenmetures de cércudd.

exemple : gtats de La pile annexe :
. a
b ab
F abc
abed
a 2 g z g a}-on frouvera Le cirncuit a e d
d abede
Z Z 2 g e @ }on.zhouve d a e qui est Le
a b e d mdme circuit que a e d a
abc
ab
a
e A

111 - DETECTION DES CIRCUITS PARASITES :

L' henomorphisme défind au chapitre 11 appliqué aux
atgonithmes de necherche de chemins el circudts entre tous Les
points du graphe pourrait nous fourndn une Liste exhaustive des
cincuits Ehomentaines du graphe. Tcd Le probléme est pfus simple
et cette méthode senait trop ontreuse (LL faut stocker en mémodiire
tous Les chemins du graphe et Le nombre d'apénatiané“pnoduix de
suites de cheming' est L'ondne de nsl.

Ted, ik 8'agit, ern effet de vinifien qu'un ghaphe supposé sans
circuit £'est effectivement, et, Le cas tchiant de permettre La
suppression des circuits parasites thouvis.

a) Théondme 3
"Un graphe §ini (E, ') posstde un circuit s4, et seukement

84, AL existe un sous-sraphe de (E, ) sans point de soridie.
(e D. 6 ).
1) Soit un cincudt e=xy, XpsXgpeer X, 7 X4 du graphe E, I

ot s0it (E'M) sous-graphe . de E,rt formé uniquement des points
du cireuit c. (E', M) ne possede aucun point de sortie car pourn
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tout x € E' X, ﬁxi+1 84 L #on
xnr‘x, 84 £ = n
2) Soit (Ep, M) un sous-graphe de (E, M} sans point de sortie
Ep = {x4, %5, ... xp}
‘ Vg, xjf Ep tel que xirixj

Sé xil' xiz' xis, FN xéq est un chemin de Ep
Xy: Xy m wsde X est aussd un chemin .
4" T4y Lq+’

On peut donc construine des chemins arbitrainement Longs des que
(ou avant] q>p 4Le chemin n'est plus ELémentainre. 1L contient
done un circult,
Corgllaine 1 :
"Un graphe §4ini (E, ) posside un circuit, 84, et
seulement 44, 2 existe un Sous-graphe de (E, M) sans
point d'entrée". (cf D. 6 )
On Le deduit immédiatement du théoneme 3 en substituant P 'af
Coroblaine 2 :
"Un graphe (E, T} possiéde un cércudit, 44 et seulement
84, il existe un sous-graphe de (E, M) sans point
d'entrie, ni point de sonitdie.
ELle utilise Le corollaine 2. 1L suffit donc de =

~ chenchen 2es tlements sans successeurs (Ligne nulle
de La matnice associie).

- chenchen fLes ELéments sans prnédécesseurs {cokonne
nutle de La matrice associte)

~ supprimen Les Lignes et colonnes des ELiments netenus.
Si E'algonithme est applicable jusqu'ad ce qu'il ne reste qu'un
seul podint LL n'y a pas de circudt.
S'iL n'est plus possible de supprdimen des ELéments de La matnrice
assocdie, 4L existe au modns un circuii dont Les points figurent
parmi Les sommeis nestanis. L'ensemble des sommets restants est

La riunion des classes d'équivalence a plus d'un point du ghraphe.
Remarnques

o) Cette méihode permet en fadit de trouver ftous Les
podints appartenant & des classes d'équivalences & plusieurns éLéments

- 8% -~

mais ne donne aucun renseigrement sur La configuration de ces
classes, et il est assez difficile d'Eliminen des aircuits dans
£e cas ol Res points nestants ne constiiuent pas un seul elrneuit.
@) Cette rtdaction de £a mithode implique une repré-
sentation du graphe par sa matrice associle, ou par des Listes
des successeurns des sommets et de Leurns pridecesseuns. Dars fLe cas
de gnos graphes (utifisation de mémoire peniphérique) on est alorns
oblige (ler cas) de manipulen ces données de facon sequentielle
pour Les Lignes mais non stquentielles pourn Les colonnes ou (Zeme
cas) d'utilisen un trhop gros volume d'information.
La modification introduite par &'utifisation du thioxreme 3 au
2ieu du corollaire ? entraine une modification du nombre des opi-
nations & effectuer qui dépend surnfout de lLa configuration du gra-
phe, mais il devient possible de n'utilisen fLes eliments de 2z
matrice associle que Ligne par Ligne, parfcnt, de permettre un
thaitement stquentiel pour Les gros graphes, o encore de ne iepii-
senten Le graphe que par des Listes de successeuns de chaque podird
¥) La méthode proposde par B. ROY [54]ap. 68 algord-
thme VI 1), est La méthode de Rosalind Marimont appliquie au ccs
oil Le graphe est donné sous La forme d'une Liste des succedsiurs
de chaque point.

On utilise Lo pile annexe au graphe (D17} et s'appudie sur
Lo théordme 3. Touf circuit possédant une fermefure de circult
xL«donc La sontie correspondant @ £'arc du cdneudt x, 4 x, e&l
infénieune a Zi(lebon peut affirmen que tout circuit peut étre
détect? en chenchant Les soniies de poinis x inférieurns a Leun
sontie vraie.

La suite des sommets du graphe ayant une occurrence dans La
pile, comprise entre Les deux occurrences de e consiitue un cedn~
cuit qu'il suffit de notfer. En effet tout état de La pile nephé-
sentant un chemin (cf D.17) L'état de La pile Lors de cetie sor-
tie de < Z{e) s'Cendl ... @ Xy Xy Xz .. X

e




Cependant, il cst impossible d'agfinmen que tout nouveau cdrcudt
dLementainre entraine La présence d'une nouvelle fermefure de cin-
cudt i1 qenmetune de eireult peut appartenin & deux circuits
differe 2s.

Exemple
16— fenmeture de circudt
4 44
2 3 58323
! 2@ 2 221212 3
At 111111111 1A

1L esd aﬂl&é Ampossible de détecten e circudt 1341. Cependant
La suppression de L'arce [41) qui a provoqué une sortie inférieunre
3 une sontie vhale permet de suppiimen Zes deux cdreudis.
La suppression des arcs pointant vers des fermetures de cincuiis
et entrainant une sortie inférnieure 4 Leun sontdie vrade permel
de supprimer tous Les cincuits. (Théorzme 2).
IT1-3 REakisatigns
Thois programmes ort 81¢ néalisis

1) Wéthode wtilisant Le thEoreme 3.

7j Méthode de R. Mardmont (conoflfaire Z)

3) Méthode de £a pife annexe

Poun La méthode 111-2. On peut Zeidire Pa procidure suivante :

PROCEDURE CIRCUIT (N,A) ; ENTIER M ; ENTTER TABLEAU

COMMENTAIRE Cette procédure iechenche fes circudits d'un gra-
phe d'ondre N repriient?é pan sa matrice assocdiie

ENTIER K,1,7,R ; ENTIER TABLEAU T [1:8] , P [1:w+1) ;
POUR 1:=1 PAS 1 JUSQUA N FATRE DEBUT
T 1] s=1 5 A [1,7] =0 FIN ; Ki=1
INIT : POUR T1:=1 PAS 1 JUSQUA N FAIRE
S1 T [I} =1 ALORS ALLERA TNIP ; ALLERA EXIT ;
INIP ¢+ P [1] =T ;
TEST : POUR J:=1 PAS 1 JUSCUA N FAIRE
ST A [1,7] # 0 ALORS DEBUT
T [1] 2 ; ALLERA ENTR FIN ; T [I] :=3 ;

DEBUT

Proposition 1 :
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SOR : ST K=1 ALORS ALLERA INIT ;
K:=K-1 ; R:=I+1 ; 1:=P [K] H
POUR J:=R PAS 1 JUSQUA N FAIRE
ST A [1,7] # 0 ALORS ALLERA ENTR ;"
T [1] :-3 ; ALLERA SOR ;
ENTR = Ki=kel ; P[K] :=T:=] ; Re= T [1] ;
ALLERA ST R=1 ALORS TEST SINOW
ST R=2 ALORS ERREUR SINON SOR ;
IMPRIMER (CIRCUIT,T) ;
POUR R:=K-1 PAS -1 JUSQUA 1 FAIRE
DEBUT IMPRIMER (P [R]) ; SI P [1] =T ALORS
ALLERA SOR FIN ;
EXIT :  IMPRIMER (PLUS DE CIRCUIT)
FIN ;

Comparadisons :
Le nombne d'oprations & effectuen dans L'algordithme de

Manimont est proportionnel a nz. De plus elles sont assez
Longues & rialisen (suppression de sommets). Dans L' algonithme
de La pile ce nombre est Egal & m nombre d'arcs qui est souvent,
dans Le cas des graphes sans circuits, dnférieun 2 ﬂi%lll

ERREUR :

IV - DETECTION DE CIRCUITS A 2 POINTS

Le fonctionnement de La pile annexe & un graphe nous entrai-
ne @ effectuen Lons de La sontie vhale d'une fenmeture de cireudit
des opdrations (2c) pour un ensemble de points: x qui peut éxtre,
dans un certain cas,s0ii beaucoup plus vaste que L'ensemble des
tliments a traitenr, soit délicat i nepéren. 1L peut donc semblen
avantageux, Lons de La sontie vraie de La fermeture d'un circudt
a deux points de n'effectuer cette opération Ze que pour £e
deuxiéme point. 1L ne 8'agit pas Lci de chercher tLous Les edn-
cuits a deux points problzme plus simple pour Lequel £if suffil de

cherchen Les couples tels que AlL,§) = Alf,4).
{x,y) est une classe & 7 points distincts et €(x) Elyl»3d
el que fp =Xy ox

D'apries Le theondme 7 Le cércudt x y n contient une fermetune de
cincuit qui est nicessainement Xx.




Proposition 2 :

entre
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done 34 tel que w, =ox @x.

Si peontient d'autres points que y La classe posside plus de deux
points.
(x y) es une classe & deux points distineis et

E(x)< Ely)l == 34 tel que wu; =x y n et n n'a qu'une entrie
<fx) et E(x].

En effet 8'il y a une autre entrle cela signifie qu'il exdste
un point z tel que z x est un arc d'un circudl de feameture x ¢
il ne &'agirait donc plus d'une classe d deux points.

Les ndeiproques sont fausses : contre-exemple : et Les Etats de
de La pile correspondants.

y
x
yyy 4
X X R XK R RN

ZzzZ2zZ22Z2zZ2ZZ

1L existe bien un 8tat x y x mais il
s'agit d'une classe a trodis podints.

La nechenche des atats de La pile du typeotn y n penmet done de
thouver toutes Les classes d'équivalence & 2 points distincts, madis
aussi des couples de ? points qud n'en sont pas (ce sont quand
méme des circudts a deux points).

14 suffira donc & La premizne entrie de x supérieune &€ (x)

et infénieune 2 Y_(x) de chencher 44 on a une tefle configuration.
Pour foute autre entrée de x supbrieure & E{x) et inférieurea 5(x)
AL faudra supprimer Le couple Eventuellement Lrouve .

18 est possible alons de simplifien Le Zraitfement de graphes non
onientés a £'aide d'une pile {cf chapitre 10]).

Notons cependant que cet algorithme esi peu performant.

4

CHAPITRE X

| APPLICATION Aux GRAPHES NON ORIENTES |

1 - GENERALITES
On pourra Les considérer comme des graphes ondlentés symdini-
ques, c'est-a-dine des graphes (E, T' )} tels que :
Ny &= yroix.
On en déduit immédiatement que 84, dans un fel graphe, &L existe
un chemin Xgr X7, Xp, X, de Xp @ x,, Xys Xy goeesXgrXy,Xy
est un chemin du graphe de X, @ x5, c'est-a-dire que pour tous
Les algonithmes envisagis on doit avein, a L'instant final q :
. (Vx €E) (K [x,9,¢] =K [4,x,0] ) (1)
K [x,y,q] etant £'ensemble des néflechis des chemins de K [},y,q] .
On peut remarquen que pour La plupart des algorithmes envisagiés,
on a aussd : N
(Vi) (Vx€E) (VyeE) (K [x,4,4] = K[y,x,4) ). (2).
Alons on peut se Zimiter, dans Le cas des graphes non ondientés,
a@ ne cafeuler Les K (x,y4,4) que pour un seul des couples x y et
y X, ce qui nous permettra de diminuer de moitié Le nombre d'ope-
rations a4 effeciuen, ainsi que La place de stockage en mémoire.
Convenons que £'on Zenina x < y 44 dans L'ordre de dénomination
des sommets x pricéde y.
Un choix particulizrement entne fLes couples x y et y x est
celud qui consiste a4 prendre
(x,y) 84 x < ¢y
ly x) sinon
car 4L penmet de retrouver facilfement Les couples choisdis. Prati-
quement on ne conserve gue La modltié supérieure droite de La
matrnice associde (on obtient alorns un graphe onientd sans circuit)
et de La matrice contenant Les K(x,y,4).
Détaillons ceite transformation pour L'akgonithme 1 par exemple.
12 &'éeninait :
a) (Vx€E) (VyeEl(K [x,y,0] =1 [x,gJ)
b} (¥vx€E) (VyekE])
(K [x,9,4] - U

e K [x,2,é-1] @ J [2,4] ).
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On peut ntéenire £e caleul de K [ 0,47 -
K [x,9,4 = (U« [xz,4-1] @ I [24] 1V UEK [x,2,4-1]®
B = - zZE

ze t

z 3% 7L X Jlﬁ,ﬂ )
s04it en tenant compte de {Z) : -
K g, dl = (U K [x2,41] @ I [z,4h VLY K [z,x,i-?]@
zeE - 78 IEl ]
zZyx zex  J [4,4]

La nelation (2) nous peamettrait d'en déduirne K fy,x,i] ,madis en
fait aucun K [x,4,4] Zel que x >y n'intenvenant-dané Le caleul
il est inutife de Les caleuler.
L'algonithme 1 pour Les graphes non orndeniis s'8enit done :
a)(VxEE](VyEE,yzx)[KLLy,ﬂ =1 {x,4] ).
b) (Vx€E) (VyEE et y2x) -
UE K [t,2,é-1]0 I [z,y])u( UE K[z,x,4-1]0
) ze

(K [x,4,4] =( _
zZE ~ £
Z 3% zzx I [y,2]

On constate que £e pnéﬁcipe de £'atgonithme n'est pas modd §42
mais undquement Aaaﬁonmz. Le nombre de couples pourn Lesquels &£
faut effectuen ces caleuls ainsi que fLe nombre d'emplacements en
mémoine lun emplacement pour un K [x,y,.] } sont presque diminnis
de moitid : i£s deviennent %—+ n auw Zieu de n”.

Si fa diminution de Za place nicessadre en mémodine n'est
gudre intiressante poun Les probiemes de plus counts chemins
[ Longueun géintnaliste cf. chapitre VIT,  pour Lesquels on uti-
Lise une nepriseriation natnicieble eile est pan contre, tnls Am-
pontante pour Les problemes de nechenches de chemins et cdrcuits
tLementaiies. Les algorithmes pouvant Gine sdmplifits parn cetle
mathode sont ceux donnant des suifes de cheming entre tout couple

de points du graphes et n'utilisant pas de pile done Les algonri-
thmes

[ 5,8
Nous situdienons en particulier Les trans §ormés
5 ot § car ce sont Les plus Efficaces panmi ceux qui recherchent
tous Les chemins entne ftous couples de points du ghaphe sans

utilisen de pile.

des algordithmes
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Notons que tous Les akgondithmes qudé en soni déduits pan honmo-
monphisme sont suizeptibles de £a méme simplification.

1T - TRANSFORME DE L'ALGORITHME 5 :

12 vient :
1) [Vx€E) (VYEE et yrx) (K [x,4,0] = 1 [x,y] Vs
2) (VXEE) [VYEE et yyx) (pour i=1,2...n]

al 84 z;<xgy
K [x,p,4-1 UK [20,4-T] @ K [fgound-1])
K [x,g,i]:- b) a4 x<z.i:_<‘y
K [x,4,4-1] UK [x,zi,i-I] © K [zi,y,i-Tj)
e) 54 xLYLzg .y,
K [x,9,4-17 U1« [x,zi,i-f] O K [y,zi,i-f])
L'gcnitune fonmelle est centes plus complexe mais Le programme
ne Le devient gutre plus que dans La premiZre goxrme de 2'algoni-
thme 5 car, en fait, AL suffit denreconstituer @ chaque itération
La Ligne z; de fa matrice contenant Les K [x,9,.] -
On obtient alons fLa procddure duivante pour Le probléme de La
plus counte distance :
PROCEDURE PCD5SYM(A,N) ; ENTIER TABLEAU A ; ENTIER N ;

COMMENTAIRE La proctdure PCUSSYM cafcule La matrdice
des plus countes distances dans un ghaphe
non orienté donnd par sa matrice associie A.
N est L'ondre du graphe £'ELément Linfind
est neprésenté parn 10 000 ;

ENTIER 1,7,K,0 ; ENTIER TABLEAU B [1:N| ;
POUR T:=1 PAS 1 JUSQUA N FAIRE
DEBUT POUR J:=1 PAS 1 JUSQUA N FAIRE
ST A [1,7] =0 ALORS A [1,7] :=10000 ; A [1,1] :=0
FIN ;
POUR K:=1 PAS 1 JUSQUA N FAIRE
DEBUT POUR T:=1 PAS 1 JUSQUA K FAIRE
B [1] := A [1,K] ;
POUR T:=K+1 PAS 1 JUSQUA N FAIRE
B [1] := A [k,1];
POUR T:=1 PAS 1 JUSQUA N FAIRE
POUR J:=1+1PAS 1 JUSQUA N FAIRE

DEBUT
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DEBUT W:=B [1] + B [J] ;

ST W<A [1,7] ALORS A [1,7] :=w

FIN
FIN
FIN ;
Notons qu'dif est possible de prendne La partie non utilisie de
La matrice astociie pour y faire giguner un 4,4 Le second point

du plus couwnt chemin de § a L [cf chap. VIT]

111 - TRANSFORME DE L’ALGORITHME 8 :
12 devient
1) (VxeE) [Vy€E, g3z} (K [x,9,d =1 [x,y])
2}k = 2,3, ... n.
a) (VjESk_’} (poun £ = 1,2,... i-1}
K [L,e]; =K [t j;q U (K [£,i] © (4,r))
b) (¥ jé.Sh_l) (pour £ = J,J+1,..; K-1)
(k [2,k] PR |2,k ]j‘, U{K [j,z] @ (k,j)} }
e} (Vi€s, ;- et tek que K [L,B] #A) V€S, 4, §>4)
(K [4,4] = & [6,4] U Ik [ie] @ € [kd] )
L'opération c) r'est pas modifife mais on L£'effectue pour modltil

moins de counfes L, 4.

Pour fe probléme du caleul de £a matrice des plus courtes dis-
tances on peut denine Lo procidure PCDESYM.

PROCEDURE PCDESYM(A,N) ; ENTIER TABLEAU A ; ENTIER N ;

COMMENTAIRE Cetie prociduae caleule fa matnrice des plus cournter
distances d'un ghephe non ordent? donng pan sa
mathice associte A, N est L'ondrne du graphe. L'ELE-
ment infindi est neprnzsent par 10000 ;

DEBUT ENTIER 1,7,K,L ; ENTIER TABLEAU C [1:N] ;
POUR T:=1 PAS 1 JUSQUA N FAIRE
DEBUT POUR J:=1 FAS 1 JUSQUA N FAIRE
Si A [1,7] =0 ALORS A [1,7] :=10000 ; A [1,3] :

[
<

FiN ;
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POUR K:=1 PAS 1 JUSQUA N FAIRE
DEBUT POUR T:=1 PAS 1 JUSQUA K-1 FAIRE
¢ 1] == & [1,K];
POUR J:=1 PAS 1 JUSQUA K-1 FAIRE
ST A[7,k]<10000 ALORS
DEBUT POUR L:=1 PAS 1 JUSQUA J-1 FAIRE
st A[1,6] + A [1,7]<c [L] ALORS
¢ [1] := A [7,K] + A [L,3];
POUR L:=J PAS 1 JUSQUA K-1 FAIRE
ST A(3,k] +A [J,0) «c KL] ALORS
¢ [Lt] = A3, +A[T,0];
FIN de L'opération b ;
POUR T:=1 PAS 1 JUSQUA K-1 FAIRE
DEBUT S1 C [I] £ 10000 ALORS
POUR J:=1 PAS 1 JUSQUA 1-1 FAIRE
st c[1) +c [J1< A [J,1] ALORS
a[5,1] = 1) w4
A1, = c [1]

FI

IN

FIN ;

Le tableau C est utilisd comme zone de travaif, C [I] contient
successivement & kidme itération Les differentes valeuns de La
plus counte disiance connue @ 2 instant considént entre Les poinis
1 et K alons qu'en A [I,K] on conserve La Longueun de L'anc (4,k).

1V - ALGORITHME 7 - PILE :

La nelation (2) (¥ i) (K [x,y,4] = 4 [y,x,@] ) n'est plus
venifite : en particulien Lons de L'opéraiion 2b,e Etant Le
sommet,on modifie Kle,y,.) pour tout y et non Les Kiy,e,.}.

La méthode précédente n'est done plus applicable :

44 on nemplace Le graphe non orienil par deux graphes orientls
sans cincuit on pourna bien trouver tous Les chemins du graphe
initial composés d'ancs ayant La méme ondentation {(x y) et {z v)
ont Ra méme ondentation 84 x<y et z&v ou ygx et vgz), mads if
sena délicat d'en déduire tous Les chemins ou cdrcudits d8Emental-

hes.




= CHAPITRE_XI

- 96 APPLICATION A L'ETUDE DES RESEAUX PERT

PROBLEME CENTRAL D'ORDONNANCEMENT.

L'utilisation de L'algonithme 7 pour fes graphes symeiniques

fait detecten La prdsence de nombreux premiers de circuits, E La méthode PERT (Progham Evdluation Research Task) est un
d'od de nombreuses optrations c. Cependant dans La plupart . E endemble tr2s complet rdalisant un ordonnancement optimal dans un
des cas il s'agit de premiens d'un cireudt @ deux points und- i programme de travaux selon un certain nombre de criténes : durde
quement. Dans ce cas £'cnsemble des points x poun Resquels LL | minimale, coit minimal, probabilitt maximale. ..

‘ faut effectuen B'opération ¢ Lors de La sontie vaake d'un tel Nous nous intenesserons ici uniquement au problime central d'onr-
premien de circuit peut itne Limité a ce deuxdime point. ! donnancement : fLa necherche du chémin eritique, pourn donner wn
Le probléme est donc de nrepiren et de conserver en memoire | exemple d'utilisation pratique d'un algorithme de necherche de
Re nom  de ce deuxilme point, tout au moins jusqu'a £a sor- pLus Long chemin entre Les points d'un graphe. Rappefons d'abord
tie vraie du premien de circudt. Les 2léments cssentiels de La méthode PERT et L'algorithme de re-

Envisageons un tel cdrcudt x y x | cherche du chemin critique utifisé.

et supposons que E(x} £ tlyl. |
Soit p £'état de fa pile 2 L'entnée vrade de x.
K, =M £ (x)_1-x- i I-1 Gengralites
Un proghamme” est un ensemble "d'opérations” concourant
| d La néaldisation d'un objectif telles qu'on connalsse, pour chacune
d'elles, sa dunde (déterminée ou aléatoine} et Les relations d'on-
| drne La concernant (anténionités oblLigatoines}).
Un programme peut Etre neprisentd par un "graphe d'ordonnancement”
dont Les arcs représentent Les nelations, La "Longueur™ des ancs
et on trouvera Le pho- etant une valeun non négative représentant La dunée de L'opération.
Les sommets, ou "Evinements” peuvent 5'interpréten comme marquant
La néalisation d'objectifs parntiels.

I - METHODE PERT  [Kaufmann et Desbazeilles, 3]

1£ existe une entrée de x > €(x] felle que £'Etat corresd-
pondant de fLa pile so0it

Jhe X g Xe o
Pour détecter ces cincuits il suffira donc de vénifien Lons d'une

entnée de x supérieure 2 son entrie vraie, 44 L'EL@ment sous Le
sommet est x Lud-méme.

Cecd sera hepnis au chapitre 1X,
gramme conrespondant en annexe.

Y - REALISATION | Le graphe d'un proghamme est sans circuit., Nous nous Limitenons au
Les 3 méthodes ont 8i¢ comparies sun Le probléme de fa ' cas des graphes i une seule "entnZe" E, (sommet sans prddicesseur)
necherche de £a plus courte distance entre tous couples de - neprésentant £'événement de dépant et une seule "sontie E, (som-
points d'un ghaphe syméirdique. met sans successeur) représentant L'achivement des travaux, en
Tableauw de résubtat : notant qu'on peut foujfouns se¢ .mamener d ce cas en inthodulsant des

opérations fletives.

Le probleme central consiste & chercher La date minimale de réali-
sation et Les "Cvenements caliiques” (ceux qui ne peuvent souffrin
aucun retarnd sans netarnden L'ensemble des travaux). Cette durie ne
| peut &ire inférieurc & La somme des temps opératoires pris sun Le

' chemin Le plus défavorable de E, a En cles-a-dine Le chemin Le plus
Long ou "chemin ernitique".
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Date attendue ou au plus .£0% de £'Evinement Ei :

ctest ge temps de ndailisation d pantin de b ,'c'ebt—&-déﬂe
pa durte correspondant au pfus Long chemin Lnere E, et E . |

notte ti’

Date Limite ou au plus tard de E notée t: i
_c'est La date Limite de rZalisation de E; au dela de )
Laquelle Le temps totak d'Execution est modifit. La diggé-
hence tn-ti est tgale a La dunée connespondant au plus Long
chemin de E; a El,

Intervalle de fLotflement

c'est £'intervalle [ti’ 12] dans Lequel pourna se dépla-
cen L£'évinement non caitique E..

Marge Libre  delfal pouvant Gtne apponté au démarrage de L£'opéra-
tion Pif qudi fait passern de E; a Ej' Soit tij sa durée. La
marge Libre est tgale @ ti-£j-tif

U ensemble des arcs du graphe
L{tnbemble des ancs incidents inténieurement a E

{type Ef EL)
Utensemble des ancs incidents extérieurement & E4
g3 {type EL Ej}
1-3 Alggnithme
13,1 t, =0
1.3.2  %f = MAX (ti + 24§)  § = 2,3,...n
[, 5¥8 (o
L1353 ti =1, = date de néalisation du profel complel
1.3.4 2, = MIN (£% - i), 4=2,...,n-1.
(4,1l

T.. 345 tz = t; = 0 = date de démannage du projet.

On en dédudit :
1.3.6 intervalle de fLottement de EL = tz—ti
1.37 marnge Libre de Pif = 2§ - i - 24§
15028 marge totale de PLf = t? - L -tdS |
1 43189, marge certaine de PLj = tf - zi - 1i4
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1-4 Remarques

La nelation 1.3.2 entraine qu'on ne pourra  marquer Ef
d'une date attendue que &4 tous Les prédecesseurns de Ef oni &1E
marquis.

De méme 1.3.4 entraine qu'on ne powrra marquer Ef d'une
date Limite que 84 tous Les successcuts de Ef ont e1Z marqués.

PLusieuns solutions sont possibles pour remédier a cet din-
convénient :

- On peut chercher 84 ZLous Lca prédicesseuns (resp. succes-
seurns) de Ef sont manqués, auquel cas on
cherche & marquen d'autres points en attendant de retrouver Ef
par un nouvel essai. Les performances de cetie méthode dépendront

beaucoup de La configuration du graphe. Le nombre d'essais a effec-

manque Ef, s4inon on

tuen peut étre grand, voire infind 8'iL y a un circudt panrasite
(dii & une faute de frappe par exemple) qu'on ne pourra déterlen
par cette méthode :

- On peut aussi, dans une premigre phase déferminer un
ondre total (Le ghaphe est connexe et sans circudt)] entre £es
sommets, ou entre Les arcs du ghaphe, de telle sonte qu'il sodit
toujours possible de marquer un point. La méthode généralement
utiliste consiste a déterminer des niveaux dans Le graphe, s0it
sun Le dessin, soit par La méthode de Demoucnron [Kaugmann et
Desbazeilles 32 , s0it en caleulant La fenmeture transitive de
chaque sommet. .

- On peut aussi {méthode proposie) utiliser L'ordre toZal
surn Les ancs neprdsentd pan Le mot de sontie de La pile assocdle
au graphe.

1T - METHODE DE LA PILE
11-1 Prisentation
L'ondre total 0, assocdl au graphe est entilrement déienr-
miné par La nelation et La nelation d'ordre 0., dans La gamille
des successeuns d'un point & (L, est arbitraire).
La suite des sonties des arcs de La pile [(mot de sontiel

reprisente cet ondne (Pain [45 5 4.37).
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Soit (Po' [ STIEED pnl cette suite .

On £'utilise pour chercher fa date de rtalisation (Longuewr du
plus Long chemin), Le chemin critique et Les dates au plus tand.
Poun Les dates au plud 1dt il faut chenchenr Ze plus Long chemdn
du point d'entrnée & tout point du graphe. Ce seraif aussi Le plus
Long chemin dans fLe graphe (X,ri"l) de tout point du graphe au
point de sontie.

En nemplagant Z'ondaa-nx dans chagque familfe des succesieurns
d'un point per .DiT et Mpan ;", Llondne founni par La pile an-
nexe au graphe est 0 ' et Le moit de sontie de La pile est alors

s P-10 o oFo)
12 suffira donc d'analyser Le graphe & L'aide d'une pile une seule
fois.
11-7 RZafisation
Le proghamme n2alisd (sur CAE 510, 1 dérouleur de bande
magnéitique) caleufe La date de néalisation totale, fLes dates au
plus tand, au plus tdt, Les intervalles de fLottement ei cherche

un chemin cnitique. T2 signale Egalement Les cincuiifs parasites.
11-2-1 Présentation des données

a) Suppont extenne :
Les donndes sont entrhies sous forme de Listes des

successeurns des différents sommets et des Longueurns des arcs con-
nespondants. Ces Listes sont sipanies parn des zéros. On a La struc-
ture sudvanite :

0. A sy L 0

NTTJNES S PPUS PR SN 7 SR I S
ou I est Le numéro de code du Leme sommet, ]LI est Le premien
successeuns de 1 dans Z'ondne.ﬂi et L, La Longueun de £'arc IJLJ

La §in des donnBes est représentie pan deux z8ros successifs.

b) Mise en place des donnles sur bandes magnitiques
La premitnre phase du traifement consisie & crier

une Liste composée uniquement des suites JL‘ Lif
des z8ros. Poun cela, on it Les donnes 2 pan 2, L y a supphes-
sion des 1 et caleul de £'adresse relative du début de La Lisie
des successeurns de I dans La suite des données. ELLe est nrangée
dans Le tableau ADRESSE.

sepanries pan

- 101 -

12 est possible d'effectuer @ ce niveau un premien contrdle de
£'impression des donnBes en détectant fLes décalages (4L y a un
nombre impair de valeuns entre deux z@ros successifs).

La Liste ainsi construite est Genite sun bande par blLocs de
180 entiens.

a) écniture du moit de sontde
On condtruit Le mot de sontie de fLa pile par blocs
de 180 mots implantzs en mémoine dans Le tableau MOT. Soit L
2'indice courant dans MOT. Soit L £'instant de sontie de La pile
de £'¢Lément x et y Le sommel.
une entrte de x dans La pile alors :

)} 4-1 efadlt

MOT [L+1]) :=0
KOT [L+2] :=x
MOT [L+3) :=y
MOT [L+4] :=8{y,x)

@) i-1 était une sortie de z, x Etait alons Le sommel
c'est dine que MOT [L-T] est &gat  a x, alonrs
ot [L+1] = ¢
MOT [L+2] =&(y,x)

Le mot de sontie a donc La structure suivante :

T 000 000 0 X, oy L Ely, %),z Alz,yly v 2lv,z)e 000001

Les zéros marquent Les débuts de séquence. Les extnémités du mot
sont repérdes pan (-1).
b) gestion de La mémoire

La capacité de La mémoire centrale Etant assez Limitée,
2o traitement nécessite un swapping impontant (va et vient de
2'infonmation enthe La mémoine centrale et Les mémoires extennes).
Signalons que L'information n'étant pas wodifile, 4L est inutile
de fa néécrine. D'autne part L'écniture et L'exploitation du mot
de sontie Btant siquentielfes ne prlsentent aucun problime parti-
culien. Seule 2'analyse des donndes {pife) n'est pas séquentielle.
Pour diminuer Le nombre de Lectunes sun La bande nous avons utifdisé
un procédé de pagination (insping de La pagination "hardware” des

grands ordinateuns)
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La mémodirne disponible est divisée en n blocs physiques ap-
pelis pages. (Dans Le programme ce sont Les tableaux Ry Ry...Rgl.
L'information est elle-méme divisée en bfocs de méme dimensdions {
(180 entiens). |

Une tabfe des pages (tableau PAGE) indigue £e numénro du | LR Tev L wetl = o \Ovl
bloc d'information que contient chaque page. A chaque bloc d'in- i v ol Hewa min, Grede / lle“—
gormation est associé un indicateur (POSITION) contenant 0 &4 Le ; ) Il
bloc n'est pas en mémoirne centrale, Le numéro de La page physdique | i T
qui Le contient &'il L'est. L'utilisation des deux ZablLeaux PAGE ) TemesLM] « MingTunn sl
et POSITION 4Antroduit une certaine redondance mais facilite Les Mz L osiTiow [ W1l l

i Ve Adeesie 13 = W x 10

4

transfents. ) = ~tdela P que Positiad (W] : = M

. - : :
Pour faire entrer un nouveau bLoc d'information, il esi | b N Q g2 Possnionl PAGEL M3 o= ©

nécessaine de Libéren une page physique. Le cnitiére retenu pour L v (3
AGE i

Wai

L' eLimination nepose sun La {réquence d'appel. Le bloc ZLimini
sera celud qudi est nesté Le plus Longtemps Ainactif. La CAE 510
n'ayant pas d'honfoge intenne accessible, nous utildiserons un - ;

b N

Y
compteun, Lnenément? & chaque appel & La procédure de gestion. Ceite ( , Cectine au Lamde Au%f_
procédune (PRELI} chenche Le premien efément disponible de La sudite 7 ; w2t W Ao Rm

des successeuns del. Le ZabLeau TEMPS contient La valeur de ce comp- J
teur au moment de La dernidre utilisation de La page consdidénie. Le -

tableau ADRESSE peamet de connaifre £a page d'ingoamation qudi con-
tient La suite che/fchée. . A Lvl

La nechenche peut étre schématisie par L'ongandgramme 112.2.b M

(voin page suivante).
11-2.3 Problime_central

Soit o Upesotty Le mot de sontie de La pile

Ou&- L'onigine de £'anc “y
E,. L'extnimité de £'arc Uy
/&(t‘) sa Longueur
E, & point d'entrie
E, point de sortie
On nealise Les opdrations : : .
11.2.3.1  Kix,o0) = {i(éngo,n) 64 xVE, - Fa2.&

j=1,2,...n . Rhowdue QRELT
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1.2.3.0 kIO, ,4) = max [«(oun__,;-n, ‘K_‘Eun_j'f"’*““n-;’]
K(Oui,j) = K (0“;:' j-1) Vi # n-j

pour caleuler Les dates au plus tard et pour chencher Le chemin

cnitique on utilise 2'homomonphisme décnit au § 2.7 [PAIR]; CHE [x]

est un tableau qui contient Le 2&me poinit du plus Long chemin de x

a L

11.2.3.3 CHEO(x} =x, 84  xDx,
11.2.3.4 CHEj(Oun-j) = CHEf'1(0“n-j) b4 K(Oun_j,j-lfz
K(Eun_j,j-ll + z(un_j)
E“n-j sinon

CHE ; = (L -f
i (O“L) CHE (O“L} pourn Y i # n-j

i-1
L'inditiakisation de K(x,o0) peut &ire néaliste en cherchant fes

arcs cornedpondants dans La suite des donnies, iL est prégénable de
disposer d'une Liste des priédecesseuns de E, [représentie dans
TAR). De méme pour Les successeurns de £, (tableau TO). On caleuvfe
Les dates au plus 1ot de fagon analogue.

111- COMPARAISON DES METHODES

a) Probliéme centhral

L'utilisation du mot de sorntie nécessiie exactfement m

(nombre d'arcs) opBrations + Max utifisant Les donnies (moi de
sontie) de facon séquentielle pourn Les dates au plus £5%., Pour Les
dates au plus tard Le découpage en blocs du mot de sontie peamet
une utilisation quasi-séquentielle.
L'algonithme déenit au & 1.3 de ce chapitne nécessite Lui aussd m
opérations + et Max quand £'ondre des points a Eté détenmini.
L'utifisation peut aussi étne siqueniielle a condition d'effectuer

préalablement un tri des données.
b} Détermination de L'ondre des anrcs
L'utifisation de La pile nécessite par arc : une entrée
dans La pife, La consuliation d'un Lindicateur, L'dcriture de £a
pariie cornespondante du mot de sontie, £ une sontie de La pile.
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Le graphe dtant sans circuit Le nombre d'arcs resie toujourns An-
fenieun a ﬂi;:ll . Signatons que dans Les réseaux PERT Le demi-
degh? extérieun moyen neste tnes gaible {au maximum 10) ex net-
tement ingénieur a Ei%ill. Sun L'exemple trnaité d'ondre 180.1L
est de L'ondre de 2,5 : i& y a 423 ancs pour 180 sommels.
La méthode devemoucmanfkauﬁmann et Desbazeilles, 32, § 1.4]
nécessite par niveau dans Le graphe :
n diffénences d'éléments de La matnice associe, £a nechenche des
z8nos dans La colonne obtenue, La supression des Lignes cornespon-
dantes. Le nombre de niveaux du graphe reste en géndral aussi assez
faible mais est trzs souvent trds supérieun au demi-degri exténdeun
moyen (Dans L'exemple d'ondre 180 i y a 27 niveaux). La défeami-
nation des niveaux peut étre suivde d'un tni des donnies poun Les
nangen selon £'ordre croissant des niveaux afin de pemmetire une
utilisation stquentielle, ou méme directement du traifement : £'ex-
ploitation n'est plus séquentielie et comme Les données dodvent
gine fues 2 fois (dates au plus tot, dates au plus farnd) cela al-
Zonge Le thaitement. L'utilisation de La matrice de fermeture than-
sitive [kaugmann et Desbazeilles § I.4,32] nécessite d'abord n’
opénations ET et OU pour Le cafcul de La mathice de fermefunre
transitive (Algondithme 5) ° , puis La recherche des niveaux
nécessite pan néveau : une Lecture de toute La matrice pour cher-
cher fes Lignes & un seul &L&ment non nul, suppression des Lignes
et colonnes conrespondantes. Si on veut une exploitation séquen-
tiekle il sena aussi nécessaire de faire un trd des donntes.
L'inconvénient majeur de ces deux méthodes esi qu'elles
nécessitent L'utilisation de La mathice associle au graphe,inutife
par ailleuns.

CONCLUSION

Notne ambition n'étaiit pas de riédigen L'iquivalent d'un piro-
ghamme PERT, mais de montren une application possible de £'utilisa-
tion d'une pile et de donnen quelques suggestions pour une telle
nédaction.
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S'ilL semble difficile d'étendre La méthode aux problimes i
de §Lots, L'utifisation de La pife peut nianmoins étre Etendue
a d'autnes problemes dans L'établissement d'un programme de travail:
prise en compte des probabilités de réalisation des Evgnements el
cakeut des probabilitds de niabisation des Svenements TOXterdisn au
cas des contraintes négatives (& condition qu'il n'y ait pas de
cinecudt de Longueur totale négative).

Cette méthode permet d'éviter La redondance des informations
d'entrnée (Liste des successcurns des points et de Leurns prédeces-
seuns), de détecter immédiatement Les circuits parasites, de riali- .
sen napidement L'ondnre de traditement des sommets. EfLe peut donc ! :
présenten un certain intérét particulitnement pour une implantation ‘
sun machine a pile cabliée et & grande capaciti de mémoire & accls
aléatoire (disques, feuillets magnéiiques ete...)
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ALGORITHME 7 £ PLUS COURTES DISTANCES

. LEDEMUT! 'ENTTER! N, 1,J,K,R,Z,H,L,Y,V; "RCOLEEN"EF; 'ENTIER'C,Q;
DER 1 EXLCEH#GRAPHE_D_ORDRESE); IMPR;LICLAV(N);
'DEBUT' 'EMTIER! 'TABLEAU'B,A (1IN, 1IN . ,5, T.CEND) ., P (1IN+1),;

DEA:LIRT(R);
'POUR'Z=1"PAS' 11 JUSOUA "N 'FAIRE 'DEBUT!
'AIGUILLAGE' AIG=VEST,NOTP,SOR,SOELSIM,SOR;
POUR'I=1 'PAS' 1 JUQOUA' n TFAIRE
'POURTU=1 'PAST 1 "YUSCUA' N TFAIRE' A.(I,Jd).= B.CI,J). ;
c= H=0; CF='FAUX' ;
DERCL ¢ 'POUP' I=1 'PAS' 1 'JUSOUA'N 'FAIRE'
'DERUT' T.(i).=1;'POUR' J=1 'PAS' 1 'JUSQUA' N 'FAIRE'
'SI'T ALCT,J) . TEGALY 0 'ALORS'A.(I,J).=10000 'SINON'
AT, J).-—A (1,d).;A.01,0).=0 'FIN' ; K=1;
INIT & 1POUR' I=1 "PAS'] 'UUSOUA' N 'FAIRE!
'STY T.CIDL'ECAL?T & 'ALORS' 'ALLERA' INEP; TALLERA'EXIT;
INIP ¢ PL(1).=1;
TEST ¢ 'POUR' J=1 'PAS' 1 'JUSOQUA' N SFAIRE!
TSITAL(I,9). TINF' 0 TALORS' TDESUT' T,(1),=2;'ALLERA' ENTR'FIN';
T.(1).=5; 'ALLERA' SOR;
ENTR © K=K+1l; A.Ci,0),=5-A.(7,d),;P.(K). =U; I=U;
'ALLERA' AIG.(7.(1).).;
NOTP ¢ T:(1),=23; 'ST'EF'ALORS' "DEBUT'H=M4+1;S,(H) . =1 'FIN';
SOR PO'SIT K 'EGAL® 1 'ALORS' 'ALLERA' INIT; K=K-1;
'ST' I'EGA®Z *ALORS® 'DEBUT'EF='VRAI';H=1; s . ‘Z’FIN"
SUIT 1 R=I41; I=P.(K).;
YPOUR' U= p 'PAST1 TJUSCUA' N TFAIRE!
'SIT ALCI,d). “IMF' D 'ALORS' 'ALLERA' ENTR;
J=T.(1).; TALLERA' 'SI' J 'EGAL' 2 'ALORS'SCGELSIM
'STNON' 'ST' o 'TEGAL' 5 TALORS' SOR 'SINOM! SORLER;
SOELSIM @ 'SI' K 'EGAL' 1 'ALORS' 'ALLERA' INIT;J=P,.(K-1).;
'S1' EF 'ALORS'DEBUT' 'POUR'L=1'PAS'1 '"JUSOUA'H'FAIRE'
TDEBUT'R=S, (L3 ; W=AL(I,R) . +8.(4,1),;

'SI' ARS(A. (d PY.) 'SUP’ 11 TALORS! ACJ,RY 2V TFINY; C=C+1;"FIN';

T.(I).=h; 'ALLFPA' S0R;

ﬁOPIEP"GI‘FF'ALOR"'POJR'L L'PAS' 1TJUSCUAH'FATIRE ' 'DERUT 'R=S, (L), 3 C=C+1;

YPOUR!' V= 1 'PAS' 1 JUS"UA' N 'FAIRE!'
'DEBUT' U=ARSCA.CV,T13.); 'S17 W TINF' 10000 'ALORS'

'DERUT? VEWaA L (T,RY ;ST ALCY,R), 'SUP' W 'ALORS!' ALCv,R) . =k

TFIN' 'FIN' TFINT s 'ALLERA' SOELSIM; EXIT:
YA, CLE(G)'ALOPS"PCUK‘I 1'PAS*L! dUSOUA'N 'FAIRE"
'S1YAL(T, ZJ.'YN“"COOO'A’ORS'FXE\3 ACI,Z) ) SIHONYEXE(3,0); IMPR;
EXE(S, r) IMPRIFINT;
‘ALLFPA"QI CLF(7)'ALOPS‘ DEE 'SINON' DEA 'FIMN' 'FIN' §




LISTE SUGURLE

01y Co0C

901 9000 'OEbUT''CAMMENTAIRE' FSSAIS CRPUCEDURE MARIMONT;
362 0000 ENTIER'I,N; O LiCLAVIND;

903 0013 TOEBUT' TENTIER ' 'TABLEAU™,(1:N,1:ND,

100 0028 'BOOLEEN®''PROCEDURE' MARIMONT(M,N); 'ENTIER'N; 'ENTIER''TABLEAU' M;
101 0044 'DEBUT''ENTIER'I,J,S; 'BOOLEEN' NODEL;

102 0056 ' SOOLEEN'TTABLEAU' IN,C1:ND,;

103 0066 'POUR'I=1'PAS'1'JUSQUA'N'FAIRE'IN,(I).='VRAI"';

104 0082 ITER: NODEL='VRAI';

105 00 .8 'TPOUR'I=1'PAS' 1 'JUSQUA'NTFATRE "SI IN, (1), 'ALORS?

166 0103 'DEBUT! S=0;

107 0108 TPOUR'J=L'PAST 1TJUSQUA'N'FAIRE'S=5+M. (1,J4).;

108 0128 YSI'SYEG'O'ALORS' TDEBUTYIN, (1), ="FAUX*;

109 01u1l NODEL="FAUX'"'FIN''FIN";

111 0147 CPOUR'J=1'PAST 1TJUSQUA'N'FAIRE"'SI'IN,(JD, 'ALORS?

010 0162 TDEBUT'S=20; 'POUR'I=1'PAST 1'TJUSQUA'N FAIRE S2S4M, (1,JUd.;
112 0187 *SIYSYEG'O'ALORS! "DEBUT' IN,(J),=FAUX';

113 0200 MNODEL='"FAUX''FIN''FIN';

11% 0206 'S1YNODEL'ALORS' "DEBUT'MARIMONTS '"VRAI Y ; TALLERATEND'FIN';
115 0218 TPOUR'I=1'PASY 1 'JUSQUA 'N'FAIRE"

116 8227 PSIVINLCID, 'ALORSY "ALLERA'ITER;

117 0236 MARIMONT=TFAUX';

118 0240 END: 'FIN' MARIMONT;

004 0244 LIRT(H);

005 0249 '"SI'MARIMONT (4, ) TALORSYEXL{EAVES _CIRCUITSH)

006 0261 "SINON'EXL(ESANS_CIRCUITED; IMPR; "ALLERA'D;
007 0274 'FIN''FIYu'E

CODIFICATION TERMINLE

HFFG16731 FPOIOO74 ['PON7U26

GENERATION TES&™ [NEE




e -

SALGOL

PLUS CONGS LAEMINS ALGL R THME

LISTE SOURCE

001
002
003
00k
005
006
007
008
009
0190
011
012
0i3
01%
015
016
017
018
01¢
020
021
022
023
02%
025

CODIFICATION TERMINEE
“EFD16641 FPOI0200 DPOO7430
LENTRATION TERMINEE

00060
D014
0024
0029
0053
06058
0067
0077
06097
0107
0118
0128
0149
0159
0169
G179
0188
0216
0219
0229
0237
02ub
0256
0276
0288

'DEBUT' TENTIER'W, N, [,J,K,C;

DEBIEXL(EGRAPHE _D_CRDRE[); IMPR;

LICLAVIND;
'DEBUT''ENTIER''TABLEAU'A, (1IN, 1:ND.,B. C1IND,;
LIRTCAD;

'POU’1=1'PAS' 1TUUSQUA 'N'FAIRE!

'OEBUT' 'POUR'J=1"PAS' 1 "JUSQUA'N'FAIRE!
"SITAL(1,d), TEGAL'0TALORS'A.(1,J).,=-90000;
AT, 10,50 *FINT;

DEBCL: '"POUR'I=1'PAS']1'JUSQUA'N'FAIRE!®
'DEBUT''POUR'J=1"PAST1 JUSQUATNTFAIRE'

B, (JD.=A,(1,U).;
TPOUR'J=1'PAS! 1'JUSQUA ' 1-1,1+17PASY 1 "JUSQUA 'NTFAIRE®
"SIYA.CU, 1), sUPY 6 TALORS'
'DEBUT'W=A,.(J,1).;
'POUR'K=1"PAS! 1 TUUSQUA'N'FAIRE?
.mﬁ.m.nzu.+z.mcv.».n¢~mv..»romm.p.ng.xv.ux+m.mxv.
YFIN' 'FINT;

'SI' 'NON' CLE(6) 'ALORS' 'ALLERA' DEB ;
EXLCEHMATRICE _DES_DISTANCESS@); IMPR;
'POUR'I=1'PAST1'JUSQUA 'NTFAIRE?
FDEBUT''POURTJ=1"PASY 1 TUUSQUA 'N'FAIRE"'
PSITALCI,JD . "DIF'90000  ALORS EXEC(3, AL (1,d).)
PSINONTEXE(3, 0D IMPR'FIN';
TALLERA'DEB'FIN''FIN' %




‘oegeut! ext (<HDERN IAME__ALGOR _._.IZmlOmImmrrz_pzznx»r»m,»va 3IMPR

0Es: T0EBUTT TENTIER' 1, J,N,E,W;
Liceav(N);
‘oesuT! TENTIER' TTABLEAUTAL(LIN,LiN).,V.{(1:N).;
"sooLeen' 'TastEau'C.{1:N).;
‘sooLeen’ o;
LIRT{A) ;EXL(KEXTREMITE>) 5 i MPR;

EXTS Lictav(E)stst! £ 'eeat” O "ALORS' 'ALLERA' 088;
fPour' 13e) 'pPas' 1 'JusqQua' N 'fFalre’
‘oesut' 'pour'yrwl 'pas' 1 'uusqua' N ‘rare’
tg1t A{l,d). 'esaL' O 'arors' A.(1,J).3=-1C000;

. n.M_W.“|.<m>__m<.ﬁ_v.“u>.ﬁ_.mv..1_z.N

Vo (£)2320;C. (E)et="vrAL" ]

ITERS imiraux’;
'pour' 1:=l 'pas' 1 'uusqua' N 'rarre’
's1' C (1) aLors'  'oesur' C.(1).i='Faux’jwis0;
*poUR' yi=l "Pas' 1 'yusqua' N 'Faire'
81t A (1,d) VL (U)o 'SUPT W TaLORS' wizA,(1,d).+V, (W)estsi "t w TorR" Vo(i). 'aLors’
toesutt V.(I1). tmwiCo{1)otmtvral o= vRAITIFIN' fFINTS
's1' b 'aLorRs' 'aLLErA'ITER;
"Pour' 13=l 'Pas' L Tuusqua' N 'ratre’
'a1' V. {1). "INF'O "aLors' e£xe(3,0)'sinon’exe(3,V.(1).);
(MR tariera' exrifRint Rt tRan'

#

e
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